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RESUMO 

Nesse trabalho, realizaram-se investigações experimentais e numéricas e desenvolveu-se um 

modelo analítico para descrever o comportamento de conectores de cisalhamento 

constituídos por furos em chapas preenchidos com concreto com barra passante, capaz de 

prever tanto a capacidade resistente quanto a capacidade de deslizamento desses conectores 

quando empregados em ponto confinado de uma seção mista. Este trabalho foi realizado, 

pois observou-se que a maior parte dos estudos e modelos de cálculo desenvolvidos até o 

presente, situam o conector em um ponto superficial ou não confinado da seção mista. 

Contudo, sabe-se que o conector em questão apresenta considerável melhora em termos de 

capacidade resistente e capacidade de deslizamento, quando empregado em situação 

confinada, pois, enquanto na situação superficial o conector tende a falhar de forma frágil 

por destacamento do concreto, na situação confinada o conector tende a falhar de forma dúctil 

por ruptura da barra passante. Assim sendo, buscando proporcionar um melhor 

aproveitamento desses conectores em situação confinada, foi realizado um aprofundado 

estudo de seu comportamento, descrevendo os efeitos de segunda ordem na barra passante e 

a curva força-deslizamento até seu ponto de ruptura. O modelo desenvolvido foi testado e 

calibrado com diversos ensaios experimentais, tanto desse trabalho, quanto de outros autores, 

mostrando-se válido e com amplos limites de aplicabilidade e tendo apresentado forte 

correlação com dados experimentais. 

Palavras-chave: Estrutura mista. Conector de cisalhamento. Perfobond. Pino. Barra passante. 

Efeito de segunda ordem. Catenária. Capacidade de deslizamento. Confinamento. 
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ABSTRACT 

In this work, experimental and numerical investigations were conducted, and an analytical 

model was proposed to describe the behavior of circular openings with transverse bars as 

steel-concrete shear connectors. The aim was to predict both the strength and slip capacity of 

these connectors when applied in a confined location of a composite section. This work was 

conducted because most studies and design models currently available place the connector 

in a superficial or non-confined location of the composite section, however, it has been shown 

that the referred connector shows considerable increase in strength and slip capacity when in 

confined situations, because, while in superficial situations the connector tends to show 

brittle behavior and fail by concrete spalling, in confined situation it tends to show ductile 

behavior and fail by rupture of rebar. Therefore, to improve usage of these connectors in 

confined situations, an in-depth study of its behavior was carried out, describing second order 

effects in the rebar and the load-slip curve up until failure. The model was tested and 

calibrated with several experimental results, both from this work and from other authors, 

proving to be valid and having a wide range of applicability and showing strong correlation 

with experimental data. 

Keywords: Composite structure. Shear connector. Perfobond. Dowel. Transverse bar. Second 

order. Catenary. Slip capacity. Confinement. 
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A 
DETALHAMENTO DOS PROTÓTIPOS EXPERIMENTAIS 

 

 

 

D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) 535 fy (MPa) 350
d (mm) 12,5 fu (MPa) 629 fu (MPa) 500
e0 (mm) 18,75
p (mm) 200 Concreto C1a
Ac (mm²/mm) 0.65(φ10 c/12) fcm (MPa) 27,98

fy (MPa) 592 fctm (MPa) 2,95
Aderência Não fu (MPa) 741 Ec (MPa) 18954

Geometria

Armadura/Gaiola
CA50 - φ10

Barra passante Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350
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D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) 535 fy (MPa) 350
d (mm) 12,5 fu (MPa) 629 fu (MPa) 500
e0 (mm) 18,75
p (mm) 200 Concreto C1b
Ac (mm²/mm) 0.65(φ10 c/12) fcm (MPa) 27,67

fy (MPa) 592 fctm (MPa) 2,94
Aderência Sim fu (MPa) 741 Ec (MPa) 23217

Geometria Barra passante Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350

Armadura/Gaiola
CA50 - φ10

D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) 535 fy (MPa) 350
d (mm) 12,5 fu (MPa) 629 fu (MPa) 500
e0 (mm) 18,75
p (mm) 200 Concreto C2a
Ac (mm²/mm) 0.65(φ10 c/12) fcm (MPa) 30,73

fy (MPa) 592 fctm (MPa) 3,88
Aderência Sim fu (MPa) 741 Ec (MPa) 23582

CA50 - φ10

Geometria Barra passante Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350

Armadura/Gaiola
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D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) - fy (MPa) 350
d (mm) - fu (MPa) - fu (MPa) 500
e0 (mm) -
p (mm) 200 Concreto C2b
Ac (mm²/mm) 0.65(φ10 c/12) fcm (MPa) 33,03

fy (MPa) 592 fctm (MPa) 3,79
Aderência Não fu (MPa) 741 Ec (MPa) 24128

Armadura/Gaiola
CA50 - φ10

Geometria Barra passante Chapa
- USI-CIVIL 350

D (mm) 25
t (mm) 7 fy (MPa) 608 fy (MPa) 350
d (mm) 6,3 fu (MPa) 740 fu (MPa) 500
e0 (mm) 9,35
p (mm) 200 Concreto C3a
Ac (mm²/mm) 0.65(φ10 c/12) fcm (MPa) 28,84

fy (MPa) 592 fctm (MPa) 3,63
Aderência Não fu (MPa) 741 Ec (MPa) 23465

Armadura/Gaiola
CA50 - φ10

Geometria Barra passante Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350
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D (mm) 74
t (mm) 26 fy (MPa) 509 fy (MPa) 350
d (mm) 20 fu (MPa) 649 fu (MPa) 500
e0 (mm) 27
p (mm) 200 Concreto C3b
Ac (mm²/mm) 0.65(φ10 c/12) fcm (MPa) 33,02

fy (MPa) 592 fctm (MPa) 4,07
Aderência Não fu (MPa) 741 Ec (MPa) 21555

Armadura/Gaiola
CA50 - φ10

Geometria Barra passante Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350

D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) 535 fy (MPa) 350
d (mm) 12,5 fu (MPa) 629 fu (MPa) 500
e0 (mm) 0
p (mm) 200 Concreto C4a
Ac (mm²/mm) 0.65(φ10 c/12) fcm (MPa) 25,12

fy (MPa) 592 fctm (MPa) 3,14
Aderência Não fu (MPa) 741 Ec (MPa) 21403

Armadura/Gaiola
CA50 - φ10

Geometria Barra passante Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350
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D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) 535 fy (MPa) 350
d (mm) 12,5 fu (MPa) 629 fu (MPa) 500
e0 (mm) 37,5
p (mm) 200 Concreto C4b
Ac (mm²/mm) 0.65(φ10 c/12) fcm (MPa) 26,36

fy (MPa) 592 fctm (MPa) 3,69
Aderência Não fu (MPa) 741 Ec (MPa) 21238

Armadura/Gaiola
CA50 - φ10

Geometria Barra passante Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350

D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) 535 fy (MPa) 350
d (mm) 12,5 fu (MPa) 629 fu (MPa) 500
e0 (mm) 18,75
p (mm) 200 Concreto C5a
Ac (mm²/mm) 0.65(φ10 c/12) fcm (MPa) 32,02

fy (MPa) 592 fctm (MPa) 3,64
Aderência Não fu (MPa) 741 Ec (MPa) 25131

Armadura/Gaiola
CA50 - φ10

Geometria Barra passante Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350



150 
 

D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) 535 fy (MPa) 350
d (mm) 12,5 fu (MPa) 629 fu (MPa) 500
e0 (mm) 18,75
p (mm) 200 Concreto C5b
Ac (mm²/mm) 0.26(φ6,3 c/12) fcm (MPa) 29,15

fy (MPa) 619 fctm (MPa) 3,66
Aderência Não fu (MPa) 735 Ec (MPa) 24432

Armadura/Gaiola
CA50 - φ6,3

Geometria Barra passante Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350

D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) 535 fy (MPa) 350
d (mm) 12,5 fu (MPa) 629 fu (MPa) 500
e0 (mm) 18,75
p (mm) 125 Concreto C6a
Ac (mm²/mm) 0.65(φ10 c/12) fcm (MPa) 28,76

fy (MPa) 592 fctm (MPa) 3,42
Aderência Não fu (MPa) 741 Ec (MPa) 22079

Armadura/Gaiola
CA50 - φ10

Geometria Barra passante Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350
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D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) 535 fy (MPa) 350
d (mm) 12,5 fu (MPa) 629 fu (MPa) 500
e0 (mm) 18,75
p (mm) 125 Concreto C6a
Ac (mm²/mm) - fcm (MPa) 28,76

fy (MPa) 580 fctm (MPa) 3,42
Aderência Não fu (MPa) 661 Ec (MPa) 22079

CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350
Geometria Barra passante Chapa

Armadura/Costura
CA50 - φ12,5

D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) 535 fy (MPa) 350
d (mm) 12,5 fu (MPa) 629 fu (MPa) 500
e0 (mm) 18,75
p (mm) 125 Concreto C6b
Ac (mm²/mm) - fcm (MPa) 28,13

fy (MPa) 580 fctm (MPa) 3,57
Aderência Não fu (MPa) 661 Ec (MPa) 27175

Geometria Barra passante Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350

Armadura/Costura
CA50 - φ12,5
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D (mm) 50
t (mm) 12,5 fy (MPa) 535 fy (MPa) 350
d (mm) 12,5 fu (MPa) 629 fu (MPa) 500
e0 (mm) 18,75
p (mm) 75 Concreto C6b
Ac (mm²/mm) - fcm (MPa) 28,13

fy (MPa) 580 fctm (MPa) 3,57
Aderência Não fu (MPa) 661 Ec (MPa) 27175

Chapa
CA50 - φ12.5 USI-CIVIL 350

Armadura/Costura
CA50 - φ12,5

Geometria Barra passante
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B 
PROCEDIMENTO PARA OBTENÇÃO DAS CURVAS DO MODELO 

DUCTILE DAMAGE 

Descreve-se, a seguir, o procedimento realizado para se definir a curva tensão plástica 

verdadeira-deformação plástica localizada verdadeira (𝜀௣௟ × 𝜎ത௣௟) e a curva de evolução do 

dano (𝑢௣௟ × 𝐷௜) a partir da curva tensão nominal-deformação média nominal (𝜀௠௘ௗ
௡௢௠ × 𝜎௡௢௠) 

obtida em ensaio de tração de uma barra de aço. 

1) Definição dos pontos principais na curva tensão-deformação nominal do ensaio de tração: 

Os pontos são definidos conforme Figura B.1. 

 

Figura B.1: Definição dos pontos principais na curva tensão-deformação nominal média. 

2) Consideração da localização da deformação a partir do ponto de estricção: 

A partir do ponto de início da estricção n, que corresponde ao ponto máximo da curva tensão-

deformação nominal, ocorre redução gradual do comprimento 𝑙௜ dentro do qual se dão os 

acréscimos de alongamento (∆𝑙௜ − ∆𝑙௜ିଵ) no corpo de prova. O comprimento 𝑙௜ decresce de 
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um comprimento 𝑙௡, no ponto n, até um comprimento 𝑙௙, no ponto f, a uma taxa determinada 

por um fator exponencial 𝛼௅, causando considerável aumento na deformação 𝜀௜
௡௢௠. 

Conforme Eqs. B.1 a B.2 e Figura B.2. 𝑙௙ é tomado como o tamanho médio do elemento 

finito 𝐿ா, e 𝑙௡ e 𝛼௅ são definidos por processo de calibração. 

 

𝜀௜
௡௢௠ = ൜

∆𝑙௜ 𝑙௜⁄ ;  𝑖 < 𝑛

𝜀௜ିଵ
௡௢௠ + (∆𝑙௜ − ∆𝑙௜ିଵ) 𝑙௜⁄ ;  𝑖 ≥ 𝑛

  (B.1) 

𝑙௜ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑙଴ ;  𝑖 < 𝑛

𝑙௡ − ൫𝑙௡ − 𝑙௙൯ ൬
∆𝑙௜ − ∆𝑙௜ିଵ

∆𝑙௥ − ∆𝑙௡
൰

ఈಽ

≤ 𝑙଴ ; 𝑛 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟

𝑙௙ = 𝐿ா  ; 𝑖 > 𝑟

  (B.2) 

 

 
Figura B.2: Obtenção da curva tensão-deformação localizada nominal. 

3) Definição da curva tensão-deformação nominal sem a influência do dano no material: 

Considera-se que a curva tensão-deformação nominal sem dano seguiria um patamar 

horizontal a partir do ponto n, conforme Figura B.3. Portanto, a tensão nominal sem dano 

𝜎ത௜
௡௢௠ fica definida pela Eq. B.3. 

 

𝜎ത௜
௡௢௠ = ൜

𝜎௜
௡௢௠; 𝑖 < 𝑛

𝜎௡
௡௢௠; 𝑖 ≥ 𝑛

  (B.3) 
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Figura B.3: Obtenção da curva tensão-deformação localizada nominal sem dano. 

4)  Conversão das tensões e deformações nominais em tensões e deformações plásticas 
verdadeiras: 

Para as curvas com e sem dano, aplicam-se as Eqs. B.4 e B.5 para transformar a tensão 

nominal 𝜎௜
௡௢௠ em tensão verdadeira 𝜎௜ e a deformação nominal 𝜀௜

௡௢௠ em deformação plástica 

verdadeira 𝜀௜
௣௟, chegando-se às curvas apresentadas na Figura B.4. 

 

𝜎௜ = 𝜎௜
௡௢௠(1 + 𝜀௜

௡௢௠)  (B.4) 

𝜀௜
௣௟

= 𝑙𝑛 ቆ
1 + 𝜀௜

௡௢௠

1 + 𝜀௣
௡௢௠ቇ  (B.5) 

 

 
Figura B.4: Obtenção das curvas tensão-deformação plástica localizada verdadeira com e sem dano. 
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5)  Obtenção e ajuste da variável de dano: 

A variável de dano dúctil 𝐷௜ expressa a diferença adimensional entre as curvas com e sem 

dano, apresentadas na Figura B.4, multiplicada por um fator 𝛼஽, que leva em consideração a 

distribuição não uniforme das deformações na seção transversal, conforme Eq. B.6. Segundo 

Bonora et al. (2006) o dano crítico 𝐷௖௥ para o aço, isto é, o dano 𝐷௜ no instante da ruptura r, 

varia entre 0,55 e 0,65. Assim sendo, calibra-se 𝛼஽ para que 𝐷௖௥ fique contido nesse intervalo. 

A curva de evolução do dano é apresentada na Figura B.5. 

 

𝐷௜ = ൜
(1 − 𝜎ത௜ 𝜎௜⁄ )𝛼஽;  𝑛 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟
1;  𝑖 = 𝑓

  (B.6) 

 

 
Figura B.5: Obtenção da curva de evolução do dano. 

6)  Obtenção do deslocamento plástico equivalente após início do dano: 

A curva de evolução do dano, conforme apresentada na Figura B.5, é definida em função do 

deslocamento equivalente após a iniciação do dano no ponto n. Para se obter o deslocamento 

equivalente, aplicam-se as Eqs. B.7 e B.8, em que 𝐿ா é o tamanho médio do elemento finito 

na região de estricção e 𝛽஽ é um fator de ajuste. 

 

𝑢௜
௣௟

= 𝑢௙
௣௟

൫𝜀௜
௣௟

− 𝜀௡
௣௟

൯ ൫𝜀௙
௣௟

− 𝜀௡
௣௟

൯ൗ ; 𝑖 ≥ 𝑛  (B.7) 

𝑢௙
௣௟

= 𝛽஽𝐿ா൫𝜀௙
௣௟

− 𝜀௡
௣௟

൯  (B.8) 
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Os parâmetros de ajuste 𝑙௡, 𝛼௅, 𝛼஽ e 𝛽஽, das Eqs. B.2, B.6 e B.8, foram definidos em um 

processo iterativo de calibração. Na Tabela B.1 são apresentados os valores desses e de outros 

parâmetros referentes à simulação do ensaio de tração da barra passante de 12,5 mm.  

 

Tabela B.1: Parâmetros para definição das curvas do modelo Ductile Damage. 

Diâmetro 
da barra 

Comprimento 
do corpo de 

prova 

Dimensão do 
elemento 

finito 

Constantes 

Localização da 
deformação 

Evolução do 
dano 

d (mm) l0 (mm) LE (mm) ln (mm) αL αD βD 

12.5 150 1,0 138,60 0,08 1,69 1,05 
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C 
FORMULAÇÃO DO MODELO DE VIGA SOBRE APOIO 

ELÁSTICO 

O comportamento da barra passante em regime elástico foi descrito utilizando a teoria de 

vigas sobre apoio elástico. Dividiu-se a barra em dois trechos: o TRECHO 1, situado dentro 

do furo entre as interfaces de deslizamento e o TRECHO 2, que se estende indefinidamente 

à esquerda e à direita do TRECHO 1. O TRECHO 1 foi descrito como uma viga bi-apoiada 

submetida a um carregamento uniformemente distribuído e momentos nas extremidades e 

equacionado segundo a teoria de linha elástica. O TRECHO 2 foi descrito como uma viga 

semi-infinita sobre apoio elástico, submetida a uma força concentrada e um momento na 

extremidade. 

 

Utilizando a teoria de vigas sobre apoio elástico, pôde-se também simular o comportamento 

da barra passante após a formação da rótula plástica central. Para isso, inseriu-se uma rótula 

e um par de momentos Mp no meio do TRECHO 1 e aplicou-se a mesma teoria para as novas 

condições de contorno. Na Figura C.1, apresenta-se a configuração do modelo para ambas as 

condições. A formulação do modelo é apresentada em seguida. 
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Figura C.1: Modelo de viga sobre apoio elástico (VAE). 
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Função de forma e derivadas para o TRECHO 1: 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ = 𝐴ଵ𝑥ଵ
ସ + 𝐵ଵ𝑥ଵ

ଷ + 𝐶ଵ𝑥ଵ
ଶ + 𝐷ଵ𝑥ଵ + 𝐸ଵ  (C.1) 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱ = 4𝐴ଵ𝑥ଵ

ଷ + 3𝐵ଵ𝑥ଵ
ଶ + 2𝐶ଵ𝑥ଵ + 𝐷ଵ  (C.2) 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱᇱ = 12𝐴ଵ𝑥ଵ

ଶ + 6𝐵ଵ𝑥ଵ + 2𝐶ଵ  (C.3) 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱᇱᇱ = 24𝐴ଵ𝑥ଵ + 6𝐵ଵ  (C.4) 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱᇱᇱᇱ = 24𝐴ଵ  (C.5) 

 

Função de forma e derivadas para o TRECHO 2: 

𝑢ଶ = 𝐴ଶ𝑒ఉ௫మ(cos 𝛽𝑥ଶ) + 𝐵ଶ𝑒ఉ௫మ(sen 𝛽𝑥ଶ) + 𝐶ଶ𝑒ିఉ௫మ(cos 𝛽𝑥ଶ)

+ 𝐷ଶ𝑒ିఉ௫మ(sen 𝛽𝑥ଶ) 
 (C.6) 

𝑢ଶ′ = 𝐴ଶ𝛽𝑒ఉ௫మ(cos 𝛽𝑥ଶ − sen 𝛽𝑥ଶ) + 𝐵ଶ𝛽𝑒ఉ௫మ(sen 𝛽𝑥ଶ + cos 𝛽𝑥ଶ)

+ 𝐶ଶ𝛽𝑒ିఉ௫మ(− cos 𝛽𝑥ଶ − sen 𝛽𝑥ଶ)

+ 𝐷ଶ𝛽𝑒ିఉ௫మ(−sen 𝛽𝑥ଶ + cos 𝛽𝑥ଶ) 
 (C.7) 

𝑢ଶ′′ = 𝐴ଶ2𝛽ଶ𝑒ఉ௫మ(− sen 𝛽𝑥ଶ) + 𝐵ଶ2𝛽ଶ𝑒ఉ௫మ(cos 𝛽𝑥ଶ) + 𝐶ଶ2𝛽ଶ𝑒ିఉ௫మ(sen 𝛽𝑥ଶ)

+ 𝐷ଶ2𝛽ଶ𝑒ିఉ௫మ(−cos 𝛽𝑥ଶ) 
 (C.8) 

𝑢ଶ′′′ = 𝐴ଶ2𝛽ଷ𝑒ఉ௫మ(− sen 𝛽𝑥ଶ − cos 𝛽𝑥ଶ) + 𝐵ଶ2𝛽ଷ𝑒ఉ௫మ(cos 𝛽𝑥ଶ − sen 𝛽𝑥ଶ)

+ 𝐶ଶ2𝛽ଷ𝑒ିఉ௫మ(− sen 𝛽𝑥ଶ + cos 𝛽𝑥ଶ)

+ 𝐷ଶ2𝛽ଷ𝑒ିఉ௫మ(cos 𝛽𝑥ଶ + sen 𝛽𝑥ଶ) 
 (C.9) 

𝑢ଶ′′′′ = 𝐴ଶ4𝛽ସ𝑒ఉ௫మ(− cos 𝛽𝑥ଶ) + 𝐵ଶ4𝛽ସ𝑒ఉ௫మ(− sen 𝛽𝑥ଶ) + 𝐶ଶ4𝛽ସ𝑒ିఉ௫మ(−cos 𝛽𝑥ଶ)

+ 𝐷ଶ4𝛽ସ𝑒ିఉ௫మ(−sen 𝛽𝑥ଶ) 
(C.10) 

onde 𝛽 = ቀ
௄ௗ

ସாೌூ
ቁ

భ

ర 

 

 VAE1: Regime elástico 

1) Condições de contorno e determinação das constantes 

 

Condições de contorno do TRECHO 1: 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱᇱᇱᇱ =

𝑃௕

𝑡
= 24𝐴ଵ → 𝐴ଵ =

𝑃௕

24𝑡
 (C.11) 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱᇱᇱ(0) = −

𝑃௕

2
= 6𝐵ଵ → 𝐵ଵ = −

𝑃௕

12
 (C.12) 
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𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱᇱ(0) = 𝑀 = 2𝐶ଵ → 𝐶ଵ =

𝑀

2
 (C.13) 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱ (𝑡 2⁄ ) = 0 = 4𝐴ଵ ൬

𝑡

2
൰

ଷ

+ 3𝐵ଵ ൬
𝑡

2
൰

ଶ

+ 2𝐶ଵ ൬
𝑡

2
൰ + 𝐷ଵ → 𝐷ଵ =

𝑃௕𝑡ଶ

24
−

𝑀𝑡

2
 (C.14) 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ(0) = 0 = 𝐸ଵ → 𝐸ଵ = 0 (C.15) 

 

Condições de contorno do TRECHO 2: 

𝑢ଶ(∞) = 0 = 𝐴ଶ𝑒ஶ(cos ∞) + 𝐵ଶ𝑒ஶ(sen ∞) → 𝐴ଶ = 𝐵ଶ = 0 (C.16) 

𝑢ଶ
ᇱᇱ(0) =

𝑀

𝐸𝐼
= −𝐷ଶ2𝛽ଶ → 𝐷ଶ = −

𝑀

2𝛽ଶ𝐸௔𝐼
 (C.17) 

𝑢ଶ
ᇱᇱᇱ(0) =

𝑃௕

2𝐸𝐼
= 𝐶ଶ2𝛽ଷ + 𝐷ଶ2𝛽ଷ → 𝐶ଶ =

𝑃௕ + 2𝛽𝑀

4𝛽ଷ𝐸௔𝐼
 (C.18) 

 

2) Condição de continuidade e determinação do momento M em função de Pb 

 

−𝑢ଵ
ᇱ (0) = 𝑢ଶ

ᇱ (0) → −
𝐷ଵ

𝐸௔𝐼
= −𝐶ଶ𝛽 + 𝐷ଶ𝛽 → 𝑀 =

𝑃௕(𝛽ଶ𝑡ଶ − 6)

12𝛽(𝛽𝑡 + 2)
 (C.19) 

 

3) Deflexão na interface de deslizamento e determinação da rigidez do modelo kVAE1 

 

𝑢ଶ(0) = 𝐶ଶ =
𝑃௕ + 2𝛽𝑀

4𝛽ଷ𝐸௔𝐼
 (C.20) 

𝑘௏஺ாଵ =
𝑃௕

𝑢ଶ(0)
 (C.21) 

tomando Pb como unitário, tem-se: 

𝑘௏஺ாଵ =
4𝛽ଷ𝐸௔𝐼

1 + 2𝛽𝑀
= 24𝛽3𝐸௔𝐼

𝛽𝑡 + 2

𝛽2𝑡2 + 6𝛽𝑡 + 6
 (C.22) 

 

4) Momento máximo e determinação da força de plastificação PbVAE1 

 

𝑀௠௔௫ =  𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱᇱ(𝑡 2⁄ ) = 𝑀 −

𝑃௕𝑡

8
= 𝑃௕ ቆ

𝛽ଶ𝑡ଶ − 6

12𝛽(𝛽𝑡 + 2)
−

𝑡

8
ቇ (C.23) 

tem-se a força PbVAE1 quando Mmax = Mr, portanto, 

𝑃௕௏஺ாଵ ቆ
𝛽ଶ𝑡ଶ − 6

12𝛽(𝛽𝑡 + 2)
−

𝑡

8
ቇ = 𝑀௥ → 𝑃𝑏𝑉𝐴𝐸1 = 24𝛽

𝛽2𝑡2 + 6𝛽𝑡 + 12

𝛽𝑡 + 2
∙ 𝑀𝑟 (C.24) 
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5) Obtenção de uVAE1, MVAE1 e VVAE1 em função de PbVAE1 

 

𝑢௏஺ாଵ =
𝑃௕௏஺ாଵ

𝑘௏஺ாଵ
 (C.25) 

𝑀௏஺ாଵ =
𝑃௕௏஺ாଵ(𝛽ଶ𝑡ଶ − 6)

12𝛽(𝛽𝑡 + 2)
 (C.26) 

𝑉௏஺ாଵ =
𝑃௕௏஺ாଵ

2
 (C.27) 

 

 VAE2: Situação após a formação da rótula plástica central 

1) Condições de contorno/continuidade e determinação das constantes 

 

Condições de contorno do TRECHO 1: 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱᇱᇱᇱ =

𝑃௕

𝑡
= 24𝐴ଵ → 𝐴ଵ =

𝑃௕

24𝑡
 (C.28) 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱᇱᇱ(0) = −

𝑃௕

2
= 6𝐵ଵ → 𝐵ଵ = −

𝑃௕

12
 (C.29) 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱᇱ(0) = 𝑀 = 2𝐶ଵ → 𝐶ଵ =

𝑀

2
 (C.30) 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ
ᇱᇱ(𝑡 2⁄ ) = 𝑀௣ = 12𝐴ଵ ൬

𝑡

2
൰

ଶ

+ 6𝐵ଵ ൬
𝑡

2
൰ + 2𝐶ଵ → 𝑀 =

𝑃௕𝑡

8
− 𝑀௣ (C.31) 

𝐸௔𝐼𝑢ଵ(0) = 0 = 𝐸ଵ → 𝐸ଵ = 0 (C.32) 

 

Condições de contorno do TRECHO 2: 

𝑢ଶ(∞) = 0 = 𝐴ଶ𝑒ஶ(cos ∞) + 𝐵ଶ𝑒ஶ(sen ∞) → 𝐴ଶ = 𝐵ଶ = 0 (C.33) 

𝑢ଶ
ᇱᇱ(0) =

𝑀

𝐸௔𝐼
= −𝐷ଶ2𝛽ଶ → 𝐷ଶ = −

𝑀

2𝛽ଶ𝐸௔𝐼
 (C.34) 

𝑢ଶ
ᇱᇱᇱ(0) =

𝑃௕

2𝐸௔𝐼
= 𝐶ଶ2𝛽ଷ + 𝐷ଶ2𝛽ଷ → 𝐶ଶ =

𝑃௕ + 2𝛽𝑀

4𝛽ଷ𝐸௔𝐼
 (C.35) 

 

Condição de continuidade: 

−𝑢ଵ
ᇱ (0) = 𝑢ଶ

ᇱ (0) → −
𝐷ଵ

𝐸௔𝐼
= −𝐶ଶ𝛽 + 𝐷ଶ𝛽 → 𝐷ଵ =

𝑃௕

4𝛽ଶ
+

𝑀

𝛽
 (C.36) 
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2) Deflexão na interface de deslizamento e determinação da rigidez do modelo kVAE2 

 

𝑢ଶ(0) = 𝐶ଶ =
𝑃௕ + 2𝛽𝑀

4𝛽ଷ𝐸௔𝐼
=

𝑃௕(4 + 𝛽𝑡)

16𝛽ଷ𝐸௔𝐼
−

𝑀௣

2𝛽ଶ𝐸௔𝐼
 (C.37) 

para calcular a rigidez kVAE2, deve-se descontar da deflexão total u2 a parcela de deflexão 

devida à atuação do momento Mp, 𝑢ଶ[ெ௣] =
ெ೛

ଶఉమ𝐸𝑎ூ
, portanto, 

𝑘௏஺ாଶ =
𝑃௕

𝑢2(0) − 𝑢2[𝑀𝑝]
 (C.38) 

tomando Pb como unitário, tem-se: 

𝑘௏஺ாଶ =
16𝛽ଷ𝐸௔𝐼

4 + 𝛽𝑡
 (C.39) 

 

3) Posição do momento máximo Mmax2 no TRECHO 2 e determinação da força de 

plastificação PbVAE2 

 

O momento máximo Mmax2 ocorre no ponto de cortante nula xMmax2, portanto, 

𝑢ଶ
ᇱᇱᇱ(𝑥ெ௠௔௫ଶ) = 0 → 𝑥ெ௠௔௫ଶ =

1

𝛽
tanିଵ ൬

𝑃௕

4𝛽𝑀 − 𝑃௕
൰ =

1

𝛽
tanିଵ ቆ

2𝑃௕

𝛽൫𝑃௕𝑡 − 8𝑀௣൯
ቇ (C.40) 

obtém-se a equação de Mmax2 substituindo xMmax2 em 𝐸௔𝐼𝑢2
′′(𝑥2), 

𝑀௠௔௫ଶ = 𝐸௔𝐼ൣ𝐶ଶ2𝛽ଶ𝑒ିఉ௫ಾ೘ೌೣమ(sen 𝛽𝑥ெ௠௔௫ଶ) + 𝐷ଶ2𝛽ଶ𝑒ିఉ௫ಾ೘ೌೣమ(−cos 𝛽𝑥ெ௠௔௫ଶ)൧ (C.41) 

tem-se a força PbVAE2 quando Mmax2 = Mr, portanto, PbVAE1 é tal que 

𝐸௔𝐼 ቐ൬
4𝑃௕௏஺ாଶ + 𝛽𝑃௕௏஺ாଶ. 𝑡

8𝛽
− 𝑀௣൰ 𝑒

ି ୲ୟ୬షభቆ
ଶ௉್ೇಲಶమ

ఉ൫௉ೇಲಶమ.௧ି଼ெ೛൯
ቇ

. 𝑠𝑒𝑛 ቈtanିଵ ቆ
2𝑃௕௏஺ாଶ

𝛽൫𝑃௏஺ாଶ. 𝑡 − 8𝑀௣൯
ቇ቉

+ ൬
𝑃௕௏஺ாଶ. 𝑡

8
− 𝑀௣൰ 𝑒

ି ୲ୟ୬షభቆ
ଶ௉್ೇಲಶమ

ఉ൫௉ೇಲಶమ.௧ି଼ெ೛൯
ቇ

. 𝑐𝑜𝑠 ቈtanିଵ ቆ
2𝑃௕௏஺ாଶ

𝛽൫𝑃௏஺ாଶ. 𝑡 − 8𝑀௣൯
ቇ቉ቑ

= 𝑀௥ 

(C.42) 

 

4) Obtenção de uVAE2, MVAE2 e VVAE2 em função de PbVAE2 

 

𝑢௏஺ாଶ =
𝑃௕௏஺ாଶ(4 + 𝛽𝑡)

16𝛽ଷ𝐸௔𝐼
−

𝑀௣

2𝛽ଶ𝐸௔𝐼
 (C.43) 

𝑀௏஺ாଶ =
𝑃௕௏஺ாଶ. 𝑡

8
− 𝑀௣ (C.44) 

𝑉௏஺ாଶ =
𝑃௏஺ாଶ

2
 (C.45) 
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D 
FORMULAÇÃO DO MODELO DE CATENÁRIA 

 

 

Através de considerações geométricas, é possível estabelecer relação entre a deflexão u e a 

rotação θ e o alongamento junto às rótulas ∆: 

𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝑢

𝑙
→ 𝜃 = tanିଵ

𝑢

𝑙
  (D.1) 

𝑙ଶ + 𝑢ଶ = (𝑙 + 2∆)ଶ → ∆ =
𝑙

2
ඨ1 + ቀ

𝑢

𝑙
ቁ

ଶ

−
𝑙

2
  (D.2) 

 

Tendo-se θ e ∆ expressos em função de u, pode-se obter a taxa de variação desses 

deslocamentos em função de u: 

𝜃̇ =
𝑑𝜃

𝑑𝑢
=

𝑑

𝑑𝑢
ቂtanିଵ

𝑢

𝑙
ቃ =

1

𝑙

1

1 + ቀ
𝑢
𝑙

ቁ
ଶ  (D.3) 

∆̇=
𝑑∆

𝑑𝑢
=

𝑑

𝑑𝑢
቎

𝑙

2
ඨ1 + ቀ

𝑢

𝑙
ቁ

ଶ

−
𝑙

2
቏ =

𝑢

2𝑙

1

ට1 + ቀ
𝑢
𝑙

ቁ
ଶ
  (D.4) 

 

Assim sendo, a seguinte condição cinemática pode ser estabelecida: 

∆̇

𝜃̇
=

𝑢

2
ඨ1 + ቀ

𝑢

𝑙
ቁ

ଶ

  (D.5) 

 

A consideração de comportamento rígido-plástico para o material implica que, em caso de 

tração pura, a deformação somente ocorre se a barra estiver submetida a 𝑁௣ =
గ

ସ
𝑑ଶ𝜎௣, e, em 

caso de momento puro, a deformação somente ocorre se a barra estiver submetida a 𝑀௣ =

ௗయ

଺
𝜎௣. Para combinação de momento M e tração N, considera-se que a deformação ocorre se 

atendida a condição de plastificação 𝜂(𝑁, 𝑀) = 1: 
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𝜂 =
𝑀

𝑀௣
+

𝑁ଶ

𝑁௣
ଶ = 1 →

𝑀

𝑀௣
= 1 − ቆ

𝑁

𝑁௣
ቇ

ଶ

  (D.6) 

 

De acordo com a condição de normalidade da teoria de plasticidade, as taxas de deformação 

plástica devem satisfazer as seguintes relações constitutivas: 

𝜃̇ = 𝜆
𝜕𝜂

𝜕𝑀
= 𝜆

1

𝑀௣
  (D.7) 

∆̇= 𝜆
𝜕𝜂

𝜕𝑁
= 2𝜆

𝑁

𝑁௣
ଶ  (D.8) 

 

Assim sendo, pode-se estabelecer a seguinte relação entre taxas de deformação plástica: 

∆̇

𝜃̇
=

2𝑁𝑀௣

𝑁௣
ଶ = 2

𝑀௣

𝑁௣

𝑁

𝑁௣
=

4

3𝜋
𝑑

𝑁

𝑁௣
  (D.9) 

 

Igualando as Eqs. D.5 e D.9, tem-se a relação entre a deflexão u e a força de tração N: 

𝑁

𝑁௣
=

3𝜋

8

𝑢

𝑑
ඨ1 + ቀ

𝑢

𝑙
ቁ

ଶ

≤ 1 → 𝑁 = 𝑁௣

3𝜋

8

𝑢

𝑑
ඨ1 + ቀ

𝑢

𝑙
ቁ

ଶ

≤ 𝑁௣ (D.10) 

 

Substituindo a Eq. D.10 em Eq. D.6, tem-se relação entre a deflexão u e o momento M: 

𝑀

𝑀௣
= 1 −

9𝜋ଶ

64

𝑢ଶ

𝑑ଶ
൬1 + ቀ

𝑢

𝑙
ቁ

ଶ

൰ ≥ 0 → 𝑀 = 𝑀௣ ቈ1 −
9𝜋ଶ

64

𝑢ଶ

𝑑ଶ
൬1 + ቀ

𝑢

𝑙
ቁ

ଶ

൰቉ ≥ 0 (D.11) 

 


