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Resumo

Seja € um dominio limitado e suave de RY e, para cada n € N, seja ®,, uma N-funcao

da forma .
B, (1) — /0 s6a(s) ds

em que ¢, : R — R é uma funcao par satisfazendo propriedades adicionais. Na primeira
parte deste trabalho estudamos o comportamento assintético, quando n — oo, de u,, €

VVO1 7 (Q), solucdo de um problema singular da forma

—Ag,u = An@ em {2,

ua
u >0 em €2, (1)
u=>0 sobre 02,

em que 0 < o < 1, f é uma fungio nao negativa, nao trivial em L'(Q), e A, é uma
constante positiva.

No Capitulo , mostramos que o problema singular tem uma tnica solucao fraca
u, € Wy (Q) no caso em que A, =1e0<a<1.

No Capitulo[2] exploramos o fato de que u,, é o minimizador global do funcional energia

T (1) ::/QCDn(|Vu|) dx—/ﬁf Y e w, € WR(Q),

(un)®

para provar que

lim u,, =d uniformemente em 2,
n—0o0

em que d denota a funcao distdncia até a fonteira 0€).

No Capitulo provamos que, para 0 < a < 1, o funcional modular ¢ +— / ®,,(|Vu|) dz,
Q

sob a restricdo [ flu|'™® dz = 1, admite um minimizador positivo u, € Wy'*"(Q) que é

Q
solugdo fraca de (1) com A,, = / Gu(|Vun|)|[Vu,|> dz. Além disso, provamos que
Q

lim u, = ¢ 'd uniformemente em (2,
n—oo

em que € = / fd*= dz, e também que
Q

lim (A,)% = lim (/Q B, (|Vun ) dx)" — (o),

n—oo n—o0

em que a funcdo v; : [0,00) — [0,00) é definida por

3=

y(t) ;== lim (¢, (t)), se t>0, e (0)=0.

n—0o0



il

Para provar esses resultados de convergéncia mostramos que: 7; é continua, estrita-
1

n

mente crescente e sobrejetiva; as sequéncias (A,)w e ( / D, (|Vuy,|) dx) convergem
Q

para 0 mesmo numero positivo A,; e u, converge uniformemente para uma funcao

Uso € Co(Q) NTWE(Q) que é solugao de viscosidade da equagao
min{—Acu, 1(|Vu|) — A} = 0.

Entdo, concluimos que Ay, = 71(€) € uo = e~ 1d.

Na segunda parte deste trabalho, desenvolvida no Capitulo [d] estudamos o comporta-
Volle,
Tolw,
(¥;) sdo sequéncias de N-fungdes. Provamos que, a menos de subsequéncias, o minimi-
V-lle,

l[-llo

mento assintético dos minimizadores do quociente do tipo Rayleigh , em que (®)) e
[V-lle,
[y,

vez, converge, quando [ — 0o, para o minimizador w., do quociente tipo Rayleigh

, 0 qual, por sua

IV-lloo
[lloo

zador de converge, quando 7 — oco, para o minimizador de

Além disso, mostramos que we, é a solugao de viscosidade de

Ao (W) =0 em D :=Q\ {z.},
— =d sobre 0D = QU {x,}.

llulloo

em que z, € Q é tal que Weo(Tx) = |Woolloo = 1 € d(xy) = ||d||o-
Palavras-chave: Comportamento assintético, N-funcao, ®P-Laplaciano, problema

singular, solucao de viscosidade.



Abstract

Let  be a bounded, smooth domain of RY and, for each n € N, let ®,, be an N-

function of the form

O, (t) = /O t sén(s) ds

where ¢, : R — R is an even function satisfying additional properties.
In the first part of this work we study the asymptotic behavior, as n — oo, of u, €

Wy (), solution of a singular problem

—Ag,u = AnM in Q,

ua
u>0 in €, (2)
u=>0 on 02,

where 0 < a < 1, f is a nonnegative, nontrivial function in L'(Q) and A, is a positive
constant.

In Chapter |1} we prove that, if A,, = 1, then problem has a unique weak solution
Uy € Wol’q)”(Q), for any 0 < o < 1.

In Chapter 2] we show that u, is the global minimizer of the energy functional

u

Jo () ::/chn(wu\) dx—/Qf(un)a dz, u, € W3 "(Q),

and exploit this fact to prove that

lim u, =d uniformly in €2,
n— oo

where d denotes the distance function to the boundary 0f).

In Chapter |3[ we consider the modular functional ¢ — / ®,,(|Vu|) dz, under the
Q
constraint / flu/'~® dz = 1. In the case 0 < o < 1, we prove that it admits a positive
Q

minimizer u, € Wy*"(€2) which solves () with A, = / Gn(|Vun|) | Vu,|* dz. Moreover,
Q

we prove that lim,_,o u, = £~'d, uniformly in Q, where ¢ = [, fd'~® dz. Furthermore,

we also show that

lim (A,)% = lim (/ﬂ B, (|Vun ) dm)i — (o),

n—oo n—o0

where the function ~; : [0,00) — [0, 00) is defined by

n(t) = lim (&, ()", if t>0, and ~/(0)=0.



In order to prove these convergences, we show that 7, is continuous, strictly increasing

and onto. We also consider the sequences (A,,)w and < / D, (|Vuy|) dx) and prove that
9)
they both converge to a positive number A.,. Considering the sequence of solutions wu,,

we prove that it converges uniformly to a function u., € Cy(€2) N W'>°(Q), which solves
the equation

min{—Asu, 71 (|Vu|) — A} =0

in the viscosity sense. We conclude that Ay, = 7;(g) and u., = e7'd.
In the second part of this work, exposed in Chapter [l we study the asymptotic
IVolle, - here (®;) and (¥;) are

)
Tollw,
1V-[1s,

T,

behavior of the minimizers of the Rayleigh-type quotient

sequences of N-functions. We prove that, up to subsequences, the minimizer of
IV-lle,

[[-llo

converges, as [ — 00, to the minimizer w,, of the Rayleigh-type quotient HHV_ |'|H°°. We show

converges, as j — o0, to the minimizer of the quotient . On its turn, this quotient

that we is the viscosity solution of

A <m> =0 em D:=Q\ {z,},

s =d sobre 0D = QU {x,},
where z, € 2 satisfies Weo(24) = ||Woo|loo = 1 and d(z,) = ||d||so-

Keywords: Asymptotic behavior, N-function, ®-Laplacian, singular problem, visco-

sity solution.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos dois problemas envolvendo o operador ®-Laplaciano definido
no espaco de Orlicz-Sobolev VVO1 ’(I)(Q). Inicialmente, nos capitulos e , apresentamos
resultados de existéncia, unicidade, comportamento assintético de solugoes e propriedades

de minimizacao para o seguinte problema singular envolvendo o operador ®-Laplaciano

(definido em ([A.§))

—Agu = @ em (2,

uOC
u >0 em {2, (3)
u=20 sobre 012,

em que 2 C RY ¢ um dominio suave e limitado, 0 < a <1, f >0, f Z0e ®(t) =
t
s¢(s) ds, sendo a funcdo ¢ : R — R par de classe C! com ¢(0) = 0 e a restrigao

0
¢ : [0,00) — [0,00) crescente tal que o homeomorfismo ¢(t)t satisfaz a condigdo de

crescimento ,

(o(t)t)
a”—1<>—2 <agt -1, Vt>0. (4)

(t)
para a~,a’ > 1 constantes.

J& no Capitulo {4 descrevemos o comportamento assintético dos minimizadores do

Vu s . . .
”Hullﬂuq)l em espagos de Orlicz-Sobolev. Primeiro fazemos j — oo, e
J

quociente de Rayleigh
depois, [ — oo.

O espaco de fungdes no qual esperamos encontrar solugoes para o problema é
o espago de Orlicz-Sobolev VVO1 ’q)(Q). Descrevemos esse espago e suas propriedades no
Apéndice [A]

Segue de (4]) que

__ o)
1 < <a'
<a S0 <a", Vt>0 (5)
(ver Lema [A.16)).
Assim, definindo
A 0]
¢ =i 0
e
t2¢(t)
ti=su ,
P e



segue que

<¢t<oo, Vit>0. (6)

Como ¢ é crescente,

(ID(t):/O 6(5)s ds+/1 6(5)s dsz/o 6(s)s ds + (t— 1)o(1), > 1,

e, assim,

®(t) - +00 quando t — +oc.

Logo, implica
P(t)t* — +oo quando t — 4o00.

Além disso, como @ é continua e ®(0) = 0, temos
®(t) - 0 quando t — 0

e, entao, implica
o(t)t> = 0 quando t — 0.

Observe, também, que ®(¢) = 0 se, e 86 se, t = 0. Como ¢ é ndo decrescente, para
t>0 .
D(t 1
% = Z/o ¢(s)s ds
< o)t

e, entdo, usando que ¢(t)t é continua e ¢(0) = 0, concluimos que

D(t
% — 0, quando ¢t — 0.
Temos também .
d(t 1
o) > —/ ¢(s)s ds
t t t
1 t\ t t
> —6(2) 2 (t—=
-t ¢ 2) 2 ( 2)
1 t t
= 3%2) 2
o que implica
o(t)
—~ — 400, quando t — +o00.

No Capitulo , mostramos existéncia e unicidade de solugoes para o problema .



Para a existéncia, fazemos n — oo no seguinte problema auxiliar

— Aoy, = Lla em (),
(un +7)

Up >0 em {2,

Up =0 sobre 052,

em que f,(z) = min{f(z),n} e Ag é o operador ®-Laplaciano.
Mostramos, também, resultados de minimiza¢do para 0 < a < 1. Provamos que a

solucao fraca u, de ¢ o Unico minimizador do funcional energia

Jo(v) = /Q(I)(|Vv|) dx — %/ﬂ(ml—af de, ueWy®(Q). (7)

O problema foi estudado inicialmente para o p-Laplaciano. No caso ¢(t) = [t[P72,
Chu e Gao em [§] estudaram a existéncia de solugdes fracas. Para ¢(t) = 1, Boccardo e
Orsina em [5] investigaram a existéncia, regularidade e nao existéncia de solugoes para
um problema similar. J& Bhattacharya, DiBenedetto e Manfredi [4] mostraram para

f € L*>(Q) continua e positiva e u, solugdo de

—Ayu=f em (),
u=20 sobre 02,

que existe uma subsequéncia tal que
u, — d uniformemente em {2 quando p — oo

onde
dz,00) = mf [z —y|, z€,

é a funcao distancia em relagao a fronteira.
Nos Capitulos [2| e |3 consideramos, para cada n € N, o espaco de Orlicz I/VO1 ’q)”(Q)
definido pela N-funcao

Bu(t) = [ 0,(s)s ds

sendo ¢, : R — R uma funcio par de classe C'! com ¢,(0) = 0 e a restrigdo ¢, : [0, 00) —
0,00) crescente tal que o homeomorfismo ¢, (¢)t satisfaz ([{), o que implica que existem

constantes ¢;" > ¢, > 1 tais que

t2¢u(t)

1<¢, < B, (1)

<¢f <oo, Vi>0.

Para a sequéncia (®,) de N-fungdes e 0 < o < 1, analisamos no Capitulo 0



comportamento assintético das solugoes u,, do problema

_ f(@)
Ag,u = i Q, (8)
u=20 sobre 0f2,

quando n — oco. Mostramos que a sequéncia (u,) converge (sem precisar passar a sub-
sequéncia) para Ue.,, a qual é a funcdo d. Na Segao fazemos isso usando que u, ¢

solugao do problema nao singular

—Ag,u = féf) em (),
u >0 em (2,
u=>0 sobre 012,

e, portanto, minimiza o funcional

Jn(u):/Qq)n(Wu\) dm—/gu—J;u da.

Na Secao apresentamos uma prova alternativa para o caso 0 < o < 1. Fizemos essa
demonstracao usando que u,, minimiza o funcional energia definido em @
J& no Capitulo 3] para 0 < o < 1, provamos, na Se¢ao [3.1], que a fung¢do u,, minimi-

zador de

fby, = inf {/ ., (|Vu|) dzr;u € Wol’q)"(Q),/ fu' ™ dx = 1},
Q Q

é solucao de

Agu=n,L (9)

u

com

A, = / On(Vu,)|Vu,)? dz.
Q

Nesse caso, a singularidade nao permite usar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange
como na Se¢ao [3.2l Para contornar esse obstaculo e demonstrar que u,, é solu¢ao de @,

obtemos a derivada de

W) = / (uten) = f du

1
em ¢ = (0. Mostramos que, quando n — oo, passando a subsequéncia, temos A;; — Ay e

U, — Us uniformemente em 2. Provamos também que u., é solugao de

min {—Ayu, 71 (|Vu|) — A} =0, (10)



em que A, é o operador oo-Laplaciano, definido por

N
Asou = <D2uVu, Vu> = Z

i,7=1

ou Ou 0%*u

)
8@ 6xj al'il'j

e 71 ¢ a funcao definida por

n—00 t

n(t) = lim (M)i . (11)

com 71(0) = 0. O limite é uniforme em todo subconjunto limitado de (0, 00), 7, é continua,

Em seguida, provamos que
1
o0 — _d7 ]_2
Uoo = — (12)

onde € € R ¢é tal que

’71(8) =A
71 (t) < A para todo 0 < t < &,
7 (t) > A para todo t > e.

Na Secdo [3.2] fazemos o caso o = 0, isto é, comegamos com o problema de minimizagao

1y inf {/Q B, (|Vul) dz,u € Xn} , (13)

com

X, = {u € W&’Q"(Q),/ fudx = 1}.
Q

Para u,, minimizador de pu,, segue do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange que existe
A, > 0 tal que u,, é solugao de

1
Mostramos que, quando n — oo, passando a subsequéncia, temos Aj; — Ay € Uy, — Uso
uniformemente em €.
Para explicitar a fungdo limite u.,, no Capitulo [} mostramos primeiro que u, € a
unica solucao de viscosidade da equacgao . Em seguida usamos a bijetividade da func¢ao

~1 e o seguinte fato conhecido: g ¢ a unica solucao de viscosidade para a equagao
min{—Ayu, |Vu| —e} =0 em Q. (14)

Ressaltamos que esta conexao entre essas duas equagoes ¢ uma novidade na literatura.



A minimizagao com vinculo, feita no Capitulo [3 faz aparecer uma constante multi-
plicativa na equagao de Euler-Lagrange que depende da subsequéncia de (u,). Isso nao
permite utilizar o argumento do caso em que a constante é 1, como no Capitulo [2} Dali,
a necessidade de usar solugao de viscosidade, no Capitulo

Nao foi preciso passar a subsequéncia para obter a convergéncia de (u,). Isso ocorre
porque a equagao da forma ([10) ndo depende da subsequéncia, uma vez que esta depende
do valor da constante A, que é a mesma para toda subsequéncia.

Os Capitulos [2 e [3] do nosso trabalho foram inspirados pelo problema de autovalor

tratado em [7]. Mais precisamente, os autores Bocea, Mihailescu e Stancu-Dimitru con-

t
sideraram uma sequéncia de N-fun¢oes da forma ®,,(t) = / ®n(s)s ds e o minimizador
0

U, de
cl = inf{/ @, (|Vuy,|) dx :u e Wol’q)”(Q),/ D, (u(x)) dr = 1}.
Q Q

Eles provaram que u,, ¢ solugao de
—Ag,u= N, (Jul)u

para algum A,, > 0. Mostraram também que a sequéncia (u,) converge uniformemente, a
menos de subsequéncia, para uma uma funcao us quando n — oco. Eles provaram ainda

que U € solucao de viscosidade de
min {—Asu, 71 (|Vul) = Asya(ful)} =0
1
para A, = lim A, 71 dada em 1} e
n—oo

() == lim [pu()f]", 0, (15)

em que o limite é uniforme em todo subconjunto limitado de (0, c0), 2 é continua, 72(0) =
0. Naquele artigo [7], nao foi percebido que as fungoes vy, e 72 sdo iguais. Na Proposigao
[3.1] provamos que

n(t) = 75(t) = lim ¢,(t)=, ¢>0.

n—oo
O estudo do comportamento assintético de solugdes de problemas envolvendo espacos
de Orlicz e o operador ®-Laplaciano é recente. Ver, por exemplo, [6l [7], 10 [15].
Mais recentemente, Grecu e Mihailescu, em [I5], consideram: uma sequéncia ¢, de

homeomorfismos crescente e impares de R em R,

0a(0)= [ ls) s



®,(1)[Q]
satisfazendo ton()
. ton -
S, (%23 B, (1) ) = too,

o [ ) (559 -

Entao, eles estudaram o comportamento assintético, quando n — 0o, dos minimizadores

u, de
\Y
o = inf m, n € N.
ueWy ' ()\{0} [ullw.,
Eles provaram que, para
\V4 o
Aoo = || UHL (Q)7
weXo\{0} [|ull <o)
onde
Xo = Wh(Q) N (Ng=1 W 4(Q))
vale
lim p, = A
n—roo

O principal resultado de [I5] mostra que, passando a subsequéncia, u, — Us, €m que
Uso € C(Q) \ {0} é um minimizador de A,,. O quociente estudado em [I5] é semelhante
a [I1] para quocientes com expoentes variaveis no espaco de Sobolev W, (x)(Q).

Citamos alguns artigos que tratam de estudos semelhantes para os operadores p-
Laplaciano e p(x)-Laplaciano. Em [9], Ercole e Pereira consideraram o seguinte problema
de minimizagao

Ay(2) := min {| Vallh:u € Wy(Q), [fufl, = 1} .

Eles mostraram a existéncia de um minimizador positivo u, de

Ap(Q) = lim A (Q) = inf {||Vu|2u € WyP(Q), [Juflo = 1}

q—p*

como o limite uniforme em Q de uma sequéncia de minimizadores \,(€2). A funcédo w,

assume seu maximo em um unico ponto z, e satisfaz
Apup = up(zp)Ap(2)0;, em Q,

onde 9., ¢ distribui¢ao delta de Dirac centrada em x,. Além disso, eles mostraram que
existe uma subsequéncia de (u,) que converge uniformemente em € a u.., a qual é solucao
do problema de minimizacao

Ao = min { | Vulloo; u € WE(Q), ]l = 1} = lim A, ()7

p—o0



e é uma solucao de viscosidade positiva do problema limite

A, <m> =0 em D :=Q\{z,},
“oo =d(-,002)  sobre 0D = QU {z,},

[l

onde z* = lim z,, é o Unico ponto de maximo de ux.
p—o0

Baseado neste ultimo artigo e influenciados por [I1], Alves, Ercole e Bolafios estende-
ram, em [2], os resultados de [9] para o problema de minimizagao do quociente de Rayleigh

com expoentes varidveis. Primeiramente, eles mostram que o minimizador u; ; de

Ay == min { [Vl Up (92)\ {0}}
19 1lj9(2)
converge uniformemente, a menos de subsequéncia, quando j — oo, para uma funcao w;

e esta minimiza

m::min{” V]|ip(a) )iy € WD )\{0}}

[[0]loo
Depois, passando a subsequéncia, p; — Ay e w; — ws uniformemente em 2, quando

[ = oco. Além disso, w,, minimiza A, e satisfaz

A <m> =0 em D:=Q\ {z,},

iz =d(-,0Q)  sobre 9D = QU {,}

no sentido de viscosidade, onde z, = llim zl é ponto de maximo de wy, €z} é o tinico
ponto de maximo de wj. o

No Capitulo 4} provamos todos os principais resultados de [2] para dois operadores
®-Laplaciano e U-Laplaciano, os quais sao definidos em seus respectivos espagos de Orlicz-
Sobolev. Mais precisamente, analisamos o comportamento assintético dos minimizadores

do quociente ”H H”q’l para duas sequéncias de N-funcoes (®;) e (V;). Primeiro, fazemos

j — oo e, depois, | — oo. Provamos que, passando a subsequéncia, o minimizador de

———L converge (quando j — 00) para o minimizador de ! o ””q" e este converge (quando

Vv
[ — oo) para o minimizador w., de ”H I . Verificamos, também, que wy, é solugao de
oo

A (m) =0 em D :=Q\ {z},

(16)
=d sobre 0D = QU {x,}.

llulloe

onde d = dist(-,00) é a distancia em relacdo a fronteira de Q e z, = hm zh é tal que
l—00

Woo (T4) = ||Woolso = 1, 2}, é 0 tinico ponto de maximo de w; e d(z.,) = ||d||co-
Com o objetivo de contornar as dificuldades encontradas foi necessario desenvolver

argumentos diferentes daqueles que constam em trabalhos que usamos como inspiragao



para nossa tese. Por exemplo, devido a singularidade do problema considerado, usamos
no Capitulo [ljuma equacao auxiliar para mostrar a existéncia de solu¢ao para o problema
singular (ver Teorema . Além disso, no Capitulo , para mostrar que o minimizador
em questao satisfaz a equacao associada envolvendo o operador ®,-Laplaciano obtivemos
uma derivada de Gateaux (ver Lema [3.5)).

Outro exemplo de obstaculo encontrado foi a nao homogeneidade do operador -
Laplaciano. Foi necessario desenvolver novas justificativas, induzidas pelos artigos con-
sultados ou até mesmo desenvolver outros argumentos. Como exemplo, citamos a desi-
gualdade de Holder que, no caso dos espacgos de Orlicz, é mais fraca que em espagos L” em
razao da constante multiplicativa 2 que aparece em um dos termos (ver Proposi¢ao |A.9)).
Por isso, no Capitulo [d] para mostrar que a fungao limite w., é extremal, ou seja, que Wy,
satisfaz || Voo |loo = Aso, usamos o Lemam (ver Proposigao . Assim, conseguimos
obter uma desigualdade que desempenha o mesmo papel da desigualdade de Holder, mas
com constantes que tendem a 1, na passagem ao limite.

A principal contribuicdo nesta parte do trabalho foi estender resultados dos operado-
res p-Laplaciano e p(z)-Laplaciano para o operador ®-Laplaciano. Desta forma, amplia-
mos resultados dos espacos de Sobolev WiP(Q) e Wy (x)(Q) para o espago de Orlicz-
Sobolev VVO1 ’q)(Q). Também, expandimos o estudo de comportamento assintotico em
espacos de Orlicz-Sobolev para problemas singulares. Além disso, adaptamos e desen-
volvemos demonstragoes e justificativas para problemas singulares envolvendo o operador

®-Laplaciano.
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Capitulo 1
Problema singular

Seja ¢ : R — R uma funcio par de classe C! tal que ¢(0) = 0, a restricio ¢ : [0,00) —

[0,00) é nao decrescente e ¢(t)t é um homeomorfismo e existem constantes a=,at > 1

tais que
/
(s0)t)
a —1<>~—2<at -1, Vt>O0. (1.1)
(1)
Neste capitulo estudamos a existéncia de solugoes fracas para o seguinte problema
—Agpu = @ em (2,
/U/OC
u >0 em (2, (1.2)
u=20 sobre 012,

em que 2 é um dominio limitado em RY (N > 1) com fronteira suave 99, 0 < o < 1,
t
FELR). f20.0#0e0() = [ sofs) ds
0
Seguindo [7], supondo (1.1)) o Lema implica

t¢(t)

l<a < (1) <a", Vit>0. (1.3)
Logo, definindo ,
_ o)
¢ =inf 0
’ £26(1)
TR
temos 2¢(t)
1<¢—§¢(t) <ot <oo, Vit>0, (1.4)
€ /
- 1<<¢<t>t> <¢t—1, Vt>0 (1.5)
CoETm =t | |
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Por outro lado (ver por exemplo [12, Lema 2.1]), temos

+ —
lully” < /Q@(u(x)) de < ully, YueL®(Q), |lulle <1, (1.6)

lull < / S(ue) dz < [ul2, Vue LPQ), Jullo > 1 (L.7)

e, entao,

) - + - +
min { lull§, ully } < / (u(@))) dz < max {[ully, July }, Vue L(Q). (18

Temos também que para todo p,t > 0 vale

o 0,1 ¢ 0,1
sl 7 sepe(01] - _ o(pt) < b(1) " se p € (0,1] (1.9)
p?" sepe(1,0) p?" sepe (1,00
Portanto,
®(¢) min {p¢_,p¢+} < P(pt) < O(t) max {p¢_,p¢+}, v op,t > 0. (1.10)

Definicdo 1.1. Uma funcio u € W,*(Q) é chamada solucdo fraca do problema (1.2)) se
u>0em Qe

/ng(|Vu|)VuV<p dr = (x)go(x)dx, Vo € W*(Q).

o u®

Considere o seguinte problema auxiliar

—Agu, = Lla em (2,

(un +7)
Uy >0 em (2, (111)
Uy, = 0 sobre 0f),

em que f,(z) = min{f(x),n}.

Definicao 1.2. Uma func¢ao u € VVO1 ’Q(Q) é chamada solucao fraca do problema 1) se

- fn(x) )dx 1,
/ngﬁ(|Vu|)Vquo dr = /Q—(u_i_%)agp( Ydz, Vo e Wy (Q).

Lema 1.3. Sejam f € L'(Q) e a > 0. Entdo, para cada n € N*, o problema tem
uma tnica solugio fraca ndo negativa u, € Wy'*(Q) N L®(Q) N C(Q).

Demonstracao. Existéncia
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Para cada w € Lg(£2) temos

fn n — na—l—l
(ol + )" = ()"
e, entao,
—fn L>(Q2

Logo, por [13, Lema 3.4, o seguinte problema tem uma tnica solucao fraca positiva

ve Wyt(Q)

—Agv = —— em Q,
P (k) (1.12)
v=_0 sobre 0f2.

Assim, podemos definir a aplicacdo I': Lg(2) = Le(2) como I'(w) = v. Portanto,

fn 1,®
= | — Wy (€2).
/Qd)(\Vv])VvVgo dx /Q (Tl + l)ago de, Y e W, (Q)

n

Usando v como funcao teste, temos

Jn
2 _
/§2¢(|Vv|)|Vv| dr = /Q—(|'LU| +%)av dx

n

< — v| dz
= () Q‘ | (1.13)
= n*ol,
< Cn*Yv|le pois Wy *(Q) < L1(Q).

Segue de (|1.3]) que

d(t) < p(t)t*
Portanto,
| aqvehdrs [ oqvelivoP dr< [ o(Vel Vo de (119
|Vo|>1 |[Vo|>1 Q

Dai, segue de (|1.13)) que

/ B(|Vo]) dz < Cnofv]la. (1.15)
Vo] >1

Por outro lado, como ® é nao negativa e crescente em [0, co], temos

/ (Vo) do < / B(1) dz = (1) |
Vo<1 Q
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e, entao, segue de (|1.15]) que
/Q‘P(!WI) dr < Cnjvlle + @(1)Q}.
Logo, a norma ¢é limitada por 1 ou, por , temos
lollg < (n*HHlolle + 2(1)]92).

Portanto, existe uma constante ¢ > 0 tal que

IT(w)]| <e, Vwe Le(Q). (1.16)
Como W, *(Q) <= Le(Q), segue que se (wy,) é uma sequéncia qualquer em Le(€2) entdo

(I'(wy)) possui uma subsequéncia convergente em Lg(£2). Assim, mostramos que I' :

Ly(2) = Lg(£2) é compacto. Temos também que I' é continuo pois

) =17 ()

em que Lu = —Agu = —div(¢(|Vu|)Vu), é um isomorfismo, por [13, Lema 3.1]. Além
disso, se u = A\I'(u) para algum 0 < A < 1 entao segue de (1.16]) que

ulle = [[AT(w)]le < CilA(u)llwre@) < Cr Ac

Assim, o conjunto {u € Lg(Q2); u = AI'(u) para algum 0 < A < 1} é limitado. Portanto,
pelo teorema do ponto fixo de Schaefer (Teorema existe u,, € T/VO1 ® tal que u, =
['(u,). Por [I3, Lema 3.3] temos que u, € C(Q) e por [I3, Lema 3.4] temos que u, > 0
em €. Assim, u, é uma solucao fraca positiva para o problema .

Unicidade
Sejam uy,, v, € VVO1 ’Q)(Q) solugoes fracas nao negativas do problema . Escolhendo

» = u, — v, como funcao teste temos
[ 1900 T = 6V eu]) Vo) - D, = 0,) do =
Q
fn / fn
= 7 (un —vp) dr — ——g (Up —v,) dz
/Q(unJrl) ( ) o (U + 1) ( )

=/an

1 1
< 0.

(ot 3 Gt 3
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Por outro lado, de [I3, Lema 3.2] segue que existe ky > 0 tal que

B(l¢ - pl) @+

ol = a6 — ) 2 ko e U (17
para todo &, € RY, ¢ # 0. Portanto,
(6(|Vun|) Vu, — (V| )Vo,) - V(u, —v,) > 0. (1.18)

e, entao,

/Q(gb(]Vun\)Vun — o(|Vua|)Vuy,) - V(u, —v,) de = 0.

Dai, usando (|1.18) novamente obtemos
(@(IVun )V = (Vo )Von) - V(un —vn) = 0, q.tp.em €.

Logo, segue de ([1.17) que V(u, —v,) = 0 q.t.p. em Q, o que implica u, — v, = 0 em
W, ®(Q). Portanto, u, = v, em Wy *(Q). O

Lema 1.4. Sejam f € L'(Q) ea > 0. A sequéncia {u,} € crescente em relagio an. Além
disso, se Q) CC ) entdo u, > 0 em ' e existe uma constante positiva Cqy (independente

de n) tal que para todo n € N*
u, > Cq >0, Vo e (1.19)

Demonstrag¢io. Usando (u, — u,.1)" como fungdo teste, obtemos

/Q [ Vttn) Vit — G|Vt Vitnga]V 1t — 111" el

fn fn
S A (xR
1 1
S /f‘zfﬂﬁ*l (un + l)a - (un+1 + l)a (un - un+1)+ da:
< 0.

Nas ultimas passagem usamos que f, < f,11 €

1 1
Up — Unp Z 0 = a a S 0
" (wn+3)"  (unii+7)
Por outro lado, segue de (1.17) que
[B(IVun|) Vi, — (| Vi) Vitr |V (U = tn1)™ > 0 (1.20)
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Portanto,
UVl Pt = (1T 012D 2] (= 12)" = 0.
Dali, usando novamente
[6(IVun|)Vn = (I Vttn 1 ) Vit 1]V (u — i)™ = 0,
o que implica por que

V(ty = tUni1)™ = 0 qt.p.

Logo,
I(tn = tns1) e = 0
e, entao,
(Un — Unt1)" = 0,
ou seja,

Up < Uptl-

Temos também que u; é solucao da equacao

fi
U1+1

—A<1>1U =

Uy + 1 H
Portanto, o Principio do Méximo Forte (Teorema implica u; > 0. Logo, pela

continuidade de u;, temos

Co = minu; > 0.
Q/
Assim, usando que a sequéncia (u,) é crescente, obtemos ([1.19)). O

O lema seguinte permite usar as fungoes teste em C§°(€2) para mostrar que uma fungao

é solucao fraca.

Lema 1.5. Seja u € Wol’q)(ﬂ) nao negativa, satisfazendo

/¢(|Vu|)VuV<p de = /iago dz, Ve e C°(Q). (1.21)
Q QU

Entdao u € uma solucao fraca do problema .

Demonstragio. Seja w € W, *(Q). Existe (£,) C Co(Q) tal que &, — w em W, (Q).
Logo, &, — w em LY(Q), pois Wy*(Q) — L*(Q) — LY(Q). Passando a subsequéncia
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temos &, — w q.t.p.. Note que para A > 1 e ® como na Definicao temos

~ 1~
/(ID (M) de < / —®(|o(|Vu|)Vu|) por convexidade
Q QA
1
< / (2|Vul) dx por convexidade
< —K/ (IVul) d pela condigao As.
Logo, se
A> K/ O(|Vul) dz
Q
entao R
[8 (1T 4,y
Q A
Portanto,
l6(|Vu])Vul[z < max {1,}(/ O(|Vul) d:z:.} (1.22)
Q
Assim
f—wd:v < Mdaz, pois u, f >0
o ut o u®
< liminf / & dx, pelo Lema de Fatou
o u®
= lim/ o(|Vu|)Vu - VE, dx, pois &, € C§° ()
Q
< 2||¢(|Vu|)Vul|z lim ||VE,||le pela desigualdade de Holder
n—oo

IN

wox {15 [ @(19) de} i [Vela por [,
(1.23)
A : 1,0 o0 : 1,0
gora sejam ¢ € WP (Q) e (¢,) C C(Q) tais que @, — ¢ em Wy *(Q). Usando (1.23)

para w = @, — ¢, obtemos

lim i(gon—go)‘ dr < max{l,K/‘I)(|Vu|) dm} lim ||Ve, —¢lle = 0.
n—oo [q u< Q n—00
Portanto,

lim/igon dx:/igo dx. (1.24)
n—oo Jo U® o u®

Por outro lado, segue da desigualdade de Holder que

< 2p([Vul)Vullz v = @nlle — 0

/Q (VU VuV (¢ — ) da

e, entao,

/¢(|Vu|)Vqu0n de — /¢(|Vu|)Vqu0 dx. (1.25)
Q Q
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Dali,
/ o(|Vu|)VuVe de = lim / o(|Vu|)VuV, dz  por (L.25)
Q n—oo Q
= lim | —¢, dz por hipdtese
n—00 ue
= / — dx por (|1.24)).
o u®
Portanto, u é solugao fraca. O

Teorema 1.6. Suponha que f é uma fung¢io ndo negativa em LP(2) \ {0} para algum
p>1e0<a<1l. FEntaoa equacao possut uma unica solucdo u € W(}’@(Q).

Demonstracao. Vamos provar para 0 < a < 1, pois para a = 0 ¢ um resultado ja

conhecido. Sabemos que o funcional

I,(w) :/Q(P(|Vw|) dx_/g(ui—nl)aw dr, we W, (Q),

n

é de classe C! e

I'(w)v = /Q<;§(|Vw|)VwVU d:c—/Q(uni—nlyv dx.

n
Existéncia

Afirmacédo 1.7. Se w, — w em W, *(Q) entdo

I,(w) < liminf I, (wy).

k—o0

De fato, para
fn 1,o
Fv::/—avd:v, ue Wy (Q
( ) Q(Un—Fl) 0 ( )

n

Jn
/Q (Un n l)av dx

n

temos

Jfn
(un +3)"
o que implica F' € (L'(Q))* e, entdo, F(wy) — F(w).

Por outro lado,

|F(u)] = <2

0]l
P

/cp(\va dxghminf/@(wwkn dz
Q k—o0 Q

pois esse funcional é fracamente semicontinuo inferiormente.

Afirmacgao 1.8. u, minimiza globalmente o funcional I,,.
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De fato, para cada v € W, (Q) tal que |[v]|¢ > 1 temos, usando (1.7)), que

L(v) = /QCI>(|VU|) dx—/ﬂﬁv da

> 9l - [ vl do
o ()

n

) (1.26)
= |Volé —nwllQde

= [Volls —n**ol
> Vol = Cn | Volle,
pois Wy®(Q) = L*(Q) — LY(Q). Se ||v]|¢ < 1, de modo analogo obtemos
ot a+1
Ly(v) = Vol = Cn*[Volle.

Como ¢* > 1, a fungio p(t) = 9% — notle ¢ limitada inferiormente e, entao,

pw = inf [, > —oo0.
Wy ®(Q)

Seja {wy} € Wy *(Q) tal que I,(w*) — p quando k — co. Assim, segue de (1.26) que
{wy} é limitada. Como Wy*(Q) é reflexivo, existe w € Wy *(Q) tal que a menos de

subsequéncia wy — w. Dai, segue da Afirmagao (1.7 que I, (w) < h;?l inf 7,,(wy). Portanto,
— 00

I,(w) < liminf I, (wy) = p.

k—o0

Logo, w minimiza globalmente o funcional I,,. Como
Ly(|w]) < In(w),

concluimos que w é um minimizador nao negativo. Portanto, w é um ponto critico ndao
negativo de I, e, entdo, é uma solugdo do problema (|1.11]). Mas, pelo Lema U, € a

unica solucao. Portanto, u, = w e, assim, u,, minimiza 7.

Pelo Lema [L.3]
0 < up(z) <ulx):=limu,(z) < oco.
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Se ||Vuy|le > 1 entao

IVl < [@(Vul e por @3

< /q¢(|Vun|)\Vun|2 dz por (|1.4)
Q

= Llaun dx usando u,, como func¢ao teste
o (un + 3)

< ful™ dx pois u,, + % > Uy
Q

< [fllx Nl e pela desigualdade de Holder

1l Tl

ClfllL Vunlls™ pois Wa'®(Q) — LY(Q)

IA

e, entao,

T—(l-«
IVun[l ~7 < ClIf] 2.

Portanto, {u,} é limitada em W,®(Q). Logo, existe T € Wy'* () tal que
u, — 7 em Wy *(Q), (1.27)

u, — uem L'(Q),
Uy, — U q.t.p. em 2,

o que implica u =17 € W, *(Q).

Usando u,, —u como fungao teste obtemos

f
un+l)

n

7 (up —u) dz <0.

[ 690DV, =) do = | (

Por outro lado a convergéncia fraca u,, — u implica
/ o(|Vu|)VuV (u, —u) de — 0.
Q

Logo,
lim sup/ [D(|Vun|)Vu, — ¢(|Vu|)Vu] V(u, —u) de <O0.
Q

n—oo

Além disso, segue de (|1.17)) que
[O(IVun|) Vi — o(|Vul)Vu] V(i —u) >0
e, entao,

/ [0(|Vu,|)Vu, — ¢(|Vu|)Vu] V(u, —u) de — 0 quando n — oo.
Q
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Logo, seguindo [I3, p. 545], usando que (u,,) é limitada segue da desigualdade de Holder
e de ([I7) que

/(I)(\Vun—VuD do
Q

(I)(’Vun _ VU|)¢;_+1 ¢ +1 %
< e (®(Vua]) + B Vu)) do
J (B(Vual) + BVl (] _ )
< 2 ([ 16090 Vi — 609l Tl — ) o)

— 0 quando n — o0.

Portanto,
U, — u em Wy*(Q),

o que implica (ver [I3, Lema 3.1] ) que
1im/ (Vi) Vi, Vo da — / S(Vu)VuVe de, Ve WIPQ).  (1.28)
n Q Q

Por outro lado, para ¢ € C.(€2), obtemos de (1.19) que

fnp 21l oo
0< T <
T (un+2)" T (Ca)”

com
' ={z € Q p(z) # 0}.

Logo, como wu,, — u q.t.p., pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim/ fn—gpla dx:/f—go dzx. (1.29)
o (un + ) o u®

Temos também que u,, é solugao fraca de (|1.11)) e, entdo,

_ fatp
/qu(|Vun|)VunV<p dx _/Q—(un—l- l)o‘ dzx.

n

Portanto, fazendo n — oo na identidade acima e usando o lema anterior, segue de
e que u ¢é solugao fraca de .

Unicidade

Sejam uy, uy € WOI’CI)(Q) solugoes fracas de . Usando ¢ = u; — ug, obtemos

(uy — ug) <u—l? — i) f dx.

«
Ug

/Q[¢(|VU1DVU1 — &(|Vua|)Vua]V(up — ug) do = /

Q
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Segue de ([1.17)) que o lado esquerdo dessa igualdade é ndo negativo. Temos também que

o lado direito é menor ou igual a 0. Portanto,
/[¢(]Vu1])Vu1 — ¢(|Vug|)Vus)V(uy — ug) dx = 0.
Q

Assim, segue de (1.17) que ®(|V(u1 — u2)|) = 0 q.t.p. Logo, ||V (u1 — uz)|le = 0, isto &,
|lur — usl| 1.0,y = 0. Portanto, u; = us. O
Wy (92)

Observagao 1.9. Na Afirmagao [I.7] provamos que I,, é fracamente semicontinuo infe-
riormente e por (|1.26)) esse funcional é coercivo e limitado inferiormente. Portanto, o
funcional 7,, possui um minimizador. Assim, temos outro modo de fazer a parte inicial da

demonstracao do teorema anterior.

1.1 Minimizacao do funcional energia

Nesta se¢do vamos assumir 0 < a < le f € Li(Q). Vamos mostrar inicialmente que a
solucao fraca de (1.2) minimiza o funcional .J, : VVO1 "I)(Q) — R definido por

Jo(v) = /Q(I)(|Vv|) dx — ﬁ/ﬂ(vﬂl_af dx

e conhecido como o funcional energia associado ao problema ((1.2)). Uma vez que 0 <
a < 1, este funcional nao é derivavel. Portanto, nao podemos usar recursos de derivagao

para concluir que seus possiveis minimizadores sao pontos criticos.

Observacgao 1.10. Sejam 0 < < 1,7 > 1ea,b> 0 tais que a+ b = 1. Entao a fungao

t — t7 ¢é estritamente concava e a funcdo t — 7 é estritamente convexa, isto ¢é,
(ax +by)® > ax’ +by®, Va,yeR,

(ax +by)” < ax” +by’, VaxyeR,

e essas desigualdades sdo estritas nos pontos em que x # .

Como 0 < 1—a<1ep>1,para wy,ws € WyP(Q), temos
(aw; + bwy)' ™ > aw]™® + bwy ®,

(a|Vwi| + b|Vws|)? < a|lVw|P 4+ |[Vwy [P
e a primeira desigualdade é estrita nos pontos em que wi(x) # wo(z).

Lema 1.11. O funcional J, : Wol’p(Q) — R possui um dnico minimizador, o qual é ndo

negqgativo.
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Demonstragio. Existéncia.

Note que o funcional J, estd bem definido, pois se ||[Vv|| > 1 entdo

[Ja(v)] < [|Vol*" + LA Llf(0*) ) L, pela desigualdade de Holder e ()
= |[Voll?" + Il st
< Vol + 1 allvlli
< Vol + ClFILIVol™, pois Wy () < LY(Q).

Temos também se || Vo] < 1 entao
[ o) < [Vol|”” + ClfI LVl
De modo analogo,

Jav) = [IVo” = Clfllaloll,  se Vo] > 1, (1.30)
Ja(©) = [[Vol”" = ClIf2lloll, se Vo] < 1.

Logo, como 0 < 1 —a < 1 < ¢, segue que a funcio p(t) = t¢° — C||f||2t'~* é limitada

inferiormente em R™ e, entao,

pw o= inf  Ju(v) > —o0. (1.31)
vEWP(Q)

Sejam t > 0 e v € Wy'*(Q) tal que

Assim, para

temos

J(tv) = /Q<I>(t]Vv\) d — lt_a/g(v*)”f dz

1 t —
< Vel - [ o

1
_ jl-a {t‘f’l‘(l‘Q)HVUH‘Q — _/(zﬁ)l‘af da:} )
11—« Q

e, entdo, a fungdo t — J,(tv) é negativa para valores de t entre suas duas raizes. Portanto,

pn<0.
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Seja {wy} € Wy ®(Q) tal que

lim J,(wg) = p. (1.32)

Logo, a sequéncia (J(wg))kren ¢ limitada em R e, entdo, segue de (|1.30) que {wy} é

uma sequéncia limitada em W, '*(€). Como Wy'®(Q) é reflexivo, (wy,) possui uma sub-

sequéncia, que vamos continuar denotando por (wy), fracamente convergente em W, 2(Q).

Passando possivelmente a uma subsequéncia, temos que existe w € L'(Q) tal que wy, — w
em L'(Q). Note que,

1 1
wi = 5(\wk| +wg) — §(|w| +w) =w" em L'(Q) (1.33)
quando k — oco. Como
la® = b <la—b°, Vab>0,0<pB<1, (1.34)

temos

/ [(wf) — ()] f du
Q
) |f] da

IN

U}

| (wy)
< f wf —wt P Iflde, por (T30
< (w —wh)™ N 12, pela desigualdade de Holder

I
Logo, segue de ([1.33]) que

lim [ (w)'"7*f do = /(uﬁ)l“f dx. (1.35)
Q

A convergéncia fraca implica

/(I>(|Vw|) dr < liminf/q)(|Vwk|) dx. (1.36)
Q k—oo  Jq
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Logo, temos que

Taw) = [ @(u) de— = [ @ da

< hmmf O(|Vwy|) d:c——/ ' f da
a
1
= liminf (/ O(|Vwg|) do — —— ot dx)
k—o0
+ = lim (/ w) 1O‘fd:1:— )1 afdl“)
Y k—oo Q Q
- . 11— - j e
= hlgr_l)lan( ) + _akh_{ﬂ (/Q(wk) [dx Q( ) fdfl)

Mostramos, em particular que J, é semicontinuo inferiormente. Por outro lado,

pw= inf J,(v) < Ju(w).
vEWP(Q)

Logo, J,(w) = p e, entdo, w minimiza J,,.
w é nao negativo.

Sabemos que

Yt Vw, em w >0,
w =
0, em w <0,

0, em w >0,
—Vw, em w <0.

Logo, se Vw™ £ 0
/cp(\va i = [ o) dx+/ (| Vu|) dz
Q w<0

/
_ /Q<I>(|Vw+|) dx—l—/QCI>(|Vw_|) do
/

o(|Vwt|) de

e, entao,

Jo(w') < Jo(w), (1.37)

o que contradiz o fato de w ser um minimizador de .J,. Portanto,

w™ = 0. (1.38)

Assim, w > 0.
Unicidade.
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Sejam w; e wy minimizadores de J, e suponhamos que
D :={ze€Q /w(x)#w(x)}

tem medida positiva. Como ja mostramos w; e wy $40 nao negativos. Sejam a,b > 0 sdo

tais que a + b = 1. Logo,

p < Ja(aw + bws)
= /(I>(|an1 + bVws|) dx —

11—«

/(aw1 + bwy) T f dw
Q

1
< /Q(aCD(|Vw1|) + b0 (|Vwy|) dzx — T /(aw1 + bwy)' "*f dv, pois ® é convexa

-«
1
< /(CL(I)(|Vw1|) + b0 (|Vwy|) dx — T o f(aw%_a +bwy ) f dz, pela Observacio
Q — Q@ Ja
= aJy(wy) + bJy(ws)
= (a+0b)p, por (|[1.31])
= u

Assim, chegamos ao absurdo pu < p. Logo, |D| =0 e w; = wy q.t.p. em . O

Lema 1.12. A solugdo u, encontrada no Lema € o unico minimizador positivo do

funcional
.m@:AmwmmFlme»M@m

em que

Gu(t) = /Ot (s++%>_a ds (1.39)

Demonstracio. H, é de classe C!
Defina

g(x,s) = M (1.40)

(s7+3)"
Note que, para todo s € R, a fungao x — g(x, s) é Lebesgue mensurével, pois f, € L'(Q).
Temos também que para quase todo x € 2 a funcdo s — g(x,s) é continua em R.
Portanto, g definida em (|1.40f) é uma fun¢ao de Carathéodory.

Temos que ¢ satisfaz a condi¢ao de crescimento

lg(z,8)| < Cls|7 +b(z), 2€Q, seR (1.41)
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em que C' > 0 é uma constante, 1 < ¢ < p* e b € L (Q), pois

_ 4@
o) = T

IN

Portanto, o funcional H, : W, 7(Q) — R é de classe C' e

(! (0), 6) = / S|V VoV dr — / gz, 0)p dz, Y 6 € Wi(Q).

H,, possui um minimizador

Note que
1 1 11—« 1 1 11—« 1 1 11—«
= - — - < + - >
Guiole) = 1=z (v0+3) -2 (5) s (T@er) v 2o
1\ 1 /1\"* 1 1\
Guoa) = (1) v <0< 2o (3) =i (F@en) L s <0
Assim,
Gh(v) < ! +y 2 - (1.42)
() < v - , )
11—« n
o que, pela desigualdade de Holder e a imersao de Sobolev, implica
1 1\ '
/Gn(v)fn dr < /(U++—> fdx
Q 1—a /g n
+ 1 -«
< 1_@/9(2; + ) f dx
1 —a
< = flls o+ 108
1 —a
< 7l (vl + 2D
1 ~a
< ——I flly CIVoll,+ 9!
= C(|IVoll, + Co)t 2. (1.43)

Logo,

Ho(w) — /Q<1>(|vu|) dr — /QGH(U(Q;)) £u(z) da

min { [ Vo] [IVol|*” } = C(I[oll, + Co)' .

v
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Uma vez que a fungio t € [0, +00) 9 (t+ Cy)'~* ¢ limitada inferiormente, temos
que

A= inf H,(v) > —o0.
veEW, P ()

Portanto, existe uma sequéncia {w;} € Wy'*(Q) tal que
H,(wg) — X quando k — oo. (1.44)

Segue de (1.44) que wy, é limitada em Wy *(Q), pois

tlirgloo 17" — Cy(t+Co)' 0| = 400
Como W, ’(I)(Q) é reflexivo, passando a uma subsequéncia se necessério, {wy} é fracamente
convergente em Wy ® (). Passando novamente a uma subsequéncia, existe w € L'(Q) tal
que

wy, — w em L'(Q), quando k — oo.

Gua::(ﬁ-+l)_a§;<l)_a:7ﬁ, VieR, (1.45)

n n

Note que

Assim, G,, é Lipschitziana e, entéo,

A@mmmFéamhm

< /|G W) = Go(w)] dz, pois |fu] < n

< / |wg — w| de, por (|1.45
= nHwp —wl
< notO|wy — Wl ), pela imersdo de Sobolev.
Portanto,
lim G (wg) fr, dx = /G ) fn dx,
k—o0
o que implica
H,(w) < liminf/ O(|Vwy|) de — / Gn(w)f, dx
= liminf (/ O(|Vwyg|) de — / Gn(wg) fn dx)
k—o0 Q Q
= liminf H, (wg)
k—o0
= A (1.46)

Logo, w minimiza H,,.

Uma vez que G, (w) < G,(w™), podemos concluir que Vw™ = 0, ou seja, w > 0.
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Como H,, ¢ de classe C' e w é um minimizador, concluimos que w é um ponto critico
de H,. Portanto, w é solugdo de (|1.11)), implicando que w = u, e, entdo, w, minimiza
H,.

Unicidade
J4 mostramos que H, é de classe C! e, portanto, todo minimizador de H,, é um ponto
critico. Mostramos também que todo ponto critico de H,, é uma solucao de . Logo,
todo minimizador de H, é uma solucao de . Além disso, segue do Lema que o
problema possui uma unica solucao. Portanto, H,, possui um tinico minimizador,

o qual é u,,. O
Teorema 1.13. A solugio u encontrada no Teorema [1.6 minimiza J,.

Demonstracao. Note que

1
. = se t>0,
lim G,(t) = l -«
e 0, se t<0.
NG
 l-a
Logo,
1

lim f,(2)Gy(un(x))

n—oo _1—Oé

f@)u(z)'™, € Qaqt.p.

Além disso, como u,, < u e GG, é crescente, temos

@G| < F@) [Golun@)
< f() |Gulu(x)

f(z) 1\
= 1—&<u($)+ﬁ>
< SOy 41y

= fl < s L
< (ull -+ 12D 1711
< +o0.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos

i = 1 2)u" dx
tin [ fu(@)Galun(a)) do = = [ flap da (1.47)
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Analogamente, se v € W,*(Q),

RG] < f@) G @) < 19 (@) e o
tin [ £u(@)Gu (@) do = 1 [ ) @) d (149

Como u,, > 0 e u, é um minimizador de H,,, temos
/ (V) d — / o (2) G (un(2)) dz < / B(|Vo|) da — / Fu(2)Go(v(2)) da.
Q Q Q Q

Dai, como sabemos que u,, — u em VVO1 ’é(Q) - veja demonstragao do Teoremam— temos

de e (1.48) que
| avil) o= = [ @t de < [ 0] o= [ )t do

ou seja,
Jo(u) < Jo(v), YV oveW,?(Q).



Capitulo 2

Comportamento assintético para o

problema singular

Para 0 < a < 1le f € LY(Q) tal que f > 0, estudamos o comportamento assintético,

quando n — oo, da solugao u,, da equagao

— A%u = ,l;f_a' (21)

No Capitulo [T}, j& provamos que tal solugdo existe.

Neste e no préoximo capitulo vamos supor

1.
¢,, — oo quando n — oo. (2.2)

2. Existem duas constantes ¢t > ¢~ > 1 tais que

+
lim On _ q . (2.3)

n—oo M

3. Existem duas constantes a > b > 0 tais que

a<én(l)<b, VneN. (2.4)

Listamos alguns exemplos de fungoes ¢, que satisfazem tais condigoes.
Exemplo 2.1. Para ¢,,(t) = "2 +t"~2 com 0 > 1, temos ¢ =0¢,, F=0,a=0b=2.
Exemplo 2.2. Para ¢,(t) = t"2In (1 + t"), temos ¢;” = 2¢., 8 =2, a =b = log2.
Exemplo 2.3. Para

tn—l

oult) = { (1t
0 set =0,

set >0,

31
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temos ¢ = ¢F + 1, S =1+ € (para qualquer € > 0), a = b = .
n n In2

Segue de (2.3) que para n suficientemente grande e § = 2 4 1 vale
& q

<. (2.5)

(3)' 5o (2)

e, entao, usando (2.3)) obtemos

Segue de ([2.4]) que

i< ®,(1)n<b, VneN (2.6)
Note que
&< Z—(f) por (E9),
< @,(1) por (@),
< 20 o @)
< L a@)

Logo, usando ([2.5)) obtemos

(5 o) < () = (% 0 r0)™ < (S0,

o que implica

lim Cp =1, (2.7)

n—oo

em que

3\‘“

1
- = ) 2.8
Ca, = (o +19) ™ (2.9
Esta constante (veja Teorema |A.19)) satisfaz

IVolly: < Cq,IVolle,, ¥ oeWy™(Q).

Apresentamos a seguir um resultado que usaremos na proxima se¢dao e também no
Capitulo [3]

Lema 2.4. Para cada n € N seja v, € WO1,¢; (Q) uma sequéncia de fungoes ndao negativas.
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Suponha que
limsup ||V, |4 < C, (2.9)

n—00

para uma constante C'. Entdo, existe uma subsequéncia vy,, e uma fungio vy € Whee(Q)n

Co(Q) tal que U, = VUso uniformemente em Q. Além disso,
[Villoo C, 6 0<10 <Cd em (, (2.10)

em que
d=d(-,00),

¢ a funcao distancia até a fronteira.

Demonstrag¢io. Seja r > N. Entao, ¢, > r para n suficientemente grande. Segue da
Desigualdade de Holder e do Teorema que

11
vanHr S |Q|r n HVUHHQS;

e, entdo, usando (2.9) e a imersao compacta [[| W, " (Q) <= C(Q), concluimos da desigual-
dade anterior que existe vo, € Wy (Q)NC(Q) tal que (a menos de subsequéncia) v, — v

fracamente em W, (Q) e uniformemente em Q. Além disso, fazendo n — oo obtemos
1
[Vvsolloo < CJQf

Fazendo r — oo, obtemos
Voo ||oo < C. (2.11)

Seja x € 2. Como a fronteira 0€) é compacta, existe y, € 0f) tal que
d(z) = |z — yu.

Temos,

UOO(yl‘) = Oa

POis Vs € WOI’T(Q). Portanto, segue de (2.11)) que

Voo(T) = [Voo(T) = Voo (¥a)]
S C|$ - y:c|
= Cd(z).

]

ITemos W, () — Cl-T Q) == C(Q), em que < denota uma imersdo continua e <— indica uma
imersdo compacta. Portanto, W, (Q) < C(Q).
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2.1 Comportamento assintético das solugoes para0 < a <1
Nesta secao, estudaremos o comportamento das solugoes quando n — oo de

—Ag,u = uia em (2,

u>0 em (2, (2.12)
u=>0 sobre 02,

emque 0 <a <1, feLYQ)\ {0}, f >0, usando um problema néo singular. Seja u,, a
tnica solucao de (2.12), a qual foi garantida no Teorema Segue do Teorema que

IVunlls, < Cq, [Vtnlla, (2.13)
para
1
1 on
Cy = Q . 2.14
o= (g 1) (2.14)
Vamos provar, a seguir, que
limsup || V|, < 1. (2.15)
n—oo
Temos,
NN N N
min o , o
< mm{uvunugj, Hvunug{}, por (2.13)
< /<I>(|Vun]) dx, por (|1.8)
Q
1
< [ ouIVu)Vuf do por ()
on Ja (2.16)
< /¢n(|Vun|)|Vun|2 dz pois - < 1
= ful™ dx usando u,, como fungao teste
Q
< Ik ||un||<1>o_i“,
V|| ,—*
< e
(S47)
com B
vl Lo
S,- = min ||u||¢; yu e Wy (2) \ {0}

Se [|[Vuy,|l,- < Cg, para uma subsequéncia, entdo segue de (2.7) que

limsup [[Vuy,[l,- < limsupCy = 1.

n—o0 n—0o0
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Se ||Vu, |- > Cg, para uma subsequéncia, entao

— - +
IVualloz N (IVuallys N IVl

—_— = min —_— —_—
Ca, Ca, N\ G,

l1—«a

£l (Syr) o ||Vun|(;a

IN

Logo,

1

et e oo ()
IVually: < (Cg,) om0 (flh (Sg;) = (2.17)
e, portanto,

limsup [|[Vu,[[,- < 1.

n—o0

Assim, usando ([2.7)), obtemos (2.15]).

Logo, segue do Lema que, a menos de subsequéncia, existe us, € WH*(Q)NC (ﬁ)

tal que u, — Uc uniforme em Q e
[Vislloo <1, € 0<uyx<d em Q. (2.18)

Agora vamos mostrar que u,, converge uniformemente em €2 para d.

Antes ressaltamos que a funcao u,, também é solucao do problema nao singular

—Agp, u= féi) em €,
u>0 em (2, (2.19)
u=20 sobre 012,

e, portanto, minimiza o funcional

Jn(u):/QCI)nﬂVUD dx—/ﬂui%u d.

Observacao 2.5. O funcional linear

é bem definido e esta no dual de I/V1 Q"(Q). De fato, segue de (D que

[An ()] < CollVulls, ¥ ueWy™(Q),

)= max{l,Kn/ NG daz}
Q

e K,, vem da condicao A, para &,,.

em que
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Teorema 2.6. Sejam f € L'(Q)\ {0} e 0 < a < 1. A sequéncia (u,) das solugoes do
problema converge uniformemente em Q para o funcdo distincia d.

Demonstra¢io. Como J,(u,) < J,(d), o que implica
- / ful*der < @,(1)|Q| - / D, (|Vuy,|) dx
0 Q

< 9,(1)]9Q
0,

1

quando n — oo, pois |Vd| =1 q.t.p. e ®,(1) — 0. Logo, da convergéncia uniforme,

d
liminf/ f— dxg/fu;a dz.
n—00 Q uf{ Q

Por outro lado, o Lema de Fatou implica

/ﬁda;gliminf/f—ddx
o U n—oo Jo uy

/f ~ Uoo) dr < 0.

Portanto, usando a ultima desigualdade de (2.18)), obtemos

e, entao,

Uoo = d.

Como toda subsequéncia convergente de (u,) tem o mesmo limite uniforme d, concluimos

que (u,) converge uniformemente para d em (). ]

2.2 Uma prova alternativa para o caso 0 < a <1

Na Secao provamos que U, = d e dividimos a demonstracao deste fato em duas
partes. Na primeira, provamos que u,, < d e usamos o funcional energia associado a um
problema nao singular para provar a desigualdade inversa u,, > d. Nesta se¢do, usando
o funcional energia associado ao problema singular, visto na Secao [1.1], vamos dar uma

outra demonstracao dessa desigualdade para o caso 0 < o < 1.

Ja(u):/ﬂ (IVal) x——/ful o .

Pelo Teorema [1.13] u,, minimiza .J, para 0 < a < 1. Para a = 0, este resultado ja é

Considere
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conhecido, pois nesse caso o funcional é de classe C''. Portanto,

1 1
/Cbn(|VunD dx——/fu;;a da;g/@n(wd\) dx——/fdl‘a dz

e assim

1
[ @@ —uyde < @00l [ (Vu) o
11—« Q Q
< 0, (1)
— 0, quando n — oo.

Dali,
/fdl_a dx S/fuio_a dx
Q Q

e consequentemente, usando que uy < d, obtemos
d = U, (2.20)

isto é,

Uso = d(+, 002).

Observe que provamos que toda subsequéncia de (u,,) possui uma subsequéncia que con-
verge para a fungao us, = d(-,0%2). Portanto, u,, — u uniformemente em €2 sem precisar
passar a subsequéncia.

Assim, provamos o seguinte resultado.

Teorema 2.7. Sejam f € L'(Q)\ {0} e 0 < o < 1. A sequéncia (u,) das solugoes do
problema converge uniformemente em ) para d(-,00) fungdao distancia em relag¢io

a fronteira.



Capitulo 3

Comportamento assintético para o
problema de minimizacao com

vinculo

Partimos de um problema de minimiza¢ao com vinculo e deduzimos que o minimizador é
uma solucao do problema

u

Entao descrevemos o comportamento assintético das solugoes. Para isso vamos assumir,
além de (2.2)-(2.4), as duas seguintes hipdteses:

1. As fungoes b, : [0,00) — R definidas por

/
t
by(t) :== ¢"T() parat >0,  b,(0):=0 (3.2)
sao continuas.
2. O limite 1
/ t n
lim (M) ,  existe para cada t > 0. (3.3)
n—oo
Seja
1
/ t n
lim M se t >0,
’71(75) = n—+00 t

0 set=0.

Observe que os exemplos do inicio do Capitulo [2| satisfazem também tais condigoes.

No Exemplo [2.1},
71 (t) = max{t, t’}.

No Exemplo [2.2]
y1(t) = min{t, t*}.

38



CAPITULO 3. PROBLEMA DE MINIMIZACAO COM VINCULO
No Exemplo [2.3]

39

Antes de provarmos os principais resultados deste capitulo, vamos provar algumas
das propriedades da fungao ~; que foram assumidas como hipdteses em outros artigos.

Apresentamos primeiro a igualdade entre as fungoes v, e v2 definidas em [7]

Proposicao 3.1. Para 5 dada em , isto é,

3=

'72(t) = nh_g}O [¢n(t)t] ) t 7é 0,
temos

Y(t) = 12(t) =

3=

m [6,(1)

n—oo

) Vit>0. (3.4)
Demonstragio. Observe que, para t = 0, essa igualdade é imediata, pois ¢,(0) = 0
Vamos provar entao para t > 0. Segue de (1.5) que para ¢, > 2

(0 -2y < Sl < (o - 2y

t
isto &,
6 -2 <) < (o7 - 9%,
ou ainda,

—
S
S
|
(N}
~—
3=
©-
N
—~
NI
~—
3=
IN
VR
-
s~
—~
~
N~—
N———
3=

Assim,

% " < + 9 % < + %
ou seja,

VR
DO | =
N~

3

{(ﬁ)ﬂ T < (e o)
e, entao,

(¢ —2)" — 1,

o

< 0]

quando n — oo.

Logo, segue de (3.6) que gbn(t)% também converge para 7;(t) uniformemente nos inter-
valos fechados de (0, 00). Além disso, segue de (3.5)) que
_ 1

N AN s LT
ot < (B0)" < B
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Assim, para a fungao v, dada em , temos

m(t) =1(t), teR.

O
Para cada n € N, seja
, 1
pult) = lim [6,(1)]

Lema 3.2. Parat >0 en € N tal que ¢,, > 2 vale

min{f,tﬁ} < pn(t) < max{;f, 7} (3.7)
ton Pn(1) ton
e
i B / B
(1 B i) mln{t;t } < ol () < (ﬁ— i) max{t;t } (3.8)
o) E S D) o) E

Demonstracao. Note que Zigg = %ln ¢n(t). Além disso, segue de 1) que para ¢, > 2
et >0 vale

n

1 ' (t 1
-2 < 2 g g1 (39)
Assim, integrando esta desigualdade obtemos

t t

< (¢ —2)Int
1

t
,  t=1,
1

(¢, —2)Int| < Ingy(t)

1

1 1

< (¢ —2)Int

1

(¢, —2)Int . 0<t<l1.

< Ing,(t)

t t t

Portanto,

- n (1 . —_ _
min{tqﬁn_Q,t"ﬁ_Q} < On(t) < mm{t% Z,t‘ﬂ 2}, t >0,

~ ¢a(1)
0 que equivale a
o o
min {t t:; ! < 210) < max {t t:; }, t > 0. (3.10)
ton pn(1) tén

Segue de ([2.5)) que

o iny
min{t, t’} < min{t,ton } < max{t,ten } <max{t,t"}, t>0.

Logo, obtemos (3.7)) de (3.10)).
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Temos também

) = o070
1 ¢ (t)
= Epn(t)qbn(t)’
ou seja, 4ld)
pu(t) = &, p;(t)m

Assim, (3.7)) implica

min{t, t%} 1 ¢.() _ pu(t) _ max{t,t’} 1 ¢,(t)
vor Gnda(t) T opa(l) T GF dn da()

e, entao, usando (3.9) obtemos (3.8)). ]

Proposicao 3.3. O limite em (3.3) € uniforme em todo subconjunto limitado de (0,00),

a fungao v, : [0,00) — [0,00) € continua, estritamente crescente e sobrejetiva. Em

particular,
”yl(t)>0, vVit>0.

Demonstragdo. A Proposicao [3.1] implica
m(t) = lim p,(t), ¢>0. (3.11)

Logo, segue de ([2.4)) que
(1) = lim ¢,(1)7 = 1.

Assim, pelo Lema [3.2] temos que toda subsequéncia de (p,) ¢ uniformemente limitada e
equicontinua em cada intervalo fechado contido em (0,00). Logo, o Teorema de Arzelé-
Ascoli, existe uma subsequéncia de (p,) que converge uniformemente em cada intervalo
fechado contido em (0, 00). Segue entao de e que, a menos de subsequéncia, o
limite
n(t) = lim p,(t)

¢ uniforme em cada intervalo fechado contido em (0, 00) e, em particular, a fungao ~; é
continua. Fazendo n — oo em obtemos

min{t,t’} <y (t) < max{t,t"}, ¢ >0, (3.12)

pois para t = 0 a desigualdade é imediata. De (3.12)), temos a continuidade em t = 0. A
sobrejetividade de v, também segue de (3.12]).

Vamos provar agora que 7; ¢ estritamente crescente. Fixemos 0 < t; < t5. Paran € N
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com ¢, > 2, seja 0, € (t1,t2) tal que

pu(t2) = pu(ts) = p;,(00)(t2 — ta).

Assim, a primeira desigualdade em (3.8]) implica

ult) =t = (2= t)n(D) (1= 2 ) - min{e, )
n Qn qﬁ;

> (ts = t)pn(1) (1-%_) L minfty, 651,
n t2 bn

Fazendo n — oo obtemos

2

plt) = ) = (12~ tpa(0) (1= 2 ) Domins ) > o

Portanto, vy, é estritamente crescente.

Além disso, para t > 0, a primeira desigualdade em (3.12)) implica

() > min{t, "} >0 = ~(0).

Vamos apresentar o caso 0 < a < 1 na Secao [3.1| e o caso o = 0 na Secao

3.1 Comportamento assintético para 0 < a < 1

Lema 3.4. Sejam 1 < p < 00, 0 < o < 1, Ay 0 primeiro autovalor de —A, e o1 € WyP(Q)
solucao positiva de
Apu = M fuP™t em Q

1
Flu) = / W[ de, u e WE(Q).
Q

1l —«

Se u > gpy para algum € > 0 entao

F'(u)n := in dx
uOé
Demonstragio. Para & € R\ {0} defina
1 d —a —a
z(&) - g =¢

':l—ozd_f
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Consequentemente,

F(u+tv) — F(u) _ /Q (/01 2(u+ stv) f ds) v dr. (3.13)

t

Observe que
d (u(x) + stv(z))

- o = (u(x) + stv(x)) “tv(x). (3.14)
Temos
/0 z(u(z) + stv(x)) ds = tvix) /0 z(u(z) + stv(x)) tv(x) ds
1 ! Y -
— tvgx) /0 1(u(x) + stu(x)) " tv(x) ds por definicao de z
_ ) 1o [(u(:)s) + stv(z))' ™ — u(x) _O‘] por (3.14))
N v(lx) %(u(x) —g ‘ifl;fm)) - ~ quando t — 0
1 “u(x
= )+ st
= u(z)™@
Assim,

/01 z(u+sto)f ds — z(u(z)) = wu(zr)™™ quando t— 0.

Temos também
w(z) < max |u(z) + sto(z)]. (3.15)

0<s<1

Além disso,

1 1
/ z(u+stv)f ds < / lu(z) + stv(x)|"“f ds
0 0

< O, (Orga<xl lu(z) + stv(m)\) por [14, Lema A.1]
< Cuu(x)™@ por (3.15))

< Calepr(r))™™

= Cocpr(x)™®

com a constante Cy . independente de € Q. Como v € W, (Q), segue da desigualdade

de Hardy que vp;® € L'(2). Assim, segue do Teorema da Convergéncia Dominada em

B13) que

lim = ~—v dx.
t—0+ t u®

F(u+tv) — F(u) / f
Q
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Lema 3.5. Seja
h(e) = /(u—l—an)l_o‘f dx.
Q

Seu,n € Wol’q)(Q), u>0e0<a<lentioh é derivivel eme =0 e

R'(0) = /Quian dx.

Demonstragdo. Sejam p > 1 tal que Wol’q)(Q) C Wol’p(Q) e 1 uma solucao de
Ayu = \uP! em Q.

Considere o funcional E definido em W, () por

Eu) :—/\vu|p dw-L/ 1= f da
Q l—a /g

Considere v := (u —ep1)” = (ep1 —u)T e QT :={z € Q:v(zx) > 0}. Em QT temos para
t€(0,1) que
u+ttv = u+tlepr —u)
(1 —t)u+tepy
> teyp.

Ja em Q\ QF temos

u+tv =u > tepr.

Portanto,
u+tv > tepq,
o que, pelo Lema [3.4] implica
f
F’ ty) = ———.
(u+tv) (o o)
Dali, para
(1) = B+ t0)
temos
t) = Elutto) (3.16)
= / |Vu + tVo[P~H (VuVo + t|Vo|?) do _|_/ #v dx
Q+ o+ (u+tv)>

pois v = 0 em Q\ QF. Temos também que £ é convexa, & é crescente e nao negativa.
Além disso,

utv=u+ecp —u=cp; em QF (3.17)
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e para ¢ suficientemente pequeno

1
A1 (e max @ )P < 2
o que implica

1
A1 (e max pp )P < 5 + f,

pois f > 0. Assim, para ¢ suficientemente pequeno

Blep) = ~Mylegn) ~ o
f

= Mif(epn)™" - (c01)®

= flepr) ™ [Mlegr)P 1T —1]
1 f

Logo, para t € (0,1)

0 < &1)—=¢@®)
= E'(utoj—¢(t) por (B16)
= Elepi)v —ff’(t) por (B.17)
1

_§/m ot 4 vor B19

0,

IN

A\

se v > 0 em algum ponto de €2, o que é um absurdo. O

Para 0 < a < 1, considere
fy, = inf {/ o, (|Vu|) dx;u € Wol’q)"(Q),/ flul'~ dx = 1} :
Q Q

Se u,, é um minimizador ndo negativo de j, entdo para todo n € Wy "*"(Q) vale

aﬁ / o, |V, + Ven| |
= /0 (fo f(un + en)t=e da) ™=

ou seja, pelo lema anterior, temos

/Qqﬁn(\VunDVunVn dor = (/Q Gn (| V)| Vu,? dx) /Qui%n dz.
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Logo, u,, é solucao nao negativa de

u&

com

A, = / ¢n(]Vun\)\Vun]2 dzx.
Q

Segue do Capitulo [1] que para 0 < a < 1 essa solu¢ao u, minimiza o funcional J, :
Wy () — R definido por

A,
Jn(v) = / ®,(|Vo|) dox — /(v+)1_°‘f dx
Q l—ajg
e conhecido como o funcional energia associado a equagao ((3.19)).
Lema 3.6. Para 0 < o < 1, existe u, minimizador nao negativo de fi,.

A prova desse lema segue de argumentos padrao tomando uma sequéncia minimizante.

Demonstragio. Seja (uf)reny uma sequéncia minimizante de p,,, isto é, u* € X,,, com

X, = {u € Wol’q)”(Q),/ flul'~® do = 1}
Q

/@n(]Vum) dx — p, quando k — oo.
Q

Uma vez que [uf] € X, e

| 2ul191uk 1) de = [ @,(Vu) da.
Q Q

k

. ~ . . T . 1, ~
podemos considerar u® nao negativa. Assim, (uf)pey é limitada em W, *"(2) e, entdo,

existe u,, € VVOI’<I>n (Q)NC(R), u, >0, tal que, a menos de subsequéncia,

uf — u, em Wy *"(Q) quando k — oo,

uf — u, em C(Q) quando k — oco.

Logo,

Lﬂ%?ﬂm—éﬁﬁﬂw

o que implica

< ||f||oo/|ulfl—un|1_a dx — 0 quando k — o0,
Q

/ ful ™ dr = 1.
Q
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Portanto, u, € X,,. Além disso, segue da convergéncia fraca que

/@n(]VunD dr < liminf/@n(|Vuﬁ|) de = p,
Q k—oo  [q

e, assim, u, minimiza . O]

Observacao 3.7. Como

/ ful™® dr =1,
Q

temos u,, # 0. Logo, usando u,, como fun¢ao teste temos

Anz/ﬂgbqvunnwunﬁ iz > ¢;/Q<1>(|vun|) dz > 0.

Assim, segue do Principio do Méximo Forte (Teorema |A.21)) que a solugao de

—Ag,u = AL em Q,
v (3.20)
u=>0 sobre 012,
é positiva. Portanto, u,, é solugao de
—Ag,u = Anuicx em {2,
u>0 em (2, (3.21)

u=0 sobre 0f).

Lema 3.8. A sequéncia (A, ¢ limitada.

Demonstracio. A sequéncia (,un)% é limitada, pois para

1

a= (/Q |d|*~> f d:c)_l_a

temos

n +
(,un)% < (/ D, (a|Vd|) dx) = |Q|%(I>n(a)% < |Q|3L<I>n(1)rlbmax{a n ,aﬁ?} — max {aqi,a‘ﬁ}.

o
o

Além disso,

=

n

Il
VR
2

b (V) |Vt 2 dm)

< (@t)i( /Q 2,1V, ) dx)"
(on)
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Logo, (An)% é limitada, pois (un)% é limitada e

)

n

@ =] -

m
Segue do Lema que, a menos de subsequéncia, existe A, tal que
(An)7 — As
Além disso, segue da demonstracao do lema anterior que
lim (un)% > lim (An)% =As
n—oo n—oo
Por outro lado,
(A)E = (/ ([Tt} [ Vit ? d:p)
Q
> (0)" ([ @170 o)
Q
= (¢;) " (:uﬂu)Z
implica
1 1
n < i n =
Jim (pp) < lim (A) " = Ao
Portanto,
lm (pn)* = lim (Ap)® = A (3.22)
n—oo n—oo

Lema 3.9. A menos de subsequéncia, u, — us uniformemente em Q para alguma funcdo
U € W N Cy(Q) tal que

/ ful>® dor = 1. (3.23)
Q

Além disso,

1

a0 a0 _
| Vitso||oo < max {Ago‘ ,AC‘Q} e 0<u, < max {Agg AL } d em Q. (3.24)
Demonstracio. Sabemos que

i = [ @) ds
Q
= min {/ Q,(|Vu|) do:u e Wol’%(Q),/ fu'™* dx = 1} .
Q Q
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Assim, por ([L.8) e (2.13)

+

¢n
Hvuans) (HVuan,)aan (/ )% L
=, = < ®,(|Vu,(x)]) dx = i
(e o [ 2.V

Logo,
T
b O
190l < Cop o { i i }.
Como
1 n_ 1 1 n_ 1
. = . 1 — - . T X 1 E= sy
lim gy = lim (,u;;>¢n = AL e lim pym = lim (,u;})% = AL,
n—oo n—oo n—oo n—oo

usando ([2.7)), concluimos que

a1
limsup |[Vu,|[,- < C = maX{Ago,Ao"o }

n—o0

Portanto, do Lema podemos concluir que, a menos de subsequéncia, u,, — U, unifor-
memente em () para alguma funcao u. € W5H* N Cy(Q) que satisfaz (3.24). A conclusao
(3.23) segue da convergéncia uniforme, uma vez que

/ ful dr = 1.
Q

O
Considere o seguinte problema
—Ag,u, = f em €,
U, >0 em ), (3.25)
U, =0 sobre 0.
Definicao 3.10. 1. Uma fun¢do semicontinua superiormente u : {2 — R é subsolugao

de viscosidade de (3.25) se u |po< 0 e para todo zop € Q e U € C?*() tais que
u(zg) = U(xp) €
u<W¥ em B(zg,r)\{zo}

para algum r > 0, vale

2. Uma func¢do semicontinua inferiormente u : 2 — R é supersolucao de viscosidade
de (3.25)) se u |9po> 0 e para todo zg € Q e ¥ € C?(Q) tais que u(zy) = ¥(zo) e

u>V em B(zg,7)\{zo}
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para algum r > 0, vale

3. Uma fungao continua u : 2 — R é solu¢do de viscosidade de ([3.25)) se u é sub e
supersolucao de viscosidade de ([3.25)).

Lema 3.11. Se u € uma solugdo fraca continua de entao u também é uma solucao

de viscosidade.

Demonstracao. Vamos mostrar primeiro que u ¢ uma supersolucao de viscosidade de
(3.25). Sejam zy € Q e ¥ € C*(Q) tais que u(xy) = ¥(xy) e u — ¥ possui um minimo

estrito em xy. Precisamos mostrar que

— div (¢(| VU (20) )V (20)) > f(0),

isto é,
~ (W) () — SETER A () > fao) (3.26)
Suponha por contradi¢do que
¢V I(x0)])

— (| (x0)[) AW (o) AW (o) < f(x0).

[V (o)
Logo, usando que f é continua, existe r > 0 tal que B(xg,7) C Qe

_ PV

—H(VE@NAY () - = Ege

ALY (z) < f(x).

Reduzindo r se necessario, temos também u > ¥ em B(xg,r) \ {zo}. Considere

m:= inf (u—¥)(z)

|x—z0|=1

w(x) == V(x) + %

Assim, m > 0,
w(xg) = V(o) +m = u(zg) + m > u(xg)

e para x € 0B(xzo, 1)

w(z) = ¥(r)+ % por definigdo de w
< U(x)+m pois m >0
< U(x)+u(r) — ¥(x) por definicio de m

I
=
5
N~—
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Multiplicando a desigualdade acima por (w — u)*, obtemos

/ o(|Vw|)VuV(w —u) de < / (w—u)f dz. (3.27)
B(zo,r)N{w>u}

B(zo,r)N{w>u}

Por outro lado, usando (w — u)™ como fungao teste

/ o(|Vu|)VuV(w — u) de = / (w—u)f d. (3.28)
B(zo,r)N{w>u}

B(zo,r)N{w>u}

Portanto,

0 > / (6(IV )V — 6(|Vul)Var) V(w — ) da por (577 e
B(zo,r)N{w>u}

> (o(|Vw|)|Vw| — ¢(|Vu])|Vu|) (|[Vw| — |Vu|) de  pela desigualdade triangular
B(zo,r)N{w>u}
> 0 por (1.17)),
o que é um absurdo. Analogamente, definindo m := | imf| (U —u)(x) e usando (w —u)™*
T—xo|=r
como funcgao teste, provamos que u ¢é subsolucao de viscosidade. O
Lema 3.12. Uma solugdo fraca continua de
—Aq>nu = Ani
uOé

¢ uma solugdo de viscosidade.

Demonstra¢io. Observe que pelo Principio do Maximo (Teorema |A.21)) temos u > 0.
Primeiro vamos provar que u é supersolucio. Sejam zop € Q e U € C?(Q) tais que
u(zg) = V(zg) e U <wem Q\ {zg}. Segue do Lema que

f(x0)

- <
Ao, ¥(zp) < A"u(mo)“

Assim, como ¥ (xq) = u(xg), temos

—Ag, U(z0) < Ay ‘IJIC ((;;))a.

Portanto, u é supersolucao de viscosidade. Analogamente, obtemos que u é subsolugao

de viscosidade. O

Teorema 3.13. A fung¢do us € solugdo de viscosidade de
min {—Asu, 71 (|Vu|) — A} = 0. (3.29)

Demonstragao. Inicialmente vamos provar que ., € supersolucao. Seja xy € €2, considere
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uma funcao teste¥W € C2(Q) tal que us(z0) = V(20) € Uy — ¥ tem um minimo estrito
em 9. A convergéncia uniforme wu, — u., implica que existe uma sequéncia {z,} C

tal que x, — ¢ e u, — ¥ tem um minimo estrito em x,,. Logo, segue do Lema que

_ (V¥ (zn)])

— OV (@) DAY () — =G

A¥(x,) > A, . 3.30
@) 2 Mg (330
Segue da Desigualdade de Harnack (ver [2I, Corolario 4.5] e [3| Teorema 1]) que
Uso (o) > 0. Seja € > 0 tal que ux(x9) > 3¢. De modo andlogo a demonstragao do
Teorema 3.1 de [7], temos
U(x,) > up(z,) —€ >0

para n suficientemente grande. Assim, segue de (3.2]) que |¥(z,)| > 0 para n suficien-

|9 (@n)|
R (IV¥(zn)])

temente grande. Dai, usando que ¢, é crescente e multiplicando (3.30f) por

obtemos

(VY (z,)|
¢, (V¥ (2)])

VU (zn)|  fl2n)

eV "Gl ¥

AV (z,) — Ax¥(z,)

> 0.
Dai,
. (VU (zn)|  flzn)
—AV(xg) > limsup A, )
(o) 2 100 00 A 5 (190 ()] W)
ou seja,

\I/(xo)"‘ im |V\I/(In)‘
Flwo) = R A (S ()]

Fazendo n — oo segue de (1.1f), (1.3) e (2.2)) que

g0
% G0

— AV (z0)

(3.31)

=0, Vit>0 (3.32)

Logo,

Falta mostrar que
71 (IV¥(20)|) — Ao 2 0. (3.33)

Suponha que

isto é,
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Assim,
1

lim A — A
=00 ¢! (IVU(2,) )7 [V (z,) |7 nIV¥(zo)])

Portanto, existe g5 > 0 tal que

> 1.

1

Az
T = Z 1 —|—€0
(VU (@n)]) [V (@) [

para n suficientemente grande. Assim,

A
lim sup : > lim (14 ¢9)" = +o0,
oo On (VW () N[V (2n)] — nooo
o que contradiz (3.31]). Portanto, u., é supersolugao.
Vamos provar agora que s, ¢ subsolucdo. Seja x¢ € €, considere uma funcio teste
U € C?(Q) tal que us(mo) = ¥(20) € Use — ¥ tem um méximo estrito em zy. Se
VU(zy) = 0 entdo a desigualdade desejada vale trivialmente. Logo, podemos assumir

VU (xg) # 0. Assim, V¥(x,) # 0 para n suficientemente grande. Suponha que
N(IV¥(20)[) = A > 0,

isto é,
Ao
N(IV¥ (o))

Vamos mostrar que —A,¥(zy) < 0. De fato,

< 1.

(VU (2n)|
O (V¥ ()])

AU(x,) — Ax¥U(z,) <A (VU ()] f(zn)

~On V)l = GVl V)

implica
W ()" < lim inf An

— AU () Flg) = nooo &L (IVeo(zn) )|V (2,)| !

=0.

A existéncia de £ no préximo teorema é garantida pela Proposicao [3.3]

Teorema 3.14. Seja ¢ € R tal que

71(e) = A
M(t) <A para todo 0 <t <e,
7(t) > A para todo t > e.
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1
A equacao (3.29) possui unica solugdo e us = —d. Além disso,
€

€= (/Q fdt= dx) o , (3.34)

1
as sequéncias (u;}) e (A,’;) convergem (sem passar a subsequéncia) para o mesmo valor

A =m (( /ﬂ fd—« dx) 1_1a> (3.35)

e (u,) converge uniformemente para Uy .

Demonstragio. Observe que € — |[Vu| > 0 se, e s6 se, € > |Vul|. Logo,

isto é, Ao — 71 (|Vul) > 0. Analogamente, £ — |Vu| < 0 se, e 86 se, Ao — 71(|Vul|) < 0.
Assim, a equagao (3.29)) é equivalente a

min{—Ayu, |Vu| —e} =0 em Q. (3.36)

d

P

Lembramos que segue de [16, Teorema 2.1] que o problema 1) possui tnica solugao

Logo, pela unicidade de solucao dessa equagao, obtemos
1
Uoo = —d.
€

Agora vamos provar ([3.34)). A convergéncia uniforme implica

/ full® de =1,
Q

-«
/f <1d) de =1,
Q £

1 1
o que equivale a ([3.34)). De (3.22) e (3.34) concluimos que (,u;{) e (A{{) convergem para

isto é,

1 1
o mesmo valor dado por (|3.35)). Mostramos que todas subsequéncias de ,u{{) e (Aﬁ)

possuem subsequéncias que convergem para o mesmo valor (3.35]). Assim, essas sequéncias
convergem sem precisar passar a subsequéncia. Note que provamos que toda subsequéncia
de (u,) possui uma subsequéncia que converge para a funcao u., = gd(-, 01?). Portanto,

a sequéncia (u,) converge para s, uniformemente em §2. [
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3.2 Comportamento assintético para a =0

Nesta se¢ao fazemos os resultados da segao anterior para o caso a = 0. Seja f € L>(Q)

positiva. Considere

X, = {u € W&"D"(Q),/ fu dr = 1}
Q

iy = inf {/Q B, (|Vul) dz,u € Xn} | (3.37)

Segue do Lema que o problema de minimizagao (3.37) possui pelo menos uma

solucao wu, > 0.

Teorema 3.15. Para cada w, minimizador de p., existe A, > 0 tal que u,, é solugdo fraca
de

(3.38)

—Ag,u=A,f emQ,
u=>0 sobre 012,

Demonstragio. Considere os funcionais F e J definidos em Wy " (Q) por

Flu) ;:/qu do — 1

J(u) == / O(|Vul) du.
Q
Seja
S = {u e Wh*(Q), F(u) = o} .
Assim, para u € S

(F'(u),u) :/qu dr =1

e, entdo, F’'(u) # 0. Logo, segue do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange que existe
A, € R tal que
J (un) = A F' (uy),

isto é,

[ o1V VeV de=a, [ fods, ¥oewit@).
Q Q

Assim como na Observagao [3.7], temos que u,, é solugao de

—Ag,u=A,f em Q,
u>0 em 2, (3.39)
u=>0 sobre 0f).
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1
Do mesmo modo que no Lema obtemos que a sequéncia (A7) é limitada. Portanto,

a menos de subsequéncia, existe A € R tal que
1
An — A quando n — oo.

De modo andlogo a ((3.22)) obtemos

Sl=

lm (p)7 = lim (A,)

n—oo n—o0

= Aw. (3.40)

O Lema [3.9] e sua demonstragdo também valem para o = 0. Apresentamos aqui uma
prova alternativa para esse resultado que também vale para o caso 0 < a < 1. Essa

argumentacao generaliza o que foi feito nos artigos [4] e [7].

Lema 3.16. Para cada n € N seja u, € Wy (Q) um minimizador de p,. Entdo existe

Uso € C(Q)\ {0} tal que a menos de subsequéncia u, — us uniformemente em S).

Demonstragio. Para cada n > m naturais, segue de (1.9) que

O, (Dt < d,(t), Vi>1

e, entao,
; ©n (1)
o <1
S +(I)n(1)
Logo,
- 1
/|vun|¢>n de < [0] + /(IDn(|Vun|) da. (3.41)
Q (I)n(1> Q
Assim,
/ |Vun\m:; dx < (/ |V, | da:) ' [ pela desigualdade de Holder
Q Q
1 £
(|Q| + /(I)n(|Vun|) dx) (14+19]) por (3.41))
(I)n<1) Q m
< 2max{ Q|7 (CDM&)) ' (1419 por definnicao de p,
1
< 2|0+l + | ) [ arje) pois |2IF <140
@, (1)~
1
< ¢(m) pois (uﬁ) é limitada.

Segue de 1} que para n suficientemente grande temos = > m(g~—¢), o que implica na
m@ m(q~ —¢ :

continuidade da imersao I/VO1 Q) e Wy (@ )(Q) Portanto, segue da desigualdade

anterior que {u, } ¢ limitada em Wol’m(( _E)(Q). Além disso, para m tal que m(q¢~—¢) > N,

a imersdo Wo'™ 7 ~9(Q) < C(Q)) é compacta e, assim, existe s € C() tal que a menos
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a Lm(g—— .
de subsequéncia u,, — Uy em W, mg €)(Q) € U, — Uy uniformemente em ).

Como u, — U em L'(9),

/quoo dx—/qun dx
/quoo dr = 1.

Portanto, us, # 0. O

< ||f||00/ﬂ|uoo —Uy| dr — 0

e, entao,

1
De modo semelhante aos Teoremas |3.13] e [3.14] obtemos que as sequéncias (u,’{) e

A =m ( /Q fd—e d:c)

1
e a sequéncia (u,) converge uniformemente para u,, = —d, a qual é a tnica solugao de
€

1
(Aﬁ) convergem para

viscosidade de
min{—Ayu,v1(|Vu|) =A} =0 em Q.



Capitulo 4

Um problema com duas N-funcoes

IVula,
)
Tullw,

em que (®;) e (V;) sdo sequéncias de N-fungdes. Primeiro fazemos j — oo e depois,

Neste capitulo estudamos o comportamento assintotico do quociente de Rayleigh

[ — oo0.
Suponha que vale e - para ambas as N-fungoes. Segue de e
que
R N g P APl
b =6 o "o 6
e, assim, ) )
o) o)
?; ?;
Logo )
[(I)j(l)]ﬁ —1 quando j — oo, (4.1)

Analogamente, usando que ¢; < gbj obtemos

o que implica

1
[<I>j(1)]¢j — 1 quando j — oo.

Sejam ® e ¥ duas N-fungoes definidas em €2 satisfazendo ((1.4) e (2.2)-(3.2)). Segue do
Teorema que para ¢~ > N temos as seguintes imersoes

Wo () = Wy (@) == L¥(Q) = LY (%),
em que — denota uma imersao continua e <— indica uma imersao compacta. Assim,

W (@) < LY(Q)

o8
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é uma imersao compacta. Considere os funcionais K, k : Wy®(Q) — R definidos por

K(u) == [[Vulls
e
k(u) = ||ul|v.
Considere v
Ay := inf { ||||u1|L|H¢ cue W)\ {O}} : (4.2)
N

: , C 1,9
O funcional K é fracamente semicontinuo inferiormente em Wy (Q).

Defini¢do 4.1. Uma funcao u € Wy*(Q)\ {0} é uma funcao extremal (ou minimizador)
de A se

Vu

Ve _ ,

lulle

Proposicao 4.2. Existe uma func¢do extremal de Ay nao negativa.

Demonstragio. Seja (v,) C Wy®(Q) \ {0} uma sequéncia minimizante. Normalizando se

necessario, podemos considerar k(v,) = 1. Temos

lim K(v,) =M\

n—oo

e, entdo, (v,) é limitada. Logo, existe v € VVO1 ’Q(Q) tal que a menos de subsequéncia
v, = v em Wy (Q),

v, — v em LY(Q),

pois W,®(Q) <= L¥(Q) é uma imersao compacta. Assim,

K(v) < liminf K (v,),

k(v,) = k(v) =1,

e, entao,

K(U) = Al.

Portanto, v é um minimizador, o que implica que |v| é um minimizador ndo negativo, pois

/Qcp('vl“”) dx:/Qcp('V;") .

para A > 0
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Lema 4.3. Se u,n € Wy'*(Q) entdo

d B U
TK(uten)| = /ng)(%) 'KV(Z) T (4.3)
yren| - fo () st

Demonstracao. Temos

e, entao,

Logo, para a,b € R

b 1
O(b) — ®(a) = / ¢(s)s ds = (b—a) /0 dla+tb—a))(a+tb—a)) dt. (4.4)

/Qq) (ﬁ) dr = 1 (4.5)

u+en
P dr = 1. 4.6
Lol ) o
Subtraindo (4.5) de (4.6) segue de (4.4) que

o= Lo Gam) o Lo Gia)

By FRESR

Pela Proposicao [A.4] temos

com

Alze) = /old’ (k:uiggm o lk?ﬁ?m - zgoD | (k&i?m o [k(“ufjn) - k&)D .

Observe que de (4.7) temos

1

1 £
/QUA(x,e) dr + a T o) /QUA(x,zs) dr — m/ﬂu/l(x,e) dx =0,

k(u + en)
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ou seja,

(k(1U) " M i gn)> /Q“A(x>5> d = m/ﬂnz‘l(x,a) d,

(k(u + 67;) - k‘(“)) /QﬁA(%g) do — /QnA(x,&t) dz (4.8)

Como a norma é continua, temos que ¢ — [(u + £n) também é continua e, entao,

ou ainda,

u—+en U
— — 0 q.t.p. doe— 0. 4.9
Faten) k) q.t.p. quando € (4.9)

Afirmagao 4.4. Existem hy, hy € L'(Q) tais que

lu(z)A(z,e)| < hy (4.10)

In(x)A(z, )| < ha. (4.11)

De fato,

n(x) Az, )| =

'”“Wél¢<ﬁ%25%5+t[d2:i%"k&ﬂ) <k&ﬁi;>+t[dlii%"kéﬂ) “W

Observe que segue das desigualdades ([1.4)) e (1.9) que
O < 6 (1) < 6" (1) max {17, |11 }

e, entao,
St < [H°" 7" ou Gyt < o

Vamos supor o primeiro caso, pois o segundo ¢é analogo. Note que

+ _uten u+en u 7
InAl < ¢To(1)n I/ k(a+en) t(k(queT)) _k(u)> “
. ul + ol _lul
< ¢To(1 )||l() k(n)Jrk;(u)}
e L'(Q)

pois trocando 7 por (( w) podemos assumir

k(n) < k(u),
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temos também

‘ u+en ( u+en u >

_uten - e N N
k(u+ en) E(u+en)  k(u) <{

k(u) —k(n) — k(u) ]’

pela desigualdade triangular e 0 < e < 1, e
wLe 0
u,mn € 07 (Q) CL (Q)v

0 que prova nossa afirmacao.

Segue de ([4.9), (4.10), (4.11)) e do Teorema da Convergéncia Dominada que quando

e—0 )
/QU(I)A@,E) dz — /ng <$) h dz

R “d“/( )k?u)”d“"

Portanto, fazendo ¢ — 0 em (4.8]) obtemos

k(uten) —k(w) fg¢(u1}|‘|¢)mn dx

) fﬂ <|IUI|<1>>

Assim, obtemos a segunda igualdade do lema. A demonstracao da primeira desigualdade

(4.12)

_u
l[ulle

5 )
dx

¢ similar. O
Sejam u um minimizador de A; e 7 € Wy ®(Q). Assim,

K (u) - K(u+en)
k(u) = k(u+en)’

Logo,
d K(u+en) _9
de k(u+en) le=o
isto é,
1 d 1 d
YKk - = %%
Ky ae e | = gy ettt en |

Portanto, segue do Lema [£.3] que se u é uma funcao extremal entdo

o) o= [ (8)

em que
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Defini¢do 4.5. Dizemos que um niimero real A é um autovalor se existe u € W, '*(€Q)\ {0}

tal que

() =350 [ () e vac i

Neste caso dizemos que u é uma autofuncao correspondente ao autovalor A.

Observe que tomando n = u obtemos

Por isso, A; é chamado primeiro autovalor e a autofungao correspondente é chamada

primeira autofuncao.
Proposicao 4.6. FExiste uma primeira autofuncao continua e estritamente positiva.

Demonstragdo. A Proposicaold.2limplica que existe uma primeira autofung¢ao nao negativa
u e Wy*(Q). Como ¢~ > N, o Teorema implica

Wo () = Wy () = O(Q)

e, entdo, u é continua. Logo, o Principio do Maximo Forte (Teorema |A.21]) forte implica
u > 0. [

Lema 4.7. Se u € L*(Q)) entao

lim ([ulle, = [|ullc-
Jj—0o0
Demonstragio. Considere
M = ullo
e
Mj = [lullg,-
Precisamos mostrar que
J]—00

Primeiro vamos mostrar que
lim sup M; < M.

Jj—00
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Observe que caso, M; > M, segue da Proposicao e de (1.9) que

Ce )

(i) el

IN

IA
I g 1
I
"
—
N\
Sl=
N—
I
I
SIS
N—
<
———
KA
=
2
[T
uﬂl ‘H

IA
N
==
N———
S
(S)
=
5

e, assim, (4.1)) implica
limsup M; < M
J

Por outro lado, dado € > 0 existe A, C €2 talque

[A:| >0

u>M-—¢e em A,.

Portanto, segue da Proposicao e de (1.9) que para M; < M — ¢

1

v L) e
> [ o (55) )
el
: ,_ )
> mm{(MA;)% 7(]\4}\;)% }<I>j<1>|Aa|
> (X2 €)¢j<1>j<1>|Ag| E
- Al

Logo, (4.1) implica
liminf M; > M —e, Ve>0
j

a1
?;

64
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e, entao,
lim inf M; > M.
J

Observacao 4.8. Segue da demonstracao do lema anterior para v¢; que

1
7 lulleese flufle; = flulloo

lulle, < [191%;(1)]*

€
1
+
J

lulle, < [1€20¥;(1)]"

lulloe se Jlulle; < flulloo-

Assim,
ulle;, < ajllulle,

com )
D ULV 1]_ se [lulle; = [lullo,
j= L
[1T;(W]7 se [lufle, < llulloo:
Observe que
lim a; =1,
j—r00

pois do mesmo modo que (4.1]) obtemos

oF
]li)rgo [P, (1)]% = 1.
Considere
o int { I € w0 (03
‘ v
(1 := inf { ”“UT'”‘M e Wi (Q) \ {0}} .

Proposicao 4.9.
llIIl Al,j = Y.
Jj—00

Demonstragio. Para todo v € Wy * () \ {0}, segue do Lema [4.7] que

\%
limsupA;; < lim [Volle,

jo0 i [|vl,
[Vvllae,

[vlloe

o que implica,
limsup Az ; < .

Jj—o0

65
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Por outro lado, segue da Proposicao para l,j € N, existe u;; minimizador de A, ;,
isto é,
_ IVolle,

ol

Ay

Segue da Observagao [£.8] que
[ jllw; < el lloo
e, entao,

Mo Vg ;| s, < [V ;|a,
a; T ol Vuillee T ]| Vg

=N\,

T
Fazendo j — oo, obtemos

fy = liminf Ay ;.
Jj—o0
n

Proposicio 4.10. Para | € N fizo, existem j,, — oo e w; € Wy (Q) N C(Q) tais que

u,, — w; em C(Q) e em Wy (). Além disso, w; é um minimizador de ju.

Demonstragdo. Seja u;; uma funcao extremal de A; ;. Dividindo por ||uy ||, se necessario,
. . A~ . V3R L 1,®

podemos considerar |lu;;||w, = 1. Assim, a sequéncia (u;;)jen € limitada em W™ (Q) e,
- : 1,0 = . . 1,0

entdo, existe w; € Wy (Q) <= C(2) e j,, — oo tais que v, — w; fraco em W' () e

forte em C(€2). Assim, a Observacio e a convergéncia uniforme implicam

L= lim fug, |,
< i ;
< i flug, e
= |lwlle
Portanto, segue da Proposicao que
[Vwilo,
o =
[[wi| o
< [Vwille,
< lim [V, e,
m—0o0
= lim Al,jm
m—0o0
Logo, ||wi]|lec =1 €
= [Vwlle, = lim [V, [|le,.
m—00

Além disso, segue da ultima igualdade e da convergéncia fraca que
1,9
uj,, — w; forte em Wy (Q),

pois ([1.4) implica que W, (Q) é uniformemente convexo (ver Proposicao |A.18)). O
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67
Defina

Ly = {z € & fu(z)] = ||ullo}-

Teorema 4.11. Seja | € N fizo. Uma fungio u € Wy ®'(Q) \ {0} ¢ extremal de y se, e
sé se, T'y = {xo} para algum xo € Q e

Lo ) o T de = mSit) - sanfu(an) o).

em que

Ve Wy(Q),
Ki(u) := [[Vulle,

s= | @(f’g(u')) o

Demonstragio. Sejam u € Wy *(Q)\ {0} uma funcéo extremal de jy e n € W,

2

dz.

L) fixo.
Assim,
\Y \Y \Y
|| u||‘1>l — ,ul < || u+€ an)l, v € > 0 (413)
[Kaips [+ €nl|oo
Além disso, segue de [2, Lema 4.4] que
fim W0F oo = Mulloe _ e () () o € T} (4.14)
e—0t €
Dai, temos de (|4.3])
LR T
0t JJu+en||o !|
I Vut eVills, (I Vulla, Vulle, — [[Vulle,
lim
=0t ||u+ el

Ilu+en||oo [t + €nf]oc
|Vu\ Vu
||U||oo <Sz (u) fQ ¢l ( ) i ( u)v d

[eloo

— It max {sgn(u(e)n(@): = € T.})

Logo,

|IVul\ Vu '
/Q¢l (Kl(u>> Ki(u) Vi dr 2 puSi(u) max {sgn(u(z))n(z):z € Lu}-

Trocando 1 por —n, obtemos

|Vl Vu _ .
/Qqﬁz (Kl(u)) Kl(u)Vn dr < Sp(u) min {sgn(u(z))n(x);x € T',} .

Como

min {sgn(u(z))n(z);z € I',} < max {sgn(u(x))n(x);x € I',}



CAPITULO 4. UM PROBLEMA COM DUAS N-FUNCOES 68

segue das duas desigualdades anteriores que

min {sgn(u(z))n(z);z € 'y} = /ngl ([|§(12|)> KT(Z)VU dx

= wS;(u) max {sgn(u(x))n(x);x € T',}.

Como 7 é arbitrario, T, = {xo} para algum zy € Q.

Reciprocamente, se u € Wy *(Q) \ {0} é tal que T, = {z,} para algum z, € Q e

|Vul Vu B 1.3,
Lo (dors) o o = i) -sgnluan) ateo). ¥ € WS (@)

entao para 17 = u obtemos

|VU| Vu = u) - sgniulx u\x
Lon(ds) s Tude = wSita) - ssn(uten) ufeo
pi)

o que implica
_ [Vull,

M= .
[l

Corolario 4.12. Uma fung¢do extremal de p; ndo muda de sinal em ).

Demonstragio. Seja u € Wy ™(Q) \ {0} uma funcdo extremal de gy Assim, |u| também

é extremal e, entdo, segue do teorema anterior que existe xo € € tal que I'y, = {zo} e

IVu| \ Vu
——— | ——Vudr = ;S;(u) - ||ul| > 0.
Lo(wm) v Si(u) - e >
Portanto, segue do Principio do Méximo Forte (Teorema [A.21f) que |u| > 0. O

Para cada [ € N, seja w; uma funcao extremal de y; positiva tal que

[willoo =1

e
w; >0 em (.
Assim,
Vo
mwwwmmzms%m@-vam@mnw}

Segue do Teorema que

|le| A\ . 1,9,
/Qd)z (Kz(wz)) Kz(wz)vn dr = uSi(wy) - sgn(wi(zo)) n(wo), Vne Wy (Q),
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isto é,
wy

—Aaq, (m) = mSi(wi)d,,

em que z} é o tnico ponto de maximo de w; e (5% é a fungao delta de Dirac em x}).

Defina

A = inf { IVolloe ¢ pprioe {0}} |

[v]]oo

Lema 4.13. Sejam I[,m € N. Para todo € > 0 existem constantes a,,, by > 0 tais que

Jullo,, < am (bicllulle, +€), ¥ ue Wy (Q), (4.15)
lim a, =1 (4.16)
m—00
e
lim by = 1. (4.17)
=00

Demonstragio. Segue da demonstragao do Lema [£.7] que

1
[ulle,, < [Pm(DIQ]om [Jullo  se |lufleo < ulle,,
Logo,
1
ol < mesx {1, [BCDI5 |l
e, entao, para
1
A, = Mmax {1, [@(1)|Q|] #m }
temos
[ulle,, < am||ulo- (4.18)
Alem disso, segue da demonstracao do Lema que
1
(lulloo = )[R Ac]#m < lulle, —se [lulle, < lJulloc —€
e, entao,
[ulle,
[ullo € ————+¢ s |ulle, <llullc =€
[D(1)[Ac[] o
Logo,
[ulloe < brcllulle, + € (4.19)
para

by == max | 1,

‘ =

3|

[@(1)]A]?
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Segue de ({4.18) e (4.19) que
[elle,, < am (biellulle, +€) -

Além disso, (4.1) implica (4.16]) e (4.17)). O

Proposicio 4.14. Eriste uma subsequéncia de (w;)ien que converge forte em C(Q) a
uma fungio ws € Wy ™(Q) \ {0} tal que

lim 1 = Ao = || Voo || o
l—o0
’ d
0 < we(z) < ||C§|T) , TeQ qtp.

em que d denota a funcdo distancia da fronteira OS2, definida por

d(x) := ylenafﬂ lz—y|, xef.

Demonstra¢io. Um fato bem conhecido (ver [9]) é que

V|| 1
A = - . (4.20)
ldlls  [ld]loo

Como d € W,™(Q) € W, (Q) e, entéo,

vd
IVwille, = < —H||d||”©l (4.21)

Assim, o Lema [1.7 e (4.20) implicam

d
limsupp; < limsup M
l—o00 l—o0 HdHOO

[Vl

1]l oo

= A
e portanto
limsup p < Awe. (4.22)

l—00

Por outro lado, existe uma subsequéncia (f, )nen tal que

lim gy, = liminf g,. (4.23)
l—o0

n—oo
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Sejam € > 0 e m € N. Pelo Lema [4.13] (4.17) e (4.21]), temos

limsup |V, o, < limsupay (b, [V, o, +c)
n—oo n—oo
< limsupa,y, (||len ||<I>zn + 6)
n—oo
< ap (Aoo + 6)'

Logo, passando a subsequéncia, existe wy, € I/VO1 ’ém(Q) tal que

wy, — W em Wy (Q)

n

Wy, — Wy uniformemente em (2

A convergéncia uniforme implica ||we||so = 1, pois
lw, lleo =1, V n.
A convergéncia fraca implica

IVws|ls,, < lirginf |V, ||, (4.24)

Além disso, pelo Lema [4.13] (4.17)) e (4.23)), temos

liminf |Vw,,||e, < liminfa,, (blm€Hlen @, + e)

= apliminfy + e
l—o0

Logo, (4.24) implica

|IVwsllo,, < amliminf g, + e
l—o0

Como essa desigualdade vale para todo € > 0,

Vs |le,, < am lilm inf py. (4.25)
—00
Logo,
Weo € W™ (Q) —= Wy P™(Q), Y m
e, entao,

Weo € Wy™(9)
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Assim, do Lema [4.7, (£.25)) e , obtemos

A

IA

vaoonoo

= lim ||Vwle,
m—o0

IN

lim inf gy
l—00

lim sup gy
l—o0

Ao.

IN

IN

Portanto,

Ao = [|[VWoo|loo = lim .
l—0o0
Assim, segue de (4.20) que a melhor constante de Lipschitz de wy, é

1
vaoouoo =N = 75—

ldlloo’
o que implica
|d]|oo |Weo () — weo(y)| < |2 — 9], q.t.p. z,y € Q.
Como ws = 0 em 02, dados x € 2 e y € I1, temos

< —yl =
Il woo(a) < inf [z~ y| = dz),

e, entao,
d
Woo () < H;ﬁ) qt.p. x €.
O
Corolario 4.15. FExiste x, € ) tal que
Woo(24) = Waslloo =1 € d(2x) = [|d|o0-

Demonstragio. Seja w;, uma sequéncia dada pela Proposi¢ao convergindo uniforme-
mente a we,. Pelo Teorema para cada minimizador w;, existe um tnico xé" € () tal
que

wy, (21,) = Il oo = 1.

Como {2 é limitado, passando a subsequéncia,

In
TG > Ty
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Assim,
Weo (T4) = ||Weo|oe = 1.

Logo, se z, € 0f) entao teriamos w,, = 0. Portanto, x, € €. Dai, segue da Proposicao

AT que

d(xy)
1 = weo(z4) < <1,
el
o que implica
d(x,) = ||d]oc-
]
Definimos solucao de viscosidade para o operador oo-Laplaciano.
Definicao 4.16. 1. Uma fun¢do semicontinua superiormente u : {2 — R é subsolugao
de viscosidade de
Ao <—|IVZIIOO> =0 em D :=Q\ {z,}, (P.)
s =d sobre 0D = QU {x,}.

u

se < dem 9D e para todo 7y € Q e ¢ € C*(Q) tais que u(zy) = p(zo) e

lulloo lo0

u<p em B(zg,r)\{zo}

para algum r > 0, vale
—Asp(xg) <0.

2. Uma funcao semicontinua inferiormente u : {2 — R é supersolugao de viscosidade de
se ) > dem 0D e para todo zg € Qe p € C?*(Q) tais que u(zy) = p(xo)
e

[ulloo lo2
u>V em B(zg,7)\{zo}

para algum r > 0, vale
—Asp(xg) > 0.

3. Uma fungdo continua u : 2 — R ¢é solu¢do de viscosidade de (P se u é sub e
supersolugao de viscosidade de (Pu).

Teorema 4.17. A fung¢io wo, € uma solugao de viscosidade de (P.)).

Demonstragao. Precisamos mostrar que w., ¢ solugao de viscosidade de

A (5) =0 em D=0\ {0},
u g sobre 0D = 0Q U {x,},
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pois [|[Weolloo = As. Primeiro vamos mostrar que wy, é supersolucao de viscosidade.

Sejam xp € Q e p € C*(Q) tais que u(zg) = ¢(zo) e
u>¢ em B(xg,r)\{zo}
para algum r > 0. Precisamos mostrar que
—Asp(xg) > 0.

Como a desigualdade desejada vale para V(zg) = 0, podemos assumir que Vp(zg) # 0.
Assim, existe € > 0 tal que B.(zg) C D e

Vo(x)#0, Ve Bx).

Portanto,

V() # 0

a partir de um certo indice n. Por [19, Teorema 4.5|, a convergéncia uniforme de w;, a
Weo implica que existe uma subsequéncia {x;, } C Q) tal que x;,, — g e w;, —  tem um
minimo em z;,. Logo, segue do Lema que

¥
—Ap, —— >0
(I:'ln K(U) - Y

isto é,
AR
V()]

e usando que ¢;, € crescente, obtemos

—on(|Vep(ar,))) Ap(a,) sotp(1,) 2 0.

[Veo(zi, )]
n(IVe(zi,)l)

V()|
O (Ve ()]

Fazendo n — oo segue de (1.1f), (1.3) e (2.2)) que

L ton(t)
Jim o (1)

Multiplicando a desigualdade por

—on(|[Ve(21,)|) Ap(z1,) — Asp(z1,) > 0.

=0, Vt>0
Logo,

—Asp(xg) > 0.

Observagao 4.18. Por homogeneidade (4.2)) equivale a

Ay = inf {[Vulle :u € WeP(@)\ {0}, lulle =1}
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Segue da Proposicao [A.4] que

A; = inf {lquH@ cu e Wyt (Q) )\ {0}, /Q U(|u|) de = 1} .
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Apéndice A
Espacos de Orlicz

Vamos agora introduzir os espacos de Orlicz-Sobolev W1 (Q) com as notagoes e resultados
usados neste texto, para um dominio suave e limitado 2. Tratamos inicialmente de
alguns conceitos preliminares para o entendimento destes espacos. Fazemos também uma
revisao das propriedades bésicas dos espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev. Por fim, trazemos
uma breve revisao do operador ®-Laplaciano, com énfase para os resultados usados neste
trabalho. Como reférencia citamos [I], [17], [20], [22] e [23].

Definicao A.1. Uma func¢do @ : R — [0, +00) é chamada N-fungao (ou fungdo de Orlicz)
se:

i) ® ¢ convexa e continua,

ii) #(0)=0e
O(t) >0, Vit>0,
P(t
iii) ¥ — 0, quando t — 0,
d(t
iv) # — 400, quando t — oo,
v) ® é par.

Exemplo A.2. Exemplos de N-fungoes:
1L ®(t)=tPP, p>1;
2. 0(t) = [t + [¢]%, p,q>1;
3. ®(t) = [t|PIn(1 + |t]), p> 1.

Lema A.3. Toda N-fungao € da forma

com p : [0,00) — [0,00) satisfazendo as sequintes propriedades:

i) @ € continua e ndo decrescente;
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i) p(s) =0 se, e so se, s =0;
iii) p(s) = +o0o quando s — +00;
w) p(s) >0, Vs>0.

Para Q C RY e uma N-funcio @, o espaco de Orlicz L*(Q2) é definido como o espaco

das fungoes mensuraveis u : 2 — R tais que para algum A > 0

/QQ(M—;)') dr < oo.

Munido com a norma de Luxemburgo

ot {302 [0 (M) ar 1)

esse € um espaco de Banach.
Observe para ® de (i) do Exemplo temos o espaco LP(2) com a norma

1
= ([ 1 )’
Q

u|\pP
/Lﬂcmg1 s A |l
AR

Proposicao A.4. Parau: Q2 —R e >0

[3(2) ars

Defini¢ao A.5. Uma N-fungao ® satisfaz a condicao As se existe k > 0 e tg > 0 tais que

pois

se, e 6 se, A = ||u|s.

O(2t) < kd(t), Vi>0.

Definicdo A.6. A conjugada de ® é a funcio @ : R — R dada por

O (t) = sup(st — D(s)).

s>0

Se ® ¢é uma N-funcio entdo ® também é uma N-funcdo. Além disso, para ® como no

Lema [A.3]
é@:éw@@

(s) = sup t.
p(t)<s



APENDICE A. ESPACOS DE ORLICZ 79

A condicao implica que ® e ® satisfazem A,.

Proposigao A.7. Para uma ¢ como no Lema[A.3, ® satisfaz a condigio Ay se, e s6 se,

exvistem a > 0 e tg > 0 tais que

th(t)
—<a YV t > 1.
(I)(t) - b=t

Nesse texto usamos ¢(t) = ¢(t)t e de obtemos ([5)). Logo, a proposi¢ao anterior

implica que a N-func¢ao usada satisfaz a condicao A,.
Proposicao A.8. Se ® satisfaz Ay entao:

1. Existem a,b > 0 tais que
o(t) < at’,

para t suficientemente grande;

2. Uma sequéncia u, converge para u em L*(Q) se, e s6 se,
/ O (u, —u) dr — 0.
Q

Proposigdo A.9 (Desigualdade de Holder). Se u € L*(Q) e v € L¥(Q) entdo u,v €
LY () e

/Q ol dz < 2lulls [lo]l5.

1
Para ¢(t) = [t|P~2t temos ®(t) = —|t]?,
p

P(s) = sup t= §7oT

[t|p—2t<s

e, entao,

t
~ —1 1 /
@(t) = / Spil ds = P t”gl = —,|t‘p
0 p p

com é + z% = 1. Observe que a desigualdade de Holder é mais fraca nos espacgos de Orlicz

se comparada com com a desigualdade

/Q vl dz < [l o]y

dos espagos LP(12).

Proposigao A.10. Uma N-funcdo ® satisfaz a condicio Ny se, e s6 se, o espago L*(2)

¢ separdvel. Mais ainda, ® e ® satisfazem a condi¢io Ny se, e sé se, L*(2) € reflexivo.
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O espago de Orlicz-Sobolev é definido como

ue L*(Q) ; 3f1,---,fN€L©(Q)>/Q“§i

Vi € C2(Q),i e {1,..., N}

Wl’q)(Q) _ dx = —/inz/} dx,

As fungoes u,, = f; sdo as chamadas derivadas fracas e Vu = (uy,, ..., Uz, ) ¢ 0 gradiente

de u. O espago de Orlicz-Sobolev é um espago de Banach com a norma
[ulle = llulle + V]l

Proposigao A.11. O espaco WH®(Q) é um espago de Banach. Se ® satisfaz Ay entdo
Wh®(Q) € separdvel. Se ® e ® satisfazem Ay entio WH2(Q) ¢ reflexivo.

Consideremos ® e ¥ duas N-funcoes.

Definicao A.12. 1. Dizemos que ¢ domina W se existem a > 0 e ¢y > 0 tais que

U(t) < ad(t), V>t

Nesse caso, escrevemos WV < O.

2. Dizemos que V¥ cresce estritamente mais lento que ® se para todo k£ > 0

Nesse caso, escrevemos ¥V << P.

Proposicao A.13. Seja ® uma N-fungdo tal que

/Olwds<oo, /:oowds:—l—oo. (A.1)

1 1
It s+

A fungao @, : [0,00) — [0,00), definida a partir de sua inversa,

(ID*_l(t):/ltwds

st

2|~

e estendida para R de forma par é uma N -fungdo.

1
Para ®(t) = —|t|’ as hip6teses da proposigao acima sao satisfeitas para 1 < p < N e,
nesse caso, temos
O.(t) =) "p 7 |t

O espaco W,*(Q) é definido como o fecho de C5°(Q2) em Wh*(Q).
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Proposicdo A.14 (Desigualdade de Poincaré). Eziste uma constante K > 0 tal que
lule < K| Vulls, ¥V ueWy®(Q).

Essa desigualdade implica que |Jul|1.¢ € |[Vulle sdo normas equivalentes em Wy ®(€2).
Por isso, é comum usar a norma ||Vul|e em Wy *(Q).

Como Wy*(€) é um subespaco fechado de W®(Q), segue da Proposicio que
T/VO1 ’Cb(Q) é um espaco de Banach. Temos também que se ® satisfaz a condigcdo A, entao
Wy ®(Q) é separdvel. Além disso, se ® e ® satisfazem a condicio A, entdo W, *(Q) é

reflexivo.

Teorema A.15. Seja ® uma N-funcio satisfazendo . A imersio WH?(Q) —
L*+(Q) é continua. Se ¥ << @, entdo a imersao WH®(Q) < LY(Q) é compacta.

Em particular, W1®(Q) < L®(Q), pois & << ..

Observamos que substituindo W®(Q) por Wy *(Q), o teorema acima pode ser esten-
dido para o caso em que €2 nao é limitado.

Em [I8, Lema 1.1] temos o

Lema A.16. Suponha

a —1< < , Vt>0 A3
50 49
para a~,a" > 1 constantes. Entdo
d(t) < (t)t?
‘ t2o(t
l<a < ¢()§a+, Vit>0 (A.4)
P(t)

Demonstracio. Note que a segunda desigualdade implica a primeira. Observe também

que

@ =000 = [ (@ =1o(s)s ds
> /0 t qb(s)s)/s ds por
b

t

= ¢(t)t* — | ¢(s)s ds usando integracdo por partes
0
= ¢(t)t? — O(t),
o que implica
(1)
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Por outro lado,

t
(a= = 1P(t) = /0 (@ — 1D)o(s)s ds
< /t gb(s)s)ls ds por
0 t
= ¢(t)t* — | ¢(s)s ds usando integracio por partes
0
— o — ()
e, entao, )
__ (1)
R0
]
Note que

implica

con) R0
o0 e

e, entao, segue de ((A.3) que

a—1§1+t:zl<g)§a+—1

Teorema A.17. Seja ® dada por e suponha , ou seja,

B 0 2o(t)
1< .—glgmgstggm.— pt < 0. (A.5)

Para as constantes ¢~ e ¢T definidas acima vale

®(s) min {t¢_ , t¢+} < O(st) < P(s) max {t¢_ , t¢’+} (A.6)

. - + - +
i {Jully s’} < [ (0 do < max {Jul ol }- (A7)

O Teorema 2, pagina 297, junto com o Corolario 4, pagina 26, em [22] e o Teorema 2,

pagina 65 , em [20] mostram que
Proposicao A.18. Suponha que a N-funcao ® satisfaca uma das sequintes condicoes:

1. & e ®* satisfazem a condigio Ag;

2. ® ¢ dada por e satisfaz ;
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3. ® ¢ estritamente convexa e satisfaz Ng;
O espago de Orlicz L*(Q) é uniformemente convezo.

Teorema A.19. As sequintes imersoes sao continuas

W (Q) < Wit (Q) = Wy ().

Demonstragio. Seja v € Wy ®(Q) e considere u = v Assim,
IVlle
- 1
/ |Vu|? dz < —/ ®(|Vul) dz, por (A.6)
Vul>1 (1) Jiwu>1
< —— [ ®(|Vu|) dx,
7 JRG
+
< @Hvuﬂi por (A.7)
= — pois ||Vulle = 1.
(1)
Assim,
Vo2 _
A
IVollg
_ / Vul* d:c+/ Vul? da
|Yu\>1 [Vu|<1
— + |Q
e, entao,
Vlly- < Cal[Vulle
onde

o;:(ﬁﬂm)#

Além disso, para v € Wy *(Q) e u = ! , se ||[Vulle > 1 entdo
Vllgr

Ivalg < [ @(val) ds por (&7

= j O (|Vul) d:zc—l—/ O(|Vu|) dx
|Vu|>1 [Vu|<1
< ®(1) Vul?" dz+ ®(1)|Q por ([A-6)
[Vu|>1

< (1)1 +19)) pois [ullg+ =1

e, entao,

[Vulle < max {(@(1)(1 + Q)7 1],
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ou seja,
IVolle < CF[IVvllgr

onde
a;:nmxﬂ¢ux1+un»ﬁz1}.

O
Observe que segue da demonstragdo acima que as seguintes imersdes sao continuas
L (Q) = L*(Q) — L (Q).
Portanto, para p > ¢T e 1 < ¢ < ¢~ vale
LP(Q) — L*(Q) — LI(Q).
Para & dada por , o operador ®-Laplaciano é definido em VVO1 ’CI)(Q) por
Agu = div (¢(|Vu|Vu)) (A.8)
e
—Agpu=f (A.9)
equivale a

/ o(|Vu])VuVu dzx = / fode, YveW,*Q).
Q Q

Proposi¢ao A.20 (Lema 4.1.18, [24]). Sejam ® como em satisfazendo ((A.3)) e
I:W,(Q) = R definido por

K@:/mww¢u
Q
1. O funcional I é de classe C* e

(I'(u),v) = /Q(b(\Vu\)VuV'U de, Y veW, Q).

- . .~ . . . 1,® ~
2. 1 € fracamente semicontinuo inferiormente, ou seja, se u, — u em Wy~ (Q) entao

liminf I (u,,) < I(u).

n—oo

3. I' € estritamente mondtona, isto €,

(I'(u) = I'(v),u —v) >0, YuveWy*Q).
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4. 1" satisfaz a condi¢io (S4.), ou seja, se u, — u em Wol’q)(Q) e

lim sup (I (uy,), up, — u) <0

n—oo
entdo u, — u em Wy (Q).
Em [I3, Lema3.4] temos o Principio do Maximo Forte.

Teorema A.21 (Principio do Maximo Forte). Se f € L*(Q2), f > 0 e f # 0 entdo a
solugio u € Wy*(Q) de (A.9) ¢ positiva em Q.

Em [I3] Lema3.4] temos também o Principio da Comparagao Forte.

Teorema A.22 (Principio da Comparagao Forte). Se h; € L*(Q0), i = 1,2, e u; €
Wy *(Q) uma solugio de
—Agpu =h; em Q,
{ u=1>0 sobre 0S2.

Se 0 < h; <hy e o conjunto
C:={z€Qhi(z)=ha(x)}

tem interior vazio, entao

0<u; <us em €

8uz 0u1
72 70~ )
e < % <0 sobre 02

Teorema A.23 (Teorema do ponto fixo de Schaefer). Sejam X um espago de Banach

real e A: X — X uma aplicacao continua e compacta. Suponha que conjunto
{u € X;u=NA(u), para algum 0 < X\ < 1}

seja limitado. Entao A possui um ponto fixo.
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