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Resumo
Seja Ω um domínio limitado e suave de RN e, para cada n ∈ N, seja Φn uma N -função

da forma
Φn(t) =

∫ t

0
sφn(s) ds

em que φn : R→ R é uma função par satisfazendo propriedades adicionais. Na primeira
parte deste trabalho estudamos o comportamento assintótico, quando n → ∞, de un ∈
W 1,Φn

0 (Ω), solução de um problema singular da forma
−∆Φnu = Λn

f(x)
uα

em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

(1)

em que 0 ≤ α ≤ 1, f é uma função não negativa, não trivial em L1(Ω), e Λn é uma
constante positiva.

No Capítulo 1, mostramos que o problema singular (1) tem uma única solução fraca
un ∈ W 1,Φn

0 (Ω) no caso em que Λn = 1 e 0 ≤ α ≤ 1.
No Capítulo 2, exploramos o fato de que un é o minimizador global do funcional energia

Jn(u) :=
∫

Ω
Φn(|∇u|) dx−

∫
Ω
f

u

(un)α dx, un ∈ W 1,Φn
0 (Ω),

para provar que
lim
n→∞

un = d uniformemente em Ω,

em que d denota a função distância até a fonteira ∂Ω.
No Capítulo 3, provamos que, para 0 ≤ α < 1, o funcional modular t 7→

∫
Ω

Φn(|∇u|) dx,

sob a restrição
∫

Ω
f |u|1−α dx = 1, admite um minimizador positivo un ∈ W 1,Φn

0 (Ω) que é

solução fraca de (1) com Λn =
∫

Ω
φn(|∇un|)|∇un|2 dx. Além disso, provamos que

lim
n→∞

un = ε−1d uniformemente em Ω,

em que ε =
∫

Ω
fd1−α dx, e também que

lim
n→∞

(Λn) 1
n = lim

n→∞

(∫
Ω

Φn(|∇un|) dx
) 1

n

= γ1(ε),

em que a função γ1 : [0,∞)→ [0,∞) é definida por

γ1(t) := lim
n→∞

(φ′n(t))
1
n , se t > 0, e γ1(0) = 0.
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Para provar esses resultados de convergência mostramos que: γ1 é contínua, estrita-

mente crescente e sobrejetiva; as sequências (Λn) 1
n e

(∫
Ω

Φn(|∇un|) dx
) 1

n

convergem
para o mesmo número positivo Λ∞; e un converge uniformemente para uma função
u∞ ∈ C0(Ω) ∩W 1,∞(Ω) que é solução de viscosidade da equação

min{−∆∞u, γ1(|∇u|)− Λ∞} = 0.

Então, concluímos que Λ∞ = γ1(ε) e u∞ = ε−1d.
Na segunda parte deste trabalho, desenvolvida no Capítulo 4, estudamos o comporta-

mento assintótico dos minimizadores do quociente do tipo Rayleigh ‖∇v‖Φl‖v‖Ψj
, em que (Φl) e

(Ψj) são sequências de N -funções. Provamos que, a menos de subsequências, o minimi-
zador de ‖∇·‖Φl‖·‖Ψj

converge, quando j → ∞, para o minimizador de ‖∇·‖Φl‖·‖∞ , o qual, por sua

vez, converge, quando l→∞, para o minimizador w∞ do quociente tipo Rayleigh ‖∇·‖∞‖·‖∞ .
Além disso, mostramos que w∞ é a solução de viscosidade de ∆∞

(
u

‖∇u‖∞

)
= 0 em D := Ω \ {x?},

u
‖u‖∞ = d sobre ∂D = Ω ∪ {x?}.

em que x? ∈ Ω é tal que w∞(x?) = ‖w∞‖∞ = 1 e d(x?) = ‖d‖∞.
Palavras-chave: Comportamento assintótico, N -função, Φ-Laplaciano, problema

singular, solução de viscosidade.
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Abstract
Let Ω be a bounded, smooth domain of RN and, for each n ∈ N, let Φn be an N -

function of the form
Φn(t) =

∫ t

0
sφn(s) ds

where φn : R→ R is an even function satisfying additional properties.
In the first part of this work we study the asymptotic behavior, as n → ∞, of un ∈

W 1,Φn
0 (Ω), solution of a singular problem

−∆Φnu = Λn
f(x)
uα

in Ω,
u > 0 in Ω,
u = 0 on ∂Ω,

(2)

where 0 ≤ α ≤ 1, f is a nonnegative, nontrivial function in L1(Ω) and Λn is a positive
constant.

In Chapter 1, we prove that, if Λn = 1, then problem (2) has a unique weak solution
un ∈ W 1,Φn

0 (Ω), for any 0 ≤ α ≤ 1.
In Chapter 2 we show that un is the global minimizer of the energy functional

Jn(u) :=
∫

Ω
Φn(|∇u|) dx−

∫
Ω
f

u

(un)α dx, un ∈ W 1,Φn
0 (Ω),

and exploit this fact to prove that

lim
n→∞

un = d uniformly in Ω,

where d denotes the distance function to the boundary ∂Ω.
In Chapter 3 we consider the modular functional t 7→

∫
Ω

Φn(|∇u|) dx, under the

constraint
∫

Ω
f |u|1−α dx = 1. In the case 0 ≤ α < 1, we prove that it admits a positive

minimizer un ∈ W 1,Φn
0 (Ω) which solves (2) with Λn =

∫
Ω
φn(|∇un|)|∇un|2 dx. Moreover,

we prove that limn→∞ un = ε−1d, uniformly in Ω, where ε =
∫

Ω fd
1−α dx. Furthermore,

we also show that

lim
n→∞

(Λn) 1
n = lim

n→∞

(∫
Ω

Φn(|∇un|) dx
) 1

n

= γ1(ε),

where the function γ1 : [0,∞)→ [0,∞) is defined by

γ1(t) := lim
n→∞

(φ′n(t))
1
n , if t > 0, and γ1(0) = 0.
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In order to prove these convergences, we show that γ1 is continuous, strictly increasing

and onto. We also consider the sequences (Λn) 1
n and

(∫
Ω

Φn(|∇un|) dx
) 1

n

and prove that
they both converge to a positive number Λ∞. Considering the sequence of solutions un,
we prove that it converges uniformly to a function u∞ ∈ C0(Ω) ∩W 1,∞(Ω), which solves
the equation

min{−∆∞u, γ1(|∇u|)− Λ∞} = 0

in the viscosity sense. We conclude that Λ∞ = γ1(ε) and u∞ = ε−1d.
In the second part of this work, exposed in Chapter 4, we study the asymptotic

behavior of the minimizers of the Rayleigh-type quotient ‖∇v‖Φl‖v‖Ψj
, where (Φl) and (Ψj) are

sequences of N -functions. We prove that, up to subsequences, the minimizer of ‖∇·‖Φl‖·‖Ψj

converges, as j → ∞, to the minimizer of the quotient ‖∇·‖Φl‖·‖∞ . On its turn, this quotient
converges, as l→∞, to the minimizer w∞ of the Rayleigh-type quotient ‖∇·‖∞‖·‖∞ . We show
that w∞ is the viscosity solution of ∆∞

(
u

‖∇u‖∞

)
= 0 em D := Ω \ {x?},

u
‖u‖∞ = d sobre ∂D = Ω ∪ {x?},

where x? ∈ Ω satisfies w∞(x?) = ‖w∞‖∞ = 1 and d(x?) = ‖d‖∞.
Keywords: Asymptotic behavior, N-function, Φ-Laplacian, singular problem, visco-

sity solution.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos dois problemas envolvendo o operador Φ-Laplaciano definido
no espaço de Orlicz-Sobolev W 1,Φ

0 (Ω). Inicialmente, nos capítulos 1, 2 e 3, apresentamos
resultados de existência, unicidade, comportamento assintótico de soluções e propriedades
de minimização para o seguinte problema singular envolvendo o operador Φ-Laplaciano
(definido em (A.8)) 

−∆Φu = f(x)
uα

em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

(3)

em que Ω ⊂ RN é um domínio suave e limitado, 0 ≤ α ≤ 1, f ≥ 0, f 6≡ 0 e Φ(t) =∫ t

0
sφ(s) ds, sendo a função φ : R → R par de classe C1 com φ(0) = 0 e a restrição

φ : [0,∞) → [0,∞) crescente tal que o homeomorfismo φ(t)t satisfaz a condição de
crescimento

a− − 1 ≤

(
φ(t)t

)′
φ(t) ≤ a+ − 1, ∀ t > 0. (4)

para a−, a+ > 1 constantes.
Já no Capítulo 4, descrevemos o comportamento assintótico dos minimizadores do

quociente de Rayleigh ‖∇u‖Φl‖u‖Ψj
em espaços de Orlicz-Sobolev. Primeiro fazemos j →∞, e

depois, l→∞.
O espaço de funções no qual esperamos encontrar soluções para o problema (3) é

o espaço de Orlicz-Sobolev W 1,Φ
0 (Ω). Descrevemos esse espaço e suas propriedades no

Apêndice A.
Segue de (4) que

1 < a− ≤ t2φ(t)
Φ(t) ≤ a+, ∀ t > 0 (5)

(ver Lema A.16).
Assim, definindo

φ− := inf
t>0

t2φ(t)
Φ(t)

e
φ+ := sup

t>0

t2φ(t)
Φ(t) ,

1



segue que
1 ≤ φ− ≤ t2φ(t)

Φ(t) ≤ φ+ <∞, ∀ t > 0. (6)

Como φ é crescente,

Φ(t) =
∫ 1

0
φ(s)s ds+

∫ t

1
φ(s)s ds ≥

∫ 1

0
φ(s)s ds+ (t− 1)φ(1), t ≥ 1,

e, assim,
Φ(t)→ +∞ quando t→ +∞.

Logo, (5) implica
φ(t)t2 → +∞ quando t→ +∞.

Além disso, como Φ é contínua e Φ(0) = 0, temos

Φ(t)→ 0 quando t→ 0

e, então, (5) implica
φ(t)t2 → 0 quando t→ 0.

Observe, também, que Φ(t) = 0 se, e só se, t = 0. Como φ é não decrescente, para
t > 0

Φ(t)
t

= 1
t

∫ t

0
φ(s)s ds

≤ φ(t)t

e, então, usando que φ(t)t é contínua e φ(0) = 0, concluímos que

Φ(t)
t
→ 0, quando t→ 0+.

Temos também
Φ(t)
t

≥ 1
t

∫ t

t
2

φ(s)s ds

≥ 1
t
φ

(
t

2

)
t

2

(
t− t

2

)
= 1

2 φ

(
t

2

)
t

2
o que implica

Φ(t)
t
→ +∞, quando t→ +∞.

No Capítulo 1, mostramos existência e unicidade de soluções para o problema (3).

2



Para a existência, fazemos n→∞ no seguinte problema auxiliar
−∆Φun = fn(

un + 1
n

)α em Ω,

un > 0 em Ω,
un = 0 sobre ∂Ω,

em que fn(x) = min{f(x), n} e ∆Φ é o operador Φ-Laplaciano.
Mostramos, também, resultados de minimização para 0 < α < 1. Provamos que a

solução fraca uα de (3) é o único minimizador do funcional energia

Jα(v) =
∫

Ω
Φ(|∇v|) dx− 1

1− α

∫
Ω

(v+)1−αf dx, u ∈ W 1,Φ
0 (Ω). (7)

O problema (3) foi estudado inicialmente para o p-Laplaciano. No caso φ(t) = |t|p−2,
Chu e Gao em [8] estudaram a existência de soluções fracas. Para φ(t) = 1, Boccardo e
Orsina em [5] investigaram a existência, regularidade e não existência de soluções para
um problema similar. Já Bhattacharya, DiBenedetto e Manfredi [4] mostraram para
f ∈ L∞(Ω) contínua e positiva e up solução de{

−∆pu = f em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

que existe uma subsequência tal que

up → d uniformemente em Ω quando p→∞

onde
d(x , ∂Ω) = inf

y∈∂Ω
|x− y|, x ∈ Ω,

é a função distância em relação a fronteira.
Nos Capítulos 2 e 3 consideramos, para cada n ∈ N, o espaço de Orlicz W 1,Φn

0 (Ω)
definido pela N -função

Φn(t) =
∫

Ω
φn(s)s ds

sendo φn : R→ R uma função par de classe C1 com φn(0) = 0 e a restrição φn : [0,∞)→
[0,∞) crescente tal que o homeomorfismo φn(t)t satisfaz (4), o que implica que existem
constantes φ+

n ≥ φ−n > 1 tais que

1 ≤ φ−n ≤
t2φn(t)
Φn(t) ≤ φ+

n <∞, ∀ t > 0.

Para a sequência (Φn) de N -funções e 0 ≤ α ≤ 1, analisamos no Capítulo 2, o

3



comportamento assintótico das soluções un do problema −∆Φnu = f(x)
uα

em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

(8)

quando n → ∞. Mostramos que a sequência (un) converge (sem precisar passar a sub-
sequência) para u∞, a qual é a função d. Na Seção 2.1 fazemos isso usando que un é
solução do problema não singular

−∆Φnu = f(x)
uαn

em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

e, portanto, minimiza o funcional

Jn(u) =
∫

Ω
Φn(|∇u|) dx−

∫
Ω

f

uαn
u dx.

Na Seção 2.2, apresentamos uma prova alternativa para o caso 0 ≤ α < 1. Fizemos essa
demonstração usando que un minimiza o funcional energia definido em (7).

Já no Capítulo 3, para 0 < α < 1, provamos, na Seção 3.1, que a função un, minimi-
zador de

µn := inf
{∫

Ω
Φn(|∇u|) dx;u ∈ W 1,Φn

0 (Ω),
∫

Ω
fu1−α dx = 1

}
,

é solução de
−∆Φnu = Λn

f

uα
(9)

com
Λn =

∫
Ω
φn(∇un)|∇un|2 dx.

Nesse caso, a singularidade não permite usar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange
como na Seção 3.2. Para contornar esse obstáculo e demonstrar que un é solução de (9),
obtemos a derivada de

h(ε) :=
∫

Ω
(u+ εη)1−αf dx

em ε = 0. Mostramos que, quando n→∞, passando a subsequência, temos Λ
1
n
n → Λ∞ e

un → u∞ uniformemente em Ω. Provamos também que u∞ é solução de

min {−∆∞u, γ1(|∇u|)− Λ∞} = 0, (10)

4



em que ∆∞ é o operador ∞-Laplaciano, definido por

∆∞u :=
〈
D2u∇u,∇u

〉
=

N∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xixj
,

e γ1 é a função definida por

γ1(t) := lim
n→∞

(
φ′n(|t|)
t

) 1
n

. (11)

com γ1(0) = 0. O limite é uniforme em todo subconjunto limitado de (0,∞), γ1 é contínua
e

γ1(t) 6= 0, ∀ t 6= 0.

Em seguida, provamos que
u∞ = 1

ε
d, (12)

onde ε ∈ R é tal que

γ1(ε) = Λ

γ1(t) < Λ para todo 0 < t < ε,

γ1(t) > Λ para todo t > ε.

Na Seção 3.2, fazemos o caso α = 0, isto é, começamos com o problema de minimização

µn := inf
{∫

Ω
Φn(|∇u|) dx, u ∈ Xn

}
, (13)

com
Xn :=

{
u ∈ W 1,Φn

0 (Ω),
∫

Ω
fu dx = 1

}
.

Para un minimizador de µn segue do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange que existe
Λn > 0 tal que un é solução de

−∆Φnun = Λnf.

Mostramos que, quando n → ∞, passando a subsequência, temos Λ
1
n
n → Λ∞ e un → u∞

uniformemente em Ω.
Para explicitar a função limite u∞, no Capítulo 3, mostramos primeiro que u∞ é a

única solução de viscosidade da equação (10). Em seguida usamos a bijetividade da função
γ1 e o seguinte fato conhecido: d

ε
é a única solução de viscosidade para a equação

min{−∆∞u, |∇u| − ε} = 0 em Ω. (14)

Ressaltamos que esta conexão entre essas duas equações é uma novidade na literatura.

5



A minimização com vínculo, feita no Capítulo 3, faz aparecer uma constante multi-
plicativa na equação de Euler-Lagrange que depende da subsequência de (un). Isso não
permite utilizar o argumento do caso em que a constante é 1, como no Capítulo 2. Daí,
a necessidade de usar solução de viscosidade, no Capítulo 3.

Não foi preciso passar a subsequência para obter a convergência de (un). Isso ocorre
porque a equação da forma (10) não depende da subsequência, uma vez que esta depende
do valor da constante Λ∞, que é a mesma para toda subsequência.

Os Capítulos 2 e 3 do nosso trabalho foram inspirados pelo problema de autovalor
tratado em [7]. Mais precisamente, os autores Bocea, Mihăilescu e Stancu-Dimitru con-

sideraram uma sequência de N -funções da forma Φn(t) =
∫ t

0
φn(s)s ds e o minimizador

un de
c1
n := inf

{∫
Ω

Φn(|∇un|) dx : u ∈ W 1,Φn
0 (Ω),

∫
Ω

Φn(u(x)) dx = 1
}
.

Eles provaram que un é solução de

−∆Φnu = Λnφn(|u|)u

para algum Λn > 0. Mostraram também que a sequência (un) converge uniformemente, a
menos de subsequência, para uma uma função u∞ quando n→∞. Eles provaram ainda
que u∞ é solução de viscosidade de

min {−∆∞u, γ1(|∇u|)− Λ∞γ2(|u|)} = 0

para Λ∞ = lim
n→∞

Λ
1
n
n , γ1 dada em (11) e

γ2(t) := lim
n→∞

[φn(t)t]
1
n , t 6= 0, (15)

em que o limite é uniforme em todo subconjunto limitado de (0,∞), γ2 é contínua, γ2(0) =
0. Naquele artigo [7], não foi percebido que as funções γ1 e γ2 são iguais. Na Proposição
3.1 provamos que

γ1(t) = γ2(t) = lim
n→∞

φn(t) 1
n , t ≥ 0.

O estudo do comportamento assintótico de soluções de problemas envolvendo espaços
de Orlicz e o operador Φ-Laplaciano é recente. Ver, por exemplo, [6, 7, 10, 15].

Mais recentemente, Grecu e Mihăilescu, em [15], consideram: uma sequência ϕn de
homeomorfismos crescente e ímpares de R em R,

Φn(t) :=
∫ t

0
ϕn(s) ds,

6



Ψn(t) := Φn(t)
Φn(1)|Ω|

satisfazendo
lim
n→∞

(
inf
t>0

tϕn(t)
Φn(t)

)
= +∞,

e
lim
n→∞

[(
sup
t>0

tϕn(t)
Φn(t)

)(
inf
t>0

tϕn(t)
Φn(t)

)]
= 1.

Então, eles estudaram o comportamento assintótico, quando n→∞, dos minimizadores
un de

µn := inf
u∈W 1,Ψn

0 (Ω)\{0}

‖∇u‖Ψn
‖u‖Ψn

, n ∈ N.

Eles provaram que, para
Λ∞ := inf

u∈X0\{0}

‖∇u‖L∞(Ω)

‖u‖L∞(Ω)
,

onde
X0 := W 1,∞(Ω) ∩

(
∩q>1W

1,q
0 (Ω)

)
,

vale
lim
n→∞

µn = Λ∞.

O principal resultado de [15] mostra que, passando a subsequência, un → u∞, em que
u∞ ∈ C(Ω) \ {0} é um minimizador de Λ∞. O quociente estudado em [15] é semelhante
a [11] para quocientes com expoentes variáveis no espaço de Sobolev W 1,p(x)

0 (Ω).
Citamos alguns artigos que tratam de estudos semelhantes para os operadores p-

Laplaciano e p(x)-Laplaciano. Em [9], Ercole e Pereira consideraram o seguinte problema
de minimização

λq(Ω) := min
{
‖∇u‖pp;u ∈ W

1,p
0 (Ω), ‖u‖q = 1

}
.

Eles mostraram a existência de um minimizador positivo up de

Λp(Ω) := lim
q→p∗

λq(Ω) = inf
{
‖∇u‖pp;u ∈ W

1,p
0 (Ω), ‖u‖∞ = 1

}
como o limite uniforme em Ω de uma sequência de minimizadores λq(Ω). A função up
assume seu máximo em um único ponto xp e satisfaz

∆pup = up(xp)Λp(Ω)δxp em Ω,

onde δxp é distribuição delta de Dirac centrada em xp. Além disso, eles mostraram que
existe uma subsequência de (up) que converge uniformemente em Ω a u∞, a qual é solução
do problema de minimização

Λ∞ := min
{
‖∇u‖∞;u ∈ W 1,∞

0 (Ω), ‖u‖∞ = 1
}

= lim
p→∞

Λp(Ω)
1
p

7



e é uma solução de viscosidade positiva do problema limite ∆∞
(

u
‖∇u‖∞

)
= 0 em D := Ω \ {x?},

u
‖u‖∞ = d(·, ∂Ω) sobre ∂D = Ω ∪ {x?},

onde x? = lim
p→∞

xp é o único ponto de máximo de u∞.
Baseado neste último artigo e influenciados por [11], Alves, Ercole e Bolaños estende-

ram, em [2], os resultados de [9] para o problema de minimização do quociente de Rayleigh
com expoentes variáveis. Primeiramente, eles mostram que o minimizador ul,j de

Λl,j := min
{
‖∇v‖lp(x)

‖v‖jq(x)
; v ∈ W 1,lp(x)

0 (Ω) \ {0}
}
.

converge uniformemente, a menos de subsequência, quando j →∞, para uma função wl
e esta minimiza

µl := min
{
‖∇v‖lp(x)

‖v‖∞
; v ∈ W 1,lp(x)

0 (Ω) \ {0}
}
.

Depois, passando a subsequência, µl → Λ∞ e wl → w∞ uniformemente em Ω, quando
l→∞. Além disso, w∞ minimiza Λ∞ e satisfaz ∆∞

(
u

‖∇u‖∞

)
= 0 em D := Ω \ {x?},

u
‖u‖∞ = d(·, ∂Ω) sobre ∂D = Ω ∪ {x?}

no sentido de viscosidade, onde x∗ = lim
l→∞

xl0 é ponto de máximo de w∞ e xl0 é o único
ponto de máximo de wl.

No Capítulo 4, provamos todos os principais resultados de [2] para dois operadores
Φ-Laplaciano e Ψ-Laplaciano, os quais são definidos em seus respectivos espaços de Orlicz-
Sobolev. Mais precisamente, analisamos o comportamento assintótico dos minimizadores
do quociente ‖∇v‖Φl‖v‖Ψj

para duas sequências de N -funções (Φl) e (Ψj). Primeiro, fazemos
j → ∞ e, depois, l → ∞. Provamos que, passando a subsequência, o minimizador de
‖∇v‖Φl
‖v‖Ψj

converge (quando j → ∞) para o minimizador de ‖∇v‖Φl‖v‖∞ e este converge (quando

l→∞) para o minimizador w∞ de ‖∇v‖∞‖v‖∞ . Verificamos, também, que w∞ é solução de ∆∞
(

u
‖∇u‖∞

)
= 0 em D := Ω \ {x?},

u
‖u‖∞ = d sobre ∂D = Ω ∪ {x?}.

(16)

onde d = dist(·, ∂Ω) é a distância em relação a fronteira de Ω e x∗ = lim
l→∞

xl0 é tal que
w∞(x∗) = ‖w∞‖∞ = 1, xl0 é o único ponto de máximo de wl e d(x∗) = ‖d‖∞.

Com o objetivo de contornar as dificuldades encontradas foi necessário desenvolver
argumentos diferentes daqueles que constam em trabalhos que usamos como inspiração

8



para nossa tese. Por exemplo, devido a singularidade do problema considerado, usamos
no Capítulo 1 uma equação auxiliar para mostrar a existência de solução para o problema
singular (ver Teorema 1.6). Além disso, no Capítulo 3, para mostrar que o minimizador
em questão satisfaz a equação associada envolvendo o operador Φn-Laplaciano obtivemos
uma derivada de Gâteaux (ver Lema 3.5).

Outro exemplo de obstáculo encontrado foi a não homogeneidade do operador Φ-
Laplaciano. Foi necessário desenvolver novas justificativas, induzidas pelos artigos con-
sultados ou até mesmo desenvolver outros argumentos. Como exemplo, citamos a desi-
gualdade de Hölder que, no caso dos espaços de Orlicz, é mais fraca que em espaços Lp em
razão da constante multiplicativa 2 que aparece em um dos termos (ver Proposição A.9).
Por isso, no Capítulo 4, para mostrar que a função limite w∞ é extremal, ou seja, que w∞
satisfaz ‖∇w∞‖∞ = Λ∞, usamos o Lema 4.13 (ver Proposição 4.14). Assim, conseguimos
obter uma desigualdade que desempenha o mesmo papel da desigualdade de Hölder, mas
com constantes que tendem a 1, na passagem ao limite.

A principal contribuição nesta parte do trabalho foi estender resultados dos operado-
res p-Laplaciano e p(x)-Laplaciano para o operador Φ-Laplaciano. Desta forma, amplia-
mos resultados dos espaços de Sobolev W 1,p

0 (Ω) e W 1,p(x)
0 (Ω) para o espaço de Orlicz-

Sobolev W 1,Φ
0 (Ω). Também, expandimos o estudo de comportamento assintótico em

espaços de Orlicz-Sobolev para problemas singulares. Além disso, adaptamos e desen-
volvemos demonstrações e justificativas para problemas singulares envolvendo o operador
Φ-Laplaciano.

9
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Capítulo 1

Problema singular

Seja φ : R → R uma função par de classe C1 tal que φ(0) = 0, a restrição φ : [0,∞) →
[0,∞) é não decrescente e φ(t)t é um homeomorfismo e existem constantes a−, a+ > 1
tais que

a− − 1 ≤

(
φ(t)t

)′
φ(t) ≤ a+ − 1, ∀ t > 0. (1.1)

Neste capítulo estudamos a existência de soluções fracas para o seguinte problema
−∆Φu = f(x)

uα
em Ω,

u > 0 em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

(1.2)

em que Ω é um domínio limitado em RN (N ≥ 1) com fronteira suave ∂Ω, 0 < α ≤ 1,

f ∈ L1(Ω), f ≥ 0, f 6≡ 0 e Φ(t) =
∫ t

0
sφ(s) ds.

Seguindo [7], supondo (1.1) o Lema A.16 implica

1 < a− ≤ t2φ(t)
Φ(t) ≤ a+, ∀ t > 0. (1.3)

Logo, definindo
φ− := inf

t>0

t2φ(t)
Φ(t)

e
φ+ := sup

t>0

t2φ(t)
Φ(t) ,

temos
1 < φ− ≤ t2φ(t)

Φ(t) ≤ φ+ <∞, ∀ t > 0, (1.4)

e

φ− − 1 ≤

(
φ(t)t

)′
φ(t) ≤ φ+ − 1, ∀ t > 0. (1.5)

11
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Por outro lado (ver por exemplo [12, Lema 2.1]), temos

‖u‖φ
+

Φ ≤
∫

Ω
Φ(u(x)) dx ≤ ‖u‖φ

−

Φ , ∀ u ∈ LΦ(Ω), ‖u‖Φ < 1, (1.6)

‖u‖φ
−

Φ ≤
∫

Ω
Φ(u(x)) dx ≤ ‖u‖φ

+

Φ , ∀ u ∈ LΦ(Ω), ‖u‖Φ > 1 (1.7)

e, então,

min
{
‖u‖φ

−

Φ , ‖u‖φ
+

Φ

}
≤
∫

Ω
Φ(|u(x)|) dx ≤ max

{
‖u‖φ

−

Φ , ‖u‖φ
+

Φ

}
, ∀ u ∈ LΦ(Ω). (1.8)

Temos também que para todo ρ, t > 0 vale

Φ(t)
{
ρφ

+ se ρ ∈ (0, 1]
ρφ
− se ρ ∈ (1,∞)

≤ Φ(ρt) ≤ Φ(t)
{
ρφ
− se ρ ∈ (0, 1]

ρφ
+ se ρ ∈ (1,∞).

(1.9)

Portanto,

Φ(t) min
{
ρφ
−
, ρφ

+
}
≤ Φ(ρt) ≤ Φ(t) max

{
ρφ
−
, ρφ

+
}
, ∀ ρ, t > 0. (1.10)

Definição 1.1. Uma função u ∈ W 1,Φ
0 (Ω) é chamada solução fraca do problema (1.2) se

u > 0 em Ω e ∫
Ω
φ(|∇u|)∇u∇ϕ dx =

∫
Ω

f(x)
uα

ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ W 1,Φ
0 (Ω).

Considere o seguinte problema auxiliar
−∆Φun = fn(

un + 1
n

)α em Ω,

un > 0 em Ω,
un = 0 sobre ∂Ω,

(1.11)

em que fn(x) = min{f(x), n}.

Definição 1.2. Uma função u ∈ W 1,Φ
0 (Ω) é chamada solução fraca do problema (1.11) se∫

Ω
φ(|∇u|)∇u∇ϕ dx =

∫
Ω

fn(x)(
u+ 1

n

)αϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ W 1,Φ
0 (Ω).

Lema 1.3. Sejam f ∈ L1(Ω) e α > 0. Então, para cada n ∈ N∗, o problema (1.11) tem
uma única solução fraca não negativa un ∈ W 1,Φ

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C(Ω).

Demonstração. Existência
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Para cada w ∈ LΦ(Ω) temos ∣∣∣∣∣ fn(
|w|+ 1

n

)α
∣∣∣∣∣ ≤ n( 1

n

)α = nα+1

e, então,
fn(

|w|+ 1
n

)α ∈ L∞(Ω).

Logo, por [13, Lema 3.4], o seguinte problema tem uma única solução fraca positiva
v ∈ W 1,Φ

0 (Ω)  −∆Φv = fn

(|w|+ 1
n)α em Ω,

v = 0 sobre ∂Ω.
(1.12)

Assim, podemos definir a aplicação Γ : LΦ(Ω)→ LΦ(Ω) como Γ(w) = v. Portanto,∫
Ω
φ(|∇v|)∇v∇ϕ dx =

∫
Ω

fn(
|w|+ 1

n

)αϕ dx, ∀ ϕ ∈ W 1,Φ
0 (Ω).

Usando v como função teste, temos∫
Ω
φ(|∇v|)|∇v|2 dx =

∫
Ω

fn(
|w|+ 1

n

)αv dx
≤ n( 1

n

)α ∫
Ω
|v| dx

= nα+1‖v‖1

≤ Cnα+1‖v‖Φ pois W 1,Φ
0 (Ω) ↪→ L1(Ω).

(1.13)

Segue de (1.3) que
Φ(t) < φ(t)t2.

Portanto,∫
|∇v|≥1

Φ(|∇v|) dx ≤
∫
|∇v|≥1

φ(|∇v|)|∇v|2 dx ≤
∫

Ω
φ(|∇v|)|∇v|2 dx. (1.14)

Daí, segue de (1.13) que ∫
|∇v|≥1

Φ(|∇v|) dx ≤ Cnα+1‖v‖Φ. (1.15)

Por outro lado, como Φ é não negativa e crescente em [0,∞], temos∫
|∇v|≤1

Φ(|∇v|) dx ≤
∫

Ω
Φ(1) dx = Φ(1) |Ω|
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e, então, segue de (1.15) que∫
Ω

Φ(|∇v|) dx ≤ Cnα+1‖v‖Φ + Φ(1)|Ω|}.

Logo, a norma é limitada por 1 ou, por (1.7), temos

‖v‖φ
−

Φ ≤ (nα+1‖v‖Φ + Φ(1)|Ω|).

Portanto, existe uma constante c > 0 tal que

‖Γ(w)‖ ≤ c, ∀ w ∈ LΦ(Ω). (1.16)

Como W 1,Φ
0 (Ω) LΦ(Ω), segue que se (wk) é uma sequência qualquer em LΦ(Ω) então

(Γ(wk)) possui uma subsequência convergente em LΦ(Ω). Assim, mostramos que Γ :
LΦ(Ω)→ LΦ(Ω) é compacto. Temos também que Γ é contínuo pois

Γ(w) = L−1
(

fn
|w|+ 1

n

)
em que Lu = −∆Φu = −div(φ(|∇u|)∇u), é um isomorfismo, por [13, Lema 3.1]. Além
disso, se u = λΓ(u) para algum 0 ≤ λ ≤ 1 então segue de (1.16) que

‖u‖Φ = ‖λΓ(u)‖Φ ≤ C1‖λΓ(u)‖W 1,Φ(Ω) ≤ C1 λc.

Assim, o conjunto {u ∈ LΦ(Ω); u = λΓ(u) para algum 0 ≤ λ ≤ 1} é limitado. Portanto,
pelo teorema do ponto fixo de Schaefer (Teorema A.23) existe un ∈ W 1,Φ

0 tal que un =
Γ(un). Por [13, Lema 3.3] temos que un ∈ C(Ω) e por [13, Lema 3.4] temos que un > 0
em Ω. Assim, un é uma solução fraca positiva para o problema (1.11).

Unicidade
Sejam un, vn ∈ W 1,Φ

0 (Ω) soluções fracas não negativas do problema (1.11). Escolhendo
ϕ = un − vn como função teste temos∫

Ω
(φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn) · ∇(un − vn) dx =

=
∫

Ω

fn(
un + 1

n

)α (un − vn) dx−
∫

Ω

fn(
vn + 1

n

)α (un − vn) dx

=
∫

Ω
fn

[
1(

un + 1
n

)α − 1(
vn + 1

n

)α
]

(un − vn) dx

≤ 0.
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Por outro lado, de [13, Lema 3.2] segue que existe k0 > 0 tal que

[φ(|ξ|)ξ − φ(|η|)η] · [ξ − η] ≥ k0
Φ(|ξ − η|)(φ−+1)/φ−

[Φ(|ξ|) + Φ(|η|)]1/φ− (1.17)

para todo ξ, η ∈ RN , ξ 6= 0. Portanto,

(φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn) · ∇(un − vn) ≥ 0. (1.18)

e, então, ∫
Ω

(φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn) · ∇(un − vn) dx = 0.

Daí, usando (1.18) novamente obtemos

(φ(|∇un|)∇un − φ(|∇vn|)∇vn) · ∇(un − vn) = 0, q.t.p. em Ω.

Logo, segue de (1.17) que ∇(un − vn) = 0 q.t.p. em Ω, o que implica un − vn = 0 em
W 1,Φ

0 (Ω). Portanto, un = vn em W 1,Φ
0 (Ω).

Lema 1.4. Sejam f ∈ L1(Ω) e α > 0. A sequência {un} é crescente em relação a n. Além
disso, se Ω′ ⊂⊂ Ω então un > 0 em Ω′ e existe uma constante positiva CΩ′ (independente
de n) tal que para todo n ∈ N∗

un ≥ CΩ′ > 0, ∀x ∈ Ω′. (1.19)

Demonstração. Usando (un − un+1)+ como função teste, obtemos∫
Ω

[φ(|∇un|)∇un − φ(|∇un+1|)∇un+1]∇(un − un+1)+ dx

=
∫

Ω

[
fn(

un + 1
n

)α − fn+1(
un+1 + 1

n

)α
]

(un − un+1)+ dx

≤
∫

Ω
fn+1

[
1(

un + 1
n

)α − 1(
un+1 + 1

n

)α
]

(un − un+1)+ dx

≤ 0.

Nas últimas passagem usamos que fn ≤ fn+1 e

un − un+1 ≥ 0 ⇒ 1(
un + 1

n

)α − 1(
un+1 + 1

n

)α ≤ 0.

Por outro lado, segue de (1.17) que

[φ(|∇un|)∇un − φ(|∇un+1|)∇un+1]∇(un − un+1)+ ≥ 0. (1.20)
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Portanto, ∫
Ω

[φ(|∇un|)∇un − φ(|∇un+1|)∇un+1]∇(un − un+1)+ dx = 0.

Daí, usando (1.20) novamente

[φ(|∇un|)∇un − φ(|∇un+1|)∇un+1]∇(un − un+1)+ = 0,

o que implica por (1.17) que

∇(un − un+1)+ = 0 q.t.p.

Logo,
‖(un − un+1)+‖Φ = 0

e, então,
(un − un+1)+ = 0,

ou seja,
un ≤ un+1.

Temos também que u1 é solução da equação

−∆Φ1u = f1

u1 + 1

e ∥∥∥∥ f1

u1 + 1

∥∥∥∥
∞
≤ 1.

Portanto, o Princípio do Máximo Forte (Teorema A.21) implica u1 > 0. Logo, pela
continuidade de u1, temos

CΩ′ := min
Ω′

u1 > 0.

Assim, usando que a sequência (un) é crescente, obtemos (1.19).

O lema seguinte permite usar as funções teste em C∞0 (Ω) para mostrar que uma função
é solução fraca.

Lema 1.5. Seja u ∈ W 1,Φ
0 (Ω) não negativa, satisfazendo∫

Ω
φ(|∇u|)∇u∇ϕ dx =

∫
Ω

f

uα
ϕ dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω). (1.21)

Então u é uma solução fraca do problema (1.2).

Demonstração. Seja w ∈ W 1,Φ
0 (Ω). Existe (ξn) ⊂ C0(Ω) tal que ξn → w em W 1,Φ

0 (Ω).
Logo, ξn → w em L1(Ω), pois W 1,Φ

0 (Ω) ↪→ LΦ(Ω) ↪→ L1(Ω). Passando a subsequência
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temos ξn → w q.t.p.. Note que para λ > 1 e Φ̃ como na Definição A.6 temos∫
Ω

Φ̃
(
|φ(|∇u|)∇u|

λ

)
dx ≤

∫
Ω

1
λ

Φ̃(|φ(|∇u|)∇u|) por convexidade

≤ 1
λ

∫
Ω

Φ(2|∇u|) dx por convexidade

≤ 1
λ
K

∫
Ω

Φ(|∇u|) dx pela condição ∆2.

Logo, se
λ ≥ K

∫
Ω

Φ(|∇u|) dx

então ∫
Ω

Φ̃
(
|φ(|∇u|)∇u|

λ

)
dx ≤ 1.

Portanto,
‖φ(|∇u|)∇u‖Φ̃ ≤ max

{
1, K

∫
Ω

Φ(|∇u|) dx.
}

(1.22)

Assim,∣∣∣∣∫
Ω

fw

uα
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

f |w|
uα

dx, pois u, f ≥ 0

≤ lim inf
∫

Ω

fξn
uα

dx, pelo Lema de Fatou

= lim
∫

Ω
φ(|∇u|)∇u · ∇ξn dx, pois ξn ∈ C∞0 (Ω)

≤ 2‖φ(|∇u|)∇u‖Φ̃ lim
n→∞

‖∇ξn‖Φ pela desigualdade de Hölder

≤ max
{

1, K
∫

Ω
Φ(|∇u|) dx

}
lim
n→∞

‖∇ξn‖Φ por (1.22).

(1.23)
Agora sejam ϕ ∈ W 1,Φ

0 (Ω) e (ϕn) ⊂ C∞0 (Ω) tais que ϕn → ϕ em W 1,Φ
0 (Ω). Usando (1.23)

para w = ϕn − ϕ, obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

∣∣∣∣ fuα (ϕn − ϕ)
∣∣∣∣ dx ≤ max

{
1, K

∫
Ω

Φ(|∇u|) dx
}

lim
n→∞

‖∇ϕn − ϕ‖Φ = 0.

Portanto,
lim
n→∞

∫
Ω

f

uα
ϕn dx =

∫
Ω

f

uα
ϕ dx. (1.24)

Por outro lado, segue da desigualdade de Hölder que∣∣∣∣∫
Ω
φ(|∇u|)∇u∇(ϕ− ϕn) dx

∣∣∣∣ ≤ 2‖φ(|∇u|)∇u‖Φ̃ ‖ϕ− ϕn‖Φ → 0

e, então, ∫
Ω
φ(|∇u|)∇u∇ϕn dx →

∫
Ω
φ(|∇u|)∇u∇ϕ dx. (1.25)
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Daí, ∫
Ω
φ(|∇u|)∇u∇ϕ dx = lim

n→∞

∫
Ω
φ(|∇u|)∇u∇ϕn dx por (1.25)

= lim
n→∞

∫
Ω

f

uα
ϕn dx por hipótese

=
∫

Ω

f

uα
ϕ dx por (1.24).

Portanto, u é solução fraca.

Teorema 1.6. Suponha que f é uma função não negativa em Lp(Ω) \ {0} para algum
p ≥ 1 e 0 ≤ α ≤ 1. Então a equação (1.2) possui uma única solução u ∈ W 1,Φ

0 (Ω).

Demonstração. Vamos provar para 0 < α ≤ 1, pois para α = 0 é um resultado já
conhecido. Sabemos que o funcional

In(w) =
∫

Ω
Φ(|∇w|) dx−

∫
Ω

fn(
un + 1

n

)αw dx, w ∈ W 1,Φ
0 (Ω),

é de classe C1 e

I ′(w)v =
∫

Ω
φ(|∇w|)∇w∇v dx−

∫
Ω

fn(
un + 1

n

)αv dx.
Existência

Afirmação 1.7. Se wk ⇀ w em W 1,Φ
0 (Ω) então

In(w) ≤ lim inf
k→∞

In(wk).

De fato, para
F (v) :=

∫
Ω

fn(
un + 1

n

)αv dx, u ∈ W 1,Φ
0 (Ω)

temos

|F (u)| =

∣∣∣∣∣
∫

Ω

fn(
un + 1

n

)αv dx
∣∣∣∣∣ ≤ 2

∥∥∥∥∥ fn(
un + 1

n

)α
∥∥∥∥∥

Φ

‖v‖Φ̃,

o que implica F ∈ (L1(Ω))∗ e, então, F (wk)→ F (w).
Por outro lado, ∫

Ω
Φ(|∇w|) dx ≤ lim inf

k→∞

∫
Ω

Φ(|∇wk|) dx

pois esse funcional é fracamente semicontínuo inferiormente.

Afirmação 1.8. un minimiza globalmente o funcional In.
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De fato, para cada v ∈ W 1,Φ
0 (Ω) tal que ‖v‖Φ ≥ 1 temos, usando (1.7), que

In(v) =
∫

Ω
Φ(|∇v|) dx−

∫
Ω

fn(
un + 1

n

)αv dx
≥ ‖∇v‖φ

−

Φ −
∫

Ω

n( 1
n

)α |v| dx
= ‖∇v‖φ

−

Φ − n
α+1
∫

Ω
|v| dx

= ‖∇v‖φ
−

Φ − nα+1‖v‖1

≥ ‖∇v‖φ
−

Φ − Cnα+1‖∇v‖Φ,

(1.26)

pois W 1,Φ
0 (Ω) ↪→ LΦ(Ω) ↪→ L1(Ω). Se ‖v‖Φ ≤ 1, de modo análogo obtemos

In(v) ≥ ‖∇v‖φ
+

Φ − Cn
α+1‖∇v‖Φ.

Como φ± > 1, a função p(t) = tφ
± − nα+1t é limitada inferiormente e, então,

µ := inf
W 1,Φ

0 (Ω)
In > −∞.

Seja {wk} ⊂ W 1,Φ
0 (Ω) tal que In(wk) → µ quando k → ∞. Assim, segue de (1.26) que

{wk} é limitada. Como W 1,Φ
0 (Ω) é reflexivo, existe w ∈ W 1,Φ

0 (Ω) tal que a menos de
subsequência wk ⇀ w. Daí, segue da Afirmação 1.7 que In(w) ≤ lim inf

k→∞
In(wk). Portanto,

In(w) ≤ lim inf
k→∞

In(wk) = µ.

Logo, w minimiza globalmente o funcional In. Como

In(|w|) ≤ In(w),

concluímos que w é um minimizador não negativo. Portanto, w é um ponto crítico não
negativo de In e, então, é uma solução do problema (1.11). Mas, pelo Lema 1.3 un é a
única solução. Portanto, un = w e, assim, un minimiza In.

Pelo Lema 1.3
0 ≤ un(x) ≤ u(x) := lim

n
un(x) ≤ ∞.
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Se ‖∇un‖Φ ≥ 1 então

‖∇un‖φ
−

Φ ≤
∫

Ω
Φ(|∇un|) dx por (1.9)

≤
∫

Ω
φ(|∇un|)|∇un|2 dx por (1.4)

=
∫

Ω

fn(
un + 1

n

)αun dx usando un como função teste

≤
∫

Ω
fu1−α

n dx pois un + 1
n
≥ un

≤ ‖f‖ 1
α
‖un‖ 1

1−α
pela desigualdade de Hölder

= ‖f‖ 1
α
‖un‖1−α

1

≤ C‖f‖ 1
α
‖∇un‖1−α

Φ pois W 1,Φ
0 (Ω) ↪→ L1(Ω)

e, então,
‖∇un‖φ

−−(1−α)
Φ ≤ C‖f‖ 1

α
.

Portanto, {un} é limitada em W 1,Φ
0 (Ω). Logo, existe u ∈ W 1,Φ

0 (Ω) tal que

un ⇀ u em W 1,Φ
0 (Ω), (1.27)

un → u em L1(Ω),

un → u q.t.p. em Ω,

o que implica u = u ∈ W 1,Φ
0 (Ω).

Usando un − u como função teste obtemos∫
Ω
φ(|∇un|)∇un∇(un − u) dx =

∫
Ω

f(
un + 1

n

)α (un − u) dx ≤ 0.

Por outro lado a convergência fraca un ⇀ u implica∫
Ω
φ(|∇u|)∇u∇(un − u) dx→ 0.

Logo,
lim sup
n→∞

∫
Ω

[φ(|∇un|)∇un − φ(|∇u|)∇u]∇(un − u) dx ≤ 0.

Além disso, segue de (1.17) que

[φ(|∇un|)∇un − φ(|∇u|)∇u]∇(un − u) ≥ 0

e, então,∫
Ω

[φ(|∇un|)∇un − φ(|∇u|)∇u]∇(un − u) dx → 0 quando n→∞.
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Logo, seguindo [13, p. 545], usando que (un) é limitada segue da desigualdade de Hölder
e de (1.17) que∫

Ω
Φ(|∇un −∇u|) dx

≤

∫
Ω

Φ(|∇un −∇u|)
φ−+1
φ−

(Φ(|∇un|) + Φ(|∇u|))
1
φ−

dx


φ−

φ−+1 (∫
Ω

(Φ(|∇un|) + Φ(|∇u|)) dx

) 1
φ−1

≤ M
1
k0

(∫
Ω

[φ(|∇un|)∇un − φ(|∇u|)∇u]∇(un − u) dx
) φ−

φ−+1

→ 0 quando n→∞.

Portanto,
un → u em W 1,Φ

0 (Ω),

o que implica (ver [13, Lema 3.1] ) que

lim
n

∫
Ω
φ(|∇un|)∇un∇ϕ dx =

∫
Ω
φ(|∇u|)∇u∇ϕ dx, ∀ ϕ ∈ W 1,Φ

0 (Ω). (1.28)

Por outro lado, para ϕ ∈ Cc(Ω), obtemos de (1.19) que

0 ≤ fnϕ(
un + 1

n

)α ≤ ‖ϕ‖∞(CΩ′)α
f

com
Ω′ = {x ∈ Ω, ϕ(x) 6= 0}.

Logo, como un → u q.t.p., pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n

∫
Ω

fnϕ(
un + 1

n

)α dx =
∫

Ω

fϕ

uα
dx. (1.29)

Temos também que un é solução fraca de (1.11) e, então,∫
Ω
φ(|∇un|)∇un∇ϕ dx =

∫
Ω

fnϕ(
un + 1

n

)α dx.

Portanto, fazendo n→∞ na identidade acima e usando o lema anterior, segue de (1.28)
e (1.29) que u é solução fraca de (1.2).

Unicidade
Sejam u1, u2 ∈ W 1,Φ

0 (Ω) soluções fracas de (1.2). Usando ϕ = u1 − u2, obtemos∫
Ω

[φ(|∇u1|)∇u1 − φ(|∇u2|)∇u2]∇(u1 − u2) dx =
∫

Ω
(u1 − u2)

(
1
uα1
− 1
uα2

)
f dx.
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Segue de (1.17) que o lado esquerdo dessa igualdade é não negativo. Temos também que
o lado direito é menor ou igual a 0. Portanto,∫

Ω
[φ(|∇u1|)∇u1 − φ(|∇u2|)∇u2]∇(u1 − u2) dx = 0.

Assim, segue de (1.17) que Φ(|∇(u1 − u2)|) = 0 q.t.p. Logo, ‖∇(u1 − u2)‖Φ = 0, isto é,
‖u1 − u2‖W 1,Φ

0 (Ω) = 0. Portanto, u1 = u2.

Observação 1.9. Na Afirmação 1.7 provamos que In é fracamente semicontínuo infe-
riormente e por (1.26) esse funcional é coercivo e limitado inferiormente. Portanto, o
funcional In possui um minimizador. Assim, temos outro modo de fazer a parte inicial da
demonstração do teorema anterior.

1.1 Minimização do funcional energia

Nesta seção vamos assumir 0 < α < 1 e f ∈ L 1
α (Ω). Vamos mostrar inicialmente que a

solução fraca de (1.2) minimiza o funcional Jα : W 1,Φ
0 (Ω)→ R definido por

Jα(v) =
∫

Ω
Φ(|∇v|) dx− 1

1− α

∫
Ω

(v+)1−αf dx

e conhecido como o funcional energia associado ao problema (1.2). Uma vez que 0 <
α < 1, este funcional não é derivável. Portanto, não podemos usar recursos de derivação
para concluir que seus possíveis minimizadores são pontos críticos.

Observação 1.10. Sejam 0 < β < 1, γ > 1 e a, b ≥ 0 tais que a+ b = 1. Então a função
t 7→ tβ é estritamente côncava e a função t 7→ tγ é estritamente convexa, isto é,

(ax+ by)β ≥ axβ + byβ, ∀ x, y ∈ R,

(ax+ by)γ ≤ axγ + byγ, ∀ x, y ∈ R,

e essas desigualdades são estritas nos pontos em que x 6= y.
Como 0 < 1− α < 1 e p > 1, para w1, w2 ∈ W 1,p

0 (Ω), temos

(aw1 + bw2)1−α ≥ aw1−α
1 + bw1−α

2 ,

(a|∇w1|+ b|∇w2|)p ≤ a|∇w1|p + |∇w2|p

e a primeira desigualdade é estrita nos pontos em que w1(x) 6= w2(x).

Lema 1.11. O funcional Jα : W 1,p
0 (Ω) → R possui um único minimizador, o qual é não

negativo.
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Demonstração. Existência.
Note que o funcional Jα está bem definido, pois se ‖∇v‖ ≥ 1 então

|Jα(v)| ≤ ‖∇v‖φ+ + ‖f‖ 1
α
‖(v+)1−α‖ 1

1−α
, pela desigualdade de Hölder e (1.7)

= ‖∇v‖φ+ + ‖f‖ 1
α
‖v+‖1−α

1

≤ ‖∇v‖φ+ + ‖f‖ 1
α
‖v‖1−α

1

≤ ‖∇v‖φ+ + C‖f‖ 1
α
‖∇v‖1−α, pois W 1,Φ

0 (Ω) ↪→ L1(Ω).

Temos também se ‖∇v‖ ≤ 1 então

|Jα(v)| ≤ ‖∇v‖φ− + C‖f‖ 1
α
‖∇v‖1−α.

De modo análogo,

Jα(v) ≥ ‖∇v‖φ− − C‖f‖ 1
α
‖v‖, se ‖∇v‖ ≥ 1, (1.30)

Jα(v) ≥ ‖∇v‖φ+ − C‖f‖ 1
α
‖v‖, se ‖∇v‖ ≤ 1.

Logo, como 0 < 1− α < 1 < φ−, segue que a função p(t) = tφ
± − C‖f‖ 1

α
t1−α é limitada

inferiormente em R+ e, então,

µ := inf
v∈W 1,p

0 (Ω)
Jα(v) > −∞. (1.31)

Sejam t > 0 e v ∈ W 1,Φ
0 (Ω) tal que∫

Ω
(v+)1−αf dx > 0.

Assim, para

φ1 =
{
φ−, se ‖∇(tv)‖Φ ≤ 1,
φ+, se ‖∇(tv)‖Φ ≥ 1,

temos

Jα(tv) =
∫

Ω
Φ(t|∇v|) dx− t1−α

1− α

∫
Ω

(v+)1−αf dx

≤ tφ1‖∇v‖φ1
Φ −

t1−α

1− α

∫
Ω

(v+)1−αf dx

= t1−α
[
tφ1−(1−α)‖∇v‖φ1

Φ −
1

1− α

∫
Ω

(v+)1−αf dx

]
,

e, então, a função t 7→ Jα(tv) é negativa para valores de t entre suas duas raízes. Portanto,
µ < 0.
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Seja {wk} ⊂ W 1,Φ
0 (Ω) tal que

lim
k→+∞

Jα(wk) = µ. (1.32)

Logo, a sequência (J(wk))k∈N é limitada em R e, então, segue de (1.30) que {wk} é
uma sequência limitada em W 1,Φ

0 (Ω). Como W 1,Φ
0 (Ω) é reflexivo, (wk) possui uma sub-

sequência, que vamos continuar denotando por (wk), fracamente convergente emW 1,Φ
0 (Ω).

Passando possivelmente a uma subsequência, temos que existe w ∈ L1(Ω) tal que wk → w

em L1(Ω). Note que,

w+
k = 1

2(|wk|+ wk) →
1
2(|w|+ w) = w+ em L1(Ω) (1.33)

quando k →∞. Como

|aβ − bβ| ≤ |a− b|β, ∀ a, b ≥ 0, 0 < β ≤ 1, (1.34)

temos ∣∣∣∣∫
Ω

[(w+
k )1−α − (w+)1−α] f dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω
|(w+

k )1−α − (w+)1−α| |f | dx

≤
∫

Ω
|w+

k − w
+|1−α |f | dx, por (1.34)

≤ ‖(w+
k − w+)1−α‖ 1

1−α
‖f‖ 1

α
, pela desigualdade de Hölder

= ‖w+
k − w+‖1−α

1 ‖f‖ 1
α
.

Logo, segue de (1.33) que

lim
k→+∞

∫
Ω

(w+
k )1−αf dx =

∫
Ω

(w+)1−αf dx. (1.35)

A convergência fraca implica∫
Ω

Φ(|∇w|) dx ≤ lim inf
k→∞

∫
Ω

Φ(|∇wk|) dx. (1.36)
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Logo, temos que

Jα(w) =
∫

Ω
Φ(|∇w|) dx− 1

1− α

∫
Ω

(w+)1−αf dx

≤ lim inf
k→∞

∫
Ω

Φ(|∇wk|) dx−
1

1− α

∫
Ω

(w+)1−αf dx

= lim inf
k→∞

(∫
Ω

Φ(|∇wk|) dx−
1

1− α

∫
Ω

(w+
k )1−αf dx

)
+ 1

1−α lim
k→∞

(∫
Ω

(w+
k )1−αf dx−

∫
Ω

(w+)1−αf dx

)
= lim inf

k→∞
Jα(wk) + 1

1− α lim
k→∞

(∫
Ω

(w+
k )1−αf dx−

∫
Ω

(w+)1−αf dx

)
= µ+ 0 = µ.

Mostramos, em particular que Jα é semicontínuo inferiormente. Por outro lado,

µ = inf
v∈W 1,p

0 (Ω)
Jα(v) ≤ Jα(w).

Logo, Jα(w) = µ e, então, w minimiza Jα.
w é não negativo.
Sabemos que

∇w+ =
{
∇w, em w ≥ 0,
0, em w < 0,

e

∇w− =
{

0, em w ≥ 0,
−∇w, em w < 0.

Logo, se ∇w− 6≡ 0∫
Ω

Φ(|∇w|) dx =
∫
w≥0

Φ(|∇w|) dx+
∫
w<0

Φ(|∇w|) dx

=
∫

Ω
Φ(|∇w+|) dx+

∫
Ω

Φ(|∇w−|) dx

>

∫
Ω

Φ(|∇w+|) dx

e, então,
Jα(w+) < Jα(w), (1.37)

o que contradiz o fato de w ser um minimizador de Jα. Portanto,

w− ≡ 0. (1.38)

Assim, w ≥ 0.
Unicidade.
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Sejam w1 e w2 minimizadores de Jα e suponhamos que

D := {x ∈ Ω / w1(x) 6= w2(x)}

tem medida positiva. Como já mostramos w1 e w2 são não negativos. Sejam a, b ≥ 0 são
tais que a+ b = 1. Logo,

µ ≤ Jα(aw1 + bw2)

=
∫

Ω
Φ(|a∇w1 + b∇w2|) dx−

1
1− α

∫
Ω

(aw1 + bw2)1−αf dx

≤
∫

Ω
(aΦ(|∇w1|) + bΦ(|∇w2|) dx−

1
1− α

∫
Ω

(aw1 + bw2)1−αf dx, pois Φ é convexa

<

∫
Ω

(aΦ(|∇w1|) + bΦ(|∇w2|) dx−
1

1− α

∫
Ω

(aw1−α
1 + bw1−α

2 )f dx, pela Observação 1.10

= aJα(w1) + bJα(w2)
= (a+ b) µ, por (1.31)
= µ

Assim, chegamos ao absurdo µ < µ. Logo, |D| = 0 e w1 = w2 q.t.p. em Ω.

Lema 1.12. A solução un encontrada no Lema 1.3 é o único minimizador positivo do
funcional

Hn(v) =
∫

Ω
Φ(|∇v|) dx−

∫
Ω
Gn(v(x)) fn(x) dx

em que

Gn(t) =
∫ t

0

(
s+ + 1

n

)−α
ds (1.39)

=
{

1
1−α

(
t+ 1

n

)1−α − 1
1−α

( 1
n

)1−α
, se t ≥ 0,( 1

n

)−α
t, se t < 0.

Demonstração. Hn é de classe C1

Defina
g(x, s) = fn(x)(

s+ + 1
n

)α . (1.40)

Note que, para todo s ∈ R, a função x 7→ g(x, s) é Lebesgue mensurável, pois fn ∈ L1(Ω).
Temos também que para quase todo x ∈ Ω a função s 7→ g(x, s) é contínua em R.
Portanto, g definida em (1.40) é uma função de Carathéodory.

Temos que g satisfaz a condição de crescimento

|g(x, s)| ≤ C|s|q−1 + b(x), x ∈ Ω, s ∈ R (1.41)
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em que C ≥ 0 é uma constante, 1 < q < p∗ e b ∈ Lq′(Ω), pois

|g(x, s)| = fn(x)(
s+ + 1

n

)α
≤ n( 1

n

)α
= nα+1.

Portanto, o funcional Hn : W 1,p
0 (Ω)→ R é de classe C1 e

〈H ′n(v), φ〉 =
∫

Ω
φ(|∇v|)∇v∇φ dx−

∫
Ω
g(x, v)φ dx, ∀ φ ∈ W 1,p

0 (Ω).

Hn possui um minimizador
Note que

Gn(v(x)) = 1
1− α

(
v(x) + 1

n

)1−α

− 1
1− α

(
1
n

)1−α

≤ 1
1− α

(
v+(x) + 1

n

)1−α

, para v(x) ≥ 0,

Gn(v(x)) =
(

1
n

)−α
v(x) ≤ 0 ≤ 1

1− α

(
1
n

)1−α

= 1
1− α

(
v+(x) + 1

n

)1−α

, para v(x) ≤ 0.

Assim,

Gn(v) ≤ 1
1− α

(
v+ + 1

n

)1−α

, (1.42)

o que, pela desigualdade de Hölder e a imersão de Sobolev, implica∫
Ω
Gn(v)fn dx ≤

1
1− α

∫
Ω

(
v+ + 1

n

)1−α

f dx

≤ 1
1− α

∫
Ω

(
v+ + 1

)1−α
f dx

≤ 1
1− α‖ f‖

1
α
‖v + 1‖1−α

1

≤ 1
1− α‖ f‖

1
α

(‖v‖1 + |Ω|)1−α

≤ 1
1− α‖ f‖

1
α

(C‖∇v‖p + |Ω|)1−α

= C1(‖∇v‖p + C2)1−α. (1.43)

Logo,

Hn(v) =
∫

Ω
Φ(|∇v|) dx −

∫
Ω
Gn(v(x)) fn(x) dx

≥ min
{
‖∇v‖φ− , ‖∇v‖φ+

}
− C1(‖∇v‖p + C2)1−α.
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Uma vez que a função t ∈ [0,+∞) 7→ tφ
± −C1(t+C2)1−α é limitada inferiormente, temos

que
λ := inf

v∈W 1,p
0 (Ω)

Hn(v) > −∞.

Portanto, existe uma sequência {wk} ⊂ W 1,Φ
0 (Ω) tal que

Hn(wk)→ λ quando k →∞. (1.44)

Segue de (1.44) que wk é limitada em W 1,Φ
0 (Ω), pois

lim
t→+∞

[
tφ
± − C1(t+ C2)1−α

]
= +∞.

ComoW 1,Φ
0 (Ω) é reflexivo, passando a uma subsequência se necessário, {wk} é fracamente

convergente em W 1,Φ
0 (Ω). Passando novamente a uma subsequência, existe w ∈ L1(Ω) tal

que
wk → w em L1(Ω), quando k →∞.

Note que

G′n(t) =
(
t+ + 1

n

)−α
≤
(

1
n

)−α
= nα, ∀ t ∈ R. (1.45)

Assim, Gn é Lipschitziana e, então,∣∣∣∣∫
Ω
Gn(wk)fn dx−

∫
Ω
Gn(w)fn dx

∣∣∣∣ ≤ n

∫
Ω
|Gn(wk)−Gn(w)| dx, pois |fn| ≤ n

≤ nα+1
∫

Ω
|wk − w| dx, por (1.45)

= nα+1‖wk − w‖1

≤ nα+1C‖wk − w‖W 1,Φ
0 (Ω), pela imersão de Sobolev.

Portanto,
lim
k→∞

∫
Ω
Gn(wk)fn dx =

∫
Ω
Gn(w)fn dx,

o que implica

Hn(w) ≤ lim inf
k→∞

∫
Ω

Φ(|∇wk|) dx−
∫

Ω
Gn(w)fn dx

= lim inf
k→∞

(∫
Ω

Φ(|∇wk|) dx−
∫

Ω
Gn(wk)fn dx

)
= lim inf

k→∞
Hn(wk)

= λ (1.46)

Logo, w minimiza Hn.
Uma vez que Gn(w) ≤ Gn(w+), podemos concluir que ∇w− ≡ 0, ou seja, w ≥ 0.
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Como Hn é de classe C1 e w é um minimizador, concluímos que w é um ponto crítico
de Hn. Portanto, w é solução de (1.11), implicando que w = un e, então, un minimiza
Hn.

Unicidade
Já mostramos que Hn é de classe C1 e, portanto, todo minimizador de Hn é um ponto
crítico. Mostramos também que todo ponto crítico de Hn é uma solucão de (1.11). Logo,
todo minimizador de Hn é uma solucão de (1.11). Além disso, segue do Lema 1.3 que o
problema (1.11) possui uma única solução. Portanto, Hn possui um único minimizador,
o qual é un.

Teorema 1.13. A solução u encontrada no Teorema 1.6 minimiza Jα.

Demonstração. Note que

lim
n→∞

Gn(t) =


1

1− αt
1−α, se t ≥ 0,

0, se t < 0.

= (t+)1−α

1− α .

Logo,
lim
n→∞

fn(x)Gn(un(x)) = 1
1− αf(x)u(x)1−α, x ∈ Ω q.t.p.

Além disso, como un ≤ u e Gn é crescente, temos

|fn(x)Gn(un(x))| ≤ f(x) |Gn(un(x))|
≤ f(x) |Gn(u(x))|

≤ f(x)
1− α

(
u(x) + 1

n

)1−α

≤ f(x)
1− α (u(x) + 1)1−α

e

‖(u+ 1)1−αf‖1 ≤ ‖u+ 1‖1−α
1 ‖f‖ 1

α

≤ (‖u‖1 + |Ω|)1−α ‖f‖ 1
α

< +∞.

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue obtemos

lim
n→∞

∫
Ω
fn(x)Gn(un(x)) dx = 1

1− α

∫
Ω
f(x)u1−α dx. (1.47)
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Analogamente, se v ∈ W 1,Φ
0 (Ω),

|fn(x)Gn(v(x))| ≤ f(x) |Gn(v+(x))| ≤ f(x)
1− α

(
v+(x) + 1

n

)1−α

∈ L1(Ω)

e
lim
n→∞

∫
Ω
fn(x)Gn(v(x)) dx = 1

1− α

∫
Ω
f(x)(v+(x))1−α dx. (1.48)

Como un ≥ 0 e un é um minimizador de Hn, temos∫
Ω

Φ(|∇un|) dx−
∫

Ω
fn(x)Gn(un(x)) dx ≤

∫
Ω

Φ(|∇v|) dx−
∫

Ω
fn(x)Gn(v(x)) dx.

Daí, como sabemos que un → u em W 1,Φ
0 (Ω) - veja demonstração do Teorema 1.6 - temos

de (1.47) e (1.48) que∫
Ω

Φ(|∇u|) dx− 1
1− α

∫
Ω
f(x)u1−α dx ≤

∫
Ω

Φ(|∇v|) dx−
∫

Ω
f(x)(v+(x))1−α dx

ou seja,
Jα(u) ≤ Jα(v), ∀ v ∈ W 1,p

0 (Ω).



Capítulo 2

Comportamento assintótico para o
problema singular

Para 0 ≤ α ≤ 1 e f ∈ L1(Ω) tal que f > 0, estudamos o comportamento assintótico,
quando n→∞, da solução un da equação

−∆Φnu = f

uα
. (2.1)

No Capítulo 1, já provamos que tal solução existe.
Neste e no próximo capítulo vamos supor

1.
φ−n →∞ quando n→∞. (2.2)

2. Existem duas constantes q+ ≥ q− ≥ 1 tais que

lim
n→∞

φ±n
n

= q±. (2.3)

3. Existem duas constantes a ≥ b > 0 tais que

a ≤ φn(1) ≤ b, ∀ n ∈ N. (2.4)

Listamos alguns exemplos de funções φn que satisfazem tais condições.

Exemplo 2.1. Para φn(t) = tn−2 + tθn−2, com θ > 1, temos φ+
n = θφ−n , β = θ, a = b = 2.

Exemplo 2.2. Para φn(t) = tn−2 ln (1 + tn), temos φ+
n = 2φ−n , β = 2, a = b = log 2.

Exemplo 2.3. Para

φn(t) =


tn−1

ln (1 + tn) se t > 0,

0 se t = 0,

31
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temos φ+
n = φ+

n + 1, β = 1 + ε (para qualquer ε > 0), a = b = 1
ln 2 .

Segue de (2.3) que para n suficientemente grande e β = q+

q−
+ 1 vale

1 ≤ φ+
n

φ−n
≤ β. (2.5)

Segue de (2.4) que (
a

φ+
n

) 1
n

≤ Φn(1) 1
n ≤

(
b

φ−n

) 1
n

e, então, usando (2.3) obtemos
lim
n→∞

Φn(1) 1
n = 1.

Logo, (2.3) implica que existem ã, b̃ > 0 tais que

ã ≤ Φn(1) 1
n ≤ b̃, ∀ n ∈ N. (2.6)

Note que
a

φ+
n

≤ φn(1)
φ+
n

por (2.4),

≤ Φn(1) por (6),

≤ φn(1)
φ−n

por (6),

≤ b

φ−n
por (2.4).

Logo, usando (2.5) obtemos

(
φ−n
b

+ |Ω|
) 1

φ−n ≤
(

1
Φn(1) + |Ω|

) 1
φ−n ≤

(
φ+
n

a
+ |Ω|

) 1
φ−n ≤

(
φ+
n

a
+ |Ω|

) β

φ+
n
,

o que implica
lim
n→∞

C−Φn = 1, (2.7)

em que

C−Φn =
(

1
Φn(1) + |Ω|

) 1
φ−n
. (2.8)

Esta constante (veja Teorema A.19) satisfaz

‖∇v‖φ−n ≤ C−Φn‖∇v‖Φn , ∀ v ∈ W 1,Φn
0 (Ω).

Apresentamos a seguir um resultado que usaremos na próxima seção e também no
Capítulo 3.

Lema 2.4. Para cada n ∈ N seja vn ∈ W 1,φ−n
0 (Ω) uma sequência de funções não negativas.
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Suponha que
lim sup
n→∞

‖∇vn‖φ−n ≤ C, (2.9)

para uma constante C. Então, existe uma subsequência vnj e uma função v∞ ∈ W 1,∞(Ω)∩
C0(Ω) tal que vnj → v∞ uniformemente em Ω. Além disso,

‖∇v∞‖∞ ≤ C, e 0 ≤ v∞ ≤ Cd em Ω, (2.10)

em que
d = d(·, ∂Ω),

é a função distância até a fronteira.

Demonstração. Seja r ≥ N . Então, φ−n > r para n suficientemente grande. Segue da
Desigualdade de Hölder e do Teorema A.19 que

‖∇vn‖r ≤ |Ω|
1
r
− 1
φ−n ‖∇vn‖φ−n

e, então, usando (2.9) e a imersão compacta 1 W 1,r
0 (Ω) C(Ω), concluímos da desigual-

dade anterior que existe v∞ ∈ W 1,r
0 (Ω)∩C(Ω) tal que (a menos de subsequência) vn ⇀ v∞

fracamente em W 1,r
0 (Ω) e uniformemente em Ω. Além disso, fazendo n→∞ obtemos

‖∇v∞‖∞ ≤ C|Ω| 1r .

Fazendo r →∞, obtemos
‖∇v∞‖∞ ≤ C. (2.11)

Seja x ∈ Ω. Como a fronteira ∂Ω é compacta, existe yx ∈ ∂Ω tal que

d(x) = |x− yx|.

Temos,
v∞(yx) = 0,

pois v∞ ∈ W 1,r
0 (Ω). Portanto, segue de (2.11) que

v∞(x) = |v∞(x)− v∞(yx)|

≤ C|x− yx|

= Cd(x).

1Temos W 1,r
0 (Ω) ↪→ C1− N

r (Ω) C(Ω), em que ↪→ denota uma imersão contínua e indica uma
imersão compacta. Portanto, W 1,r

0 (Ω) C(Ω).
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2.1 Comportamento assintótico das soluções para 0 ≤ α ≤ 1

Nesta seção, estudaremos o comportamento das soluções quando n→∞ de
−∆Φnu = f

uα
em Ω,

u > 0 em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

(2.12)

em que 0 ≤ α ≤ 1, f ∈ L1(Ω) \ {0}, f ≥ 0, usando um problema não singular. Seja un a
única solução de (2.12), a qual foi garantida no Teorema 1.6. Segue do Teorema A.19 que

‖∇un‖φ−n ≤ C−Φn‖∇un‖Φn (2.13)

para

C−Φn =
(

1
Φn(1) + |Ω|

) 1
φ−n
. (2.14)

Vamos provar, a seguir, que
lim sup
n→∞

‖∇un‖φ−n ≤ 1. (2.15)

Temos,

min
{(

‖∇un‖φ−n
C−Φn

)φ−n
,

(
‖∇un‖φ−n
C−Φn

)φ+
n

}
≤ min

{
‖∇un‖φ

−
n

Φn , ‖∇un‖
φ+
n

Φn

}
, por (2.13)

≤
∫

Ω
Φ(|∇un|) dx, por (1.8)

≤ 1
φ−n

∫
Ω
φn(|∇un|)|∇un|2 dx por (1.4)

≤
∫

Ω
φn(|∇un|)|∇un|2 dx pois 1

φ−n
≤ 1

=
∫

Ω
fu1−α

n dx usando un como função teste

≤ ‖f‖1 ‖un‖1−α
∞ ,

≤ ‖f‖1
‖∇un‖1−α

φ−n(
Sφ−n

) 1−α
φ−n

,

(2.16)

com

Sφ−n := min

‖∇u‖
φ−n
φ−n

‖u‖φ
−
n
∞

, u ∈ W 1,φ−n
0 (Ω) \ {0}

 .

Se ‖∇un‖φ−n ≤ C−Φn para uma subsequência, então segue de (2.7) que

lim sup
n→∞

‖∇un‖φ−n ≤ lim sup
n→∞

C−Φn = 1.
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Se ‖∇un‖φ−n ≥ C−Φn para uma subsequência, então

(‖∇un‖φ−n
C−Φn

)φ−n
= min

{(‖∇un‖φ−n
C−Φn

)φ−n
,

(‖∇un‖φ−n
C−Φn

)φ+
n
}

≤ ‖f‖1
(
Sφ−n

)− 1−α
φ−n ‖∇un‖1−α

φ−n

Logo,

‖∇un‖φ−n ≤ (C−Φn)
φ−n

φ−n−(1−α)

(
‖f‖1

(
Sφ−n

)− 1−α
φ−n

) 1
φ−n−(1−α)

(2.17)

e, portanto,
lim sup
n→∞

‖∇un‖φ−n ≤ 1.

Assim, usando (2.7), obtemos (2.15).
Logo, segue do Lema 2.4 que, a menos de subsequência, existe u∞ ∈ W 1,∞(Ω)∩C0(Ω)

tal que un → u∞ uniforme em Ω e

‖∇u∞‖∞ ≤ 1, e 0 ≤ u∞ ≤ d em Ω. (2.18)

Agora vamos mostrar que un converge uniformemente em Ω para d.
Antes ressaltamos que a função un também é solução do problema não singular

−∆Φnu = f(x)
uαn

em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

(2.19)

e, portanto, minimiza o funcional

Jn(u) =
∫

Ω
Φn(|∇u|) dx−

∫
Ω

f

uαn
u dx.

Observação 2.5. O funcional linear

u 7→ An(u) :=
∫

Ω

f

uαn
u dx

é bem definido e está no dual de W 1,Φn
0 (Ω). De fato, segue de (1.23) que

|An(u)| ≤ Cn‖∇u‖Φn ∀ u ∈ W 1,Φn
0 (Ω),

em que
Cn := max

{
1, Kn

∫
Ω

Φn(|∇un|) dx
}

e Kn vem da condição ∆2 para Φn.
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Teorema 2.6. Sejam f ∈ L1(Ω) \ {0} e 0 ≤ α ≤ 1. A sequência (un) das soluções do
problema (2.12) converge uniformemente em Ω para a função distância d.

Demonstração. Como Jn(un) ≤ Jn(d), o que implica∫
Ω

fd

uαn
dx−

∫
Ω
fu1−α

n dx ≤ Φn(1)|Ω| −
∫

Ω
Φn(|∇un|) dx

≤ Φn(1)|Ω|

→ 0,

quando n→∞, pois |∇d| = 1 q.t.p. e Φn(1)→ 0. Logo, da convergência uniforme,

lim inf
n→∞

∫
Ω

fd

uαn
dx ≤

∫
Ω
fu1−α
∞ dx.

Por outro lado, o Lema de Fatou implica∫
Ω

fd

uα∞
dx ≤ lim inf

n→∞

∫
Ω

fd

uαn
dx

e, então, ∫
Ω

f(d− u∞)
uα∞

dx ≤ 0.

Portanto, usando a última desigualdade de (2.18), obtemos

u∞ = d.

Como toda subsequência convergente de (un) tem o mesmo limite uniforme d, concluímos
que (un) converge uniformemente para d em Ω.

2.2 Uma prova alternativa para o caso 0 ≤ α < 1

Na Seção 2.1 provamos que u∞ = d e dividimos a demonstração deste fato em duas
partes. Na primeira, provamos que u∞ ≤ d e usamos o funcional energia associado a um
problema não singular para provar a desigualdade inversa u∞ ≥ d. Nesta seção, usando
o funcional energia associado ao problema singular, visto na Seção 1.1, vamos dar uma
outra demonstração dessa desigualdade para o caso 0 ≤ α < 1.

Considere
Jα(u) =

∫
Ω

Φn(|∇u|) dx− 1
1− α

∫
Ω
fu1−α dx.

Pelo Teorema 1.13, un minimiza Jα para 0 < α < 1. Para α = 0, este resultado já é
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conhecido, pois nesse caso o funcional é de classe C1. Portanto,∫
Ω

Φn(|∇un|) dx−
1

1− α

∫
Ω
fu1−α

n dx ≤
∫

Ω
Φn(|∇d|) dx− 1

1− α

∫
Ω
fd1−α dx

e assim

1
1− α

∫
Ω
f(x)(d1−α − u1−α

n ) dx ≤ Φn(1)|Ω| −
∫

Ω
Φn(|∇un|) dx

≤ Φn(1)|Ω|

→ 0, quando n→∞.

Daí, ∫
Ω
fd1−α dx ≤

∫
Ω
fu1−α
∞ dx

e consequentemente, usando que u∞ ≤ d, obtemos

d = u∞, (2.20)

isto é,
u∞ = d(·, ∂Ω).

Observe que provamos que toda subsequência de (un) possui uma subsequência que con-
verge para a função u∞ = d(·, ∂Ω). Portanto, un → u∞ uniformemente em Ω sem precisar
passar a subsequência.

Assim, provamos o seguinte resultado.

Teorema 2.7. Sejam f ∈ L1(Ω) \ {0} e 0 ≤ α < 1. A sequência (un) das soluções do
problema (2.12) converge uniformemente em Ω para d(·, ∂Ω) função distância em relação
a fronteira.



Capítulo 3

Comportamento assintótico para o
problema de minimização com
vínculo

Partimos de um problema de minimização com vínculo e deduzimos que o minimizador é
uma solução do problema

−∆Φnu = Λn
f

uα
. (3.1)

Então descrevemos o comportamento assintótico das soluções. Para isso vamos assumir,
além de (2.2)-(2.4), as duas seguintes hipóteses:

1. As funções bn : [0,∞)→ R definidas por

bn(t) := φ′n(t)
t

para t > 0, bn(0) := 0 (3.2)

são contínuas.

2. O limite

lim
n→∞

(
φ′n(|t|)
t

) 1
n

, existe para cada t > 0. (3.3)

Seja

γ1(t) :=

 lim
n→∞

(
φ′n(|t|)
t

) 1
n

se t > 0,

0 se t = 0.

Observe que os exemplos do início do Capítulo 2 satisfazem também tais condições.
No Exemplo 2.1,

γ1(t) = max{t, tθ}.

No Exemplo 2.2,
γ1(t) = min{t, t2}.
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No Exemplo 2.3,
γ1(t) = t.

Antes de provarmos os principais resultados deste capítulo, vamos provar algumas
das propriedades da função γ1 que foram assumidas como hipóteses em outros artigos.
Apresentamos primeiro a igualdade entre as funções γ1 e γ2 definidas em [7].

Proposição 3.1. Para γ2 dada em (15), isto é,

γ2(t) := lim
n→∞

[φn(t)t]
1
n , t 6= 0,

temos
γ1(t) = γ2(t) = lim

n→∞
[φn(t)]

1
n , ∀ t ≥ 0. (3.4)

Demonstração. Observe que, para t = 0, essa igualdade é imediata, pois φn(0) = 0.
Vamos provar então para t > 0. Segue de (1.5) que para φ−n > 2

(φ−n − 2)1
t
≤ φ′n(t)
φn(t) ≤ (φ+

n − 2)1
t
,

isto é,
(φ−n − 2)φn(t)

t
≤ φ′n(t) ≤ (φ+

n − 2)φn(t)
t

, (3.5)

ou ainda,

(φ−n − 2) 1
n
φn(t) 1

n

t
2
n

≤
(
φ′n(t)
t

) 1
n

≤ (φ+
n − 2) 1

n
φn(t) 1

n

t
2
n

. (3.6)

Note que para φ±n > 2 temos

φ±n
2 ≤ φ±n − 2 ≤ φ±n .

Assim, (
φ±n
2

) 1
n

≤
(
φ±n − 2

) 1
n ≤

(
φ±n
) 1
n ,

ou seja, (
1
2

) 1
n
[(
φ±n
) 1
φ±n

]φ±n
n

≤
(
φ±n − 2

) 1
n ≤

[(
φ±n
) 1
φ±n

]φ±n
n

e, então, (
φ±n − 2

) 1
n → 1, quando n→∞.

Logo, segue de (3.6) que
(
φn(t) 1

n

)
também converge para γ1(t) uniformemente nos inter-

valos fechados de (0,∞). Além disso, segue de (3.5) que

(φ−n − 2) 1
n

t
3
n

[φn(t)t]
1
n ≤

(
φ′n(t)
t

) 1
n

≤ (φ+
n − 2) 1

n

t
3
n

[φn(t)t]
1
n .
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Assim, para a função γ2 dada em (15), temos

γ1(t) = γ2(t), t ∈ R.

Para cada n ∈ N, seja
ρn(t) = lim

n→∞
[φn(t)t]

1
n

Lema 3.2. Para t > 0 e n ∈ N tal que φ−n > 2 vale

min{t, tβ}

t
2
φ−n

≤ ρn(t)
ρn(1) ≤

max{t, tβ}

t
2
φ+
n

(3.7)

e (
1− 2

φ−n

)
min{t, tβ}

t
1+ 2

φ−n

≤ ρ′n(t)
ρn(1) ≤

(
β − 2

φ−n

)
max{t, tβ}

t
1+ 2

φ−n

(3.8)

Demonstração. Note que ρ′n(t)
ρn(t) = d

dt
lnφn(t). Além disso, segue de (1.5) que para φ−n > 2

e t > 0 vale
(φ−n − 2)1

t
≤ φ′n(t)
φn(t) ≤ (φ+

n − 2)1
t
. (3.9)

Assim, integrando esta desigualdade obtemos

(φ−n − 2) ln t
∣∣∣∣t
1
≤ lnφn(t)

∣∣∣∣t
1
≤ (φ+

n − 2) ln t
∣∣∣∣t
1
, t ≥ 1,

e
(φ−n − 2) ln t

∣∣∣∣1
t

≤ lnφn(t)
∣∣∣∣1
t

≤ (φ+
n − 2) ln t

∣∣∣∣1
t

, 0 < t ≤ 1.

Portanto,

min
{
tφ
−
n−2, tφ

+
n−2
}
≤ φn(t)

φn(1) ≤ min
{
tφ
−
n−2, tφ

+
n−2
}
, t > 0,

o que equivale a

min {t, t
φ+
n

φ−n }

t
2
φ−n

≤ ρn(t)
ρn(1) ≤ max {t, t

φ+
n

φ−n }

t
2
φ−n

, t > 0. (3.10)

Segue de (2.5) que

min{t, tβ} ≤ min{t, t
φ+
n

φ−n } ≤ max{t, t
φ+
n

φ−n } ≤ max{t, tβ}, t > 0.

Logo, obtemos (3.7) de (3.10).
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Temos também

ρ′n(t) = 1
φ−n
φn(t)

1
φ−n
−1
φ′n(t)

= 1
φ−n
ρn(t)φ

′
n(t)
φn(t) ,

ou seja,
ρn(t) = φ−n ρ

′
n(t)φn(t)

φ′n(t)

Assim, (3.7) implica

min{t, tβ}

t
2
φ−n

1
φ−n

φ′n(t)
φn(t) ≤

ρ′n(t)
ρn(1) ≤

max{t, tβ}

t
2
φ+
n

1
φ−n

φ′n(t)
φn(t)

e, então, usando (3.9) obtemos (3.8).

Proposição 3.3. O limite em (3.3) é uniforme em todo subconjunto limitado de (0,∞),
a função γ1 : [0,∞) → [0,∞) é contínua, estritamente crescente e sobrejetiva. Em
particular,

γ1(t) > 0, ∀ t > 0.

Demonstração. A Proposição 3.1 implica

γ1(t) = lim
n→∞

ρn(t), t ≥ 0. (3.11)

Logo, segue de (2.4) que
γ1(1) = lim

n→∞
φn(1) 1

n = 1.

Assim, pelo Lema 3.2, temos que toda subsequência de (ρn) é uniformemente limitada e
equicontínua em cada intervalo fechado contido em (0,∞). Logo, o Teorema de Arzelá-
Ascoli, existe uma subsequência de (ρn) que converge uniformemente em cada intervalo
fechado contido em (0,∞). Segue então de (3.3) e(3.11) que, a menos de subsequência, o
limite

γ1(t) = lim
n→∞

ρn(t)

é uniforme em cada intervalo fechado contido em (0,∞) e, em particular, a função γ1 é
contínua. Fazendo n→∞ em (3.7) obtemos

min{t, tβ} ≤ γ1(t) ≤ max{t, tβ}, t ≥ 0, (3.12)

pois para t = 0 a desigualdade é imediata. De (3.12), temos a continuidade em t = 0. A
sobrejetividade de γ1 também segue de (3.12).

Vamos provar agora que γ1 é estritamente crescente. Fixemos 0 < t1 < t2. Para n ∈ N
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com φ−n > 2, seja θn ∈ (t1, t2) tal que

ρn(t2)− ρn(t1) = ρ′n(θn)(t2 − t1).

Assim, a primeira desigualdade em (3.8) implica

ρn(t2)− ρn(t1) ≥ (t2 − t1)ρn(1)
(

1− 2
φ−n

)
1

θ
1+ 2

φ−n
n

min{θn, θβn}

≥ (t2 − t1)ρn(1)
(

1− 2
φ−n

)
1

t
1+ 2

φ−n
2

min{t1, tβ1}.

Fazendo n→∞ obtemos

ρn(t2)− ρn(t1) ≥ (t2 − t1)ρn(1)
(

1− 2
φ−n

)
1
t2

min{t1, tβ1} > 0.

Portanto, γ1 é estritamente crescente.
Além disso, para t > 0, a primeira desigualdade em (3.12) implica

γ1(t) ≥ min{t, tβ} > 0 = γ1(0).

Vamos apresentar o caso 0 < α < 1 na Seção 3.1 e o caso α = 0 na Seção 3.2.

3.1 Comportamento assintótico para 0 < α < 1

Lema 3.4. Sejam 1 < p <∞, 0 < α < 1, λ1 o primeiro autovalor de −∆p e ϕ1 ∈ W 1,p
0 (Ω)

solução positiva de
∆pu = λ1fu

p−1 em Ω

e
F (u) := 1

1− α

∫
Ω
|u|1−αf dx, u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Se u ≥ εϕ1 para algum ε > 0 então

F ′(u)η :=
∫

Ω

f

uα
η dx.

Demonstração. Para ξ ∈ R \ {0} defina

z(ξ) := 1
1− α

d

dξ
ξ1−α = ξ−α
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Consequentemente,

F (u+ tv)− F (u)
t

=
∫

Ω

(∫ 1

0
z(u+ stv)f ds

)
v dx. (3.13)

Observe que
d

ds

(u(x) + stv(x))1−α

1− α = (u(x) + stv(x))−αtv(x). (3.14)

Temos∫ 1

0
z(u(x) + stv(x)) ds = 1

tv(x)

∫ 1

0
z(u(x) + stv(x)) tv(x) ds

= 1
tv(x)

∫ 1

0
(u(x) + stv(x))−α tv(x) ds por definição de z

= 1
tv(x)

1
1− α

[
(u(x) + stv(x))1−α − u(x)1−α] por (3.14)

→ 1
v(x)

d

dt

(u(x) + stv(x))1−α

1− α

∣∣∣∣∣
t=0

quando t→ 0

= 1
v(x) (u(x) + stv(x))−αv(x)

∣∣∣∣∣
t=0

= u(x)−α.

Assim, ∫ 1

0
z(u+ stv)f ds → z(u(x)) = u(x)−α quando t→ 0.

Temos também
u(x) ≤ max

0≤s≤1
|u(x) + stv(x)|. (3.15)

Além disso,∫ 1

0
z(u+ stv)f ds ≤

∫ 1

0
|u(x) + stv(x)|−αf ds

≤ Cα

(
max
0≤s≤1

|u(x) + stv(x)|
)−α

por [14, Lema A.1]

≤ Cαu(x)−α por (3.15)
≤ Cα(εϕ1(x))−α

= Cα,εϕ1(x)−α

com a constante Cα,ε independente de x ∈ Ω. Como v ∈ W 1,p
0 (Ω), segue da desigualdade

de Hardy que vϕ−α1 ∈ L1(Ω). Assim, segue do Teorema da Convergência Dominada em
(3.13) que

lim
t→0+

F (u+ tv)− F (u)
t

=
∫

Ω

f

uα
v dx.
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Lema 3.5. Seja
h(ε) :=

∫
Ω

(u+ εη)1−αf dx.

Se u, η ∈ W 1,Φ
0 (Ω), u ≥ 0 e 0 < α < 1 então h é derivável em ε = 0 e

h′(0) =
∫

Ω

f

uα
η dx.

Demonstração. Sejam p > 1 tal que W 1,Φ
0 (Ω) ⊂ W 1,p

0 (Ω) e ϕ1 uma solução de

∆pu = λ1u
p−1 em Ω.

Considere o funcional E definido em W 1,p
0 (Ω) por

E(u) :=
∫

Ω
|∇u|p dx− 1

1− α

∫
Ω
|u|1−αf dx.

Considere v := (u− εϕ1)− = (εϕ1 − u)+ e Ω+ := {x ∈ Ω : v(x) > 0}. Em Ω+ temos para
t ∈ (0, 1) que

u+ tv = u+ t(εϕ1 − u)
= (1− t)u+ tεϕ1

≥ tεϕ1.

Já em Ω \ Ω+ temos
u+ tv = u ≥ tεϕ1.

Portanto,
u+ tv ≥ tεϕ1,

o que, pelo Lema 3.4, implica

F ′(u+ tv) = f

(u+ tv)α .

Daí, para
ξ(t) := E(u+ tv)

temos

ξ′(t) = E ′(u+ tv)v (3.16)

=
∫

Ω+
|∇u+ t∇v|p−1(∇u∇v + t|∇v|2) dx+

∫
Ω+

f

(u+ tv)αv dx

pois v = 0 em Ω \ Ω+. Temos também que ξ é convexa, ξ′ é crescente e não negativa.
Além disso,

u+ v = u+ εϕ1 − u = εϕ1 em Ω+ (3.17)
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e para ε suficientemente pequeno

λ1(εmaxϕ1)p−1+α <
1
2 ,

o que implica
λ1(εmaxϕ1)p−1+α <

1
2 + f,

pois f ≥ 0. Assim, para ε suficientemente pequeno

E ′(εϕ1) = −∆p(εϕ1)− f

(εϕ1)α

= λ1f(εϕ1)p−1 − f

(εϕ1)α
= f(εϕ1)−α

[
λ1(εϕ1)p−1+α − 1

]
≤ −1

2
f

(εϕ1)α . (3.18)

Logo, para t ∈ (0, 1)

0 ≤ ξ′(1)− ξ′(t)
= E ′(u+ v)v − ξ′(t) por (3.16)
= E ′(εϕ1)v − ξ′(t) por (3.17)

≤ −1
2

∫
Ω+

f

(εϕ1)αv dx por (3.18)

< 0,

se v > 0 em algum ponto de Ω, o que é um absurdo.

Para 0 < α < 1, considere

µn := inf
{∫

Ω
Φn(|∇u|) dx;u ∈ W 1,Φn

0 (Ω),
∫

Ω
f |u|1−α dx = 1

}
.

Se un é um minimizador não negativo de µn então para todo η ∈ W 1,Φn
0 (Ω) vale

∂

∂ε

∫
Ω

Φn

 |∇un +∇εη|(∫
Ω f(un + εη)1−α dx

) 1
1−α

 dx
∣∣∣
ε=0,

= 0

ou seja, pelo lema anterior, temos∫
Ω
φn(|∇un|)∇un∇η dx =

(∫
Ω
φn(|∇un|)|∇un|2 dx

)∫
Ω

f

uαn
η dx.
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Logo, un é solução não negativa de

−∆Φnu = Λn
f

uα
(3.19)

com
Λn =

∫
Ω
φn(|∇un|)|∇un|2 dx.

Segue do Capítulo 1 que para 0 < α < 1 essa solução un minimiza o funcional Jn :
W 1,Φn

0 (Ω)→ R definido por

Jn(v) =
∫

Ω
Φn(|∇v|) dx− Λn

1− α

∫
Ω

(v+)1−αf dx

e conhecido como o funcional energia associado a equação (3.19).

Lema 3.6. Para 0 ≤ α < 1, existe un minimizador não negativo de µn.

A prova desse lema segue de argumentos padrão tomando uma sequência minimizante.

Demonstração. Seja (ukn)k∈N uma sequência minimizante de µn, isto é, ukn ∈ Xn, com

Xn :=
{
u ∈ W 1,Φn

0 (Ω),
∫

Ω
f |u|1−α dx = 1

}
e ∫

Ω
Φn(|∇ukn|) dx → µn quando k →∞.

Uma vez que |ukn| ∈ Xn e∫
Ω

Φn(|∇|ukn||) dx =
∫

Ω
Φn(|∇ukn|) dx,

podemos considerar ukn não negativa. Assim, (ukn)k∈N é limitada em W 1,Φn
0 (Ω) e, então,

existe un ∈ W 1,Φn
0 (Ω) ∩ C(Ω), un ≥ 0, tal que, a menos de subsequência,

ukn ⇀ un em W 1,Φn
0 (Ω) quando k →∞,

ukn → un em C(Ω) quando k →∞.

Logo,∣∣∣∣∫
Ω
f(ukn)1−α dx−

∫
Ω
fu1−α

n dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖∞ ∫
Ω
|ukn − un|1−α dx→ 0 quando k →∞,

o que implica ∫
Ω
fu1−α

n dx = 1.
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Portanto, un ∈ Xn. Além disso, segue da convergência fraca que∫
Ω

Φn(|∇un|) dx ≤ lim inf
k→∞

∫
Ω

Φn(|∇ukn|) dx = µn

e, assim, un minimiza µn.

Observação 3.7. Como ∫
Ω
fu1−α

n dx = 1,

temos un 6= 0. Logo, usando un como função teste temos

Λn =
∫

Ω
φ(|∇un|)|∇un|2 dx ≥ φ−n

∫
Ω

Φ(|∇un|) dx > 0.

Assim, segue do Princípio do Máximo Forte (Teorema A.21) que a solução de{
−∆Φnu = Λn

f
uα

em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

(3.20)

é positiva. Portanto, un é solução de
−∆Φnu = Λn

f
uα

em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω.

(3.21)

Lema 3.8. A sequência (Λn) 1
n é limitada.

Demonstração. A sequência (µn) 1
n é limitada, pois para

a =
(∫

Ω
|d|1−αf dx

)− 1
1−α

temos

(µn) 1
n ≤

(∫
Φn(a|∇d|) dx

) 1
n

= |Ω| 1nΦn(a) 1
n ≤ |Ω| 1nΦn(1) 1

n max
{
a
φ−n
n , a

φ+
n
n

}
→ max

{
aq
−
, aq

+
}
.

Além disso,
0 < (Λn) 1

n

=
(∫

Ω
φn(|∇un|)|∇un|2 dx

) 1
n

≤
(
φ+
n

) 1
n

(∫
Ω

Φn(|∇un|) dx
) 1

n

=
(
φ+
n

) 1
n (µn)

1
n .



3.1. COMPORTAMENTO ASSINTÓTICO PARA 0 < α < 1 48

Logo, (Λn) 1
n é limitada, pois (µn) 1

n é limitada e

(
φ+
n

) 1
n =

[(
φ+
n

) 1
φ+
n

]φ+
n
n

→ 1q+ = 1.

Segue do Lema 3.8 que, a menos de subsequência, existe Λ∞ tal que

(Λn) 1
n → Λ∞.

Além disso, segue da demonstração do lema anterior que

lim
n→∞

(µn) 1
n ≥ lim

n→∞
(Λn) 1

n = Λ∞.

Por outro lado,

(Λn) 1
n =

(∫
Ω
φn(|∇un|)|∇un|2 dx

) 1
n

≥
(
φ−n
) 1
n

(∫
Ω

Φn(|∇un|) dx
) 1

n

=
(
φ−n
) 1
n (µn)

1
n

implica
lim
n→∞

(µn) 1
n ≤ lim

n→∞
(Λn) 1

n = Λ∞.

Portanto,
lim
n→∞

(µn) 1
n = lim

n→∞
(Λn) 1

n = Λ∞. (3.22)

Lema 3.9. A menos de subsequência, un → u∞ uniformemente em Ω para alguma função
u∞ ∈ W 1,∞ ∩ C0(Ω) tal que ∫

Ω
fu1−α
∞ dx = 1. (3.23)

Além disso,

‖∇u∞‖∞ ≤ max
{

Λ
1
q−
∞ ,Λ

1
q+
∞

}
e 0 ≤ u∞ ≤ max

{
Λ

1
q−
∞ ,Λ

1
q+
∞

}
d em Ω. (3.24)

Demonstração. Sabemos que

µn =
∫

Ω
Φn(|∇un|) dx

= min
{∫

Ω
Φn(|∇u|) dx : u ∈ W 1,Φn

0 (Ω),
∫

Ω
fu1−α dx = 1

}
.
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Assim, por (1.8) e (2.13)

min


(‖∇un‖φ−n

CΦ−n

)
,

(‖∇un‖φ−n
CΦ−n

)φ+
n

φ−n

 ≤
(∫

Ω
Φn(|∇un(x)|) dx

) 1
φ−n = µ

1
φ−n
n .

Logo,

‖∇un‖φ−n ≤ CΦ−n max
{
µ

1
φ−n
n , µ

1
φ+
n

n

}
.

Como

lim
n→∞

µ
1
φ−n
n = lim

n→∞

(
µ

1
n
n

) n

φ−n = Λ
1
q−
∞ e lim

n→∞
µ

1
φ+
n

n = lim
n→∞

(
µ

1
n
n

) n

φ+
n = Λ

1
q+
∞ ,

usando (2.7), concluímos que

lim sup
n→∞

‖∇un‖φ−n ≤ C := max
{

Λ
1
q−
∞ ,Λ

1
q+
∞

}
.

Portanto, do Lema 2.4 podemos concluir que, a menos de subsequência, un → u∞ unifor-
memente em Ω para alguma função u∞ ∈ W 1,∞ ∩C0(Ω) que satisfaz (3.24). A conclusão
(3.23) segue da convergência uniforme, uma vez que∫

Ω
fu1−α

n dx = 1.

Considere o seguinte problema
−∆Φnun = f em Ω,
un > 0 em Ω,
un = 0 sobre ∂Ω.

(3.25)

Definição 3.10. 1. Uma função semicontínua superiormente u : Ω→ R é subsolução
de viscosidade de (3.25) se u |∂Ω≤ 0 e para todo x0 ∈ Ω e Ψ ∈ C2(Ω) tais que
u(x0) = Ψ(x0) e

u < Ψ em B(x0, r) \ {x0}

para algum r > 0, vale
−∆ΦnΨ(x0) ≤ f.

2. Uma função semicontínua inferiormente u : Ω → R é supersolução de viscosidade
de (3.25) se u |∂Ω≥ 0 e para todo x0 ∈ Ω e Ψ ∈ C2(Ω) tais que u(x0) = Ψ(x0) e

u > Ψ em B(x0, r) \ {x0}
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para algum r > 0, vale
−∆ΦnΨ(x0) ≥ f.

3. Uma função contínua u : Ω → R é solução de viscosidade de (3.25) se u é sub e
supersolução de viscosidade de (3.25).

Lema 3.11. Se u é uma solução fraca contínua de (3.25) então u também é uma solução
de viscosidade.

Demonstração. Vamos mostrar primeiro que u é uma supersolução de viscosidade de
(3.25). Sejam x0 ∈ Ω e Ψ ∈ C2(Ω) tais que u(x0) = Ψ(x0) e u − Ψ possui um mínimo
estrito em x0. Precisamos mostrar que

− div (φ(|∇Ψ(x0)|)∇Ψ(x0)) ≥ f(x0),

isto é,
− φ(|∇Ψ(x0)|)∆Ψ(x0)− φ′(|∇Ψ(x0)|)

|∇Ψ(x0)| ∆∞Ψ(x0) ≥ f(x0). (3.26)

Suponha por contradição que

−φ(|∇Ψ(x0)|)∆Ψ(x0)− φ′(|∇Ψ(x0)|)
|∇Ψ(x0)| ∆∞Ψ(x0) < f(x0).

Logo, usando que f é contínua, existe r > 0 tal que B(x0, r) ⊂ Ω e

−φ(|∇Ψ(x)|)∆Ψ(x)− φ′(|∇Ψ(x)|)
|∇Ψ(x)| ∆∞Ψ(x) < f(x).

Reduzindo r se necessário, temos também u > Ψ em B(x0, r) \ {x0}. Considere

m := inf
|x−x0|=r

(u−Ψ)(x)

e
w(x) := Ψ(x) + m

2 .

Assim, m > 0,
w(x0) = Ψ(x0) +m = u(x0) +m > u(x0)

e para x ∈ ∂B(x0, r)

w(x) = Ψ(x) + m
2 por definição de w

< Ψ(x) +m pois m > 0
≤ Ψ(x) + u(x)−Ψ(x) por definição de m
= u(x).
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Multiplicando a desigualdade acima por (w − u)+, obtemos∫
B(x0,r)∩{w>u}

φ(|∇w|)∇w∇(w − u) dx <
∫
B(x0,r)∩{w>u}

(w − u)f dx. (3.27)

Por outro lado, usando (w − u)+ como função teste∫
B(x0,r)∩{w>u}

φ(|∇u|)∇u∇(w − u) dx =
∫
B(x0,r)∩{w>u}

(w − u)f dx. (3.28)

Portanto,

0 >

∫
B(x0,r)∩{w>u}

(φ(|∇w|)∇w − φ(|∇u|)∇u)∇(w − u) dx por (3.27) e (3.28)

≥
∫
B(x0,r)∩{w>u}

(φ(|∇w|)|∇w| − φ(|∇u|)|∇u|) (|∇w| − |∇u|) dx pela desigualdade triangular

≥ 0 por (1.17),

o que é um absurdo. Analogamente, definindo m := inf
|x−x0|=r

(Ψ−u)(x) e usando (w−u)+

como função teste, provamos que u é subsolução de viscosidade.

Lema 3.12. Uma solução fraca contínua de

−∆Φnu = Λn
f

uα

é uma solução de viscosidade.

Demonstração. Observe que pelo Princípio do Máximo (Teorema A.21) temos u > 0.
Primeiro vamos provar que u é supersolução. Sejam x0 ∈ Ω e Ψ ∈ C2(Ω) tais que
u(x0) = Ψ(x0) e Ψ < u em Ω \ {x0}. Segue do Lema 3.11 que

−∆ΦnΨ(x0) ≤ Λn
f(x0)
u(x0)α .

Assim, como Ψ(x0) = u(x0), temos

−∆ΦnΨ(x0) ≤ Λn
f(x0)

Ψ(x0)α .

Portanto, u é supersolução de viscosidade. Analogamente, obtemos que u é subsolução
de viscosidade.

Teorema 3.13. A função u∞ é solução de viscosidade de

min {−∆∞u, γ1(|∇u|)− Λ∞} = 0. (3.29)

Demonstração. Inicialmente vamos provar que u∞ é supersolução. Seja x0 ∈ Ω, considere
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uma função testeΨ ∈ C2(Ω) tal que u∞(x0) = Ψ(x0) e u∞ − Ψ tem um mínimo estrito
em x0. A convergência uniforme un → u∞ implica que existe uma sequência {xn} ⊂ Ω
tal que xn → x0 e un −Ψ tem um mínimo estrito em xn. Logo, segue do Lema 3.12 que

− φn(|∇Ψ(xn)|)∆Ψ(xn)− φ′n(|∇Ψ(xn)|)
|∇Ψ(xn)| ∆∞Ψ(xn) ≥ Λn

f(xn)
Ψ(xn)α . (3.30)

Segue da Desigualdade de Harnack (ver [21, Corolário 4.5] e [3, Teorema 1]) que
u∞(x0) > 0. Seja ε > 0 tal que u∞(x0) > 3ε. De modo análogo a demonstração do
Teorema 3.1 de [7], temos

Ψ(xn) ≥ un(xn)− ε > 0

para n suficientemente grande. Assim, segue de (3.2) que |Ψ(xn)| > 0 para n suficien-
temente grande. Daí, usando que φn é crescente e multiplicando (3.30) por |Ψ(xn)|

φ′n(|∇Ψ(xn)|)

obtemos

−φn(|∇Ψ(xn)|) |∇Ψ(xn)|
φ′n(|∇Ψ(xn)|)∆Ψ(xn)−∆∞Ψ(xn) ≥ Λn

|∇Ψ(xn)|
φ′n(|∇ϕ(xn)|)

f(xn)
Ψ(xn)α

≥ 0.

Daí,
−∆∞Ψ(x0) ≥ lim sup

n→∞
Λn

|∇Ψ(xn)|
φ′n(|∇Ψ(xn)|)

f(xn)
Ψ(xn)α ,

ou seja,
−∆∞Ψ(x0)Ψ(x0)α

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

Λn
|∇Ψ(xn)|

φ′n(|∇Ψ(xn)|) (3.31)

Fazendo n→∞ segue de (1.1), (1.3) e (2.2) que

lim
n→∞

tφn(t)
φ′n(t) = 0, ∀ t > 0. (3.32)

Logo,
−∆∞Ψ(x0) ≥ 0.

Falta mostrar que
γ1(|∇Ψ(x0)|)− Λ∞ ≥ 0. (3.33)

Suponha que
γ1(|∇Ψ(x0)|)− Λ∞ < 0,

isto é,
Λ∞

γ1(|∇Ψ(x0)|) > 1.
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Assim,

lim
n→∞

Λ
1
n
n

φ′n(|∇Ψ(xn)|) 1
n |∇Ψ(xn)|−1

n

= Λ∞
γ1(|∇Ψ(x0)|) > 1.

Portanto, existe ε0 > 0 tal que

Λ
1
n
n

φ′n(|∇Ψ(xn)|) 1
n |∇Ψ(xn)|−1

n

≥ 1 + ε0

para n suficientemente grande. Assim,

lim sup
n→∞

Λn

φ′n(|∇Ψ(xn)|)|∇Ψ(xn)| ≥ lim
n→∞

(1 + ε0)n = +∞,

o que contradiz (3.31). Portanto, u∞ é supersolução.
Vamos provar agora que u∞ é subsolução. Seja x0 ∈ Ω, considere uma função teste

Ψ ∈ C2(Ω) tal que u∞(x0) = Ψ(x0) e u∞ − Ψ tem um máximo estrito em x0. Se
∇Ψ(x0) = 0 então a desigualdade desejada vale trivialmente. Logo, podemos assumir
∇Ψ(x0) 6= 0. Assim, ∇Ψ(xn) 6= 0 para n suficientemente grande. Suponha que

γ1(|∇Ψ(x0)|)− Λ∞ > 0,

isto é,
Λ∞

γ1(|∇Ψ(x0)|) < 1.

Vamos mostrar que −∆∞Ψ(x0) ≤ 0. De fato,

−φn(|∇Ψ(xn)|) |∇Ψ(xn)|
φ′n(|∇Ψ(xn)|)∆Ψ(xn)−∆∞Ψ(xn) ≤ Λn

|∇Ψ(xn)|
φ′n(|∇ϕ(xn)|)

f(xn)
Ψ(xn)α

implica
−∆∞Ψ(x0)Ψ(x0)α

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

Λn

φ′n(|∇ϕ(xn)|)|∇Ψ(xn)|−1 = 0.

A existência de ε no próximo teorema é garantida pela Proposição 3.3.

Teorema 3.14. Seja ε ∈ R tal que

γ1(ε) = Λ∞
γ1(t) < Λ∞ para todo 0 < t < ε,

γ1(t) > Λ∞ para todo t > ε.
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A equação (3.29) possui única solução e u∞ = 1
ε
d. Além disso,

ε =
(∫

Ω
fd1−α dx

) 1
1−α

, (3.34)

as sequências
(
µ

1
n
n

)
e
(

Λ
1
n
n

)
convergem (sem passar a subsequência) para o mesmo valor

Λ∞ = γ1

((∫
Ω
fd1−α dx

) 1
1−α
)

(3.35)

e (un) converge uniformemente para u∞.

Demonstração. Observe que ε− |∇u| ≥ 0 se, e só se, ε ≥ |∇u|. Logo,

Λ∞ ≥ γ1(|∇u|),

isto é, Λ∞ − γ1(|∇u|) ≥ 0. Analogamente, ε − |∇u| ≤ 0 se, e só se, Λ∞ − γ1(|∇u|) ≤ 0.
Assim, a equação (3.29) é equivalente a

min{−∆∞u, |∇u| − ε} = 0 em Ω. (3.36)

Lembramos que segue de [16, Teorema 2.1] que o problema (3.36) possui única solução d
ε
.

Logo, pela unicidade de solução dessa equação, obtemos

u∞ = 1
ε
d.

Agora vamos provar (3.34). A convergência uniforme implica∫
Ω
fu1−α
∞ dx = 1,

isto é, ∫
Ω
f

(
1
ε
d

)1−α

dx = 1,

o que equivale a (3.34). De (3.22) e (3.34) concluímos que
(
µ

1
n
n

)
e
(

Λ
1
n
n

)
convergem para

o mesmo valor dado por (3.35). Mostramos que todas subsequências de
(
µ

1
n
n

)
e
(

Λ
1
n
n

)
possuem subsequências que convergem para o mesmo valor (3.35). Assim, essas sequências
convergem sem precisar passar a subsequência. Note que provamos que toda subsequência
de (un) possui uma subsequência que converge para a função u∞ = 1

ε
d(·, ∂Ω). Portanto,

a sequência (un) converge para u∞ uniformemente em Ω.
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3.2 Comportamento assintótico para α = 0

Nesta seção fazemos os resultados da seção anterior para o caso α = 0. Seja f ∈ L∞(Ω)
positiva. Considere

Xn :=
{
u ∈ W 1,Φn

0 (Ω),
∫

Ω
fu dx = 1

}
e

µn := inf
{∫

Ω
Φn(|∇u|) dx, u ∈ Xn

}
. (3.37)

Segue do Lema 3.6 que o problema de minimização (3.37) possui pelo menos uma
solução un ≥ 0.

Teorema 3.15. Para cada un minimizador de µn existe Λn > 0 tal que un é solução fraca
de {

−∆Φnu = Λnf em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

(3.38)

Demonstração. Considere os funcionais F e J definidos em W 1,Φn
0 (Ω) por

F (u) :=
∫

Ω
fu dx− 1

e
J(u) :=

∫
Ω

Φ(|∇u|) dx.

Seja
S :=

{
u ∈ W 1,Φn

0 (Ω), F (u) = 0
}
.

Assim, para u ∈ S
〈F ′(u), u〉 =

∫
Ω
fu dx = 1

e, então, F ′(u) 6= 0. Logo, segue do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange que existe
Λn ∈ R tal que

J ′(un) = ΛnF
′(un),

isto é, ∫
Ω
φ(|∇un|)∇un∇v dx = Λn

∫
Ω
fv dx, ∀ v ∈ W 1,Φn

0 (Ω).

Assim como na Observação 3.7, temos que un é solução de
−∆Φnu = Λnf em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω.

(3.39)
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Do mesmo modo que no Lema 3.8, obtemos que a sequência (Λ
1
n
n ) é limitada. Portanto,

a menos de subsequência, existe Λ ∈ R tal que

Λ
1
n
n → Λ quando n→∞.

De modo análogo a (3.22) obtemos

lim
n→∞

(µn) 1
n = lim

n→∞
(Λn) 1

n = Λ∞. (3.40)

O Lema 3.9 e sua demonstração também valem para α = 0. Apresentamos aqui uma
prova alternativa para esse resultado que também vale para o caso 0 < α < 1. Essa
argumentação generaliza o que foi feito nos artigos [4] e [7].

Lema 3.16. Para cada n ∈ N seja un ∈ W 1,Φn
0 (Ω) um minimizador de µn. Então existe

u∞ ∈ C(Ω) \ {0} tal que a menos de subsequência un → u∞ uniformemente em Ω.

Demonstração. Para cada n > m naturais, segue de (1.9) que

Φn(1)tφ
−
n ≤ Φn(t), ∀ t > 1

e, então,
tφ
−
n ≤ 1 + Φn(t)

Φn(1) .

Logo, ∫
Ω
|∇un|φ

−
n dx ≤ |Ω|+ 1

Φn(1)

∫
Ω

Φn(|∇un|) dx. (3.41)

Assim,∫
Ω
|∇un|

mφ−n
n dx ≤

(∫
Ω
|∇un|φ

−
n dx

)m
n

|Ω|1−mn pela desigualdade de Holder

≤
(
|Ω|+ 1

Φn(1)

∫
Ω

Φn(|∇un|) dx
)m

n

(1 + |Ω|) por (3.41)

≤ 2 max
{
|Ω|mn ,

(
µn

Φn(1)

)m
n

}
(1 + |Ω|) por definnição de µn

≤ 2
[

(1 + |Ω|) +
(

µ
1
n
n

Φn(1) 1
n

)m]
(1 + |Ω|) pois |Ω|mn ≤ 1 + |Ω|

≤ c(m) pois
(
µ

1
n
n

)
é limitada.

Segue de (2.3) que para n suficientemente grande temos mφ−n
n

> m(q−−ε), o que implica na

continuidade da imersão W 1,mφ−n
n

0 (Ω) ↪→ W
1,m(q−−ε)
0 (Ω). Portanto, segue da desigualdade

anterior que {un} é limitada emW
1,m(q−−ε)
0 (Ω). Além disso, param tal quem(q−−ε) > N ,

a imersãoW 1,m(q−−ε)
0 (Ω) C(Ω) é compacta e, assim, existe u∞ ∈ C(Ω) tal que a menos
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de subsequência un ⇀ u∞ em W
1,m(q−−ε)
0 (Ω) e un → u∞ uniformemente em Ω.

Como un → u∞ em L1(Ω),∣∣∣∣∫
Ω
fu∞ dx−

∫
Ω
fun dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖∞ ∫
Ω
|u∞ − un| dx→ 0

e, então, ∫
Ω
fu∞ dx = 1.

Portanto, u∞ 6= 0.

De modo semelhante aos Teoremas 3.13 e 3.14, obtemos que as sequências
(
µ

1
n
n

)
e(

Λ
1
n
n

)
convergem para

Λ∞ = γ1

(∫
Ω
fd1−α dx

)
e a sequência (un) converge uniformemente para u∞ = 1

ε
d, a qual é a única solução de

viscosidade de
min{−∆∞u, γ1(|∇u|)− Λ} = 0 em Ω.



Capítulo 4

Um problema com duas N-funções

Neste capítulo estudamos o comportamento assintótico do quociente de Rayleigh ‖∇u‖Φl‖u‖Ψj
,

em que (Φl) e (Ψj) são sequências de N -funções. Primeiro fazemos j → ∞ e depois,
l→∞.

Suponha que vale (1.4) e (2.2)-(2.4) para ambas as N -funções. Segue de (1.4) e (2.4)
que

a

φ−j
≤ φj(1)

φ−j
≤ Φj(1) ≤ φj(1)

φ+
j

≤ b

φ+
j

≤ b

φ−j

e, assim, (
a

φ−j

) 1
φ−
j

≤ Φj(1)
1
φ−
j ≤

(
b

φ−j

) 1
φ−
j

.

Logo

[Φj(1)]
1
φ−
j → 1 quando j →∞. (4.1)

Analogamente, usando que φ−j ≤ φ+
j obtemos

(
a

φ+
j

) 1
φ+
j

≤ Φj(1)
1
φ+
j ≤

(
b

φ+
j

) 1
φ+
j

,

o que implica

[Φj(1)]
1
φ+
j → 1 quando j →∞.

Sejam Φ e Ψ duas N -funções definidas em Ω satisfazendo (1.4) e (2.2)-(3.2). Segue do
Teorema A.19 que para φ− > N temos as seguintes imersões

W 1,Φ
0 (Ω) ↪→ W 1,φ−

0 (Ω) L∞(Ω) ↪→ LΨ(Ω),

em que ↪→ denota uma imersão contínua e indica uma imersão compacta. Assim,

W 1,Φ
0 (Ω) LΨ(Ω)

58
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é uma imersão compacta. Considere os funcionais K, k : W 1,Φ
0 (Ω)→ R definidos por

K(u) := ‖∇u‖Φ

e
k(u) := ‖u‖Ψ.

Considere
Λ1 := inf

{
‖∇u‖Φ

‖u‖Ψ
: u ∈ W 1,Φ

0 (Ω) \ {0}
}
. (4.2)

O funcional K é fracamente semicontínuo inferiormente em W 1,Φ
0 (Ω).

Definição 4.1. Uma função u ∈ W 1,Φ
0 (Ω) \ {0} é uma função extremal (ou minimizador)

de Λ1 se
‖∇u‖Φ

‖u‖Ψ
= Λ1.

Proposição 4.2. Existe uma função extremal de Λ1 não negativa.

Demonstração. Seja (vn) ⊂ W 1,Φ
0 (Ω) \ {0} uma sequência minimizante. Normalizando se

necessário, podemos considerar k(vn) = 1. Temos

lim
n→∞

K(vn) = Λ1

e, então, (vn) é limitada. Logo, existe v ∈ W 1,Φ
0 (Ω) tal que a menos de subsequência

vn ⇀ v em W 1,Φ
0 (Ω),

vn → v em LΨ(Ω),

pois W 1,Φ
0 (Ω) LΨ(Ω) é uma imersão compacta. Assim,

K(v) ≤ lim inf
n→∞

K(vn),

k(vn)→ k(v) = 1,

e, então,
K(v) = Λ1.

Portanto, v é um minimizador, o que implica que |v| é um minimizador não negativo, pois
para λ > 0 ∫

Ω
Φ
(
|∇|v||
λ

)
dx =

∫
Ω

Φ
(
|∇v|
λ

)
dx.
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Lema 4.3. Se u, η ∈ W 1,Φ
0 (Ω) então

d

dε
K(u+ εη)

∣∣∣
ε=0

=

∫
Ω
φ

(
|∇u|
K(u)

)
∇u
K(u)η dx∫

Ω
φ

(
|∇u|
K(u)

) ∣∣∣∣ ∇uK(u)

∣∣∣∣2 dx

. (4.3)

e

d

dε
k(u+ εη)

∣∣∣
ε=0

=

∫
Ω
φ

(
u

k(u)

)
u

k(u)η dx∫
Ω
φ

(
u

k(u)

) ∣∣∣∣ u

k(u)

∣∣∣∣2 dx

.

Demonstração. Temos

Φ(t) =
∫ t

0
φ(s)s ds

e, então,
Φ′(t) = φ(t)t.

Logo, para a, b ∈ R

Φ(b)− Φ(a) =
∫ b

a

φ(s)s ds = (b− a)
∫ 1

0
φ(a+ t(b− a))(a+ t(b− a)) dt. (4.4)

Pela Proposição A.4, temos ∫
Ω

Φ
(

u

k(u)

)
dx = 1 (4.5)

e ∫
Ω

Φ
(

u+ εη

k(u+ εη)

)
dx = 1. (4.6)

Subtraindo (4.5) de (4.6) segue de (4.4) que

0 =
∫

Ω
Φ
(

u+ εη

k(u+ εη)

)
dx−

∫
Ω

Φ
(

u

k(u)

)
dx

=
∫

Ω

(
u+ εη

k(u+ εη) −
u

k(u)

)
A(x, ε) dx (4.7)

com

A(x, ε) =
∫ 1

0
φ

(
u+ εη

k(u+ εη) + t

[
u+ εη

k(u+ εη) −
u

l(u)

])
·
(

u+ εη

k(u+ εη) + t

[
u+ εη

k(u+ εη) −
u

k(u)

])
dt.

Observe que de (4.7) temos

1
k(u+ εη)

∫
Ω
uA(x, ε) dx+ ε

k(u+ εη)

∫
Ω
ηA(x, ε) dx− 1

k(u)

∫
Ω
uA(x, ε) dx = 0,
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ou seja, (
1

k(u) −
1

k(u+ εη)

)∫
Ω
uA(x, ε) dx = ε

k(u+ εη)

∫
Ω
ηA(x, ε) dx,

ou ainda, (
k(u+ εη)− k(u)

ε

)∫
Ω

u

k(u)A(x, ε) dx =
∫

Ω
ηA(x, ε) dx (4.8)

Como a norma é contínua, temos que ε 7→ l(u+ εη) também é contínua e, então,

u+ εη

k(u+ εη) −
u

k(u) → 0 q.t.p. quando ε→ 0. (4.9)

Afirmação 4.4. Existem h1, h2 ∈ L1(Ω) tais que

|u(x)A(x, ε)| ≤ h1 (4.10)

e
|η(x)A(x, ε)| ≤ h2. (4.11)

De fato,

|η(x)A(x, ε)| =∣∣∣∣η(x)
∫ 1

0
φ

(
u+ εη

k(u+ εη) + t

[
u+ εη

k(u+ εη) −
u

k(u)

]) (
u+ εη

k(u+ εη) + t

[
u+ εη

k(u+ εη) −
u

k(u)

])
dt

∣∣∣∣ .
Observe que segue das desigualdades (1.4) e (1.9) que

φ(t)t2 ≤ φ+Φ(t) ≤ φ+Φ(1) max
{
|t|φ+

, |t|φ−
}

e, então,
φ(t)t ≤ |t|φ+−1 ou φ(t)t ≤ |t|φ−−1.

Vamos supor o primeiro caso, pois o segundo é análogo. Note que

|ηA| ≤ φ+Φ(1)|η|
∫ 1

0

∣∣∣∣ u+ εη

k(u+ εη) + t

(
u+ εη

k(u+ εη) −
u

k(u)

)∣∣∣∣φ+−1

dt

≤ φ+Φ(1)|η|
[
|u|+ |η|

k(u)− k(η) + |u|
k(u)

]
∈ L1(Ω)

pois trocando η por k(u)
2k(u) podemos assumir

k(η) < k(u),
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temos também∣∣∣∣ u+ εη

k(u+ εη) + t

(
u+ εη

k(u+ εη) −
u

k(u)

)∣∣∣∣φ+−1

≤
[
|u|+ |η|

k(u)− k(η) + |u|
k(u)

]
,

pela desigualdade triangular e 0 < ε < 1, e

u, η ∈ W 1,Φ
0 (Ω) ⊂ L∞(Ω),

o que prova nossa afirmação.
Segue de (4.9), (4.10), (4.11) e do Teorema da Convergência Dominada que quando

ε→ 0 ∫
Ω
u(x)A(x, ε) dx→

∫
Ω
φ

(
u

k(u)

)
u2

k(u) dx

e ∫
Ω
η(x)A(x, ε) dx→

∫
Ω
φ

(
u

k(u)

)
u

k(u)η dx

Portanto, fazendo ε→ 0 em (4.8) obtemos

k(u+ εη)− k(u)
ε

→

∫
Ω φ
(

u
‖u‖Φ

)
u
‖u‖Φ

η dx∫
Ω φ
(

u
‖u‖Φ

) ∣∣∣ u
‖u‖Φ

∣∣∣2 dx
. (4.12)

Assim, obtemos a segunda igualdade do lema. A demonstração da primeira desigualdade
é similar.

Sejam u um minimizador de Λ1 e η ∈ W 1,Φ
0 (Ω). Assim,

K(u)
k(u) ≤

K(u+ εη)
k(u+ εη) ,

Logo,
d

dε

K(u+ εη)
k(u+ εη)

∣∣∣
ε=0

= 0,

isto é,
1

K(u)
d

dε
K(u+ εη)

∣∣∣
ε=0

= 1
k(u)

d

dε
k(u+ εη)

∣∣∣
ε=0

.

Portanto, segue do Lema 4.3 que se u é uma função extremal então∫
Ω
φ

(
|∇u|
K(u)

)
∇u
K(u)η dx = Λ1S(u)

∫
Ω
ψ

(
|u|
k(u)

)
u

k(u)η dx

em que

S(u) :=

∫
Ω φ
(
|∇u|
K(u)

) ∣∣∣ ∇uK(u)

∣∣∣2 dx∫
Ω ψ
(
|u|
k(u)

) ∣∣∣ ∇uk(u)

∣∣∣2 dx
.
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Definição 4.5. Dizemos que um número real Λ é um autovalor se existe u ∈ W 1,Φ
0 (Ω)\{0}

tal que∫
Ω
φ

(
|∇u|
K(u)

)
∇u
K(u)η dx = ΛS(u)

∫
Ω
ψ

(
|u|
k(u)

)
u

k(u)η dx, ∀ η ∈ W 1,Φ
0 (Ω).

Neste caso dizemos que u é uma autofunção correspondente ao autovalor Λ.

Observe que tomando η = u obtemos

Λ = K(u)
k(u) ≥ Λ1.

Por isso, Λ1 é chamado primeiro autovalor e a autofunção correspondente é chamada
primeira autofunção.

Proposição 4.6. Existe uma primeira autofunção contínua e estritamente positiva.

Demonstração. A Proposição 4.2 implica que existe uma primeira autofunção não negativa
u ∈ W 1,Φ

0 (Ω). Como φ− > N , o Teorema A.19 implica

W 1,Φ
0 (Ω) ↪→ W 1,φ−

0 (Ω) ↪→ C(Ω)

e, então, u é contínua. Logo, o Princípio do Máximo Forte (Teorema A.21) forte implica
u > 0.

Lema 4.7. Se u ∈ L∞(Ω) então

lim
j→∞
‖u‖Φj = ‖u‖∞.

Demonstração. Considere
M := ‖u‖∞

e
Mj := ‖u‖Φj .

Precisamos mostrar que
lim
j→∞

Mj = M.

Primeiro vamos mostrar que
lim sup
j→∞

Mj ≤M.
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Observe que caso, Mj ≥M , segue da Proposição A.4 e de (1.9) que

1 =
[∫

Ω
Φj

(
u

Mj

)
dx

] 1
φ−
j

≤
[
Φj

(
M

Mj

)
|Ω|
] 1
φ−
j

≤

[
max

{(
M

Mj

)φ−j
,

(
M

Mj

)φ+
j

}
Φ(1)|Ω|

] 1
φ−
j

≤

[(
M

Mj

)φ−j
Φ(1)|Ω|

] 1
φ−
j

= M

Mj

[|Ω|Φ(1)]
1
φ−
j

e, assim, (4.1) implica
lim sup

j
Mj ≤M

Por outro lado, dado ε > 0 existe Aε ⊂ Ω talque

|Aε| > 0

e
u > M − ε em Aε.

Portanto, segue da Proposição A.4 e de (1.9) que para Mj < M − ε

1 =
[∫

Ω
Φj

(
u

Mj

)
dx

] 1
φ−
j

≥
[∫

Aε

Φj

(
u

Mj

)
dx

] 1
φ−
j

≥
[
Φj

(
M − ε
Mj

)
|Aε|

] 1
φ−
j

≥

[
min

{(
M − ε
Mj

)φ−j
,

(
M − ε
Mj

)φ+
j

}
Φj(1)|Aε|

] 1
φ−
j

≥

[(
M − ε
Mj

)φ−j
Φj(1)|Aε|

] 1
φ−
j

= M − ε
Mj

[Φj(1)|Aε|]
1
φ−
j .

Logo, (4.1) implica
lim inf

j
Mj ≥M − ε, ∀ ε > 0
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e, então,
lim inf

j
Mj ≥M.

Observação 4.8. Segue da demonstração do lema anterior para ψj que

‖u‖Ψj ≤ [|Ω|Ψj(1)]
1
ψ−
j ‖u‖∞ se ‖u‖Ψj ≥ ‖u‖∞

e
‖u‖Ψj ≤ [|Ω|Ψj(1)]

1
ψ+
j ‖u‖∞ se ‖u‖Ψj ≤ ‖u‖∞.

Assim,
‖u‖Ψj ≤ αj‖u‖∞,

com

αj :=

 [|Ω|Ψj(1)]
1
ψ−
j se ‖u‖Ψj ≥ ‖u‖∞,

[|Ω|Ψj(1)]
1
ψ+
j se ‖u‖Ψj ≤ ‖u‖∞.

Observe que
lim
j→∞

αj = 1,

pois do mesmo modo que (4.1) obtemos

lim
j→∞

[Ψj(1)]
1
ψ±
j = 1.

Considere
Λl,j := inf

{
‖∇v‖Φl
‖v‖Ψj

; v ∈ W 1,Φl
0 (Ω) \ {0}

}
e

µl := inf
{
‖∇v‖Φl
‖v‖∞

; v ∈ W 1,Φl
0 (Ω) \ {0}

}
.

Proposição 4.9.
lim
j→∞

Λl,j = µl.

Demonstração. Para todo v ∈ W 1,Φl
0 (Ω) \ {0}, segue do Lema 4.7 que

lim sup
j→∞

Λl,j ≤ lim
j→∞

‖∇v‖Φl
‖v‖Ψj

= ‖∇v‖Φl
‖v‖∞

,

o que implica,
lim sup
j→∞

Λl,j ≤ µl.
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Por outro lado, segue da Proposição 4.6, para l, j ∈ N, existe ul,j minimizador de Λl,j,
isto é,

Λl,j = ‖∇v‖Φl
‖v‖Ψj

.

Segue da Observação 4.8 que
‖ul,j‖Ψj ≤ αj‖ul,j‖∞

e, então,
µl
αj
≤ ‖∇ul,j‖Φl
αj‖∇ul,j‖∞

≤ ‖∇ul,j‖Φl
αj‖∇ul,j‖Ψj

= Λl,j.

Fazendo j →∞, obtemos
µl = lim inf

j→∞
Λl,j.

Proposição 4.10. Para l ∈ N fixo, existem jm → ∞ e wl ∈ W 1,Φl
0 (Ω) ∩ C(Ω) tais que

ul,jm → wl em C(Ω) e em W 1,Φl
0 (Ω). Além disso, wl é um minimizador de µl.

Demonstração. Seja ul,j uma função extremal de Λl,j. Dividindo por ‖ul,j‖Ψj se necessário,
podemos considerar ‖ul,j‖Ψj = 1. Assim, a sequência (ul,j)j∈N é limitada em W 1,Φl

0 (Ω) e,
então, existe wl ∈ W 1,Φl

0 (Ω) C(Ω) e jm →∞ tais que ul,jm → wl fraco em W 1,Φl
0 (Ω) e

forte em C(Ω). Assim, a Observação 4.8 e a convergência uniforme implicam

1 = lim
m→∞

‖ul,jm‖Ψjm

≤ lim
m→∞

‖ul,jm‖∞
= ‖wl‖∞

Portanto, segue da Proposição 4.9 que

µl ≤
‖∇wl‖Φl
‖wl‖∞

≤ ‖∇wl‖Φl

≤ lim
m→∞

‖∇ul,jm‖Φl

= lim
m→∞

Λl,jm

= µl

Logo, ‖wl‖∞ = 1 e
µl = ‖∇wl‖Φl = lim

m→∞
‖∇ul,jm‖Φl .

Além disso, segue da última igualdade e da convergência fraca que

ul,jm → wl forte em W 1,Φl
0 (Ω),

pois (1.4) implica que W 1,Φl
0 (Ω) é uniformemente convexo (ver Proposição A.18).
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Defina
Γu := {x ∈ Ω; |u(x)| = ‖u‖∞}.

Teorema 4.11. Seja l ∈ N fixo. Uma função u ∈ W 1,Φl
0 (Ω) \ {0} é extremal de µl se, e

só se, Γu = {x0} para algum x0 ∈ Ω e∫
Ω
φl

(
|∇u|
Kl(u)

)
∇u
Kl(u)∇η dx = µlSl(u) · sgn(u(x0)) η(x0), ∀ η ∈ W 1,Φl

0 (Ω),

em que
Kl(u) := ‖∇u‖Φl

e
Sl(u) :=

∫
Ω
φl

(
|∇u|
Kl(u)

) ∣∣∣∣ ∇uKl(u)

∣∣∣∣2 dx.

Demonstração. Sejam u ∈ W 1,Φl
0 (Ω)\{0} uma função extremal de µl e η ∈ W 1,Φl

0 (Ω) fixo.
Assim,

‖∇u‖Φl
‖u‖∞

= µl ≤
‖∇u+ ε∇η‖Φl
‖u+ εη‖∞

, ∀ ε > 0. (4.13)

Além disso, segue de [2, Lema 4.4] que

lim
ε→0+

‖u+ εη‖∞ − ‖u‖∞
ε

= max {sgn(u(x))η(x);x ∈ Γu} (4.14)

Daí, temos de (4.3)

0 ≤ lim
ε→0+

‖∇u+ ε∇η‖Φl
‖u+ εη‖∞

− ‖∇u‖Φl
‖u‖∞

= lim
ε→0+

‖∇u+ ε∇η‖Φl
‖u+ εη‖∞

− ‖∇u‖Φl
‖u+ εη‖∞

+ ‖∇u‖Φl
‖u+ εη‖∞

− ‖∇u‖Φl
‖u‖∞

= 1
‖u‖∞

(
1

Sl(u)

∫
Ω φl

(
|∇u|
Kl(u)

)
∇u
Kl(u)∇η dx−

‖∇u‖Φl
‖u‖∞ max {sgn(u(x))η(x);x ∈ Γu}

)

Logo, ∫
Ω
φl

(
|∇u|
Kl(u)

)
∇u
Kl(u)∇η dx ≥ µlSl(u) max {sgn(u(x))η(x);x ∈ Γu} .

Trocando η por −η, obtemos∫
Ω
φl

(
|∇u|
Kl(u)

)
∇u
Kl(u)∇η dx ≤ µlSl(u) min {sgn(u(x))η(x);x ∈ Γu} .

Como
min {sgn(u(x))η(x);x ∈ Γu} ≤ max {sgn(u(x))η(x);x ∈ Γu} ,
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segue das duas desigualdades anteriores que

min {sgn(u(x))η(x);x ∈ Γu} =
∫

Ω
φl

(
|∇u|
Kl(u)

)
∇u
Kl(u)∇η dx

= µlSl(u) max {sgn(u(x))η(x);x ∈ Γu} .

Como η é arbitrário, Γu = {x0} para algum x0 ∈ Ω.
Reciprocamente, se u ∈ W 1,Φl

0 (Ω) \ {0} é tal que Γu = {x0} para algum x0 ∈ Ω e∫
Ω
φl

(
|∇u|
Kl(u)

)
∇u
Kl(u)∇η dx = µlSl(u) · sgn(u(x0)) η(x0), ∀ η ∈ W 1,Φl

0 (Ω)

então para η = u obtemos∫
Ω
φl

(
|∇u|
Kl(u)

)
∇u
Kl(u)∇u dx = µlSl(u) · sgn(u(x0)) u(x0)

= µlSl(u)‖u‖∞

o que implica
µl = ‖∇u‖Φl

‖u‖∞
.

Corolário 4.12. Uma função extremal de µl não muda de sinal em Ω.

Demonstração. Seja u ∈ W 1,Φl
0 (Ω) \ {0} uma função extremal de µl. Assim, |u| também

é extremal e, então, segue do teorema anterior que existe x0 ∈ Ω tal que Γu = {x0} e∫
Ω
φl

(
|∇u|
Kl(u)

)
∇u
Kl(u)∇u dx = µlSl(u) · ‖u‖∞ ≥ 0.

Portanto, segue do Princípio do Máximo Forte (Teorema A.21) que |u| > 0.

Para cada l ∈ N, seja wl uma função extremal de µl positiva tal que

‖wl‖∞ = 1

e
wl > 0 em Ω.

Assim,
Kl(wl) = ‖wl‖Φl = µl ≤

‖∇v‖Φl
‖v‖∞

∀ v ∈ W 1,Φl
0 (Ω) \ {0}.

Segue do Teorema 4.11 que∫
Ω
φl

(
|∇wl|
Kl(wl)

)
∇wl
Kl(wl)

∇η dx = µlSl(wl) · sgn(wl(x0)) η(x0), ∀ η ∈ W 1,Φl
0 (Ω),
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isto é,
−∆Φl

(
wl

Kl(wl)

)
= µlSl(wl)δxl0 ,

em que xl0 é o único ponto de máximo de wl e δxl0 é a função delta de Dirac em xl0.
Defina

Λ∞ := inf
{
‖∇v‖∞
‖v‖∞

; v ∈ W 1,∞
0 (Ω) \ {0}

}
.

Lema 4.13. Sejam l,m ∈ N. Para todo ε > 0 existem constantes am, bl,ε > 0 tais que

‖u‖Φm ≤ am (bl,ε‖u‖Φl + ε) , ∀ u ∈ W 1,Φl
0 (Ω), (4.15)

lim
m→∞

am = 1 (4.16)

e
lim
l→∞

bl,ε = 1. (4.17)

Demonstração. Segue da demonstração do Lema 4.7 que

‖u‖Φm ≤ [Φm(1)|Ω|]
1
φ−m ‖u‖∞ se ‖u‖∞ ≤ ‖u‖Φm .

Logo,
‖u‖Φm ≤ max

{
1, [Φ(1)|Ω|]

1
φ−m

}
‖u‖∞

e, então, para
am := max

{
1, [Φ(1)|Ω|]

1
φ−m

}
temos

‖u‖Φm ≤ am‖u‖∞. (4.18)

Alem disso, segue da demonstração do Lema 4.7 que

(‖u‖∞ − ε) [Φ(1)|Aε|]
1
φ−m ≤ ‖u‖Φl se ‖u‖Φl < ‖u‖∞ − ε

e, então,
‖u‖∞ ≤

‖u‖Φl

[Φ(1)|Aε|]
1
φ−m

+ ε se ‖u‖Φl < ‖u‖∞ − ε

Logo,
‖u‖∞ ≤ bl,ε‖u‖Φl + ε (4.19)

para

bl,ε := max

1, 1

[Φ(1)|Aε|]
1
φ−m
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Segue de (4.18) e (4.19) que

‖u‖Φm ≤ am (bl,ε‖u‖Φl + ε) .

Além disso, (4.1) implica (4.16) e (4.17).

Proposição 4.14. Existe uma subsequência de (wl)l∈N que converge forte em C(Ω) a
uma função w∞ ∈ W 1,∞

0 (Ω) \ {0} tal que

lim
l→∞

µl = Λ∞ = ‖∇w∞‖∞

e
0 ≤ w∞(x) ≤ d(x)

‖d‖∞
, x ∈ Ω q.t.p.

em que d denota a função distância da fronteira ∂Ω, definida por

d(x) := inf
y∈∂Ω
|x− y|, x ∈ Ω.

Demonstração. Um fato bem conhecido (ver [9]) é que

Λ∞ = ‖∇d‖∞
‖d‖∞

= 1
‖d‖∞

. (4.20)

Como d ∈ W 1,∞
0 (Ω) ⊂ W 1,Φl

0 (Ω) e, então,

‖∇wl‖Φl = µl ≤
‖∇d‖Φl
‖d‖∞

(4.21)

Assim, o Lema 4.7 e (4.20) implicam

lim sup
l→∞

µl ≤ lim sup
l→∞

‖∇d‖Φl
‖d‖∞

= ‖∇d‖∞
‖d‖∞

= Λ∞

e portanto
lim sup
l→∞

µl ≤ Λ∞. (4.22)

Por outro lado, existe uma subsequência (µln)n∈N tal que

lim
n→∞

µln = lim inf
l→∞

µl. (4.23)
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Sejam ε > 0 e m ∈ N. Pelo Lema 4.13, (4.17) e (4.21), temos

lim sup
n→∞

‖∇wln‖Φm ≤ lim sup
n→∞

am
(
bln,ε‖∇wln‖Φln + ε

)
≤ lim sup

n→∞
am
(
‖∇wln‖Φln + ε

)
≤ am(Λ∞ + ε).

Logo, passando a subsequência, existe w∞ ∈ W 1,Φm
0 (Ω) tal que

wln ⇀ w∞ em W 1,Φm
0 (Ω)

e
wln → w∞ uniformemente em Ω

A convergência uniforme implica ‖w∞‖∞ = 1, pois

‖wln‖∞ = 1, ∀ n.

A convergência fraca implica

‖∇w∞‖Φm ≤ lim inf
n→∞

‖∇wln‖Φm . (4.24)

Além disso, pelo Lema 4.13, (4.17) e (4.23), temos

lim inf
n→∞

‖∇wln‖Φm ≤ lim inf
n→∞

am
(
bln,ε‖∇wln‖Φln + ε

)
= am lim inf

l→∞
µl + ε.

Logo, (4.24) implica
‖∇w∞‖Φm ≤ am lim inf

l→∞
µl + ε.

Como essa desigualdade vale para todo ε > 0,

‖∇w∞‖Φm ≤ am lim inf
l→∞

µl. (4.25)

Logo,
w∞ ∈ W 1,Φm

0 (Ω) ↪→ W 1,φ−m
0 (Ω), ∀ m

e, então,
w∞ ∈ W 1,∞

0 (Ω)
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Assim, do Lema 4.7, (4.25) e (4.22), obtemos

Λ∞ ≤ ‖∇w∞‖∞
= lim

m→∞
‖∇w∞‖Φm

≤ lim inf
l→∞

µl

≤ lim sup
l→∞

µl

≤ Λ∞.

Portanto,
Λ∞ = ‖∇w∞‖∞ = lim

l→∞
µl.

Assim, segue de (4.20) que a melhor constante de Lipschitz de w∞ é

‖∇w∞‖∞ = Λ∞ = 1
‖d‖∞

,

o que implica

‖d‖∞ |w∞(x)− w∞(y)| ≤ |x− y|, q.t.p. x, y ∈ Ω.

Como w∞ ≡ 0 em ∂Ω, dados x ∈ Ω e y ∈ ∂Ω, temos

‖d‖∞ w∞(x) ≤ inf
y∈∂Ω
|x− y| = d(x),

e, então,
w∞(x) ≤ d(x)

‖d‖∞
q.t.p. x ∈ Ω.

Corolário 4.15. Existe x? ∈ Ω tal que

w∞(x?) = ‖w∞‖∞ = 1 e d(x?) = ‖d‖∞.

Demonstração. Seja wln uma sequência dada pela Proposição 4.14 convergindo uniforme-
mente a w∞. Pelo Teorema 4.11, para cada minimizador wln existe um único xln0 ∈ Ω tal
que

wln(xln) = ‖wln‖∞ = 1.

Como Ω é limitado, passando a subsequência,

xln0 → x?.
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Assim,
w∞(x?) = ‖w∞‖∞ = 1.

Logo, se x? ∈ ∂Ω então teríamos w∞ ≡ 0. Portanto, x? ∈ Ω. Daí, segue da Proposição
4.14 que

1 = w∞(x?) ≤
d(x?)
‖d‖∞

≤ 1,

o que implica
d(x?) = ‖d‖∞.

Definimos solução de viscosidade para o operador ∞-Laplaciano.

Definição 4.16. 1. Uma função semicontínua superiormente u : Ω→ R é subsolução
de viscosidade de  ∆∞

(
u

‖∇u‖∞

)
= 0 em D := Ω \ {x?},

u
‖u‖∞ = d sobre ∂D = Ω ∪ {x?}.

(P∞)

se u

‖u‖∞

∣∣∣
∂Ω
≤ d em ∂D e para todo x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) tais que u(x0) = ϕ(x0) e

u < ϕ em B(x0, r) \ {x0}

para algum r > 0, vale
−∆∞ϕ(x0) ≤ 0.

2. Uma função semicontínua inferiormente u : Ω→ R é supersolução de viscosidade de
(P∞) se

u

‖u‖∞

∣∣∣
∂Ω
≥ d em ∂D e para todo x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) tais que u(x0) = ϕ(x0)

e
u > Ψ em B(x0, r) \ {x0}

para algum r > 0, vale
−∆∞ϕ(x0) ≥ 0.

3. Uma função contínua u : Ω → R é solução de viscosidade de (P∞) se u é sub e
supersolução de viscosidade de (P∞).

Teorema 4.17. A função w∞ é uma solução de viscosidade de (P∞).

Demonstração. Precisamos mostrar que w∞ é solução de viscosidade de{
∆∞

(
u

Λ∞

)
= 0 em D := Ω \ {0},

u
Λ∞ = d sobre ∂D = ∂Ω ∪ {x?},
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pois ‖w∞‖∞ = Λ∞. Primeiro vamos mostrar que w∞ é supersolução de viscosidade.
Sejam x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) tais que u(x0) = ϕ(x0) e

u > ϕ em B(x0, r) \ {x0}

para algum r > 0. Precisamos mostrar que

−∆∞ϕ(x0) ≥ 0.

Como a desigualdade desejada vale para ∇ϕ(x0) = 0, podemos assumir que ∇ϕ(x0) 6= 0.
Assim, existe ε > 0 tal que Bε(x0) ⊂ D e

∇ϕ(x) 6= 0, ∀ x ∈ Bε(x0).

Portanto,
∇ϕ(xln) 6= 0

a partir de um certo índice n. Por [19, Teorema 4.5], a convergência uniforme de wln a
w∞ implica que existe uma subsequência {xln} ⊂ Ω tal que xln → x0 e wln − ϕ tem um
mínimo em xln . Logo, segue do Lema 3.11 que

−∆Φln
ϕ

K(u) ≥ 0,

isto é,
−φn(|∇ϕ(xln)|)∆ϕ(xln)− φ′n(|∇ϕ(xln)|)

|∇ϕ(xln)| ∆∞ϕ(xln) ≥ 0.

Multiplicando a desigualdade por |∇ϕ(xln )|
φ′n(|∇ϕ(xln )|) e usando que φln é crescente, obtemos

−φn(|∇ϕ(xln)|) |∇ϕ(xln)|
φ′n(|∇ϕ(xln)|)∆ϕ(xln)−∆∞ϕ(xln) ≥ 0.

Fazendo n→∞ segue de (1.1), (1.3) e (2.2) que

lim
n→∞

tφn(t)
φ′n(t) = 0, ∀ t > 0

Logo,
−∆∞ϕ(x0) ≥ 0.

Observação 4.18. Por homogeneidade (4.2) equivale a

Λ1 = inf
{
‖∇u‖Φ : u ∈ W 1,Φ

0 (Ω) \ {0}, ‖u‖Ψ = 1
}
.
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Segue da Proposição A.4 que

Λ1 = inf
{
‖∇u‖Φ : u ∈ W 1,Φ

0 (Ω) \ {0},
∫

Ω
Ψ(|u|) dx = 1

}
.
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Apêndice A

Espaços de Orlicz

Vamos agora introduzir os espaços de Orlicz-SobolevW 1,Φ(Ω) com as notações e resultados
usados neste texto, para um domínio suave e limitado Ω. Tratamos inicialmente de
alguns conceitos preliminares para o entendimento destes espaços. Fazemos também uma
revisão das propriedades básicas dos espaços de Orlicz e Orlicz-Sobolev. Por fim, trazemos
uma breve revisão do operador Φ-Laplaciano, com ênfase para os resultados usados neste
trabalho. Como refêrencia citamos [1], [17], [20], [22] e [23].

Definição A.1. Uma função Φ : R→ [0,+∞) é chamada N -função (ou função de Orlicz)
se:

i) Φ é convexa e contínua,
ii) Φ(0) = 0 e

Φ(t) > 0, ∀ t > 0,

iii) Φ(t)
t
→ 0, quando t→ 0,

iv) Φ(t)
t
→ +∞, quando t→∞,

v) Φ é par.

Exemplo A.2. Exemplos de N -funções:

1. Φ(t) = |t|p, p > 1;

2. Φ(t) = |t|p + |t|q, p, q > 1;

3. Φ(t) = |t|p ln(1 + |t|), p > 1.

Lema A.3. Toda N-função é da forma

Φ(t) =
∫ |t|

0
ϕ(s) ds,

com ϕ : [0,∞)→ [0,∞) satisfazendo as seguintes propriedades:
i) ϕ é contínua e não decrescente;

77
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ii) ϕ(s) = 0 se, e só se, s = 0;
iii) ϕ(s)→ +∞ quando s→ +∞;
iv) ϕ(s) > 0, ∀ s > 0.

Para Ω ⊂ RN e uma N -função Φ, o espaço de Orlicz LΦ(Ω) é definido como o espaço
das funções mensuráveis u : Ω→ R tais que para algum λ > 0∫

Ω
Φ
(
|u(x)|
λ

)
dx <∞.

Munido com a norma de Luxemburgo

‖u‖Φ := inf
{
λ > 0 :

∫
Ω

Φ
(
u(x)
λ

)
dx ≤ 1

}
esse é um espaço de Banach.

Observe para Φ de (i) do Exemplo A.2 temos o espaço Lp(Ω) com a norma

‖u‖p =
(∫

Ω
|u|p dx

) 1
p

,

pois ∫
Ω

∣∣∣u
λ

∣∣∣p dx ≤ 1 ⇔ λ ≥ ‖u‖p.

Proposição A.4. Para u : Ω→ R e λ > 0∫
Ω

Φ
(
u(x)
λ

)
dx = 1

se, e só se, λ = ‖u‖Φ.

Definição A.5. Uma N -função Φ satisfaz a condição ∆2 se existe k > 0 e t0 ≥ 0 tais que

Φ(2t) ≤ kΦ(t), ∀ t ≥ 0.

Definição A.6. A conjugada de Φ é a função Φ̃ : R→ R dada por

Φ̃(t) = sup
s≥0

(st− Φ(s)).

Se Φ é uma N -função então Φ̃ também é uma N -função. Além disso, para Φ como no
Lema A.3,

Φ̃(t) =
∫ t

0
ψ(s) ds

com
ψ(s) = sup

ϕ(t)≤s
t.
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A condição (5) implica que Φ e Φ̃ satisfazem ∆2.

Proposição A.7. Para uma ϕ como no Lema A.3, Φ satisfaz a condição ∆2 se, e só se,
existem a > 0 e t0 ≥ 0 tais que

tϕ(t)
Φ(t) ≤ a, ∀ t ≥ t0.

Nesse texto usamos ϕ(t) = φ(t)t e de (4) obtemos (5). Logo, a proposição anterior
implica que a N -função usada satisfaz a condição ∆2.

Proposição A.8. Se Φ satisfaz ∆2 então:

1. Existem a, b > 0 tais que
Φ(t) ≤ atb,

para t suficientemente grande;

2. Uma sequência un converge para u em LΦ(Ω) se, e só se,∫
Ω

Φ(un − u) dx→ 0.

Proposição A.9 (Desigualdade de Holder). Se u ∈ LΦ(Ω) e v ∈ LΦ̃(Ω) então u, v ∈
L1(Ω) e ∫

Ω
|uv| dx ≤ 2‖u‖Φ ‖v‖Φ̃.

Para ϕ(t) = |t|p−2t temos Φ(t) = 1
p
|t|p,

ψ(s) = sup
|t|p−2t≤s

t = s
1
p−1

e, então,

Φ̃(t) =
∫ t

0
s

1
p−1 ds = p− 1

p
t

p
p−1 = 1

p′
|t|p′

com 1
p

+ 1
p′

= 1. Observe que a desigualdade de Hölder é mais fraca nos espaços de Orlicz
se comparada com com a desigualdade∫

Ω
|uv| dx ≤ ‖u‖p‖v‖p′

dos espaços Lp(Ω).

Proposição A.10. Uma N-função Φ satisfaz a condição ∆2 se, e só se, o espaço LΦ(Ω)
é separável. Mais ainda, Φ e Φ̃ satisfazem a condição ∆2 se, e só se, LΦ(Ω) é reflexivo.
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O espaço de Orlicz-Sobolev é definido como

W 1,Φ(Ω) =

 u ∈ LΦ(Ω) ; ∃f1, . . . , fN ∈ LΦ(Ω),
∫

Ω
u
∂ψ

∂xi
dx = −

∫
Ω
fiψ dx,

∀ψ ∈ C∞0 (Ω), i ∈ {1, . . . , N}

 .

As funções uxi = fi são as chamadas derivadas fracas e ∇u = (ux1 , ..., uxN ) é o gradiente
de u. O espaço de Orlicz-Sobolev é um espaço de Banach com a norma

‖u‖1,Φ = ‖u‖Φ + ‖∇‖Φ.

Proposição A.11. O espaço W 1,Φ(Ω) é um espaço de Banach. Se Φ satisfaz ∆2 então
W 1,Φ(Ω) é separável. Se Φ e Φ̃ satisfazem ∆2 então W 1,Φ(Ω) é reflexivo.

Consideremos Φ e Ψ duas N -funções.

Definição A.12. 1. Dizemos que Φ domina Ψ se existem α > 0 e t0 ≥ 0 tais que

Ψ(t) ≤ αΦ(t), ∀ t ≥ t0.

Nesse caso, escrevemos Ψ ≺ Φ.

2. Dizemos que Ψ cresce estritamente mais lento que Φ se para todo k > 0

lim
t→+∞

Ψ(kt)
Φ(t) = 0.

Nesse caso, escrevemos Ψ ≺≺ Φ.

Proposição A.13. Seja Φ uma N-função tal que∫ 1

0

Φ−1(s)
s1+ 1

N

ds <∞,
∫ +∞

1

Φ−1(s)
s1+ 1

N

ds = +∞. (A.1)

A função Φ∗ : [0,∞)→ [0,∞), definida a partir de sua inversa,

Φ−1
∗ (t) =

∫ t

1

Φ−1(s)
s1+ 1

N

ds

e estendida para R de forma par é uma N-função.

Para Φ(t) = 1
p
|t|p as hipóteses da proposição acima são satisfeitas para 1 ≤ p < N e,

nesse caso, temos
Φ∗(t) = (p∗)1−p∗p−

p∗
p

1
p∗
|t|p∗ .

O espaço W 1,Φ
0 (Ω) é definido como o fecho de C∞0 (Ω) em W 1,Φ(Ω).
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Proposição A.14 (Desigualdade de Poincaré). Existe uma constante K > 0 tal que

‖u‖Φ ≤ K‖∇u‖Φ, ∀ u ∈ W 1,Φ
0 (Ω).

Essa desigualdade implica que ‖u‖1,Φ e ‖∇u‖Φ são normas equivalentes em W 1,Φ
0 (Ω).

Por isso, é comum usar a norma ‖∇u‖Φ em W 1,Φ
0 (Ω).

Como W 1,Φ
0 (Ω) é um subespaço fechado de W 1,Φ(Ω), segue da Proposição A.11 que

W 1,Φ
0 (Ω) é um espaço de Banach. Temos também que se Φ satisfaz a condição ∆2 então

W 1,Φ
0 (Ω) é separável. Além disso, se Φ e Φ̃ satisfazem a condição ∆2 então W 1,Φ

0 (Ω) é
reflexivo.

Teorema A.15. Seja Φ uma N-função satisfazendo (A.1). A imersão W 1,Φ(Ω) ↪→
LΦ∗(Ω) é contínua. Se Ψ ≺≺ Φ∗ então a imersão W 1,Φ(Ω) LΨ(Ω) é compacta.

Em particular, W 1,Φ(Ω) LΦ(Ω), pois Φ ≺≺ Φ∗.
Observamos que substituindo W 1,Φ(Ω) por W 1,Φ

0 (Ω), o teorema acima pode ser esten-
dido para o caso em que Ω não é limitado.

Em [18, Lema 1.1] temos o

Lema A.16. Suponha

Φ(t) =
∫ t

0
φ(s)s ds (A.2)

e

a− − 1 ≤

(
φ(t)t

)′
φ(t) ≤ a+ − 1, ∀ t > 0 (A.3)

para a−, a+ > 1 constantes. Então

Φ(t) ≤ φ(t)t2

e
1 < a− ≤ t2φ(t)

Φ(t) ≤ a+, ∀ t > 0 (A.4)

Demonstração. Note que a segunda desigualdade implica a primeira. Observe também
que

(a+ − 1)Φ(t) =
∫ t

0
(a+ − 1)φ(s)s ds

≥
∫ t

0

(
φ(s)s

)′
s ds por (A.3)

= φ(t)t2 −
∫ t

0
φ(s)s ds usando integração por partes

= φ(t)t2 − Φ(t),

o que implica
t2φ(t)
Φ(t) ≤ a+.
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Por outro lado,

(a− − 1)Φ(t) =
∫ t

0
(a− − 1)φ(s)s ds

≤
∫ t

0

(
φ(s)s

)′
s ds por (A.3)

= φ(t)t2 −
∫ t

0
φ(s)s ds usando integração por partes

= φ(t)t2 − Φ(t)

e, então,
a− ≤ t2φ(t)

Φ(t) .

Note que (
φ(t)t

)′
= φ(t) + φ(t)t

implica (
φ(t)t

)′
φ(t) = 1 + tφ′(t)

φ(t) ,

e, então, segue de (A.3) que

a− − 1 ≤ 1 + tφ′(t)
φ(t) ≤ a+ − 1

Teorema A.17. Seja Φ dada por (A.2) e suponha (A.4), ou seja,

1 < φ− := inf
t>0

t2φ(t)
Φ(t) ≤ sup

t>0

t2φ(t)
Φ(t) := φ+ <∞. (A.5)

Para as constantes φ− e φ+ definidas acima vale

Φ(s) min
{
tφ
−
, tφ

+
}
≤ Φ(st) ≤ Φ(s) max

{
tφ
−
, tφ

+
}

(A.6)

e
min

{
‖u‖φ

−

Φ , ‖u‖φ
+

Φ

}
≤
∫

Ω
Φ(u) dx ≤ max

{
‖u‖φ

−

Φ , ‖u‖φ
+

Φ

}
. (A.7)

O Teorema 2, página 297, junto com o Corolário 4, página 26, em [22] e o Teorema 2,
página 65 , em [20] mostram que

Proposição A.18. Suponha que a N-função Φ satisfaça uma das seguintes condições:

1. Φ e Φ∗ satisfazem a condição ∆2;

2. Φ é dada por (A.2) e satisfaz (A.5);
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3. Φ é estritamente convexa e satisfaz ∆2;

O espaço de Orlicz LΦ(Ω) é uniformemente convexo.

Teorema A.19. As seguintes imersões são contínuas

W 1,φ+

0 (Ω) ↪→ W 1,Φ
0 (Ω) ↪→ W 1,φ−

0 (Ω).

Demonstração. Seja v ∈ W 1,Φ
0 (Ω) e considere u = v

‖∇v‖Φ
. Assim,

∫
|∇u|>1

|∇u|φ− dx ≤ 1
Φ(1)

∫
|∇u|>1

Φ(|∇u|) dx, por (A.6)

≤ 1
Φ(1)

∫
Ω

Φ(|∇u|) dx,

≤ 1
Φ(1)‖∇u‖

φ+

Φ por (A.7)

= 1
Φ(1) pois ‖∇u‖Φ = 1.

Assim,
‖∇v‖φ

−

φ−

‖∇v‖φ−Φ
= ‖∇u‖φ

−

φ−

=
∫
|∇u|>1

|∇u|φ− dx+
∫
|∇u|≤1

|∇u|φ− dx

≤ 1
Φ(1) + |Ω|

e, então,
‖∇v‖φ− ≤ C−Φ ‖∇v‖Φ

onde

C−Φ =
(

1
Φ(1) + |Ω|

) 1
φ−

.

Além disso, para v ∈ W 1,Φ
0 (Ω) e u = v

‖∇v‖φ+
, se ‖∇u‖Φ > 1 então

‖∇u‖φ
−

Φ ≤
∫

Ω
Φ(|∇u|) dx por (A.7)

=
∫
|∇u|>1

Φ(|∇u|) dx+
∫
|∇u|≤1

Φ(|∇u|) dx

≤ Φ(1)
∫
|∇u|>1

|∇u|φ+
dx+ Φ(1)|Ω| por (A.6)

≤ Φ(1)(1 + |Ω|) pois ‖u‖φ+ = 1

e, então,
‖∇u‖Φ ≤ max

{
(Φ(1)(1 + |Ω|))

1
φ− , 1

}
,
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ou seja,
‖∇v‖Φ ≤ C+

Φ ‖∇v‖φ+

onde
C+

Φ = max
{

(Φ(1)(1 + |Ω|))
1
φ− , 1

}
.

Observe que segue da demonstração acima que as seguintes imersões são contínuas

Lφ
+(Ω) ↪→ LΦ(Ω) ↪→ Lφ

−(Ω).

Portanto, para p ≥ φ+ e 1 ≤ q ≤ φ− vale

Lp(Ω) ↪→ LΦ(Ω) ↪→ Lq(Ω).

Para Φ dada por (A.2), o operador Φ-Laplaciano é definido em W 1,Φ
0 (Ω) por

∆Φu := div (φ(|∇u|∇u)) (A.8)

e
−∆Φu = f (A.9)

equivale a ∫
Ω
φ(|∇u|)∇u∇v dx =

∫
Ω
fv dx, ∀ v ∈ W 1,Φ

0 (Ω).

Proposição A.20 (Lema 4.1.18, [24]). Sejam Φ como em (A.2) satisfazendo (A.3) e
I : W 1,Φ

0 (Ω)→ R definido por

I(u) =
∫

Ω
Φ(|∇u|) dx.

1. O funcional I é de classe C1 e

〈I ′(u), v〉 =
∫

Ω
φ(|∇u|)∇u∇v dx, ∀ v ∈ W 1,Φ

0 (Ω).

2. I é fracamente semicontínuo inferiormente, ou seja, se un ⇀ u em W 1,Φ
0 (Ω) então

lim inf
n→∞

I(un) ≤ I(u).

3. I ′ é estritamente monótona, isto é,

〈I ′(u)− I ′(v), u− v〉 > 0, ∀ u, v ∈ W 1,Φ
0 (Ω).
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4. I ′ satisfaz a condição (S+), ou seja, se un ⇀ u em W 1,Φ
0 (Ω) e

lim sup
n→∞

〈I ′(un), un − u〉 ≤ 0

então un → u em W 1,Φ
0 (Ω).

Em [13, Lema3.4] temos o Princípio do Máximo Forte.

Teorema A.21 (Princípio do Máximo Forte). Se f ∈ L∞(Ω), f ≥ 0 e f 6= 0 então a
solução u ∈ W 1,Φ

0 (Ω) de (A.9) é positiva em Ω.

Em [13, Lema3.4] temos também o Princípio da Comparação Forte.

Teorema A.22 (Princípio da Comparação Forte). Se hi ∈ L∞(Ω), i = 1, 2, e ui ∈
W 1,Φ

0 (Ω) uma solução de {
−∆Φu = hi em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω.

Se 0 ≤ h1 ≤ h2 e o conjunto

C := {x ∈ Ω;h1(x) = h2(x)}

tem interior vazio, então
0 ≤ u1 < u2 em Ω

e
∂u2

∂ν
<
∂u1

∂ν
≤ 0 sobre ∂Ω.

Teorema A.23 (Teorema do ponto fixo de Schaefer). Sejam X um espaço de Banach
real e A : X → X uma aplicação contínua e compacta. Suponha que conjunto

{u ∈ X;u = λA(u), para algum 0 ≤ λ ≤ 1}

seja limitado. Então A possui um ponto fixo.
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