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Resumo

Foram construidas solugoes locais de Riemann para sistemas quadraticos de duas leis de
conservacao, no contexto geométrico da variedade de ondas. E sabido que caracteristica
C, sbnica S’ e sOnica S sao as fronteiras de choques admissiveis. Na primeira parte
deste trabalho, fazemos um estudo completo da intersecao das curvas de Hugoniot com a
superficie sonica S. Na segunda parte, decompomos a variedade de ondas em regices de
admissibilidade com apenas choques locais e regioes de admissibilidade com choques locais
e nao-locais. Importante para este estudo foi a introducao de um sistema de coordenadas
em que as curvas de Hugoniot sdo retas, o que simplifica bastante a caracterizacao dos

bordos das regides admissiveis.

Palavras-chave: sistemas quadraticos de leis de conservacao; variedade de ondas; super-

ficies sonicas, superficie caracteristica; choques admissiveis; curvas de Hugoniot.



Abstract

Local Riemann solutions for quadratic systems of two conservation laws, in the geometric
context of the wave manifold, were constructed. It is well known that characteristic C,
sonic S’ and sonic S are the boundaries of admissible shocks. In the first part of this work,
we do a complete study on how Hugoniot curves intersect the sonic S surface. In second
part, we decompose the wave manifold into regions of admissibility of only local shocks
and regions of admissibility of both local and non-local shocks. Important for this study
was the introduction of a system of coordinates in which Hugoniot curves are straight

lines, which is greatly simplify the characterization of the boundaries of admissible regions.

Keywords: quadratic systems of conservation laws; wave manifold; sonic surfaces; charac-

teristic surface; admissibles shocks; Hugoniot curves.
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1 Introducao

Consideraremos um sistema de duas leis de conservacao
oW + 0, FW) =0, W=W(x,t) € Q, (1.1)

onde 0 C R? é um conjunto aberto e F : Q — R? é uma aplicacio suave. O problema de

valor inicial para (1.1) com dados iniciais

W_ se x <0,

(1.2)
W, se x>0,

W(z,0) = {
¢ denominado problema de Riemann, em analogia com os experimentos de tubo de choque

analisados por Riemann em 1858.

Sistemas de leis de conservacao com dados iniciais de Riemann surgem naturalmente
no estudo de fluxo de gas em dutos, vibracao de barras elasticas ou cordas e extracao de
petréleo, entre outros. A teoria classica resolve satisfatoriamente problemas de dindmicas
de gases porém, nao se mostra adequada, por exemplo, quando aplicada nas solucoes de

problemas de elasticidade e de fluxo multifasico.

O enfoque cléassico para resolver os problemas locais de Riemann foi amplamente
estudado por varios autores [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9], que identificam classes de leis de

conservacao para os quais os problemas globais de Riemann podem ser resolvidos.

A condi¢ao de Rankine-Hugoniot incorpora o principio de conservacao fisica aplicado
a uma solucao descontinua. Uma descontinuidade de salto em cada instante é caracterizada
por sua velocidade de propagacao o e pelos estados W_ e W, ; as leis de conservagao

exigem que essas quantidades satisfacam a condi¢ao de Rankine-Hugoniot
—o[Wy —W_|+FW,)—-F(W_)=0. (1.3)

A tripla (W_, W, o) satisfazendo (1.3) s@o de trés tipos:

1. solugdes com W_ # W, representando ondas de choque;

2. limites |W, — W_| — 0, de solugoes de ondas de choques, que representam ondas

de rarefacdo; para essas solugoes, o é um autovalor do Jacobiano DF (W) com
W=W,=W_e

3. solucoes constantes com W, = W_.

Determinar se uma onda de choque é fisicamente admissivel é dificil, e critérios

simples sao uteis na resolugao de problemas de Riemann. Um desses critérios é o critério
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de Lax. Uma onda de choque é denominada um choque de Lax da ¢-ésima familia se

AWy < o < MWL),

(1.4)
)\ifl(W,> < o < )\i+1(W+),

O critério de Lax garante a existéncia e estabilidade de solugdes de Riemann em
sistemas de leis de conservagao estritamente hiperbdlicos (autovalores da derivada da
fungao de fluxo reais e distintos) apenas localmente. O principal obstéculo para se obter
solucgoes globais com esse critério esta no fato de que as curvas de choque nao folheiam o

espago de estados.

As dificuldades da teoria classica para tratar problemas de Riemann nao lineares
aparecem quando se considera sistemas de leis de conservagao nao estritamente hiperbdlicos.
Em [10], Schaeffer e Shearer consideram um sistema de duas leis de conservagdo com
fungoes de fluxo quadraticas nao estritamente hiperbdlico com um ponto umbilico isolado.
Mesmo nesse caso mais simples a teoria classica nao foi suficiente para descrever a solucao

na vizinhanga do ponto umbilico.

Em [11] é introduzido um referencial que unifica o tratamento de todas as ondas
fundamentais que aparecem em solugoes de problemas de Riemann para sistemas gerais de
n leis de conservacao. Esse novo referencial geométrico, denominado variedade de ondas,
é uma variedade de dimensao n + 1 que contém naturalmente as ondas de rarefacgao,
ondas de choque e ondas compostas choque-rarefagdes. A variedade de ondas contém trés
subvariedades de dimensao n importantes que sao interpretadas como fronteiras de regioes
de admissibilidade de ondas de choque: a caracteristica, folheada pelas curvas de rarefacao;

e as duas sonicas que sao folheadas pelas ondas compostas.

A primeira abordagem topolégica de sistemas de leis de conservagao (1.1) com
dados iniciais (1.2), foi feita por Palmeira em [12] considerando sistemas de duas leis
de conservacio com fungoes de fluxo quadréticas F(u,v) = (f(u,v), g(u,v))?, obtidas
acrescentando-se termos lineares as fungoes de fluxo de [10] com a condigao de que as novas
fungoes nao sejam o gradiente de uma fungao ctbica (caso do ponto umbilico isolado).

Como a seguir:

{ flu,v) = (bl+1)“—;+%+a1u+agv, (1.5)

glu,v) = uv— bg% + azu + ayv,

onde (u,v) sdo estados em €, by, by, a1, as, as, ay sdo constantes, b3 — 4(b; — 1) # 0,
bi(by £1) #£0eb3+4/(by +1) # 0. Com o acréscimo dos termos lineares o ponto umbilico
dé lugar a uma regiao elitica onde DF tem autovalores complexos. Palmeira constréi
uma superficie em R? chamada superficie caracteristica, que é o ambiente natural para
as rarefagoes. Mostra ainda que as configuracoes obtidas sao estruturalmente estaveis
na topologia C3 de Whitney. As curvas de rarefacdo da superficie caracteristica foram

projetadas no espaco de estados recobrando as curvas de rarefagao classicas.
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A configuragao das curvas de Hugoniot para sistemas quadraticos de duas leis
de conservagao foi obtida em [13]. Neste trabalho os autores constroem explicitamente
a Variedade de Ondas, além das subvariedades Caracteristica C, Sénica S e Sonica S’
introduzidas em [11], importantes para o estudo de solugoes de problemas de Riemann.
A importancia de tais subvariedades estd no fato de que elas sao fronteiras de choques
admissiveis na variedade de ondas, [11]. As ondas compostas e as intersegoes de curvas de
Hugoniot com a superficie Sonica S’ foram estudadas em [14] e intersegoes de curvas de

Hugoniot com a superficie Sénica S foram estudadas em [15], com o pardmetro by = 0.

Neste trabalho consideramos o sistema (1.1) com a func¢ao de fluxo F(u,v) =
(f(u,v), g(u,v))T quadritica dada em (1.5). Diferenciamos dois tipos de problemas: o caso

simétrico, quando na funcao fluxo consideramos o parametro b, = 0, e o caso nao simétrico.

Em [16] e [17] a condicdo de entropia de Liu foi estendida para a variedade de ondas,
0 que permitiu a construgao de solugoes de Riemann locais para o caso IV (simétrico) na
classificagao de [10]. Recentemente em [18], ainda para o caso IV simétrico, a variedade de
ondas é decomposta em regides com arcos de curvas de choque local e regides com arcos

de curvas de choque local e arcos de curvas de choque nao-local.

O principal objetivo deste trabalho é subdividir a variedade de ondas em regioes
com arcos de curvas de choques locais e regioes com arcos de curvas de choques locais e
arcos de curvas de choque nao-locais para os casos I, II, II1 e IV (ndo simétrico) na
classificagao de [10]. No Capitulo 2, por completeza, apresentamos os principais resultados
de [12], [14] e [15].

No Capitulo 3 estudamos as interse¢oes das curvas de Hugoniot com a Superficie
Sonica S para o caso nao simétrico. Este estudo é importante porque a superficie Sonica S ¢é
parte da fronteira de regides de admissibilidade, [11]. A introdugdo do pardmetro by induz
o aparecimento de novas regioes no espaco de estados bem como uma decomposicao do
espaco de parametros, biby, em 10 regioes. A conclusao final é que genericamente as curvas
de Hugoniot intersectam a superficie Sonica S em 0, 2 ou 4 pontos decompondo o espago
de estados uv em regioes de acordo com o ntimero de intersegoes. Os resultados contendo
essas conclusoes sao apresentados nas Proposicoes 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6. No Apéndice A sao

apresentados os resultados técnicos que usamos na prova dessas Proposicoes.

No Capitulo 4 apresentamos a decomposicao da variedade de ondas introduzida
em [13], dependendo do caso considerado na classificagao de [10], existem uma ou doze
regioes. Nessas regioes as curvas de Hugoniot tém uma ou trés componentes, cada uma
delas difeomorfa a R. Dentro de cada uma destas regides podemos identificar se existem as
superficies caracteristica C', sonica S ou sdnica S’. Terminamos o Capitulo 4 introduzindo
uma funcdo ® de R? em R® que define um sistema de coordenadas na variedade de ondas.
Neste sistema de coordenadas, que denominamos espaco de estados estendido, as curvas

de Hugoniot sdo retas, a variedade de ondas é o produto do espaco de estados por R e as
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superficies caracteristica, sonica S e sonica S’ sdo produtos de curvas por R. O espaco
de estados estendido ¢ de grande importancia para a identificagao de arcos de curvas de

choque admissiveis no Capitulo 5.

Finalmente, no Capitulo 5, com as hipoteses adicionais introduzidas, concluimos
que os critérios de admissibilidade para 1-choque de Lax usados nos casos I, I1, I1] e
1V sdo equivalentes a condicao de entropia de Liu na variedade de ondas. A partir dos
resultados obtidos nos Capitulos 3 e 4 e da construcao de um algoritmo decompomos as
distintas regides da variedade de ondas M? em sub regides onde existem somente 1-choques
locais e em sub regioes onde existem ambos 1-choques locais e 1-choques nao-locais, no
espaco de estados estendido as fronteiras dessas sub regides sao o produto de arcos de

curvas por R. Em trabalhos futuros abordaremos 2-choques reverso definido em [17].
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2 Preliminares

Neste capitulo sao dados alguns conceitos bdsicos introduzidos em [12, 13, 14,
15] usados no estudo topoldgico de problemas de Riemann com duas fungoes

fluxo e duas incognitas.

2.1 Variedade de Ondas M?3

No sentido clédssico, choques sao solugoes descontinuas do sistema (1.1) e (1.2) entre
dois estados W € Q e W’ € 0 (2 = ') que satisfazem a condi¢ao de Rankine-Hugoniot,

F(W) - F(W') = o(W — W), (2.1)

onde o é a velocidade de propagacao do choque. Eliminando o entre as equagoes de (2.1)

obtemos o conjunto @ C €2 x Q. Constituido pelas solugoes de
H(u,v,u',v") = (f(u,v) — f(u',0") (v —2") = (g(u,v) — g(u,0"))(u—u')=0. (2.2)
Denotamos o conjunto de solugoes triviais de (2.2) por Ag, isto é, o conjunto

Ag = {(u,0,W',v") € Qru=u/,v =1} (2.3)

Os calculos qye se seguem s6 ficam mais faceis considerando as coordenadas abaixo,

introduzidas em [13]:

u =bu+buv+a —ay, U =(u+u)/2, X =a-4,

0 =v+ as, Vo =@Ww+7")/2, Y =07,

v =biu +bt) +a; —ay, X =u—1u, U =(u+u)/2, (2.4)
v =+ ag, Y =v—0 V o= (0+17)/2,

¢ = as— as, K =bX+2U—-20,V, L =Y +2V.

Célculos diretos a partir das equagoes (2.4), permitem mudar as variaveis (u, v, u’, v")

para (K, L,V,X) como a seguir:

w=u(K,LV,X) = (K/2+ abs —ay + ay) /b1,

U:U(K,L,x:/,X) = L/2— ay, (25)
W =u(K,L,V,X) = (K/2—=bX 4+ asby —ay + ay) /by,
v =0 (K,L,V,X) = —L/2+2V —a,.

Substituindo as equagoes dadas em ¢ na Equagdo (2.2) obtemos o conjunto de

pontos () em coordenadas (K, L, V, X ), denotado por @, que satisfaz a seguinte equacio

(L — 2V)(K + 2b,V)X 4 2V (L — 2V)? = 2((by — 1)V + ¢) X2 = 0. (2.6)
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Substituindo as equagoes dadas em (2.5) em (2.3) obtemos o conjunto de singulari-

dades Ag em coordenadas (K, L, V, X ), denotado por C, que satisfaz
C={(K,L,V,X)€Q: X =0,L =2V} (2.7)
Note que C' é uma variedade de dimensdo 2 (um plano) e Q \ Ag ¢é difeomorfo a @ \ C.

De (2.5) temos que v —v' = L — 2V e dai obtemos que

U—U’_L—2\7
u—v X

Assim, seguindo a mesma estratégia de [13], fora da singularidade C' de Q definimos os

blow-up
L2V =17X. (2.8)

Substituindo a equagdo (2.8) em (2.6) obtemos a seguinte equagao para o conjunto @) em
coordenadas (K, L,V , X, Z), denotado por 0,

X?(ZK = b L+2p(Z)V - 2¢) =0, (2.9)
onde

p(Z2) = Z? + by Z + by — 1. (2.10)

Observe que o conjunto de pontos C' pelo blow-up torna-se
C={(K LV,X,2)cQ:X=0L=2V}, (2.11)

ou seja, o conjunto C' é um plano, para cada Z fixo, além disso C' é a solucdo trivial
de (2.9). Entao, sem considerar o conjunto C, isto é, X # 0 podemos definir a seguinte

variedade.

Definigao 2.1. Sejam G,0 : Q2 x ' x R — R dado por

G=2ZK —bL+2p(Z)V -2, (2.12)
O=-L+2V+7X, (2.13)

com p(Z) = Z*+byZ+b; —1 e X # 0. O conjunto (G,0)71(0,0) C 2 x Q' xR é chamado
Variedade de Ondas M?.

Com a defini¢ao anterior o conjunto @ se decompde como a uniao de duas variedades

disjuntas, C' e M3, isto é,
Q=CUM’={X=0,L=2V}U{(K,L,V,X,Z):G=0,0=0} (2.14)

A Variedade de Onda M? ¢ difeomorfo a B x R, onde B é uma faixa de Mébius, [13].
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2.2 A Superficie Caracteristica C

Solugdes do sistema de leis de conservagao (1.1), que sdo da forma

R =R, )\:%

, t>0, (2.15)
quando substituidas no sistema (1.1) fornecem o sistema de EDOs
DF(R)R = AR, (2.16)

onde R ¢é a derivada de R com relacdo & A. Ou seja, R é autovetor associado ao autovalor
A de DF(R). No espago de estados, as solugdes de (2.16) sdo representadas por segmentos
de curvas integrais de R, orientadas no sentido de crescimento do autovalor \. Estas
curvas sao chamadas curvas de rarefa¢do ou simplesmente rarefagio e A = A(R) é chamado

velocidade caracteristica.

Considerando F = (f, g)T ¢ R = (du, dv)”, o sistema (2.16) se escreve como

L f d L fdv = Adu,
Ouf du+ 0, f dv u (2.17)
Ougdu + Opygdv = Adv.
Eliminando A entre as equagoes de (2.17), supondo du # 0, obtemos
dv\’ dv
Of | — Ouf — 0pg)— — Oug = 0. 2.18
f(du> +(Ouf = 0ug) o — Oug (2.18)

Ou seja, obtemos uma equacao diferencial quadratica. As curvas integrais da Equagao
(2.18), sao as curvas de rarefacdo (ou simplesmente rarefagoes) associadas a cada autovalor

A da matriz jacobiana da funcao de fluxo.

Pondo Z = dv/du, a equagao (2.18) se escreve como

O fZ* + (Ouf — 0,9)Z — g = 0.

Introduzindo a 1-forma w = dv — Zdu e usando as expressoes de f e g dadas em

(1.5), o problema de encontrar as rarefagdes pode ser reformulado como:

(U+CL2)Z2+ (b1u+b2v+a1 —(14)Z— (U+CL3) =0 (219)
w=dv— Zdu=0. (2.20)
Em palavras, estudar o campo de linhas definido pelo nticleo da 1-forma w sobre a superficie

(2.19). O campo de linhas é definido pela interse¢ao do plano tangente a superficie (2.19)

com o plano vertical dv — Zdu = 0.

Usando as mudancas de coordenadas dadas pelas equagoes em (2.5)

u=u(K,L) = (K/2+ asby — a1+ as)/bi,
v=uv(K,L) = L/2— as,
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nas equagoes (2.19) e (2.20), temos

F(K,L,Z)=ZK + (p(Z) —b;)L —2¢c =0, (2.21)
w=—ZdK +bydL = 0. (2.22)

onde
p(Z2) = Z? + by Z + by — 1. (2.23)

Observe que, as derivadas parciais Ox F' = Z e O, F = p(Z) — by ndo tém raizes em comum,

assim, F'~1(0) é uma superficie suave.

Definigio 2.2. Seja F': Q x R — R dada por (2.21). A superficie definida por F~1(0) é

denominada superficie caracteristica e denotada por C'.

Estudar as solugdes de (2.18) equivale a estudar as curvas integrais de w sobre a
superficie caracteristica C. O campo de linhas definido pelo niicleo de w em C é também
denominado campo de rarefacao. Assim, a superficie caracteristica C' é o ambiente natural

das curvas de rarefagao, [12].

Observacgao 1. Considerando o ponto (K, L, X, v, Z) na Variedade de Ondas M3, se
considerarmos X — 0 e V — L/2 nas equacdes (2.12) e (2.13) obtemos a equacio da

superficie caracteristica (2.21), isto é,

G(K,L,L/2,0,Z) = F(K,L,Z) = ZK + (p(Z) — b))V —2c¢ =0

O(K,L,L/2,0,Z) — 0.

Ou seja, o conjunto C' de (2.11) também representa a superficie caracteristica C. Além
disso, por (2.14) a superficie caracteristica C' é uma subvariedade da Variedade de Ondas

M?3. A partir de agora denotaremos C por C.

2.2.1 Singularidades do campo de rarefacGes

O campo de rarefagoes nas variaveis K, L, Z se escreve como:

dF = ZdK + (p(Z) — b))dL + (K + p/(Z)L)dZ
w=—ZdK + bidL
Se Z =0,

dF = —dL + (K + by L)dZ
W = bldL



Capitulo 2. Preliminares 24

os planos coincidem se K + by L = 0. J& que L = —2¢, vemos que (2¢by, —2¢,0) é um ponto

singular.

Se Z # 0, os planos coincidem quando p(Z) = 0 e K + p/(Z)L = 0, entdo
K+ 2Z;+b)L=0e Z;K —b;L —2c =0 com Z; (i =1,2) raiz de p(Z). Assim, o ponto
(2¢(2Z; + b2)/(Z2 + 1), —2¢/(Z? + 1), Z;) é um ponto singular.
Tomando K, Z como coordenadas para C, ou seja, isolando L em (2.21) temos
 —ZK +2c
p(Z) — b .
Nessa coordenada o nicleo da 1-forma w, equagao (2.22), se escreve como:
bi[-K(p(Z) — b)) + (ZK —2c)p/'(Z)]
p(Z) — b

Localmente, o nicleo da 1-forma w nas coordenadas K, Z tem o mesmo comportamento

(2.24)

dz = 0.

—Zp(Z)dK +

que o campo A dado por:

K =W[K(p(Z) —b1) + (=ZK +2c)p'(2)]/(p(Z) — b1) (2.25)
Z =—7Zp(Z) (2.26)
cuja derivada é
_ bi(1422)  bi[(b2(1-22)4+42) K—2¢(2(p(Z)—b1)+13)]
DA(K,Z) = ( p(Z)=b1 (p(2)—b1)? ) (2.27)
0 —p(Z) — Zp'(Z)
Para o ponto singular (2¢by, 0), temos que

by —4cb
DA(2chy,0) = [ 74 757 (2.28)

0 1—-10b

Observa-se que os autovalores, nao zeros, de dA(2cby, 0) sao {by,1 — by}, portanto
se by (1 —by) > 0, o ponto singular (2cbe,0) é sela e se by(1 — by) < 0, o ponto singular

(2¢bs, 0) é n6. Ou seja, se 0 < by < 1, tem-se um no, e se by < 0 ou 1 < by, tem-se uma sela.

Para o ponto singular (K;, Z;) com K; = 2¢(2Z; +by)/(1+ Z?), com i = 1,2, temos
que
L+ 27 3¢ |(ba(1 = 22) + 4Z) B + (261 — b))

DA(K;, Z:) = b 1427

(2.29)

Observa-se que os autovalores, de DA(K;, Z;) sdo {—Z;(2Z; + by), Z? + 1}. J& que,
Zy + Zy = —by, tem-se 2Z; + by = Z; — Z;, i # j, entao, Z;(2Z; + be) = Z;(Z; — Z;),
portanto, se Z;(Z; — Z;) < 0, o ponto singular (K;, Z;) ¢ um né, e se Z;(Z; — Z;) > 0,
o ponto singular (Kj;, Z;) é uma sela. Se Z; e Z, sao as raizes de p(Z) com Z; < Zs, se
Z1 < Zy < 0oul < Zy < Zy, tem-se uma sela e um no, e se Z; < 0 < Z,, tem-se duas

selas.
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2.2.2 Curva de Inflexao

Importante para o estudo de solugoes de problemas de Riemann é variacao dos
autovalores de DF ao longo das curvas de rarefacao. Os autovalores de DF sao dados por

(2.17), usando essas equagoes e a definicdo Z = dv/du pode-se escrever A como
A= fut+Zf,. (2.30)
Usando as expressoes de u, v dadas em (2.5) e as expressoes de f e g dadas em

(1.5) na Equagao (2.30) podemos expressar A em coordenadas (K, L, Z) como
Chtl,. Z  m

A= K+ —L 2.31
ST R (2:31)

onde m = (b; + 1)(agbs + a4) — aq. Sabemos ainda que a 1-forma w é dada por:
w=—ZdK + bdL (2.32)

Seja R(t) uma trajetéria do campo de linhas de rarefagdo definido por w = 0
na superficie caracteristica C'. Queremos encontrar os valores criticos de \ restrito a
R(t). Queremos encontrar os pontos criticos da fungao A o R(t), isto é, os pontos onde
(Ao R(t)) =0.

Ao R(t)) = dA(R(t)).R'(¢)

Como R'(t) é dado pela interse¢do do nicleo de w com o espago tangente a C,

(AoR(t)) =0 se d\, dF e w sao linearmente dependentes. Temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.3. A curva na superficie caracteristica definida por
F(K,L,Z) =0,
det{dF,w,d\} =0.

¢ denominada curva de inflexdao e denotada por I.

(2.33)

A curva de inflexao é o lugar onde os autovalores da matriz DF atingem valores

extremos ao longo das rarefacgoes.

Calculando o determinante na equagao acima obtemos

(Z2 + b1+ 1)K + (Z° + (by + 3)Z + by(by + 1)) L = 0. (2.34)

Usando K, L como coordenadas em C, Equagao (2.24), obtemos que a curva de

inflexao se escreve como

K —2¢(Z3 + (by + 3)Z + by(by + 1))
N boZ3 —372 —by — 1

(2.35)

Um estudo completo das curvas de inflexao é apresentado por Palmeira em [12].
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2.3 Curvas de Hugoniot em M?

Fixado um estado W = (u,v) € Q, o conjunto H(u,v,u’,v") = 0, dado em (2.2),
define uma curva no espaco ', denominada curva de Rankine-Hugoniot cldssica passando
pelo ponto (u,v). Fixar o estado (u,v) é o mesmo que considerar du = 0 e dv = 0, que
por sua vez, considerando as coordenadas (K, L, V.X,Z ), ¢ 0o mesmo que dK =0, dL = 0.

Em termos da Variedade de Ondas M? definimos estas curvas como segue.
Definicao 2.4. Uma curva de Hugoniot em M?, denotado por H, é o conjunto de pontos

(K,L,V,X, Z) € M3 com K = constante, L = constante.

Segue da definicao acima que dado um par de nimeros reais k e [, a curva de

Hugoniot definida por K =k, L = [ é o conjunto solugao do sistema
= 0,

0

’ 2.36
. (2:30)
l

NN O Q
|

Observagao 2. Seja m : M? C Q x Q — R? definida por w(u,v,u’,v") = (v/,v'). A
projecao por 7w da curva de Hugoniot por (u,v) no espago €' é a curva de Rankine-

Hugoniot classica passando por (u,v).

Notacao:

Fixados k e [, a curva de Hugoniot definida por (k,1) serd denotada por Hy,.

Da mesma forma, fixado um estado (u',v"), H(u, v, ,v") = 0 define uma curva em
M3, representada por du’ = 0, dv’ = 0. Das duas tltimas equagoes de (2.5), em termos
das coordenadas (K, L,V, X, Z), temos que du’ = 0, dv' = 0 sdo equivalentes as equacoes
dK — 20X =0 e —dL +4dV = 0.

Definicao 2.5. Uma curva de Hugoniot’ em M3, denotado por H’, é o conjunto de pontos
(K,L,V,X,Z) € M? que satisfazem as equacoes

dK —2b0ydX =0, —dL+ 4dV = 0. (2.37)

Segue da definicao acima que dado um par de numeros reais k' e I, a curva de

Hugoniot’ definida por K — 201X = k', 4V — L = I’ é o conjunto solucdo do sistema

K—20,X = ¥, (2.38)

4V - L = .
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Notacao 2.1. Fixados k' e I, a curva de Hugoniot’ definida por (£,1’) serd denotada por
Hy,.

Em seguida vamos analisar em que casos a curva de Hugoniot Hj; tem bifurcacao.
Para cada Z fixo, as equagoes em (2.36) formam um sistema linear nas variaveis K, L, X
eV,

ZK —bL +2p(Z)V = 2c,
—L +ZX 2V =0,
* (2.39)
K =k,
L =1,
com determinante
0 -1 Z 2
det = —27Zp(2). 2.40
Lo o0 o p(Z) (2.40)
0 0 0
Veja que as solugoes de (2.39) dependem do determinante acima.

Se Zp(Z) # 0, as curvas de Hugoniot Hy, sdo parametrizados por Z e nao tem

bifurcacao. Logo, resolvendo o sistema (2.39), temos
(Z

(z ’ (2.41)

) =k,
) [

(2) = (Zk+(p(2) = b))l —20)/(Zp(2)),
) = (- ).
)

<o X

V(Z Zk +bil+2¢)/(2p(Z)
onde p(Z) ¢é dado em (2.10).

Por outro lado, calculando as diferenciais dG, dO©, dK, dL e dZ em (2.38) temos
dG = ZdK — bydL + 2p(Z)dV + (K +2p/(Z)V)dZ = 0,
dO = —dL + ZdX +2dV + XdZ = 0,
dK =0,
dL =0,

eliminando as terceira e quarta equagoes obtemos

dG = 2p(2)dV + (K + 2p/(Z)V)dZ = 0,
dO = ZdX +2dV + XdZ =0,

ou seja,

av =10 |. (2.42)
2 X

( 0 2p(2) K+2p'(Z)V) ax
o az
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Logo, fazendo eliminagao de Gauss por linhas na matriz de coeficientes de (2.42) temos

0 2p(Z) K+20(2)WV \ [ —Zp(Z) 0 K+2p(2)V —p(Z)X (2.43)
zZ 2 X B zZ 2 X ' '
Dizer que o determinante (2.40) é zero equivale a dizer que a matriz acima tem
posto um. Entdo, se Z = 0 em (2.43) temos K +2byV + (1 —b)X =0, e se Z = Z; é uma

raiz de p(Z) em (2.43) temos K + 2(2Z; 4+ by)V = 0, com i = 1,2. Assim, substituindo

estas ultimas equacoes em (2.36) temos as retas

K(Zo) = (bl — 1)X + 20b2 = k’,
(Zy) = —2c=1, (2.44)
Zo

):_Ca

To =

K(Z) = (2Z;+ b)) (W Z: X +20)/(Z7 +1) =k,
=1 L(Z) = (Z2(2Z; +by)X —2¢)/(Z2 +1) =1, (2.45)
V(Z) = (-WZiX/2—0)/(Z} + 1),

para i = 1,2. Entao, quando a curva de Hugoniot intersecta as retas r; (i = 0,1,2) ocorre
uma bifurcagao, ou seja, se divide em dois ramos. Note que se b3 — 4(b; — 1) < 0 s6 temos
a reta ro e se b% —4(by — 1) > 0 temos a unidao das retas 7o, 11, r2; a uniao de estas retas é

chamado bifurcacio secundaria de Hy;.

Observagao 3. As curvas de Hugoniot em M? sdo singulares quando Zp(Z) = 0, isto &,

h4 perda de transversalidade entre o plano Z + Z;, i = 0, 1,2 e a Variedade de Ondas M?3.

Observagao 4. Quando X = 0 em (2.44) e (2.45), r; (i = 0,1,2) e as singularidades
do campo de rarefacdes coincidem. Isto é, a bifurcacao secundaria corta a superficie
caracteristica em um ou trés pontos. Cada reta r; (i = 0,1,2) intersecta a superficie

caracteristica C' em um tnico ponto.

2.3.1 Intersecdo da curva de Hugoniot com a Superficie Caracteristica

Para obter a intersecao da curva de Hugoniot Hjy; com a superficie caracteristica
C' basta considerar K = k e L = [ na Equagao (2.21), com k, [ constantes, obtendo a

equagao polinomial de segundo grau em Z,
Fk,Z)=12* + (k+bl)Z — 1 — 2c = 0, (2.46)
cujo discriminante é

A(F(k,1,2)) = (k + bal)* + 41(1 + 2¢) (2.47)
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(ver Apéndice A). E facil ver que a expressao A(F(k,1, Z)) = 0 descreve uma elipse, que
denotaremos por E. Para os pontos (k, 1) no interior da elipse, em que A(F'(k,l, 7)) <0, a
curva de Hugoniot nao corta a superficie caracteristica, esta regiao é chamada Regiao Elitica;
para os pontos (k, 1) na elipse a curva de Hugoniot é tangente a superficie caracteristica; e
para os pontos (k,[) fora da elipse, em que A(F(k,l,Z)) > 0, a curva de Hugoniot corta
a superficie caracteristica em dois pontos, esta regiao é chamada Regidgo Hiperbolica. Na
Variedade de Ondas M?3, o local onde as curvas de Hugoniot sdo tangentes a superficie
caracteristica é denominada coincidéncia £ e a projecao desta no espaco de estados kl é
a elipse E. Em [12] £ é denominada curva de dobra de C, uma vez que ela é o conjunto
de pontos da caracteristica onde a projecio candnica, m, 7 : C — R? é uma aplicacio

singular e todas as singularidades sao do tipo dobra.

2.4 As Superficies Sénica S e Sénica S’ em M?

Usando a primeira das equagoes na condigdo de Rankine-Hugoniot em (2.1) a
fungao velocidade o : Q\Ag — R é dada por
f<u7 U) B f(ula U/)

o= — . (2.48)

Reescrevendo em coordenadas (K, L, V, X, Z) obtemos

(b 1)
°= 7 (ZK — b L) +

(Z2+b+1)- m
—_— — 24
A (2.49)

onde m = (by + 1)(azbs + a4) — ay.

Observagao 5. A superficie caracteristica C' representa choques infinitesimalmente pe-
quenos (u,v) ~ (u',v'). E possivel provar que a velocidade o se estende a C' suavemente e
se iguala ao autovalor real A de dF, [17]. No caso quadrético essa extensao suave pode ser
verificada diretamente substituindo-se as condi¢oes da Equacao (2.7) na expressao de o,
Equagao (2.49).

O conjunto de pontos (K, L, V.X.Z ) € M?3 onde a velocidade o atinge um extremo
ao longo da curva de Hugoniot H ocorre quando dG, dO, do, dK e dL sao linearmente

dependentes. Dai segue a definicao destes conjunto de pontos.

Definicao 2.6. A Superficie Sonica S, em M3, é definida como o conjunto de pontos
onde a velocidade ¢ atinge extremo ao longo das curvas de Hugoniot Hy,, quando (k,1)
em (2.36), isto é, é o conjunto de pontos de M3 onde as 1-formas dG, dO, do, dK e dL

sao linearmente dependentes.

Notacao 2.2. Denotaremos a superficie Sonica S por S.
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Segue da Definicao 2.6 que a superficie S é dada por

G = 0,
0 = 0, (2.50)
det(dG, d©, do, dK,dL) =

Calculos diretos mostram que a expressao do determinante na Equagao (2.50) se
escreve como
AxK + AL+ Ay V =0, (2.51)

onde A = Z(Z%*+b1+1), A = —(bi + 1)p(Z) e Ay = 2(Z*+ by + 1)* +4¢(Z), com p(Z)
dada por (2.10) e

Q(2)=27° +by(by + 1)Z — by — 1. (2.52)

De forma analoga temos a definicao:

Definigao 2.7. A Superficie Sonica S’ em M3, é o conjunto de pontos onde a velocidade
o atinge extremo ao longo de uma curva de Hugoniot’ H},;, quando (k’,!") em (2.38) varia,
isto é, o conjunto de pontos de M? onde as 1-formas dG, dO©, do, dK —2b1dL ¢ —dL+4dV

sao linearmente dependentes.

Notacao 2.3. Denotaremos a superficie Sénica S’ por 5.

Segue da Definicao 2.7 que a superficie S’ é dada por

G = 0,
0 = 0, (2.53)
det(dG,dO, do,dK — 2b,dX, —dL + 4dV) =

Calculos diretos mostram que a expressao do determinante na Equagao (2.53) se

escreve Cco1mno
A K + AL+ ALV =0, (2.54)

onde Ay = Z(Z* + by +1), AL = (by + 1)p(Z) — 201(Z*> + by + 1) e A, = 2(Z% + by + 1)°.

Agora vejamos a relagao que existe entre estas duas superficies. Usando as equagoes
da Variedade de Ondas M3, podemos eliminar X e V das equagoes (2.51) e (2.54). As

superficies S e S’ podem ser expressas pelas equacoes implicitas

2p(2)Ax — ZAp)K + (2p(Z)Ap + b1 Ap )L + 2cAp = 0, (2.55)

2p(2) Al — ZAL)K + (2p(Z) Ay + by ALY L + 2 AL, = 0, (2.56)



Capitulo 2. Preliminares 31

respectivamente. Note que se Z = 0 em (2.55) e (2.56), temos L + 2¢ = 0, ou seja, as
superficies S e S’ intersectam-se no plano Z = 0 ao longo da reta de bifurcacao ro; da
mesma forma se Z = Z;, 1 = 1,2, em (2.55) e (2.56), temos Z; K — byL — 2¢c = 0, isto é,
as superficies S e S’ intersectam-se no plano Z = Z; ao longo das retas de bifurcacao r;,

i=1,2.

Por outro lado subtraindo (2.55) de (2.56) e simplificando obtemos a equagao
—4q(2)[ZK + (p(Z) — b)) L — 2] = 0, (2.57)

onde p(Z) e ¢(Z) sao dados em (2.10) e (2.52), respectivamente. Sejam Zy e Zy, Zy < Zo,

rafzes reais de q(Z) = 0. Substituindo Z;, i = 1,2, na equacio (2.55) obtemos as retas
Z;K — b L — 2¢(by + 1) = 0, (2.58)

Z; # 2/by, i = 1,2. Ou seja, as superficies S e S’ se intersectam ao longo das retas dadas
em (2.58). A substituicdo de Z = Z;, i = 1,2 na equacdo (2.56) também resulta na equaco
(2.58).

Por outro lado, multiplicando a equagdo da superficie caracteristica (2.21) por Ay
e somando com (2.55) temos
p(2)[2AkK + (2AL + Ay)L] = 0, (2.59)
de onde

Zp(Z) (2% + by + DK + (Z° + (b +3)Z + bo(by + 1)) L] =0, (2.60)

ou seja, por (2.60) vemos que a superficie caracteristica C' intersecta a superficie sonica S
nas retas de bifurcacao secunddaria ou na curva de Inflexao dada por (2.34). Da mesma
forma, multiplicando (2.21) por A}, e somando com (2.56) também obtemos a equagao
(2.60), o que indica que a superficies caracteristica C' intersecta a superficie sonica S’ nas

retas de bifurcacao secundéria ou na curva de Inflexao (2.34).
Segue-se que as superficies S e S’ se intersectam ao longo da curva de inflexao.

A unido das retas dadas em (2.58) com a curva de inflexdao é denominada dupla
sonica e representada por D. Classicamente o conjunto D é denominado duplo contato.

Observa-se que se b3 +4/(b; + 1) < 0 D é formado somente pela curva de inflexao.
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3 Curvas de Hugoniot e as superficies sonicas

Neste capitulo estudaremos a intersecao das curvas de Hugoniot com a superficie
S para o caso ndo simétrico (by #0). O caso simétrico foi estudado em [15].
E também vamos descrever os resultados obtidos em [14] sobre a interse¢io da

curva de Hugoniot com a superficie S’, nas varidveis K, L, V, X e Z.

3.1 Decomposicao do espaco de estados kl

Eliminando X e V entre as equacdes de (2.50), obtemos a equacao da superficie S
em coordenadas (K, L, Z),

(ZAy — 2p(2)AR)K + [Ap(p(Z) — b)) — p(Z2)(Ap + 2A,)]L — 2cAp = 0,
ou seja,

(bo K — L +2¢)Z* — (4K + 2by(by + 1) L) Z3+
—((by + 1)(bo K + (b5 — 4)L — 4c¢) + 2L — 4¢) Z*+
+2by(by + 1)(L + 2¢)Z + (b3 — 1)(L + 2¢) = 0. (3.1)

Para obter os pontos de intersecao de uma curva de Hugoniot Hj; com a superficie S
substituimos k, [ em (3.1), obtendo assim uma equagao polinomial em Z. Em resumo,
estudar a intersecao das curvas de Hugoniot com a superficie S é estudar as raizes do

polinomio Ps, dado por

Ps(Z) = (byk — 1+ 2¢) Z* — (4k + 2by(by + 1)1) 23+
— ((by + 1)(bok + (b2 — 4)] — 4c) + 21 — 4c) 2%+
+ 2by(by + 1) (I + 2¢)Z + (b7 — 1)(1 + 2c¢). (3.2)

Aqui consideramos o caso nao degenerado em que bok — [ + 2¢ # 0, ou seja, Pg é
um polinémio de grau 4. Assim uma curva de Hugoniot intersecta a superficie S, zero,
duas ou quatro vezes. Segue-se que o espago de parametros kl se decompoe em regioes de
acordo com o nimero de intersegoes da curvas de Hugoniot com a superficie S. A fronteira
dessas regioes é a curva de raizes multiplas de Pg(Z). Essa curva é o conjunto de pontos

k, | que anulam o discriminante

A(Pg) = — 16(by + 1)? <b§ + ) (1+20)a(k, DA 1), (3.3)

4
by +1
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onde de acordo com Apéndice A «a(k,l) é um polindémio de terceiro grau nos pardmetros k

el,

afk, 1) = — b3(by + 1)3k® 4 6¢(by + 1)[(by 4 1)(5by — 11)b3 + 36(by — 1)]k*+
—3(by + 1)[(by + 1)%b3 — (by + 1)(7by — 13)b3 — 36b; + 36]k*1+
— 3by(by + 1)(b3(by + 1) — 4by + 4)(b3(by + 1) — by + 4)kI*+
+ 6¢by (b + 1)[(by + 5)(by + 1)b3 — 4(4by + 5)(by — 1)]kl+
+12¢%by(by + 1)[9(by + 1)b3 — 16(by + 2)(by — 1)]k — [(by + 1)*b5+
+6(by +2)(by + 1)%5 — 3(by + 1)(9b5 + 567 — 16b; — 16)b3+
— 4(by — 1)(5by + 4)*)I* + —6¢[2(2by + 1)(by + 1)%by+
— (by +2)(by + 1)(9b3 — Thy — 8)b2 — 4(by — 1)(5by + 4)(by + 2)]1%+
+12¢(2b1 + 1)[(by +5)(by + 1)b3 — 4(4by + 5)(by — 1)1+
+ 8¢ [27(by + 1)%b5 — 4(by — 1)(4by + 5)?], (3.4)

e B(k,l) é um polindémio de segundo grau nos parametros k e [,

B(k, 1) = (by — 1)k* + bibokl + bII* + 2cbok + debyl + 4c?. (3.5)

De acordo com nossas hipéteses, A(Pg) se anula ao longo da curva definida por

a(k,l) =0, ao longo da reta [ + 2¢ = 0 e ao longo da curva S(k,l) = 0.

Célculos diretos mostram que se b3 — 4(b; — 1) > 0, entao (k1) = (Z1k — byl —
2¢)(Zok —b1l—2c), com Zy e Zy raizes de p(Z) definido na equagao (2.9). As retas [+2c¢ =0
e Z;k — byl — 2c = 0 sdo as retas de bifurcagao secundaria apresentadas no Capitulo 2.

Agora, podemos escrever:

Lema 3.1. Suponha que bok — 1+ 2¢ # 0. As curvas de Hugoniot intersectam a superficie
S em zero, dois ou quatro pontos. Além disto, o espago de parametros kl é decomposto em
regioes em que a curva de Hugoniot intersecta a superficie o mesmo numero de vezes. As

fronteiras dessas regioes sao as curvas a(k,l) =0 e as retas de bifurcag¢io secunddria.

Definicao 3.1. A curva a(k,l) = 0 é denominada kl-dobra sonica.

No espacgo kl os pontos de intersecao das retas rg, r1 € 7y sao dadas por

—2c
N 10, —
ri Ty (; bl >7

—2¢(b; — 1
roMry : <C<Z1>,—20>,
1

2¢(by — 1
ro My (C( %2 ),—20>.
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Observe-se que, as trés retas se intersectam quando b; = 1; a intersecao r; N7y estd sempre
no eixo [; se by > 0 o ponto (0,0) esté fora do tridngulo formado pelas retas rq, 71 e 79 €

se by < 0, estd dentro deste tridngulo.

/ - N

Figura 1 — Intersegao das retas rg, 1 e ro no espaco de estados kl.

3.2 Analise da curva kl-dobra sonica no espaco de parametros b;bs

Para entender melhor como o espago de parametros kl é decomposto vamos estudar
a curva kl-dobra sonica. Para tal obtemos a equagao paramétrica da curva kl-dobra sonica
resolvendo o sistema Pg(Z) = 0, Pg(Z) = 0 para k, [, obtendo

“2e(by 4+ 1) [0 Z% — 622 — 3by(by + 1)Z — b3(by + 1) + 2(by — 1)]

k(Z) =
(2) (24 03(by + 1)) 23 — 3ba(by + 1) 22+ 6(by + 1) Z + ba(by + 1)?

(3.6)
2¢ (223 4 3by(by + 1) 22 — 6(by + 1)Z — by(by + 1)?]

1(2) =
Z) = G R +19)2° — 3ba(br + )22 + 6(b1 T 1) Z + ba(br 1 1)

sempre que —2((by — 1)Z% + by Z + 1) # 0.

Nesta secao estudaremos como a curva kl-dobra sénica decompoe o espago de
pardmetros bibs, analisando suas auto-intersegoes, intersegdes com as retas r;(1 = 0, 1, 2),
com o0s eixos com a curva de coincidéncia, além de estudar seus extremos locais e assintotas.
Isto sera util para entender a intersecao de uma curva de Hugoniot Hy; com a superficie

sonica S.

Hipoétese 1. Em todos os cédlculos considera-se ¢ > 0, by > 0, casos diferentes destes tém

resultados analogos.
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Quando estudamos as discriminantes dos polinémios que formam a equacao pa-
ramétrica da curva kl-dobra sonica surgem as expressoes b3 — 4(by — 1), b3 +4/(by + 1)
e (by — 1)(by +2)% — (by + 1)b3 que caracterizam o sinal do discriminante (3.3). Por tal

motivo consideramos as curvas no espago de parametros b1b, dadas por
Cl bg - 4(61 - ].) == 0,

02 b2+4/(b1+1):0€
Cs :(by — 1)(by +2)% — (by + 1)b2 =0,

b
¢, Cab
G>0 : cl>0
C,<0 S
€ C,<0 |
0 1 b, \ 1: 0 b,
I
|
I
I
(a) Curva C1. ) Curva C3 e a reta by = 1 é assintota.
¢, S ¢
c,>0 |/,
’ : C,<0
: C,>0
C, <0 !
.0 1
|
]
I
I
Figura 3 — Curva C5 e a reta b; = 1 ¢é assintota.
e as retas by = 0, by = 1 e by = —1. Estas curvas e retas dividem o espaco de

parametros bybs em regioes onde o comportamento da curvas kl-dobra sonica é o mesmo.

Estas regioes sao uma subdivisdo da classificacdo de Schaeffer e Shearer em [10].
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b, 111, I1I, C1

II III

a C

1

1

=l ___-._
—
<

Figura 4 — Divisao dos espacgo de parametros by b,.

Proposicao 3.2. No espaco de parametros biby, existem 7 configuracoes robustas diferentes

para a kl-dobra sonica correspondentes as regioes da Figura 4.

Demonstragio. Vejamos que o comportamento da curva kl-dobra sonica esta relacionado

as restrigdes consideradas em (1.5) para os parametros b; e bs.

Caso 1:

Para obter os ponto de auto-interseccao da curva kl-dobra sonica, suponha que

elas existem e ocorrem para Z; e Zy, com Z; # Z,. Entao, de (3.6) temos o sistema

k(Z*) —k(Z*) =0, (37
(Z*)—1(Z*) =0, '

resolvendo o sistema se conclui que existe auto intersecao da curva kl-dobra sonica em um
tinico ponto se b3 — 4(b; — 1) < 0, isto é, para o caso IV de Schaeffer-Shearer. Nos outros

casos nao ha auto-intersecao.

Caso 2:

As intersegoes da curva kl-dobra sonica com o eixo [ ocorrem quando k(Z) =0 em

(3.6), isto é, nas raizes reais do polinémio P, dada por
Pi(Z) = byZ — 627 — 3by(by + 1)Z — b3(by + 1) + 2(by — 1).

Como by # 0, o discriminante do polinémio P; é dado por

A(Py) = —27(b + 1) [1 — 4(by — 1)] (bg + (3.8)

4 2
i)
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(ver Apéndice A). Entao, se A(P;) < 0, o polinémio P, tem uma raiz real, e se A(P;) > 0,
Py tem trés raizes reais, ou seja, se b5 — 4(b; — 1) > 0 a curva kl-dobra sonica intersecta o
eixo [ em um ponto e se b3 — 4(b; — 1) < 0 a curva ki-dobra sonica intersecta o eixo [ em

trés pontos.

Caso 3:

Para obter as intersegoes da curva kl-dobra sonica com o eixo k considere [(Z) = 0

em (3.6), ou seja, estos interse¢oes ocorrem nas raizes reais do polinémio P, dada por
Py(Z) = 27% + 3by(by + 1) Z% — 6(by + 1) Z — by(by + 1),

cujo discriminante é dado por

A(Py) = 108(by + 1)° (b§ 4 (3.9)

2
i)

(ver Apéndice A). Logo, se A(P,) < 0, o polindmio P, tem uma raiz real e se A(Py) > 0,
tem trés raizes reais, ou seja, se by + 1 < 0 a curva kl-dobra sonica intersecta o eixo k em

um ponto e se by + 1 > 0 a curva kl-dobra sonica intersecta o eixo k em trés pontos.

Caso 4:

A curva kl-dobra sonica tem assintota se os denominadores de k(Z) e I(Z) na

Equacao (3.6) sao zeros, isto é, se
Ps(Z) = (by(by + 1) + 2) Z° = 3by(by + 1) Z* + 6(by + 1) Z + ba(by + 1)* = 0.

Se by(by + 1) + 2 # 0, a discriminante do polinémio P; é dado por

)3 (3.10)

(ver Apéndice A). Entao, se A(P3) < 0, o polinémio P; tem uma raiz real e se A(P3) > 0,

A(Ps) = —27(by +1)° (bg + b

tem trés raizes reais, ou seja, se b3 +4/(b; + 1) > 0, a curva kl-dobra sonica tem uma
assintota e se b3 +4/(b; + 1) < 0, tem trés assintotas. Se by(b; + 1) + 2 = 0, o polindmio
P; tem duas raizes reais ou nenhuma, dependendo do sinal de A(P3) = 12(3 — 2by), isto &,

a curva kl-dobra sonica tem duas assintotas ou nenhuma.

Caso 5:

As intersecoes da curva kl-dobra sdnica com as retas r;, i = 0, 1,2 sao obtidas
substituindo-se a Equagao (3.6) nas equagdes das retas r;. Resolvendo para ry obtém-se

que a intersecao ocorre quando Z = 0, isto é, no ponto

2c

(k(0),1(0)) = (b2 (bg + bﬁl - 2) ,—20) . (3.11)
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Observe que, se b3 +4/(b; + 1) < 0, o ponto (k(0),1(0)) encontra-se no terceiro quadrante
e se by — 0 o valor de k(0) — oo, ou seja no caso simétrico (by = 0) as coordenadas (3.11)

encontram-se no infinito.

Para ¢ = 1,2, obtemos um polinémio em Z de grau trés com discriminante zero, e

cuja raiz real de multiplicidade trés em Z ¢
Z =Z;, comi=1,2, (3.12)

onde Z; sdo as raizes reais do polinémio p(Z) em (2.10). Portanto, a curva ki-dobra sonica
corta a cada reta r;(¢ = 1,2) em um tnico ponto. Calculando os produtos k(Z;)k(Z,) e
1(Z1)l(Z3) obtemos,

A2 (by 4 1)% [0 — 4(by — 1))?

k(Z1)k(Z2) = ,
(b + 1) (68 + 547) [(by = 1)(by +2)2 = (by + 1)03]
UZ)(Zs) = 4c® [4(by — 1)(2by + 1)* — (by + 1)(3by + 1)b3]

(b + 1) (B8 + 547) [(by = 1)(by +2)2 = (by + 1)b3]°

b1+1
de onde observamos que se (b; — 1)(b; + 2)% — (by + 1)b2 = 0, o valor de k(Z;) = +00 ou

Caso 6:

Agora, analisando os extremos locais na direcao [, isto é, resolvendo a equacao
(dl/dZ)(Z) =0 em Z, obtemos como resultado Z = 0 de multiplicidade dois, e

1 1 | 1
Zo= 2 (ox Jby 41 w) Zi= (o b1(w)
3 @<+$1+>@+m+1)‘34 @( w1+)2+m+1’

sempre que (b1 +1)(b3+4/(b;+1)) > 0. Observamos que para Z = 0, temos (d*1/dZ?)(0) = 0
e (d*1/dZ%)(0) = 2¢(b5+537)/ (b2(b1+1)) # 0, portanto, (k(0),1(0)) é um ponto de inflexdo.
E para Z = Z3 e Z = Z,, temos

d?l d?l 144¢%b2
77— (7)) = — 2 £ 0; A
d22< 3) dZQ( 4) (bl 1)3(b% b1i1)3 0’ (3 3>

entdo, (d?1/dZ*)(Z3)(d?*1/dZ*)(Z,) < 0, o que indica que temos um ponto minimo e a

outro ponto maximo. Portanto, temos dois caso:

e Seby+1<0eb3+4/(by+1) >0, tem-se um ponto de inflexdo,

e Seb;+1>0,0ouseb +1<0eb2+4/(by+1) <0, tem-se um ponto de inflexao,

um ponto de minimo e um ponto de méaximo.
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Caso 7:

Os extremos locais na dire¢ao k sao obtidos resolvendo-se a equagao (dk/dZ)(Z) =0

em Z. Ou seja, calculando as raizes do polinémio P; dado por

Py(Z) = Z* + 2by(by + 1) Z% 4+ (b3(by + 1) — 2(2by + 1)) 2% — 2by(by +1)Z — b2 + 1,
(3.14)

cujo discriminante é,

4
A(Py) =16b2(by + 1)? (b§ A 1) [(b1 4+ 1)%65 + 6(by + 2)(by + 1)%03
1

—3(by + 1)(9b} + 5b7 — 16by — 16)b3 — 4(by — 1)(5b; + 4)?] (3.15)
(ver Apéndice A). Considerando k = 0 e [ = 0 na curva kl—dobra sonica obtém-se
a(0,0) = 8¢* [27(by + 1)*b3 — 4(by — 1)(4by + 5)?]

observa-se que, se by — 1 < 0, tem-se «(0,0) > 0. |

3.3 Intersecdo da curva de Hugoniot Hj; com a superficie sonica

S

Nesta secao estudaremos as interse¢oes de curvas de Hugoniot com a superficie
Sonica S de acordo com a decomposicao dada pela Proposicao 3.2 e com a classificacao

em [10].

3.3.1 Intersecao no caso |

A divisao do espaco de parametros b;by mostrada na Figura 4 mostra que o caso
I na classificagao de Sheaffer-Shearer se caracteriza como a unidao de trés regioes, isto é,
I =1,Ul,Ul. Em cada uma das regides o espaco kl é dividido pela curva kl-dobra sonica
e as retas de bifurcagao rg, r1 e 79, como mostrado nas Figuras 5, 6 e 7, respectivamente.
Note que, a diferenca entre I, e I, é a intersecao da kl-dobra sonica com a reta ry, no

primeiro caso a intersecao estd acima da reta ry e no segundo, abaixo.
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| &

Ry

Figura 6 — Intersecao da curva kl-dobra sonica com as retas de bifurcacdo no caso Ij.



Capitulo 3. Curvas de Hugoniot e as superficies sonicas 41

Figura 7 — Intersecao da curva kl-dobra sonica com as retas de bifurcagdo no caso I..

Vale o seguinte resultado.

Proposicao 3.3. Considere (by,bs) na regigo I = 1, U I, U I., da Figura 4. Entdo

1. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regioes Ry, Ry, Rs, Ry, Rio e Ry2 das

Figuras 5, 6 e 7 intersectam a superficie sonica S em dois pontos distintos;

2. as curvas de Hugoniot Hy,, para (k,l) na regido Rs das Figuras 5, 6 e 7 nao intersecta

a superficie sonica S;

3. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regioes Ry, Rg, Rs, Ry, R11 € Ri3 das

Figuras 5, 6 e 7 intersectam a superficie sonica S em quatro pontos distintos.

Demonstragio. Fixado (by,bs) na regiao I da Figura 4 temos b3 + 4/(by + 1) < 0 e
b2 — 4(b; — 1) > 0. Entao para quaisquer ponto (k,[) temos B(k,1) = (by — 1)k* + bybokl +
V% + 2chok + 4chyl + 4c® = (Zyk — byl — 2¢)(Zok — byl — 2¢).

Dado (b1, be) € I, j& que o ponto (0,0) estd dentro do tridngulo formado pela
bifurcagao secundaria temos que a(k,l) > 0 nas regides Ry, R3, Ry, R, R7, Rig e Ry e
que a(k,l) < 0 nas outras regides. Por cima da reta ry, nas regides Ry, Ry, R3, R7, R, Ro,
Rig e Ry3, temos que [ 4+ 2¢ > 0 e por baixo da reta rg, nas regioes Ry, Rs5, Rg, R11 e Ria,
temos que [ 4+ 2¢ < 0. Como por cima da reta r;, com i = 1,2, Z;k — byl — 2¢ > 0 e por
baixo da reta r;, temos que Z;k — b1l — 2c¢ < 0, obtemos que (k,[) > 0 nas regioes Ry, R,
R3 e Ry, e que B(k,l) < 0 nas outras regioes. Na Tabela 1 mostramos o sinal de A(Ps)
dado na Equacao (3.3) a partir dos sinais de [ + 2¢, 5(k, 1) e a(k,l). Dai, pelo Lema A.4
obtemos a quantidade de raizes reais em cada uma das regices. As expressoes de P(k,1) e
N(k,1) sao obtidos do Lema A.4.
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Tabela 1 — Sinais de [ + 2¢, 5(k, 1), a(k,l) e A(Ps) para o caso I,.

Regides | | +2c | f(k,1) | a(k,l) | A(Ps) | P(k,l) | N(k,l) | # de Raizes
Ry + + - - 2
Ry - + + + - + 4
R + + + + ou+ ou- 0
Ry - + + - 2
Rs - - - - 2
Rg - - + + - + 4
Ry + - + - 2
Ry + - - + - + 4
Ry + - - + - + 4
Rio + - + - 2
Ry - - + + - + 4
RlQ - = = = 2
Ry + - - + - + 4

Para (by,by) € I, vale a Tabela 1 a excegao da regidao Rg onde [ + 2¢ < 0 e

B(k,l) > 0, mas mantendo a mesma quantidade de raizes reais.

Para (b1, by) € 1., vale a Tabela 1 a excegao das regides Rg e Ry, onde [ +2¢c <0 e

B(k,l) > 0, mas mantendo a mesma quantidade de raizes reais em cada regido. |

3.3.2 Intersecado no caso |l

De acordo com a Figura 4 o caso I na classificacao de Sheaffer-Shearer se caracteriza
como a uniao de trés regioes, isto é, Il = [1, UIIl, U Il.. Em cada uma das regioes o
espaco kl é dividido pela curva kl—dobra sonica e as retas rq, r1 e 79, como se mostra nas
Figuras 8, 9 e 10, respectivamente. Note que a diferenca da configuragdo da curva a entre
os casos 1, e I, é que na regiao I, a assintota esta por baixo da curva enquanto na
regiao I, a assintota estd por cima da curva; a diferenca da configuracao entre as regioes
11, e I1. esta na intersecao com a reta ro, na regiao I, a intersecao esta abaixo da reta rg

enquanto na regiao I1. esta acima da reta rg.
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Figura 9 — Intersecao da curva kl-dobra sonica com as retas de bifurcagao no caso 11,
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Figura 10 — Intersecao da curva kl-dobra sonica com as retas de bifurcacao no caso 11,

Proposicao 3.4. Considere (by,by) na regiao 11 = 11, U 11, UIl., da Figura 4. Entao

1. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regioes R3, Rs, Rz, Rs e Ryig das Figuras

8, 9 e 10 intersectam a superficie sonica S em dois pontos distintos;

2. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regides Ry e Ry das Figuras 8, 9 e 10 nao

intersecta a superficie sonica S;

3. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regioes Ry, Rg, Ry e Ryy das Figuras 8, 9

e 10 intersectam a superficie sonica S em quatro pontos distintos.

Demonstragio. Fixado (b, be) na regiao I1 da Figura 4 temos b3 +4/(b; + 1) > 0. Assim,
para quaisquer ponto (k, 1) temos 8(k,1) = (by — 1)k? + bybokl + b31* + 2cbok + 4cby L + 4c* =
(Zlk‘ — bll — 26)(22]{? — bll — 20)

Dado (b, b2) € 11, ja que o ponto (0,0) estd por cima da curva kl—dobra sonica e
dentro do tridngulo formado pela bifurcacao secundaria temos que «(k, 1) > 0 nas regides
Rs, Ry, Rs, Rg, Ry e Ry e que a(k,l) < 0 nas outras regioes. Por cima da reta rg, nas
regioes Ry, R3, R4, R5, Rg e R; temos que [ + 2¢ > 0 e por baixo, nas regioes Ry, Rg, Ry,
Ry e Ryq, temos que [+ 2¢ < 0. Como por cima da reta r;, com ¢ = 1,2, Z;k — b1l —2¢ > 0
e por baixo da reta r;, que Z;k — b1l — 2¢ < 0, segue que f(k,l) > 0 nas regidves Ry, Rs,
Rs, Rs e Ry e que B(k,l) < 0 nas outras regides. Na Tabela 2 mostramos o sinal de A(Pg)
a partir dos sinais de [ + 2¢, 5(k,) e a(k,l). Logo, pelo Lema A.4 segue a quantidade de

raizes reais em cada uma das regioes.
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Tabela 2 — Sinais de [ + 2¢, 5(k, 1), a(k,l) e A(Ps) para o caso 1.

Regides | [ +2c | B(k,1) | a(k,1) | A(Ps) | P(k,1) | N(k,1) | # de Raizes
R - - - + ou + ou- 0
Ry + + - + - + 4
Ry + + + : 9
Ry + - + + ou -+ ou- 0
Rs + + + - 2
Re + - + + - + 4
R; + - - - 2
Rg - + - - 2
Ry - + + + - + 4
Rio - - + - 2
R11 - - - + - + 4

Para (b1, be) € I1., vale a Tabela 2 a excepcao da regido Ry; onde [+ 2¢ > 0 e

B(k,l) > 0, mas mantendo a mesma quantidade de raizes reais.

Para (b1, bs) € I1,, vale a Tabela 2 a excepgao das regides Ry, Ry, Rs, Rs e Ry,
tais que em Ry, l+2c>0e B(k,1) >0,em Ry, I +2c<0e f(k,1) >0,em R5, [ +2c <0
e B(k,1) <0,em Rg, [ +2c >0¢e (k1) <0,eem Ry, [ +2c > 0e G(k,l) <0, mas

mantendo a mesma quantidade de raizes reais em cada regiao. |

3.3.3 Intersecdes no caso Il

De acordo com a Figura 4 o caso I/l na classificagao de Sheaffer-Shearer se
caracteriza como a uniao de trés regioes, isto é, [1I =111, UIIl,UIIll.. Em cada uma
das regides o espaco kl é dividido pela curva kl—dobra sonica e as retas da bifurcacao
secundaria, como mostrado nas Figuras 11, 12 e 13, respectivamente. Note que a diferenga
da configuragao da curva « entre as regices 11, e I, é que na regiao [11, a intersecao
da curva com a reta ry estd acima da reta rg, enquanto no caso /1], a intersecao esta

abaixo da reta rg.
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Figura 12 — Interse¢do da curva kl-dobra sonica com as retas de bifurcacao no caso 111,
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Figura 13 — Interse¢do da curva kl-dobra sonica com as retas de bifurcacao no caso I11.

Proposicao 3.5. Considere (by,bs) na regiao [11 = 111,UI111,UIll., da Figura 4. Entdo

1. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regioes Ry, Rs, Rz, Rs e Ryig das Figuras

11, 12 e 13 intersectam a superficie sonica S em dois pontos distintos;

2. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) na regiao R3 das Figuras 11, 12 e 13 ndo

intersecta a superficie sonica S;

3. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regioes Ry, Ry, Rg, Ry e Ry1 das Figuras

11, 12 e 183 intersectam a superficie sonica S em quatro pontos distintos.

Demonstragio. Fixado (by,by) na regiao I11 da Figura 4 temos que b3 +4/(by +1) > 0 e
para quaisquer ponto (k, 1) tem-se B(k, 1) = (by — 1)k* + bybokl + b31* + 2cbok + 4cbyl + 4c* =
(Zlk‘ — bll — 26)(22]{? — bll — 20)

Dado (b, b9) € I11,, j& que o ponto (0,0) esta por baixo da curva kl—dobra sonica
e fora do tridngulo formado pela bifurcagao secundaria, temos que «(k,l) > 0 nas regides
Ry, R3, Ry, Rs, Rg, Ry e Ryp e que a(k,l) < 0 nas outras regides. Por cima da reta g, nas
regioes Ry, Ry, R3, Rg, Ry, Ri9 € Ri1, temos que [ 4+ 2c¢ > 0 e por baixo, nas regioes Ry,
Rs5, Rg e R7, temos que [ + 2¢ < 0. Como por cima da reta r;, com ¢ = 1,2, temos que
Zik — byl — 2¢ > 0 e por baixo da reta r;, Z;k — byl — 2¢ < 0, obtemos que (k,l) > 0 nas
regides Ry, Ry, Ry, Rg, Rz, Rip € Ri1, e que 5(k,l) < 0 nas outras regioes. Na Tabela 3 se
mostramos o sinal de A(Pg) a partir dos sinais de [ + 2¢, (k,[) e a(k,l). Dai, pelo Lema

A.4 obtemos a quantidade de raizes reais em cada uma das regides.
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Tabela 3 — Sinais de [ + 2¢, 5(k, 1), a(k,l) e A(Ps) para o caso 111,.

Regides | | +2c | f(k,1) | a(k,l) | A(Ps) | P(k,l) | N(k,l) | # de Raizes
Ry + + - + - + 4
Ry - + + - 2
R + - + + ou+ ou- 0
Ry - + + + - + 4
Rs - - + - 2
Rg - + + + - + 4
R; - + - - 2
Rg + - - - 2
Ry + - + + - + 4
Ry + + + - 2
Ry + + - + - + 4

Para (by,by) € 111}, vale a Tabela 3 a excepgao das regiao Ry; onde [ +2c < 0 e

B(k,l) > 0, mas mantendo a mesma quantidade de raizes reais.

Para (b1, by) € 111, vale a Tabela 3 a excepcao das regides R3, Rg, R7, Rip e Ry,
tais que em Rz, onde [ +2c < 0 e f(k,l) > 0, em Rg, onde [ +2¢ > 0 e B(k,1) <0, em
R7, onde [ +2¢ > 0 e B(k,l) <0, em Ry, onde [ +2c < 0e B(k,1) <0, e em Ry;, onde
l+2c<0eB(k1) <0, mas mantendo a mesma quantidade de raizes reais em cada
regiao. |

3.3.4 Intersecdes no caso |V

Como mostra a Figura 4, o caso IV é composto por uma tnica regiao. Neste caso o
espaco ki é dividido pela curva kl-dobra sonica e pela reta ry, como mostrado na Figura 14.
Note que neste caso IV a curva kl-dobra sonica tem dois ou quatro extremos na direcao k

dependendo da quantidade de raizes de (3.14) e tem uma auto intersecao.
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Figura 14 — Intersecdo da curva kl-dobra sonica com a reta de bifurcacao no caso IV

Proposicao 3.6. Considere (by,by) na regiao IV, da Figura 4. Entdo

1. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regioes Ry e Ry da Figura 14 intersectam

a superficie sonica S em dois pontos distintos;

2. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) na regiao Ry da Figura 14 nao intersecta a

superficie sonica S;

3. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regioes Ry e Rs da Figura 14 intersectam

a superficie sonica S em quatro pontos distintos.

Demonstragdo. Fixado (by, by) na regiao IV da Figura 4 temos que b3 +4/(by +1) >0 e
para quaisquer ponto (k, 1) temos 3(k, 1) = (by — 1)k? +bybokl +b21? + 2cbok +4ch 1 +4c? > 0.

Por cima da curva «, nas regioves Ry e Rs, temo que a(k,[) > 0 e por baixo, nas
regides Ry, R3 e Ry, temos que a(k,l) < 0, além disso, por cima da reta ry, nas regioes
Ry, Ry e R3, temos que [ + 2¢ > 0 e por baixo, nas regioes R4 e Rs5, temos que [ 4 2¢ < 0.
Entao, se (k,[) estd em Ry, segue que A(Ps) < 0 e pelo Lema A.4, Ps(Z) tem duas raizes
reais; se (k,1) estd em Ry, A(Ps) >0eou P >0oulN <0 e pelo Lema A.4, Ps(Z) nao
tem raizes reais; se (k,1) estd em Rj3, tem-se A(S) >0, P <0e N > 0, pelo Lema A.4,

Ps(Z) tem quatro raizes reais. |
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3.4 Intersecdo da curva de Hugoniot Hj; com a superficie sonica
S/
Eliminando V e X entre as equacdes de (2.53) obtemos a equagao da superficie S’
nas coordenadas K LZ,
(boK + L+ 2¢)Z* — 2(K — by L) Z*+
+((by + 1) (b2 K + (b5 + 2)L + 4c) — 4L) Z°+
—2(by + 1)(K + by L) Z + (by + 1)*(L + 2¢) = 0. (3.16)
Fazendo constantes K = k e L = [ na equacao acima obtemos um polindbmio em 7,
Psi(Z) = (bok + 1 +2¢)Z* — 2(k — byl) 23+
+ ((by + 1) (bak + (b5 + 2)1 + 4c) — 41) 2%+

—2(by + 1) (k + b)) Z + (b1 + 1)*(1 + 20), (3.17)

tal que as raizes reais deste polindmio representam a quantidade de vezes que a curva de

Hugoniot Hy; intersecta a superficie sonica S’

Se bok + 1 + 2¢ # 0, o polinémio Ps/(Z) é de quarto grau, cujo discriminante é

A(Pg)) = 16(by + 1)* (bg + )2 [(k + bol)? + 4l(1 + 2c)}2 v(k, 1) (3.18)

by +1
onde y(k, 1) = (by + 1)(—k? + bibokl + 4cbyl) + b31* + 2¢(by + 1)*(bok + 4c).

A curva A(Ps/) = 0 divide o espago de estados kl em regioes onde Pg/(Z) tem a
mesma quantidade de raizes reais. A elipse E, cuja equacio é (k + bol)? + 41(1 + 2¢) = 0,
também é solucao da equagdo A(Ps/) = 0. A curva y(k,l) = 0 é uma equagao do segundo
grau completa em duas varidveis, portanto é uma conica ou suas degeneracoes. Calculos
diretos mostram que se b3 +4/(b; + 1) < 0 temos y(k,I) > 0 e se b2 +4/(by +1) > 0
temos 7y (k,[) = 0. Neste tltimo caso temos que a equagao y(k, ) = 0 representa duas retas

concorrentes no plano kl, que pode ser escrita como
(k1) =(Z1k — byl — 2¢(by + 1)) (Zok — byl — 2¢(by +1)) =0

onde Z; < Z, sdo as raizes do polindémio ¢(Z) dado por (2.52). Identifiquemos estas duas

retas como:

Dy areta Zik — byl — 2¢(by +1)=0 (3.19)

Dy a reta Zok — byl — 2¢(by + 1) = 0, (3.20)

veja que estas retas sao a projecdo da dupla sonica (contato duplo) definida por (2.58).
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Observacao 6. As retas D; e Dy nao existem para o caso I definido na se¢ao 3.3.

A reta D; intersecta a reta Dy no ponto (k,l) = (0,—2c(by + 1)/b1), Ou seja a
interse¢ao das retas é um ponto do eixo-l. Se b; € (—1,0) tal ponto de intersegao estéd

acima do eixo-k e em outro caso esta por baixo.

Ja que Ty Fo = —by — 1, nos Casos I, e I1. da Figura 4, tem-se 0 < 71 < Zy € nos

outros casos, Z1 <0< Zs.
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B el e L e .
e Sy TR

(a) Caso I1,. (b) Casos I e I1.,. (c) Casos III e IV.

Figura 15 — Representagao das retas dupla sonica (contato duplo) Dy e Dy definidas em
(2.58) no espaco kl.

Como ilustrado na Figura 15, no Caso I, a inclinacao de D; é positiva e a
inclinacao de D, é negativa. No Casos I, e 1., as retas Dy e Ds, tém inclinacao negativa,
sendo Dy mais inclinada do que D;. No Casos I11 e IV, a inclinagdo de D; é negativa e a

inclinagdo de Dy é positiva.

Por outro lado, as retas D; e D, sao tangentes a elipse £ em dois pontos dada

pelas coordenadas

L (ba(br + 1)%(B3 + 547) & (B3(by + 1) + 26y + 4)/(by + 12(B3 + 5:57))
(by + 1)203 + (by +2)2 ’
—c(by+ 1) (B(by + 1) + 2by + 4 % boy /(b1 + 1)2(B3 + 55
(by 4+ 1)2b3 + (by +2)? ’

l:

A partir de agora apresentaremos, sem demonstracao, os resultados obtidos na
Secao 3 de [14] que se referem a decomposigao do plano kl em regides de acordo com o

numero de intersecoes da curva de Hugoniot Hy; com a superficie sonica S’.

Considerando o Caso I definido na sec¢ao 3.3, a curva A(Ps) = 0 é representada

na Figura 16.

Proposicao 3.7. Considere (by,by) na regiago I da Figura 4. Entao
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| A
1
1

Figura 16 — Representacao no espaco kl da curva A(Pg) = 0 para o Caso [.

1. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) na regido Ry da Figura 16 intersectam a

superficie sonica S' em quatro pontos distintos;
2. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) na regido Ry da Figura 16 nao intersectam a

superficie sonica S'.

Considerando o caso I1, a curva A(Ps/) = 0 tem duas possiveis configuragoes como

mostra a Figura 17.

(a) Caso I1,. (b) Casos I e I1..

Figura 17 — Representacao no espaco kl da equagdo A(Ps) = 0 definida em (3.18).

Proposicao 3.8. Considere (by,by) na regiao I1 da Figura 4. Entdo

1. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regioes Ry e Ry intersectam a superficie
sonica S" em quatro pontos distintos;

2. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regives Ry e R3 nao intersecta a superficie
somica S';

3. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regioes Rs e Rg intersectam a superficie

sonica S" em dois pontos distintos.
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Para os casos I1] e IV, a curva A(Pg) = 0 é representada na Figura 18.

[ A
1
1
1
|

Figura 18 — Representacao no espago kl da equacao A(Ps/) = 0 definida em (3.18) para
os Casos I1] e IV.

Proposicao 3.9. Considere (b1, bs) na regigo 111 ou IV da Figura 4. Entao
1. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) nas regioes Ry, Ry e Ry da Figura 18 ndo
intersecta a superficie sonica S’;

2. as curvas de Hugoniot Hy, para (k,l) na regigGo Rs da Figura 18 intersectam a

superficie sonica S" em quatro pontos distintos;

3. as curvas de Hugoniot Hy,, para (k,l) nas regioes Ry e Rg da Figura 18 intersectam

a superficie sonica S' em dois pontos distintos.



54

4 Decomposicio da Variedade de Ondas M*

Nesse capitulo reobtemos a decomposicao da variedade de ondas de [13] nas
varidveis K, L, V e Z. Considerando que usaremos K, L e Z como coordenadas
da variedade de ondas no Capitulo 5, ao final entenderemos essa decomposicao

nas novas coordenadas.

Sabe-se que a Variedade de Ondas M? ¢ dividida em duas ou doze regioes, [13]. O
numero de regides depende da quantidade de raizes do polindémio p(Z) definido em (2.10).
Se p(Z) tem raizes reais teremos doze regioes caso contrario teremos duas regides. Ja que
dG, dO e dK sdo linearmente independente podemos definir uma folheacdo regular de M3
sem introduzir novas singularidades, fixando K. Cada folha regular, My, é uma superficie

no espaco (K, L,V, X, Z) definida por

ZK — b L +2p(Z)V —2c=0
~L+2V+2ZX =0 (4.1)
K=k

A superficie M, é coberta por curvas de Hugoniot Hy;, com k fixado e [ variando.

Resolvendo o sistema (4.1) para L = | obtemos

Zp(Z)X — Zk+2c
p(Z) = b

Logo, cada curva de Hugoniot em M, é uma curva de nivel da fun¢ao L(X, Z) que passamos

l (4.2)

a analisar em seguida.

Calculando as derivadas parciais de L = [ na Equagao (4.2) obtemos

oL _ Zp(Z) (4.3)
0X  p(Z)—b’ '
OL  p(Z)(p(Z)X =k — b X) +p(Z) (1 ZX + Zk — 2c) — bik (84
0z (p(Z) = b1)? ' '

Portanto as singularidades destas curvas Hy, sdo os pontos criticos em que Zp(Z) =0 e

_ kp(Z) + (2¢ — kZ)P(Z) + bik
4= (Z2+ 07 — Dp(Z) + 01 Zp(Z) (4.5)

Assim os pontos singulares ocorrem em Zg =0, Z = Z;, Z = Zy em cada My, onde Z; e

Zy sdo raizes de p(Z). Calculando as segundas derivadas obtemos

O*L
5%z = 0, (4.6)
2 2
0L 0L > 0, (4.7)

0Z0X 020X
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para qualquer Z e X. Assim, concluimos que os pontos singulares de Hy; em M} sao selas
como ilustrado na Figura 19. Também podemos observar que os pontos singulares sao

intersegoes transversais das retas de bifurcacdo secundaria r; (i = 0,1,2) com cada Mj.

\

XA
v

/\ /

Figura 19 — Superficie M, folheada por curvas de Hugoniot para os Casos I, II e I11
definidos na secao 3.3.

N\

Para estudar as conexoes entre as singularidades de L]y, , escrevemos a Equagao
(4.2) como

Zp(Z2)X = Zk + (p(Z) — by)l — 2c. (4.8)

Na Equagao (4.8) vemos que a linha {Z = 0} é uma curva de Hugoniot se e somente
se [ + 2c = 0. Entao a curva de Hugoniot que passa pelo ponto singular com Z = 0 em

cada My é formado pela linha {Z = 0} e a curva

k —2c(Z + by)
p(2)

a qual denotaremos por s). A curva s da superficie M}, intersecta a linha {Z = 0} no

ponto singular (X, Zy) = ((k — 2cby)/(by — 1),0).

X = (4.9)

Da mesma forma, a reta Z = Z;, i = 1,2 onde Z; é uma raiz de p(Z), é uma curva
de Hugoniot se e somente se Z;k — bl —2c = 0, para cada ¢. Segue que a curva de Hugoniot
que passa pelo ponto singular ri = r; N M, é formado pela reta Z = Z;, (i = 1,2) e pela
curva
ik +(Z - Z;)(Zik — 2c)

X
0WZ(Z — Z;) ’

(4.10)

a qual denotaremos por si. O ponto singular i tem coordenadas

(Xi, Zi) = ((bik + (Zs = Z)(Zik = 2¢)) [ (01 Zi(Z; — Z5)), Zi) ;i # ]
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Note que, igualando as equacoes (4.9) e (4.10) e considerando p(Z) = (Z — Z;)(Z — Z;),

obtemos que s} e si coincidem somente quando

_ —ZC(bl — 1)

: (4.11)

para cada i = 1,2, como ilustrado na Figura 20. Note que as curvas s e si. coincidem

apenas quando k = 0.

FT7

Figura 20 — Folheagdo da superficie My, quando k = k; para os Casos I, I] e 111 definidos
na secao 3.3.

Para k variando, a reta Z = Z;, i = 0, 1,2 gera um plano denotado por P; em M3 e
o grafico de si gera uma superficie denotada por Sep’. O estudo de Sep’ e suas intersegoes
com Pj e Sep’ é apresentado em [13], onde Sep’ e Sep’ se intersectam transversalmente,

assim como P; e Sep’.

No préximo capitulo, estudaremos arcos de curva de Hugoniot admissiveis usando
as variaveis K, Z, L. Considerando que usaremos a decomposicao descrita acima para
distinguir regides com os chamados arcos locais e nao-locais a serem definidos mais adiante.

Vamos entender essa decomposicao nas variaveis K, Z, L.

Comecamos definindo a funcao ® : R® — R> dada por

®K,Z L)=(K,L,X(K,Z L), V(K,Z,L),Z)

onde
ZK + (p(Z) —by)L — 2c
X(K,Z, L) = , 4.12
(K, Z.1) iz (112)
V(K, ZL) = —ZK +bL +2c (4.13)

2p(Z) ’
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com Z # 0ep(Z) # 0sao obtidas de (2.12) e (2.13). A imagem de ® representa a Variedade
de Ondas M? em coordenadas (K, L, X, v, Z). Como a derivada de ¢ tem posto 3, cada
ponto da Variedade de Ondas M? ¢ representado por um tnico ponto nas coordenadas
(K, Z, L). Chamaremos o espago gerado pelas coordenadas (K, Z, L) de Espaco de Estados
Estendido ou Fspagco Estendido.

Nas proximas duas segoes estudaremos o espaco de estados estendido relacionado

aos casos definidos na secao 3.3.

4.1 Espaco de estados estendido para o Caso IV

A identificacao de regides de admissibilidade de arcos de curvas de choque é mais
simples quando consideradas no Espago de Estados Estendido. Para melhor entender
a divisao da Variedade de Ondas nesse espacgo, consideramos o caso IV introduzido na
segao 3.3 para os parametros ki (raizes de p(Z) complexas). Neste caso a Variedade de Ondas
¢ dividida somente pelo plano P, e pela Superficie Sep®. No Espaco de Estados Estendido
essas superficies sdo representadas pelos planos Py = @ 1(P) = {(K,Z,L) : Z =0} e
Sep® = &71(S°%) = {(K,Z,L) : L+ 2c = 0}. A reta de bifurcagdo secundéria ry nesse

espaco é representada por py = Py N Sep’, conforme ilustrado na Figura 21.

Figura 21 — Variedade de Ondas M? no espaco estendido para o Caso I'V.

Notac3o:

Denotaremos por My, P;, Sep’ e p; (i = 0,1,2) os conjuntos ®~1(M},), D~1(F;),
O~1(Sep’) e @71(r;) (i = 0,1,2), respectivamente.

Como a superficie M}, é uma faixa de Mobius na variedade de ondas M? (ver [13]),
esta superficie é representada nas coordenadas (Z, L) pela imagem inversa de & como
M, ={(K,Z L) : K = k}. Intersectando o plano M} com o espago de estados estendido
obtemos a reta {Z = Zy = 0} = M, NPy e o segmento de reta 70 = Mj N Sep’. Logo,
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o segmento de reta {Z = Zy = 0} e a reta 70 dividem o plano M em 2 regides (em

coordenadas Z e L).

I I
I u I
1 ug 1
(-00,0) ! (0,0) @ I M,
' # / /\ :
I I
1 Ty 1
L=-2c o—
1P el
1 ‘ “ Sk
I |
L 4 1 1
| | I \
| : m, : Hug®
L———>» I 1
Z 1 1
z=0 7=0

Figura 22 — Curva de Hugoniot no plano My e na superficie M}, para o Caso IV.

Observamos na Figura 22 que, se fixarmos K = k e L = [, temos duas semirretas
(k,Z,1), Z € R\{0}, dentro do plano M, cuja imagem pela aplicagio ® é uma curva
de Hugoniot dentro da superficie M) na Variedade de Ondas M3, ou seja, o conjunto
(—00,0) U (0,400), representa uma curva de Hugoniot, sendo que o intervalo (—oo,0)
corresponde a parte Hug! e o intervalo (0, 00) corresponde a parte Hug? (lembre-se que
—00 é colado com +oo, neste caso a curva de Hugoniot tem apenas uma componente).
Além disso, observamos que esta reta nao intersecta a reta {Z = 0}, caso contrario existiria
uma curva de Hugoniot intersectando {Z = 0} que nao pertence a s); visto de outro
modo, se Z se aproxima de zero a curva de Hugoniot tende para o infinito na Variedade de
Ondas M3. Ja que Z € RU {400} a reta que representa a curva de Hugoniot é continua
no infinito. Portanto, observando a Figura 23 fica claro que as curvas de Hugoniot que
estao acima da reta 7 estdao em uma das duas regides da Variedade de Ondas M? e as que
estao abaixo pertencem a outra regido, ou seja, quando o ponto (k,) do espago de estados

KL atravessa a reta 77, a curva de Hugoniot muda de regiao na Variedade de Ondas M?3.

(-O0,0)

| === === =O= = Q= =)= — ———
ho)
~o
~~
K
8
o
a
= ©
>e
3
Q&
o'
ﬁ
=
o

N

0

Figura 23 — Curvas de Hugoniot no plano M} e na superficie M para o Caso IV.
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Observe na Figura 24 que a elipse E dada por (k+bsl)? +41(1+2c) = 0 (ver (2.47)),
no espaco de estados estendido é vista como o cilindro £ x R, este cilindro é tangente ao
plano Sep® ao longo de uma reta e separa a regido hiperbélica da regido eliptica. Além

disso, este cilindro contém a curva de coincidéncia &, onde os autovalores de DF (W)

coincidem.

/:\ sep
1
1
1
1

Figura 24 — Cilindro £ x R no espaco estendido para o Caso IV

4.2 Espaco de estados estendido para os casos I, [1 e I1]

Nos casos I, Il e III definidos na se¢ao 3.3, considerando Z;, Z, raizes reais
de p(Z) a Variedade de Ondas M? ¢é dividida pelos planos P; e pelas superficies Sep’,
com ¢ = 0,1,2. Entao, no espaco estendido, Fy, P, e P, sao dados respectivamente
por Py = @ YP) = {(K,Z,L) : Z =0}, P, =0 YP) ={(K,Z, L) : Z =7} e
Py =& NP) ={(K,Z, L) : Z = Zy}; enquanto as superficies Sep’, Sep' e Sep? sdo

representadas nos casos I, I1 e 111, (considerando Z; < 0 < Z3), pelos conjuntos
Sep’ = &1 (Sep”) = {(K,Z,L) : L+2c=0,Z € (Z,,%,)},

Sep' = d 1 (Sep') = {(K,Z, L) : Z1K — b L —2c=0,Z € (—00,0) U (Z,00)}

Sep® = @ 1(Sep?) = {(K, Z,L) : ZoK — L —2c=0,Z € (—o0, Z,) U (0,00)},

respectivamente (Ver Figura 25). Nos casos 111, e I11, (considerado Z; < Zy < 0), essas

superficies sdo representadas por
Sep’ = @71 (Sep®) = {(K,Z, L) : L+2c=0,Z € (—00, Z,) U (Z,,0)},

Sep' = @Y (Sep') = {(K, Z, L) : ZYK —bL —2c=0,Z € (—o0, Z3) U (0,00)}

Sep? = &1 (Sep?) = {(K,Z,L) : Z,K —b L —2c=0,7 € (Z,,0)},
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respectivamente. Observe que, o plano P; intersecta apenas a superficies Sep’ em p; =
P; N Sep’. Logo, Sep® ¢ projetado no espago de estados KL como r; (i = 0,1,2). Também,
observe que entre os planos Sep’ e Sep’, i # j, existem quatro regides difeomorfas a R3.
Cada uma destas regioes correspondem as regioes na Variedade de Ondas M? difeomorfas

a R3, onde as componentes das curvas de Hugoniot sao difeomorfas a R.

Figura 25 — Divisdo da Variedade ®~!(M?) em coordenadas (K, L, Z) para os Casos I e
I1.

Agora, para cada k fixo, o plano M} representa a imagem do hiperplano (em R®)
K = k pela fungdo ®~'. Seguindo a notagao acima temos M, = ®~1(M,,) = {(K,Z,L) :
K = k}. No plano My, temos as retas {Z = Z;} = M; N P; e segmentos de retas
i = My N Sep’. Entdo, os segmentos de retas {Z = Z;} e as retas 7/, (para i = 0, 1,2)
dividem o plano M, (em coordenadas Z e L) em 9 regioes (ver Figura 26). Note que
existem trés regioes entre cada par de retas verticais e que a intersegao de {Z = Z;} com
7i & parte da bifurcacio secunddria, que corta transversalmente o plano Mj. Se variarmos
k, os segmentos de reta 7 (para i = 0, 1,2) do plano M}, variam, por exemplo na Figura
26, 79 poderia se deslocar para cima e 77 poderia se deslocar para baixo chegando num
momento a coincidir para Z entre {Z = 0} e {Z = Zy} (de (4.11) isto ocorre quando
k = ky). Neste momento no espago de estados K L ocorre a interse¢ao das retas py e pa.
No espaco estendido o plano Sep? intersecta o plano Sep? e na variedade de Onda M3
temos a ligacao entre dois pontos singulares; assim se k continuar variando, o plano My

intersecta uma nova regiao no espago estendido.

Note que, nos casos I, II e II] da secao 3.3 a reta (k, Z,1), representa uma
curva de Hugoniot no plano My, no espago estendido (coordenadas (K, Z, L)), além disso,

observamos que esta reta nao deve intersectar os planos Z = Z; (i = 0, 1, 2), caso contrério
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Figura 26 — Plano M;, = ®~!(M},), nas coordenadas Z e L.

existiria uma curva de Hugoniot intersectando P; (i = 0, 1,2) que nio pertencem a Sep’
(i =0,1,2), isto é, para Z se aproximando de Z = Z; (i = 0,1,2) a curva de Hugoniot
tende para infinito na Variedade de Ondas M? (ver Figura 27). Assim, nos casos I, I]
e I11, para cada par (k,!) fixo, a curva de Hugoniot Hy; possui trés componentes, cada

uma delas pertencente a uma regiao difeomorfa a R?® diferente.

1 1 | 1 1
1 1 I @ I 1
| | e |
1 1 1 | I 1
s Tk ] | I 1
I 1 I ] I 1
1 Px I I I
1 I 1 ] 1M,
1 I 1 . I 1
I I 1 B | 1

— Hug 0 k | [
I l I Pl | 1

L o o o l :

4 I | 1 I 1

I I T, I I I I

I T Y o 1 | |

I I 1Pk I I I

Le—e—p | I I 1 ]
I | 1 1 I

z I 1 I 1 I
1 1 1 1 1
7=z, Z7=0 z=2, =2, 7=0 z=z,

Figura 27 — Curva de Hugoniot no plano M} e na superficie M), para os Casos I e I1.

Observagao 7. Nos casos em que a variedade de ondas é dividida em 12 regioes (casos I,
Il e I1), se fixarmos apenas k, | para considerar a curva de Hugoniot, esta curva pode

coincidir com 7, 7} ou 77, para algum intervalo de Z. (Ver Figura 28)

Como esté ilustrado na Figura 29, nos casos I, Il e I11, o cilindro E x R tangencia
ao planos Sep®, Sep! e Sep? ao longo de retas cuja projecao no espago K L torna-se pontos

de tangencia entre as retas r; (i =0, 1,2) e a Elipse F.
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z=7,

Figura 28 — Curva de Hugoniot no plano M, e na superficie M, que coincide com s?.

Sep

Figura 29 — Cilindro £ x R no espaco estendido para os Casos [ e I1.
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5 Choques de Lax locais e nao-locais

Neste capitulo apresentamos uma andlise de choques locais e nao-locais no

espaco de estados estendido.

5.1 Consideracoes Gerais

Choques admissiveis na variedade de ondas, para sistemas de duas leis de conserva-
¢ao, foram introduzidos em [17]. Foram considerados apenas arcos de curvas de choque que
se iniciam na superficie caracteristica, C'. Um tal arco de curva de choque é denominado
choque local. Neste capitulo, além de choque local, estudaremos arco de curva de choque

que comegca na superficie sonica S’, denominado choque nao-local.

A anélise feita nos capitulos anteriores sao utilizadas neste capitulo, para responder
a pergunta: em quais regioes da variedade de ondas M? existem choques locais e choques
nao-locais? Usaremos o espaco de estados estendido como sistema de coordenadas. Nestas
coordenadas as equagoes que representam as superficies caracteristica C' (eq. (2.21)), sonica
S (eq. (3.1)) e sonica S’ (eq. (3.16)) sao mais facilmente manipuladas. A Figura 30 ilustra
como essas superficies separam regioes na Variedade de Ondas M?3. Ilustra também como

outros ingredientes importantes em nosso estudo estao posicionados na variedade de ondas.

No espago de estados estendido, uma curva de Hugoniot é o conjunto de pontos
(K,Z,L) tal que K = k, L = [, com k e [ fixos, e qualquer Z € R\ {0, 7y, Z5}, com

7y < Zy raizes reais do polindmio p(Z), como vimos no Capitulo 4.

Notacao:

Denotaremos esta curva de Hugoniot por Hy;.

Eliminando V de (2.49), utilizando (2.12), temos a funcio velocidade o sobre o

espago de estados estendido dada pela expressao

2blZp(Z) bl7

o(K,Z,L) = (5.1)

onde p(Z) e q(Z) sdo dados em (2.10) e (2.52), respectivamente, e m = (by+1)(asba+a4)—as.
Observe que a fungao o é continua para todos os pontos (K, Z, L) tais que Zp(Z) # 0.
Agora, usando (5.1) definimos a funcao velocidade oy; ao longo da curva de Hugoniot Hy,

como

O’kl(Z) :O'(k,Z,l>. (52)
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Il Caracteristica C Il Sonica S I Soénica S’

Figura 30 — Superficies C, S e S’ no espaco de estados estendido K Z L para o caso IV da
secao 3.3.

A funcao o4, tem assintota nos planos Z =0, Z = Z;, 1 = 1,2, logo, quando a curva de
Hugoniot Hy(Z) se aproxima para o plano P; (i = 0, 1,2) o valor da fungdo velocidade

tende para +o00 ou —oc.

A Observagao 5 (pg. 29) mostra que em um ponto da superficie caracteristica C' a
velocidade ao longo da curva de Hugoniot coincide com uma das velocidades caracteristicas
(autovalores da matriz derivada da fungao fluxo), isto é, dado (k,1) Zs, existem Zy € R\
{0, Zy, Z5} tais que oy(Zs) = As(k, 1, Zs) < oi(Zy) = Ap(k, 1, Zy). A curva de coincidéncia
& separa a superficie caracteristica em duas subvariedades, a caracteristica lenta, denotada
por Cj, associada ao autovalor \s e a caracteristica rapida, denotada por C', associada ao

autovalor As.

Por outro lado, derivando o; com relagao a Z, temos

@( )= Ps(Z)
iz %1 Zp(Z)’

onde Pg(Z) é dado em (3.2) e p(Z) é dado em (2.10). Lembrando que as raizes de Ps(Z)

sao os pontos de intersecao da curva de Hugoniot com a superficie sonica S, segue que a

(5.3)

velocidade oy atinge valor extremo ao longo da curva de Hugoniot Hy; ao intersectar a

superficie S para algum valor Z = Zg.
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Seguiremos a Segoes 2 e 3 de [17], para definir arcos admissiveis de curvas de

Hugoniot. Por completeza apresentamos um resumo do contetido dessas segoes.

A partir de agora consideramos as seguintes hipdteses adicionais:

Hipdétese 2. Consideramos somente pontos (k, [, V.X,Z ) na variedade de ondas, M3, que
estdo na regiao hiperbdlica, isto é, pontos tais que sua curva de Hugoniot Hy; intersecta a

superficie caracteristica C'.

Hipodtese 3. Consideramos somente curvas de Hugoniot cujas componentes sao difeomorfos
a R. Como consequéncia nao consideramos curvas de Hugoniot que intersectam as retas

de bifurcagao secundaria.

Abordaremos agora as curvas de Hugoniot’ no espaco estendido K Z L. Eliminando
V e X na Equacio (2.38) definimos a funcio (K’, Z',L') : R* — R® sobre o espaco de
estados estendido por
K'(K,Z, L) =[Z(p(Z)—2b))K —2by(p(Z) — by)L + 4byc]/[Zp(Z)] = K
Z'(K,Z, L) =Z (5.4)
L(K,Z, L) =[-2ZK — (p(Z) —2b)L + 4c]/p(Z) =1
onde p(Z) é dados em (2.10). Observe que (5.4) é inversivel e sua inversa ¢ dada por
K(K',Z'\L') =[Z'(p(Z') —2b))K' — 2b1(p(Z") — by) L' + 4byc]/[Z'p(Z")]
2(K',2'\L') =2 (5.5)
LK, Z''l') =[-2Z'K'"— (p(Z') —2by))L’ + 4¢c]/p(Z")
onde p(Z') é dado em (2.10).

Fixados K =k, L =1 e Z = Z temos que (k', Z,1') representa um ponto da curva
de Hugoniot’ H}; que passa pelo ponto (k, Z,1) de Hy. Na variedade de ondas as curvas

Hy, e Hj, apenas se intersetam para algum valor de Z = Z.

L L

@_ Hkl @_ H,k/‘
(k,Z,1) (k’Z,1")

z z’

» g

K K’
Figura 31 — Representacao da relagdo entre Hy; e H}, dada por (5.4).

Substituindo (5.5) em (5.1) a funcdo velocidade nas coordenadas (K', Z’, L) tem a
mesma expressao que no espago estendido, isto é,

W INZK =)+ 2427+ b +1)  m
K',7' L) = —. .
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Entéo, podemos definir a fungao velocidade ao longo da curva de Hugoniot’ H},;, como
O'k/l/(Z) = O'(k‘,, Z, l/),\V/Z S R\{O, Z, ZQ}

Dados Z;, Z} € R\{0, Z1, Z>} os ntimeros opr(Z]) < opr(Z}) sdo os valores da fungao
velocidade na intersegao da curva de Hugoniot’ Hj,, com a superficie caracteristica C'.
Segue que Uk/l/(Z;) = )\s(k‘/, Z;, l/) e U]ay(Z}) = )\f(k’/, Z}, l/)

Substituindo a inversa de (K', Z, L') em (2.21) temos
ZK'+ (p(Z) — b)L' — 2¢ =0, (5.7)

como a equacao da superficie caracteristica nas coordenadas (K’, Z, L"). Observe que as
equagoes (5.6) e (5.7) sugerem que para cada curva de Hugoniot’ Hj, , intersetando a
caracteristica para Z; e Z}, existe uma curva de Hugoniot Hy; intersetando a caracteristica

110S 1MeS1Nos pOIltOS.

Observacao 8. Pelo Teorema de Bethe-Wendroff (enunciado no Apéndice D de [17])
se (k,1,Z) é um ponto de S entdo ou oy (Z) = A (K, I, Z]) ou op(Z) = N\s(K', ', Z}).
Denotamos por S; o conjunto de pontos da superficie sonica S tais que o (Z) = Ag(K', ', Z1)
e por Sy o conjunto de pontos tais que oy (Z) = A\s(K', ', Z}). Da mesma forma, se (k, [, Z)
¢ um ponto da superficie sonica S’ entdo oy (Z) = As(k, 1, Zs) ou o(Z) = Ap(k, 1, Zy).
Denotamos o conjunto de pontos de S’ tais que oy (Z) = Ay(k, [, Zs) por Sg (S} pontos
tais que o (Z) = A\(k, 1, Zy)).

Os calculos abaixo verificam as conclusoes da Observacao 8 para o caso de intersegoes
entre curvas de Hugoniot H e a superficie S’. De (2.54) e (2.49) temos a fungdo velocidade

o sobre a superficie S’ dada por

K 2Z+by(by +1
_ K 2Z4bbitl),  m (5.8)
2b; 2(Z%2+b1+1) by

o

Igualando o com a velocidade caracteristica A (ver (2.31)) e simplificando obtemos
(Z2 + by + 1)K + [Z(Z% 4+ by + 3) + ba(by + 1)]L = 0, (5.9)

ou seja, fixado K e L a Equagao (5.9) é um polindémio de terceiro grau na variavel Z cujas
raizes reais indicam os pontos onde a curva de Hugoniot intersecta a superficie S’ e a
superficie caracteristica com a mesma velocidade. Se esse polindmio tem uma tnica raiz
real, essa raiz ¢ um ponto em Cs (ou Cf) e a curva de Hugoniot ou nao intersecta S’ ou
intersecta S%( ou Sg). Se o polinémio tem trés rafzes reais uma delas representa o caso

descrito acima e as outras duas sdo pontos de Si( ou S%), conforme [14].

Observacao 9. A velocidade, oy, ao longo de uma curva de Hugoniot assume valores

extremos apenas na superficie S. Assim nos pontos de interse¢ao de uma curva de Hugoniot,
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H, com a caracteristica C' e S’ fora da inflexdo e da dupla sénica a velocidade o nao
assume valores extremos. Da mesma forma, ao longo de uma curva de Hugoniot’ H' a
velocidade atinge valores extremos apenas na S’, consequentemente onde uma curva de
Hugoniot’ H’ intersecta a caracteristica C' e sonica S fora da inflexdo e da dupla sénica, a

velocidade nao atinge valores extremos.

A hipotese adicional, enunciada abaixo, vale para sistemas quadraticos de leis de

conservagao e suas perturbagdes, como provado no Apéndice B de [17].

Hipétese 4. Seja V C M3 uma vizinhanca de um ponto da superficie caracteristica
C fora da inflexdo e da curva de coincidéncia. Seja V; uma das componentes de V\C.
Assumiremos que dado um ponto em Vy, se a velocidade oy (Z) decresce ao longo da curva
de Hugoniot H por esse ponto em V) entao opy(Z) cresce ao longo da curva de Hugoniot’
H'’ por esse mesmo ponto em V;. Uma hipdtese andloga vale se oy cresce ao longo das

curvas de Hugoniot em V.

Com essas hipdteses e observacoes acima temos:

Definigao 5.1. Seja Z,, igual a Z; ou Zg tal que Hy(Zs) N Cy ou Hyy(Zs) N S% existem.

Um arco de curva de Hugoniot Hy; é dito um arco de 1-choque se satisfaz

ow(Z) < op(Zy) e (5.10)
O'k/l/(Z;) < (Tkl(Z) < O‘k/l/(Z}), (5.11)

para todo Z < Z,,. A curva de Hugoniot’ Hj,, interseta a superficie caracteristica Cy e

Cy para os valores de Z = Z{ e Z = Z}, respectivamente.

Segue da definicao acima e da Observagao 8 que arcos de 1-choque comecam em C
ou S%. Arcos de 1-choques que comegam em Cy sao chamados 1-choque local e denotado
por S1(Zs); ja arcos de 1-choque comecando em S’ sdo chamados 1-choque nao-local e sdo
denotados por S;(Zg ). Ver Figura 32.

M3

5.2, ‘

I
1
1
I
I
|
Il

)
1 1
1 1
| 1
i i
1 1
| |
Z Z Z Z Z;

Figura 32 — Arcos de 1-choques Si(Z,) e S1(Zg/) na Variedade de Ondas M?3.
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Lema 5.1. Seja um arco de curva de Hugoniot Hy comecando em Cs que satisfaz (5.10),

entdo tal arco também Hy, satisfaz (5.11).

Demonstragao. Bastaria verificar que oy (Z.) < oi(Zs). Mas, isto é evidente pois
O-k’l’<Z§) = Ukl(Zs) (§ O-k’l’(Z}) = O'kl(Zf). I

Segue do Lema 5.1 que arco de 1-choque local é um arco que comecga em C com
velocidade decrescente por (5.10) e que arco de 1-choque local S1(Zs) existe para toda

curva de Hugoniot Hy; que se encontra na regiao hiperbdlica.

Em seguida apresentamos o algoritmo para encontrar arcos de curva de Hugoniot

que sdo arcos de 1-choque local S;(Z); nesta construcao usamos a Hipdtese 4.

1. Fixe K =k, L =1 e tome a curva de Hugoniot Hy,;

2. Procure Z, tal que o(Z,) na superficie sonica S é a velocidade na superficie

caracteristica lenta C.;

3. Considere o intervalo Z = (—o00, Z5) ou (Zs, +00) na curva de Hugoniot Hy, tal que
O'kl(Z) < Ukl(Zs) VZ € 1. Entao I = Sl(ZS)

Em seguida apresentamos o algoritmo para encontrar os arcos de curva de Hugoniot

que sao arcos de 1-choque nao-local S;(Zg/).

1. Fixe K =k, L =1 e tome a curva de Hugoniot Hy;;

2. Procure valores Zg e Z tal que a velocidade oy;(Zs/) na superficie sonica S’ é igual

a velocidade oy;(Z5) na superficie caracteristica lenta C;

3. Considere o intervalo Z = (—o00, Zg) ou (Zg/, +00) na Hy tal que oy (2) < oi(Zs)
VZ €T,

4. Fixado Z em Z, usando (5.4) determine as coordenadas (K’, Z’, L) no ponto (k, Z,1)

e construa a curva de Hugoniot’ Hj,, que passa tal ponto;

5. Procure Z e Z} ao longo da curva de Hugoniot’ Hy,, tal que owy(Z;) < oy (Z})

sao as velocidades na interse¢ao da curva de Hugoniot’ Hj,, com a caracteristica C;

6. Escolher como arco de 1-choque nao-local Si(Zs/) aos subintervalo de Z contendo Z

que satisfaz o (Z;) < op(Z) < o (Z5).

Nas seguintes quatro se¢oes apresentamos os casos nao simétricos (by # 0) onde
mostramos os arcos de 1-choque locais e 1-choque nao-locais. Com tal motivo foi decomposto

o espago de estados estendido em planos My, em coordenadas (Z, L), as quais representam
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as superficies M}, que constituem uma folheacao da variedade de ondas M?3. No plano M,
mostramos para cada L fixo curvas (retas) de Hugoniot Hy;; uma curva para a intersegao
da superficie caracteristica C' com My; uma curva para a intersecao S N My; e outra
curva para a intersegdo S’ N My, (ver Figura 33). Logo, para cada curva de Hugoniot é
analisado a velocidade de onda oy, para obter o arco de curva que é 1-choque local S;(Z;)
ou 1-choque néao-local S1(Zg), no espaco My, usando os algoritmos descritos acima. Por

exemplo, na Figura 33 observamos para algum &£ um arco de 1-choque local e dois arcos
de 1-choque nao-local.

Z=Zl Z=0 |Z=Z2
[ \ .
v \ \‘ |
\ .
! [N
V! N ,
_________ \ ~\\'\4 N Ty
\ ‘\I' pz \\ S
o k
\ 9‘ I \\
N n \C\\
\ -
q,\I A
W\ L
Y
\ \\ ’/ \\
\ \
\ \\ / \\
W\
\.\\;\/ ! le \\
Q4—y——————%*—— | =
\\pk ‘\ sliz .
\ \ 1( s') \ k/
SI(ZS’) ‘j | Sz(Zs) \ I ‘EO
k
L4 \ ¥
\ p REZNNEN
I \ ky N .
| \ . SN
/
| \ . \
L ! ! &1
Z ! i L\
Caracteristica(C) — ——— — —-
Sénica(§) === :=-.-
Sonica (8') — = — = — - —

Figura 33 — Interse¢ao das superficies C, S e S’ com M. Ramos de curvas de Hugoniot

pelos pontos de bifurca¢ao. Curvas de Hugoniot Hy, com —2¢ < [ < (Z1k —
2¢)/b; mostrando arcos de 1-choque locais e nao-locais.

Como vimos no pardgrafo anterior as superficies caracteristica C' e as sonicas S e S’
intersectam o espago M, ao longo de curvas que, por abuso de linguagem e simplicidade

também denotaremos por C', S e S’, respectivamente. Pelas equagoes (2.21), (3.1) e (3.16)
estas curvas tem como equagoes

—Zk + 2¢
L=_2"T= 5.12
p(Z) = b (5:12)

I Z2(02Z% — AZ — by(by + 1))k + 2¢[Z* + 2(by + 2) Z% + 2by(by + 1) Z + b — 1]
C ZA 4 2by(by + 1) Z3 4+ (b3(by + 1) — 2(2by + 1)) 22 — 2by(by +1)Z — b3+ 1

(5.13)
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= Z(boZ3 =272 + by(by + 1) Z — 2(by + 1))k — 2¢(Z* + b1 + 1)?
O ZA 420,73 + (B3(by + 1) + 2(by — 1)) 22 — 2by(by + 1)Z + (by +1)2’

(5.14)

respectivamente. No caso da caracteristica C' a curva tem duas assintotas verticais; no
caso da sonica S o denominador de (5.13) é dado pelo polinémio P, dado em (3.14) cuja

discriminante A(Py) é dada em (3.15) e aplicando o Teorema A.4 onde

P = —4(3b; + 1)(by + 1)b5 — 16(2b; + 1) (5.15)

N = 48by(by + 1) (b§ 4 > (b +1)(30 + 2083 +2(50, +4)]  (5.16)

2
by +1

temos que:

e Se A(P;) <0, a curva em (5.13) tem duas assintotas;

e Se A(Py) >0, P<0eN >0, a curva em (5.13) tem quatro assintotas.

5.2 Arcos de 1-choque para o Caso /I do espaco de parametros

b1by

Em primeiro lugar frisamos que ao longo de toda esta se¢dao foram utilizados os
valores by = —3/2, by = 1/2, ¢ = 1 para efeito das figuras e célculos. Sabemos de [13] e do
Capitulo 4 que a variedade de ondas é folheada pela superficies M. Fixado um K =k, a
configuragao das curvas de Hugoniot nessas superficies muda de acordo com os valores
de k para os quais hé ligagao entre as singularidades da folheacao definida pelas curvas
de Hugoniot em M. Essas singularidades sao a intersecao das bifurcagoes secundarias
r;, 1 =0,1,2, com a My. No Capitulo 4 observamos ainda que no espago KL a ligacao
entre as singularidades é caracterizada pela intersecao da projecao das retas p;, © = 0,1, 2.
Usaremos a decomposi¢ao mostrado na Figura 34 do espago K L definida pelas projegoes
das retas p;, © = 0, 1, 2, pela elipse E e pelos pontos de tangéncias das projecoes das retas

de bifurcagao com a elipse E para auxiliar o estudo de arcos de 1-choques em M.
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Figura 34 — Decomposic¢ao do espago de estados K L com Z fixo para o Caso I, do espago
de pardmetros b1by da Figura 4. No caso, by = —3/2, by = 1/2, ¢ = 1.

Na Figura 34 estdo mostrados os seguintes pontos (neste caso Z; < 0 < Zs): A
intersegao entre as retas ry e ro denotada por r179g = (K rgs Liryry) = (—2¢(by — 1)/ Z1, —2¢);

a intersecdo entre as retas 1, e ro denotada por riry = (Ky py, Lyry) = (0, —2¢/b1); a

I

intersegdo entre as retas ry e ro denotada por rorg = (Kpypy, Liyry) = (—2¢(by — 1)/ Zs, —2c)
a intersecao entre a elipse F e a reta rg denotada por Erg = (Kgyy, Lpr,) = (2cbe, —2¢);
Para cada i = 1,2, a intersecao entre a elipse F e a reta r; denotada por Er; = (Kg.,, Lgy,)
onde Lg,. = (Z;Kg,, — 2¢)/b; e Kg,, é solugao da equagao b} + (K? — 2chy K — 4¢?)(b3 —
4(by — 1)) =0.

Uma vez obtidos os pontos de intersecao acima consideramos a seguinte divisao para
K em 6 subcasos de acordo com os intervalo: (—oo, Ky ry), (Krirgs Kery )y (Kgry Kriry)s
(Kryryy Kiry)y (Kgryy Krgry) € (Kpgry, +00). Para cada um destes subcasos é construido o

plano My, em coordenadas (Z, L) e feita a andlise.
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5.2.1 Folheacdo de M, para K = —11/2 € (—o0, K1)
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Figura 35 — Folheagdo de My, para K = —11/2 € (—o0, K,,,). Segmentos hachuriados
representam arcos de 1-choque.

Referindo-se a decomposi¢do do espago KL da Figura 34, comegaremos nossa
analise a partir da intersecdo das retas rg e r1. O valor de K para essa intersecao é
K,y = —2¢(by — 1)/Z; (Ver Equacao (4.11)). Entao, para K = —11/2 < K,,,,, um
comportamento tipico do espaco M, numa vizinhanca desse valor de K é mostrado
na Figura 35, onde considerando os valores de L nas retas r;, ¢+ = 0,1,2, tomamos os
seguintes intervalos: (—oo, (Z1k — 2¢)/b1), ((Z1k — 2¢) /by, —2¢), (—2¢, (Zsk — 2¢)/by) e
((Zak — 2¢) /by, +00). Nestes intervalos estudamos as velocidades ao longo da curva de

Hugoniot, dada pela Equacao (5.2), numa vizinhanca de alguns L fixos:

o Para L = —13/2 € (—o0,(Z1k — 2¢)/by), temos o grafico da velocidade oy na
Figura 36 (Hjy; por cima da inflexao), onde podemos identificar que a velocidade na
carateristica lenta oy(Z;) ao longo da curva de Hugoniot é igual as velocidades na
sonica S’ lentas o (Z%) e ok (Z%), que a velocidade na carateristica rdpida oy (Zf) é
igual a velocidade na sonica S’ rapida oy (Z%) e o1 (Z4), e que a curva de Hugoniot

atravessa a sonica S com velocidade o3 (Z2) e o1 (Z%). Veja que isto é refletido na

Figura 35 para o intervalo de L considerado.
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\ Z:

N
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(/)NU‘

Z, Z, Z,
Figura 36 — Fungao velocidade oy para (k,l) = (—11/2,—13/2).

J& que, o (Z) é menor que oy(Z,), on(Z%) e ow(Z%), a desigualdade (5.10) é
satisfeito nos intervalos Z, = (Z%, Z,) = (—1.97,—-1.85), Z, = (Zy, Zs) = (0,0.40) e
T, = (Z%, Z,) = (0.36, 1.35). Entdo, analisando cada um destes intervalos temos que:
o intervalo Z; corresponde a um arco de 1-choque local saindo da caracteristica lenta
Cy e aproximando-se para a reta Z = Z, esta aproximagao na variedade de ondas
é visto como assintota; Para encontrar o arco de 1-choque nao-local consideramos
um valor para Z = —1.80 no intervalo Z,, seguindo o passo 4 do algoritmo temos
a coordenada (K', 7', L") = (—13.06, —15.56, —1.80) associada a curva Hj,, que é
calculado pelas Equagoes (5.4), seguindo o passo 5 do algoritmo temos Z! = —1.82,
7y = 0.48 tal que oy (Z;) = 8.36 < opy(Z}) = 11.97 onde Z;, Z} sdo calculado por
(5.7) e seguindo o passo 6 do algoritmo temos oy (Z.) = —5.91 < oy (Z) = 8.36 <
o (Z}) = 11.97; Para encontrar o arco de 1-choque nio-local consideramos um valor
para Z = 0.85 no intervalo Z,, seguindo o passo 4 do algoritmo temos a coordenada
(K',Z', L") = (14.65,—17.98,0.85) associada a curva Hj,, que é calculado pelas
Equagdes (5.4), seguindo o passo 5 do algoritmo temos Z; = 1.11, Z}; = —0.80 tal que
o (Z) = —7.56 < opr(Z}) = 9.61 onde Z;, Z} sdo calculado por (5.7) e seguindo o
passo 6 do algoritmo temos oy (Z;) = —7.56 < oy (Z) = —4.46 < op(Z}) = 9.61.
Podemos concluir que, ambos os intervalos satisfazem a desigualdade (5.11), o seja,

ambos os intervalos correspondem a arcos de 1-choque nao-local.

Observe que para a curva de Hugoniot por abaixo da inflexdo os intervalos sao
I.= (2%, 7)), Ty, = (Zo, Zs) e T, = (Z%, 7).

o Para L = —4 € ((Z1k — 2¢) /by, —2¢), na Figura 37 temos: os pontos Zs e Z; da
caracterfstica lenta e rdpida, resp., os pontos Z% e Z% da sonica S, os pontos Z%, Z%
da sonica lenta S’, e os pontos Z&,, Z4, da sonica rdpida S}. Entao, nos intervalos
T, = (21, 2%), I, = (Zy,Z,) e T, = (Z%,7Z,) a desigualdade (5.10) é satisfeita.

Assim, o intervalo Z, = (Zy, Zs) corresponde a um arco de 1-choque local saindo
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da caracteristica lenta C, e seguindo como no caso anterior os intervalos Z, e Z,
correspondem a arcos de 1-choque nédo-local, ja que, satisfazem a desigualdade (5.11),
para Z, Z calculados por (5.7). Observe que quando L tende para os extremos
do intervalo ((Z1k — 2¢) /by, —2¢) a curva de Hugoniot corta a sonica S em quatro

pontos e quanto mais se afasta dos extremos apenas intersecta em dois pontos.

le

Z, Z, Z,
Figura 37 — Fungao velocidade oy, para (k,l) = (—11/2,—4).

o Para L = —1 € (—2¢, (Zyk — 2¢)/by) consideramos na Figura 38 (Hy, encontra-se
abaixo das inflexdes do intervalo) os pontos Zs e Zy da caracteristica lenta e rapida,
resp., os pontos extremos Z% e Z%, os pontos Z%, Z% da sonica lenta S’ e os
pontos Z§, Z¢, da sonica rapida S}. Neste caso temos os intervalos Z, = (Z1, Z%),
T, = (Zs, Zy) e T, = (2%, Zy) satisfazem a desigualdade (5.10). De onde, podemos
concluir que o intervalo Z, corresponde a um arco de 1-choque local. Para os intervalos
T, e Iy, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os passos 4, 5 e 6 do algoritmo,

e concluimos que ambos correspondem a arcos de 1-choque nao-local.
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Z, Z, Z,
Figura 38 — Funcao velocidade oy para (k,1) = (—11/2,—1).
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o Para L = 8 € ((Z2k — 2¢)/by,+00), na Figura 39 temos: os pontos Z, e Z; da
caracteristica lenta e rdpida, resp., os pontos Z% e Z% da S, os pontos Z¢%, Z% da
sonica lenta S., e os pontos Z&, Z4, da sonica rapida S%. A desigualdade (5.10) é
satisfeita pelos intervalos Z, = (2%, Zy), L, = (Z1, Zs) e Ty = (Zo, Z%). Entido, I,
corresponde a um arco de 1-choque local, e os intervalos Z, e Z;, seguindo como nos

casos anteriores, correspondem a arcos de 1-choque nao-local.

Z, Z, Z,
Figura 39 — Funcao velocidade oy para (k,1) = (—11/2,8).

Nas regioes (Z1,0) x (—2¢,4+00), (0,23) x (—o00,—2¢) e (Zy,+0) x ((Z1k —
2¢) /by, (Zok — 2¢) /by) temos pontos de inflexdo I e nos dois primeiros temos 1-choques.
Na primeira regiao os arcos de 1-choque local saindo da caracteristica lenta se aproximam
para Z = Zj, logo, quando a caracteristica lenta atravessa a inflexdo os arcos 1-choque
local se aproximam para Z = 0. Comportamento semelhante é observado para os arcos

1-choque nao-local saindo de S.
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5.2.2 Folheacdo de My, para K = =2 € (K, ., Kgy,)
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Figura 40 — Folheacdo de My, para K = —2 € (K., Kgr,y ).

Referindo-se a decomposicao do espaco K L da Figura 34, considere K com K,,,, <
K = -2 < Kg,,. Neste caso o espaco M}, é mostrado na Figura 40. Dai, consideramos os
seguintes intervalos para L: (—oo, —2¢), (—2¢, (Z1k—2¢)/by), ((Z1k—2c) /b1, (Za2k —2¢)/by)

e ((Z2k — 2¢) /by, +00). Analogamente ao caso anterior, estudamos a velocidade oy, dada

pela Equagao (5.2) ao longo da curva de Hugoniot Hy;:

« Para L = —4 € (—00, —2c¢) consideramos na Figura 41 (Hy, encontra-se abaixo da
inflexdo) os pontos Zs e Zy da caracteristica lenta e rdpida, os pontos extremos Zg
e Z%, os pontos Z%, Z% da sonica lenta S, e os pontos Z&, Z% da sonica rdpida
S’. Neste caso temos os intervalos Z, = (2, Z1) = (—2.61,—0.44), T, = (Zo, Z%) =
(0,0,30) e Z, = (Zs, Z2) = (0.36, 1.35) satisfazendo a desigualdade (5.10). De onde,

podemos concluir que o intervalo Z, representa um arco de 1-choque local.
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Figura 41 — Fungao velocidade oy, para (K, L) = (-2, —4).

Para encontrar o arco de 1-choque nio-local consideramos um valor para Z = —2.23
no intervalo Z,, seguindo o passo 4 do algoritmo temos a coordenada (K', 7', L) =
(6.87,9.19, —2.23) associada a curva Hj,, que é calculado pelas Equagoes (5.4),
seguindo o passo 5 do algoritmo temos Z; = —1.89, Z}; = 0.64 tal que oy (Z;) =
—7.55 < opy(Z}) = 4.10 onde Z;, Z; sdo calculado por (5.7) e seguindo o passo 6
do algoritmo temos owy(Z]) = =7.55 < o (Z) = —2.49 < opy(Z}) = 4.10; Para
encontrar o arco de 1-choque nao-local consideramos um valor para Z = 0.15 no
intervalo Z,, seguindo o passo 4 do algoritmo temos a coordenada (K’, 7', L") =
(—12.79,—2.91,0.15) associada a curva Hj,, que é calculado pelas Equagoes (5.4),
seguindo o passo 5 do algoritmo temos Z; = —0.06, Z; = —4.95 tal que opy(Z;) =
—2.22 < oy (Z}) = 5.08 onde Z{, Z} sio calculado por (5.7) e seguindo o passo 6 do
algoritmo temos op(Z;) = —2.22 < opp(Z) = —1.49 < oy (Z}) = 5.08. Podemos
concluir que, ambos os intervalos satisfazem a desigualdade (5.11), o seja, ambos os

intervalos correspondem a arcos de 1-choque nao-local.

o Para L = —3/2 € (—2¢,(Z1k — 2¢)/by), consideramos na Figura 42 os pontos Z
e Z; da caracteristica lenta e rédpida, os pontos Z%, Z% da sonica lenta S’, e os
pontos Z§, Z¢, da sonica rapida S%. Neste caso temos os intervalos Z, = (2%, Z1),
T, = (Zy, Zo) e Ty, = (2%, Zy) satisfazendo a desigualdade (5.10). De onde, podemos
concluir que o intervalo Z; representa um arco de 1-choque local. Para os intervalos
7, e Iy, seguindo como no caso anterior aplicamos os passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e

concluimos que ambos representam arcos de 1-choque nao-local.
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Z, Z, A
Figura 42 — Fungao velocidade oy para (K, L) = (-2, —3/2).

o Para L =2 ¢ ((Z1k — 2¢) /b1, (Z2k — 2¢) /by) consideramos na Figura 43 os pontos
Zs e Z; da caracteristica lenta e rapida, os pontos extremos Z% e Z%, os pontos Z%,
Z?%, da sonica lenta S’ e os pontos Z&, Z%, da sonica rapida S}. Neste caso temos os
intervalos Z, = (721, Z,), I, = (2%, Zy) e T, = (2%, Z,) satisfazendo a desigualdade
(5.10). De onde, podemos concluir que o intervalo Z; representa um arco de 1-choque
local. Para os intervalos Z, e Z;, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os
passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque

nao-local.

Z, Z, Z,

Figura 43 — Fungao velocidade oy para (K, L) = (—2,2).

o Para L =9/2 € ((Z3k — 2¢) /by, 00) consideramos na Figura 44 os pontos Z; e Z; da
caracterfstica lenta e rapida, os pontos Zg e Z% pontos extremos, os pontos Z%, Z%
da sonica lenta S’, e os pontos Z&, Z2, da sonica rapida S}. Neste caso temos o0s
intervalos Z, = (721, Z,), Lo = (2%, Zy) e Ty, = (Zo, Z%) satisfazendo a desigualdade

(5.10). De onde, podemos concluir que o intervalo Z; representa um arco de 1-choque
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local. Para os intervalos Z, e Z;, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os
passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque

nao-local.

Z, Z, Z,
Figura 44 — Fungao velocidade oy, para (K, L) = (—2,9/2).

Observe que quando K se aproxima para Kpg,., aparece uma regiao eliptica que
nao esta sendo refletida na Figura 40. Nas regides (—oo, Z1) x ((Z1 — 2¢) /by, (Z2 — 2¢)/by),
(Z1,0) x ((Zy — 2¢) /by, +0) e (0,Z2) x (—o0, —2¢) temos pontos de inflexdo e os dois

ultimos separam arco de 1-choque local de arco de 1-choque nao-local.
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5.2.3 Folheacdo de My, para K = —1 € (Kg,,, K;,1,)
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Figura 45 — Folheacao de My, para K = —1 € (Kgy, Ky ry)-

Referindo-se a decomposicao do espago K L da Figura Figura 34, considere K com
Kg, < K = -1 < K,,,, = 0. Neste caso o espaco M}, ¢ mostrado na Figura 45. Dali,
consideramos os intervalos para L: (—oo, —2¢), (—2¢, (Z1k —2c¢)/by), ((Z1k —2¢) /by, (Zak —
2¢)/b1) e ((Z2k — 2¢) /by, +00). Observe que, Ey e Ey sdo pontos de interse¢do do cilindro
E xR com a caracteristica C' e E3, Ey, E5 e Eg sdo pontos de intersecao do cilindro £ x R
com a soOnica S’ ou seja, as curvas de Hugoniot com Lp, < L < Lg, estdo na regiao
eliptica, onde a curva de Hugoniot nao intersecta a superficie S’ e nem a carateristica C.

Nos intervalos para L, estudamos, as velocidades oy; ao longo da curva de Hugoniot, dada

pela Equagao (5.2):

o Para L = —7/2 € (—00, —2¢) consideramos na Figura 46 (Hj; por abaixo da inflexao)
os pontos Z, e Zy da caracteristica lenta e rapida, os pontos extremos Z§ e 7% os
pontos Z4, Z da sonica lenta S7, e os pontos Z§,, Z¢, da sonica rapida S}. Neste
caso temos os intervalos Z, = (2%, Z;) = (—3.31,—1.85), I, = (Zy, Z%) = (0,0.27)
e Iy = (Zs, Zy) = (0.37, 1.35) satisfazendo a desigualdade (5.10). De onde, podemos

concluir que o intervalo Z; representa um arco de 1-choque local.
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\ z:

Z, Z, Z,

Figura 46 — Funcao velocidade oy para (K, L) = (—1,—7/2).

Para encontrar o arco de 1-choque nio-local consideramos um valor para Z = —2.58
no intervalo Z,, seguindo o passo 4 do algoritmo temos a coordenada (K', 7', L) =
(4.95,6.75, —2.58) associada a curva Hj,, que é calculado pelas Equagoes (5.4),
seguindo o passo 5 do algoritmo temos Z; = —1.91, Z}; = 0.68 tal que oy (Z;) =
—5.62 < opy(Z}) = 3.11 onde Z;, Z); sdo calculado por (5.7) e seguindo o passo 6
do algoritmo temos owy(Z]) = —5.62 < oy (Z) = —1.77 < opr(Z}) = 3.11; Para
encontrar o arco de 1-choque nao-local consideramos um valor para Z = 0.13 no
intervalo Z,, seguindo o passo 4 do algoritmo temos a coordenada (K’, 7', L") =
(—11.02,—2.61,0.13) associada a curva Hj,, que é calculado pelas Equagoes (5.4),
seguindo o passo 5 do algoritmo temos Z; = 0.05, Z} = —4.77 tal que oy (Z;) =
—1.90 < opr(Z}) = 4.39 onde Z{, Z} sio calculado por (5.7) e seguindo o passo 6 do
algoritmo temos oy (Z;) = —1.90 < oy (Z) = —1.20 < oy (Z}) = 4.39. Podemos
concluir que, ambos os intervalos satisfazem a desigualdade (5.11), o seja, ambos os

intervalos correspondem a arcos de 1-choque nao-local.

o Para L = —7/4 € (—2¢,(Z1k — 2¢)/by) consideramos na Figura 47 os pontos Z
e Z; da caracteristica lenta e rédpida, os pontos Z%, Z% da sonica lenta S’, e os
pontos Z§, Z¢, da sonica rapida S%. Neste caso temos os intervalos Z, = (2%, Z1),
T, = (Zy, Zo) e Ty, = (2%, Zy) satisfazendo a desigualdade (5.10). De onde, podemos
concluir que o intervalo Z; representa um arco de 1-choque local. Para os intervalos
7, e I, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os passos 4, 5 e 6 do algoritmo,

e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque nao-local.
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Z, Z, Z,

Figura 47 — Fungao velocidade oy para (K, L) = (—1,—7/4).

e Para L =1¢€ ((Z1k — 2¢) /b1, (Zak — 2¢) /by) consideramos na Figura 48 os pontos
Zs e Zy da caracteristica lenta e rapida, os pontos extremos Z§ e Z?%, os pontos
Z%, ZY da sbnica lenta S}, e os pontos Zg, Z¢, da sonica rapida S. Neste caso
temos os intervalos Z, = (Z,Z,), I, = (Z%, Zy) e T, = (Z%, Zy) satisfazendo a
desigualdade (5.10). De onde, podemos concluir que o intervalo (Z;, Z) representa
um arco de 1-choque local. Para os intervalos (Z%, Zy) e (Z%, Z5), seguindo como
nos casos anteriores aplicamos os passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e concluimos que

ambos representam arcos de 1-choque nao-local.
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Figura 48 — Funcao velocidade oy, para (K, L) = (—1,1).

o Para L =3 € ((Z2k — 2¢) /by, 00) consideramos na Figura 49 os pontos Zs e Z; da
caracteristica lenta e rapida, os pontos extremos Z& e Z%, os pontos Z%, Z% da
S" lenta S, e os pontos Z§, Z¢ da S’ répida S}. Neste caso temos os intervalos
T, =(Z1,2,), I, = (Z&, Zo) e Ty = (Za, Z?) satisfazendo a desigualdade (5.10). De

onde, podemos concluir que o intervalo Z, representa um arco de 1-choque local.
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Para os intervalos Z, e Z, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os passos 4,

5 e 6 do algoritmo, e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque nao-local.

Gk]

I —
N

/

Z, Z, Z,

Figura 49 — Fungao velocidade oy para (K, L) = (—1,3).

Observe que na regiao (0, Zy) x (—o0, —2¢) temos uma inflexdo que separa arco de

1-choque local de arco de 1-choque nao-local.
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5.2.4 Folheacdo de My, para K =3/2 € (K, ,,, Kgy,)
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Figura 50 — Folheagao de My, para K =3/2 € (K,,r,, Kgr, ).

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 34, considere K com 0 =
K., < K =3/2 < Kg,,. O espago M}, é mostrado na Figura 50. Dai, consideramos
os intervalos para L: (—oo, —2¢), (—2¢, (Zsk — 2¢)/b1), ((Z2k — 2¢) /by, (Z1k — 2¢)/by) e
((Z1k — 2¢) /by, +00). Observe que, as curvas de Hugoniot com Lg, < L < Lg, estao na
regiao eliptica, onde a curva de Hugoniot nao intersecta a superficie S’ e nem a carateristica
C'. Nos intervalos para L estudamos a velocidade oy, dada pela Equagao (5.2) ao longo

da curva de Hugoniot:

e Para L = —3 € (—o00, —2c¢) consideramos na Figura 51 (Hj; abaixo da inflexao) os
pontos Z, e Z; da caracteristica lenta e rapida, os pontos extremos Z§ e 7%, os
pontos Z%, Z% da sonica lenta S’, e os pontos Z¢&, Z4, da sonica rapida S%. Neste
caso temos os intervalos Z, = (Z%, Z;) = (—26.00, —1.85), Z, = (Zo, Z%) = (0,0.14)
e Iy = (Zs, Zy) = (0.58, 1.35) satisfazendo a desigualdade (5.10). De onde, podemos

concluir que o intervalo Z, representa um arco de 1-choque local.
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Z, Z, Z,
Figura 51 — Fungao velocidade oy, para (K, L) = (3/2, —3).

Para encontrar o arco de 1-choque nao-local consideramos um valor para Z = —13.93
no intervalo Z,, seguindo o passo 4 do algoritmo temos a coordenada (K’, Z’, L') =
(2.18,3.30, —13.93) associada a curva Hj,, que é calculado pelas Equagoes (5.4),
seguindo o passo 5 do algoritmo temos Z, = —1.97, Z} = 0.81 tal que opy(Z;) =
—2.89 < o (Z}) = 1.70 onde Z;, Z sdo calculado por (5.7) e seguindo o passo 6
do algoritmo temos oy (Z;) = —2.89 < oy (Z) = —0.73 < opy(Z}) = 1.70; Para
encontrar o arco de 1-choque nao-local consideramos um valor para Z = 0.07 no
intervalo Z,, seguindo o passo 4 do algoritmo temos a coordenada (K', 7', L") =
(—15.23,-2.20,0.07) associada a curva Hj,, que é calculado pelas Equagoes (5.4),
seguindo o passo 5 do algoritmo temos Z; = 0.01, Z}; = —7.40 tal que oy (Z;) =
—2.55 < opp(Z}) = 5.64 onde Z{, Z; sdo calculado por (5.7) e seguindo o passo 6 do
algorftmo temos oy (Z;) = —2.55 < oy (Z) = —1.24 < oy (Z}) = 5.64. Podemos
concluir que, ambos os intervalos satisfazem a desigualdade (5.11), o seja, ambos os

intervalos correspondem a arcos de 1-choque nao-local.

o Para L =—1/10 € (—2c¢, (Z3k — 2¢)/by) consideramos na Figura 52 (Hy; acima da
regido eliptica) os pontos Zs e Z; da caracteristica lenta e répida, os pontos Z%, Z%,
da sonica lenta S’, e os pontos Z&, Z2, da sonica rapida S}. Neste caso temos os
intervalos Z, = (2%, Zy), Ty = (Z%, Z5) e I, = (Zs, Z,) satisfazendo a desigualdade
(5.10). De onde, podemos concluir que o intervalo Z; representa um arco de 1-choque
local. Para os intervalos Z, e Z;, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os
passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque

nao-local.



Capitulo 5. Choques de Lax locais e ndo-locais 86

le

Z, Z, Z,

Figura 52 — Funcao velocidade oy para (K, L) = (3/2,—1/10).

o Para L =2 € ((Zok — 2¢) /b1, (Z1k — 2¢)/by) consideramos na Figura 53 os pontos
Zs e Zy da caracteristica lenta e rdpida, os pontos extremos Z§ e 7%, os pontos Z%,
Z?%, da sonica lenta S’, e os pontos Z§,, Z¢, da sonica rdpida S’%. Neste caso temos os
intervalos (Zs, Z1), (Z%, Zy) e (Zs, Z%,) satisfazendo a desigualdade (5.10). De onde,
podemos concluir que o intervalo (Z,, Z7) representa um arco de 1-choque local. Para
os intervalos (Z%, Zy) e (Zy, Z%), seguindo como nos casos anteriores aplicamos os
passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque

nao-local.

L —

|
I
Zs 7,

Z, Z, Z,

Figura 53 — Funcao velocidade oy para (K, L) = (3/2,2).

o Para L =4 € ((Z1k — 2¢) /by, 00) consideramos na Figura 54 os pontos Z; e Zy
da caracteristica lenta e rapida, os pontos extremos Z2 e Z%, os pontos Z%, Z%,
da sonica lenta S’, e os pontos Z&, Z% da sonica rapida S%. Neste caso temos os
intervalos Z, = (71, Z,), L, = (Z%, Zy) e Ty, = (Za, Z2) satisfazendo a desigualdade
(5.10). De onde, podemos concluir que o intervalo Z, representa um arco de 1-choque

local. Para os intervalos Z, e Z,, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os
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passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque

nao-local.
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Figura 54 — Funcao velocidade oy para (K, L) = (3/2,4).
Observe que na regiao (Z1,0) x (—o0, —2¢) temos uma inflexao.
5.2.5 Folheacdo de My, para K =3 € (Kgy,, K1)
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Figura 55 — Folheagdo de M, para K =3 € (Kgy,, Kryr)-
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Referindo-se a decomposicao do espago K L da Figura Figura 34, considere K com
Kp, < K =3 < K,yry = —2¢(by — 1)/Z5. O espago My, é mostrado na Figura 55. Dal,
consideramos os intervalos para L: (—oo, —2¢), (—2¢, (Zok —2¢)/b1), ((Zok —2¢) /by, (Z1k —
2¢)/by) e ((Z1k — 2¢) /by, +00). Nos intervalos para L estudamos a velocidade oy, dada

pela Equagao (5.2), ao longo da curva de Hugoniot:

o Para L = —3 € (—o00,—2c¢) consideramos na Figura 56 os pontos Z, e Z; da
caracteristica lenta e rapida, os pontos extremos Z% e Z%, os pontos Z%, Z% da
sonica lenta S’ e os pontos Z&, Z¢, da sonica rapida S}. Neste caso temos os
intervalos 7, = (Zy, Z%) = (0,0.10), Z, = (Z,, Z,) = (0.88,1.35) e Z, = (Z%, Z,) =
(16.45, +00) U (—o0, —1.85) satisfazendo a desigualdade (5.10). De onde, podemos

concluir que o intervalo Z; representa um arco de 1-choque local.

N Oy

N
N

Z, Z, Z,

Figura 56 — Fungao velocidade oy para (K, L) = (3, —3).

Para encontrar o arco de 1-choque nao-local consideramos um valor para Z = 17.45
no intervalo Z,, seguindo o passo 4 do algoritmo temos a coordenada (K', Z’, L") =
(2.51,2,70,17.45) associada a curva H},, que é calculado pelas Equagoes (5.4),
seguindo o passo 5 do algoritmo temos Z; = —2.21, Z} = 0.79 tal que oy (Z;) =
—2.58 < oy (Z}) = 1.48 onde Z, Z} sdo calculado por (5.7) e seguindo o passo 6
do algoritmo temos oy (Z]) = —2.58 < opr(Z) = —0.83 < oy (Z}) = 1.48; Para
encontrar o arco de 1-choque nao-local consideramos um valor para Z = 0.05 no
intervalo Z,, seguindo o passo 4 do algoritmo temos a coordenada (K’, Z', L") =
(—24.08,—2.14,0.05) associada a curva Hj,, que é calculado pelas Equagoes (5.4),
seguindo o passo 5 do algoritmo temos Z; = 0.0055, Z; = —11.76 tal que oy (Z;) =
—4.02 < oy (Z}) = 8.57 onde Z{, Z sio calculado por (5.7) e seguindo o passo 6 do
algoritmo temos oy (Z;) = —4.02 < oy (Z) = —1.82 < oy (Z}) = 8.57. Podemos
concluir que, ambos os intervalos satisfazem a desigualdade (5.11), o seja, ambos os

intervalos correspondem a arcos de 1-choque nao-local.
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o Para L = —3/2 € (—2¢,(Zsk — 2¢)/by) consideramos na Figura 57 os pontos Z
e Z; da caracteristica lenta e réapida, os pontos Z%, Z% da sonica lenta S., e os
pontos Z¢&, Z2, da sénica rapida S%. Neste caso temos os intervalos Z, = (2§, Zo),
T, = (Zs, Zy) e Iy, = (Z%, Z,) satisfazendo a desigualdade (5.10). De onde, podemos
concluir que o intervalo Z; representa um arco de 1-choque local. Para os intervalos
T, e Iy, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os passos 4, 5 e 6 do algoritmo,

e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque nao-local.

le

Z, Z, Z,

Figura 57 — Funcao velocidade oy para (K, L) = (3,—3/2).

o Para L =3/4 € ((Zok — 2¢)/by, (Z1k — 2¢)/by) consideramos na Figura 58 os pontos
Zs e Zy da caracteristica lenta e rdpida, os pontos extremos Z§ e 7%, os pontos Z%,
Z?%, da sonica lenta S’ e os pontos Z§,, Z¢, da sonica rdpida S’%. Neste caso temos os
intervalos Z, = (Z%, Zy), Ty = (Z4, Z%)) e I, = (Z,, Z1) satisfazendo a desigualdade
(5.10). De onde, podemos concluir que o intervalo Z; representa um arco de 1-choque
local. Para os intervalos Z, e Z;, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os
passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque

nao-local.
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Z. Zo
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Z, Z, Z,
Figura 58 — Fungao velocidade oy para (K, L) = (3,3/4).

o Para L =6 € ((Z1k — 2¢)/by, 00) consideramos na Figura 59 os pontos Zs e Zy
da caracteristica lenta e rdpida, os pontos extremos Z% e Z%, os pontos Z%, Z%
da sonica lenta S’, e os pontos Z&, Z2, da sonica rapida S}. Neste caso temos os
intervalos Z, = (Zy, Z,), I, = (2%, Zy) e T, = (Zo, Z%) satisfazendo a desigualdade
(5.10). De onde, podemos concluir que o intervalo Z; representa um arco de 1-choque
local. Para os intervalos Z, e Z;, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os
passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque

nao-local.

| |
| |
| |
| |
| |
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Figura 59 — Funcao velocidade oy para (K, L) = (3,6).
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5.2.6 Folheacdo de My, para K =6 € (K,,,,, +o0)
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Figura 60 — Folheagdo de My, para K =6 € (K,,,,, +00).

Referindo-se a decomposicao do espaco K L da Figura Figura 34, considere K com
—2¢(by —1)/Zy < K = 6. O espago My, é mostrado na Figura 60. Dai, consideramos
os intervalos para L: (—oo, (Z2k — 2¢)/b1), ((Zak — 2¢) /b1, —2¢), (—2¢, (Z1k — 2¢)/by) e

((Z1k —2¢) /by, +00). Nos intervalos para L estudamos a velocidade oy; dada pela Equagao

(5.2), ao longo da curva de Hugoniot:

o Para L = —9/2 € (—o0,(Z2k — 2¢)/by), na Figura 61 consideramos os pontos
Zs e Zy da caracteristica lenta e rdpida, os pontos Zg e 7% pontos extremos,
os pontos Zg, Z§ da S’ lenta S, e os pontos Z§, Z¢ da S’ répida S}. Neste
caso temos os intervalos Z, = (Zy, Z%) = (0,0.11), Z, = (Z,, Zy) = (1.27,1.35) e
T, =(Z%,7Z,) = (31.76,400) U (—o0, —1.85) satisfazendo a desigualdade (5.10). De

onde, podemos concluir que o intervalo Z, representa um arco de 1-choque local.
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—

Figura 61 — Fungao velocidade oy, para (K, L) = (6, —9/2).

Z Z, Z,

Para encontrar o arco de 1-choque nao-local consideramos um valor para Z = 32.76
no intervalo Z,, seguindo o passo 4 do algoritmo temos a coordenada (K’, Z’, L') =
(5.60,4.15,32.76) associada a curva Hj,, que é calculado pelas Equagoes (5.4),
seguindo o passo 5 do algoritmo temos Z, = —2.45, Z} = 0.60 tal que oy (Z;) =
—4.16 < oy (Z}) = 2.19 onde Z, Z sdo calculado por (5.7) e seguindo o passo 6
do algoritmo temos oy (Z;) = —4.16 < oy (Z) = —1.86 < opy(Z}) = 2.19; Para
encontrar o arco de 1-choque nao-local consideramos um valor para Z = 0.05 no
intervalo 7y, seguindo o passo 4 do algoritmo temos a coordenada (K', 7', L") =
(—53.63,—2.32,0.05) associada a curva Hj,, que é calculado pelas Equagoes (5.4),
seguindo o passo 5 do algorftmo temos Z; = 0.0058, Z} = —23.62 tal que oy (Z;) =
—8.95 < oy (Z}) = 18.46 onde Z;, Z} sdo calculado por (5.7) e seguindo o passo
6 do algoritmo temos opy(Z;) = —8.95 < opp(Z) = —4.06 < opp(Z}) = 18.46.
Podemos concluir que, ambos os intervalos satisfazem a desigualdade (5.11), o seja,

ambos os intervalos correspondem a arcos de 1-choque nao-local.

o Para L = —3 € ((Z2k —2¢) /by, —2¢) consideramos na Figura 62 os pontos Z; e Zy da
caracteristica lenta e réapida, os pontos Z%, Z% da sonica lenta S, e os pontos Zg,,
Z¢ da sonica répida S’. Neste caso temos os intervalos I, = (Zo, Z&), s = (Z, Zs)
e I, = (2%, 7)) satisfazendo a desigualdade (5.10). De onde, podemos concluir que
o intervalo Z, representa um arco de 1-choque local. Para os intervalos Z, e Z,,
seguindo como nos casos anteriores aplicamos os passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e

concluimos que ambos representam arcos de 1-choque nao-local.
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Figura 62 — Fungao velocidade oy, para (K, L) = (6, —3).

o Para L = —1 € (—2¢, (Z1k — 2¢)/by) consideramos na Figura 63 os pontos Zs e Zy
da caracteristica lenta e rdpida, os pontos extremos Z% e Z%, os pontos Z%, Z%
da sonica lenta S’, e os pontos Z&, ZZ, da sonica rapida S%. Neste caso temos os
intervalos Z, = (2%, Zy), Ty = (Z, Z%) e T, = (Z, Z,) satisfazendo a desigualdade
(5.10). De onde, podemos concluir que o intervalo Z, representa um arco de 1-choque
local. Para os intervalos Z, e Z;, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os
passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque

nao-local.

Ze Zo Z,
1
I
]

Z, Z, Z,

Figura 63 — Fungao velocidade oy para (K, L) = (6, —1).

o Para L =10 € ((Z1k — 2¢)/by, 00) consideramos na Figura 64 os pontos Z; e Zy
da caracteristica lenta e rapida, os pontos extremos Z2 e Z%, os pontos Z%, Z%,
da sonica lenta S’, e os pontos Z&, Z% da sonica rapida S%. Neste caso temos os
intervalos Z, = (71, Z,), L, = (Z%, Zy) e Ty, = (Za, Z2) satisfazendo a desigualdade
(5.10). De onde, podemos concluir que o intervalo Z, representa um arco de 1-choque

local. Para os intervalos Z, e Z,, seguindo como nos casos anteriores aplicamos os



Capitulo 5. Choques de Lax locais e ndo-locais 94

passos 4, 5 e 6 do algoritmo, e concluimos que ambos representam arcos de 1-choque

nao-local.
Gy \\/
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Figura 64 — Fungao velocidade oy para (K, L) = (6, 10).

Portanto, considerando a Figura 34 observamos que existem um arco de 1-choque
local e dois arcos de 1-choque nao-local para cada (k,1) do espago de estados K L na regiao

hiperbdlica para o caso I,. Para os casos [, e I. os calculos sao analogos.

5.3 Arcos de 1-choque para o Caso Il do espaco de parametros
b109

Nesta se¢ao apresentamos dois subcasos: Caso 11, e Caso I, (o Caso I1. é seme-

lhante ao caso I1,), onde seguiremos a mesma estratégia do Caso I da segao 5.2.

Consideremos o Caso I1,, tomando by = —1/2, by = 1, ¢ = 1 para efeito de célculos
e figuras. Neste caso o espago de estados K L ¢é dividido em regides pelas retas de bifurcacao
ro, 71, T2, as retas de duplo contato Dy e D5 e a elipse F como esta ilustrado na Figura 65.
A andlise feita no Capitulo 4 indica que a configuragao do espaco M; muda quando K
varia através das intersecoes das retas rg, 11 e ro, além disto, consideraremos as mudancas
que existem ao passar pelas interse¢oes Ery, Ere na Figura 65. Assim, podemos observar

o comportamento dos elementos do espago Mjy.
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rO
Er, rzr(\

Figura 65 — Decomposicao do espaco de estados K L com Z fixo para o Caso 1, do espago
de pardmetros b1by da Figura 4. No caso, by = —1/2, by =1ec=1.

Na Figura 65 estao representados os seguintes pontos (neste caso Z; < 0 < Zs): A
intersegao entre as retas r; e 1o denotada por r179 = (Kprgs Liryry) = (—2¢(by — 1)/ Z1, —2¢);
a intersegdo entre as retas m e ro denotada por riry = (Kyypy, Liyry) = (0, —2¢/b1); a

3

intersegao entre as retas ry e 1o denotada por rorg = (Kpyp, Ligry) = (—2¢(by — 1)/ Zs, —2¢)
a intersecao entre a elipse F e a reta 1y denotada por Erg = (Kgyy, Lrr,) = (2¢be, —2¢);
Para cada i = 1,2, a intersecao entre a elipse F e a reta r; denotada por Er; = (Kgy,, Lgy,)
onde Lg,. = (Z;Kg,, — 2¢)/b; e Kg,, é solugao da equacio b? + (K% — 2chy K — 4c?) (b3 —
4(by — 1)) =0.

Uma vez obtidos pontos de intersecao acima consideramos a seguinte divisao para
K em 6 subcasos de acordo com os intervalos: (—o0, Ky o), (Kriro, Kgry )y (Kgryy Kipry),
(Kiyrgs Kgry)y (Kgryy Kryry) € (Kpyr, +00), onde é construido o plano Mj,.

Mostraremos a seguir as folheacoes do espago M, para cada k num dos 6 intervalos
acima. Para cada um dos subcasos, repetindo os procedimentos das se¢oes anteriores, via
os algoritmos introduzidos na se¢ao 5.1 (pg. 64, 65) exibimos também nas folheagoes os

segmentos que representam arcos de 1-choque local e nao-local.
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5.3.1 Folheagdo de My, do Caso I1,, para K = —5/2 € (—o0, K, ,,)
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Figura 66 — Folheagao de My, para K = —5/2 € (—o0, K,,,). Segmentos hachuriados
representam arcos de 1-choque.

Referindo-se a decomposicao do espago K L da Figura 65, comegaremos considerando
K =-5/2 < K,,,- O um comportamento local do espago M}, é mostrado na Figura 66,
onde a caracteristica lenta C passa pela reta de bifurcagao py, a caracteristica rapida
passa pelas retas de bifurcacao p; e po. Na Figura 65 temos também duas componentes da

sonica lenta, uma passando pela reta de bifurcacao p; e a outra passando por py, e duas
componentes da sonica rapida.

Observamos neste caso que da caracteristica lenta Cs saem arcos de 1-choque local

para todo L e da sonica lenta S’ saem arcos de 1-choque nao-local para (Z, L) nas faixas
—00 < Z < Zp,,—o0<L<Lp eZp, <Z<oo,Lp, <L < o0.
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5.3.2 Folheagdo de M do Caso I1,, para K = —13/10 € (K,,,,, KE, )
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Figura 67 — Folheacao de M, para K = —13/10 € (K, ,ros Kgr,)-

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 65, consideramos K com
K, < K =-13/10 < Kg,,. Na Figura 67 é mostrado o comportamento local do espago
M. Observamos na Figura 67 que a caracteristica lenta C intersecta a reta de bifurcacao
po e duas inflexdes; que arcos de 1-choque local que saem da caracteristica lenta entre a

reta de bifurcagao py e a inflexdo I terminam na soénica S.

Também, observamos neste caso duas componentes da sonica lenta e em cada uma
temos arcos de 1-choque nao-local para (Z, L) nas faixas —oo < Z < Zp,, —0o < L < Lp,

e Zp, < Z <00, Lp, <L < 00.

Observagao 10. Neste caso, para K proximo de Kp, a regido eliptica ja aparece.
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5.3.3 Folheacdo de M do Caso I1,, para K = —1/2 € (Kg, , K;,r,)
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Figura 68 — Folheacao de My, para K = —1/2 € (Kgy, Ky py)-

Referindo-se a decomposicao do espaco KL da Figura 65, consideramos K com
Kg,, < K = —-1/2 < K,,,, cujo comportamento do espago M}, é mostrado na Figura 68.
Observamos que a caracteristica lenta C; interseta a bifurcagao py e p; e uma inflexao,
quando a caracteristica lenta C, atingir F, e E, muda para caracteristica rapida C'y; que

arcos de 1-choque local que saem da caracteristica lenta C entre a bifurcacao py e a

inflexdo I terminam na sonica S.
Também, observamos neste caso duas componentes da sonica lenta e em cada uma

temos arcos de 1-choque nao-local para (Z, L) nas faixas Zg, < Z < oo ou —o0 < Z < Zj,

—o00o< L<Lg,eZp, <Z<o0,Lp, <L <o0.
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5.3.4 Folheacdo de My do Caso I1,, para K =1 € (K,,,, KE,,)

Z=Zl Z=0 ‘ Z:lz2
\ e | 7 ,
S = : S G =S,
== s | \ =
= SO i \
= ! i \ =
ne h | \ E
254 : \
L=(Z,k-2c)/b, A O T = N
AN R ]
/./ —_ \,‘ v/ ! \ :I
' S o7t : [ =
- = ‘eop | =
Y — vl \ \ =
— A : \ B
—— g \ B,
— \ . VP,
L=(Z,k-2c)/b, === v ve St
— \ D\' = -
\ 5 N -
\ ya \0_;
\ ’ E,
E, E; , E,
o < P—
fr— ,/ W\ ’ L=
N ISy 1 =
L=-2c — I ) | <
— ] B O L — :
— | I S K
P — I ; I — ;
I K [ we— !
! I (R e R
% 'C [——
L I~f B — |
T SIS Sls Slf Cs S,f
|' Caracteristica (C) — —— —— —-
L_———> Sénica(S) == +=:=—"--
z Sénica (S’) — = = —

Figura 69 — Folheagdo de My, para K =1 € (K,,,,, Kgy,).

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 65, consideramos K com
K, ., < K =1 < Kg,,, cujo comportamento do espago M, é mostrado na Figura 69.
Observamos que a caracteristica lenta C interseta a bifurcagdao py e p; e uma inflexao,
quando a caracteristica lenta Cy atingir F; e Ey muda para caracteristica rapida C; que
arcos de 1-choque local que saem da caracteristica lenta C entre a bifurcacdo py e a

inflexdo [ terminam na sonica S.

Também, observamos neste caso duas componentes da sonica lenta e em cada uma
temos arcos de 1-choque nao-local para (Z, L) nas faixas Zg, < Z < oo ou —o0 < Z < Zy,

—o0o< L<Lg,eZp, <Z<o0,Lp, <L <o0.
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5.3.5 Folheacdo de M do Caso I1,, para K = 33/10 € (K, , K,»,)

z=Z, Z=0 =7
7\ — C 2 ,
LE S S =5
NS : =
\-.;7 Plk _/" ! 'l E
L=(Z,k-2c)/b, —== gk v _f =
R == BN B | K
- P ._é 7 ! ' :— B
/"— \D1 ! [ s //
’ | 1,
\ [T — __
‘\- I Dé ]}:i _/:/—0“:
L=(Z,k-2¢)/b, L N A
\ N R A I——
\ ! /«éI E \ [——
\ ;o = —
A e = —
\ ; 11 E | —
A= —
N g7 1 —
L=-2c , 0 | f— | =
Ji =
: : _ !
,’ 1 1 [
| | — Cfll / | =
| S’5 S'f SlS Cs S’f
I
Lo—--> Caracteristica (C) — — — — — — -
z Sénica(S) === =—--
Sénica (8') — = — = —
Figura 70 — Folheacao de M, para K = 33/10 € (Kgpy, Kryry)-

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 65, consideramos K com
Kg,, < K =33/10 < K,,,,, um comportamento local do espaco M}, é mostrado na Figura

70. Observamos que a caracteristica lenta C interseta a bifurcagao p; e ps.

Também, observamos neste caso uma componente da sénica lenta e temos arcos de

1-choque nao-local para (Z, L) nas faixas Zy < Z < +00 ou —00 < Z < Z.
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5.3.6 Folheacdo de M, do Caso 11, para K =9/2 € (K,,,, +0)
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Figura 71 — Folheagao de My, para K =9/2 € (K,,,,, +00).

Referindo-se a decomposicao do espaco KL da Figura 65, consideramos K com
K,,;,, < K =9/2, cujo comportamento local do espaco M}, é mostrado na Figura 71.

Observamos que a caracteristica lenta Cy interseta a bifurcagao p; e ps.

Também, observamos neste caso uma componente da sénica lenta e temos arcos de

1-choque nao-local para (Z, L) nas faixas Zy < Z < 400 ou —00 < Z < Z.

Uma vez concluida a andalise do Caso I1,, passemos a considerar o Caso I[,. Neste
caso consideramos by = —3, by = 3, ¢ = 1 para efeito de calculos e figuras. No Caso I, o
espaco de estados KL é dividido em regioes pelas retas rq, r1, 1o, D1 € Dy e a elipse E
como mostrado na Figura 72, A analise feita no Capitulo 4 indica que a configuragao do
espaco LZ muda quando K varia através das intersecoes das retas de bifurcacao rg,
e ry, além disto, quando atravessa os pontos de tangéncia Er; e Ery. Assim, podemos

observar o comportamento dos elementos do espaco M.
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Figura 72 — Decomposicao do espaco de estados K L com Z fixo para o Caso I, do espaco
de parametros b1by da Figura 4. No caso, by = =3, by =2 e c= 1.

Na Figura 72 consideramos os seguintes pontos (neste caso Z; < 0 < Z3): A
intersegao entre as retas r; e 1o denotada por r17g = (K rgs Liryry) = (—2¢(by — 1)/ Z1, —2¢);

a intersecdo entre as retas r, e ro denotada por ri1y = (K, py, Liyry) = (0, —2¢/b1); a

);
)

intersegao entre as retas ry e 1o denotada por rorg = (Kyypgy Ligry) = (—2¢(by — 1)/ Zo, —2¢

a intersecao entre a elipse F e a reta ry denotada por Erg = (Kgyy, Lpr,) = (2¢be, —2¢);
Para cada i = 1,2, a intersecao entre a elipse F e a reta r; denotada por Er; = (Kgr,, Lgy,)
onde Lg,, = (Z;Kg,,—2c¢)/by e Kg,, é solucio da equacio b3+ (K2 —2chby K —4c?) (b3 —4(by, —
1)) = 0. Uma vez obtidos esses pontos de interse¢ao consideramos os intervalos para K
como (=00, Ky ), (Kryryg, Kiry )y (Kgrys Kpry)s (Kpyray Kiry)y (Kprys Kryrg) € (Kpyrg, +00),

onde ¢é construido o plano Mj.
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5.3.7 Folheacdo de M, do Caso 11}, para K = —23/10 € (—o0, K,,,)
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Figura 73 — Folheagdo de M, para K = —23/10 € (—o0, K,,1)-

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 72, consideramos K com
K = -23/10 < K,,,,, cujo comportamento do espaco My é mostrado na Figura 73.

Observamos que a caracteristica lenta C interseta a bifurcagao pp e uma inflexao I.

Também, observamos neste caso uma componente da sonica lenta e temos arcos de

1-choque nao-local para (Z, L) nas faixas Zy < Z < 400 ou —oo < Z < 0.
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5.3.8 Folheacdo de My, do Caso 11}, para K = —3/2 € (K, 1., Kgr,)
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Figura 74 — Folheagdo de My, para K = —3/2 € (K, 1y, Kpr, ).

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 72, consideramos K com
K., < K=-3/2 < Kg,,, um comportamento do espago M, é mostrado na Figura 74.

Observamos que a caracteristica lenta C interseta a bifurcacdo pg e uma inflexao I.

Também, observamos neste caso uma componente da sonica lenta e temos arcos de

1-choque nao-local para (Z, L) nas faixas Zy < Z < +00 ou —oo < Z < 0.
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5.3.9 Folheacdo de M, do Caso I1}, para K = —3/10 € (Kg,,, K;,r,)
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Figura 75 — Folheagdo de My, para K = —3/10 € (Kgy,, Ky r,)-

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 72, consideramos K com
Kg,, < K = -3/10 < K,,,,, um comportamento do espago M é mostrado na Figura
75. Observamos que a caracteristica lenta Cy interseta a bifurcacao py e p1, quando a

caracteristica lenta C atingir F; e Ey muda para caracteristica rdpida C'.

Também, observamos neste caso duas componentes da sonica lenta e em cada uma
temos arcos de 1-choque nao-local para (Z, L) nas faixas Zp, < Z < 400 ou —o0 < Z < Zj,

—00< L<Lg,eZp <Z<0,Lg <L <+4o00.
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5.3.10 Folheacdo de My, do Caso 1, para K =1 € (K, 1, Kg;,)
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Figura 76 — Folheacao de My, para K =1 € (K,,,,, Kgy,).

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 72, consideramos K com
K., < K =1 < Kg.,, um comportamento no espaco M; é mostrado na Figura
76. Observamos que a caracteristica lenta Cy interseta a bifurcacao py e p;, quando a

caracteristica lenta C; atingir F; e E; muda para caracteristica rdpida C'.

Também, observamos neste caso duas componentes da sonica lenta e em cada uma

temos arcos de 1-choque nao-local para (Z, L) nas faixas Zp, < Z < 400 ou —o00 < Z < Z,

—oo<L<Lp,eZp <Z<0,Lg <L <-+00.
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5.3.11 Folheagdo de M}, do Caso I}, para K = 13/2 € (Kg,,, Kir,)
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Figura 77 — Folheagao de My, para K = 13/2 € (Kgyy, Kryry)-

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 72, consideramos K com
KE?"Q < K = 13/2 < Kr

77. Observamos que a caracteristica lenta C interseta a bifurcagao ps e duas inflexoes I,

,r» UM comportamento do espago M, é mostrado na Figura

quando a caracteristica lenta C atingir F; e F, muda para caracteristica rapida C}.

Também, observamos neste caso trés componentes da sonica lenta e em cada uma
temos arcos de 1-choque nao-local para (Z, L) na faixa Zp, < Z < +00 ou —o0 < Z < Z,
—o0 < L < Lp,, na faixa Zg, < Z < Zp,, Lp, < L < Lg, e na faixa Zp, < Z < 0,
Lg, <L < +o0.
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5.3.12 Folheagdo de My, do Caso I}, para K = 17/2 € (K,,;,, +00)
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Figura 78 — Folheagao de My, para K = 17/2 € (K,,,,, +00).

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 72, consideramos K com
K,,;, < K =17/2, um comportamento do espago My é mostrado na Figura 78. Observa-

mos que a caracteristica lenta Cy interseta a bifurcagao p; e po.

Também, observamos neste caso dois componentes da sonica lenta e em cada uma
temos arcos de 1-choque nao-local para (Z, L) na faixa Zp, < Z < +oc ou —o00 < Z < Z,
—00 < L < Lp, e na faixa Z,s < Z < Zp,, Lp, < L < 400, onde Z,,s é a assintota da

curva sonica S’ entre Z; e 0.

5.4 Arco de 1-choque para o Caso Ill do espaco de parametros b0

Nesta secao apresentamos um subcaso: Caso I11,, os outros casos sao semelhantes.
Consideramos by = 4, by = 4, ¢ = 1 para efeito de calculo e figuras. O espaco de estados
KL para este caso ¢ dividido em regioes pelas retas rg, r1, 2, D1 e Dy e a elipse E
como mostrado na Figura 79. A analise feita no Capitulo 4 indica que a configuracao
do espago M, muda significativamente quando K varia através das intersecoes das retas
de bifurcacao rg, 11 e ro, além disto, quando atravessa as intersecoes Ery, Ery. Assim,

podemos observar o comportamento dos elementos do espaco M.
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Figura 79 — Decomposicao do espago de estados KL com Z fixo para o Caso II1, do
espaco de parametros b1b, da Figura 4. No caso, by =4, by =4, c = 1.

Na Figura 79 consideramos os seguintes pontos (neste caso Z; < Z; < 0): A
intersegao entre as retas r; e 1o denotada por r179 = (Kprgs Liryry) = (—2¢(by — 1)/ Z1, —2¢);

a interse¢do entre as retas r; e ro denotada por riry = (K, L) = (0, —2¢/b1); a

3

intersegao entre as retas ry e ro denotada por rorg = (Kpypy, Ligry) = (—2¢(by — 1)/ Zs, —2¢)
a intersecao entre a elipse F e a reta rg denotada por Erg = (Kgpy, Lrr,) = (2¢be, —2¢);
Para cada i = 1,2, a intersecao entre a elipse F e a reta r; denotada por Er; = (Kg.,, Lgy,)
onde Lg,, = (Z;Kg,, — 2¢)/b; e Kg,, é solugao da equacio b? + (K? — 2chy K — 4¢?) (b3 —
4(by — 1)) = 0. Uma vez obtidos pontos de intersecao acima consideramos a seguinte
divisdo para K em 6 subcasos de acordo com os intervalos: (—oo, Kgr, ), (Kgry, Kiiry),
(Krirgs Koprg)y (Koprgs Kogrg)y (Krarg, KED,) € (KED,, +00), onde é construido o plano M.

Mostraremos a seguir as folheacoes do espaco My, para cada k num dos 6 intervalos
acima. Para cada um dos subcasos, repetindo os procedimentos das se¢oes anteriores, via
os algoritmos introduzidos na se¢ao 5.1 (pg. 64, 65) exibimos também nas folheagoes os

segmentos que representam arcos de 1-choque local e nao-local.
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5.4.1 Folheacdo de M, do Caso [11,, para K = —3/2 € (—o0, Kp;,)
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Figura 80 — Folheagao de My, para K = —3/5 € (—o0, Kg,,). Segmentos hachuriados
representam arcos de 1-choque.

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 79, consideramos K com

K = -3/5 < Kg,,, um comportamento do espa¢o M é mostrado na Figura 80. Entao, nao

temos 1-choque nao-local. Observamos que a caracteristica lenta Cy interseta a bifurcacao
Po, p1 € p2. Também, neste caso nao temos sonica lenta S’.
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5.4.2 Folheacdo de M, do Caso I11,, para K = —3/10 € (Kg,,, K;,1,)
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Figura 81 — Folheagao de My, para K = —3/10 € (Kgy,, Ky ry)-

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 79, consideramos K com
um comportamento do espago M, é mostrado na Figura 81.

Kg, < K =-3/10 < K, ,,
Observamos que a caracteristica lenta C interseta a bifurcacao py e p e uma inflexao I,

quando a caracteristica lenta Cy atingir £y e E muda para caracteristica rapida C'.
Também, observamos neste caso uma componente da sonica lenta e temos arcos de

1-choque nao-local para (Z, L) na faixa Zp, < Z < +ocoou —oco0 < Z < Zy, Lp, < L < L,
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5.4.3 Folheacdo de My, do Caso I11,, para K =1 € (K, K1)
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Figura 82 — Folheacao de My, para K =1 € (K, ,,, Ky r,)

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 79, consideramos K com
K., < K=1< K,,,, um comportamento do espagco M; é mostrado na Figura
82. Observamos que a caracteristica lenta Cy interseta a bifurcacao py e p2, quando a

caracteristica lenta C; atingir F; e E; muda para caracteristica rdpida CY.

Também, observamos neste caso uma componente da sonica lenta e temos arcos de

1-choque nao-local para (Z, L) na faixa Zp, < Z < +o0oou —o00 < Z < Zy, Lp, < L < Lpg,.
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5.4.4 Folheacdo de My, do Caso I11,, para K =3 € (K, 1y, Ky pry)
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Figura 83 — Folheacao de My, para K =3 € (K, 1o, Kryro)-

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 79, consideramos K com
K. ., < K=3< K,,,, um comportamento do espago M, é mostrado na Figura 83.
Observamos que a caracteristica lenta C interseta a bifurcagdo pgy, quando a caracteristica

lenta C, atingir E) e Ey muda para caracteristica rapida C'.

Também, observamos neste caso uma componente da sonica lenta e temos arcos de

1-choque nao-local para (Z, L) na faixa Zp, < Z < +ooou —o00 < Z < Zy, Lp, < L < Lp,.
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5.4.5 Folheacdo de My, do Caso [11,, para K =7 € (K., Kpp,)

Z:Z1 Z=Z2 Z=0
— ! 1 N
! \ v
= i : Ch
i \ \\\
i \ =
: \E, E,
L=-2c \ 7 R =
| r o p N 7
: S 'f/'// k%‘?Dz S’
— " =
_— \‘\ //’/ .. 5 \
—— AP .
L=(sz‘2C)/b1 J— /{, P = ||
— L7 P l g :
/’:"/ | —
— Pt — !
— e ! —
— AL i =
L=(Zl|(-2(:)/b1 ___?v(/\ i = R
= [ =
— \ ]
= ! ', A ! % ll
= /i \ , = !
L/I\ = e ' i —
! S’s Cf Cs
I
:_ Caracteristica (C) — — ————-
—TTT?Z Sonica(S) —+—+—+—--
Sénica (S') — = — = — = —

Figura 84 — Folheacao de My, para K =7 € (K,,,, Kgp,).

Referindo-se a decomposicao do espaco KL da Figura 79, consideramos K com
K., < K =7 < Kgp,, um comportamento do espaco M) é mostrado na Figura 84.
Observamos que a caracteristica lenta C interseta a bifurcagdo py, quando a caracteristica

lenta C, atingir E) e Ey muda para caracteristica rapida C'.

Também, observamos neste caso uma componente da sonica lenta e temos arcos de

1-choque nao-local para (Z, L) na faixa Zp, < Z < +o0oou —o00 < Z < Zy, Lp, < L < Lg,.
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5.4.6 Folheacdo de My, do Caso I11,, para K =9 € (Kgp,, +0)
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Figura 85 — Folheacao de My, para K =9 € (Kgp,, +00).

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 79, consideramos K com
Kgp, < K =9, um comportamento do espago M, é mostrado na Figura 85. Observamos

que a caracteristica lenta Cs nao interseta as bifurcacoes.

Também, observamos neste caso uma componente da sénica lenta e temos arcos de

1-choque nao-local para (Z, L) na faixa 0 < Z < +00 ou —o00 < Z < Zy, Lp, < L < Lp,.

5.5 Arcos de 1-choque para o Caso IV do espaco de parametros

b1by

Nesta se¢ao apresentamos o Caso IV. Consideramos b; = 8, by = 1/5 e ¢ = 1para
efeitos de calculo e figuras. O espaco de estados KL para este caso é divido em regides
pelas retas g, Dy e Dy e a elipse E como se mostra na Figura 86. A analise feita no
Capitulo 4 indica que a configuracao do espago M, muda quando K varia através das
intersegoes das retas ro, D1 e Do, além disto, quando atravessa as intersecoes Erg, EDq e

ED,. Assim, podemos observar o comportamento dos elementos do espaco My.
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Figura 86 — Decomposicao do espaco de estados KL com Z fixo para o Caso IV do espacgo
de pardmetros b1by da Figura 4. No caso, by =8, by = 1/5, ¢ = 1.

Na Figura 86 consideramos os seguintes pontos: A interse¢ao entre as retas rg e
Dy denotada por Dyrg = (Kp,ry, Lp,ry) = (2¢/Z1, —2¢); a intersegdo entre a reta de duplo
contato Dy e Elipse FE denotada por EDy = (Kgp,, Lgp,); a interse¢ao entre a reta de
duplo contato Dj e Elipse E denotada por EDy = (Kgp,, Lgp,); a intersecao entre a reta
Dy e a curva de inflexdo I denotada por I Dy = (K;p,, Lip,). Uma vez obtidos pontos de
intersecao acima consideramos a seguinte divisao para K em 5 subcasos de acordo com os
intervalos: (—oo, Kgp,), (Kgp,, Kp,ry), (Kpyros KED,)s (KED,, [D2) € (Kip,,+00), onde

é construido o plano M.

Mostraremos a seguir as folheacoes do espago M, para cada k num dos 6 intervalos
acima. Para cada um dos subcasos, repetindo os procedimentos das se¢oes anteriores, via
os algoritmos introduzidos na se¢do 5.1 (pg. 64, 65) exibimos também nas folheagoes os

segmentos que representam arcos de 1-choque local e nao-local.
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5.5.1 Folheacdo de M} do Caso IV,

para K = —7/2 € (—o0, Kgp,)
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Figura 87 — Folheagao de My, para K = —7/2 € (—o0, Kgp, ).

Referindo-se a decomposicao do espaco K L da Figura 86, consideramos K com K =

—7/2 < Kgp,, um comportamento do espago M, é mostrado na Figura 87. Observamos

que a caracteristica lenta Cy interseta as bifurcagoes em py. E observamos neste caso nao
temos sonica lenta 5.
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5.5.2 Folheacdo de My, do Caso IV, para K = —8/10 € (Kgp,, Kp,r,)
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Figura 88 — Folheacao de My, para K = —8/10 € (Kgp,, Kp,r,)-

Referindo-se a decomposicao do espaco KL da Figura 86, consideramos K com
Kgp, < K = -8/10 < Kp,,, um comportamento do espago My, é mostrado na Figura 87.
Observamos que a caracteristica lenta C interseta a bifurcagdo py, quando a caracteristica

lenta Cy atingir Fy e Fy muda para caracteristica rapida C.

Também, observamos neste caso uma componentes da sonica lenta S’ e temos arcos

de 1-choque nao-local para (Z, L) na faixa Lp, < L < Lg,.
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5.5.3 Folheacdo de M, do Caso IV, para K =8/10 € (Kp,r,, K£p,)
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Figura 89 — Folheagao de M, para K = 8/10 € (Kp,ry, Kgp,)-

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 86, consideramos K com
Kp,., < K =8/10 < Kgp,, um comportamento do espago M, é mostrado na Figura 87.
Observamos que a caracteristica lenta Cy interseta a inflexao I, quando a caracteristica

lenta U atingir F, e Fy muda para caracteristica rapida C.

Também, observamos neste caso uma componentes da sonica lenta S’ e temos arcos

de 1-choque nao-local para (Z, L) na faixa Lp, < L < Lg,.
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5.5.4 Folheacdo de M, do Caso IV, para K = 21/10 € (Kgp,, Kip,)
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Figura 90 — Folheacao de M, para K = 21/10 € (Kgp,, Kip,).

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 86, consideramos K com
Kgp, < K =21/10 < K;p,, um comportamento do espago M}, é mostrado na Figura 87.
Observamos que a caracteristica lenta Cy interseta a inflexao I, quando a caracteristica
lenta C, atingir E) e Ey muda para caracteristica rapida C'.

Também, observamos neste caso uma componentes da sonica lenta S’ e temos
arcos de l-choque nao-local para (Z, L) na faixa Zp, < Z < 400 ou —o0o < Z < 0

LD1 <L < LD2.
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5.5.5 Folheacdo de M, do Caso IV, para K =4 € (K;p,,0)

D,

Caracteristica (C)
Sénica(S) = :=:=:=--
Sénica (S8') —- -

Figura 91 — Folheagao de My, para K =4 € (K;p,, c0).

Referindo-se a decomposicao do espago KL da Figura 86, consideramos K com

Kip, < K =4, um comportamento do espaco M, é mostrado na Figura 87. Observamos
que a caracteristica lenta Cy interseta a inflexao I. Também, observamos neste caso uma

componentes da sonica lenta S, e temos arcos de 1-choque nao-local para todo (Z, L).
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APENDICE A - Discriminante de um

polinomio

Em este apéndice apresenta-se alguns resultados da discriminante e resultante de
polindémios que é utilizado para a classificacao de suas raizes. A discriminante é utilizada
para obter resultados mais genéricos do Lema 1 de [15], que é uma ferramenta ttil para o

analise dos polinomios que surgem no estudo das curvas de Hugoniot nos Capitulos 3 e 5.

Sejam f(x) = apa™ + -+ +ap e g(z) = bpx™ + - - - 4+ by dois polindmios de graus n
e m, respectivamente, com coeficientes reais. Se define a resultante de f e g, denotado por
R(f,9) = Rnm(f,9), como a determinante da matriz de Sylvester Syl(f, g) = Syl,, .,(f,9)
dada por

ap  Qp—1 Ap—2
0 Qp, Ap—1
0 ay Qo 0
0 0 0 e Qg A1 Qo
Syln7m(f7 g) = Y (Al)
by bm-1 bpo -+ 0 0 0
0 bn bn
by by O
by by by
onde as m primeiras linhas sdo os coeficientes a,,a,_1,...,a¢ de f deslocados
0,1,...,m—1 entradas e completadas com zeros o restante das entradas e as n ultimas linhas
sao os coeficientes b,,, by, _1,...,bg de g deslocados 0,1,...,n — 1 entradas e completadas

com zeros o restante das entradas, ou seja,
R(f,g) = det(Syl(f,9)).

Nao é dificil mostrar o seguinte teorema, que é uma aplicacao fundamental para o

resultante de dois polinomios.

Teorema A.1l. Seja f(z) = apa™+ -+ +ag e g(x) = bpx™ + - -+ + by dois polindmios de

graus n e m, respectivamente, com coeficientes reais, suponha que f tem n raizes &1, ...,&,
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e g tem m raizes ny, ..., N, nos numeros complexos. Entdao

R(f,g) == a2 [T T1(E — ).

i=1j=1

Ao observar a equacao do teorema acima pode-se concluir que se f e g sao dois
polindmios nao nulos com coeficientes nos reais, entao f e g tem raizes comuns nos

complexos se e somente se R(f,g) = 0.

Seja f(x) = apa™ + - -+ + ap um polinébmio de grau n > 1 com coeficientes reais, e

seja &1,...,&, as raizes de f nos complexos. Define-se a discriminante de f como
A(f)=a I (&-&)*
1<i<j<n

E interessante observar que a discriminante pode ser definida como a resultante do

polinémio f e sua derivada f’ como segui,

Teorema A.2. Seja f(x) = a,x™ + -+ -+ ag um polindmio de grau n > 1 com coeficientes
reais. Entdao a discriminante é dada por

df

Al = (-1 R(s

); (A.2)
Um polinémio f de grau n > 1 com coeficientes reais satisfaz A(f) = 0 se e somente

se f tem uma raiz multipla.

No que segui apresenta-se a discriminante de alguns polinémios de grau baixo e
algumas propriedades. Se f(z) = ayjx+ap é um polinémio de primeiro grau, a discriminante

¢ A(f) =1.Se f(x) = agz® + a1z + ag ¢ um polindmio de grau 2,

a9 aq Qo
A(f)=—ay"| 2a; a1 0 |=a}— 4dagas

0 2(12 aq

e ja que as duas raizes de f podem-se escrever como (—a1 + /A(f )) /2 tem-se o seguinte
resultado: se A(f) > 0, entdo f tem dois raizes reais distintos; e se A(f) < 0, entdo f tem

dois raizes complexas conjugadas.

Se f(z) = azx® + asx® + a1 + ay é um polindmio de grau 3, a discriminante ¢

as ay a; ag O
0 as Qg a; G
A(f)=—a3'| 3a3 2a5 a1 0 0
0 3as3 2a, a; O
0 0 3as 2ay aq

= aja3 — 4ajaz — 4apas + 18agaiaqsaz — 27agas.
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Lema A.3. Seja f(x) = azz® + asx? + ayx + ag um polindmio de grau 3. Entdo

1. se A(f) >0, entao f tem trés raizes reais distintos;

2. se A(f) <0, entdo f tem uma rais real e um par de raizes complexas conjugadas.

Demonstracao. Seja

f(z) = asz® + apx® + a1 + ag (A.3)
um polinémio de grau 3. Fazendo = :=1 — :3723 e dividindo por a3 obtém-se
~ a
ft)=flt— o) =t +pt+q (A.4)
3@3
onde
_ 3aaz — a’
- 3a3
B 2a3 — 9ajasaz + 27a0a§
1= 274} '
A discriminante de f é dada por
A(f) = —4p® — 27,
Considere t := u + v, entao
= (u+v)’ =u®+0° + 3uw(u +v) = u® + v° + Suvt
de onde

3 — 3uvt — (u* +0*) =0

Para t ser raiz de f(t) = 0 deve-se considerar

3uv = —p, (A.5)
u? +0* = —q. (A.6)

Logo, resolvendo (A.5) para v e substituindo em (A.6),
(u?)® + qu’ + (=p/3)° =0 (A7)

resolvendo (A.7) para u?® obtém-se

s_ a4 L), 4t g 1 [-A(f) A
S T L [ T S L (ST (A.8)
s_ a1, 4 g 1 [-A) A
VETy Tt Ty T o (A.9)
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-~

Considere A(f) > 0 e tome z 1= u® = L + ( i. De (A.8) e (A.9) observa-se
que Z =03 e ~
2 _ e € 1A _ P
P=lEr =t ier =
de onde,
p
2l = B~

Por outro lado, pode-se escrever z = |z|(cos(¢) + isin(¢)) e

Re(z)  —q/2
cos = =
)= = Copr
tal que
—q/2 )
+ 2nm = arccos | ————— | com n € Z.
v <<—p>3/27

Logo, a raiz de (A.4) é
t=u+v=z+Vz
@ £ 2nm p
\/|2| cos 3 3

Considerando n = 0, n = 1 tem-se as trés raizes reais de (A.4),

1/2 <g0i2n7r)
cos ( ——5—

1/2
ty =2 p cos (gp),
3 3
1/2 92 1/2
g e () < (5) v (3)
1/2 _9 1/2
=25 C°S<@3 W>: ‘3 ( <§)+\/§Sin(§>>'

~

No caso A(f) < 0, tem-se

1 |=A(f) v 1 [=A(f) v
q — q —
t, = (—2 + B 57 ) + (—2 5 97 ) ) (A.10)

como raiz real e ty = tjw, t3 = t;0 como as outras dois raizes complexas conjugadas, onde

w é raiz do polindmio 3 — 1 = 0.

Derivando (A.3) tem-se o polinémio 4 (z) = 3a3z? + 2a,x + a1 cujas raizes sio

dx

as 1
=——4+—/a3 -3 . A1l
Tt 305 3as ajz aipas ( )
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Substituindo em (A.4) tem-se

as \* a
yi:f($i):($i+2> +p<$i+2>+q
3@3 3@3

1 3 1
:<i3d¥&0 +p<i3#—&0+ﬂ
~ 3q £ 2p\/—3p
_447%47

Dai conclui-se que se p < 0 o polindmio (A.3) tem um maximo e um minimo.

Supondo que ag > 0, para f ter trés raizes reais distintas positivas é necessario

ap = f(0) <0,z >0 e p <0, isto ocorre quando ag < 0, a; > 0, az < 0 e az > 0.

Se f(x) = asrt + azz® + ax? + a1z + ag, ay # 0, um polindmio com coeficientes

em R, tem-se

as a3 ay a; ag O

0 a a3 as a1 ag

0 0 a a3 ax a1 a
A(f) = —ay"'| 4day 3a3 200 a; 0 0 O
0 4dagy 3a3 2a2 a3 0 O
0 0 4das 3a3 2a2 a1 O
0 0 0 4dayg 3az3 2ay aq

_ 2.2 2 3 3 3 2 3 2 4 2 3 4
= ajasas — 4aja; — dapasas + 18apaiasa; — 27agas; — 4ajasay + 16agasay

3 2 2 2 2.2 4 2
+ 18ajazasas — 80apaiazazas — 6apaiazas + 144agazazas — 27a5a;

+ 144apa’azal — 128a3a3a; — 192a5a,aza; + 256a5a;.

Lema A.4. Seja f(x) = asx® + a32® + ax® + a1z + ag um polinémio de grau 4, P =

8asay — 3a3 e N = P? — 16a3(12a4a0 — 3aza; + a3). Entdo

1. se A(f) >0, P<0eN >0, entio [ tem quatro raizes reais distintas;

2. se A(f) >0, ou P >0 ou N <0, entio f tem dois pares de raizes complezas

conjugadas;

3. se A(f) <0, entdo f tem dois raizes reais e um par de raizes complexas conjugadas.

Demonstracao. Seja

f(x) = asz’ + aza® + ax® + ar + ag (A.12)

um polinémio de grau 4. Substituindo z :=1t — 4% e dividindo por a4 em (A.12),

flo) =t 4 pt> +qt +r (A.13)
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onde

2
B 8asas — 3as

P= g
a3 — 4azazay + 8ayaj

q= 8 :

. 256apa3 — 3aj — 64ajazal + 16azaiay

256}

cujo discriminante é

A(f) = —4p>q® — 27¢* + 16p*r — 128p*r% + 144pr¢® + 2561°
As raizes do polindomio (A.13) satisfazem a equagao
th 4 pt? +qt+1r=0. (A.14)

entao, para qualquer y tem-se

(2 +y)* = t* + 2%y + ¢
=y —p)t: —qt +y* —r.

Seja y := ZJ“TP, para qualquer z,

e 2 2
(t2 + —2Fp) = 2t — qt + 7(2 —Zp) -,

o lado direito ¢ um polinémio de segundo grau na variavel ¢ cujo discriminante é

2
¢ —4z <(Ztlp)—r> = ¢ — 2(22 +p* + 2pz — 4r)
=23 —2p2% + (4r — p*)z + ¢* = —Res(f).

Res(f) é chamado resolvente ctibico cujo discriminante é

-~

A(Res(f)) = —4p¢® — 27¢" + 16p*r — 128p*r? + 144prq® + 256r° = A(f).

Escolhendo z como uma raiz de Res(f) tem-se

assim,
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Observe que as raizes reais de Res(f) sdo positivas se e somente se A(f) > 0,
2p < 0, p* —4r > 0 e —¢*> < 0. Entéo, considerando v#, 73,72 € [0, 00) como as raizes de
Res(f) e i, com i = 1,2, 3,4 raizes de (A.13). Nao é dificil mostrar que

1

M= 5(/@1 + B2 — B3 — Ba)
1

Ve = 5(51 — Ba+ B3 — Ba)

Y3 = ;(51 — B2 — f3 + Ba)

Assim, as raizes de (A.13) s@o todas reais. Caso contrario tem raizes complexas. Entao,
considerando
Q2
P :=8ajp,

obtemos que

1602 (p? — 4r) = (P2 — 16a%(12a4a0 — 3asa; + ag)) )

1
3
assim é suficiente definir

N := P? — 16a%(12a4a¢ — 3asa; + a3).
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