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sempre estar ao meu lado e por cuidar de cada detalhe da minha vida. À Nossa Senhora
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Aos meus amados pais, Antônio e Liliana, minha base e os meus maiores exemplos,

pelo amor e apoio incondicionais e pelos valores que me ensinaram e que guiam a minha

vida. Obrigada por terem feito de tudo para me dar condições de chegar até aqui, essa

conquista é nossa. Muito obrigada por tudo!
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Abstract

Let V be a variety of superalgebras with graded involution and let {cgrin (V)}n≥1 be its

sequence of ∗-graded codimensions. We say that V has polynomial growth nk if asymp-

totically cgrin (V) ≈ ank, for some a 6= 0. Furthermore, V is minimal of polynomial growth

nk if cgrin (V) grows as nk and any proper subvariety of V has polynomial growth nt, with

t < k. In this thesis we present the classification of minimal varieties of superalgebras

with graded involution with quadratic growth, by giving a complete list of 36 finite di-

mensional superalgebras with graded involution which generate, up to equivalence, the

only minimal varieties of quadratic growth. The 36 superalgebras with graded involution

presented here form the smallest list of algebras that should be excluded from a variety V
in order to conclude that V has at most linear growth. We emphasize that among these

algebras, 16 are presented in an unprecedented way in this work.

Keywords: polynomial identity, codimension growth, superalgebra, algebra with involu-

tion, minimal variety.
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Resumo

Seja V uma variedade de superálgebras munidas de involução graduada e seja {cgrin (V)}n≥1
sua sequência de codimensões ∗-graduadas. Dizemos que V tem crescimento polinomial

nk se assintoticamente cgrin (V) ≈ ank, para uma constante a 6= 0. Além disso, V é

uma variedade minimal de crescimento polinomial nk se cgrin (V) cresce como nk e qual-

quer subvariedade própria de V tem crescimento polinomial nt, com t < k. Nesta tese

classificamos todas as variedades de superálgebas com involução graduada minimais de

crescimento quadrático, exibindo, a menos de equivalência, uma lista completa de 36

álgebras de dimensão finita geradoras de tais variedades minimais. Dessas 36 álgebras,

16 são apresentadas de forma inédita neste trabalho. Acrescentamos que essas 36 su-

perálgebras munidas de involução graduada constituem a menor lista de álgebras que

devem ser exclúıdas de uma variedade V a fim de garantir que V tem crescimento no

máximo linear.

Palavras chave: identidade polinomial, crescimento das codimensões, superálgebra,

álgebra com involução, variedade minimal.
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Introdução

Consideremos F um corpo de caracteŕıstica zero e F 〈X〉 a álgebra livre associativa

gerada por um conjunto enumerável X de variáveis não comutativas. Dizemos que um

polinômio em F 〈X〉 é uma identidade polinomial de uma álgebra associativa A sobre F ,

se o mesmo se anula quando avaliado em quaisquer elementos de A. Se A satisfaz uma

identidade não nula, então dizemos que A é uma PI-álgebra.

Podemos dizer que o interesse pela PI-teoria enquanto área de pesquisa teve seu marco

inicial em 1948 com o artigo de Kaplansky [23] que trata da estrutura de PI-álgebras

primitivas. Desde então, vários problemas relevantes vêm sendo propostos e muitos resul-

tados interessantes têm sido publicados, o que faz da teoria das álgebras com identidades

polinomiais um ramo ativo e promissor da pesquisa matemática.

Um dos principais eixos de estudo da PI-teoria consiste na descrição das identidades

polinomiais satisfeitas por uma determinada álgebra e no estudo da classe das álgebras

que satisfazem essas identidades.

Assim, um objeto importante na teoria é o conjunto Id(A) de todas as identidades

satisfeitas por uma álgebra A. Cabe destacar que Id(A) é um T -ideal de F 〈X〉, isto é,

um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F 〈X〉.
Em 1950, Specht conjecturou que, sobre um corpo de caracteŕıstica zero, o T -ideal de

uma álgebra associativa é finitamente gerado como um T -ideal. Embora provada para

casos particulares nos anos seguintes, esta conjectura só teve uma prova completa em

1987, dada por Kemer [24]. Assim, a fim de descrevermos todas as identidades polinomiais

satisfeitas por uma álgebra A é suficiente encontrarmos um conjunto gerador de Id(A)

como um T -ideal. Além disso, a possibilidade de álgebras distintas possúırem o mesmo

T -ideal favorece o estudo da classe das álgebras que satisfazem as identidades de uma

dada álgebra A, chamada de variedade gerada por A e denotada por var(A).

Contudo, é importante destacar que a descrição do T -ideal de uma álgebra ainda é,

em geral, um problema árduo, já que o trabalho de Kemer não fornece um método para

encontrar tal base finita. Para exemplificar essa dificuldade, podemos citar a álgebra de

matrizes Mk(F ) para a qual o T -ideal foi descrito somente para k = 1, 2 até o presente

momento.
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Na tentativa de minimizar a dificuldade mencionada acima, alguns invariantes numéri-

cos foram introduzidos a fim de se conhecer informações quantitativas sobre o T -ideal de

uma álgebra. Um invariante numérico muito útil é a chamada sequência de codimensões

de uma álgebra A, {cn(A)}n≥1. Para uma variedade de álgebras V = var(A), definimos

cn(V) = cn(A). Tal sequência foi introduzida por Regev em 1972 [37] e mede, de uma certa

maneira, a taxa de crescimento das identidades polinomiais satisfeitas por uma álgebra.

É bem compreendido (ver [27, 26]) que se A é uma PI-álgebra, então a sequência

de codimensões cresce exponencialmente ou é limitada polinomialmente, isto é, existem

constantes a, k ≥ 0 tais que cn(A) ≤ ank para todo n ≥ 1.

A sequência de codimensões, além de ser uma importante ferramenta, se tornou um

dos principais objetos de investigação na PI-teoria, tanto que, nos últimos anos, vários

autores têm estudado essa sequência com o intuito de caracterizar e classificar variedades

de álgebras V através do comportamento assintótico de {cn(V)}n≥1. Em particular, neste

trabalho, estamos interessados em variedades com crescimento polinomial da sequência

de codimensões.

O estudo das variedades de crescimento polinomial foi iniciado por Kemer em [27].

Mais especificamente, ele mostrou que var(A) tem crescimento polinomial se, e somente

se, G e UT2(F ) /∈ var(A), onde G é a álgebra de Grassmann de dimensão infinita e

UT2(F ) é a álgebra das matrizes triangulares superiores 2× 2 com entradas em F . Como

consequência dessa caracterização, segue que var(G) e var(UT2(F )) são as únicas varie-

dades de crescimento quase polinomial, isto é, as sequências de codimensões de G e de

UT2(F ) crescem exponencialmente, mas qualquer subvariedade própria de var(G) e de

var(UT2(F )) tem crescimento polinomial.

Em [28, 29], La Mattina classificou todas as subvariedades das variedades var(G) e

var(UT2(F )) e dentre elas se destacam as minimais. Dizemos que V é uma variedade

minimal de crescimento polinomial nk se assintoticamente cn(V) ≈ ank, para alguma

constante a 6= 0 e para qualquer subvariedade própria U de V , cn(U) ≈ bnt, com t < k.

A relevância das variedades minimais de crescimento polinomial está no fato de que essas

variedades são os “blocos construtores”que permitiram à autora dar uma classificação

completa das subvariedades das variedades de crescimento quase polinomial.

Inspirados por tais classificações, Giambruno, La Mattina e Zaicev classificaram as

variedades minimais de crescimento polinomial nk geradas por álgebras unitárias [11].

Também temos que em [22], Jorge e Vieira classificaram todas as variedades minimais de

crescimento quadrático de modo geral.

Neste ponto, uma pergunta natural diz respeito a classificações gerais de variedades,

não necessariamente minimais, de crescimento polinomial nk, com k fixo. Em [10], Gi-

ambruno, La Mattina e Petrogradsky classificaram todas as variedades de crescimento no
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máximo cúbico geradas por álgebras unitárias. Já em [36], Oliveira e Vieira classificaram

as variedades de crescimento polinomial n4 geradas por álgebras unitárias. Acrescentamos

que em [8], Giambruno e La Mattina determinaram, a menos de PI-equivalência, todas

as álgebras que geram variedades de crescimento no máximo linear.

Os conceitos de codimensões, crescimento polinomial e variedades minimais têm sido

estendidos para classes de álgebras munidas com estruturas adicionais, tais como su-

perálgebras e álgebras com involução. Portanto, o estudo das variedades de crescimento

polinomial também tem sido amplamente desenvolvido nesses casos e classificações de

variedades de crescimento quase polinomial e de subvariedades minimais das variedades

de crescimento quase polinomial também foram fornecidos no contexto de superálgebras

([14], [30]) e de álgebras com involução ([12], [31]).

Para estabelecer uma nomenclatura comum para as estruturas citadas acima, usaremos

o termo ϕ-álgebras. Qualquer álgebra A munida de um automorfismo ou um antiautomor-

fismo ϕ de ordem no máximo 2, ou seja, qualquer superálgebra ou qualquer álgebra com

involução, será chamada de ϕ-álgebra e, neste caso, dizemos que A gera uma ϕ-variedade

e escrevemos varϕ(A).

Em [17], Gouveia, dos Santos e Vieira provaram que existe apenas um número finito

de ϕ-variedades minimais de crescimento quadrático geradas por álgebras unitárias e

também apresentaram uma lista de álgebras de dimensão finita gerando cada uma dessas

ϕ-variedades minimais. Para k ≥ 3 mostraram que o número de ϕ-variedades minimais

de crescimento polinomial nk é infinito e classificaram todas essas ϕ-variedades minimais

fornecendo um método para a construção dos seus ϕ-ideais.

Analogamente ao caso ordinário, classificações gerais de ϕ-variedades de crescimento

no máximo linear foram apresentadas em [9] e [32].

Destacamos ainda nossa classificação das ϕ-variedades de crescimento quadrático ge-

radas por ϕ-álgebras unitárias apresentada em [1]. Mais especificamente, em um trabalho

em conjunto com Bessades, dos Santos e Vieira, exibimos uma lista de superálgebras

unitárias de crescimento quadrático e uma lista de álgebras com involução unitárias de

crescimento quadrático que geram, a menos de equivalência, todas as ϕ-variedades de

crescimento quadrático. Neste artigo também explicitamos todas as funções quadráticas

que descrevem a sequência de ϕ-codimensões de uma ϕ-álgebra unitária.

Nesta tese trabalhamos com superálgebras associativas sobre um corpo de carac-

teŕıstica zero munidas de uma involução graduada. Uma involução graduada ∗ em uma

superálgebra A = A(0) + A(1) é uma involução que preserva as componentes homogêneas

de A, ou seja, (A(0))
∗

= A(0) e (A(1))
∗

= A(1). Uma superálgebra munida de uma involução

graduada ∗ é chamada de ∗-superálgebra. As noções de ideais, sequências de codimensões,

crescimento polinomial e variedades minimais também são estendidas naturalmente para
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esta estrutura.

Em [6], Giambruno, dos Santos e Vieira apresentaram no contexto de ∗-superálgebras

uma caracterização de variedades de crescimento polinomial análoga à fornecida por Ke-

mer no caso ordinário. Mais precisamente, os autores caracterizaram variedades de cres-

cimento polinomial via exclusão de 5 ∗-superálgebras da variedade e, consequentemente,

mostraram que existem 5 variedades de ∗-superálgebras de crescimento quase polinomial.

Destacamos que, neste contexto, todas as subvariedades minimais das variedades de cres-

cimento quase polinomial também foram determinadas [20, 30, 31].

Acrescentamos ainda que em [20], Ioppolo e La Mattina classificaram, a menos de

equivalência, todas as ∗-superálgebras de crescimento no máximo linear e, em particular,

determinaram a existência de apenas 5 variedades minimais de crescimento linear.

Motivados pelos problemas de classificações de variedades minimais tratados no caso

ordinário e nos casos das superálgebras e álgebras com involução e, em particular, estimu-

lados pelos resultados obtidos em [1], o objetivo desta tese é fornecer uma classificação de

variedades de superálgebras com involução graduada minimais de crescimento quadrático.

Mais especificamente, desenvolveremos resultados que nos permitirão apresentar uma

lista completa de 36 ∗-superálgebras que geram, a menos de equivalência, as únicas va-

riedades minimais de crescimento quadrático, dentre as quais 26 se apresentam inéditas

com tal propriedade. Para cumprir com esse propósito este trabalho foi dividido em três

caṕıtulos dispostos do seguinte modo.

No Caṕıtulo 1, apresentaremos os conceitos e resultados básicos necessários no de-

senvolvimento deste trabalho. Recordaremos brevemente algumas definições e resultados

sobre PI-álgebras, superálgebras e álgebras com involução. Também apresentaremos nosso

principal objeto de estudo, as ∗-superálgebras, e comentaremos sobre resultados relacio-

nados a essa estrutura que serão frequentemente requisitados ao longo do texto.

No Caṕıtulo 2, apresentaremos uma lista de 37 ∗-superálgebras, destacando algumas

de suas caracteŕısticas e desenvolvendo resultados que nos garantem que todas têm cres-

cimento quadrático.

No Caṕıtulo 3, estarão os principais resultados desta tese. Nele trabalhamos em

resultados que nos permitem concluir que 36 das ∗-superálgebras apresentadas no Caṕıtulo

2 formam uma lista completa de álgebras que devem ser exclúıdas de uma variedade

V a fim de garantir que V tem crescimento no máximo linear. Como consequência,

classificamos todas as variedades de superálgebras com involução graduada minimais de

crescimento quadrático e todas as variedades de álgebras com involução minimais de

crescimento quadrático.

Os resultados desta tese foram obtidos em colaboração com Ioppolo, dos Santos e

Vieira e publicados em [19].



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos alguns conceitos preliminares que serão necessários

para tratarmos os resultados dessa tese.

Primeiramente, abordaremos algumas definições e resultados básicos da teoria de

identidades polinomiais de álgebras associativas sobre um corpo de caracteŕıstica zero.

Também faremos uma breve e resumida descrição das PI-álgebras, das superálgebras e

das álgebras munidas de involução, apresentando para cada uma dessas estruturas a noção

de variedades, a sequência de codimensões e caracterizações de variedades de crescimento

polinomial. Para informações mais detalhadas sobre a teoria de PI-álgebras, sugerimos

[2] e [16].

A partir da Seção 1.3, discutiremos sobre os principais objetos dessa tese: as su-

perálgebras munidas de involução graduada, as chamadas ∗-superálgebras. Basicamente,

apresentaremos objetos e resultados análogos aos fornecidos no caso ordinário no contexto

de ∗-superálgebras.

1.1 PI-álgebras

Começamos estabelecendo que, ao longo desta tese, salvo menção contrária, F é um

corpo de caracteŕıstica zero e A uma álgebra associativa sobre F .

Denotamos por F 〈X〉 a álgebra associativa livre gerada por X = {x1, x2, . . .}, um

conjunto enumerável de variáveis não comutativas. Dizemos que um polinômio f =

f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é uma identidade polinomial de A e escrevemos f ≡ 0 em A, se f

se anula sempre que avaliado em quaisquer elementos de A, ou seja, se f(a1, . . . , an) = 0,

para todos a1, . . . , an ∈ A. Se A satisfaz uma identidade não nula, então dizemos que A

é uma PI-álgebra.

O comutador de Lie de peso 2 é definido como sendo o polinômio [x1, x2] = x1x2−x2x1.
Indutivamente, o comutador de peso n normado à esquerda é definido por [x1, . . . , xn] =
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[[x1, . . . , xn−1], xn], para todo n ≥ 3. Observamos que valem as seguintes propriedades

de comutadores: [x1, x2] = −[x2, x1] (anticomutatividade) e [x1, x2, x3] + [x3, x1, x2] +

[x2, x3, x1] = 0 (identidade de Jacobi).

Agora, vejamos alguns exemplos de PI-álgebras.

Exemplo 1.1. Uma álgebra comutativa A é uma PI-álgebra desde que o polinômio [x1, x2]

é uma identidade para A. Também temos que se A é uma álgebra nilpotente com Ak = 0,

então A é uma PI-álgebra desde que satisfaz a identidade x1 · · ·xk.

Exemplo 1.2. É conhecido que toda álgebra de dimensão finita é também uma PI-

álgebra. Isso porque se A é uma álgebra com dimensão n, então o polinômio standard de

grau n+ 1,

Stn+1(x1, . . . , xn+1) =
∑

σ∈Sn+1

sgn(σ)xσ(1) · · ·xσ(n+1),

é uma identidade para A (ver [16, Teorema 1.5.8]).

Como exemplos importantes de PI-álgebras de dimensão finita, temosMn(F ) e UTn(F ),

a álgebra das matrizes n×n com entradas no corpo F e a álgebra das matrizes triangula-

res superiores n× n com entradas em F , respectivamente. Denotaremos UTn(F ) apenas

por UTn.

A seguir, um exemplo de PI-álgebra de dimensão infinita.

Exemplo 1.3. Consideremos G a álgebra de Grassmann unitária de dimensão infinita,

gerada pelos elementos {1, e1, e2, . . .}, satisfazendo a condição eiej = −ejei, i, j ≥ 1.

Segue que G é uma PI-álgebra desde que satisfaz a identidade [x1, x2, x3].

Definição 1.4. Dada uma álgebra A, definimos o ideal das identidades polinomiais sa-

tisfeitas por A como

Id(A) = {f ∈ F 〈X〉|f ≡ 0 em A}.

Não é dif́ıcil verificar que Id(A) é um T -ideal de F 〈X〉, isto é, é um ideal invariante

sob todos os endomorfismos de F 〈X〉. Além disso, é posśıvel verificar se I é um T -ideal

de F 〈X〉, então Id (F 〈X〉/I) = I. Assim, temos que todos os T -ideais de F 〈X〉 são,

na verdade, ideais de identidades polinomiais para álgebras adequadas. Nos referimos a

Id(A) como sendo o T -ideal de A.

Desde que álgebras distintas podem satisfazer as mesmas identidades, torna-se apropri-

ado considerarmos a classe das álgebras que satisfazem todas as identidades de uma dada

álgebra A, chamada de variedade de álgebras gerada por A e denotada por V = var(A).

Quando duas álgebras A e B satisfazem as mesmas identidades, temos que var(A) =

var(B) e, neste caso, dizemos que A e B são PI-equivalentes.
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Ressaltamos ainda que a correspondência entre T -ideais de F 〈X〉 e variedades de

álgebras é bem entendida e se mostra útil para traduzir problemas de uma linguagem

para outra.

Em [24], Kemer mostrou que o T -ideal de uma álgebra é finitamente gerado como um

T -ideal. Mas, como comentamos na Introdução dessa tese, a obtenção de uma base finita

de identidades para uma álgebra é uma tarefa dif́ıcil e trabalhosa.

Assim, um método bem estabelecido para o estudo do T -ideal de uma álgebra A é

através da análise de uma sequência numérica, chamada de sequência de codimensões

de A. Essa sequência foi introduzida por Regev em [37] e mede, de um certo modo, o

crescimento das identidades polinomiais satisfeitas por A.

A fim de definir esse objeto, introduzimos

Pn = spanF{xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n) | σ ∈ Sn}, n ≥ 1,

o espaço dos polinômios multilineares de grau n nas variáveis x1, . . . , xn (isto é, toda

variável xi aparece em cada monômio uma única vez).

Destacamos que os polinômios multilineares desempenham um papel significativo na

PI-teoria, pois uma vez que estamos trabalhando sobre um corpo de caracteŕıstica zero,

segue que todo T -ideal é completamente determinado pelos polinômios multilineares que

ele contém [16, Corolário 1.3.9]. Assim, Id(A) é gerado pelo subespaço (P1 ∩ Id(A)) +

(P2∩Id(A))+· · ·+(Pn∩Id(A))+· · · de F 〈X〉 e, por isso, para estudarmos Id(A) podemos

nos concentrar no estudo das identidades multilineares de A.

Neste ponto, cabe destacar que trabalhar com polinômios multilineares é bem vanta-

joso, uma vez que para verificarmos se um polinômio multilinear é ou não uma identidade

para uma álgebra A basta avaliá-lo nos elementos de uma base de A.

Dadas essas informações, temos que a sequência de codimensões de uma álgebra A é

uma sequência numérica determinada pelas dimensões dos espaços Pn(A), onde

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)
, n ≥ 1.

Ou seja, o n-ésimo termo dessa sequência é definido por cn(A) = dimF Pn(A). Para

V = var(A), definimos cn(V) = cn(A).

Ressaltamos que o comportamento dessa sequência se tornou um dos principais objetos

de pesquisa na PI-teoria. Tal investigação teve ińıcio com Regev [37], que provou que

a sequência de codimensões de uma PI-álgebra A é limitada exponencialmente, isto é,

existem constantes a, α > 0 tais que cn(A) ≤ aαn para todo n.

Dizemos que duas sequências {an}n≥1 e {bn}n≥1 têm o mesmo comportamento as-

sintótico, e escrevemos an ≈ bn se, e somente se, lim
n→∞

an
bn

= 1.
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Ao longo deste texto, estaremos interessados em variedades de crescimento polino-

mial, ou seja, variedades geradas por álgebras cuja sequência das codimensões é limitada

polinomialmente.

Definição 1.5. Dizemos que uma variedade V tem crescimento polinomial das codi-

mensões, ou que {cn(V)}n≥1 é limitada polinomialmente, se existem constantes a, t ≥ 0

tais que cn(V) ≤ ant, para todo n ≥ 1. Por outro lado, dizemos que uma variedade V
tem crescimento exponencial se existem um inteiro α ≥ 2 e uma constante b > 0 tais que

cn(V) ≥ bαn, para n suficientemente grande.

Em particular, nosso interesse é no estudo das variedades minimais de crescimento

polinomial.

Definição 1.6. Dizemos que V é uma variedade minimal de crescimento polinomial nk

se cn(V) ≈ ank, para alguma constante a 6= 0 e para qualquer subvariedade própria U de

V , cn(U) ≈ bnt, com t < k e b uma constante.

Dessa forma, as álgebras que geram variedades minimais de crescimento polinomial

serão o foco principal dessa tese e serão chamadas apenas de álgebras minimais.

Ressaltamos que caracterizações e classificações de variedades de crescimento polino-

mial têm sido consistentemente exploradas. O problema de caracterizar tais variedades foi

primeiramente considerado por Kemer que forneceu a seguinte caracterização via exclusão

de álgebras da variedade [27]:

Teorema 1.7. [Kemer, 1979] Uma variedade V tem crescimento polinomial da sequência

de codimensões se, e somente se, G, UT2 6∈ V .

Desta caracterização, segue que não existe uma variedade de álgebras V com cresci-

mento intermediário das codimensões, ou seja, {cn(V)}n≥1 ou é limitada polinomialmente

ou cresce exponencialmente. Além disso, segue que UT2 e G geram as únicas variedades

de crescimento quase polinomial, isto é, as sequências de codimensões de var(UT2) e de

var(G) crescem exponencialmente, mas qualquer subvariedade própria de cada uma dessas

variedades tem crescimento polinomial.

La Mattina em [28, 29] classificou, a menos de PI-equivalência, todas as subvariedades

de var(G) e de var(UT2). Em particular, classificou todas as álgebras que geram subvarie-

dades minimais de var(G) e de var(UT2) e exibiu uma álgebra de dimensão finita geradora

para cada uma delas.

A busca por classificações de álgebras que geram variedades minimais foi incentivada

pela classificação mencionada acima. Ressaltamos ainda que essa busca por variedades

minimais se estende para outras estruturas, como as superálgebras, álgebras com involução

e superálgebras com involução graduada.
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1.2 Superálgebras e álgebras com involução

Noções similares de T -ideais, variedades de álgebras, polinômios multilineares e co-

dimensões tratados no caso ordinário têm sido naturalmente estendidas para o contexto

de álgebras munidas de alguma estrutura adicional, como superálgebras e álgebras com

involução. Consequentemente, nos últimos anos, caracterizações de variedades de cresci-

mento polinomial, análogas a que foi dada por Kemer, também têm sido fornecidas nesses

contextos. A fim de apresentarmos tais caracterizações, a seguir faremos uma breve des-

crição dessas estruturas.

Definição 1.8. Uma álgebra A é dita uma superálgebra (ou uma álgebra Z2-graduada)

se existem dois subespaços vetoriais A(0) e A(1) tais que:

(i) A = A(0) + A(1) como soma direta de espaços vetoriais;

(ii) A(0)A(0) + A(1)A(1) ⊆ A(0) e A(0)A(1) + A(1)A(0) ⊆ A(1).

Os subespaços A(0) e A(1) são as componentes homogêneas de grau 0 e 1, respecti-

vamente. Chamamos A(0) de componente par e nos referimos aos seus elementos como

sendo pares ou homogêneos de grau 0. Analogamente, chamamos A(1) de componente

ı́mpar e nos referimos aos seus elementos como sendo ı́mpares ou homogêneos de grau 1.

Usaremos (A(0), A(1)) para denotar a graduação da superálgebra A = A(0) + A(1).

Observamos que toda álgebra A é uma superálgebra com graduação trivial que é dada

por (A, {0}). A seguir, exibimos exemplos importantes de superálgebras com graduação

não trivial. Denotamos por eij ∈Mn(F ) a matriz elementar usual.

Exemplo 1.9.

(1) A álgebra UT2 com a graduação (Fe11 + Fe22, Fe12) é uma superálgebra que deno-

taremos por UT gr
2 .

(2) A álgebra de Grassmann G com graduação (G(0),G(1)), onde

G(0) = spanF{ei1ei2 · · · ei2k | i1 < i2 < · · · < i2k, k ≥ 0} e

G(1) = spanF{ei1ei2 · · · ei2k+1
| i1 < i2 < · · · < i2k+1, k ≥ 0}

é uma superálgebra que denotaremos por Ggr.

(3) A álgebra comutativa D = F ⊕ F com a graduação (F (1, 1), F (1,−1)) é uma

superálgebra que denotaremos por Dgr.
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Dizemos que um subespaço B ⊆ A é graduado se (A(0)∩B, A(1)∩B) for uma graduação

para B. Neste caso, dizemos que B tem graduação induzida de A. De maneira análoga

podemos definir subálgebras graduadas e ideais graduados.

Observamos que se A é uma superálgebra, então a aplicação ϕ dada por ϕ(a0 + a1) =

a0−a1, com a0 ∈ A(0) e a1 ∈ A(1) é um automorfismo de ordem no máximo 2, chamado de

automorfismo induzido pela graduação. Quando a graduação é a trivial, ϕ é a identidade.

Reciprocamente, se existe ϕ ∈ Aut(A) de ordem no máximo 2, então A é uma superálgebra

com graduação (A(0), A(1)), onde A(0) = {a ∈ A | ϕ(a) = a} e A(1) = {a ∈ A | ϕ(a) = −a}.

Definição 1.10. Uma aplicação linear ∗ : A → A é dita uma involução se (a∗)∗ = a e

(ab)∗ = b∗a∗, para todos a, b ∈ A. Note que, neste caso, ∗ é um antiautomorfismo de A de

ordem no máximo 2.

Se A é uma álgebra munida de uma involução ∗ dizemos que A é uma ∗-álgebra. Neste

caso, A pode ser escrita como uma soma direta de subespaços A = A+ +A−, onde A+ =

{a ∈ A | a∗ = a} é o espaço dos elementos simétricos de A e A− = {a ∈ A | a∗ = −a} é o

espaço dos elementos antissimétricos de A.

É imediato que, para uma álgebra comutativa A, a aplicação identidade é uma in-

volução em A chamada de involução trivial. Reciprocamente, se a identidade é uma

involução em A, então A é comutativa.

Vejamos alguns exemplos importantes de ∗-álgebras.

Exemplo 1.11.

(1) Consideremos a álgebra UTn e a aplicação ∗ : UTn → UTn dada por

(eij)
∗ = en−j+1,n−i+1.

A aplicação ∗ é uma involução sobre UTn, chamada de involução reflexão. Se a ∈
UTn, então a∗ é a matriz obtida de a ao refletir seus elementos ao longo de sua

diagonal secundária.

(2) Consideremos M a seguinte subálgebra de UT4

M =




a c 0 0

0 b 0 0

0 0 b d

0 0 0 a

 | a, b, c, d ∈ F
 .
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A álgebra M munida da involução reflexão
a c 0 0

0 b 0 0

0 0 b d

0 0 0 a


∗

=


a d 0 0

0 b 0 0

0 0 b c

0 0 0 a


é uma ∗-álgebra que denotaremos por M∗.

(3) A álgebra D = F ⊕ F munida da involução (a, b)∗ = (b, a), chamada de involução

troca, é uma ∗-álgebra que denotaremos por D∗.

Se A é uma ∗-álgebra, dizemos que um subespaço B ⊆ A é ∗-invariante se B∗ = B.

Neste caso, dizemos que B tem involução induzida de A. De maneira análoga, podemos

definir subálgebra ∗-invariante e ideal ∗-invariante.

A fim de estabelecer uma nomenclatura comum para superálgebras e ∗-álgebras, usa-

remos o termo ϕ-álgebras. Assim, qualquer álgebra A munida de um automorfismo ou um

antiautomorfismo ϕ de ordem no máximo 2, ou seja, qualquer superálgebra ou qualquer

álgebra com involução, será chamada de ϕ-álgebra.

Se A é uma ϕ-álgebra, então podemos escrever A = A+
ϕ + A−ϕ , onde A+

ϕ = {a ∈ A |
aϕ = a} e A−ϕ = {a ∈ A | aϕ = −a}.

Seja F 〈X,ϕ〉 = F 〈x1, xϕ1 , x2, x
ϕ
2 , . . .〉 a ϕ-álgebra associativa livre gerada por X e

considere yi = xi + xϕi e zi = xi − xϕi . Assim, F 〈X,ϕ〉 = F 〈Y ∪ Z〉 = F 〈y1, z1, y2, z2, . . .〉
e os elementos de F 〈Y ∪ Z〉 são chamado de ϕ-polinômios.

Um ϕ-polinômio f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈Y ∪ Z〉 é uma ϕ-identidade polinomial

para uma ϕ-álgebra A se

f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) = 0,

para todos a1, . . . , an ∈ A+
ϕ e b1, . . . , bm ∈ A−ϕ .

O conjunto Idϕ(A) de todas as ϕ-identidades de A é um ideal de F 〈Y ∪Z〉 invariante

sob todos os endomorfismos de F 〈Y ∪ Z〉 que comutam com ϕ, chamado de Tϕ-ideal de

A. Observamos que se ϕ é um automorfismo, escrevemos Idϕ = Idgr(A) para denotar o

T2-ideal da superálgebra A. Agora, se ϕ é um antiautomorfismo, escrevemos Idϕ = Id∗(A)

para denotar o T ∗-ideal da ∗-álgebra A.

A classe de todas as ϕ-álgebras que satisfazem as ϕ-identidades de uma determinada

ϕ-álgebra A é chamada de ϕ-variedade gerada por A e denotada por V = varϕ(A). No

caso graduado, escrevemos varϕ(A) = vargr(A) para a supervariedade gerada por A e, no

caso com involução, escrevemos varϕ(A) = var∗(A) para a ∗-variedade gerada por A.

Desde que estamos trabalhando sobre um corpo F de caracteŕıstica zero, segue que

Idϕ(A) é finitamente gerado como um Tϕ-ideal (veja Corolário 2.5 de [25] para o caso de
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superálgebras) e é completamente determinado por seus ϕ-polinômios multilineares. Isso

nos leva a considerar, para cada n ≥ 1,

Pϕ
n = spanF{ωσ(1) · · ·ωσ(n) | σ ∈ Sn, ωi = yi ou ωi = zi, i = 1, . . . , n},

o espaço dos ϕ-polinômios multilineares de grau n nas variáveis y1, z1, . . . , yn, zn (isto é,

yi ou zi aparece uma única vez em cada monômio).

Definição 1.12. Para n ≥ 1, o número cϕn(A) = dimF
Pϕ
n

Pϕ
n ∩ Idϕ(A)

é chamado de n-ésima

ϕ-codimensão de A.

Se ϕ é um automorfismo, denotamos por cϕn(A) = cgrn (A), a n-ésima codimensão gra-

duada de A. Se ϕ é um antiautomorfismo, denotamos por cϕn(A) = c∗n(A), a n-ésima

∗-codimensão de A.

Neste contexto, também temos que a análise do comportamento da sequência de ϕ-

codimensões de uma ϕ-álgebra A é uma ferramenta útil para o estudo do Tϕ-ideal de A.

Ressaltamos que as definições de ϕ-variedades de crescimento polinomial e exponencial, de

ϕ-variedades de crescimento quase polinomial e de ϕ-variedades minimais de crescimento

polinomial seguem análogas às apresentadas no caso ordinário.

Agora, estamos em condições de apresentar os resultados de caracterização de ϕ-

variedades de crescimento polinomial semelhantes ao que Kemer provou para álgebras

associativas.

Em [14], Giambruno, Mishchenko e Zaicev forneceram a seguinte caracterização das

supervariedades de crescimento polinomial através da exclusão de cinco superálgebras,

onde UT2 e G denotam a álgebra das matrizes triangulares superiores 2×2 com graduação

trivial e a álgebra de Grassmann com graduação trivial, respectivamente.

Teorema 1.13. [14, Teorema 2] Uma supervariedade V tem crescimento polinomial das

codimensões graduadas se, e somente se, UT2, UT
gr
2 , G, Ggr, Dgr /∈ V.

Como consequência dessa caracterização, segue que UT2, UT
gr
2 , G, Ggr e Dgr geram as

únicas supervariedades de crescimento quase polinomial.

Em 2011, La Mattina [30] classificou todas as subvariedades das supervariedades de

crescimento quase polinomial. Em particular, todas as subvariedades minimais dentro das

supervariedades de crescimento quase polinomial também foram determinadas.

Já em [12], Giambruno e Mishchenko caracterizaram as ∗-variedades V de crescimento

polinomial através da exclusão das álgebras D∗ e M∗ de V , como pode ser visto abaixo.

Teorema 1.14. [12, Teorema 4.7] Uma ∗-variedade V tem crescimento polinomial das

∗-codimensões se, e somente se, D∗, M∗ /∈ V.
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Com isso, var∗(D∗) e var∗(M∗) são as únicas ∗-variedades de crescimento quase poli-

nomial.

Em [31], os autores classificaram completamente todas as subvariedades das ∗-varieda-

des de crescimento quase polinomial. Em particular, foram determinadas todas as

subvariedades minimais dentro de cada uma destas ∗-variedades de crescimento quase

polinomial.

1.3 ∗-Superálgebras

O objetivo dessa seção é introduzir nosso principal objeto de estudo: as superálgebras

munidas de involução graduada. Ressaltamos que certas definições e resultados volta-

dos para essa estrutura generalizam o que têm sido feito no contexto de PI-álgebras,

superálgebras e de álgebras com involução.

Definição 1.15. Uma involução ∗ em uma superálgebra A = A(0) +A(1) que preserva as

componentes homogêneas A(0) e A(1) , ou seja, (A(0))
∗

= A(0) e (A(1))
∗

= A(1), é chamada

de involução graduada. Uma superálgebra A munida com uma involução graduada ∗ é

chamada de ∗-superálgebra.

Observamos que o estudo das ∗-superálgebras generaliza o estudo das álgebras com

involução, uma vez que toda ∗-álgebra é uma ∗-superálgebra considerada com graduação

trivial.

Além disso, é claro que para uma superálgebra comutativa A, a aplicação identidade

é uma involução graduada em A, chamada de involução graduada trivial. Portanto, toda

superálgebra comutativa é uma ∗-superálgebra considerada com involução graduada tri-

vial. Reciprocamente, se a aplicação identidade é uma involução graduada para uma

superálgebra A, então A é comutativa.

A seguir, daremos importantes exemplos de ∗-superálgebras.

Exemplo 1.16. A álgebra M , apresentada na seção anterior, com graduação trivial e

munida da involução reflexão é uma ∗-superálgebra que denotaremos por M∗. Também

temos que a álgebra M com a seguinte graduação


a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 b 0

0 0 0 a

 ,


0 c 0 0

0 0 0 0

0 0 0 d

0 0 0 0




e com involução reflexão é uma ∗-superálgebra que denotaremos por Mgri.
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Exemplo 1.17. Consideremos a álgebra comutativa D = F ⊕ F , introduzida na seção

anterior. A álgebra D∗ é uma ∗-superálgebra com graduação trivial e involução troca.

Além disso, a álgebra D com graduação (F (1, 1), F (1,−1)) e involução trivial é uma

∗-superálgebra que representaremos por Dgr. Por fim, a mesma álgebra D com graduação

(F (1, 1), F (1,−1)) e involução troca também é uma ∗ superálgebra que denotaremos por

Dgri.

É posśıvel mostrar que uma superálgebra A munida de uma involução ∗ é uma ∗-
superálgebra se, e somente se, os subespaços A+ e A− são graduados, isto é,

A+ = (A+)(0) + (A+)(1) e A− = (A−)(0) + (A−)(1).

Com isso, obtemos que qualquer ∗-superálgebra A pode ser escrita como soma de 4

subespaços

A = (A(0))+ + (A(1))+ + (A(0))− + (A(1))−.

Chamaremos os subespaços (A(0))+, (A(1))+, (A(0))− e (A(1))− de componentes simétri-

ca par, simétrica ı́mpar, antissimétrica par e antissimétrica ı́mpar de A, respectivamente.

Uma base ∗-graduada de A é uma base formada pela união de bases desses subespaços.

Sejam A uma ∗-superálgebra, ϕ o automorfismo de ordem 2 induzido pela graduação

de A e I um ideal de A. Dizemos que I é um ideal ∗-graduado de A se Iϕ = I e I∗ = I.

Isso equivale a dizer que I tem graduação e involução induzidas de A. Analogamente,

definimos uma subálgebra ∗-graduada e um subespaço ∗-graduado.

Dizemos que A é uma ∗-superálgebra simples se A2 6= 0 e A não possui ideais ∗-
graduados não triviais.

Consideremos X um conjunto enumerável de variáveis não comutativas. Escrevendo

X como uma união disjunta de quatro conjuntos X = Y0 ∪ Y1 ∪ Z0 ∪ Z1, onde Y0 =

{y1,0, y2,0, . . .}, Y1 = {y1,1, y2,1, . . .}, Z0 = {z1,0, z2,0, . . .} e Z1 = {z1,1, z2,1, . . .}, definimos a

∗-superálgebra livre F = F 〈X|Z2, ∗〉 dando uma superestrutura em F ao determinar que

as variáveis em Y0 ∪ Z0 são homogêneas de grau 0 e aquelas em Y1 ∪ Z1 são homogêneas

de grau 1. Também definimos uma involução em F exigindo que as variáveis em Y0 ∪ Y1
são simétricas e as variáveis em Z0 ∪ Z1 são antissimétricas.

Dessa forma, temos que F = F (0) +F (1), onde F (0) é o subespaço gerado por todos os

monômios nas variáveis em X que têm um número par de variáveis de grau 1 e F (1) é o

subespaço gerado por todos os monômios nas variáveis em X que têm um número ı́mpar de

variáveis de grau 1. Assim, F tem estrutura de ∗-superálgebra, desde que (F (0))∗ = F (0)

e (F (1))∗ = F (1). Os elementos de F são chamados de (Z2, ∗)-polinômios.

Iremos nos referir às variáveis em Y0 como sendo simétricas pares, às variáveis em Y1

como sendo simétricas ı́mpares, às variáveis em Z0 como sendo antissimétricas pares e às

variáveis em Z1 como sendo antissimétricas ı́mpares.
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Definição 1.18. Dizemos que um (Z2, ∗)-polinômio

f = f(y1,0, . . . , ym,0, y1,1, . . . , yn,1, z1,0, . . . , zp,0, z1,1, . . . , zq,1)

é uma (Z2, ∗)-identidade para uma ∗-superálgebra A, e escrevemos f ≡ 0 em A, se

f(a+1,0, . . . , a
+
m,0, a

+
1,1, . . . , a

+
n,1, a

−
1,0, . . . , a

−
p,0, a

−
1,1, . . . , a

−
q,1) = 0,

para todos a+1,0, . . . , a
+
m,0 ∈ (A(0))+, a+1,1, . . . , a

+
n,1 ∈ (A(1))+, a−1,0, . . . , a

−
p,0 ∈ (A(0))− e

a−1,1, . . . , a
−
q,1 ∈ (A(1))−.

Observe que, neste caso, as avaliações em um (Z2, ∗)-polinômio por elementos de uma

∗-superálgebra A respeitam o tipo de variável em questão, ou seja, em variáveis simétricas

pares substitúımos elementos de A pertencentes à componente simétrica par e assim por

diante.

O ideal das (Z2, ∗)-identidades de A é o conjunto

Idgri(A) = {f ∈ F | f ≡ 0 em A}.

Temos que Idgri(A) é um T ∗2 -ideal de F , ou seja, é um ideal invariante sob todos os endo-

morfismos de F que preservam a graduação e comutam com a involução. Nos referimos

a Idgri(A) como sendo o T ∗2 -ideal de A.

Como no caso ordinário, Idgri(A) é finitamente gerado como T ∗2 -ideal e usamos a

notação 〈f1, . . . , fm〉T ∗2 para indicar que Idgri(A) é gerado por f1, . . . , fm ∈ F .

A possibilidade de ∗-superálgebras distintas satisfazerem as mesmas (Z2, ∗)-identidades

torna necessário introduzirmos a noção de variedade de ∗-superálgebras. Analogamente

à definição correspondente no caso ordinário, a classe de todas as ∗-superálgebras que

satisfazem as (Z2, ∗)-identidades de uma dada ∗-superálgebra A é chamada de variedade

de ∗-superálgebras (ou ∗-supervariedade) gerada por A e denotada por V = vargri(A).

Dessa forma, se uma ∗-superálgebra B ∈ vargri(A), então Idgri(A) ⊆ Idgri(B). Consequen-

temente, vargri(A) = vargri(B) se, e somente se, Idgri(A) = Idgri(B). Neste caso, dizemos

que A é T ∗2 -equivalente a B e denotamos por A ∼T ∗2 B.

Desde que F é um corpo de caracteŕıstica zero, neste contexto também temos que

Idgri(A) é completamente determinado por seus polinômios multilineares. Dessa forma,

para n ≥ 1, definimos

P gri
n = spanF{wσ(1) · · ·wσ(n) | wi ∈ {yi,0, yi,1, zi,0, zi,1}, σ ∈ Sn},

como sendo o espaço dos (Z2, ∗)-polinômios multilineares de grau n nas variáveis y1,0, . . . ,

yn,0, y1,1, . . . , yn,1, z1,0, . . . , zn,0, z1,1, . . . , zn,1. Ou seja, se f ∈ P gri
n , então as variáveis

yi,0, yi,1, zi,0 e zi,1 não podem aparecer simultaneamente em um mesmo monômio de
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f , com i = 1, . . . , n, mas exatamente uma delas aparece em cada monômio. Note que

dimF P
gri
n = 4nn!.

Destacamos que, pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, todo (Z2, ∗)-polinômio mul-

tilinear pode ser escrito como uma combinação linear de produtos dos tipos

yi1,0 · · · yip,0zj1,0 · · · zjq ,0yk1,1 · · · ykm,1zl1,1 · · · zln,1ω1 · · ·ωd,

onde i1 < . . . < ip, j1 < . . . < jq, k1 < . . . < km, l1 < . . . < ln e ω1, . . . , ωd são comutadores

de pesos arbitrários nas variáveis em Y0 ∪ Y1 ∪ Z0 ∪ Z1.

A seguir exibimos os T ∗2 -ideais das ∗-superálgebras apresentadas anteriormente.

Exemplo 1.19.

(1) Idgri(M∗) = 〈z1,0z2,0, y1,1, z1,1〉T ∗2 (Veja [34, Teorema 2]).

(2) Idgri(Mgri) = 〈z1,0, x1,1x2,1〉T ∗2 , onde xi = yi ou xi = zi, para i = 1, 2 (Veja

[6, Teorema 6.3]).

(3) Idgri(D∗) = 〈[y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0], [z1,0, z2,0], y1,1, z1,1〉T ∗2 (Veja [13, Teorema 2]).

(4) Idgri(Dgr) = 〈[y1,0, y2,0], [y1,1, y2,1], [y1,0, y2,1], z1,0, z1,1〉T ∗2 (Veja [14, Teorema 6.3]).

(5) Idgri(Dgri) = 〈z1,0, y1,1〉T ∗2 (Veja [35, Observação 2.2]).

Para n ≥ 1, consideremos o espaço quociente

P gri
n (A) =

P gri
n

P gri
n ∩ Idgri(A)

.

Definição 1.20. O inteiro não negativo

cgrin (A) = dimF P
gri
n (A), n ≥ 1,

é chamado de n-ésima codimensão ∗-graduada de A. Para V = vargri(A) definimos

cgrin (V) = cgrin (A).

Assim como nos outros contextos, vários autores têm estudado a sequência de codi-

mensões ∗-graduadas no intuito de caracterizar ∗-supervariedades V através do compor-

tamento assintótico de {cgrin (V)}n≥1.
Dizemos que uma ∗-supervariedade V tem crescimento polinomial ou que a sequência

de codimensões ∗-graduadas de V é limitada polinomialmente, se existem constantes

α, t tais que cgrin (V) ≤ αnt, para todo n ≥ 1. Por outro lado, dizemos que uma ∗-
supervariedade V tem crescimento exponencial se existem um inteiro α ≥ 2 e uma cons-

tante b > 0 tais que cgrin (V) ≥ bαn, para n suficientemente grande. Além disso, dizemos
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que uma ∗-supervariedade V tem crescimento quase polinomial se a sequência de codi-

mensões ∗-graduadas de V cresce exponencialmente, mas toda subvariedade própria de V
tem crescimento polinomial.

Enfatizamos que nosso interesse é nas ∗-supervariedades de crescimento polinomial e

que mais à frente apresentaremos alguns resultados que as caracterizam.

Observação 1.21. [6,Lema 3.1] É posśıvel identificar de forma natural Pn, P ∗n e P gr
n com

subespaços adequados de P gri
n . Dessa forma, se A é uma ∗-superálgebra, podemos con-

siderar suas identidades ordinárias, ∗-identidades e identidades graduadas. Segue abaixo

as relações entre as codimensões correspondentes

(1) cn(A) ≤ c∗n(A) ≤ cgrin (A);

(2) cn(A) ≤ cgrn (A) ≤ cgrin (A);

(3) cgrin (A) ≤ 4ncn(A).

Observamos que as relações entre as codimensões tratadas na observação anterior

podem ser aplicadas para estimar o tipo de crescimento de uma ∗-superálgebra. Para

exemplificar, seja A uma álgebra munida de uma involução ∗ tal que A tem crescimento

quadrático da sequência de ∗-codimensões. Então, segue da relação (1) que ao conside-

rarmos a álgebra A com uma graduação não trivial de tal modo que a mesma involução

∗ é uma involução graduada, temos que A, vista agora como uma ∗-superálgebra, tem

crescimento pelo menos quadrático da sequência de codimensões ∗-graduadas.

Além disso, como consequência das relações acima, temos o seguinte

Corolário 1.22. [6,Corolário 3.2] Seja A uma ∗-superálgebra. Então A é PI-álgebra se,

e somente se, sua sequência de codimensões ∗-graduadas é limitada exponencialmente.

O próximo lema lista algumas relações que serão úteis nos caṕıtulos posteriores. Antes,

é necessário observarmos que o comutador de peso 2 em variáveis simétricas e o comutador

de peso 2 em variáveis antissimétricas são antissimétricos. Já o comutador de peso 2 em

uma variável simétrica e uma antissimétrica (e vice-versa) é simétrico.

Lema 1.23. Sejam A uma ∗-superálgebra e I = Idgri(A).

(1) [32, Observação 8] Se z1,0 · · · zk,0 ∈ I, para algum k ≥ 1, então

z1,0m1z2,0m2 · · ·mk−1zk,0 ∈ I,

onde m1, . . . ,mk−1 são monômios (eventualmente vazios) de F em variáveis pares.

(2) [6, Observação 6.1] Se x1,1x2,1 ∈ I, onde xi = yi ou xi = zi, para i = 1, 2, então

x1,1fx2,1 ∈ I, para qualquer polinômio f ∈ F .
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(3) Se z1,0y2,1, z1,0z2,1 ∈ I, então z1,0y2,0y3,1, z1,0y2,0z3,1 ∈ I.

(4) Se z1,0y2,0y3,1 ∈ I, então z1,0my3,1 ∈ I, onde m é um monômio de F em variáveis

simétricas pares contendo pelo menos duas variáveis. Analogamente, se z1,0y2,0z3,1 ∈
I, então z1,0mz3,1 ∈ I, e se z1,0y2,0z3,0 ∈ I, então z1,0mz3,0 ∈ I.

(5) Se z1,0y2,1, z1,0z2,1 ∈ I, então z1,0my3,1, z1,0mz3,1 ∈ I, onde m é um monômio de F
em variáveis simétricas pares contendo pelo menos uma variável.

Demonstração. (3) Para provarmos esse item, basta observarmos que z1,0y2,0y3,1 =

z1,0y3,1y2,0 − z1,0[y3,1, y2,0] e z1,0y2,0z3,1 = z1,0z3,1y2,0 − z1,0[z3,1, y2,0].
(4) Mostraremos primeiramente que z1,0y2,0y3,1 ∈ I implica em z1,0y2,0y3,0y4,1 ∈ I. De

fato, sejam s1, s2 ∈ (A(0))
+

, k1 ∈ (A(0))
−

e k2 ∈ (A(1))
+

. Note que s1k1 + k1s1 ∈ (A(0))
−

e, por isso, s1k1 + k1s1 = k′ ∈ (A(0))
−

. Assim,

k1s1s2k2 = (k′ − s1k1)s2k2 = k′s2k2 − s1k1s2k2 = 0,

desde que z1,0y2,0y3,1 ∈ I. Como s1, s2 ∈ (A(0))
+

, k1 ∈ (A(0))
−

e k2 ∈ (A(1))
+

são

arbitrários, conclúımos que z1,0y2,0y3,0y4,1 ∈ I. O resultado segue agora de modo recursivo.

Os outros dois casos são mostrados de forma análoga.

Desde que o item (5) segue como consequência dos itens (3) e (4), finalizamos a

prova.

A próxima definição será necessária ao longo deste texto.

Definição 1.24. Sejam A uma superálgebra munida de uma involução graduada ∗ e B

uma superálgebra munida de uma involução graduada †. Dizemos que uma aplicação

ϕ : A → B é um isomorfismo de superálgebras com involução graduada se ϕ é um iso-

morfismo de superálgebras, isto é, um isomorfismo de álgebras que preserva a graduação,

ϕ(A(0)) = B(0) e ϕ(A(1)) = B(1), e satisfaz ϕ(a∗) = (ϕ(a))†, para todo a ∈ A. Por

simplicidade, chamaremos de isomorfismo de ∗-superálgebras.

1.3.1 O cocaracter ∗-graduado e o 〈n〉-cocaracter

No estudo das identidades polinomiais ordinárias de uma álgebra, o grupo simétrico Sn

e o grupo linear geral GLm têm um papel fundamental, já que as teorias de representações

desses grupos são ferramentas poderosas na investigação do T -ideal e da sequência de

codimensões de uma álgebra. Nesta seção veremos que, no contexto de ∗-superálgebras,

um papel análogo é desempenhado pelo produto entrelaçado (Z2 × Z2) o Sn, onde Z2 é o

grupo aditivo {0, 1}, e pelos grupos Sn1 × Sn2 × Sn3 × Sn4 e GLm ×GLm ×GLm ×GLm.

Para um estudo detalhado da teoria de Sn-representações sugerimos [2] e [21].
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Lembramos que o produto entrelaçado entre Z2 × Z2 e Sn é o grupo definido por

Hn = (Z2 × Z2) o Sn = {((g1, h1), . . . , (gn, hn);σ) | (gi, hi) ∈ Z2 × Z2, σ ∈ Sn, i = 1, . . . , n}

com produto dado por

((g1, h1), . . . , (gn, hn);σ)((a1, b1), . . . , (an, bn); τ) = ((g1, h1), . . . , (gn, hn);στ),

onde gi = giaσ−1(i) e hi = hibσ−1(i) para todo 1 ≤ i ≤ n.

O grupo Hn age sobre o espaço P gri
n da seguinte forma:

((g1, h1), . . . , (gn, hn);σ)yi,gi = yσ(i),gi+gσ(i)

((g1, h1), . . . , (gn, hn);σ)zi,gi =

zσ(i),gi+gσ(i) , se hσ(i) = 1

−zσ(i),gi+gσ(i) , se hσ(i) = 0
.

Assim, desde que Idgri(A) é invariante pela ação acima, temos que o espaço P gri
n (A)

tem estrutura de Hn-módulo. O Hn-caracter de P gri
n (A), denotado por χgri

n (A), é chamado

de n-ésimo cocaracter ∗-graduado de A.

Para um inteiro n ≥ 1, escrevemos n = n1 + n2 + n3 + n4 como a soma de quatro

inteiros não negativos e denotamos por 〈n〉 = (n1, n2, n3, n4). Uma multipartição 〈λ〉 =

(λ(1), . . . , λ(4)) ` 〈n〉 é tal que λ(i) = (λ(i)1, λ(i)2, . . .) ` ni, para i = 1, . . . , 4. Desde que

F é um corpo de caracteŕıstica zero, é conhecido que existe uma correspondência biuńıvoca

entre os Hn-caracteres irredut́ıveis e as multipartições 〈λ〉 ` 〈n〉, com 〈n〉 variando sobre

todas as posśıveis somas de inteiros não negativos n = n1 + n2 + n3 + n4.

Por isso, podemos decompor o n-ésimo cocaracter ∗-graduado de A como

χgri
n (A) =

∑
〈λ〉`〈n〉

m〈λ〉χ〈λ〉, (1.3.1)

onde χ〈λ〉 é o Hn-caracter irredut́ıvel associado à multipartição 〈λ〉 ` 〈n〉 e m〈λ〉 é a

multiplicidade correspondente. Denotamos por

lgrin (A) =
∑
〈λ〉`〈n〉

m〈λ〉, (1.3.2)

o n-ésimo cocomprimento ∗-graduado de A.

Para cada 〈n〉 = (n1, n2, n3, n4) fixo, definimos P〈n〉 como sendo o espaço dos (Z2, ∗)-
polinômios multilineares em que as primeiras n1 variáveis são simétricas pares, as próximas

n2 variáveis são simétricas ı́mpares, as próximas n3 variáveis são antissimétricas pares e

as últimas n4 variáveis são antissimétricas ı́mpares.
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Observe que, para cada escolha de 〈n〉 = (n1, n2, n3, n4), existem
(
n
〈n〉

)
subespaços

isomorfos a P〈n〉, onde
(
n
〈n〉

)
=
(

n
n1,n2,n3,n4

)
denota o coeficiente multinomial. Note que P〈n〉

está contido em P gri
n e temos ainda que

P gri
n
∼=
⊕
〈n〉

(
n

〈n〉

)
P〈n〉.

Consideremos

P〈n〉(A) =
P〈n〉

P〈n〉 ∩ Idgri(A)
e c〈n〉(A) = dimF P〈n〉(A).

Pelo observado acima, segue que

cgrin (A) =
∑
〈n〉

(
n

〈n〉

)
c〈n〉(A). (1.3.3)

Agora, consideremos o grupo S〈n〉 = Sn1 ×Sn2 ×Sn3 ×Sn4 e a ação à esquerda de S〈n〉

sobre P〈n〉 definida pela permutação dos quatro conjuntos de variáveis separadamente.

Com isso, temos que P〈n〉 é um S〈n〉-módulo e desde que T ∗2 -ideais são invariantes sob

a ação descrita acima, temos que P〈n〉(A) também herda uma estrutura de S〈n〉-módulo.

Aqui, convém recordar da existência de uma correspondência biuńıvoca entre os Sni-

caracteres irredut́ıveis e as partições de ni. Assim, denotaremos o Sni-caracter irredut́ıvel

correspondente à partição λ(i) ` ni por χλ(i), onde o seu grau, representado por dλ(i), é

dado pela fórmula do gancho (veja [38, Teorema 3.10.2]).

Também é conhecido que existe uma correspondência biuńıvoca entre os S〈n〉-caracteres

irredut́ıveis e as multipartições 〈λ〉 ` 〈n〉 e que os S〈n〉-caracteres irredut́ıveis são produtos

tensoriais dos caracteres irredut́ıveis de Sn1 , Sn2 , Sn3 , Sn4 , respectivamente. Denotamos

por χλ(1) ⊗ · · · ⊗ χλ(4) o S〈n〉-caracter irredut́ıvel correspondente a 〈λ〉 cujo grau é dado

por dλ(1) · · · dλ(4).
Conclúımos que, para cada 〈n〉 = (n1, n2, n3, n4) fixo, podemos considerar o S〈n〉-

caracter de P〈n〉(A), denotado por χ〈n〉(A) e chamado de n-ésimo 〈n〉-cocaracter de A.

Pela redutibilidade completa, podemos decompor χ〈n〉(A) em uma soma de S〈n〉-caracteres

irredut́ıveis da seguinte forma

χ〈n〉(A) =
∑
〈λ〉`〈n〉

m〈λ〉χλ(1) ⊗ · · · ⊗ χλ(4), (1.3.4)

onde m〈λ〉 denotam as multiplicidades correspondentes aos S〈n〉-caracteres irredut́ıveis. Da

relação acima, temos ainda que

c〈n〉(A) =
∑
〈λ〉`〈n〉

m〈λ〉dλ(1) · · · dλ(4). (1.3.5)

O próximo resultado estabelece uma relação entre o cocaracter ∗-graduado e o 〈n〉-
cocaracter de uma ∗-superálgebra A de maneira similar ao que ocorre no caso de álgebras

com involução (veja [3, Teorema 1.3]).
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Teorema 1.25. Seja χgri
n (A) o Hn-caracter de P gri

n (A) com decomposição dada como em

(1.3.1) e para cada combinação posśıvel 〈n〉 = (n1, n2, n3, n4) considere χ〈n〉(A) o S〈n〉-

caracter de P〈n〉(A) decomposto como em (1.3.4). Então, temos que m〈λ〉 = m〈λ〉, para

toda multipartição 〈λ〉 ` 〈n〉.

Ao longo dessa tese, devido ao teorema acima, tanto as multiplicidades corresponden-

tes aos S〈n〉-caracteres irredut́ıveis na decomposição (1.3.4), quanto as multiplicidades dos

Hn-caracteres irredut́ıveis na decomposição (1.3.1) serão denotadas por m〈λ〉.

Neste ponto, uma pergunta natural é sobre como podemos calcular as multiplicidades

m〈λ〉 dos S〈n〉-caracteres irredut́ıveis que aparecem na decomposição de χ〈n〉(A). Para

respondermos tal questão, precisaremos recorrer à teoria de representações do grupo linear

geral GLm, cujo estudo pode ser aprofundado em [2].

Consideremos Fm o espaço dos (Z2, ∗)-polinômios nas variáveis y1,0, . . . , ym,0, y1,1, . . .

ym,1, z1,0, . . . , zm,0, z1,1, . . . , zm,1 e sejam U1 = spanF{y1,0, . . . , ym,0}, U2 = spanF{y1,1, . . . ,
ym,1}, U3 = spanF{z1,0, . . . , zm,0} e U4 = spanF{z1,1, . . . , zm,1}.

O grupo GL(U1)×GL(U2)×GL(U3)×GL(U4) ∼= GLm×GLm×GLm×GLm = GL4
m

age naturalmente à esquerda sobre o subespaço U1⊕U2⊕U3⊕U4 de Fm e temos que esta

ação pode ser estendida diagonalmente à uma ação sobre Fm. Além disso, para qualquer

∗-superálgebra A, temos que Fm ∩ Idgri(A) é invariante sob essa ação.

Então, considerando F n
m o subespaço dos (Z2, ∗)-polinômios homogêneos em Fm de

grau n ≥ m, temos que o grupo GL4
m age diagonalmente sobre F n

m e, assim, F n
m tem

estrutura de GL4
m-módulo. Desde que F n

m ∩ Idgri(A) é invariante sob essa ação, segue que

o espaço

F n
m(A) =

F n
m

F n
m ∩ Idgri(A)

é um GL4
m-módulo e denotamos por Ψgri

n (A) o seu GL4
m-caracter, chamado de GL4

m-

cocaracter de A.

A teoria de representações do grupo linear geral GLm mostra que existe uma cor-

respondência biuńıvoca entre os GL4
m-módulos irredut́ıveis e as multipartições 〈λ〉 =

(λ(1), λ(2), λ(3), λ(4)) de 〈n〉, onde λ(i) são partições com no máximo m partes

[2, Teorema 12.4.4]. Denotamos por Ψ〈λ〉 o GL4
m-caracter irredut́ıvel correspondente à

multipartição 〈λ〉 e temos que

Ψgri
n (A) =

∑
〈λ〉`〈n〉
h(〈λ〉)≤m

m̃〈λ〉Ψ〈λ〉, (1.3.6)

onde m̃〈λ〉 ≥ 0 é a multiplicidade de Ψ〈λ〉, h(〈λ〉) = max{h(λ(i)), i = 1, . . . , 4} e h(λ(i))

denota o número de partes de λ(i) ` ni, i = 1, . . . , 4.
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Além disso, temos que todo GL4
m-módulo irredut́ıvel é gerado por um polinômio não

nulo f〈λ〉 chamado vetor de altura máxima associado à multipartição 〈λ〉
(veja [2, Teorema 12.4.12]).

Uma multitabela T〈λ〉 = (Tλ(1), Tλ(2), Tλ(3), Tλ(4)) é uma 4-upla formada por tabelas de

Young Tλ(i) do tipo λ(i) ` ni (veja [2, Teorema 12.4.14] para definição), para i = 1, . . . , 4.

A multitabela padrão T̃〈λ〉 é aquela em que os inteiros 1, . . . , n são preenchidos, nesta

ordem, de cima para baixo, da esquerda para direita, coluna por coluna, da tabela T̃λ(1)

até a tabela T̃λ(4). O vetor de altura máxima associado à multitabela padrão é chamado

de vetor de altura máxima padrão e é dado por

fT̃〈λ〉 =

λ(1)1∏
j=1

Sthj(λ(1))(y1,0, . . . , yhj(λ(1)),0)

λ(2)1∏
j=1

Sthj(λ(2))(y1,1, . . . , yhj(λ(2)),1)

λ(3)1∏
j=1

Sthj(λ(3))(z1,0, . . . , zhj(λ(3)),0)

λ(4)1∏
j=1

Sthj(λ(4))(z1,1, . . . , zhj(λ(4)),1),

onde hj(λ(i)) denota a altura da j-ésima coluna da tabela de Young do tipo λ(i) ` ni,
i = 1, . . . , 4, e Str(x1, . . . , xr) é o polinômio standard de grau r.

Para uma multitabela T〈λ〉, denotamos por fT〈λ〉 o vetor de altura máxima fT̃〈λ〉σ
−1,

onde σ é o único elemento de Sn que transforma a multitabela padrão T̃〈λ〉 na multitabela

T〈λ〉 e a ação à direita de Sn sobre F n
m(A) é definida pela permutação lugar, que age

permutando os lugares em que as variáveis ocorrem.

Analogamente ao caso de álgebras com involução (veja [5, Teorema 3]), é posśıvel

estabelecer uma relação entre o 〈n〉-cocaracter e o GL4
m-cocaracter de uma ∗-superálgebra

A.

Teorema 1.26. Se χ〈n〉(A) tem decomposição como em (1.3.4) e Ψgri
n (A) tem decom-

posição como em (1.3.6), então m〈λ〉 = m̃〈λ〉, para toda multipartição 〈λ〉 ` 〈n〉 tal que

h(〈λ〉) ≤ m.

Tudo que foi desenvolvido acima nos ajuda a obter um meio de calcular as multipli-

cidades dos S〈n〉-caracteres irredut́ıveis que aparecem em (1.3.4), como pode ser visto na

observação abaixo.

Observação 1.27. [2, Teorema 12.4.4] A multiplicidade m̃〈λ〉 6= 0 se, e somente se, existe

uma multitabela T〈λ〉 tal que fT〈λ〉 /∈ Idgri(A). Além disso, m̃〈λ〉 é igual ao número máximo

de vetores fT〈λ〉 /∈ Idgri(A) que são linearmente independentes em F n
m(A).

Observação 1.28. Observamos que o Teorema 1.26 nos garante que m〈λ〉 = m̃〈λ〉, para

toda multipartição 〈λ〉 ` 〈n〉 tal que h(〈λ〉) ≤ m, onde m〈λ〉 denota as multiplicidades dos

S〈n〉-caracteres irredut́ıveis em (1.3.4) e as multiplicidades dos Hn-caracteres irredut́ıveis

em (1.3.1). Por isso, segue da observação anterior que para toda multipartição 〈λ〉 ` 〈n〉



1.3 ∗-Superálgebras 19

tal que h(〈λ〉) ≤ m, temos que m〈λ〉 6= 0 se, e somente se, existe uma multitabela T〈λ〉 tal

que fT〈λ〉 /∈ Idgri(A).

Encerramos essa seção com a seguinte observação que lista algumas propriedades

básicas das sequências de codimensões ∗-graduadas, de 〈n〉-cocaracteres e de cocompri-

mentos ∗-graduados.

Observação 1.29. Sejam A e B ∗-superálgebras tais que

χ〈n〉(A) =
∑
〈λ〉`〈n〉

m〈λ〉χλ(1) ⊗ · · · ⊗ χλ(4) e χ〈n〉(B) =
∑
〈λ〉`〈n〉

m′〈λ〉χλ(1) ⊗ · · · ⊗ χλ(4).

A soma direta de álgebras A⊕B é também uma ∗-superálgebra, com involução graduada

induzida pelas involuções graduadas definidas em A e B. Consideremos

χ〈n〉(A⊕B) =
∑
〈λ〉`〈n〉

m〈λ〉χλ(1) ⊗ · · · ⊗ χλ(4)

a decomposição do 〈n〉-cocaracter de A⊕B. Temos o seguinte:

(1) Idgri(A⊕B) = Idgri(A)∩ Idgri(B) e cgrin (A), cgrin (B) ≤ cgrin (A⊕B) ≤ cgrin (A) + cgrin (B);

(2) m〈λ〉 ≤ m〈λ〉 +m′〈λ〉, para todo 〈λ〉 ` 〈n〉;

(3) Se B ∈ vargri(A), então cgrin (B) ≤ cgrin (A). Além disso, m′〈λ〉 ≤ m〈λ〉, para todo

〈λ〉 ` 〈n〉 e lgrin (B) ≤ lgrin (A), para todo n ≥ 1.

No caso em que B é uma ∗-superálgebra nilpotente, temos que lgrin (A ⊕ B) = lgrin (A) e

cgrin (A⊕B) = cgrin (A), para n suficientemente grande.

1.3.2 Decomposição de Wedderburn-Malcev de uma

∗-superálgebra

As ∗-superálgebras de dimensão finita desempenham um importante papel no estudo

das ∗-supervariedades de crescimento polinomial, como veremos no próximo caṕıtulo.

Com isso, informações sobre a estrutura das ∗-superálgebras de dimensão finita colabo-

ram significativamente na investigação das ∗-supervariedades de crescimento polinomial.

Assim, a proposta dessa seção é comentarmos sobre a estrutura de ∗-superálgebras de

dimensão finita.

O teorema a seguir é uma generalização do Teorema de Weddeburn-Malcev dado no

caso ordinário, onde J(A) denota o radical de Jacobson de uma ∗-superálgebra A.

Teorema 1.30. [6, Teorema 7.3] Seja A uma ∗-superálgebra de dimensão finita sobre um

corpo F de caracteŕıstica zero. Então:
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(1) J(A) é um ideal ∗-graduado de A;

(2) Se A é semissimples, então A é uma soma direta finita de ∗-superálgebras simples;

(3) Se F é algebricamente fechado, então A = B1 ⊕ B2 ⊕ · · · ⊕ Bm + J(A), onde cada

álgebra Bi, i = 1, 2, . . . ,m, é uma ∗-superálgebra simples.

Pelo teorema acima, se A é uma ∗-superálgebra de dimensão finita, então J(A) é um

ideal ∗-graduado, ou seja, J(A) tem graduação e involução graduada induzidas de A.

Logo, conclúımos que podemos escrever J = J(A) como uma soma direta de subespaços

da seguinte maneira

J = (J (0))+ + (J (1))+ + (J (0))− + (J (1))−.

Desde que estamos considerando que A tem dimensão finita, cabe recordar que, neste

caso, J é o maior ideal nilpotente de A e que o ı́ndice de nilpotência de J é definido como

sendo o menor natural q tal que Jq = 0.

Para uma ∗-superálgebra de dimensão finita A do tipo B + J, onde B é uma ∗-
superálgebra semissimples e J é seu radical de Jacobson, segue por [15, Lema 2], que o

radical J de A pode ser decomposto em uma soma direta finita de 4 subespaços estáveis

pela multiplicação à esquerda e à direita por elementos de B,

J = J00 + J01 + J10 + J11, (1.3.7)

onde Jik = {a ∈ J | 1Ba = ia e a1B = ka} com i, k ∈ {0, 1} e 1B denota a unidade da

∗-superálgebra semissimples B. Além disso, para i, k, r, s ∈ {0, 1}, temos JikJrs ⊆ Jis se

k = r e JikJrs = 0, caso contrário.

É importante ressaltarmos que os subespaços Jik são graduados e que J00 e J11 são

estáveis pela involução graduada ∗ de A, enquanto que J∗01 = J10. Assim, J00 e J11 são

subálgebras ∗-graduadas de A e podem ser decompostas da forma

J00 = (J
(0)
00 )+ + (J

(1)
00 )+ + (J

(0)
00 )− + (J

(1)
00 )− e

J11 = (J
(0)
11 )+ + (J

(1)
11 )+ + (J

(0)
11 )− + (J

(1)
11 )−.

Observamos ainda que o subespaço J10 + J01 é graduado e é invariante pela involução

graduada ∗ de A. Por isso,

J10 + J01 = ((J10 + J01)
(0))+ + ((J10 + J01)

(1))+ + ((J10 + J01)
(0))− + ((J10 + J01)

(1))−.

Observação 1.31. Afirmamos que no subespaço J10 + J01 os elementos simétricos e antis-

simétricos são das formas a+ a∗ e a− a∗, respectivamente, com a ∈ J10.
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De fato, seja a+b ∈ (J10 + J01)
+, onde a ∈ J10, b ∈ J01. Então a∗+b∗ = (a+ b)∗ = a+b

implica em a∗−b = a−b∗. Desde que a∗−b ∈ J01 e a−b∗ ∈ J10, conclúımos que a∗−b = 0

e, portanto, a∗ = b.

Agora, se a + b ∈ (J10 + J01)
−, então a∗ + b∗ = (a+ b)∗ = −a − b e, com o mesmo

racioćınio acima, conclúımos que −a∗ = b.

O exemplo a seguir ilustra a decomposição de Weddeburn-Malcev e a decomposição

do radical de Jacobson de uma ∗-superálgebra de dimensão finita.

Exemplo 1.32. Seja M8 a seguinte álgebra

M8 =





a b c 0 0 0

0 0 d 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 d e

0 0 0 0 0 f

0 0 0 0 0 a


| a, b, c, d, e, f ∈ F


.

Agora, consideremos a ∗-superálgebra Mgri
8,2, correspondente à álgebra M8 com gra-

duação (F (e11 + e66) + Fe13 + Fe46, Fe12 + Fe56 + F (e23 + e45)) e involução reflexão.

Primeiro, observe que

(Mgri
8,2

(0)
)
+

= F (e11 + e66) + F (e13 + e46)

(Mgri
8,2

(1)
)
+

= F (e23 + e45) + F (e12 + e56)

(Mgri
8,2

(0)
)
−

= F (e13 − e46), (Mgri
8,2

(1)
)
−

= F (e12 − e56).

Além disso, note que a ∗-superálgebra Mgri
8,2 é da forma B + J , onde B = F (e11 + e66)

é uma ∗-superálgebra simples e J = J(Mgri
8,2) = Fe12 +Fe13 +F (e23 + e45) +Fe46 +Fe56.

Neste caso, temos que B = F (e11 + e66) é isomorfa a F como ∗-superálgebra e, por isso,

podemos dizer que Mgri
8,2 é uma ∗-superálgebra do tipo F + J .

Vamos encontrar os subespaços presentes na decomposição de J , conforme em (1.3.7).

Antes, recorde que, para i, k ∈ {0, 1}, temos Jik = {a ∈ J | 1Ba = ia e a1B = ka}. Assim,

como

(e11 + e66)
(
ae12 + be13 + d(e23 + e45) + ee46 + fe56

)
= ae12 + be13(

ae12 + be13 + d(e23 + e45) + ee46 + fe56
)
(e11 + e66) = ee46 + fe56,

com a, . . . , f ∈ F , obtemos que

J00 = F (e23 + e45), J11 = 0, J10 = Fe12 + Fe13, J01 = Fe46 + Fe56.
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Consequentemente,

(J
(1)
00 )

+
= F (e23 + e45), (J

(0)
00 )

+
= (J

(0)
00 )

−
= (J

(1)
00 )

−
= 0 e

((J10 + J01)
(0))+ = F (e13 + e46), ((J10 + J01)

(0))− = F (e13 − e46)

((J10 + J01)
(1))+ = F (e12 + e56), ((J10 + J01)

(1))− = F (e12 − e56).

Ao longo dessa tese, estaremos interessados principalmente nas ∗-superálgebras A de

dimensão finita do tipo F + J , onde J denota o radical de Jacobson de A. Cabe destacar

que é particularmente interessante trabalhar com as ∗-superálgebras desse tipo, pelo fato

de que muitas das suas propriedades são obtidas através da análise do radical J e do

comportamento dos subespaços presentes na decomposição de J dada em (1.3.7) acima.

Esse fato será evidenciado nos caṕıtulos posteriores.

Se A = F + J então podemos escrever

A = F + (J (0))+ + (J (0))− + (J (1))+ + (J (1))−,

onde suas componentes simétricas par e ı́mpar e antissimétricas par e ı́mpar são dadas

por

(A(0))+ = F + ((J10 + J01)
(0))

+
+ (J

(0)
11 )+ + (J

(0)
00 )+,

(A(1))+ = ((J10 + J01)
(1))

+
+ (J

(1)
11 )+ + (J

(1)
00 )+,

(A(0))− = ((J10 + J01)
(0))
−

+ (J
(0)
11 )− + (J

(0)
00 )−,

(A(1))− = ((J10 + J01)
(1))
−

+ (J
(1)
11 )− + (J

(1)
00 )−.

Finalizamos essa seção com a seguinte observação que nos permite assumir, sem perda

de generalidade, que F é um corpo algebricamente fechado, sempre que estivermos estu-

dando T ∗2 -ideais e codimensões ∗-graduadas. Isso será feito de forma impĺıcita ao longo

dessa tese.

Observação 1.33. Seja F um corpo de caracteŕıstica zero, F seu fecho algébrico e A

uma ∗-superálgebra sobre F . Então a F -álgebra A = A ⊗F F tem uma estrutura de

∗-superálgebra, dimF (A) = dimF (A) e Idgri(A) = Idgri(A), vistas como ∗-superálgebras

sobre F . Além disso, cgrin (A) = cgrin (A).

1.3.3 Crescimento polinomial e ∗-supervariedades minimais

A partir de agora apresentaremos algumas caracterizações de ∗-supervariedades de

crescimento polinomial. Tais caracterizações, que foram tratadas em [4] e [6], garantem

crescimento polinomial por meio da exclusão de ∗-superálgebras da ∗-supervariedade, da

decomposição do 〈n〉-cocaracter e por meio de T ∗2 -equivalência.
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Analogamente ao caso ordinário, dizemos que uma ∗-supervariedade V é minimal de

crescimento polinomial nk se cgrin (V) ≈ ank, para alguma constante a 6= 0 e para qualquer

subvariedade própria U de V , segue que cgrin (U) ≈ bnt, com t < k e b uma constante.

Teorema 1.34. [7,Teoremas 5.1, 5.2 e 5.3] Seja V uma ∗-supervariedade tal que D∗ /∈ V.

Então V = vargri(A), para alguma ∗-superálgebra A de dimensão finita.

O teorema anterior permite removermos a exigência sobre a dimensão da ∗-superálgebra

do resultado original citado abaixo.

Teorema 1.35. [6,Teorema 8.6] Uma ∗-supervariedade V = vargri(A) tem crescimento

polinomial das codimensões ∗-graduadas se, e somente se, D∗, D
gr, Dgri, M∗, M

gri /∈ V.

Como consequência do teorema acima, temos que não existe uma ∗-supervariedade

V com crescimento intermediário da sequência de codimensões ∗-graduadas, ou seja,

{cgrin (V)}n≥1 é limitada polinomialmente ou cresce exponencialmente [6, Corolário 8.7].

Além disso,

Corolário 1.36. [6,Corolário 8.8] vargri(M∗), vargri(Mgri), vargri(D∗), vargri(Dgr) e

vargri(Dgri) são as únicas ∗-supervariedades de crescimento quase polinomial.

Acrescentamos que todas as subvariedades de vargri(M∗), de vargri(D∗), de vargri(Dgr),

de vargri(Mgri) e de vargri(Dgri) foram classificadas em [31], [30], [20], respectivamente. Em

particular, a menos de T ∗2 -equivalência, todas as ∗-superálgebras que geram subvariedades

minimais nas ∗-supervariedades de crescimento quase polinomial foram determinadas.

É importante ressaltarmos que os Teoremas 1.34 e 1.35 possibilitam que o estudo

das ∗-supervariedades de crescimento polinomial seja feito através da análise das ∗-
supervariedades de crescimento polinomial geradas por ∗-superálgebras de dimensão finita.

Por isso, voltaremos nossa atenção às ∗-superálgebras de dimensão finita de crescimento

polinomial, começando com um resultado a respeito da estrutura das mesmas.

Tal resultado foi mostrado em [4] e diz que uma ∗-superálgebra de dimensão finita

A tem crescimento polinomial se, e somente se, Idgri(A) = Idgri(B) para alguma ∗-
superálgebra de dimensão finita B, tendo uma decomposição expĺıcita em subálgebras

com involução graduada induzida, como veremos a seguir. Antes, destacamos que os

Teoremas 1.34 e 1.35 permitem que retiremos a hipótese de dimensão finita desse resul-

tado.

Teorema 1.37. [4,Teorema 3.5]Seja A uma ∗-superálgebra. Então {cgrin (A)}n≥1 é limi-

tada polinomialmente se, e somente se,

vargri(A) = vargri(B1 ⊕ · · · ⊕Bm),

onde cada Bi é uma ∗-superálgebra de dimensão finita tal que dimF
Bi

J(Bi)
≤ 1, para todo

i = 1, . . . ,m.
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O teorema acima será uma ferramenta muito útil neste trabalho, já que sempre que

precisarmos provar alguma propriedade sobre uma ∗-superálgebra A tal que {cgrin (A)}n≥1
é limitada polinomialmente, poderemos estudar as propriedades das ∗-superálgebras de

dimensão finita do tipo F +J e então recuperar a propriedade sobre A. Esse fato justifica

nosso interesse nas ∗-superálgebras desse tipo.

O teorema a seguir caracteriza ∗-superálgebras com crescimento polinomial em termos

da decomposição do 〈n〉-cocaracter.

Teorema 1.38. [4,Teorema 4.5] Seja A uma ∗-superálgebra. Então {cgrin (A)}n≥1 é li-

mitada polinomialmente se, e somente se, existe uma constante q tal que para cada

〈n〉 = (n1, n2, n3, n4), temos

χ〈n〉(A) =
∑
〈λ〉`〈n〉

n−λ(1)1<q

m〈λ〉χλ(1) ⊗ · · · ⊗ χλ(4). (1.3.8)

Se A é uma ∗-superálgebra de dimensão finita, então q é o ı́ndice de nilpotência de J(A).

Se A é uma ∗-superálgebra de dimensão finita de crescimento polinomial, então pelo

teorema anterior sabemos que a decomposição do 〈n〉-cocaracter de A é dada como em

(1.3.8). Nestas condições, com o próximo resultado obteremos informações a respeito das

multiplicidades dos S〈n〉-caracteres irredut́ıveis que aparecem em (1.3.8).

Teorema 1.39. [18,Teorema 5.3] Seja A uma ∗-superálgebra de dimensão finita. Então

{cgrin (A)}n≥1 é limitada polinomialmente se, e somente se, existe uma constante h tal que

para todo n ≥ 1, temos lgrin (A) ≤ h.

Observação 1.40. Observe que se existe uma constante h tal que para todo n ≥ 1, temos

lgrin (A) ≤ h, então por (1.3.2), conclúımos que m〈λ〉 ≤ h, para toda multipartição 〈λ〉 ` 〈n〉
com 〈n〉 variando sobre todas as posśıveis somas de inteiros não negativos.

Como vimos, os resultados comentados acima caracterizam ∗-supervariedades de cres-

cimento polinomial de uma forma geral e serão bem úteis para o desenvolvimento de

alguns resultados que serão trabalhados neste texto. Mas, assim como comentamos na In-

trodução, nosso foco será em ∗-supervariedades com crescimento quadrático da sequência

de codimensões ∗-graduadas.

Definição 1.41. Dizemos que uma ∗-supervariedade V tem crescimento quadrático da

sequência de codimensões ∗-graduadas se, para a > 0, temos cn(V) ≈ an2.

Mais especificamente, iremos determinar uma lista completa de ∗-superálgebras que

geram, a menos de T ∗2 -equivalência, as únicas ∗-supervariedades minimais de crescimento

quadrático.
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Definição 1.42. Uma ∗-supervariedade V é minimal de crescimento quadrático se

cgrin (V) ≈ an2, para algum a > 0 e para qualquer subvariedade própria U de V , temos que

U tem crescimento no máximo linear.

As ∗-superálgebras que geram ∗-supervariedades minimais de crescimento quadrático

serão chamadas apenas de minimais de crescimento quadrático.

A partir do próximo caṕıtulo, começaremos a apresentar os resultados que nos permi-

tirão classificar todas as ∗-supervariedades minimais de crescimento quadrático.



Caṕıtulo 2

∗-Superálgebras de crescimento

quadrático

Neste caṕıtulo nos dedicaremos à apresentação e ao estudo de 37 ∗-superálgebras de

crescimento quadrático que desempenham um papel fundamental nesta tese. Recordemos

que uma ∗-superálgebra é de crescimento quadrático se sua sequência de codimensões

∗-graduadas se comporta assintoticamente como um polinômio de grau 2. É importante

ressaltarmos que 16 das ∗-superálgebras que apresentaremos aqui foram constrúıdas neste

trabalho. Estas ∗-superálgebras inéditas foram obtidas a partir de algumas álgebras que já

haviam aparecido no contexto de álgebras com involução e no contexto de superálgebras.

2.1 Algumas ∗-superálgebras de crescimento quadrá-

tico

A partir de agora, introduziremos uma lista de 37 ∗-superálgebras e desenvolvere-

mos resultados que nos permitirão concluir que todas as ∗-superálgebras dessa lista têm

crescimento quadrático da sequência de codimensões ∗-graduadas.

Enfatizamos que uma ∗-supervariedade V é minimal de crescimento quadrático se V
tem crescimento quadrático e todas as subvariedades próprias de V têm crescimento linear

ou constante.

Começaremos considerando a subálgebra de dimensão finita da álgebra de Grassmann

de dimensão infinita,

G2 = 〈1, e1, e2 | e1e2 = −e2e1〉.

Consideremos ainda as seguintes involuções em G2 definidas como

τ : ei 7→ −ei, ψ : ei 7→ ei e ρ : ei 7→ (−1)iei.
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A seguir, apresentamos 6 ∗-superálgebras de crescimento quadrático constrúıdas a

partir de G2 que foram tratadas em [35] e que iniciam nossa lista.

• G2,0,τ , a álgebra G2 com graduação trivial e involução τ .

• G2,1,τ , a álgebra G2 com graduação (F1 + Fe1e2, Fe1 + Fe2) e involução τ .

• G2,2,τ , a álgebra G2 com graduação (F1 + Fe1, Fe1e2 + Fe2) e involução τ .

• G2,1,ρ, a álgebra G2 com graduação (F1 + Fe1e2, Fe1 + Fe2) e involução ρ.

• G2,2,ρ, a álgebra G2 com graduação (F1 + Fe1, Fe1e2 + Fe2) e involução ρ.

• G2,1,ψ, a álgebra G2 com graduação (F1 + Fe1e2, Fe1 + Fe2) e involução ψ.

No próximo lema exibiremos informações sobre o T ∗2 -ideal e a sequência de codimensões

∗-graduadas das ∗-superálgebras acima. Usaremos a seguinte notação a1◦a2 = a1a2+a2a1.

Lema 2.1. [35,Lemas 7.1, 7.2 e 7.3] Sobre G2,0,τ , G2,1,τ , G2,2,τ , G2,1,ρ, G2,2,ρ e G2,1,ψ,

temos que

(1) Idgri(G2,0,τ ) = 〈y1,1, z1,1, [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0], z1,0 ◦ z2,0, z1,0z2,0z3,0〉T ∗2 .

(2) cgrin (G2,0,τ ) = 1 + n+ n2−n
2
.

(3) Idgri(G2,1,τ ) = 〈y1,1, z1,0z2,0, z1,0z2,1, [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0], z1,1 ◦ z2,1, z1,1z2,1z3,1〉T ∗2 .

(4) Idgri(G2,2,τ ) = 〈y1,1, z1,0z2,0, z1,1z2,1, [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0], z1,0 ◦ z2,1〉T ∗2 .

(5) Idgri(G2,1,ρ) = 〈z1,0, z1,1z2,1, y1,1y2,1, [y1,0, y2,1], [y1,0, z2,1], y1,1 ◦ z2,1〉T ∗2 .

(6) Idgri(G2,2,ρ) = 〈z1,1, z1,0z2,0, y1,1y2,1, [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0], z1,0 ◦ y2,1〉T ∗2 .

(7) Idgri(G2,1,ψ) = 〈z1,1, z1,0z2,0, z1,0y2,1, [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0], y1,1 ◦ y2,1, y1,1y2,1y3,1〉T ∗2 .

(8) cgrin (G2,1,τ ) = cgrin (G2,2,τ ) = cgrin (G2,1,ρ) = cgrin (G2,2,ρ) = cgrin (G2,1,ψ) = 1 + 2n+ n2−n
2
.

A álgebra G2,0,τ gera uma ∗-supervariedade minimal de crescimento quadrático

[17, Teorema 6.2].

As próximas 9 ∗-superálgebras que irão compor nossa lista geram subvariedades mini-

mais de crescimento quadrático nas ∗-supervariedades de crescimento quase polinomial.

Consideremos a álgebra comutativa

C3 =



a b c

0 a b

0 0 a

 | a, b, c ∈ F

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e a seguinte involução em C3
a b c

0 a b

0 0 a


∗

=


a −b c

0 a −b
0 0 a

 . (2.1.1)

A partir de C3 obtemos as seguintes ∗-superálgebras.

• C3,∗, a álgebra C3 com graduação trivial e involução definida em (2.1.1).

• Cgr
3 , a álgebra C3 com graduação (F (e11 +e22 +e33)+Fe13, F (e12 +e23)) e involução

trivial.

• Cgri
3 , a álgebra C3 com graduação (F (e11 +e22 +e33)+Fe13, F (e12 +e23)) e involução

definida como em (2.1.1).

O lema abaixo garante que as ∗-superálgebras obtidas a partir de C3 têm crescimento

quadrático.

Lema 2.2. Sobre as ∗-superálgebras C3,∗, C
gr
3 e Cgri

3 temos:

(1) [31, Lema 9] Idgri(C3,∗) = 〈y1,1, z1,1, [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0], [z1,0, z2,0], z1,0z2,0z3,0, 〉T ∗2 .

(2) [30, Teorema 8.1] Idgri(Cgr
3 ) = 〈z1,0, z1,1, y1,1y2,1y3,1, 〉T ∗2 .

(3) [20, Teorema 6.1] Idgri(Cgri
3 ) = 〈z1,0, y1,1, z1,1z2,1z3,1, 〉T ∗2 .

(4) cgrin (C3,∗) = cgrin (Cgr
3 ) = cgrin (Cgri

3 ) = n2+n+2
2

.

Observamos que C3,∗, C
gr
3 , Cgri

3 geram, a menos de T ∗2 -equivalência, as únicas subva-

riedades minimais de crescimento quadrático em vargri(D∗) [31, Corolário 3], vargri(Dgr)

[30, Corolário 8.2], vargri(Dgri) [20, Corolário 6.1], respectivamente.

Agora, sejam N3 e U3, as seguintes subálgebras unitárias da UT6, consideradas em

[31].

N3 =





a b c 0 0 0

0 a d 0 0 0

0 0 a 0 0 0

0 0 0 a d e

0 0 0 0 a −b
0 0 0 0 0 a


| a, b, c, d, e, f ∈ F


,
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U3 =





a b c 0 0 0

0 a d 0 0 0

0 0 a 0 0 0

0 0 0 a d e

0 0 0 0 a b

0 0 0 0 0 a


| a, b, c, d, e, f ∈ F


.

A seguir, apresentaremos as ∗-superálgebras de crescimento quadrático obtidas a partir

de N3 e U3 que estão na nossa lista.

• N3,∗, a álgebra N3 com graduação trivial e involução reflexão.

• U3,∗, a álgebra U3 com graduação trivial e involução reflexão.

• Ngri
3 , a álgebra N3 com graduação (F (e11 + e22 + e33 + e44 + e55 + e66) + F (e23 +

e45), F (e12 − e56) + Fe13 + Fe46) e involução reflexão.

• Ugri
3 , a álgebras U3 com graduação (F (e11 + e22 + e33 + e44 + e55 + e66) + F (e23 +

e45), F (e12 + e56) + Fe13 + Fe46) e involução reflexão.

Lema 2.3. [31,Lemas 2 e 3] Sobre N3,∗ e U3,∗, temos que:

(1) Idgri(N3,∗) = 〈y1,1, z1,1, [y1,0, y2,0], z1,0z2,0〉T ∗2 .

(2) cgrin (N3,∗) = n2 + 1.

(3) Idgri(U3,∗) = 〈y1,1, z1,1, [z1,0, y2,0], z1,0z2,0〉T ∗2 .

(4) cgrin (U3,∗) = n2+n+2
2

.

Lema 2.4. [20,Teoremas 4.4 e 4.5] Sobre Ngri
3 e Ugri

3 , temos que:

(1) Idgri(Ngri
3 ) = 〈z1,0, [y1,1, y2,0], x1,1x2,1〉T ∗2 , onde xi = yi ou xi = zi para i = 1, 2.

(2) Idgri(Ugri
3 ) = 〈z1,0, [z1,1, y2,0], x1,1x2,1〉T ∗2 , onde xi = yi ou xi = zi, para i = 1, 2.

(3) cgrin (Ngri
3 ) = cgrin (Ugri

3 ) = n2 + n+ 1.

Observamos que N3,∗, U3,∗ geram subvariedades minimais de crescimento quadrático

em vargri(M∗) [31, Corolário 1], enquanto que Ngri
3 , Ugri

3 geram subvariedades minimais

de crescimento quadrático em vargri(Mgri) [20, Corolário 5.1].

Prosseguindo, consideremos mais duas subálgebras de UT6.
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M8 =





a b c 0 0 0

0 0 d 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 d e

0 0 0 0 0 f

0 0 0 0 0 a


| a, b, c, d, e, f ∈ F


,

M9 =





a b c 0 0 0

0 0 d 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −d e

0 0 0 0 0 f

0 0 0 0 0 a


| a, b, c, d, e, f ∈ F


.

A partir da álgebra M8, podemos considerar

• M8,∗, a álgebra M8 com graduação trivial e involução reflexão.

• Mgri
8,1, a álgebra M8 com graduação (F (e11 +e66)+F (e23 +e45), Fe12 +Fe56 +Fe13 +

Fe46) e involução reflexão.

No próximo lema veremos que as ∗-superálgebras acima têm crescimento quadrático.

Destacamos que em [31, Corolário 1] e em [20, Corolário 5.1], os autores mostraram que

M8,∗ e Mgri
8,1 geram subvariedades minimais de crescimento quadrático em vargri(M∗) e em

vargri(Mgri), respectivamente.

Lema 2.5. Sobre as ∗-superálgebras M8,∗ e Mgri
8,1, temos:

(1) [33, Lema 3.10] Idgri(M8,∗) = 〈y1,1, z1,1, z1,0z2,0, y1,0y2,0z3,0y4,0y5,0,

y1,0St3(y2,0, y3,0, y4,0)y5,0〉T ∗2 .

(2) cgrin (M8,∗) = 4n2 − 2n− 1.

(3) [20, Teorema 5.1] Idgri(Mgri
8,1) = 〈z1,0, y1,0y2,0x3,1y4,0y5,0, x1,1x2,1〉T ∗2 , onde xi = yi

ou xi = zi para i = 1, 2, 3.

(4) cgrin (Mgri
8,1) = 4n2 + 1.

Considerando outras graduações em M8 e em M9 para as quais a involução reflexão é

uma involução graduada, foi posśıvel obtermos mais 5 ∗-superálgebras ainda não estudadas

no contexto de álgebras com estruturas adicionais e que serão apresentadas a seguir. A

álgebra M9,∗ já havia sido considerada em [32] no caso de álgebras com involução.
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• Mgri
8,2, a álgebra M8 com graduação (F (e11+e66)+Fe13+Fe46, Fe12+Fe56+F (e23+

e45) e involução reflexão.

• Mgri
8,3, a álgebra M8 com graduação (F (e11+e66)+Fe12+Fe56, Fe13+Fe46+F (e23+

e45) e involução reflexão.

• M9,∗, a álgebra M9 com graduação trivial e involução reflexão.

• Mgri
9,1, a álgebra M9 com graduação (F (e11 +e66)+F (e23−e45), Fe12 +Fe56 +Fe13 +

Fe46) e involução reflexão.

• Mgri
9,2 a álgebraM9 com graduação (F (e11+e66)+Fe13+Fe46, Fe12+Fe56+F (e23−e45)

e involução reflexão.

• Mgri
9,3, a álgebra M9 com graduação (F (e11+e66)+Fe12+Fe56, Fe13+Fe46+F (e23−

e45) e involução reflexão.

Destacamos que, para as ∗-superálgebras acima e para as que apresentaremos a seguir,

não serão explicitados os seus T ∗2 -ideais, bem como os polinômios que descrevem o com-

portamento de suas sequências de codimensões ∗-graduadas. Nos limitaremos a garantir

que elas têm crescimento quadrático.

Agora, apresentaremos as 16 últimas ∗-superálgebras da nossa lista. Ressaltamos que,

dentre as ∗-superálgebras que serão listadas abaixo, somente as que têm graduação trivial

já apareceram na literatura, dentro do contexto de álgebras com involução.

Consideremos as seguintes subálgebras da UT3:

M4 =



a b c

0 0 d

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ F
 , M5 =




0 b c

0 a d

0 0 0

 | a, b, c, d ∈ F
 .

As álgebras M4 e M5 apareceram primeiro em [8]. A partir delas, constrúımos as

seguintes ∗-superálgebras.

• M4,∗ e M5,∗, que correspondem às álgebras M4 e M5 com graduação trivial e in-

volução reflexão, respectivamente.

• Mgri
4 , a álgebra M4 com graduação (F (e11 + e33) + Fe13, Fe12 + Fe23) e involução

reflexão.

• Mgri
5 , a álgebra M5 com graduação (Fe22 + Fe13, Fe12 + Fe23) e involução reflexão.
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Em [32, Lema 20], os autores mostraram que c∗n(M4,∗), c
∗
n(M5,∗) ≥ n(n−2), para todo

n ≥ 3. Logo, pela Observação 1.21, temos

n(n− 2) ≤ cgrin (M4,∗) = c∗n(M4,∗) ≤ cgrin (Mgri
4 ),

donde conclúımos que M4,∗ e Mgri
4 têm crescimento pelo menos quadrático da sequência

de codimensões ∗-graduadas. O mesmo pode ser conclúıdo sobre as ∗-superálgebras M5,∗

e Mgri
5 .

Agora, consideremos as seguintes subálgebras de UT4:

M6 =




a b c d

0 0 0 e

0 0 0 f

0 0 0 a

 | a, . . . , f ∈ F
 ,M7 =




0 b c d

0 a 0 e

0 0 a f

0 0 0 0

 | a, . . . , f ∈ F
 .

As álgebras M6 e M7 apareceram primeiro em [32] e a partir delas, obtemos as seguintes

∗-superálgebras.

• M6,∗, a álgebra M6 com graduação trivial e involução definida por
a b c d

0 0 0 e

0 0 0 f

0 0 0 a


∗

=


a −f e −d
0 0 0 c

0 0 0 −b
0 0 0 a

 . (2.1.2)

• Mgri
6,1, a álgebra M6 com graduação (F (e11 + e44) +Fe13 +Fe24, Fe12 +Fe34 +Fe14)

e involução como em (2.1.2).

• Mgri
6,2, a álgebra M6 com graduação (F (e11 + e44) +Fe14, Fe12 +Fe13 +Fe24 +Fe34)

e involução como em (2.1.2).

• M7,∗, a álgebra M7 com graduação trivial e involução dada por
0 b c d

0 a 0 e

0 0 a f

0 0 0 0


∗

=


0 −f e −d
0 a 0 c

0 0 a −b
0 0 0 0

 . (2.1.3)

• Mgri
7,1, a álgebra M7 com graduação (F (e22 + e33) +Fe13 +Fe24, Fe12 +Fe34 +Fe14)

e involução como em (2.1.3).

• Mgri
7,2, a álgebra M7 com graduação (F (e22 + e33) +Fe14, Fe12 +Fe13 +Fe24 +Fe34)

e involução como em (2.1.3).
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Por [32, Lemas 22 e 23], temos que c∗n(M6,∗), c
∗
n(M7,∗) ≥ n(n − 2), para todo n ≥ 3.

Dessa forma, usando novamente a Observação 1.21, conclúımos que M6,∗, M
gri
6,1, M

gri
6,2,

M7,∗, M
gri
7,1 e Mgri

7,2 têm crescimento pelo menos quadrático da sequência de codimensões

∗-graduadas.

Prosseguindo, consideremos a álgebra

M10 =





a b c 0 0 0

0 a d 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 e f

0 0 0 0 a −b
0 0 0 0 0 a


| a, b, c, d, e, f ∈ F


.

A partir da M10, obtemos as ∗-superálgebras descritas abaixo.

• M10,∗, a álgebra M10 com graduação trivial e involução reflexão.

• Mgri
10,1, a álgebra M10 com graduação (F (e11 + e22 + e55 + e66) +Fe23 +Fe45, F (e12−

e56) + Fe13 + Fe46) e involução reflexão.

• Mgri
10,2, a álgebra M10 com graduação (F (e11 + e22 + e55 + e66) +F (e12− e56), Fe13 +

Fe46 + Fe23 + Fe45) e involução reflexão.

• Mgri
10,3, a álgebra M10 com graduação (F (e11 + e22 + e55 + e66) +Fe13 +Fe46, F (e12−

e56) + Fe23 + Fe45) e involução reflexão.

Em [32, Lema 26], os autores mostraram que c∗n(M10,∗) ≥ n(n− 2), para todo n ≥ 3.

Por isso, os mesmos argumentos utilizados anteriormente confirmam que M10,∗, M
gri
10,1,

Mgri
10,2 e Mgri

10,3 têm crescimento pelo menos quadrático da sequência de codimensões ∗-
graduadas.

Por fim, vamos considerar a álgebra

M11 =





a b c 0 0 0

0 a d 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 e f

0 0 0 0 a b

0 0 0 0 0 a


| a, b, c, d, e, f ∈ F


.

A álgebraM11 foi constrúıda nesta tese e a partir dela obtemos as últimas ∗-superálgebras

da nossa lista.
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• Mgri
11,1, a álgebra M11 com graduação (F (e11 + e22 + e55 + e66) +Fe23 +Fe45, F (e12 +

e56) + Fe13 + Fe46) e involução reflexão.

• Mgri
11,2, a álgebra M11 com graduação (F (e11 + e22 + e55 + e66) +Fe13 +Fe46, F (e12 +

e56) + Fe23 + Fe45) e involução reflexão.

Lema 2.6. As ∗-superálgebras Mgri
11,1 e Mgri

11,2 têm crescimento pelo menos quadrático da

sequência de codimensões ∗-graduadas.

Demonstração. Primeiro, observe que, em Mgri
11,1,

(Mgri
11,1

(0)
)
+

= F (e11 + e22 + e55 + e66) + F (e23 + e45),

(Mgri
11,1

(1)
)
+

= F (e12 + e56) + F (e13 + e46),

(Mgri
11,1

(0)
)
−

= F (e23 − e45), (Mgri
11,1

(1)
)
−

= F (e13 − e46).

E em Mgri
11,2,

(Mgri
11,2

(0)
)
+

= F (e11 + e22 + e55 + e66) + F (e13 + e46),

(Mgri
11,2

(1)
)
+

= F (e12 + e56) + F (e23 + e45),

(Mgri
11,2

(0)
)
−

= F (e13 − e46), (Mgri
11,2

(1)
)
−

= F (e23 − e45).

Agora, sejam f = yn−21,0 y1,1z1,0 e g = yn−21,0 y1,1z1,1 os vetores de altura máxima associados

às multitabelas

T((n−2),(1),(1),∅) =
(

1 . . . n− 2 , n− 1 , n , ∅
)
,

T((n−2),(1),∅,(1)) =
(

1 . . . n− 2 , n− 1 , ∅ , n

)
,

respectivamente.

Avaliaremos f em elementos de Mgri
11,1 e g em elementos de Mgri

11,2.

Primeiro, fazendo, em f , y1,0 = e11 + e22 + e55 + e66, y1,1 = e12 + e56 e z1,0 = e23 − e45,
obtemos f = e13 6= 0 e, portanto, f não é uma (Z2, ∗)-identidade para Mgri

11,1.

Em g, fazendo a avaliação y1,0 = e11 + e22 + e55 + e66, y1,1 = e12 + e56 e z1,1 = e23− e45,
obtemos g = e13 6= 0 e, por isso, g não é uma (Z2, ∗)-identidade para Mgri

11,2.

Assim, pela Observação 1.28, conclúımos que o caracter irredut́ıvel

χ((n−2),(1),(1),∅) aparece na decomposição do cocaracter ∗-graduado de Mgri
11,1 com mul-

tiplicidade não nula. Usando as relações (1.3.3) e (1.3.5), obtemos que

cgrin (Mgri
11,1) ≥

(
n

n− 2, 1, 1, 0

)
d(n−2)d(1)d(1)d∅ = n(n− 1).
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Analogamente, conclúımos que χ((n−2),(1),∅,(1)) aparece na decomposição do cocaracter

∗-graduado de Mgri
11,2, com multiplicidade não nula e, portanto,

cgrin (Mgri
11,2) ≥

(
n

n− 2, 1, 0, 1

)
d(n−2)d(1)d∅d(1) = n(n− 1).

Diante do exposto, conclúımos queMgri
11,1 eMgri

11,2 têm crescimento pelo menos quadrático

da sequência de codimensões ∗-graduadas, como afirmamos.

Agora, após estarmos familiarizados com todas as ∗-superálgebras da lista, ainda pre-

cisamos confirmar que

M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , M6,∗, M

gri
6,1, M

gri
6,2, M7,∗, M

gri
7,1, M

gri
7,2, M

gri
8,2, M

gri
8,3, M9,∗, M

gri
9,1,

Mgri
9,2, M

gri
9,3, M10,∗, M

gri
10,1, M

gri
10,2, M

gri
10,3, M

gri
11,1, M

gri
11,2

têm crescimento quadrático da sequência de codimensões ∗-graduadas. Para tanto, é

importante ressaltarmos que todas as 37 ∗-superálgebras que apresentamos possuem ca-

racteŕısticas comuns que nos serão úteis. A primeira é que todas são ∗-superálgebras

de dimensão finita do tipo F + J e, portanto, pelo Teorema 1.37, segue que todas têm

crescimento polinomial da sequência de codimensões ∗-graduadas. Outra é que o ı́ndice

de nilpotência do radical de Jacobson de cada uma delas é três.

Essas informações junto com a proposição a seguir nos ajudarão a concluir que todas

as ∗-superálgebras da nossa lista têm, de fato, crescimento quadrático. Denotaremos por

J o radical de Jacobson de A.

Proposição 2.7. Seja A uma ∗-superálgebra de dimensão finita tal que {cgrin (A)}n≥1 é

limitada polinomialmente. Se Jq = 0, então cgrin (A) ≤ αnq−1, para alguma constante α.

Demonstração. Desde que A é uma ∗-superálgebra de dimensão finita e cgrin (A) é limitada

polinomialmente, pelo Teorema 1.38, para cada 〈n〉 = (n1, n2, n3, n4), obtemos a seguinte

decomposição do 〈n〉-cocaracter de A

χ〈n〉(A) =
∑
〈λ〉`〈n〉

n−λ(1)1<q

m〈λ〉χλ(1) ⊗ · · · ⊗ χλ(4),

onde, pelo Teorema 1.39 e pela Observação 1.40, existe uma constante h tal que m〈λ〉 ≤ h

para toda multipartição 〈λ〉 ` 〈n〉.
Observe que n−λ(1)1 < q implica que λ(1)1 ∈ {n−(q−1), . . . , n−1, n}. Assim, através

das possibilidades para λ(1)1, verificamos que as variações de 〈n〉 que podem aparecer na

decomposição de χgri
n (A), dada em (1.3.1), são as que estão no conjunto

S = {〈n〉 = (n1, n2, n3, n4) | n− (q − 1) ≤ n1 ≤ n e 0 ≤ ni ≤ q − 1, i 6= 1}.
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Dessa forma, pela relação (1.3.5), para todo 〈n〉 ∈ S temos que

c〈n〉(A) =
∑
〈λ〉`〈n〉

n−λ(1)1<q

m〈λ〉dλ(1) · · · dλ(4) ≤
∑
〈λ〉`〈n〉

n−λ(1)1<q

hdλ(1) · · · dλ(4).

Neste ponto, observamos que se λ(1)1 = n1−r, então, pela fórmula do gancho, obtemos

que dλ(1) ≤ n1!
(n1−r)! ≤ cnr1 ≤ dnr, onde c e d são constantes. Além disso, atentamos para o

fato de que dλ(i) é uma constante para toda partição λ(i) ` ni, com i = 2, 3, 4.

Agora, denotando por t = n2 + n3 + n4, temos que
(

n
n1,n2,n3,n4

)
≤ n!

n1!
= n!

(n−t)! ≤ bnt,

para uma constante b.

Ao juntarmos todas as informações acima, obtemos que(
n

n1, n2, n3, n4

)
c〈n〉(A) ≤ knr+t = knn−λ(1)1 ≤ knq−1,

para cada 〈n〉 ∈ S, onde k é uma constante.

Por isso, pela relação (1.3.3), conclúımos que

cgrin (A) =
∑
〈n〉∈S

(
n

〈n〉

)
c〈n〉(A) ≤ αnq−1,

para alguma constante α e a prova está completa.

Teorema 2.8. As ∗-superálgebras M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , M6,∗, M

gri
6,1, Mgri

6,2, M7,∗, M
gri
7,1,

Mgri
7,2, Mgri

8,2, Mgri
8,3, M9,∗, M

gri
9,1, Mgri

9,2, Mgri
9,3, M10,∗, M

gri
10,1, M

gri
10,2, M

gri
10,3, M

gri
11,1, M

gri
11,2 têm

crescimento quadrático da sequência de codimensões ∗-graduadas.

Demonstração. Como já mencionamos anteriormente, todas as ∗-superálgebras citadas

no enunciado têm crescimento pelo menos quadrático da sequência de codimensões ∗-
graduadas. Além disso, o ı́ndice de nilpotência do radical de Jacobson de cada uma

delas é igual a 3. Com essas informações, conclúımos que as ∗-superálgebras satisfa-

zem as condições da Proposição 2.7 com q = 3 e que, consequentemente, todas essas

∗-superálgebras têm crescimento quadrático.

2.2 Comparando T ∗2 -ideais

Tendo em vista a lista de 37 ∗-superálgebras de crescimento quadrático que apresen-

tamos, uma pergunta natural é se a lista é minimal, isto é, se dadas duas ∗-superálgebras

distintas A e B na lista, temos Idgri(A) * Idgri(B). Nesta seção nos concentraremos

em estabelecer uma lista com as ∗-superálgebras apresentadas na seção anterior que seja

minimal.

Para tanto, começamos observando que U3,∗ ∈ vargri(M6,∗) e que, consequentemente,

vargri(M6,∗) não é uma ∗-supervariedade minimal de crescimento quadrático.
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Lema 2.9. Idgri(M6,∗) ( Idgri(U3,∗).

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que Idgri(M6,∗) * Idgri(U3,∗). Então existe um

(Z2, ∗)-polinômio multilinear f de certo grau, digamos n, tal que

f ∈ Idgri(M6,∗) e f 6∈ Idgri(U3,∗).

No Lema 2.3, vimos que Idgri(U3,∗) = 〈y1,1, z1,1, [z1,0, y2,0], z1,0z2,0〉T ∗2 . Note que

[y1,0, y2,0, y3,0] e [y1,0, y2,0][y3,0, y4,0] são (Z2, ∗)-identidades para U3,∗. Assim, ao considerar-

mos todas essas identidades não é dif́ıcil ver que, pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt,

f pode ser escrito, módulo Idgri(U3,∗), da seguinte forma

f = αy1,0 · · · yn,0 +
n∑
i=1

βiyi1,0 · · · yin−1,0zi,0 +
n−1∑
h=1

(
n∑

k=h+1

γk,hyl1,0 · · · yln−2,0[yk,0, yh,0]

)
,

onde i1 < · · · < in−1, l1 < · · · < ln−2 e k > h. No último termo de f temos exatamente
n(n−1)

2
polinômios.

Recordemos que

(M
(0)
6,∗ )

+
= F (e11 + e44) + F (e13 + e24) + F (e12 − e34),

(M
(0)
6,∗ )

−
= F (e12 + e34) + F (e13 − e24) + Fe14,

(M
(1)
6,∗ )

+
= (M

(1)
6,∗ )

−
= 0.

Para chegarmos a uma contradição, provaremos que f é o polinômio nulo. Para tanto,

consideremos as seguintes avaliações em elementos de M6,∗.

Primeiro, fazendo y1,0 = . . . = yn,0 = e11 + e44 e z1,0 = . . . = zn,0 = 0, obtemos

0 = α(e11 + e44) e, por isso, α = 0.

Para i ∈ {1, . . . , n} fixo, façamos zi,0 = e14, zj,0 = 0, para qualquer j 6= i e y1,0 = . . . =

yn,0 = e11 + e44. Com isso, obtemos 0 = βie14 e, por isso, βi = 0. Desde que o mesmo

racioćınio pode ser feito para todo i, conclúımos que βi = 0, para todo 1 ≤ i ≤ n.

Agora, vamos considerar os casos em que k < n− 1. Com a avaliação

yk,0 = e12 − e34, yh,0 = e13 + e24, ya,0 = e11 + e44,

para todo a 6= k e a 6= h, obtemos f = 2γk,he14 = 0 e, assim, γk,h = 0. Aqui, convém

observar que como as variáveis fora do comutador estão ordenadas e h < k < n − 1,

obtemos que a avaliação acima anula todos os termos em que yk ou yh estão a esquerda

do comutador. Assim, chegamos que γk,h = 0 sempre que k < n− 1.

Na prática, o que fizemos acima implica que o polinômio f , módulo Idgri(U3,∗), é da

forma

f =
n−1∑
h=1

γn,hyl1,0 · · · yln−2,0[yn,0, yh,0] +
n−2∑
h=1

γn−1,hyl1,0 · · · yln−2,0[yn−1,0, yh,0].
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Para os casos em que h ≤ n − 3, ao fazermos primeiro a avaliação yh,0 = e13 +

e24, yn−1,0 = e12 − e34, e yl,0 = e11 + e44, para todo l 6= h e l 6= n − 1 e depois

yh,0 = e13 + e24, e yl,0 = e11 + e44 para todo l 6= h, obtemos, respectivamente,

(2γn−1,h − γn,h)e14 = 0 e (γn−1,h + γn,h)e13 = 0.

Dáı segue claramente que γn−1,h = γn,h = 0, sempre que h ≤ n− 3.

Finalmente, chegamos que, módulo Idgri(U3,∗), o polinômio f é da forma

f = γn,n−1y1,0 · · · yn−2,0[yn,0, yn−1,0] + γn,n−2y1,0 · · · yn−3,0yn−1,0[yn,0, yn−2,0]+

γn−1,n−2y1,0 · · · yn−3,0yn,0[yn−1,0, yn−2,0].

Fazendo as seguintes avaliações

• yn−2,0 = e13+e24, yn−1,0 = e12−e34, yl,0 = e11+e44, para todo l 6= n−1 e l 6= n−2,

• yn−2,0 = e13 + e24, yl,0 = e11 + e44, para todo l 6= n− 2,

• yn−1,0 = e13 + e24, yl,0 = e11 + e44, para todo l 6= n− 1,

obtemos, respectivamente,

• (γn,n−1 − γn,n−2 + 2γn−1,n−2)e14 = 0,

• (γn−1,n−2 + γn,n−2)e13 = 0,

• (−γn−1,n−2 + γn,n−1)e13 = 0.

Assim, conclúımos que γn,n−1 = γn,n−2 = γn−1,n−2 = 0 e, portanto, obtemos que f é o

polinômio nulo. Logo, Idgri(M6,∗) ⊆ Idgri(U3,∗).

Finalmente, é imediato verificar que z1,0z2,0 ≡ 0 em U3,∗ e z1,0z2,0 6≡ 0 em M6,∗ e com

isso finalizamos a prova.

Consideremos L o conjunto das ∗-superálgebras de crescimento quadrático apresenta-

das na seção anterior, exceto M6,∗,

L =
{
G2,0,τ , G2,1,τ , G2,2,τ , G2,1,ψ, G2,1,ρ, G2,2,ρ, C3,∗, C

gri
3 , Cgr

3 , N3,∗, N
gri
3 , U3,∗, U

gri
3 ,

M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , Mgri

6,1, M
gri
6,2, M7,∗, M

gri
7,1, M

gri
7,2, M8,∗, M

gri
8,1, M

gri
8,2, M

gri
8,3,

M9,∗, M
gri
9,1, M

gri
9,2, M

gri
9,3, M10,∗, M

gri
10,1, M

gri
10,2, M

gri
10,3, M

gri
11,1, M

gri
11,2

}
.

Veremos no próximo lema que não há inclusões entre os T ∗2 -ideais das ∗-superálgebras

em L.

Proposição 2.10. Se A e B são quaisquer ∗-superálgebras distintas em L, então Idgri(A) *
Idgri(B).
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Demonstração. Sejam

L1 = {G2,0,τ , C3,∗, N3,∗, U3,∗, M4,∗, M5,∗, M7,∗, M8,∗, M9,∗, M10,∗} e

L2 =
{
G2,1,τ , G2,2,τ , G2,1,ψ, G2,1,ρ, G2,2,ρ, C

gri
3 , Cgr

3 , N
gri
3 , Ugri

3 , Mgri
4 , Mgri

5 , Mgri
6,1,

Mgri
6,2, M

gri
7,1, M

gri
7,2, M

gri
8,1, M

gri
8,2, M

gri
8,3, M

gri
9,1, M

gri
9,2, M

gri
9,3, M

gri
10,1, M

gri
10,2, M

gri
10,3,

Mgri
11,1, M

gri
11,2

}
os conjuntos das ∗-superálgebras em L com graduação trivial e com graduação não trivial,

respectivamente.

Primeiro, mostraremos que, para toda ∗-superálgebra A ∈ L1, temos que Idgri(A) *
Idgri(B), para toda ∗-superálgebra B ∈ L.

Para tanto, observe que se A ∈ L1, então é imediato que Idgri(A) * Idgri(B), para

toda B ∈ L2. De fato, temos que y1,1, z1,1 ∈ Idgri(A), para toda A ∈ L1, mas estes

polinômios não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para quaisquer ∗-superálgebras

em L2. Por isso, neste caso, precisamos garantir somente que para cada A ∈ L1, temos

que Idgri(A) * Idgri(B), para toda ∗-superálgebra B distinta de A em L1. Para isso,

exibiremos polinômios que são (Z2, ∗)-identidades para A e que não são simultaneamente

(Z2, ∗)-identidades para toda B ∈ L1.

• Idgri(G2,0,τ ) * Idgri(B), pois z1,0 ◦ z2,0, [y1,0, y2,0] [y1,0, z2,0] ∈ Idgri(G2,0,τ ), mas não

são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L1.

• Idgri(C3,∗) * Idgri(B), pois [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0] [z1,0, z2,0] ∈ Idgri(C3,∗), mas não são

simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L1.

• Idgri(N3,∗) * Idgri(B), pois [y1,0, y2,0], z1,0z2,0 ∈ Idgri(N3,∗), mas não são simultanea-

mente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L1.

• Idgri(U3,∗) * Idgri(B), pois [z1,0, y2,0], z1,0z2,0 ∈ Idgri(U3,∗), mas não são simultanea-

mente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L1.

• Idgri(M4,∗) * Idgri(B) desde que [z1,0, z2,0], z1,0y2,0z3,0, [y1,0z2,0y3,0, y4,0],

St3(y1,0, y2,0, y3,0) ∈ Idgri(M4,∗), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades

para B, com B ∈ L1.

• Idgri(M5,∗) * Idgri(B), pois [z1,0, z2,0], y1,0z2,0y3,0 ∈ Idgri(M5,∗), mas não são simulta-

neamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L1.

• Idgri(M7,∗) * Idgri(B), pois z1,0 ◦ z2,0, y1,0z2,0y3,0 ∈ Idgri(M7,∗), mas não são simulta-

neamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L1.
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• Idgri(M8,∗) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, y1,0y2,0z3,0y4,0y5,0 ∈ Idgri(M8,∗), mas não são

simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L1.

• Idgri(M9,∗) * Idgri(B) desde que z1,0y2,0z3,0, y1,0z2,0y3,0 ∈ Idgri(M9,∗), mas não são

simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L1.

• Idgri(M10,∗) * Idgri(B) desde que y1,0z2,0y3,0z4,0y5,0, [y1,0, y2,0][y3,0, y4,0],

St3(y1,0, y2,0, y3,0), St3(y1,0, y2,0, z3,0) ∈ Idgri(M10,∗), mas não são simultaneamente

(Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L1.

Agora, mostraremos que, para cada A ∈ L2, temos que Idgri(A) * Idgri(B), para toda

∗-superálgebra B distinta de A em L. Para este fim, novamente exibiremos polinômios

que são (Z2, ∗)-identidades para A e que não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para

toda B ∈ L.

• Idgri(G2,1,τ ) * Idgri(B) desde que y1,1, z1,0z2,0, z1,0z2,1, [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0], z1,1◦z2,1 ∈
Idgri(G2,1,τ ), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(G2,2,τ ) * Idgri(B) desde que y1,1, z1,0z2,0, z1,1z2,1, [y1,0, y2,0],

[y1,0, z2,0] ∈ Idgri(G2,2,τ ), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B,

com B ∈ L.

• Idgri(G2,1,ρ) * Idgri(B) desde que z1,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1, [y1,0, z2,1],

[y1,0, y2,1] ∈ Idgri(G2,1,ρ), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B,

com B ∈ L.

• Idgri(G2,2,ρ) * Idgri(B) desde que z1,1, y1,1y2,1, z1,0z2,0, [y1,0, z2,0],

[y1,0, y2,0] ∈ Idgri(G2,2,ρ), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B,

com B ∈ L.

• Idgri(G2,1,ψ) * Idgri(B) desde que z1,1, z1,0z2,0, z1,0y2,1, [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0], y1,1 ◦
y2,1 ∈ Idgri(G2,1,ψ), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com

B ∈ L.

• Idgri(Cgr
3 ) * Idgri(B) desde que z1,0, z1,1 ∈ Idgri(Cgr

3 ), mas não são simultaneamente

(Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(Cgri
3 ) * Idgri(B) desde que z1,0, y1,1 ∈ Idgri(Cgri

3 ), mas não são simultaneamente

(Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(Ngri
3 ) * Idgri(B) desde que z1,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1, y1,1z2,1, [y1,1, y2,0] ∈ Idgri(Ngri

3 ),

mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.
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• Idgri(Ugri
3 ) * Idgri(B) desde que z1,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1, y1,1z2,1, [z1,1, y2,0] ∈ Idgri(Ugri

3 ),

mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
4 ) * Idgri(B) desde que z1,0, y1,0y2,1y3,0, y1,1y2,0y3,1, y1,0z2,1y3,0 ∈ Idgri(Mgri

4 ),

mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
5 ) * Idgri(B) desde que z1,0, y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0, z1,1z2,1y3,0 ∈ Idgri(Mgri

5 ),

mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
6,1) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, z1,1z2,1, y1,1y2,1, y1,1z2,1, y1,0z2,0y3,0,

St3(y1,0, y2,0, z3,1), [y1,0y2,1y3,0, y4,0], z1,0y2,0y3,1, [z1,0, y2,1], z1,0 ◦ z2,1 ∈ Idgri(Mgri
6,1),

mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
6,2) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, z1,0y2,1, y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0, [y1,0, z2,0],

[y1,0, y2,0], [y1,1, z2,1], y1,1y2,0y3,1 ∈ Idgri(Mgri
6,2), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-

identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
7,1) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, z1,1z2,1, y1,1y2,1, y1,0z2,0y3,0, y1,0y2,1y3,0,

y1,0z2,1y3,0, [z1,0, y2,1], z1,0y2,1y3,0, z1,0 ◦ z2,1 ∈ Idgri(Mgri
7,1), mas não são simultane-

amente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
7,2) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, z1,0y2,0, z1,0y2,1, y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0,

[y1,0, y2,0], [y1,1, z2,1], z1,1 ◦ z2,1 ∈ Idgri(Mgri
7,2), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-

identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
8,1) * Idgri(B) desde que z1,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1, y1,1z2,1, y1,0y2,0y3,1y4,0y5,0 ∈

Idgri(Mgri
8,1), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
8,2) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, z1,0y2,1, z1,0z2,1, z1,1z2,1, y1,0z2,0y3,0,

y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0 ∈ Idgri(Mgri
8,2), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades

para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
8,3) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, y1,1y2,1, z1,0z2,1, z1,1z2,1, y1,0z2,0y3,0,

y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0 ∈ Idgri(Mgri
8,3), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades

para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
9,1) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, z1,0y2,0, y1,1z2,1, y1,1y2,1, z1,1z2,1, y1,0y2,1y3,0,

[y1,0, y2,0] ∈ Idgri(Mgri
9,1), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B,

com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
9,2) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, z1,0y2,1, z1,0z2,1, y1,1y2,1, y1,0z2,0y3,0,

y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0 ∈ Idgri(Mgri
9,2), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades

para B, com B ∈ L.
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• Idgri(Mgri
9,3) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1, z1,0y2,1, z1,0z2,1, y1,0z2,0y3,0,

y1,0y2,1y3,0 ∈ Idgri(Mgri
9,3) não são simultaneamente (Z2, ∗)-identidades para B, com

B ∈ L.

• Idgri(Mgri
10,1) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1, z1,0y2,1, y1,0z2,0y3,0,

y1,0y2,1y3,0, z1,1z2,0y3,0 ∈ Idgri(Mgri
10,1), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identida-

des para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
10,2) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1, [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0],

y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0 ∈ Idgri(Mgri
10,2), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identida-

des para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
10,3) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, y1,1y2,1, z1,0y2,1, z1,0z2,1, y1,0z2,0y3,0,

y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1z3,1y4,0, z1,1y2,1y3,0 ∈ Idgri(Mgri
10,3), mas não são simultaneamente

(Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
11,1) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1, z1,0z2,1, y1,0z2,0y3,0,

y1,0z2,1y3,0, z1,1z2,0y3,0 ∈ Idgri(Mgri
11,1), mas não são simultaneamente (Z2, ∗)-identida-

des para B, com B ∈ L.

• Idgri(Mgri
11,2) * Idgri(B) desde que z1,0z2,0, z1,1z2,1, z1,1y2,1, z1,0y2,1, z1,0z2,1, y1,0z2,0y3,0,

y1,0z2,1y3,0, y1,0y2,1y3,1y4,0, y1,1z2,1y3,0 ∈ Idgri(Mgri
11,2), mas não são simultaneamente

(Z2, ∗)-identidades para B, com B ∈ L.

Assim, conclúımos a prova.

Finalizamos essa seção estabelecendo que, ao longo desta tese, quando mencionarmos

lista de ∗-superálgebras subentende-se que estamos nos referindo as 36 ∗-superálgebras de

crescimento quadrático em L.

2.3 O radical de Jacobson das ∗-superálgebras de cres-

cimento quadrático

Nesta seção exibiremos a decomposição do radical de Jacobson de cada uma das ∗-
superálgebras de crescimento quadrático estudadas. Recordamos que em ∗-superálgebras

A de dimensão finita do tipo B + J , onde B é uma ∗-superálgebra semissimples e J é o

radical de A, temos que J = J00 + J01 + J10 + J11, onde os subespaços Jik são graduados,

i, k ∈ {0, 1}, com J00 e J11 estáveis pela involução graduada ∗ de A e J∗01 = J10.
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Mais especificamente, explicitaremos as componentes pares e ı́mpares, simétricas e an-

tissimétricas (quando for pertinente) de cada subesbaço presente na decomposição do radi-

cal de cada ∗-superálgebra da lista. Para esta apresentação dividiremos as ∗-superálgebras

de crescimento quadrático da nossa lista em dois grupos: unitárias e não unitárias.

Sabemos que para uma ∗-superálgebra A unitária de dimensão finita, temos J 6= A.

Assim, se A = B + J é uma ∗-superálgebra unitária de dimensão finita, então a unidade

de A deve estar na parte semissimples e, portanto, J = J11. Vejamos na tabela abaixo

como é a decomposição de J11 de cada uma das ∗-superálgebras unitárias da nossa lista.

J
(0)
11

+
J
(1)
11

+
J
(0)
11

−
J
(1)
11

−

G2,0,τ 0 0 Fe1 +Fe2 +Fe1e2 0

G2,1,τ 0 0 Fe1e2 Fe1 + Fe2

G2,2,τ 0 0 Fe1 Fe2 + Fe1e2

G2,1,ρ Fe1e2 Fe2 0 Fe1

G2,2,ρ 0 Fe2 + Fe1e2 Fe1 0

G2,1,ψ 0 Fe1 + Fe2 Fe1e2 0

C3,∗ Fe13 0 F (e12 + e23) 0

Cgr3 Fe13 F (e12 + e23) 0 0

Cgri
3 Fe13 0 0 F (e12 + e23)

N3,∗ F (e13 + e46) +

F (e23 + e45)

0 F (e13 − e46) +

F (e12 − e56)
0

Ngri
3 F (e23 + e45) F (e13 + e46) 0 F (e13 − e46) +

F (e12 − e56)

U3,∗ F (e12 + e56) +

F (e13 + e46) +

F (e23 + e45)

0 F (e13 − e46) 0

Ugri
3 F (e23 + e45) F (e12 + e56) +

F (e13 + e46)

0 F (e13 − e46)

Tabela 2.1: ∗-superálgebras unitárias.

Para as ∗-superálgebras constrúıdas a partir de M4, M6, M10 e M11, verificamos que

J = J11 + J10 + J01, enquanto que nas ∗-superálgebras obtidas a partir de M5, M7, M8

e M9, temos J = J00 + J10 + J01. Na tabela abaixo, exibimos a decomposição de J11 e

de J00 em componentes simétricas par e ı́mpar e em componentes antissimétricas par e

ı́mpar, conforme cada ∗-superálgebra. Além disso, apresentamos a decomposição de J10

e J01 em componentes pares e ı́mpares de acordo com cada ∗-superálgebra.
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J
(0)
11

+
J
(1)
11

+
J
(0)
11

−
J
(1)
11

−
J10 J01

M4,∗ Fe13 0 0 0 (Fe12, 0) (Fe23, 0)

Mgri
4 Fe13 0 0 0 (0, F e12) (0, F e23)

M6,∗ 0 0 Fe14 0 (Fe12 + Fe13, 0) (Fe24 + Fe34, 0)

Mgri
6,1 0 0 0 Fe14 (Fe13, F e12) (Fe24, F e34)

Mgri
6,2 0 0 Fe14 0 (0, F e12 + Fe13) (0, F e24 + Fe34)

M10,∗ 0 0 F (e12 − e56) 0 (Fe13 + Fe23, 0) (Fe45 + Fe46, 0)

Mgri
10,1 0 0 0 F (e12 − e56) (Fe23, F e13) (Fe45, F e46)

Mgri
10,2 0 0 F (e12 − e56) 0 (0, F e13 + Fe23) (0, F e45 + Fe46)

Mgri
10,3 0 0 0 F (e12 − e56) (Fe13, F e23) (Fe46, F e45)

Mgri
11,1 0 F (e12 + e56) 0 0 (Fe23, F e13) (Fe45, F e46)

Mgri
11,2 0 F (e12 + e56) 0 0 (Fe13, F e23) (Fe46, F e45)

J
(0)
00

+
J
(1)
00

+
J
(0)
00

−
J
(1)
00

−
J10 J01

M5,∗ Fe13 0 0 0 (Fe23, 0) (Fe12, 0)

Mgri
5 Fe13 0 0 0 (0, F e23) (0, F e12)

M7,∗ 0 0 Fe14 0 (Fe24 + Fe34, 0) (Fe12 + Fe13, 0)

Mgri
7,1 0 0 0 Fe14 (Fe24, F e34) (Fe13, F e12)

Mgri
7,2 0 0 Fe14 0 (0, F e24 + Fe34) (0, F e12 + Fe13)

M8,∗ F (e23 + e45) 0 0 0 (Fe12 + Fe13, 0) (Fe46 + Fe56, 0)

Mgri
8,1 F (e23 + e45) 0 0 0 (0, F e12 + Fe13) (0, F e46 + Fe56)

Mgri
8,2 0 F (e23 + e45) 0 0 (Fe13, F e12) (Fe46, F e56)

Mgri
8,3 0 F (e23 + e45) 0 0 (Fe12, F e13) (Fe56, F e46)

M9,∗ 0 0 F (e23 − e45) 0 (Fe12 + Fe13, 0) (Fe46 + Fe56, 0)

Mgri
9,1 0 0 F (e23 − e45) 0 (0, F e12 + Fe13) (0, F e46 + Fe56)

Mgri
9,2 0 0 0 F (e23 − e45) (Fe13, F e12) (Fe46, F e56)

Mgri
9,3 0 0 0 F (e23 − e45) (Fe12, F e13) (Fe56, F e46)

Tabela 2.2: ∗-superálgebras não unitárias.



Caṕıtulo 3

∗-Supervariedades minimais de

crescimento quadrático

Em [8], no contexto ordinário, Giambruno e La Mattina associaram o crescimento no

máximo linear da sequência de codimensões de uma variedade V à uma lista de álgebras

que não devem pertencer a V . Mais especificamente, os autores caracterizaram as varieda-

des de crescimento no máximo linear através da exclusão de cinco álgebras que a prinćıpio

possúıam crescimento pelo menos quadrático. Em [22], Jorge e Vieira mostraram que, de

fato, as cinco álgebras tinham crescimento quadrático e mais, mostraram que elas eram

as únicas minimais de crescimento quadrático, a menos de equivalência.

Assim, nosso objetivo é classificar as ∗-supervariedades minimais de crescimento quadrá-

tico usando uma estratégia similar a que foi empregada em [22] para o caso ordinário. Tal

estratégia consiste em determinar ∗-superálgebras de crescimento quadrático que formam

a menor lista de ∗-superálgebras que devem ser exclúıdas de uma ∗-supervariedade V a

fim de garantir que V tem crescimento no máximo linear. Como consequência, obtemos

que estas geram as únicas ∗-supervariedades minimais de crescimento quadrático.

Convém ressaltar que, em 2017, Ioppolo e La Mattina classificaram, a menos de T ∗2 -

equivalência, todas as ∗-superálgebras de crescimento no máximo linear [20]. Para apre-

sentar tal classificação será necessário introduzir algumas ∗-superálgebras.

Considere

C2 =

{(
a b

0 a

)
| a, b ∈ F

}
.

A partir de C2, obtemos as seguintes ∗-superálgebras.

• C2,∗, a álgebra C2 com graduação trivial e involução definida como(
a b

0 a

)∗
=

(
a −b
0 a

)
; (3.0.1)
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• Cgri
2 , a álgebra C2 com graduação (F (e11 + e22), Fe12) e involução definida como em

(3.0.1).

• Cgr
2 , a álgebra C2 com graduação (F (e11 + e22), Fe12) e involução trivial.

Lema 3.1. Sobre C2,∗, C
gri
2 , Cgr

2 , temos:

(1) [31, Lema 9] Idgri(C2,∗) = 〈y1,1, z1,1, z1,0z2,0, [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0]〉T ∗2 .

(2) [20, Teorema 6.1] Idgri(Cgri
2 ) = 〈z1,0, y1,1, z1,1z2,1〉T ∗2 .

(3) [30, Teorema 8.1] Idgri(Cgr
2 ) = 〈z1,0, z1,1, y1,1y2,1〉T ∗2 .

(4) cgrin (C2,∗) = cgrin (Cgri
2 ) = cgrin (Cgr

2 ) = n+ 1.

Observamos que as ∗-superálgebras C2,∗, C
gri
2 , Cgr

2 geram, a menos de T ∗2 -equivalência,

subvariedades minimais de crescimento linear em vargri(D∗) [31, Corolário 3], vargri(Dgri)

[20, Corolário 6.1] e em vargri(Dgr) [30, Corolário 8.2], respectivamente.

Seja

A2 =




a b 0 0

0 0 0 0

0 0 0 c

0 0 0 a

 | a, b, c ∈ F
 .

Consideremos as ∗-superálgebras:

• A2,∗, a álgebra A2 com graduação trivial e involução reflexão.

• Agri
2 , a álgebra A2 com graduação (F (e11 + e44), Fe12 + Fe34) e involução reflexão.

Lema 3.2. Sobre A2,∗, A
gri
2 , temos:

(1) [33, Lema 3.10] Idgri(A2,∗) = 〈y1,1, z1,1, z1,0z2,0, y1,0z2,0y3,0, St3(y1,0, y2,0, y3,0)〉T ∗2 .

(2) cgrin (A2,∗) = 4n− 1.

(3) [20, Teorema 5.1] Idgri(Agri
2 ) = 〈z1,0, x1,1x2,1, y1,0x2,1y3,0〉T ∗2 , onde xi = yi ou xi = zi,

para i = 1 , 2.

(4) cgrin (Agri
2 ) = 4n+ 1.

Destacamos que A2,∗ e Agri
2 geram subvariedades minimais de crescimento linear em

vargri(M∗) [31, Corolário 1] e em vargri(Mgri) [20, Corolário 5.1], respectivamente.

A seguir, temos a classificação das ∗-supervariedades de crescimento no máximo li-

near dada por Ioppolo e La Mattina. Desse resultado conclúımos que as ∗-superálgebras

A2,∗, A
gri
2 , C2,∗, C

gri
2 , Cgr

2 geram, a menos de T ∗2 -equivalência, as únicas ∗-supervariedades

minimais de crescimento linear.
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Teorema 3.3. [20,Teorema 7.2] Seja A uma ∗-superálgebra tal que cgrin (A) ≤ an, para

alguma constante a. Então

A ∼T ∗2 B1 ⊕ · · · ⊕Bm ⊕N,

onde N é uma ∗-superálgebra nilpotente e, para todo i = 1, . . . ,m, Bi é T ∗2 -equivalente a

uma das seguintes ∗-superálgebras:

Ñ , C⊕Ñ , C2,∗⊕Ñ , A2,∗⊕Ñ , A2,∗⊕C2,∗⊕Ñ , Cgri
2 ⊕Ñ , C

gr
2 ⊕Ñ , A

gri
2 ⊕Ñ , C

gri
2 ⊕C

gr
2 ⊕

Ñ , Cgri
2 ⊕A

gri
2 ⊕ Ñ , C

gr
2 ⊕A

gri
2 ⊕ Ñ , C

gri
2 ⊕C

gr
2 ⊕A

gri
2 ⊕ Ñ , onde C é uma ∗-superálgebra

comutativa com graduação trivial e involução trivial e Ñ é uma ∗-superálgebra nilpotente.

Verificaremos que as ∗-superálgebras a serem exclúıdas de uma variedade para garantir

que esta tem crescimento no máximo linear são justamente as presentes no conjunto L.

Como consequência, conclúıremos que as 36 ∗-superálgebras em L geram, a menos de

T ∗2 -equivalência, as únicas ∗-supervariedades minimais de crescimento quadrático.

3.1 Algumas propriedades das ∗-superálgebras do

tipo F + J

Nesta seção verificaremos que a exclusão de certas ∗-superálgebras de crescimento

quadrático, estudadas no Caṕıtulo 2, das variedades geradas por ∗-superálgebras de di-

mensão finita do tipo F +J interferem no comportamento das componentes do radical J .

Destacamos que as Tabelas 2.1 e 2.2 exibidas no caṕıtulo anterior serão necessárias para

um bom entendimento dos resultados que serão apresentados aqui.

Assim, ao longo desta seção, assumiremos que A é uma ∗-superálgebra de dimensão

finita da forma A = F + J , onde J tem decomposição J = J00 + J01 + J10 + J11, conforme

vimos em (1.3.7).

Lema 3.4.

(1) [32, Lema 29] Se M4,∗, M5,∗ /∈ vargri(A), então aa∗ = a∗a = 0, para todo a ∈ J (0)
10 .

(2) Se Mgri
4 , Mgri

5 /∈ vargri(A), então aa∗ = a∗a = 0, para todo a ∈ J (1)
10 .

Demonstração. (2) Suponhamos que exista a ∈ J (1)
10 tal que aa∗ 6= 0 e seja B a subálgebra

∗-graduada gerada, como álgebra, por 1F , a, a
∗. Além disso, consideremos I o ideal

∗-graduado gerado por a∗a. Verificamos que a ∗-superálgebra

B = B/I = spanF{1F , a, a∗, aa∗}
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é isomorfa a Mgri
4 através do isomorfismo ϕ : B →Mgri

4 de ∗-superálgebras, definido como

ϕ(1F ) = e11 + e33, ϕ(a) = e12, ϕ(a∗) = e23, ϕ(aa∗) = e13

e, portanto, Mgri
4 ∈ vargri(A). Isso garante que se Mgri

4 /∈ vargri(A), então aa∗ = 0, para

todo a ∈ J (1)
10 .

Com o mesmo racioćınio verificamos que se Mgri
5 /∈ vargri(A), então aa∗ = 0, para todo

a ∈ J (1)
01 e conclúımos a prova.

Pelo lema anterior, observamos que se M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 /∈ vargri(A), então aa∗ =

a∗a = 0, para todo a ∈ J10.

Lema 3.5.

(1) [32, Lemas 30 e 31] Se M4,∗, M5,∗, M6,∗, M7,∗ /∈ vargri(A), então J
(0)
10 J

(0)
01 =

J
(0)
01 J

(0)
10 = 0.

(2) Se M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , Mgri

6,1, M
gri
6,2 /∈ vargri(A), então J

(1)
10 J01 = J

(0)
10 J

(1)
01 = 0.

(3) Se M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , Mgri

7,1, Mgri
7,2 /∈ vargri(A), então J

(1)
01 J10 = J

(0)
01 J

(1)
10 = 0.

Demonstração. (2) Suponhamos que M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , Mgri

6,1, M
gri
6,2 /∈ vargri(A). Em

particular, desde que Mgri
4 ,Mgri

5 /∈ vargri(A), o Lema 3.4 nos fornece que a∗a = aa∗ = 0,

para todo a ∈ J (1)
10 . Agora, suponhamos, por absurdo, que existam a ∈ J (1)

10 e b ∈ J (1)
01 ,

tais que ab 6= 0. Temos imediatamente, a∗a = aa∗ = b∗b = bb∗ = a2 = b2 = 0. Note que

como (a + b∗) ∈ J (1)
10 , temos 0 = (a + b∗)(a + b∗)∗ = (a + b∗)(a∗ + b), o que implica em

ab+ b∗a∗ = 0. Logo, (ab)∗ = b∗a∗ = −ab e, por isso, ab ∈ (J
(0)
11 )

−
. Analogamente, observe

que 0 = (a∗ + b)(a∗ + b)∗ = a∗b∗ + ba o que implica em (ba)∗ = a∗b∗ = −ba. Portanto,

ba ∈ (J
(0)
00 )

−
.

Além disso, desde que ab = −b∗a∗, temos aba = −b∗a∗a = 0 e bab = −bb∗a∗ = 0. Seja

B a subálgebra ∗-graduada de A gerada, como álgebra, por 1F , a, a
∗, b, b∗. Note que

B = spanF{1, a, a∗, b, b∗, ab, ba}.

Considerando I o ideal ∗-graduado gerado por ba, afirmamos que a ∗-superálgebra

B = B/I = spanF{1F , a, a∗, b, b∗, ab}

é isomorfa a Mgri
6,2. De fato, defina ϕ : B →Mgri

6,2 de modo que

1F 7→ e11 + e44, a 7→ e12, a∗ 7→ −e34, b 7→ e24, b∗ 7→ e13, ab 7→ e14.

Não é dif́ıcil verificar que ϕ é um isomorfismo de ∗-superálgebras e, por isso,

Mgri
6,2 ∈ vargri(A), uma contradição. Essa contradição garante que se Mgri

4 , Mgri
5 , Mgri

6,2 /∈
vargri(A), então J

(1)
10 J

(1)
01 = 0.
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Agora, suponhamos também por absurdo, que existam a ∈ J
(0)
10 e b ∈ J

(1)
01 tais que

ab 6= 0. Neste caso, como M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 /∈ vargri(A), pelo Lema 3.4, temos

imediatamente a∗a = aa∗ = b∗b = bb∗ = 0. Note que ao usarmos a mesma estratégia

acima, obtemos que ab ∈ (J
(1)
11 )

−
, ba ∈ (J

(1)
00 )

−
e que também podemos definir a subálgebra

∗-graduada B′ = spanF{1, a, a∗, b, b∗, ab, ba} e o ideal ∗-graduado I ′ gerado por

ba. Assim, temos que a ∗-superálgebra B′/I ′ é isomorfa a Mgri
6,1 através do isomorfismo

ϕ′ : B′/I ′ →Mgri
6,1 de ∗-superálgebras tal que

1F 7→ e11 + e44, a 7→ e13, a∗ 7→ e24, b 7→ −e34, b∗ 7→ e12, ab 7→ −e14.

Portanto, Mgri
6,1 ∈ vargri(A) e temos uma contradição. Isto prova que se M4,∗, M

gri
4 , M5,∗,

Mgri
5 , Mgri

6,1 /∈ vargri(A), então J
(0)
10 J

(1)
01 = J

(1)
10 J

(0)
01 = 0 e com isso conclúımos a prova do

item (2).

O item (3) é obtido de modo análogo ao item (2) e, por isso, omitiremos alguns deta-

lhes. Suponhamos que M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , Mgri

7,1, M
gri
7,2 /∈ vargri(A). Além disso, supo-

nhamos, por absurdo, que existam a ∈ J (0)
01 e b ∈ J (1)

10 tais que ab 6= 0. Neste caso, também

podemos definir a ∗-superálgebra B′′ = spanF{1, a, a∗, b, b∗, ab, ba} e o ideal ∗-graduado

I ′′ gerado por ba, de tal modo que a ∗-superálgebra B′′/I ′′ = spanF{1F , a, a∗, b, b∗, ab}
é isomorfa a Mgri

7,1 através do isomorfismo ψ : B′′/I ′′ →Mgri
7,1, definido da seguinte forma

1F 7→ e22 + e33, a 7→ e13, a∗ 7→ e24, b 7→ −e34, b∗ 7→ e12, ab 7→ −e14.

Com isso, obtemos que Mgri
7,1 ∈ vargri(A), uma contradição. Essa contradição garante

que se M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , Mgri

7,1 /∈ vargri(A), então J
(0)
01 J

(1)
10 = J

(1)
01 J

(0)
10 = 0. Por

fim, aplicando os mesmos passos, verificamos que se Mgri
4 , Mgri

5 , Mgri
7,2 /∈ vargri(A), então

J
(1)
01 J

(1)
10 = 0 e finalizamos a prova.

Como consequências imediatas do lema anterior, temos os seguintes.

Corolário 3.6. Se M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , M6,∗, M

gri
6,1, Mgri

6,2 /∈ vargri(A), então J10J01 = 0.

Corolário 3.7. Se M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , M7,∗, M

gri
7,1, Mgri

7,2 /∈ vargri(A), então J01J10 = 0.

É interessante observarmos que, nas condições do Corolário 3.7, temos que B = F +

J10 + J01 + J11 é uma subálgebra ∗-graduada de A.

Lema 3.8. Se M8,∗, M
gri
8,1, Mgri

8,2, Mgri
8,3 /∈ vargri(A), então J10J

+
00 = J+

00J01 = 0.

Demonstração. Suponhamos que J
(0)
10 (J

(0)
00 )

+
6= 0. Logo, existem a ∈ J

(0)
10 e b ∈ (J

(0)
00 )

+

tais que ab 6= 0. Considere B a subálgebra ∗-graduada de A gerada, como álgebra,

por 1F , a, a
∗, b e I o ideal ∗-graduado gerado por aa∗, a∗a, b2, aba∗. Observe que a

∗-superálgebra B = B/I é tal que

B = spanF{1F , a, a∗, b, ab, ba∗}.
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Afirmamos que B e M8,∗ são isomorfas. De fato, considere ϕ : B → M8,∗, definido de

tal forma que

1F 7→ e11 + e66, a 7→ e12, a∗ 7→ e56, b 7→ e23 + e45, ab 7→ e13, ba∗ 7→ e46. (3.1.1)

Não é dif́ıcil verificar que ϕ é um isomorfismo de ∗-superálgebras e, por isso, M8,∗ ∈
vargri(A). Isso mostra que se M8,∗ /∈ vargri(A), então J

(0)
10 (J

(0)
00 )

+
= (J

(0)
00 )

+
J
(0)
01 = 0.

Analogamente, suponhamos agora que J
(1)
10 (J

(0)
00 )

+
6= 0. Logo, existem a ∈ J

(1)
10 e

b ∈ (J
(0)
00 )

+
tais que ab 6= 0. Considerando a ∗-superálgebra B′ gerada, como álgebra, por

1F , a, a
∗, b e I ′ o ideal ∗-graduado gerado por aa∗, a∗a, b2, aba∗ e definindo o isomorfismo

de ∗-superálgebras ϕ′ : B′/I ′ → Mgri
8,1 como em (3.1.1), obtemos que Mgri

8,1 ∈ vargri(A).

Com isso, temos que se Mgri
8,1 /∈ vargri(A), então J

(1)
10 (J

(0)
00 )

+
= (J

(0)
00 )

+
J
(1)
01 = 0. Assim,

conclúımos que M8,∗,M
gri
8,1 /∈ vargri(A) implica em J10(J

(0)
00 )

+
= (J

(0)
00 )

+
J01 = 0.

Finalizamos a prova, observando que o mesmo racioćınio acima garante que se Mgri
8,2 /∈

vargri(A), então J
(1)
10 (J

(1)
00 )

+
= (J

(1)
00 )

+
J
(1)
01 = 0 e que seMgri

8,3 /∈ vargri(A), então J
(0)
10 (J

(1)
00 )

+
=

(J
(1)
00 )

+
J
(0)
01 = 0.

Lema 3.9. Se M9,∗, M
gri
9,1, Mgri

9,2, Mgri
9,3 /∈ vargri(A), então J10J

−
00 = J−00J01 = 0.

Demonstração. Suponhamos que J
(0)
10 (J

(0)
00 )

−
6= 0 e sejam a ∈ J

(0)
10 e b ∈ (J

(0)
00 )

−
tais

que ab 6= 0. Consideremos B a subálgebra ∗-graduada de A gerada, como álgebra, por

1F , a, a
∗, b e I o ideal ∗-graduado gerado por aa∗, a∗a, b2, aba∗. Afirmamos que a

∗-superálgebra B = B/I = spanF{1F , a, a∗, b, ab, ba∗} é isomorfa a M9,∗. De fato,

defina ϕ : B →M9,∗ de tal modo que

1F 7→ e11 + e66, a 7→ e12, a∗ 7→ e56, b 7→ e23 − e45, ab 7→ e13, ba∗ 7→ −e46. (3.1.2)

Não é dif́ıcil verificar que ϕ é um isomorfismo de ∗-superálgebras e, portanto, M9,∗ ∈
vargri(A). Isso mostra que se M9,∗ /∈ vargri(A), então J

(0)
10 (J

(0)
00 )

−
= (J

(0)
00 )

−
J
(0)
01 = 0.

Analogamente, suponhamos que existam a ∈ J (1)
10 e b ∈ (J

(0)
00 )

−
tais que ab 6= 0. Sejam

B′ a subálgebra ∗-graduada de A gerada, como álgebra, por 1F , a, a
∗, b e I ′ o ideal ∗-

graduado gerado por aa∗, a∗a, b2, aba∗. Considerando o isomorfismo de ∗-superálgebras

ϕ′ : B′/I ′ → Mgri
9,1 definido como em (3.1.2), conclúımos que Mgri

9,1 ∈ vargri(A). Por

isso, se Mgri
9,1 /∈ vargri(A), então J

(1)
10 (J

(0)
00 )

−
= (J

(0)
00 )

−
J
(1)
01 = 0. Assim, temos que M9,∗,

Mgri
9,1 /∈ vargri(A) implica em J10(J

(0)
00 )

−
= (J

(0)
00 )

−
J01 = 0.

Por fim, observamos que ao empregarmos a mesma estratégia acima, obtemos que se

Mgri
9,2 /∈ vargri(A), então J

(1)
10 (J

(1)
00 )

−
= (J

(1)
00 )

−
J
(1)
01 = 0 e que se Mgri

9,3 /∈ vargri(A), então

J
(0)
10 (J

(1)
00 )

−
= (J

(1)
00 )

−
J
(0)
01 = 0 e finalizamos a prova.

Coletando as informações dos dois últimos lemas, obtemos o seguinte corolário.
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Corolário 3.10. Se M8,∗, M
gri
8,1, Mgri

8,2, Mgri
8,3, M9,∗, M

gri
9,1, Mgri

9,2, Mgri
9,3 /∈ vargri(A), então

J10J00 = J00J01 = 0.

Destacamos que, sob as condições dos Corolários 3.7 e 3.10, segue que em A temos

J01J10 = J10J00 = J00J01 = 0. Consequentemente, temos que A pode ser escrita como

uma soma direta de álgebras da forma

A = (F + J11 + J10 + J01)⊕ J00,

onde B = F+J11+J10+J01 é uma subálgebra ∗-graduada de A e J00 é uma ∗-superálgebra

nilpotente. Esse fato explicará nosso interesse nas ∗-superálgebras de dimensão finita do

tipo F + J11 + J10 + J01 na próxima seção.

Lema 3.11.

(1) Se M10,∗ M
gri
10,2 /∈ vargri(A), então J01(J

(0)
11 )

−
= (J

(0)
11 )

−
J10 = 0.

(2) Se Mgri
10,1, M

gri
10,3 /∈ vargri(A), então J01(J

(1)
11 )

−
= (J

(1)
11 )

−
J10 = 0.

(3) Se Mgri
11,1, M

gri
11,2 /∈ vargri(A), então J01(J

(1)
11 )

+
= (J

(1)
11 )

+
J10 = 0.

Demonstração. Provaremos apenas os itens (1) e (3), pois o item (2) pode ser provado

usando um racioćınio análogo.

(1) Suponhamos que J
(0)
01 (J

(0)
11 )

−
6= 0 e sejam a ∈ J (0)

01 e b ∈ (J
(0)
11 )

−
tais que ab 6= 0.

Agora, sejam B a subálgebra ∗-graduada de A gerada, como álgebra, por 1F , a, a
∗, b e

I o ideal ∗-graduado gerado por aa∗, a∗a, b2, aba∗. Verificamos que a ∗-superálgebra

B = B/I = spanF{1F , a, a∗, b, ab, ba∗}

é isomorfa a M10,∗ através do isomorfismo ϕ : B → M10,∗ de ∗-superálgebras, definido de

tal modo que

1F 7→ e11 + e22 + e55 + e66, a 7→ e45, a∗ 7→ e23, b 7→ e12 − e56, ab 7→ −e46, ba∗ 7→ e13.

(3.1.3)

Por isso, M10,∗ ∈ vargri(A). Isso mostra que se M10,∗ /∈ vargri(A), então J
(0)
01 (J

(0)
11 )

−
=

(J
(0)
11 )

−
J
(0)
10 = 0.

Agora, suponhamos que existam a ∈ J
(1)
01 e b ∈ (J

(0)
11 )

−
tais que ab 6= 0. Como no

caso anterior, podemos definir a subálgebra ∗-graduada B′ gerada, como álgebra, por

1F , a, a
∗, b e o ideal ∗-graduado I ′ gerado por aa∗, a∗a, b2, aba∗. Assim, considerando a

∗-superálgebra B′/I ′ = spanF{1F , a, a∗, b, ab, ba∗} e definindo o isomorfismo ϕ′ : B
′ →

Mgri
10,2 de ∗-superálgebras como em (3.1.3), verificamos que Mgri

10,2 ∈ vargri(A). Conclúımos

que se Mgri
10,2 /∈ vargri(A), então J

(1)
01 (J

(0)
11 )

−
= (J

(0)
11 )

−
J
(1)
10 = 0.
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(3) Procedendo como no item acima, suponhamos que existam a ∈ J (0)
01 e b ∈ (J

(1)
11 )

+

tais que ab 6= 0. Sejam B′′ a subálgebra ∗-graduada de A gerada, como álgebra, por

1F , a, a
∗, b e I ′′ o ideal ∗-graduado gerado por aa∗, a∗a, b2, aba∗. Afirmamos que

a ∗-superálgebra B′′/I ′′ = spanF{1F , a, a∗, b, ab, ba∗} é isomorfa a Mgri
11,1. De fato,

definindo ψ : B′′/I ′′ →Mgri
11,1 de tal modo que

1F 7→ e11 + e22 + e55 + e66, a 7→ e45, a∗ 7→ e23, b 7→ e12 + e56, ab 7→ e46, ba∗ 7→ e13,

verificamos que ψ é um isomorfismo de ∗-superálgebras. Por isso, Mgri
11,1 ∈ vargri(A). Isso

garante que se Mgri
11,1 /∈ vargri(A), então J

(0)
01 (J

(1)
11 )

+
= (J

(1)
11 )

+
J
(0)
10 = 0.

Da mesma forma, se J
(1)
01 (J

(1)
11 )

+
6= 0 podemos construir uma ∗-superálgebra isomorfa a

Mgri
11,2. Portanto, ao excluirmosMgri

11,2 de vargri(A), obtemos que J
(1)
01 (J

(1)
11 )

+
= (J

(1)
11 )

+
J
(1)
10 =

0. Com isso, finalizamos a prova do item (3).

Como consequência do lema anterior, obtemos o seguinte.

Corolário 3.12. Se M10,∗, M
gri
10,1, M

gri
10,2, Mgri

10,3, M
gri
11,1, M

gri
11,2 /∈ vargri(A), então J01(J

(1)
11 )

+
=

J01(J
(0)
11 )

−
= J01(J

(1)
11 )

−
= (J

(1)
11 )

+
J10 = (J

(0)
11 )

−
J10 = (J

(1)
11 )

−
J10 = 0.

3.2 ∗-Superálgebras com decomposições particulares

Nesta seção estaremos interessados em ∗-superálgebras de dimensão finita do tipo

F + J cujo radical J 6= 0 assume decomposições espećıficas. Consideremos A = F + J

uma ∗-superálgebra de dimensão finita tal que J01J10 = 0. Então B = F +J01 +J10 +J11

é uma subálgebra ∗-graduada de A e, desde que J10 = 0 se, e somente se, J01 = 0, neste

caso, as seguintes situações são posśıveis.

Caso (1): J11 6= 0 e J10 = 0, isto é, B = F + J11.

Caso (2): J11 = 0 e J10 6= 0, isto é, B = F + J01 + J10.

Caso (3): J11 6= 0 e J10 6= 0.

Analisaremos algumas propriedades satisfeitas pelas ∗-superálgebras dos tipos acima.

Mais especificamente, estudaremos sob quais condições tais ∗-superálgebras são T ∗2 -equiva-

lentes a ∗-superálgebras de crescimento no máximo linear. Essa análise será essencial para

classificarmos as ∗-superálgebras minimais de crescimento quadrático na próxima seção.

Primeiro, nos concentraremos em lemas que trazem informações a respeito das ∗-
superálgebras no Caso (1), ou seja, consideraremos B = F + J11, com J11 6= 0.
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Lema 3.13.

(1) [35, Lema 8.4] Se G2,0,τ , G2,1,τ , G2,1,ψ /∈ vargri(B), então [z1,0, z2,0] ≡ 0, [z1,1, z2,1] ≡
0 e [y1,1, y2,1] ≡ 0 em B.

(2) [35, Lema 8.2] Se C3,∗, C
gr
3 , Cgri

3 /∈ vargri(B), então z21,0 ≡ 0, y21,1 ≡ 0 e z21,1 ≡ 0 em

B.

Como consequência do lema acima, temos o seguinte.

Corolário 3.14. Se G2,0,τ , G2,1,τ , G2,1,ψ, C3,∗, C
gr
3 , Cgri

3 /∈ vargri(B), então (J
(1)
11 )

+
(J

(1)
11 )

+
=

(J
(0)
11 )

−
(J

(0)
11 )

−
= (J

(1)
11 )

−
(J

(1)
11 )

−
= 0.

Demonstração. Primeiramente, desde que G2,0,τ , G2,1,τ , G2,1,ψ /∈ vargri(B), segue do item

(1) do Lema 3.13 que

[y1,1, y2,1] ≡ 0, [z1,0, z2,0] ≡ 0, [z1,1, z2,1] ≡ 0 (3.2.1)

em B. Além disso, como C3,∗, C
gr
3 , Cgri

3 /∈ vargri(B), pelo item (2) do Lema 3.13, temos

z21,0 ≡ 0, y21,1 ≡ 0 e z21,1 ≡ 0 em B. Ao linearizarmos esses polinômios, obtemos que z1,0 ◦
z2,0 ≡ 0, y1,1◦y2,1 ≡ 0 e z1,1◦z2,1 ≡ 0 em B, respectivamente. Mas, desde que B já satisfaz

as identidades em (3.2.1), segue que z1,0z2,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1 são (Z2, ∗)-identidades para B.

Note que isso é o mesmo que dizer que (J
(0)
11 )

−
(J

(0)
11 )

−
= (J

(1)
11 )

+
(J

(1)
11 )

+
= (J

(1)
11 )

−
(J

(1)
11 )

−
=

0, respectivamente.

Lema 3.15. [35, Lema 8.5] Se G2,1,ρ, G2,2,ρ, G2,2,τ /∈ vargri(B), então (J
(1)
11 )

+
(J

(1)
11 )

−
=

(J
(1)
11 )

−
(J

(1)
11 )

+
= (J

(0)
11 )

−
(J

(1)
11 )

+
= (J

(1)
11 )

+
(J

(0)
11 )

−
= (J

(0)
11 )

−
(J

(1)
11 )

−
= (J

(1)
11 )

−
(J

(0)
11 )

−
= 0.

Lema 3.16.

(1) Se N3,∗, N
gri
3 /∈ vargri(B), então (J

(0)
11 )

+
J−11 = J−11(J

(0)
11 )

+
= 0.

(2) Se U3,∗, U
gri
3 /∈ vargri(B), então (J

(0)
11 )

+
J+
11 = J+

11(J
(0)
11 )

+
= 0.

Demonstração. (1) Suponhamos que (J
(0)
11 )

+
(J

(0)
11 )

−
6= 0. Sejam a ∈ (J

(0)
11 )

+
e b ∈ (J

(0)
11 )

−

tais que ab 6= 0. Note que ba 6= 0. Seja R a subálgebra ∗-graduada de B gerada, como

álgebra, por 1F , a, b. Considerando I o ideal ∗-graduado gerado por a2, b2, aba, bab,

obtemos a seguinte ∗-superálgebra com graduação trivial

R/I = spanF{1F , a, b, a ◦ b, [a, b]}.

Note que a◦b é um elemento antissimétrico e [a, b] é um elemento simétrico. Afirmamos

que R/I é isomorfa a N3,∗. De fato, para ver isto, defina ϕ : R/I → N3,∗ de tal modo que

1F 7→ e11 + e22 + e33 + e44 + e55 + e66, a 7→ e23 + e45, b 7→ e12 − e56, a ◦ b 7→ e13 − e46,

[a, b] 7→ −(e13 + e46). (3.2.2)
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Não é dif́ıcil verificar que ϕ é um isomorfismo de ∗-superálgebras e, portanto,

N3,∗ ∈ vargri(B). Com isso, mostramos que se N3,∗ /∈ vargri(B), então (J
(0)
11 )

+
(J

(0)
11 )

−
=

(J
(0)
11 )

−
(J

(0)
11 )

+
= 0.

Analogamente, suponhamos que (J
(0)
11 )

+
(J

(1)
11 )

−
6= 0 e sejam a ∈ (J

(0)
11 )

+
e b ∈ (J

(1)
11 )

−

tais que ab 6= 0. Seguindo os passos feitos acima, podemos construir a ∗-superálgebra R′

gerada, como álgebra, por 1F , a, b e o ideal ∗-graduado I ′ gerado por a2, b2, aba, bab.

Neste caso, temos que a ∗-superálgebra R = R′/I ′ = spanF{1F , a, b, a ◦ b, [a, b]} é tal

que

(R
(0)

)
+

= spanF{1F , a}, (R
(1)

)
+

= spanF{[a, b]}, (R
(1)

)
−

= spanF{b, a ◦ b},

(R
(0)

)
−

= 0.

Verificamos que R é isomorfa a Ngri
3 ao definirmos o isomorfismo ϕ′ : R → Ngri

3 de ∗-
superálgebras como em (3.2.2) e conclúımos que Ngri

3 ∈ vargri(B). O que fizemos garante

que se Ngri
3 /∈ vargri(B), então (J

(0)
11 )

+
(J

(1)
11 )

−
= (J

(1)
11 )

−
(J

(0)
11 )

+
= 0 e o item (1) está

provado.

(2) Suponhamos que (J
(0)
11 )

+
(J

(0)
11 )

+
6= 0 e sejam a, b ∈ (J

(0)
11 )

+
tais que ab 6= 0. Observe

que também temos ba 6= 0. Seja S a subálgebra ∗-graduada de B gerada, como álgebra,

por 1F , a, b. Considerando I ′′ o ideal ∗-graduado gerado por a2, b2, aba, bab, obtemos a

∗-superálgebra S/I ′′ = spanF{1F , a, b, a ◦ b, [a, b]} com graduação trivial.

Neste caso, note que a◦b é um elemento simétrico e [a, b] é um elemento antissimétrico.

Afirmamos que S/I ′′ é isomorfa a U3,∗. De fato, basta definir ψ : S/I ′′ → U3,∗ de tal modo

que

1F 7→ e11 + e22 + e33 + e44 + e55 + e66, a 7→ e12 + e56, b 7→ e23 + e45, a ◦ b 7→ e13 + e46,

[a, b] 7→ e13 − e46.

Não é dif́ıcil confirmar que ψ é um isomorfismo de ∗-superálgebras e, por isso, U3,∗ ∈
vargri(B). O que fizemos acima, mostra que se U3,∗ /∈ vargri(B), então (J

(0)
11 )

+
(J

(0)
11 )

+
= 0.

Por fim, suponhamos que (J
(0)
11 )

+
(J

(1)
11 )

+
6= 0 e sejam a ∈ (J

(0)
11 )

+
e b ∈ (J

(1)
11 )

+
tais

que ab 6= 0. Fazendo os mesmos passos do caso acima, obtemos a ∗-superálgebra S =

spanF{1F , a, b, a ◦ b, [a, b]} tal que

(S
(0)

)
+

= spanF{1F , a}, (S
(1)

)
+

= spanF{b, a ◦ b}, (S
(1)

)
−

= spanF{[a, b]},

(S
(0)

)
−

= 0.

Neste caso, temos que S é isomorfa a Ugri
3 . De fato, defina ψ′ : S → Ugri

3 de tal modo que

1F 7→ e11 + e22 + e33 + e44 + e55 + e66, a 7→ e23 + e45, b 7→ e12 + e56, a ◦ b 7→ e13 + e46,

[a, b] 7→ −(e13 − e46).
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Não é dif́ıcil verificar que ψ′ é um isomorfismo de ∗-superálgebras. Por isso, Ugri
3 ∈

vargri(B). Com isso, conclúımos que se Ugri
3 /∈ vargri(B), então (J

(0)
11 )

+
(J

(1)
11 )

+
=

(J
(1)
11 )

+
(J

(0)
11 )

+
= 0 e finalizamos a prova do item (2).

Corolário 3.17. Se N3,∗, U3,∗, N
gri
3 , Ugri

3 /∈ vargri(B), então (J
(0)
11 )

+
J11 = J11(J

(0)
11 )

+
= 0.

Lema 3.18. Se C3,∗, C
gr
3 , Cgri

3 , N3,∗, N
gri
3 , U3,∗, U

gri
3 , G2,1,ρ, G2,2,ρ, G2,0,τ , G2,1,τ , G2,2,τ ,

G2,1,ψ /∈ vargri(B), então J2
11 = 0.

Demonstração. Primeiramente, note que como N3,∗, N
gri
3 , U3,∗, U

gri
3 /∈ vargri(B), então

pelo Corolário 3.17, já temos (J
(0)
11 )

+
J11 = J11(J

(0)
11 )

+
= 0.

Agora, usando que G2,0,τ , G2,1,τ , G2,1,ψ, C3,∗, C
gr
3 , Cgri

3 /∈ vargri(B), conclúımos pelo

Corolário 3.14 que (J
(1)
11 )

+
(J

(1)
11 )

+
= (J

(0)
11 )

−
(J

(0)
11 )

−
= (J

(1)
11 )

−
(J

(1)
11 )

−
= 0.

Finalmente, desde que G2,1,ρ, G2,2,ρ, G2,2,τ /∈ vargri(B), obtemos, pelo Lema 3.15,

que (J
(1)
11 )

+
(J

(1)
11 )

−
= (J

(0)
11 )

−
(J

(1)
11 )

+
= (J

(0)
11 )

−
(J

(1)
11 )

−
= (J

(1)
11 )

−
(J

(1)
11 )

+
= (J

(1)
11 )

+
(J

(0)
11 )

−
=

(J
(1)
11 )

−
(J

(0)
11 )

−
= 0.

Os produtos nulos acima implicam que J2
11 = 0 em B.

Lema 3.19. [35, Lema 8.7] Se B ∈ vargri(D∗ ⊕Dgr ⊕Dgri), então B ∼T ∗2 B1 ⊕B2 ⊕B3,

onde B1 ∈ vargri(D∗), B2 ∈ vargri(Dgr), B3 ∈ vargri(Dgri).

Lema 3.20. Seja B = F + J11 uma ∗-superálgebra de dimensão finita. Se J2
11 = 0, então

ou

B ∼T ∗2 C ou B ∼T ∗2 C
gri
2 ou B ∼T ∗2 C

gr
2 ou B ∼T ∗2 C2,∗ ou B ∼T ∗2 C

gri
2 ⊕ C

gr
2

ou B ∼T ∗2 C
gri
2 ⊕ C2,∗ ou B ∼T ∗2 C

gr
2 ⊕ C2,∗ ou B ∼T ∗2 C

gri
2 ⊕ C2,∗ ⊕ Cgr

2 ,

onde C é uma ∗-superálgebra comutativa com graduação trivial e involução trivial.

Demonstração. Por hipótese, temos J2
11 = 0, donde segue que B é uma ∗-superálgebra

comutativa satisfazendo as seguintes (Z2, ∗)-identidades

[y1,0, y2,0], [y1,0, y2,1], [y1,0, z2,0], [y1,0, z2,1], z1,0z2,0, z1,0x2,1, x1,1x2,1,

onde xi = yi ou xi = zi, para i = 1, 2. Considerando S = D∗ ⊕ Dgr ⊕ Dgri, por

[35, Lema 7.5], temos que

Idgri(S) =〈z1,0y2,1, z1,0z2,1, y1,1z2,1, [y1,0, y2,0], [y1,0, y2,1], [y1,0, z2,0], [y1,0, z2,1], [y1,1, y2,1],

[z1,0, z2,0], [z1,1, z2,1]〉T ∗2 .

Dáı segue que B ∈ vargri(S) e, assim, pelo Lema 3.19, temos B ∼T ∗2 B1 ⊕ B2 ⊕ B3, onde

B1 ∈ vargri(D∗), B2 ∈ vargri(Dgr), B3 ∈ vargri(Dgri).
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Por fim, observe que pela Proposição 2.7 a ∗-superálgebra B tem crescimento no

máximo linear da sequência de codimensões ∗-graduadas e, consequentemente, B1, B2

e B3 têm crescimento no máximo linear. Logo, as classificações das subvariedades de

vargri(D∗), vargri(Dgr) e de vargri(Dgri) dadas em [31], [30], [20], respectivamente, nos

permitem concluir que B é T ∗2 -equivalente ou a C ou Cgri
2 ou Cgr

2 ou C2,∗ ou Cgri
2 ⊕C

gr
2 ou

Cgri
2 ⊕ C2,∗ ou Cgr

2 ⊕ C2,∗ ou Cgri
2 ⊕ C2,∗ ⊕ Cgr

2 , onde C é uma ∗-superálgebra comutativa

com graduação trivial e involução trivial.

Nos próximos resultados trataremos das ∗-superálgebras no Caso (2), ou seja, consi-

deraremos B = F + J10 + J01, com J10 6= 0.

Lema 3.21. Seja B = F + J10 + J01, com J10 6= 0. Então

B ∼T ∗2 (F + (J01 + J10)
(0))⊕ (F + (J01 + J10)

(1)).

Demonstração. Por hipótese J01J10 = J10J01 = 0 e, portanto, (J01 + J10)
2 = 0. Por isso,

B1 = F + (J01 + J10)
(0) e B2 = F + (J01 + J10)

(1) são subálgebras ∗-graduadas de B e,

consequentemente,

Idgri(B) ⊆ Idgri(B1 ⊕B2).

Agora, seja f ∈ Idgri(B1 ⊕ B2) um (Z2, ∗)-polinômio multilinear de grau n. Vamos

mostrar que f ∈ Idgri(B). Para tanto, considere β uma base ∗-graduada de B, união de

{1F} com uma base ∗-graduada de J01+J10. Como f é multilinear, é suficiente avaliarmos

f nos elementos de β. Como (J01+J10)
2 = 0, qualquer avaliação com mais de um elemento

de J01 + J10 é nula. Com isso, para obtermos uma avaliação não nula, devemos avaliar f

em 1F e em no máximo um elemento de J01 + J10. Logo, f é avaliado em elementos de

B1 ou B2. Mas como f ∈ Idgri(B1 ⊕B2), obtemos que f ∈ Idgri(B).

A seguir, classificaremos, a menos de T ∗2 -equivalência, as ∗-superálgebras F + (J01 +

J10)
(0) e F + (J01 +J10)

(1) consideradas acima. Antes, precisaremos de seguinte resultado.

Lema 3.22. [35, Lema 8.1] Seja A = F + J uma ∗-superálgebra de dimensão finita.

(1) Se A2,∗ /∈ vargri(A), então J
(0)
10 = J

(0)
01 = 0.

(2) Se Agri
2 /∈ vargri(A), então J

(1)
10 = J

(1)
01 = 0.

Lema 3.23. Seja B = F + J10 + J01, com J10 6= 0.

(1) Se J
(0)
10 6= 0, então B1 = F + (J01 + J10)

(0) ∼T ∗2 A2,∗.

(2) Se J
(1)
10 6= 0, então B2 = F + (J01 + J10)

(1) ∼T ∗2 A
gri
2 .
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Demonstração. (1) Se J
(0)
10 6= 0, pelo Lema 3.22, temos que A2,∗ ∈ vargri(B1) e, assim,

Idgri(B1) ⊆ Idgri(A2,∗). Por outro lado, desde que (J01 +J10)
2 = 0 e usando o Lema 3.2 e a

Observação 1.31 não é dif́ıcil verificar que Idgri(A2,∗) ⊆ Idgri(B1) e, por isso, B1 ∼T ∗2 A2,∗.

(2) Se J
(1)
10 6= 0, usando novamente o Lema 3.22, obtemos que Idgri(B2) ⊆ Idgri(Agri

2 ).

Argumentos análogos ao do item anterior nos permitem concluir que B2 ∼T ∗2 A
gri
2 .

Corolário 3.24. Seja B = F + J01 + J10 uma ∗-superálgebra de dimensão finita com

J10 6= 0. Então

B ∼T ∗2 A2,∗ ou B ∼T ∗2 A
gri
2 ou B ∼T ∗2 A2,∗ ⊕ Agri

2 .

Como consequência do que mostramos acima, conclúımos que toda ∗-superálgebra de

dimensão finita do tipo F +J10 +J01 tem crescimento linear da sequência de codimensões

∗-graduadas.

Finalmente, nos próximos resultados consideraremos as ∗-superálgebras no Caso (3),

isto é, B = F + J11 + J10 + J01, com J11 6= 0 e J10 6= 0.

Antes de estudarmos as propriedades das ∗-superálgebras do tipo F + J11 + J10 + J01,

precisaremos do seguinte lema que foi obtido a partir das ideias usadas em [33, Lema 3.8].

Lema 3.25. Seja I = 〈[y1,0, y2,0][y3,0, y4,0], y1,0[y2,0, y3,0]y4,0, St3(y1,0, y2,0, y3,0)〉T ∗2 e con-

sidere f um (Z2, ∗)-polinômio multilinear de grau n em variáveis simétricas pares, com

n 6= 2. Então f pode ser escrito, módulo I, como combinação linear de polinômios dos

tipos

y1,0 · · · yn,0, [yj,0, y1,0]y2,0 · · · ŷj,0 · · · yn,0 e y2,0 · · · ŷk,0 · · · yn,0[yk,0, y1,0],

onde o śımbolo ŷr,0 significa que a variável yr,0 foi omitida.

Demonstração. Desde que f ∈ Pn,0,0,0, pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, sabemos

que todo monômio em y1,0, . . . , yn,0 pode ser escrito como uma combinação linear de

produtos dos tipos

yi1,0 · · · yis,0w1 · · ·wm, (3.2.3)

onde i1 < . . . < is e w1, . . . , wm são comutadores de pesos arbitrários nas variáveis y′i,0s.

Assim, usando primeiramente que [y1,0, y2,0][y3,0, y4,0], y1,0[y2,0, y3,0]y4,0 ∈ I, obtemos que,

módulo I, no máximo um comutador pode aparecer em (3.2.3). Isto é, os elementos em

(3.2.3), módulo I, são polinômios dos tipos

y1,0 · · · yn,0 ou yi1,0 · · · yis,0[yr,0, yj1,0, . . . , yjt,0], (3.2.4)

com r > j1 < . . . < jt. A ordenação das variavéis simétricas pares dentro do comutador

em (3.2.4) foi obtida usando a identidade de Jacobi e o fato de que y1,0[y2,0, y3,0]y4,0 ∈ I.
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Além do mais, usando novamente que y1,0[y2,0, y3,0]y4,0 ∈ I, temos

[yr,0, yj1,0, . . . , yjt,0] = [yr,0, yj1,0]yj2,0 · · · yjt,0 ± yjt,0 · · · yj2,0[yr,0, yj1,0] (mod I).

Com isso é posśıvel verificar que, módulo I, todo polinômio em Pn,0,0,0 pode ser escrito

como combinação linear de elementos dos tipos

[yr,0, y1,0]y2,0 · · · ŷr,0 · · · yn,0, yi1,0 · · · yin−2,0[yi,0, yj,0] e y1,0 · · · yn,0, (3.2.5)

com 2 ≤ r ≤ n, 1 ≤ i < j ≤ n.

Note que os elementos do primeiro tipo em (3.2.5) aparecem somente no caso s = 0

em (3.2.3). Pelo Lema 1.23 item (1), temos que [y1,0, y2,0]m[y3,0, y4,0] ∈ I, onde m

é um monômio em variáveis y′i,0s. Portanto, as variáveis fora do comutador nos po-

linômios do segundo tipo em (3.2.5) podem ser ordenadas. Acrescentamos ainda que

como St3(y1,0, y2,0, y3,0) ∈ I, a relação y1,0[y2,0, y3,0] = y2,0[y1,0, y3,0] + y3,0[y2,0, y1,0] pode

ser aplicada para obtermos que os polinômios

[yj,0, y1,0]y2,0 · · · ŷj,0 · · · yn,0, y2,0 · · · ŷk,0 · · · yn,0[yk,0, y1,0] e y1,0 · · · yn,0, (3.2.6)

geram Pn,0,0,0 módulo Pn,0,0,0 ∩ I. Por isso, se f ∈ Pn,0,0,0, podemos escrevê-lo, módulo I,

como

f = γy1,0 · · · yn,0 +
n∑
j=2

αj[yj,0, y1,0]y2,0 · · · ŷj,0 · · · yn,0 +
n∑
k=2

βky2,0 · · · ŷk,0 · · · yn,0[yk,0, y1,0].

Observação 3.26. Nas condições do lema acima, se f é um (Z2, ∗)-polinômio multilinear

de grau n = 2 em variáveis simétricas pares, então podemos escrevê-lo, módulo I, como

combinação linear dos polinômios y1,0y2,0 e [y2,0, y1,0].

Lema 3.27. Seja B = F + J11 + J10 + J01, com J11 6= 0 e J10 6= 0. Se J2
11 = J01J10 =

J10J01 = (J
(0)
11 )

−
J10 = (J

(1)
11 )

+
J10 = (J

(1)
11 )

−
J10 = J01(J

(0)
11 )

−
= J01(J

(1)
11 )

+
= J01(J

(1)
11 )

−
=

0, então

B ∼T ∗2 (F + J11)⊕ (F + J10 + J01).

Demonstração. Por hipótese, J01J10 = J10J01 = 0 e, portanto,

B1 = F + J11 e B2 = F + J10 + J01

são subálgebras ∗-graduadas de B. Dessa forma, conclúımos que Idgri(B) ⊆ Idgri(B1⊕B2).

Vamos mostrar a inclusão inversa. Para tanto, comecemos observando que

(B(0))+ = F + (J
(0)
11 )

+
+ ((J10 + J01)

(0))
+
, (B(0))− = (J

(0)
11 )

−
+ ((J10 + J01)

(0))
−
,

(B(1))+ = (J
(1)
11 )

+
+ ((J10 + J01)

(1))
+
, (B(1))− = (J

(1)
11 )

−
+ ((J10 + J01)

(1))
−
.
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Note que ao considerarmos os produtos nulos dados por hipótese, a Observação 1.31 e o

Lema 1.23, obtemos que os polinômios z1,0mz2,0, x1,1mx2,1, z1,0my2,1, z1,0mz2,1,

St3(y1,0, y2,0, y3,0), com xi = yi ou xi = zi, para i = 1, 2, onde m é um monômio (even-

tualmente vazio) em variáveis simétricas pares, são (Z2, ∗)-identidades para B. Além

disso, desde que [(B(0))+, B] ⊆ J10 + J01, segue que y1,0[y2,0, x3]y4,0 também são (Z2, ∗)-
identidades para B, com x3 ∈ {y3,0, y3,1, z3,0, z3,1}. Por último, também é posśıvel verificar

que y1,0x3y2,0 − y2,0x3y1,0 se anula em B, com x3 ∈ {y3,1, z3,0, z3,1}.
Agora, seja f ∈ Idgri(B1 ⊕ B2) um (Z2, ∗)-polinômio multilinear de grau n. Usando

que B satisfaz todas as identidades mencionadas acima, pela multihomogeneidade dos

T ∗2 -ideais, ao reduzirmos f , módulo Idgri(B), podemos supor, sem perda de generalidade,

que ou

f ∈ Pn,0,0,0 ou f ∈ Pn−1,1,0,0 ou f ∈ Pn−1,0,1,0 ou f ∈ Pn−1,0,0,1.

Se f ∈ Pn,0,0,0 ∩ Idgri(B1 ⊕B2), com n 6= 2, então desde que z1,0z2,0, y1,0[y2,0, y3,0]y4,0,

St3(y1,0, y2,0, y3,0) ∈ Idgri(B), pelo Lema 3.25, podemos escrevê-lo, módulo Idgri(B), da

forma

f = αy1,0 · · · yn,0 +
n∑
j=2

βj[yj,0, y1,0]y2,0 · · · ŷj,0 · · · yn,0 +
n∑
k=2

γky2,0 · · · ŷk,0 · · · yn,0[yk,0, y1,0].

Em f , fazendo a avaliação y1,0 = . . . = yn,0 = (1F , 0), obtemos α = 0. Depois, para j

fixo, fazendo yj,0 = (0, a+a∗), com 0 6= a ∈ J (0)
10 , e yl,0 = (0, 1F ), para todo l 6= j, obtemos

que 0 = βj(0, a
∗)− γj(0, a) e, portanto, βj = γj = 0. Desde que o mesmo racioćınio pode

ser feito para todo j, segue que βj = γj = 0, para todo 2 ≤ j ≤ n.

Agora, se f ∈ P2,0,0,0 ∩ Idgri(B1 ⊕B2) então, pela Observação 3.26, podemos escrevê-

lo, módulo Idgri(B), da forma

f = αy1,0y2,0 + β[y2,0, y1,0].

Neste caso, fazendo primeiro y1,0 = y2,0 = (1F , 0) e, depois, y2,0 = (0, a + a∗), com

0 6= a ∈ J
(0)
10 , e y1,0 = (0, 1F ), obtemos que α = 0 e β = 0, respectivamente. Por isso,

conclúımos que Pn,0,0,0 ∩ Idgri(B1 ⊕B2) = Pn,0,0,0 ∩ Idgri(B).

Prosseguindo, se f ∈ Pn−1,1,0,0, com n 6= 2, podemos escrevê-lo, módulo Idgri(B), como

f = αyn,1y1,0 · · · yn−1,0 + βy1,0yn,1y2,0 · · · yn−1,0 + γy1,0 · · · yn−1,0yn,1,

desde que z1,0my2,1, y1,0[y2,0, y3,1]y4,0 e y1,0y3,1y2,0 − y2,0y3,1y1,0 ∈ Idgri(B), com m um

monômio (eventualmente vazio) em variáveis simétricas pares.

Fazendo a avaliação yn,1 = (0, a+a∗), com 0 6= a ∈ J (1)
10 , e y1,0 = · · · = yn−1,0 = (0, 1F ),

obtemos 0 = α(0, a∗) + γ(0, a) e, assim, α = γ = 0. Depois, fazendo yn,1 = (b, 0), com

0 6= b ∈ J (1)
11

+
e y1,0 = · · · = yn−1,0 = (1F , 0), obtemos β = 0.
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Agora, se f ∈ P1,1,0,0, podemos escrevê-lo, módulo Idgri(B), como

f = αy2,1y1,0 + βy1,0y2,1.

Neste caso, fazendo y2,1 = (0, a + a∗), com 0 6= a ∈ J
(1)
10 , e y1,0 = (0, 1F ), obtemos

α = β = 0. Com isso, segue que Pn−1,1,0,0 ∩ Idgri(B1 ⊕B2) = Pn−1,1,0,0 ∩ Idgri(B).

Ao usarmos a mesma estratégia do caso anterior, conclúımos que Pn−1,0,1,0∩ Idgri(B1⊕
B2) = Pn−1,0,1,0 ∩ Idgri(B) e Pn−1,0,0,1 ∩ Idgri(B1 ⊕B2) = Pn−1,0,0,1 ∩ Idgri(B).

Os argumentos acima garantem que f ∈ Idgri(B) e, consequentemente, que Idgri(B1 ⊕
B2) ⊆ Idgri(B). Portanto, B ∼T ∗2 (F + J11)⊕ (F + J10 + J01), como afirmado.

No lema anterior, conclúımos que B ∼T ∗2 B1 ⊕ B2. Observamos que no caso em que

B1 ∼T ∗2 C, onde C é uma ∗-superálgebra comutativa com graduação trivial e involução

trivial, temos B ∼T ∗2 B2, desde que Idgri(C) = 〈z1,0, y1,1, z1,1〉T ∗2 . Essa relação será usada

implicitamente no corolário a seguir.

Corolário 3.28. Seja B = F +J11 +J10 +J01, com J11 6= 0 e J10 6= 0. Se J2
11 = J01J10 =

J10J01 = (J
(0)
11 )

−
J10 = (J

(1)
11 )

+
J10 = (J

(1)
11 )

−
J10 = J01(J

(0)
11 )

−
= J01(J

(1)
11 )

+
= J01(J

(1)
11 )

−
=

0, então

B ∼T ∗2 B1 ⊕B2,

com B1 ∈ {C2,∗, C
gri
2 , Cgr

2 , C2,∗ ⊕ Cgri
2 , C2,∗ ⊕ Cgr

2 , C
gri
2 ⊕ Cgr

2 , C2,∗ ⊕ Cgri
2 ⊕ Cgr

2 } e

B2 ∈ {A2,∗, A
gri
2 , A

gri
2 ⊕ A2,∗}.

3.3 Classificação das ∗-supervariedades minimais de

crescimento quadrático

Finalmente, usando os resultados desenvolvidos nas seções anteriores, conclúıremos

que as 36 ∗-superálgebras abaixo formam uma lista completa de ∗-superálgebras que

geram, a menos de T ∗2 -equivalência, as únicas ∗-supervariedades minimais de crescimento

quadrático.

L =
{
G2,0,τ , G2,1,τ , G2,2,τ , G2,1,ψ, G2,1,ρ, G2,2,ρ, C3,∗, C

gri
3 , Cgr

3 , N3,∗, N
gri
3 , U3,∗,

Ugri
3 , M4,∗, M

gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , Mgri

6,1, M
gri
6,2, M7,∗, M

gri
7,1, M

gri
7,2, M8,∗, M

gri
8,1,

Mgri
8,2, M

gri
8,3, M9,∗, M

gri
9,1, M

gri
9,2, M

gri
9,3, M10,∗, M

gri
10,1, M

gri
10,2, M

gri
10,3, M

gri
11,1, M

gri
11,2

}
.

Inicialmente, comprovaremos que as álgebras em L constituem a menor lista de ∗-
superálgebras que devem ser exclúıdas de uma ∗-supervariedade V de forma a garantir

que V tem crescimento no máximo linear.
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Teorema 3.29. Para uma ∗-superálgebra A as seguintes condições são equivalentes.

(1) B /∈ vargri(A), para toda ∗-superálgebra B ∈ L.

(2) Ou A ∼T ∗2 N ou A ∼T ∗2 C ⊕ N ou A ∼T ∗2 B1 ⊕ N ou A ∼T ∗2 B2 ⊕ N ou

A ∼T ∗2 B1⊕B2⊕N , onde N é uma ∗-superálgebra nilpotente, C é uma ∗-superálgebra

comutativa com graduação trivial e involução trivial,

B1 ∈ {C2,∗, C
gri
2 , Cgr

2 , C2,∗ ⊕ Cgri
2 , C2,∗ ⊕ Cgr

2 , C
gri
2 ⊕ C

gr
2 , C2,∗ ⊕ Cgri

2 ⊕ C
gr
2 } e

B2 ∈ {A2,∗, A
gri
2 , A

gri
2 ⊕ A2,∗}.

Demonstração. Primeiramente, observamos que todas as ∗-superálgebras em L tem cres-

cimento quadrático e que pelos Lemas 3.1 e 3.2 e pela Observação 1.29, as ∗-superálgebras

listadas em (2) tem crescimento no máximo linear. Assim, é claro que (2) implica (1).

Agora, suponhamos que (1) ocorre. ComoN3,∗, N
gri
3 , C3,∗, C

gri
3 , Cgr

3 estão em vargri(M∗),

vargri(Mgri), vargri(D∗), vargri(Dgr), vargri(Dgri), respectivamente, temos que M∗, M
gri, D∗,

Dgr, Dgri /∈ vargri(A) e, pelo Teorema 1.35, cgrin (A) é limitada polinomialmente. Pelo Teo-

rema 1.37, temos

A ∼T ∗2 A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕ Am,

onde cada Ai é uma ∗-superálgebra de dimensão finita tal que dimF
Ai

J(Ai) ≤ 1, para

todo i = 1, . . . ,m. Isso significa que para cada i ou Ai é uma ∗-superálgebra nilpotente

ou Ai = F + J(Ai). Se Ai é nilpotente para todo i, então A ∼T ∗2 N , onde N é uma

∗-superálgebra nilpotente e não há mais o que fazer.

Suponhamos que exista algum i ∈ {1, . . . ,m} tal que Ai = F + J , com J = J(Ai).
Neste caso, conforme observamos após o Teorema 1.30, segue que Ai tem uma decom-

posição do tipo

Ai = F + J11 + J10 + J01 + J00.

Desde que M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , M7,∗, M

gri
7,1, M

gri
7,2, M8,∗, M

gri
8,1, M

gri
8,2, M

gri
8,3, M9,∗, M

gri
9,1,

Mgri
9,2, M

gri
9,3 /∈ vargri(A), também temos que essas ∗-superálgebras não estão em vargri(Ai).

Assim, pelos Corolários 3.7 e 3.10, em Ai temos

J10J00 = J00J01 = J01J10 = 0.

Com isso, obtemos que F + J01 + J10 + J11 é uma subálgebra ∗-graduada de Ai e que

podemos escrever

Ai = (F + J01 + J10 + J11)⊕ J00

como uma soma direta de álgebras, onde J00 é uma ∗-superálgebra nilpotente.

A partir de agora, nos concentraremos em analisar o que ocorre com a ∗-superálgebra

B = F + J01 + J10 + J11.
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Observe que se J10 = J11 = 0, então B ∼T ∗2 C, onde C é uma ∗-superálgebra comuta-

tiva com graduação trivial e involução trivial. Se J11 = 0 e J10 6= 0 então, pelo Corolário

3.24, temos que ou

B ∼T ∗2 A2,∗ ou B ∼T ∗2 A
gri
2 ou B ∼T ∗2 A2,∗ ⊕ Agri

2 .

Agora, suponhamos J11 6= 0. Desde que C3,∗, C
gr
3 , Cgri

3 , N3,∗, N
gri
3 , U3,∗, U

gri
3 , G2,1,ρ,

G2,1,τ , G2,1,ψ, G2,0,τ , G2,2,τ , G2,2,ρ /∈ vargri(B), pelo Lema 3.18, temos J2
11 = 0. Por isso, se

J10 = 0, pelo Lema 3.20, temos que

B ∼T ∗2 C ou B ∼T ∗2 C
gri
2 ou B ∼T ∗2 C

gr
2 ou B ∼T ∗2 C2,∗ ou B ∼T ∗2 C

gri
2 ⊕ C

gr
2

ou B ∼T ∗2 C
gri
2 ⊕ C2,∗ ou B ∼T ∗2 C

gr
2 ⊕ C2,∗ ou B ∼T ∗2 C

gri
2 ⊕ C2,∗ ⊕ Cgr

2 .

Consideremos então o caso J10 6= 0 e J11 6= 0. Desde que M10,∗, M
gri
10,1, M

gri
10,2, M

gri
10,3,

Mgri
11,1, M

gri
11,2 /∈ vargri(B), pelo Corolário 3.12, segue que

J01(J
(1)
11 )

+
= J01(J

(0)
11 )

−
= J01(J

(1)
11 )

−
= (J

(1)
11 )

+
J10 = (J

(0)
11 )

−
J10 = (J

(1)
11 )

−
J10 = 0.

Além disso, uma vez que U3,∗ /∈ vargri(B), pelo Lema 2.9 temos que M6,∗ /∈ vargri(B).

Por isso, segue do Corolário 3.6, que como M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , M6,∗, M

gri
6,1, M

gri
6,2 /∈

vargri(B), temos J10J01 = 0.

Portanto, estamos nas condições do Corolário 3.28 e conclúımos que B ∼T ∗2 B1 ⊕ B2,

onde B1 ∈ {C2,∗, C
gri
2 , Cgr

2 , C2,∗⊕Cgri
2 , C2,∗⊕Cgr

2 , C
gri
2 ⊕C

gr
2 , C2,∗⊕Cgri

2 ⊕C
gr
2 } e B2 ∈ {A2,∗,

Agri
2 , Agri

2 ⊕ A2,∗}.
Por fim, recordando que A ∼T ∗2 A1 ⊕ · · · ⊕ Am e observando que o mesmo racioćınio

acima pode ser feito com todas as ∗-superálgebras Ai, ao coletarmos as cópias, obtemos

que (2) ocorre e finalizamos a prova.

Finalmente, estamos prontos para apresentar o principal resultado dessa tese: a clas-

sificação das ∗-supervariedades minimais de crescimento quadrático.

Teorema 3.30. As ∗-superálgebras em L geram, a menos de T ∗2 -equivalência, as únicas

∗-supervariedades minimais de crescimento quadrático.

Demonstração. Seja A uma das ∗-superálgebras em L e considere U uma subvariedade

própria de vargri(A). Pela Proposição 2.10, segue que A′ /∈ U , para toda A′ ∈ L. Assim,

pelo Teorema 3.29, conclúımos que U tem sequência de codimensões ∗-graduadas linear-

mente limitada. Desde que A tem crescimento quadrático, conclúımos que A gera uma

∗-supervariedade minimal de crescimento quadrático.

Por fim, só precisamos garantir que as 36 ∗-superálgebras em L são as únicas minimais

de crescimento quadrático, a menos de T ∗2 -equivalência. Para tanto, suponhamos, por
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absurdo, que existe uma ∗-supervariedade minimal de crescimento quadrático V de modo

que V não é gerada por alguma das ∗-superálgebras em L. A minimalidade de V implica

que A /∈ V , para toda A ∈ L. Novamente, pelo Teorema 3.29, conclúımos que V tem

sequência de codimensões ∗-graduadas linearmente limitada, uma clara contradição. Com

isso, finalizamos a prova.

Enfatizamos que das 36 ∗-superálgebras que geram as únicas, a menos de T ∗2 -equivalên-

cia, ∗-supervariedades minimais de crescimento quadrático, apenas 10 já eram reconhe-

cidas como tal. Como já mencionado no Caṕıtulo 2, são elas: C3,∗, C
gri
3 , Cgr

3 , N3,∗, N
gri
3 ,

U3,∗, U
gri
3 , M8,∗, M

gri
8,1, G2,0,τ . Todas essas ∗-superálgebras, com exceção da G2,0,τ , geram

subvariedades minimais de crescimento quadrático dentro das ∗-supervariedades de cres-

cimento quase polinomial. Dessa forma, apresentamos uma lista de 26 ∗-superálgebras de

crescimento quadrático inéditas com tal propriedade.

Comentamos anteriormente que o estudo das ∗-superálgebras generaliza o estudo das

∗-álgebras, uma vez que toda álgebra munida de uma involução ∗ é uma ∗-superálgebra

com graduação trivial. Assim, recordemos que se A é uma ∗-superálgebra com graduação

trivial, temos que cgrin (A) = c∗n(A) e

Idgri(A) = 〈Id∗(A), y1,1, z1,1〉T ∗2 .

Este fato nos permitiu obter a classificação das ∗-variedades minimais de crescimento

quadrático. Isso porque o Teorema 2.8, além de garantir que todas as ∗-superálgebras

com graduação trivial no conjunto abaixo

L = {C3,∗, N3,∗, U3,∗, M4,∗, M5,∗, M7,∗, M8,∗, M9,∗, M10,∗, G2,0,τ}

têm crescimento quadrático da sequência de codimensões ∗-graduadas, garante que quando

consideramos estas mesmas álgebras no contexto de álgebras com involução, todas têm

crescimento quadrático da sequência de ∗-codimensões.

Portanto, conclúımos o seguinte:

Teorema 3.31. As ∗-álgebras C3,∗, N3,∗, U3,∗, M4,∗, M5,∗, M7,∗, M8,∗, M9,∗, M10,∗, G2,0,τ

geram, a menos de T ∗-equivalência, as únicas ∗-variedades minimais de crescimento

quadrático.



Considerações Finais

Nesta tese classificamos todas as ∗-supervariedades minimais de crescimento quadrático,

determinando, a menos de T ∗2 -equivalência, todas as ∗-superálgebras de dimensão finita

geradoras de tais ∗-supervariedades. Agora, é natural e importante nos questionarmos so-

bre a classificação geral de todas as ∗-supervariedades de crescimento quadrático e como

nossa classificação poderia contribuir para esta finalidade.

Como dissemos, em [28, 29], La Mattina classificou todas as álgebras que geram, a

menos de PI-equivalência, subvariedades das variedades de crescimento quase polinomial.

Em particular, todas as subvariedades minimais das variedades de crescimento quase

polinomial foram determinadas. O que se observa de tal classificação é que a partir

das álgebras que geram variedades minimais de crescimento polinomial nk foi posśıvel

determinar todas as álgebras que geram, a menos de PI-equivalência, subvariedades de

crescimento nk das variedades de crescimento quase polinomial. Isto porque, neste caso,

verifica-se que as álgebras que geram variedades de crescimento nk são equivalentes a

somas diretas finitas de álgebras minimais de crescimento no máximo nk e, por isso,

podemos dizer que as álgebras minimais são como “blocos construtores”. Destacamos que

esta constatação não é uma particularidade do caso ordinário, o mesmo pode ser observado

em classificações análogas fornecidas no contexto de superálgebras, de ∗-álgebras e de ∗-
superálgebras ([20], [30], [31]).

O que comentamos acima nos instiga a pensar se em classificações gerais de álgebras

que geram variedades de crescimento polinomial nk, as álgebras minimais de crescimento

no máximo nk também desempenham um papel de blocos construtores.

Essa questão proposta com tal generalidade é complexa e dif́ıcil de ser respondida,

mas podemos analisar o que ocorre para certos valores fixos de k.

O primeiro passo nesta direção foi dado pelo estudo das álgebras de crescimento lento

da sequência de codimensões. Em particular, em [8], Giambruno e La Mattina classifica-

ram, a menos de PI-equivalência, todas as álgebras que geram variedades de crescimento

linear. Nesta classificação observamos que todas as álgebras de crescimento linear são

obtidas através de somas diretas de álgebras minimais de crescimento linear. O mesmo se

observa nas classificações de variedades de crescimento linear no caso das superálgebras,
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∗-álgebras e das ∗-superálgebras, obtidas em [9], [32] e [20], respectivamente.

No que diz respeito a variedades de crescimento quadrático, temos informações no caso

de variedades geradas por álgebras unitárias. No caso ordinário, em [10], Giambruno, La

Mattina e Petrogradsky mostraram que existem, a menos de equivalência, uma variedade

de crescimento quadrático e uma variedade de crescimento cúbico, ambas geradas por

álgebras unitárias minimais.

No contexto de álgebras com estruturas adicionais, ressaltamos nossa classificação

das ϕ-variedades de crescimento quadrático geradas por ϕ-álgebras unitárias [1]. Neste

trabalho, verificamos que as ϕ-álgebras unitárias de crescimento quadrático são equiva-

lentes a somas diretas finitas de ϕ-álgebras unitárias minimais de crescimento no máximo

quadrático.

Tudo que foi comentado acima, principalmente os resultados que foram obtidos no

artigo mencionado no parágrafo anterior, embasam nossa seguinte conjectura a respeito

da classificação das ∗-supervariedades de crescimento quadrático.

Conjectura 3.32. Seja A uma ∗-superálgebra. Então cgrin (A) ≈ an2, para alguma cons-

tante a, se, e somente se, A é T ∗2 -equivalente a uma soma direta finita de ∗-superálgebras

minimais de crescimento no máximo quadrático.

Além disso, pretendemos aplicar as técnicas utilizadas nessa tese com o objetivo de

classificar variedades minimais de crescimento quadrático para outras classes de álgebras

como, por exemplo, superálgebras munidas de uma superinvolução.

Dizemos que A é uma superálgebra com superinvolução ∗ se está munida de uma

aplicação linear graduada ∗ : A → A tal que (a∗)∗ = a, para todo a ∈ A, e (ab)∗ =

(−1)(deg a)(deg b)b∗a∗, para quaisquer elementos homogêneos a, b ∈ A, onde deg c denota o

grau do elemento homogêneo c ∈ A(0) ∪ A(1).

Não é dif́ıcil verificar que as involuções graduadas coincidem com as superinvoluções

em uma superálgebra A se, e somente se, (A(1))
2

= 0. Em particular, se A(1) = 0, então

as superinvoluções são involuções em A.

Com isso, temos que das 36 ∗-superálgebras que apresentamos, 23 delas podem ser

mantidas numa posśıvel classificação de variedades de superálgebras com superinvolução

minimais de crescimento quadrático. São elas:

G2,0,τ , G2,2,τ , G2,2,ρ, C3,∗, N3,∗, N
gri
3 , U3,∗, U

gri
3 , M4,∗, M5,∗, M

gri
6,1, M7,∗, M

gri
7,1, M8,∗,

Mgri
8,1, M

gri
8,3, M9,∗, M

gri
9,1, M

gri
9,3, M10,∗, M

gri
10,1, M

gri
10,2, M

gri
11,1.

Consequentemente, os resultados que utilizam as ∗-superálgebras mencionadas acima,

apresentados nas Seções 3.1 e 3.2, podem ser úteis para o desenvolvimento do caso de

superinvolução.
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Como foi visto, para cumprir com o objetivo desta tese foi suficiente garantir o cres-

cimento quadrático de todas as ∗-superálgebras listadas no Caṕıtulo 2. Assim, não foi

necessário exibirmos o polinômio que descreve a sequência de codimensões ∗-graduadas

de algumas das ∗-superálgebras minimais de crescimento quadrático. A saber,

M4,∗, M
gri
4 , M5,∗, M

gri
5 , Mgri

6,1, M
gri
6,2, M7,∗, M

gri
7,1, M

gri
7,2, M

gri
8,2, M

gri
8,3, M9,∗, M

gri
9,1, M

gri
9,2,

Mgri
9,3, M10,∗, M

gri
10,1, M

gri
10,2, M

gri
10,3, M

gri
11,1, M

gri
11,2.

Acrescentamos que para as ∗-superálgebras listadas acima, com exceção de M4,∗, M5,∗,

M7,∗, M10,∗ e Mgri
6,1, foi posśıvel calcularmos seus respectivos T ∗2 -ideais e sequência de

codimensões ∗-graduadas. Acreditamos que essas informações podem ser contribuições

relevantes no contexto de álgebras munidas de estrutura adicional, tanto para o desen-

volvimento de uma classificação geral quanto pelas técnicas utilizadas. Apresentaremos a

seguir os resultados que obtivemos.

Proposição 3.33. Sobre M9,∗ temos que

(1) Idgri(M9,∗) = 〈y1,1, z1,1, z1,0z2,0z3,0, y1,0z2,0y3,0, z1,0y2,0z3,0, [y1,0, y2,0][y3,0, y4,0],

St3(y1,0, y2,0, y3,0)〉T ∗2 .

(2) cgrin (M9,∗) = 4n2 − 2n− 1, para n ≥ 3.

Demonstração. Primeiramente, observemos que

(M
(0)
9,∗ )

+
= F (e11 + e66) + F (e12 + e56) + F (e13 + e46),

(M
(0)
9,∗ )

−
= F (e12 − e56) + F (e13 − e46) + F (e23 − e45),

(M
(1)
9,∗ )

+
= (M

(1)
9,∗ )

−
= 0

e denotemos por I = 〈y1,1, z1,1, z1,0z2,0z3,0, y1,0z2,0y3,0, z1,0y2,0z3,0, [y1,0, y2,0][y3,0, y4,0],

St3(y1,0, y2,0, y3,0)〉T ∗2 .
Não é dif́ıcil verificar que I ⊆ Idgri(M9,∗). Por isso, nos concentraremos em mostrar a

inclusão inversa.

Começamos observando que como z1,0y2,0z3,0 ∈ I, pelo Lema 1.23 item (4), temos que

z1,0m1z3,0 ∈ I e, consequentemente, que os polinômios dos tipos z1,0m1z2,0z3,0, z1,0z2,0m1z3,0,

z1,0m1z2,0m2z3,0 pertencem a I, onde m1, m2 denotam monômios nas variavés y′i,0s. Por

isso, se f ∈ Idgri(M9,∗) é um (Z2, ∗)-polinômio multilinear de grau n, pela multihomoge-

neidade dos T ∗2 -ideais, podemos supor sem perda de generalidade que, módulo I, ou

f ∈ Pn,0,0,0 ou f ∈ Pn−1,0,1,0 ou f ∈ Pn−2,0,2,0.

Observe que para os demais casos, já temos Pn1,n2,n3,n4 ⊆ I.
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Se f ∈ Pn,0,0,0 ∩ Idgri(M9,∗), com n 6= 2, desde que [y1,0, y2,0][y3,0, y4,0], y1,0[y2,0, y3,0]y4,0,

St3(y1,0, y2,0, y3,0) ∈ I, pelo Lema 3.25, temos que f pode ser escrito, módulo I, da seguinte

forma

f = γy1,0 · · · yn,0 +
n∑
j=2

αj[yj,0, y1,0]y2,0 · · · ŷj,0 · · · yn,0 +
n∑
k=2

βky2,0 · · · ŷk,0 · · · yn,0[yk,0, y1,0].

Assim, fazendo primeiro a avaliação y1,0 = . . . = yn,0 = e11 + e66, obtemos γ = 0.

Depois, para j ∈ {2, . . . , n} fixo, ao fazermos yj,0 = e12 + e56 e yl,0 = e11 + e66, para todo

l 6= j, chegamos em 0 = αje56 − βje12, o que implica em αj = βj = 0. O mesmo pode ser

feito para todo 2 ≤ j ≤ n.

Agora, se f ∈ P2,0,0,0 ∩ Idgri(M9,∗), pela Observação 3.26, podemos escrevê-lo, módulo

I, da forma

f = αy1,0y2,0 + β[y2,0, y1,0].

Neste caso, fazendo primeiro y1,0 = y2,0 = e11 + e66 e, depois, y2,0 = e12 + e56 e

y1,0 = e11 + e66, obtemos que α = 0 e β = 0, respectivamente.

Os argumentos acima provam que Pn,0,0,0 ∩ Idgri(M9,∗) = Pn,0,0,0 ∩ I e que, para n 6= 2,

os polinômios em (3.2.6) formam uma base para Pn,0,0,0(M9,∗). Por isso, cn,0,0,0(M9,∗) =

1 + (n− 1) + (n− 1) = 2n− 1, para n 6= 2. Note que c2,0,0,0(M9,∗) = 2.

Agora, suponhamos que f ∈ Pn−1,0,1,0∩ Idgri(M9,∗). Neste caso, desde que y1,0z2,0y3,0 ∈
I, segue que podemos escrever f , módulo I, da forma

f =
n−1∑
j=1

αjzn,0yj,0y1,0 · · · ŷj,0 · · · yn−1,0 +
n−1∑
k=1

βky1,0 · · · ŷk,0 · · · yn−1,0yk,0zn,0.

Para ordenar as variáveis simétricas pares nos termos acima, utilizamos que z1,0mz2,0 ∈
I, onde m é um monômio em variáveis simétricas pares contendo pelo menos uma variável.

Note que para j ∈ {1, . . . , n− 1} fixo, a avaliação yj,0 = e12 + e56, yl,0 = e11 + e66, para

todo l 6= j, e zn,0 = e23 − e45, nos dá 0 = −αje46 + βje13 e, portanto, αj = βj = 0. O

mesmo pode ser feito para todo 1 ≤ j ≤ n− 1.

Com isso, obtemos que Pn−1,0,1,0 ∩ Idgri(M9,∗) = Pn−1,0,1,0 ∩ I e que, para n 6= 1, os

elementos zn,0yj,0y1,0 · · · ŷj,0 · · · yn−1,0 e y1,0 · · · ŷk,0 · · · yn−1,0yk,0zn,0, com 1 ≤ j, k ≤ n − 1,

formam uma base para Pn−1,0,1,0(M9,∗). Por isso, cn−1,0,1,0(M9,∗) = 2n − 2, para n 6= 1.

Note que c0,0,1,0(M9,∗) = 1.

Por fim, suponhamos que f ∈ Pn−2,0,2,0 ∩ Idgri(M9,∗). Para este caso, convém obser-

varmos que y1,0z2,0z3,0y4,0 ∈ I, desde que y1,0z2,0z3,0y4,0 = z2,0y1,0z3,0y4,0− [z2,0, y1,0]z3,0y4,0.

Por isso, segue que podemos escrever f , módulo I, da forma

f =αzn,0zn−1,0y1,0 · · · yn−2,0 + βzn−1,0zn,0y1,0 · · · yn−2,0 + γy1,0 · · · yn−2,0zn−1,0zn,0+

δy1,0 · · · yn−2,0zn,0zn−1,0. (3.3.1)
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Para ordenar as variáveis simétricas pares nos termos acima, usamos principalmente

o fato de que, módulo I, z1,0z2,0y3,0y4,0 = z1,0z2,0y4,0y3,0 e y1,0y2,0z3,0z4,0 = y2,0y1,0z3,0z4,0.

Fazendo primeiro y1,0 = . . . = yn−2,0 = e11 + e66, zn−1,0 = e12 − e56 e zn,0 = e23 − e45
e, depois, y1,0 = . . . = yn−2,0 = e11 + e66, zn−1,0 = e23 − e45 e zn,0 = e12 − e56, obtemos

0 = αe46 + γe13 e 0 = βe46 + δe13, respectivamente. Por isso, α = β = δ = γ = 0.

Com isso, temos Pn−2,0,2,0 ∩ Idgri(M9,∗) = Pn−2,0,2,0 ∩ I. Além disso, para n 6= 2,

segue que os elementos em (3.3.1) formam uma base para Pn−2,0,2,0(M9,∗) e, por isso,

cn−2,0,2,0(M9,∗) = 4. Note que c0,0,2,0(M9,∗) = 2.

Os argumentos usados acima garantem que I = Idgri(M9,∗) e que, para n ≥ 3,

cgrin (M9,∗) =

(
n

n, 0, 0, 0

)
cn,0,0,0(M9,∗) +

(
n

n− 1, 0, 1, 0

)
cn−1,0,1,0(M9,∗) +

(
n

n− 2, 0, 2, 0

)
cn−2,0,2,0(M9,∗)

= 4n2 − 2n− 1,

finalizando a prova.

Proposição 3.34. Sobre Mgri
9,1 temos que

(1) Idgri(Mgri
9,1) = 〈[y1,0, y2,0], z1,0z2,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1, y1,1z2,1, y1,0z2,0, y1,0y2,1y3,0,

y1,0z2,1y3,0, z1,0z2,1z3,0, z1,0y2,1z3,0〉T ∗2 .

(2) cgrin (Mgri
9,1) = 4n2 + 1, para n ≥ 2.

Demonstração. Começamos observando que, em Mgri
9,1,

(Mgri
9,1

(0)
)
+

= F (e11 + e66), (Mgri
9,1

(1)
)
+

= F (e12 + e56) + F (e13 + e46)

(Mgri
9,1

(0)
)
−

= F (e23 − e45), (Mgri
9,1

(1)
)
−

= F (e12 − e56) + F (e13 − e46).

Denotemos por I = 〈[y1,0, y2,0], z1,0z2,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1, y1,1z2,1, y1,0z2,0, y1,0y2,1y3,0,
y1,0z2,1y3,0, z1,0z2,1z3,0, z1,0y2,1z3,0〉T ∗2 .

É imediato verificar que I ⊆ Idgri(Mgri
9,1). Mostraremos a inclusão inversa.

Primeiramente, pelo Lema 1.23, observamos que z1,0mz2,0, y1,0mz2,0, y1,1my2,1, z1,1mz2,1,

y1,1mz2,1 pertencem a I, onde onde m é um monômio em variavés simétricas pares (even-

tualmente vazio). Consequentemente, todos os polinômios dos tipos x1x2x3, x1m1x2x3,

x1x2m1x3, x1m1x2m2x3 estão em I, com xi ∈ X \ Y0, i = 1, 2, 3, onde m1 e m2 denotam

monômios em variáveis simétricas pares contendo pelo menos uma variável.

Assim, usando que todos esses polinômios estão em I, seja f ∈ Idgri(Mgri
9,1) um (Z2, ∗)-

polinômio multilinear de grau n. Pela multihomogeneidade dos T ∗2 -ideais, podemos supor,

sem perda de generalidade que, módulo I, ou

f ∈ Pn,0,0,0 ou f ∈ Pn−1,1,0,0 ou f ∈ Pn−1,0,0,1 ou f ∈ Pn−2,1,1,0 ou f ∈ Pn−2,0,1,1.
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Se f ∈ Pn,0,0,0 ∩ Idgri(Mgri
9,1), podemos escrevê-lo, módulo I, da forma

f = αy1,0 · · · yn,0, (3.3.2)

desde que [y1,0, y2,0] ∈ I. Assim, fazendo a avaliação y1,0 = . . . = yn,0 = e11 + e66, obtemos

α = 0. Isso implica que Pn,0,0,0 ∩ Idgri(Mgri
9,1) = Pn,0,0,0 ∩ I e que o monômio em (3.3.2) é

uma base para Pn,0,0,0(M
gri
9,1). Por isso, cn,0,0,0(M

gri
9,1) = 1.

Suponhamos que f ∈ Pn−1,1,0,0 ∩ Idgri(Mgri
9,1). Uma vez que [y1,0, y2,0], y1,0y2,1y3,0 ∈ I é

fácil ver que podemos escrever f , módulo I, da forma

f = αyn,1y1,0 · · · yn−1,0 + βy1,0 · · · yn−1,0yn,1. (3.3.3)

Fazendo a avaliação y1,0 = . . . = yn−1,0 = e11 + e66 e yn,1 = e12 + e56, obtemos 0 =

αe56+βe12, donde conclúımos que α = β = 0. Isso nos garante que Pn−1,1,0,0∩Idgri(Mgri
9,1) =

Pn−1,1,0,0 ∩ I e que os elementos em (3.3.3) formam uma base para Pn−1,1,0,0(M
gri
9,1). Logo,

cn−1,1,0,0(M
gri
9,1) = 2.

Prosseguindo, se f ∈ Pn−1,0,0,1 ∩ Idgri(Mgri
9,1), desde que [y1,0, y2,0], y1,0z2,1y3,0 ∈ I, é

imediato que podemos escrevê-lo, módulo I, da seguinte forma

f = αzn,1y1,0 · · · yn−1,0 + βy1,0 · · · yn−1,0zn,1. (3.3.4)

Fazendo a avaliação y1,0 = . . . = yn−1,0 = e11 +e66 e zn,1 = e13−e46, obtemos 0 = −αe46 +

βe13, donde conclúımos que α = β = 0. Com isso, obtemos que Pn−1,0,0,1 ∩ Idgri(Mgri
9,1) =

Pn−1,0,0,1 ∩ I e que os elementos em (3.3.4) formam uma base para Pn−1,0,0,1(M
gri
9,1). Por-

tanto, cn−1,0,0,1(M
gri
9,1) = 2.

Agora, se f ∈ Pn−2,1,1,0 ∩ Idgri(Mgri
9,1), então podemos escrevê-lo, módulo I, como

f = αzn,0yn−1,1y1,0 · · · yn−2,0 + βy1,0 · · · yn−2,0yn−1,1zn,0. (3.3.5)

Chegamos na configuração acima ao usarmos que y1,0z2,0, z1,0m1y2,1 [y1,0, y2,0] ∈ I. Neste

caso, fazendo a avaliação y1,0 = . . . = yn−2,0 = e11+e66, yn−1,1 = e12+e56 e zn,0 = e23−e45,
obtemos 0 = −αe46 + βe13, donde conclúımos que α = β = 0. Com isso, garantimos que

Pn−2,1,1,0 ∩ Idgri(Mgri
9,1) = Pn−2,1,1,0 ∩ I e que os elementos em (3.3.5) formam uma base

para Pn−2,1,1,0(M
gri
9,1). Por isso, cn−2,1,1,0(M

gri
9,1) = 2.

Finalmente, se f ∈ Pn−2,0,1,1∩Idgri(Mgri
9,1), então desde que y1,0z2,0, z1,0m1z2,1 [y1,0, y2,0] ∈

I podemos escrevê-lo, módulo I, como

f = αzn,0zn−1,1y1,0 · · · yn−2,0 + βy1,0 · · · yn−2,0zn−1,1zn,0. (3.3.6)

Assim, fazendo a avaliação y1,0 = . . . = yn−2,0 = e11 + e66, zn,0 = e23 − e45 e zn−1,1 =

e12 − e56, obtemos 0 = αe46 + βe13, donde conclúımos que α = β = 0. Com isso, temos
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que Pn−2,0,1,1∩ Idgri(Mgri
9,1) = Pn−2,0,1,1∩ I e que os elementos em (3.3.6) formam uma base

para Pn−2,0,1,1(M
gri
9,1). Logo, cn−2,0,1,1(M

gri
9,1) = 2

Na prática, o que fizemos acima implica que I = Idgri(Mgri
9,1). Portanto, usando a

relação (1.3.3), conclúımos que, para n ≥ 2, cgrin (Mgri
9,1) = 4n2 + 1.

As demonstrações das próximas proposições serão omitidas, pois elas podem ser dedu-

zidas utilizando estratégias análogas às que foram empregadas nas provas dos resultados

anteriores.

Proposição 3.35. Sobre Mgri
8,2 e Mgri

9,2, temos que

(1) Idgri(Mgri
8,2) = 〈z1,0z2,0, z1,1z2,1, z1,0z2,1, z1,0y2,1, y1,1y2,1y3,1, y1,1z2,1y3,1, y1,1y2,1z3,1,

y1,0z2,0y3,0, y1,0z2,1y3,0, y1,0y2,1y3,0, y1,1y2,0y3,1, y1,0y2,1z3,1, St3(y1,0, y2,0, y3,0)〉T ∗2 .

(2) Idgri(Mgri
9,2) = 〈z1,0z2,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1z3,1, z1,0y2,1, z1,0z2,1, y1,1z2,1z3,1, z1,1y2,1z3,1,

y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,0y3,0, y1,0z2,1y3,0, z1,1y2,0z3,1, y1,1z2,1y3,0, St3(y1,0, y2,0, y3,0)〉T ∗2 .

(3) cgrin (Mgri
8,2) = cgrin (Mgri

9,2) = 4n2 + 4n− 1, para n ≥ 3.

Proposição 3.36. Sobre Mgri
8,3, Mgri

9,3 e Mgri
7,1 , temos que

(1) Idgri(Mgri
8,3) = 〈z1,0z2,0, z1,1z2,1, z1,0z2,1, y1,1y2,1, y1,1z2,1, y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,0y3,0,

y1,0z2,1y3,0, y1,0y2,1z3,0, z1,0y2,0z3,1, z1,0y2,1z3,0, St3(y1,0, y2,0, y3,0)〉T ∗2 .

(2) Idgri(Mgri
9,3) = 〈z1,0z2,0, y1,1y2,1, z1,1z2,1, z1,0y2,1, y1,1z2,1, z1,0y2,0y3,1, z1,0z2,1z3,0,

z1,0y2,0z3,1, y1,0z2,0y3,0, y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0, St3(y1,0, y2,0, y3,0)〉T ∗2 .

(3) Idgri(Mgri
7,1) = 〈z1,0z2,0, z1,1z2,1, y1,1y2,1, y1,1z2,1, y1,0z2,0y3,0, y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0

z1,0y2,1y3,0, z1,0y2,1z3,0, z1,0z2,1z3,0, [z1,0, y2,1], z1,0z2,1 + z2,1z1,0, z1,1z2,0y3,0,

St3(y1,0, y2,0, y3,0), z1,0y2,0y3,1 − y3,1y2,0z1,0, z1,0y2,0z3,1 + z3,1y2,0z1,0〉T ∗2 .

(4) cgrin (Mgri
8,3) = cgrin (Mgri

9,3) = cgrin (Mgri
7,1) = 4n2 + 2n− 1, para n ≥ 3.

Proposição 3.37. Sobre Mgri
4 , Mgri

5 e Mgri
7,2, temos que

(1) Idgri(Mgri
4 ) = 〈z1,0, y1,1y2,1y3,1, z1,1z2,1z3,1, y1,1z2,1y3,1, z1,1y2,1y3,1, z1,1y2,1z3,1,

y1,1z2,1z3,1, y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0, y1,1y2,0y3,1, z1,1y2,0z3,1, y1,1y2,0z3,1〉T ∗2 .

(2) Idgri(Mgri
5 ) = 〈z1,0, y1,1y2,1y3,1, z1,1z2,1z3,1, y1,1y2,1y3,0, z1,1z2,1y3,0, y1,1z2,1y3,0,

y1,1y2,1z3,1, z1,1z2,1y3,1, y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0, y1,1y2,0y3,1−y3,1y2,0y1,1, z1,1y2,0z3,1−
z3,1y2,0z1,1, y1,1y2,0z3,1 + z3,1y2,0y1,1〉T ∗2 .

(3) Idgri(Mgri
7,2) = 〈z1,0y2,0, z1,0z2,0, z1,0y2,1, z1,0z2,1, [y1,0, y2,0], y1,1y2,1y3,1, z1,1z2,1z3,1,

y1,0y2,1y3,0, y1,0z2,1y3,0, [y1,1, z2,1], y1,1z2,1y3,0, y1,1y2,1z3,1, z1,1z2,1y3,1, y1,1y2,1y3,0,

z1,1z2,1y3,0, z1,1z2,1 + z2,1z1,1, y1,1y2,1 + y2,1y1,1, y1,1y2,0y3,1 + y3,1y2,0y1,1, z1,1y2,0z3,1 +

z3,1y2,0z1,1, y1,1y2,0z3,1 − z3,1y2,0y1,1〉T ∗2 .
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(4) cgrin (Mgri
4 ) = cgrin (Mgri

5 ) = cgrin (Mgri
7,2) = 2n2 + 2n+ 1, para n ≥ 2.

Proposição 3.38. Sobre Mgri
10,1 e Mgri

11,1, temos que

(1) Idgri(Mgri
10,1) = 〈z1,0z2,0, z1,1z2,1, y1,1y2,1, z1,0y2,1, y1,1z2,1, St3(y1,0, y2,0, y3,0),

y1,0z2,0y3,0, y1,0y2,1y3,0, z1,0z2,1z3,0, z1,1z2,0y3,0, z1,0y2,0y3,1, St3(y1,0, y2,0, z3,1)〉T ∗2 .

(2) Idgri(Mgri
11,1) = 〈z1,0z2,0, z1,1z2,1, y1,1y2,1, z1,0z2,1, y1,1z2,1, St3(y1,0, y2,0, y3,0),

y1,0z2,0y3,0, y1,0z2,1y3,0, z1,0y2,1z3,0, y1,1z2,0y3,0, z1,0y2,0z3,1, St3(y1,0, y2,0, y3,1)〉T ∗2 .

(3) cgrin (Mgri
10,1) = cgrin (Mgri

11,1) = 4n2 + 3n− 1, para n ≥ 3.

Proposição 3.39. Sobre Mgri
10,3 e Mgri

11,2, temos que

(1) Idgri(Mgri
10,3) = 〈z1,0z2,0, z1,0y2,1, z1,0z2,1, y1,1y2,1, z1,1z2,1z3,1, St3(y1,0, y2,0, y3,0),

y1,0z2,0y3,0, y1,0y2,1y3,0, z1,1y2,1z3,1, z1,1y2,1y3,0, z1,1z2,1y3,1, y1,0z2,1z3,1y4,0〉T ∗2 .

(2) Idgri(Mgri
11,2) = 〈z1,0z2,0, z1,0y2,1, z1,0z2,1, z1,1z2,1, y1,1y2,1y3,1, St3(y1,0, y2,0, y3,0),

y1,0z2,0y3,0, y1,0z2,1y3,0, y1,1z2,1y3,1, y1,1z2,1y3,0, y1,1y2,1z3,1, y1,0y2,1y3,1y4,0〉T ∗2 .

(3) cgrin (Mgri
10,3) = cgrin (Mgri

11,2) = 4n2 + 5n− 1, para n ≥ 3.

Proposição 3.40. Sobre Mgri
6,1, Mgri

6,2 e Mgri
10,2, temos que

(1) Idgri(Mgri
6,1) ⊇ 〈z1,0z2,0, z1,1z2,1, y1,1y2,1, y1,1z2,1, y1,0z2,0y3,0, z1,0y2,0y3,1, z1,0y2,0z3,1

St3(y1,0, y2,0, y3,0), [z1,0, y2,1], [z1,0y2,1, y3,0], [z1,0z2,1, y3,0], z1,0z2,1 + z2,1z1,0,

St3(y1,0, y2,0, z3,1), [y1,0y2,1y3,0, y4,0], [y1,0z2,1y3,0, y4,0], y3,1y2,0y1,0 − y3,1y1,0y2,0+
y2,0y3,1y1,0〉T ∗2 .

(2) Idgri(Mgri
6,2) = 〈z1,0z2,0, z1,0y2,1, z1,0z2,1, y1,1y2,1y3,1, z1,1z2,1z3,1, y1,0y2,1y3,0, [y1,0, y2,0],

y1,0z2,1y3,0, [y1,0, z2,0], y1,1y2,1z3,1, y1,1z2,1y3,1, z1,1z2,1y3,1, z1,1y2,1z3,1, y1,1y2,0y3,1,

z1,1y2,0z3,1, [y1,1, z2,1], y1,1y2,0z3,1, [y1,1z2,1, y3,0], [y1,1y2,1, y3,0], [z1,1z2,1, y3,0], y1,1y2,1+

y2,1y1,1, z1,1z2,1 + z2,1z1,1〉T ∗2 .

(3) Idgri(Mgri
10,2) = 〈z1,0z2,0, z1,1z2,1, y1,1y2,1, y1,1z2,1, [y1,0, y2,0], [y1,0, z2,0], y1,0y2,1y3,0,

y1,0z2,1y3,0, z1,0y2,1y3,0, z1,0z2,1y3,0, z1,0y2,1z3,0, z1,0z2,1z3,0〉T ∗2 .

(4) cgrin (Mgri
6,2) = 2n2 + 3n+ 1, para n ≥ 2, e cgrin (Mgri

10,2) = 4n2 + n+ 1, para n ≥ 2.
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