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Abstract

Let V be a variety of superalgebras with graded involution and let {c8(V)},>1 be its
sequence of *-graded codimensions. We say that V has polynomial growth n* if asymp-
totically c&(V) ~ an®, for some a # 0. Furthermore, V is minimal of polynomial growth
n® if 8"(V) grows as n* and any proper subvariety of V has polynomial growth n!, with
t < k. In this thesis we present the classification of minimal varieties of superalgebras
with graded involution with quadratic growth, by giving a complete list of 36 finite di-
mensional superalgebras with graded involution which generate, up to equivalence, the
only minimal varieties of quadratic growth. The 36 superalgebras with graded involution
presented here form the smallest list of algebras that should be excluded from a variety V
in order to conclude that V has at most linear growth. We emphasize that among these

algebras, 16 are presented in an unprecedented way in this work.

Keywords: polynomial identity, codimension growth, superalgebra, algebra with involu-

tion, minimal variety.
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Resumo

. . , . . ~ . ri
Seja V uma variedade de superdlgebras munidas de involugao graduada e seja {c8™ (V) }n>1
sua sequéncia de codimensoes x-graduadas. Dizemos que V tem crescimento polinomial

k k

n* se assintoticamente c&(V) ~ an®, para uma constante a # 0. Além disso, V é

ke qual-

uma variedade minimal de crescimento polinomial n* se &(V) cresce como n
quer subvariedade prépria de V tem crescimento polinomial nf, com ¢t < k. Nesta tese
classificamos todas as variedades de superalgebas com involucao graduada minimais de
crescimento quadratico, exibindo, a menos de equivaléncia, uma lista completa de 36
algebras de dimensao finita geradoras de tais variedades minimais. Dessas 36 &lgebras,
16 sao apresentadas de forma inédita neste trabalho. Acrescentamos que essas 36 su-
peralgebras munidas de involucao graduada constituem a menor lista de algebras que
devem ser excluidas de uma variedade V a fim de garantir que V tem crescimento no

maximo linear.

Palavras chave: identidade polinomial, crescimento das codimensoes, superalgebra,

algebra com involucao, variedade minimal.
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Introducao

Consideremos F' um corpo de caracteristica zero e F'(X) a algebra livre associativa
gerada por um conjunto enumeravel X de varidveis nao comutativas. Dizemos que um
polinémio em F(X) é uma identidade polinomial de uma dlgebra associativa A sobre F,
se 0 mesmo se anula quando avaliado em quaisquer elementos de A. Se A satisfaz uma
identidade nao nula, entao dizemos que A é uma Pl-algebra.

Podemos dizer que o interesse pela Pl-teoria enquanto area de pesquisa teve seu marco
inicial em 1948 com o artigo de Kaplansky [23] que trata da estrutura de PI-dlgebras
primitivas. Desde entao, varios problemas relevantes vem sendo propostos e muitos resul-
tados interessantes tém sido publicados, o que faz da teoria das algebras com identidades
polinomiais um ramo ativo e promissor da pesquisa matematica.

Um dos principais eixos de estudo da Pl-teoria consiste na descricao das identidades
polinomiais satisfeitas por uma determinada algebra e no estudo da classe das algebras
que satisfazem essas identidades.

Assim, um objeto importante na teoria é o conjunto Id(A) de todas as identidades
satisfeitas por uma algebra A. Cabe destacar que Id(A4) é um T-ideal de F(X), isto é,
um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F/(X).

Em 1950, Specht conjecturou que, sobre um corpo de caracteristica zero, o T-ideal de
uma algebra associativa é finitamente gerado como um 7T-ideal. Embora provada para
casos particulares nos anos seguintes, esta conjectura s6 teve uma prova completa em
1987, dada por Kemer [24]. Assim, a fim de descrevermos todas as identidades polinomiais
satisfeitas por uma algebra A é suficiente encontrarmos um conjunto gerador de Id(A)
como um T-ideal. Além disso, a possibilidade de dlgebras distintas possuirem o mesmo
T-ideal favorece o estudo da classe das algebras que satisfazem as identidades de uma
dada dlgebra A, chamada de variedade gerada por A e denotada por var(A).

Contudo, é importante destacar que a descricao do T-ideal de uma &algebra ainda é,
em geral, um problema arduo, ja que o trabalho de Kemer nao fornece um método para
encontrar tal base finita. Para exemplificar essa dificuldade, podemos citar a algebra de
matrizes My (F) para a qual o T-ideal foi descrito somente para k = 1,2 até o presente

momento.



Na tentativa de minimizar a dificuldade mencionada acima, alguns invariantes numéri-
cos foram introduzidos a fim de se conhecer informagoes quantitativas sobre o T-ideal de
uma algebra. Um invariante numérico muito 1til é a chamada sequéncia de codimensoes
de uma &algebra A, {¢,(A)},>1. Para uma variedade de édlgebras V = var(A), definimos
cn(V) = ¢, (A). Tal sequéncia foi introduzida por Regev em 1972 [37] e mede, de uma certa
maneira, a taxa de crescimento das identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra.

E bem compreendido (ver [27,26]) que se A é uma Pl-dlgebra, entdo a sequéncia
de codimensoes cresce exponencialmente ou ¢ limitada polinomialmente, isto é, existem
constantes a, k > 0 tais que ¢,(A4) < an® para todo n > 1.

A sequéncia de codimensoes, além de ser uma importante ferramenta, se tornou um
dos principais objetos de investigacao na Pl-teoria, tanto que, nos ultimos anos, varios
autores tém estudado essa sequéncia com o intuito de caracterizar e classificar variedades
de lgebras V através do comportamento assintético de {¢,(V)},>1. Em particular, neste
trabalho, estamos interessados em variedades com crescimento polinomial da sequéncia
de codimensoes.

O estudo das variedades de crescimento polinomial foi iniciado por Kemer em [27].
Mais especificamente, ele mostrou que var(A) tem crescimento polinomial se, e somente
se, G e UTy(F) ¢ var(A), onde G é a dlgebra de Grassmann de dimensao infinita e
UTy(F) ¢é a algebra das matrizes triangulares superiores 2 X 2 com entradas em F. Como
consequéncia dessa caracterizacao, segue que var(G) e var(UTy(F)) sao as unicas varie-
dades de crescimento quase polinomial, isto é, as sequéncias de codimensoes de G e de
UT,(F) crescem exponencialmente, mas qualquer subvariedade prépria de var(G) e de
var(UTy(F')) tem crescimento polinomial.

Em [28,29], La Mattina classificou todas as subvariedades das variedades var(G) e
var(UTy(F')) e dentre elas se destacam as minimais. Dizemos que V é uma variedade
minimal de crescimento polinomial n* se assintoticamente c¢,(V) ~ an®, para alguma
constante a # 0 e para qualquer subvariedade prépria U de V, ¢,(U) = bn', com t < k.
A relevancia das variedades minimais de crescimento polinomial esta no fato de que essas
variedades sao os “blocos construtores”que permitiram a autora dar uma classificacao
completa das subvariedades das variedades de crescimento quase polinomial.

Inspirados por tais classificacoes, Giambruno, La Mattina e Zaicev classificaram as
variedades minimais de crescimento polinomial n* geradas por dlgebras unitdrias [11].
Também temos que em [22], Jorge e Vieira classificaram todas as variedades minimais de
crescimento quadratico de modo geral.

Neste ponto, uma pergunta natural diz respeito a classificagoes gerais de variedades,
nao necessariamente minimais, de crescimento polinomial n*, com k fixo. Em [10], Gi-

ambruno, La Mattina e Petrogradsky classificaram todas as variedades de crescimento no
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maximo cubico geradas por dlgebras unitdrias. Ja em [36], Oliveira e Vieira classificaram
as variedades de crescimento polinomial n* geradas por dlgebras unitérias. Acrescentamos
que em [8], Giambruno e La Mattina determinaram, a menos de Pl-equivaléncia, todas
as algebras que geram variedades de crescimento no maximo linear.

Os conceitos de codimensoes, crescimento polinomial e variedades minimais tém sido
estendidos para classes de dlgebras munidas com estruturas adicionais, tais como su-
perédlgebras e algebras com involucao. Portanto, o estudo das variedades de crescimento
polinomial também tem sido amplamente desenvolvido nesses casos e classificagoes de
variedades de crescimento quase polinomial e de subvariedades minimais das variedades
de crescimento quase polinomial também foram fornecidos no contexto de superalgebras
([14], [30]) e de &lgebras com involucao ([12], [31]).

Para estabelecer uma nomenclatura comum para as estruturas citadas acima, usaremos
o termo -dlgebras. Qualquer algebra A munida de um automorfismo ou um antiautomor-
fismo ¢ de ordem no maximo 2, ou seja, qualquer superalgebra ou qualquer algebra com
involugao, serd chamada de ¢-algebra e, neste caso, dizemos que A gera uma ¢-variedade
e escrevemos var®(A).

Em [17], Gouveia, dos Santos e Vieira provaram que existe apenas um numero finito
de p-variedades minimais de crescimento quadratico geradas por algebras unitérias e
também apresentaram uma lista de dlgebras de dimensao finita gerando cada uma dessas
p-variedades minimais. Para £ > 3 mostraram que o numero de @p-variedades minimais
de crescimento polinomial n* é infinito e classificaram todas essas (-variedades minimais
fornecendo um método para a construgao dos seus p-ideais.

Analogamente ao caso ordindrio, classificagoes gerais de p-variedades de crescimento
no maximo linear foram apresentadas em [9] e [32].

Destacamos ainda nossa classificacao das ¢-variedades de crescimento quadratico ge-
radas por p-algebras unitarias apresentada em [1]. Mais especificamente, em um trabalho
em conjunto com Bessades, dos Santos e Vieira, exibimos uma lista de superdlgebras
unitarias de crescimento quadratico e uma lista de algebras com involucao unitarias de
crescimento quadratico que geram, a menos de equivaléncia, todas as @-variedades de
crescimento quadratico. Neste artigo também explicitamos todas as funcoes quadraticas
que descrevem a sequéncia de p-codimensoes de uma p-algebra unitaria.

Nesta tese trabalhamos com superdlgebras associativas sobre um corpo de carac-
teristica zero munidas de uma involucao graduada. Uma involucao graduada * em uma
superdlgebra A = A® + AM ¢ uma involucdo que preserva as componentes homogéneas
de A, ou seja, (A®)" = A® ¢ (AM)* = AW, Uma superédlgebra munida de uma involugao
graduada * é chamada de x-superalgebra. As nocoes de ideais, sequéncias de codimensoes,

crescimento polinomial e variedades minimais também sao estendidas naturalmente para



XV

esta estrutura.

Em [6], Giambruno, dos Santos e Vieira apresentaram no contexto de #-superalgebras
uma caracterizagao de variedades de crescimento polinomial andloga a fornecida por Ke-
mer no caso ordinario. Mais precisamente, os autores caracterizaram variedades de cres-
cimento polinomial via exclusao de 5 x-superalgebras da variedade e, consequentemente,
mostraram que existem 5 variedades de *-superalgebras de crescimento quase polinomial.
Destacamos que, neste contexto, todas as subvariedades minimais das variedades de cres-
cimento quase polinomial também foram determinadas [20, 30, 31].

Acrescentamos ainda que em [20], Toppolo e La Mattina classificaram, a menos de
equivaléncia, todas as *-superalgebras de crescimento no maximo linear e, em particular,
determinaram a existéncia de apenas 5 variedades minimais de crescimento linear.

Motivados pelos problemas de classificacoes de variedades minimais tratados no caso
ordindrio e nos casos das superalgebras e dlgebras com involucao e, em particular, estimu-
lados pelos resultados obtidos em [1], o objetivo desta tese é fornecer uma classificagao de
variedades de superalgebras com involucao graduada minimais de crescimento quadratico.

Mais especificamente, desenvolveremos resultados que nos permitirao apresentar uma
lista completa de 36 x-superdlgebras que geram, a menos de equivaléncia, as tnicas va-
riedades minimais de crescimento quadratico, dentre as quais 26 se apresentam inéditas
com tal propriedade. Para cumprir com esse propésito este trabalho foi dividido em trés
capitulos dispostos do seguinte modo.

No Capitulo 1, apresentaremos os conceitos e resultados basicos necessarios no de-
senvolvimento deste trabalho. Recordaremos brevemente algumas definigoes e resultados
sobre Pl-algebras, superalgebras e algebras com involuc¢ao. Também apresentaremos nosso
principal objeto de estudo, as x-superalgebras, e comentaremos sobre resultados relacio-
nados a essa estrutura que serao frequentemente requisitados ao longo do texto.

No Capitulo 2, apresentaremos uma lista de 37 x-superdlgebras, destacando algumas
de suas caracteristicas e desenvolvendo resultados que nos garantem que todas tém cres-
cimento quadratico.

No Capitulo 3, estarao os principais resultados desta tese. Nele trabalhamos em
resultados que nos permitem concluir que 36 das *-superalgebras apresentadas no Capitulo
2 formam uma lista completa de dlgebras que devem ser excluidas de uma variedade
V a fim de garantir que V tem crescimento no maximo linear. Como consequéncia,
classificamos todas as variedades de superalgebras com involucao graduada minimais de
crescimento quadratico e todas as variedades de algebras com involu¢ao minimais de
crescimento quadratico.

Os resultados desta tese foram obtidos em colaboracao com Ioppolo, dos Santos e

Vieira e publicados em [19].



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos preliminares que serao necessarios
para tratarmos os resultados dessa tese.

Primeiramente, abordaremos algumas defini¢oes e resultados béasicos da teoria de
identidades polinomiais de algebras associativas sobre um corpo de caracteristica zero.
Também faremos uma breve e resumida descricao das Pl-dlgebras, das superalgebras e
das algebras munidas de involugao, apresentando para cada uma dessas estruturas a no¢ao
de variedades, a sequéncia de codimensoes e caracterizagoes de variedades de crescimento
polinomial. Para informacoes mais detalhadas sobre a teoria de Pl-algebras, sugerimos
2] e [16].

A partir da Segao 1.3, discutiremos sobre os principais objetos dessa tese: as su-
perdlgebras munidas de involucao graduada, as chamadas *-superdlgebras. Basicamente,
apresentaremos objetos e resultados andlogos aos fornecidos no caso ordinario no contexto

de x-superdlgebras.

1.1 PI-algebras

Comecamos estabelecendo que, ao longo desta tese, salvo mencao contraria, F' é um
corpo de caracteristica zero e A uma algebra associativa sobre F.

Denotamos por F(X) a algebra associativa livre gerada por X = {z1,x,...}, um
conjunto enumeravel de varidveis nao comutativas. Dizemos que um polindmio f =
f(z1,...,2,) € F(X) é uma identidade polinomial de A e escrevemos f =0 em A, se f
se anula sempre que avaliado em quaisquer elementos de A, ou seja, se f(aq,...,a,) =0,
para todos aq,...,a, € A. Se A satisfaz uma identidade nao nula, entao dizemos que A
é uma Pl-dlgebra.

O comutador de Lie de peso 2 é definido como sendo o polindmio [x1, 25| = 2129 —xomy.

Indutivamente, o comutador de peso n normado a esquerda é definido por [xy, ..., z,] =
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[[z1,...,2n_1],2,], para todo n > 3. Observamos que valem as seguintes propriedades
de comutadores: [rq,x5] = —[x9, 2] (anticomutatividade) e [xy, z2, x3] + [23, 21, 22 +
[9, 23, 21] = 0 (identidade de Jacobi).

Agora, vejamos alguns exemplos de PI-dlgebras.

Exemplo 1.1. Uma algebra comutativa A é uma PI-dlgebra desde que o polinomio [z, x2]
¢ uma identidade para A. Também temos que se A é uma algebra nilpotente com A* = 0,

entao A é uma Pl-dlgebra desde que satisfaz a identidade x; - - - xy.

Exemplo 1.2. E conhecido que toda &algebra de dimensao finita é também uma PI-
algebra. Isso porque se A é uma algebra com dimensao n, entao o polinomio standard de
grau n + 1,

Stpi1(T1, .., Tpe1) = Z sgn(0)To(1) " ** To(nt1),

cE€Sh+1

¢ uma identidade para A (ver [16, Teorema 1.5.8]).

Como exemplos importantes de PI-dlgebras de dimensao finita, temos M,,(F) e UT, (F),
a algebra das matrizes n X n com entradas no corpo F' e a algebra das matrizes triangula-
res superiores n X n com entradas em F', respectivamente. Denotaremos UT, (F') apenas
por UT,.

A seguir, um exemplo de PI-algebra de dimensao infinita.

Exemplo 1.3. Consideremos G a algebra de Grassmann unitaria de dimensao infinita,
gerada pelos elementos {1, ej,ea, ...}, satisfazendo a condigao e;e; = —eje;, 0,7 > 1.

Segue que G é uma Pl-dlgebra desde que satisfaz a identidade [x1, z2, x3).

Definicao 1.4. Dada uma algebra A, definimos o ideal das identidades polinomiais sa-

tisfeitas por A como
Id(A) ={f € F(X)|f =0 em A}.

Nao ¢ dificil verificar que Id(A) é um T-ideal de F(X), isto é, é um ideal invariante
sob todos os endomorfismos de F/(X). Além disso, é possivel verificar se I é um T-ideal
de F(X), entao Id (F(X)/I) = I. Assim, temos que todos os T-ideais de F(X) sdo,
na verdade, ideais de identidades polinomiais para algebras adequadas. Nos referimos a
Id(A) como sendo o T-ideal de A.

Desde que algebras distintas podem satisfazer as mesmas identidades, torna-se apropri-
ado considerarmos a classe das algebras que satisfazem todas as identidades de uma dada
algebra A, chamada de variedade de dlgebras gerada por A e denotada por V = var(A).
Quando duas algebras A e B satisfazem as mesmas identidades, temos que var(A) =

var(B) e, neste caso, dizemos que A e B sao Pl-equivalentes.
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Ressaltamos ainda que a correspondéncia entre T-ideais de F(X) e variedades de
algebras é bem entendida e se mostra ttil para traduzir problemas de uma linguagem
para outra.

Em [24], Kemer mostrou que o T-ideal de uma algebra é finitamente gerado como um
T-ideal. Mas, como comentamos na Introducao dessa tese, a obtencao de uma base finita
de identidades para uma algebra é uma tarefa dificil e trabalhosa.

Assim, um método bem estabelecido para o estudo do T-ideal de uma algebra A é
através da andlise de uma sequéncia numeérica, chamada de sequéncia de codimensoes
de A. Essa sequéncia foi introduzida por Regev em [37] e mede, de um certo modo, o
crescimento das identidades polinomiais satisfeitas por A.

A fim de definir esse objeto, introduzimos
P, = spanp{Z,1)To(2) "  Tom) | 0 € Sy}, n>1,

o espaco dos polinomios multilineares de grau n nas variaveis zi,...,x, (isto é, toda
varidvel z; aparece em cada monémio uma tnica vez).

Destacamos que os polinomios multilineares desempenham um papel significativo na
Pl-teoria, pois uma vez que estamos trabalhando sobre um corpo de caracteristica zero,
segue que todo T-ideal é completamente determinado pelos polinomios multilineares que
ele contém [16, Coroldrio 1.3.9]. Assim, Id(A) é gerado pelo subespago (P, N1d(A)) +
(P,NId(A))+---+(P,NId(A))+--- de F(X) e, por isso, para estudarmos Id(A) podemos
nos concentrar no estudo das identidades multilineares de A.

Neste ponto, cabe destacar que trabalhar com polinomios multilineares é bem vanta-
joso, uma vez que para verificarmos se um polinémio multilinear é ou nao uma identidade
para uma algebra A basta avalid-lo nos elementos de uma base de A.

Dadas essas informacoes, temos que a sequéncia de codimensoes de uma algebra A é
uma sequéncia numérica determinada pelas dimensoes dos espagos P,(A), onde

b,

P,(A) = ——— >

Ou seja, o n-ésimo termo dessa sequéncia ¢ definido por ¢,(A) = dimp P,(A). Para
V = var(A), definimos ¢, (V) = ¢,(A).

Ressaltamos que o comportamento dessa sequéncia se tornou um dos principais objetos
de pesquisa na Pl-teoria. Tal investigacdo teve inicio com Regev [37], que provou que
a sequéncia de codimensoes de uma Pl-dlgebra A é limitada exponencialmente, isto é,
existem constantes a, a > 0 tais que ¢,(A) < aa™ para todo n.

Dizemos que duas sequéncias {a,}n>1 € {by}n>1 tém 0 mesmo comportamento as-

N . Gp
sintético, e escrevemos a,, =~ b, se, e somente se, lim — = 1.

n—oo n
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Ao longo deste texto, estaremos interessados em wariedades de crescimento polino-
maal, ou seja, variedades geradas por algebras cuja sequéncia das codimensoes é limitada

polinomialmente.

Definicao 1.5. Dizemos que uma variedade )V tem crescimento polinomial das codi-
mensoes, ou que {c,(V)}n>1 € limitada polinomialmente, se existem constantes a, ¢t > 0
tais que ¢, (V) < an', para todo n > 1. Por outro lado, dizemos que uma variedade V
tem crescimento exponencial se existem um inteiro a > 2 e uma constante b > 0 tais que

¢, (V) > ba™, para n suficientemente grande.

Em particular, nosso interesse é no estudo das wvariedades minimais de crescimento

polinomial.

Defini¢ao 1.6. Dizemos que V é uma variedade minimal de crescimento polinomial n*
se ¢,(V) ~ an®, para alguma constante a # 0 e para qualquer subvariedade prépria U de

V, ¢,(U) ~ bn', com t < k e b uma constante.

Dessa forma, as dlgebras que geram variedades minimais de crescimento polinomial
serao o foco principal dessa tese e serao chamadas apenas de dlgebras minimais.

Ressaltamos que caracterizacoes e classificacoes de variedades de crescimento polino-
mial tém sido consistentemente exploradas. O problema de caracterizar tais variedades foi

primeiramente considerado por Kemer que forneceu a seguinte caracterizagao via exclusao
de dlgebras da variedade [27]:

Teorema 1.7. [Kemer, 1979] Uma variedade V tem crescimento polinomial da sequéncia

de codimensoes se, e somente se, G, UTy & V.

Desta caracterizacao, segue que nao existe uma variedade de algebras V com cresci-
mento intermedidrio das codimensoes, ou seja, {c¢,(V)},>1 ou ¢ limitada polinomialmente
ou cresce exponencialmente. Além disso, segue que UT; e G geram as tnicas variedades
de crescimento quase polinomial, isto é, as sequéncias de codimensdes de var(UTs) e de
var(G) crescem exponencialmente, mas qualquer subvariedade prépria de cada uma dessas
variedades tem crescimento polinomial.

La Mattina em [28, 29] classificou, a menos de Pl-equivaléncia, todas as subvariedades
de var(G) e de var(UT3). Em particular, classificou todas as dlgebras que geram subvarie-
dades minimais de var(G) e de var(UT3) e exibiu uma &lgebra de dimensao finita geradora
para cada uma delas.

A busca por classificacoes de dlgebras que geram variedades minimais foi incentivada
pela classificagdo mencionada acima. Ressaltamos ainda que essa busca por variedades
minimais se estende para outras estruturas, como as superalgebras, algebras com involucao

e superalgebras com involucao graduada.



1.2 Superalgebras e algebras com involucao 5

1.2 Superalgebras e algebras com involucao

Nocoes similares de T-ideais, variedades de algebras, polinomios multilineares e co-
dimensoes tratados no caso ordinario tém sido naturalmente estendidas para o contexto
de algebras munidas de alguma estrutura adicional, como superalgebras e algebras com
involucao. Consequentemente, nos ultimos anos, caracterizagoes de variedades de cresci-
mento polinomial, analogas a que foi dada por Kemer, também tém sido fornecidas nesses
contextos. A fim de apresentarmos tais caracterizagoes, a seguir faremos uma breve des-

cricao dessas estruturas.

Defini¢ao 1.8. Uma &lgebra A é dita uma superdlgebra (ou uma dlgebra Zs-graduada)

se existem dois subespacos vetoriais A® e AW tais que:

(i) A= A® + AM como soma direta de espacos vetoriais;

(i) A@AO 1 ADAD) € A0 ¢ AOAD 4 AW AO) € AD),

Os subespacos A® e AN sdo as componentes homogéneas de grau 0 e 1, respecti-
vamente. Chamamos A® de componente par e nos referimos aos seus elementos como
sendo pares ou homogéneos de grau 0. Analogamente, chamamos A" de componente
impar e nos referimos aos seus elementos como sendo impares ou homogéneos de grau 1.
Usaremos (A©®, AM) para denotar a graduacio da superalgebra A = A© 4 A1),

Observamos que toda algebra A é uma superalgebra com graduacao trivial que é dada
por (A,{0}). A seguir, exibimos exemplos importantes de superalgebras com graduagao

nao trivial. Denotamos por e;; € M, (F) a matriz elementar usual.

Exemplo 1.9.

(1) A algebra UT, com a graduagao (Fej; + Fegs, Fleps) é uma superdlgebra que deno-

taremos por UTS".

(2) A algebra de Grassmann G com graduacao (G, G), onde

GO = spang{e; e, - €, |11 <ig < -+ <o,k >0} e
1 . . .
g = spang{€; €, -+ €y, | 11 <dp < - <ldgpy1, k> 0}
é uma superalgebra que denotaremos por G&".

(3) A élgebra comutativa D = F @ F com a graduacao (F'(1,1), F(1,—1)) é uma

superalgebra que denotaremos por D*'.
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Dizemos que um subespaco B C A é graduado se (AY'NB, AYNB) for uma graduacao
para B. Neste caso, dizemos que B tem graduacdo induzida de A. De maneira anédloga
podemos definir subdlgebras graduadas e ideais graduados.

Observamos que se A é uma superalgebra, entao a aplicacao ¢ dada por p(ag+a;) =
ag—aq, com ag € A e q; € A é um automorfismo de ordem no maximo 2, chamado de
automorfismo induzido pela graduagao. Quando a graduagao é a trivial, ¢ é a identidade.

Reciprocamente, se existe ¢ € Aut(A) de ordem no méximo 2, entao A é uma superalgebra
com graduacao (A, AM) onde A ={a € A|p(a) =a}e AV ={ac A|p(a) = —a}.

Definigao 1.10. Uma aplicacao linear x : A — A é dita uma involugdo se (a*)* = a e
(ab)* = b*a*, para todos a,b € A. Note que, neste caso, * é um antiautomorfismo de A de

ordem no maximo 2.

Se A é uma algebra munida de uma involucao * dizemos que A é uma *-dlgebra. Neste
caso, A pode ser escrita como uma soma direta de subespacos A = AT + A, onde A" =
{a € A| a* = a} é o espaco dos elementos simétricos de Ae A~ ={a € A|a*=—a} éo
espaco dos elementos antissimétricos de A.

E imediato que, para uma &algebra comutativa A, a aplicagao identidade é uma in-
volugdo em A chamada de involugcao trivial. Reciprocamente, se a identidade é uma
involucao em A, entao A é comutativa.

Vejamos alguns exemplos importantes de x-algebras.

Exemplo 1.11.
(1) Consideremos a élgebra UT,, e a aplicagao * : UT,, — UT, dada por

(eij)* = €p—j+1,n—it1-

A aplicacao * é uma involucao sobre UT,,, chamada de involucao reflexao. Se a €
UT,, entao a* é a matriz obtida de a ao refletir seus elementos ao longo de sua

diagonal secundaria.

(2) Consideremos M a seguinte subélgebra de UT)

0

0
| a,b,c,d € F

b

0

o O O 2
o O 0
Q@ Q o O
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A algebra M munida da involucao reflexao

*

o O o0
o oo O O
Q@ Q. O O
oS O O 2
o O o0 &
o o8 O O

a
0
0
0
é uma *-algebra que denotaremos por M,.

(3) A algebra D = F' @ F munida da involugao (a,b)* = (b, a), chamada de involugdo

troca, é uma *-algebra que denotaremos por D,.

Se A é uma x-algebra, dizemos que um subespago B C A é x-invariante se B* = B.
Neste caso, dizemos que B tem involugao induzida de A. De maneira analoga, podemos
definir subdlgebra x-invariante e ideal x-invariante.

A fim de estabelecer uma nomenclatura comum para superalgebras e x-algebras, usa-
remos o termo @-dlgebras. Assim, qualquer dlgebra A munida de um automorfismo ou um
antiautomorfismo ¢ de ordem no maximo 2, ou seja, qualquer superalgebra ou qualquer
algebra com involugao, serd chamada de y-algebra.

Se A é uma p-dlgebra, entdo podemos escrever A = AT + A7, onde AT = {a € A |
a?=a}e A, ={a € Ala® = —a}.

Seja F(X,p) = F(xy, 2y, x9,2%,...) a @-dlgebra associativa livre gerada por X e
considere y; = x; + 2¥ e z; = x; — xf. Assim, F(X, @) = F(Y UZ) = F(y1, 21,92, 22, - - .)
e os elementos de F(Y U Z) sdo chamado de p-polinomios.

Um @-polinomio f(y1,...,Yn, 21,---,2m) € F(Y U Z) é uma p-identidade polinomial
para uma @-algebra A se

f(al,...,an,bl,...,bm):O,

para todos ai,...,a, € AL e by,... by, € A7.

O conjunto Id”(A) de todas as p-identidades de A é um ideal de F(Y U Z) invariante
sob todos os endomorfismos de F(Y U Z) que comutam com ¢, chamado de T%-ideal de
A. Observamos que se ¢ é um automorfismo, escrevemos Id¥ = 1d®'(A) para denotar o
Tr-ideal da superélgebra A. Agora, se ¢ é um antiautomorfismo, escrevemos Id” = Id*(A)
para denotar o T*-ideal da *-algebra A.

A classe de todas as p-algebras que satisfazem as p-identidades de uma determinada
p-algebra A é chamada de p-variedade gerada por A e denotada por V = var?(A). No
caso graduado, escrevemos var¥(A) = var® (A) para a supervariedade gerada por A e, no
caso com involugao, escrevemos var?(A) = var*(A) para a *-variedade gerada por A.

Desde que estamos trabalhando sobre um corpo F' de caracteristica zero, segue que

Id¥(A) ¢ finitamente gerado como um T'¥-ideal (veja Corolédrio 2.5 de [25] para o caso de
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superalgebras) e é completamente determinado por seus @-polindmios multilineares. Isso

nos leva a considerar, para cada n > 1,
P? = spanp{ws) -+ Won) | 0 € Spy wi =y ou w; =2, i=1,...,n},

o espago dos ¢-polinémios multilineares de grau n nas variaveis yi, 21, . . ., Yn, 2o (iSto é,
Y; ou z; aparece uma unica vez em cada monomio).

)

m é chamado de n-ésima

Defini¢ao 1.12. Paran > 1, o nimero ¢?(A) = dimp

p-codimensao de A.

Se ¢ é um automorfismo, denotamos por ¢?(A) = &"(A), a n-ésima codimensao gra-
duada de A. Se ¢ é um antiautomorfismo, denotamos por ¢?(A) = ¢} (A), a n-ésima
x-codimensao de A.

Neste contexto, também temos que a andlise do comportamento da sequéncia de -
codimensodes de uma ¢-algebra A é uma ferramenta 1til para o estudo do T%-ideal de A.
Ressaltamos que as defini¢oes de p-variedades de crescimento polinomial e exponencial, de
p-variedades de crescimento quase polinomial e de ¢-variedades minimais de crescimento
polinomial seguem analogas as apresentadas no caso ordindrio.

Agora, estamos em condicoes de apresentar os resultados de caracterizacao de -
variedades de crescimento polinomial semelhantes ao que Kemer provou para algebras
associativas.

Em [14], Giambruno, Mishchenko e Zaicev forneceram a seguinte caracterizacao das
supervariedades de crescimento polinomial através da exclusao de cinco superalgebras,
onde UT; e G denotam a algebra das matrizes triangulares superiores 2 x 2 com graduagao

trivial e a algebra de Grassmann com graduacao trivial, respectivamente.

Teorema 1.13. [14, Teorema 2| Uma supervariedade V tem crescimento polinomial das

codimensoes graduadas se, e somente se, UTy, UTY", G, G&, D& ¢ V.

Como consequéncia dessa caracterizagao, segue que UTy, UTy', G, G8 e D® geram as
unicas supervariedades de crescimento quase polinomial.

Em 2011, La Mattina [30] classificou todas as subvariedades das supervariedades de
crescimento quase polinomial. Em particular, todas as subvariedades minimais dentro das
supervariedades de crescimento quase polinomial também foram determinadas.

Ja em [12], Giambruno e Mishchenko caracterizaram as *-variedades ) de crescimento

polinomial através da exclusao das algebras D, e M, de V), como pode ser visto abaixo.

Teorema 1.14. [12, Teorema 4.7] Uma x-variedade V tem crescimento polinomial das

x-codimensoes se, e somente se, D,, M, & V.
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Com isso, var*(D,) e var*(M,) sao as unicas x-variedades de crescimento quase poli-
nomial.

Em [31], os autores classificaram completamente todas as subvariedades das *-varieda-
des de crescimento quase polinomial. Em particular, foram determinadas todas as
subvariedades minimais dentro de cada uma destas *x-variedades de crescimento quase

polinomial.

1.3 *x-Superalgebras

O objetivo dessa secao € introduzir nosso principal objeto de estudo: as superalgebras
munidas de involucao graduada. Ressaltamos que certas defini¢oes e resultados volta-
dos para essa estrutura generalizam o que tém sido feito no contexto de Pl-algebras,

superalgebras e de algebras com involucao.

Definicao 1.15. Uma involucdo * em uma superalgebra A = A© + A®M que preserva as
componentes homogéneas A® e AV ou seja, (A®)" = A® ¢ (AD) = AD ¢ chamada
de nvolucao graduada. Uma superalgebra A munida com uma involucao graduada * é

chamada de x-superdlgebra.

Observamos que o estudo das x-superalgebras generaliza o estudo das algebras com
involugao, uma vez que toda x-algebra é uma x-superalgebra considerada com graduacao
trivial.

Além disso, é claro que para uma superalgebra comutativa A, a aplicacao identidade
¢ uma involucao graduada em A, chamada de involucdo graduada trivial. Portanto, toda
superalgebra comutativa é uma *-superalgebra considerada com involucao graduada tri-
vial. Reciprocamente, se a aplicacao identidade é uma involucao graduada para uma
superalgebra A, entao A é comutativa.

A seguir, daremos importantes exemplos de x-superalgebras.

Exemplo 1.16. A dlgebra M, apresentada na se¢ao anterior, com graduagao trivial e
munida da involucgao reflexao é uma *-superalgebra que denotaremos por M,. Também

temos que a algebra M com a seguinte graduacao

a 000 0 c 00
0b 0O 0000
00bo0O]|] |0o00d
000 a 0000

e com involucao reflexdo é uma *-superdlgebra que denotaremos por M8,
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Exemplo 1.17. Consideremos a algebra comutativa D = F & F', introduzida na segao
anterior. A algebra D, é uma x-superalgebra com graduacao trivial e involucao troca.
Além disso, a dlgebra D com graduagao (F'(1,1), F(1,—1)) e involugao trivial é uma
x-superalgebra que representaremos por D®". Por fim, a mesma édlgebra D com graduagao
(F(1,1), F(1,—1)) e involugao troca também é uma * superdlgebra que denotaremos por
D#,

E possivel mostrar que uma superdlgebra A munida de uma involucao * é uma *-

superalgebra se, e somente se, os subespacos AT e A~ sdo graduados, isto é,
AT = (AHO 4 (ANHD e A7 = (A)O 4 (40D,

Com isso, obtemos que qualquer #-superalgebra A pode ser escrita como soma de 4

subespacos
A= (A 1 (AT 1 (A= 4 (AW~

Chamaremos os subespagos (A©)* (A (A©)~ e (AM)~ de componentes simétri-
ca par, simétrica impar, antissimétrica par e antissimétrica impar de A, respectivamente.
Uma base x-graduada de A é uma base formada pela uniao de bases desses subespacos.

Sejam A uma x-superalgebra, ¢ o automorfismo de ordem 2 induzido pela graduacao
de A e I um ideal de A. Dizemos que I é um ideal *-graduado de Ase I¥ =1 e [* = I.
Isso equivale a dizer que I tem graduacao e involucao induzidas de A. Analogamente,
definimos uma subdlgebra x-graduada e um subespaco *-graduado.

Dizemos que A é uma *-superdlgebra simples se A% # 0 e A nao possui ideais *-
graduados nao triviais.

Consideremos X um conjunto enumeravel de variaveis nao comutativas. Escrevendo
X como uma uniao disjunta de quatro conjuntos X = Yy U Y; U Zy U Z;, onde Yy =
{0,920, 5, Y1 ={v11, 921, - -}, Zo = {210, 2200, - - .} € Z1 = {z11, 221, - . .}, definimos a
x-superdlgebra livre F = F(X|Zs,*) dando uma superestrutura em F ao determinar que
as variaveis em Yy U Z; sao homogéneas de grau 0 e aquelas em Y; U Z; sao homogéneas
de grau 1. Também definimos uma involugcao em F exigindo que as varidveis em Yy U Y]
sao simétricas e as variaveis em Zp U Z; sao antissimétricas.

Dessa forma, temos que F = F© + F1 onde F© é o subespaco gerado por todos os
mondmios nas varidveis em X que tém um ntmero par de varidveis de grau 1 e F) é o
subespaco gerado por todos os monomios nas variaveis em X que tém um nimero impar de
varidveis de grau 1. Assim, F tem estrutura de *-superalgebra, desde que (F©)* = F(©
e (FM)* = FU. Os elementos de F sao chamados de (Zy, *)-polinémios.

Iremos nos referir as variaveis em Yy como sendo simétricas pares, as variaveis em Y;
como sendo simétricas impares, as variaveis em Zy como sendo antissimétricas pares e as

variaveis em Z; como sendo antissimétricas impares.
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Defini¢ao 1.18. Dizemos que um (Zy, *)-polinémio

/= f(yl,Ow"7ym,0>y1,17"-7yn,1721,07-“7Zp,07zl,17-~7zq,1)

é uma (Zy, *)-identidade para uma x-superalgebra A, e escrevemos f =0 em A, se

+ + o+ + - - - -\ =
f(a1,07 B A R (RIS L Sy P PR 7%,1) =0,
+ + 0V+ o+ + DY+, - 0))—
para todos afy,...,ahy € (AT, afy,.. 0l € (AD)F, agy,...,a, € (AD)” e
— — 1 —
aiq, .- 0y, € (AW)™.

Observe que, neste caso, as avaliagoes em um (Zs, *)-polinémio por elementos de uma
x-superalgebra A respeitam o tipo de varidavel em questao, ou seja, em variaveis simétricas
pares substituimos elementos de A pertencentes a componente simétrica par e assim por
diante.

O ideal das (Zs, *)-identidades de A é o conjunto

18 (A) = {f € F| f=0em A}.

Temos que 1d8"(A) é um T -ideal de F, ou seja, é um ideal invariante sob todos os endo-
morfismos de F que preservam a graduacao e comutam com a involucao. Nos referimos
a 1d#"(A) como sendo o T} -ideal de A.

Como no caso ordindrio, Id®"(A) é finitamente gerado como Tj-ideal e usamos a
notagao (fi,..., fm)T; para indicar que Id®"(A) é gerado por fi,..., fm € F.

A possibilidade de #-superélgebras distintas satisfazerem as mesmas (Z, *)-identidades
torna necessario introduzirmos a nogao de variedade de *-superédlgebras. Analogamente
a definicao correspondente no caso ordinério, a classe de todas as x-superalgebras que
satisfazem as (Zy, x)-identidades de uma dada *-superédlgebra A é chamada de variedade
de x-superdlgebras (ou x-supervariedade) gerada por A e denotada por V = vart(A).
Dessa forma, se uma *-superalgebra B € var®(A), entdo Id®'(A) C Id*"(B). Consequen-
temente, var#(A) = var®(B) se, e somente se, [d%"(A) = 1d®"(B). Neste caso, dizemos
que A é T3 -equivalente a B e denotamos por A ~ry B.

Desde que F' é um corpo de caracteristica zero, neste contexto também temos que
Idgri(A) é completamente determinado por seus polinomios multilineares. Dessa forma,

para n > 1, definimos

P;‘ffi = spanF{wJ(l) C We(n) | wi € {Yi.0, Vi1, 20, 2i1}, 0 € Sn},

como sendo o espaco dos (Zs, *)-polindémios multilineares de grau n nas variaveis yi g, . . .,
Yn,0s Ylds--->Ynls Z1,05---52n0s Z11,---52n1. Ou seja, se f € P8 entao as varidveis

Yi0, Vi1, %o € %1 nao podem aparecer simultanecamente em um mesmo monomio de
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f, com i =1,... n, mas exatamente uma delas aparece em cada monémio. Note que
dimp P& = 4"n!.
Destacamos que, pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, todo (Zs, *)-polinémio mul-

tilinear pode ser escrito como uma combinacao linear de produtos dos tipos

Yi1,0 " " Yip,0%51,0 " Z5g,0Yk1,1 " Yk 120,177 Rl 1W1 0 Wa,

ondet; < ...<1ip, 1 <...<Jgp ki <...<kp, L1 <...<l,ew,...,wgsao comutadores
de pesos arbitrarios nas variaveis em Yy U Y; U Zy U Z;.

A seguir exibimos os T3 -ideais das x-superdlgebras apresentadas anteriormente.

Exemplo 1.19.
(1) 1d®(M,) = (210220, Y1.1, le)T; (Veja [34, Teorema 2J).

(2) TdE(ME) = (21, 961,1952,1>T2*, onde z; = y; ou x; = z, para i = 1,2 (Veja
[6, Teorema 6.3]).

(3) 1d#(D.) = ([y1.0, y20)s W10, 220), [210, 220), Y11, z11)g; (Veja [13, Teorema 2)).
(4) 1d®(D#) = ([yr.0, ¥20), [y1.1,921) [Y10,¥21], 210, Z1,1>T2* (Veja [14, Teorema 6.3]).
(5) 1d&"(De) = (21,0, 911)7; (Veja [35, Observagao 2.2]).

Para n > 1, consideremos o espago quociente

gri Pr%ri
Pn (A) = Pr%ri N Idgri(A)‘

Definicao 1.20. O inteiro nao negativo
E(A) = dimp PE(A), n > 1,

é chamado de n-ésima codimensio *-graduada de A. Para V = var®(A) definimos
(V) = e (A).

Assim como nos outros contextos, varios autores tém estudado a sequéncia de codi-
mensoes *x-graduadas no intuito de caracterizar *-supervariedades V através do compor-
tamento assint6tico de {c&(V)},>1.

Dizemos que uma *-supervariedade V tem crescimento polinomial ou que a sequéncia
de codimensoes x-graduadas de V ¢é limitada polinomialmente, se existem constantes
a,t tais que &(V) < an!, para todo n > 1. Por outro lado, dizemos que uma *-
supervariedade V tem crescimento exponencial se existem um inteiro a > 2 e uma cons-

tante b > 0 tais que &(V) > ba", para n suficientemente grande. Além disso, dizemos
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que uma x-supervariedade V tem crescimento quase polinomial se a sequéncia de codi-
mensoes x-graduadas de V cresce exponencialmente, mas toda subvariedade prépria de V
tem crescimento polinomial.

Enfatizamos que nosso interesse é nas x-supervariedades de crescimento polinomial e

que mais a frente apresentaremos alguns resultados que as caracterizam.

Observagao 1.21. [6, Lema 3.1] E possivel identificar de forma natural P,, P} e P8 com
subespacos adequados de P8, Dessa forma, se A é uma *-superéalgebra, podemos con-
siderar suas identidades ordinarias, *-identidades e identidades graduadas. Segue abaixo

as relagoes entre as codimensoes correspondentes
(1) en(A) < (A) < c7(A);
(2) en(A) < (A) < cf(A);
(3) cE(A) < 47, (A).

Observamos que as relagoes entre as codimensoes tratadas na observagao anterior
podem ser aplicadas para estimar o tipo de crescimento de uma x-superdlgebra. Para
exemplificar, seja A uma algebra munida de uma involucao * tal que A tem crescimento
quadrético da sequéncia de x-codimensoes. Entao, segue da relagao (1) que ao conside-
rarmos a algebra A com uma graduacao nao trivial de tal modo que a mesma involugao
* ¢ uma involucao graduada, temos que A, vista agora como uma *-superalgebra, tem
crescimento pelo menos quadratico da sequéncia de codimensoes x-graduadas.

Além disso, como consequéncia das relagdes acima, temos o seguinte

Corolario 1.22. [6, Coroldrio 3.2] Seja A uma x-superdlgebra. Entao A é Pl-dlgebra se,

e somente se, sua sequéncia de codimensoes x-graduadas € limitada exponencialmente.

O proximo lema lista algumas relagoes que serao tteis nos capitulos posteriores. Antes,
é necessario observarmos que o comutador de peso 2 em varidveis simétricas e o comutador
de peso 2 em varidveis antissimétricas sao antissimétricos. Ja o comutador de peso 2 em

uma varidvel simétrica e uma antissimétrica (e vice-versa) é simétrico.
Lema 1.23. Sejam A uma x-superdlgebra e I = 1d®"(A).
(1) [32, Observacao 8] Se z1---2ko € I, para algum k > 1, entdo
21,0M122,0Ma *+* Mg_12k0 € 1,
onde my, ..., mg_1 sGo monomios (eventualmente vazios) de F em varidveis pares.

(2) [6, Observacao 6.1] Se x1 1221 € I, onde x; = y; ou x; = z;, para i = 1, 2, entdo

x11fxe1 € I, para qualquer polinomio f € F.
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(3) Se z10Y21, 21,0221 € I, entdo z1,0Y2,0Y31, 21,0Y2,0231 € 1.

(4) Se z10y20ys1 € I, entdo z1omys, € I, onde m € um mondomio de F em varidveis
simétricas pares contendo pelo menos duas varidveis. Analogamente, se 21 gy20231 €

I, entao z19mzz1 € I, e se z19Y20%30 € I, entao zgmzgg € 1.

(5) Se z10Y21, 210721 € I, entdo z1 gmys1, z1.0mzs1 € I, onde m € um monomio de F

em varidveis simétricas pares contendo pelo menos uma varidvel.

Demonstracao. (3) Para provarmos esse item, basta observarmos que zjoYooys1 =
<1,0Y3,1Y2,0 — Zl,o[yg,h y2,0] € 21,0Y2,043,1 = %1,073,1Y2,0 — 21,0[23,1, y2,0].

(4) Mostraremos primeiramente que zj oy20ys1 € I implica em 2z; oy20Yy30ys1 € 1. De
fato, sejam sq, so € (A(O))+, ki € (A9) eky € (A(l))+. Note que s1ky + kis; € (AQ)”
e, por isso, siky +kys; = k' € (A©)". Assim,

k’18182]€2 = (k’/ — Slkl)SQkQ = ]{5,82]{52 - Sllegl{?g == O,

desde que 210y20y31 € I. Como s1,s5 € (A(O))Jr, ko€ (A9) e ky € (A(D)Jr S&0
arbitrérios, concluimos que 21 gy2,0y3,0y4,1 € 1. O resultado segue agora de modo recursivo.
Os outros dois casos sao mostrados de forma andloga.

Desde que o item (5) segue como consequéncia dos itens (3) e (4), finalizamos a

prova. ]
A préxima definigao sera necessaria ao longo deste texto.

Definigao 1.24. Sejam A uma superalgebra munida de uma involucao graduada x e B
uma superalgebra munida de uma involucao graduada . Dizemos que uma aplicagao
v : A — B éum isomorfismo de superdlgebras com involucdo graduada se ¢ é um iso-
morfismo de superalgebras, isto é, um isomorfismo de algebras que preserva a graduacao,
0(A®) = BO ¢ p(AM) = BW e satisfaz p(a*) = (¢(a))!, para todo a € A. Por

simplicidade, chamaremos de isomorfismo de x-superdlgebras.

1.3.1 O cocaracter x-graduado e o (n)-cocaracter

No estudo das identidades polinomiais ordinarias de uma algebra, o grupo simétrico S,
e o grupo linear geral GL,, tém um papel fundamental, ja que as teorias de representagoes
desses grupos sao ferramentas poderosas na investigacao do T-ideal e da sequéncia de
codimensoes de uma &lgebra. Nesta secao veremos que, no contexto de x-superalgebras,
um papel anédlogo é desempenhado pelo produto entrelacado (Zg X Z3) .S, onde Zy é o
grupo aditivo {0, 1}, e pelos grupos S, X Sy, X Spy; X Sp, € GLy X GLy, X GLyy X GLy,.

Para um estudo detalhado da teoria de S,-representagdes sugerimos [2] e [21].
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Lembramos que o produto entrelagcado entre Zy X Zo € S, é o grupo definido por
Hn = (ZQ X Zg)ZSn = {((ghhl),...,(gn,hn);U) | (gz,hlz) € ZQ X ZQ,O' S Sn,l = 1,...,n}

com produto dado por

((gl7h1)a T (gm hn>; J)((alv bl)’ Tt (ambn);T) = ((ghﬁﬁa T (gnvﬁn); UT);

onde g; = gia,-1(;) € h; = hibs—1(;) para todo 1 <1 < n.

O grupo H,, age sobre o espaco P8 da seguinte forma:
((gla h1)7 ) (gna h'n)a O—)yi,gi = yd(i),gﬂrgg(i)

(00 0). o i)z, = § 70 R0 =
~Z0(i) gitga  5€ No(i) =0

Assim, desde que Id®"(A) é invariante pela acdo acima, temos que o espaco P8 (A)
tem estrutura de H,-médulo. O H,-caracter de P&"(A), denotado por x&"(A), é chamado
de n-ésimo cocaracter x-graduado de A.

Para um inteiro n > 1, escrevemos n = n; + ny + n3 + ny como a soma de quatro
inteiros nao negativos e denotamos por (n) = (ny,ns, ng,ng). Uma multiparti¢do (\) =
(A(1),...,A(4)) F (n) é tal que A(i) = (A(4)1, A(?)2,...) F ny, parad =1,...,4. Desde que
[ é um corpo de caracteristica zero, é conhecido que existe uma correspondéncia biunivoca
entre os H,-caracteres irredutiveis e as multiparti¢des (\) F (n), com (n) variando sobre
todas as possiveis somas de inteiros nao negativos n = ny + ns + n3 + ny.

Por isso, podemos decompor o n-ésimo cocaracter x-graduado de A como
XEA) = D mpyxo, (1.3.1)
(N (n)

onde x(n € o H,-caracter irredutivel associado a multiparticao (A\) F (n) e mqy é a

multiplicidade correspondente. Denotamos por
1E(A) = Z My, (1.3.2)
(NF(n)

0 n-ésimo cocomprimento x-graduado de A.

Para cada (n) = (n1,n2,n3,n4) fixo, definimos P, como sendo o espaco dos (Zy, *)-
polinomios multilineares em que as primeiras n, variaveis sao simétricas pares, as proximas
no variaveis sao simétricas impares, as proximas ns varidveis sao antissimétricas pares e

as ultimas ny varidveis sao antissimétricas impares.



1.3 *-Superalgebras 16

Observe que, para cada escolha de (n) = (nj,ng,ng,ny), existem (<Z>) subespacos
isomorfos a P, onde ( <Z>) = ( " ) denota o coeficiente multinomial. Note que P,

ni,n2,n3,n4

estd contido em P8 e temos ainda que

()

(n)
Consideremos
Pny
P<n> N Idg“(A)

Pelo observado acima, segue que

A =S () )ew(A). (1.3.3)
> ()

Agora, consideremos o grupo S,y = Sy, X Sp, X Sp, X Sy, € a acao a esquerda de Sy

Py (A) =

e C(m(A) = dimF P<n> (A)

sobre P,y definida pela permutacao dos quatro conjuntos de variaveis separadamente.

Com isso, temos que P, ¢ um S(,-moédulo e desde que T5-ideais sao invariantes sob
a acdo descrita acima, temos que P, (A) também herda uma estrutura de S(,)-médulo.

Aqui, convém recordar da existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre os S,,,-
caracteres irredutiveis e as partigoes de n;. Assim, denotaremos o S, -caracter irredutivel
correspondente & particao A(7) = n; por Xy, onde o seu grau, representado por dy), ¢
dado pela férmula do gancho (veja [38, Teorema 3.10.2]).

Também ¢é conhecido que existe uma correspondéncia biunivoca entre os S(,,)-caracteres
irredutiveis e as multiparticoes (A\) = (n) e que os S,y-caracteres irredutiveis sdo produtos
tensoriais dos caracteres irredutiveis de S,,,, Sn,, Sns, Sn,, respectivamente. Denotamos
por Xx1) ® -+ ® Xaqe) O Simy-caracter irredutivel correspondente a () cujo grau é dado
por dy1) -+ - dx4)-

Concluimos que, para cada (n) = (n1,n2,n3,n4) fixo, podemos considerar o Si)-
caracter de P, (A), denotado por X, (A) e chamado de n-ésimo (n)-cocaracter de A.
Pela redutibilidade completa, podemos decompor X,y (A) em uma soma de S(,,)-caracteres

irredutiveis da seguinte forma

X (A) = Z MyXa1) @ - ® Xa@), (1.3.4)
M)

onde 7y denotam as multiplicidades correspondentes aos Sy,y-caracteres irredutiveis. Da

relagao acima, temos ainda que
cmy(A) = Z moyda) - - dagay- (1.3.5)
(N)F(n)

O préximo resultado estabelece uma relagao entre o cocaracter x-graduado e o (n)-
cocaracter de uma *-superalgebra A de maneira similar ao que ocorre no caso de algebras

com involucao (veja [3, Teorema 1.3]).
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Teorema 1.25. Seja x&(A) o H,-caracter de P¥"(A) com decomposi¢io dada como em
(1.3.1) e para cada combinagao possivel (n) = (ni,ng,n3,ng) considere xuy(A) 0 Spy-
caracter de P,y (A) decomposto como em (1.3.4). Entdo, temos que m(yy = My, para

toda multiparticao (\) F (n).

Ao longo dessa tese, devido ao teorema acima, tanto as multiplicidades corresponden-
tes aos S(,-caracteres irredutiveis na decomposicao (1.3.4), quanto as multiplicidades dos
H,,-caracteres irredutiveis na decomposigao (1.3.1) serdo denotadas por myy).

Neste ponto, uma pergunta natural é sobre como podemos calcular as multiplicidades
myyy dos Spy-caracteres irredutiveis que aparecem na decomposi¢ao de ) (A). Para
respondermos tal questao, precisaremos recorrer a teoria de representacoes do grupo linear

geral GL,,, cujo estudo pode ser aprofundado em [2].

Consideremos F,,, o espaco dos (Zs, *)-polindémios nas varidveis y1 ., .- -, Ym0, Y11, - - -
Ymo1s 21,05 - - - s Zm,0s 21,15 - - - s Zm,1 € sejam Uy = spang{v10,--.,Ymo}, Uz = spanp{yi1,...,
Yma}, Us =spanp{z10,...,2mo} € Uy = spanp{z11,...,2m1}-

O grupo GL(Uy) x GL(Uy) x GL(Us) x GL(U,) & GLy, X GLy X GLyy, x GL,, = GLE,
age naturalmente a esquerda sobre o subespaco U; @ Us @ Uz @ Uy de F;, e temos que esta
acao pode ser estendida diagonalmente & uma acao sobre F;,. Além disso, para qualquer
x-superalgebra A, temos que F, N Idgri(A) ¢é invariante sob essa acao.

Entao, considerando F o subespago dos (Zs, *)-polinémios homogéneos em F,, de
grau m > m, temos que o grupo GL* age diagonalmente sobre F" e, assim, F" tem
estrutura de GL? -médulo. Desde que F N Id®(A) é invariante sob essa acdo, segue que
0 espago

) —
T Fn N 1dE(A)

é um GL}-mddulo e denotamos por W& (A) o seu GL? -caracter, chamado de GL2 -
cocaracter de A.

A teoria de representacoes do grupo linear geral GL,, mostra que existe uma cor-
respondéncia biunivoca entre os GL} -médulos irredutiveis e as multipartigoes (\) =
(A1), A(2),A(3),A(4)) de (n), onde A(i) sao partigdes com no mAaximo m partes
2, Teorema 12.4.4]. Denotamos por ¥, o GL} -caracter irredutivel correspondente &

multiparti¢ao (\) e temos que

vEi(A) = Z oy Wiy, (1.3.6)
A(n)

(
h((A))<m

onde 7y > 0 é a multiplicidade de Wy, A((A\)) = max{h(A(z)),7 = 1,...,4} e h(A())

denota o nimero de partes de A(i) Fn;, i =1,...,4.
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Além disso, temos que todo GL -médulo irredutivel é gerado por um polinémio nao
nulo fin chamado wetor de altura mdzima associado a multiparticao  (\)
(veja [2, Teorema 12.4.12]).

Uma multitabela Ty = (Tha), Ta), Th) Th)) € uma 4-upla formada por tabelas de
Young Ty do tipo A(7) - n; (veja [2, Teorema 12.4.14] para defini¢ao), parai=1,...,4.
A multitabela padrdo T, oy € aquela em que os inteiros 1,...,n sao preenchidos, nesta
ordem, de cima para baixo, da esquerda para direita, coluna por coluna, da tabela T,\(l)
até a tabela TA(4). O vetor de altura méaxima associado a multitabela padrao é chamado

de vetor de altura mdxima padrao e é dado por

A(1)1 A(2)1
fr,, = H Sth; (@) (Y105 - - > Yny(A(1)),0) H Sti;(0@) (YL,1s -+ Yy (A@2)),1)
j=1 j=1

AG3)1 A(4)1
H Sth;(03) (21,05 - - Zh;(A3)),0) H Stny @) (21,15 -+ -5 Zh;0),1)
=1 j=1

onde h;(A(i)) denota a altura da j-ésima coluna da tabela de Young do tipo A(i) F n;,
i=1,...,4,e St.(xq,...,2,) é o polindmio standard de grau 7.

Para uma multitabela Ty, denotamos por fr,,, o vetor de altura maxima fT~(A>O'_1,
onde o € o tnico elemento de S, que transforma a multitabela padrao T}y na multitabela
Ty e a acao a direita de S, sobre F\(A) é definida pela permutacdo lugar, que age
permutando os lugares em que as variaveis ocorrem.

Analogamente ao caso de élgebras com involugao (veja [5, Teorema 3]), é possivel

estabelecer uma relacio entre o (n)-cocaracter e o GL? -cocaracter de uma *-superdlgebra

A.

Teorema 1.26. Se x((A) tem decomposi¢io como em (1.3.4) e W& (A) tem decom-
posi¢do como em (1.3.6), entdo myy = My, para toda multiparticio (\) & (n) tal que

h((A)) < m.

Tudo que foi desenvolvido acima nos ajuda a obter um meio de calcular as multipli-
cidades dos S(,,y-caracteres irredutiveis que aparecem em (1.3.4), como pode ser visto na

observacao abaixo.

Observagdo 1.27. [2, Teorema 12.4.4] A multiplicidade m .y # 0 se, e somente se, existe
uma multitabela Tjy tal que fr,, ¢ 1d®(A). Além disso, 17y é igual ao nimero méximo

de vetores fr,, ¢ Id®"(A) que sdo linearmente independentes em F(A).

Observagao 1.28. Observamos que o Teorema 1.26 nos garante que myy = mgy), para
toda multiparticao (\) F (n) tal que h((\)) < m, onde my denota as multiplicidades dos
Smy-caracteres irredutiveis em (1.3.4) e as multiplicidades dos H,-caracteres irredutiveis

em (1.3.1). Por isso, segue da observagao anterior que para toda multiparticdo (\) F (n)
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tal que h((\)) < m, temos que my # 0 se, e somente se, existe uma multitabela Ty tal
que fT()\> ¢ Idgri(A)‘
Encerramos essa secao com a seguinte observagao que lista algumas propriedades

béasicas das sequéncias de codimensdes *-graduadas, de (n)-cocaracteres e de cocompri-

mentos x-graduados.
Observagao 1.29. Sejam A e B x-superalgebras tais que
Z MmpXaa) @ - @ xa@) € Xxm(B) = Z M A1) @ -+ @ Xa)-
(M)

A soma direta de algebras A ® B é também uma *-superalgebra, com involucao graduada

induzida pelas involugoes graduadas definidas em A e B. Consideremos

(A& B) Z MpyXa1) @ -+ @ Xa@)

a decomposigao do (n)-cocaracter de A @ B. Temos o seguinte:
(1) 1d#" (A @ B) = I1d*(A) N1d®(B) e ¢&(A), &"(B) < ¢#(A® B) < &(A) + & (B);
(2) mpy < mpy +myy,, para todo (A) F (n);

(3) Se B € var¥(A), entdo ¢f'(B) < ¢f'(A). Além disso, mj, < mqy, para todo
(A\) F (n) e I&"(B) < [8(A), para todo n > 1.

No caso em que B é uma *-superdlgebra nilpotente, temos que I&(A @ B) = [8(A) e

(A @ B) = ¢&(A), para n suficientemente grande.

1.3.2 Decomposicao de Wedderburn-Malcev de uma
x-superalgebra

As x-superalgebras de dimensao finita desempenham um importante papel no estudo
das x-supervariedades de crescimento polinomial, como veremos no préximo capitulo.
Com isso, informacgoes sobre a estrutura das k-superalgebras de dimensao finita colabo-
ram significativamente na investigacao das x-supervariedades de crescimento polinomial.
Assim, a proposta dessa secao é comentarmos sobre a estrutura de x-superalgebras de
dimensao finita.

O teorema a seguir é uma generalizacao do Teorema de Weddeburn-Malcev dado no

caso ordinario, onde J(A) denota o radical de Jacobson de uma x-superalgebra A.

Teorema 1.30. [6, Teorema 7.3] Seja A uma *-superdlgebra de dimensao finita sobre um

corpo F de caracteristica zero. Entao:
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(1) J(A) € um ideal x-graduado de A;
(2) Se A € semissimples, entdo A é uma soma direta finita de x-superdlgebras simples;

(3) Se F ¢ algebricamente fechado, entio A = By @ By @ -+ ® B, + J(A), onde cada

algebra B;, 1 = 1,2,...,m, é uma *x-superdlgebra simples.

Pelo teorema acima, se A é uma x-superélgebra de dimensao finita, entao J(A) é um
ideal #-graduado, ou seja, J(A) tem graduagao e involugao graduada induzidas de A.
Logo, concluimos que podemos escrever J = J(A) como uma soma direta de subespagos

da seguinte maneira
J = (JONT 4 (TN 4 (T 4 (JW)~.

Desde que estamos considerando que A tem dimensao finita, cabe recordar que, neste
caso, J é o maior ideal nilpotente de A e que o indice de nilpoténcia de J é definido como
sendo o menor natural ¢ tal que J? = 0.

Para uma s*-superalgebra de dimensao finita A do tipo B + J, onde B é uma *-
superalgebra semissimples e J é seu radical de Jacobson, segue por [15, Lema 2|, que o
radical J de A pode ser decomposto em uma soma direta finita de 4 subespacos estaveis

pela multiplicacao a esquerda e a direita por elementos de B,
J = Joo + Jo1 + Jio + Ju1, (1.3.7)

onde Jix = {a € J | lga =ia e alg = ka} com i,k € {0,1} e 15 denota a unidade da
«-superalgebra semissimples B. Além disso, para i, k,r,s € {0,1}, temos Jy.J.s C J;s se
k=re JyJ.s =0, caso contrario.

E importante ressaltarmos que os subespacos J;. sao graduados e que Jy e Ji; sao
estaveis pela involucao graduada * de A, enquanto que Jj; = Jio. Assim, Jyo e Ji1 sao

subalgebras x-graduadas de A e podem ser decompostas da forma
Joo = (T30 )+ () + (o)™ + (o)) e
T =)+ () )+ ()

Observamos ainda que o subespaco Jig + Jo1 é graduado e é invariante pela involucao

graduada * de A. Por isso,
Jio+ Jor = ((J1o + Jo1) ) + ((Jio + Jor) ) + (1o + Jo1) @)™ + (o + Jor) ™M)

Observagao 1.31. Afirmamos que no subespaco Jig + Jy; 0s elementos simétricos e antis-

simétricos sao das formas a + a* e a — a*, respectivamente, com a € Jy.
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De fato, seja a+b € (Jio + Jo1)*, onde a € Jio, b € Jo;. Entdo a*+b* = (a +b)" = a+b
implica em a* —b = a—b*. Desde que a* —b € Jy; e a—b* € Jyp, concluimos que a* —b =0
e, portanto, a* = b.

Agora, se a+b € (Jiop+ Jo1), entdo a* +b* = (a+b)" = —a — b e, com 0 mesmo

raciocinio acima, concluimos que —a* = b.
O exemplo a seguir ilustra a decomposicao de Weddeburn-Malcev e a decomposicao

do radical de Jacobson de uma *-superalgebra de dimensao finita.

Exemplo 1.32. Seja My a seguinte dlgebra

( \

o o O

| a,b,c,d,e, f € F

f

a
\ )

o O O o o O

o O O o o o

O O O O Qa0

S O Qa o o O
)

o O O O O 2

Agora, consideremos a x-superalgebra Mggg, correspondente a algebra Mg com gra-
duagao (F(eqn + egs) + Feiz + Feys, Fera + Fesg + F(ea3 + e45)) € involugao reflexao.

Primeiro, observe que

ri (0 +
(Msg,z( )) = F(e11 + egs) + F(e1s + eas)
ri (1 +
<M8g,2( )) = F(ea3 + ess) + F(e12 + es6)
STUNE Ti 10N
(ME5") = Fl(e1s — esp), (Mgg,g( ) = F(e1n — esp).

Além disso, note que a *-superalgebra Mggg ¢ da forma B + J, onde B = F(eq1 + egs)
¢ uma x-superdlgebra simples e J = J(Mggg) = Fejs+ Fejg+ F(egs + e45) + Feys + Fesg.
Neste caso, temos que B = F'(e1; + egs) € isomorfa a F' como *-superdlgebra e, por isso,
podemos dizer que M8g§ é uma *-superalgebra do tipo F' + J.

Vamos encontrar os subespagos presentes na decomposicao de .J, conforme em (1.3.7).

Antes, recorde que, para i,k € {0,1}, temos J;, = {a € J | lga =ia e alp = ka}. Assim,

como
(e11 + es6) (aem + beis + d(eas + ess) + eeqs + f€56) = aeig + ey
(CL€12 + bews + d(egs + eas) + eeqp + f€56) (e11 + ee6) = eeap + fese,
com a,...,f € F, obtemos que

Joo = Fleas + eq5), Ji1 =0, Jig = Feia+ Feys, Jon = Feqs + Fese.
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Consequentemente,

+ + - -
(Joo) = Fless+es), (Jig) = (Jig) = (Jy) =0 e
((Jro + Jm)(o))Jr = Fleis+es5), ((Jro+ J01)(0))7 = F(e13 — eq5)
(Jio+ Jo) ) = Flera +ess),  ((Jio+ Jo)™M)™ = Flery — es).

Ao longo dessa tese, estaremos interessados principalmente nas *-superalgebras A de
dimensao finita do tipo F'+ J, onde .J denota o radical de Jacobson de A. Cabe destacar
que é particularmente interessante trabalhar com as x-superalgebras desse tipo, pelo fato
de que muitas das suas propriedades sao obtidas através da analise do radical J e do
comportamento dos subespacos presentes na decomposicao de J dada em (1.3.7) acima.
Esse fato sera evidenciado nos capitulos posteriores.

Se A = I+ J entao podemos escrever
A=F+(JNT+ (JO)" 4+ (JO)F 4 (JW),

onde suas componentes simétricas par e impar e antissimétricas par e impar sao dadas

por
(A = F 4 ((Jig + Jo1)@) " + (I + (I,
(ADY* = ((Jio + Jo) D) + (I + (JO),
(A" = ((Jio + Jo1) @) + (JD)™ + (IS,
(ADY™ = (1o + Jo) D) + (I + (I~

Finalizamos essa se¢ao com a seguinte observagao que nos permite assumir, sem perda
de generalidade, que F' é um corpo algebricamente fechado, sempre que estivermos estu-
dando T3-ideais e codimensoes *-graduadas. Isso serd feito de forma implicita ao longo

dessa tese.

Observagio 1.33. Seja F' um corpo de caracteristica zero, F seu fecho algébrico e A
uma *-superalgebra sobre F. Entdo a F-dlgebra A = A ®@p F tem uma estrutura de
s-superdlgebra, dimp(A) = dimz(A) e Id#(A) = I1d®"(A), vistas como *-superalgebras
sobre F. Além disso, c8(A) = c&"(A).

1.3.3 Crescimento polinomial e *-supervariedades minimais

A partir de agora apresentaremos algumas caracterizagoes de *-supervariedades de
crescimento polinomial. Tais caracterizagbes, que foram tratadas em [4] e [6], garantem
crescimento polinomial por meio da exclusao de x-superalgebras da *x-supervariedade, da

decomposicao do (n)-cocaracter e por meio de Tj-equivaléncia.
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Analogamente ao caso ordindario, dizemos que uma *-supervariedade V é minimal de
crescimento polinomial n* se ¢8(V) a2 an¥, para alguma constante a # 0 e para qualquer

subvariedade prépria U de V, segue que ¢ (U) ~ bn', com ¢ < k e b uma constante.

Teorema 1.34. [7, Teoremas 5.1, 5.2 e 5.3] Seja V uma *-supervariedade tal que D, ¢ V.

Entio V = vart(A), para alguma *-superdlgebra A de dimensao finita.

O teorema anterior permite removermos a exigéencia sobre a dimensao da x-superdlgebra

do resultado original citado abaixo.

Teorema 1.35. [6, Teorema 8.6] Uma *-supervariedade V = var®i(A) tem crescimento

polinomial das codimensdes *-graduadas se, e somente se, D,, D&, D& M, Me" ¢ V.

Como consequéncia do teorema acima, temos que nao existe uma x-supervariedade
Y com crescimento intermediario da sequéncia de codimensoes x-graduadas, ou seja,
{c&(V)},>1 é limitada polinomialmente ou cresce exponencialmente [6, Coroldrio 8.7].

Além disso,

Corolario 1.36. [6, Corolario 8.8] vart"(M,), var®'(Me&"), var®(D,), var® (D) e

var®(De) sdo as tinicas *-supervariedades de crescimento quase polinomial.

Acrescentamos que todas as subvariedades de var®™(M,), de var®(D,), de var®(D#"),
de varg"(Me™) e de vars(D&") foram classificadas em [31], [30], [20], respectivamente. Em
particular, a menos de T3 -equivaléncia, todas as *-superédlgebras que geram subvariedades
minimais nas *-supervariedades de crescimento quase polinomial foram determinadas.

E importante ressaltarmos que os Teoremas 1.34 e 1.35 possibilitam que o estudo
das x-supervariedades de crescimento polinomial seja feito através da andlise das -
supervariedades de crescimento polinomial geradas por *-superalgebras de dimensao finita.
Por isso, voltaremos nossa atengao as x-superalgebras de dimensao finita de crescimento
polinomial, comecando com um resultado a respeito da estrutura das mesmas.

Tal resultado foi mostrado em [4] e diz que uma *-superalgebra de dimensao finita
A tem crescimento polinomial se, e somente se, Id®(A) = Id®"(B) para alguma -
superalgebra de dimensao finita B, tendo uma decomposi¢ao explicita em subalgebras
com involucao graduada induzida, como veremos a seguir. Antes, destacamos que o0s
Teoremas 1.34 e 1.35 permitem que retiremos a hipétese de dimensao finita desse resul-

tado.

Teorema 1.37. [4, Teorema 3.5]Seja A uma *-superdlgebra. Entio {c8(A)}n>1 € limi-

tada polinomialmente se, e somente se,

varf(A) = var® (B, @ - - - © B,,),

onde cada B; € uma *x-superdlgebra de dimensao finita tal que dimp % <1, para todo

1=1,...,m.
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O teorema acima sera uma ferramenta muito 1util neste trabalho, ja que sempre que
precisarmos provar alguma propriedade sobre uma *-superalgebra A tal que {c&"(A)},>1
é limitada polinomialmente, poderemos estudar as propriedades das x-superalgebras de
dimensao finita do tipo F'4 J e entao recuperar a propriedade sobre A. Esse fato justifica
nosso interesse nas x-superalgebras desse tipo.

O teorema a seguir caracteriza x-superalgebras com crescimento polinomial em termos

da decomposicao do (n)-cocaracter.

Teorema 1.38. [4, Teorema 4.5 Seja A uma *-superdlgebra. Entao {c&(A)},>1 € li-
mitada polinomialmente se, e somente se, existe uma constante q tal que para cada

(n) = (n1,n2,n3,n4), temos

X (A) = Z MayXA(1) @ - @ Xa@4)- (1.3.8)
(MH(n)

n—XA(1)1<q

Se A é uma *-superdlgebra de dimensao finita, entio q € o indice de nilpoténcia de J(A).

Se A é uma x-superalgebra de dimensao finita de crescimento polinomial, entao pelo
teorema anterior sabemos que a decomposi¢ao do (n)-cocaracter de A é dada como em
(1.3.8). Nestas condigoes, com o préximo resultado obteremos informagoes a respeito das

multiplicidades dos Sy,y-caracteres irredutiveis que aparecem em (1.3.8).

Teorema 1.39. [18, Teorema 5.3] Seja A uma *-superdlgebra de dimensao finita. Entdo
{c8(A)}>1 € limitada polinomialmente se, e somente se, existe uma constante h tal que
para todo n > 1, temos [&"(A) < h.

Observacao 1.40. Observe que se existe uma constante h tal que para todo n > 1, temos
18"(A) < h, entdo por (1.3.2), concluimos que m,y < h, para toda multiparticao (A) F (n)

com (n) variando sobre todas as possiveis somas de inteiros nao negativos.

Como vimos, os resultados comentados acima caracterizam x-supervariedades de cres-
cimento polinomial de uma forma geral e serao bem tteis para o desenvolvimento de
alguns resultados que serao trabalhados neste texto. Mas, assim como comentamos na In-
troducao, nosso foco serd em x-supervariedades com crescimento quadrdtico da sequéncia

de codimensoes *-graduadas.

Definicao 1.41. Dizemos que uma *-supervariedade V tem crescimento quadratico da

sequéncia de codimensoes *-graduadas se, para a > 0, temos ¢, (V) ~ an?.

Mais especificamente, iremos determinar uma lista completa de s-superalgebras que
geram, a menos de T5-equivaléncia, as Unicas *-supervariedades minimais de crescimento

quadrdtico.
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Definicao 1.42. Uma x-supervariedade } ¢ minimal de crescimento quadratico se
(V) &~ an?, para algum a > 0 e para qualquer subvariedade prépria U de V, temos que

U tem crescimento no méaximo linear.

As #-superalgebras que geram x-supervariedades minimais de crescimento quadratico
serao chamadas apenas de minimais de crescimento quadrdtico.
A partir do proximo capitulo, comecaremos a apresentar os resultados que nos permi-

tirao classificar todas as *-supervariedades minimais de crescimento quadratico.



Capitulo 2

x-Superalgebras de crescimento

quadratico

Neste capitulo nos dedicaremos a apresentacao e ao estudo de 37 x-superalgebras de
crescimento quadratico que desempenham um papel fundamental nesta tese. Recordemos
que uma x-superalgebra é de crescimento quadratico se sua sequéncia de codimensoes
x-graduadas se comporta assintoticamente como um polinomio de grau 2. E importante
ressaltarmos que 16 das x-superalgebras que apresentaremos aqui foram construidas neste
trabalho. Estas x-superalgebras inéditas foram obtidas a partir de algumas algebras que ja

haviam aparecido no contexto de dlgebras com involugao e no contexto de superalgebras.

2.1 Algumas x-superalgebras de crescimento quadra-
tico

A partir de agora, introduziremos uma lista de 37 x-superalgebras e desenvolvere-
mos resultados que nos permitirao concluir que todas as *-superalgebras dessa lista tém
crescimento quadratico da sequéncia de codimensoes x-graduadas.

Enfatizamos que uma *-supervariedade V é minimal de crescimento quadratico se V
tem crescimento quadratico e todas as subvariedades proprias de V tém crescimento linear
ou constante.

Comecaremos considerando a subalgebra de dimensao finita da algebra de Grassmann
de dimensao infinita,

Gy = <1761,€2 | €1€2 = —€2€1>~

Consideremos ainda as seguintes involugoes em G5 definidas como

Tiei —e, Wiegrre e pie— (—1)e;.
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A seguir, apresentamos 6 x-superalgebras de crescimento quadrético construidas a

partir de G que foram tratadas em [35] e que iniciam nossa lista.

o (Gy9-, a dlgebra Go com graduacao trivial e involugao 7.

G217, & dlgebra Go com graduacao (F'1+ Fejey, Fep + Fes) e involugao .

G227, & dlgebra Gy com graduacao (F'1+ Fey, Fejes + Fes) e involugao 7.

G2,1,p, & dlgebra Gy com graduagao (F'1+ Fejeq, Fley + Fey) e involucao p.

G2, & dlgebra Gy com graduagao (F'1+ Fey, Fejea + Fey) e involucao p.

G214, & dlgebra Go com graduacao (F'1 4 Fejey, Fe; + Fes) e involugao 1.

No proximo lema exibiremos informagoes sobre o 15 -ideal e a sequéncia de codimensoes

x-graduadas das x-superalgebras acima. Usaremos a seguinte notagao a;oas = ajas+asa;.

Lema 2.1. [35,Lemas 71, 72 e 73] Sobre G270’7—, GQ’LT, G272’7—, G271,p, G272’p € GQ,I,w;

temos que

(1) Idgri(Gz,o,r) = <y1,1, 21,15 [?/1,07.@2,0}7 [91,072’2,0}, 21,0 © 22,0, 21,022,023,0>T;-

(2) &(Gaor) =14n+ 252,

(3) Id®(Ga,r) = (Y11, 210220, 21,0221, [Y1.0:Y20], W10, 220), 2110 22,1, 21,122,1231) 1 -
(4) Idgri(Gz,z,T) = (Y11, 210720, 211221, [Y1.0,Y20]5 (Y10, 220]; 2100 221) 75

(5) 1A% (Ga,1,p) = (210, 211221, Yr1¥21s (Y10, Y1), W10, 221], Y1 0 221)Ty -

(6) Idgri(G2,2,p) = <Z1,1, <1,022,0, Y1,1Y2,1, [y1,07y2,0]a [y1,o,22,o], 21,00y2,1>T2*-

(7) Idgri(Gz,l,w) = <2’1,1, 21,0%2,0, <1,042,1, [y1,0>y2,0], [91,072’2,0], Y1,10Y21, y1,1y2,1y3,1>T;-
(8) c&(Gapyr) = & (Gonyr) = &(Gop) = (Gogyp) = H(Goy) = 1+ 2n + 250,

A algebra G, gera uma *-supervariedade minimal de crescimento quadratico
[17, Teorema 6.2].

As préximas 9 x-superdlgebras que irao compor nossa lista geram subvariedades mini-
mais de crescimento quadratico nas x-supervariedades de crescimento quase polinomial.

Consideremos a dlgebra comutativa

Cs = 0 a b|l|abceF
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e a seguinte involugao em C'

*

a b ¢ a —-b ¢
0O a bl =10 a —b]|. (2.1.1)
0 0 a 0 0 a

A partir de C5 obtemos as seguintes x-superalgebras.
o (5., a dlgebra C5 com graduacdo trivial e involugdo definida em (2.1.1).

o Cf' adlgebra C3 com graduacao (F'(e11+ €9+ e33) + Fers, F(e1a+ea3)) e involugao

trivial.

. C§“, a dlgebra C3 com graduacao (F'(ej; +ega+e33) + Feys, F(e12+e23)) e involugao
definida como em (2.1.1).

O lema abaixo garante que as *-superalgebras obtidas a partir de C'3 tém crescimento

quadratico.
Lema 2.2. Sobre as x-superdlgebras Cs.,, C¥ e C temos:
(1) [31, Lema 9] Idgri(ca,*) = (Y11, 21,1, [Y10,Y20]s [Y105220]5 [21.0, 220], 21,022,023,07>T2*-
(2) [30, Teorema 8.1] Id*"(C§") = (210, 211, Y1,1Y2,1Y3,15 ) T; -
(3) [20, Teorema 6.1] Idgri(C'3gri) = (21,0, Y1,1, 211221231, )15 -
(4) ef'(Cs.) = ef1(CF) = 1 (CF7) = =522,

Observamos que Cs,, C', C" geram, a menos de Ty-equivaléncia, as tnicas subva-
riedades minimais de crescimento quadrético em var®(D,) [31, Coroldrio 3], vars’(Ds")
[30, Corolério 8.2], varg™(D#&") [20, Corolério 6.1], respectivamente.

Agora, sejam N3 e Us, as seguintes subalgebras unitarias da UTj, consideradas em
[31].

( )
a b ¢ 00 0
0 ad OO0 O
0 0 00 O

N3: ¢ |a,b,c,d,e,f€F )

0 00 ad e
000 0 a —b
00 0O0O0 a

\ /
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4 3\
a b c 000
0 adOO00O0
0 0a O0O

Us = | a,b,c,d,e, f € F

0 0 0 a d e
0 0 0 a b
000 a

\ Vs

A seguir, apresentaremos as x-superalgebras de crescimento quadratico obtidas a partir

de N3 e Uz que estao na nossa lista.

Nj ., a dlgebra N3 com graduacao trivial e involucao reflexao.

Us ., a algebra Us com graduacao trivial e involucao reflexao.

Ng;gri) a élgebra N3 co1m gradua(;éo (F(en + €99 + €33 + €44 + €55 + 666) + F(€23 +

ey5), F(e12 — es6) + Feys + Feyg) e involugao reflexao.

Ugri, a élgebras U3 com graduagéo (F(GH + €90 + €33 + €44 + €55 + 666) + F(623 +

es5), F(e12 + e56) + Feys + Feyg) e involugao reflexao.
Lema 2.3. [31,Lemas 2 e 3] Sobre N3, e Us., temos que:
(1) Id® (Ns.) = (Y11, 2115 (Y105 Y20); 21,0%2,0) 15 -
(2) &(N3,) =n?+ 1.
(3) Idgri(Us,*) = (y1,1, 21,1, [Zl,o,yzo], 21,022,0>T,;-
(1) () = 22,
Lema 2.4. [20, Teoremas 4.4 ¢ 4.5] Sobre N ¢ U", temos que:
(1) Idgri(N§ri) = (21,0, [Y1,1,¥2,0), T11%21)1y, Onde x; = y; ou x; = 2; parai = 1,2.
(2) Idgri(U§ri) = (21,0, [21,1,%20], T11%21) 1y, onde v; = y; ou x; = z;, para i =1,2.
(3) &(NS") = e&(US") = n® +n + 1.

Observamos que Ns,, Us, geram subvariedades minimais de crescimento quadrético
em var®"(M,) [31, Coroldrio 1], enquanto que N§", US" geram subvariedades minimais
de crescimento quadrético em varg™ (&%) [20, Coroldrio 5.1].

Prosseguindo, consideremos mais duas subdalgebras de U'T§.
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o o O

=
I

| a,b,c,d,e, f € F 3,

o O O O o o

S O O O a0

o O O O o O

S O Q o o O
8

o O O O O 2

| a,b,¢c,d,e, f € F

o O O o o O

o O O O O o
oS O O O a0

o O O O O 2

\ Vs

A partir da algebra Mg, podemos considerar
o Ms., a dlgebra Mg com graduacao trivial e involucao reflexao.

° Mggfli, a élgebra Mg com graduagéo (F(eu + 666) + F(623 + 645), F€12 + F€56 + F€13 +

Feys) e involugao reflexao.

No préoximo lema veremos que as x-superalgebras acima tém crescimento quadratico.
Destacamos que em [31, Coroldrio 1] e em [20, Corolario 5.1], os autores mostraram que
Mg, e M§Y geram subvariedades minimais de crescimento quadratico em varg”(M,) e em

var®(Me"), respectivamente.
Lema 2.5. Sobre as x-superdlgebras Mg e M§, temos:

(1) [33, Lema 3-10] Idgri(Ms,*) = <y1,1a 21,1, #1,022,00  Y1,0Y2,023,044,0Y5,0,
Y1,05t3(Y2,0, ¥3,05 Y4,0)Y5,0) T

(2) &(Mg,) = 4n* —2n — 1.

(3) [20, Teorema 5.1] Idgri(Msg,rf) = (210, Y1,092073,1Y40Y50, T11%T21)T3, onde T; = y;

ou x; = z; para i =1,2,3.
(4) & (MEY) = 4n? + 1.

Considerando outras graduacoes em Mg e em My para as quais a involugao reflexao é
uma involucao graduada, foi possivel obtermos mais 5 *-superalgebras ainda nao estudadas
no contexto de algebras com estruturas adicionais e que serdao apresentadas a seguir. A

algebra My, ja havia sido considerada em [32] no caso de dlgebras com involugao.
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° Mggle, a élgebra Mg Cco1m gradua(;éo (F(eu +e66) +F€13 +F€46, F€12 +F€56 +F(623 +

e45) € involugao reflexao.

° Mggg, a élgebra Mg co1ml gradua(;éo (F(eu +e66) +F€12 +F€56, F€13 +F€46 +F(623 +

e45) e involugao reflexao.
o M., a algebra My com graduacao trivial e involucao reflexao.

° Mggfli, a algebra My com graduagao (F'(e11 + egs) + (€23 —€45), Fera+ Fesg+ Feyg +

Fey) e involugao reflexao.

° Mggg a algebra My com graduagao (F'(e11+eg6)+Feiz+Fess, Fejo+Fese+F(eaz—eys)

e involugao reflexao.

° Mggg, a algebra My com graduacao (F(e11 +egs) + Feio+ Fesg, Feis+ Fegs+ F(eas —

e45) € involugao reflexao.

Destacamos que, para as *-superalgebras acima e para as que apresentaremos a seguir,
nao serao explicitados os seus T3 -ideais, bem como os polinomios que descrevem o com-
portamento de suas sequéncias de codimensoes x-graduadas. Nos limitaremos a garantir
que elas tém crescimento quadratico.

Agora, apresentaremos as 16 ultimas x-superalgebras da nossa lista. Ressaltamos que,
dentre as x-superalgebras que serao listadas abaixo, somente as que tém graduacao trivial
ja apareceram na literatura, dentro do contexto de élgebras com involucao.

Consideremos as seguintes subdalgebras da UT5:

a b c 0 b ¢
My = 0 0 d||abecdeFj, Ms= 0 a d|]abc,deF
0 0 a 0 00

As algebras My e My apareceram primeiro em [8]. A partir delas, construimos as

seguintes x-superalgebras.

o My, e Ms,, que correspondem as dlgebras My e Ms com graduacao trivial e in-

volucao reflexao, respectivamente.

. Mfri, a algebra My com graduagao (F'(e1y + ess) + Feqs, Fera + Fegs) e involugao

reflexao.

o M5gri7 a élgebra M; com graduagéo (F€22 —+ F€13, Fejs + F€23) e involu(;éo reflexao.
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Em [32, Lema 20], os autores mostraram que ¢, (My.), c;(Ms.) > n(n —2), para todo

n > 3. Logo, pela Observagao 1.21, temos
n(n —2) < & (My.) = ¢ (Ma,) < M),

donde concluimos que My, e M$" tém crescimento pelo menos quadratico da sequéncia
K 4

de codimensoes *-graduadas. O mesmo pode ser concluido sobre as *-superalgebras Mj; .

e ME".

Agora, consideremos as seguintes subalgebras de UTjy:

a b ¢ d 0 b ¢ d
0 00 0 a 0 e
Mg = |a,...,f€F , My = |a,...,f€F
0 0O 00 a f
0 00 a 00 00

As algebras Mg e M7 apareceram primeiro em [32] e a partir delas, obtemos as seguintes

x-superalgebras.

o Ms.., a algebra Mg com graduacao trivial e involugao definida por

*

a b c d a —f e —d
0 00 e 0 0 0 ¢
= . (2.1.2)
000 f 0 0 0 —b
000 a 0 0 0 a

MGgii, a algebra Mg com graduagao (F'(e1; + e44) + Feys + Fegy, Fejg+ Fesy + Feyy)

e involugdo como em (2.1.2).

Mgg, a algebra Mg com graduagao (F(ejq + €44) + Feyy, Fero + Feyz + Fegy + Fegy)

e involugao como em (2.1.2).

M ., a algebra M7 com graduacao trivial e involugao dada por

*

0 b c d 0 —f e —d
0 a 0 e 0 a 0 c
= (2.1.3)
00 a f 0 0 a -0
0000 0O 0 0 O

M%rli, a algebra My com graduagao (F'(ex + e33) + Feys + Fegy, Fejg+ Fesy + Feyy)

e involucdo como em (2.1.3).

M%i, a algebra My com graduagao (F'(eg + e33) + Feqq, Fera + Fejs+ Fegy + Fesy)

e involugao como em (2.1.3).
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Por [32, Lemas 22 e 23], temos que ¢} (Ms), c;(M7.) > n(n —2), para todo n > 3.
Dessa forma, usando novamente a Observacao 1.21, concluimos que Mg ., Mgff, Mﬁgg,
Mz .. M7gr11 e M§2 tém crescimento pelo menos quadratico da sequéncia de codimensoes
x-graduadas.

Prosseguindo, consideremos a algebra

( )

a b c 00 0
00 adOO0 O
My = 000000 | a,b,c,d,e, f € F
00 0O0¢e f
000 0 a —b
\ 00000 a )

A partir da M;g, obtemos as *-superalgebras descritas abaixo.
o M., a dlgebra Mo com graduagao trivial e involucao reflexao.

° Mfgrfl, a algebra Mjo com graduacao (F'(e1; + exs + €55 + €g6) + Feag + Feys, F(e1a —

es6) + Fers + Feyg) e involugao reflexao.

° Mlgorfg, a algebra Mjy com graduagao (F'(e11 + a2 + €55 + €66) + F'(€12 — €56), Fers +

Feys + Fegs + Feys) e involugao reflexao.

° Mlgorfg, a algebra My com graduacao (F'(eq; + e + €55 + €g6) + Ferz + Feas, F(e1a —

es6) + Feas + Fleys) e involugao reflexao.

Em [32, Lema 26], os autores mostraram que c},(Mjg.) > n(n — 2), para todo n > 3.
Por isso, os mesmos argumentos utilizados anteriormente confirmam que M., ME'
’ 0,%; 10,1»
ME e ME'., tém crescimento pelo menos quadratico da sequéncia de codimensoes -
10,2 10,3
graduadas.
Por fim, vamos considerar a algebra

( )

o o O

| a,b,c,d,e, f € F

o O O o o o
IS

o O O O 2 o

S O O O a0
Q)

IS > - O O O

o O O O O 2

\ V

A dlgebra M foi construida nesta tese e a partir dela obtemos as ltimas x-superdlgebras

da nossa lista.
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[ Mlg{jh a élgebra M11 com gradua(;éo (F(eu + €99 + €55 + 666) + F€23 + F€45, F<€12 +

es6) + Feis + Feyg) e involugao reflexao.

[ Mlg{jQ, a élgebra M11 com gradua(;éo (F(eu + €99 + €55 + 666) + F€13 + F€46, F<€12 +

es6) + Feas + Fleys) e involugao reflexao.

Lema 2.6. As x-superdlgebras My, e Miy tém crescimento pelo menos quadrdtico da

sequéncia de codimensoes x-graduadas.

Demonstragao. Primeiro, observe que, em My,

Ti (0) +
(M1g1,1 ) F(e11 + ea2 + €55 + €66) + F(e23 + €45),

ri (1 +
(Mlgl,l( )) F(e12 + es6) + F(e13 + eqs),

Ti 0)\~ i (D)™
(M1g1,1 ) = F(€23 - 645)7 (Mlgl,l( )) = F(€13 - 646)-

gri
E em My ,,

ri (0) +

(Mlgl,z ) = F(en + ex + es5 + es6) + Fers + euq),
ol (1) +

(M1g1,2 ) = F(e1a + es6) + F(eas + €45),
Ti (0) a Ti (1) -

(Mpiy ") = Fleis —eas), (MPy ") = Fleas — eus).

Agora, sejam f = yffyl,lzl,o eg= y1”52y1,1z1,1 os vetores de altura maxima associados

as multitabelas

T((n-2),1),(1).2) = ( (1] a2, [n-1],[n], ®),

Tn-n.mem) = ([ [n=2], [a=1], @, [=] ).

respectivamente.

Avaliaremos f em elementos de M{]'; e g em elementos de M{,.

Primeiro, fazendo, em f, 410 = €11 + €2 + €55 + €66, Y1,1 = €12 + €56 € 210 = €23 — €45,
obtemos f = ej3 # 0 e, portanto, f nao é uma (Zs, *)-identidade para M7} .

Em g, fazendo a avaliagao y1,0 = €11 + €22 + €55 + €66, Y1,1 = €12 + €56 € 21,1 = €23 — €45,
obtemos g = ej3 # 0 e, por isso, g nao ¢ uma (Zy, *)-identidade para My,.

Assim, pela Observacao 1.28, concluimos que o caracter irredutivel

_9y(1).(1).2) aparece na decomposicao do cocaracter *-graduado de M, com mul-

((n—2),(1),(1),2) 5 11,1

tiplicidade nao nula. Usando as relagoes (1.3.3) e (1.3.5), obtemos que

ri ri n
C% (Mlgl,1> Z (n —921.1 0) d(n_2)d(1)d(1)dg = n(n - 1)
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Analogamente, concluimos que x(n—2),(1),2,(1)) aparece na decomposigao do cocaracter

x-graduado de Mf’lrg, com multiplicidade nao nula e, portanto,

n

e (M) > (n ~2,1,0, 1) dn-2)dydod) = n(n —1).

Diante do exposto, concluimos que M| e M}, tém crescimento pelo menos quadrético

da sequéncia de codimensoes x-graduadas, como afirmamos. O

Agora, apds estarmos familiarizados com todas as x-superalgebras da lista, ainda pre-

cisamos confirmar que

gri gri gri gri gri gri gri gri gri

]\44,*7 M4 3 M57*, M5 5 M67*7 Mﬁ,l’ M6,27 M’?,*’ M7’1, M7727 M8,2’ M8,37 Mg,*7 M971,
gri gri gri gri gri gri gri
M9,27 M9,37 MIO,*7 M10,17 M10,27 M10,3a M11,17 M11,2

tém crescimento quadréatico da sequéncia de codimensoes x-graduadas. Para tanto, é
importante ressaltarmos que todas as 37 x-superdlgebras que apresentamos possuem ca-
racteristicas comuns que nos serao tteis. A primeira é que todas sao x-superalgebras
de dimensao finita do tipo F' + J e, portanto, pelo Teorema 1.37, segue que todas tém
crescimento polinomial da sequéncia de codimensoes *-graduadas. Outra é que o indice
de nilpoténcia do radical de Jacobson de cada uma delas é trés.

Essas informagoes junto com a proposicao a seguir nos ajudarao a concluir que todas
as x-superalgebras da nossa lista tém, de fato, crescimento quadratico. Denotaremos por
J o radical de Jacobson de A.

s

Proposigao 2.7. Seja A uma *-superdlgebra de dimensao finita tal que {c&(A)},>1 €

limitada polinomialmente. Se J9 =0, entio c&(A) < an?™!, para alguma constante «.

Demonstragdo. Desde que A é uma *-superdlgebra de dimensao finita e c8"(A) é limitada
polinomialmente, pelo Teorema 1.38, para cada (n) = (ny, ns, n3, ny), obtemos a seguinte

decomposicao do (n)-cocaracter de A

Xey(A) = D mppxm @+ @ xa,
(M)
n—)\(l)1<q
onde, pelo Teorema 1.39 e pela Observacao 1.40, existe uma constante h tal que my < h
para toda multipartigdo (\) = (n).
Observe que n—A\(1); < g implica que A\(1); € {n—(¢—1),...,n—1,n}. Assim, através
das possibilidades para A(1);, verificamos que as variagdes de (n) que podem aparecer na

decomposigao de x&"(A), dada em (1.3.1), sdo as que estao no conjunto

S={(n)=(ny,ny,ngng) [ n—(¢g—1)<ny<neld<n; <qg—1, 1 #1}.
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Dessa forma, pela relagao (1.3.5), para todo (n) € S temos que

cop(A) = > mpydaay gy <Y hdaay - daa.
() ()
n—XA(1)1<q n—XA(1)1<q

Neste ponto, observamos que se A(1); = ny —r, entao, pela férmula do gancho, obtemos

que dyq) < ("—f, < ecnf <dn", onde c e d sao constantes. Além disso, atentamos para o
r)!

ni

fato de que dy(;) ¢ uma constante para toda particao A(i) - n;, com i = 2,3,4.

— n n! __ _nl t
Agora, denotando por t = ny + ng + ny, temos que (nhm,n&m) < ml = o) < bn',
para uma constante b.
Ao juntarmos todas as informacoes acima, obtemos que

( n >c<n)(A) < k't — ket AO1 < el

N1, N, N3, Ny

para cada (n) € S, onde k é uma constante.

Por isso, pela relagao (1.3.3), concluimos que

EA) = (<Z>)C<n>(A) <an®!,

(n)eS

para alguma constante o e a prova estd completa. O]

Teorema 2.8. As x-superdlgebras My, M, Ms.., ME", M., Mérli, Mgg, M ., M7g’r1i,
M%g,r217 M8g,r217 M8g,€317 MQ,*: MQg,rllf M9g,r217 Mggg; MlO,*7 Mig(;,il; Mlg;(g,iQ? Mlg(l)rf37 Mlglr,ilf Mlg{?Q tem
crescimento quadrdtico da sequéncia de codimensoes x-graduadas.

Demonstra¢ao. Como ja mencionamos anteriormente, todas as x-superalgebras citadas
no enunciado tém crescimento pelo menos quadratico da sequéncia de codimensoes -
graduadas. Além disso, o indice de nilpoténcia do radical de Jacobson de cada uma
delas é igual a 3. Com essas informacoes, concluimos que as x-superalgebras satisfa-
zem as condicoes da Proposicao 2.7 com ¢ = 3 e que, consequentemente, todas essas

x-superalgebras tém crescimento quadratico. [

2.2 Comparando 75-ideais

Tendo em vista a lista de 37 x-superalgebras de crescimento quadratico que apresen-
tamos, uma pergunta natural é se a lista é minimal, isto é, se dadas duas x-superalgebras
distintas A e B na lista, temos 1d®"(A) ¢ 1d®(B). Nesta secdo nos concentraremos
em estabelecer uma lista com as x-superalgebras apresentadas na se¢ao anterior que seja
minimal.

Para tanto, comecamos observando que Us, € Vargri(M&*) e que, consequentemente,

var®"(Ms ) ndo é uma *-supervariedade minimal de crescimento quadratico.
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Lema 2.9. 1d®"(Mg,) C 1d®"(Us.,).

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que Id®" (M., ¢ 1d#"(Us,,). Entdo existe um

(Zs, %)-polinémio multilinear f de certo grau, digamos n, tal que
feld®(Ms,) e f&I1d®(Usy,).

No Lema 23, vimos que Idgri(U&*) = <y1’17 21,15 [21,0,y2’0]7 21,022,0>T2*- Note que
[Y1.0, Y2.05 U3,0] € [Y1,05 Y2,0][¥3,05 Ya,0] 580 (Z2, *)-identidades para Us .. Assim, ao considerar-
mos todas essas identidades nao é dificil ver que, pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt,

f pode ser escrito, médulo 1d®"(Us ), da seguinte forma

n n—1 n
f=ayio - Yno+ Z BilYin,0* * * Yin-1,0%i0 + Z < Z Ve hY,0 """ Yin2.0[Uk,0, yh,o]) ;
i=1

h=1 \k=h+1

onde i3 < -+ < p_1, 1 <--- <l,_o ek >h Noltimo termo de f temos exatamente

n(n—1)

5— polinomios.

Recordemos que

+
0*)) = F(e11 + eqq) + Fe1s + e2) + Fe1a — €34),
(

_l’_
€12+ e3q) + Fleis — eaq) + Fey,

Para chegarmos a uma contradi¢ao, provaremos que f é o polinomio nulo. Para tanto,
consideremos as seguintes avaliacoes em elementos de M ..

Primeiro, fazendo y10 = ... = Ypo = €11 + s € 210 = ... = 2,0 = 0, obtemos
0 = (e + ea) €, por isso, a = 0.

Para i € {1,...,n} fixo, facamos z; o = e14, 2j0 = 0, para qualquer j #iey o =... =
Yno = €11 + eqq. Com isso, obtemos 0 = f;e14 e, por isso, f; = 0. Desde que o mesmo
raciocinio pode ser feito para todo 4, concluimos que §; = 0, para todo 1 <7 < n.

Agora, vamos considerar os casos em que k < n — 1. Com a avaliacao

Yk,0 = €12 — €34, Yho = €13 1+ €24, Ya,0 = €11 T €44,

para todo a # k e a # h, obtemos f = 2y, pe14 = 0 e, assim, 75, = 0. Aqui, convém
observar que como as variaveis fora do comutador estao ordenadas e h < k < n — 1,
obtemos que a avaliacao acima anula todos os termos em que y; ou ¥y, estao a esquerda
do comutador. Assim, chegamos que 75 = 0 sempre que k < n — 1.
Na pratica, o que fizemos acima implica que o polinomio f, moédulo Idgri(Ug,*), é da
forma
n—2

n—1
f= Z Vi hY3,0 " Yi—2,0[Yn,0s Yno] + Z Vn—1,0Y12,0 * ** Yin—2,0[Yn—1,05 Yn,o)-
h=1 h=1
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Para os casos em que h < n — 3, ao fazermos primeiro a avaliacao yno = ez +
€24, Yn—10 = €12 — €34, € Y0 = €11 + €44, para todo | # h el # n — 1 e depois

Yno = €13 + €24, € Y10 = €11 + eqq para todo [ # h, obtemos, respectivamente,

(2Yn—1h — Yon)e1a =0 € (Yn—1.h + Ynn)ers = 0.

Dai segue claramente que 7v,,—1,, = Yn,, = 0, sempre que h < n — 3.

Finalmente, chegamos que, moédulo Idgri(Ug,*), o polinomio f é da forma
= Ynn-1Y10" " Yn—2,0[Yn.0, Yn—1,0) + Ynn—2¥1,0 " * * Yn—3,0Yn—1,0[Yn,0, Yn—2,0)+
Tn—1,n—2Y1,0 """ yn—370yn,0[yn—170a yn—2,o]-
Fazendo as seguintes avaliacoes
® Y 20 = C€13+€24, Yn_1,0= €12—€34, Y0 = €11+€44, Para todo !l #Fn—1lel#n-2,
® Y 20 =¢€13+ €2, Y0 = €11+ €aq, paratodo l #n — 2,
® Yn_10= €13+ €24, Y0 = €11 + ey, paratodo ! #n—1,
obtemos, respectivamente,
® (Van—1 = Yam—2+2Vm-1n-2)e1s =0,
o (%—1,71—2 + ’Vn,n—2)613 =0,
® (—Vn—1n—2 + Ynn-1)e13 = 0.

Assim, concluimos que v, -1 = Ynn—2 = Yn—1n—2 = 0 €, portanto, obtemos que f é o
polinomio nulo. Logo, 1d®" (M .) C 1d®"(Us ).
Finalmente, é imediato verificar que 219220 = 0 em Us ., € 219220 Z 0 em Mg, € com
Y b b b b b b

isso finalizamos a prova. O

Consideremos £ o conjunto das x-superalgebras de crescimento quadratico apresenta-

das na secao anterior, exceto Mg .,
. gri gr gri gri
E - { GQ,O,T’ GQ,l,Ty G2,2,T7 GQ,L’L/)’ G2,1,p7 G2,2,p7 C3,*7 C’3 ) CS ) N3,*7 NS 3 U3,*7 US )
gri gri gri gri gri gri gri gri gri
M47*’ M4 5 M5’*, M5 3 6,17 MG,Z’ M'L*’ M7’1, M772, M87*’ Mg’l, MS,Z’ M8737
gri gri gri gri gri gri gri gri
M97*a Mg,lv M9,27 M9,37 M10,*, M10,17 M10,2: M10,3a M11,1a M11,2 :
Veremos no préoximo lema que nao ha inclusoes entre os T5-ideais das *-superdlgebras
2

em L.

Proposicao 2.10. Se A e B sio quaisquer x-superdlgebras distintas em L, entdo Ids"(A) 7
Id*(B).
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Demonstragao. Sejam

L= {GQ,O,Ta C3,*, N3,*7 U3,*, M4,*, M5,*, M?,*, Ms,*, Mg,*, MlO,*} €

Ly ={Ga1r, Ganr, Gony, Ganp, Gapyp G5, CFF, N§, USY, ME", ME", MEY,
Mbg,g’ M%rliv M%gv M8g,r1i> MSg,rQi? Mgga Mfirliv M9g,r217 MQgE’)l? Mi%jl? Ml%f% Mlg(l)ri&
M, Mi,)

os conjuntos das *-superalgebras em £ com graduacao trivial e com graduacao nao trivial,
respectivamente.

Primeiro, mostraremos que, para toda k-superalgebra A € L;, temos que Idgri(A) ¢
1d®"(B), para toda *-superédlgebra B € L.

Para tanto, observe que se A € £;, entdo ¢ imediato que Id#"(A) ¢ I1d®"(B), para
toda B € L£y. De fato, temos que y;1, 211 € 1d®(A), para toda A € L;, mas estes
polinémios nao sao simultaneamente (Zo, *)-identidades para quaisquer k-superalgebras
em L,. Por isso, neste caso, precisamos garantir somente que para cada A € L, temos
que Id(A) 7 1d®(B), para toda *-superalgebra B distinta de A em £;,. Para isso,
exibiremos polinomios que sao (Zs, *)-identidades para A e que nao sao simultaneamente
(Zs, *)-identidades para toda B € L;.

o 1d*(Gy0) ¢ Id#"(B), pois 21,0 © 220, [y1.0,Y2.0] [Y1,0, 220] € 1d¥(Gap), mas nio

sdo simultaneamente (Zs, *)-identidades para B, com B € L;.

o 1d*"(Cy.) & 1d®(B), pois [y10,Y20], [Y1.0, 220] [210, 220] € 1d5"(Cy.), mas ndo sdo

simultaneamente (Zy, *)-identidades para B, com B € L;.

° Idgri(Ngv*) ¢ I1d®"(B), pois (Y105 Y2,0], 21,0220 € Idgri(Ngy*), mas nao sao simultanea-
mente (Zsg, *)-identidades para B, com B € L.

o 1d®(Us,) € 1d#"(B), pois [21,0, ¥20], 210720 € 1d#(Us,.), mas ndo sdo simultanea-

mente (Zsg, *)-identidades para B, com B € L.

o 1d*(My,) ¢ 1d*(B) desde que [210,220], 21002070, [Y10%2,0¥30 Y40
St3(y1.0, Y20, Y3.0) € 1d&(M,,), mas ndo sio simultaneamente (Zs, *)-identidades

para B, com B € L;.

o 1d¥(Ms,.) € 1d*"(B), pois [21,, 22,0], Y1,022.0930 € 1d¥"(Ms5,), mas ndo sio simulta-

neamente (Zsg, *)-identidades para B, com B € L;.

o 1d®"(M;,) ¢ 1d%(B), pois 21,0 © 22,0, Y1,022,0Y3,0 € 1d®" (M7.), mas ndo sio simulta-

neamente (Zz, *)-identidades para B, com B € L;.
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o 1d*"(Ms,.) € 1d*"(B) desde que 21,0220, ¥1,042,023,020Y5.0 € 1d*"(Ms.), mas nao sio

simultaneamente (Zy, *)-identidades para B, com B € L;.

o 1d*"(My,) € 1d*"(B) desde que 21020230, Y1.0%20y30 € 1d*(Mp,.), mas nao sio

simultaneamente (Zy, *)-identidades para B, com B € L;.

° Idgri(Mw,*) ¢ Idgri(B) desde que  Y10220Y3,0240Y50, Y10, Y20/ Y30, Ya,0),
Sts(Y1,05Y2,0,Ys3.0), Sts(y1.0,Y20,230) € Id®" (M. ), mas nio sdo simultaneamente
(Zsy, *)-identidades para B, com B € L;.

Agora, mostraremos que, para cada A € Ly, temos que 1d%"(A) ¢ Id®"(B), para toda
x-superalgebra B distinta de A em L. Para este fim, novamente exibiremos polinémios
que sao (Zs, x)-identidades para A e que nao sao simultaneamente (Zy, *)-identidades para
toda B € L.

o 1d®"(Gy 1) ¢ 1d#"(B) desde que Y1 1, 21.0%2.0, 21.0%2.15 [Y1.05 ¥2.0), [Y1.0, 22.0), 2110721 €

1d#" (G, ,), mas nio sdo simultaneamente (Zj, *)-identidades para B, com B € L.

° Idgri(G2,2,r) ¢ [d#"(B) desde que w11, 210720, Z11%2.1, [Y1,0, Y2,0]5
[Y1,0, 220] € Idgri(G2,277), mas nao sao simultaneamente (Zs, *)-identidades para B,

com B € L.

° Idgri(Gz,l,p) ¢ Idgri(B) desde que 210, Yi11Y21, 211221, (Y105 22.1),
[Y1.0,Y2.1] € Idgri(GgJ,p), mas nao sao simultaneamente (Zo, *)-identidades para B,

com B € L.

o 1d*(Ga2,) ¢ 1d*¥(B) desde que 213,  YiaYa1,  Z10%20, Y10, 220,
(Y10, y2.0] € 1d®(Ga2,), mas nio sdo simultaneamente (Zs, *)-identidades para B,

com B e L.

o 1d*(Gy1,y) € 1d®(B) desde que 2131, 210220, 2104215 W10:¥20)5 Y105 220), Y11 ©
Yo € 1d®(Gy14), mas ndo sdo simultaneamente (Zsy, *)-identidades para B, com
BeL.

o [d®(CF) ¢ 1d#"(B) desde que 210, 211 € Id®(C§"), mas ndo sdo simultaneamente

(Zs, *)-identidades para B, com B € L.

o 1A= (CE™) ¢ 1d®(B) desde que 219, y1,1 € Id(CF"), mas ndo sio simultaneamente

(Zs, *)-identidades para B, com B € L.

14 Idgri(Ng%ri) SZ Idgri(B) desde que 21,0, Y1,1Y2,1, 21,1%2,1, Y1,1%2,1, [91,1,92,0] € Idgri(Ngri),

mas nao sao simultaneamente (Zy, *)-identidades para B, com B € L.
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b Idgri(Uﬁgri) SZ Idgri(B) desde que 21,0, Y1,1Y2,15, 21,122,1, Y1,1%2.1, [Zl,lay2,0] € Idgri(Ug%ri)a

mas nao sao simultaneamente (Z,, x)-identidades para B, com B € L.

o Idgri(Mfri) ,@ Idgri<B) desde que 21,0, ¥1,0¥2,193,0, Y1,1Y2,0¥3,15 ¥1,022,1Y3,0 € Idgri(Mfri)a
mas nao sao simultaneamente (Z,, x)-identidades para B, com B € L.

o Id="(ME™) ¢ 1d#"(B) desde que 210, Y1.0Y2,1¥3.0, Y1.072.1Y3.0, 211221930 € Tds (ME™),

mas nao sao simultaneamente (Zy, *)-identidades para B, com B € L.

® Idgn(Mgrll) {(Z Idgrl(B> desde que ZLOZQ’O, 21’12271, y1,1y2,17 y1’12271, y1’02270y370,
St3(y1,0,y2,072’3,1), [y1,0y2,1y3,o,y4,o], 21,0Y2,043,1, [21,0;y2,1], 21,0 © 221 € Idgn(Mag,T)a
mas nao sao simultaneamente (Zg, *)-identidades para B, com B € L.

i Idg“(Méré) 51 Idgri(B) desde que 210220, 21,0421, Y1,0¥2,193,0, Y1,022,193,0, [Y1,05 22,0,
[Y1.0, Y20, [Y1.1, 22.1)s Y1.1Y20Y3.1 € Idgri(Mgg), mas nao sao simultaneamente (Zy, *)-

identidades para B, com B € L.

Ti gri Ti
o Id® (Mm) SZ Id®"(B) desde que 21,0220, 21,122,1, Y1,1Y2,15 Y1,022,043,0, Y1,0¥2,13,0,
i gri ~ ~ .
Y1,0%2,1Y3,0, (21,0, Y2,1), 210421930, 21,0 © 221 € 1d® (M7,1)7 mas nao sao simultane-

amente (Zs, *)-identidades para B, com B € L.

Ti gri T1
o Id® (Mm) Sz Id*"(B) desde que 210220, 210¥2,0, 21,0¥2,1, Y1,042,193,0, ¥1,022,193,0;
(1,0, Y20], W11, 22.1], 211 © 221 € 1d®7(MPFy), mas nao sdo simultaneamente (Zs, *)-

identidades para B, com B € L.

i Idgri(Mgg,rf) ,@ Idgri(B) desde que z10, Y11Y2,1, 21,1221, Y1,122,1, Y1,0¥2,093,1Y4,0¥50 €
Idgri(Mgf), mas nao sao simultaneamente (Z,, *)-identidades para B, com B € L.

Ti gri Ti
o Id® (Mg,z) SZ Id® (B) desde que 21,022,0, <1,0Y2,1, 21,022,1, <1,172,1, ¥Y1,022,0Y3,0,
Y1.0Y2.1Y3.0, Y1,0221Y3,0 € 1d® (MES), mas nao sao simultaneamente (Zo, *)-identidades

para B, com B € L.

Ti gri Ti
o Id® (Mg,g) SZ Id® (B) desde que 21,022,0, Y1,1Y2,1, 21,0221, 21,1%22,1; Y1,022,0Y3,0,
Y1.0Y2.1Y3,05 Y1,022,1Y3.0 € Idg“(MSg;i), mas nao sao simultaneamente (Zo, *)-identidades

para B, com B € L.

L Idgri(Mirli) Q Idgri(B) desde que 21,022,05 21,0Y2,0, Y1,122,1, Y1,1Y2,1, 21,1221, Y1,0Y2,1Y3,0,
[Y1.0, Y20] € Idgri(Mgg’T), mas nao sao simultaneamente (Zy, *)-identidades para B,

com B € L.

Ti gri Ti
o Id® (Mg,g) 51 [d*(B) desde que 210220, 21,0421, 21,0221, Y1.1¥2,1, Y1,022,093,0;
Y1.0Y2.1Y3.0, Y1,0221Y3,0 € 1d® (MES), mas nao sdo simultaneamente (Zo, *)-identidades

para B, com B € L.
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ri gri ri
o Id® (Mg,g) QZ Id#"(B) desde que 21,0220, Y1,192,1, 21,122,1, 21,042,1, 21,0221, Y1,022,043,0,
Y10Y2.1Y30 € 1d¥(M§3) ndo sdo simultaneamente (Zs, x)-identidades para B, com

BelLl.

Ti gri Ti
o Id® (M1o,1) SZ Id® (B) desde que 21,022,0, Y1,1Y2,1, 21,1221, <1,0Y2,1, Y1,022,0Y3,0,
Y1.0Y2.1Y3.0, 21122,0Y30 € 1A% (MF)}), mas nao sao simultaneamente (Zs, *)-identida-

des para B, com B € L.

d Idgri(Mlgéjg) ,@ Idgri(B) desde que 210220, Y1,1¥21, 21,1221, [Y1,0,¥20], (Y105 220),
Y1,0Y2,1Y3.0, Y1,0%2.1Y3,0 € Idgri(Mlgorfz), mas nao sao simultaneamente (Zo, *)-identida-

des para B, com B € L.

Ti gri Ti
o Id® <M10,3) ,@ Id*® (B) desde que 21,022,0, Y1,1Y2,1, 21,0Y2,1, 21,0%2,1, Y1,022,0Y3,0,
i gri ~ ~ .
Y1,0Y2,1Y3,05 Y1,0221231Y4,0, 211Y2.1Y30 € 1d® (M10,3)7 mas nao sao simultaneamente

(Zg, *)-identidades para B, com B € L.

Ti gri ri
o Id® (Mn,l) ,CZ Id® (B) desde que 21,022,0, Y1,1Y2,1, 21,1221, 21,0%2,1, Y1,022,0Y3,0,
Y1,0721Y3,0, 21122,0y30 € Id®(M})), mas nao sao simultaneamente (Zs, *)-identida-

des para B, com B € L.

Ti gri T1
o Id® (Mu,g) SZ Id® (B) desde que 21,0%2,00 £1,172,15 21,1Y2,1, 1,0Y2,1, £1,0%22,1, Y1,022,0Y3,0,
gri gri = = .
Y1,022,193,05 Y1,0Y2,1Y31Y4,0, Y1,1221Y30 € Id*'(M}),), mas nao sdo simultaneamente
(Zs, *)-identidades para B, com B € L.

Assim, concluimos a prova. n

Finalizamos essa segao estabelecendo que, ao longo desta tese, quando mencionarmos
lista de x-superdlgebras subentende-se que estamos nos referindo as 36 x-superalgebras de

crescimento quadratico em L.

2.3 O radical de Jacobson das x-superalgebras de cres-

cimento quadratico

Nesta secao exibiremos a decomposicao do radical de Jacobson de cada uma das -
superalgebras de crescimento quadratico estudadas. Recordamos que em x-superalgebras
A de dimensao finita do tipo B + J, onde B é uma *-superalgebra semissimples e J é o
radical de A, temos que J = Jyg + Jo1 + J10 + J11, onde os subespagos J; sao graduados,

i,k €{0,1}, com Jy e Jy; estaveis pela involucao graduada x de A e Jg§; = Jyo.
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Mais especificamente, explicitaremos as componentes pares e impares, simétricas e an-
tissimétricas (quando for pertinente) de cada subesbago presente na decomposigao do radi-
cal de cada x-superalgebra da lista. Para esta apresentacao dividiremos as *-superalgebras
de crescimento quadratico da nossa lista em dois grupos: unitarias e nao unitarias.

Sabemos que para uma *-superalgebra A unitaria de dimensao finita, temos J # A.
Assim, se A = B + J é uma x-superalgebra unitaria de dimensao finita, entao a unidade
de A deve estar na parte semissimples e, portanto, J = Ji;. Vejamos na tabela abaixo

como ¢ a decomposicao de Ji; de cada uma das *-superalgebras unitarias da nossa lista.

0)T 1)+ 0)~ 1)~
I [ER [ER [ER I
G2707T 0 0 Fei1 + Fes + Fejeg 0
G271’7— 0 0 Feies Fei + Fes
G272,‘,— 0 0 Feq Fes + Feiea
G2,1,p Fejeo Feo 0 Fep
Gz’g,p 0 Fes + Fejea Feq 0
Go1,9 0 Fei + Feg Feies 0
Cs,x Feis 0 F(e12 + e23) 0
cy" Feis F(e12 + e23) 0 0
cgt Feis 0 0 F(e12 + e23)
N3« F(eis + es) + || O F(eis — es5) + 0
F(e23 + €as) F(e12 — es6)
Nrfri F(eas + ess5) F(ei3 + es6) 0 F(eis — es) +
F(e12 — es6)
Us, « F(ei2 + ess) + || O F(e13 — ea6) 0
F(eis + ess) +
F(e23 + eas)
Ufri F(e23 + eas5) F(ei2 + es6) + || O F(e13 — eup)
F(ei3 + es6)

Tabela 2.1: x-superalgebras unitarias.

Para as sx-superalgebras construidas a partir de My, Mg, Mg e My, verificamos que
J = Ji1 + Jio + Jo1, enquanto que nas x-superalgebras obtidas a partir de M5, M;, Mg
e My, temos J = Jyy + Jio + Jo1. Na tabela abaixo, exibimos a decomposicao de Ji; e
de Joo em componentes simétricas par e impar e em componentes antissimétricas par e
impar, conforme cada x-superdalgebra. Além disso, apresentamos a decomposicao de Jqg

e Jop1 em componentes pares e impares de acordo com cada *x-superalgebra.
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I A A ho |
My Feis 0 0 0 (Feia,0) (Fess,0)
M Feis 0 0 0 (0, Fei2) (0, Fezs)
Me,« 0 0 Feia 0 (Feiz + Fei3,0)  (Feas + Fesq,0)
Mg 0 0 0 Feis (Feys, Ferz) (Feza, Fesa)
Mg, 0 0 Feiy 0 (0, Fe1z + Feys) (0, Fegq + Fesy)
Mo, 0 0 F(e12 — es6) 0 (Feis + Feas,0) (Fess + Feus,0)
Mg 0 0 0 Fle1z — ese) (Feas, Feys) (Feuss, Feu)
M%fz 0 0 F(e12 — es6) 0 (0,Fe13 + Feaz) (0, Feyqs + Feuap)
M 0 0 0 F(e12 — es6) (Feis, Feas) (Fess, Feus)
MY 0 F(e12 + es6) 0 0 (Feas, Feis) (Feys, Feag)
M, 0 F(e12 + es6) 0 0 (Feis, Feas) (Fess, Feus)

| ho |
M. Fes 0 0 0 (Fess, 0) (Fey2,0)
M5gri Feis 0 0 0 (0, Feas) (0, Fe12)

My 0 0 Feia 0 (Fe2q + Feszs,0) (Feiz + Feis,0)
MEY 0 0 0 Feyy (Feas, Fesyq) (Feis, Fez)
ME; 0 0 Fes 0 (0, Fesy + Fess) (0, Fers + Fers)
Mg« F(e23 + eus5) 0 0 0 (Fei2 + Fei3,0) (Feap + Fese,0)
MET || F(ezs + eas) 0 0 0 (0, Fe1a + Feis) (0, Feqs + Fesg)
Mg 0 Fl(eas + eas) 0 0 (Feis, Feyz) (Feus, Fese)
MET 0 F(eas + ess) 0 0 (Feiz, Feis) (Fess, Feag)
My . 0 0 F(e23 — eus) 0 (Fei2 + Fe13,0)  (Fess + Fesg,0)
ME 0 0 F(e23 — ess) 0 (0, Fers + Feis) (0, Feas + Fesg)
MQg,rZi 0 0 0 F(e23 — eus) (Feis, Fei2) (Feas, Fese)
Mggg 0 0 0 F(e23 — e4s5) (Feiz2, Feis) (Fese, Feap)

Tabela 2.2: s-superalgebras nao unitarias.



Capitulo 3

x-Supervariedades minimais de

crescimento quadratico

Em [8], no contexto ordindrio, Giambruno e La Mattina associaram o crescimento no
maximo linear da sequéncia de codimensoes de uma variedade V a uma lista de algebras
que nao devem pertencer a }. Mais especificamente, os autores caracterizaram as varieda-
des de crescimento no maximo linear através da exclusao de cinco algebras que a principio
possufam crescimento pelo menos quadratico. Em [22], Jorge e Vieira mostraram que, de
fato, as cinco dlgebras tinham crescimento quadrético e mais, mostraram que elas eram
as Unicas minimais de crescimento quadratico, a menos de equivaléncia.

Assim, nosso objetivo é classificar as *-supervariedades minimais de crescimento quadra-
tico usando uma estratégia similar a que foi empregada em [22] para o caso ordinario. Tal
estratégia consiste em determinar *-superalgebras de crescimento quadratico que formam
a menor lista de x-superalgebras que devem ser excluidas de uma x-supervariedade V a
fim de garantir que V tem crescimento no maximo linear. Como consequéncia, obtemos
que estas geram as tnicas *-supervariedades minimais de crescimento quadratico.

Convém ressaltar que, em 2017, Ioppolo e La Mattina classificaram, a menos de T5-
equivaléncia, todas as *x-superdlgebras de crescimento no méximo linear [20]. Para apre-

sentar tal classificagao sera necessario introduzir algumas *-superalgebras.

02:{(3 3)|a,beF}.

A partir de (s, obtemos as seguintes *-superalgebras.

Considere

o (5, a dlgebra C; com graduacao trivial e involugao definida como

a b ’ a —b
Y- s
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o % a dlgebra Cy com graduacio (F(ejq + eay), Feia) e involucio definida como em
(3.0.1).

o C5" a dlgebra Cy com graduagao (F'(e1; + €92), Fers) e involugao trivial.
Lema 3.1. Sobre Cy,., C5", C¥, temos:
(1) [31, Lema 9] Id®"(Cs.) = (11, 211, 210220, [Y1,0,¥20), Y10, 22,0])73 -
(2) [20, Teorema 6.1] Idgri(CQgri) = (21,0, Y1,1, 21,1%21)7T5-
(3) [30, Teorema 8.1] Id®"(C¥") = (210, 211, Y1,1Y2,1)T; -
(@) GH(Con) = (CF) = (CF) = n+ 1.
Observamos que as *-superalgebras Cs ,, C’2gﬁ, C%" geram, a menos de Tj-equivaléncia,
subvariedades minimais de crescimento linear em var(D,) [31, Coroldrio 3], vare" (D)

[20, Coroldrio 6.1] e em var®(De") [30, Coroldrio 8.2], respectivamente.

Seja

Ay = |a,b,c € F

o O O 2

o o o o

o O O O
o

S|

Consideremos as *-superalgebras:
o A, ., adlgebra Ay com graduagao trivial e involucao reflexao.

° Agri, a algebra A, com graduagao (F'(eq; + eqq), Fera + Fesy) e involugao reflexao.
Lema 3.2. Sobre Ay, AS", temos:
(1) [33, Lema 3.10] 1d®"(As.) = (Y11, 211, 21,0220, Y1.022.0Y3.0, St3(y1,0, Y2,0,Y3,0)) 73 -
(2) #(Agy) =4n —1.
(3) [20, Teorema 51] Idgri(Agri) = <Zl707 $1,1$2,1, y1,0$2’1y3’0>T2*, onde Ty =Y, oux; = 2,
para i =1 2.
(4) &(ABY) = 4n + 1.
Destacamos que A, e Agri geram subvariedades minimais de crescimento linear em
var®(M,) [31, Coroldrio 1] e em var®"(Me™) [20, Coroldrio 5.1], respectivamente.
A seguir, temos a classificacao das *-supervariedades de crescimento no méaximo li-
near dada por lIoppolo e La Mattina. Desse resultado concluimos que as x-superalgebras

Aoy ASY Co ., CF" CF geram, a menos de Ty-equivaléncia, as tnicas #-supervariedades

minimalis de crescimento linear.
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Teorema 3.3. [20, Teorema 7.2] Seja A uma x-superdlgebra tal que c&(A) < an, para

alguma constante a. FEntao
A~ry Bi®--® B, ® N,

onde N é uma x-superdlgebra nilpotente e, para todo 1 =1,...,m, B; éT;-equivalente a

uma das sequintes x-superdlgebras:

N, C®&N, Cy,®N, Ay, ®N, Ay, ®Cy, &N, C¥'@N, C¥ON, AS DN, C¥'aC¥ o
N, CE @A ON, C¥@ AT O N, C& o C¥ ® A" @ N, onde C € uma -superdlgebra

comutativa com graduagao trivial e involucao trivial e N € uma x-superalgebra nilpotente.

Verificaremos que as *-superalgebras a serem excluidas de uma variedade para garantir
que esta tem crescimento no méaximo linear sao justamente as presentes no conjunto L.
Como consequéncia, concluiremos que as 36 *-superdlgebras em L geram, a menos de

T5-equivaléncia, as tnicas *-supervariedades minimais de crescimento quadratico.

3.1 Algumas propriedades das x-superalgebras do

tipo F' + J

Nesta secao verificaremos que a exclusao de certas s-superalgebras de crescimento
quadratico, estudadas no Capitulo 2, das variedades geradas por x-superdlgebras de di-
mensao finita do tipo F'+ J interferem no comportamento das componentes do radical J.
Destacamos que as Tabelas 2.1 e 2.2 exibidas no capitulo anterior serao necessarias para
um bom entendimento dos resultados que serao apresentados aqui.

Assim, ao longo desta secao, assumiremos que A é uma x-superdlgebra de dimensao
finita da forma A = F'+ J, onde J tem decomposicao J = Jog + Jo1 + J10 + J11, conforme

vimos em (1.3.7).

Lema 3.4.
(1) [32, Lema 29] Se M., Ms, ¢ var®(A), entdo aa* = a*a = 0, para todo a € Jl(g).
(2) Se ME", ME" ¢ vars(A), entdo aa* = a*a =0, para todo a € Jiy).

Demonstragao. (2) Suponhamos que exista a € Jl((l]) tal que aa™ # 0 e seja B a subalgebra
x-graduada gerada, como algebra, por 1p, a, a*. Além disso, consideremos I o ideal

x-graduado gerado por a*a. Verificamos que a x-superdlgebra

B = B/I =spang{1r, @, a*, aa*}
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é isomorfa a M}" através do isomorfismo ¢ : B — M}" de x-superdlgebras, definido como

©(1p) = e11 +es3, p(a) = en, p(a*) = e, plaa*) = e3

e, portanto, M2 € var®(A). Isso garante que se ME" ¢ var®i(A), entdo aa* = 0, para
todo a € Jl((l)).
Com o mesmo raciocinio verificamos que se Mgri ¢ vart(A), entao aa* = 0, para todo

a € Jé}) e concluimos a prova. O

Pelo lema anterior, observamos que se My ., M{", M; ., ME" ¢ varg"(A), entdo aa* =

a*a = 0, para todo a € Jy.

Lema 3.5.

(1) [32, Lemas 30 e 31] Se My., Ms., M., M;. ¢ var®(A), entio Jl(g)Jé(lj) =
J(O)J(O) -0
o1 410" = Y-

(2) Se My., ME", Ms,,, ME", MES, MES ¢ vars'i(A), entdo J\) Jor = Jig I} = 0.
(3) Se My, ME", My., ME", MEY, ME ¢ vars(A), entdo J§) Jio = J§) T\ = 0.

Demonstragio. (2) Suponhamos que My, M, M;.,, ME" Mégfli, MEE ¢ var®i(A). Em
particular, desde que M2 ME" ¢ var®i(A), o Lema 3.4 nos fornece que a*a = aa* = 0,
para todo a € Jl((l)). Agora, suponhamos, por absurdo, que existam a € Jl%) ebe Jé}),
tais que ab # 0. Temos imediatamente, a*a = aa* = b*b = bb* = a®> = b* = 0. Note que
como (a + b*) € Jl(é), temos 0 = (a + b*)(a + b*)* = (a + b*)(a* + b), o que implica em
ab+ b*a* = 0. Logo, (ab)* = b*a* = —ab e, por isso, ab € (Jl((f))_. Analogamente, observe
que 0 = (a* 4 b)(a* + b)* = a*b* + ba o que implica em (ba)* = a*b* = —ba. Portanto,
ba € (J§)) .

Além disso, desde que ab = —b*a*, temos aba = —b*a*a = 0 e bab = —bb*a* = 0. Seja

B a subélgebra x-graduada de A gerada, como algebra, por 1z, a, a*, b, b*. Note que
B = spang{1, a, a*, b, b*, ab, ba}.
Considerando I o ideal x-graduado gerado por ba, afirmamos que a *-superalgebra
B = B/I = span;.{1p, @, a*, b, b*, ab}
é isomorfa a Mé’g. De fato, defina ¢ : B — Mﬁgf; de modo que
Trpr> e +eau, G- e, aF > —esq, br>eny, D"+ eps, abr ey

Nao é dificil verificar que ¢ é um isomorfismo de =x-superalgebras e, por isso,

Mg, € var®(A), uma contradi¢io. Essa contradigdo garante que se MF", ME" Mg, ¢
; < (1) 40

varg™(A), entao JI(O)Jél) =0.
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Agora, suponhamos também por absurdo, que existam a € Jl(g) ebe Jéi) tais que
ab # 0. Neste caso, como My,, M M;,, ME ¢ var#i(A), pelo Lema 3.4, temos
imediatamente a*a = aa* = 0*b = bb* = 0. Note que ao usarmos a mesma estratégia
acima, obtemos que ab € (J(l)) ba € (Jé(l]))_ e que também podemos definir a subéalgebra
x-graduada B’ = spang{l, a, a*, b, b*, ab, ba} e o ideal *-graduado I’ gerado por
ba. Assim, temos que a *-superalgebra B’/I’ é isomorfa a Mﬁgf através do isomorfismo

¢ B/l — Mérli de x-superdlgebras tal que
Tp e +ew, T eys, @ ey, b —eyy, b e, ab— —eyy.

Portanto, Mérli € var®(A) e temos uma contradicio. Isto prova que se My, M2 Mj.,,
ME", Mﬁgﬁi ¢ var"(A), entdo J10 Jo1 U = 1(0) Jé(l)) = 0 e com isso concluimos a prova do
item (2).

O item (3) é obtido de modo andlogo ao item (2) e, por isso, omitiremos alguns deta-
lhes. Suponhamos que M,,, M M;.,, ME" M%T, J\47gr21 ¢ var®(A). Além disso, supo-
nhamos, por absurdo, que existam a € Jé(l)) ebe Jl%) tais que ab # 0. Neste caso, também
podemos definir a x-superélgebra B” = spanp{1, a, a*, b, b*, ab, ba} e o ideal *-graduado
I" gerado por ba, de tal modo que a x-superalgebra B”/I" = spanp{1p, @, a*, b, b*, ab}

é isomorfa a M7 através do isomorfismo ¢ : B”/I" — MEY, definido da seguinte forma
E — €99 + €33, @+ €13, a* — €24, b— —€34, b* — €12, ab —e14.

Com isso, obtemos que Mg} € var®(A), uma contradi¢io. Essa contradi(;éo garante
gri gri grl ri 0) _

que se My, My", Ms., M§", MP| ¢ var®(A), entdo JOJY = JPI9D = 0. Por

fim, aplicando os mesmos passos, verlﬁcamos que se M ME" M) 'y ¢ varg"(A), entao

Jéi)(]l(é) = 0 e finalizamos a prova. O
Como consequéncias imediatas do lema anterior, temos os seguintes.

Coroldrio 3.6. Se M, ., M§", Ms,, ME", Ms., M5}, M&; ¢ var®i(A), entio JygJor = 0.

Corolario 3.7. Se M, M2, M;.., M, My, M%T, ME 'y & varg(A), entio Jo1J1o = 0.

E interessante observarmos que, nas condi¢oes do Corolério 3.7, temos que B = F +

Jio + Jo1 + Ji1 € uma subdlgebra x-graduada de A.
Lema 3.8. Se Ms., Mg, MF;, ME5 ¢ var®(A), entio JioJgy = Joydor = 0.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que J1(0 (J, (0)) # 0. Logo, existem a € Jlo ebe (Joo )
tais que ab # 0. Considere B a subalgebra x-graduada de A gerada, como algebra,
por 1, a, a*, b e I o ideal x-graduado gerado por aa*, a*a, b?, aba*. Observe que a

s-superalgebra B = B/I é tal que

B = spanp{lp, @, a*, b, ab, ba*}.
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Afirmamos que B e Mg, sdo isomorfas. De fato, considere o : B — Mjg.,, definido de

tal forma que

EP—)611+666, a > €9, ﬁf—>€56, b —> €93 + €45, %P—)Glg, ba* — €46- (311)

Nao ¢é dificil verificar que ¢ é um isomorfismo de *-superalgebras e, por isso, Mg, €
varg"(A). Isso mostra que se Mg, ¢ var®(A), entao Jl(g)(Jég))+ = (Jég))+Jé(1)) = 0.
Analogamente, suponhamos agora que Jl(é)(Jég))+ # 0. Logo, existem a € Jl%) e
be (Jég))Jr tais que ab # 0. Considerando a *-superalgebra B’ gerada, como dlgebra, por
1r, a, a*, be I’ oideal *-graduado gerado por aa*, a*a, b, aba* e definindo o isomorfismo
de #-superélgebras ¢’ : B//I' — Mg como em (3.1.1), obtemos que Mg} € var®i(A).
Com isso, temos que se Mggfli ¢ var®(A), entao Jl%)(Jég))Jr = (Jég))JrJé}) = 0. Assim,
concluimos que Ms,, M§] ¢ var®(A4) implica em Jlo(Jég))+ = ( ég))+J01 = 0.

Finalizamos a prova, observando que o mesmo raciocinio acima garante que se Mg, ¢

var(A), entao Jl((l))(Jé(l)))Jr = ( é(l)))JrJé}) = 0equese Msgg ¢ vart(A), entao Jl(([;)(Jé(l)))Jr =

() I =0, m
Lema 3.9. Se My, M1, M55, M55 ¢ varsi(A), entio JioJyy = JogJor = 0.

Demonstragio. Suponhamos que JO(JO) £ 0 ¢ sejam a € JP e b € (J)  tais
que ab # 0. Consideremos B a subdlgebra x-graduada de A gerada, como algebra, por

*

1g, a, a*, b e I o ideal *-graduado gerado por aa*, a*a, b*, aba*. Afirmamos que a
s-superdlgebra B = B/I = spanp{1y, @, a*, b, ab, ba*} é isomorfa a My,. De fato,

defina ¢ : B — My .. de tal modo que
E — €11 + €gg, a— €19, a* — €56, E > €23 — €45, % — €13, % = —€46. (312)

Nao ¢ dificil verificar que ¢ é um isomorfismo de *-superdlgebras e, portanto, My, €
varg"(A). Isso mostra que se My, ¢ var#i(A), entdo J'0 (J&) = (J) J =o.

Analogamente, suponhamos que existam a € Jl((l)) ebe (Jég))_ tais que ab # 0. Sejam
B’ a subalgebra x-graduada de A gerada, como algebra, por 1z, a, a*, b e I’ o ideal *-
graduado gerado por aa*, a*a, b*, aba*. Considerando o isomorfismo de *-superalgebras
¢ B/ — Mgf definido como em (3.1.2), concluimos que Mgg":rf € varg"(A). Por
isso, se Mggfli ¢ varg(A), entdo Jl%)(Jég))_ = (Jég))_JéP = 0. Assim, temos que My,
Mgg’rli ¢ var®(A) implica em Jlg(Jég))_ = ( 58))_J01 =0.

Por fim, observamos que ao empregarmos a mesma estratégia acima, obtemos que se
M§3 & var®'i(A), entdo JDISY = () I =0 e que se M$3 ¢ var®i(A), entdo
JOINY = (1) I = 0 e finalizamos a prova. O

Coletando as informagoes dos dois ultimos lemas, obtemos o seguinte corolério.
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Corolério 3.10. Se M., M, MEi, MES My, ME, M, ME ¢ var(A), entdo
Ji0Joo = JooJor = 0.

Destacamos que, sob as condi¢oes dos Coroléarios 3.7 e 3.10, segue que em A temos
Jor1J10 = Ji0Joo = JooJo1 = 0. Consequentemente, temos que A pode ser escrita como

uma soma direta de algebras da forma
A= (F+ Ju+ Jio+ Jor) ® Joo,

onde B = F+J1+ Jio+Jo1 € uma subalgebra x-graduada de A e Jyg é uma *-superalgebra
nilpotente. Esse fato explicard nosso interesse nas x-superalgebras de dimensao finita do

tipo F'+ Ji1 + Jio + Jo1 na préxima secao.

Lema 3.11.
(1) Se Mig. ME, ¢ var®i(A), entio Jo(J) = (JY) Jio = 0.
(2) Se ME', M&' ¢ vargi(A), entio Jo (1)) = (J1}) Jio = 0.
(3) Se M, ME, ¢ var#i(A), entdo Joi(J(}) " = (J}) o = 0.

Demonstragao. Provaremos apenas os itens (1) e (3), pois o item (2) pode ser provado
usando um raciocinio anédlogo.

(1) Suponhamos que J(g(l))(Jl(?))i # 0 e sejam a € Jé‘f) ebe (J9) tais que ab # 0.
Agora, sejam B a subdlgebra x-graduada de A gerada, como algebra, por 1g, a, a*, be

I o ideal *-graduado gerado por aa*, a*a, b?, aba*. Verificamos que a x-superdlgebra
B = B/I =spang{1p, @, a*, b, ab, ba*}

¢ isomorfa a M, através do isomorfismo ¢ : B — My . de *-superdlgebras, definido de

tal modo que

1p > e+ e+ es5+ €66, Q> €45, QF > €3, b e1a —es6, abrs —egq, ba* — er3.
(3.1.3)

Por isso, Mg, € var"(A). Isso mostra que se My, ¢ varg"(A), entdo J&© (JV) =
(V) Ty =0,

Agora, suponhamos que existam a € Jé}) ebe (Jl((l)))_ tais que ab # 0. Como no
caso anterior, podemos definir a subalgebra x-graduada B’ gerada, como &lgebra, por
1p, a, a*, be oideal x-graduado I’ gerado por aa*, a*a, b*, aba*. Assim, considerando a
s-superdlgebra B'/I’ = span{1p, @, a*, b, ab, ba*} e definindo o isomorfismo ¢’ : B -
MlgéfQ de x-superdlgebras como em (3.1.3), verificamos que Mlgéf2 € var®(A). Concluimos
que se My, ¢ var®i(A), entdo JPITN = (Y S =o.
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+
(3) Procedendo como no item acima, suponhamos que existam a € Jé(l)) ebe (J)
tais que ab # 0. Sejam B” a subdlgebra x-graduada de A gerada, como &lgebra, por

*

lg, a, a*, b e I" o ideal *-graduado gerado por aa*, a*a, b, aba*. Afirmamos que
a *-superalgebra B”/I" = spanp{lp, @, a*, b, ab, ba*} é isomorfa a Mlgln1 De fato,

definindo ¢ : B”/I" — My, de tal modo que
E — €11 + €22 + €55 + €gg, @ > €45, a* — €23, b— €12 + €56, ab — €46, ba* — €13,

verificamos que 1 ¢ um isomorfismo de x-superalgebras. Por isso, Mlg{fl € vart"(A). Isso
garante que se Mlglrfl ¢ vart(A), entao Jé(f)(tfl(}))Jr = (Jl(}))JrJl(g) =0.

Da mesma forma, se Jé}) (Jl(}))Jr # 0 podemos construir uma *-superalgebra isomorfa a
Mﬁ“2 Portanto, ao excluirmos Mf’ig de var®i(A), obtemos que Jéi)(Jﬁ))Jr = ( 1(1))+J1((1]) =

0. Com isso, finalizamos a prova do item (3). O

Como consequéncia do lema anterior, obtemos o seguinte.

o . . . . . +
,o. gri gri gri gri gri gri ~ (1) o
Corolério 3.12. Se My, Miy,, Mipy, Miys, My, My, & var®™(A), entdo Joi(Jy) =

— — + —_ —
Jn(JD) = Jn(JD) = (UY) Jo= () Jio = (J) Jio =0.

3.2 x-Superalgebras com decomposicoes particulares

Nesta secao estaremos interessados em x-superalgebras de dimensao finita do tipo
F + J cujo radical J # 0 assume decomposigoes especificas. Consideremos A = F + J
uma x-superalgebra de dimensao finita tal que JyJi9 = 0. Entao B = F + Jo; + Jio + J11
é uma subdlgebra x-graduada de A e, desde que Jjp = 0 se, e somente se, Jy; = 0, neste

caso, as seguintes situagoes sao possiveis.
Caso (1): Ji1 #0e Jip =0, isto é, B=F + Jy;.
Caso (2): Ji11 =0e Jjg #0, isto é, B=F + Jo; + Jio.
Caso (3): Ji1 #0e Jip # 0.

Analisaremos algumas propriedades satisfeitas pelas x-superdlgebras dos tipos acima.
Mais especificamente, estudaremos sob quais condigoes tais x-superdlgebras sao T -equiva-
lentes a x-superdlgebras de crescimento no maximo linear. Essa andlise sera essencial para
classificarmos as x-superalgebras minimais de crescimento quadratico na préxima secao.

Primeiro, nos concentraremos em lemas que trazem informacoes a respeito das -

superalgebras no Caso (1), ou seja, consideraremos B = F + Jy1, com Jy; # 0.
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Lema 3.13.

(1) [35, Lema 8.4] Se G, Goiry Gop & var®(B), entdo [z10, z00] = 0, [21,1,221] =
0elyi1,y21] =0 em B.

(2) [35, Lema 8.2] Se Cs., C§', C§" ¢ var®(B), entdo 23, =0, y3, =0 e 22, =0 em
B.

Como consequéncia do lema acima, temos o seguinte.

Corolario 3.14. Se Gag.r, Ga1r, Goty, Gy CF, CF ¢ var(B), entdo (JV) (JD)" =
() (Y) =) (W) =0,

Demonstragio. Primeiramente, desde que G-, Ga1.,, G214 ¢ var®(B), segue do item
(1) do Lema 3.13 que

[yl,l7y2,1] =0, [751,0722,0] =0, [21,1,Z2,1] =0 (3.2.1)

em B. Além disso, como Cs,, C, C" ¢ var#"(B), pelo item (2) do Lema 3.13, temos
210=0,9y7, =0e 27, =0 em B. Ao linearizarmos esses polinomios, obtemos que 214 o
200 =0,y110y21 =0e€ 2110291 =0 em B, respectivamente. Mas, desde que B ja satisfaz
as identidades em (3.2.1), segue que 21 0220, Y1,1Y2.1, 21,1221 880 (Zsg, *)-identidades para B.
Note que isso é o mesmo que dizer que (Jl((l)))_(Jl((l)))_ = (Jl(P)Jr(JI(P)Jr = ( 1(}))_((]1(1))_ =

0, respectivamente. O

Lema 3.15. [35, Lema 8.5] Se Ga1,, Goo, Gaos & vari(B), entdo (JD) (JD) =
- + - + + - - - -

UD) UD) =) ) =) ) = 0Dy ) = ) ) =o.
Lema 3.16.

(1) Se Ny, NE ¢ var#(B), entio (J) J5; = J5(J9)" = 0.

+

(2) Se Us., US ¢ vari(B), entio () = JH (7)) = 0.

Demonstragao. (1) Suponhamos que (Jl((l)))+(J1((1)))_ # 0. Sejam a € (Jl((l)))Jr ebe (JOY
tais que ab # 0. Note que ba # 0. Seja R a subdlgebra x-graduada de B gerada, como
dlgebra, por 1p, a, b. Considerando I o ideal *-graduado gerado por a?, b?, aba, bab,

obtemos a seguinte x-superalgebra com graduagao trivial
R/I = spanp{1p, @, b, aob, [a,b]}.

Note que @ob é um elemento antissimétrico e [a@, b] é um elemento simétrico. Afirmamos

que R/I é isomorfa a N3 .. De fato, para ver isto, defina ¢ : R/I — N3, de tal modo que

Lp > e11 + e + €33 + €4q + €55 + €66, Q> €23+ €45, D> €19 — €56, A Ob > €13 — eyp,

[E, b] — —(613 + 646). (322)
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Nao é dificil verificar que ¢ é um isomorfismo de =x-superalgebras e, portanto,
N3, € var®(B). Com isso, mostramos que se N3, ¢ var®(B), entao (Jl((l)))Jr(J{(l)))_ =
) (1) =o.

Analogamente, suponhamos que (Jl((l)))Jr(Jﬁ))_ # 0 e sejam a € (Jl((l)))Jr ebe (Jl(}))_
tais que ab # 0. Seguindo os passos feitos acima, podemos construir a *-superdlgebra R’
gerada, como dlgebra, por 1z, a, b e o ideal x-graduado I’ gerado por a?, b2, aba, bab.
Neste caso, temos que a *-superalgebra R = R'/I' = spanp{1y, @, b, aob, [a,b]} é tal

que

A = — Ot . N __—
=spanp{lp,a}, (R ') =spang{[a,b]}, (R"') = spang{b,ao b},

R =o.

Verificamos que R é isomorfa a N&" ao definirmos o isomorfismo ¢’ : R — N&" de %-
superalgebras como em (3.2.2) e concluimos que N£" € var®(B). O que fizemos garante
que se N2 ¢ var®(B), entdo (Jl((l)))Jr(Jﬁ))_ = (qu))_(Jl((l)))+ = 0 e o item (1) estd
provado.

(2) Suponhamos que (Jl((l)))+(J1((1)))+ # 0esejama, b € (Jl((l]))+ tais que ab # 0. Observe
que também temos ba # 0. Seja S a subalgebra x-graduada de B gerada, como algebra,
por 1g, a, b. Considerando I” o ideal *-graduado gerado por a?, b?, aba, bab, obtemos a
s-superdlgebra S/I” = spanp{1p, @, b, @ob, [a,b]} com graduacio trivial.

Neste caso, note que @ob é um elemento simétrico e @, 5] ¢ um elemento antissimétrico.
Afirmamos que S/I"” é isomorfa a Us .. De fato, basta definir ¢ : S/I” — Us . de tal modo

que

Tp €11+ €an + €33 + €aa + €55 + €66, @+ €12+ €56, b €23+ €45, TG0 b €13+ e,
[6, E] — €13 — €46-

Nao ¢ dificil confirmar que @ ¢ um isomorfismo de *-superalgebras e, por isso, Us, €
. : + +
var®”(B). O que fizemos acima, mostra que se Us . ¢ var®"(B), entao (Jl(g)) (Jl((l))) = 0.

+ + + +
Por fim, suponhamos que (J1((1])) (JS)) # 0 e sejam a € (Jl(?)) ebe (Jl(})) tais
que ab # 0. Fazendo os mesmos passos do caso acima, obtemos a *-superalgebra S =
spanp{1p, @, b, aob, [a,b]} tal que

)" = spanp{Tr.a}, (3") = spang{b,aob}, 57) = a5
=spang{lp,a}, (5°°) =spang{b,aob}, (") =spang{[a,b]},
S =o.

Neste caso, temos que S é isomorfa a U, De fato, defina ¢/ : S — UE" de tal modo que

1p > €11+ €20 + €33 + €44 + €55 + €66, T > €23+ €45, b €12+ €56, G0 b €13 + ey,

[@,b] — —(e13 — euq).
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Nao é dificil verificar que v é um isomorfismo de -superlgebras. Por isso, US" e

var®i(B).  Com isso, concluimos que se US ¢ var®(B), entdo (Jl((l)))+((]1(}))+ =
+ +

(JI(P) (Jl((l))) = 0 e finalizamos a prova do item (2). O

_l’_

Corolario 3.17. Se Ny, Us., N&, U ¢ var#(B), entio (J0) J = Ju ()" = 0.

gr gri gri gri
Lema 3.18. Se Cs,, C5', O3, N3, Ny, Us,, Uy, Goip, Goop, Goors Goiyr, Goor,
Go1.y ¢ vart(B), entdo J3 = 0.

Demonstragdo. Primeiramente, note que como Ns,, NE% Us,, UE ¢ var®(B), entdo
pelo Corolario 3.17, ja temos (J1([1)))+J11 = J11(J1((1)))+ = 0.

Agora, usando que Gagr, Goir, Go1y, Cs, CF, C’§ri ¢ var®i(B), concluimos pelo
Corolirio 3.14 que (/{) (/)" = () (D) = () () =0,

Finalmente, desde que Ga1,, Gaa,, Gaa, ¢ var®(B), obtemos, pelo Lema 3.15,

D\, ()™ 0)\/ ()\T 0\ "/ ()N~ Dy "/ (DT DT/ 7(0)y ™

que (i) (/) = () () =) i) =) () = ) ) =
(i) (i) =o.

Os produtos nulos acima implicam que J = 0 em B. O

Lema 3.19. 35, Lema 8.7 Se B € var®(D, & D= & D#"), entio B ~gy By & By & Bs,
onde By € var#(D,), B, € varg"(D#"), By € vart"(D#").

Lema 3.20. Seja B = F + Ji; uma *-superdlgebra de dimensdo finita. Se J}, =0, entdo

ou

gri gr gri gr

B ~Ty C ou B ~Ty 02 ou B ~Ty OQ ou B ~Ty 02,* ou B ~Ty C2 D 02
ri T i r
ou Borpy CF"®Chn ou Bopy CF @ Coy ou B gy C57 @ Co @ CF

onde C' € uma *-superdlgebra comutativa com graduacao trivial e involucao trivial.

Demonstragao. Por hipétese, temos JZ = 0, donde segue que B é uma x-superalgebra

comutativa satisfazendo as seguintes (Zs, *)-identidades

[91,0,92,0], [y1,05y2,1]7 [y1,0,22,0]7 [3/1,0,2'2,1], 21,0%2,0, <1,0T2,1, L1,1%21,

onde ; = y; ou x; = z;, para i = 1,2. Considerando § = D, & D% ¢ D#, por
[35, Lema 7.5], temos que

Idgri(«s) :(21,0?12,1, 21,022,1,%,122,17[?/1,0792,0]7 [?/1,0,?J2,1]7 [?Jl,O,ZQ,O], [y1,0722,1]7[y1,1,y2,1],

[21,0, 22,0], [21,17 22,1]>T2*-

Daf segue que B € var®(S) e, assim, pelo Lema 3.19, temos B ~r1; B1 @ By & Bz, onde
By € var®(D,), By € var®(D#), Bs € varg"(De").
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Por fim, observe que pela Proposicao 2.7 a x-superalgebra B tem crescimento no
maximo linear da sequéncia de codimensoes *x-graduadas e, consequentemente, By, Bs
e B3 tém crescimento no maximo linear. Logo, as classificacoes das subvariedades de
var®(D,), vart"(D#) e de var®(De") dadas em [31], [30], [20], respectivamente, nos
permitem concluir que B é Tj-equivalente ou a C' ou C5" ou C¥ ou Cy, ou C5" @ C¥ ou
C8' @ Oy ou CF @ Cy, ou C5" @ Cy,, ® CF, onde C' é uma *-superdlgebra comutativa

com graduacao trivial e involucao trivial. O

Nos préximos resultados trataremos das *-superalgebras no Caso (2), ou seja, consi-
deraremos B = F + Jyg + Jo1, com Jig # 0.

Lema 3.21. Seja B = F + Jig + Jo1, com Jig # 0. Entao
B~y (F+ (Jor + J10)) @ (F + (Jor + J10) D).

Demonstragao. Por hipétese JoJig = JioJor = 0 e, portanto, (Jo; + Ji0)> = 0. Por isso,
By = F + (Jo1 + J10)® e By = F + (Jo, + Jyo)M) sdo subélgebras *-graduadas de B e,
consequentemente,

1d®"(B) C 1d®" (B, ® By).

Agora, seja f € 1d® (B, @ By) um (Zs,, *)-polinémio multilinear de grau n. Vamos
mostrar que f € Id®"(B). Para tanto, considere § uma base *-graduada de B, unido de
{1r} com uma base *-graduada de Jy; +.J;p. Como f é multilinear, ¢é suficiente avaliarmos
f nos elementos de 3. Como (Jo1+J19)? = 0, qualquer avaliagdo com mais de um elemento
de Jo1 + Jio é nula. Com isso, para obtermos uma avaliacao nao nula, devemos avaliar f
em 1p e em no maximo um elemento de Jy; + Ji9. Logo, f é avaliado em elementos de
By ou By. Mas como f € 1d®(B; @ B,), obtemos que f € Id®(B). ]

A seguir, classificaremos, a menos de T5-equivaléncia, as x-superalgebras F' + (Jy; +

Jlo)(o) e F'+ (Jop + Jlo)(l) consideradas acima. Antes, precisaremos de seguinte resultado.
Lema 3.22. [35, Lema 8.1] Seja A = F + J uma x-superdlgebra de dimensao finita.

(1) Se Ay, ¢ varg(A), entao Jl(g) = Jé(l)) = 0.

(2) Se AZ" ¢ var#i(A), entio J§) = J§) = 0.
Lema 3.23. Seja B = F + Jyg + Jo1, com Jig # 0.

(1) Se JO +£0, entdo By = F + (Jor + J10)© ~ry Ao

(2) Se Jl(é) #0, entio By = F + (Jo1 + J10) )~z A5"
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Demonstragao. (1) Se J{S) # 0, pelo Lema 3.22, temos que Ay, € varf"(B;) e, assim,
Id#"(B;) C 1d#"(A,.). Por outro lado, desde que (Jo; +J19)?> = 0 e usando o Lema 3.2 e a
Observacao 1.31 nao é dificil verificar que Idgri(Agﬁ*) C 1d#"(B,) e, por isso, B ~ry Ag

(2) Se Jl((l)) -+ 0, usando novamente o Lema 3.22, obtemos que Id#"(B,) C Id®(A5™).

Argumentos andlogos ao do item anterior nos permitem concluir que Bs ~Ty AS™. L]

Corolario 3.24. Seja B = F + Jo1 + Jig uma *x-superdlgebra de dimensao finita com
Jl() 7A 0. Entao

B NTQ* AQ’* ou B NTQ* A%n ou B NT2* AZ* D A%rl.

Como consequéncia do que mostramos acima, concluimos que toda *-superalgebra de
dimensao finita do tipo F'+ Jig + Jo1 tem crescimento linear da sequéncia de codimensoes
x-graduadas.

Finalmente, nos préximos resultados consideraremos as *-superalgebras no Caso (3),
isto é, B=F + Ji1 + Jio + Jo1, com Jy; # 0 e Jig # 0.

Antes de estudarmos as propriedades das x-superalgebras do tipo F'+ Ji1 + Jio + Jo1,

precisaremos do seguinte lema que foi obtido a partir das ideias usadas em [33, Lema 3.8].

Lema 3.25. Seja I = ([y1,0, Y2,0][¥3,0, Y105 ¥1,0[¥2,05 ¥3,0]Y1,0 St3(y1,0,y2,0=y3,0)>:ﬁ; e con-
sidere f um (Zs,*)-polinémio multilinear de grau m em varidveis simétricas pares, com
n # 2. Entao f pode ser escrito, modulo I, como combinacao linear de polinomios dos

tipos

Y1,0 * " Yn,0, [?Jj,oa y1,0]y2,0 Y00 Yno €0 Y200 Yko0 yn,o[yk,m ?Jl,o],
onde o simbolo Yo significa que a varidvel y,o foi omitida.

Demonstragao. Desde que f € P, 0,0, pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, sabemos
que todo monomio em ¥ ,...,Yn0 pPode ser escrito como uma combinacao linear de

produtos dos tipos

Yin0 " Yis 0W1 - - Wi, (3.2.3)

onde iy < ... < iz e wy,...,w, sao comutadores de pesos arbitrarios nas variaveis y., ;s.
Assim, usando primeiramente que [y1,0, Y2,0][¥3,0, Y10}, ¥1,0[Y2,0, Y3,0]Y1,0 € I, obtemos que,
modulo 7, no maximo um comutador pode aparecer em (3.2.3). Isto é, os elementos em

(3.2.3), médulo 1, sdo polinémios dos tipos

Y1,0° " Yno OU yil,O'"yiS,O[yr,07yj1,07---7yjt,0]7 (3.2.4)

comr > j; < ...< j;. A ordenagao das variavéis simétricas pares dentro do comutador

em (3.2.4) foi obtida usando a identidade de Jacobi e o fato de que y10[y2.0, Y3,0]ys0 € 1.
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Além do mais, usando novamente que Y1 o[y2.0, Y3.0]Ya0 € I, temos

[yr,Oa Yj1,05 - - - 7yjt,0] = [yr,Oy yj1,0]yj2,0 Y50 =+ Yj0 ng,o[yr,o, yjl,()] (mOd [)

Com isso é possivel verificar que, médulo I, todo polinomio em F, o pode ser escrito

como combinagao linear de elementos dos tipos

[yr,o, 91,0]92,0 o '% o Un0s Yig,0 'yin,g,o[%‘,m yj,o] € Y10 Uno0, (32-5)

com2<r<n, 1<i<jy<n.

Note que os elementos do primeiro tipo em (3.2.5) aparecem somente no caso s = 0
em (3.2.3). Pelo Lema 1.23 item (1), temos que [y10,Y20|m[Y30,Ys0] € I, onde m
¢ um monomio em varidveis y;,s. Portanto, as varidveis fora do comutador nos po-
linémios do segundo tipo em (3.2.5) podem ser ordenadas. Acrescentamos ainda que
como St3(y1,07y2,0,y3,0) € I, a relagao yl,o[yzo,y:s,o] = yz,o[y1,o,y3,0] + y3,0[y2,07y1,0] pode
ser aplicada para obtermos que os polindmios

[yj,m yl,o]y2,0 ce y/j,\O Yno, Y20 @c\o : 'yn,O[yk,Ou yl,o] € Y10 Yno0, (3-2-6)

geram P, 090 médulo P, 00N I. Por isso, se f € P, 0,0, podemos escrevé-lo, médulo I,

CcOo1mo

F=2Y0 Yno+ Z (Y50, Y1.01Y20 Y50 Yno + Z Bry2,0 Yo Yn,o[Yr0, Y1,0]-
=2 k=2

]

Observagao 3.26. Nas condigoes do lema acima, se f é um (Zs, *)-polindmio multilinear
de grau n = 2 em variaveis simétricas pares, entao podemos escrevé-lo, médulo I, como

combinacao linear dos polindmios yi oy20 € [Y2.0, Y1,0)-
Lema 3.27. Seja B=F + J11 + Jl() + J()l, com J11 7é 0e JlO 7é 0. Se J121 = J01J10 =
Jidor = (J) Jio = (J) Jio = (JY) Jio = Jan(JY) = Ja(JY) = Ja(JY) =
0, entao

B~y (F A+ Ju) @ (F + Jio + Jor).
Demonstracao. Por hipotese, Joy1Jig = Ji0Jo1 = 0 e, portanto,

Bi=F+Ju e By=F+Jig+Jn

sdo subélgebras *-graduadas de B. Dessa forma, concluimos que Id®"(B) C 1d®" (B, @ Bs).

Vamos mostrar a inclusao inversa. Para tanto, comecemos observando que

(BOY = F+ (SN + (o + Jo)®) ", (BO) = (D) + ((Jo + Jo)®) ",

(BOY = () + (o + Jon) ™) (BY) =)+ ((o+ o))
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Note que ao considerarmos os produtos nulos dados por hipétese, a Observacao 1.31 e o
Lema 1.23, obtemos que os polinomios zjgmzag, Ti1Mma1, 210MY21, 21,0M221,
Sts(Y1,0,Y2,0,Y30), COM T; = y; ou x; = 2;, para ¢ = 1,2, onde m é um mondmio (even-
tualmente vazio) em varidveis simétricas pares, sdo (Z,*)-identidades para B. Além
disso, desde que [(B©)*, B] C Jig + Jo1, segue que y10[y2.0, ¥3]ya0 também sdo (Zy, *)-
identidades para B, com z3 € {y30, Y31, 23,0, 23,1 }. Por ultimo, também é possivel verificar
que y1,0T3Y2,0 — Y2,0T3Y1,0 se anula em B, com 3 € {ys1, 230, 231 }-

Agora, seja f € 1d®" (B, @ By) um (Zs, *)-polinémio multilinear de grau n. Usando
que B satisfaz todas as identidades mencionadas acima, pela multihomogeneidade dos
T-ideais, ao reduzirmos f, modulo Idgri(B), podemos supor, sem perda de generalidade,
que ou

f€PuooooufeP,_11000ufeP, 10100uf€PFP, 1001

Se f € ProooNId® (By ® B,), com n # 2, entdo desde que 21,022,0, ¥1,0[42,0, Y3,0]Y1,0,
St3(y1.0, Y20, y30) € 1d®(B), pelo Lema 3.25, podemos escrevé-lo, médulo 1d®(B), da

forma

f=ayio Yo+ Z Bilyj0: y10ly2.0 jo -+ Yno + Z VeY2,0 " Y0 Yn,olYk,0: Y1,0)-
=2 k=2

Em f, fazendo a avaliacdo y10 = ... = yn0 = (1p,0), obtemos a = 0. Depois, para j
fixo, fazendo y; o = (0,a+a*), com 0 # a € Jl(g), e yo = (0,1p), para todo [ # j, obtemos
que 0 = 5;(0,a*) —v;(0,a) e, portanto, 5; = v; = 0. Desde que o mesmo raciocinio pode
ser feito para todo j, segue que 8; = v; = 0, para todo 2 < j < n.

Agora, se f € PapooN Idgri(Bl @ Bsy) entao, pela Observagao 3.26, podemos escreveé-
lo, médulo 1d®"(B), da forma

f=ay1.0Y20 + Bly2.0, y1,0)-

Neste caso, fazendo primeiro y10 = y20 = (1r,0) e, depois, y20 = (0,a + a*), com
0+#ac€ Jl(g), e y10 = (0,1F), obtemos que o« = 0 e § = 0, respectivamente. Por isso,
concluimos que P, 000 NId® (B @ By) = P, 00 N 1d&(B).

Prosseguindo, se f € P,_1.1,0,0, com n # 2, podemos escrevé-lo, médulo Id®"(B), como
J = aUn Y10 Yn-1,0 t BY1,0Yn1Y20 " Yn—1,0 T VY10 " Yn—1,0Yn,1,

desde que 21,0MY2 1, yl,O[y2,0ay3,1]y4,0 € Y1,0Y31Y2,0 — Y2,0¥3,1Y10 € Idgri(B), com 1m um
monomio (eventualmente vazio) em varidveis simétricas pares.

Fazendo a avaliagao y,1 = (0,a+a*), com 0 # a € JY e Yio="""="Yn-10 = (0,1p),
obtemos 0 = «(0,a*) + v(0,a) e, assim, a = v = 0. Depois, fazendo y,1 = (b,0), com
0#£be Jﬁﬁ eYro=""="Yn—10= (1p,0), obtemos 5 = 0.
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Agora, se f € Py 1., podemos escrevé-lo, médulo 1d#"(B), como

[ =0ay21y10 + BY1,0Y2,1-

Neste caso, fazendo yo1 = (0,a + a*), com 0 # a € Jl(é), e y1o = (0,1p), obtemos
a = =0. Com isso, segue que P,_1 100N 1d®"(B, @ B,) = Po_11000 1d*(B).

Ao usarmos a mesma estratégia do caso anterior, concluimos que P,,_101,0 ﬂIdgri(Bl &b
By) = Py 10100 1d#(B) e P,_1001 N1d* (B, ® By) = Py_1001 N1d*(B).

Os argumentos acima garantem que f € Id®(B) e, consequentemente, que 1d®" (B, &
B,) C 1d*(B). Portanto, B ~r; (F+ Ju) @ (F + Jio + Jo1), como afirmado. O

No lema anterior, concluimos que B ~7; By & By. Observamos que no caso em que
By ~1; C, onde C' ¢ uma *-superalgebra comutativa com graduacao trivial e involugao
trivial, temos B ~r; By, desde que 1d*"(C) = (21,0, ¥1,1, 21,1)73. Essa relagao serd usada

implicitamente no corolario a seguir.

Corolario 3.28. Seja B = F + Jy1 + Jig+ Jo1, com Ji1 # 0 e Jyg #0. Se J, = JpJig =
Jidor = (JD) Jio = (J) T = (1Y) o = Ja(JY) = Jn(J)) = Ju (1Y) =
0, entao

B~y By & By,

com By € {Cy., CE, C¥, Cy, @ CE, Oy, ® CF, C8" @ C¥, 0, ® CE" ® C¥} ¢
By € {Ay,, A, AS @ ALY

3.3 Classificacao das *-supervariedades minimais de

crescimento quadratico

Finalmente, usando os resultados desenvolvidos nas secoes anteriores, concluiremos
que as 36 x-superalgebras abaixo formam uma lista completa de x-superdlgebras que
geram, a menos de 7} -equivaléncia, as unicas *-supervariedades minimais de crescimento

quadratico.

_ gri gr gri
L= { GQ,O,T) G2,1,Ta G2,2,Ta G2,1,1/)a G2,l,p7 GQ,Q,pa C’3,*7 CV3 ) C’3 ) N3,*7 N3 ) U3,*7
gri gri gri gri gri gri gri gri
U™, Mys, My~ Ms., Mg, Mgy, Mg,, M., M7y, Mz, Mg, Mgy,
gri gri gri gri gri gri gri gri gri gri
M8,27 M8,37 M97*7 M9,17 M9,27 M9,37 MlO,*? MlO,lv M10,27 M10,37 M11,1= M11,2}'
Inicialmente, comprovaremos que as algebras em L constituem a menor lista de *-

superalgebras que devem ser excluidas de uma x-supervariedade V de forma a garantir

que V tem crescimento no maximo linear.
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Teorema 3.29. Para uma *-superdlgebra A as sequintes condi¢oes sao equivalentes.
(1) B ¢ var®(A), para toda *-superdlgebra B € L.

(2) Ou A ~r; N ou A ~pp CON ou A ~r; Bi® N ou A ~ry B, ® N ou
A ~ry Bi®By®N, onde N é uma x-superdlgebra nilpotente, C' € uma *-superdlgebra

comutativa com graduacao trivial e involugao trivial,

B, € {Cy,, C&, C¥, Cy, ®CE", Oy, dCF, CE @ C¥, Ch, DCE @ CE) e
By € {Ay,, A7, AST @ ALY

Demonstra¢ao. Primeiramente, observamos que todas as x-superalgebras em £ tem cres-
cimento quadratico e que pelos Lemas 3.1 e 3.2 e pela Observagao 1.29, as x-superalgebras
listadas em (2) tem crescimento no méaximo linear. Assim, é claro que (2) implica (1).
Agora, suponhamos que (1) ocorre. Como Ny, N&", Cy,, C8", C%" estdao em varg(M,),
var®(Me™) var®(D,), var® (D), var® (D8, respectivamente, temos que M,, M8 D,
De" Dt ¢ vare™i(A) e, pelo Teorema 1.35, ¢&"(A) ¢é limitada polinomialmente. Pelo Teo-

rema 1.37, temos

A ~Ty Al@AQ@"'@Ama

onde cada A; é uma x-superdlgebra de dimensao finita tal que dimpg % < 1, para
todo ¢ = 1,...,m. Isso significa que para cada i ou A; é uma *x-superdlgebra nilpotente

ou A; = F' + J(A;). Se A; ¢é nilpotente para todo i, entdo A ~ry N, onde N é uma
x-superalgebra nilpotente e nao ha mais o que fazer.

Suponhamos que exista algum i € {1,...,m} tal que A; = F' + J, com J = J(A;).
Neste caso, conforme observamos apds o Teorema 1.30, segue que A; tem uma decom-
posicao do tipo

Ai=F + Ju + Jw + Jor + Joo.

Desde que My, M§", Ms ., ME", My, MY, M25, M., MEY, ME3, ME3, My, Mg,

]\/[E%i, Mirg ¢ varg(A), também temos que essas *-superdlgebras nao estao em varg"(A,).

Assim, pelos Corolarios 3.7 e 3.10, em A; temos
J10Joo = JooJor = Jo1J10 = 0.

Com isso, obtemos que F' + Jy; + Jig + J11 € uma subdlgebra #-graduada de A; e que
podemos escrever
AZ’ = (F + J01 + JlO —|' Jll) EB JOO

como uma soma direta de dlgebras, onde Jyy é uma *-superalgebra nilpotente.
A partir de agora, nos concentraremos em analisar o que ocorre com a kx-superalgebra
B=F+J01+J10+J11.
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Observe que se Jig = Ji; = 0, entao B ~7y C, onde C' ¢é uma *-superdlgebra comuta-
tiva com graduagao trivial e involucao trivial. Se J;; = 0 e Jig # 0 entao, pelo Corolario

3.24, temos que ou
B ~Ty A27* ou B ~Ty A%n ou B ~Ty AQ,* D A%rl.

Agora, suponhamos J;; # 0. Desde que Cs,., C¥', C&" Ns,, N&' Us,, U2, Ga1,,
Goiry Go1w, Goory Gopory Gao, & var®(B), pelo Lema 3.18, temos Jf; = 0. Por isso, se
Jio = 0, pelo Lema 3.20, temos que

gri gr gri gr

B ~Ty C ou B ~Ty OQ ou B ~Ty CZ ou B ~Ty 027* ou B ~Ty C2 D 02
ri T ri T
ou B gy C5@®Chy ou Brgy CF @ Cyy ou B gy CF @ Ch, @ CY

Consideremos entao o caso Jyg # 0 e Ji; # 0. Desde que Mg, My}, Mlgék, M,

Mf{fl, Mlgffz ¢ var®(B), pelo Coroldrio 3.12, segue que
- - - - - -
Jo(JD) = Ja(ID) = Ja() =) Jo= () Jio=(J1}) Jio=0.

Além disso, uma vez que Us, ¢ var®(B), pelo Lema 2.9 temos que Mg, ¢ vars(B).
Por isso, segue do Corolario 3.6, que como M,,, M Ms,, ME" M., Mﬁg’f, Mégg ¢
Varg“(B), temos J10J01 = 0.

Portanto, estamos nas condi¢oes do Corolério 3.28 e concluimos que B ~7; By @ B,
onde B) € {C,.,, C&", C¥, Cy . ®CE", Cy . ®CF, CE"DCE, Cy,®CE"DCE )} e By € { Ay,
A%I’l7 Agrl @ A27*}'

Por fim, recordando que A ~Tp A1 @ --- @ A, e observando que o mesmo raciocinio
acima pode ser feito com todas as #-superalgebras A;, ao coletarmos as cépias, obtemos

que (2) ocorre e finalizamos a prova. O

Finalmente, estamos prontos para apresentar o principal resultado dessa tese: a clas-

sificacao das x-supervariedades minimais de crescimento quadrdtico.

Teorema 3.30. As x-superdlgebras em L geram, a menos de T3 -equivaléncia, as unicas

x-supervariedades minimais de crescimento quadrdtico.

Demonstracao. Seja A uma das x-superdlgebras em L e considere U uma subvariedade
propria de varg"(A). Pela Proposigao 2.10, segue que A’ ¢ U, para toda A’ € L. Assim,
pelo Teorema 3.29, concluimos que U tem sequéncia de codimensoes x-graduadas linear-
mente limitada. Desde que A tem crescimento quadratico, concluimos que A gera uma
x-supervariedade minimal de crescimento quadratico.

Por fim, sé precisamos garantir que as 36 x-superalgebras em £ sao as inicas minimais

de crescimento quadratico, a menos de Tj-equivaléncia. Para tanto, suponhamos, por
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absurdo, que existe uma x-supervariedade minimal de crescimento quadratico ¥ de modo
que V nao é gerada por alguma das x-superalgebras em £. A minimalidade de V implica
que A ¢ V, para toda A € L. Novamente, pelo Teorema 3.29, concluimos que V tem
sequéncia de codimensoes *-graduadas linearmente limitada, uma clara contradicao. Com

isso, finalizamos a prova. O]

Enfatizamos que das 36 *-superalgebras que geram as tnicas, a menos de T5-equivalén-
cia, *-supervariedades minimais de crescimento quadratico, apenas 10 ja eram reconhe-
cidas como tal. Como j& mencionado no Capitulo 2, sdo elas: Cs,, C2", C% N, N&
Us.,., U, Ms., Mggff, Ga20.,. Todas essas *-superalgebras, com exce¢ao da Gap -, geram
subvariedades minimais de crescimento quadratico dentro das x-supervariedades de cres-
cimento quase polinomial. Dessa forma, apresentamos uma lista de 26 x-superdlgebras de
crescimento quadratico inéditas com tal propriedade.

Comentamos anteriormente que o estudo das x-superalgebras generaliza o estudo das
x-algebras, uma vez que toda dlgebra munida de uma involugao % é uma *-superdlgebra
com graduacao trivial. Assim, recordemos que se A é uma x-superalgebra com graduacao

trivial, temos que &"(A) = ¢} (A) e
Idgri(A> = <Id*<A), y171’ 2171>T2*.

Este fato nos permitiu obter a classificacao das *-variedades minimais de crescimento
quadratico. Isso porque o Teorema 2.8, além de garantir que todas as x-superdlgebras

com graduacao trivial no conjunto abaixo
,C:{Cg,*, N3,>ka U3,*; M4,*7 M5,>(<a M7,>s<7 MS,*) MQ,*) MlO,*7 GQ,O,T}

tém crescimento quadratico da sequéncia de codimensoes *-graduadas, garante que quando
consideramos estas mesmas algebras no contexto de algebras com involugao, todas tém
crescimento quadratico da sequéncia de *-codimensoes.

Portanto, concluimos o seguinte:

Teorema 3.31. As *—algebms Cg’*, N37*, Ug,*, M4’*, M57*, M7’*7 Mg’*, M97*, MlO,*; GQ’O’T
geram, a menos de T*-equivaléncia, as unicas x-variedades minimais de crescimento

quadrdtico.



Consideracoes Finais

Nesta tese classificamos todas as *-supervariedades minimais de crescimento quadratico,
determinando, a menos de T5-equivaléncia, todas as *-superalgebras de dimensao finita
geradoras de tais *-supervariedades. Agora, é natural e importante nos questionarmos so-
bre a classificacao geral de todas as *-supervariedades de crescimento quadratico e como
nossa classificacao poderia contribuir para esta finalidade.

Como dissemos, em [28,29], La Mattina classificou todas as dlgebras que geram, a
menos de Pl-equivaléncia, subvariedades das variedades de crescimento quase polinomial.
Em particular, todas as subvariedades minimais das variedades de crescimento quase
polinomial foram determinadas. O que se observa de tal classificagao é que a partir
das algebras que geram variedades minimais de crescimento polinomial n* foi possivel
determinar todas as dlgebras que geram, a menos de Pl-equivaléncia, subvariedades de
crescimento n* das variedades de crescimento quase polinomial. Isto porque, neste caso,

¥ sao equivalentes a

k

verifica-se que as algebras que geram variedades de crescimento n
somas diretas finitas de algebras minimais de crescimento no maximo n" e, por isso,
podemos dizer que as algebras minimais sao como “blocos construtores”. Destacamos que
esta constatacao nao é uma particularidade do caso ordinario, o mesmo pode ser observado
em classificacoes analogas fornecidas no contexto de superalgebras, de x-algebras e de *-
superalgebras ([20], [30], [31]).

O que comentamos acima nos instiga a pensar se em classificagoes gerais de algebras
que geram variedades de crescimento polinomial n*, as dlgebras minimais de crescimento
no maximo n* também desempenham um papel de blocos construtores.

Essa questao proposta com tal generalidade é complexa e dificil de ser respondida,
mas podemos analisar o que ocorre para certos valores fixos de k.

O primeiro passo nesta diregao foi dado pelo estudo das algebras de crescimento lento
da sequéncia de codimensoes. Em particular, em [8], Giambruno e La Mattina classifica-
ram, a menos de Pl-equivaléncia, todas as algebras que geram variedades de crescimento
linear. Nesta classificagdo observamos que todas as algebras de crescimento linear sao
obtidas através de somas diretas de algebras minimais de crescimento linear. O mesmo se

observa nas classificacoes de variedades de crescimento linear no caso das superalgebras,
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x-algebras e das *-superdlgebras, obtidas em [9], [32] e [20], respectivamente.

No que diz respeito a variedades de crescimento quadratico, temos informagoes no caso
de variedades geradas por algebras unitarias. No caso ordindrio, em [10], Giambruno, La
Mattina e Petrogradsky mostraram que existem, a menos de equivaléncia, uma variedade
de crescimento quadratico e uma variedade de crescimento ctibico, ambas geradas por
algebras unitarias minimais.

No contexto de algebras com estruturas adicionais, ressaltamos nossa classificacao
das -variedades de crescimento quadratico geradas por p-algebras unitarias [1]. Neste
trabalho, verificamos que as @-algebras unitarias de crescimento quadratico sao equiva-
lentes a somas diretas finitas de p-algebras unitarias minimais de crescimento no méaximo
quadratico.

Tudo que foi comentado acima, principalmente os resultados que foram obtidos no
artigo mencionado no paragrafo anterior, embasam nossa seguinte conjectura a respeito

da classificacao das *-supervariedades de crescimento quadratico.

Conjectura 3.32. Seja A uma *-superdlgebra. Entdo c8(A) ~ an?, para alguma cons-
tante a, se, e somente se, A € T5-equivalente a uma soma direta finita de x-superdalgebras

minimais de crescimento no mdximo quadrdtico.

Além disso, pretendemos aplicar as técnicas utilizadas nessa tese com o objetivo de
classificar variedades minimais de crescimento quadratico para outras classes de algebras
como, por exemplo, superalgebras munidas de uma superinvolugao.

Dizemos que A é uma superalgebra com superinvolucao * se estd munida de uma
aplicacao linear graduada * : A — A tal que (a*)* = a, para todo a € A, e (ab)* =
(—1)(deg a)(deg b)p*q* para quaisquer elementos homogéneos a,b € A, onde deg ¢ denota o
grau do elemento homogéneo ¢ € A® U A,

Nao ¢ dificil verificar que as involucoes graduadas coincidem com as superinvolucoes
em uma superalgebra A se, e somente se, (A(l))2 = 0. Em particular, se A = 0, entdo
as superinvolugoes sao involucoes em A.

Com isso, temos que das 36 x-superdlgebras que apresentamos, 23 delas podem ser
mantidas numa possivel classificacao de variedades de superdlgebras com superinvolucao

minimais de crescimento quadratico. Sao elas:
gri gri gri gri
GQ,O,T? GQ,Q,T? G2,2,p7 C3,*7 N3,*7 NS ) U3,*7 US 3 M4,*7 M5,*7 Mﬁ,la M?,*; M7717 MS,*7
gri gri gri gri gri gri gri
M8,1’ MS,S’ M97*’ M971, M973, M].O,*? M1071, M1072’ M1171.

Consequentemente, os resultados que utilizam as *-superalgebras mencionadas acima,
apresentados nas Segoes 3.1 e 3.2, podem ser tuteis para o desenvolvimento do caso de

superinvolucao.
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Como foi visto, para cumprir com o objetivo desta tese foi suficiente garantir o cres-
cimento quadratico de todas as x-superalgebras listadas no Capitulo 2. Assim, nao foi
necessario exibirmos o polinomio que descreve a sequéncia de codimensoes *-graduadas

de algumas das *-superalgebras minimais de crescimento quadratico. A saber,

gri gri gri gri gri gri gri gri gri gri

M47*, M4 5 M57*7 M5 5 M6,17 M6,2’ M’Y’*, M7717 M772, M8,27 M8,37 M97*, M9717 ]\49’27
gri gri gri gri gri gri
M9,3a Mw,*, Mlo,lv M10,2= M10,3’ M11,1’ M11,2‘

Acrescentamos que para as s-superalgebras listadas acima, com excegao de My ., Ms .,
Mz, M. e Mérf , foi possivel calcularmos seus respectivos T3 -ideais e sequéncia de
codimensoes *-graduadas. Acreditamos que essas informagoes podem ser contribuigoes
relevantes no contexto de algebras munidas de estrutura adicional, tanto para o desen-
volvimento de uma classificacao geral quanto pelas técnicas utilizadas. Apresentaremos a

seguir os resultados que obtivemos.

Proposicao 3.33. Sobre M, . temos que

(1) Idgri(Mg,*) = (y1,1, 21,1, <1,022,023,0, Y1,022,0Y3,0, <1,0Y2,0%3,0, [y170,y270][y370,y4,0],

St3(Y1,0,Y2,0, Y3,0)) T -
(2) &(Mg,) =4n*—2n —1, paran > 3.

Demonstracao. Primeiramente, observemos que

+
(Méf)*)) = F(en + 666) + F(€12 + 656) + F(€13 + 646),
(Mégb_ - F(612 — €5 ) + F(613 - 646) + F(€23 — 645)7

6
MY = M) =0

e denotemos por I = <?Jl,1, 21,15, 21,0%2,0%3,0, Y1,0%2,043,0, 21,042,0%3,0, [yl,o, 92,0] [93,0, ?/4,0],
St3(y1,0, Y2,0,Y3,0)) 15 -

Nao é dificil verificar que I C Id®(My.,.). Por isso, nos concentraremos em mostrar a
inclusao inversa.

Comegamos observando que como 2 gYa20230 € I, pelo Lema 1.23 item (4), temos que
z10miz30 € I e, consequentemente, que os polinomios dos tipos 21 gm122,023,0, 21,022,0M123,0,
21,0M122,0Mez3 0 pertencem a I, onde my, me denotam monomios nas variavés ?Jz,',o& Por
isso, se f € Id®(My,) é6 um (Zs, *)-polinémio multilinear de grau n, pela multihomoge-

neidade dos T5-ideais, podemos supor sem perda de generalidade que, médulo I, ou

f € PrpoooufeP,10100ufe€P, 2020

Observe que para os demais casos, ja temos Py, nyngn, © 1.
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Se f € Pn,o,o,o N Idgri(Mg,*), com n # 2, desde que [91,07 yQ,O][y?,,m Z/4,0]> yl,o[?ﬁ,o, y3,o]y4,0,
St3(y1.0,Y2,0,Ys0) € I, pelo Lema 3.25, temos que f pode ser escrito, médulo I, da seguinte

forma

F=2910 Yo+ X aslyj0yr0lus0- o Yo+ > Betoo- T+ Ynolyko, yrol-
j=2 k=2

Assim, fazendo primeiro a avaliagao y190 = ... = Yno = €11 + €6, Obtemos v = 0.
Depois, para j € {2,...,n} fixo, ao fazermos y,o = €12 + €56 € Y10 = €11 + €6, para todo
[ # j, chegamos em 0 = ajes6 — Sje12, 0 que implica em «a; = 3; = 0. O mesmo pode ser
feito para todo 2 < j < n.

Agora, se f € Pag0N Idgri(]\/[97*), pela Observacao 3.26, podemos escreve-lo, médulo
I, da forma

f = ayi0y20 + Bly2.0, Y1,0)-

Neste caso, fazendo primeiro y10 = 20 = €11 + €g6 €, depois, yag = €12 + €56 ©
Y1,0 = €11 + €6, obtemos que a = 0 e 8 = 0, respectivamente.

Os argumentos acima provam que Py, 00N Id% (My,.) = PnoooNI e que, para n # 2,
os polinémios em (3.2.6) formam uma base para P, 0,0,0(Mo.). Por isso, ¢,0.00(Mg.) =
1+ (n—1)+(n—1)=2n—1, para n # 2. Note que c2,0,0,0(Mo.) = 2.

Agora, suponhamos que f € P,_10.1,0 ﬂIdgri(Mg,*). Neste caso, desde que y1 022,0Y30 €

1, segue que podemos escrever f, médulo I, da forma

n—1 n—1
f = E Q200950910 * Y50 Yn—1,0 T E ﬁkyLo o Uk0 Yn—1,0Yk,0°n,0-
j=1 k=1

Para ordenar as varidveis simétricas pares nos termos acima, utilizamos que z; gmzs o €
I, onde m é um monomio em variaveis simétricas pares contendo pelo menos uma variavel.

Note que para j € {1,...,n—1} fixo, a avaliacao y; o = e12 + €56, Y10 = €11 + €66, para
todo 7£ j, € Zno0 = €23 — €45, NNOS da 0 = —jCyp + Bj613 e, portanto, Q; = Bj =0. O
mesmo pode ser feito para todo 1 < j <n —1.

Com isso, obtemos que P,_101,0 N Idgri(M97*) = P,_1010N 1 e que, para n # 1, os
elementos 2,,0%5,091,0 %50 Yn-1,0 € Y1.0°* Y0 " ** Yn—1,0Yk0%n0, cOM 1 < ji kb <m —1,
formam uma base para P,_1010(My.). Por isso, ¢,—1010(My.) = 2n — 2, para n # 1.
Note que ¢p0.1,0(My ) = 1.

Por fim, suponhamos que f € P, 5020 Idgri(ng*). Para este caso, convém obser-
Varmos que yi,022,023,0Y4,0 € I, desde que y1,0220230Y4,0 = 22,091,023,0¥4,0— [22,0, 91,0]23,01/4,0-

Por isso, segue que podemos escrever f, modulo I, da forma

f =02,.020-1.0Y1.0 " * Yn—2.0 + BZn—1,0%n.0Y1.0 ** * Yn—2.0 + YY1,0 * * * Yn—2,0%n—1,0%n,0+

OY1,0 " * Yn—2,0%n,0%n—1,0- (3.3.1)
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Para ordenar as variaveis simétricas pares nos termos acima, usamos principalmente
o fato de que, médulo I, 21022, 0¥3,0Y4,0 = 21,022,0¥4,0¥3,0 € Y1,042,023,024,0 = Y2,0Y1,023,024,0-

Fazendo primeiro Y10 = ... = Yn—20 = €11 -+ €66, n—1,0 — €12 — €56 € Zp 0 = €23 — €45
e, depois, Y10 = ... = Yn—20 = €11 + €66, Zn—1,0 = €23 — €45 € 20 = €12 — €56, Obtemos
0 = ey + ve13 € 0 = Peyg + deqs, respectivamente. Por isso, a = =0 =~ = 0.

Com isso, temos P, 9020 N Id®(My,) = P, 5020 N 1. Além disso, para n # 2,
segue que os elementos em (3.3.1) formam uma base para P, 5020(My.) e, por isso,

Cn—2020(My ) = 4. Note que ¢ o20(My.) = 2. |
Os argumentos usados acima garantem que I = Id®"(My ) e que, para n > 3,

: n n n
eri(fy ) = - My ., _ My n— My
g (Mo,+) (n707070)0 0,0,0(Mo ) + (n 1’0,170)0 1,0,1,0(Mpy ) + <n2,07270)0 2,0,2,0(Mo )
=4n® —2n —1,
finalizando a prova. n

Proposicao 3.34. Sobre Mggai temos que

Ti griy
(1) Id® (M9,1) = <[?Jl,0792,0], 2£1,022,0, Y1,1Y2,1, <1,1%2,1, Y1,1%2,1, ¥Y1,0%2,0, Y1,0Y2,1Y3,0,

Y1,022,1Y3,0, 21,072,123,05 21,03/2,123,0)T5‘-
(2) B (M) =4n* + 1, paran > 2.

Demonstragao. Comegamos observando que, em M§7,

gri(o) * o gri(l) * -
(Mgy ") = F(en +ee), (Mg, ) = F(eia+es6) + Fews + eas)
gri(o) B gri(l) B

(Mg ") = Fleas —eus), (Mgy ') = F(erz — ess) + Fe1z — eus).

Denotemos por I = ([?Jl,m ?J2,0], 21,022,0, Y11Y21, 21,1221, Y1,122.1, Y1,022,0, Y1,0Y2,1Y3,0,
Y1,022,1Y3,0, £1,022,1%3,0, 21,092,123,0>T2*-

E imediato verificar que I C Idgri(Mgg,rli). Mostraremos a inclusao inversa.

Primeiramente, pelo Lema 1.23, observamos que 2 gmza,0, y1,0m=22,0, Y1,1MY2,1, 21,1M22 1,
Y1,1Mmz2 pertencem a I, onde onde m é um monoémio em variavés simétricas pares (even-
tualmente vazio). Consequentemente, todos os polinémios dos tipos xixsx3, T1mM1T2x3,
T1TaMy T3, T1MyToMaxs estao em [, com z; € X \ Yy, i = 1,2, 3, onde m; e my denotam
monomios em variaveis simétricas pares contendo pelo menos uma variavel.

Assim, usando que todos esses polinémios estao em [, seja f € Idgri(MgiT) um (Zoy, *)-
polinomio multilinear de grau n. Pela multihomogeneidade dos T3 -ideais, podemos supor,

sem perda de generalidade que, médulo I, ou

fe€PiooooufeP, 11000ufé€P, 10010uf€P, 21100uf€P, 2011
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Se f € Pnoo0NId® (M, g’“) podemos escrevé-lo, médulo I, da forma

f=0ayio0 - Yno, (3.3.2)

desde que [y1,0, y2,0] € I. Assim, fazendo a avaliacdo y; 0 = ... = Yn0 = €11 + €66, Obtemos
a = 0. Isso implica que P, 900 N Idg“(Mg“) = P,000N I e que o monéomio em (3.3.2) é
uma base para Pn,o,o,o(Mg 1) Por isso, ¢,,0,0 O(M ) =1.

Suponhamos que f € P,,_1100N Ids"( ggﬁ). Uma vez que [y1.0,Y2,0], Y1,0Y21Y30 € I €

facil ver que podemos escrever f, médulo I, da forma

= ayn1y10° Yn—10+ BY1,0 " ** Yn—1,0Yn,1- (3.3.3)

Fazendo a avaliagao y10 = ... = Yn—10 = €11 + €66 € Yn,1 = €12 + €56, Obtemos 0 =
aesg+ eqa, donde concluimos que o = 3 = 0. Isso nos garante que Pn_lil’o,oﬂldg“(Mg“) =
P,_1100N1 e que os elementos em (3.3.3) formam uma base para Pn—1,1,0,0<M9,1)- Logo,
Cnfl,l,O,O(Mgg,rf) = 2.

Prosseguindo, se f € P,_1001 N Idgri(Mg") desde que [y1.0,Y20], Y1.0221Y30 € I, ¢é

imediato que podemos escreveé-lo, modulo I, da seguinte forma

f=az,1910  Yn—1,0 T BY10"** Yn—1,0%n,1- (3.3.4)

Fazendo a avaliagao y10 = ... = Yn—1,0 = €11+ €66 € 2,1 = €13 — €46, Obtemos 0 = —avey6 +

Beis, donde concluimos que a = § = 0. Com isso, obtemos que P,_1 01 N Idgri(Mgli) =
P,_1001 N1 e que os elementos em (3.3.4) formam uma base para Pn,1,070,1(M9g7r11). Por-
tanto Cn—1,0,0, 1(Mgri) = 2.

Agora, se f € P, 9110 N 1d®" (M grl) entao podemos escrevé-lo, médulo I, como

Pt Rt

f = 2n0¥n—1,191,0 " * Yn—2,0 + BY1,0 " * Yn—2,0Yn—1,1%n,0- (3.3.5)

Chegamos na configuracao acima ao usarmos que yi 0220, 21,0M1Y21 [Y1,0,Y2.0] € I. Neste
caso, fazendo a avaliacao y10 = ... = Yn—20 = €11+ €66, Yn—1,1 = €12+ €56 € 20 = €23 — €45,
obtemos 0 = —aey6 + Pfeys, donde concluimos que a = § = 0. Com isso, garantimos que
P, 21100 Idg“(Mgm) = P, 2110N1I e que os elementos em (3.3.5) formam uma base
para P,_ 2110(M ) Por isso, ¢,_ 2110(M ) = 2.

Finalmente, se f € P,,_201 1ﬂIdg“(Mg“) entao desde que Y1 0220, 21,0M122.1 [Y1,05 Y2,0] €

I podemos escreveé-lo, modulo I, como

f =02 02n-11Y1,0 " Yn—2,0 + BY10 " " * Yn—2,0n—1,1%n,0- (3.3.6)

ASSiIl’l, fazendo a avaliag‘&o Y10 = -+ = Yn—20 = €11 -+ €66, Zn,0 — €23 — €45 € Zp_11 =

€12 — €56, obtemos 0 = aeys + Perz, donde concluimos que o = f = 0. Com isso, temos
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que P,_2011N Idgri(Mgff) = P,_2011 N1 e que os elementos em (3.3.6) formam uma base
para P, 20,11 (Mgy). Logo, ¢p—20,1,1(Mgy) =2
Na prdtica, o que fizemos acima implica que [ = Idgri(Mggff). Portanto, usando a

relagao (1.3.3), concluimos que, para n > 2, c%ri(MéT) = 4n? + 1. O

As demonstragoes das proximas proposicoes serao omitidas, pois elas podem ser dedu-
zidas utilizando estratégias andlogas as que foram empregadas nas provas dos resultados

anteriores.
Proposicao 3.35. Sobre M, e M5, temos que

Ti griy
(1) 1d®"(Mgy) = (21,0220, 21,122,1, 21,0721, 21,0Y2,1, Y1,1Y2193.15 Y1,122193.15 Y1,1Y2,123,1,

Y1,022,0Y3,0, Y1,022,1Y3,0, Y1,0Y2,1Y3,0, Y1,1Y2,0Y3,1, Y1,0Y2,1%3,1, St:f,(yl,o,yz,o,yz,o)ﬁ;

griprerly
(2) Id (Mgg) = <2’1,022,0, Y1,1Y2,1, 21,122,123,1, 21,0Y2,1, 21,0”2,1, Y1,122,123,1, 21,1Y2,173,1,

Y1,0Y2,1Y3,0, Y1,022,0Y3,0, Y1,022,1Y3,0, 21,1Y2,023,1, Y1,122,1Y3,0, St3<yl,0>y2,07y3,0)>T2*'
(3) c%ri(Mgg) = cﬁri(MEE) =4n?+4n — 1, paran > 3.
Proposigao 3.36. Sobre Msgg, Mggg e M%rf , temos que

gri griy __
(1) Id (Mg,g) = <Zl,022707 R1,1%22,15 21,02,1, Y1,1Y2.1, Y1,1%2,1, Y1,0Y2,1Y3,0, Y1,0%2,043,0;

Y1,022,1Y3,0, Y1,0Y2,123,0, 21,042,023,1, <1,0Y2,1%3,0; St3(y1,0,y2,0>?/3,0)>T;-

gri griy
(2) Id (M973) = <Z1,022,0, Y1,1Y2,1, 21,1221, 21,0Y2,1, Y1,1221, <1,0Y2,0Y3,1, 21,022,1%23,0,

21,0Y2,023,1, ¥Y1,022,0¥3,0, Y1,0¥2,1Y3,0, Y1,022,1Y3,0, St3(y1,o,y2,o,y3,o)>Tg-

gri griy
(3) 1d®"(MEFY) = (210220, 211221, Y11¥2,1, Y1221, Y1,0220¥3,00 Y1,0¥2,1930, Y1,022,143,0
21,0Y2,1Y3,0, 21,0Y2,123,0, <1,022,1%3,0; [21,0,?/2,1], 21,0221 + 22,121,0, 21,1%2,0¥3,0,

St3(3/1,07 Y2,0, y3,0)> 21,0Y2,0Y3,1 — Y3,1Y2,021,0, 21,0Y2,0%3,1 T 23,192,021,0>T2*-

(4) c%ri(Msgg) = c%ri(Mgg) = cgri(M%rli) =4n*+2n —1, paran > 3.

n

Proposigao 3.37. Sobre M, ME" ¢ M%i, temos que

gri griy __
(1) Id (M4 ) - <2’1,07 Y1,1Y2,1Y31, 21,122,123,1, Y1,122,1Y31, 21,1Y2,1Y31, <1,1Y2,123,1,

Y1,122,123,1, Y1,0Y2,1Y3,0, Y1,022,1Y3,0, Y1,1Y2,0Y3,1, <1,1Y2,0%3,1, 3/1,1y2,023,1>T;-

Ti griy _
(2) Id® (M5 )— <Z1,o, Y1,1Y2,1Y3.1, 21,122,123,1, Y1,1Y2,1Y3,0, <1,122,1Y3,0, Y1,122,1Y3,0,
Y1,1Y2,123,1, 21,122,1Y3,1, Y1,092,1Y3,0, Y1,022,1Y3,0, Y1,1Y2,0Y3,1 —Y3,1Y2,0¥1,1, 21,1Y2,0%3,1 —

23.1Y2,0%1,1, Y1,1Y2,0%31 + 23,11/2,0y1,1>T2*-

ri griy __
(3) 1d®(MF3) = (210¥20, 210220, 21021, 2102215 [Y1.0,¥20]s Y1,1¥2193.1, 21,122,173,
Y1,0Y2,1Y3,0, Y1,022,1Y3,0, [y1,1,22,1], Y1,122,1Y3,0, Y1,1Y2,1231, 21,122,1Y3.1, Y1,1Y2,1Y3,0,
21,122,1Y3,0, 21,1%2,1 + 22,1211, Y1,1Y2,1 +Y2,191,1, Y1,1Y2,0Y3,1 + Y3,1Y2.0Y1,1, 21,1Y2,0%3,1 +

231Y2,071,1, Y1,1Y2,023,1 — Z3,1y2,0y1,1>T2*-
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(4) c&i(MF") = & (ME") = (M) = 2n% + 2n + 1, para n > 2.
Proposigao 3.38. Sobre Mlgéfl e Mflrfl, temos que

gri gri \ _
(1) Id*(Mip) = (21,0220, 211221, Y1921, 21,0921, Y11221, St3(Y1,0,Y2,0: Y30,

Y1,022,0Y3,0, Y1,0Y2,1Y3,0, 21,022,123,0, <21,122,0Y3,0, <1,042,0Y31, 5t3(y1,o,y2,0723,1)>T;-

gri gri \ __
(2) Id* (M) = (210220, 211221, Y1921, 21,0221, Y1221, St3(Y10, Y20, Y3,0),

Y1,022,0Y3,0, Y1,022,1Y3,0, 21,0Y2,123,0, Y1,122,0Y3,0, <1,0Y2,0%23,1, Sts(y1,07y2,0,y3,1)>T5-
i i i ri
(3) g (Mfy)) = & (M) = 4n* + 3n — 1, paran > 3.
o o~ gri gri
Proposigao 3.39. Sobre My 5 e My 5, temos que

Ti gri -
(1) Id® (Mlo,g) = (21,022,0, 21,0¥2,1, 21,0721, Y11Y2,1, 21,1%2,123,1, St3(Y1,0, Y20, ¥3,0);

Y1,022,0Y3,0, Y1,0Y2,1Y3,0, 21,1Y2,123,1, 21,1Y2,1Y3,0, 21,122,1Y31, y1,022,123,1y4,0>T5-

Ti gri -
(2) Ia® (Mu,z) = <21,022,07 <1,0Y2,1, 21,0221, 21,1%2,1, Y1,1Y2,1Y3,1, 5753(91,0,?/2,0,%,0),

Y1,022,0Y3,0, Y1,0221Y3,0, Y1,122,1Y3,1, Y1,122,1Y3,0, Y1,1Y2,1%23,1, y1,0y2,1y3,1y4,o>T;.
i i i i
(3) B (M) = & (MEy) = 4n* + 5n — 1, para n > 3.
Proposicao 3.40. Sobre Mg\, Mgy e Miy,, temos que

Ti gri
(1) Id® (M671> 2 <21,022,0, 21,1%2,1, Y1,1Y2,1, Y1,1%2,1, Y1,0%22,0Y3,0, <1,0Y2,0Y3,1; <1,0Y2,0<3,1
StS(y1,07y2,07y3,0)7 [21,07?/2,1], [21,092,17?/3,0], [21,022,173/3,0], 21,0221 T 22,121,05
St3(y1,0,y2,0723,1), [y1,0y2,1y3,0,y4,0], [y1,022,1y3,0ay4,0]a Y3,1Y2,091,0 — Y3,1Y1,0Y2,0

3/2,03/3,1y1,0>T;-

i griy
(2) Ia® <M672> = <Z1,022,0, 21,0Y2,15 21,0%22,1, Y1,1Y2,1Y3,1, £1,122,1%23,1, Y1,0Y2,1Y3,0, [y1,07y2,0];
Y1,022,1Y3,0, [y1,o,22,o], Y1,1Y2,123,1, Y1,122,1Y3,1, Z1,1221Y3,1, 21,1Y2,123,1, Y1,1Y2,0Y3.1,
21,1Y2,0%31, [y1,1,2’2,1], Y1,1Y2,023,1, [y1,12’2,1,y3,0}, [y1,1y2,1,y3,0]7 [21,122717y3,0], Y1,1Y2,1+

Y2.,1Y1,1, 21,1221 + 22,12’1,1>T2*-

(3) Idgri(Mlgéb) = <Zl,02’2,o, 21,1221, Y1,1Y2,1, Y1,122,1, [91,0,92,0]7 [91,0722,0]7 Y1,0Y2,1Y3,0,

Y1,022,1Y3,0, 21,092,1Y3,0, <1,022,1Y3,0, <1,0Y2,1<3,0, 21,032712370>T2*~

(4) c%ri(M(SgE) =2n*+3n+1, paran > 2, e c%ri(MIgSfQ) =4n®>+n+1, paran > 2.
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