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4.3 Tolerância a Erros e Perdas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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Resumo

Este trabalho se propõe a realizar um estudo sobre circuitos fotônicos integrados.

Nosso objetivo é desenvolver uma metodologia para a obtenção dos parâmetros de um

circuito fotônico que nos permita realizar um conjunto de operações quânticas necessá-

rias para a concretização de uma determinada tarefa ou processamento quântico. Mais

especificamente, as tarefas quânticas envolvem a implementação de um POVM (Positive

Operator Value Measure) através dos circuitos fotônicos integrados. Assim, buscamos

obter configurações otimizadas para estes dispositivos de modo que a redução de sua

complexidade estrutural simplifique seu processo de fabricação. Além disso, também é

nosso objetivo que tais objetos apresentem robustez contra erros e perdas e que as apli-

cações experimentais que os envolvem apresentem uma minimização do tempo necessário

para sua realização. Assim, estudamos as simetrias dos POVMs propostos para, a par-

tir delas, configurar o circuito de forma otimizada. Inicialmente, estudamos o caso da

tomografia de estados quânticos para qubits e qutrits. Obtivemos circuitos planares que

apresentavam um número de elementos ópticos e uma profundidade óptica menores do

que aqueles obtidos por métodos já conhecidos na literatura. Além disso, esses circuitos

implementam todos os elementos de POVM de uma vez, sendo posśıvel obter todas suas

probabilidades associadas de uma vez, minimizando o tempo gasto no experimento em

relação à experimentos em mesa óptica ou em circuitos reconfiguráveis, onde é necessá-

rio realizar alterações na configuração do aparato experimental de um elemento de um

POVM para outro. Buscando uma forma de generalizar nosso protocolo para sistemas de

maiores dimensões, desenvolvemos um método de obter circuitos fotônicos tridimensionais

que podem ser utilizados na realização experimental de tomografia de estados quânticos

em qudits de qualquer dimensão finita. Nosso protocolo gera circuitos cujo número de

divisores de feixe e profundidade óptica escalam com funções um grau menor do que em

outros protocolos já conhecidos, evidenciando uma drástica redução em sua complexidade.

Além disso, esses circuitos apresentaram uma alta robustez em relação à ocorrência de

perdas. O mesmo protocolo utilizado para obter circuitos tridimensionais para realização

de tomografia quântica pode ser usado na obtenção de circuitos para implementar me-

didas de coerência quântica. Os circuitos aqui obtidos também apresentam as mesmas

vantagens do caso tomográfico.
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Abstract

This work proposes to carry out a study on integrated photonic circuits. Our goal is

to develop a methodology for obtaining the parameters of a photonic circuit that allows

us to perform a set of quantum operations necessary for the realization of a given task or

quantum processing. More specifically, the quantum tasks involve the implementation of

a POVM (Positive Operator Value Measure) through integrated photonic circuits. Thus,

we seek to obtain optimized configurations for these devices so that the reduction of their

structural complexity simplifies their manufacturing process. In addition, it is also our

goal that such objects are robust against errors and losses and that the experimental

applications that involve them present a minimization of the time necessary for their

realization. We studied the symmetries of the proposed POVMs to, from them, configure

the circuit in an optimized way. Initially, we studied the case of quantum state tomography

for qubits and qutrits. We obtained planar circuits that had a smaller number of optical

elements and an optical depth than those obtained by methods already known in the

literature. In addition, these circuits implement all POVM elements at once, making it

possible to obtain all their associated probabilities at once, minimizing the time spent

on the experiment compared to experiments on an optical table or with reconfigurable

circuits, where it is necessary to make changes to the configuration of the experimental

apparatus from one POVM element to another. Looking for a way to generalize our

protocol to larger systems, we developed a method to obtain three-dimensional photonic

circuits that can be used in the experimental realization of quantum state tomography

in qudits of any finite dimension. Our protocol generates circuits whose number of beam

splitters and optical depth scale with functions less than in other protocols already known,

showing a drastic reduction in their complexity. In addition, these circuits were highly

robust in relation to the occurrence of losses. The same protocol used to obtain three-

dimensional circuits for performing quantum tomography can be used to obtain circuits

to implement quantum coherence measurements. The circuits obtained here also have the

same advantages as the tomographic case.
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Introdução

Estudos na área da informação quântica surgiram durante a chamada “segunda revo-

lução quântica” 1, onde buscava-se desenvolver um campo de pesquisas que lidaria com

o desafio de criar tecnologias baseadas nos fenômenos peculiares de sistemas quânticos,

como emaranhamento e superposição quântica [1]. O estudo desse ramo possibilitou

o surgimento de outras linhas de pesquisa, como, por exemplo, comunicação quântica e

computação quântica. Com a comunicação quântica surgiu a possibilidade de realizar tro-

cas de informação de forma segura, com a capacidade de identificar posśıveis espiões [2].

Por outro lado, a computação quântica, cuja proposta fora feita por Feynman em 1982 [3],

se mostrou mais eficiente na resolução de problemas do que sua contraparte clássica. De

fato, a exploração de sistemas quânticos na execução de algoritmos computacionais dão

origem a protocolos que exigem menos recursos para armazenar e processar informação,

além de que os prinćıpio de superposição e do paralelismo quântico permitem um aumento

na velocidade do processo computacional [4, 5].

Ao longo dos anos, protocolos de informação e computação quântica foram realiza-

dos experimentalmente utilizando-se de vários sistemas f́ısicos. É posśıvel, através de

uma rápida pesquisa bibliográfica, encontrar trabalhos onde suas implementações se dão

fazendo uso de ı́ons e elétrons armadilhados [6–10], pontos quânticos [11–13], pares de Co-

oper [14–16], sistemas de spins [17,18], ressonância magnética nuclear [19–21], dentre ou-

tros. Porém, com o constante aumento de informação a ser processada por esses sistemas,

outro problema dessas abordagens veio à tona: foi notado um crescimento exponencial na

quantidade de recursos necessários para o processamento de uma certa quantidade de in-

formação, tornando alguns métodos inviáveis para aplicações mais complexas [1,5,22,23].

Em outras palavras, algumas realizações experimentais não são escaláveis. Para um sis-

tema ser considerado escalável, o crescimento na quantidade de recursos necessários para

sua implementação deve ser uma função polinomial da quantidade de informação a ser

processada. O primeiro trabalho a registrar a realização de protocolos de computação

quântica de forma eficiente e escalável foi o trabalho de Knill e colaboradores publicado

em 2001, onde foi proposto a utilização de ótica linear para a realização de tais tarefas [24].

1https://www.nist.gov/topics/physics/introduction-new-quantum-revolution/second-quantum-
revolution
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Em seu trabalho, Knill et al. demonstrou ser posśıvel a implementação de protocolos de

processamento de informação quântica dispondo apenas de uma fonte de fótons únicos,

divisores de feixe, modificadores de fase e foto-detectores de alta eficiência [24]. Em

sua proposta, os bits quânticos (ou qubits) seriam codificados em um ou mais graus

de liberdade dos fótons, a saber, posição e/ou polarização, por exemplo. Contudo, a

manipulação de estados de fótons em mesas óticas utilizando interferômetros não é uma

tarefa simples, além de apresentar falta de estabilidade e de controle de fase. Além disso,

a exigência de um ambiente estabilizado, com temperatura e vibrações controladas, torna

dif́ıcil o uso dessa abordagem fora de um laboratório.

Por apresentarem estabilidade e escalabilidade, além de dimensões compactas, o uso

da tecnologia de guias de onda integrados se torna favorável para superar tais obstáculos.

Em aplicações no campo de pesquisas fotônicas, é comum a utilização desses dispositivos

integrados na forma de guias de onda óticos (ativos e passivos) e divisores de feixe, ge-

ralmente fabricados via métodos litográficos [25–27] ou pela técnica da escrita direta com

lasers de femtossegundos [28,29]. Por meio da litografia, é posśıvel criar regiões que guiam

luz a partir da exposição metódica de um material fotossenśıvel a algum tipo de radia-

ção [30–32]. Uma limitação de tal técnica é a fabricação unicamente de arranjos planares

desses guias de onda. Já a técnica da escrita direta consiste em gerar uma alteração no

ı́ndice de refração de um material transparente ao focalizar no seu interior um laser com

pulsos ultra-rápidos em femtossegundos [33, 34]. Dessa forma, guias de onda podem ser

diretamente fabricados em substratos transladando a amostra a uma velocidade constante

perpendicularmente em relação ao feixe de laser por todo o caminho desejado. Assim, a

escrita direta pode ser vista como um processo de um único passo, o que permite rápida

prototipagem e realizações de processos de fabricação iterativos. Os guias de onda fabri-

cados dessa forma podem ser arranjados em geometrias tridimensionais, apresentar perfis

circulares transversos, entre outras caracteŕısticas. Tais arranjos são exemplos de circuitos

fotônicos integrados.

Já existe na literatura uma gama de aplicações para tais dispositivos. A primeira

aplicação de circuitos fotônicos integrados fabricados via escrita direta data de 2009 e foi

apresentada em um trabalho de Graham Marshall e colaboradores [35]. Neste trabalho,

os autores mostraram, através da realização de experimentos de interferência, que aco-

pladores direcionais fabricados via escrita direta são tão eficientes quanto os obtidos via

processos litográficos, além de apresentarem a escalabilidade requerida para a execução de

protocolos de informação quântica. Como exemplo de um resultado obtido por Graham

Marshall, foi observada uma visibilidade de V = 0, 958±0, 005 em experimentos de inter-

ferência de dois fótons [35]. Acopladores direcionais e modificadores de fase são as peças

que formam circuitos fotônicos mais complexos.

Subindo um degrau no ńıvel de complexidade dos circuitos, podemos citar os trabalhos

de Andrea Crespi et al. [36], que apresenta uma porta lógica quântica do tipo CNOT

(“controlled-NOT gate”) implementada com três acopladores direcionais, e de Thomas
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Meany et al. [37], onde é mostrado os resultados obtidos da implementação de uma porta

de fase controlada (“heralded gate” ou “C-phase gate”) que, por sua vez, é constrúıda com

quatro desses acopladores. Realizações experimentais mais complexas, como experimentos

de “boson sampling” [38] e a geração de estados multipartidos maximamente emaranhados

(“W-states”) [39], também foram reportadas.

Como já dito anteriormente, uma das caracteŕısticas únicas da técnica da escrita di-

reta com laser de femtossegundos e, portanto, uma grande vantagem de sua aplicação, é

a capacidade de fabricar arranjos tridimensionais de guias de onda, onde é explorada a

facilidade de se focalizar o feixe de laser em diferentes profundidades no substrato uti-

lizado. Utilizando desse recurso, Markus Gräfe et al. fabricaram um circuito fotônico

tridimensional com doze acopladores direcionais capaz de verificar o grau de emaranha-

mento de estados multipartidos [39]. Experimentos com caminhada quântica também

foram realizados utilizando-se de circuitos fotônicos [40–42].

Sabendo da importância da aplicação de circuitos fotônicos na implementação de pro-

tocolos de informação quântica, esta tese se objetiva a acrescentar mais um pequeno tijolo

ao grande muro do conhecimento sobre fotônica integrada. Aqui, analisaremos e apresen-

taremos metodologias para a implementação de tarefas quânticas baseadas em conjuntos

de operadores chamados POVMs (“Positive-Operator Valued Measure” ou, em português,

“Medida com Operador de Valor Positivo”). Abordaremos os casos de tomografia de esta-

dos quânticos e medidas de coerência, ambos realizados em qudits codificados em estados

de caminho. O caso da tomografia de estados quânticos já foi estudado em outros tra-

balhos, porém utilizando de metodologias diferentes da aqui apresentada. Por exemplo,

tomografia quântica via caminhada quântica é apresentada nos trabalhos de James Tit-

chener et al. [43,44].

Portanto, de modo a abordar todas as partes importantes que envolveu nosso estudo e

organizar o texto desta tese de forma didática, dividimos-o em duas partes. Na primeira

parte concentram-se nossas propostas a respeito da realização de operações quânticas em

circuitos fotônicos, que foram organizadas da seguinte forma: o Caṕıtulo 1 limita-se a

apresentar fundamentos básicos de mecânica quântica importantes para o nosso trabalho;

o Caṕıtulo 2 apresenta propostas para obtenção de circuitos fotônicos planares que rea-

lizam operações quânticas em sistemas de um qubit, além de um rápido estudo sobre o

POVM a ser implementado experimentalmente; no Caṕıtulo 3, o mesmo é feito para sis-

temas de um qutrit; o Caṕıtulo 4 generaliza nossa proposta para circuitos tridimensionais

e para sistemas quânticos de dimensão d qualquer. A segunda parte de nosso trabalho

apresenta um estudo da fabricação de circuitos fotônicos em vidro através da técnica da

escrita direta. Assim, apresentamos no Caṕıtulo 5 alguns tópicos importantes sobre o es-

tudo de guias de onda, no Caṕıtulo 6 é abordado fenômenos que caracterizam a interação

laser-material e, no Caṕıtulo 7, a produção e a caracterização de guias de onda retos. Na

terceira parte de nosso texto, são apresentadas nossas conclusões e perspectivas.
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Parte I

Operações Quânticas em Circuitos

Fotônicos
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Caṕıtulo 1

Fundamentos de Mecânica Quântica

1.1 Bits, Qubits e Qudits

Um bit é definido como a menor unidade de informação que pode ser armazenada ou

transmitida e seu uso se faz presente na Teoria da Informação e na Computação Clássica.

Podendo assumir apenas dois valores (0 ou 1), um bit pode ser representado por uma

gama de sistemas f́ısicos que apresentam dois estados distintos, como, por exemplo, a

passagem ou não de uma corrente por um determinado filamento.

A contraparte quântica de um bit é chamada de qubit [5, 45] e, assim como um bit

assume os valores 0 ou 1, um qubit pode ser detectado em um dos estados |0〉 ou |1〉,
sendo assim representado por sistemas quânticos que podem ser detectados em apenas

dois estados ortogonais. Uma diferença entre bits e qubits, decorrente diretamente da sua

definição, é o fato de que qubits podem estar em estados diferentes de |0〉 ou |1〉. Eles

podem se apresentar em um estado de superposição, ou seja, em uma combinação linear

do tipo:

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 , (1.1)

onde os coeficientes α e β são números complexos que satisfazem a condição de normali-

zação |α|2 + |β|2 = 1, o que nos permite dizer que |ψ〉 é um vetor unitário que pertence a

um espaço de Hilbert bidimensional. Quando medimos um qubit no estado |ψ〉, o encon-

tramos no estado |0〉 com probabilidade |α|2 ou no estado |1〉 com probabilidade |β|2. A

condição de normalização nos permite reescrever a Equação 1.1 da seguinte forma [5,45]:

|ψ〉 = cos
θ

2
|0〉+ eiϕ sin

θ

2
|1〉 , (1.2)

onde 0 6 θ 6 π e 0 6 ϕ 6 2π. Assim, podemos relacionar cada posśıvel estado de |ψ〉
com um ponto na superf́ıcie de uma esfera de raio unitário determinado pelos ângulos θ

e ϕ. Essa esfera, chamada de Esfera de Bloch, está representada na Figura 1.1. Apesar

de ser uma representação muito elegante para o estado de um qubit, não existe uma

generalização simples para sistemas com muitos qubits. Matematicamente, o estado de

um sistema com n qubits é representado por uma generalização direta da Equação 1.1,
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Caṕıtulo 1. Fundamentos de Mecânica Quântica

Figura 1.1: Representação da Esfera de Bloch. Figura retirada da referência [45]

dada por:

|ψ〉 =
∑
i1,...,in

αi1,...,in |i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ ... |in〉 , (1.3)

onde |ij〉, sendo j = 1, 2, ..., n, representa um dos estados |0〉 ou |1〉 e a condição de

normalização assume a forma
∑

i1,...,in
|αi1,...,in|2 = 1.

Além da generalização para o caso em que se considera um sistema com muitos qubits,

podemos pensar também no caso onde o sistema quântico em questão possui mais de dois

estados ortogonais. Definimos assim um qudit :

|ξ〉 =
d−1∑
i=0

αi |i〉 , (1.4)

onde d é o número de estados ortogonais que o sistema quântico representado pelo estado

|ξ〉 possui, ou seja, a dimensão do Espaço de Hilbert a que |ξ〉 pertence. A condição de

normalização, nesse caso, se escreve como
∑d−1

i=0 |αi|2 = 1 e o caráter probabiĺıstico do

módulo ao quadrado dos coeficientes se mantém em todas as generalizações.

Para o caso particular onde d = 3, chamamos o sistema representado pela Equação 1.4

de qutrit [46,47].

1.2 Matriz Densidade

Ao lidar com a descrição de experimentos ou análises teóricas que exigem o uso de

uma mistura de estados quânticos, é sabido que o tratamento deste problema se torna

inviável se for feita a escolha do formalismo de vetores de estado. Assim, o uso de uma

abordagem alternativa faz-se necessário. Dessa forma, por exemplo, se uma determinada

fonte gera um estado quântico |ψi〉 com probabilidade pi podemos definir o conjunto
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Caṕıtulo 1. Fundamentos de Mecânica Quântica

{pi, |ψi〉}, chamado ensemble de estados quânticos, e a matriz densidade desse sistema

será dada por [5]:

ρ̂ =
∑
i

pi |ψi〉 〈ψi| , (1.5)

onde
∑

i pi = 1. Se alguma das probabilidades for igual a 1, teremos um estado puro e a

matriz densidade, em tal caso, se reduz a ρ̂ = |ψ〉 〈ψ|. Os elementos da matriz ρ̂ podem

ser calculados facilmente, em qualquer base de vetores {|λn〉}, através da relação 1:

ρnm = 〈λn| ρ̂ |λm〉 . (1.6)

A matriz densidade apresenta algumas propriedades importantes e dignas de nota.

A primeira delas é que ρ̂ é uma matriz hermitiana 2. A segunda propriedade decorre

diretamente do cálculo de 〈ϕ| ρ̂ |ϕ〉, onde |ϕ〉 é um vetor de estado arbitrário:

〈ϕ| ρ̂ |ϕ〉 = 〈ϕ|

[∑
i

pi |ψi〉 〈ψi|

]
|ϕ〉 =

∑
i

pi 〈ϕ|ψi〉 〈ψi|ϕ〉 =
∑
i

pi| 〈ψi|ϕ〉 |2

⇒ 〈ρ̂〉 > 0.

(1.7)

Logo, a matriz densidade é sempre não-negativa. Já o valor esperado de um observável

X̂ medido sobre ρ̂ é definido como [45]:

〈X̂〉 = Tr(ρ̂X̂), (1.8)

onde Tr representa a operação de traço 3. Desenvolvendo a Equação 1.8, temos:

Tr(ρ̂X̂) =
∑
j

〈j|

[∑
i

pi |ψi〉 〈ψi| X̂

]
|j〉 =

∑
i,j

pi 〈j|ψi〉 〈ψi| X̂ |j〉 =

∑
i,j

pi 〈ψi| X̂ |j〉 〈j|ψi〉 ⇒ Tr(ρ̂X̂) =
∑
i

pi 〈ψi| X̂ |ψi〉 .
(1.9)

Da equação acima, obtemos outra importante propriedade da matriz densidade fazendo

X̂ igual a matriz identidade Î:

Tr(ρ̂) =
∑
i

pi 〈ψi|ψi〉 =
∑
i

pi ⇒ Tr(ρ̂) = 1. (1.10)

A unicidade do traço, mostrada na equação acima, é o análogo para matrizes densidade

da condição de normalização dos vetores de estado. Fazendo agora o operador X̂ igual ao

1Perceba que ρnm = ρ∗mn.
2Essa propriedade é facilmente demonstrada lembrando-se que pi > 0, uma vez que representa uma

probabilidade, e que, se Â = |α〉 〈β|, então Â† = |β〉 〈α| [48].
3O traço de uma matriz é definido como a soma dos elementos da sua diagonal principal e, utilizando

a notação de Dirac, podemos escrever: TrÂ =
∑

i 〈i| Â |i〉.
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próprio ρ, temos:

Tr(ρ̂2) =
∑
j

pj 〈ψj|

[∑
i

pi |ψi〉 〈ψi|

]
|ψj〉 =

∑
i,j

pipj| 〈ψi|ψj〉 |2 6
∑
i,j

pipj = 1

⇒ Tr(ρ̂2) 6 1.

(1.11)

A grandeza Tr(ρ̂2) é chamada de grau de pureza do sistema quântico [45], de modo

que Tr(ρ̂2) = 1 apenas quando se trata de um estado puro.

Finalmente, para que a matriz densidade represente um sistema f́ısico, ela deve sa-

tisfazer todas as propriedades demonstradas acima: ser hermitiana, positiva e de traço

unitário.

1.3 Operadores Unitários

Um operador Û é dito unitário se satisfaz a seguinte condição:

Û Û † = Û †Û = Î , (1.12)

Uma importância de caráter geométrico desses operadores está no fato da preservação

do produto interno entre dois vetores de estado. Esse fato é facilmente provado conside-

rando que, se |ϕ′〉 = Û |ϕ〉, então:

〈ϕ′|φ′〉 = 〈ϕ| Û †Û |φ〉 = 〈ϕ| Î |φ〉 ⇒ 〈ϕ′|φ′〉 = 〈ϕ|φ〉 . (1.13)

Esse resultado também implica no fato de que o conjunto {Û |ϕi〉} será uma base

ortogonal sempre que {|ϕi〉} também for uma base ortogonal e Û for um operador unitário

[5]. Uma propriedade importante e fundamental apresentada pelos operadores unitários

reside no fato de que estes operadores podem ser escritos na forma Â+ iB̂, desde que Â e

B̂ sejam operadores hermitianos [45]. Assim, para um operador qualquer e seu hermitiano

conjugado, podemos escrever:

Û = Â+ iB̂,

Û † = Â− iB̂.
(1.14)

De acordo com Equação 1.12, podemos escrever:

Û Û † = Â2 + B̂2 − i[Â, B̂] ⇒ Â2 + B̂2 − i[Â, B̂] = Î ,

Û †Û = Â2 + B̂2 + i[Â, B̂] ⇒ Â2 + B̂2 + i[Â, B̂] = Î .
(1.15)

Somando as equações acima, temos:

Â2 + B̂2 = Î , (1.16)
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e esse fato nos permite escrever nossos operadores Â e B̂ como funções de um terceiro

operador hermitiano Ĉ da seguinte forma:

Â = cos Ĉ,

B̂ = sin Ĉ.
(1.17)

Usando a Equação 1.17 na Equação 1.14, temos:

Û = cos Ĉ + i sin Ĉ ⇒ Û = eiĈ . (1.18)

Assim mostramos que qualquer operador unitário pode ser escrito como a exponencial

de um operador hermitiano. Para finalizar esta seção, comentaremos sobre uma proprie-

dade desses operadores que será de fundamental importância para este trabalho e muito

utilizada em desenvolvimentos seguintes. É sempre posśıvel fatorar um operador unitário

em uma sequência de operadores também unitários que se apresentam como mais simples

do que o operador original, ou seja:

Û = Ûn · · · Û3Û2Û1. (1.19)

Reck et al. [49] nos mostraram uma aplicação prática da Equação 1.19. Em seu tra-

balho, vemos que, em um experimento óptico, qualquer operador unitário discreto pode

ser escrito como uma combinação de divisores de feixe e modificadores de fase. Explora-

remos com detalhes esse resultado quando fizermos nossas propostas para implementação

de circuitos fotônicos nos caṕıtulos seguintes.

1.4 Medições Quânticas

Para conseguirmos extrair qualquer tipo de informação de um sistema quântico é neces-

sário que aconteça algum tipo de interação entre tal sistema e algum aparato de medição.

Assim, devido à importância de tal processo, ferramentas matemáticas foram desenvol-

vidas para lidar com esses casos, mesmo sabendo que a natureza f́ısica desses processos

permanecem como um problema que ainda segue em debate [50,51]. Descreveremos nesta

seção, não em muitos detalhes, os principais tipos de medições quânticas.

A mais simples delas se trata das medições projetivas ou medições de von Neumann

[5, 45]. Considere um observável qualquer, representado por um operador hermitiano Â.

Sabemos que a relação entre ele, seus auto-estados |an〉 e seus auto-valores an é dada pela

seguinte equação, chamada de equação de auto-valor [48,52]:

Â |an〉 = an |an〉 . (1.20)

Os auto-estados de Â representam os posśıveis estados quânticos em que o sistema

será encontrado após a medição e seus auto-valores representam os posśıveis resultados
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dessa medição. A probabilidade da obtenção de cada auto-valor é dada por:

p(an) = 〈an| ρ̂ |an〉 ⇒ p(an) = Tr(ρ̂ |an〉 〈an|), (1.21)

onde ρ̂ é a matriz densidade do sistema imediatamente antes de ser submetido ao processo

de medição. Se definirmos um operador de projeção, ou projetor, como P̂n = |an〉 〈an|4,

teremos:

p(an) = Tr(ρ̂P̂n), (1.22)

Assim, uma medição de von Neumann é aquela onde a probabilidade para um dado

resultado é calculada através da Equação 1.22. Além disso, tais projetores apresentam as

seguintes propriedades:

1. São hermitianos, pelo fato de representarem observáveis.

2. São operadores positivos, uma vez que seus valores esperados representam probabi-

lidades.

3. O conjunto de projetores é um conjunto completo, ou seja,
∑

n P̂n = Î. Isto acontece

uma vez que a soma de todas as probabilidades p(an) é sempre igual a 1,

4. São ortonormais entre si, satisfazendo a igualdade P̂nP̂m = P̂nδnm, devido ao fato

de que são constrúıdos utilizando seus auto-vetores.

O estado do sistema após realizada uma medição de von Neumann, é dado pela matriz

densidade transformada como segue:

ρ̂′ =
P̂nρ̂P̂n

Tr(P̂nρ̂P̂n)
⇒ ρ̂′ =

P̂nρ̂P̂n
p(an)

. (1.23)

Foi utilizada a propriedade ćıclica do traço para simplificar a expressão para ρ̂′5. Ape-

sar de ser a mais simples e a mais conhecida entre os tipos de medições quânticas, as

medições projetivas na maioria das vezes não refletem a realidade do processo, por não

levar em consideração posśıveis erros ou rúıdos. Por isso, são frequentemente chamadas

de medições ideais. Ao introduzir fontes de erros, devemos lidar com a probabilidade de

tal erro afetar um posśıvel resultado. Podemos, assim, generalizar nosso formalismo para

incluir esses casos não-ideais.

Vamos considerar um caso onde λn representa o resultado de uma medição de von Neu-

mann (situação ideal) e λr representa o resultado de uma medida real (situação não-ideal.)

4Essa não é a única forma de definir os projetores. Podemos generalizá-los para o caso onde um auto-
estado do operador Â está relacionado a mais de um auto-valor, ou seja, para o caso onde |an〉 é um estado
degenerado. Portanto, se para um determinado auto-valor an tivermos m auto-estados correspondentes,

escrevemos P̂n =
∑m

j=1 |α
(j)
n 〉 〈α(j)

n |.
5Tr(P̂nρ̂P̂n) = Tr(ρ̂P̂nP̂n) = Tr(ρ̂P̂n) = p(an).
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Os posśıveis erros envolvidos no processo de medição são descritos por probabilidades con-

dicionais6 do tipo p(λr|λn), de modo que podemos escrever:

p(λr) =
∑
n

p(λr|λn)p(λn) ⇒ p(λr) =
∑
n

p(λr|λn)Tr(ρ̂P̂n) ⇒

p(λr) = Tr

[∑
n

p(λr|λn)ρ̂P̂n

]
. (1.24)

Podemos definir os operadores que representarão medidas reais como:

π̂r =
∑
n

p(λr|λn)P̂n. (1.25)

E as probabilidades de obter λr poderão ser escritas como:

p(λr) = Tr(ρ̂π̂r). (1.26)

O operadores π̂r são hermitianos, positivos e formam um conjunto completo. No

caso de medições reais, a mudança na matriz densidade do sistema acaba sendo muito

mais drástica do que nas medidas projetivas. Podemos citar como exemplo a detecção

de fótons, onde estes são totalmente destrúıdos após o experimento. Em situações como

essa, a probabilidade de se obter os diferentes resultados de uma medição é muito mais

importante do que o estado final do sistema em si. Para tratar esses casos, definiremos o

conjunto de operadores {Π̂n}, chamado POVM (“Positive Operator-Valued Measure”), de

modo que a probabilidade de uma medição resultar em αn será dada pela Regra de Born:

p(αn) = Tr(ρ̂Π̂n). (1.27)

Os operadores Π̂n são chamados de elementos de POVM ou operadores de probabilidade

e devem apresentar as seguintes propriedades: serem hermitianos, positivos e formar

um conjunto completo. É interessante notar que não há restrição para o número de

elementos de POVM em um conjunto, podendo essa quantidade ser maior ou menor do

que a dimensão do espaço de Hilbert do sistema em estudo [45].

A estratégia em trabalhar com esses operadores é determinar o conjunto ótimo para

cada caso, ou seja, o conjunto que possui o número mı́nimo de operadores que precisam

ser implementados para se obter toda a informação que se deseja sobre um dado sistema

quântico. A este conjunto ótimo é dado o nome de IC-POVM Mı́nimo [53], ou MIC-

POVM, e ele possui exatos d2 elementos, onde d é a dimensão do Espaço de Hilbert

referente ao sistema quântico em estudo [54]. A sigla IC significa Informacionalmente

Completo (“Informationally Complete”).

6Probabilidades condicionais representam casos onde a probabilidade da ocorrência do resultado de
um evento depende da ocorrência do resultado de outro evento. Assim, p(a|b) corresponde a probabilidade
do resultado de um evento ser a desde que o resultado de outro evento seja b.
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Sempre que um IC-POVM apresenta máxima eficiência, seus elementos devem ser

proporcionais a projetores [55]. Além disso, se os vetores que formam os elementos de

um IC-POVM forem igualmente espaçados no Espaço de Hilbert onde são definidos, ou

seja, o produto interno entre dois quaisquer desses vetores resultar sempre no mesmo

valor, dizemos que esse conjunto de operadores é simétrico [55, 56]. Assim, definimos um

SIC-POVM (“Symmetric Informationally Complete POVM”) como um conjunto com d2

operadores, que satisfaz às seguintes condições:

1. Os operadores são proporcionais a projetores: Π̂n ∝ |ψn〉 〈ψn|

2. O produto interno entre dois quaisquer vetores que formam os tais projetores pos-

suem sempre o mesmo valor e é dado por:

| 〈ψn|ψm〉 |2 =
1

d+ 1
. (1.28)

Na prática, a forma mais geral de realizar uma medição e calcular as probabilidades

desejadas utilizando o formalismo de POVMs é trabalhar com a interação de seu sistema

de interesse, dado por |ψ〉, com um sistema auxiliar, normalmente chamado de ancilla,

preparado em um estado conhecido |A〉. Essa interação cria um estado Û |ψA〉 e, sobre

este estado, é feita uma medição de von Neumann, projetando-o sobre um dos estado

da base sistema-ancilla {|ml〉}7. Assim, podemos calcular a probabilidade de um dado

resultado como segue:

p(αm, βl) = | 〈ml| Û |ψA〉 |2 = 〈ψA| Û † |ml〉 〈ml| Û |ψA〉 =

〈ψ|
[
〈A| Û † |ml〉 〈ml| Û |A〉

]
|ψ〉 ⇒ p(αm, βl) = 〈ψ| Π̂ml |ψ〉 ,

(1.29)

onde foi definido o seguinte operador de probabilidade, ou elemento de POVM:

Π̂ml = 〈A| Û † |ml〉 〈ml| Û |A〉 . (1.30)

Esses operadores são hermitianos, positivos 8 e formam um conjunto completo 9. Além

disso, a última igualdade da Equação 1.29 é equivalente à Equação 1.27, mostrando,

assim, concordância com nossa definição inicial. Podemos reescrever a probabilidade da

Equação 1.29 de uma forma alternativa:

p(αm, βl) = 〈ψA| Û † |ml〉 〈ml| Û |ψA〉 = 〈ψA| P̂ml |ψA〉 , (1.31)

7Foi assumido que {|m〉} forma uma base para o espaço de Hilbert onde se encontra o sistema principal,
e {|l〉} forma uma base para o espaço de Hilbert referente à ancilla.

8Para um dado |ϕ〉, temos: 〈ϕ| Π̂ml |ϕ〉 = 〈ϕA| Û† |ml〉 〈ml| Û |ϕA〉 = | 〈ϕA| Û† |ml〉 |2 > 0.
9
∑

m,l Π̂ml =
∑

m,l 〈A| Û† |ml〉 〈ml| Û |A〉 = 〈A| Û†
∑

m |m〉 〈m|
∑

l |l〉 〈l| Û |A〉 = 〈A| Û†Û |A〉 =
〈A|A〉 = 1.
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onde foi definido o projetor sobre os estados Û † |ml〉:

P̂ml = Û † |ml〉 〈ml| Û . (1.32)

Esse pequeno desenvolvimento faz parte de um resultado mais geral chamado Teorema

de Naimark [57], que diz que um elemento de POVM pode ser representado por uma

medição projetiva em um espaço de estados extendido. Essas ideias, particularmente

a Equação 1.30, serão a base para a determinação dos parâmetros f́ısicos dos circuitos

fotônicos que proporemos para implementar os experimentos de tomografia de estados de

um qubit, processo que será discutido no próximo caṕıtulo.

1.5 Tomografia de Estados Quânticos

A tomografia de estados é uma técnica experimental que permite a reconstrução da

matriz densidade de um sistema quântico desconhecido [5,58]. Sua implementação consiste

na produção de um grande número de estados identicamente preparados e na realização

de uma série de medições das grandezas que o descrevem. A partir dos resultados obtidos

nessas medições, determina-se a matriz densidade do sistema quântico produzido. Vamos

ilustrar o processo utilizando um sistema de dois ńıveis, um qubit fotônico, como exemplo.

Tal qubit é preparado utilizando algum grau de liberdade do fóton. Este desenvolvimento

foi retirado da referência [47].

Sabemos que a matriz densidade de um sistema de um qubit pode ser escrita como

[45,58]:

ρ̂ =
1

2

(
Î + ~r · ~σ

)
, (1.33)

onde ~r = (rx, ry, rz) e ~σ é o chamado vetor de Pauli, dado por ~σ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z). A

validade da Equação 1.33 se dá pelo fato de que o conjunto de matrizes formado pela

identidade Î e pelas três matrizes de Pauli σ̂x, σ̂y e σ̂z, formam uma base para o espaço

de matrizes bidimensionais. Além disso, como as matrizes de Pauli possuem traço nulo,

as componentes de ~r devem satisfazer a relação r2
x + r2

y + r2
z 6 1 [58]. Assim, dadas as

matrizes de Pauli,

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
, (1.34)

podemos reescrever a Equação 1.33 como:

ρ̂ =
1

2

(
1 + rz rx − iry
rx + iry 1− rz

)
. (1.35)

Logo, para reconstruir a matriz densidade ρ̂, basta determinarmos os valores de rx, ry

e rz. Para isso, recorremos ao cálculo das probabilidades relacionadas aos resultados de

13



Caṕıtulo 1. Fundamentos de Mecânica Quântica

medições. Sabendo que os auto-vetores normalizados de σ̂x são:

|v〉(1)
x =

1√
2

(
1

1

)
, |v〉(2)

x =
1√
2

(
1

−1

)
, (1.36)

temos, da Equação 1.22, que:

p(a(1)
x ) = Tr(ρ̂ |v〉(1)

x 〈v|
(1)
x ) ⇒ p(a(1)

x ) =
1

2
(1 + rx), (1.37)

p(a(2)
x ) = Tr(ρ̂ |v〉(2)

x 〈v|
(2)
x ) ⇒ p(a(2)

x ) =
1

2
(1− rx). (1.38)

Por outro lado, ao implementar experimentalmente os projetores |v〉(1)
x 〈v|

(1)
x e |v〉(2)

x 〈v|
(2)
x ,

as contagens de fótons referentes à projeção em um dos auto-vetores de σ̂x serão dadas

por:

c(1)
x = kp(a(1)

x ) = k(1 + rx),

c(2)
x = kp(a(2)

x ) = k(1− rx).
(1.39)

A constante k é dependente do número de vezes em que o experimento é realizado e

da eficiência do aparato de detecção utilizado. Conseguimos assim, uma relação direta

entre o parâmetro rx e as contagens obtidas em laboratório:

c
(1)
x

c
(2)
x

=
1 + rx
1− rx

⇒ rx =
c

(1)
x − c(2)

x

c
(1)
x + c

(2)
x

. (1.40)

Se realizarmos o mesmo desenvolvimento para σ̂y e σ̂z, obteremos:

ry =
c

(1)
y − c(2)

y

c
(1)
y + c

(2)
y

, rz =
c

(1)
z − c(2)

z

c
(1)
z + c

(2)
z

. (1.41)

Assim, para determinar cada parâmetro da matriz densidade, precisamos saber o va-

lor de outras duas quantidades: as contagens referentes à cada auto-valor da matriz de

Pauli correspondente. Portanto, precisamos medir seis grandezas para reconstruir ρ̂ com-

pletamente, o que implica na implementação experimental de seis operadores diferentes.

Sendo assim, a probabilidade de obter cada resultado é dada pela Equação 1.27, sendo

cada operador implementado, um elemento de POVM. Neste caso particular, os elementos

de POVM são projetores.

1.6 Coerência Quântica

A coerência quântica mede o quão superposto é um estado quântico [59]. O máximo

de superposição para o caso particular de um estado puro ocorre quando os módulos dos

coeficientes que multiplicam os vetores da base, cuja soma define o vetor de estado, são

iguais. Mais detalhes sobre a relação entre a coerência quântica e a pureza do estado
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quântico pode ser encontrada em [60]. Como os estados de superposição estão intima-

mente relacionados com os fenômenos de interferência de part́ıculas quânticas, a coerência

quântica mede a capacidade de um sistema quântico apresentar interferência e o quão alto

é o contraste das franjas que pode ser observado com detectores pontuais nos padrões de

interferência [61,62]. Assim, junto com outras propriedades de tal cenário, como a quan-

tização da energia e a estrutura tensorial do espaço de estados, a coerência quântica serve

de base para outros fenômenos microscópicos importantes [63]. Além disso, faz-se notável

sua importância em aplicações práticas, como em algoritmos quânticos e fusão de estados

quânticos, a identificando como um verdadeiro recurso f́ısico [64–67].

Devida sua importância, foram desenvolvidas várias formas de se quantificar o grau de

coerência de um certo sistema quântico [63, 68–71]. A coerência é definida matematica-

mente como um funcional C que mapeia estados quânticos de um dado espaço de Hilbert

de operadores densidade Hop em um número real não negativo, ou seja, C : Hop 7→ R+,

e se apresenta frequentemente como função dos elementos de fora da diagonal da matriz

densidade que representa o sistema, sendo assim, uma grandeza dependente da escolha da

base [60]. Como consequência, operações locais e não locais podem ter influência sobre

seu valor.

Antes de apresentarmos algumas das principais medidas de coerência, precisamos de-

finir estados incoerentes. Para isso, fixaremos uma base {|i〉} de um espaço de Hilbert H
de dimensão d e todo estado quântico representado por uma matriz densidade diagonal

nessa base será considerado um estado incoerente. Esses estados incoerentes formam um

subconjunto de H, que representaremos por Υ . Assim, toda matriz densidade γ̂ ∈ Υ é

dada por

γ̂ =
d−1∑
i=0

γi |i〉 〈i| . (1.42)

Além disso, uma operação quântica que transforma um estado incoerente em outro

estado incoerente é chamada operação incoerente [63,72]. Sabendo que as operações quân-

ticas são representadas por conjuntos de operadores de Kraus {K̂n}, onde
∑

n K̂
†
nK̂n = Î,

exigimos, para operações incoerentes, que K̂nΥK̂
†
n ⊂ Υ , para todo n. Este requisito

garante que não há coerência sendo gerada a partir de estados incoerentes.

Uma operação incoerente também pode ser usada na identificação de um estado ma-

ximamente coerente. Um estado maximamente coerente |ψc〉 pode ser identificado como

aquele que, através da aplicação de operações incoerentes, gera todos os outros estados

do espaço de Hilbert a qual pertence [63]. Essa definição, além de ser independente da

medida de coerência escolhida, nos permite identificar uma unidade de coerência, que

pode ser utilizada na normalização de todas suas formas de quantificação. Assim, para

tais estados, temos

|ψc〉 =
1√
d

d−1∑
i=0

|i〉 . (1.43)

Dito isso, podemos apresentar algumas formas de quantificar a coerência de um sis-
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tema quântico. Para um determinado funcional C representar uma medida de coerência

apropriada, ele deve satisfazer às seguintes condições [63,70]:

• A coerência deve se anular para todos os estados incoerentes. Assim, C(γ̂) = 0, se

γ̂ ∈ Υ ;

• A coerência deve ser uma função monotônica sob aplicação de operações incoerentes,

ou seja, C(ρ̂) > C(ρ̂′), onde ρ̂′ =
∑

n K̂nρ̂K̂
†
n;

• A coerência deve ser convexa, ou seja, não deve aumentar sob mistura de estados

quânticos. Logo,
∑

n pnC(ρ̂n) > C(
∑

n pnρ̂n).

Uma das formas de quantificar a coerência quântica de um sistema é através do cálculo

da entropia relativa. Assim, temos

Cer(ρ̂) = S(ρ̂diag)− S(ρ̂), (1.44)

onde S(x̂) = Tr[x̂ log x̂] é a entropia de von Neumann e a matriz ρ̂diag é definida como

sendo igual à matriz ρ̂, mas com seus termos fora da diagonal anulados. Analisando as

caracteŕısticas da entropia de von Neumann, podemos determinar os limites superior e

inferior de Cer(ρ̂) [45,63]

0 6 Cer(ρ̂) 6 log(d), (1.45)

sendo que Cer(ρ̂) = log(d) para estados maximamente coerentes.

Outra forma de realizar a quantificação da coerência de um estado quântico é através

de medidas de distância entre estados. Para uma dada medida de distância D, definimos

a coerência de um estado quântico ρ̂ como

CD(ρ̂) = minD(ρ̂, γ̂), (1.46)

onde γ̂ ∈ Υ . A Equação 1.46 define a coerência como sendo a menor distância do estado

ρ̂ ao conjunto de estados incoerentes Υ .

Uma terceira forma de calcular a coerência quântica é através da chamada norma l1,

que se apresenta como uma opção mais simples e intuitiva do que as outras duas formas

apresentadas acima. Aqui, a coerência é dada pela soma dos módulos dos elementos de

fora da diagonal da matriz densidade que representa o sistema quântico em questão, ou

seja,

Cl1(ρ̂) =
∑
i 6=j

|ρij|. (1.47)

Todas as formas de calcular a coerência definidas aqui satisfazem as condições apresen-

tadas anteriormente para uma medida adequada de coerência. Neste trabalho, utilizare-

mos a norma l1 para quantificar a coerência de qudits preparados na variável de caminho

dos fótons.
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Caṕıtulo 2

Tomografia de Estados Quânticos em

Sistemas de Qubits

2.1 Determinação dos Elementos de POVM

Como foi visto no caṕıtulo anterior, se faz necessária a implementação de seis ope-

radores para realizar uma tomografia de estados quânticos em um sistema de um qubit.

Além disso, é de conhecimento comum que qualquer tarefa realizada em laboratório car-

rega consigo erros experimentais, e estes se somam à medida que o número de medições

necessárias para realizar tal tarefa aumenta. Assim, para diminuir os erros experimentais

na determinação de ρ̂, adotaremos a proposta feita por Řeháček e colaboradores [73], já

utilizada em [47,74].

Esta proposta consiste em substituir os operadores utilizados na tomografia usual por

outros operadores constrúıdos a partir de vetores não-coplanares que definem um tetraedro

inscrito na Esfera de Bloch, diminuindo assim o número de medições necessárias de seis

para quatro. A escolha da geometria tetraédrica se dá pelo fato de que o tetraedro é

a figura geométrica definida por quatro vetores que abrange o maior volume dentro da

Esfera de Bloch [75], sendo assim, a escolha que torna a tomografia mais eficiente [73].

Sabendo que há infinitas formas de se posicionar este tetraedro dentro de uma esfera,

temos a liberdade de escolher os vetores que o determinam. Tal proposta se inspira no

trabalho de R. M. A. Azzam onde são usados quatro fotodetectores para medir o estado

de polarização de um feixe de luz clássica [76]. Portanto, fazendo o uso da escolha adotada

nos trabalhos [47] e [74], utilizaremos os seguintes vetores:

|ϕ1〉 =

√
2

3
|0〉+

i√
3
|1〉 , |ϕ2〉 =

√
2

3
|0〉 − i√

3
|1〉 ,

|ϕ3〉 =
1√
3
|0〉 −

√
2

3
|1〉 , |ϕ4〉 =

1√
3
|0〉+

√
2

3
|1〉 .

(2.1)
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E, a partir desses vetores, definimos nossos elementos de POVM da seguinte forma 1:

Π̂i = A |ϕi〉 〈ϕi| , (2.2)

obtendo:

Π̂1 =
A

3

(
2 −i

√
2

i
√

2 1

)
, Π̂2 =

A

3

(
2 i

√
2

−i
√

2 1

)
,

Π̂3 =
A

3

(
1 −

√
2

−
√

2 2

)
, Π̂4 =

A

3

(
1
√

2√
2 2

)
.

(2.3)

Para determinar o valor da constante A, recorremos ao fato de que um POVM deve

ser um conjunto completo. Logo,

4∑
i=1

Π̂i = Î ⇒ A =
1

2
. (2.4)

Portanto, nossos elementos de POVM serão:

Π̂1 =
1

2

(
2/3 −i

√
2/3

i
√

2/3 1/3

)
, Π̂2 =

1

2

(
2/3 i

√
2/3

−i
√

2/3 1/3

)
,

Π̂3 =
1

2

(
1/3 −

√
2/3

−
√

2/3 2/3

)
, Π̂4 =

1

2

(
1/3

√
2/3√

2/3 2/3

)
.

(2.5)

Um detalhe que deve ser enfatizado aqui é que estes operadores não formam um SIC-

POVM. Isso acontece porque o módulo ao quadrado dos produtos internos entre dois

vetores quaisquer da Equação 2.1, além de serem diferentes de (d + 1)−1 = 1/3, nem

sempre apresentam os mesmos valores. De fato, para um certo par de vetores, temos

〈ϕ1|ϕ2〉 =

[√
2

3
〈0| − i√

3
〈1|

][√
2

3
|0〉 − i√

3
|1〉

]
=

1

3
⇒ | 〈ϕ1|ϕ2〉 |2 =

1

9
, (2.6)

já confirmando a desigualdade | 〈ϕ1|ϕ2〉 |2 6= 1/3. Para outro par de estados, temos

〈ϕ1|ϕ3〉 =

[√
2

3
〈0| − i√

3
〈1|

][
1√
3
|0〉 −

√
2

3
|1〉

]
=

√
2

3
(1 + i) ⇒ | 〈ϕ1|ϕ3〉 |2 =

4

9
,

(2.7)

o que confirma o fato de que este conjunto de operadores não é simétrico, uma vez que

| 〈ϕ1|ϕ2〉 |2 6= | 〈ϕ1|ϕ3〉 |2.

1Foi assumido que a constante A possui o mesmo valor para todos os operadores Π̂i. Esse fato é
apenas verdade para POVMs de Rank-1, ou seja, proporcionais a apenas um projetor [53].
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Por outro lado, ao calcularmos as expressões para rx, ry e rz em função das contagens

experimentais obtidas em laboratório, como feito no caṕıtulo anterior, mas utilizando os

operadores dados apresentados na Equação 2.5, obtemos as seguintes relações:

rx =
3√
2

c4 − c3

c1 + c2 + c3 + c4

,

ry =
3√
2

c1 − c2

c1 + c2 + c3 + c4

,

rz =
3(c1 + c2 − c3 − c4)

c1 + c2 + c3 + c4

,

(2.8)

de forma que a implementação destes quatro operadores é suficiente para a obtenção de

toda a informação sobre um sistema formado por um qubit, formando assim, um POVM

informacionalmente completo. Além disso, como nosso conjunto possui d2 elementos (d =

2 para um qubit), temos que, além de informacionalmente completo, ele é mı́nimo. Assim,

os operadores apresentados na Equação 2.5 formam um MIC-POVM e implementam uma

Tomografia Mı́nima.

A generalização para o caso com n qubits é direta. O elementos de POVM para esses

casos são determinados através da relação:

Π̂j = Π̂
(1)
i1
⊗ Π̂

(2)
i2
⊗ Π̂

(3)
i3
⊗ ...⊗ Π̂

(n)
in
, (2.9)

onde Π̂
(n)
in

(com in = 1, 2, 3 ou 4) é o operador que atua no n-ésimo qubit, podendo ser

qualquer um dos apresentados na Equação 2.5. O MIC-POVM para um sistema de n

qubits possui 4n elementos, de modo que j = 1, 2, 3, ..., 4n 2.

2.2 Configuração do Circuito Fotônico

Antes de apresentar qualquer proposta de circuito fotônico para a realização de ope-

rações quânticas, faz-se interessante discutir brevemente o trabalho publicado por Reck,

Zeilinger e colaboradores em 1994 [49]. Sabendo que qualquer arranjo experimental sem

perdas poderia ser descrito como uma operação unitária, os autores buscaram provar

a validade do procedimento inverso. Assim, eles desenvolveram um algoritmo que nos

permite implementar experimentalmente uma operação unitária discreta qualquer de di-

mensão finita. Além disso, essa implementação é feita utilizando apenas divisores de feixe

e modificadores de fase.

Os divisores de feixe, que em circuitos fotônicos são representados por acopladores

2Para o caso mais geral de n qudits, um MIC-POVM terá d2n elementos.
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(a) (b)

(c)

Figura 2.1: Representação esquemática do divisor de feixe representado pela Equação 2.10. As linhas
escuras representam os guias de onda e sua aproximação representa um acoplador direcional. O quadrado
azul indica a localização do modificador de fase φ. Mostra-se aqui o que acontece com a luz que adentra
ao acoplador, representada pela linha amarela, quando a transmitância de tal objeto é igual a (b) t = 0
ou (c) t = 1.

direcionais, são descritos matematicamente pela seguinte matriz 3:

T̂ =

(
eiφ
√
r eiφ

√
t

√
t −

√
r

)
, (2.10)

onde r é a reflectividade do divisor de feixe e t, sua transmissividade. Esses parâmetros

estão relacionados de acordo com a equação r + t = 1. O parâmetro φ representa uma

diferença de fase relativa entre os caminhos do acoplador. Para determinar a exata loca-

lização desse modificador de fase vamos atuar a matriz T̂ acima nos estados de caminho

|0〉, relacionado ao guia de cima do acoplador, e |1〉, relacionado ao guia de baixo. Assim,

temos:

T̂ |0〉 =

(
eiφ
√
r eiφ

√
t

√
t −

√
r

)(
1

0

)
=

(
eiφ
√
r

√
t

)
= eiφ

√
r |0〉+

√
t |1〉 ,

T̂ |1〉 =

(
eiφ
√
r eiφ

√
t

√
t −

√
r

)(
0

1

)
=

(
eiφ
√
t

−
√
r

)
= eiφ

√
t |0〉 −

√
r |1〉 .

(2.11)

Logo, o modificador de fase será posicionado no braço de cima de sáıda do acoplador

direcional, como mostrado na Figura 2.2. Além disso, vemos que, da forma como foi

definida a matriz T̂ , fica estabelecido que o feixe refletido é aquele que permanece no

mesmo guia após passar pela região de interação e o feixe transmitido será identificado

como aquele que troca de guia.

3A definição da matriz T̂ utilizada neste trabalho é a mesma utilizada na referência [49]. Existem
trabalhos, como o da Linda Sansoni [1], por exemplo, que definem a matriz T̂ invertendo a posição e a
interpretação dos parâmetros r e t.
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Nossa proposta de circuito fotônico para a realização de tomografia de estados quânti-

cos em um sistema de qubits parte da ideia de fabricar um dispositivo com quatro entradas

e quatro sáıdas, de modo que a probabilidade de um fóton ser detectado na sáıda de ı́n-

dice i do circuito seja igual a pi = Tr[ρ̂Π̂i], sendo Π̂i um dos operadores apresentados na

Equação 2.5. A forma do circuito proposto está apresentada na Figura 2.2 e consiste na

combinação de cinco acopladores direcionais e cinco modificadores de fase.

Aqui, associamos o estado |0〉 à segunda entrada do circuito fotônico e o estado |1〉,
ao terceiro. O circuito foi concebido como sendo a aplicação sucessiva de três operações

unitárias ao estado inicial do sistema. A primeira delas, T̂1, interfere os caminhos 1 e

2, e, concomitantemente, interfere também os caminhos 3 e 4. Assim sendo, temos um

acoplador direcional entre os caminhos 1 e 2 e outro entre os caminhos 3 e 4, de forma

que essa primeira operação pode ser representada pela seguinte matriz:

T̂1 =


eiφ1
√
r1 eiφ1

√
t1 0 0

√
t1 −√r1 0 0

0 0 eiφ2
√
r2 eiφ2

√
t2

0 0
√
t2 −√r2

 . (2.12)

Após a primeira operação ser realizada, uma segunda, representada por T̂2, atua sobre

o resultado da primeira operação interferindo os caminhos 2 e 3. Logo, temos:

T̂2 =


1 0 0 0

0 eiφ3
√
r3 eiφ3

√
t3 0

0
√
t3 −√r3 0

0 0 0 1

 . (2.13)

Finalmente, a operação T̂3 repete a configuração da primeira, de forma que podemos

escrever:

T̂3 =


eiφ4
√
r4 eiφ4

√
t4 0 0

√
t4 −√r4 0 0

0 0 eiφ5
√
r5 eiφ5

√
t5

0 0
√
t5 −√r5

 . (2.14)

Portanto, a operação unitária implementada pelo circuito proposto será dada por

Û ′ = T̂3T̂2T̂1 e representada pela seguinte matriz:

Û ′ =


eiφ1
√
r1r4 + eiφ3

√
r3t1t4 eiφ1

√
r4t1 − eiφ3

√
r1r3t4 ei(φ2+φ3)

√
r2t3t4 ei(φ2+φ3)

√
t2t3t4

−eiφ3
√
r3r4t1 + eiφ1

√
r1t4 eiφ3

√
r1r3r4 + eiφ1

√
t1t4 −ei(φ2+φ3)

√
r2r4t3 −ei(φ2+φ3)

√
r4t2t3√

r5t1t3 −
√
r1r5t3 −eiφ2√r2r3r5 +

√
t2t5 −eiφ2

√
r3r5t2 −

√
r2t5√

t1t3t5 −
√
r1t3t5 −eiφ2

√
r2r3t5 −

√
r5t2 −eiφ2

√
r3t2t5 +

√
r2r5

 .

O próximo passo é determinar o valor de todos os parâmetros da matriz acima. Para

isso, recorreremos à Equação 1.30, que exige o uso de um sistema auxiliar. Na prática, tal
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Figura 2.2: Circuito fotônico proposto para a realização de tomografia de estados quânticos em qubits.
Os modificadores de fase estão representados pelos retângulos azuis.

sistema auxiliar é representado pelas entradas 1 e 4 que recebem estados de vácuo. Para

fins de desenvolvimentos matemáticos, definiremos como ancilla o estado |0〉. Portanto,

teremos:

|ψ〉0 = |ψ〉 ⊗ |0〉A = (α |0〉+ β |1〉)⊗ |0〉A =


α

0

β

0

 , (2.15)

indicando que os fótons adentram o circuito pelas entradas 1 e 3. Por outro lado, na

realização do experimento proposto, será preparado um estado quântico do tipo |ψ〉 =

α |0〉 + β |1〉, de forma que os fótons adentrem o circuito pelas entradas 2 e 3, como já

visto na Figura 2.2. Assim, o estado de entrada no circuito fotônico durante a realização

dos experimentos será, de fato, dado por:

|ψ〉in =


0

α

β

0

 . (2.16)

Chegamos assim, a um aparente impasse: experimentalmente, temos que a operação

realizada pelo circuito é feita sobre |ψ〉in, enquanto que os cálculos teóricos são feitos

sobre o estado |ψ〉0. Faz-se necessário assim escrever o estado |ψ〉in como função do

estado teórico |ψ〉0. Isso é feito através de uma transformação M̂ definida como

|ψ〉in = M̂ |ψ〉0 ⇒ M̂ =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (2.17)

Assim, teremos Û ′ |ψ〉in = Û ′M̂ |ψ〉0, de modo que, para a realização dos cálculos
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teóricos, devemos considerar que nosso circuito fotônico implemente a operação Û = Û ′M̂ ,

dada por:

Û =


eiφ1
√
r4t1 − eiφ3

√
r1r3t4 eiφ1

√
r1r4 + eiφ3

√
r3t1t4 ei(φ2+φ3)

√
r2t3t4 ei(φ2+φ3)

√
t2t3t4

eiφ3
√
r1r3r4 + eiφ1

√
t1t4 −eiφ3

√
r3r4t1 + eiφ1

√
r1t4 −ei(φ2+φ3)

√
r2r4t3 −ei(φ2+φ3)

√
r4t2t3

−
√
r1r5t3

√
r5t1t3 −eiφ2√r2r3r5 +

√
t2t5 −eiφ2

√
r3r5t2 −

√
r2t5

−
√
r1t3t5

√
t1t3t5 −eiφ2

√
r2r3t5 −

√
r5t2 −eiφ2

√
r3t2t5 +

√
r2r5

 .

Para determinarmos os parâmetros da matriz Û , analisaremos as operações realizadas

sobre um fóton que emerge de alguma das sáıdas do circuito fotônico. Para isso, definimos

quatro operadores Π̂ml, em função de ri, ti e φi (i = 1, 2, 3, 4, 5), e, ao compará-los com

os operadores da Equação 2.5, determinamos os valores desses parâmetros. Estes quatro

operadores são responsáveis por realizar projeções do estado quântico sobre um dos vetores

de base do espaço de Hilbert estendido do sistema qubit-ancilla |ml〉 (m, l = 0, 1). Este

cálculo é feito elemento a elemento de cada matriz. Primeiramente, são definidas as

matrizes Π̂ml como

Π̂ml =

(
Π00
ml Π01

ml

Π10
ml Π11

ml

)
. (2.18)

e, em seguida, seus elementos são calculados fazendo uso da Equação 1.30:

Πpq
ml = 〈p|

[
〈0| Û † |ml〉 〈ml| Û |0〉

]
|q〉 = 〈p0| Û † |ml〉 〈ml| Û |q0〉 . (2.19)

Os estados |m〉 e |l〉 pertencem às bases do Espaços de Hilbert relativos ao qubit e à

ancilla, respectivamente. Como a projeção de nosso sistema quântico sobre cada estado

|ml〉 é representada pela detecção de um fóton que emerge de alguma das sáıdas do circuito

fotônico, podemos realizar a seguinte mudança de notação: Π̂ml → Êk, onde k representa

a k-ésima sáıda do nosso interferômetro. Assim, dadas as seguintes mudanças

Π̂00 −→ Ê1, Π̂01 −→ Ê2, Π̂10 −→ Ê3, Π̂11 −→ Ê4, (2.20)

nossos elementos de POVM serão:

Ê1 =

(
r4t1 + r1r3t4 − 2 cos(φ3 − φ1)

√
r1r3r4t1t4 eiφ2

√
r2t3

(
−t4
√
r1r3 + ei(φ3−φ1)

√
r4t1t4

)
e−iφ2

√
r2t3

(
−t4
√
r1r3 + e−i(φ3−φ1)

√
r4t1t4

)
r2t3t4

)
,

(2.21)

Ê2 =

(
t1t4 + r1r3r4 + 2 cos(φ3 − φ1)

√
r1r3r4t1t4 −eiφ2

√
r2t3

(
r4
√
r1r3 + ei(φ3−φ1)

√
r4t1t4

)
−e−iφ2

√
r2t3

(
r4
√
r1r3 + e−i(φ3−φ1)

√
r4t1t4

)
r2r4t3

)
,

(2.22)
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Ê3 =

(
r1r5t3 eiφ2r5

√
r1r2r3t3 −

√
r1r5t2t3t5

e−iφ2r5

√
r1r2r3t3 −

√
r1r5t2t3t5 t2t5 + r2r3r5 − 2 cosφ2

√
r2r3r5t2t5

)
, (2.23)

Ê4 =

(
r1t3t5 eiφ2t5

√
r1r2r3t3 +

√
r1r5t2t3t5

e−iφ2t5
√
r1r2r3t3 +

√
r1r5t2t3t5 r5t2 + r2r3t5 + 2 cosφ2

√
r2r3r5t2t5

)
.

(2.24)

Para obter os parâmetros que definem os operadores Êj (j = 1, 2, 3, 4) é preciso

compará-los aos operadores Π̂j (j = 1, 2, 3, 4) definidos na Equação 2.5. Primeiramente,

a ausência das fases φ4 e φ5 nos operadores Êj nos permite definir:

φ4 = 0, φ5 = 0. (2.25)

Com o objetivo de simplificar os operadores Êj, definimos o acoplador óptico em T̂2

como sendo do tipo 1 : 0, de forma que r3 = 0 e t3 = 1. Com isso, nossos operadores se

resumem a:

Ê1 =

(
r4t1 e−i(φ1−φ2−φ3)

√
r2r4t1t4

ei(φ1−φ2−φ3)
√
r2r4t1t4 r2t4

)
, (2.26)

Ê2 =

(
t1t4 −e−i(φ1−φ2−φ3)

√
r2r4t1t4

−ei(φ1−φ2−φ3)
√
r2r4t1t4 r2r4

)
, (2.27)

Ê3 =

(
r1r5 −

√
r1r5t2t5

−
√
r1r5t2t5 t2t5

)
, (2.28)

Ê4 =

(
r1t5

√
r1r5t2t5√

r1r5t2t5 r5t2

)
. (2.29)

Quando comparamos Ê1 (Eq. (2.26)) com Π̂1 (Eq. (2.5)) e Ê2 (Eq. (2.27)) com Π̂2

(Eq. (2.5)), conclúımos que:

r4 = t4 ⇒ r4 = 1/2, t4 = 1/2. (2.30)

Similarmente, ao comparar Ê3 (Eq. (2.28)) com Π̂3 (Eq. (2.5)) e Ê4 (Eq. (2.29)) com

Π̂4 (Eq. (2.5)), obtemos:

r5 = t5 ⇒ r5 = 1/2, t5 = 1/2. (2.31)

Assim sendo, esses operadores adquirem formas mais simples:

Ê1 =
1

2

(
t1 e−i(φ1−φ2−φ3)

√
r2t1

ei(φ1−φ2−φ3)
√
r2t1 r2

)
, (2.32)
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Figura 2.3: Real configuração do circuito fotônico que implementa uma tomografia mı́nima em sistemas
de um qubit. As transmitâncias dos divisores de feixe estão apresentadas na figura e o retângulo amarelo
representa um modificador de fase φ = π/2.

Ê2 =
1

2

(
t1 −e−i(φ1−φ2−φ3)

√
r2t1

−ei(φ1−φ2−φ3)
√
r2t1 r2

)
, (2.33)

Ê3 =
1

2

(
r1 −

√
r1t2

−
√
r1t2 t2

)
, (2.34)

Ê4 =
1

2

(
r1

√
r1t2√

r1t2 t2

)
. (2.35)

Através das mesmas comparações feitas anteriormente, é posśıvel obter os últimos

parâmetros do circuito, completando assim sua configuração:

r1 = 1/3, t1 = 2/3, φ1 = π/2,

r2 = 1/3, t2 = 2/3, φ2 = φ3 = 0.
(2.36)

Ao levar em consideração todos os parâmetros aqui deduzidos, nosso circuito fotônico

proposto se torna o apresentado na Figura 2.3. Ou seja, ao fabricar este circuito sere-

mos capazes de usá-lo para realizar experimentos de tomografia de estados quânticos de

sistemas de qubits. Assim, de posse das contagens de fótons que emergem de cada sáıda

do circuito, a matriz densidade do sistema é recuperada com o uso da Equação 2.8 e da

Equação 1.35.

Os resultados obtidos nesta subseção estão registrados em [77] e sua validade está de-

monstrada de forma teórica no Seção 2.4. Uma proposta alternativa à nossa é apresentada

em [78], mas sua implementação requer um maior número de elementos ópticos para ser

implementada.
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Caṕıtulo 2. Tomografia de Estados Quânticos em Sistemas de Qubits

2.3 Medida de Coerência Quântica

Nossa proposta de um circuito fotônico que possa ser utilizado para a medida da

coerência quântica de um sistema de qubits segue a mesma ideia apresentada na seção an-

terior. Primeiro, precisamos determinar um POVM adequado para a tarefa. Utilizaremos

aqui, o POVM apresentado em [59]

Ê1 =
1

4

(
1 e−i

√
2π

ei
√

2π 1

)
, Ê2 =

1

4

(
1 −e−i

√
2π

−ei
√

2π 1

)
,

Ê3 =
1

4

(
1 −1

−1 1

)
, Ê4 =

1

4

(
1 1

1 1

)
,

(2.37)

Em seguida, precisamos encontrar uma forma de escrever a coerência em função das

probabilidades associadas aos elementos de POVM apresentados na Equação 2.37. Sabe-

mos que a matriz densidade de um sistema de um qubit pode ser escrita como

ρ̂ =

(
a c+ id

c− id b

)
, (2.38)

o que nos leva à seguinte expressão para a coerência

Cl1(ρ̂) =
∑
i 6=j

|ρij| ⇒ Cl1(ρ̂) = 2
√
c2 + d2. (2.39)

Por outro lado, calculando as probabilidades associadas aos elementos de POVM da

Equação 2.37 através da equação pi = Tr[ρ̂Êi], obtemos

p1 =
1

4
[1 + 2c cos(

√
2π)− 2d sin(

√
2π)], p2 =

1

4
[1− 2c cos(

√
2π) + 2d sin(

√
2π)],

p3 =
1

4
(1− 2c), p4 =

1

4
(1 + 2c).

(2.40)

Invertendo as equações acima é posśıvel escrever os parâmetros c e d em função das

probabilidades pi (i = 1, 2, 3, 4). Uma vez que a coerência se apresentou como função de

dois parâmetros, o uso de apenas duas das quatro equações apresentadas na Equação 2.40

é suficiente para a determinação da coerência quântica de um sistema de um qubit. Nossa

proposta de circuito fotônico para cálculo de coerência quântica está apresentado na Fi-

gura 2.4, sendo que seus parâmetros foram calculados utilizando um desenvolvimento igual

ao apresentado na Seção 2.2.
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Figura 2.4: Configuração do circuito fotônico para cálculo de coerência quântica em sistemas de um
qubit. As transmitâncias dos divisores de feixe estão apresentadas na figura e o retângulo amarelo
representa um modificador de fase φ =

√
2π. A probabilidade de detecção de um fóton em cada uma das

sáıdas é dada por pi = Tr[ρ̂Êi], com i = 1, 2, 3, 4.

2.4 Demonstração da Validade desta Proposta

Como mostrado na Seção 1.5 e na Seção 2.1, é posśıvel determinar a matriz densidade

de um sistema de um qubit a partir de contagens de fótons obtidas experimentalmente.

Lembrando que a probabilidade de detecção dos fótons pode ser escrita em função dessas

contagens como pi = ci/(c1 + c2 + c3 + c4), podemos reescrever a Equação 2.8 da seguinte

forma

rx =
3(p4 − p3)√

2
,

ry =
3(p1 − p2)√

2
,

rz = 3(p1 + p2 − p3 − p4).

(2.41)

Assim, queremos demonstrar que a probabilidade de detectar um fóton após a imple-

mentação experimental de um dos elementos de POVM da Equação 2.5 é a mesma do

que a de detectar um fóton que emerge de sua respectiva sáıda em nosso circuito fotônico

proposto. Para isto, seja o estado inicial do qubit a ser tomografado dado pelo seguinte

vetor de estado

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 , onde |α|2 + |β|2 = 1 (2.42)

que dá origem à seguinte matriz densidade:

ρ̂ = |ψ〉 〈ψ| ⇒ ρ̂ =

(
|α|2 αβ∗

α∗β |β|2

)
(2.43)

Queremos calcular, primeiramente, as probabilidades associada aos elementos de POVM
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Caṕıtulo 2. Tomografia de Estados Quânticos em Sistemas de Qubits

apresentados na Equação 2.5. Sendo α = m+ in e β = p+ iq (m,n, p, q ∈ R), obtemos

p1 = Tr
(
ρ̂Π̂1

)
=

1

3
(m2 + n2) +

1

6
(p2 + q2) +

√
2

3
(mq − np) ,

p2 = Tr
(
ρ̂Π̂2

)
=

1

3
(m2 + n2) +

1

6
(p2 + q2)−

√
2

3
(mq − np) ,

p3 = Tr
(
ρ̂Π̂3

)
=

1

6
(m2 + n2) +

1

3
(p2 + q2)−

√
2

3
(mp+ nq) ,

p4 = Tr
(
ρ̂Π̂4

)
=

1

6
(m2 + n2) +

1

3
(p2 + q2) +

√
2

3
(mp+ nq) .

(2.44)

Ao aplicarmos a matriz que representa o circuito já com os respectivos valores dos

parâmetros substitúıdos em nosso estado inicial expandido |ψ〉in, obtemos:

1√
3


i/
√

2 i 1/
√

2 1

i/
√

2 i −1/
√

2 −1

1 −1/
√

2 1 −1/
√

2

1 −1/
√

2 −1 1/
√

2




0

α

β

0

 =
1√
3


iα + β/

√
2

iα− β/
√

2

−α/
√

2 + β

−α/
√

2− β

 . (2.45)

O estado final da Equação 2.45 pode ser escrito como uma combinação linear dos

vetores de estado pertencente à base do Espaço de Hilbert à qual nosso sistema expandido

pertence da seguinte forma:

|ψ〉out =
1√
3

[(
iα +

β√
2

)
|00〉+

(
iα− β√

2

)
|01〉+

(
− α√

2
+ β

)
|10〉+

(
− α√

2
− β

)
|11〉

]
.

(2.46)

Tomando o módulo ao quadrado de cada coeficiente da expressão acima obtemos as

probabilidades de detectarmos o estado final do sistema projetado em cada um dos estados

da base. Na prática, essa probabilidade representa a probabilidade de detectarmos um

fóton que emerge por uma das sáıdas do nosso circuito. Assim, temos:

p1 =

∣∣∣∣ iα√3
+

β√
6

∣∣∣∣2 =
1

3
(m2 + n2) +

1

6
(p2 + q2) +

√
2

3
(mq − np) ,

p2 =

∣∣∣∣ iα√3
− β√

6

∣∣∣∣2 =
1

3
(m2 + n2) +

1

6
(p2 + q2)−

√
2

3
(mq − np) ,

p3 =

∣∣∣∣− α√
6

+
β√
3

∣∣∣∣2 =
1

6
(m2 + n2) +

1

3
(p2 + q2)−

√
2

3
(mp+ nq) ,

p4 =

∣∣∣∣− α√
6
− β√

3

∣∣∣∣2 =
1

6
(m2 + n2) +

1

3
(p2 + q2) +

√
2

3
(mp+ nq) .

(2.47)

Vemos assim que as probabilidades dadas na Equação 2.44 são as mesmas das cal-

culadas na Equação 2.47, como queŕıamos demonstrar. Esta igualdade valida a nossa

proposta para o caso de estados puros. A extensão para estados mistos e arbitrários será

apresentada na Seção 4.4. Para o circuito apresentado na Seção 2.3, a demonstração é

análoga.
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3.1 Determinação dos Elementos de POVM

Para determinar o POVM utilizado na implementação da tomografia de estados quân-

ticos em sistemas de qutrits (d = 3) adotaremos o método apresentado por Paiva-Sánchez

e colaboradores [79], e já empregado em [47]. A estratégia que aqui será usada consiste

basicamente em construir os elementos de POVM através de estados equidistantes.

Definimos o conjunto B0(|ϕj〉) de estados equidistantes como um conjunto de d estados

não necessariamente ortogonais |ϕj〉, com j = 0, 1, ..., d− 1, pertencentes a um espaço de

Hilbert d -dimensional e definidos pela propriedade:

〈ϕj|ϕj′〉 = α = |α|eiθ, (3.1)

sempre que j 6= j′. Além disso, foi demonstrado em [80] que os estados em B0(|ϕj〉) são

linearmente independentes quando |α| está restringido ao conjunto [0, |αθ|), onde:

|αθ| =
sin θ′

sin(θ + θ′)
, (3.2)

onde θ′ = (π − θ)/d. Quando |α| = |αθ|, com θ 6= 0, os estados serão linearmente

dependentes. Outro resultado importante sobre estados equidistantes, e que tem influência

direta na determinação dos elementos de um SIC-POVM, está relatado em [81] e diz que

os estados de B0(|ϕj〉) serão simétricos sempre que α for um número real, ou seja, θ = 0

ou θ = π. Para esses valores de θ, temos:

|α0| =
sin (π/d)

sin (π/d)
⇒ |α0| = 1 (3.3)

e

|απ| =
sin 0

sin π
. (3.4)
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A indeterminação acima é facilmente contornada tomando o limite onde θ → π e

fazendo uso da Regra de L’Hôpital :

|απ| = lim
θ→π

sin θ′

sin(θ + θ′)
= lim

θ→π

− cos θ′

(d− 1) cos(θ + θ′)
=

−1

−(d− 1)
⇒

⇒ |απ| =
1

d− 1
.

(3.5)

Esses cálculos serão úteis na hora de determinar uma equação mais simples para os

estados |ϕj〉. Sua forma geral é dada pela equação [79]:

|ϕj〉 =
1√
d

d−1∑
k=0

√
λk
(
ωjk
)
|k〉 , (3.6)

onde

λk = 1− |αθ|
sin(θ + θk)

sin θk
, ωjk = e−2ij(θ−kπ)/d, (3.7)

onde θk = (kπ − θ)/d. Usando a expressão para λk, podemos determinar qual valor

de θ deve ser usado para determinar os vetores |ϕj〉 que serão usados para construir os

elementos de POVM. Assim, para θ = 0 temos:

λk = 1− |α0|
sin (kπ/d)

sin (kπ/d)
= 1− sin (kπ/d)

sin (kπ/d)
⇒ λk = 0, ∀k 6= 0. (3.8)

Como essa escolha nos leva a um caso trivial onde |ϕj〉 = 0 para todo k não-nulo,

faremos θ = π. Portanto,

λk = 1 +
1

d− 1

sin [(k − 1)π/d]

sin [(k − 1)π/d]
⇒ λk =

d

d− 1
, k 6= 1 (3.9)

Com o intuito de contornar a indeterminação de λk em k = 1, define-se λ1 = 0.

Definido o valor de θ, a Equação 3.6 pode ser reescrita como:

|ϕj〉 =
1√
d− 1

d−1∑
k=0
k 6=1

e2iπj(k−1)/d |k〉 , (3.10)

Uma vez que o desenvolvimento feito até agora nos permite determinar apenas d

dos d2 operadores necessários, precisamos de uma forma para obter os que faltam. Isso

é feito observando o fato de que o POVM que buscamos é o conjunto dos operadores

constrúıdos a partir de todos os vetores pertencentes à união de todos os conjuntos de

estados equidistantes Bs(|ϕj〉), onde s = 0, 1, ..., d − 1. Estes conjuntos Bs(|ϕj〉) são

obtidos a partir da relação [79]:

Bs(|ϕj〉) = {|ϕ(s)
j 〉 = X̂s |ϕj〉}, (3.11)
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onde o operador X̂ realiza uma soma módulo d1 no estado |k〉:

X̂ |k〉 = |k + 1〉 . (3.13)

Finalmente, podemos listar aqui os vetores |ϕ(s)
j 〉 para d = 3:

|ϕ(0)
0 〉 =

1√
2

(|0〉+ |2〉) ,

|ϕ(0)
1 〉 =

1√
2

(
e−2iπ/3 |0〉+ e2iπ/3 |2〉

)
,

|ϕ(0)
2 〉 =

1√
2

(
e2iπ/3 |0〉+ e−2iπ/3 |2〉

)
,

|ϕ(1)
0 〉 =

1√
2

(|0〉+ |1〉) ,

|ϕ(1)
1 〉 =

1√
2

(
e2iπ/3 |0〉+ e−2iπ/3 |1〉

)
,

|ϕ(1)
2 〉 =

1√
2

(
e−2iπ/3 |0〉+ e2iπ/3 |1〉

)
,

|ϕ(2)
0 〉 =

1√
2

(|1〉+ |2〉) ,

|ϕ(2)
1 〉 =

1√
2

(
e2iπ/3 |1〉+ e−2iπ/3 |2〉

)
,

|ϕ(2)
2 〉 =

1√
2

(
e−2iπ/3 |1〉+ e2iπ/3 |2〉

)
,

(3.14)

e, a partir desses vetores, podemos construir todos os elementos de POVM que precisamos

implementar experimentalmente para realizar tomografia de estados quânticos em sistemas

de qutrits com o uso da equação [47]:

Π̂
(s)
j =

1

3
|ϕ(s)
j 〉 〈ϕ

(s)
j | . (3.15)

O número 1/3 na equação acima surge da condição de completeza dos POVMs. Por

possuir exatos d2 elementos (d = 3 para qutrits), sendo cada um proporcional a um

projetor e satisfazer a condição | 〈ϕ(s)
j |ϕ

(s′)
j′ 〉 |2 = 1/4 = (d + 1)−1, para qualquer par de

estados dados na Equação 3.14, temos que nosso conjunto de operadores é um SIC-POVM

e implementa uma Tomografia Mı́nima. Para o caso de n qutrits, obtém-se os operadores

necessários utilizando uma equação análoga à Equação 2.9.

1Seja x e y números inteiros. A soma módulo d entre esses números é definida da seguinte forma:

x+ y =

{
x+ y, x+ y 6 d− 1

x+ y − d, x+ y > d− 1
. (3.12)
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Figura 3.1: Distribuição dos estados de base do qutrit pelas entradas do circuito fotônico proposto para
realizar um processo de tomografia quântica em tal sistema. O circuito realizará sobre o estado inicial
uma operação unitária Û .

3.2 Configuração do Circuito Fotônico

Com o intuito de obter um circuito fotônico que realize tomografia de estados quânti-

cos em sistemas de um qutrit, usaremos uma ideia análoga à utilizada na Seção 2.2. Como

o POVM aqui utilizado possui nove elementos, procuramos determinar um interferôme-

tro, que implemente uma operação unitária Û , com nove entradas e nove sáıdas, cuja a

probabilidade de detectar um fotón em cada uma das sáıdas seja igual a p
(s)
j = Tr[ρ̂Π̂

(s)
j ],

onde Π̂
(s)
j são os elementos de POVM definidos na Equação 3.15.

Como um qutrit é definido em um espaço de estados tridimensional, sendo que a matriz

que define nosso interferômetro é de dimensão 9, devemos expandi-lo com o aux́ılio de uma

ancilla. Por conveniência, escolhemos para representar nosso sistema auxiliar o estado |1〉
que, na prática, será representado pelas entradas que recebem estados de vácuo, assim

como no caso do qubit. Suponha um caso particular onde o estado inicial é representado

pelo vetor de estado |ψ〉 = α |0〉+ β |1〉+ γ |2〉 (|α|2 + |β|2 + |γ|2 = 1), a distribuição dos

seus estados de base pelas entradas do circuito está apresentada na Figura 3.1 e nosso

estado inicial no Espaço de Hilbert estendido |ψ〉ex será escrito da seguinte forma

|ψ〉ex = |ψ〉 ⊗ |1〉A =

αβ
γ

⊗
0

1

0


A

=



0

α

0

0

β

0

0

γ

0


. (3.16)

Nosso objetivo é garantir que a operação Û realizada pelo circuito fotônico sobre o

estado |ψ〉ex gere um estado final cujos coeficientes de expansão a
(s)
j obedeçam à seguinte
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igualdade

|a(s)
j |2 = Tr[ρ̂Π̂

(s)
j ], (3.17)

onde j, s = 0, 1, 2. A razão desta igualdade é que a última parte do processo realiza

a implementação de uma medição projetiva no espaço estendido, cujas probabilidades

de detecção em cada sáıda do interferômetro são proporcionais a |a(s)
j |2. Para que a

Equação 3.17 seja satisfeita, devemos ter

a
(s)
j =

1√
6

2∑
k=0
k 6=1

bk+se
2iπj(k−1)/3, (3.18)

onde a soma k+ s é do tipo módulo 3 e as constantes bk+s são os coeficientes de expansão

do estado inicial: b0 = α, b1 = β e b2 = γ.

Com uma abordagem um pouco diferente do caso apresentado para a tomografia de

qubits, nossa proposta para o caso da tomografia de qutrits é feita com base na simetria

apresentada pelos estados |ϕ(s)
j 〉 usados na construção dos elementos de POVM. Podemos

ver, observando a Equação 3.14, que tais estados podem ser divididos em três grupos, um

para cada valor de s. Os estados pertencentes a cada grupo são sempre superposições

dos mesmos estados de base e, entre grupos, há um padrão na distribuição dos termos

de fase. Baseado nisso, dividiremos nosso circuito em três setores e a matriz unitária

que o representa será um produto de três operações também unitárias, mas sequenciais

e independentes. Cada setor representa um grupo de estados |ϕ(s)
j 〉. A Figura 3.2 mos-

tra a organização desses setores e dessas operações sequenciais. Discutiremos essas três

operações com mais detalhes.

Observando que, na Equação 3.18, cada um dos coeficientes α, β e γ aparecem em dois

setores, precisamos realizar operações que os organizem dessa forma. A primeira operação,

Û1, realiza uma difusão de cada componente do estado de entrada, o distribuindo pelos

dois guias de onda da extremidade do seu respectivo setor. Matematicamente, no Setor

0, é realizada a seguinte operação

Û
(0)
1

0

α

0

 =
1√
2

α0
α

 , (3.19)

A solução da Equação 3.19 mais adequada para nosso problema é a seguinte matriz

Û
(0)
1 =

0 1/
√

2 1/
√

2

1 0 0

0 1/
√

2 −1/
√

2

 . (3.20)

Para determinar como se dá a implementação experimental da operação Û
(0)
1 , vamos

escrevê-la como um produto de matrizes que representam divisores de feixe, matrizes do
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(a) (b)

Figura 3.2: Divisão esquemática de nosso circuito fotônico para tomografia quântica em qutrits em (a)
setores e (b) operações unitárias sequenciais.

tipo da apresentada na Equação 2.10. Para este caso, foi feito da seguinte forma

Û
(0)
1 = Û

(0)
12 · Û

(0)
11 , (3.21)

onde

Û
(0)
11 =

1 0 0

0 1/
√

2 1/
√

2

0 1/
√

2 −1/
√

2

 e Û
(0)
12 =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 . (3.22)

Analisando as matrizes definidas na Equação 3.22 conclúımos que a matriz Û
(s)
1 , s =

0, 1, 2, pode ser implementada experimentalmente a partir de um arranjo de dois divisores

de feixe, sendo que o primeiro deles é do tipo 1/2 : 1/2 (t = 1/2 e r = 1/2) localizado

entre o segundo e o terceiro guia do setor. Já o segundo divisor é do tipo 1 : 0 (t = 1 e

r = 0) e está localizado entre o primeiro e o segundo guia do setor. Como queremos que

uma operação semelhante a Û
(0)
1 seja aplicada aos outros setores, temos que a primeira

operação realizada pelo circuito fotônico no estado inicial |ψ〉ex será dada por

Û1 =



0 1/
√

2 1/
√

2 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1/
√

2 −1/
√

2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1/
√

2 1/
√

2 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1/
√

2 −1/
√

2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1/
√

2 1/
√

2

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1/
√

2 −1/
√

2


. (3.23)

O arranjo de divisores de feixe que implementa a operação Û1 está apresentado na
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(a) (b)

Figura 3.3: Arranjo de divisores de feixe que implementa as operações (a) Û1 e (b) Û2 no circuito que

visa a realização de tomografia quântica em qutrits. É apresentada a distribuição dos coeficientes de
expansão do estado |ψ〉ex pelos guias de onda do interferômetro antes e depois da atuação das respectivas
operações. As transmitâncias dos divisores de feixe estão apresentadas na figura e as constantes de
normalização foram ignoradas.

Figura 3.3(a) e sua atuação gera o seguinte estado final

Û1



0

α

0

0

β

0

0

γ

0


=

1√
2



α

0

α

β

0

β

γ

0

γ


. (3.24)

A segunda operação executada pelo nosso circuito fotônico deve garantir que haja dois

coeficientes diferentes de expansão do estado |ψ〉ex em cada setor. Para isso, a seguinte

operação de permutação entre setores deve ser implementada

Û2 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1


. (3.25)
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Figura 3.4: Arranjo de divisores de feixe proposto para realizar a operação Û
(0)
3 no circuito para

tomografia quântica de qutrits. É apresentada a distribuição dos coeficientes de expansão do estado
|ψ〉ex. Os quadrados azuis representam modificadores de fase. As transmitâncias dos divisores de feixe
estão apresentadas na figura e as constantes de normalização foram ignoradas.

É notável que a operação Û2 é facilmente implementada por dois divisores de feixe do

tipo 1 : 0, sendo um deles localizado entre os terceiro e quarto guias de onda que compõe

o circuito e o outro localizado entre os sexto e sétimo guias, como mostra a Figura 3.3(b).

Sua atuação é simples e gera o seguinte estado final

Û2



α/
√

2

0

α/
√

2

β/
√

2

0

β/
√

2

γ/
√

2

0

γ/
√

2


=

1√
2



α

0

β

α

0

γ

β

0

γ


. (3.26)

Uma vez que cada setor conta com dois coeficientes diferentes de expansão do estado

|ψ〉ex, nos resta combiná-los e acrescentar os devidos termos de fase, a saber, e2iπ/3 e

e−2iπ/3. Esta operação é feita de forma independente em cada setor e, no Setor 0, é

representada por uma matriz Û
(0)
3 que satisfaz a seguinte equação

Û
(0)
3

α/
√

2

0

β/
√

2

 =
1√
6

 α + β

e2iπ/3α + e−2iπ/3β

e−2iπ/3α + e2iπ/3β

 ⇒ Û
(0)
3 =

1√
3

 1 1 1

e2iπ/3 1 e−2iπ/3

e−2iπ/3 1 e2iπ/3

 .

(3.27)

Por não ser trivial a representação da operação Û
(0)
3 como um arranjo de divisores

de feixe, vamos definir um arranjo arbitrário e ajustar seus parâmetros afim de que sua

atuação realize a operação desejada. Tal arranjo arbitrário está apresentado na Figura 3.4.

Tal arranjo é composto por cinco divisores de feixe e cinco modificadores de fase e sua

representação matricial é dada por Û
(0)
3 = T̂5T̂4T̂3T̂2T̂1, onde

T̂a =

 eiφa
√
ra eiφa

√
ta 0

√
ta −√ra 0

0 0 1

 e T̂b =

 1 0 0

0 eiφb
√
rb eiφb

√
tb

0
√
tb −√rb

 , (3.28)
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sendo a = 1, 3, 5 e b = 2, 4. Através de um procedimento análogo ao apresentado na

parte final da Seção 2.2, obtém-se que os parâmetros referentes à cada divisor de feixe que

compõe a implementação experimental do operador Û
(0)
3 são

t1 = 0; r1 = 1; φ1 = −2π/3,

t2 = 1; r2 = 0; φ2 = −π/3,
t3 = 1/2; r3 = 1/2; φ3 = −π/2,
t4 = 2/3; r4 = 1/3; φ4 = 0,

t5 = 1/2; r5 = 1/2; φ5 = π.

(3.29)

Como operações semelhantes são aplicadas nos outros setores, a terceira parte do nosso

circuito fotônico realiza uma operação representada pela seguinte matriz

Û3 =
1√
3



1 1 1 0 0 0 0 0 0

e2iπ/3 1 e−2iπ/3 0 0 0 0 0 0

e−2iπ/3 1 e2iπ/3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 e2iπ/3 1 e−2iπ/3 0 0 0

0 0 0 e−2iπ/3 1 e2iπ/3 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 e2iπ/3 1 e−2iπ/3

0 0 0 0 0 0 e−2iπ/3 1 e2iπ/3


(3.30)

e sua atuação gera o seguinte estado final

Û3



α/
√

2

0

β/
√

2

α/
√

2

0

γ/
√

2

β/
√

2

0

γ/
√

2


=

1√
6



α + β

e2iπ/3α + e−2iπ/3β

e−2iπ/3α + e2iπ/3β

α + γ

e2iπ/3α + e−2iπ/3γ

e−2iπ/3α + e2iπ/3γ

β + γ

e2iπ/3β + e−2iπ/3γ

e−2iπ/3β + e2iπ/3γ


. (3.31)

O circuito fotônico completo que realiza tomografia de estados quânticos em sistemas

de um qutrit está representado na Figura 3.5 e realiza sobre o estado |ψ〉ex a operação

unitária Û = Û3Û2Û1. Perceba que o modificador de fase φ5 não foi considerado em nosso

esquema completo. Isso é justificado pelo fato de que um modificador de fase no final do

circuito não influencia na contagem dos fótons que emergem por tal sáıda.

Pelo fato da nossa proposta para qutrits ter sido feita com base nas Equações 3.17 e

3.18, não se faz necessário uma demonstração expĺıcita de sua validade. Os resultados
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Figura 3.5: Circuito fotônico que realiza tomografia de estados em sistemas de um qutrit. As transmi-
tâncias de todos os divisores de feixe que o compõe estão indicadas na figura. Os quadrados vermelhos
representam modificadores de fase φ1 = −2π/3. Já os amarelos, φ2 = −π/3. Por fim, os quadrados

verdes representam modificadores φ3 = −π/2. Os coeficientes a
(s)
j estão definidos na Equação 3.18.

obtidos nesta subseção foram publicados em [77]. Além disso, uma proposta alternativa

à nossa é apresentada em [78], mas, assim como no caso dos qubits, sua implementação

requer um maior número de elementos ópticos para ser implementada. Apesar do circuito

aqui apresentado ter sido obtido supondo um estado inicial puro, sua aplicação também

é válida para estados mistos, como será mostrado na Seção 4.4.

3.3 Obtenção dos Elementos da Matriz Densidade

Para finalizar nossa proposta para tomografia quântica de qutrits falta mostrar como

recuperar a matriz densidade a partir das probabilidades de detecção dos fótons. Como o

circuito foi projetado para que essas probabilidades sejam iguais às probabilidades associ-

adas aos elementos de POVM definidos na Equação 3.15, trabalharemos com a Regra de

Born e seguiremos o desenvolvimento apresentado em [79]. Escrevendo a matriz densidade

do nosso sistema como ρ̂ =
∑

p,q ρpq |p〉 〈q|, temos

p
(s)
j =

1

3
Tr

[
2∑

p,q=0

ρpq |p〉 〈q|ϕ(s)
j 〉 〈ϕ

(s)
j |

]
. (3.32)

Fazendo uso das Equações 3.6, 3.11 e 3.13, lembrando que θ = π, podemos escrever:

p
(s)
j =

1

9
Tr

[
2∑

p,q=0

ρpq |p〉 〈q|
2∑

m=0

√
λme

−2iπj(m−1)/3 |m+ s〉
2∑

n=0

√
λne

2iπj(n−1)/3 〈n+ s|

]

⇒ p
(s)
j =

1

9
Tr

[
2∑

p,q,m,n=0

ρpq
√
λmλne

−2iπj(m−n)/3 |p〉 〈q|m+ s〉 〈n+ s|

]
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⇒ p
(s)
j =

1

9

2∑
p,q,m,n,l=0

ρpq
√
λmλne

−2iπj(m−n)/d 〈l|p〉 〈q|m+ s〉 〈n+ s|l〉 (3.33)

⇒ p
(s)
j =

1

9

2∑
p,q,m,n=0

ρpq
√
λmλne

−2iπj(m−n)/d 〈q|m+ s〉 〈n+ s|p〉

⇒ p
(s)
j =

1

9

2∑
p,q=0

ρpqe
2iπj(p−q)/3√λp−sλq−s

Vale lembrar que as operações presentes nos ı́ndices dos parâmetros λ são realizadas

em módulo 3. Submetendo a equação para as probabilidades apresentada acima a uma

Transformada de Fourier discreta, obtemos:

p̃
(s)
k =

2∑
j=0

e−2iπkj/3p
(s)
j ⇒ p̃

(s)
k =

1

9

2∑
p,q,j=0

ρpqe
2iπj(p−q−k)/3

√
λp−sλq−s. (3.34)

Realizando primeiramente o somatório em j, obtemos

2∑
j=0

e2iπj(p−q−k)/3 = 2πδ

[
2π

3
(k − p+ q)

]
= 3δ(k − p+ q), (3.35)

onde δ é a função Delta de Dirac. Substituindo o resultado obtido na Equação 3.35 na

Equação 3.34 e realizando a soma em p, temos

p̃
(s)
k =

1

3

2∑
q=0

ρq+k,q
√
λq+k−sλq−s. (3.36)

É posśıvel obter todos os elementos da matriz densidade fazendo apenas k = 0, 1. De

fato, para k = 0 conseguimos recuperar os elementos da diagonal principal como segue:

p̃
(s)
0 =

1

3

2∑
q=0

λq−sρqq. (3.37)

De modo que, para cada valor posśıvel de s, temos:

s = 0 ⇒ 3p̃
(0)
0 = λ0ρ00 + λ1ρ11 + λ2ρ22,

s = 1 ⇒ 3p̃
(1)
0 = λ2ρ00 + λ0ρ11 + λ1ρ22,

s = 2 ⇒ 3p̃
(2)
0 = λ1ρ00 + λ2ρ11 + λ0ρ22.

(3.38)

Lembrando que λ1 = 0 e λ0 = λ2 = 3/2, a Equação 3.38 pode ser reescrita na forma

matricial:
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p̃
(0)
0

p̃
(1)
0

p̃
(2)
0

 =
1

2

1 0 1

1 1 0

0 1 1


ρ00

ρ11

ρ22

 . (3.39)

Invertendo a Equação 3.39 obtemosρ00

ρ11

ρ22

 =

 1 1 −1

−1 1 1

1 −1 1


p̃

(0)
0

p̃
(1)
0

p̃
(2)
0

 (3.40)

Os elementos da diagonal principal de ρ̂ são facilmente recuperados da equação acima

ρ00 = p̃
(0)
0 + p̃

(1)
0 − p̃

(2)
0 ,

ρ11 = −p̃(0)
0 + p̃

(1)
0 + p̃

(2)
0 ,

ρ22 = p̃
(0)
0 − p̃

(1)
0 + p̃

(2)
0 .

(3.41)

Para a obtenção dos demais elementos de ρ̂ retornamos à Equação 3.36 e fazemos

k = 1. Obtemos, assim:

p̃
(s)
1 =

1

3

2∑
q=0

ρq+1,q

√
λq+1−sλq−s. (3.42)

Portanto, repetindo o procedimento feito para o caso dos elementos da diagonal prin-

cipal, obtemos as equações que definem os demais elementos da matriz densidade inicial

do sistema em estudo:

ρ10 =
1

2
p̃

(1)
1 , ρ21 =

1

2
p̃

(2)
1 , ρ02 =

1

2
p̃

(0)
1 . (3.43)

Lembrando que ρmn = ρ∗nm, podemos escrever a matriz densidade do sistema de qutrits

como:

ρ̂ =
1

2


2(p̃

(0)
0 + p̃

(1)
0 − p̃

(2)
0 )

[
p̃

(1)
1

]∗
p̃

(0)
1

p̃
(1)
1 2(−p̃(0)

0 + p̃
(1)
0 + p̃

(2)
0 )

[
p̃

(2)
1

]∗[
p̃

(0)
1

]∗
p̃

(2)
1 2(p̃

(0)
0 − p̃

(1)
0 + p̃

(2)
0 )

 . (3.44)

Resumindo, a matriz densidade de um sistema de qutrits pode ser recuperado da

seguinte forma: de posse das contagens experimentais dos fótons que emergem de cada

sáıda do interferômetro proposto, calcular suas respectivas probabilidades p
(s)
j dividindo

o valor de cada contagem pela contagem total; em seguida, calcula-se os valores de p̃
(s)
k ,

definidos na Equação 3.34, e os substitúımos na Equação 3.44.
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4.1 Tomografia de Estados Quânticos em Sistemas de

Qudits, com d > 3

4.1.1 Elementos de POVM

Objetivamos nesta seção generalizar nossa proposta de circuitos fotônicos com o intuito

de sermos capazes de realizar tomografia de estados quânticos em sistemas de qudits de

qualquer dimensão finita d > 3 e, para isso, precisamos inicialmente definir qual POVM

é o ideal para a tarefa.

Adotaremos aqui elementos de POVM constrúıdos a partir de estados equidistantes,

como já feito na Seção 3.1. Assim, nosso POVM será formado por d2 elementos definidos

pela equação

Π̂
(s)
j =

1

d
|ϕ(s)
j 〉 〈ϕ

(s)
j | , (4.1)

onde

|ϕ(s)
j 〉 =

1√
d− 1

d−1∑
k=0
k 6=1

e2iπj(k−1)/d |k + s〉 , (4.2)

sendo j, s = 0, 1, 2, ..., d − 1 e a soma k + s é feita em módulo d. As probabilidades

associadas aos elementos de POVM aqui definidos são calculadas via Regra de Born.

Realizando um procedimento semelhante ao já feito na Seção 3.3, obtemos

p
(s)
j =

1

d2

d−1∑
p,q=0

ρpqe
2iπj(p−q)/d√λp−sλq−s, (4.3)

onde as grandezas λk estão definidas na Equação 3.9 e as operações em seus sub́ındices

são realizadas em módulo d. Perceba que a Equação 4.3 relaciona as probabilidades

p
(s)
j com os elementos ρpq da matriz densidade do sistema quântico. Assim, obtendo

experimentalmente essas probabilidades, é posśıvel construir um sistema de equações cujas

soluções serão os elementos da matriz densidade do estado quântico em estudo. Um
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desenvolvimento alternativo ao sistema de equações é fazer uso de uma Transformada de

Fourier Discreta, como feito na Seção 3.3.

4.1.2 Design Generalizado do Circuito Fotônico

Baseado no que foi apresentado na subseção anterior, propomos aqui uma forma de

determinar o circuito fotônico cuja atuação sobre um estado quântico inicial gere um

estado final de tal forma que as probabilidades de detecção dos fótons que emergem por

uma de suas sáıdas seja igual à probabilidade associada à um dos elementos de POVM

definidos na Equação 4.1. Assim, devemos exigir que os coeficientes de expansão σ
(s)
j do

estado final obedeçam à seguinte equação

|σ(s)
j |2 = Tr[ρ̂Π̂

(s)
j ]. (4.4)

A ideia central da proposta que aqui será apresentada é a mesma já utilizada na Se-

ção 3.2 para sistemas de qutrits, mas, por conta de dificuldades práticas em se determinar

a configuração de circuitos fotônicos planares para estados de dimensão maiores do que

três, lançaremos uso de estruturas tridimensionais. A principal vantagem de tal estraté-

gia será mostrada quando compararmos o número de divisores de feixe e a profundidade

óptica dos circuitos resultantes de nossa proposta com circuitos planares concebidos por

métodos já conhecidos da literatura [49, 82]. A profundidade óptica é definida como o

número máximo de divisores de feixe que um fóton atravessa desde sua entrada até sua

sáıda do circuito.

Assim, os circuitos propostos aqui serão sempre compostos de d2 guias de onda, ar-

ranjados em d colunas com d guias em cada, dispostos verticalmente. Na Figura 4.1

apresentamos um esquema da seção transversal do nosso circuito tridimensional, onde os

ı́ndices s representam as colunas e os ı́ndices j, as camadas. Assim, os estados de cami-

nho serão identificados com vetores do tipo |js〉. Nossa proposta requer que o estado de

qudits seja preparado de tal forma que os fótons adentrem ao circuito pela camada j = 0

Figura 4.1: Seção transversal do nosso circuito fotônico tridimensional para a realização de tomografia
quântica em qudits. Os ćırculos pretos representam os guias de onda. Os ı́ndices s representam as colunas
e os ı́ndices j, as camadas.
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ou j = d−1. Adotaremos o primeiro caso e suporemos que o estado de entrada será dado

por

|ψ〉 =
d−1∑
s=0

as |0s〉 , (4.5)

onde
∑

s |as|2 = 1.

Uma vez que nossa proposta para circuitos tomográficos tridimensionais é feita com a

mesma premissa básica adotada no caso de circuitos planares para qutrits (Equação 4.4), a

estrutura do circuito em si também segue a mesma ideia. Dividiremos nosso interferômetro

em três operações sequenciais e unitárias. A primeira, difundirá os coeficientes de expansão

do estado de entrada por mais guias de uma mesma coluna. A segunda será responsável

por permutar coeficientes entre colunas, e a última se encarregará de realizar operações

entre eles e acrescentar os devidos termos de fase. Explicaremos com detalhes como

implementar cada uma dessas operações.

Como dito acima, a primeira das operações sequenciais realiza uma distribuição dos

coeficientes do estado de entrada por outros guias da mesma coluna. Tal operação atua

de forma independente em cada coluna s e sua atuação realiza a seguinte transformação

as |0s〉 7−→ 1√
d− 1

d−2∑
j=0

as |js〉 . (4.6)

A transformação indicada na Equação 4.6 mostra que os coeficientes do estado de

entrada serão distribúıdos por d− 1 guias de onda da sua respectiva coluna, mantendo o

último guia ainda vazio. Assim, é criado um estado de superposição entre d − 1 estados

de caminho. O arranjo de divisores de feixe que realiza tal tarefa está apresentado na

Figura 4.2. Tal arranjo é composto por uma linha diagonal de d−2 divisores identificados

por T̂k, onde sua transmissividade tk e sua reflectância rk são dadas por

tk =
k

k + 1
e rk =

1

k + 1
. (4.7)

Como a transformação definida na Equação 4.6 acontece em todas as d colunas, temos

que o arranjo da Figura 4.2 se repete d vezes, de modo que o número de divisores de

feixe necessários para a implementação da primeira parte do circuito é d(d − 2). Sua

profundidade óptica é igual a d− 2.

A segunda operação realizada pelo circuito fotônico é uma permutação de coeficientes

entre colunas e, naturalmente, atua em cada camada do circuito de forma independente.

Sua atuação é diferente em cada camada e, em uma dada camada j, é realizada a seguinte

transformação

1√
d− 1

d−2∑
j=0

as |js〉 7−→ 1√
d− 1

d−2∑
j=0

as−υ |js〉 , (4.8)

onde υ = d− (j + 1), com j > 1, e a operação s− υ é feita em módulo d. Na Figura 4.3

é apresentado o arranjo de divisores de feixe que implementa a transformação 4.8 em
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Figura 4.2: Arranjo de divisores de feixe que realizam a transformação apresentada na Equação 4.6
em uma coluna arbitrária s. Os divisores estão identificados por T̂k e é apresentada a distribuição dos
coeficientes do estado de entrada pelos guias de onda antes e depois da transformação sem levar em conta
constantes de normalização.

algumas das camadas do circuito. Analisando esses arranjos é posśıvel perceber um padrão

em sua configuração. Em uma dada camada j, tal arranjo é formado por υ linhas diagonais

com d−υ divisores de feixe do tipo 1 : 0 (t = 1 e r = 0) em cada. Assim, essa segunda parte

do circuito é composta por
∑d−2

υ=1 υ(d − υ) divisores de feixe e possui uma profundidade

óptica igual a d− 1.

Por fim, a terceira e última operação que compõe nosso circuito fotônico realiza uma

transformação unitária de modo a gerar um estado quântico cujos coeficientes de expansão

obedeçam à Equação 4.4. Tal transformação é realizada independentemente em cada

coluna e a matriz que representa sua atuação em uma dada coluna s satisfaz à seguinte

relação

Ûs



as+1−d/
√
d− 1

as+2−d/
√
d− 1

...

al−1/
√
d− 1

0


=



σ
(s)
0

σ
(s)
1
...

σ
(s)
d−2

σ
(s)
d−1


, (4.9)

onde as operações realizadas nos sub́ındices são feitas em módulo d e os coeficientes σ
(s)
j

são dados por

σ
(s)
j =

1√
d(d− 1)

d−1∑
k=0
k 6=1

ak+se
2iπj(k−1)/d, (4.10)

onde, novamente, as operações realizadas nos sub́ındices são feitas em módulo d. A

matriz unitária Ûs que satisfaz nossas exigências para esta terceira parte do circuito é

dada por [83]
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Ûs =
1√
d



1 1 1 · · · 1 1

ω ω2 ω3 · · · ω(d−1) 1

ω2 ω4 ω6 · · · ω2(d−1) 1

ω3 ω6 ω9 · · · ω3(d−1) 1
...

...
...

. . .
...

...

ω(d−1) ω2(d−1) ω3(d−1) · · · ω(d−1)(d−1) 1


, (4.11)

onde ω = e2iπ/d. A implementação experimental do operador Ûs via arranjo de divisores

de feixe e modificadores de fase é feita através de um método desenvolvido por Clements

et al. [82]. Este método consiste em construir um circuito fotônico como sendo uma

combinação de d−1 linhas diagonais contendo divisores de feixe, de modo que sua relação

com a operação unitária Û a ser implementada seja dada pela seguinte equação(∏
n

T̂n

)
Û

(∏
n′

T̂−1
n′

)
= D̂ (4.12)

Na Equação 4.12, os divisores de feixe representados pelas matrizes T̂−1
n′ são posi-

cionados no circuito de cima para baixo, da esquerda para a direita. Já os divisores

representados pelas matrizes T̂n são posicionados de forma inversa, ou seja, de baixo para

cima, da direita para a esquerda. Este método foi escolhido ao invés do desenvolvido

por Reck et al. [49] por resultar em circuitos mais tolerantes a perdas e que mantém alta

fidelidade mesmo quando utilizados em sistemas de altas dimensões.

A Figura 4.4 apresenta o arranjo de divisores de feixe e modificadores de fase que

implementam a operação Ûs, definida na Equação 4.11 para alguns sistemas quânticos de

dimensão d = 3, 4, 5. Como tal operação é aplicada em todas as colunas do interferômetro,

temos que esta última parte do nosso circuito fotônico é constitúıdo de d2(d−1)/2 divisores

de feixe e possui uma profundidade óptica igual a d.

Uma vez terminada a apresentação de nossa proposta de circuitos fotônicos tridimensi-

onais, mostraremos suas principais vantagens em relação a circuitos concebidos via outros

métodos dispońıveis na literatura. Para isso, iremos, primeiramente, escrever as equações

que determinam o número n
(TQ)
BS de divisores de feixe necessários para a implementação

de um dado circuito e a profundidade óptica OD(TQ) de tal objeto. Ambas grandezas

serão dadas em função da dimensão do sistema quântico e são definidas pelas seguintes

equações

n
(TQ)
BS (d) =

1

6

(
6− 19d+ 3d2 + 4d3

)
, (4.13)

OD(TQ)(d) = 3(d− 1). (4.14)

Na Figura 4.5(a) apresentamos uma comparação entre o número de divisores requeri-

dos na implementação de nossa proposta e na de outros métodos, a saber, os desenvolvidos

por Reck et al. [49] e Clements et al. [82]. Na Figura 4.5(b) apresentamos uma compara-

ção entre a profundidade óptica de circuitos concebidos por esses mesmos métodos. Estes
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(a) Para j = d− 2 e υ = 1

(b) Para j = d− 3 e υ = 2

(c) Para j = d− 4 e υ = 3

Figura 4.3: Arranjos de divisores de feixe que implementam a permutação requerida na camada j do
nosso circuito fotônico tomográfico tridimensional. Todos os divisores aqui apresentados são do tipo 1 : 0
(t = 1 e r = 0). É apresentada a distribuição dos coeficientes do estado de entrada pelos guias de onda
antes e depois da transformação sem levar em conta constantes de normalização.
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(a) Para d = 3.

(b) Para d = 4.

(c) Para d = 5.

Figura 4.4: Arranjos de divisores de feixe que implementam a operação Ûs, definida na Equação 4.11
para alguns sistemas d-dimensionais. Os quadrados azuis representam modificadores de fase.
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(a) (b)

Figura 4.5: Comparação entre (a) número de divisores e (b) profundidade óptica de circuitos concebidos
via nossa proposta e via métodos desenvolvidos por Reck et al. [49] e Clements et al. [82]. Os eixos dos
gráficos menores representam as mesmas grandezas dos maiores.

gráficos deixam claro a notável melhora que nossa proposta apresenta em relação às ou-

tras, embora seja necessário frisar que estes outros circuitos implementam transformações

unitárias gerais, enquanto que os nossos foram planejados para a realização de tomografia

quântica.

Matematicamente, essa melhora é vista na redução do grau das funções que deter-

minam essas grandezas. Como visto na Equação 4.13, o número de divisores de feixe

em nossa proposta cresce conforme uma função polinomial de grau três em função da

dimensão do sistema quântico. Já nas outras proposta, esse crescimento se dá via uma

função polinomial de grau quatro. Isso mostra que nossos circuitos se apresentam com

estruturas mais compactas e menos complexas, sendo assim de mais fácil fabricação e com

uma menor ocorrência de perdas e erros durante sua realização experimental. Tal fato é

corroborado pelo resultado que envolve a profundidade óptica. Tal grandeza segue uma

função linear em nossa proposta, enquanto que nas outras, ela é representada por uma

função quadrática.

Podemos fazer aqui uma rápida comparação entre os circuitos planares obtidos na

Seção 3.2 com os tridimensionais para qutrits que podem ser desenvolvidos a partir do

método exposto nessa subseção. Uma ligeira melhoria é percebida nos circuitos tridimen-

sionais em relação aos planares, uma vez que utiliza dois divisores de feixe a menos para

ser implementado, reduzindo a profundidade óptica em uma unidade.

O caso dos qubits não foi tratado nessa seção por dois motivos: o primeiro, se deve

ao fato de não ser posśıvel escrever os estados equidistantes que definem os elementos de

POVM como superposição dos estados de base (Equação 4.2); o segundo motivo resume-se

na ausência de alguma melhoria em um análogo tridimensional do circuito apresentado

na Figura 2.3. O número de divisores e a profundidade óptica se manteriam os mesmos.

Por fim, vale ressaltar que, na realização de uma tomografia de estados quânticos via

estados equidistantes em sistemas quânticos de dimensão par, um detalhe a mais se faz
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presente, como já mostrado em [79]. Esta particularidade é comentada com detalhes no

Subseção 4.1.4.

4.1.3 Exemplo: Sistema de Ququarts

Para ilustrar o método para implementação de circuitos fotônicos tomográficos apre-

sentados na subseção anterior, apresentaremos como exemplo o caso de sistemas de qu-

quarts, ou seja, sistemas quânticos de dimensão quatro. Adotaremos como estado quântico

a ser tomografado um que possa ser representado pelo seguinte vetor de estado

|ψ〉 =
3∑
s=0

as |0s〉 . (4.15)

Assim, da Figura 4.2, temos que a primeira parte do circuito é implementada utilizando

uma linha diagonal com dois divisores de feixe em cada coluna do nosso interferômetro.

Os parâmetros que definem estes divisores estão dados na Equação 4.7. A Figura 4.7(a)

mostra a distribuição dos coeficientes de expansão do estado de entrada pelos śıtios do

interferômetro antes e depois da atuação da primeira operação do circuito.

A segunda operação, a permutação dos coeficientes entre as colunas, será aplicada nas

camadas j = 1, 2, que contará os com arranjos de divisores de feixe apresentados nas

Figuras 4.3(a) e 4.3(b). Na Figura 4.7(b) está apresentada a distribuição dos coeficientes

de expansão pelos śıtios do interferômetro antes e depois da permutação operada nessa

segunda parte.

Para a terceira parte, deve ser aplicada em cada coluna do circuito fotônico a seguinte

operação unitária 1

Ûs =
1

2


−i i −1 1

1 1 1 1

−1 −1 1 1

i −i −1 1

 (4.16)

A Figura 4.6 apresenta o arranjo de divisores de feixe e modificadores de fase que

implementam a matriz Ûs definida na Equação 4.16, e a distribuição dos coeficientes de

expansão pelos śıtios do interferômetro antes e depois da sua atuação em todas as colunas

do nosso circuito está apresentada na Figura 4.7(c). Já a Figura 4.8 apresenta um esquema

tridimensional de um circuito tomográfico completo para sistemas quânticos de dimensão

quatro.

1Ao comparar a matriz da Equação 4.16 com sua análoga na Equação 4.11, percebe-se uma permutação
entre as duas primeiras linhas. Isso é feito apenas para ajuste de parâmetros, não interferindo em nada
no resultado final.
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Figura 4.6: Arranjo de divisores de feixe e modificadores de fase que implementam a matriz Ûs definida
na Equação 4.16. As transmitâncias dos divisores de feixe são apresentadas na figura. Os quadrados
azuis representam modificadores de fase φ = π/2 e os triângulos vermelhos, modificadores de fase φ′ = π.

(a) (b)

(c)

Figura 4.7: Distribuição dos coeficientes de expansão do estado de entrada pelos śıtios do interferômetro
antes e depois da atuação da (a) primeira, (b) segunda e (c) terceira operação do circuito. No quadrado
direito do item (c) apresentamos qual elemento de POVM é implementado em cada sáıda do circuito, ou

seja, a probabilidade de detectar um fóton que emerge por cada uma dessas sáıdas é dada por p
(s)
j =

Tr[ρ̂Π̂
(s)
j ].
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(a) Visão em perspectiva.

(b) Visão lateral.

(c) Visão de cima.

Figura 4.8: Esquema tridimensional de um circuito fotônico tomográfico completo para sistemas quânti-
cos de dimensão quatro. Os cubos azuis representam modificadores de fase φ = π/2 e os cones vermelhos,
modificadores de fase φ′ = π. No item (c) os guias de cor vermelha na segunda parte pertencem à camada
j = 1, enquanto os amarelos, à camada j = 2.
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4.1.4 Particularidade dos Casos de Dimensão Par

A aplicação dos estados equidistantes na realização de tomografia de estados quânticos

encontra um revés nos casos de sistemas com dimensão par [79]. Para demonstrar tal fato,

reescreveremos a Equação 4.3 como:

p
(s)
j =

1

d2

d−1∑
p,q=0

√
λp−sλq−s [Re(ρpq) + i Im(ρpq)]

{
cos

[
2π

d
(p− q)j

]
+ i sin

[
2π

d
(p− q)j

]}
. (4.17)

Podemos escrever o somatório da Equação 4.17 como três somatórios independentes,

um para os termos da diagonal principal da matriz ρ̂ e outros dois, um para os termos

acima e outro para os termos abaixo da sua diagonal principal. Assim, a equação para

p
(s)
j se torna:

p
(s)
j =

1

d2

∑
k

λk−sρkk+

+
1

d2

∑
p<q

√
λp−sλq−s [Re(ρpq) + i Im(ρpq)]

{
cos

[
2π

d
(p− q)j

]
+ i sin

[
2π

d
(p− q)j

]}
+

+
1

d2

∑
p>q

√
λp−sλq−s [Re(ρpq) + i Im(ρpq)]

{
cos

[
2π

d
(p− q)j

]
+ i sin

[
2π

d
(p− q)j

]}
.

(4.18)

Ao realizarmos as trocas p → q e q → p no primeiro somatório da Equação 4.18,

obtemos

p
(s)
j =

1

d2

∑
k

λk−sρkk+

+
1

d2

∑
p>q

√
λp−sλq−s [Re(ρpq)− i Im(ρpq)]

{
cos

[
2π

d
(p− q)j

]
− i sin

[
2π

d
(p− q)j

]}
+

+
1

d2

∑
p>q

√
λp−sλq−s [Re(ρpq) + i Im(ρpq)]

{
cos

[
2π

d
(p− q)j

]
+ i sin

[
2π

d
(p− q)j

]}
.

(4.19)

Assim, a equação para as probabilidades p
(s)
j pode ser escrita como:

p
(s)
j =

1

d2

∑
k

λk−sρkk +
2

d2

∑
p>q

√
λp−sλq−s

{
Re(ρpq) cos

[
2π

d
(p− q)j

]
− Im(ρpq) sin

[
2π

d
(p− q)j

]}
.

(4.20)

Perceba que, como p e q assumem valores inteiros entre 0 e d−1, o termo (p− q) pode

assumir qualquer valor inteiro entre 1 e d− 1. Em particular, podemos ter (p− q) = d/2,

quando d for um número par. Nessas ocasiões, a função seno da Equação 4.20 se anula,

impedindo a determinação da parte imaginária de alguns elementos da matriz densidade

52
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ρ̂. Para contornar este problema, precisamos aumentar o número de medições a serem

feitas sobre nosso sistema. Para isto, vamos considerar o seguinte operador unitário:

Ûm =

d/2−1∑
k=0

|k〉 〈k|+ i

d−1∑
d/2

|k〉 〈k| , (4.21)

que, quando atuado sobre a matriz densidade ρ̂, a transforma na seguinte matriz

ρ̂′ =

d/2−1∑
p=0

d/2−1∑
q=0

ρpq |p〉 〈q|+
d−1∑
p=d/2

d−1∑
q=d/2

ρpq |p〉 〈q| − i
d/2−1∑
p=0

d−1∑
q=d/2

ρpq |p〉 〈q|+ i

d−1∑
p=d/2

d/2−1∑
q=0

ρpq |p〉 〈q| . (4.22)

Em palavras, a aplicação do operador Û , dado pela Equação 4.21, troca a parte real

pela parte imaginária, e vice-versa, de metade dos termos da matriz original ρ̂. Em

particular, aqueles onde (p − q) = d/2. Assim, no cálculo das probabilidades p′
(s)
j , a

parte imaginária dos elementos da matriz densidade que desaparece nos cálculos de p
(s)
j

aparece agora multiplicada por uma função cosseno, podendo assim ser determinada. Tal

probabilidade p′
(s)
j é calculada a partir da seguinte expressão:

p′
(s)
j =

1

d2

d/2−1∑
p=0

d/2−1∑
q=0

ρpqe
2iπj(p−q)/d√λp−sλq−s +

1

d2

d−1∑
p=d/2

d−1∑
q=d/2

ρpqe
2iπj(p−q)/d√λp−sλq−s−

2

d2

d−1∑
p=d/2

d/2−1∑
q=0

√
λp−sλq−s

{
Re(ρpq) sin

[
2π

d
(p− q)j

]
+ Im(ρpq) cos

[
2π

d
(p− q)j

]}
.

(4.23)

Para os casos onde (p− q) = d/2, o último termo da Equação 4.23 se reduz a:

(−1)j
2

d2

d/2−1∑
q=0

Im(ρp,q)
√
λq−s+d/2λq−s. (4.24)

Como os ı́ndices de λ são limitados inferiormente por zero, temos que s 6 p − d/2.

Tal condição implica que s pode assumir qualquer valor inteiro entre 0 e d/2− 1. Assim,

p′
(s)
j deve ser obtida para todos os valores posśıveis de j, que varia de 0 a d − 1, e de

s, que varia de 0 a d/2 − 1, totalizando assim d2/2 medições experimentais. Somadas

às d2 medições realizadas sobre ρ̂, conclúımos que são necessárias 3d2/2 medições para

recuperar completamente uma matriz densidade de um estado quântico de dimensão par

maior ou igual a quatro.
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4.2 Medida de Coerência Quântica em Sistemas de

Qudits

4.2.1 Elementos de POVM

Nesta seção, apresentaremos um método para desenvolver circuitos fotônicos que pos-

sam ser utilizados na medição da coerência de sistemas quânticos de dimensão d > 2.

Assim como na seção anterior, devemos escolher um POVM adequado para a tarefa e, em

seguida, propor interferômetros cuja probabilidade de se detectar um fóton em uma de

suas sáıdas seja igual à probabilidade associada a um dos elementos do POVM escolhido.

Escolhemos a norma l1 para quantificar a coerência quântica de qudits de caminho.

Através de tal medida, a coerência Cl1 de um sistema quântico, representado pela matriz

densidade ρ̂, é definida como

Cl1 =
∑
i 6=j

|ρij|. (4.25)

Sabendo que ρij = ρ∗ji, a norma l1 da coerência quântica pode ser reescrita como

Cl1 = 2
∑
i<j

|ρij|, (4.26)

onde i, j = 1, 2, ..., d. Em um trabalho publicado em 2015, Bera e colaboradores mostra-

ram ser posśıvel estabelecer uma relação entre a coerência de um sistema quântico e a

visibilidade de seu padrão de interferência [61]. Os autores mostraram que, em um experi-

mento de fenda dupla (interferência entre dois estados quânticos), a coerência quântica é

exatamente igual à visibilidade do padrão obtido. Assim, em experimentos com sistemas

quânticos bidimensionais, temos

V12 =
cmax − cmin
cmax + cmin

, (4.27)

onde cmax e cmin representam as contagens máximas e mı́nimas de fótons, respectivamente,

observadas no padrão de interferência em um experimento de fenda dupla. O resultado

apresentado na Equação 4.27 leva em conta o fato de que a intensidade do padrão de

interferência é proporcional à contagem de fótons detectada em um regime de fótons

únicos. A extensão deste resultado para experimentos de interferência em muitas fendas

está registrado no trabalho de Paul e Qureshi, publicado dois anos depois [62].

Uma forma prática e alternativa de medir a coerência quântica foi apresentada por

Machado e Pádua em um trabalho recente [84]. Neste trabalho, foi considerado que a

coerência quântica em um experimento com muitas fendas pode ser calculada como a

soma de interferências parciais, sendo essas, as interferências entre os pares de estados

de base que constituem o sistema. Assim, sendo a interferência entre os estados |i〉 e |j〉
definida como Vij, podemos combinar essa abordagem com a Equação 4.27 para estabelecer
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que

|ρij| =
1

2
Vij, (4.28)

ou seja, obtendo os valores de todas as visibilidades Vij experimentalmente, é posśıvel

determinar os valores dos elementos ρij (i < j) e, com eles, calcular a coerência através

da equação Equação 4.26. Diretamente, temos

C =
∑
i<j

Vij. (4.29)

Na prática, a contagem de fótons é proporcional à probabilidade da detecção de tais

part́ıculas. Assim, no caso da interferência entre os estados |i〉 e |j〉, podemos escrever as

contagens máxima e mı́nima como

cij,max ∝ Pij,max, (4.30a)

cij,min ∝ Pij,min, (4.30b)

e a coerência se torna

C =
∑
i<j

Pij,max − Pij,min
Pij,max + Pij,min

. (4.31)

As probabilidades que definem a coerência quântica podem ser relacionadas a elemen-

tos de POVM usando a Fórmula de Born Pn = Tr[ρ̂Π̂n]. Para o problema aqui proposto,

a medida de coerência, adotaremos o POVM {Ŝij, M̂ij} que é composto pelos seguintes

elementos

Ŝij =
1

2(d− 1)
|αij〉 〈αij| ,

M̂ij =
1

2(d− 1)
|βij〉 〈βij| ,

(4.32)

onde |αij〉 = |i〉+ |j〉, |βij〉 = |i〉−|j〉. Quanto aos ı́ndices, i = 1, 2, ..., d−1 e j = 2, 3, ..., d,

sendo i < j. As probabilidades Pij,max são relacionadas aos operadores Ŝij, enquanto que

as probabilidades Pij,min são relacionadas aos operadores M̂ij. Em termos da Fórmula de

Born, pode reescrever a Equação 4.31 como

C =
∑
i<j

Tr
[
ρ̂
(
Ŝij − M̂ij

)]
Tr
[
ρ̂
(
Ŝij + M̂ij

)] . (4.33)

Vale ressaltar que, utilizando essa abordagem, é necessária apenas a implementação

de d(d − 1) elementos de POVM. Assim, na próxima seção, apresentaremos um simples

protocolo que objetiva a obtenção de circuitos fotônicos que simulam a aplicação de todos

estes operadores simultaneamente.
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Figura 4.9: Seção transversal do circuito fotônico tridimensional para medida de coerência quântica.
Os ćırculos pretos representam os guias de onda. Os ı́ndices j representam as colunas e os ı́ndices i, as
camadas.

4.2.2 Design Generalizado do Circuito Fotônico

Fazendo uso de várias ideias já apresentadas na seção anterior, queremos aqui apresen-

tar um método que permite a obtenção de circuitos fotônicos tridimensionais, através dos

quais sejamos capazes de obter a coerência quântica de um determinado sistema quântico.

Nosso circuito será, novamente, um arranjo de d(d − 1) guias de onda, organizados em

d colunas com d − 1 guias em cada, arranjados na direção vertical, como é mostrado na

Figura 4.9. As camadas do circuito serão identificadas pelo ı́ndice i e as colunas, pelo

ı́ndice j. Assim, os estados de caminho serão representados por vetores do tipo |ij〉 e

escolheremos como estado de entrada o estado

|ψ〉 =
d∑
j=1

bj |1j〉 . (4.34)

Como objetivamos medir a coerência de um sistema quântico a partir das proba-

bilidades de detecção de fótons medidas experimentalmente, precisamos que a operação

executada pelo nosso circuito seja tal que o módulo ao quadrado dos coeficientes de expan-

são do estado final seja igual à probabilidade associada aos elementos de POVM definidos

na Equação 4.32. Ou seja, para um estado final do tipo
∑

i,j [αij + βij] |ij〉2 devemos ter

|αij|2 = Tr[ρ̂Ŝij],

|βij|2 = Tr[ρ̂M̂ij].
(4.35)

A Equação 4.35 é satisfeita quando

αij =
bi + bj√
2(d− 1)

, βij =
bi − bj√
2(d− 1)

. (4.36)

2Nessa suposição também é imposto que, quando αij = 0, βij é necessariamente diferente de 0 e
vice-versa.
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Caṕıtulo 4. Circuitos Tridimensionais

Figura 4.10: Arranjo de divisores de feixe que realizam a operação relativa à primeira parte do circuito
para a medição da coerência quântica de qudits. A distribuição dos coeficientes bj antes e depois da
aplicação da primeira operação também está apresentada. Esse arranjo contém d−2 divisores e se repete
igualmente em todas as d colunas.

Figura 4.11: Representação esquemática da primeira operação realizada por nosso circuito fotônico. Na
esquerda, apresentamos a distribuição dos coeficientes do estado de entrada, descrito na Equação 4.34, nas
portas de entrada da primeira parte do circuito. Na direita, é apresentado a distribuição dos coeficientes
pelos śıtios do interferômetros após a atuação desta primeira operação. A constante de normalização foi
omitida.

Uma análise da Equação 4.36 é suficiente para entendermos qual deve ser a atua-

ção do circuito sobre o estado de entrada. Sua configuração será concebida levando em

consideração a necessidade de se interferir todos os posśıveis pares de estados de base,

conforme indicado pelo POVM adotado e definido na Equação 4.32. A estrutura de nosso

circuito consistirá novamente de uma sequência de três operações unitárias e sequenciais.

A primeira delas atuará de forma independente em cada estado de entrada realizando a

seguinte transformação

bj |1j〉 7−→ 1√
d− 1

d−1∑
i=1

bj |ij〉 . (4.37)

A transformação Equação 4.37 atua de forma semelhante à primeira parte do circuito

tomográfico, difundindo o coeficiente bj em todos os guias de onda presentes na coluna j.

O arranjo de divisores de feixe que realiza tal operação também é semelhante e está apre-

sentado na Figura 4.10, onde a reflectividade rk e a transmitância tk do divisor rotulado

por Tk (k = 1, 2, ..., d− 2) são determinadas pelas relações

rk =
1

k + 1
, tk =

k

k + 1
. (4.38)

Uma representação esquemática da operação descrita na Equação 4.37, do ponto de

vista da distribuição dos coeficientes bj pelos guias de onda do circuito, é apresentada na
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Figura 4.11. A segunda parte do circuito é responsável pela realização de permutações

entre os coeficientes difundidos na primeira parte. Para realizar tais operações, utiliza-se

divisores de feixe com reflectância nula (r = 0 e t = 1) posicionados de forma apropriada

para cada caso. Apresentaremos aqui os casos onde d = 3, 4, 5, mas a estratégia é a

mesma para sistemas de qualquer dimensão finita. O objetivo é permutar os estados até

que todos os pares de estados possam ser formados com śıtios vizinhos.

Assim, para implementar a operação de permutação no casos de sistemas de qutrits,

usamos apenas um divisor de reflectância nula entre as colunas j = 2 e j = 3 na camada

i = 2 para permutar os coeficientes b2 e b3 resultando na distribuição apresentada na

Figura 4.12(a). Para o caso tetra-dimensional são necessários três desses divisores:

• entre as colunas j = 2 e j = 3 na camada i = 2, permutando os coeficientes b2 e b3;

• entre as colunas j = 3 e j = 4 na camada i = 3, permutando os coeficientes b3 e b4;

• entre as colunas j = 2 e j = 3 na camada i = 3, permutando os coeficientes b2 e b4;

O resultado da permutação para d = 4 está apresentado na Figura 4.12(b). Para sis-

temas quânticos penta-dimensionais são necessários sete divisores de feixe de reflectância

nula localizados:

• entre as colunas j = 4 e j = 5 na camada i = 2, permutando os coeficientes b4 e b5;

• entre as colunas j = 3 e j = 4 na camada i = 2, permutando os coeficientes b3 e b5;

• entre as colunas j = 2 e j = 3 na camada i = 2, permutando os coeficientes b2 e b5;

• entre as colunas j = 3 e j = 4 na camada i = 3, permutando os coeficientes b3 e b4;

• entre as colunas j = 2 e j = 3 na camada i = 3, permutando os coeficientes b2 e b4;

• entre as colunas j = 4 e j = 5 na camada i = 3, permutando os coeficientes b3 e b5;

• entre as colunas j = 2 e j = 3 na camada i = 4, permutando os coeficientes b2 e b3;

O resultado da permutação para d = 5 está apresentado na Figura 4.12(c). Após

realizar as devidas permutações, resta interferir os pares de estados que agora se encon-

tram em śıtios vizinhos, como está bem demonstrado na Figura 4.12. Essa operação de

interferência, terceira operação unitária na qual nossa proposta é dividida, é descrita pela

aplicação dos elementos de POVM definidos na Equação 4.32. Assim, esta última parte

do circuito implementará uma operação unitária Ûint definida por

Ûint



b1

b2

b1

b3

...


=



α12

β12

α13

β13

...


, (4.39)
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.12: Representação esquemática da operação de permutação para (a) d = 3, (b) d = 4 e (c)
d = 5. Todos os pares requeridos para a execução de nosso protocolo estão circulados em vermelho.

onde αij e βij estão definidos na Equação 4.36. A operação Ûint, como definida na Equa-

ção 4.39, garante a validade da Equação 4.35. Na prática, a Equação 4.35 mostra que

a probabilidade de detectar um fóton em uma dada sáıda do interferômetro é igual à

probabilidade associada a um dos elementos de POVM definidos na Equação 4.32. Para

implementar a operação Ûint é utilizado um divisor de feixe 1/2 : 1/2 (r = 1/2 e t = 1/2)

para interferir cada par de estado e sua aplicação está esquematizada na Figura 4.13.

Na Figura 4.14 está apresentado, na forma esquemática, a distribuição dos coeficientes

bj antes e depois da aplicação desta última operação realizada pelo circuito. É também

apresentado em quais sáıda do interferômetro são medidas as contagens de fótons cij,max e

cij,min, necessárias para o cálculo da coerência do sistema quântico sob estudo. A estrutura

tridimensional dos circuitos fotônicos para medidas de coerência em sistemas quânticos

onde N = 3, 4, 5 é apresentada na Figura 4.15.

Assim como na seção anterior, os circuitos tridimensionais aqui obtidos apresentam

uma notável redução na complexidade estrutural. O número de divisores de feixe que com-

põem o circuito, neste caso, escala como uma função quadrática da dimensão do sistema e

a profundidade óptica se mantém sendo uma função linear. Ambas essas quantidade são

definidas pelas seguintes equações

n
(CQ)
BS (d) =

2d2 − 4d+ 1, d 6 3

3d2 − 12d+ 17, d > 4
(4.40)

OD(CQ)(d) = 2d− 3. (4.41)
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Caṕıtulo 4. Circuitos Tridimensionais

Figura 4.13: Representação esquemática da operação de interferência em cada par de estados da base.
A probabilidade de detectar um fóton que emerge da sáıda rotulada por αij é Pij,max = Tr[ρ̂Ŝij ] e a

probabilidade de detectar um fóton que emerge da sáıda rotulada por βij é Pij,min = Tr[ρ̂M̂ij ].

(a)

(b)

(c)

Figura 4.14: Representação esquemática da operação de interferência para (a) d = 3, (b) d = 4 e (c)
d = 5. Os śıtios rotulados com Sij representam aqueles onde se medem as contagens cij.max e os śıtios
rotulados com Mij representam aqueles onde se medem as contagens cij.min.

4.3 Tolerância a Erros e Perdas

Sabendo que todo experimento realizado em laboratório está sujeito a erros e per-

das experimentais, faz-se importante um rápido estudo sobre como os circuitos fotônicos

propostos nesse caṕıtulo se comportam nessas condições. Para tanto, adotaremos um

modelo simples que supõe imperfeições praticamente idênticas em cada divisor de feixe

que compõe o circuito. Assim, sendo Ûr a operação realizada por esse circuito imper-

feito, calcularemos sua fidelidade em relação ao caso ideal, representado por Û , através

da expressão [82]

F (Û , Ûr) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Tr
(
Û †Ûr

)
√
dTr

(
Û †r Ûr

)
∣∣∣∣∣∣∣∣
2

. (4.42)
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.15: Representação tridimensional de circuitos fotônicos para medidas de coerência quântica.
A visão lateral destes circuitos estão apresentadas em (a), (c) e (e), para d = 3, 4, 5, respectivamente. Em
(b), (d) e (f) são mostradas em quais sáıdas se medem as contagens de fótons requeridas para o cálculo da
coerência quântica quando d = 3, 4, 5, respectivamente. Nas sáıdas rotulas por Sij as contagens cij,max

são obtidas. Por outro lado, as contagens cij,min são obtidas nas sáıdas rotuladas por Mij .
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A grandeza F (Û , Ûr) mede o quão próxima é a atuação do operador Ûr em relação

ao caso ideal. Assim, casos onde F (Û , Ûr) = 1, o estado quântico observado no final

do interferômetro é idêntico ao previsto pelo estudo teórico. Para realizar tal análise,

primeiro devemos obter a operação Ûr. Analisaremos aqui duas fontes destes erros. A

primeira delas está relacionada à diminuição da intensidade luminosa que sofre o feixe de

laser ao atravessar um acoplador direcional. Tal fenômeno é causado por processos de

absorção ou espalhamento dentro da matriz v́ıtrea. Esta perda pode ser associada a uma

constante de atenuação caracteŕıstica δ, definida como

δ =
If
I0

, (4.43)

onde I0 e If são as intensidades luminosas inicial e final de um feixe de luz que atravessa

tal elemento óptico. Em relação a esta fonte de erros a matriz Ûr pode ser obtida através

do produto das matrizes que representam seus divisores de feixe, sendo que estas últimas

são corrigidas pela constante de perda através da seguinte mudança de variáveis

√
rj →

√
δrj,

√
tj →

√
δtj, (4.44)

sendo rj e tj a reflectividade e a transmitância do j-ésimo divisor de feixe do circuito,

respectivamente. As Figuras 4.16(a), 4.17(a) e 4.18(a) mostram como se dá o compor-

tamento da fidelidade dos circuitos fotônicos apresentados neste trabalho em função das

perdas por acoplador direcional. As perdas, medidas em decibéis (dB), são calculadas

através da equação

LdB = 10 log10

(
1

δ

)
. (4.45)

A segunda fonte de erro analisada decorre de imprecisões na fabricação do dispositivo.

Assim, acopladores direcionais fabricados com dimensões f́ısicas errôneas apresentam va-

lores para seus parâmetros desviados do exigido teoricamente para a implementação de

um determinado protocolo. Sendo x a diferença entre o valor exigido para a reflectância

de um acoplador direcional no caso ideal e seu valor imperfeito, podemos montar a matriz

Ûr que descreve um circuito fotônico sujeito a estas perdas realizando a seguinte mudança

de variáveis

rj → rj + x, tj → tj − x. (4.46)

Os resultados desta segunda análise está apresentado nas Figuras 4.16(b), 4.17(b) e

4.18(b). O resultado aqui apresentado, na Figura, indica uma alta robustez em nosso

protocolo, uma vez que, mesmo para altos valores de perdas por divisor de feixe (∼ 3dB),

o circuito fotônico implementado ainda realiza operações unitárias com alta fidelidade.

Por outro lado, se mostra consideravelmente mais senśıvel à imperfeições em sua śıntese,

ressaltando a necessidade de precisos protocolos de fabricação.
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(a) (b)

Figura 4.16: Comportamento da fidelidade dos circuitos apresentados no Caṕıtulo 2 e no Caṕıtulo 3 em
função das (a) perdas por divisor de feixe e (b) imprecisões nos parâmetros do mesmo elemento óptico.
Na análise de uma das fontes de erro, a outra é desconsiderada.

(a) (b)

Figura 4.17: Comportamento da fidelidade dos circuitos apresentados na Seção 4.1 em função das (a)
perdas por divisor de feixe e (b) imprecisões nos parâmetros do mesmo elemento óptico. Na análise de
uma das fontes de erro, a outra é desconsiderada.
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(a) (b)

Figura 4.18: Comportamento da fidelidade dos circuitos apresentados na Seção 4.2 em função das (a)
perdas por divisor de feixe e (b) imprecisões nos parâmetros do mesmo elemento óptico. Na análise de
uma das fontes de erro, a outra é desconsiderada.

4.4 Validade para Estados Arbitrários

Tanto neste caṕıtulo como nos anteriores, foram desenvolvidos protocolos que per-

mitem a obtenção de circuitos fotônicos que realizam operações quânticas em estados

quânticos, a fim de implementar a aplicação simultânea de vários elementos de POVM.

Em todos estes desenvolvimentos utilizamos estados puros por questão de simplicidade

operacional. Queremos, nesta seção, demonstrar, através da linearidade da Regra de Born

sobre misturas de estados, que nossos circuitos são aplicáveis a estados de entrada mistos e

arbitrários, ou seja, que a probabilidade de detectar um fóton na sáıda k do interferômetro

é também igual a Tr(ρ̂Êk) para estados de entrada arbitrários, onde Êk é um elemento de

POVM definido nas Equações (2.5), (2.37), (3.15), (4.1) ou (4.32) e os circuitos fotônicos

mostrados acima implementam os POVMs necessários para as aplicações propostas.

Para isto, vamos considerar que o circuito fotônico completo realize uma operação

unitária Ûc em um estado arbitrário descrito pela matriz densidade ρ̂a e que o projetor

sobre um estado de fóton único na sáıda k ao fim do circuito seja dado por Λ̂k. Assim,

pela Regra de Born, temos que a probabilidade de detectar o fóton em tal sáıda é dado

por

Pk = Tr
(
Ûcρ̂aÛ

†
c Λ̂k

)
. (4.47)

A matriz densidade ρ̂a pode ser escrita em termos de seus autoestados, logo

Pk =
N−1∑
n=0

λnTr
(
Ûc |ψn〉 〈ψn| Û †c Λ̂k

)
. (4.48)

Definindo o vetor de estado Ûc |ψn〉 = |βn〉 e ignorando as constantes de normalização,

temos

Tr
(
|βn〉 〈βn| Λ̂k

)
= |βn,k|2, (4.49)
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onde βn,k é o k-ésimo componente do vetor |βn〉. Já foi mostrado nas Equações (3.18),

(4.4) e (4.35) que, para estados puros, a seguinte relação é válida

Tr
(
|ψn〉 〈ψn| Êk

)
= |βn,k|2, (4.50)

Então, segue das Equações (4.48) e (4.49) que

N−1∑
n=0

λnTr
(
Ûc |ψn〉 〈ψn| Û †c Λ̂k

)
=

N−1∑
n=0

λn|βn,k|2. (4.51)

Pelo resultado apresentado na Equação (4.50), temos

N−1∑
n=0

λnTr
(
Ûc |ψn〉 〈ψn| Û †c Λ̂k

)
=

N−1∑
n=0

λnTr
(
|ψn〉 〈ψn| Êk

)
. (4.52)

Em outras palavras,

Tr
(
Ûcρ̂aÛ

†
c Λ̂k

)
= Tr

(
ρ̂aÊk

)
, (4.53)

o que conclui nossa demonstração.
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Caṕıtulo 5

Sobre Guias de Onda

5.1 Guias de Onda Condutores

Começaremos nossa análise sobre guias de onda considerando um guia de onda em

forma de tubo com paredes condutoras e preenchido por um material dielétrico com per-

missividade elétrica ε e permeabilidade magnética µ, como apresentado na Figura 5.1.

Definindo um vetor perpendicular à direção de propagação da onda como ~r⊥ = ~τ + ~n,

podemos escrever as equações para os campos que se propagam pelo guia da seguinte

forma [85]:

~E(~r, t) =
[
~E⊥(~r⊥) + ẑEz(~r⊥)

]
ei(kzz−ωt),

~H(~r, t) =
[
~H⊥(~r⊥) + ẑHz(~r⊥)

]
ei(kzz−ωt),

(5.1)

onde kz é a componente z do vetor de onda e ω, a sua frequência angular. Assim,

percebendo que os campos são funções harmônicas, temos, da equação de Faraday:

~∇× ~E = −µ∂
~H

∂t
⇒ ~∇× ~E = iωµ ~H. (5.2)

Figura 5.1: Representação de um tubo com paredes condutoras preenchido com um material dielétrico
(ε, µ). O vetor n̂ aponta na direção normal à parede do tubo e o vetor ẑ indica a direção de propagação
da onda. Figura retirada da referência [85].
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Substituindo o campo ~E apresentado na Equação 5.1 na equação acima e, fazendo
~∇ = ~∇⊥ + ẑ∂/∂z, podemos escrever:

~∇× ~E = ~∇⊥ ×
{[

~E⊥(~r⊥) + ẑEz(~r⊥)
]
ei(kzz−ωt)

}
+ ẑ

∂

∂z

{[
~E⊥(~r⊥) + ẑEz(~r⊥)

]
ei(kzz−ωt)

}
⇒

[
~∇⊥ × ~E⊥ + ikzẑ× ~E⊥ − ẑ× ~∇⊥Ez

]
= iωµ

[
~H⊥(~r⊥) + ẑHz(~r⊥)

]
. (5.3)

Uma vez que o primeiro termo dentro dos colchetes na Equação 5.3 aponta na direção

de ẑ e os outros dois, em direções transversais à esta, podemos escrever:

~∇⊥ × ~E⊥ = iωµHzẑ,

ikzẑ× ~E⊥ − ẑ× ~∇⊥Ez = iωµ ~H⊥.
(5.4)

Partindo agora da Lei de Àmpere-Maxwell e repetindo o procedimento feito acima,

chegamos em equações parecidas para o campo magnético:

~∇⊥ × ~H⊥ = −iωεEzẑ,

ikzẑ× ~H⊥ − ẑ× ~∇⊥Hz = −iωε ~E⊥.
(5.5)

As Equações 5.4 e 5.5 nos revelam uma caracteŕıstica interessante dos campos eletro-

magnéticos em tubos condutores. Suponha que as componentes Ez e Hz sejam conhecidas.

Isso faz com que as quatro equações acima se tornem um sistema de quatro equações e

quatro incógnitas, possuindo assim, solução única. Logo, os campos transversais podem

ser totalmente definidos em termos das componentes longitudinais. Para explicitar essa

propriedade, tomaremos o produto vetorial de ẑ com a segunda equação da Equação 5.5:

ikzẑ×
[
ẑ× ~H⊥

]
− ẑ×

[
ẑ× ~∇⊥Hz

]
= −iωεẑ× ~E⊥ ⇒

−ikz ~H⊥ + ~∇⊥Hz = −ωε
kz

[
iωµ ~H⊥ + ẑ× ~∇⊥Ez

]
⇒

~H⊥ =
ikz
γ2

~∇⊥Hz +
iωε

γ2
ẑ× ~∇⊥Ez,

(5.6)

onde γ2 = µεω2 − k2
z . O desenvolvimento acima pode ser repetido a fim de determinar

uma equação para as componentes transversais do campo elétrico:

~E⊥ =
ikz
γ2

~∇⊥Ez −
iωµ

γ2
ẑ× ~∇⊥Hz. (5.7)

Com o intuito de determinar por completo os campos guiados em um caso mais geral,

ou seja, quando Ez e Hz não são conhecidas previamente, devemos encontrar uma equa-

ção que nos permita determinar os valores dessas componentes. Para isso, tomaremos o
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rotacional de ~H⊥:

~∇⊥ × ~H⊥ =
ikz
γ2

~∇⊥ × ~∇⊥Hz +
iωε

γ2
~∇⊥ ×

[
ẑ× ~∇⊥Ez

]
⇒

−iωεEzẑ = ẑ
iωε

γ2
∇2
⊥Ez ⇒

[
∇2
⊥ + γ2

]
Ez = 0.

(5.8)

Através de um desenvolvimento análogo, chegamos na mesma equação para Hz, mos-

trando que a componente longitudinal de ambos os campos satisfazem a Equação de

Helmholtz bidimensional. De acordo com estes resultados, podemos dizer que os cam-

pos eletromagnéticos dentro de um guia de onda, como o idealizado nesta seção, podem

ser decompostos na soma de dois outros campos independentes, um chamado transverso

elétrico (TE) e o outro, transverso magnético (TM), onde, para os campos TE, tem-se

Ez = 0 e, para os campos TM, Hz = 0. Em resumo, temos:

Transverso Elétrico (TE) Transverso Magnético (TM)

Ez = 0 Hz = 0

[∇2
⊥ + γ2]Hz = 0 [∇2

⊥ + γ2]Ez = 0
~H⊥ = (ikz/γ

2)~∇⊥Hz
~E⊥ = (ikz/γ

2)~∇⊥Ez
~E⊥ = −(ωµ/kz)ẑ× ~H⊥ ~H⊥ = (ωε/kz)ẑ× ~E⊥

Sabemos que este tipo de problema apenas apresenta solução única quando submetido

à condições de contorno. As condições aqui utilizadas fixam valores para os campos e suas

derivadas1 sobre a superf́ıcie do guia e são dadas por [85]:

Ez|S = 0 (campos TM),
∂Hz

∂n

∣∣∣∣
S

= 0 (campos TE). (5.9)

Podemos, então, reescrever a Equação de Helmholtz que descreve nosso problema de

uma forma generalizada, onde chamaremos as componentes longitudinais dos campos ~E

e ~H, Ez e Hz, de Ψ, de forma que:

[∇2
⊥ + γ2]Ψ = 0, com ΨTM |S = 0 ou

∂ΨTE

∂n

∣∣∣∣
S

= 0. (5.10)

O interessante em escrever nosso problema da forma acima apresentada é a possibili-

dade de fazer analogias com outros sistemas f́ısicos a fim de extrair informações intuitivas

sobre os campos que estamos a fim de determinar. Por exemplo, uma analogia válida

está na comparação do comportamento de nosso sistema com os deslocamentos verticais

gerados na vibração da membrana de um tambor, seja com contornos fixos (comparáveis

ao modo TM) ou livres (modo TE). Esse pensamento pode ser usado para mostrar que

o menor valor de γ sempre se dá no modo TE. Outra comparação interessante é o fato

1Quando a condição de contorno fixa valores para uma tal função dizemos que ela é chamada de
Condição de Dirichlet. Já quando o alvo das condições de contorno é a derivada de uma tal função, a
chamamos de Condição de Neumann.
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de que o caso TM é semelhante ao problema bidimensional de Schrödinger para uma

part́ıcula confinada em uma caixa de paredes ŕıgidas, o que nos fornece insights quando

pensamos em auto-funções modais Ψi e auto-valores do guia γi. Alguns resultados destas

analogias são listados abaixo:

• Existem infinitas autofunções para ambos os casos, ou seja, infinitos modos guiados;

• Os auto-valores são sempre reais e positivos;

• As auto-funções formam um conjunto completo de funções;

• Auto-funções referentes a auto-valores diferentes são ortogonais.

Outra propriedade dos campos em um tubo condutor é a exibição de uma relação de

dispersão estrutural ω(kz), que pode ser deduzida diretamente da equação para γ2:

ωi(kz) =

√
1

µε
(γ2
i + k2

z). (5.11)

À medida que o valor de ω aumenta, aumenta também o número de modos propagados

para um certo ω definido. Além disso, cada modo propaga apenas se sua frequência é maior

do que uma frequência de corte caracteŕıstica. Para o caso onde sua frequência assume

valores menores do que tal valor espećıfico, os campos dados na Equação 5.1 abandonam

sua performance como campos que se propagam pelo tubo, assumindo o caráter de ondas

evanescentes. Tal frequência de corte é obtida exigindo que kz seja nulo na Equação 5.11,

ou seja:

ωc,i =
γi√
µε
. (5.12)

Para terminar esta seção, resolveremos, como exemplo, o caso de um tubo condutor

de seção transversal circular. A equação de Helmholtz para este caso pode ser escrita em

coordenadas polares como: [
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂φ2
+ γ2

]
ψ = 0. (5.13)

Definindo ψ = R(r)Φ(φ) e aplicando o método da separação de variáveis, chegamos

às seguintes equações:

∂2Φ

∂φ2
+m2Φ = 0 e

∂2R

∂r2
+

1

r

∂R

∂r
+

(
γ2 − m2

r2

)
R = 0. (5.14)

As equações acima possuem soluções bem conhecidas, a saber:

Φ(φ) = Ae±imφ,

R(r) = Jm(γr),
(5.15)
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onde A é uma constante a ser determinada e Jm é a função de Bessel de primeira espécie

de ordem m [86]. Aplicando as devidas condições de contorno, podemos determinar as

formas das componentes z de ambos os campos:

Emn
z (r, φ) = E0Jm(γTMmn r)e

±imφ, m = 0, 1, 2, ... e n = 1, 2, ...

Hmn
z (r, φ) = H0Jm(γTEmnr)e

±imφ, m = 0, 1, 2, ... e n = 1, 2, ...
(5.16)

Perceba que os modos são duplamente degenerados para m > 0. As quantidades γTEmn

e γTMmn são determinadas utilizando as condições de contorno nas funções de Bessel, sendo

dadas por:

γTEmn =
ωmn
a

e γTMmn =
umn
a
, (5.17)

onde umn é a ráız n-ésima da função de Bessel Jm(x), ωmn é a ráız n-ésima da derivada

desta mesma função Jm(x) e a é o raio da seção transversal do tubo. Os valores de

umn e ωmn são bem conhecidos e tabelados [87]. A Figura 5.2 mostra a configuração dos

campos eletromagnéticos em uma seção transversal de um guia de onda circular. Para

mais exemplos dessas configurações, ver referência [88].

5.2 Guias de Onda Dielétricos

5.2.1 Ondas Guiadas por Reflexão Interna Total

Guias de onda fabricadas inteiramente em materiais dielétricos são geralmente os mais

utilizados. A configuração mais simples deste tipo de objeto consiste de um material

dielétrico de ı́ndice de refração n1 revestido por outro material de ı́ndice de refração n2,

respeitando a condição n1 > n2. A propagação da onda se dá, não livre de perdas, por

repetidas reflexões internas totais na interface entre os dois materiais, como mostra a

Figura 5.3, desde que o ângulo de entrada das ondas em tal guia não seja maior que um

ângulo máximo dado por θmax = arccos(n2/n1).

Como é de se esperar, guia de ondas dielétricos apresentam algumas diferenças em

relação aos condutores. No que se refere aos modos guiados pelo guia, aqui eles não

se apresentam como TE ou TM exclusivamente, podendo ser uma superposição dessas

configurações. E mais, apenas uma quantidade finita de modos são guiados [85]. Além

disso, neste tipo de guia de onda, a intensidade da onda propagada diminui conforme

a propagação acontece e, esta diminuição, pode ser explicada lembrando que a onda

refletida em alguma interface do guia é sempre acompanhada por uma onda que se propaga

nesta interface com uma amplitude que decai exponencialmente. A existência desta onda

interfacial pode ser inferida a partir da Lei de Snell lembrando que, para um certo ângulo

cŕıtico de incidência, o ângulo de refração se torna π/2.

Para confirmar a existência desta onda interfacial, lembraremos aqui conceitos básicos

do fenômeno de refração. Imagine uma onda eletromagnética com vetor de onda ~kI

incidindo na interface entre dois meios com ı́ndices de refração n1 e n2, com n1 > n2,
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Figura 5.2: Configuração dos campos elétrico (linhas sólidas) e magnético (linhas pontilhadas) de alguns
modos de baixa frequência para o guia de onda circular. Figura adaptada da referência [89].

Figura 5.3: Reflexões internas totais em um guia de onda dielétrico. Figura adaptada da referência [85].
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Figura 5.4: Representação das ondas incidente, refletida e refratada na interface entre dois materiais.
Figura retirada da referência [85].

fazendo um ângulo θI com uma reta normal à interface. Após a incidência, dá-se origem

a uma onda refletida com vetor de onda ~kR que se propaga fazendo um ângulo de θR com

a normal e uma onda refratada (ou transmitida) com vetor de onda ~kT que se propaga

fazendo um ângulo de θT com a normal. Esta situação está representada na Figura 5.4.

Uma vez que a frequência de uma onda é influenciada apenas pela sua fonte, podemos dizer

que as três ondas representadas nessa figura possuem a mesma frequência ω. Analisando

o produto ~k · ~r na posição z = 0, temos:

~kI · ~r|z=0 = ~kR · ~r|z=0 = ~kT · ~r|z=0 ⇒ kIxx+ kIyy = kRxx+ kRyy = kTxx+ kTyy

⇒ kIx = kRx = kTx e kIy = kRy = kTy.

(5.18)

Mas, uma vez que os vetores de onda da Figura 5.4 possuem componentes apenas em

x e z, conclúımos que kIy = kRy = kTy = 0. Por outro lado, sabendo que o vetor de onda

está relacionado com o ı́ndice de refração do meio onde a onda propaga através da relação

k = nω/c, onde c é a velocidade da luz, podemos escrever:

kI = kR ≡ k1 = n1
ω

c
⇒ k1x = n1

ω

c
sin θI , (5.19)

kT ≡ k2 = n2
ω

c
⇒ k2x = n2

ω

c
sin θT . (5.20)

Igualando as Equações (5.19) e (5.20), obtém-se a Lei de Snell2 e, através dela, vemos

que o valor cŕıtico do ângulo de incidência que gera reflexões internas totais (θT = π/2)

é dado por: θcrit = arcsin(n2/n1)3. Para casos onde θI > θcrit, a Lei de Snell perde sua

2n1 sin θI = n2 sin θT
3Há uma diferença este θcrit e o θmax visto na Figura 5.3. O θmax é medido entre a direção de
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validade e devemos partir para análises mais generalizadas. Para isso, escreveremos o

campo refratado no meio 2 da seguinte forma:

~E2 = ~ET e
i(~k2·~r−ωt) = ~ET e

i(k2xx+k2zz−ωt). (5.21)

A componente paralela à interface de ~k2 é calculada usando o prinćıpio pelo qual se

deduz a Lei de Snell:

k2x = k1x ⇒ k2x = n1
ω

c
sin θI , (5.22)

enquanto que a componente normal à interface será dada por:

k2z = k2 cos θT ⇒ k2
2z =

(ω
c

)2 (
n2

2 − n2
2 sin2 θT

)
=
(ω
c

)2 (
n2

2 − n2
1 sin2 θI

)
⇒ k2z =

ω

c

√(
n2

2 − n2
1 sin2 θI

)
.

(5.23)

Como θI > θcrit, temos que n1 sin θI > n2 ⇒ n2
1 sin2 θI > n2

2
4. Logo,

k2z = i
ω

c

√(
n2

1 sin2 θI − n2
2

)
= in1

ω

c

√(
sin2 θI − sin2 θcrit

)
. (5.24)

Definindo κ = n1 (ω/c)
√(

sin2 θI − sin2 θcrit
)

e voltando à Equação 5.21, obtemos:

~E2 = ~ET e
i(k1x sin θI+iκz−ωt) = ~ET e

−κzei(k1x sin θI−ωt). (5.25)

Assim, vemos que o campo definido pela equação acima se propaga na interface entre

os meios, uma vez que ele é não-nulo apenas a uma distância κ−1 do plano z = 0.

É importante notar que, até agora, um fato importante a respeito da propagação

das ondas em um guia dielétrico não foi levado em consideração. Este fato é que tal

propagação apenas é observada quando acontecem interferências construtivas entre todos

os raios que se propagam na mesma direção. Esta restrição f́ısica permite a distinção

entre os modos TE e TM, uma vez que cada modo é submetido a diferentes modificações

em suas fases quando sofrem reflexões internas totais5. Tal alteração na fase é função do

ângulo de entrada θ. Assim, a condição para a ocorrência de interferências construtivas

será dada por [85]:

4ka sin θ + 2φph(θ) = 2mπ, m = 0, 1, 2... (5.26)

onde a é o raio da seção transversal do guia e φph é a alteração de fase sofrida pela onda

a cada reflexão interna total. Uma solução gráfica para esta equação está apresentada

na Figura 5.5 e mostra que os modos propagados com θ < θmax existem apenas para

propagação do feixe de laser e o eixo do tubo na entrada deste. Já o θcrit é medido entre a direção de
propagação do feixe de laser e o eixo normal à interface entre os meios cujos ı́ndices de refração são n1 e
n2 no ponto onde a reflexão acontece.

4Vale lembrar que os ângulos θI e θcrit pertencem ao intervalo (0, π/2).
5Este fato é demonstrado com o uso das Equações de Fresnel [85]
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m = 1, 2, 3. Este resultado corrobora o que foi dito sobre o fato de que apenas um

número finito de modos se propaga por um guia de onda dielétrico.

Figura 5.5: Solução gráfica para a Equação 5.26. O eixo y representa a grandeza φph(θ) e o eixo x, a
grandeza θ limtada ao intervalo [0, θmax]. Figura retirada da referência [85].

5.2.2 Modos Guiados em um Guia de Ondas Circular

Para deduzirmos expressões para os campos em um guia de ondas dielétrico com

seção transversal circular, precisamos primeiro generalizar a Equação de Helmholtz para

ambientes onde o ı́ndice de refração varia com a posição. Consideraremos o caso onde

a onda se propaga em um material não-magnético, tendo seu ı́ndice de refração definido

como n(r) = c
√
µε(r). Assim, atuando com o rotacional na equação da Lei de Faraday,

temos:

~∇×
[
~∇× ~E

]
= −µ ∂

∂t
~∇× ~H ⇒ ~∇

(
~∇ · ~E

)
−∇2 ~E = −µε∂

2 ~E

∂t2

⇒ ∇2 ~E − n2

c2

∂2 ~E

∂t2
= ~∇

(
~∇ · ~E

)
.

(5.27)

Supondo que não há cargas livres no material em estudo, a forma diferencial da Lei

de Gauss nos dá:

~∇ · ~D = 0 ⇒ ~∇ · (ε ~E) = ε~∇ · ~E + ~E · ~∇ε = 0 ⇒ ~∇ · ~E = − ~E ·
~∇ε
ε
. (5.28)

Além disso, como lidamos com campos harmônicos e ε é proporcional a n2, podemos

reescrever a Equação 5.27 como:

∇2 ~E + ω2n
2

c2
~E = −~∇

(
~E ·

~∇n2

n2

)
. (5.29)

Para chegarmos na equação de onda para o campo magnético, procedemos da mesma
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forma, mas atuando com o rotacional na Lei de Àmpere-Maxwell:

~∇×
[
~∇× ~H

]
=

∂

∂t
~∇× ~D ⇒ −∇2 ~H =

∂

∂t
~∇×

(
ε ~E
)

=
∂

∂t

[
~∇ε× ~E + ε~∇× ~E

]
⇒ −∇2 ~H = ~∇ε× ∂ ~E

∂t
− µε∂

2 ~H

∂t2
= − iω

µc2
~∇n2 × ~E + µεω2 ~H

⇒ ∇2 ~H + ω2n
2

c2
~H = iωε~∇n2 × ~E.

(5.30)

De posse das equações de onda para os campos elétrico e magnético, nosso próximo

passo é obter a Equação de Helmholtz que determina a componente z desses campos.

Para isto tomamos o produto escalar da Equação 5.30 com ẑ, que resulta em:

∇2Hz + ω2n
2

c2
Hz = iωεẑ ·

[
~∇n2 × ~E

]
⇒

∇2
⊥Hz + ẑ

∂2Hz

∂z2
+ ω2n

2

c2
Hz = iωεẑ ·

[
~∇n2 ×

(
~E⊥ + ẑEz

)]
⇒

∇2
⊥Hz +

(
ω2n

2

c2
− k2

z

)
Hz = iωε

[
ẑ ·
(
~∇n2 × ~E⊥

)
+ ẑ ·

(
~∇n2 × ẑEz

)]
.

(5.31)

O último termo da equação acima é nulo. De fato,

ẑ ·
(
~∇n2 × ẑEz

)
=
(
ẑ · ~∇⊥n2

)
Ez = 0. (5.32)

Utilizando a Equação 5.7 para eliminar os componentes transversais de ~E da Equa-

ção 5.31, temos:

∇2
⊥Hz + γ2Hz = iωε

[
ẑ ·
(
~∇n2

)
×
(
ikz
γ2

~∇⊥Ez −
iωµ

γ2
ẑ× ~∇⊥Hz

)]
⇒

∇2
⊥Hz + γ2Hz = −ωε

γ2

[
kzẑ ·

(
~∇n2 × ~∇⊥Ez

)
− ωµẑ ·

(
~∇n2 × ẑ× ~∇⊥Hz

)]
. (5.33)

Manipulando o último termo, temos:

ẑ·
[
~∇n2 × ẑ× ~∇⊥Hz

]
= ẑ·

[(
~∇n2 · ~∇⊥Hz

)
ẑ−

(
~∇n2 · ẑ

)
~∇⊥Hz

]
= ~∇⊥n2 · ~∇⊥Hz (5.34)

Cientes do fato de que ẑ ·
(
~∇n2 × ~∇⊥Ez

)
= ẑ ·

(
~∇⊥n2 × ~∇⊥Ez

)
e, utilizando a

manipulação feita na Equação 5.34, podemos escrever a Equação de Helmholtz para a

componente z do campo magnético:

∇2
⊥Hz + γ2Hz −

(
ωn

γc

)2

~∇⊥n2 · ~∇⊥Hz = −ωkzε
γ2

ẑ ·
(
~∇⊥n2 × ~∇⊥Ez

)
. (5.35)

E, por um procedimento análogo, deduzimos a Equação de Helmholtz para a compo-
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nente z do campo elétrico:

∇2
⊥Ez + γ2Ez −

(
kz
nγ

)2

~∇⊥n2 · ~∇⊥Ez =
ωkzµ

n2γ2
ẑ ·
(
~∇⊥n2 × ~∇⊥Hz

)
. (5.36)

A primeira observação a ser feita a respeito das equações obtidas acima para as com-

ponentes longitudinais dos campos eletromagnéticos é o fato de que, diferente do caso

condutor (Equação 5.8), as Equações 5.35 e 5.36 são acopladas. Como resultado, não

é posśıvel, no caso geral, obter soluções puramente TE ou TM. Estas soluções, que se

apresentam como uma superposição dos modos TE e TM, são chamadas de estados h́ıbri-

dos [85, 90]. Assim, a não ocorrência de tais estados se dá sempre que os termos do lado

direito das Equações 5.35 e 5.36 se anulam. Analisando estes termos, podemos obter uma

condição que limita a ocorrência destes estados h́ıbridos. Representando as componentes

Ez e Hz por Ψ, temos:

ẑ ·
(
~∇⊥n2 × ~∇⊥Ψ

)
∝ ∂n2

∂r

∂Ψ

∂φ
. (5.37)

Como o ı́ndice de refração foi suposto como sendo função de r, conclúımos, assim, que

a não ocorrência dos estados h́ıbridos se dá quando os campos não apresentam variações

azimutais, ou seja, não são funções de φ. Para obtermos a solução geral para o problema,

basta resolvermos as equações 5.35 e 5.36 impondo que os campos ~D e ~B sejam cont́ınuos

em suas componentes normais à interface e que o campos ~E e ~H sejam cont́ınuos em suas

componentes tangenciais para r = a, sendo a o raio da seção transversal do guia de onda.

As soluções são:

Ψ ∝ Jm(γ1r)e
±imφ, r < a

Ψ ∝ Km(γ2r)e
±imφ, r > a

(5.38)

onde γi =
√
µiεiω2 − k2

z e Km é a função de Bessel de segunda espécie [86]. Estes modos

h́ıbridos podem ser entendidos fisicamente ao se considerar as reflexões internas totais

que acontecem na interface entre os materiais que compõem o guia. Uma vez que o plano

que contém o vetor de onda e o vetor normal à superf́ıcie não contém o vetor ~z, a cada

nova reflexão, os campos elétrico e magnético possuirão novas projeções sobre o eixo z. É

posśıvel que estas reflexões superponham os campos, criando os estados h́ıbridos [90].

Para guias de onda onde a diferença entre os ı́ndices de refração n1 e n2 é muito

pequena e obedece a relação |n1 − n2| << n1, a onda guiada apresenta componentes

longitudinais de pequena amplitude, podendo ser aproximadas por ondas transversais

e tratadas como ondas planas. O modo HE11
6, por exemplo, possui campos que são

linearmente polarizados e variam na direção radial conforme Funções de Bessel. Estes

tipos de guias de onda são obtidos através de microfabricação em vidro e são comumente

chamados de Guias de Onda de Fraca Condução7 [91].

6Este modo é a superposição dos modos TE e TM, ambos com m = 1.
7Em textos em inglês encontra-se a denominação “weakly guiding waveguides”.
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5.3 Acoplamento entre Guias de Onda

Se dois guias de onda estão separados por uma distância tal que permite a superposição

de seus campos, a luz de um deles pode ser acoplada ao outro [92, 93]. Este fenômeno

permite que potência óptica possa ser trocada entre guias de onda, permitindo a fabricação

de dispositivos fotônicos, como o acoplador direcional, por exemplo. Um tratamento

detalhado deste problema envolve a resolução das Equações de Maxwell na região interior

dos guias e na região entre eles, sob a imposição das condições de contorno adequadas.

Aqui, usaremos a Teoria dos Modos Acoplados, que se baseia na aproximação de fracos

acoplamentos [93].

Esta teoria assume que os modos guiados em cada guia de onda permanecem aproxi-

madamente os mesmos e que o acoplamento atua modificando suas amplitudes, mantendo

aproximadamente constantes suas distribuições espaciais transversais e suas constantes de

propagação8. Assim, as amplitudes dos modos se tornam funções de z e o objetivo desta

teoria é determinar como se dá a variação de tais grandezas.

O acoplamento entre guias de onda pode ser visto como um fenômeno de espalhamento

[92]. A onda guiada através de um guia é espalhada para o outro servindo de fonte de

luz para este, alterando assim a amplitude da luz inicialmente guiada por ele. O mesmo

acontece no segundo guia, criando assim uma fonte para a luz inicialmente guiada pelo

primeiro. Ao analisar esta interação mútua é posśıvel deduzir equações diferenciais que

regem o comportamento das amplitudes das luzes guiadas por cada guia de onda.

Para deduzir tais equações, vamos imaginar dois guias de onda, um com ı́ndice de

refração n1 e outro com ı́ndice de refração n2, imersos em um material com ı́ndice de

refração n. Consideraremos também que as grandezas com ı́ndices serão relativas à um

dos guias de onda, enquanto que as sem ı́ndices dirão respeito aos seus valores no material

que os reveste. Assim, podemos escrever:

E1(x, y, z) = A1(z)u1(x, y)ei(β1z−ωt),

E2(x, y, z) = A2(z)u2(x, y)ei(β2z−ωt),
(5.39)

onde uj(x, y) são as distribuições transversais dos modos guiados, as funções Aj(z) variam

lentamente com a variável z e as quantidades βj são as constantes de propagação de cada

campo, sendo j = 1, 2. Assim, podemos considerar que o campo total na região de

acoplamento entre os guias de onda será dado por

E(x, y, z) = E1(x, y, z) + E2(x, y, z). (5.40)

Vamos definir a função n2
t que representa a distribuição do ı́ndice de refração na

região onde será analisada o comportamento do campo E. Considerando que os ı́ndices

8A constante de propagação é definida como sendo o componente do vetor de onda paralelo à sua
direção de propagação.
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de refração são funções apenas das variáveis radiais, como feito na Subseção 5.2.2, temos:

n2
t (x, y) =


n2

1(x, y), dentro do guia 1

n2
2(x, y), dentro do guia 2

n2(x, y), caso contrário

. (5.41)

Definindo a diferença entre os ı́ndices de refração dos guias com o do meio que os

contém como

∆n2
1(x, y) =

n2
1 − n2, dentro do guia 1

0, caso contrário
, (5.42)

∆n2
2(x, y) =

n2
2 − n2, dentro do guia 2

0, caso contrário
, (5.43)

podemos reescrever a Equação 5.41 da seguinte forma

n2
t (x, y) = n2(x, y) + ∆n2

1(x, y) + ∆n2
2(x, y). (5.44)

Dessa forma, sendo n2(x, y) a distribuição do ı́ndice de refração na região fora dos guias

de onda, podemos interpretar os termos ∆n2
1(x, y) e ∆n2

2(x, y) como sendo a presença

dos guias de onda 1 e 2, respectivamente. Além disso, sabe-se que os campos definidos

Equação 5.39 obedecem a Equação de Helmholtz

[
∇2
⊥ + γ2

]
Ej = 0 ⇒

[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+
ω2n2

j

c2
− β2

j

]
Ej = 0

⇒
[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+
ω2

c2

(
n2 + ∆n2

j

)]
uj(x, y) = β2

juj(x, y), (5.45)

onde j = 1, 2. Logo, temos que a presença do guia de onda 1 gera uma perturbação

dielétrica ∆n2
1(x, y) na propagação dos modos referentes a E2 e vice-versa. O campo total

E, por sua vez, deve satisfazer a Equação de Helmholtz tridimensional

[
∇2 + γ2

]
E = 0 ⇒

[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+
ω2

c2

(
n2 + ∆n2

1 + ∆n2
2

)]
E = 0 (5.46)

Objetiva-se obter, a partir da Equação 5.46, expressões para as amplitudes A1(z) e

A2(z). Para, isso substituiremos as Equações 5.39 e 5.40 na Equação 5.46, obtendo

2∑
j=1

{
Aj(z)eiβjz

[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+
ω2

c2

(
n2 + ∆n2

j

)]
uj(x, y) + uj(x, y)

∂2

∂z2

[
Aj(z)eiβjz

]}
=

−ω
2

c2

[
∆n2

2A1(z)u1(x, y)eiβ1z + ∆n2
1A2(z)u2(x, y)eiβ2z

]
(5.47)
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Lembrando que as funções Aj(z) variam lentamente com a variável z e da igualdade

estabelecida na Equação 5.45, podemos reescrever a Equação 5.47 da seguinte forma

2i
2∑
j=1

βjuj(x, y)eiβjz
∂Aj(z)

∂z
= −ω

2

c2

[
∆n2

2A1(z)u1(x, y)eiβ1z + ∆n2
1A2(z)u2(x, y)eiβ2z

]
(5.48)

Em sequência, tomaremos o produto escalar da Equação 5.48 com a quantidade u∗1(x, y)

e integraremos o resultado em todo o plano xy. Ao final deste procedimento, obtemos

∂A1(z)

∂z
= iκ11A1(z) + iκ12A2(z)ei(β2−β1)z, (5.49)

onde foram utilizadas as seguintes relações [93]∫∫
u∗a(x, y)ub(x, y)dxdy =

2ωµ

βa
δab,

κaa =
ωε0

4

∫∫
u∗a(x, y)∆n2

b(x, y)ua(x, y)dxdy,

κab =
ωε0

4

∫∫
u∗a(x, y)∆n2

a(x, y)ub(x, y)dxdy,

(5.50)

sendo a, b = 1, 2 e δab, uma delta de Kronecker. Podemos relacionar as constantes κaa e

κab com fenômenos f́ısicos presentes no acoplamento entre guias de onda. A constante κaa

está relacionada à perturbação dielétrica sofrida por um guia devido à presença do outro

e atua como uma pequena correção da constante de propagação βa. Por outro lado, a

constante κab relaciona-se à troca de potência luminosa devido ao acoplamento entre os

guias. Tal constante obedece a relação κab = κ∗ba, que garante, por sua vez, a conservação

de energia em tal sistema [93]. Por tanto, se fizermos a substituição βa 7→ βa + κaa na

Equação 5.39 e repetirmos o desenvolvimento aqui feito, obtemos a seguinte relação

∂A1(z)

∂z
= iκ12A2(z)eiΛz, (5.51)

onde Λ = (β2 + κ22) − (β1 + κ11). Agora, voltaremos na Equação 5.48 e tomaremos seu

produto escalar com a quantidade u∗2(x, y). Integrando o resultado em todo o plano xy

obtemos
∂A2(z)

∂z
= iκ21A1(z)e−iΛz, (5.52)

Percebe-se que, nas equações diferenciais 5.51 e 5.52, a variação da amplitude do campo

em um guia depende da amplitude do campo no outro guia. Em outras palavras, estas

equações diferenciais se encontram acopladas. Para resolvê-las, vamos supor que apenas

há incidência de luz no primeiro guia, ou seja, A1(z = 0) = A0 e A2(z = 0) = 0. Assim,

isolando A1(z) na Equação 5.52 e substituindo na Equação 5.51, temos

∂

∂z

[
eiΛz

∂A2(z)

∂z

]
= −κA2(z)eiΛz
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⇒ ∂2A2(z)

∂z2
+ iΛ

∂A2(z)

∂z
+ κA2(z) = 0, (5.53)

onde κ = κ12κ21. A equação acima é de fácil resolução e apresenta a seguinte solução:

A2(z) = C1e
(−iΛ−

√
−4κ−Λ2)z/2 + C2e

(−iΛ+
√
−4κ−Λ2)z/2. (5.54)

A condição inicial dada A2(z = 0) = 0 nos leva a concluir que C1 = −C2. Portanto,

definindo η2 = κ+ Λ2/4, temos:

A2(z) = −2iC1e
−iΛz/2 sin ηz. (5.55)

Agora, substituindo a equação para A2(z) obtida acima na Equação 5.52, obtemos

A1(z) =
C1e

iΛz/2

κ21

[iΛ sin ηz − 2η cos ηz] . (5.56)

Para determinar a constante C1, usamos a condição inicial para A1(z), obtendo

A1(z = 0) = −2ηC1

κ21

⇒ C1 = −A0κ21

2η
. (5.57)

Assim, podemos escrever como as amplitudes dos campos guiados se comportam em

função da variável z:

A1(z) = A0e
iΛz/2

[
cos ηz − iΛ

2η
sin ηz

]
,

A2(z) = A0
iκ21

η
e−iΛz/2 sin ηz.

(5.58)

Finalmente, sabendo que a potência óptica de um campo eletromagnético é definida

como sendo o módulo ao quadrado da sua amplitude, temos:

P1(z) = P0

[
cos2 ηz +

(
Λ

2η

)2

sin2 ηz

]
,

P2(z) = P0

(
κ21

η

)2

sin2 ηz.

(5.59)

Não é árduo mostrar que P1(z) + P2(z) = P0, como se espera. É mostrado na Equa-

ção 5.59 que a potência óptica alterna periodicamente entre os dois guias de onda, sendo

tal peŕıodo igual a 2π/η. Um esboço gráfico das funções P1(z) e P2(z) está dado na Fi-

gura 5.6. Quando os guias envolvidos no problema são idênticos, teremos n1 = n2, Λ = 0

e η2 = κ, logo

P1(z) = P0 cos2 ηz,

P2(z) = P0 sin2 ηz.
(5.60)
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À constante η costuma-se dar o nome de coeficiente de acoplamento [1]. A troca de

potências para o caso de guias idênticos está representada na Figura 5.7.

Uma caracteŕıstica interessante deste caso é que a potência em determinada posição do

guia depende apenas desta tal posição. Assim, variando este comprimento de interação

é posśıvel controlar com certa precisão a potência de sáıda. Podemos, por exemplo,

determinar a qual distância se dá uma transferência completa de potência óptica entre os

guias de onda. Sabendo que, inicialmente (z = 0) toda a potência óptica se concentra no

guia 1, a posição z = L na qual toda potência óptica estará concentrada no guia 2 será

dada por

sin ηL = 1 ⇒ L =
π

2η
. (5.61)

O resultado obtido na Equação 5.61 é válido apenas quando os guias acoplados são

idênticos. Quando este não é o caso, apenas uma fração da potência inicial é transferida

de um guia para o outro. Tal potência máxima transferida Pmt é definida por

Pmt = P0

(
κ21

η

)2

. (5.62)

A existência deste controle é a chave para a construção de divisores de feixe ópticos

integrados, peça fundamental para a implementação experimental de qualquer operador

unitário [49]. Na Figura 5.8 apresentamos um esquema de um divisor de feixe fabricado

em vidro com a técnica experimental da Escrita Direta.

Figura 5.6: Troca de potência entre dois guias de onda. Figura adaptada da referência [92].

82
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Figura 5.7: Troca de potência entre guias idênticos. Figura adaptada da referência [92].

Figura 5.8: Divisor de feixe fabricado em vidro. Figura adaptada da referência [30].
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Interação Laser-Material

Em um trabalho publicado em 1996, Hirao e colaboradores mostraram ser posśıvel

alcançar uma modificação permanente no ı́ndice de refração de vidros transparentes ao

focar sob sua superf́ıcie pulsos de laser com duração de sub-picossegundos [29]. Além disso,

devido ao caráter não-linear do processo de interação nestes experimentos, a absorção se

apresenta confinada a um volume focal dentro do material.

Pulsos de lasers, com duração de femtossegundos, produzidos por sistemas de lasers

comerciais, alcançam picos de intensidade da ordem de 10 TW/cm2 e, quando focalizados

no interior de um dado material, desencadeiam fortes processos de absorção não-linear,

permitindo assim a concentração de energia na região em torno do seu foco [33]. Após

um pequeno intervalo de tempo, estes elétrons excitados pelo laser transferem sua energia

para a rede cristalina, gerando modificações permanentes nas propriedades do material.

Mesmo não havendo na literatura, até o momento, um modelo f́ısico completo que trate

da interação laser-material, é posśıvel simplificar o processo como um todo dividindo-o em

três partes: a geração de um plasma de elétrons livres através de processos não-lineares

de fotoionização, a transferência da energia destes elétrons para a rede e a modificação

efetiva das propriedades do material.

6.1 Formação do Plasma de Elétrons Livres

6.1.1 Fotoionização Não-Linear

Sabemos que os elétrons de um dado material são promovidos da banda de valência

para a banda de condução quando incidido sobre eles radiação eletromagnética com energia

igual ou maior à energia do “gap” de tal material. Dizemos que o processo de absorção

aqui se dá de maneira linear, uma vez que cada elétron precisa absorver apenas um

fóton para obter tal promoção. Por outro lado, lasers pulsados de femtossegundos, com

comprimentos de onda localizados na região viśıvel do espectro ou no infra-vermelho

próximo, não possuem energia suficiente para serem linearmente absorvidos em vidros [33].

Portanto, nesses materiais, elétrons serão promovidos para a banda de condução através
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(a) Ionização por Muitos Fótons (b) Fotoionização por Tunelamento

Figura 6.1: Processos de fotoionização não-linear. A curva verde representa a banda de condução
enquanto que a curva azul representa a banda de valência. Figuras adaptadas da referência [33].

de processos não-lineares de absorção, como a ionização por muitos fótons [94] ou a

fotoionização por tunelamento [95].

A ionização por muitos fótons acontece quando a promoção de um elétron para a

banda de condução se dá devido à absorção simultânea de um grande número de fótons.

O número n de fótons absorvidos deve satisfazer à relação nhf > Ug, onde h é a constante

de Planck, f é a frequência da radiação incidente e Ug, o “gap” de energia entre a banda

de valência e a de condução. Este mecanismo não-linear de absorção é dominante a baixas

intensidades e altas frequências do laser 1. Para os casos de altas intensidades e baixas

frequências, a absorção dos fótons se dá predominantemente pelo processo da fotoionização

por tunelamento. Nestes casos, o forte campo incidente induz distorções nas bandas de

valência e de condução do material, diminuindo, ou até mesmo anulando, a barreira de

potencial entre elas. Assim, transições diretas via tunelamento podem acontecer entre

estas duas bandas. Estes dois processos estão esquematizados na Figura 6.1.

Mesmo sendo processos diferentes, Keldysh mostrou, em um trabalho de 1965, que

tanto a ionização por muitos fótons quanto a fotoionização por tunelamento podem ser

descritas pelo mesmo tratamento teórico [96]. Assim, calculando a probabilidade de tran-

sição de um elétron da banda de valência para a de condução como resultado da incidên-

cia de uma onda eletromagnética, foi posśıvel determinar em quais regimes tal fenômeno

acontece via absorção de muitos fótons ou via tunelamento.

Ao considerar um campo elétrico incidente do tipo ~E(t) = ~E cos(ωt), o Hamiltoniano

do sistema apresenta o seguinte termo referente à perturbação causada por tal campo

H ′(t) = −q ~E · ~r cos(ωt) ⇒ H ′vc(t) = −~℘ · ~E cos(ωt), (6.1)

onde q é a carga eletrônica fundamental e ~℘ = q 〈ψv|~r |ψc〉. Os vetores de estado |ψv〉
1Mas não alta o suficiente para desencadear processos lineares de absorção. A energia de um fóton

deve sempre ser menor do que Ug.
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e |ψc〉 representam o estado quântico do elétron na banda de valência e de condução,

respectivamente. Tais funções de onda podem ser definidas a partir do Teorema de Bloch

[96,97]

ψv(~r, t) = uv(~r)e
i/}[~p(t)·~r−

∫ t
0 Uv(~p(t′))dt′],

ψc(~r, t) = uc(~r)e
i/}[~p(t)·~r−

∫ t
0 Uc(~p(t′))dt′],

(6.2)

onde ~p(t) = ~p + (q ~E/ω) sin(ωt), sendo ~p = }~k o momento linear de de Broglie, Uv(~p(t
′))

e Uc(~p(t
′)) representam as energias do elétron quando este se encontra na camada de

valência ou de condução, respectivamente, e u(~r) é uma função que carrega informações

sobre a periodicidade da rede cristalina. Assim, a probabilidade de promoção de um

elétron da banda de valência para a de condução nas condições aqui apresentadas será

Pv→c =

∣∣∣∣1}
∫ t

0

H ′vc(t
′)eiωvct′dt′

∣∣∣∣2, (6.3)

onde ωvc = [Uc(~p(t))− Uv(~p(t))] /}. Como mostrado com detalhes em [96], tal probabili-

dade é dada por

Pv→c =
1

(2π}2)2

∫
|Lvc(~p)|2

∑
n

δ (U ′(~p)− n}ω) d3~p, (6.4)

onde

U ′(~p) =
1

2π

∫ π

−π
U(~p+ (q ~E/ω) sin θ)dθ, (6.5)

Lvc(~p) =
1

2π

∮
C′
H ′vc(~p+ qz′ ~E/ω)ei/}ω

∫ n
0 (1−z2)−1/2Y (|~p+qz ~E/ω|)dzdz′, (6.6)

sendo Y (x) = Uc(x) − Uv(x). A integral de linha na Equação 6.6 é calculada sobre

um contorno fechado que engloba o segmento de reta (−1, 1). O desenvolvimento da

Equação 6.4 nos leva à seguinte equação

Pv→c =
2ω

9π

(
mω

ηγ}

)3/2

S

(
γ,

∆

}ω

)
e−πInt(1+∆/}ω)[fK(ηγ)−fE(ηγ)]/fE(η), (6.7)

onde m é a massa efetiva do elétron, η = (1 + γ)−1/2, a função Int(x) retorna a parte

inteira do número x e as funções fK e fE representam as integrais eĺıpticas completas de

primeira e segunda ordem, respectivamente. A grandeza ∆ é chamada potencial efetivo

de ionização e é definida por

∆ =
2Ug
πηγ

fE(η). (6.8)
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Já a função S é definida pela expressão

S(γ, x) =

√
π

2fK(η)

∞∑
n=0

Θ

(√
π2[2Int(1 + x)− 2x+ n]fE(η)

2fk(η)

)
e−nπ[fK(ηγ)−fE(ηγ)]/fE(η),

(6.9)

sendo

Θ(z) =

∫ ∞
0

ey
2−z2dy. (6.10)

Para determinar em quais regimes a transição eletrônica via fotoionização acontece por

meio da absorção de muitos fótons ou através do fenômeno de tunelamento, analisaremos

o parâmetro γ, chamado parâmetro de Keldysh. Tal parâmetro é definido como

γ =
ω
√
mUg

q| ~E|
. (6.11)

Para situações onde há um campo incidente de alta intensidade e baixa frequência, ou

seja, quando γ � 1, a Equação 6.7 se reduz à probabilidade de ocorrência da fotoionização

via tunelamento

P Tun
v→c =

2U
5/3
g

9π2

√
m1/2(q| ~E|)5

}3
e−π
√
mU3

g (1−mω2Ug/8q2| ~E|2)/2q}| ~E|. (6.12)

Na prática, a Equação 6.12 descreve uma probabilidade média de ionização sobre um

tempo muito maior do que o peŕıodo de oscilação do campo incidente. Ao analisarmos

os casos que envolvem campos de baixa intensidade e alta frequência, o que resulta em

γ � 1, obtemos uma expressão para a probabilidade da absorção de muitos fótons

PAMF
v→c =

2ω

9π

(mω
}

)3/2

(λg)
U ′′g Θ

(√
2(U ′′g − U ′g/}ω)

)
e2U ′gU

′′
g /Ug , (6.13)

onde

λg =
q2| ~E|2

16mω2Ug
, U ′g = Ug(1 + 4λg), U ′′g = Int

(
1 +

U ′g
}ω

)
. (6.14)

Como mostrado em [95], na fabricação de guias de onda em vidro é observado que

γ ∼ 1, de modo que ela acontece devido a uma combinação entre a ionização por muitos

fótons e a fotoionização por tunelamento.

Alguns trabalhos questionaram os resultados de Keldysh, como o publicado por Lenz-

ner et al. em 1998 [98]. Foi percebido por estes pesquisadores não ser posśıvel explicar

a relação da modificação do material com a duração do pulso de laser incidente através

das expressão deduzidas por Keldysh [96]. Além disso, os coeficientes referentes à fotoi-

onização por muitos fótons se apresentou ordens de grandeza menor do que a previsão

feita por Keldysh, o que pode ser resultado da influência de fenômenos referentes ao es-

palhamento de fônons [99]. Já outros trabalhos obtiveram resultados que concordaram
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Figura 6.2: Ionização Avalanche. A curva verde representa a banda de condução enquanto que a curva
azul representa a banda de valência. Figura retirada da referência [33].

satisfatoriamente com esta teoria [94,100].

Uma análise mais detalhada sobre a teoria de Keldysh pode ser encontrada em [101].

6.1.2 Ionização Avalanche

Uma vez que elétrons já pertencentes à banda de condução também podem absorver

energia vinda da radiação incidente, eles podem também contribuir para a excitação de

elétrons da banda de valência. Após a absorção de n fótons, onde n é o menor número

inteiro que satisfaz a desigualdade n}ω > Ug, a energia final de um elétron da banda

de condução se torna maior do que o mı́nimo de energia referente à esta mesma banda

por uma quantidade igual ou maior à energia do “gap” Ug. Assim, quando esta ener-

gia for dissipada para a rede via fônons, um elétron de valência pode absorvê-la e ser

promovido para a banda de condução, resultando em dois elétrons nesta mesma banda,

como esquematizado na Figura 6.2. Enquanto o campo incidente estiver presente e ser

forte o suficiente, este processo será repetido com um número de elétrons de condução

cada vez maior e, por isso, recebe o nome de ionização avalanche [102]. Este fenômeno

acontece tipicamente para o caso onde a duração do pulso do laser é maior do que 200

femtossegundos [103].

Um modelo matemático para este fenômeno foi apresentado por Stuart et al. em um

trabalho publicado em 1996 e se baseia na solução de uma equação cinética para a função

de distribuição eletrônica [94]. Foi considerado que a densidade numérica de elétrons na

banda de condução com energia entre ε e ε+ dε, descrita pela função f(ε, t)dε, pode ser

determinada via Equação de Fokker-Planck da seguinte forma

∂f(ε, t)

∂t
+
∂J(ε, t)

∂ε
= S(ε, t). (6.15)

O termo de corrente J(ε, t) representa os fenômenos f́ısicos que geram alterações na

função f(ε, t)dε, a saber, aquecimento Joule, espalhamento inelástico de fônons e difusão
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de energia eletrônica, sendo definido como

J(ε, t) = V (ε, t)f(ε, t)−D(ε, t)
∂f(ε, t)

∂ε
, (6.16)

onde

V (ε, t) = RJo(ε, t)− Uphγ(ε), sendo RJo(ε, t) =
1

3
σ(ε)E2(t). (6.17)

O termo RJo(ε, t) representa o aquecimento via efeito Joule do material, dado em

função da sua condutividade por elétron σ(ε). A grandeza Uph é a energia caracteŕıstica

do fônon, γ(ε) é a taxa com a energia dos elétron são transferidas para a rede e E é a

amplitude do campo elétrico incidente, que oscila com uma frequência ω. O coeficiente

de difusão D(ε, t) pode ser definido como

D(ε, t) =
2

3
εσ(ε)E2(t). (6.18)

O termo do lado direito da igualdade na Equação 6.15 inclui as taxas com que elétrons

são promovidos para a banda de condução do material

S(ε, t) = Rav(ε, t) +Rnl(ε, t). (6.19)

A taxa Rav(ε, t) diz respeito aos elétrons excitados através da energia proveniente de

outros elétrons já localizados na banda de condução e supõe uma distribuição igual de

energia entre os elétrons envolvidos no processo, enquanto que Rnl(ε, t) é a taxa com que

elétrons são promovidos à tal banda via processos não-lineares de foto-ionização e será

ignorada por enquanto. Sendo a taxa com que elétrons da banda de valência são excitados

via energia liberada por elétrons já na banda de condução dada por υ(ε), temos [94,104]

υ(ε) = 1, 5

(
ε

Ug
− 1

)2

, (6.20)

e

Rav(ε, t) = −υ(ε)f(ε, t) + 4υ(2ε+ Ug)f(2ε+ Ug, t). (6.21)

O termo 4υ(2ε+Ug)f(2ε+Ug, t) representa os elétrons que são excitados via ionização

avalanche terminando com uma energia entre ε e ε+dε, enquanto que o termo υ(ε)f(ε, t)

diz respeito àqueles cuja energia final deixa de pertencer a este intervalo. A Equação 6.15

deve ser resolvida levando em consideração que a função f(ε, t) se anule no limite ε 7→ ∞ e

que a corrente J(ε, t) se anule quando ε = 0. Uma vez que a grandeza Rav(ε, t) apresenta

um crescimento acelerado para ε > Ug, podemos reescrever o problema aqui apresentado

como [94,105] 2

2Essa formulação alternativa do problema é chamada Modelo de Duplicação de Fluxo (do inglês, “Flux-
Doubling Model”) [94]. As duas formulações aqui apresentadas (Equações 6.15 e 6.22) são equivalentes
quando Ugυ(2ε+ Ug)� σmáxE

2(t), para ε pequeno.
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∂f(ε, t)

∂t
+
∂J(ε, t)

∂ε
= 0, com

f(Ug, t) = 0

J(0, t) = 2J(Ug, t)
(6.22)

As condições de contorno apresentadas na Equação 6.22 garantem que um elétron na

banda de condução, cuja energia alcança um valor igual a Ug, transfira sua energia para a

rede, excitando um elétron da banda de valência para a de condução, resultando, ao final,

em dois elétrons na banda de condução com energia ε = 0. Essa formulação nos permite

assumir f(ε, t) = g(ε)eβt, de modo que a Equação 6.22 se reduz a

f(ε, t) = − 1

β

∂J(ε, t)

∂ε
. (6.23)

Assim, substituindo este resultado na Equação 6.16, temos

D(ε, t)
∂2J(ε, t)

∂ε2
− V (ε, t)

∂J(ε, t)

∂ε
= βJ(ε, t), (6.24)

Considerando que a intensidade da luz incidente é alta, ou seja, a desigualdade E2(t)�
Uphγ(ε) é válida, podemos reescrever a equação Equação 6.24 como

ε
∂2J(ε, t)

∂ε2
− 1

2

∂J(ε, t)

∂ε
=
εβJ(ε, t)

D(ε, t)
. (6.25)

Ao integrarmos a Equação 6.25, obtemos

Ug
∂J(ε, t)

∂ε

∣∣∣∣
ε=Ug

− 3

2
[J(Ug, t)− J(0, t)] = β

∫ Ug

0

εJ(ε, t)

D(ε, t)
dε (6.26)

Fazendo uso da Equação 6.23, das condições de contorno apresentadas na Equação 6.22

e na definição do coefeiciente de difusão (Equação 6.18), obtemos

β = ζE2(t)

(∫ Ug

0

dε

σ(ε)

)−1

⇒ β = αI(t), (6.27)

onde ζ é uma constante obtida em função dos valores máximos e mı́nimos da função

J(ε, t) [94] e I(t), a intensidade do campo incidente no material. A quantidade β é

chamada coeficiente de ionização avalanche [105].

Podemos também obter uma equação que determina como se dá a evolução do número

de elétrons da banda de condução enquanto o processo de ionização avalanche permanece

ativo. Sabemos que tal número de elétrons pode ser obtido da seguinte forma

n(t) =

∫ ∞
0

f(ε, t)dε (6.28)
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e sua variação no tempo será

∂n(t)

∂t
=

∂

∂t

∫ ∞
0

f(ε, t)dε ⇒ ∂n(t)

∂t
= αI(t)n(t). (6.29)

A Equação 6.29 tem como solução

n(t) = n0e
∫ t
0 αI(t

′)dt′ . (6.30)

A constante n0 na Equação 6.30 representa o número de“elétrons-semente”, que são de-

finidos como os elétrons que ocupam a banda de condução do material antes mesmo do pro-

cesso de avalanche iniciar e são responsáveis pela ocorrência de tal processo. Geralmente,

tais elétrons são promovidos da banda de valência através da absorção de muitos fótons

ou da fotoionização por tunelamento. Para ambos os casos, podemos escrever [94,106]

Rnl(ε, t) = N0W (I)F (ε, t), (6.31)

onde N0 é a densidade atômica do material, W (I) é a taxa de fotoionização por átomo e

F (ε, t) é a densidade de fotoelétrons normalizada 3.

A grandeza Rnl(ε, t), por representar processos não-lineares de fotoionização, se apre-

senta fortemente dependente da intensidade do laser incidente no material. No regime de

baixas intensidades, ou seja, regime de dominância do processo da absorção de muitos fó-

tons, é usualmente adotado Rnl(ε, t) = okI
k(t), onde a constante ok é chamada coeficiente

de absorção de muitos fótons para o caso de k fótons [105,106]. Alguns materiais apresen-

tam ressonâncias intermediárias durante a excitação de elétrons via absorção de muitos

fótons e, nestes casos, a taxa Rnl(ε, t) é definida por expressões mais complicadas [107].

Já para o regime de altas intensidades, onde o processo de fotoionização por tunelamento

se faz presente, o tratamento teórico é ainda mais árduo, como apresentado, por exemplo,

nos trabalhos [96,108,109].

Os processos de fotoionização não-linear aqui mencionados geram uma perturbação

na função f(ε, t) [94]. Quando o tempo gasto para um elétron da banda de valência

ser promovido para a banda de condução via ionização avalanche for menor do que o

tempo gasto para o mesmo processo acontecer via fotoionização, não é observado variações

relevantes na função g(ε). Isso nos permite reescrever a Equação 6.29 como

∂n(t)

∂t
= β(I)n(t) +N0W (I) (6.33)

3A denominação ‘fotoelétrons’, neste contexto, é usada para identificar aqueles elétrons excitados via
processos de fotoionização não-linear. Por ser normalizada, é válida a igualdade∫ ∞

0

F (ε, t)dε = 1. (6.32)
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cuja solução é [106]

n(t) = N0

[
e
∫ t
0 αI(t

′)dt′
]∗ ∫ t

−∞
W (I)e−

∫ t′
0 αI(t′′)dt′′dt′. (6.34)

O uso da Equação 6.33 pode ser justificado mesmo para o casos de altas taxas de pro-

moção dos elétrons via fotoionização. Uma vez que tal processo ocorre devido a incidência

de um campo luminoso, é válido dizer que sua maior eficiência se dá nos picos de cada

oscilação do pulso incidente. Nos outros instantes, o processo de fotoionização se torna

irrelevante e os elétrons-semente criados durante o pico do pulso atuam como realizadores

do processo de ionização avalanche. Assim, a Equação 6.33 pode ser encarada como uma

descrição simples de um tipo de alternância que ocorre entre processos do tipo avalanche

e os de fotoionização [94].

6.2 Transferência de Energia

A absorção da energia da radiação incidente por parte dos elétrons da rede cristalina

dá origem a um plasma de elétrons livres no material, que, após um curto transiente

temporal, redistribui essa energia pela rede via acoplamento elétron-fônon [102]. Uma vez

que a duração do processo de absorção não-linear é menor do que o tempo gasto para a

transferência de energia dos elétrons para a rede ocorrer, tais processos não se configuram

como acoplados, de forma que podem ser tratados independentemente [95].

6.2.1 Absorção da Radiação Incidente

Uma vez que a absorção dos fótons do campo incidente por parte do material em

estudo altera a densidade de elétrons em sua banda de condução, vale a pena fazer um

rápido estudo dessa dinâmica. Como resultado direto dessa interação, a energia média de

tal banda também se torna variável em relação ao tempo. Podemos tratar da dinâmica

da densidade eletrônica calculando a derivada temporal da Equação 6.28, obtendo

∂n(t)

∂t
=

∫ ∞
0

∂f(ε, t)

∂t
dε ⇒ ∂n(t)

∂t
=

∫ ∞
0

[
S(ε, t)− ∂J(ε, t)

∂ε

]
dε. (6.35)

Considerando como processo dominante na formação do plasma de elétrons livre a

ionização avalanche e que a integral envolvendo o termo de corrente J(ε, t) se anula devido

às condições de contorno, temos

∂n(t)

∂t
= −

∫ ∞
0

υ(ε)f(ε, t)dε+ 4

∫ ∞
0

υ(2ε+ Eg)f(2ε+ Eg, t)dε. (6.36)

A segunda integral acima é resolvida através de substituição simples fazendo x =
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2ε+ Eg, de modo que obtemos

∂n(t)

∂t
=

∫ ∞
0

υ(ε)f(ε, t)dε ⇒ ∂n(t)

∂t
= 〈υ〉n(t). (6.37)

Por outro lado, sendo 〈ε〉 a energia média de um elétron da banda de condução,

podemos calcular a evolução temporal da energia total de tal banda como segue 4 [94]

∂ [n(t)〈ε〉]
∂t

=

∫ ∞
0

∂ [εf(ε, t)]

∂t
dε. (6.39)

Utilizando a Equação 6.15, temos

∂ [n(t)〈ε〉]
∂t

=

∫ ∞
0

[
εS(ε, t)− ε∂J(ε, t)

∂ε

]
dε (6.40)

Considerando novamente a ionização avalanche como processo dominante na formação

do plasma de elétrons livre e integrando por partes a parcela que envolve o termo de

corrente J(ε, t), obtemos

∂ [n(t)〈ε〉]
∂t

= −Ug
∫ ∞

0

υ(ε)f(ε, t)dε+

∫ ∞
0

J(ε, t)dε. (6.41)

Fazendo uso da Equação 6.16 e realizando uma integração por partes no termo que

envolve o coeficiente de difusão D(ε, t), temos∫ ∞
0

J(ε, t)dε =

∫ ∞
0

V (ε, t)f(ε, t)dε+

∫ ∞
0

∂D(ε, t)

∂ε
f(ε, t)dε (6.42)

Substituindo a Equação 6.42 na Equação 6.41, obtem-se

∂ [n(t)〈ε〉]
∂t

=

∫ ∞
0

[(
σ(ε) +

2ε

3

∂σ(ε)

∂ε

)
E2(t)− Uphγ(ε)− Ugυ(ε)

]
f(ε, t)dε (6.43)

⇒ ∂ [n(t)〈ε〉]
∂t

= n(t)
[
〈σ〉E2(t)− 〈γ〉Uph − 〈υ〉Ug

]
. (6.44)

De acordo com a Equação 6.44, vemos que a dinâmica temporal da energia da banda

de condução do material é definida pelo balanço entre a absorção da energia do laser,

caracterizada pelo termo 〈σ〉E2(t), e fenômenos de dissipação dessa mesma energia, re-

presentado pela quantidade 〈γ〉Uph−〈υ〉Ug. Podemos relacionar a energia absorvida pelo

material com a profundidade de penetração da radiação incidente no material através da

seguinte equação de continuidade [94]

4A energia da banda de condução de um material pode ser definida como

n(t)〈ε〉 =

∫ ∞
0

εf(ε, t)dε. (6.38)
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∂Wab

∂t
+
∂I

∂z
= 0, (6.45)

onde Wab é a energia absorvida pelos elétrons de condução do material e I é a intensidade

da radiação incidente. Definindo δab como sendo um coeficiente de absorção, podemos

escrever
∂I

∂z
= −δabI. (6.46)

Por outro lado, temos

∂Wab

∂t
= 〈σ〉n(t)E2(t) ⇒ ∂Wab

∂t
=
∂ [n(t)〈ε〉]

∂t
+ n(t) (〈γ〉Uph + 〈υ〉Ug) (6.47)

Com o aux́ılio do resultado apresentado na Equação 6.37, podemos reescrever a Equa-

ção 6.47 como
∂Wab

∂t
= n(t)〈γ〉Uph +

∂

∂t
[(〈ε〉+ Ug)n(t)] . (6.48)

Sabendo que 〈ε〉 é independente do tempo durante processos de ionização avalanche e

utilizando a Equação 6.29, podemos escrever

∂Wab

∂t
= [αI (〈ε〉+ Ug) + 〈γ〉Uph]n(t) (6.49)

Por fim, substituindo as Equações 6.46 e 6.49 na Equação 6.45 e considerando o limite

de altas intensidades (pulsos ultra-rápidos), conseguimos obter uma expressão para o

coeficiente de absorção do material

δab = α [〈ε〉+ Ug]n(t). (6.50)

A Equação 6.50 explicita o fato de que a absorção do laser, no caso de pulsos ultra-

rápidos, é proporcional ao coeficiente de ionização avalanche, uma vez que α ∝ β, e à

densidade eletrônica na banda de condução n(t) [94].

6.2.2 Difusão de Energia

Uma vez que a região v́ıtrea modificada pela interação do material com os pulsos

ultra-rápidos de um laser de femtossegundos se torna, inicialmente, um plasma com ca-

racteŕısticas metálicas [110], podemos descrever a difusão de energia pela rede através

de interações elétron-fónon a partir do chamado “Modelo de Duas Temperaturas” [111].

Assim, seguindo o desenvolvimento apresentado em um trabalho de Corkum et al., datado

de 1988 [112], partimos das seguintes equações

Ce
∂Te(~r, t)

∂t
= ~∇

[
σe~∇Te(~r, t)

]
− g [Te(~r, t)− Ti(~r, t)] + S(~r, t), (6.51)

Ci
∂Ti(~r, t)

∂t
= g [Te(~r, t)− Ti(~r, t)] , (6.52)
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Caṕıtulo 6. Interação Laser-Material

sendo C a capacidade térmica, T a temperatura, σ a condutividade térmica, g a constante

de acoplamento elétron-fónon, S um termo de fonte e os ı́ndices e e i são referentes aos

elétrons e à rede cristalina, respectivamente. Lançando mão de resultados conhecidos,

temos [113]

Ce = C ′eTe, σe = κ0Te/υ, (6.53)

onde υ é a frequência de colisão entre elétrons e a rede e C ′e e κ0 são constantes de pro-

porcionalidade. Buscamos soluções onde t < τr, sendo τr o tempo de relaxação eletrônica

do material. Para estimarmos o valor de tal tempo caracteŕıstico, resolvemos a seguinte

equação em r = 0

∂Te(0, t)

∂t
= − g

Ce
Te(0, t) ⇒ Te(0, t) ∝ e−gt/Ce , (6.54)

de modo que o tempo de relaxação pode ser definido como [112]

τr = C ′eTe(0, t)/g. (6.55)

Assim, para tal regime temporal, apenas o primeiro termo do lado direito da Equa-

ção 6.51 se torna relevante. Assumindo que υ ∝ Ti e ignorando termos de ordem mais

alta, podemos escrever a Equação 6.51 como

∂Te(~r, t)

∂t
=

γκ0

C ′eTi
∇2Te(~r, t), (6.56)

onde γ é uma constante dada em função da constante de proporcionalidade entre υ e Ti.

A Equação 6.56 é uma equação de difusão usual e apresenta como solução [112]

Te(~r, t) =

(
4E2

abTi
πκ0C ′et

)1/4

e−C
′
eTir

2/4κ0t. (6.57)

Na equação acima, Eab é definido como sendo a fluência absorvida pelo material, a

grandeza Ti é considerada constante e a hipótese de um ambiente isotrópico é levada

em consideração. É posśıvel também obter diretamente da Equação 6.57 o valor do

comprimento de difusão rd

rd =

√
2κ0t

C ′eTi
. (6.58)

Já o comprimento de deposição de calor rh é definido como sendo o comprimento de

difusão rd quando t = τr. Tal grandeza apresenta importância no cálculo da energia

absorvida Em necessária para que a rede cristalina alcance seu ponto de derretimento.

Tal energia é dada, aproximadamente, por [112]

Em = Ci(Tm − T0)rh, (6.59)

onde T0 e Tm são as temperaturas iniciais e de derretimento, respectivamente. Assim,
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assumindo que Tm � T0 e que toda energia absorvida é empregada no processo de trans-

formação do material, ou seja, Eab = Em, podemos calcular uma expressão que define o

comprimento de deposição de calor

rh =

(
128

π

)1/8(
κ2

0Ci
g2C ′eTm

)1/4

. (6.60)

A Equação 6.60 explicita uma forte relação entre o tamanho da região modificada pela

incidência do laser e o acoplamento elétron-fônon, representado na equação pela constante

g. Além disso, um alto valor de rh resulta na independência de Em com a duração do

pulso do laser no caso de pulsos ultra-curtos [112].

6.3 Modificação do Material

Após a transferência de energia dos elétrons excitados para a rede cristalina do material

ocorrer, este sofre modificações locais em algumas de suas propriedades f́ısicas, e estas

modificações se apresentam como dependentes dos parâmetros do laser (energia, duração

do pulso, taxa de repetição, entre outros) e dos parâmetros do próprio material, como“gap”

de energia, condutividade térmica, por exemplo [33]. Já foi mostrado que, de acordo com

a escolha dos parâmetros acima, três diferentes tipos de modificações em um determinado

material podem ocorrer: uma mudança suave no seu ı́ndice de refração [114], a formação

de um padrão periódico birrefringente [115] ou a formação de pequenos espaços vazios

causados por microexplosões [116].

Tendo em foco a fabricação de guias de onda em vidro, buscam-se mudanças suaves

no ı́ndice de refração do material, uma vez que estas minimizam as perdas por propaga-

ção [33]. Utilizando lasers de baixas energias, pouco acima do valor mı́nimo responsável

pelas modificações, é posśıvel provocar essas suaves mudanças e isto é atribúıdo ao rápido

resfriamento do vidro em torno da região focal [117]. Foi observado que, acompanhado

deste resfriamento, um aumento na densidade local do vidro também gera efeitos que

contribuem para a alteração do ı́ndice de refração [118]. Além disso, ondas de choque ge-

radas pelos pulsos do laser submetem o material à tensões f́ısicas que, sob certas condições,

podem também influenciar na mudança do ı́ndice de refração [119].

Outro fenômeno causado pela incidência de um laser de femtossegundos em vidro, que

também contribui para a alteração do seu ı́ndice de refração, é a formação de centros

de cor [121]. Estas estruturas são entendidas como elétrons aprisionados em vacâncias

deixadas por aqueles excitados pela interação com a radiação incidente [102]. Apesar de

serem resultantes do processo de microfabricação dos guias de onda, os centros de cor

exercem apenas uma pequena influência no ı́ndice de refração do material. Isto se dá

ao fato de que eles são completamente apagados em temperaturas próximas à 400◦C,

enquanto que os guias são observados até 900◦C [122].

Em suma, esta mudança suave no ı́ndice de refração de vidros é causada pela combi-
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(a) Polarização paralela à direção de fabricação. (b) Polarização perpendicular à direção de fa-
bricação.

Figura 6.3: Imagens obtidas através de microscopia eletrônica de varredura de padrões periódicos
birrefringentes para diferentes polarizações do laser de femtossegundos utilizado. Figuras retiradas da
referência [120].

nação dos dois fenômenos descritos rapidamente acima, a densificação do vidro causada

pelo rápido resfriamento da região de incidência do laser e a formação de centros de cor,

sendo que suas contribuições dependem dos parâmetros do laser e das caracteŕısticas do

material. No caso de vidro com estruturas cristalinas mais complexas, contribuições de

outros fenômenos de natureza estrutural também devem ser consideradas.

Para pulsos com energias mais altas, padrões birrefringentes foram observados, e re-

portados primeiramente por Sudrie e colaboradores em 1999 [115]. Estes padrões são

formados por estruturas auto-ordenadas e periódicas, com tamanho da ordem de dezenas

de nanômetros, peŕıodo de aproximadamente λ/2n 5 e direcionadas de forma perpen-

dicular à polarização do laser incidente [102, 120], como mostra a Figura 6.3. Após a

observação de tais padrões, trabalhos com posśıveis explicações foram sendo publicados.

A ideia mais aceita surgiu em um trabalho de 2003, onde Shimotsuma e colaboradores

atribúıram o surgimento dessas estruturas à interferência do campo elétrico da luz in-

cidente com o campo elétrico do plasma de elétrons livres. Esta interferência causaria

uma modulação periódica deste mesmo plasma resultando em uma modificação, também

periódica, do material. Além disso, foi visto que esses padrões periódicos eram formados

por estruturas com densidades maiores e menores, em relação à densidade original do

material, dispostas de forma alternada [115].

Finalmente, para pulsos de laser com energias ainda mais altas, que geram picos de

intensidade maiores do que 1014 W/cm2, pressões maiores do que o Módulo de Young

são geradas na região focal e, após os elétrons excitados transferirem sua energia para a

rede, microexplosões acontecem, criando uma onda de choque capaz de dar origem a uma

estrutura formada por um núcleo de baixa densidade, ou até mesmo vazio, circundado por

uma casca com alto ı́ndice de refração [123]. Tais vazios podem ser explorados na criação

de dispositivos de armazenamento de memórias ópticas [124], mas não são apropriados

para a fabricação de guias de onda. Na Figura 6.4 é apresentado vazios fabricados em

silica fundida por um laser de 100 femtossegundos.

5Sendo λ o comprimento de onda do laser e n, o ı́ndice de refração do material.
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Figura 6.4: Vazios fabricados em silica fundida por um laser de 100 femtossegundos. Figura retirada
de [125].
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Caṕıtulo 7

Produção e Caracterização de Guias

de Onda Retos

7.1 Métodos de Produção

7.1.1 Litografia

A técnica da litografia consiste na alteração das propriedades de um material senśıvel

à radiação através de sua exposição à ela [126]. Geralmente, este processo é realizado

transferindo um padrão desenhado em uma máscara a um material fotossenśıvel, chamado

fotoresiste.

Na fabricação de circuitos fotônicos, o processo da litografia segue os seguintes passos

[30]: Inicialmente deposita-se um material fotossenśıvel sobre um substrato e, sobre ele,

posiciona-se uma máscara onde se encontra desenhado o padrão que se deseja transferir

para o fotoresiste. Em seguida, incide-se radiação com comprimento de onda adequado

sobre a máscara e, como resultado, apenas as regiões do fotoresiste expostas à radiação

sofrerão alterações em suas propriedades f́ısicas. Através de um processo qúımico, retira-

se o fotoresiste que não foi modificado no processo. Por último, envolve-se o fotoresiste

modificado depositando em seu entorno um material com o mesmo ı́ndice de refração

do substrato utilizado. A Figura 7.1 demonstra os passos seguidos pela litografia na

fabricação de guias de ondas integrados e, consequentemente, de circuitos fotônicos.

Podemos citar aqui alguns notáveis trabalhos que utilizaram desta técnica no processo

de fabricação de seus circuitos fotônicos integrados. Em 2008, Politi et al. [30] fabricou e

realizou três experimentos em circuitos fotônicos fabricados via litografia: interferência de

dois fótons, emaranhamento de dois qubits de caminho e a implementação de uma porta

lógica controlada, todos eles apresentando fidelidade maior do que 92%. No ano seguinte,

o mesmo pesquisador demonstrou a implementação do algoritmo de fatoração de Shor em

circuitos fotônicos integrados [128]. Um divisor de feixe multi-portas foi implementado por

Peruzzo et al. [129] em 2011. Além dos exemplos já citados, circuitos fotônicos integrados

fabricados via litografia também já foram utilizados na implementação de experimentos
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Figura 7.1: Representação do processo de litografia para a fabricação de guias de onda integrados
(chamados de “GO” na figura). Figura adaptada da referência [127].

com caminhada quântica [130].

Por fim, vale ressaltar que circuitos fotônicos fabricados via litografia podem apenas

serem arranjados em configurações bidimensionais, além de apresentarem em suas seções

transversais quadradas. Por não ser isotrópico, este formato em espećıfico não permite

uma boa propagação de modos gaussianos da luz [1].

7.1.2 Escrita Direta com Laser de Femtossegundos

A incidência de um laser de femtossegundos em uma matriz v́ıtrea desencadeia proces-

sos não-lineares no interior do material que resulta na variação local e permanente no seu

ı́ndice de refração. Tal fato é a base para uma técnica de microfabricação de dispositivos

fotônicos chamada Escrita Direta por Laser de Femtossegundos [1, 29, 131, 132]. Nesta

técnica, a amostra é deslocada em relação ao foco do laser através de estágios mecânicos

motorizados e, assim, se torna posśıvel fabricar estruturas tridimensionais.

A técnica da Escrita Direta apresenta vantagens consideráveis em relação à técnicas

alternativas de fabricação de micro-dispositivos, como a litografia ou a fotolitografia, por

exemplo. Uma delas se baseia no fato de que a absorção não-linear da energia da radiação

incidente se dá confinada no volume focal. Este fato aumenta a precisão do processo de

fabricação e, associada ao movimento controlado da amostra, estruturas tridimensionais

com dimensões bem determinadas se tornam objetos cuja obtenção experimental apresenta

relativa facilidade. Por outro lado, sendo o processo de absorção independente do material,

o uso de tal técnica não se limita a apenas substratos de vidro [1]. Outras vantagens

dignas de nota são: a fácil prototipagem de diferentes tipos de dispositivos sem necessitar

da fabricação prévia de máscaras, bastando apenas alterar parâmetros em um software, e

um preço mais acesśıvel do que técnicas alternativas.

A escrita direta pode ser feita de duas formas, como mostra a Figura 7.2. Na escrita

longitudinal, o movimento da amostra se dá de forma paralela à direção de propagação do

laser. Os guias de onda obtidos através dessa configuração da técnica se apresentam com
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Figura 7.2: Diferentes formas de fabricar dispositivos fotônicos utilizando a técnica da Escrita Direta.
Figura adaptada da referência [33].

estruturas ciĺındricas, mas, em contrapartida, o seu tamanho está limitado pela distância

de trabalho das lentes, que são de aproximadamente 5 mm para aquelas onde a abertura

numérica é de 0,4 [33].

Já no caso da escrita transversal, o movimento da amostra é feito em direções or-

togonais à direção de propagação do laser, contornando assim a limitação imposta pela

distância de trabalho das lentes. Isso faz com que este modo de escrita seja o ideal para

a fabricação dos dispositivos. A desvantagem desta configuração é a forma assimétrica

da seção transversal dos guias fabricados, que assumem uma geometria eĺıptica. Existem

trabalhos que apresentam diferentes montagens experimentais, onde o perfil eĺıptico decor-

rente da escrita transversal é moldado em um perfil circular com o uso de fendas [133,134].

Além disso, a geometria dos guias fabricados por essa técnica se mostram dependentes

de todos os parâmetros que envolvem o feixe de laser incidente, tais como polarização,

momento angular, taxa de repetição, energia do pulso, focalização, dentre outros [135].

7.2 Fabricação de Guias Retos

Neste trabalho, fabricamos guias de onda apenas através da técnica da escrita direta.

Um desenho esquemático do setup experimental que será utilizado para fabricar os guias

de onda deste projeto é apresentado na Figura 7.3. Um pulso laser de femtossegundos

(CARBIDE, λ = 1030 nm, duração do pulso < 290 fs, com energia por pulso > 100 µJ

a frequência de 1 MHz) é gerado por um sistema de laser de fibra e é direcionado através

de um conjunto de espelhos dielétricos para a área de fabricação. Nesta, uma objetiva

de microscópio é colocada em frente a um sistema de movimento linear tridimensional,

controlado via software, no qual a amostra é montada. Os espelhos e um suporte angular

para a amostra são colocados no estágio de translação fornecendo graus de liberdade

suficientes para um alinhamento preciso para a geometria transversal de fabricação. Uma

câmera CCD também é utilizada para colimar a reflexão quando o feixe é focalizado

exatamente na superf́ıcie da amostra. Dessa forma, este sistema permite uma configuração

precisa e reprodut́ıvel de um sistema de referência, necessário para realizar a fabricação de

guias de onda de alta qualidade. A potência média do feixe de laser (ou, equivalentemente,

a energia por pulso) pode ser ajustada via um polarizador Glan Thompson precedido de
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Figura 7.3: Representação esquemática do sistema de microfabricação utilizando laser de femtosse-
gundos. O feixe de laser é direcionado para o experimento e, após ser focalizado por uma objetiva de
microscópio, atinge o volume da amostra. O microestruturação é acompanhada em tempo real através
de uma câmera.

uma placa de meia onda. Um shutter mecânico (SH05, Thorlabs) sincronizado com os

estágios de translação permite uma rápida abertura (e bloqueio) durante o processo de

fabricação.

O movimento relativo entre o foco do laser e a amostra em processamento é reali-

zado por um sistema de movimento tridimensional dos estágios controlado via software

(LabView), onde o substrato é montado. Esse sistema foi constrúıdo no laboratório do

Grupo de Fotônica do Instituto de F́ısica de São Carlos utilizando uma montagem de três

estágios de translação linear independentes. Isso permite a produção de um movimento

arbitrário tridimensional de uma forma suave e uniforme, com uma precisão micrométrica

no posicionamento e com velocidades de até 100 mm/s. A área total dispońıvel para

a escrita é de 50mm × 50mm no plano do substrato. Além disso, sobre o sistema de

movimentação, foi instalado um suporte para ajustar o ângulo da amostra em relação ao

feixe de incidência, garantindo assim a perfeita perpendicularidade do foco do feixe sobre

a superf́ıcie de toda a amostra.

Os guias de onda estudados nesse trabalho foram fabricados via Escrita Direta a 130

µm de profundidade em pequenas placas de vidro EagleGlass XG. Para entendermos a

influência dos parâmetros de fabricação sobre as caracteŕısticas do guia de onda, variamos

a velocidade de escrita e a potência do laser incidente. As velocidades de escrita utilizadas

foram 10 mm/s, 20 mm/s, 30 mm/s e 40 mm/s. Além disso, variamos a potência do

laser utilizado de 170 mW até 320 mW em passos de 10 mW .
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(a) Configuração butt-fiber

(b) Configuração end-fire

Figura 7.4: Representação esquemática da implementação experimental do Método End-Coupling. O
feixe de luz é acoplado no guia de onda através de fibras ópticas ou objetivas de microscópio. Após ser
guiada por tal objeto, uma objetiva de sáıda coleta a luz e a projeta em um anteparo. Com o uso de uma
câmera CCD no lugar do anteparo é posśıvel, por exemplo, observar quais modos foram guiados pelo guia
sob análise.

7.3 Caracterização: Método End-Coupling

A fim de testar o funcionamento dos dispositivos fabricados, bem como medir as

caracteŕısticas importantes dos guias de onda, é necessário testar os circuitos ópticos

através do acoplamento de luz no comprimento de onda apropriado. A forma mais simples

de se realizar tal análise se dá através de uma técnica experimental conhecida como Método

End-Coupling [136]. Tal método consiste na focalização do feixe de luz na entrada do guia

de onda e na projeção do mesmo feixe em um anteparo ou em algum sensor de medição

(potenciômetro ou câmera CCD) após seu guiamento. Este acoplamento inicial pode ser

implementado fazendo uso de uma fibra óptica monomodo (configuração butt-fiber) ou de

uma objetiva de microscópio (configuração end-fire). Um esquema de tais montagens é

apresentado na Figura 7.4. Geralmente, utiliza-se uma objetiva de 10x (N.A. = 0, 25)

como objetiva de entrada e uma de 20x (N.A. = 0, 40) como objetiva de sáıda.

Para a execução desse experimento de forma eficiente, alguns detalhes devem ser ob-

servados. Primeiro, a cintura do feixe na posição focal e a abertura numérica da objetiva

de entrada devem corresponder o melhor posśıvel ao raio do modo guiado e à abertura

numérica do guia de onda, que normalmente apresenta valores da ordem de 0, 1 quando

produzido com laser de femtossegundos. Pode-se dizer que a eficiência desse método é

103
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proporcional ao quão próximo o perfil da onda incidente no guia é do perfil do modo

guiado. Por ser um método que ativa todos os modos guiados pelo guia de onda de uma

vez, não é recomendado seu uso para análises que envolvem guias multimodos. Segundo,

o alinhamento do laser com os elementos ópticos deve ser o mais preciso posśıvel. Assim,

para ambas as configurações de acoplamento, é necessário um sistema de posicionamento

submicrométrico. No setup experimental utilizado, a objetiva de entrada e a fibra foram

colocados em um microposicionador manual de três eixos com três manipuladores dife-

renciais que fornecem resolução submicrométrica. A amostra com o circuito óptico foi

colocada em um microposicionador de quatro eixos que permite movimentar linearmente

a amostra nas duas direções perpendiculares ao feixe de laser e ajustar duas inclinações

independentes da amostra. A objetiva de sáıda foi colocada em outro sistema de transla-

ção de três eixos e focalizada nos sensores de medição. Terceiro, as faces do material onde

se encontram a entrada e a sáıda do guia de onda devem estar bem polidas.

Além da obtenção da distribuição de intensidades dos modos guiados pelos guias de

onda fabricados via Escrita Direta, podemos, fazendo uso de um potenciômetro, registrar

as potências ópticas na entrada e na sáıda dos guias e, com elas, estimar as perdas por

acoplamentos em tais dispositivos. Uma das mais importantes figuras de mérito de um

dispositivo óptico integrado é representada pela atenuação que causa ao sinal de propa-

gação. Uma estimativa quantitativa dessa atenuação é denominada Perda por Inserção

(ou “Insertion Loss”). Essa grandeza é tipicamente expressa em decibel (dB) e é definida

como:

IL = −10 log10

(
Pout
Pin

)
, (7.1)

sendo Pin e Pout as potências ópticas inicial e final medidas na entrada e na sáıda do

guia de onda, respectivamente. Se o dispositivo tiver diferentes portas de sáıda, Pout será

a soma das potências ópticas de cada uma delas. A determinação dessa quantidade é

importante em experimentos de fotônica quântica integrada, uma vez que a taxa de perda

de fótons é frequentemente um parâmetro crucial para a implementação bem-sucedida de

protocolos de informação quântica.

A perda por inserção de um dispositivo engloba quatro diferentes contribuições de

perdas: Perdas por Propagação (“Propagation Loss”), Perdas por Curvatura (“Bending

Loss”), Perdas de Fresnel (“Fresnel Loss”) e Perdas por Acoplamento (“Coupling Loss”)

[137, 138]. A Perda por Propagação é a atenuação exponencial que a luz experimenta ao

longo da propagação pelo guia de onda. Verifica-se, de fato, que a potência óptica em um

guia de onda uniforme, em função do seu comprimento x, é descrita como:

P (x) = Pine
−αx, (7.2)

onde α é chamado coeficiente de atenuação. A Perda por Propagação, expressa em dB/cm,

é definida como:

PL(x) = −10

x
log10

(
P (x)

Pin

)
. (7.3)
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Assim, substituindo a Equação 7.2 na Equação 7.3, obtemos

PL(x) = −10

x
log10

(
e−αx

)
⇒ PL(x) ≈ 4, 3α (7.4)

As perdas devidas à propagação da luz no guia de ondas são causadas principalmente

pela “rugosidade” residual das suas paredes. Mesmo uma pequena não homogeneidade no

ı́ndice de refração do seu núcleo pode causar dispersões de luz e consequente acoplamento

de modos radiativos1. Outras causas posśıveis de perdas por propagação podem ser a

presença de defeitos de dispersão ou centros de absorção distribúıdos ao longo do volume

do guia de onda.

As Perdas por Curvatura surgem quando o guia de onda não é reto, mas segue uma

trajetória curva. Estas perdas são causadas por uma distorção da distribuição do campo

guiado que induz um acoplamento parcial com modos radiativos no lado externo da curva.

Verifica-se, ambos teoricamente e experimentalmente, que as perdas por curvatura aumen-

tam exponencialmente com a diminuição do raio de curvatura r [139], assim

BL(r) = k1e
−k2/r, (7.5)

onde k1 e k2 são constantes que dependem do tamanho da guia de onda e do perfil do

modo guiado. De fato, guias de ondas com baixo contraste no ı́ndice de refração, que

guiam os modos eletromagnéticos maiores, exibem perdas por curvatura mais intensas.

As Perdas de Fresnel são causadas pelas reflexões de Fresnel que ocorrem na interface

ar/vidro tanto na entrada quanto na sáıda dos guias de onda, devido a descontinuidade

do ı́ndice de refração. Elas podem ser estimadas através da seguinte fórmula:

FL = −10 log10

[
1−

(
n1 − n2

n1 + n2

)2
]
, (7.6)

sendo n1 e n2 os ı́ndices refração do ar e vidro, respectivamente. Para vidros silicatos,

onde tipicamente n1 = 1, 5, a Perda de Fresnel é da ordem de 0, 4 dB.

Finalmente, as Perdas por Acoplamento são causadas pela não perfeita sobreposição

(mismatch) entre o modo guiado Ewg(x, y) e a distribuição do campo elétrico E0(x, y) da

luz na entrada do guia de onda. Essas perdas podem ser expressas através da equação

CL = −10 log10

(
| 〈Ewg(x, y)|E0(x, y)〉 |2

)
, (7.7)

onde a notação de braket indica o produto escalar entre as duas distribuições de campo.

Uma vez conhecida a forma de determinar todos esses diferentes tipos de perda, uma

forma alternativa de expressar a Perda por Inserção é dada por:

IL = xPL+ lrBL+ 2FL+ CL ⇒ (7.8)

1Modos Radiativos são aqueles que não são confinados pelo núcleo da fibra/guia de onda
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PI = 4, 3αx+ kre
−k2/r − 20 log10

[
1−

(
n1 − n2

n1 + n2

)2
]
− 10 log10

(
|〈Ewg(x, y)|Ein(x, y)〉|2

)
,

onde kr é uma constante que leva e consideração o comprimento total do caminho per-

corrido pela luz no trecho curvo, descrito pela grandeza lr, e o fator 2 em frente ao termo

referente à Perda de Fresnel é adicionado para contabilizar as reflexões que ocorrem na

entrada e sáıda do guia de onda. De posse desses dados, é posśıvel estimar as Perdas por

Inserção em um dado dispositivo óptico integrado.

Resumindo, para um dispositivo ser considerado funcional, suas perdas devem ser

mantidas as menores posśıveis. Em um dispositivo como os guias de onda integrados,

tais perdas podem se dar como resultado de vários fenômenos. A conversão entre modos

guiados, a absorção de luz pelo material onde os guias estão imersos, a difusão e/ou

o espalhamento devido à imperfeições na estrutura do guia de onda, são exemplos de

fenômenos intrinsecamente relacionados com a ocorrência de maiores ou menores perdas

em experimentos com guias de onda integrados [140].

7.4 Resultados

Os resultados das caracterizações descritas na seção anterior serão apresentadas aqui.

A caracterização destes guias foi feita na seguinte ordem: primeiro, obtivemos imagens dos

modos guiados por cada guia e, em seguida, desconsideramos aquelas que apresentaram

guiamento multimódico; segundo, medimos a Perda por Inserção dos guias monomodos a

fim de determinar aquele que apresentava o guiamento mais eficiente.

Utilizando o método End-Coupling na configuração end-fire caracterizamos todos os

guias de onda que apresentaram guiamento monomódico. Essa caracteŕıstica foi observada

em todos os guias fabricados com potência incidente menor ou igual a 240 mW e para os

casos onde a potência incidente utilizada foi igual a 250 mW e as velocidades de escrita

utilizadas foram iguais a 30 mm/s e 40 mm/s. A Figura 7.5 apresenta dois diferentes

modos guiados como exemplo.

Uma vez encontrados todos os guias cujo modo guiado possui a forma apresentada no

lado esquerdo da Figura 7.5, devemos encontrar aquele que apresenta a menor perda. Para

isso, utilizamos o mesmo aparato experimental, mas agora, equipado com um medidor de

potência. Na Tabela 7.1 apresentamos as perdas de todos os guias monomodos produzidos

com potência entre 210 mW e 250 mW . Os guias fabricados com potências menores

do que esta apresentaram perdas ainda maiores e os fabricados com potências maiores

apresentaram perfis multimódicos. Com o aux́ılio dessa tabela, vemos que o guia de onda

mais eficiente foi aquele produzido a 240 mW de potência e com velocidade igual a 30

mm/s. Seu perfil, inclusive, está apresentado na Figura 7.5.
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Figura 7.5: Perfil qualitativo da intensidade luminosa na sáıda de dois diferentes guias de onda. Es-
querda: Perfil monomodo do guia de onda produzido a 240 mW de potência e a 30 mm/s. Direita:
Perfil multimodo do guia de onda produzida a 300 mW de potência, a 30 mm/s.

Tabela 7.1: Perdas observadas em todos os guias de onda que apresentaram perfis monomodo.

Vel(mm/s) Pot(mW ) PI(dB) Vel(mm/s) Pot(mW ) PI(dB)
10 210 11,7 20 230 12,2
20 210 10,5 30 230 8,9
30 210 10,3 40 230 8,2
40 210 10,8 10 240 17,3
10 220 15,8 20 240 13,8
20 220 11,2 30 240 6,9
30 220 9,9 40 240 7,4
40 220 10,1 30 250 8,7
10 230 18,2 40 250 8,7
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Foram apresentados nesse trabalho métodos de se obter circuitos fotônicos que imple-

mentam operações quânticas baseadas em elementos de POVM. Utilizando-se da simetria

observada nos POVMs adotados para a resolução dos problemas propostos, fomos ca-

pazes de obter configurações otimizadas para circuitos fotônicos tanto para realização

experimental de processos de tomografia de estados quânticos, quanto para medidas de

coerência.

Inicialmente, circuitos planares para tomografia de estados de caminho de qubits e qu-

trits foram propostos com base em POVMs que implementam tomografia mı́nima. Con-

seguimos assim, configurações que apresentam uma estrutura de menor complexidade do

que circuitos propostos por outros trabalhos [49,78,82], sendo assim, dispositivos de mais

fácil fabricação. Além disso, uma menor complexidade também implica em uma menor

incidência de erros devido a defeitos oriundos da fabricação de tal objeto, o que garante

um resultado mais preciso em relação a circuitos mais complexos. Um circuito planar para

medidas de coerência em sistemas de qubit também foi proposto e apresentou as mesmas

vantagens.

Na busca de uma generalização para nosso método, conseguimos obter um protocolo

capaz de obter circuitos tridimensionais que realizam tomografia de estados quânticos para

sistemas de qudits de dimensão maior ou igual a três. Para isso, foi utilizado um POVM

formado por estados equidistantes e sua simetria nos permitiu dividir o circuito final em

três operações unitárias independentes e sequenciais. Além disso, como em cada parte as

operações quânticas atuavam apenas entre colunas ou entre camadas de forma repetida,

foi posśıvel tratar cada coluna e cada camada como um circuito planar e o analisar de

forma individual. Dessa forma, a obtenção da operações unitárias que cada parte do

circuito deve realizar sobre seu respectivo estado de entrada não se torna um trabalho

árduo. A maior conquista do método é uma drástica redução em sua complexidade,

uma vez que tanto o número de divisores de feixe que formam o circuito, quanto sua

profundidade óptica escalam, nesses interferômetros, seguindo uma função de um grau

menor do que nos casos planares. Essa drástica simplificação é muito bem apresentada na

Figura 4.5. Uma generalização do protocolo de obtenção de circuitos fotônicos também

foi feito no caso das medidas de coerência. Partimos de um POVM adequado para o caso

e, através de racioćınios já utilizados no caso da tomografia de estados, obtemos circuitos

que apresentaram todas as vantagens já relatadas.

A tolerância dos circuitos obtidos através da nossa proposta foi analisada com base no

cálculo do produto interno de Hilbert-Schmidt, que mede a similaridade entre operadores

matriciais. Os circuitos tridimensionais se mostraram robustos em relação à incidência

de erros e perdas oriundos de fenômenos f́ısicos, como espalhamentos ou absorções por

parte da matriz v́ıtrea ou de defeitos que ela apresenta, ou mesmo, defeitos de fabricação,

causados por oscilações da intensidade do laser ou imprecisões do movimento da amostra

em relação ao tal laser. Tais circuitos apresentaram uma fidelidade de aproximadamente

0, 9 em casos onde a perda em cada divisor de feixe que o compõe é da faixa de 3 dB.
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Assim, também é posśıvel perceber que o método apresentado nessa tese não se limita

aos casos aqui apresentados, mas sim, pode ser aplicado à toda operação quântica descrita

por POVMs de rank-1 cujos vetores de estado que o geram podem ser escritos como

superposições de estados de base do espaço de Hilbert onde o qudit está definido. Essa

superposição não precisa se dar entre todos os estados, como é o caso das propostas

apresentadas nesse trabalho.

Além do trabalho teórico, também foram apresentados alguns resultados iniciais do

processo de fabricação do circuito fotônico. Fomos capaz de, através da técnica da Escrita

Direta aplicada em uma matriz v́ıtrea de borossilicato, fabricar guias de onda de perfil

monomódico, ideais para a fabricação dos interferômetros. Infelizmente, por motivos

de acontecimentos que fogem ao nosso controle, não conseguimos terminar esta parte

do trabalho fabricando os interferômetros em vidro que permitem realizar a tomografia

quântica de estados de qudits e a medição de sua coerência quântica.

Como trabalhos futuros, devemos testar essas propostas experimentalmente para ter-

mos uma confirmação cabal da qualidade do protocolo aqui desenvolvido. Outra inte-

ressante proposta de trabalho é o desenvolvimento de algum protocolo para a obtenção

de um circuito fotônico tridimensional que implemente uma operação Û qualquer, não

precisando estar associada a uma representação via elementos de POVM. A ideia utili-

zada aqui de separar o interferômetro em três operações distintas aponta para uma forma

inteligente de fatorar a operação unitária a ser implementada e uma forma generalizada

de representar um divisor de feixe em um arranjo tridimensional de tais elementos deve

ser obtida. Além disso, prosseguiremos com a fabricação dos circuitos fotônicos. Após

a obtenção de guias retos com perfis de transmissão monomódicos, a fabricação de guias

curvos seria o próximo passo. Com eles avaliaŕıamos o comportamento das perdas em

função das curvaturas a fim de determinar seu ponto mı́nimo. Minimizadas as perdas

por curvatura, fabricaŕıamos divisores de feixe com diferentes comprimentos de interação

e espaçamento entre guias para checar como a reflectividade e a transmitância desses

elementos ópticos se comportam em função dessas grandezas. O passo seguinte será a

fabricação dos circuitos, iniciando pelos planares.

110



Referências Bibliográficas
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formation processing with trapped electrons and superconducting electronics. New

Journal of Physics, 15(7):073017, 2013.

[10] G Ciaramicoli, I Marzoli, and P Tombesi. Scalable quantum processor with trapped

electrons. Physical review letters, 91(1):017901, 2003.

111



Referências Bibliográficas
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Nolte, et al. Quantum walks of correlated photon pairs in two-dimensional waveguide

arrays. Physical review letters, 112(14):143604, 2014.

[42] James O Owens, Matthew A Broome, Devon N Biggerstaff, Michael E Goggin, Ales-

sandro Fedrizzi, Trond Linjordet, Martin Ams, Graham D Marshall, Jason Twamley,

Michael J Withford, et al. Two-photon quantum walks in an elliptical direct-write

waveguide array. New Journal of Physics, 13(7):075003, 2011.

[43] James G Titchener, Alexander S Solntsev, and Andrey A Sukhorukov. Two-photon

tomography using on-chip quantum walks. Optics letters, 41(17):4079–4082, 2016.
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O’brien. Observing fermionic statistics with photons in arbitrary processes. Scien-

tific reports, 3(1):1–7, 2013.

[131] Eduardo Machado Lages. Fabricação e caracterização de guias de onda em vidro
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