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Resumo

Este estudo tem o objetivo de comparar algoritmos de MCMC para Inferéncia
Bayesiana no modelo da TRI de 3 parametros. Sao considerados quatro diferentes
algoritmos ja propostos na literatura, que se diferenciam basicamente em relacao
ao uso de varidveis auxiliares. O objetivo principal é investigar qual algoritmo
¢ computacionalmente mais eficiente para retornar uma amostra da (mesma)
distribuicao a posteriori. A comparacao é feita com base em tempo computacional
e tamanho efetivo de amostra de estatisticas relevantes. A comparacao é feita
em diferentes cenarios com relagdo a tamanho de amostra (incluindo os itens).
Através dela, pode-se perceber que a performance dos algoritmos varia conforme o
tamanho de amostra aumenta. E apresentado também uma extensao do algoritmo
de Gongalves et al. (2018) para o modelo de 4 parametros e este é aplicado a um

banco de dados do Enem.

Palavras-chave: Estatistica. Teoria de resposta ao item. Teoria bayesiana de

decisao estatistica.



Abstract

This study aims to compare MCMC algorithms for Bayesian Inference in the 3-
parameter TRI model. We consider four different algorithms already proposed in
the literature, which differ basically in relation to the use of auxiliary variables.
The main objective is to investigate which algorithm is computationally more
efficient to return a sample of the (same) distribution to textit posteriori. The
comparison is made based on computational time and effective sample size of
relevant statistics. The comparison is made in different scenarios with respect to
sample size (including items). Through it, one can see that the performance of
the algorithms varies as the sample size increases. An extension of the Gongalves
et al. (2018) algorithm for the 4-parameter model is also presented and applied

to an Enem database.

Keywords: Statistic. Item response theory. Bayesian decision theory.
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1 Introducao

A Teoria da Resposta ao Item (TRI) teve suas ideias fundamentadas na area da psico-
metria por Binet and Simon (1904), logo apos a publicacao de Spearman (1904), artigo que
se tornou a base para a Teoria Classica dos Testes. A diferenga basica entre os dois é que,
enquanto Binet and Simon considera a existéncia de uma variével latente para se estimar a
"habilidade"de um individuo, Spearman considera apenas que a sua estimativa se da através
do escore real e um erro de medigao. Apenas na década de 20, o trabalho de Binet and Simon
foi reconhecido, sendo exploradas suas ideias no trabalho de Thurstone (1925).

Apenas na década de 50, surgiram os primeiros modelos probabilisticos para o principio
da TRI, onde sua formulacao era baseada na probabilidade de um individuo acertar um
item condicionado na sua habilidade, medida nao observavel. Em 1952, Lord propoe sua
construgao de modelo utilizando a fun¢ao acumulada da distribui¢ao Normal (ogiva Normal)
conhecida como modelo de 2 parametros ogiva normal (2PNO). Em 1960, Rash propoe um
modelo utilizando a funcdo logistica conhecida com 1 parametro logistico (1PL).

Birnbaum (1968) contribui para o trabalho de Lord, ao propor a inclusao de um paréa-
metro de acerto casual para o modelo, criando assim, o conhecido modelo de 3 parametros
logistico (3PL), este modelo atribui uma probabilidade de acertar o item para um indivi-
duo com baixa habilidade, caracterizando uma assintota inferior. Barton and Lord (1981)
propoem um modelo de 4 parametros (4PL), que inclui uma assintota superior a curva do
modelo, para que assim um aluno com habilidade alta tenha uma certa probabilidade de
errar. Neste novo modelo os individuos com habilidade alta nao seriam tao penalizados ao
errar um item facil quanto no 3PL.

E de interesse estimar os parametros dos itens e as habilidades dos individuos, para
isso, o pesquisador pode seguir duas vertentes, a Inferéncia Classica e a Inferéncia Bayesiana.
Na Inferéncia Cléssica, sao geralmente utilizados algoritmos EM. Para a Bayasiana, sao
considerados algoritmos de Markov Chain Monte Carlo (MCMC).

Os algoritmos de MCMC mais utilizados para Inferéncia Bayesiana surgiram nas dé-
cadas de 50 e 80, o primeiro destes algoritmos, o Metropolis-Hastings teve seu inicio em um

algoritmo proposto por Metropolis et al. (1953) e foi generalizado por Hastings (1970). O



segundo algoritmo ¢é o algoritmo de Gibbs Sampling proposto por Geman and Geman (1984).

A construcao de algoritmos MCMC para modelos dicotomicos de TRI podem variar
em diferentes aspectos, como esquema de blocagem, passos Metropolis-Hastings, uso de va-
ridveis auxiliares, etc. Dentre os algoritmos existentes na literatura para os modelos de TRI
destacam-se aqueles que utilizam de variaveis auxiliares para evitar a utilizacao de um passo
Metropolis-Hastings, em particular, para o modelo de 3PNO, os algoritmos de Béguin and
Glas (2001) e Gongalves et al. (2018), ambos extensdo do algoritmo proposto por Albert
(1992) para o modelo 2PNO. Para o modelo 4PNO, existe na literatura o algoritmo de Cul-
pepper (2016), extensao do algoritmo de Béguin and Glas (2001).

O objetivo deste trabalho é comparar os algoritmos existentes na literatura para o
modelo de 3 parametros no custo computacional de cada um, observando caracteristicas como
tempo computacional e tamanho efetivo de amostra. As comparacgoes sao feitas através de
estudos simulados, em que os algoritmos considerados sao aplicados & base de dados simulados
para analise de sua performance.

Também seré proposta uma extensao do algoritmo de Gongalves et al. para o modelo
de 4 parametros. Sao realizadas analises em dados simulados e em uma base de dados do

Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

1.1 Teoria de Resposta ao Item

Os modelos utilizados neste trabalho sao o 3PNO e 4PNO, sendo este ultimo uma
generalizacao do modelo anterior. No modelo 4 PNO sao atribuidos quatro parametros para
o item, sendo estes parametros discriminacao, dificuldade, acerto casual (assintota inferior) e
assintota superior, para o modelo 3PNO sao atribuidos apenas os trés primeiros parametros
para os itens. Uma das premissas da TRI é a suposicao de que os itens sao independentes
entre si e que os individuos sao independentes entre si, quando condicionados aos parametros
dos itens e as habilidades dos individuos. O modelo 4PNO modela a probabilidade de um

individuo j acertar o item i, da seguinte forma:

P(Yi; = 1ag, bs, ¢i,di, 0;) = ¢; + (1 — d; — ¢;)P(ai(0; — b)), (1)



onde, a; é a discriminacao do i-ésimo item, b; é a dificuldade do i-ésimo item, ¢; é o acerto
casual do i-ésimo item, d; é a assintota superior (para o caso 3PNO, a este parametro é
atribuido valor 0), 6; é o trago latente (habilidade) do j-ésimo individuo e ®(.) representa a
fungao acumulada da distribuigao Normal padrao. Uma outra alternativa ao 4PNO ¢é o 4PL,
no qual ao invés de se utilizar ®(a;(0; — b;)) utiliza-se e~P%=b)  Quando D=1.7, ambos os
modelos tém valores de probabilidade estritamente proximos.

Uma maneira de representar esta probabilidade, facilitando a visualizagao e a inter-
pretagao, ¢ através da Curva Caracteristica do Item (CCI), Figura 1, onde fica representada
a probabilidade de um individuo acertar o item (eixo Y) para diferentes tragos latentes (eixo

X).

Probabilidade

Figura 1: Curva Caracteristica do Item

O parametro de discriminacao influencia na inclinacao da curva em uma determinada
faixa de habilidade, quanto maior o seu valor, mais o item discrimina os individuos. Quando
este parametro assume valor negativo, a CCI é decrescente. Na Figura 2, esté representado
como este parametro influencia na CCI.

Um problema inerente ao modelo (1) ¢ a sua falta de identificabilidade. A maneira
mais usual de torna-lo identificavel, e a que sera adotada, é a atribuicao de uma distribuicao
Normal com parametros conhecidos, que basicamente fixa a escala, para os tragos latentes.
O parametro de dificuldade estd na mesma escala que o trago latente, logo b; € R. Este

parametro pode ser interpretado como um parametro de locacao para a curva. Quando
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Figura 2: Influéncia do parametro de discriminagao

0; =b;, P(Yi; = la;, ¢;,d;, b;) = % Se b; > 6, entao o item é dito mais dificil de acertar,
o oposto é dito que o item é mais facil. Na Figura 3, esta representado o impacto deste

parametro na CCI.
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Figura 3: Influéncia do parametro de dificuldade

O parametro de acerto casual é interpretado como a probabilidade de um individuo
com habilidade baixa acertar o item, como é uma probabilidade temos que ¢; € [0,1]. Este
parametro é a assintota inferior da CCI. A Figura 4 representa a curva CCI para diferentes
assintotas inferiores.

O parametro de assintota superior representa a probabilidade de um individuo com
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Figura 4: Influéncia do parametro de acerto casual

habilidade alta errar o item, como é uma probabilidade temos que d; € [0, 1]. Os parametros
de acerto casual e assintota superior devem satisfazer a seguinte condigdo ¢; + d; < 1. A

Figura 5 representa diferentes curvas CCI para diferentes assintotas superiores.
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Figura 5: Influéncia do parametro assintota superior

Para este trabalho sera considerada a seguinte reparametrizagao de equagao (1) para

a construcao dos algoritmos.

P(Y;J = 1|a2-, bi, Ci, di, 9]) = C; + (1 — dl — ci)@(alﬂj — bz) (2)



1.2 Inferéncia Bayesiana

A inferéncia Bayesiana é fundamentada na interpretacao subjetiva de probabilidade,
na qual esta é utilizada para se mensurar incerteza. O Paradigma Bayesiano diz que toda
inferéncia deve ser baseada na distribuigao a posteriori de todas as quantidades desconhecidas
do modelo condicionadas nos dados.

A inferéncia se d4 na juncao de duas fontes de informagao, sendo elas os dados e a
distribui¢ao atribuida as quantidades desconhecidas (inclusive parametros) do modelo, esta é
conhecida como distribuicao a priori. Para um conjunto de variaveis Y a serem observadas,
atribui-se uma distribuicao com Func¢ao Densidade de Probabilidade ou Fungao Massa de
Probabilidade 7(Y'|#), condicionada a um conjunto de pardmetros desconhecidos 6. Para
uma distribuicdo a priori com FDP/FMP 7(#) e um conjunto de dados Y = y, a distribuicao
a posteriori de 6 é definida como sendo a distribui¢ao condicional de # dado Y = y e tem

FDP/FMP dado por:

m(y|0)7(0)

w(0) = T

: (3)

onde m(y) = [°° m(y|0)7(0)dh, ¢ conhecida como distribui¢do preditiva & priori.

Uma vez que se tem a distribuicao a posteriori, ¢ desejado obter uma estimativa do
parametro, podendo esta ser pontual ou intervalar. Para estimativas pontuais sao comu-
mente utilizadas a esperanga, moda ou mediana, e para intervalar sao utilizados intervalos
de credibilidade que representam a probabilidade do parametro estar neste intervalo.

Nem sempre essas estimativas sao faceis de serem obtidas, podendo ter problema com
a dimensao dos dados e de 6 ou quando a distribuicao a posterior: nao é tratével analitica-
mente. Para estes casos sao utilizados algoritmos para se obter uma amostra da distribuicao
a posteriori e assim estimar esperancas com respeito a esta distribuicao via Monte Carlo.
Os algoritmos mais popularmente utilizados devido a sua flexibilidade e eficiéncia sao os
algoritmos MCMC. Esses se baseiam na construcao de cadeias de Markov que tém a poste-
riori alvo como distribuigao limite. Os algoritmos mais populares sao o Gibbs Samplings e

Metropolis-Hastings, sendo estes bastante flexiveis.



1.3 Markov Chain Monte Carlo

Algoritmos de MCMC sao utilizados para gerar uma amostra (aproximada) grande de
uma certa distribuigao, quando nao se consegue gerar diretamente desta distribuicao. Toda
sua construcao se d4 através de uma cadeia de Markov, com uma série de propriedades que
precisam ser satisfeitas para que o algoritmo tenha as propriedades desejadas. Abaixo sera

apresentada a estrutura dos dois algoritmos mais utilizados na abordagem Bayesiana.

1.3.1 Gibbs Sampling

O algoritmo de Gibbs Sampling é baseado nas distribuigoes condicionais completas de
suas componentes. Querendo se amostrar de ¥ = (11, 1y, ...,1,) um conjunto de n variaveis

aleatorias, de sua distribuicao conjunta, o algoritmo funciona da seguinte maneira:

1. E atribuido valor inicial para as variaveis, 9°.

2. Para i de 1 até o ntiimero de iteragoes desejadas, gera valores de @/}3 seguindo a distri-
buicao f:
Ui~ fAy s )
Vg ~ FIUL Uy U )

@ZJ; ~ f(l/}ilh/}i,ﬂ)%, "‘7¢;—1ay)‘

Na abordagem Bayesiana tem-se que ¢ é o conjunto de parametros e variaveis latentes
desejados a amostrar da distribuicao posteriori, é necessario saber a distribuicao condicional
completa a posteriori de cada parametro isto & (11,92, ..., ¥j_1,Vjt1, ..., Yn,y), onde y

sao os conjuntos de dados.

1.3.2 Metropolis-Hastings

Quando nao sé é possivel amostrar diretamente de alguma condicional completa (f),

¢é utilizado o algoritmo Metropolis-Hastings, onde um valor é proposto de uma densidade



h, que pode depender do estado atual da cadeia, e aceito com uma probabilidade que pre-
serve a condicional completa como distribui¢ao invariante da cadeia. Denotaremos h(zx,y) a

densidade h no ponto y condicionado em z. O algoritmo funciona da seguinte maneira:

1. E dado um valor inicial para z°.

2. Para i de 1 até o ntiimero de iteragoes faga:
Propoe um valor y ~ h(z), onde z é o valor atual da cadeia, e calcula-se a probabilidade

de aceitagao a(zx,y).

3. Aceita y com probabilidade:

a(z,y) = min (1, Jy)
e rejeita y com probabilidade 1 — a(x, y).

Pode-se perceber que para este algoritmo nao ¢ necessario conhecer as constantes de
normalizacao da funcao f.

Hé& diversas maneiras de se escolher a distribui¢ao proposta h(:). A opgao mais comum
¢ o passeio aleatorio (Random-Walk), onde h ¢ uma fun¢ao par, isto é, h(x,y) = h(y,z), um
exemplo ¢ a distribuicao Normal com média z.

No caso do passei aleatério Normal, sua variancia deve ser escolhida de forma a otimizar
a velocidade de convergéncia das cadeias. Isto é feito através de calibracao da taxa de
aceitacao da cadeia, que deve estar em torno de 0.44 (em casos unidimensionais) e 0.234 (em

casos multidimensionais), ver Roberts et al. (1997).



2 Metodologia

Nesta secao serao apresentados todos os quatro algoritmos MCMC para o modelo 3PNO

que serao comparados.

2.1 Algoritmo Béguin and Glas (2001)

No algoritmo proposto por Béguin and Glas (2001), baseado no trabalho de Albert
(1992) para o modelo de 2 parametros, sao utilizadas duas variaveis auxiliares para a cons-
trugao de um algoritmo de Gibbs-Samplings, no qual é possivel amostrar diretamente de
todas as distribui¢oes condicionais completas.

Temos que o modelo 3PNO pode ser reescrito da seguinte forma:

P(Y;] = 1|ai, bi,ci,Hj) = C; + (1 — ci)q)(ai@j — bl) ( )
5

Os autores consideram uma variavel auxiliar Z;; ~ Bernoulli(®(a;0; — b;)) e reescreve

o modelo em (5) como:

(Yi;1Zi; = 1,¢;) ~ Bernoulli(1)

(Yi;|Zi; =0, ¢;) ~ Bernoulli(c;)
Pode-se mostrar que esta representagao preserva a distribuigdo marginal em (4).

P(Y;J = ].’CLi,bi,Ci,ej) = P(}/Zj = 1|CZ',Z7;J' = 1)P(ZZJ = 1|ai,bi,0j)
+ P(Y;] = 1‘(31', Zij = O)P(ZU = O]ai,biﬁj)

Desta forma, os autores podem utilizar a metodologia utilizada por Albert (1992) e
introduzir as variaveis X;; ~ N(a;0; — b;, 1), de forma que Z;; = 1se X;; > 0e Z;; =0 se
X;; <0.

Desta maneira, os parametros que se tem interesse de simular no algoritmo de Gibbs

Sampling sao ¥ = {Z,X,a,b,c,0}, onde ¢ = (¢q,...,¢1), a = (aq,...,a7), b = (by,...,b1),



0 = (64,....,05), X,Z sao matrizes de tamanho IxJ com entradas X;; e Z;; com i=1,....1 e
j=1,....J.

Para o algoritmo de MCMC, que converge para a distribuicao a posteriori de W, é
utilizada a seguinte blocagem para simulagao: ¥, = {Z, X}, ¥y = {0}, U5 = {a,b}, ¥, =
{c} . Como citado na se¢ao 1.3.1, o algoritmo Gibbs Samplings amostra diretamente da
distribuicao condicional completa de cada bloco. Denotaremos a condicional completa de *

por w(*|.). Assim, utilizando a independéncia condicional das respostas, tem-se que:

I J
(X, Z|.) = HHW(XU,Zijy.),
m(a,b|.) = H?T(a,-,bi|.),
m(c|.) = Hﬂ(cz\ ),
J
m(6].) = Hw<9j|.).

Para o bloco Vy:

T(Zij|.) o< w(Yij| Zij)m(Ziz).-

Através de célculos, apresentados no Apéndice A.1, é possivel perceber que (Z;;|Y;; =

1,.) ~ Bernoulli( lasb; —bi) >, e que P(Z; = 0|Y;; = 0,.) = 1. Além disso

(b((liej7bi)+ci(17(b(a¢9jfbi))
(XZJ|ZU = 1, ) ~ N[O,oo) (aﬂ] — bia 1) (§] (XZJ|Z” = 0, ) ~ N(,Ooyo](aﬂj — bi, 1) pela COHStrUQéO

das varidveis auxiliares.

Para o segundo bloco ¢é atribuido que 6; ~ N (0, 1), assim:
I
(051 oc [ 7 (Xijlas, bi, 0,)7(6;).

i=1

Os célculos, apresentados no Apéndice A.1 mostram que:

(0,) ~ N <Zi[:1 a;(Xi; + bi) 1 ) .

Zle azz +1 Zgzl a? +1

10



Para o terceiro bloco, W3, sao atribuidas as seguintes distribuicoes a priori: a;, b;,
Qg ~ N[O,oo) (Ma7 0-2>7 bz ~ N(,LL(,, Ul?)? assim:
J
m(ai, bil.) oc [ [ w(Xijlai, by, ;) (ai)w (by),

j=1

e, conforme mostrado no Apéndice A.1:

(ai7 bl’) ~ NQ(,LLJ 2)I(Li>0'

* 2% * ok
:Ua Oq 0a0b7
= , X = , onde:
* * ok 2%
Hy 0,07 O
2
0_2* _ Ua

(@2 2+ 1)1 -2

2
2 Oy

7 T G2+ )(1—7?)

o Ta0 Z;']:1 0;
(02327167 + 1)(03 + 1)]1/2

J

J J
,u: = 0’2* <Z Xlﬂ]) + uaaa2> — O';O'Zp (Z Xij — /,LbO'b2> s
j=1

Jj=1

J J
[y = 0,0 (Z Xi05) + MaUa_Q) — oy (Z Xij — MbUb_Q) :
j=1

j=1
Para o quarto bloco ¢ atribuido ¢; ~ Beta(a, S.):
J
m(cil.) = HW(Yijlzim ci)m(ci),

=1

o que leva a (ver Apendice A.1):

J
(ci].)~ Beta | > Yi+aed Izo— > Yi+5
1

lei]'ZO j: j‘ZijZO

11



Algoritmo 1: Gibbs Sampling

Entrada: Banco de dados, valor inicial para os parametros, valores para os
hiperparametros (parametro das distribuigdes a priori), nimero de
iteracoes desejadas.

Saida: Amostras de cada parametro e trago latente de tamanho.

inicio

para k de 1 até o numero de iteracoes faga

Gere uma amostra de vy, utilizando a distribui¢ao condicional completa.

(Xij, Zigl-);

Gere uma amostra de 15, através da distribuicao de (6;].);

Gere uma amostra de 13, através da distribuigao de (a;, b;|.);

Gere uma amostra de 14, através da distribuigao de (¢.);

=

W N

fim
fim

® I O s

2.2 Algoritmo Gongalves et al. (2018)

O algoritmo proposto por Gongalves et al. (2018), utiliza-se também de duas variaveis
auxiliares para a construgao do algoritmo Gibbs-Samplings que, assim como Béguin and Glas
(2001), também permite amostrar diretamente das distribui¢gdes condicionais completas. Os
autores consideram uma variavel auxiliar Z;; ~ Bernoulli(c;) e X;;, com (X;;|Z;; = 0) ~
N(a;f; —b;,1) e (X;;]Z;; = 1) é um ponto de massa em zero, isto &, P(X;; =0[Z;; =1) = 1.

Assim a equagao (1) pode ser escrita da seguinte maneira:

1 se Zz‘j =1ou (X” > 0, Zij = O)
Vi =
0 se (Xz] < O, Zij = O)

Pode-se perceber que, desta maneira, é preservada a distribui¢do marginal em (2):

& 1 1 2
=c¢+ (1—g¢ / e~ 2(Xiy—aibitb) g,
(1—) . j

= C; + (1 — ci)q)(alﬂj — bz)

Tem-se entao ¥ = {Z, X, a, b, c,0},ondec = (cy, ...,¢r),a = (ay,...,ar), b = (by, ..., by),

0 = (64,....0;), X,Z sao matrizes de tamanho IxJ com entradas X;; e Z;; com i=1,....I e

12



j=1,...,J. A blocagem para a simulagao deste algoritmo é a mesma utilizada para o algoritmo

de Béguin and Glas (2001).
Para o bloco ¢y = {Z, X'}, tem-se que:

m(Zij, Xigl.) o< w(Yij| Zij, Xig)m(Zijlci)m(Xijlai, b, 0;).

Os célculos apresentados em Apéndice A.2 mostram que, quando Y;; = 0, tem-se que
Zi; ¢ um ponto de massa em zero e X;; ¢ uma Normal com média a;0; — b; truncada nos
valores negativos. Para Y;; = 1, Z;; ~ Bernoulli(w;;) e X;; ¢ um ponto de massa em zero se
Zij =1e Xij ~ Noooy(aiflj — b;, 1), se Z;; = 0, para w;; = ci+(1fci)%(ai9jfbi)'

Para o segundo bloco, utilizando uma priori Normal(0,1) para 6;, tem-se que:

7(0;]) o< [ w(Xilas, 05,05, Zij)w(651.),

§5Z5=0

Os calculos, apresentados no Apéndice A.2, mostram que:

im0 @i( Xij — b 1
o~ (Bl 1)
Zi;zijzo a; +1 Zi;Z a1

Para o terceiro bloco, utilizando a mesma priori que o algoritmo de Béguin e Glas,

tem-se que a condicional completa é:

(ai, bs|.) ~ Na(p, X) 1o, >0

* 2% * ok
1 0L .04
W= , U= , onde:
* * % 2%
o 0,07 Oy

com NJ = Z;’]:I I{Zij:()}.

13



= (02 Zj;Zij:O 07 +1)(op Ny + 1)]1/%

* 2% -2 * ok -2
Hq = 04 § : Xijej + Ha0, — 0,07 § : Xij — U0y )
J3Zi5=0 J;Zi5=0

* * % —2 2% -2
pp=oiopy | D Xl +pao” | ot | D Xy — o,
J:Zij=0 J;Zij=0

Para o quarto bloco, utilizando a priori que ¢; ~ Beta(a, 5.), tem-se que:

w(eil) o [ m(Zijleom(e),

Jj=1

que leva a apods alguns calculos (ver Apéndice A.2):

J J
C; ~ Beta (Z Zij + A, J — ZZ” +Bc> .
j=1 Jj=1

O algoritmo é entao estruturado da mesma maneira que o algoritmo apresentado em

Algoritmo 1, porém sao utilizadas as condicionais completas mostradas nesta secao.

2.3 Algoritmo Metropolis-Hastings I

Nesta subsegao iremos apresentar uma varia¢do do algoritmo proposto por (Gongalves
et al., 2018). Para este algoritmo seré retirada a variavel auxiliar X. Assim as coordenadas

das cadeias de Markov sdo W = {Z,a, b,c,0} e

1 ,Se Zz’j =1

q)(azﬁj + bz) \Se Zij = 0.

Com a retirada da variavel auxiliar X, nao é possivel amostrar diretamente das condi-

14



cionais completas dos parametros a,b, logo, para estes parametros sera utilizado um passo
Metropolis-Hastings. Para os tracos latentes é possivel se amostrar diretamente, utilizando
a distribuicao skew-normal, porém, devido ao alto custo computacional para fazé-lo, sera
considerado um passo Metropolis-Hastings. Os blocos serao os mesmos que os anteriores,
exceto por ¢ = {Z}.

Para o primeiro bloco temos que a condicional completa é:

.
ZilYii=1,.)~DB Il Z :
(Zi5Yy ) ernoutit (Ci + (1 —¢;)®(ab; — bz))

Quando Y;; = 0 temos que Z;; ¢ um ponto de massa em zero (ver Apéndice A.3). O
segundo bloco nao é amostrado diretamente da sua condicional completa, logo é utilizado
um passo Metropolis-Hastings.

Assim, no passo k, tem-se que o valor proposto para 9;2“ ¢ gerado de uma distribui-
¢ao Normal(&f_l,rgj). Considerando como distribui¢ao priori para 6; distribuicdo Normal

padrao, temos que a probabilidade de aceitacao na iteracao k é:

@) [ - ]

. pilb; — PilV;

(0571, 0%) = min | 1, exp{—0.5(63* — 0’?_12)} — — )
J J J J i;Zl;[]:o pz<0f 1) 1 _pi(ef 1)

onde 07 & o valor proposto e p;(f) = ®(a;0) — b;).

Para o terceiro bloco é utilizado um passo Metropolis-Hastings. A distribui¢ao proposta
¢ uma Normal Bivariada, com correlagao 0.

Assim, na iteracao k, o valor proposto para a; é gerado de uma distribuigao Normal(af_l, Ta;)
e b; é gerado de uma distribuicao Normal(bf’l, 7, ). Considerando as distribuigoes a priori

utilizadas anteriormente para a e b, temos que a probabilidade de aceitagao é:

1
a((af~1, b5, (a;, b)) = min (LGXP {—@(afz — a2, (ar — afl))}

1 *2 k—12 * k—1
exp {_Tl'g(bi — b; — 24 (b — b; )

11 { p;(af, b7) rj{ 1 —pj(ai, b)) T_Y”[*
§%i5=0 piai™" 0i ) 1—pj(al™", 657 ar>0 |

15



onde af e b} sdo valores propostos e p;(a,b) = ®(ab; —b).

Para o quarto bloco temos a mesma distribui¢ao condicional completa do algoritmo de

Gongalves et al. (2018), assim:

J J
¢; ~ Beta (Z Zij + o, J — Z Zij + Bc) :
j=1 J=1

A estrutura do algoritmo é apresentada em Algoritmo 2.

Algoritmo 2: METROPOLIS-HASTINGS [

© 000 N O o

10

11
12
13
14
15
16

17
18

Entrada: Banco de dados, valor inicial dos parametros, valores dos hiperparametros,
ntmero de iteragoes desejadas, valor inicial para a variancia das
distribuicoes de simulagao.

Saida: Amostras de cada parametro e traco latente.

inicio

para k de 1 até o numero de iteracoes faga

Gere uma amostra de v, utilizando a distribuigao da condicional completa de

(Zi5l.);
Gere um valor proposto de 1)y através da distribuicao N (9;?_1, 7,). Gere
By ~ Bernoulli(a(0%, 0871));

AR

se B; = 1 entao

k _ px*.
‘ Qj - ej’
senao

k _ pk—1.
‘ Qj _Qj )
fim

Gere um valor proposto de 3 através da distribuicao Normal bivariada. Gere
B, ~ Bernoulli(a((a;, b7), (a; ™', 0{7")));

se By, = 1 entao
‘ ak = a* b-K:b;‘;

3 177

senao

ko k=1 1k _ pk—1,
‘ a; =a; b =07
fim

Gere uma amostra de v, utilizando a distribuigao da condicional completa de

(cil-);

fim
fim

As varidncias das distribui¢des propostas sao alteradas até se obter as taxas de acei-

tacao desejadas.
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2.4 Algoritmo Metropolis-Hastings 11

Nesta subsecao iremos apresentar um algoritmo Metropolis-Hastings para o modelo de
TRI de trés parametros. Este algoritmo nao considera nenhuma variével auxiliar e, portanto,
as coordenadas das cadeias de Markov sao ¥ = {a,b, ¢, 6}.

Todos os blocos, ¥ = {0}, Uy = {a, b}, V3 = {c} sdo amostrados via passo Metropolis
Hasting.

Para o primeiro bloco tem-se que o valor proposto para 9? é gerado de uma distri-
buicao Normal(&f’l,mj). Considerando que a priori para 6; é Normal(0,1), temos que a

probabilidade de aceitagao é:

) ) 0 Yij (6 1-Yy;
ot75) = min espi-ose? o T | 20 | || )

onde 07 ¢ o valor proposto e p;() = ¢; + (1 — ¢;)®(a;0 — b;).

Para o segundo bloco tem-se que o valor proposto para a; é gerado de uma distribui¢ao
Normal(aF™!, 7,.) e b; ¢ gerado de uma distribui¢do Normal(b? !, 7). Considerando as distri-
buicoes a priori utilizadas anteriormente para a e b, temos que a probabilidade de aceitacao

é:

1
o((ai ™", 671, (0, 07)) = min (l,exp {——(a?2 —ab ™ — 2p,(a} - af_l))}
g

205
Lo E—12 * E—1
exp _F(bi — b — 2pu(b — b))
Ty
H[ (a3, b7) ]Y Lol }Yz
j=1 pij(a k ' bk 1) 1 — pij(a; a; ! bk 1) )

Para o terceiro bloco, o valor proposto para c; é gerado de uma distribuicao Uniforme

(W(FH) (), onde p(cf~1) = max(0,F~! — §) e y(cF) = min(1, ! +6). Utilizando

(3 (3

17



a distribuicao a prior: utilizada anteriormente, tem-se que:

C* ac—1 1 C Be—1
k—1 % : i —

o\ C: 7C. —= Imin ]_7

(’L ’L) <C§—1> <1_Ci€ 1)

fil )" (e

=1 pw 1 _pw( i

=il ).
WD =)

A estrutura do algoritmo é apresentada no Algoritmo 3.

Algoritmo 3: METROPOLIS-HASTINGS 11

w

© 00 N & s

10
11
12
13
14

15

16
17
18
19
20
21
22

Entrada: Banco de dados, valor inicial dos parametros, valores dos hiperparametros,
nimero de iteracoes desejadas, valor inicial para a variancia das
distribuicoes de simulagao.

Saida: Amostras de cada parametro e trago latente.

inicio

para k de 1 até o numero de iteragoes faga

Gere um valor proposto de 1, através da distribuigao N (9;-“_1, 7p,). Gere

By ~ Bernoulli(a/(6%,0%1));

AR
se B; =1 entao

k _ p*.
‘ Qj _ej’
senao

kE _ pk—1.
‘ ej_ej )
fim

Gere um valor proposto de 1, através da distribui¢ao Normal bivariada. Gere
By ~ Bernoulli(a((af, b?), (aF™, bF71)));

se By = 1 entao
‘ af = at, b = by,

senao
‘ ak = a1 pF =t

fim

Gere uma amostra de v, através da distribuicdo Uniforme(¢(cF™1), v(cf™1));
Gere Bs ~ Bernoulli(a(ct, 1)),

17 71
se B; = 1 entao

k . x.
‘ G = Gy
senao
E_ k-1,
‘ G =G )
fim
fim
fim
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As variancias das distribui¢oes propostas para os parametros a, b e 6 e os limites para
a distribuicao proposta para o parametro c sao calibradas para se obter as taxas de aceitagao

desejadas.

2.5 Critérios para comparacgao

Ambos, Béguin and Glas (2001) e Gongalves et al. (2018) propoem um algoritmo Gibbs
Samplings com variaveis auxiliares que permitem a amostragem direta de todas as condici-
onais completas. Uma das varidveis auxiliares ¢ comum aos dois algoritmos, a diferenca se
faz na variavel auxiliar utilizada para resolver o problema de intratabilidade causada pelo
parametro de acerto casual. Enquanto a variavel proposta por Béguin and Glas (2001) é
dependente dos parametros de discriminagao, dificuldade e trago latente, a variavel proposta
por Gongalves et al. (2018) depende apenas do parametro de acerto casual. Isto sugere que
a autocorrelagao introduzida na cadeia por essas varidveis serd menor para o algoritmo de
Gongalves et al. (2018).

Os algoritimos Metropolis-Hastings nao utilizam variavel auxiliar e, portanto, nao in-
troduzem este tipo de autocorrelagao. Porém, introduzem a autocorrelagao associada a
proposta de passeio aleatorio.

Para comparagao dos algoritmos foram armazenadas as cadeias, de cada parametro
dos itens, para os itens que possufam maior discriminagao, ou maior dificuldade, ou maior
acerto casual, e itens que possuiam maior e menor propor¢ao de acerto. No total foram
armazenados doze cadeias de itens para analises. Para as cadeias dos tragos latentes foram
armazenadas quatro cadeias, uma de maior valor de traco latente, uma de menor valor de
trago latente e duas de valores proximos a 0. Também foi armazenada a cadeia do logaritmo

da func¢ao de densidade posteriori, isto é:

log(m(0,a,b,c|Y)) < log(w(Y0,a,b,c)n(0)r(a)r(b)m(c))
I

x Z Zlog(w(Yij, ai, b, ¢;)

i=1 j=1

J I
3" Log(x(6;)) + 3 log(m(ay) + log(x(b)) + log(r(c)).
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Os primeiros critérios de comparacao dos algoritmos sao: o tamanho do burn-in, o
tempo computacional médio até este momento de burn-in, e um tempo médio de cada itera-
Gao.

Para a escolha do tamanho de burn-in foi utilizada a estatistica proposta por Gelman
et al. (1992). Para esta estatistica sao necessarias multiplas cadeias comeg¢ando em pontos
diferentes. Esta estatistica analisa a convergéncia comparando a varidncia entre cadeias e
dentro das cadeias. A sua estimativa deve ser proxima de 1 para indicativo de convergéncia.
Para a defini¢ao de burn-in calculou-se esta estatistica utilizando diferentes valores de burn-in
e o valor mais baixo foi o valor selecionado.

Um dos principais comparativos dos algoritmos é a fun¢ao de autocorreacao (FAC) da
cadeia. Como o modelo possui diferentes parametros foi utilizada a cadeia da fungao log da
densidade conjunta como uma maneira de sintetizar as informagoes de todos os parametros.

Supondo que ha N iteracoes de uma cadeia univariada de © | para se calcular a FAC

de ordem k, tem-se a seguinte equacao:

SN0 — ©)(Oipk — ©)
Zi]\il(gi - (:))2

, (7)

Ty =

onde © é média da cadeia. Neste trabalho é calculada a funcdo de autocorrelacdo apds o
burn-in. Quanto menor este valor, menos correlacionada estara a amostra, assim o algoritmo
tem um desempenho melhor, em que os respectivos estimadores de Monte Carlo terao menor
variancia.
O dltimo critério adotado neste trabalho é a utilizagao do tamanho efetivo de amostra,
calculado através de:
N

TEFA= ———————. 8
1+Zzzo:17"k (>

O tamanho efetivo de amostra representa o niumero de amostras, independentes, que
deveriam ser retiradas da distribuigao limite do MCMC para que se obtivesse um estimador
de Monte Carlo com variancia idéntica ao obtido pela amostra, de tamanho N, gerada através
do MCMC, assim, quanto maior o tamanho efetivo de amostra melhor o estimador. O fator
de ineficiéncia, 1+2) 77 | 74, € um indicativo do quanto o algoritmo ¢ eficaz , uma vez que é

denominador do tamanho efetivo de amostra, quanto maior o seu valor menor sera o tamanho
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efetivo de amostra.

Para comparacao calculou-se o tamanho efetivo de amostra para um valor de N fixo, e
assim calculada a razao entre os tamanhos efetivos e tempos computacionais de dois algorit-
mos concorrentes.

Também foi calculada uma estimativa de ntmero de iteragoes necessarias em cada
algoritmo para que se obtivesse um tamanho efetivo de amostra fixo. Desta forma, foi-se
comparada a repeticao de melhor desempenho, repeticao que se obteve o valor de maneira
mais rapida, de cada algoritmo fixando um tempo computacional e comparado o tamanho
efetivo de amostra de cada algoritmo, pois um algoritmo pode obter um nimero menor de

iteragoes neste tempo fixo, porém um maior tamanho efetivo de amostra.
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3 Simulacoes

Nesta se¢ao serao apresentados os estudos simulados para comparacao dos quatro algorit-
mos de MCMC apresentados na Se¢ao 2. Para investigar a influéncia de tamanho de amostra,
sao considerados diferentes conjuntos de dados variando o ntmero de itens e de individuos.
Todas as anlises consideram as seguintes distribuigoes a priori: a; ~ N(1,3), b; ~ N(0,4),
¢; ~ Beta(4,12), 6; ~ N(0,1).

Trés conjuntos de dados simulados de diferentes tamanhos sao considerados para as
analises, conforme mostrado na Tabela 1. Para todos os trés conjunto de dados, os parame-
tros de discriminagao sao gerados de uma Uniforme (0.8,2.2), a dificuldade de uma Uniforme
(-3,3), o parametro de acerto casual de uma Uniforme (0,0.2) e os tracos latentes uma dis-

tribuigdo Normal (0,1).

Numero de itens | Nimero de individuos
1 20 500
2 40 2000
3 60 10000

Tabela 1: Numero de itens e individuos por simulacao

Sao realizadas quatro repeti¢oes de cada algoritmo, iniciando a cadeia de pontos dife-
rentes, em cada um dos estudos, para auxiliar a escolha do valor de burn-in. Para todas as
simulagoes foram realizadas 150000 iteracoes da cadeia de Markov.

Em todas as repetigoes foram atribuidos valores iniciais de 0.1 para o parametro de
acerto casual e para o traco latente foi calculado o escore bruto padronizado de cada individuo,

dado por:

Sj—S

V/Var(s)’

EBP, = (9)

s = 7 ,
J 2
Var(s) = 2= =9
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As quatro repeticoes se diferenciam com relagao aos valores iniciais dos parametros a;

e b; conforme Tabela 2.

0 a b c
Repeticao 1 | EBP; | 1 0 0.1
Repeticao 2 | EBP; | 1 EBP;, | 0.1
Repeticao 3 | EBP; | 1.5 0 0.1
Repeticao 4 | EBP; | 1.5 | 1L.5OEBPF; | 0.1

Tabela 2: Valores iniciais de cada parametro em cada repetigao

Para o parametro b foi utilizado o escore bruto padronizado de cada item.

EBP, = - ° (10)

S5 — 8)°
Vv = == .
ar(s) 71
Baseado no comportamento da cadeia da log-densidade a posteriori (ver Apéndice C)

e de alguns parametros, escolheu-se utilizar um burn-in de 10 mil iteragoes para todos os

exemplos.

3.1 Estudo simulado 1

Nesta se¢ao serao apresentados os resultados para o cenério simulado com 500 individuos
e 20 itens.

A Tabela 3 apresenta o tempo médio em minutos até se obter o valor de Burn-in (10000
iteragoes) e o tempo médio, em segundos, de cada iteragoes.

A Figura 6 apresenta graficos comparativos, dois a dois, da fungao de autocorrelagao
(FAC) da cadeia log-densidade a posteriori de cada algoritmo para a primeira repetigao.
Percebe-se que o algoritmo de Béguin and Glas (2001) apresenta maior valor de autocor-

relacao que os outros trés algoritmos. Esses, por sua vez, tém comportamentos parecidos,
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Béguin and Glas (2001)

Gongalves et al. (2018)

Metropolis 1

Metropolis 11

Tempo médio até o burn-in

1:35.33

1:44.75

2:00.05

2:14.25

0.016s

0.017s

0.018s

0.019s

Tempo médio por iteragao

Tabela 3: Tempo computacional, médio, por iteracao e até se obter o burn-in por algoritmo
para estudo simulado 1.

porém os algoritmos Metropolis apresentam valores baixos de autocorrelagao para ordens
superiores. O fator de ineficiéncia de cada um dos quatro algoritmos é 48.58, 41.83, 41.15 e

33.7, seguindo a ordenacgao das colunas da Tabela 3.

1.0
1.0

Beguin and Glass (2001}
Gongalves el 2(2018)

Beguin and Glass (2001)
Mestropaiis |

Beguin and Glass (2001}
Mesrepais Il

FAC

%—

100 150 200 250 150

Lag Lag

FAC
FAC

100

150 200

150

Lag Lag

Figura 6: Comparacao da funcao de autocorrelacao da log-densidade a posteriori entre os
quatro algoritmos no Estudo Simulado 1.

A Tabela 4 mostra o valor calculado para o tamanho efetivo de amostra, da funcao
log densidade a posteriori, de cada uma das repeticoes dos algoritmos considerando um valor
de burn-in 10000. Este valor mantém fixo o numerador apresentado na equagao (8) para
o calculo de tamanho efetivo de amostra, assim é possivel perceber o impacto do fator de
ineficiéncia.

Percebe-se que o algoritmo Metropolis I apresenta maior tamanho efetivo de amostra

em todas as repeti¢oes. O algoritmo de Béguin and Glas (2001) apresenta os menores valores
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Béguin and Glas (2001) | Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis II
Repeticao 1 3040 3804 3457 3815
Repetigao 2 3126 3921 3583 4115
Repeticao 3 3122 2875 3255 4741
Repeticao 4 2720 3434 3580 4476
Média 3002 3508 3468 4286

Tabela 4: Tamanho Efetivo de Amostra apos 10000 iteragoes para cada repeticao no Estudo
Simulado 1.

de tamanho efetivo. No geral, os algoritmos Metropolis apresentam maiores tamanhos efe-
tivos de amostra em comparagao com os existentes na literatura. Os algoritmos de Béguin
and Glas (2001), de Gongalves et al. (2018) e Metropolis I apresentam maiores resultados de
tamanho efetivo de amostra para a segunda repeticao, ja o algoritmo Metropolis II apresenta
malior para a terceira repeticao.

A Tabela 5 apresenta a razao entre o tempo médio por iteragao de cada algoritmo.
A sua leitura se da pela divisdao do tempo médio do algoritmo referente da coluna, pelo
algoritmo da linha, exemplo, algoritmo de Gongalves et al. (2018) apresenta tempo médio

1.08 vezes o tempo médio por iteragao para o algoritmo de Béguin and Glas (2001).

Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis 11
Béguin and Glas (2001) 1.08 1.15 1.21
Gongalves et al. (2018) 1.07 1.12
Metropolis I 1.05

Tabela 5: Razao entre os tempos médios por iteragao de cada algoritmo para Estudo Simulado
1.

A Tabela 6 apresenta a razao entre o valor médio do tamanho efetivo de amostra de

cada uma das repeticoes, sua leitura se d4 de maneira similar a leitura da Tabela 5.

Gongalves et al. (2018)

Metropolis I

Metropolis 11

Béguin and Glas (2001) 1.17 1.16 1.43
Gongalves et al. (2018) 0.99 1.22
Metropolis 1 1.24

Tabela 6: Razao entre o tamanho efetivo de amostra médio de cada algoritmo para Estudo
Simulado 1.

E possivel perceber através da Tabela 5 e Tabela 6 que o algoritmo de Gongalves et al.

(2018) apresenta um tempo médio por iteragao 1.08 vezes o tempo médio por iteragao do
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algoritmo de Béguin and Glas (2001), porém apresenta um tamanho efetivo de amostra 1.17
vezes o tamanho efetivo de amostra do algoritmo de Béguin and Glas (2001).

Logo ha evidéncias de que o algoritmo de Gongalves et al. (2018) demanda um tempo
computacional menor que o algoritmo de Béguin and Glas (2001) para se obter um mesmo
tamanho efetivo de amostra, uma vez que, em média, o algoritmo de Gongalves et al. (2018)
obtém maiores tamanhos efetivos de amostra com um baixo custo computacional a mais. Os
resultados sugerem a seguinte ordenacao decrescente dos algoritmos em termos de eficiéncia
computacional: Metropolis II, Gongalves et al. (2018), Metropolis I, Béguin and Glas (2001).

Este resultado, porém, considera o desempenho médio nas quatro repeticoes. E razoa-
vel considerar apenas a repeticao com a melhor performance para cada um dos algoritmos.
Para tal, a Tabela 7 apresenta o tempo, em minutos, necessario para cada algoritmo obter um
tamanho efetivo de amostra fixo (2720). Quando consideramos a repeti¢ao de melhor desem-
penho de cada algoritmo, temos a seguinte ordenacao decrescente por eficiéncia: Gongalves

et al. (2018), Metropolis II, Metropolis I, Béguin and Glas (2001).

Béguin and Glas (2001) Gongalves et al. (2018) Metropolis I Metropolis 11

N° de iteragoes | Tempo | N° de iteragoes | Tempo | N° de iteracoes | Tempo | N° de iteragoes | Tempo
Repetigao 1 134614 33:10.45 109472 27:01.28 123755 34:41.22 105602 29:52.42
Repetigao 2 132244 32:24.26 101241 24:42.24 109075 29:23.78 105452 29:55.41
Repetigao 3 130359 32:01.46 142971 38:38.92 124098 34:49.45 102494 28:45.73
Repeticao 4 150000 38:44.26 121234 31:07.82 109713 29:42.56 93006 25:33.05

Tabela 7: Numero de iteracoes e tempo computacional necessario para se obter um tamanho
efetivo de amostra fixo para Estudo Simulado 1.

Para completarmos este estudo, a Tabela 8 e Tabela 9 apresentam a razao entre os
tempos computacionais apresentados na repeticao de melhor desempenho de cada algoritmo
e a razao de tamanho efetivo de amostra da repeticao. E a Tabela 10 mostra o ntmeros
de iteragoes e tamanho efetivo de amostra, das repetigoes de melhor desempenho, para um

tempo computacional fixo.

Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis I
Béguin and Glas (2001) 1.08 1.14 1.20
Gongalves et al. (2018) 1.06 1.11
Metropolis I 1.05

Tabela 8: Razao entre os tempos por iteracao das repeticoes de melhor desempenho de cada
algoritmo para Estudo Simulado 1.
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Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis I
Béguin and Glas (2001) 1.26 1.15 1.43
Gongalves et al. (2018) 0.91 1.14
Metropolis 1 1.25

Tabela 9: Razao entre o tamanho efetivo de amostra das repeti¢oes de melhor desempenho
de cada algoritmo para Estudo Simulado 1.

Metropolis 11
130202
3838

Metropolis 1
135595
3335

Béguin and Glas (2001)
150000
3122

Gongalves et al. (2018)
142035
3851

Total de iteragoes
Tamanho Efetivo de Amostra

Tabela 10: Numero de iteracoes e tamanho efetivo de amostra, da repeticao de melhor
desempenho, com tempo computacional fixo para Estudo Simulado 1.

3.2 Estudo simulado 2

Nesta secao serao apresentados os resultados para o cenario simulado com 40 itens e
2000 individuos.
A Tabela 11 apresenta o tempo médio, em minutos, até se obter 10000 iteragoes (valor

definido como burn-in) e o tempo médio, em segundos, por iteragao.

Béguin and Glas (2001)

Gongalves et al. (2018)

Metropolis 1

Metropolis 11

Tempo médio até o burn-in

11:26.00

12:08.75

14:35.25

16:17.00

Tempo médio por iteragao

0.071s

0.075s

0.09s

0.099s

Tabela 11: Tempo computacional, médio, por iteragao e até se obter o burn-in por algoritmo
para estudo simulado 2

A Figura 7 mostra graficos comparativos, dois a dois, da fungao de autocorrelagao da
cadeia da log densidade a posteriori de cada algoritmo para a primeira repeticao. Onde é
possivel perceber que o algoritmo de Béguin and Glas (2001) apresenta maior FAC, algoritmo
de Gongalves et al. (2018) e os algoritmos Metropolis I e Metropolis 1T apresentam compor-
tamentos similares. O fator de ineficiéncia de cada um dos quatro algoritmos é 55.39, 48.12,
58.22 e 45. 6, seguindo a ordenacao das colunas da 11.

A Tabela 12 mostra o valor calculado de tamanho efetivo da amostra, da funcao log
densidade posteriori, de cada uma das repeti¢oes para cada algoritmo considerando um burn-
in de 10000 iteracoes para todos os algoritmos.

Percebe-se que os algoritmos de Béguin and Glas (2001) e Metropolis I apresentam

menores tamanhos efetivos de amostra, este resultado é esperado, pois estes algoritmos apre-
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Figura 7: Comparacao da funcao de autocorrelacao da log-densidade a posteriori entre os
quatro algoritmos no Estudo Simulado 2.

Béguin and Glas (2001) | Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis II
Repeticao 1 2468 2863 2595 2998
Repeticao 2 2524 2748 2680 3013
Repeticao 3 2615 2826 2121 2931
Repeticao 4 2499 2822 2231 3133
Média 2526 2814 2406 3016

Tabela 12: Tamanho Efetivo de Amostra apos 10000 iteracoes para cada repeticao no Estudo
Simulado 2.

sentaram maiores fatores de ineficiéncia. O algoritmo Metropolis IT apresenta maior tamanho
efetivo de amostra, resultado esperado uma vez que seu fator de ineficiéncia é menor. O al-
goritmo de Béguin and Glas (2001) apresenta melhor resultado para a terceira repeticao,
Gongalves et al. (2018) apresenta melhor resultado na primeira repetigdo, Metropolis I para
a segunda repeticao e Metropolis II para a quarta repeticao.

A Tabela 13 apresenta a razao entre o tempo médio por iteracao de cada algoritmo e
Tabela 14 apresenta a razao entre o valor médio do tamanho efetivo de amostra de cada uma

das repeticoes, as leituras destas tabelas sao similares as Tabela 5 e 6.
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Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis I
Béguin and Glas (2001) 1.06 1.27 1.39
Gongalves et al. (2018) 1.19 1.31
Metropolis 1 1.10

Tabela 13: Razao entre os tempos médios por iteracao de cada algoritmo para Estudo Simu-
lado 2.

Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis 11
Béguin and Glas (2001) 1.11 0.95 1.20
Gongalves et al. (2018) 0.86 1.07
Metropolis 1 1.27

Tabela 14: Razao entre o tamanho efetivo de amostra médio de cada algoritmo para Estudo
Simulado 2.

E notéavel que o algoritmo Metropolis I apresenta baixa performance. Algoritmo Me-
tropolis II apresenta um valor incremental para tamanho efetivo de amostra, porém seu custo
computacional é maior que este incremental (exceto em comparagao ao algoritmo Metropolis
I). Algoritmo de Gongalves et al. (2018) apresenta uma melhor performance em relagao ao
algoritmo de Béguin and Glas (2001), pois mesmo apresentando um custo computacional a
mais, este apresenta um incremental ao tamanho efetivo de amostra que sobrepoe este custo.
Assim, os resultados em eficiéncia computacional segue a seguinte ordem: Gongalves et al.
(2018), Béguin and Glas (2001), Metropolis II e Metropolis 1.

Porém, estes resultados levam em consideracao o valor médio. E mais razoavel conside-
rarmos o valor de melhor performance. Para isto, a Tabela 15 apresenta o tempo necessério
em cada algoritmo para se obter um tamanho efetivo de amostra de 2121. Quando conside-
ramos a melhor performance temos a seguinte ordenacao: Gongalves et al. (2018), Béguin

and Glas (2001), Metropolis IT e Metropolis I.

Béguin and Glas (2001) | Gongalves et al. (2018) Metropolis I Metropolis II

Ne° de iteragoes | Tempo | N° de iteragoes | Tempo | N° de iteragoes | Tempo | N° de iteragoes | Tempo
Repeticao 1 121785 2:21:35 116815 2:24:24 130734 3:22:12 111612 3:00:49
Repeticao 2 130549 2:32:43 113438 2:20:40 124702 3:02:58 113827 3:03:59
Repeticao 3 123985 2:24:51 114235 2:20:56 150000 3:41:59 107334 2:53:00
Repeticao 4 129549 2:30:45 114659 2:21:09 134151 3:16:46 108544 2:55:44

Tabela 15: Numero de iteracoes e tempo computacional necessario para se obter um tamanho
efetivo de amostra fixo para Estudo Simulado 2.

Para complementarmos os estudos, as Tabelas 16, 17 e 18 apresentam, respectivamente,
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a razao entre os tempos computacionais, a razao de tamanho efetivo de amostra da repeticao,
o numeros de iteracoes e tamanho efetivo de amostra para um tempo computacional fixo,

das repeticoes de melhor desempenho de cada algoritmo.

Gongalves et al. (2018)

Metropolis I

Metropolis 11

Béguin and Glas (2001) 1.07 1.25 1.38
Gongalves et al. (2018) 117 1.29
Metropolis I 1.1

Tabela 16: Razao entre os tempos por iteracao das repeticoes de melhor desempenho de cada

algoritmo para Estudo Simulado 2.

Gongalves et al. (2018)

Metropolis I

Metropolis 11

Béguin and Glas (2001) 1.13 1.09 1.19
Gongalves et al. (2018) 0.98 1.07
Metropolis I 1.09

Tabela 17: Razao entre o tamanho efetivo de amostra das repeticoes de melhor desempenho

de cada algoritmo para Estudo Simulado 2.

Béguin and Glas (2001)

Gongalves et al. (2018)

Metropolis 1

Metropolis 11

Total de iteragoes

150000

140835

120769

109683

Tamanho Efetivo de Amostra

2468

2632

2040

2161

Tabela 18: Numero de iteracoes e tamanho efetivo de amostra, da repeticao de melhor
desempenho, com tempo computacional fixo para Estudo Simulado 2.

3.3 Estudo simulado 3

Nesta secao serao apresentados os resultados obtidos para o terceiro cenério simulado,
cenario no qual foi simulado um teste com 60 itens e respondido por 10000 individuos.
A Tabela 19 apresenta o tempo médio, em horas, até se obter 10000 iteragoes e o tempo

médio, em segundos, por iteragao.

Béguin and Glas (2001)

Gongalves et al. (2018)

Metropolis I

Metropolis 11

Tempo médio até o burn-in

1:24:23.25

1:29:08.25

1:42:44.00

1:59:45.25

Tempo médio por iteragao

0.5

0.52

0.62

0.71

Tabela 19: Tempo computacional, médio, por iteragao e até se obter o burn-in por algoritmo
para estudo simulado 3

A Figura 8 apresenta comparativos dois-a-dois das fungoes de autocorrelagao para a

cadeia da funcao log-densidade a posteriori de todos os algoritmos para primeira repeticao,
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onde é possivel visualizar maiores valores de funcao de autocorrelagao para o algoritmo Me-
tropolis I. O fator de ineficiéncia sao, 77.75 para o algoritmo de Béguin and Glas (2001),
66.57 para o algoritmo de Gongalves et al. (2018), 76.86 para o algoritmo Metropolis I e
57.62 para o algoritmo Metropolis II.

10
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Figura 8: Comparagao da funcao de autocorrelacao da log-densidade a posteriori entre os
quatro algoritmos no Estudo Simulado 3.

A Tabela 20 apresenta os valores de tamanho efetivo de amostra, para a funcao loga-
ritmo da densidade a posteriori, para as 4 repeticoes dos 4 algoritmos apds 10000 iteracoes,
valor definido como burn-in, e de maneira que preservasse o denominador da equagao (8),

assim ¢é possivel detectar o impacto do fator de ineficiéncia.

Béguin and Glas (2001) | Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis II
Repeticao 1 1967 2022 2079 2733
Repeticao 2 1837 2018 1983 2459
Repeticao 3 1686 1958 1863 2305
Repeticao 4 1929 2072 1860 2453
Meédia 1854 2017 1946 2487

Tabela 20: Tamanho Efetivo de Amostra apos 10000 iteracoes para cada repeticao no Estudo
Simulado 3.
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O algoritmo de Béguin and Glas (2001) e o algoritmo Metropolis I apresentam menores
valores de tamanho efetivo de amostra. Algoritmo Metropolis II apresenta maiores valores
de tamanho efetivo de amostra. Para os algoritmos de Béguin and Glas (2001), Metropolis I
e Metropolis II a primeira repeticao apresenta 6timos resultados, ja o algoritmo de Gongalves
et al. (2018) a quarta repetigao apresentou 6timos resultados.

A Tabela 21 apresenta a razao entre o tempo médio por iteracao de cada algoritmo e
a Tabela 22 apresenta a razao entre o valor médio do tamanho efetivo de amostra de cada

uma das repeticoes, as leituras destas tabelas sao similares as Tabela 5 e 6.

Gongalves et al. (2018)

Metropolis 1

Metropolis 11

Béguin and Glas (2001) 1.05 1.25 1.41
Gongalves et al. (2018) 1.19 1.35
Metropolis I 1.13
Tabela 21: Razao entre os tempos médios por iteracao de cada algoritmo para Estudo Simu-
lado 3.
Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis 11
Béguin and Glas (2001) 1.09 1.05 1.34
Gongalves et al. (2018) 0.96 1.23
Metropolis 1 1.28

Tabela 22: Razao entre o tamanho efetivo de amostra médio de cada algoritmo para Estudo
Simulado 3.

Pode se perceber que o algoritmo Metropolis I apresenta baixa performance em relagao
aos demais algoritmos, mesmo possuindo um incremental ao resultado de Tamanho Efetivo
de Amostra em relagao ao algoritmo de Béguin and Glas (2001). O algoritmo Metropolis 11
apresenta melhores resultados de Tamanho Efetivo de Amostra, porém apresenta um custo
computacional muito alto, apresentando baixa performance. Estes resultados sao similares
aos apresentados no estudo anterior, assim a ordem de eficacia em custo computacional para
estes algoritmos é Gongalves et al. (2018), Béguin and Glas (2001), Metropolis II e Metropolis
L.

Porém estes resultados levam em consideragao o valor médio. Devemos considerar,
como nos estudos anteriores, a melhor performance. Para isto a Tabela 23 apresenta o tempo,

em horas, necessario em cada algoritmo para se obter um tamanho efetivo de amostra de
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1686. Quando consideramos a melhor performance temos a seguinte ordenagao: Béguin and

Glas (2001), Gongalves et al. (2018), Metropolis 1T e Metropolis I.

Béguin and Glas (2001) Gongalves et al. (2018) Metropolis I Metropolis 11

Ne° de iteragoes | Tempo | N° de iteragoes | Tempo | N° de iteragoes | Tempo | N° de iteragoes | Tempo
Repetigao 1 130708 18:04:02 128424 18:48:15 122563 21:08:25 96207 19:07:04
Repetigao 2 139202 19:14:20 122394 17:45:54 125376 21:44:45 103429 20:17:29
Repetigao 3 150000 20:41:07 117214 17:01:26 136279 23:31:09 108602 21:20:20
Repeticao 4 121098 16:43:45 119651 17:21:03 138533 23:52:48 110194 21:37:57

Tabela 23: Namero de iteragoes e tempo computacional necessario para se obter um tamanho
efetivo de amostra fixo para Estudo Simulado 3

Para complementarmos os estudos, as Tabelas 24, 25 e 26 apresentam, respectivamente,
a razao entre os tempos computacionais, a razao de tamanho efetivo de amostra da repeticao,
o namero de iteragoes e tamanho efetivo de amostra para um tempo computacional fixo, das

repeticoes de melhor desempenho de cada algoritmo.

Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis 11
Béguin and Glas (2001) 1.05 1.25 1.43
Gongalves et al. (2018) 1.19 1.36
Metropolis 1 1.14

Tabela 24: Razao entre os tempos por iteracao das repeticoes de melhor desempenho de cada
algoritmo para Estudo Simulado 3.

Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis 1T
Béguin and Glas (2001) 1.02 1.08 1.41
Gongalves et al. (2018) 1.06 14
Metropolis 1 1.31

Tabela 25: Razao entre o tamanho efetivo de amostra das repeticoes de melhor desempenho
de cada algoritmo para Estudo Simulado 3.

Béguin and Glas (2001) | Gongalves et al. (2018) | Metropolis I | Metropolis II
Total de iteragbes 150000 142488 119896 104293
Tamanho Efetivo de Amostra 1929 1887 1674 1859

Tabela 26: Numero de iteracoes e tamanho efetivo de amostra, da repeticao de melhor
desempenho, com tempo computacional fixo para Estudo Simulado 3.

3.4 Comparacao entre simulagoes

Nesta segao seré apresentada a comparagao de todos os algoritmos para os 3 estudos

em relagao ao tempo computacional e tamanho efetivo de amostra, considerando apenas a
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repeticao de melhor performance.

A Figura 9 mostra a evolugao do tempo computacional, em segundos, por iteracoes
demandado em cada um dos estudos simulados. Percebe-se que o tempo computacional
demandado pelos algoritmos Metropolis cresce mais rapido em comparagao aos algoritmos
de Béguin and Glas (2001) e Gongalves et al. (2018). Estes apresentam tempo computacionais
proximos com pequenas diferencas entre eles. Quanto maior o nimero de itens e individuos
maior sera a diferenca entre o tempo computacional demandado por cada algoritmo. A
Figura 10 apresenta a razao entre o tempo computacional por iteracao, de cada algoritmo, e

o maior tempo computacional observado em cada estudo.

g — * Béguin and Glas

+ Gongalves et al.
Metropolis |
Metropolis I

06

Tempo em segundos
04

0.2
|

Estudo Simulado
Figura 9: Comparacao tempo por iteragao das melhores performances de cada algoritmo.

A Figura 11 mostra o comportamento do tamanho efetivo de amostra no melhor desem-
penho de cada algoritmo para cada estudo. Para o calculo de tamanho efetivo foi considerada
uma amostra de 140000 iteracoes. E perceptivel um comportamento comum entre os algo-
ritmos, no qual o algoritmo Metropolis II sempre apresenta maiores tamanhos efetivos de
amostra, seguido pelo algoritmo de Gongalves et al. (2018), e por tltimo de Béguin and Glas
(2001). Algoritmo Metropolis I apresenta comportamento intermediario entre algoritmos de
Gongalves et al. (2018) e Béguin and Glas (2001), exceto pelo tltimo estudo no qual seu valor

foi superior ao de Gongalves et al. (2018).
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Figura 11: Comparacao tamanho efetivo de amostra das melhores performances de cada
algoritmo.

A Figura 12 apresenta o tempo computacional, em segundos, necessario, pela per-
formance de melhor desempenho de cada algoritmo, para se obter um tamanho efetivo de

amostra fixo em cada estudo. Através dele ha um grande indicio de que o algoritmo Metro-
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polis I tem a pior performance, enquanto algoritmos de Béguin and Glas (2001) e Gongalves
et al. (2018) apresentam comportamentos bem similares. A Figura 13 apresenta razao entre
o tempo computacional para se obter um tamanho de amostra fixo, da melhor performance

de cada algoritmo, e o maximo entre estes por estudo.

80000

* Béguin and Glas

*+ Gongalves et al.
Metropolis |
Metropolis 11

40000 60000
I 1
W

Tempeo em segundos

20000
1

,,,,,,,,,,,

Estudo Simulado

Figura 12: Comparacao do tempo, em segundos, para a melhores performances de cada
algoritmo obter um tamanho efetivo de amostra fixo.

As Figuras 14 e 15 apresentam o tamanho efetivo de amostra e o niimero de iteragoes
obtidos quando se é fixado um tempo para cada algoritmo. Pode-se perceber que ao aumentar
o namero de itens e individuos o decaimento do tamanho efetivo de amostra para o algoritmo
de Béguin and Glas (2001) é mais suave em comparacao aos demais, os algoritmos Metropolis
apresentam uma grande queda no nimero de iteragoes e tamanho efetivo de amostra do
primeiro para o segundo estudo.

Cada algoritmo apresentou uma repetigao diferente como melhor desempenho em cada
estudo. Para o algoritmo de Béguin and Glas (2001) foram 3*, 1* e 4* repetigdes, respecti-
vamente. Para Gongalves et al. (2018) 22, 2% e 3%, Metropolis I 2%, 2* e 1%, Metropolis IT 4?,
3% e 1%
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Figura 13: Comparacao razao entre o tempo para se obter um tamanho efetivo de amostra
fixo de cada algoritmo e o maximo de tempo para se obter um tamanho efetivo de amostra
fixo de cada estudo.

Pode-se perceber que a ordenacao por melhor desempenho, considerando o algoritmo
que obtém um maior tamanho efetivo de amostra em um tempo fixo (assim é considerado
a velocidade do algoritmo e os fatores de autocorrelagao, ver Figura 14 e Figura 15), em
cada estudo é a seguinte, para o primeiro estudo: Gongalves et al. (2018), Metropolis II,
Metropolis I, Béguin and Glas (2001); para segundo estudo: Gongalves et al. (2018), Béguin
and Glas (2001), Metropolis IT e Metropolis I; para o terceiro estudo: Béguin and Glas (2001),
Gongalves et al. (2018), Metropolis II e Metropolis I. O algoritmo de Béguin and Glas (2001)
apresenta uma melhora de performance conforme o nimero de itens e individuos aumenta, ja
o algoritmo de Gongalves et al. (2018) apresenta uma boa performance em todos os estudos.
Os algoritmos Metropolis, além de serem superados pelos outros dois algoritmos, tém sua
melhor performance condicionada a uma calibracao adequada das proposta para se obter se

obter taxa de aceitacao dentro dos padroes, esta calibragao por si s6 nao é trivial.
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Figura 14: Comparacao do tamanho efetivo da amostra, das melhores performances de cada
algoritmo, considerando tempo fixo.
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Figura 15: Comparacao do numero de iteragoes, das melhores performances de cada algo-
ritmo, considerando tempo fixo.
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4 Extensao do algoritmo de Gongalves et al. (2018) para
modelo 4 parametros

Culpepper (2016) apresenta uma extensao do algoritmo de Béguin and Glas (2001) para
o modelo de Teoria de Resposta ao Item com 4 parametros. Nesta secao serd apresentada

uma extensao do algoritmo de Gongalves et al. (2018) para o modelo de 4 parametros.

4.1 Algoritmo

O algoritmo proposto, assim como o algoritmo de Gongalves et al. (2018), considera
duas variaveis auxiliares para a construcao de um algoritmo Gibbs-Sampling. O modelo de 4
parametros, Equagao (1), pode ser reescrito utilizando duas variaveis auxiliares Z e X onde
Zij ~ Multi(1,¢;,1 —d; — ¢;,d;), com (X;;|Z;; = (0,1,0)) ~ N(a;6; —b;,1) e X;; é um ponto
de massa em zero, caso contrario. Assim, o modelo na Equacdo (1) pode ser reescrita da

seguinte maneira.

v 1 se Zij = (1,0, O) ou (Xz] > 0, Zij = (07 1,0))
0 se (Xl] < 0, Zij = (0, 1,0)) ou Zij = (0,0, 1)

Pode-se mostrar que a Equacao (1) é preservada quando se marginalizada com respeito a

XeJZ:

P(Y,;=1)=P(Z;=(1,0,0)) + P(X;; > 0|Z;; = (0,1,0))P(Z;; = (0,1,0))

= ¢ + 1 — C; — Q(Xi‘j_ai9j+bi)2aXij

/\/27r

Quando d; = 0 Vi temos o modelo do algoritmo proposto por Gongalves et al. (2018),
pois Z;; = Multi(1,¢;,1 — ¢;,0) que pode ser reescrita como Binomial(c;).

Desta maneira é desejado obter amostra da distribuicao a posteriori de U = {Z, X, a, b, c,d, 0},
onde a = (ay,as,...,ar), b = (by,by,...07), ¢ = (c1,¢,...,¢1), d = (dy,ds,...,dr), 0 =

(01,05,...,05) e X e Z sao matrizes de tamanho IxJ com entradas X;; e Z;; com i=1...I
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ej=1...J.

Se consideramos os seguintes blocos ¥, = {Z,X}, ¥y = {0}, U3 = {a,b} ¢ U, =
{c,d}, é possivel amostrar diretamente das respectivas distribui¢des condicionais completas.
Utilizando a premissa de independéncia condicional entre itens e individuos, as distribuicoes

condicionais completas podem ser escritas das seguintes maneiras:

7(Uy].) = HHW(XU,ZM-)»
m(Psl.) = HW(9j|-)7
W(‘Pg’ ) = Hﬂ'(aiybi‘-)?
w(wi)) = [[ (e )

Para ¥, tem-se que:
m(Zij, Xijl|.) oc w(Yij| Zij, Xij)w(Zislcs, di)mw(Xijlai, b, 05).

Apos alguns célculos apresentados no Apéndice B para Y;; = 1, tem-se que Z;; =

(1,0,0) se w;; =0, e Z;; = (0,1,0) se w;; = 1, onde w;; ~ Bernoulli <C$(_1id_c_§$(zje_]b_z)) e

X;; ¢ um ponto de massa em zero se Z;; = (1,0,0) e Xj; ~ Ng0)(a:i0;—b;, 1) se Zi; = (0,1,0).
Para Y;; = 0, tem-se que Z;; = (0,0,1) se v;; = 1 e Z;; = (0,1,0) se v;; = 0, onde

d;
di—&—(l—ci—di)(l—@(aﬁj—bi)

e Xij = N(—oo,0)<ai(9j — bi, 1) se Zij = (0, 170)

vy ~ Bernoulli ( ), e X;; ¢ um ponto de massa em zero se Z;; = (0,0, 1)

Para Wy, utilizando como priori Normal(0,1), tem-se que:

7T(0]|) X W(Xijlai, bi, 0]‘)71'(0]')
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Apés alguns calculos (ver Apéndice B):

Zi;zi]-:(og,o) ai(Xi; — bi) 1 )

Zi;zij:(0,1,o) aj+1 "’ Zz‘;zij:(o,l,o) a; +1

<0j|.>~N<

Para W3 sao atribuidas as seguintes distribuig¢oes a priori para os parametros a;, b;,
a; ~ N[O,oo) (/“Ltm 03)7 bz ~ N(Mb? Ul?)? tem-se que:
J

W(ai, bl|) X H 7T<Xij |ai7 bi7 9j>7r(a’i)7r(bi)7

J=1

(aiabi|-) ~ N2(,u, E)]ai>07

* 2% * ok
. K Y T4 O'an")/ de:
M - * ’ N * ok 2% ’ onde:
Hy 0,07 Oy
2
0_2* _ Ua
a 2 2 _ A2)?
(o2 Zj;Zij:(O,l,O) Qj +1)(1—+?)
2
g
O’g* _ b

(N +1)(1 =9%)’

onde Ny = Z;-le Liz,=0,1,00}5

v 0a0b Zj;zij:(og,o) 0;
(02 Zj;zij:(o,l,o) ‘932' + D)(of Ny + D2

* 2% —2 * % —2
Io = 04 Y X+ a0, | — 003y > Xy — o,
7;2:5=(0,1,0) 7;2:5=(0,1,0)

* * % —2 2% -2
[y = 0,037 > Xib + a0, | —op > Xy — o,
7;2:5=(0,1,0) 7;2:5=(0,1,0)

Para ¥,, adotamos uma distribui¢ao a priori (¢;,1 — d; — ¢;,d;) ~ Dir(aq, as, as),

41



tem-se que:

7T'(Ci7 1-— C; — di, dz)|> [0 ¢ W(Zij‘ci, di>7T(CZ', dz),

J J J
((Ci, 1-— C; — di, d1>|) ~ DZT (Oél + Z Zijla a2 + Z ZijZ, Oz3 + Z Zz‘j3> .

J=1 Jj=1 J=1

A estrutura do algoritmo é apresentada no Algoritmo 4.

Algoritmo 4: Modelo de 4 parametros

Entrada: Banco de dados, valor inicial para os parametros, valores para os
hiperparametros (parametro das distribuigoes a priori), nimero de
iteragoes desejadas.

Saida: Amostras de cada parametro e trago latente.

inicio

[uny

2 para k de 1 até o numero de iteracoes faga

3 Gere uma amostra de W, utilizando a distribuigao condicional completa.
(Xij» Zij-);

4 Gere uma amostra de W, através da distribuigao de (6;].);

5 Gere uma amostra de U3, através da distribuigao de (a;, b;].);

6 Gere uma amostra de Wy, através da distribui¢ao de (¢;, 1 — ¢; — d;, di|.);

7 fim

8 fim

4.2 Estudo simulado

Nesta se¢ao serao apresentados resultados de dois estudos simulados para o algoritmo de
4 parametros. O primeiro estudo foi realizado em uma amostra simulada de 2000 individuos
e 40 itens. O segundo, para uma amostra de 10000 individuos e 60 itens. Os parametros de
discriminagao foram gerados através de uma Uniforme (0.8,2.2), os parametros de dificuldade
através de Uniforme(-3,3), os parametros de acerto casual através de Uniforme(0,0.15) e para

assintota superior Uniforme(0,0.05).

4.2.1 Estudo simulado 1

Nesta secao serao apresentadas as analises realizadas para o primeiro caso simulado, amos-
tra de 2000 individuos e 40 itens. Foram realizadas 150000 iteracoes e descartadas as 10000

primeiras.
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A Figura 16 apresenta graficos das estimativas a posteriori (média) de cada parametro

dos itens versus valores reais utilizados para a simulacao. Quanto mais perto os pontos estao

da reta que corta a figura mais proxima foram as estimativas dos valores reais. E a Figura

17 apresenta a distribuigao real e estimada dos tragos latentes.

EAP

“alor real para a

EAP

T T T T T T T
0.02 004 006 008 010 012 0.14

“alor real para c

EAP

Valor real para b

0.00 0.01 0.0z 0.03 0.04 0.05 -2 0 2 4

Valor real para d Valor real para &

Figura 16: Estimativas dos parametros na primeiro estudo simulado.

Percebe-se que o parametro de dificuldade é o parametro que ha estimativas mais

proximas do seu valor real. O parametro de discriminacao apresenta estimativas maiores

que os valores reais. O parametro de assintota superior apresenta algumas estimativas bem

destoantes dos valores reais para dois itens. Percebe-se que para individuos com trago latentes

altos, acima de 2, seus valores sao subestimados, isto se da pois nao ha itens com parametro

de dificuldade superior a 2.

A Figura 18 apresenta a CCI para o 29° item do estudo simulado, demonstrando o

comportamento geral das CCI para este estudo. Apresentando comparacao entre a curva

estimada e a curva real do modelo.
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Figura 17: Distribuicao do valor real e estimativa dos tracos latentes para primeiro estudo
simulado.
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Figura 18: CCI 29° item. Valor real: a=1.8; b=0.43; ¢=0.14, d=0.05. Estimativa: a=2.2; b=0.53;
c=0.14; d=0.07.

4.2.2 Estudo simulado 2

Nesta secao serao apresentadas as anélises realizadas para o primeiro caso simulado, amos-

tra de 10000 individuos e 60 itens. Foram realizadas 150000 iteracoes e descartadas as 10000
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primeiras.
A Figura 19 apresenta graficos das estimativas a posteriori (média) de cada parametro
dos itens versus valores reais utilizados para a simulacao e a Figura 20 apresenta a distribuicao

real e estimada dos tragos latentes.
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Valor real para c Valor real para d Valor real para &

Figura 19: Estimativas dos parametros para segundo estudo simulado.

Percebe-se que o parametro de dificuldade é o parametro que ha estimativas mais
proximas do seu valor real. O parametro de discriminacao apresenta estimativas maiores que
os valores reais, porém proximas aos valores reais, em comparagao aos resultados obtidos para
a primeira simula¢ao Figura (16). O parametro de assintota superior apresenta estimativas
mais proximos dos reais e valores menos dispersos. O parametro de acerto casual apresenta
estimativas superiores aos valores reais, porém mais préoximas aos valores reais e menos
dispersas.

Percebe-se que para individuos com traco latentes altos, acima de 2, as suas estimativas

sao menos subestimadas em relagao aos resultados obtidos para a primeira simulagao (Figura

16).
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Figura 20: Distribuicao do valor real e estimativa dos tracgos latentes para segundo estudo
simulado.

A Figura 21 apresenta a CCI para o 50° item do estudo simulado, mostrando as dife-

rencgas entre a curva estimada e a curva real.
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Figura 21: CCI 50° item. Valor real: a=1.82; b=1.89; ¢=0.02, d=0.05. Estimativa: a=1.9; b=1.91;
¢=0.03; d=0.08

46



4.3 Comparagao entre os modelos de 3 e 4 parametros

Nesta secao sera apresentado um estudo comparativo entre as estimativas para o modelo
de 3 parametros utilizando o algoritmo proposto na Secao 4.1 e as estimativas para o modelo
de 4 parametros utilizando o algoritmo de Gongalves et al. (2018).

Inicialmente foi ajustado o algoritmo de 4 parametros para o conjunto de dados gerado
do modelo de 3 parametros apresentado na Secao 3.3. Foram realizadas 150000 iteracoes e
utilizado um valor de 10000 iteragoes como burn-in. A Figura 22 apresenta as estimativas a
posteriori, média, para os parametros a, b, ¢ e para b/a (dificuldade do item, ver equagao (1)

e equagao (2)) e as Figuras 23 e 24 apresentam estimativas a posteriori para os valores de 6.

EAP

Valor real para a Valor real para b

0.20
|

EAP
EAP

0.10
|

0.00

-3 -2 -1 0 1 2 3 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Valor real para b/a Valor real para c

Figura 22: Estimativas para parametros dos itens ajustando o modelo 4PNO aos dados
gerados pelo 3PNO.

A Figura 25 apresenta os valores de estimativa para o parametro d, é notavel que este
apresenta valores baixos, valor maximo préximo a 0.05, o que sugere que o modelo 4PNO

ajusta bem dados gerados no modelo 3PNO.
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Figura 23: Estimativas para o traco latente ajustando o modelo 4PNO aos dados gerados
pelo 3PNO.
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Figura 24: Distribuigao das estimativas para o traco latente ajustando o modelo 4PNO aos
dados gerados pelo modelo 3PNO.

A Figura 26 apresenta a Curva Caracteristica do 41° item do banco simulado, repre-
sentando o comportamento geral das CCI, percebe-se que a curva estimada no modelo de 4

parametros é proxima a curva real. Logo o modelo de 4 parametros é capaz de se ajustar
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Figura 25: Estimativas para assintota superior ajustando o modelo 4PNO aos dados gerados
pelo 3PNO.

bem a dados gerados pelo modelo de 3 parametros.
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Figura 26: CCI 41° item. Valor real: a=2.11; b=3; ¢=0.02. Estimativa: a=2.35; b=3.25; ¢=0.02;
d=0.03

Foi-se aplicado ao algoritmo de trés parametros proposto por Gongalves et al. (2018) ao
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banco de dados simulado utilizando o modelo de 4PNO apresentado na Segao 4.2.2. A Figura

27 apresenta as estimativas a posteriori para os parametros a, b, ¢ e para b/a. Percebe-se

que o parametro b é estimado com valores superiores aos reais e os parametros a e ¢ sao mal

estimados.

EAP
10 15 20 25

0.5

Valor real para a

EAP

Valor real para b/a

EAP

EAP

0.05 010 015 020

Valor real para b

0.00

0.02

0.04 008 0.08 010 0.12 0.14

Valor real para c

Figura 27: Estimativas para parametros dos itens ajustando o modelo 3PNO aos dados

gerados pelo 4PNO.

As Figuras 28 e 29 apresentam as estimativas a posterior: para os valores de 6. Para os

tracos latentes é observado que os valores inferiores e superiores sao estimados abaixo do seu

valor real, isto se da ao fato de que itens com dificuldade baixa tem o valor deste parametro

estimados com valores inferiores e a auséncia do parametro d.

20



EAP

T T T T
2 0 2 4

Valor real para 8

Figura 28: Estimativas para o traco latente ajustando o modelo 3PNO aos dados gerados
pelo 4PNO.
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Figura 29: Distribui¢ao das estimativas para o traco latente ajustando o modelo 3PNO aos
dados gerados pelo modelo 4PNO.

A Figura 30 apresenta as CCI estimada e real para 13° item e a Figura 31 apresenta
CCI estimada e real para 30° item (no qual o pardmetro d = 0.05), estas figuras ilustram

a possivel causa de estimativas inferiores para 6. Logo o algoritmo proposto por Gongalves
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et al. (2018) nao é capaz de fazer boas estimativas para o modelo 4PNO.
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Figura 30: CCI 13° item. Valor real: a=0.81; b=-2.88; ¢=0.11; d=0.02. Estimativa: a=0.29;
b—-2.01; ¢—0.21
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Figura 31: CCI 30° item. Valor real: a=1.32; b=-0.86; ¢=0.07; d=0.05. Estimativa: a=1.04;
b=-0.58; ¢=0.05

02



5 Aplicacao dos algoritmos ao banco de dados do Enem

Nesta segao os algoritmos utilizados para estimativas do modelo de 3 parametros e de 4
parametros de TRI serao aplicados a uma amostra de conjunto de dados do Exame Nacional
do Ensino Médio (Enem) do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio
Teixeira (INEP) de 2017.

O ENEM possui o intuito de testar o conhecimento de alunos de Ensino Médio em 4
areas Linguagens e codigos, Ciéncias Humanas, Ciéncias da Natureza, Matematica. Para esta
aplicacao foi selecionada uma amostra de 10000 individuos do banco de dados relacionado
a proficiéncia de Matematica. Foram aplicados o algoritmo de Gongalves et al. (2018) e o
algoritmo construido e apresentado na Secao 4.

Para o algoritmo de 3 parametros foi utilizado um truncamento para que o parametro
¢ nao obtivesse valores superiores a 0.2, para o algoritmo de 4 parametros foi utilizado o
mesmo truncamento para o parametro c¢ e para o parametro d. Este truncamento se faz
necessario, pois nao sao esperados itens com comportamentos diferentes a estes, valores de ¢
ou d superiores poderia comprometer a estimacao dos demais parametros do modelo.

Para o algoritmo de 3 parametros utilizou-se a metodologia de CDF inversa para se
amostrar da distribuicao Beta Truncada, a amostragem do valor de ¢ foi realizada apods
5000 iteragoes, para evitar problemas computacionais. Para o algoritmo de 4 parametros foi
utilizado o método de amostragem condicional da distribui¢ao Dirichlet (ver capitulo 7 de
Ng et al. (2011)). Em ambos os casos foi selecionado um valor de burn-in de 20000 iteragoes.

A Figura 32 apresenta as estimativas a posteriori de ambos os modelos para o parame-
tro a, b, ¢, . Pode-se perceber que o modelo de 4 parametros possui estimativas superiores
para o parametro a em relagao ao modelo de 3PNO. Nos demais parametros apenas alguns
itens s@o estimados com valores diferentes em cada um dos modelos.A Figura 33 apresenta
a distribuicao da estimativa dos traco latentes de ambos os modelos, onde se é possivel ver

pequenas diferencas nas estimativas.
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Figura 32: Estimativas para os parametros a, b, ¢ e 6 utilizando os modelos de 3 parametros
e 4 pardmetros ao banco de dados Enem.
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Figura 33: Distribui¢ao das estimativas para o trago latente ajustando o modelo 3PNO e
modelo 4PNO.
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A Figura 34 apresenta as estimativas para o parametro d, percebe-se que varios valores

foram superiores a 0.1 dando indicios de influéncia deste parametro nos itens, sugerindo

a necessidade de um modelo mais complexo.

A Figura 35 apresenta a CCI do item 19

representando as diferengas de estimativas de CCI de cada modelo.

015 0.20
|

Parametro d
0.10
!

0.00

10 20 30 40

ltem

Figura 34: Estimativa para o pardmetro d no banco de dados Enem.

Em aspectos praticos é desejado ver se hé diferenca significativa na colocagao de can-

didatos do ENEM em relacao a aplicagao do modelo de 3 parametros e 4 parametros. Figura

36 mostra a diferenca, para um mesmo individuo, entre a colocagao ao utilizar o modelo de 3

parametros e ao utilizar o modelo de 4 parametros, Tabela 27 apresenta as maiores diferencas

entre a colocacao dos dois modelos. Apenas 27 individuos obtiveram a mesma colocagao em

ambos os modelos, 5437 foram observados uma colocagao maior no modelo de 3 parametros

que o modelo de 4 parametros.

Rank modelo 3 PNO

Rank modelo 4 PNO

6 modelo 3 PNO

6 modelo 4 PNO

2284
7608

1407
8916

0.578
-0.658

0.953
-1.016

Tabela 27: Maiores diferengas de colocagao

Ao analisar os 100 maiores valores de  no modelo de 3 parametros apenas 14 destes

nao pertence aos 100 maiores valores de  no modelo de 4 parametros, Tabela 28 apresenta
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Figura 35: CCI para item 19. Estimativas trés parametros: a=0.9, b=-0.45, ¢=0.08. Estimativas 4
parametros: a=1.28, b=-0.55, ¢=0.15, d=0.04
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Figura 36: Diferenca da colocacao dos candidatos em relagao ao modelo de 3 parametros
com o modelo de 4 parametros

a diferenca de colocagao dos 14 individuos nao pertencentes ao top 100 do modelo de 4
parametros. A maior diferenca entre os que permaneceram entre os 100 maiores esta no

individuo que foi classificado como 100° para o modelo de 3 parametros e como 13° para o
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modelo de 4 parametros (6 no modelo de 3 parametros de 2.21 e § no modelo de 4 parametros
de 3.03). Pode se perceber entao uma diferenca pratica significativa ao utilizar o modelo de

4 parametros em relagao ao de 3 parametros.

6 Modelo 3 PNO | § Modelo 4 PNO | Rank modelo 3 PNO | Rank modelo 4 PNO | Diferenca entre rank
2.355 2.301 59 108 49
2.337 2.282 63 116 53
2.326 2.288 67 112 45
2.316 2.328 68 105 37
2.302 2.329 72 104 32
2.296 2.249 7 124 47
2.279 2.261 82 120 38
2.269 2.283 86 114 28
2.260 2.201 91 140 49
2.243 2.155 93 154 61
2.225 2.235 95 127 32
2.220 2.297 97 111 14
2.215 2.161 98 152 54
2.211 2.331 99 103 4

Tabela 28: Diferenca entre individuos top 100
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6 Conclusao

Essa dissertacao explorou os problemas de se fazer inferéncia em modelos de Teoria de
Resposta ao Item, em especial o modelo de 3 paradmetros para respostas dicotomicas, sob
abordagem Bayesiana via MCMC, através de comparagao de algoritmos existentes para isto.
Foram utilizados quatro algoritmos neste trabalho, todos algoritmos seguem uma estrutura
de algoritmo Gibbs Sampling. Dois destes, Gongalves et al. (2018) e Béguin and Glas (2001),
utilizam de variaveis auxiliares para a sua construcao; um considera apenas uma das variaveis
auxiliares proposto por Gongalves et al. (2018) e utiliza de passos Metropolis Hastings para
estimar os parametros a, b, 6 (algoritmo Metropolis I); por tdltimo um algoritmo que nao
considera nenhuma varidvel auxiliar e utiliza apenas de metodologia Metropolis para estimar
os parametros (algoritmo Metropolis II).

A comparacao destes algoritmos se d& de forma empirica através de estudos simulados,
onde foram simulado diferente bancos de dados com diferentes nimeros de itens e individuos.
Para amostra com menor niimero de itens e de individuos a performance dos algoritmos teve
a seguinte ordem: Gongalves et al. (2018), Metropolis II, Metropolis I e Béguin and Glas
(2001). Ao aumentar o nimero de itens e de individuos, a performance do algoritmo de Béguin
and Glas (2001) melhora em comparagao aos demais, chegando a ser um pouco superior ao
algoritmo de Gongalves et al. (2018) para o estudo de maior amostra (10000 individuos e 60
itens). O algoritmo de Gongalves et al. (2018) apresentou uma boa performance em todos os
estudos.

Foi proposta também uma extensao ao algoritmo de Gongalves et al. (2018) para o
modelo de 4 parametros, que considera uma assintota superior para os itens de maneira
que a suas probabilidades sejam inferiores a um. Foram realizadas simulagoes de bancos de
dados com diferentes ntimeros de itens e de individuos, através do modelo de 4 parametros,
e realizadas estimativas para os parametros utilizados para as simulagoes. Pode-se perceber
que o algoritmo realiza estimativas dos parametros de maneira satisfatoria.

Foi realizado um estudo comparativo da performance do algoritmo do modelo de 4
parametros em dados do modelo de 3 parametros e do algoritmo do modelo de 3 parametros

em dados do modelo de 4 parametros. Percebeu-se que o algoritmo de 4 parametros é capaz
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de realizar estimativas de maneira eficaz para o modelo de 3 parametros. J& o algoritmo de
3 parametros mostrou-se fragil para realizar estimativas para dados provenientes do modelo
de 4 parametros.

Aplicando os algoritmos de 3 parametros e 4 parametros no banco de dados da prova
de Matematica do Enem de 2017, pode-se perceber que h& impacto do parametro de assintota
superior ao banco e assim ha uma pequena diferenca nas estimativas para os tracos latentes
dos individuos, levando a uma leve concentragao em valores abaixo de 0 para o modelo de 4
parametros em relagao ao modelo de 3 parametros.

Os resultados apresentados nessa dissertacao sao pioneiros na comparacao de algo-
ritmos MCMC para Inferéncia Bayesiana em modelos de TRI e auxiliam os usuérios dos
modelos estudados na escolha do algoritmo a ser utilizado. Como trabalhos futuros, podem
ser consideradas comparacoes entre os algoritmos propostos para o modelo de 4 parametros,
para detectar se o comportamento observado neste estudo permaneceria, e comparagao de

algoritmos de modelos mais gerais, como modelos politdmicos e modelos multidimensionais.
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A Calculos

A.1 Calculos Algoritmo Béguin and Glas (2001)

Calculo da condicional completa para ¥y, devem ser considerado dois casos, sendo estes

quando Y;; =1 e quando Y;; = 0. Para Yj; = 1 tem-se:

m(Zij|.) o w(Yij = 1| Zij)7(Zij)
o< (1{z,=1y + cil{z,—0p) (P(a:i; — b;)) 79 (1 — D(a;6; — b))~ 7

X @(aiej - bi>I{Zij:1} + Cz(l — @(aiej - bi))]{Zij:O}
n @(azﬂj — bz> + Cz(l - (ID(aiHj — bz

ol =@ty b))
q)(aigj - bz) + Cz(l — CI)(ain _ bz)) {Z;;=0}-

) I{Zijzl} +

D(a;i0;—b;) )

Assim ¢é possivel perceber que (Z;;|Y;; = 1,.) ~ Bernoulli <‘1>(a'9~fb~)+c'(17<1>(a'9~7b~))
U4 7 T U4 i

Para Y;; = 0 tem-se:

m(Zis|.) o< w(Yi; = 0| Zij)m(Zij)
o< (0Lgz,,=1y + (1 — i) L1z,,-0) (P(aib; — b;)) 79 (1 — B(a0; — b;))' 7

XX (1 — Ci)I{Zij:O}(l — (ID(aZ-Hj — bz))

Logo, percebe-se que P(Z;; = 0]Y;; =0,.) = 1, assim (Z;;]Y;; = 0,.) é um ponto de massa

no zero.
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Para ¥,y tem-se:

m(0;].) o [ [ w(Xislas, bi, 0,)w(6;)

i=1

0<H

X exp
X exp

X exp

assim, (6;].) ~

Sy ai(Xij+bi) 1

a0+b) 79?.

e 2

( 20, Zz ) Xija; + Z =1 ?932 — 20; Zf:l aibi> QJQ.
a 2 )
02 (S a2 +1) =20 (XL, X, + b))
a 9

(XL a2 +1) (9 — 9, Tyt

i=1% >

2 9

v

Para U5 tem-se:
W(ai, bz’ X

J
) o [ =(
j=1
J
ocHeXp
j=1

ocexp{; ( (;

> X0 +

7j=1

—2a; (

I
izt

)

a2+1 05 a?4

Xijlai, bi, 05)m(ai, bi)la;>0

1 o (@i —pa)? | (b — wp)?
{_2 ((Xij —a;0; +b;)" + -2 + p Io;>0
1 L laimpa)® | (b= )
b (Z i —aiflj + b)) + p + p Io,>0

J J
1 2 2 2
_5 <2ai E 1 Xijej + a; E 1 0]- — 2a;b; E 1 ¢9j + Jbi + 2b; E 1Xij
J= J= J= J=

2aipe b2 2upb;
2 + ;12 - 0_2 Iai>0
a b b

J

J
1
9]2+) + b7 <J+ > + 2a;b; Y 0
j=1

2)n (oeg) o
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Podemos reescrever da seguinte maneira:

m(as, bi].) x ex 1 i + b ___Zyaibi
PALEEPATIN M=) (02) T (1 =2)(0F) (1 —2)oso;

o G <u2__7u2)__ 2b; (ub__vu2>>}l ;
* * ok * ok i>0-
(1 - 72) O-g Uaab (1 - 72) O-Ig* Uaab ¢

Onde:
2% 02
oS = N o
(0325107 + 1)(1 —9?)
= %
(o3 +1)(1—~%)’
= 0a0b Z}I 195
— - ,
(0237521 05 + 1) (03] + 1)]1/2
J
Z (Xij0;) + paoy 2 | — okory ZX” bab )
7j=1
J
Hy = 04047 Z Xijt;) ) + a0y | = o3 ZXH Hb01;2
7j=1 7j=1
Assim:
(a’mbl|) ~ NQ(/"? E)
e MZ’E: o5 oaony
i oy o

Para U4 tem-se:

Z]\Z =0 U
C;

7

Zj\zij:() Yijtac—1
G

(1_ )Z] 1 {wao} ZJ\Z =1 Yij ac—l(l_c>,8c—1

J . —
(1- Ci)zj:l Iziy=0y=2j12;5=1 Yis+Be1

. J
assim (c;[.) ~ Bem(Zﬂz,-j:o Yij + Zj:l Lz, =0y — Zj|zij:1 Yij + Be)
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A.2 Calculos Algoritmo Gongalves et al. (2018)

Para condicional completa de Wy, deve-se ser considerados dois casos. Primeiro para Y;; = 1,

tem-se que:

m(Zij, Xi5|Yij = 1.) o< w(Yey = 1] Zi5, Xij)w(Zij|ei)w(Xijlai, bi, 05)
o< (Iz,;=11x,;=0 + 1z,;=01x,;>0)7(Zij|ci)m(Xij|ai, b, 0;)
oc m(Zijlei)pi(Xijlai, biy 05)1z,,=11x,,=0 + 7(Zijlei)m(Xijlai, by, 05)17,,=01x,;;>0

x ¢ilz,;=11x,=0 + (1 — ¢i)d(wij — (aib; — bi))1z,;—0Ix,;>0

Oy —(ail; = b)) p 1
@(azej — bz) ;=04 X;;>0-

X CiIZijZIIijZO + @(aié?j — bl)(l — Ci)

Assim (Z;;]Y;; = 1,.) ~ Bernoulli <c~+(170')c<£(a'0~fb~)> e (Xij|Zi; =1,Y;; = 1,.) é um ponto
T T V4 7
de massa em zero, (X;;|Zi; = 1,Yi; = 1,.) ~ Ny o0y (aiflj — bi, 1).

Para Y;; = 0 tem-se que:

m(Zij, Xij|Yi; = 0,.) o< m(Yij = 0Zj, Xij)m(Zijlci)m(Xijlai, bi, 05)

o (Iz;,=0lx,;<0)7(Zijlci)m(Xijlas, b, 05).

Assim (Z;5|Y;; = 0,. ¢ um ponto de massa em zero e (X;;|Y;; = 0,Z;; = 0,.) ~ N(_ 0y (aifj —
bi, 1).
Para \1’2, como (XZJ‘ZZJ = 0,(17;, bi, 6]) ~ N(azﬂj - bi, 1), tem-se que:

m(61) o< [ 7(Xijlas, bi, 05)(8;)
1;2;;=0

2 2
ij—ai0j b))% —0F

—(X
X || € 2 e 2

1;2;;=0
<_29j Zi?Zij:O Xijai + Zi;ZiJ:O G%HJQ' — 20; Zi;ZijZU aibi> 932
X exp — v
2 2
9J2' (Zi;zij:O aj + 1) —20; (Zi;zm:o ai(Xij + bl))
x exp{ —
2
> iz;—0 @i (Xij+bi)
x exp{ — ’

2
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assim (6;].) ~ N 2izy;=0 % Xii +00) 1
Jh Zi;Zij:OQ?+1 ’Ei;z,-jzoazz“‘l

Para U3 tem-se:

m(aibil) o< [ m(Xijlas, bs, 05)m(as, bi)Ia,50

J3Zi5=0
1 2, (@i —pa)? | (b — w)?
0% | H exp{—2 <(X,~j —aif; +b;)" + ! o AR 02 Io,~0
J;Zij:
1 a 2 b; 2
ocexpq —5 Z (Xij — aifj + ;) + (ai 2'%) + (b z'ub) I,,~0
L= lop; o
.77Zzy*0
xexpl —= | —2a; Z Xi;0; +a2 Z 92 2a;b; ZG —|—ij + 2b; ZX’J
] Zzg—o ] Z,L]—O
a?  2a b2 2upb;
+712_ Z;‘l’a 7@ _ IU/b >}Iaz>0
oF o ab
X exp{ — Z 924—— +b2<NJ+ >+2alb Z 0;
J3Zi5=0 732;5=0
—2a; Z X Z Xz] + Iai>0-
J3Zi;=0 J3Zi;=0
Onde Ny =327 Iz, —o.
Podemos reescrever da seguinte maneira:
1 a? b2 2va;b;
ﬂ(a-,b-].)ocemp{—< ot ; — —
v 2\(1=2)(03)  (1=72)(op") (1—9)oso;

P (ué B w?,‘)_ 2b; (ui B wZ))}
(1—=192) \o2*  oio} (1—9%) \o* oio

IS
S %

Onde:

g =5 5
P (N 1)1 =)

Ta0b Zj§Zij=0 Hj
Y= )
(03 225:2,=0 07 +1)(oy Ny + 1)]1/2

66



* 2% -2 * % —2
Hg = 04 Z (XZJGJ) + Ha0y, —0a0pY Z Xij — Ty ’
J3Zi5=0 JiZij=0

Wy = 0q047 Z (Xij0;) + taoy > | — 03" Z Xij — o, ”

J32i=0 J3Zi;=0
Assim:
(ai’ bl’) ~ NZ(M’ Z>Ia¢>0'
* 2% * %k
K 04 O-ao-b’y
= * ’ X = * % 2
*
Hy 0a0p7 O

Para ¥4 tem-se que:

i
E)
kY
—

m(Zijlei)m(ci)

<.
I
—_

R e )

2
—
5

.
Il
—_

S Zys IR _

o T (1 = ) TR B e (1 — )Pt
J . —

sumyj_y Zijtae 1(1 _ Ci)J—yj’:l Zig+Be=1

X ¢

assim (¢;|.) ~ Beta( gzl Zij + ac, J — Z;']:I Zij + Be).

A.3 Calculos Algoritmo Metropolis-Hastings I

Para a condicional completa de Z;; temos que considerar dois casos. Primeiro, quando Y;; = 1:

m(Zij.) o< w(Yij = 1 Zij, ai, bi, 05)m(Zij]c:)
o (Iz,=1 + ®(aibl; — bi)Iz,—0)(c; ¥ (1 — ¢;)' =)

7

o ¢ilz;=1 + (1 = ¢;)®(aib; — bi)Iz,—o.

Cq

ci+(l—ci)<1>(ai9j—bi)

Assim, é possivel perceber que (Z;;|Y;; = 1) ~ Bernoulli ( ) E por cons-

trucao ¢ possivel perceber que Z;; é um ponto de massa no zero quando Y;; = 0.
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Para gerar a probabilidade de aceitacao de ¥, tem-se que a distribuicao alvo é dada por:

m(05].) o< [ #(¥ijlas, bi, 0;)7(6))

1;2;;=0
_92
Vi (1 — pi(0;)) Ve
BN pi( —pi(0;)) ez
1;2;;=0

Onde p;(0) = ®(a;0 —b;). A distribui¢do proposta para a geragao desta distribuigao é a distri-
buigao Normal, logo uma fungao par, assim, utilizando equagao (3), para se calcular a probabilidade

de aceitagao, temos que:

. . (0})
(9379;‘ 1) min (1, W(9?1)>

. \ _ 0 1 1=miep 17
= min [ 1exp{-0.5(0> - 05*)} ] [p] L_p)]

k—1 k—1
1;2;5;=0 pZ(GJ ) pl(aj

Para gerar a probabilidade de aceitacao de ¥3, tem-se que a distribuicao alvo é dado por:

m(aibil) o< [ 7(Viglas, s, 6;)7 (s, bi) Ta;>0

J3Zi5=0
-y, — (aj—pa)? _ (b;—pp)?
X H p] ai,b z 1_p](‘9 )) Ye 2oa 29p Iai>07
1;2;5;=0

onde pj(a;, b)) = ¢(a;8; — b;), a distribuicao proposta é uma distribuicdo Normal bivariada com

correlagao zero. Assim a probabilidade de aceitagao é:

* - . 7(a;, b7].)
a((ag, b7), (a; £ 1abf 1)) = min (1’7r(ak1bkl)lai>0

. 1 N 12 " _
= min <1,exp{—w(ai2—af Y 2u,(af —af 1))}
a

= ¥ - * _
eXp{_w(sz—bf 1 o () — b 1)>}
T
H [ (az’bZ) 1_]3](&1,13:) ]I i >0
j;ZijZO pJ( k ! bk 1) p]( k 1 bk’ 1) i

Para 14 tem-se que a sua distribuicao condicional completa é idéntica a construida para o

algoritmo de Gongalves et al. (2018), ver A.2.

68



A.4 Calculos Algoritmo Metropolis-Hastings 11

Para os célculos de densidade de condicional completa de 11 e o checar A.3. Para o céalculo de

13 tem-se que a sua distribuicao alvo é:
J
m(cil.) HW(Ej\ai,bi,ci,ﬁj)w(ci)
j=1
J
o [T pig(en™s (U= pisea) e (1 = )™
j=1

A distribuigao proposta utilizada & h(c}, ¥ 1) ~ Uniforme(y(cF 1), y(cF™1), onde 9 (cF ™) =

(3 2

max(0, cf_l —d)e 7(02?_1) = min(1, cf_l +9). Logo a probabilidade de aceitagao é dada por:

m(cFt h(cr e

J * Yij * 1-Yi; *\ Qe — %\ Be— * *
o (ot e 1 a1 et a et ) — o)
= min ’H (T 1 (1 FDae 1(] — b )Be T (1) — (k1

j=1 PG ) Pij (Ci ) (Ci ) ( G ) 'Y(Ci ) Q/J(Cl )

B Calculos Algoritmo Modelo de 4 parametros

Para condicional completa de Wy, deve-se ser considerados dois casos. Primeiro para Y;; = 1,

tem-se que:

m(Zij, Xi5|Yi; = 1.) o< m(Yij = 1| Zij, Xij)m(Zijlci, di)m(Xizlai, by, 05)
% (Iz,,=1,00)Ixi;=0 + Iz;;=(0,1,0Ix,;50)™(Zij|ci, di)m(Xijlai, bi, 05)
x cilzg, —0,1,0)Ix;;=0 + (1 — ¢i — di)d(xij — (aifj — bi))I7,,—(0,1,0)x:;>0

P(xij — (aifj — b;))
x cilz, 1,00 Ix;;=0 + ®(aitl; — bi)(1 — ¢; — d;) é(azﬂj —Jbi) Iz7,,=©0,1,01x;;>0-

(1—d;j—c;)®(a;0;—b;)
Ci+(1fdifc¢)fp(a¢9j 7171‘)

(1,0,0) S€ Wi; = O, Zij = (0, 1,0) S€ Wij; = le Xij ~ N((),OO)(CLZ'H]' — bz’, 1) se Zl'j = (0, 1,0).

Utilizando de uma varidvel auxiliar w;; ~ Bernoulli ( ), tem-se que Z;; =
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Para o segundo caso, Y;; = 0 tem-se que:

m(Zij, Xij|Yij = 0.) o< m(Yij = 0|Zi5, Xij)m(Zijlci, di)m(Xij|ai, bi, 05)
o< (Iz,,=0,0,)Ix:;=0 + 1z,;=(0,1,01x:;<0) 7 (Zijlci, di)m(Xizlai, by, 05)

o dilz,.—0,01)Ix;;=0 + (1 — ¢i — di)p(wij — (aifj — i)z, —(0,1,0)x:;<0
P(xij — (aifj — b;))

X diIZij:(O,O,l)IXijZO + (1 - (19((17;9]' - bl))(l — C; — dl)

. . . . . d; B o
Utilizando uma variavel auxiliar v;; ~ Bernoulli (di+(1_Ci_di)(1_<I)(ai9j_bi))7 tem-se que Z;; =

(0,0, 1) S€ Vi; = le Zij = (0, 1,0) S€ Vij = 0, (S Xi]' = N(_m70)(ai9j - bi, 1) se Zij = (0, 1,0)

Para 1y e 93 ver A.2. Para 4 temos que:

7T(CZ', 1-— C; — dz,dz’) XX 7T(ZU|Ci, di)ﬂ(ci, 1-— C; — di, dz)
J
oc [T e (1 — ¢ — di) %oz (di) 50 (1 — ¢ — di)*2d2
J=1
J B J
R e IR L M T e

Logo:

J J J
((Cl', 1—¢ —d;, dl)|) ~ Dir | a1 + Z Zijla a2+ Z Zl’jg, ad + Z Zl'jg
=1 =1 =1

70

I, _ I o
L- ‘b(azﬂj — bi) Z;;=(0,1,0)4 X;;<0



C Cadelas de Markov

C.1 Estudo Simulado 1

Para melhor visualizagao dos gréficos das cadeias da fungao log densidade posteriori foram ignora-

das as 10 primeiras iteragoes. Valor inicial das cadeias: -5747.636, -4591.284, -5909.597 e -4619.654.
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Figura 37: Cadeias Log Posteriori algoritmo Béguin and Glas (2001) para Estudo Simulado
1.
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Figura 38: Cadeias Log Posteriori algoritmo Gongalves et al. (2018) para Estudo Simulado
1.
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Figura 39: Cadeias Log Posteriori algoritmo Metropolis I para Estudo Simulado 1.
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Figura 40: Cadeias Log Posteriori algoritmo Metropolis II para Estudo Simulado 1.

C.2 Estudo Simulado 2

Para melhor visualizagao dos graficos das cadeias da funcao log densidade posteriori, foram igno-

radas as 50 primeiras iteragoes. Valor inicial das cadeias: -49694.37, -32761.26, -55063.43 e -31930.89.
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Figura 41: Cadeias Log Posteriori algoritmo Béguin and Glas (2001) para Estudo Simulado
2.
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Figura 42: Cadeias Log Posteriori algoritmo Gongalves et al. (2018) para Estudo Simulado
2.
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Figura 43: Cadeias Log Posterior: algoritmo Metropolis I para Estudo Simulado 2.
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Figura 44: Cadeias Log Posteriori algoritmo Metropolis II para Estudo Simulado 2.

C.3 Estudo Simulado 3

Para melhor visualizacdo dos graficos das cadeias da fungédo log densidade posteriori, foram ig-
noradas as 100 primeiras iteragoes. Valor inicial das cadeias: -378342.5, -235234.7, -419285.3 e
-227231.1.
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Figura 45: Cadeias Log Posteriori algoritmo Béguin and Glas (2001) para Estudo Simulado
3.
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Figura 46: Cadeias Log Posteriori algoritmo Gongalves et al. (2018) para Estudo Simulado
3.
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Figura 47: Cadeias Log Posteriori algoritmo Metropolis I para Estudo Simulado 3.
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Figura 48: Cadeias Log Posteriori algoritmo Metropolis II para Estudo Simulado 3.
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