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Resumo

Nesta dissertacao, apresentaremos algumas generalizagoes dos Teoremas de Ax-Katz e
Chevalley-Warning. O objetivo delas é encontrar a maior poténcia do primo p que divide
o numero de solugbes de um sistema polinomial sobre o corpo F,, com char(F,) = p.
Apresentaremos também algumas propriedades das somas de Gauss e de Jacobi, para
obter a congruéncia de Stickelberger, e faremos uma introdugao aos nimeros p-adicos,

conceitos necessarios para a prova do Teorema de Ax.

Palavras-chave: Corpos finitos, Teorema de Chevalley-Warning, Teorema de Ax-Katz,

Soma de Gauss, Soma de Jacobi, Congruéncia de Stickelberger, Numeros p-adicos.



Abstract

In this dissertation, we will present some generalizations of the Ax-Katz and Chevalley-
Warning Theorems. Their goal is to find the greatest power of the prime p that divides
the number of solutions of a polynomial system over F,, with char(F,) = p. We will
also present some properties of Gauss and Jacobi sums, in order to obtain Stickelberger’s

congruence, and an introduction to the p-adic numbers, concepts needed in the proof of

Ax’s Theorem.

Keywords: Finite Fields, Ax-Katz Theorem, Chevalley-Warning Theorem, Gauss Sum,

Jacobi Sum, Stickelberger’s Congruence, p-adic Numbers.



Sumario

i INTRODUCAO| . . . . o i o e e e e s e s 9

2 FUNCOES DE SEGUNDO GRAU SOBREF,|. . . . . ........ 11

110 GENERALIZACAO DOS TEOREMAS DE AX-KATZ E CHEVALLEY- |
| WARNING) . . . . . o e e e e e e e e e e e e e s s s s 71




1 Introducao

Ao longo da dissertagao, denotaremos por F, o corpo com g = p/ elementos, onde p é
um primo impar e f um inteiro positivo.

Dado um polindomio com n varidveis e coeficientes no corpo finito F,, uma pergunta
natural é: qual ¢ o numero de elementos em Fy que sao raizes desse polinomio? Para
polinomios de grau 2 é possivel encontrar uma férmula que responde essa pergunta, como
veremos no Capitulo 2] Entretanto, para polindmios de grau arbitrdrio nao é conhecida
uma férmula geral que soluciona esta pergunta.

Em 1935, Claude Chevalley [Chev35] contribuiu de maneira significativa para a solugao
desse problema. No mesmo ano, seu resultado foi melhorado por Ewald Warning com o
Teorema de Chevalley-Warning ([War3h]), que apresentaremos no Capitulo [3} Com ele
descobrimos que o nimero de solugoes do sistema polinomial é um muiltiplo da caracteristica
do corpo base, caso a soma dos graus dos polindmios seja menor que o nimero de variaveis.

Anos depois, em 1964, James Ax obteve um resultado ainda melhor com as mesmas
condigdes. O Teorema de Ax ([Ax64]) diz que o ntimero de solugodes é divisivel por uma
poténcia do ntmero de elementos do corpo. Essa poténcia foi aprimorada por Nicholas
Katz em 1971, o que atualmente é conhecido como o Teorema de Ax-Katz ([Ka7l]). Este
resultado serd provado no Capitulo [J] desta dissertagéo.

Para demonstrar Teorema de Ax precisaremos de algumas ferramentas que serao
discutidas nos Capitulos [d] a[8l No Capitulo [4] serdo introduzidos caracteres aditivos e
multiplicativos sobre F, e as somas de Gauss e Jacobi associadas a eles. Em seguida,
no Capitulo , serao apresentadas propriedades dos anéis de inteiros de Q((,,,), onde (,,
denota uma raiz m-ésima da unidade. Com essas propriedades, no Capitulo[6] obteremos a
Congruéncia de Stickelberger (Teorema , que relaciona somas de Gauss e os residuos
moédulo um ideal primo do anel de inteiros de Q((,). Essa congruéncia sera fundamental
para a demonstracao do Teorema de Ax.

O ultimo ingrediente necessario para a prova do Teorema de Ax-Katz sao os niimeros
p-adicos, que serao apresentado no Capitulo[§l Eles sao definidos a partir de uma valoragao
que relaciona cada nimero inteiro a maior poténcia do primo p que o divide. Essa valoragao
pode ser estendida para o corpo dos niimeros racionais e ela determina uma norma nao
arquimediana, denominada norma p-adica. Fazendo o completamento dos racionais com
respeito a essa norma obtemos o corpo @Q,. Os elementos de valoracao positiva de Q,
formam um anel local e, fazendo o quociente desse anel pelo seu ideal maximal, obtemos
um corpo isomorfo a F,. Tomando extensoes algébricas de @Q,, de maneira andloga,
construimos um corpo isomorfo a [,.

Os Teoremas de Chevalley-Warning e Ax-Katz tém sido generalizados de varias maneiras

ao longo dos anos. No Capitulo [10] apresentaremos algumas das generalizagoes presentes
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no artigo [BBC19], de 2017, que envolvem tomar graus parciais dos polinémios bem como

composi¢ao com outras fungoes polinomiais.
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2 Fungdes de segundo grau sobre IF

Dados b€ F, e g € F,[x1,- -+, x,] polinémio de grau 2, qual é o nimero de elementos
(c1,-++,cn) em Fy tais que g(cy,---,c,) = b7 Neste capitulo seguiremos o caminho
apresentado no livro [LN], dividindo este problema em casos e, no final, apresentaremos
uma férmula que responderd a essa pergunta.

Para todo g € Fy[xy,- -+, x,], polindmio com coeficientes em Fy, e b € F,, denotaremos
por N(g = b) = #{(a1, -+ ,a,) € Fy | g(a1,--- ,a,) = b}. Precisaremos do seguinte

caracter.

Definicao 2.1. Se b € F,, definimos

1, se b € um quadrado em F
X(b) =4 —1, seb ndo é um quadrado em F3
0, se b=0.

X serd chamado de o caracter quadrdtico sobre IF,.

Como F} ¢é ciclico ([LN] Capitulo 1.2), se a,b € F}, e v ¢ um gerador de F}, temos que
a="%eb=n"' para certos s e t naturais. Assim, analisando as possibilidades de paridade

para s, t e s +t, podemos concluir que X (v51) = X (v%)X (+"), ou seja, X' é multiplicativo.

Definigao 2.2. Definimos V(b) como:

-1, seb#0
qg—1, seb=0.

V(b) =

Com isso, podemos mostrar o teorema a seguir.

2

-, onde

Teorema 2.3. Seja g : F} — F, definida por g(x1,- -+ ,2n) = a2} + -+ + ap
ay, - ,a, €F,. SebeF,, entao

-1 n—2 n ,
" t+q 2 VOX(-1zay---a,), sen épar
N(g(zy, -+ ,x,) =b) = !

n—1

qn_1+q%lx((—1)7al---anb), sen € impar.

Demonstragao. Dividiremos esta demonstragao em casos.

Caso 1: Comegaremos com o caso n = 1, isto é, uma funcio da forma g(x) = az?.

1, seb=0
N(axzzb):N(xQZ—)Z 2, se 2 éum quadrado e b # 0

0, se g nao ¢ um quadrado.
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Ou, equivalentemente,

N(az®> =b) =1+ X (S) =1+ X(ab).

Caso 2: Agora, com a solucao do caso anterior, vamos tomar uma funcao com duas

varidveis. Portanto, seja g(z1,12) = a12? + asx3, com ay,as € ;.

N(aa? + apa =b) = > N(aa} = c1)N(agz3 = c3)
c1+co=b

-2 (e (3) 042 ()
- % e () e (2) v (G

) s

1

c1+co=b c1+co=b c1+co=b
Z C1C2
a1a
c1+ca=b 122

c c
Como - e 2 percorrem todos os elementos de I, entao Z (—1) = Z X (—2> =

c1+co=b a1 c1+co=b a2
0, ja que a quantidade de quadrados nao nulos é igual a quantidade de nao quadrados

em F, (para concluir isso, basta observar que o kernel de g(z) = 2% aplicada no grupo
multiplicativo F}; é o conjunto {—1,1} e, pelo Teorema do Isomorfismo de Grupos ([LN]

Capitulo 1.1), temos que |[Im(g)| = |2q ). Portanto

N(a177 + apas = b) = ¢ + X(a,a,) Z X(c109)

c1+ca=b
= q+ X(a1a2) Z X(c(b—c))
ceFy
b
=q+ X(aiaz) Z X(AHx (— — 1)
ceFy ¢
b
=q+X(a1a2)ZX (——1) .
ceFy ¢
Se b # 0, entao
N(a17] + agay =b) = ¢ + X(ayaz) ZX (1] =q¢— X(—ar1a2).

deF,

Se b = 0, entao

N(a 22 + agas = b) = q + X (ayas) Z X(=1)=q+ (¢ — 1)X(—aias).

celFy
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Das duas relacoes anteriores, concluimos que
N(ay23 + agzy = b) = g + V()X (—aias).

Caso 3: Por inducao sobre o nimero de variaveis, suponhamos que o teorema ¢é valido
para menos do que n varidveis. Portanto, seja g(xq,- -+ ,x,) = a12? + -+ + a,22, com

ar, - a, €.

Primeiramente, se n é impar, n — 1 é par e, pela hipétese de indugao, vale que

: (Z a;r; = b) = > N(mai+ - +anaz) ;= a)N(a,a] = c)
=1

c1+co=b

= Y @ TV)X (1) T a0 an))

c1+co=b

(x(2)

n— n— C2
:Zqz—f—ZqQX(a—n)

c1+ca=b c1+co=b
+ 3 T V()X () T aran)
c1+co=b
n=3 n—1 Co
% X((-1 Q)X — .
£ 3 TR T (=)
c1+co=

Observemos que Y. ., V(1) = 0e > ., X(£) = 0, uma vez que ¢; e =

an an

percorrem todos os elementos de F,. Observemos também que X'(£2) = X/(czay), pois se

a~' é um quadrado, entao a também é. Assim,

N (Zaixf = b) = Z "+ Z q%V(cl)X((—1)7l51a1---anCQ)
i=1

c1tce=b c1+ca=b

= ¢+ Y T V0 - )X(—1)"F a1 age)

celFy
_ n=3 n—1
=¢""+(g-Dg =z X(~1) 7 ar---anb)
_ Z ¢ X(—1)"T ar - apc)

ceF,\{b}

="+ (@-Da T X()T @)
+¢" T X(-1) T a1 aud)

=" T X() T anb).

Por outro lado, se n é par, n — 2 também ¢é. Logo, pela hipétese de indugao, temos
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c1+ca=b c1+ez=b
+ Z qn_?’V(CQ)X(—an—lan)
c1+ca2=b
+ qn;lV(Cl)V(Cz)X((_l)%al n)
c1+ca=b
=" T (D ar ) Yo VAV~ o)

Observemos que se b = 0, entao

D> VeV —c) =V(0)*+ > V(V(-0)

(g—1)*+(¢g—1)
=(q—1)q
= V(b)g.

Se b # 0, entao

ZV Vb—c)=-2(¢q—1)+ Z V(c —c)

€l c€EFg\{0,0}
=—-2(q—-1)4+q—2
= —q
=V(b)g.

Portanto,

: (Z a;w; = b) —¢"" + "7 X((=1)%a1 - a)V(b)g
=1
=" T VO)X((~1) 20 an).

Assim, concluimos que

n n—1 n=2 z 4
+qz VO)X((-1)2a;---a,), sen épar
N (E a;x? :b) — {q qn_1 () ((n_l) ! ) P
i=1 q

"lige X((=1)72 ay---axb), sen éimpar.
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Z

137 0 corpo com 13 elementos e

Exemplo 2.4. Sejam Fi3 =
g(x1, ) = T2 + 53,

polinomio em Fi3]xy, z5]. Tomando b = 2, vamos encontrar o nimero de solugdes para

g(x1,22) = 2. Aplicando o teorema anterior, temos:

N(g(x1,22) = 2) =13+ V(2)X((-1) - 7-5)
=13 — X(4)
=12.

Portanto temos 12 solugoes em Fi3 para g(x1,xs) = 2.

Exemplo 2.5. Sejam Fy3 = ;2

= 0 corpo com 13 elementos e

g(w1, 9, T3, 74, 75) = 327 + 225 + 1023 + 8z + 27,

polinomio em Fi3[xq, x9, x3, x4, x5]. Desejamos encontrar o niumero de solugoes para

g(x1, Ta, 3,24, 5) = 6. Nesse caso, pelo teorema anterior, como n =5, temos:

N(g(x1, 29, 23, 74, 25) = 6) =137 + 132 X((—=1)" -3-2-10-8-1-6)
=13" + 13°X(7).

Como 7 nao é um quadrado em 13, entao X(7) = —1 e

N(g(iﬁl, T2, 933>$4,ZU5) = 6) =13* — 13
=28.392.

Assim, temos 28.392 solugoes em F3; para g(xq, T2, T3, 74, T5) = 6.

Definicao 2.6. Se g € Fy[z1,--- ,z,]| € um polindmio homogéneo de grau 2 (todos os seus
mondomios tém grau 2) ou o polinémio nulo, dizemos que g € uma forma quadrdtica em n
Varidens.

Duas formas quadrdticas g e h sdo ditas equivalentes se g pode ser transformada em h

por uma mudanca linear de varidveis em [Fy.

Para toda forma quadrdtica g(x1, -+ ,2n) = < j<, @i;Ti%), associamos a matriz
A, cuja entrada (7, 7) é o coeficiente a; ; de g, para todo 1 < 1,5 < n.

Se char(F,) # 2, entao 21l ¢ IF,. Assim, podemos reescrever a; ;;x; como 2*1am~m,~x]~+
27'a; jo;2;, para todo 1 < i < j < n. Desta maneira temos que a matriz A associada a g
é simétrica.

Para o proximo resultado, precisamos encontrar uma forma quadratica equivalente a
glxy, -+ x,) = Z1§z’,jgn a; jT;7; cuja matriz associada seja diagonal. Para isso, precisamos

da seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 2.7. Seja g(w1,--+ , %) = Y 1< iy @i jTiT; uma forma quadrdtica nao
nula sobre F,, com char(F,) impar. Entdo eziste uma mudanga linear de varidveis
T
(xla"' 7xn)'£> (yla'" ayn)t:Bil ) comBEGL(Fq,n),tal quegoﬁil(yh"' ayn) =
Tn

§<y17"' 7yn) = a’y%—i_g(y% 7yn)7 com CL;A 0.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos assumir a; ; = a;;, ja que char(F,) #

2. Seja A = (a;;) € My« & matriz simétrica que determina a forma quadratica, isto é

I
g(xla" : ,an) = (l‘lf e 7xn)A
Tn
Sejam a € F; um elemento nao nulo da imagem de g sobre Fy e (c1,--- ,¢,) € Fy
C1 b1,2 bl,n
tais que g(cq, -+ ,¢,) = a. Denotemos por B = | : e de tal forma que
Cn bn,2 e bn,n
B € GL(F,,n). Isso é possivel pois (c1,- -+ ,¢,) # 0.
Observemos que
8] Cn
a1+ Ain C1 51,2 bl,n
. bio -+ bpo
B'AB =] ‘
Qp1 - QApn Cn bn,2 e bn,n
bl,n e bn,n
D i GigCiCy e Qi a - dip
pu— . p— 5
Ein,l e ZLn,n ZZn,l o ELn,n

para (a; ;) apropriados. Observemos que B'AB também é simétrica. Logo

W
g(ylvy% e 7yn) :(y17y27 T 7yn)BtAB
Yn

=ay} + 2(@1001y2 + -+ A1a¥1Yn) + T (Y2, Yn)

~ ~ 2
a _|_..._|_ann
=a <y1+ 1,292 - LinY ) +9(y2, -+, Yn)-

a1,2y2+-4a1,nY

Fazendo a mudanca de variaveis y, — ( > = 11, temos

g(ﬁl??/%"' 7yn) = CLQ%“—Q(:{/Q, ;yn)'
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Do resultado anterior, concluimos que toda forma quadrética sobre F, com char(F,) #

2 é equivalente a uma forma quadratica diagonal, ou seja, se g(X) = X'AX, existe

d, -~ 0
B e GL(F,,n) tal que g(Y) =Y'B*ABY, onde B'AB = :
0 --- d,
Observagao 2.8. Se g(ci,--+,¢,) = 0 para todo (c1,--- ,¢,) € Fy, entdo a matriz
associada a forma quadrdtica é a matriz nula.
Com isso, chegamos ao seguinte resultado:
Teorema 2.9. Seja (21, ,Tn) = D14 j<p @ijTi; forma quadrdtica sobre ¥, com

char(F,) # 2 e seja A a matriz simétrica associada a g com det(A) # 0. Entdo

n—2
2

N(g(xb - 7]:71) _ b) _ q”fl +q V(b)X((—l)% det(A))’ sen € par

¢ X((=1)"2 det(A)D),  sen é impar.
Demonstragdo. Pela Proposi¢ao 2.7 existe uma forma quadrética diagonal, g, equiva-
lente a g dada por g(X) = X'B'ABX =" | d;x?. Além disso, do Teorema temos que
T VO)X((-=1)2dy -+ dy), sen é par

qn_l‘i‘q%){((—l)%ﬂdl---dnb), se n é impar.
Notemos que d; - - - d,, = det(B'AB) = det(B)? det(A), portanto,

N(g(zy, -+ wn) =) = N(g(21,- -, 2n) =) =

X(c1---cp) = X(det(B)*det(A)) = X (det(A)).
Logo
1+ " VD)X (—1)3 det(A)), se n é par
L+ " T X(—1)"F det(A)b),  se n é fmpar.
]

Desta forma o nimero de solugoes de g depende apenas do determinante de sua matriz

associada A.

Exemplo 2.10. Novamente, seja Fi3 o corpo com 13 elementos e tomemos b = 7 e
g(z1, T9, T3) = 202 + 323 + 523 + Tw129 + 87125 + 9T273 um polindmio em Fyz[xy, To, x3].
Aplicaremos o teorema anterior para encontrar o nimero de solugoes para g(xy, s, x3) = T.

Para isso, observemos que a matriz simétrica associada ao polindomio g(xy, s, x3) €

2 10 4
A=110 3 11
4 11 5

e que det(A) =3 # 0.
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Portanto,

N(g(zy, 29, 23) = 7) =132 + 13- X((—1) - det(A) - 7)
=132 + 13- X(5)
=13 - 13
—156.

Assim, existem 156 solugoes para g(x1, x9, x3) =7 em F3,.
Uma pergunta imediata é: o que acontece quando det(A) = 07

Teorema 2.11. Seja g(x1," -+ ,Tn) = D1 j<p Qi jTiT; uma forma quadrdtica sobre Fy,
com char(F,) # 2 e matriz associada A = (a; ;) de posto k. Seja B € GL(F,,n) tal que

A0 <
B'AB = (0 0), onde A € GL(F,, k). Entdo

1 2n—k—2 k ~ .
g 2 Vb)X((—1)z det(A)), sek € par
N(g(J:lv T 7‘7:”) - b) = 2n—k—1 k—1 ~
P+ q 2 X((—1) 7 det(A)), sek é impar.

Demonstracao. Sabemos pela Proposicao que existe uma forma quadrética g =
X'B'ABX = Zle d;z? equivalente a g. Notemos que g possui n — k varidveis livres e
seus coeficientes formam a matriz diagonal A.

Pelo teorema anterior, sabemos que

¢+ ¢ VD)X ((—1)% det(A)), se k é par
¢t + Q%X((—l)% det(A)b),  se k é fmpar.

k
N(Z cir; =b) =
i=1

Como cada uma das n — k varidveis livres pode assumir g valores, basta multiplicar o

nimero de solucoes anterior por ¢"*. Logo, concluimos que
n—1 2n—k—2 k ~ ,
"'+ q 2 VO)X((—1)2det(A)), sek épar

2n—k—1

¢+ ¢ X((—1)" T det(A)),  se k é fmpar.

N(g(wy, -+ an) =b) =

]

Exemplo 2.12. Mais uma vez, seja Fi13 o corpo com 13 elementos e tomemos b = 2 e
g(z1, w9, 3) = 2% + 423 + 372 + 63179 + 2173 + 9T9w3, Polindmio em Fy3[w1, xo, x3]. Nesse

caso a matriz associada a g €
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1 10 12
com det(A) =0 e posto 2. Tomando B= |0 1 11|, temos
0 0 1
1 0 0 3 7 1 10 12 1 00
10 1 0 3 4 11]1-10 1 11|=10 8 0
12 11 1 7 11 3 0 0 1 000

N(g(zy, 9, 25) = 2) =132+ 13- V(2) - X((—1) - det(A))
=13%+13
=182.

Portanto existem 182 solugoes para g(1,Tq, 3) = 2 em Fis.

Observacgao 2.13. Se char(F,) = 2, nao podemos assumir que a matriz de coeficientes
da forma quadrdtica é simétrica, uma vez que 27! nao estd definido em Fq. Assim,
nao consequimos transformar as formas quadraticas em formas diagonais e, portanto,
os teoremas deste capitulo nao sao vdlidos para esse caso. Entretanto é possivel obter

resultados similares, como os Teoremas 6.30 e 6.32 de [LNJ.

O numero de solugbes da forma quadrética g(zq,--- ,x,) = 0 é divisivel por anT_lJ
Em geral, impondo algumas condi¢oes sobre g, mostra-se que o niimero de solugoes de
g = 0 em Fy é sempre um multiplo de ¢*, com s adequado, como serd mostrado no Capitulo

9 desta dissertacao. Uma versao fraca disso sera mostrada no préximo capitulo.



20

3 Teorema de Chevalley-Warning

A pergunta respondida no capitulo anterior para polinomios de segundo grau também
pode ser feita para polinomios de grau n e, mais ainda, para um sistema de polinomios
de grau n. Seja S = {(c1,--- ,¢,) €FY | fi(cr,-++ ,¢,) =0, V1 <i <7}, o conjunto de
zeros de um sistema, com fi,---, f, € F,[xq,- -+, x,] polindmios quaisquer.

Os Teoremas de Chevalley-Warning e Ax-Katz sdo uma resposta parcial a esta pergunta,
quando o numero de variaveis ¢ maior que a soma dos graus dos polinomios, como veremos
a seguir. Nossas referéncias principais sdo os artigos [Ax64], [Ka71] e [BBC19]. O objetivo
é encontrar a maior poténcia do inteiro ¢ que divide |S|, impondo algumas condicoes para
os polinomios fi,---, f.

Comecaremos com o Teorema de Chevalley-Warning, mas antes precisamos de algumas
propriedades do corpo F,.

-1, se(q—1)|[lel>0

Proposicao 3.1. Seja l € Z>y. Entao Z zt = Como con-
zeF, 0, caso contrario.

vencdo tomamos 0° = 1.

Demonstragao. Se l =0, entdao >_ =3

erqu al = Z:pg]F; l=—-1+ erﬂ«‘q l=-1
Suponhamos que (¢ — 1) nao divide I. Sejam M = erFq 2. Como Fy é um grupo

1=0. Seq—1divide [l el # 0, entao

z€eF,

ciclico de ordem ¢ — 1, existe um elemento de ordem ¢ — 1, portanto seja r tal elemento.

r'M =7t le = Z(m)l =M,

z€F, z€Fq

Temos que

uma vez que rx percorre todos os elementos de F,. Portanto 7'M — M = M(r' — 1) = 0,

mas 7! # 1, pois | nao divide ¢ — 1, logo M = 0, concluindo a prova. O

Proposicao 3.2. Seja F(xy,--- ,x,) € Fylxy,- -+, x,] um polinomio de grau menor que
n(qg —1). Entao Z(%m,xn)@g F(z1, -+ ,2,) =0 (mod p).

Demonstracao. Podemos escrever

J— a1 o
F(zy, - ,x,) = E Uy )T Y™
doieg ai<n(g—1)
Entao, somando sobre todos os (1, -+ ,,) em Fy, temos

Z Flay,-- ,x,) = Z (o o) Z 28 .. o

(mlv"'vxn)eFZIL Z?:1 a;<n(g—1) (fﬂly"wfﬂn)emf

= D aean( Y 7)o (DD ).

> ai<n(g—1) z1€Fq zn€Fq
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Como Y 1" a; < n(q—1), existe 1 <i <n tal que a; < (¢ — 1) e, consequentemente,
nao é multiplo positivo de ¢ — 1. Assim, para tal i, ZIZ_E]FQ x;" = 0 pela Proposigao .

Como isto é valido para todo mondmio, concluimos que Z(zl,m,zn) F(zy, -+ ,2,) =0

eFp
(mod p).
U

Teorema 3.3 (Chevalley-Warning). Sejam fi,---, f, € Fylz1,--- x| tais que d =
deg(f1) + - +deg(f.) <n. Se

S:{(‘rlf" 7‘%‘71) G]FZ | fj(x17"' an)zoa V1 S]ST}7
entao |S| =0 (mod p).

Demonstragao. Primeiramente, para simplificar a notacao, denotaremos por X = (xq,- -+, x,).
Agora definimos a fungao N(X) =[]/, (1 — f:(X)?!). Observemos que, para 1 <i <re
para X, € FY fixo, se fi(Xo) = 0, entdo fi( X))t =0ese fi(Xg) # 0, entao f;(Xp)™ ! =1.

Com isso, temos que

N(Xy) = se fi(Xo) 1 <r

0, caso contrario.

Ou seja, somando sobre Fy, >« p. N(X) = [S| (mod p). Logo, basta mostrar que
Y yer» N(X) =0 (mod p). Notemos que

YN =) [Ja-re0)Th

X€F? XeFn i=1
- Z Z (— 1)+t Hfi(X)(q_l)ji
(1, ,dr)€{0,1}" X E€FR i=1
e deg(TT._, f:(X)17) < n(q —1). Assim, pela Proposicao 3.2 temos o resultado.
=1
O

Observemos que a condigao »_ deg(fi) < n é necessaria, como mostra o seguinte

exemplo:
n—1 ‘
Exemplo 3.4. Sejam {o, - ,a,} base de Fyn sobre Fy e f(x1,--- ,2,) = H(o/szvl +
=0
o+ almy,).

Seja T o automorfismo de Frobenius sobre Fyn tal que 7(b) = b9. Observemos que
o corpo fixzado por T € F,. Por um abuso de notacdao, denotaremos também por T o
homomorfismo sobre Fyn|[xy, -+, ] tal que (D a;Xz) = ZT(CL;)X;, onde i = (i1, ,in)

e X' =gt ---zin. Observemos também que o anel fizado por 7 € F [z, -+ ,x,]. Assim,

T(f(@r, - wn)) = flan, - @),
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ou seja, f(xy, - ,x,) € Fylay, -, x,] e deg(f) =n.
Se .(01,--- ,Cn) S Fy € tal que f(ci1, -+ ,c,) = 0, entao existe 0 < j < n —1 tal
que o/fj 1+ -+ alc, =0. Aplicando T a quantidade necessdria de vezes, temos que

ajcr 4t ane, =0, mas {aq, -+, } € base, assim ¢y = -+ = ¢, =0 € a unica solugao.

Coroldrio 3.5. Sejam fi,---, f» € F [y, -+, x,] tais que d = deg(f1) +---+deg(f,) <n
e sejam g1, ,gn € Fylz] polinomios de permutagdo. Se S = {(v1,---,7,) € F} |
filgi(@1), -+ gn(x0)) =0, V1 < j <1} # 0, entdo [S| =0 (mod p).

Demonstracao. Como gy, --- , g, sao polinomios de permutacao e, portanto, represen-
tam fungoes bijetivas de F, em F,, existem funcdes inversas g; ', -, g, € F,[z]. As-
sim, para cada solugao (z1,---,x,) de f; = --- = f, = 0, existe uma solu¢ao de
filgi(@r), - ga(n)) = -+ = filgi(21), -+, gn(wn)) = 0 dada por (g7 (21), -+ , g, " (20))-

Portanto, como d < n, pelo Teorema de Chevalley-Warning vale que |S| =0 (mod p). O

No que segue, o objetivo ¢, usando as mesmas hipdteses sobre o grau e o nimero de
variaveis do Teorema de Chevalley-Warning, limitar inferiormente o niimero de solugoes
do sistema. Para isso precisamos dos seguintes resultados que podem ser encontrados na
segao 6.1 de [LNI].

Definigao 3.6. Se W C F} € um subespago vetorial e a € F € um vetor, dizemos que
Wy =W +ad ¢ um subespago afim e dimg, (W1) = dimg,(W). Dizemos que Wy =W +d e
Wy =W + b sio paralelos se W1 N Wy =0, que € equivalente a a —b ¢ W.

Proposigao 3.7. Se Wi C Fy € um subespago afim de dimensao d, entao existem a; € Fy,

comi=2,---,¢""% tal que W; = W + a; sdo subespacos afins distintos e paralelos a W,
n—d

eUiny Wi=F;

Demonstracdo. Suponha que, para s < ¢"~¢, existam as, - -+ , a5 € [y tais que Wy, -+ Wy
sejam subespagcos afins distintos paralelos a W;. Como || J;_, Wi| = sq¢? < ¢", exite um
elemento b € F} tal que b ¢ (J;_, W;. Assim W, + b é subespaco afim.

Se f € Wy +bUWq, entao B = w + b, para algum w € Wy, logo § — b =w € W;. Mas
p € Wi, o que implica b € Wy, absurdo! Se § € Wi + b U W;, para algum i = 2, ,s, entao
B = w + a;, para algum w € Wy, logo f — a; € Wi. Analogamente, 5 — b € Wi, portanto
b—a;—P+b=b—a; €Wy eb—a;+a;, =beW,;, absurdo! Assim, temos que W; sao

subespagos afins distintos e paralelos a Wj.

qn—d

Para obter a igualdade [ J;_,

]-7"' aqnid'

W; = Fy, basta notar que |W;| = q¢ para todo i =

Lema 3.8. Sejam fi,---, f, € Fylz1, -+, 2, , d = deg(f1) + -+ +deg(fr) e S =
{1, n) €FY | fi(y, - 2,) =0,VI < j <1} Se Wi e Wy espagos afins paralelos
de dimensao d, entao |W1 NS| = |WoNS| (mod p).
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Demonstracao. Realizando uma mudanga variaveis, podemos supor que Wy = {(¢1,- -+ ,¢,) €
Frleo=-=cia=0}eWy={(cr,",cn) €EF} |1 =Lco=---=cpa=0}c¢
sejam gy, -, gr € Fylxy,- -+ ,x,] as fungdes obtidas a partir das mudangas de varidveis.

Como a mudanga de varidveis é afim, temos que deg(g;) = deg(f;).
Seja G(x1,-- ,xy) = (=1)" 4282 4 o + D)(@d ' = 1)--- (277}, — 1). Assim,

n—

—1, se (w1, -+ ,x,) €Wy
G(xh'" ,ZL‘n): 1, se (.Tl,"' ,$n>€W2

0, caso contrario.
Definimos a funcdo H(zy,--- ,a,) = (1 — g ") - (1 — g9 )G(zy, - -+ , x,). Logo,

-1, se(xy, - ,x,) €WINS
H(zy, - ,2n) =< 1, se (z1,-+,x,) € Wo S

0, caso contrario

edeg(H)=(q—1)d+(n—d—1)(¢g—1)+q—2=n(¢—1)—1 < n(q—1). Portanto,
pela Proposicao

S H(ene)=0=Won S| = WiNS| (mod p).

(c1, scn) EFR

]

Teorema 3.9 (Warning [War35|). Sejam fi,---, f, € Fylz1, -+ ,x,] ed =deg(f1) +---+
deg(f.) tal que d < n. Se S é o conjunto solugio de f =---= f. =0 e |S| #0, entdao
S| = ¢" .

Demonstragdao. Primeiramente, suponhamos que exista Wy, subespago afim de Fy, tal que
|ISNW;| # 0 (mod p) e dim(W;) = d. Em particular, notemos que |[IW;NS| > 1. Se, para
i=2,--,¢q"% W; = W) +a; sdo espacos afins distintos paralelos a W, com dim(W;) = d,

qnfd
pelo Lema 3.8, |[W; N S| = [W1 NS| (mod p), entdo [W> NS| > 1. Como Fy = U Wi,
i=1

temos que |S| = |Ude(VVZ NS)| > ¢

Agora, suponhamos que para todo W subespago afim de Fy, com dim(W) = d, temos
W NS =0 (mod p).

Afirmacao: existe 1 < k < d tal que [IWNS| =0 (mod p), para todo W subespaco afim
de Fy com dim(W) =k, e W' NS|#0 (mod p) para algum W’ com dim(W’') =k — 1.

De fato, tomando k = 1, dim(W') =1 —1 =0, logo W’ é um ponto. Como S # ()
existe W' tal que [IW' NS| = 1. Logo existe k > 1 que satisfaz tal propriedade.

Seja U plano afim tal que dim(U) = k—1e |UNS| #Z 0 (mod p). Seja W = {IW |
W é plano afim com dim(W) =ke U C W}.
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Se W € W, entao [IWNS| =0 (mod p). Por outro lado, |IWNS| = |UNS|+|(W\U)NS]|
e |lUNS|#0 (mod p)e |[(W\U)NS|#0 (mod p).

Se Wi, Wy € W, entao dim(W1 NWy) <k—1eW NWy DU. Mas dim(U) =k — 1,
portanto W7 N Wy = U. Assim,

S| > UNS[+ > [(WA\U)NS| > (p—1)+ W]

wew
Fazendo uma mudanga linear de varidveis, podemos supor que U = {(¢1,--+ ,¢,) €
. . k1 _
Fr | ¢ =+ = cuiy1 = 0} Logo, combinatorialmente, temos que |[W| = % =
gl 4o 41 > ¢ e, consequentemente, |S| > ¢ O

Observacao 3.10. Ezistem casos onde o mimero de solugoes do sistema é ¢"~ <.

n—1
Tomando g(xy,- -+ ,xq) = H(offle oz, em que (o1, ay) € base de Fyn
i=0
sobre By, e f(xy,--- ,xn) == g(z1, - ,xq). Como f(c1,-+-,¢,) =01 =--=¢c;=0,

entdo a quantidade de solucoes de f(xy, - ,x,) =0 € ¢" .
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4 Soma de Gauss

Antes de seguir para o Teorema de Ax-Katz, precisaremos de um resultado conhecido
como Congruéncia de Stickelberger. Para obter este resultado utilizaremos duas somas
de caracteres sobre F, denominadas soma de Gauss e soma de Jacobi. Neste capitulo,
apresentaremos tais somas e algumas de suas propriedades fundamentais. Os resultados
presentes neste capitulo encontram-se no Capitulo 8 de [IR].

Ao longo dos proximos capitulos, denotaremos por (,, uma raiz m-ésima da unidade e
Tr:F, — z% a fungdo traco definida por Tr(z) = x + 2P + --- + 2?'"". Denotamos por
Y : F, — C* o caracter aditivo ¢(x) = SR F, — C* um caracter multiplicativo
qualquer de F; e 1 : F, — C* o caracter trivial dado por 1(a) = 1, para todo a € 7.
Estendemos x em 0 de tal forma que x(0) = 1 se xy =1 e x(0) = 0 caso contrério. Notemos

que Y ! =1 em [y, logo x tem ordem coprima com p.

Definigao 4.1 (Soma de Gauss). Definimos a soma de Gauss do caracter x como

g(x) = Y _ x(a)¥(a).

a€lFy

Podemos verificar de maneira direta que g(1) =1 e que g(x) € Q((pm) se x tem ordem

m.

Lema 4.2. Sejam x um caracter multiplicativo e g(x) a sua soma de Gauss. Entdo:
a) 9(%) = x(~=1)g(x);

b) Se x # 1, entio g(x)g(x)
¢c) Se x # 1, entio g(x)g(X) = x(—1)g.

Il
=

Demonstragao.a) Como x(—1) = x(—1), segue que

=x(=1) Y _x(@)d(a)™" =Y x(~Dx(a)y(-a)
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b) Se x # 1, entao vale que

g(x)g(x) = Z x(ab™")¢(a —b) tomando ab™! =c

a,b#0
= Z (bc — b)
b,c#0
=3 x(Mw(0)+ > x(e) > _w(b(c—1))
b#0 c#1 b#0
=q—1+ Z x(e)(—
c#0,1
=q.

¢) Pelo item a), g(x)g(xX) = g(x)x(—1)g(x) e, pelo item b), g(x)x(~1)g(x) = x(~1)g.
0

Definigao 4.3 (Soma de Jacobi). Dados x1 e x2 caracteres multiplicativos, definimos a

soma de Jacobi dos caracteres x1 € x2 como:

J(x1x2) = Y xa(a)xa(1 — a),

aclFy

Verifica-se de forma direta que se m é o minimo multiplo comum das ordens de x; e

X2, entdo J(x1, x2) € inteiro algébrico em Q((,).

Lema 4.4. Sao vdlidos

a) J(1,1)=gq;

b) J(1,x) =J(x, 1) =0, se x # 1;

¢) JOx,X) = =x(=1) se x # 1,

d) J(x1,x2) = L9090 ge vy oL 1 vy £ 1 e xixe # 1.

9(x1x2)
Demonstracao.
a) J(1,1) =3 pep, Ha) W1 —a) = 3 pcr, L = ¢
b) JO61) = J(1,X) = Daer, Ha)X(1 = a) = 3 pep, X(1 = @) = 2 yep, X(b) = 0.

c)
T X =Y x@x(l-a)= > x(al-a)™).

a€F, acF \{1}
Se a(l —a)™! = ¢, entdao a = ¢(1 + ¢)”! para todo ¢ # —1. Assim J(x,X) =
Zcewq\{_u x(c) = —x(-1).
d)
g(x)glx2) = Y xa(@xa(®)la+0) =Y (D xi(@)xa(z —a))v(x).

a,belfq x€F; a€Fy
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Se x = 0, entao

Z xi(a)xe(—a) = x1(-1) Z x1(—a)xz2(—a) = 0.

aclFy aclkFy

Se x # 0, tomando a = za’ temos

Y xala)xe(r —a) =Y xi(za)xe(r - za))

a€lFq a’€fy

=x1(2)x2(2)J (X1, X2)-

Portanto

g(x)9(x2) = Y xa(@)xa(@)J (x1, x2)¥(x) = J(x1, X2)g (X1 x2)-

z€F,

]

Corolario 4.5. Se x1 e x2 sao caracteres cuja ordem divide de m, entdo % € um

inteiro algébrico em Q((n).

A Congrueéncia de Stickelberger associa somas de Gauss de caracteres em F, com
elementos em ideais primos do anel de inteiros de uma extensao ciclotomica dos racionais.
Neste momento apresentaremos algumas propriedades das somas de Gauss que ajudaram
a localiza-las nesses ideais.

Se m é um inteiro com (m, p) = 1, entdo Q((,)NQ(¢p) = Q ([Wash] Capitulo 2). Assim,
tomando (b, m) = 1, definimos 1, € Gal(Q((,, (n); Q) como m, : ¢ = G e & G — .
No que segue, para todo a € Q({p, (), denotamos por a™ o elemento m,(a). Esta notacao

serd muito 1til e pratica nos resultados seguintes.

Lema 4.6. Se x é um caracter multiplicativo cuja ordem divide m, entdao

90 _ g € Q)

€ g(X)m € Q(Cm)-

Demonstragio. Sabemos que g(x)*™™ € Q((m, ). Seja (¢,p) = 1 e tomemos 7. :

Q(Cn» ) — Q(Cn, ¢p) automorfismo que fixa Q tal que 7, : G = (n € e 1 G = (F
([Wash] Capftulo 2). Precisamos mostrar que 7.(g(x)""™) = g(x)’ ™ para todo c.
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De fato,

= gx(a)w(a)c

= ;qu(a)wca) tomando ca = b
Zb;;X(bc‘l)w(b)

:X(C;_IQ(X)-

=g(x)"9(x")~"
=g(x)"9(x)™™
=g(x)""™,
portanto g(x)" ™ € Q((m)- O

Lema 4.7. Se x ¢ um caracter multiplicativo sobre F;, entao g(x”) = g(x)-

Demonstragao. g(X") = 3 ,ep, X" (@)¥(a) =3 cx, X(ap)g“pTT(a). Observemos que a — a? é

um automorfismo em IF, e, além disso, T'r(a) = T'r(a”). Portanto g(x") = 3_,ep, X(ap)CpTr(ap) =
P aer, X(@)G " = g(x). O

Como uma aplicacao das somas de Gauss e de Jacobi e de suas propriedades, estima-
remos a seguir o nimero de solugoes de X%+ Y? =1 com X,Y € F,. Primeiramente
assumamos que d|(¢ — 1). Como [ € ciclico de ordem ¢ — 1, existe um caracter x de
ordem d, que serd fixado no resto do capitulo. A ciclicidade de F, implica que x(u) =1 se,

e somente se, © ¢ uma poténcia d-ésima em F,.



Capitulo 4. Soma de Gauss 29

Definicao 4.8. Para u € F}, definimos Ny(u) = #{x € Fq | % = u}.

1, seu=0
Verifica-se que Ng(u) = 0, se u nio é uma poténcia d-ésima

d, sewu # 0 e wu é uma poténcia d-ésima.
Proposicao 4.9. Ny(u) = Zi;é X (u).

Demonstragdo. Se u = 0, como x?(0) = 0 para a # 0 e x°(0) = 1, entao Zg;(l] X*(0) =
1 = Ny(0).

Se u ndo é uma poténcia d-ésima, entao y(u) # 1. Assim, se S = S0~

470 x%(u), temos

que x(u)S = ZZ;(I) X (u) = ¢ x*(u) = S. Logo S(x(u) — 1) = 0 o que implica que
S =0.
Se u é uma poténcia d-ésima, entao Zz;é X (u)=1+---+1=d= Ny(u). O

Desta forma, para determinar o nimero de solugoes de X? +Y? =1 em F,, basta usar

a proposicao anterior da seguinte forma

NX*4+Y?=1) =) Ny(u)Ny(1 - u)

I
< <
m
%M =
XS
S
=<
<
—~
—_
|
S
~—

€lFq i=0 7=0
d—1 d-1
=2 D> Xl -u)
=0 j=0 uel,
d—1 d-1

I
g
-
=
;<Q

Observemos que |g(x)| = \/9(x)g9(x) = /@ se x # 1. Portanto, pelo Lema d),

|J(x" %) = % = \/q. Assim, pela desigualdade triangular,

d—1
V(XY= 1) 4+ Na(=1) =g = 1] = | D T 0)
ii]]jéld

< (d—1)(d - 24
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Agora assumamos d 1 (¢ — 1) e seja e = (d, (¢ — 1)). Nesse caso, z — 2% é uma bijecao
de F,. Assim, tomando X = X¢ basta resolver X¢ + Y¢ = 1. Portanto N(X14+Y?=
1) =NX°+Ye=1),logo IN(X*+Y®=1)+ Ne(-1) —qg—1| < (e=1)(e=2)/q <
(d=1)(d—2)ya

Este resultado é um caso particular da cota obtida por Hasse-Weil para curvas sobre

corpos finitos (Teorema 6.37 [LNJ).
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5 Elemento de Stickelberger

Este capitulo apresentard alguns resultados presentes no Capitulo 14 de [IR], sobre
o anel de inteiros de algumas extensoes ciclotomicas dos racionais que serao uteis para
definir o caracter utilizado na Congruéncia de Stickelberger.

Seja M uma extensao abeliana finita de Q. Pelo Teorema de Kronecker-Weber ([Wash],
capitulo 14), sabemos que M C Q((,,), para algum nimero natural m, que podemos supor
minimo com esta propriedade.

Assim, G := Gal(M,Q) pode ser visto como um grupo quociente de Gal(Q((,), Q)

zZ

(m)* e, para todo (a,m) = 1, temos que 7, € G é definido pela relacao 7,((y) = (2.

I

Definicao 5.1. Definimos Z|G| como o anel do grupo G com coeficientes em Z. Assim,

se a € Z|G], entio o =" a;7;, com a; € Z. Com isso, para todo k € M, definimos

kzrieG AiTi __ H (kﬂ')tlz"

€G

T»;EG

Definigao 5.2 (Elemento e ideal de Stickelberger). Seja R o conjunto completo de

invertiveis (mod m). Definimos o elemento de Stickelberger como
a
- - {_} ;! ’
0 =0(M) ;GRj ;7. €QlG]

onde {a} representa a parte fraciondria de o e Q[G] € a dlgebra de grupo racional do
grupo G. O ideal de Stickelberger é definido como I(M) = Z[G] N OZ[G].

Lema 5.3. Sejam M = Q(() e J = (¢ — 7. | mdc(c,m) = 1) ideal em Z|G|. Se p € Z|G],
entio fO € Z|G] se, e somente se, § € J.

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que S0 € Z[G] para todo [ gerador de J. Obser-

vemos que no caso em que = ¢ — 7., com (¢, m) = 1, temos que

emmo= (S = D) S ) e

a€ER ae ac
Reparemos que se s € N ¢ tal que 7, '((n) = 5, entdo ¢, = 74(C5) = €2, logo as = 1
(mod m) e s=a"' (mod m). Assim, 7,1 = 7,1 e

(c—71.)0 = Zc{%} Tt — Z {%} 747, ", tomando ¢ 'a=1b
a€R

a€ER

:;c{%}Tgl_z{g}T,,—l.

beR
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Observemos que b — be é automorfismo em ZF,, uma vez que (¢,m) = 1. Assim
B Y SR By LT
(c TC)G_ZC{m}T“ {m}Ta
a€R
a ac .
=2 (e )
m m
a€R

Agora se a = am + 7, onde 0 < 7 < m, entao ac = acm + rc. Portanto {%} =
Uy =1} logo

S |ﬁz

a ac cr cr cr
At = {a} = w €L
Concluimos que 6 € Z[G].

Por outro lado, suponhamos que O € Z[G]. Seja f = ), 2T, com 1 < a < m e
(a,m)=1,z,€Z e, €G. Logo

= Z Zxa {i} 7. 7,, tomando b=ca™ ' (mod m)
m

Sz}

desta forma Y, z, {¥} € Z para todo b.
Se b =1, entdao >, 2, {2} € Z e, desta forma, Y, z,~ € Z. Logo Y., z.a = 0
(mod m). Além disso,
(T +m) = T14m)(Gn) = (1 +1m)(Gn) = Trm(Gm)
= Gm + mCm — Crlyj_m

= mCma

portanto m € J e, consequentemente, »  x,a € J. Com isso, >, a7, = Y, a7y — a) +

Y T € J € temos que 5 € J. ]

Uma consequéncia direta desse lema é que (M) = JO.
Agora, seja K uma extensao finita de QQ de grau n e seja Ok o anel de inteiros algébricos
de K.

Definigao 5.4. Dizemos que I € um ideal fraciondrio de K se existe n € N\ {0} tal que

nl ¢ um ideal de O.

Definigao 5.5. Seja A C Ok um ideal, definimos N(A) := ’OTK|
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Para provar a proxima proposicao, precisaremos do Teorema Chinés do Resto para

anéis.

Teorema 5.6 (Teorema Chinés do Resto). Seja R um anel comutativo com identidade e
Ay, Ag, -+ Ay ideais tais que A; + Aj = R se i # j. Seja A = AAy--- Ay Entao
R R R R

Z:A—l@z@"'@fl—g.

Demonstracao. Seja 1; a funcao natural de R em AEZ_ e definamos ¢ : R — A% B P A%
como Y(r) = (1(r), -+ ,1,(r)). Mostraremos que 1 é sobrejetiva e que ker(¢) = A.

Para mostrar que 1 é sobrejetiva, basta mostrar que, para qualquer a,--- ,a, € R, 0
sistema = = a; (mod A;), i =1,--- g, tem solucao.

Observemos que (A; + Ay)(A; + As) --- (A1 + A,) = R. Expandindo o produto, temos
que todos os termos estao em A; com excecao do dltimo. Assim, Ay + AsAs--- A, = R,
logo existem u; € Ay e v; € Ay -+ Ay tais que ug +v; = 1. Portanto v; =1 (mod A4;) e
v =0 (mod 4;), se i # 1.

Analogamente, para todo j = 2,--- , g, existe v; tal que v; =1 (mod A;) e v; =0
(mod A;), se i # j. Verifica-se diretamente que x = a;v1 + agvy + - - - + a4, é solugao do
sistema.

Agora basta mostrar que ker(¢)) = A. Claramente, temos que ker(¢)) = A; N---N A,
portanto gostariamos de provar que o produto dos ideais é igual a intersecao. Para isso,
utilizaremos uma inducao sobre o ntimero de ideais.

Para g = 2, como A; + A; = R por hipotese, existem a; € A; e ay € Ay tais que
a1 +ay = 1. Sea € AN Ay, entdo a = aaq + aay € AjAy e AN Ay C AjAy. Como
A1As C A; N Ay, temos a igualdade.

Agora suponhamos que g > 2 e que a afirmacao vale quando temos g — 1 ideais.
Assim, Ay N Ay, N---NA, = AN AAs--- A,. Entretanto, pela primeira parte desta
demonstracao, sabemos que A + Ay Az --- Ay = R, logo AyNAAsg--- Ay = A1 AsAg -+ - Ay,

como queriamos provar. O

Definicao 5.7. Um dominio de integridade é um dominio de Dedekind se satisfaz as
sequintes propriedades:

a) E wm dominio Noetheriano;

b) E integralmente fechado;

¢) Todo ideal primo é maximal.

Em um dominio de Dedekind, se I e J sao ideais, dizemos que I|J se, e somente se, J C I.

Proposigao 5.8. Se A, B C Ok sao ideais, entao N(AB) = N(A)N(B).

Demonstragao. Se A e B sao relativamente primos (i.e. A+ B = Ok ), entdo, pelo Teorema

Chinés do Resto, 9& = 2k ¢ 9K o0 N(AB) = N(A)N(B).
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Como Ok é dominio de Dedekind , seus ideais podem ser escritos como o produto de
ideais primos de maneira tinica ([IR], capitulo 12). Portanto, para provar o caso em que A
e B nao sao coprimos, basta mostrar a seguinte afirmacao.

Afirmagao: Se P é um ideal primo, entao N(P*) = N(P)%, para todo o € N.

Provaremos a afirmacao por inducgao sobre a. Para a = 1 o resultado é trivial.
~ a—1
Suponhamos a > 1 e que a afirmacao vale para a — 1. Nesse caso tem Z— como
b1 7 7)04 pa
Ok
ideal e, pelo Teorema do Isomorfismo de anéis, 5= = PQ —-£;. Pela hipotese de inducao
7304
Ok | _ -1
| 25| = N(P)1.

Como P C P*~1, tomamos a € P*~1\ P*. Assim, definindo Z = (a) + P, temos que
Po~YT e Z|P“. Portanto Z deve ser uma poténcia de P, mas P® # Z, logo Z = P> 1.

Sejan: O — %;1 o homomorfismo tal que 8 — fa + P. Entao ker(n) = {8 €
Ok | Ba € P*}. Observemos que P®|(Ba) e P*t|(a). Por outro lado, P { (a), logo

P|(B) e B € P, o que implica que ker(n) = P e, pelo Teorema do Isomorfismo, temos que

= e
Assim, N(P*) = || = [;25| |5 = |:95] |95] = N(P)IN(P) = N(P)",
COImo querlamos provar. O]

Definicao 5.9. Seja Z um ideal, dizemos que a =b (mod ) se, e somente se, a —b € T.

A partir desse momento vamos supor K uma extensao Galoisiana de grau n de Q e

denotaremos por G o grupo de automorfismos Gal(K,Q). Sabe-se que |G| = n.

Definicao 5.10. Se P é um ideal primo e A um ideal, entio definimos ordp(A) como o
menor inteiro t, nao negativo, tal que P D A e P 3 A. Denominamos o inteiro t por

indice de ramificacdo de P.

Proposicao 5.11. Seja p € Z um primo, Py e Py ideais primos em Ok, tal que (p) C
Py N Py. Entao existe T € G tal que 7(P1) = Po.

Demonstragdo. Suponhamos que P, ¢ {7(P1) | 7 € G}. Portanto, existe o € O tal
que @ =0 (mod P;) e a =1 (mod 7(Py)) para todo 7 € G. Mas N(a) = [[, . 7(a) €
PaNZ = (p).

Por outro lado, 77 (a) = 77!(1) (mod P;) implica que 77(a) =1 (mod P;). Assim,
N(a)=1 (mod Py) e 7(a) — 1 € PyNZ = (p), o que é absurdo! Logo existe 7 € G tal
que 7(P1) = Pa. O

Proposicao 5.12. Se Z ¢ um ideal em O, entdo [[ .. 7(T) = (N(Z)).

Demonstracao. Como ambos os lados da igualdade sao multiplicativos, basta provar para
Z = P um ideal primo. Nesse caso, sejam P NZ = pZ e N(P) = p/, onde p é primo e
sejam {Py,--- ,Ps} os elementos distintos do conjunto {7;(P) | 1 < i < n}. Assim

[[-P) =P P

TEG
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e [K:Q] =n=su.

Sabemos que (p) C P e, como p € Z, 7((p)) = (p). Portanto (p) C 7;(P) para todo
1 < i < n,logo (p) = P;'---Pe. Aplicando 7; nos dois lados da igualdade, temos
que (p) = 7;(Py) -+ -1:(Ps)®. Se P; = 7;(P1), entao, pela unicidade da fatora¢do em

ideais primos, e; = e;. Mais ainda, pela Proposicao [5.11, e; = --- = e5; = e e, com isso,
(p) =Pi---Ps.
Afirmamos que ‘%{‘ = p". Para isso basta notar que todo elemento de Ok pode

ser escrito como combinacao linear de elementos da base de K sobre Q. Portanto todo
elemento de %{ é representado de modo tnico por elementos do tipo Y., z;a;, onde a; é
um elemento da base de K sobre Q e x; € Z é tal que 0 < z; < p.

Portanto, como 7 é automorfismo, N(P) = N(P;) = p/, logo

P = N(p) = N(Py) - N(P,)* = "

[[7P)= (PP = () = W) = (N(P)),

TG

como queriamos provar. O
Segue diretamente desta demonstragao a seguinte proposigao:

Proposicao 5.13. Sejam p € Z um numero primo e Py,--- | Py 0s ideais primos em Ok
que contém p. Sejam e; e f;, respectivamente, o indice de ramificacao e o grau de tais
ideais, para i =1,---,s. Entaoe; =ey=---=ese f1=fo=---=fs. See e f denotam

tais valores, entdo efs = n.
Proposicao 5.14. Sejam a € Ok ¢ A = (a). Entao N(A) = |N(a)|.

Demonstragio. (N(A)) = Tlee@ = [hear(@) = [Leglr@) =
[L,cq (7(a)) = (N(a)). Com isso concluimos que N(A) = uN(a), onde u é uma
unidade. Como N(A),N(a) € Z e N(A) é positivo por definigao, entdo u = £1 e
N(A) = |[N(a)|. O

Definigao 5.15. Se m € um inteiro, definimos D,, como D,, := Ogqc,,) 0 anel de inteiros

de Q(Cm)

Observagao 5.16. D,, ¢ um anel de inteiros, logo € um dominio de Dedekind. Portanto,
se P é um ideal primo de D,,, com p € P primo, entao P € um ideal mazximal e ?’" € um

corpo de caracteristica p.

Seja P C Dy, um ideal primo tal que m ¢ P e seja ¢ = N(P) = | Como

™ —1=T[", (x —¢), dividindo por z — 1, temos

5|
n

m—1

2" tat =[] -G

i=1
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Tomando x = 1, conclufmos que m = [ (1 = ¢,) e = [[%;'(1 — ¢i,) em 22 onde @
representa a classe médulo P.

Como m # 0, entao ¢, # 1 para todo 1 < i < m — 1. Portanto ((,,) é subgrupo de

(Z2)* e, com isso, [(Cn)] = m divide |(Z2)*] =

Proposicao 5.17. Seja a € D,, tal que o ¢ P. Entao eziste j € N dnico (mod m) tal
que o' = ¢, (mod P).

Demonstracdo. Se o = 1, basta tomar j = m e temos o resultado. Suponhamos o # 1.

Como (%—m)* é grupo multiplicativo com ¢ — 1 elementos, entdao ™! = 1 (mod P) e

17 (@ —¢i) =0 (mod P). Portanto existe 1 < j < m — 1 tal que = — ¢4, =0

j=1
(mod P).
Se existe i # j tal que o' = ¢t (mod P), entao ¢(J-'—1=0 (mod P). Mas ({J=—1)
é divisor de (m) e P simultaneamente, absurdo! Logo ¢’ ¢ tinico. ]

Com a Proposigao podemos definir o simbolo de resto da poténcia m-ésima, que
serd a base para a construcao do caracter utilizado na Congruéncia de Stickelberger. A

seguir veremos também algumas propriedades tteis desse simbolo.

Definicao 5.18. Seja o € D,,, e P um ideal primo tal que m ¢ P. Definimos o simbolo

de resto da poténcia m-ésima como

(E) 0, seaecP

P i sea¢Pea w =( (mod?P)
Tomando m = 2 temos o simbolo de Legendre.
Proposicao 5.19.
a) Se o ¢ P, entao %) =1 se, e somente se, " = a (mod P) tem solucao em D,,;

(
b) (&), =a = (mod P);
¢) (%), = (8), ()5

d) Se a =f (mod P), entio (%) = (%)m

Demonstracao. As proposicoes b), ¢) e d) sao aplicagoes diretas da definigao. Portanto

provaremos apenas a proposicao a).

Suponhamos primeiramente que 2™ = a (mod P) tem solucao zo ¢ P. Nesse caso,

NP1 N(P)-1
a m = (xg) m
_ _N((P)-1

=z20"'=1 (modP).

Por outro lado, observemos que (D?m)* = I, é um grupo ciclico de ordem g — 1. Seja

¢ um gerador de F;. Logo 6™, g2m ... ,Hq;mlm s@o raizes distintas de F(x) = e —1¢€
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q—1

F,[z]. Portanto, se & € (D—’”)* é tal que @ = = 1, entdo @ é uma solucao de F(x) e,

P
consequentemente, existe 1 < [ < £ tal que @ = 0™ = (¢')™. Assim, T = ¢' é uma
solugao de z™ = « (mod P). O

N(P)—1

Corolario 5.20. (%”)m =Cm ™

Defini¢ao 5.21. Seja A C D,,, um ideal tal que m ¢ A e seja A =P;---P, a fatoragio

em ideais primos de A. Para o € D,,, definimos o simbolo de resto de poténcia m-ésima
oo (3= (#),, (8), (%),

Proposigao 5.22.a) (C“T?)m = (%)m (%)m;

0) (55)m = (5)m (5) i

¢) Se o é primo com A e x™ = « (mod A) tem solugio, entio (%) = 1.

Demonstracao. Mais uma vez, as proposicoes a) e b) sao aplicagoes diretas da definigao e
da Proposigao [5.19] Assim, provaremos apenas o item c¢) da proposicao.

Se 2™ = a (mod A) tem solucao, entdao, como « e A sao coprimos, ™ = « (mod P;)

tem solucao para todo 1 <7 < n. Assim, pela Proposicao |5.19 = 1 para todo

1<i<ne(§), =1L (5) =1 0

Proposicao 5.23. Seja A C D, um ideal tal que « ¢ A. Seja T € G, entao (%)
(5) -

Demonstracao. Como (%)m = (%) (7%) e 7 é uma funcao multiplicativa, basta
m "/ m
.~ ) } N(P)-1
provar a proposicao para A = P ideal primo. Nesse caso, (%)m =a = (modP),
N(P)—1 N(P)—1

logo (%); = (aT)T (mod P7). Por outro lado, (%—:)m =(a")" m»  (mod PT) por

T
m

N(P)-1 N(P)—1

.
definicdo. Como 7 é automorfismo, (a m ) = (a™)" m , portanto (%); = (%—:)m ]

Observacao 5.24. Lembrando que, se | é um primo impar e (; é uma raiz l-ésima da
unidade, como "' + 272+ ... 42+ 1= Hé;ll(x — Clj), entao | = Hé;ll(l — Cl]) € D,.
1-¢} 1-¢7

Notemos que e € uma unidade em Dy, pois T, com ij =1 (mod [), € o seu inverso.
l

Com isso, podemos escrever | = u(1 — )=t onde u é uma unidade em D;.

Definicao 5.25. Seja o € D, onde | é wum primo impar. Dizemos que o é primdrio se
satisfaz as sequinte propriedades:

a) Nao é uma unidade;
b) E coprimo com l;
c) E congruente a wm nimero racional médulo (1—q)*

Proposicao 5.26. Seja o € Dy, com [ primo. FExiste um inteiro ¢, unico modulo I, tal que

.
(o € primario.
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Demonstracao. Seja Ay = 1 — (;, entao )\ﬁ_l = wul, onde u é uma unidade em D;, e

() = (M™Y. Como 1 = ¢ (mod )), tomando a = Zé;% a;¢), com a; € 7, temos
a

"la=a (mod \) e 22 € D,. Pelo mesmo ar umento, existe um b € Z tal que
7=0""J Y] g

et =b (mod Ay), logo a —a = Ab (mod A\}) e a = a+bA (mod A7)
Como (; =1— X\, temos ¢ = (1 — X)) =1—c)\; (mod A?). Assim (fa = (a+b\)(1—

c\) = a+(b—ac)X\, (mod A?). Como (a,l) = 1, basta tomar ¢ tal que b = ac (mod ). O
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6 Relacao e Congruéncia de Stickelberger

Neste capitulo demonstraremos a Relacao e a Congruéncia de Stickelberger como no
Capitulo 14 de [IR]. Para isso, utilizaremos as seguintes notages: sejam X : F; — C um
caracter multiplicativo de ordem m e ¢ : F, — C o caracter aditivo dado por ¢ (a) = CpT r(@),
Estendemos y em zero de tal forma que x(0) =0 se y # 1 e 1(0) = 1. Como no capitulo
anterior, a soma de Gauss de x ¢ definida como g(X) = >_,cp X (8)¥ ().

Para todo t € F, = %", definimos Xp : F, — C da seguinte maneira:

0, set=20

(%);1’ onde y € D,, étal que y =t € D7m'

Com isso, definimos a soma de Gauss para um ideal primo de D,,, como g(P) := g(Xp, ¥)

e ®(P) = g(P)™.

Proposicao 6.1.a) ¢(P) € Q((n, G);

b) 19(P)I* = q;

¢) ®(P) € Q(Cm)-

Demonstragdo.a) Como Xp(t) € Q(Gn) C Q(Cm, () € ¥(t) € Q(¢y) C Q(Gnsy(p), para

todo t € Fy, segue que g(P) € Q(Cm, Gp)-

b) A demonstracao é uma aplicagao direta do Lema c).

c) Basta mostrar que (g(P)™)™ = g(P)™, para todo 7; automorfismo de Q((n, () que fixa

Q(¢n), ou seja, para 7; én : CT’ comi=1,---,p—1.
Assim,
0P = (S| = [ 3 e
teF, ter,
= | 2wy | = Xet)u(t)
teF, ter,

Tomando s = i, notemos que s percorre todo F,, assim

m m

gP)" = | D Xp(si(s) | = | (™)) Xp(s)v(s)

teF, teF,

Como Xp(i) é uma raiz m-ésima da unidade, g(P)™" = ¢g(P)™, como queriamos provar.
[
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Para demonstrar a Congruéncia de Stickelberger, além das somas de Gauss, precisaremos

de alumas propriedades da funcao que sera definida a seguir.

Definicao 6.2. Seja 0 < a < qg—1 tal que a = ag + a1p+ - + af_lpf_l, definimos
op(a) =ap+ a1 +---+ap_q. Sea > q, entdao o,(a) = 0,(t), tal que a =t (mod q) e
0<t<g—1

Lema 6.3. Se a € Z, entao o,(a) = (p — 1) Z{;& {z} € a parte fraciondria

de x.

Demonstragao. Seja a = ag+a1p+---+ap_1p’~'. Observemos que p'a = a;_;+as_ iy 1p+
< +asip’! (mod ¢ — 1), parai=0,1,---, f — 1. Assim,

f-1 ; /-1 _
{ p'a } Zaf—i+af—i+1p+"'+af—i—1pf '

i=0 q—1

L (e o) opla)g—1
- <§2%>y:q_1§:y:q_1;jT

q—1 —0 \i=0

Portanto o,(a) = (p —1)2 {5(11} =

Lema 6.4. Zq Lop(a) = —(q_2)(2p_1)f.

Demonstragdo. Para cada 1 < a < ¢—2, com a = (as_1---a1ap), na base p, podemos
definir b = (by_y - - - biby), tal que b; = (p — 1 — a;). Notemos que se a percorre todos os
inteiros entre 1 e ¢—2, b também percorre, porém no sentido contrario. Além disso, notemos
que o,(a) + a,(b) = apla+b) = (p— 1)f. Assim, > 20,(a) = I3 “X(op(a) + 0,(b) =
- ) =2 .

A partir deste momento tomaremos ideais em varios anéis de inteiros diferentes. Para

facilitar o entendimento fixaremos o seguinte diagrama:

P CDg-1yp = Dig-1p/?
| |

P C Dq_l — Dq_l/P

| |

P C Dy, — D,/P

| |
p CZ — Z]pZ

Assim, p é um primo e pZ é o ideal gerado por p em Z, m é um natural tal que p{m e
P é o ideal primo em D,,, tal que PNZ = pZ e f = ord,,(p) é o menor inteiro tal que
p/ =1 (mod m). Também denotaremos por P um ideal primo em D, ; que contém P e

por & um ideal primo em D), que contém P.
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Relembrando a Definicao [5.10, se P é um ideal primo e A um ideal, entao definimos
ordp(A) como o menor inteiro ¢, nao negativo, tal que P* > A e P! 2 A. Denominamos
o inteiro t por indice de ramificagao de P.

Se P é um ideal em D,, tal que PNZ = pZ, dizemos que P se ramifica se ordp(p) > 1.
As proposigoes a seguir culminarao no Lema [6.8] que estabelece os indices de ramificacao
de &. A Congruéncia de Stickelberger é uma congruéncia médulo &, assim, esses indices

serao amplamente utilizados.

Proposicao 6.5. Se p é um primo tal que p t m, entao todo ideal primo P em D, que

contém p nao se ramifica.

Demonstragdo. Se P se ramifica, entao (p) C P?. Seja w € P\ P?. Observemos que
podemos escrever w = ag + a1y, + a2 + -+ aiCl,, com a; € Z el < p(m). Como p{m,
entao existe n tal que p" =1 (mod m), portanto, usando do fato de que a? = a (mod p),

para todo a € Z, temos

w” =(ag + a1Gm + axC? + -+ a¢L )P (mod p)
=af + (@) + (a2Gn)" + -+ (@G} (mod p)
=ag + 16 + axG, + -+ @G, (mod p)
=ag + a1Gm + a2C? + -+ @it =w  (mod P?)

7 ’ ~ .
Mas, como w?" € P2, concluimos que w € P2, absurdo! Logo P nao se ramifica. [

Proposicao 6.6. Sejam P um ideal primo em D,, e PNZ = pZ. Se p ¢ impar, entdo P

se ramifica se, e somente se, p|m.

Demonstragao. Pela proposigao anterior, sabemos que p 1 m implica que P nao se ramifica.
Suponhamos que p é fmpar e que p|m. Nesse caso temos que Q((,) C Q((,). Primeiramente

mostraremos que (p) se ramifica em D,,.
Cp—l
G
Bezout ([Apo] Capitulo 1.3) existem a,b € Z tais que ai + bp = 1, logo

Temos € D, se (i,p) = 1. De fato, observe que, como (¢, p) = 1, pelo Teorema de

C}()u'+bp -1 C]()u -1 ‘ '
_ — ri(a—1) . 7
Gl Gl @ +--+(+1eD,

Pela Observagao [5.24) p = u(1 — (,)P"!, onde v é uma unidade em D,, logo (p) =
(1 - gp)pil-

Se (1 —(,) = PiPs--- P, com P, ideais primos em D,,, ndo necessariamente distintos,
entao (p) = (P Py P)P~. Como p — 1 > 1, todo ideal primo em D,, que contém p se

ramifica. O

Proposicao 6.7. Sejam p um primo tal que p{ m e D o anel de inteiros de Q((p, Gm)-
Entao
(p) = (P1P2 T 'Ps)pila
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onde P;, comi=1,---,q, sao ideais primos distintos de grau f e s = —w(}n).

Demonstragao. Como Q((,) C Q({p,(m), sabemos pela demonstragdo da proposicao
anterior que todos os ideais primos em D que contém p tém indice de ramificacao divisivel
por p — 1. Logo

(p) = (PP~ Py)* 7Y,

onde P; sao ideais primos distintos em D. Sabemos também, pela Proposicao |5.13] que
cada P; tem o mesmo grau, que denotamos por f’, e que f's'é’(p — 1) = p(pm).

Por outro lado, fatorando (p) em D,,, temos

onde P, sdo ideais primos de grau f em D,,. Mais uma vez pela Proposicao |5.13] temos

queSZ@.

Observando a fatoracio de P; em D e comparando-a com a fatoracao de (p) em D, é

concluimos que f' > fe s > s. Assim

o(m
(p—De(m) = e(pm) = €'(p—1)f's" > ¢'(p - l)f%-
Segue entdo que 1 > €', logoe =1, f=fesd =s= £ - concluindo a prova. ]

f
Lema 6.8.a) ords(pD-1),) =p — 1;
b) ordp(N,) =1, onde A\, =1 — (,;
c) 0Td3”<PD(q—1)p) =p—1L

Demonstragao.a) Este item segue diretamente da Proposigao assumindo m = q — 1.

b) Pelo item a), ord»(pD4-1),) = p — 1. Na demonstracao da Proposigao , concluimos

que (p) = (A\,)P™1, com isso, segue que (P Py -+ Ps)P~t = pD(y_1yp = (pDp)Dg-1)p =
A7 D g-1)p- Logo ord»(N,) = 1.

c¢) Pela Proposicao[5.13, pD,—y = PP, --- P;, onde s = @ e P; sao ideais primos em D,_;.
Por outro lado, pela Proposicao , pDpg-1) = (P Py PPt onde g = ela-l),

f
Como pDyg—1) = (pPDg—1)Dp(g-1), segue que PPy---PDyy_1)y = (P Py--- PP,
onde todos os &; sao primos distintos e P, Ps, -+ , P, sao primos dois a dois. Assim,

PD,4—1) = 2P, concluindo a prova.
]

D ~ D1
Lema 6.9. == =

Demonstracao. Sabemos que D?m é um corpo com ¢ = p/ elementos. Suponhamos que

‘%‘ = pf’, entdo f’ é minimal tal que p/ =1 (mod ¢ — 1), ou seja, (p/ — 1)|(pf — 1).

Portanto ' = f. O]
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Definicao 6.10. Seja o € D,_;, definimos
a) (%) =0seaeP;

b) Se a ¢ P, (%) € ainica raiz (q — 1)-ésima da unidade tal que o — j L E€P.
O seguinte lema pode ser concluido diretamente da definigao.

Lema 6.11. Para todo o e 3 em D,_1, vale
o) (%) =(3) (5);

b) Se o — B € P, entao (ﬁ) = (%),

¢) Sea €D, ()" = (),

E com isso, podemos definir o seguinte caracter.

Definigao 6.12. Como Dg;l > TF,, set €F, definimos w(t) = (%), ondet =7 € Dq L.

oo ; .
Assim, como w((q 1) = ( “Pl) = (,_1, temos que w é um caracter de ordem g — 1.

Definicao 6.13. Para cada a € Z>q, definimos g, = g(w™*, ). Observemos que g(P) =
Gga=1.

m

Teorema 6.14. ord»(g,) = o,(a).

Demonstracao. Provaremos primeiro para a = 1.

g1 = Zw(t)flcpw(t) - Zw(t)’l(l _ )\p)Tr(t)'

teF, teF,

Observemos que ord((,_;) = ¢ — 1, portanto Fy = (Cye1)- Assim

q—1 ) q—2
=Y w(Cr) (1= )" e =) ¢
i=1 =1

onde m; = TT(Z;_l) (mod p).
Notemos que (1 — A,)™ =3, (”}i)(—)\p)mi_j =1—m;)\, (mod £?). Portanto

q—2

G = qu’fl(l —m;),) (mod £?)
= (— Zmigj_il))\p (mod Z?)

-2
=0 GG P+ G (mod 27)
=0
“M(g—1)= ), (mod 2?),

Jaquez PJ 1) = 0, para todo 1 Squ—Z,eZg:_gCg_l =q-—1.
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Portanto, g; = A\, (mod £2?), o que implica que g; = A, (mod £?) e, como ords(),) =
1, concluimos que
ordz(g1) =1 =0,(1).
Seja 0(a) = ord(g,). Sabemos que #(1) = 1. Vamos mostrar agora que 6(a + b) <
O(a) + 0(b) quando 1 < a,b,a+b<q— 1.
Do Lema d), temos que

ord»(gagy) = ordz(J(w™ ¢, w_b)ga+b) = ordg;:(J(w_“,w_b)) + ord s (gats)-

Portanto f(a + b) < 6(a) + 0(b). Mais ainda, como J(w™®,w™") € Q(,—1), pelo Lema[6.§]
c) ords(J(w™* w™?)) =p—1, logo O(a) + 6(b) = 6(a +b) (mod p — 1).

Agora vamos mostrar que 0(pa) = 0(a).

= w(t) () = w(t) T p(t).

teF, teF,

Notemos que Tr(t?) = Tr(t) e t — t* é automorfismo em F,, logo

Gpa = S W) () = 3 w(t) U () = ga-

teF, teF,
Portanto 0(pa) = 0(a).
Concluimos entao que para todo 1 < a < p—1, #(a) = a = o,(a) e, em geral,
se a = ayg+ap+---+ap1p’ 7t entdo 0(a) < O(ag) + 0(ay) + -+ + 0(ay_1) e 0(a) =
0(ao)+6(ar)+---+0(ap_1) (mod p—1). Ouseja, #(a) < o,(a) e

b(a) = opla) (mod p—1)

Por fim, basta mostrar que 3972 0(a) = D=2 _ =Y 1 1o,(a) e teremos 0(a) =

op(a).

Para isso, pelo Lema b), gagq—1—a = w(—1)%q, logo

0(9a) + 0(9g-1-a) = 07d2(ga) + 0rd5(gg-1-a) = ordz(w(=1)"q)
=ords(q) =ords(p)- f=(p—1)f.

Somando em a,
q—2

3" 0(g0) + 0(gg-1-a) = (p — 1)(g — 2).

a=1

Observemos que Y o 2 10(90) = >0 2 1 0(gg—1-a), logo Zgj 0(a) = (p—l)gq—2)f' ]

Corolario 6.15. ordp(®(P)) = 20, ().

m

Demonstragdo. Pelo Lemal[6.8¢), ords(®(P)) = (p — 1)ordp(®(P)). Mas ord»(®(P)) =
ordy(g(P)™) = mo, (£ 1), j& que g(P) = g(Xp,¢) = ga1. Portanto ordp(®(P)) =
250 (50)- O

p—1 m
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Sabemos, pela Proposicao c), que |®(P)|*> = ¢™ = p/™, portanto (p) C ®(P).
Assim, todo ideal primo na decomposi¢ao de ®(P) deve conter p. Mais ainda notemos
que se P’ ¢ um ideal primo que contem p, entao existe automorfismo 7 de Uem) ¢q] que
P’ = P™'. Definimos entdo P, := P para 1 <t <m, com (m,t) = 1.

Lema 6.16. ordp,(®(P)) = ;%0 (t45)-

Demonstracao. Seja t' tal que t' =t (mod m) e ' = 1 (mod p). Como (m,p) = 1, tal
sistema sempre tem solucao pelo Teorema Chinés do Resto e, como ¢ = t (mod m),
b =Py

Seja a = ordp, (®(P)), entao ®(P) = (PTt7l)aL e ®(P)" = P*L™  onde L é um pro-
duto de ideais primos distintos de Py. Logo, o = ordp(®(P)™). Assim, g(P)™" =
(z@q xp(r)z/;(r))”' = Y5, Xp(r)'d(r). Como @(P) = g(P)™, conclufmos que
o(P)™ = (ZTGFQ Xp(r)tw(r))m = g, comu =t Portanto ordp(®(P)™) = ordp(g') =
Y (t%) . ]

p

Teorema 6.17 (Relacao de Stickelberger). Seja P um ideal primo de D,, tal que m ¢ P
e PNZ = pZ. Entao
d(P) = PXiertm

ondeT={teN|1<t<m-—1e¢(t,m)=1}.
Demonstracao. Seja
G(P)={r € Gal(Q(¢n) : Q) | PT = P}

o subgrupo de Gal(Q((,,) : Q) que fixa P, também conhecido como estabilizador de P.
Sabe-se que 7, € G(P) e (1,) € G(P). Pela Proposicao .11} para cada ideal primo P; que
contém p, existe um automorfismo em Gal(Q((y) : Q) que leva P em P,. Portanto, se s
¢ o numero de ideais primos que contém p, entao s - |G(P)| = |Gal(Q((n) : Q)| = w(m).
Logo, como f é o menor inteiro tal que p/ = 1 (mod m), pelas Proposicoes e ,

segue que |(1,)| = f = “"(m = |G(P)|. Portanto G(P) é ciclico gerado por 7,.

7 *
Denotamos por {ti,ts, - ,ts} um conjunto de representantes de (”Z;) , isto é, para
todo 1 <t <m, com (t,m) =1, existem 1 <7 <se0<j< f—1 tnicos tais que t = t;p’

(mod m).

Assim, pelo lema anterior, tomando o = -0, (£;%1), temos que
) ) p—1-P m

o(p) =] (P)" = PR = P
=1

Usando o Lema [6.4)

A= mzjz:;

»

\

H
f_/H

) ot (L - S

=1 T

onde T={teN|1<t<me(t,m)=1}. O
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Reparemos que A = mO, onde © é o Elemento de Stickelberger da Definicao [5.2]

A seguinte relagao sera utilizada na demonstracao do Teorema de Ax.

Teorema 6.18 (Congruéncia de Stickelberger). Seja 0 < a < ¢ — 1 um numero inteim
tal que (ap—1---aap), = Zf_é a;p’ ¢ sua representagio na base p. Se ap(a) = S} o @i,
ppla) = Hl Lail e A=—X\,=( — 1, entdo

Jappla) _
)\Uf(a) =—1 (mod Z2).

Demonstracao. Primeiramente provaremos este teorema para 1 < a < p — 1. Sejam w o
caracter multiplicativo de I, como na Defini¢ao m, el <n,r <qg—1. Observemos que

J(w™™ w™) = J(wi ", w77, Portanto,

T ) = () w1 — )T

teF,
_Zluqln qlr (modP),
onde p percorre todas as classes residuais nao nulas médulo P. Assim,
J(wqflfn’wqfl r Zﬂq 1— n q 1—7r (mod 7))

q—

=S Z ("7, 7)) oa )

k=0
qg—1—r _1_
= Z Z k (q )Nchrqln (HlOd rP)
©n k=0
12 —1—-r
= (—1)F (q L > Z,uk*q’l’" (mod P).
k=0 ©

Pela Proposigao segue que

k+q—1-n __
P -
nw

0 (modP), se(q—1)t(k—n)
—1 (mod P), se(¢—1)|(k—mn).

Como (¢ — 1)|(k — n) se, e somente se, k = n, temos que

J(wqflfnj wqflfr)

C (T o )

n

(—1)m+! (g—1-r) n' (g—n—r) (mod P)
(I4+7r)-—(n+r)

n!

(=)™ (=" (mod P)
(r+mn)!
nlr!

(mod P).
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Portanto, se 1 < a < p — 1, vale que J(w™!,w™@Y) = —a (mod P). Mais ainda, do
Lema , sabemos que g,¢g, = J(w™", W™ ") Gr1n, logo,
1

9o = _aga—lgl (HlOd 7))

Aplicando este processo indutivamente, obtemos

-1 a—1
Ja = %gf (mod P).

Agora vamos calcular gf médulo 221, Notemos que > i w™ () = 0, assim temos que

g = wal(ﬂ)cpﬂ(“)
I

=Yg - )

i’r’_; = —r (mod \,) e que ordx(\,) =1,

Dividindo por A\, =1 — (, e lembrando que

temos

Tr
Cp (w) _ 1)

g1 RPN
)\—p = Zw (N)ﬁ

=—> w ' (WTr(u) (mod 2)

—1

S w4+ @) (mod 2)

I

—(¢g—1)=1 (mod £).

Notemos que ultima igualdade foi utilizado que ) B w =0, paratodo j#0e . Jl=g-1
Portanto gf = A% (mod 2*™') e

-1 a+1)\a
Ga = ()—‘p (mod 2.
a.

k
Agora,sel < a < p—lek € Z-, entao gy, = ZHW(M)_’MCpTT(“) _ ZHW(MPk)_anTT(M )

Ja, logo
-1 a+1/\a
Gpra = H—'p (mod 3”‘”1)
al

e, de outra forma,
u -1 a+1
Ipta _ (=1) (mod ).

a |
/\p al

J& obtemos a congruéncia para nimeros entre 1 e p — 1 e para miltiplos de p. Agora
iremos provar para 1 < a < ¢ — 1, utilizando sua representacao na base p, (as_1 - - a1a9)p,
e o Lema A prova segue por indugao sobre o nimero de algarismos nao nulos de a na

base p.
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Assim, se a = pFay, + pla;, com 1 < a,a; <p—1e0 <k <[, entdo, pelo Lema ,

Ip*a,Iplay
—k .l :
J(w p ak’w p (lz)

9a = Gpkap+pla; =

Notemos que,

k !
_ .k il pak+pal!
J(w™ P TP = _Wax +pa)t

= _ ) (mod &)
(pFay)!
= ~(Fay)] =—-1 (mod £). (6.1)
Portanto
Yo _ Gu 9o !
)\gk"ﬂll - /\gz /\gz J(wfpkak’wfplal)
(—1)H (—part
= —1
- - (—=1) (mod £)
—1 op(a)+1
= (Gt (mod 2).
pp(a)

Suponhamos agora que o resultado vale se a tem s — 1 algarismos nao nulos na base
p. Suponhamos que a tem s algarismos nao nulos na base p e a = b + pla;, com p' > b e
. 9,1, .
1<a <p-—1. Assim, temos g, = e L - e, analogamente a 1}

J(w—b,w_pl“l)
Jw,w ) = -1 (mod 2).
Portanto,

Yo _ _9b Yoy 1
/\gp(a) )\gp(b) /\gl J(w—b’w—Plal)
(_1)Up(b)+1 (_1)al+1

= o0 o (—=1) (mod £)
—1)op(a)+1
- % (mod 2),

como queriamos provar. O
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7 Reciprocidade de Eisenstein

Com a Relagao de Stickelberger temos o necessério para a demonstracao da Reciproci-
dade de Eisenstein, como é mostrado na segao 14.5 de [IR]. A Reciprocidade de Eisenstein
é um teorema importante no estudo dos corpos ciclotomicos, entretanto, esse resultado
nao sera utilizado nos demais capitulos. Assim, nao hd mal em pular diretamente para o
Capitulo [§ onde apresentaremos os niimeros e corpos p-adicos.

Utilizaremos as mesmas notagoes do capitulo anterior, tomando m um inteiro positivo

e (,, uma raiz m-ésima da unidade.

Lema 7.1. Se m é um natural impar, entao as unicas raizes da unidade em Q((,,) sdo

+¢ comj=1,--,m.

Demonstragdo. Seja 6 € Q((,) uma raiz da unidade. Assim, 6 = Zfi"f) a;¢l, e 0" =1
para algum k # 0. Provaremos que k divide m.
Se 4|k, entdo 61 = £v/—1 € Q(Cn) e Qi) C Q(Cm). Notemos que 2 = (1 + i) (=) e

1+
(ﬁ) ¢ uma unidade em Q(i), logo 2 se ramifica em Q(i). Mas, pela demonstragét) do
Lema [6.8] 2 ndo se ramifica em Q(¢,), pois 2 m. Absurdo! Portanto 4 { k.

Se 2|k, podemos escrever k = 2ky e 0 = i(,zo, portanto, podemos assumir k£ impar.
Como 6 € Q((n), temos Q(0) C Q((n). Assim, existe uma raiz [-ésima da unidade
em Q((n), para | = mmc(k,m). Ou seja, Q((;) € Q((n). Porém, reparemos que

[Q(G) : Q) = ¢(l) = p(mpz) = w(m) = [Q(¢m) : Q). Logo I =m e k|m. 0

Lema 7.2. Seja K uma extensao galoisiana de grau n de Q e seja Gal(K : Q) = {r; :
K — K, parai=1,--- ,n} o grupo de Galois da extensio K. Se a € Ok € tal que

|7;(a)] <1 para todo 1 <i <mn, entdo o é uma raiz da unidade.

Demonstragao. Para todo | € N, definamos fi(z) = [[._,(z —7;(a)). Como « é um inteiro

algébrico, entao f;(z) € Z[x]. Notemos que

=17 Y m(a)m(eh) = ay

1<y <--<ij<n

é o coeficiente de 27 em fi(x).

Assim, [a;y| ¢ inteiro e |az| < 32, (. 175, (@] -+ |, (a)] < (?), logo s6 existe
um numero finito de a;;, ou seja, existem infinitos I, tais que fi,(z) = f;,(z), com
ly <lp <--- <l <---. Observemos que os polinomios f;, () tém as mesmas raizes, nao

necessariamente na mesma ordem, mas como existem infinitos /; podemos garantir que hé

dois destes com raizes na mesma ordem. Assim, podemos tomar I, < [, tais que ol = als.

Logo a/*~% =1 e a é uma raiz da unidade. O
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Definicao 7.3. Seja A C D,, ideal tal que A e (m) sao coprimos. Se A = P, ---P,,
definimos ®(A) = ®(Py)--- ®(P,), onde ®(P) = g(P)™

Proposigao 7.4. Sejam A e B ideais em D,, coprimos com (m) e a € D,, coprimo com

m. Sey =31 tr; !, entdo
a) ®(AB) = ©(A)®(B);

b) |2(A)]* = (N(A))";

c) (B(A4)) = A7;

d) ®((a)) = e(a)a?, onde e(a) € uma unidade em D,,.

Demonstracao.a) Este item é uma consequéncia direta da definigao;
by [R(A)F = [e(P)--- 2B = Lo B = Lo leB)m? =
[T}_1 lg(P)?|™. Como |g(P;)* = |G, entdo TT7_, |{5]™ = N(A)™;
c) P(A)=P(P,---P,) =D(Py)--- @(Pn). Pela Relagao de Stickelberger, ®(Py) - -- ®(P,) =
Pl...PY = (P,---P,)";
d) Pela parte c), (®((«))) = () = (a7), logo ®((a)) e a” diferem por uma unidade e

®((a)) = e(a)a?, onde €() é uma unidade.
[

Para simplificar a notagao, denotaremos ®((a)) apenas por ®(a).

Lema 7.5. Sejam A C D, um ideal coprimo com m e 7 : Q((n) = Q((n) um automor-
fismo que fiza Q. Entao ®(A)” = $(A7).

Demonstracao. g(P) = Zae%n (%)—1 Cgr(a).
Seja 7 : Q(Cms ) = Q(Gm, Gp) um automorfismo tal que T|g(,.) = T € Tlg,) = id.

CNT N\ -1
oy ¥ (@) @ ¥ () e
aGD?m aeD?m m

Reparemos que Tr(«) = Tr(a”), portanto,
_ o -1
o7 =% () e =g

Assim, como g(P) € Q((), segue que g(P)" = g(P)™ = g(P7) e, como g e T s&o
multiplicativas, g(A)™ = g(A7). O

Lema 7.6. Para a € D,,, vale que |a7* = |N(a)|™.
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Demonstragdo. Notemos que 7_1(¢n) = (b = C
a’y(1+7—1)‘

m- Logo |a7]? = a’a7 = a7’ =

Por outro lado,

T_17Y = T-1 Z tr, tT__tl

(t,m)=1 (t,m)=1
1<t<m 1<t<m

Z tr

(t,m)
1<t<m

Notemos que se t percorre todos os coprimos com m entre 1 e m, m — t também

percorre. Assim, escrevendo t = m — (m — t), temos

T_1y = Z trl. =m Z T Z (m—t)r L,

(t,m)=1 (t,m)=1

1<t<m 1<t<m 1<t<m
=m D Tl
(t,m)=1
1<t<m
logo, v(1 4 7_4) Z ;. Portanto |@7|? = o™X = N(a)™. O
(t,m)=1
1<t<m

Proposicao 7.7. Seja o € D,, tal que o é coprimo com m. Entio ®(a) = e(a)a?, onde

e(a) = £ .

Demonstra¢ao. Da Proposicao [7.4]d), sabemos que ®(«) = ¢(a)a”. Tomando o médulo

ao quadrado,

[@(a)* = [e(a)[*a™]* = [e(a) *[N (o)™
Da Proposicao [7.4 b), |®(a)|* = |[N(a)|™, ou seja, |e(a)|? = 1. Mais ainda, podemos
usar o Lemal7.5|e este mesmo raciocinio para obter |7(e())| = 1 para todo 7 automorfismo
de Q((,). Portanto, os Lemas [7.1] ¢ [7.2| nos garantem que ¢(a) = +° . O

Proposicao 7.8. Sejam P, P’ C D,, ideais primos e coprimos com m e sejam N(P) e

) ; s [ 2(P) _ (NP
N(P') primos entre si. Entao < i )m — (T)m

Demonstragio. Seja ¢ = p'f' = N(P') e 1) um caracter aditivo. Portanto ¢’ = 1 (mod m)
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g(PY = > Xp(t)u(t)"  (mod p)
=Y Xp(t)u(gt) (mod p)
=3 Xpla)  Xe(dt)0(q't)  (mod §)

= Xp(q)"'g(P) (mod p)
/
= (%) ap) tmoap),
lembrando que Xp(a) = (%): Como g(P) é primo com P’, temos que g(P)? ! = <q/>
(mod P'). .
Assim, <‘1>1(DI/3)) — (I)(P)q,—;l _ g(P)q’*l = <%> = (N(If’)> (mod P’). Se (4);5)) =

¢t (mod P') e (LP/)> = (/. (mod P’), podemos assumir sem perda de generalidade

P

que i < 7, logo (¢! — Q:%) =( (¢ —1) e P'. Sei # j, temos que (¢57" —1) € P’ é um
. . ®(P) (NP ,

divisor de m e m ¢ P’ absurdo! Portanto i = j e (?>m = (T)m’ como queriamos

provar.

Coroldrio 7.9. Se A e B sdo ideais em D,,, coprimos com m e N(A) e N(B) sdo coprimos,
entao <—N(B)> = <M>
A m B m'

Demonstracao. O resultado é imediato por multiplicatividade. O

Coroldrio 7.10. Sejam A e B como no corolario anterior e A = («). Entdo <@> ( = )

B
<N(B))

Demonstracao. Primeiro, notemos que

(), - ()~ (%), (%),

Em seguida, observemos que

-1 -1 t —1 Tt
atrt B OéTt B aTt B ( o )
B ~\ B -\ B - \B7 /)

Finalmente,

A partir de agora tomaremos m = [, um primo impar.
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Lema 7.11. Se A C D, é um ideal coprimo com l, entdo ®(A) = +1 (mod 1).

Demonstragio. E suficiente mostrar que ®(P) = —1 (mod 1) para P ideal primo. Temos

O(P) = g(P) = [ Y Xp(t)v(t)

=Y Xp(t)4(t)" (mod 1)
= Xp(t)y(it) (mod 1).

Notemos que Xp(t) é igual a 0 se t = 0, e igual a uma raiz [-ésima da unidade se t # 0,

portanto
®(P)=) w(it) (mod 1)
teF:
=—1 (mod ),
uma vez que Y ,.p ¥(t) =0 e (0) =1. O

Para o préximo lema, precisamos lembrar da seguinte definigdo do Capitulo [5}

Definigao 7.12. Dizemos que o € D; € primdrio se o € primo coml e« = z (mod (1—()?)

para algum x € Z.
Lema 7.13. Se o € D, € primdrio, entao €(a) = £1.

Demonstragdo. Lembrando que | = u(1 — ¢)"™", onde u ¢ uma unidade de D;, assim os
tnicos fatores primos de [ sao (1 — ¢;). Tomando 7 € Gal(Q((;); Q), temos que 7 fixa [,
portanto (1 — ;)™ = (1 — ). Mais ainda, (1 —¢)” C (1 — ().

Como ®(a) = e(a)a?, pelo Lema [7.11] e(a)a” = £1 (mod {). Como « é primario,
a =z (mod (1 — ()?) para algum z € Z. Portanto,

ol = g7 = gD — (mod (1 —¢)?),

-1

mas r z = +1 (mod [), logo 7 =41 (mod (1 —¢)?) e
o = (£1) =41 (mod (1—-¢)?).

Segue entao que €(a) = +1 (mod (1—-¢;)?). Da Proposigéo sabemos que (o) = £ .
Além disso, 6 facil ver que ¢/ =1 (mod 1 — (), portanto ¢ =1 (mod (1 — ¢)?). Basta

mostrar que [ divide j. Temos
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0= (Cl] —1) (mod (1—¢)%),

dividindo por 1 — (,

0=(GF '+ +¢+1) (mod1-¢)
0=j (mod1—¢),

logo 1|51, mas [ é primo, assim I|j e e(a) = £1. O

Proposicao 7.14. Sejam o € D, primdrio, B um ideal primo com | e N(B) primo com
a. Entao ( = ) = <N(B)) .
N(B) I a I

Demonstracao. Ja provamos até aqui que

(%B))l - <6<§))1 (N?B))l - (%>l <N?B))l'

Portanto, resta mostrar que (6(0‘)) = 1. Como [ é impar, (£1)! = %1, assim
I

B

(5)- () (%) - ()

como queriamos provar. O

Teorema 7.15 (Reciprocidade de Eisenstein). Sejam [ um primo impar, a € Z primo

S . . - fa\ _ (a
com | e a € Dy primdrio. Se a e a sao coprimos, entao (;)l = (a)l.

Demonstracao. Como os dois lados da igualdade sao multiplicativos, basta mostrar para
a = p primo em D;. Seja P um ideal primo contendo p e N(P) = q = p’. Pela proposicio

f f
. a _ (NP a) _ (o a) — (e
antel“lor, (N(P)>l_< a >l710g07 <pf>l_<a)le <p>l _<a>l

Notemos que f|(I — 1), logo (f,1) = 1, portanto, existem a,b € Z tais que af + bl = 1.

l I af+bl af+bl
Como <%) = (g) = 1, concluimos que <%) = <2> e, finalmente,
! ! !

@)= G,
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8 Corpos p-adicos

As demonstragoes do Teorema de Ax e da generalizacao final dos Teoremas de Ax-Katz
e Chevalley-Warning se baseiam na relacao existente entre F, e uma extensao do corpo
dos nimeros p-adicos. Portanto, neste capitulo introduziremos a norma p-adica e, a partir
dos nimeros racionais, construiremos o corpo p-adico para entao encontrar tal relagao. Os

resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados em [Rob] e em [BBCT9).

Definicao 8.1.a) Dado (A, +,-) anel, dizemos que (A, ||-||) € uma norma se ||-|| : A — R

€ uma func¢ao com as sequintes propriedades:

1) |lal[ = 0;
2) lla|| =0 se, e somente se, a =0;
3) lla+ 0ol < la + [lbll;
4) llabl| = [lal[ - [[o]].
b) Dada uma norma || - || denotamos por d(a,b) = ||a — b|| a métrica associada a || - ||.

¢) Dizemos que || - || € ndo arquimediana se ||a + b|| < max{||a||,||b]|}

Definicao 8.2. Para n € Z*, dizemos que a valoragao de n, denotada por v,(n), € a

maior poténcia de p que divide n. Denotamos a valoragdo em 0 por v,(0) = co.

A defini¢ao da funcao v, pode ser estendida para os nimeros racionais de tal forma
que vp(3) = vp(a) — vy(b).

Teorema 8.3. Para cada p primo e o > 1, a fungao || - ||pa : Q — Rxo definida por

a— o~ ¢ uma norma.
Demonstragio. 1) ||al|po = a™@ > 0.
2) |la|lpa =0 a @ =0 < vy(a) = co & a=0.
3) lla + b||pa = o=@ Consideramos dois casos
e Se vy(a) < vy(b)
Upla+ ) = 0y(a) © [[a+ bllp = @~ < max[al e [Pllpa}.
o Se vy(a) = ,(0)

vpa+b) 2 vy(a) e [la+bllpa < @™ = max{[|al|a, [Ib

pat-

4) [[abl[pa = a=®) = a7 Do = la]|, o] [bl]p.a-

Logo || - ||p.« ¢ uma norma nao arquimediana. O
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Tomando p primo e @ > 1, dp4(a,b) = ||a — b||p define uma métrica e um espago
topolégico. Uma pergunta natural é qual a relagao dos espagos topolégicos definidos por

d,« € d,p para o, f > 17 A seguinte proposigao responderd esta pergunta.

Proposicao 8.4. Para p primo e o e 3 reais maiores que 1, dy, o € d, g definem a mesma

topologia.

Demonstracao. Basta mostrar que um aberto de uma topologia pode ser coberto por
abertos da outra.

Sejam a € Q, r >0 e By(a,7) ={ce€ Q| ||la—c|lpa <r}. Sece Byla,r), queremos
encontrar 6 > 0 tal que Bg(c,d) C B,(a,r).

Mas z € Bg(c,d) equivale a |[c—z||, 5 < 0, ou seja, 7 < § e v,(c—x) > —logsd.
Por outro lado, x € B,(a,r) implica que vy(a — x) > —log, -

Como vy(a — ) = v,((a — ¢) + (¢ — z)) > min{v,(a — ¢),v,(c — x)}, queremos que
—logg d seja maior que —log,, r. Assim, tomando ¢ < g™ temos que Bg(c,d) C Ba(a,r)

e as topologias sao iguais. O

Definicao 8.5. Tomando a € Q e a = p, dizemos que ||al|, :== p**Y é a norma p-ddica

de a.

Definicao 8.6. Seja {z,}, uma sequéncia de racionais. Dizemos que {z,}, € uma
sequéncia de Cauchy com respeito a norma p-ddica se, para todo € > 0, existe N > 0 tal

que ||z, — T, < € para todo n,m > N.

Tomemos C,, o conjunto das sequéncias de Cauchy formada por nimeros racionais com
respeito a norma p-ddica, e ~ a relacao de equivaléncia tal que {z,} ~ {y,} se, para todo
e > 0, existe N > 0 tal que ||y, — ||, < € para todo n,m > N. Definimos Q, :=C,/ ~
como o completamento p-ddico dos racionais. Estendemos a funcao v, em Q,, definindo-a

como v,(x) = lim,, o vp(ay), para todo x € Q, tal que lim,_,o a, = z, com {a,}, € C,.

Teorema 8.7. Sejam Z, := {x € Q, | v,(z) > 0} e Z, := {z € Q, | v,(z) > 0}. Entao

Zy, ¢ um anel e L, € o seu tunico ideal mazximal.

Demonstragao. Sejam A C Z, um ideal e C a imagem de A pela aplicacao v,. Sejam ng o
elemento minimo de C e a € A tal que v,(a) = ny.

Seng = 0eb € Z, entao v,(ba™') = v,(b) > 0, portanto, ba™' € Z,. Assim
b= (ba"')a € A pois A é ideal, logo A = Z,.

Se ng > 1, entao para todo ¢ € A tem-se v,(c) > 1. Assim v,(cp~t) > 0, segue que,
cp~! € Z, e, desta forma, ¢ = (cp™')p € Z,. Portanto A C Z, e Z, é ideal maximal. O

Dada uma extensao de Q, de grau n, a chamaremos de K, temos n homomorfismos
de K em K que fixam Q, e permutam as raizes do polinomio minimal que define a

extensao K. Se 7; : K — K, com ¢ = 1,--- ,n, sdo tais homomorfismos, definimos a fungao
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Nkjg, : K — Q, como Ngjg,(a) = []i"; 7i(«). Com isso, queremos estender a valoragao
v, de Q, para K.
Seja V, : K = Q tal que V,|g, = v, e V,(a) = V,(7i(a)), para todoi =1,--- ,n, e

para todo a € K. Assim, notemos que

up(Nkjg, (@) = Vo(Nijg, (@ Hﬂ = Z Vp(ri(@)) = n-Vy(a).

Portanto, podemos definir a extensao de v, para K, como

Vy() = 2 p(Nig, ().

Por abuso de notacao, denotaremos por v, a extensao de v,.
Seja 7 o elemento em K com a menor valora¢ao positiva. Definimos Og = {a € K |

vp(a) > 0}, o anel de inteiros de K e Mg = 70k = {a € Ok | v,(a) > 0}, o seu ideal
@

M
Em particular, se a € Ok, entao v,(pa) = v,(p) + vp(a) = 1 +v(a) > 1, logo pa € Mk.

maximal. Denotamos por k = o corpo residual de K.

Ou seja, k é¢ um corpo de caracteristica p e IF, C k.

Definicao 8.8. Definimos o grau residual de K como o inteiro
f=1k:T,).
Definimos também o indice de ramificacao de K como o inteiro

e = [p(K*) : 0p(Q)] = [1p(K7) - Z],

onde vy(K*) v,(Q5) sdo os grupos gerados pela valorag¢do de K* e Q5.

Reparemos que, para todo a € K*, temos que a® € Qj, pela definigao do inteiro e. Em
particular, 7¢ € Q3 e v,(7¢) > 0, portanto v,(7°) > 1. Mostraremos que v,(7°) = 1.

Se v,(7¢) > 1, entao vp(”?j) > 0 e vy(n) = vy(rea= ) > v, (pr V). Se
Up(pr V) <0, entao vy(p) < vy(m'Y) <, (2), absurdo! Logo vy(m) > vp(pr~"Y) >
1

0, mas 7 é minimo, absurdo! Assim, v,(7¢) =1 e v,(7) = -.
e

Proposicao 8.9. Se K ¢ uma extensao de grau n sobre Q,, com indice de ramificagao e,

corpo residual k e grau residual f, entao vale que e <n e f < n.
Demonstragao. Sejam x1,z9 € K* € a1, a2 € Q,, tais que
vp(a1x1) = vp(agee) # 0.

Conse-

Entao v,(z1) = Up( ) + v,(x2), logo 1 e x5 pertencem a mesma classe em g )
K

quentemente, se Y a;z; é uma soma finita com x; em classes distintas, entdo nao teremos

valuagoes iguais entre os termos da soma e ) a;z; # 0 para todo a; € Qj.
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Assim, tomando {m, 72 -+ 7°}, temos e classes distintas em @ e linearmente inde-
— * . * —
pendentes. Logo e = [K* : Q] < dimg, K = n.
Sejam Ty, - - ,U,41 € k¥ classes distintas e sejam vy, - - ,v,,1 seus representantes em

K. Como n + 1 > n = dimg, K, segue que
a1V + -+ Apgp1Vpyr = 0,

para algum conjunto de a; € Q,, nao todos nulos.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a; € Z,, para todo i =1,--- ,n+1,
mas nem todos pertencem a pZ,. Assim, tomando a classe em k, temos que @, € [, nao
sao todos nulos e

6161 +-- an+15n+1 - O

Logo Ty, - -+, Up41 sdo linearmente dependentes sobre F, e f = [k : F,] <n
O

Proposicao 8.10. Se K ¢ uma extensao de grau n sobre Q,, com indice de ramificagdo e,

corpo residual k e grau residual f, entdo vale que e - f =n

Demonstragao. Sejam sq,---,s; € Ok, tais que 51,---,57 € k formam uma base de
k sobre F,. Gostarfamos de mostrar que o conjunto {s;77}, com i = 1,---,f e j =
0,---,e—1, ¢ uma base de k sobre Q,.

Afirmagao: Os elementos {s;77},comi=1,---,fej=0,---,e—1, sdo Q,-linearmente
independentes.

De fato, tomemos

g Cij ST = g xjm,
1<i<f 0<j<e
0<j<e

onde x; = > i cijsi e ¢ € Q. Para cada j fixado, existe ((j) = [ tal que vp(cy;) <

vp(cij), para todo s =1,--- , f. Assim,
X c
Y ()i X
oGy 1<i<f

onde v,(A;) > 0, paratodoi=1,---, f e v,(\) =0.

Tomando a classe em k, como {S;} sao linearmente independentes sobre k, segue que

07’é Z X,@iek‘e Z XlglgMK
1<i<f 1<i<f
Portanto, Up(zKKf AiSi) = 0 e vy(z;) = vyay) € Z, para todo i = 1,---, f, uma vez
que ¢;; ¢ um elemento de Q,.
Assim,

E CijSim = g x;m # 0,

1<i<f 0<j<e
0<5<e
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jé que vy(z;m7) € Z* + L. Logo, parai=1,---,fej=0,---,e—1, vale que {s;m7} sdo
linearmente independentes sobre Q,.
Seja
SI:{ Z CijSﬂTj ‘ OSCZ']' Sp—l} g OK.
1<i<f
0<j<e

Se dl € OK, entao 31 = Zlgigf bi1§i7 com bil S Fp. Ou seja, (d1 — Zlgigf bﬂSz‘) € MK
e, consequentemente, dy — > .. s bi1s; = mds, para algum dy € Og. Indutivamente,
construimos uma sequeéncia tal que d;_; — Zgigf bij—1)8; = md;. Portanto, temos que

d1: Z bﬂsi—i—w Z bigsi—i‘"'—i‘ﬂ'jil Z szsl—i—

1<i<f 1<i<f 1<i<f

Logo, como 7¢ = p, segue que

o0
dy :chpl, comc €5

=0
o)

:Z( Z Cz’jlé’ﬂj)Pl

=1 1<i<f
0<j<e
o

= Z ( Z cijlpl)smj.

1<i<f 1=0
0<j<e

Reparemos que Y ,°, ¢;iip' € Z,, logo Ox C (s;17)7,.
Se a € k, entao existe u € Z tal que p*a € Ok. Ou seja,
pta = Z mz‘jsﬂj,
1<i<f

0<j<e

com m;; € Zy. Logo

a = § (mijp )sim,
1<i<f
0<j<e

onde m;;p~* € Q,. Portanto k C (s;m’ )o, € k, concluindo a prova. O

Definicao 8.11. Dada uma extensao finita K de Q,, dizemos que:

a) K € nao ramificada quando e = 1;

b) K é completamente ramificada quando f = 1.
Observacao 8.12. Se K € nao ramificado, entdo Mg = pOk.

A partir deste momento assumiremos que K é uma extensao nao ramificada de grau f

sobre Ok. Portanto o corpo residual k = 1%1 ¢ isomorfo a IF,.

Lema 8.13. Sejam z,y € Og en € Zsg. Se vy(x —y) > 0 entdao v,(z?" — y?") >
n+uvy(z —y).
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Demonstracio. Se v,(y) > 0, entao v,(y*") > p"v,(y) > n + v,(y) e o lema é valido.
Para v,(y) = 0, faremos a prova por inducao sobre o expoente n. Primeiramente

tomaremos n = 1. Se v,(z —y) > 0, entdo = = y + «, com v,(a) > 0, portanto, vale que

vp(a? = yF) =vp((y + )’ — ")
va((zf) oy + <g) e
> min {v, <p> o)}

T1<i<p J
:mln{l + ’Up<Oé),pUp(05)}

Suponhamos agora que o lema seja valido para todo natural menor ou igual a n. Para

n 4+ 1, temos
pelo caso n =1,

e pela hipdtese de inducao,
U@ =) 2 14 n+ vy — ).

]

Lema 8.14. Seja x € Og e ¢ =p’. Se v,(z) > 0, entio v,(x7" V) > fn. Se v,(z) =0,

entdo v, (z" @Y — 1) > fn.

Demonstragdo. Se v,(z) > 0, entdo v,(z4"@V) > p(pf — 1) > fn.

~ — * ’
Se vy(z) =0, entdo T € (/(\94—“;) e, como 2 é um corpo com ¢ elementos, segue que

— MK
797! = 1. Ou seja, 297! — 1 € M.

Com isso, temos que v,(x9~t — 1) > 1, logo, pelo lema anterior, segue que
Up(xpfn(q_l) . 1pf") Z fn + Up<xq—1 . 1) Z fn
O]

Definicao 8.15. Seja T, :={b € K| b? = b}. Denominamos T, como o levantamento de
Teichmuller de IF, em K.

Proposicao 8.16. |T,| = g.
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*
Demonstragao. Seja a € F = (%i) . Entao existe ag € Ok tal que ay = a. Consequen-

temente, af — ag = my € Mg com v,(mo) = lp > 0.

Seja a; = ag + my. Notemos que

vp(ai — ar) =vp((ag +me)? — (ao +mq))
=v,(ad + (?) a® tmg + mgr —ap — my),

q

onde mir = (ag +mo)? — af — (¢

Ja®tmg. Assim,

up(af — a1) =u, (mo (CD a’' + mgr))
2lo + min{vp(q), vp(mo)} > 1o+ 1.

. . . A~ . 00 q ] -
Construindo indutivamente a sequeéncia {a;}32, tal que v,(aj — a;) = mo + %, @; = a
e vy(aj1 — a;) = vy(m;) > my + j, temos que {a;} é uma sequéncia de Cauchy, logo
converge para um « € Ok e a? — a = (0. Como podemos encontrar uma sequéncia distinta

para cada a € F} e o elemento 0 ¢ trivial, temos que |T;| = |F | = q. ]

Observacao 8.17. Cada elemento do levantamento de Teichmuller, Ty, representa uma
classe distinta em ﬁ—i. Mais ainda, como /\OTH; &F, = D;;

valéncia entre os elementos de T}, e o conjunto de residuos modulo P. Assim, os resultados

L € possivel obter uma equi-

obtidos no Capitulo [6 podem ser utilizados de forma similar para os nimeros p-ddicos
através dessa equivaléncia. Em particular, utilizaremos a Congruéncia de Stickelberger

(Teorema para 0s niumeros p-ddicos no capitulo sequinte.
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O Teoremas de Ax e Katz

Com as propriedades dos nimeros p-adicos e a congruéncia de Stickelberger vistas nos
capitulos anteriores, temos o necessério para demonstrar o Teorema de Ax [Ax64] e, com

isso, o Teorema de Ax-Katz [Ka7l], seguindo a demonstragao de [DHXO05].

Teorema 9.1 (Ax-1964). Seja f € Fylz1, -+, x,], com deg(f) =d, e s := ["5%]. Entio

o nimero de solugoes de f(x1, - ,x,) =0 em [y € divisivel por ¢°.

Demonstragao. Sejam @, o corpo dos nimeros p-adicos com anel de inteiros Z,, K uma
extensao de @, nao ramificada, de grau f e com anel de inteiros Ox. Como K ¢é nao
ramificada, tomando Mg = pOk, o ideal maximal de Ok, temos que o corpo residual de
K, definido como k = ﬁK , ¢ uma extensio de grau f de F,, assim, k 2 F,, com ¢ = p’.
Sejam T o levantamento de Teichmuller de k em K e T = T, \ {0}. Reparemos que T, ¢
composto pelas raizes (¢ — 1)-ésimas da unidade.

Se (p é uma raiz p-¢ésima da unidade e a € Z,, definimos (' = ¢, onde a = a (mod p),
ou seja, vy(aw — a) > 1. Definimos também T'r : K — Q, a funcao trago.

Seja C'(x) = fn o Cm@™ 0 Tnico polindomio de grau ¢ — 1 com coeficientes em K((,)
tal que C(t) = CI,T """ para todo t € T,. Podemos assumir a unicidade pela Interpolagao de
Lagrange. Reparemos que C(t) é um caracter aditivo em T, e, para 0 < j <q—1,¢77 é
um caracter multiplicativo em 7. Portanto, podemos definir a soma de Gauss

=) Cr =) eI,

teTy teTy

Assim, para todo j # 0, temos que

=) Cp =)t qi: Cnt™

teT; teTy  m=0
= Zcm > ) = (g - 1)ey. (9.1)
teTy
Analogamente, para j = 0, temos —1 = ¢(0) = (¢ — 1)(co + ¢4—1). Como ¢y = 1, segue que
(¢ —1)cg1 = —q.
Dado 0 <53 <qg—1, sejaj = (Jr-1- jljo) a representacao de j na base p. Definindo
as funcoes o,(j) = ZZ -0 ]w pp(J) = H, 0 Liled = —Ap = ¢, — 1, pela Congrueéncia de
Stickelberger (Teorema [6.18)), segue que

(Depd) _
% =—1 (mod \),

para todo 0 < j < ¢ — 1. Com ({9.1)), temos que

¢; =0 (mod X7, (9.2)
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para todo 0 < 7 < g — 1. Observemos que o caso j = 0 é trivial e o caso j = ¢ — 1 segue
do fato de que ¢ = p/ = (A,)P~ V7.

Definamos agora a fungao 5 : F, — C tal que f(z) = C(t) = "™ onde t € T, e
t = 2. Notemos que a fungao 8 é bem definida, pois cada elemento de T}, possui uma classe
distinta em F, = ﬁ_ﬂl’ e representa um caracter nao trivial do grupo aditivo [F,. Portanto,
segue que

q, seu=20
> Blau) =
z€F, 0, sewu#0.

Assim, temos

gN(f =0) = Z Z Bxof(x1, -+ xn)),

20€EFg 1, ,xnEFy
onde N(f = 0) representa o niimero de solugoes de f = 0 em Fy. Tomemos f(z1,- -+ ,7,) =
> wew G XY, onde W = {(wi, -+ ,w,) € N | wy 4+ +w, < d)} e XV =
Pt -z, Para facilitar a notagdo, associaremos a cada w’ € W’ um elemento w € W =
{(L,wy,- -, w,) € N*T w4+ - -+w, < d}, de modo que zof (@1, ,2n) = 2 e GwX"”
e, por um abuso de notacao, a,, = a,s. Com isso, se A,, é o representante de Teichmuller

de a,,, temos que

gN(f=0)= > [ Blawx")

XEIF;L+1 weWw

= > I cAut)

teT;"’l weW

= T ey

teTp+! weW i=0

= Z Z H Cm(w)Ag(w)tm(w)w7

meM teTg‘H weW

onde M = {m : W — {0,1,---,q — 1}}. Escrevendo a(m) = [[,cw AP 6 e(m) =

Y wew M(w)w, para todo m € M, obtemos

aN(F=0)= > a(m) [] enw D ™ (9.3)

meM weWw tET;H'l

Vamos limitar inferiormente a poténcia maxima de ¢ que divide cada uma das parcelas da

equacao anterior. Para isso, fixando uma fungao m : W — {0,1,--- ¢ — 1}, observemos

Z te(m) _ Z . Z tgl(m) . tf@n(m),

teTytt to€Ty tn €Ty

que
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onde e(m) = (ep(m), -+ ,en(m)). Analogamente a Proposigao vale que

q, seu =20

Ztuz 0, se (q—1)tu

T,
et g—1, se(qg—1)|ueuz0.

Assim, conclufmos que -, pn+1 telm) = (), se existe j tal que (g—1) 1 e;(m) ou D ternt te(m) =

qn—H? se 6(m) = (07 to 7O> ou

> = (g -1 (94)

teTr !

se (¢ —1)|ej(m) para todo j e existem exatamente s+ 1 entradas nao nulas em e(m), com
s> 0.

Como desejamos encontrar a maior poténcia de ¢ que divide N(f = 0), nos interessa
apenas o terceiro caso, ja que nos outros ela ja estd determinada. Portanto, assumiremos
que (¢ — 1)|ej(m), para todo j, e que e(m) possui s + 1 entradas nao nulas. Observemos
que a primeira entrada de e(m) é >, ., m(w), ou seja, Y ., m(w) é um multiplo nao
nulo de ¢ — 1.

Para cada m(w), definimos m(w) = 3.97; m;(w)p’ a sua representacio na base p. Mais
ainda, para todo r inteiro, definimos m, s4;(w) = m;(w). Desta forma, denotaremos por
m) (w) = 39, m;_;(w)p' a rotagio dos algarismos de m(w) na base p. Reparemos que
D ternt tem) = D ternt t<m) 4 que [Licr, t* = lier, t- Ouseja, (g — 1)|e(m"9)), para
todo j, e o ntimero de entradas nao nulas de e(m)) também é s + 1. Em particular,
(¢ —1) divide Y, .y mYW(w) # 0, a primeira entrada de e(m()).

Seja m : W' — W tal que w(wq, - ,w,) = (L,wy, -+ ,w,). Notemos que, para
cada fungao m : W — {0,1,--- ,q — 1}, podemos definir uma fungao correspondente
m': W' — {0,1,---,q — 1}, dada por m/(w’) = m o w(w'). Assim, definindo €'(m'0)) =
> e M (w)w', temos que (g — 1)|ef(m'Y)), para todo i, e ¢/(m'?)) possui s entradas

nao nulas. Com isso, temos que
s(g—1) < Ze;(m'(j)) = Z Z m'9D (ww; < d Z m'9(w').
i=1 =1 w'eW’ w'ew?
Como > repr MY (w') = 3, iy mY (w) é um multiplo de ¢ — 1, segue que

“la-n< Y wOw).
d

w' eW’
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logo

Como p/ divide A=/, com (9.2)), concluimos que a maior poténcia de ¢ que divide
[Lyew: cm é [5] Logo, com (9.4), para cada m € M tal que (¢ — 1)|e(m), a poténcia
méxima de ¢ que divide [ [, cppr Cmr(u) Zteng+1ee<m) ¢ maior ou igual a [2] +n — s, onde
s é o numero de entradas nao nulas de e(m). Assim, usando a equagao (9.3)), obtemos que

¢"~! divide N(f =0), onde r = min E-‘ +n —s. Mas [£] + n — s é decrescente com s

0<s<n d
variando nos inteiros entre 0 e n, logo N(f = 0) é divisivel por q(%]fl = q[nTiq O]
Corolério 9.2. Sejam fi,---, fr € Fylz1, -, z,], com deg(f;) =d;, e s:= f%}
Entao o nimero de solugoes do sistema fj(x1, - ,2x,) =0, com j=1,---,r, é divisivel

por q°.
Teorema 9.3 (Ax 1964 - Katz 1971).a) Sejam fi,---, f, € Fylz1,--- ,x,] polinomios

tais que d; = deg(f;), para todo 1 < j < r, dy > --- >d, > 1 e 25:1 d; < n.

Se ;

d )
max;<;<r @;

entio ¢/ divide #{(z1,--- ,x,) € Fp | fi(we, - 2,) =0V < j <71}

M:

b) Para todo n,r,dy,--- ,d. € ZLsg, existem fi, -, fr € Fglxq, -+, x,], com deg(f;) = d;,
para 1 < j < r, tais que a maior poténcia de q que divide #{(zy, -+ ,1,) € Fy |

filwn, - ) =0V1 <5 <r} é[ww_

max1<;<r dj

Neste trabalho apresentaremos apenas a prova da parte a) deste teorema, seguindo a

demonstracao de [DHX05]. A prova da parte b) pode ser encontrada em [Ka71].

Demonstragao. Para todo f € F,[zy,-- -, z,], denotamos por

Z(f) =A{(z1,-- ,ZL’n)GIFZ|f<£L‘1,"- ,Tp) = 0}.
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Assim,

Z |Z(a1f1+"'+arfr)|zz Z 1

ai,,ar€fy XEF{} ai, - ,ar€fy
alfl (X)++arf7‘(X):0

- ¥
a1, ,ar€Fq X€(Z(f1)N-NZ(fr))
+ Y > L
a1, ,ar€Fg XEFM\Z(f1)N--NZ(fr)
a1f1 (X)+"'+0«rfr(X):0

=" Z,+q¢ 7' (¢" - Z,),

onde Z; = |Z(f1) N---NZ(f:)], para todo i € Zsy. Ou seja,

1
= :W< > 1 Z(afittaf)| - qr—1+n>

ai,,ar€fy

:qu1< L > IZ(a1f1+~~-+arfr)|—q">

r—1
q ai,,ar€fy

= Z |Z(a1f1+"'+arfr)| (mOd qn)

a1, ,ar€F,

A prova segue por inducao sobre r. O caso r = 1 corresponde ao Teorema de Ax
(Teorema , pois |Z(f1)] é divisivel por ¢*, onde s := [";—ldﬂ.
Suponhamos que o teorema é valido para r — 1. Se temos r polinomios, seja

r

i=1

Fazendo uma segunda inducao, agora sobre L, se L = 0, como d; > d;, para todo

j:2,..~7T,€Hté0d1:d2:..,:dre

1—r
Zr qu_l Z ’Z(a1f1+"'+arfr)| (HlOd qn>
at,,ar€fy
1-7r n—d
bl Y A e (mod )
ai,-,ar€lfy
1—r
_ q [n;dlw d n
= ¢ e (mod ¢")
= [n;dl_(r_lﬂ o d o”
= [nidl;nidr L d a"
=t (mod ¢").
[n—dl—»n—d,,.-' L.
Portanto ¢ 4 divide Z,.
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Suponhamos agora que a hipétese vale quando Y ,(d; — d;) é igual a L — 1 > 0. Se
>oi_y(di —d;) = L > 1, consequentemente, d, < d;. Portanto,

1—7r
ZrEq_l Z |Z(a1fl+"'+arfr)| (HlOd qn)
q 17...7are]Fq
1—r
q n
g1 > 1 Z(ag+ -+ apagea +g,)| (mod ),
q aly"‘yar—IE]Fq
onde g;(z1, -+, Tnt1) = filx1, -+ ,x,) paral <i<r—leg.(z1, -, Tnt1) = Tpy1 fr(21, -
Assim,
ql—r
Zr 5—2 Z |Z(CL191 + -+ argr)| (mOd qn)
(a=1)*
ar7#0
ql—r
=l X Mgt rag)

a1, ar€F,

- Z | Z(avg1 + -+ + ar_19,-1)|]  (mod ¢")

ai,,ar—1€F,

1—r

(q—1)q

qg—1
1—r 1Z(g1) NN Z(gr)| — gI—=D)

(q—l)z[q

Zr—l] (mod ¢")

1 n
Eq — (1Z(g1)N---NZ(ge)| — Z,—1) (mod ¢").
’andlf-ude,l_‘
Pela hipoétese de inducao sobre r, Z,_; ¢é divisivel por ¢ 4 . Por outro lado,
g1, , gy 820 r polinomios de n + 1 varidveis, com ch =deg(gj) =d;jparal <j<r—1le

d, = deg(g,) = dj + 1. Assim,
L=) (d—dj)=L-1.
j=1

Portanto, pela hipétese de indugao sobre L, |Z(g1) N --- N Z(g.)| é divisivel por

ntl—dy——dy_q1—(dpr+1) n—dy——dy_1—dpr
q[ 1 d1r 1 1 _ q[%"
{nfdlf-»-—dT_lfdr]
Logo, Z, é divisivel por ¢

dq

O

Corolario 9.4. Sejam fi,---, fr. € Fy[x1,--- ,2,), com deg(f;) =dj edy > --->d, e

§:= f%l"'*dﬂ. Se g1, , gn € Fylz] sao polinémios de permutacdo, entio o nimero
de solugoes do sistema f;(gi(x1), -+, gn(2n)) =0, para j =1,--- v, em Fy € divisivel por
q

Os Teoremas de Ax-Katz e Chevalley-Warning tém sido generalizados de varias formas
e, ao longo deste trabalho, mostraremos algumas das generalizagoes presentes em [BBC19].
A seguir encontra-se a primeira delas, onde sao considerados os graus parciais das funcoes f;,
t=1,---,r, com respeito a algumas varidveis e composigao com fungoes g;, j = 1,--- ,n,

nao necessariamente de permutagao. Para isso precisaremos das seguintes definigoes:

7xn)-
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Definicao 9.5. Seja f € F,[z], definimos

u(f) =min{d € Zso | Y _ f(a)’ #0}.

a€lFy

Se nao existe 0, definimos u(f) = oo.

Definicao 9.6. Para cada Z C {1,--- ,n} ndo vazio, definimos o Z-grau de um monémio
como degz(at!™ ---t7") = 3. . om;. Se P € Fylxy,---,x,], entdo I-grau de P ¢ o

mazximo dos I-graus de seus monomios.

Lema 9.7. Sejam Z C {1,--- ,n} ndo vazio e f1,--- , f, € Fylx]. Se P € Fylxy, -+, x,]
¢ um polinomio tal que degz(P) < >,y u(f;), entdo

Z P(fi(x1),- -, ful®n)) = 0.

(3717"‘ »f’fn)ng

Mmn

n ¢ um monémio de P(zy,---,z,), entado

Demonstracao. Se  x"---x
YoicrMi < Y ierulfi), logo m; < u(f;) para algum j € Z. Portanto, pela definigao
de u(f;), temos >°, g fi(2;)™ = 0. Assim, para todo monomio de P(fi(z1),-- -, fu(zn))

temos:
n

S Al)™ e falz)™ =TS fi(z)™) =0,

(w1, ,xn)EFD i=1 z;€F,

concluindo a prova.

]
Teorema 9.8. Sejam Py, --- , P, € Fylzy,- - ,z,] polindmios nao constantes, fi,--- , fn €
F,[z] polinomios quaisquer e T C {1,--- ,n} nao vazio. Se
(¢—1)) _degz(P) <) ulf)
j=1 i€T
e S :={(z1,---,xn) €Fp | Pi(fr(x1),- -, fulwn)) = 0 V1 < j <7}, entdo p divide |S].
Demonstragao. Sejam Py, --- P, € Fylxq, -+ ,2,], fi,--- . fn € Flz] e Z C {1,--- ,n}

como no enunciado. Definimos o seguinte polinomio

r

Oy, - an) = [ [ = Py, )Y,

=1

Observemos que, se P(xy,- -+ ,x,) # 0, entdo P(xy, -+ ,2,)9 1 = 1. Logo

1, se Pi(c1, - ,¢,) =0,V1<j<r

0, caso contrario.
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Assim,
N O(fi(w), -+ fulwn))  (mod p)
(w1, ,2n)EFY
= Z H 1= Py(fi(z1), -, fulza))™)  (mod p)
(w1, xn)€FR j=1
= > > H i (fi(@n), - falza)™)7  (mod p).
(41,0 i) €{0,1}7 (@1, 20 ) EFR j=1
Como para todo (iq,--- ,i,) € {0,1}" nos temos
degI(H(_Pj(xh”' » L )q ! ZJ q_l Zdegl Zu(fz)v
Jj=1 1€l

pelo Lema |S| =0 (mod p), como querfamos provar.

0
Corolario 9.9. Sejam Py,--- , P, € F,lx1, - ,z,], f1,---, fu € Fylx] polinomios nao
constantes e T C {1,--- ,n} ndo vazio. Se
T q o 1
-0 der) < ¥ [
2 4ealP) = 2 el

entao p divide

#{(Ilv"' 7xn) S IFZ | Pj(f1($1)7 afn(fpn)) = 07 V1 S] S r}'

Demonstragao. Basta mostrar que u(f) > dzg;(lf) para todo polinomio nao constante f.

Suponhamos que existe | < ng_(;) tal que > ceF, f(e)t # 0. Nesse caso, deg(f!) = ldeg(f) <
q — 1. Escrevendo f(z)! = Z?;g a;x’, temos que

q—2 ‘ q—2
Z Z CLjC] = Z CLj( Z c
c€Fq j=0 J=0  ceF,
Absurdo! Logo u(f) > dgg;(lf). O

Teorema 9.10. Se u(f) < oo, entio u(f) < #f(F,) —

Demonstragao. Seja g(c) = #{a € F, | f(a) =c} e f(F,) = {c1,--- , 41} Suponhamos

que u(f) < oo eu(f) > #f(F,) — 1. Entao, 3,5, fa)® = Zéﬂl g9(¢;)ed = 0 para todo
0 < 4§ <. Portanto

r .- 1 g(c1)
1 - C41 9<C2> -
i e/ \gla) 0

Como a primeira matriz ¢ a matriz de Vandermonde e, consequentemente, ¢ invertivel,
temos que g(c¢1) = -+ = g(¢41) = 0. Absurdo! Logo u(f) < #f(F,) — 1. O
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Em [CSW93], Da Qing Wan, Peter Jau-Shyong Shiue e Ching Shyang Chen utilizam a
funcao u(f) para buscar cotas superiores e inferiores para #f(F,). A seguinte defini¢ao
foi tomada de [BBCI9, inspirada pelo trabalho de Wan, Shiue e Chen.

Definicao 9.11. Se f € F [x] é um polinomio tal que u(f) = #f(F,) — 1, dizemos que f
¢ um WSC-polinomio. Dizemos também que f é WSC-fraco se u(f) < oc.

Corolario 9.12. Sejam Pi,--- , P, € Fy[z1,--- ,x,] polindmios nao constantes e seja
Z C{1,---,n} nao vazio. Sejam fi,---, fn € Fylz] tais que f; € WSC-polinémio para
todoi €. Se

(4=1) 3 _degz(P) < 3 (#i(F,) 1),

€L

entao p divide
#{(xla e :ajn) € IFZ | Pj(fl(xl)a ’ 7fn(xn)) =0Vl < J < 7“}.

Demonstragao. Como f; é W SC-polindomio para todo i € Z, entao u(f;) = #fi(F,) — 1.
Portanto (¢ — 1) > 7, degz(F;) < 3,z u(fi) e vale o Teorema O
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10 Generalizacdo dos teoremas de Ax-Katz e

Chevalley-Warning

A préxima generalizagao dos teoremas de Ax-Katz e Chevalley-Warning foi realizada
por Baoulina, Bishnoi e Clarck em [BBC19]. Supondo uma condi¢ao similar a usada
no Teorema , utilizaremos composi¢ao com fungoes f; € Fylz], com ¢ = 1,--- ,n e
tomaremos graus parciais dos polinomios P;, com j = 1,--- ,r. Para isso, precisaremos do

seguinte lema e de algumas propriedades da soma dos algarismos de um natural na base p.

Lema 10.1. Seja f € F,[t] ndo constante e seja f € Ty[t] o levantamento de Teichmuller
de f. Escrevendo f(t) = Zf;l bit™ onde by € O, m; € Zso emy < mg < --- < mpg, entdo

para § € Z>o se satisfaz a relagdao

S —afofs-n Y (0 e

z€T, SR =6
Sk mudie(q—1)Zso

Demonstracdo. Observemos que

> T@)’ =30 (D bam™)

z€Ty z€Ty =

mR6 5
= b51 . béR s
xGZTq“Z:O( Zﬁ_lzézza (51""’512) ' )
Sty medi=u

=2 ( 2 (61,..5. ,5R>b(1$1"'b§%R) >

u=0 ZlR:1 5,=6 z€Ty
Zz}il mpd=u

Analogamente a Proposigao [3.1]

q, seu =20
qu: g—1, se(g—1jueu>0
€T,
= 0, se (q—1)1u.

Assim, basta tomar u € (¢ — 1)Z>o.
Se my # 0, entao u = Zﬁzl myo; > 0, uma vez que Zf;l 0; = 0 > 0. Desta forma,

)DECEEIUESID DU (SR U 2

z€T, SR 8=6
S midie(g—1)Zso
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Por outro lado, se m; = 0 entaou >0 e

> f@) =blg+(g—1) > (51 5 5R>b‘151“'553’*‘

x€Ty BLo=6
SR musie(g—1)Zso

N 0 -0
Como f(0) = { o sem entao
by, semy #0
. - 0
5 _ 5 S1 g0
S e = fO0 g+ -1 Y (51’__'7%)1)1...;,;.
x€Ty SR &=6

SR musie(g—1)Zso

]

No Capitulo [6] haviamos definido a fungao ¢, como a soma dos algarismos na base
p para inteiros modulo g. Aqui definiremos esta mesma funcao, porém, para inteiros de

maneira geral. Cometeremos um abuso de notacao e também denotaremos esta funcao por

Op-

Definicao 10.2. Seja N > 2 um nimero natural e a € Zsq, entdo denotaremos por oy (a)

a soma dos algarismos de a na base N.

Lema 10.3. Seja N > 2 um nimero natural, a,b € Zsq e q = p’. Entdo:

a) on(a)+on(b) > on(a+0b);

b) on(a)on(b) > on(ab);

c) Sea € (q—1)Zsg entio op(a) > o,(q—1) = f(p—1).

Demonstragao. Sejam a = (amGm—1---ag)n € b = (byby_1 -+ by)n representagoes de a e
b na base N, com 0 < a;,b; < N — 1.

a) Temos a+b = > " (a;+b;) N7 = Z}”:ng ¢; N7, onde 0 < aj+b; <2N—-2e0 <¢; < N—1.
Observemos que

CL()—i‘bO7 Seao—i‘boSN—l
Co =

ag+by— N, seag+by> N.

_ ) 0, seap+by<N—-1 ) )
Alem disso, definimos ¢; = . Portanto, indutivamente, temos
]_, se ag + b() 2 N.

aj—l—bj—i-ej, seaj—l—bj—i—ejgN—l
(Ij‘l‘bj—l—ﬁj—N, SGCLj‘Fbj‘FEjZN
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O, seaj—l—bj—i—ejSN—l . . .
e €11 = , para 1 < j < m. Para j = m + 1, definimos
1, sea;+0bj+¢ >N.

i1 = b1 = 0 e segue que ¢pp1 = €p1. Assim,

+1 m+1

UN(a+b):ch:Zaj+bj+ej(1—]\7)

0 §=0

3

.
Il

<> (a;+b;) = on(a) + on(b).

<
Il
o

M

b) Primeiramente vamos supor 0 < a < N — 1. Nesse caso ab = ZT:O ab; N7 e, pelo item

a)?

on(ab) = on(D_abiN’) <> " on(abjN') =Y~ on(aby).
j=0 j=0 j=0

Agora, escrevendo ab; = (us---uiup)n, temos que ab; = ug + uyN + -+ + u,N° >

up + uy + - - - + us = on(ab;). Assim, concluimos que

on(ab) < zm: zm: = aopy(b
=0

7=0

De maneira geral, se a = Z;n:[) a;N7, pelo item a) e o caso anterior,

on(ab) = UN(Z a;N7b) < Z Z%UN =on(a)oy(b).
j=0 j=0 J=0
c) Observemos que (¢ — 1) = (p — D' + p/2 + -~ + p + 1) =

(p=1),(p—1), -+ ,(p—1))p Portanto o,(¢ — 1) = f(p — 1).

Por indugao, suponhamos que o,(c(q — 1)) > 0,(¢ — 1) para todo 1 < ¢ < k. Seja
=k(qg—1)=dg+r,com 0 <r <g—1 Assimo,(a) =o,(dg+1r) = 0,(d) + 0,(r) >
op(d+T1).

Notemos que k(¢ — 1) = dq + r implica que (k —d)(¢ — 1) = d + r. Logo, o,(a) >
op((k—d)(¢g—1)) e, como k — d < k, pela hipétese de inducao, o,(a) > o,(q — 1).
[

Proposigao 10.4. Se ¢ = p/, entdo para todo n € Z, se tem a relagdo Zg;é o.(np') =

10p(n).

Demonstragao. Seja n = ng +niq+ ---+n,q", com 0 <n; <g—1para0 <75 <.
Como 0 < n; < ¢ — 1, podemos escrever n; = Z{;(} nj,ipi, com 0 <n;; <p-—1. Dessa

forma, temos o,(n) = ny +ng + -+ +n, e o,(n) = ngo +noa1 + - + Ny po1. Assim, se
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0 é v S f - 17
np’ =nep"” +nip'q+--- +n.pq"

f-1 /-1 -1
= _noap )"+ O _map W a+ -+ O neip e
=0 =0 0

f-1 f—1 Fo1
:(Z nO,ipH_U) + (Z nLipH_”)q I ( nr’ipz—kv)qr
1=0 i=0

7

f—1 v—1 f—1
:(Z noi—up") + (Z no,f—v+0’ + Z ni:p')q
i=v 7=0 i=v
v—1 -1 v—1
+oee Tt (Z e an,z’PHU)QT + (Z N foeg? )
§=0 i=v =0
Como cada coeficiente de ¢* estd entre 0 e ¢ — 1, para todo 0 < i < r + 1, temos
f-1 v—1 f-1
ay(np") :(Z no,ip") + (Z no,f—v+iP’ + Z niip')
i=v 7=0 i=v

v—1 f—1 v—1
+ -+ (Z nrfl,fvarjp] + an,ilerv) + (Z nr,ffv+jp])

v—1 f-1 vl !
CAI) STEIPES SVONE) SNPIS S0
§=0 1=v Jj=0 i=v
v—1 f-1
+ e+ (Z n,,_lyf_vﬂ-]ﬂ + Z nr,ipH_v)
jZO 1=v

=0 ko) + O nkpor)p+ o+ O o)’
k=0 k=0 k=0

Somando sobre v,

f-1 -1 v -1
Zaq(np”) = (Z M ) + (Z M, f—v+1)P
v=0 v=0 k=0 v=0 k=0
-1 r
to ) QO g
v=0 k=0
=0,(n) +a,(n)p+ -+ op(n)p’ !
qg—1
ZE%(")
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_n- ap(n)

Lema 10.5 (Férmula de Legendre). Seja n € N, entdo v,y(n!) = Z L J .
- p—
=1

n
'
Demonstracdo. Como n! é o produto de todos os naturais menores ou iguais a n, temos
que cada miiltiplo de p® entre 1 e n contribui em 4 fatores p em n!, logo incrementa em i o
valor de o,(n!). Por outro lado, temos que cada multiplo de p* é também um multiplo
de p,p?,--- ,p~!. Portanto somando o ntimero de multiplos, entre 1 e n, de p, p?, p?, e
assim sucessivamente, obtemos v, (n!).
(o)
. n
Assim, temos L)QJ multiplos de p* entre 1 e n e, portanto, v,(n!) = Z L;J
i=1
Agora, seja n = pFny + pF"Iny_y + -+ + ng a representacao de n na base p. Entao

L%J = pk*ink —i—pk*"*lnk_l + - -+ 4+ n; e, portanto

2

o0

k
n . .
{_J = E P+ 0" e )

i=1 P i=1
k k . . k j . .
S RIS T
i=1 j=i j=1 i=1
k . k .
P —1 P —1
= N = N
jzl Jp_l JZO Jp_l
k
1 , 1
) 2 (np’ —n;) = - (n —op(n))

]

Definicao 10.6. Seja f € F,[t] tal que f = Zlel bit™ com b € F;, my € Zxg e
my < mo <---<mpgp. Entao
R R
wq(f) = min {Z% [0<y,-,m<q—1le > mme(g— 1)Z>0}~
=1 =1
Teorema 10.7 (Generalizagdo de Chevalley-Warning e Ax-Katz [BBC19]).

Sejam Py,--- P, € F,x1,--- ,x,] polinomios nio nulos e Z C {1,--- ,n}, um sub-
congunto nao vazio, tais que maxi<;<,degz(FP;) > 0. Sejam fi,---, fn € F,lt] tais que
fi € nao constante para todoi € T e S = {(x1,-++ ,xzn) € Fy | Pj(fi(21),- -, fulzn)) =
0, V1<j<r} Se

(¢—1) ) degz(Py) < Y _wy(fi),
j=1

€L

wq(fi))iz’r de (P))

~ (1] .. . <Ziez( (a—1) j=19egz (L7

entdo ¢'* divide |S|, onde p = a1, <; dogg (7)) .

Demonstracao. Primeiramente, interpretaremos o problema no corpo dos niimeros p-adicos.
Por um abuso de notacao, denotaremos por P; e f; o levantamento de Teichmuller para

Ok dos polinoémios P; e f; do enunciado para todo 1 <j<rel <i<n.
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Afirmacao: Se X = {(zy,--- ,m,) € T | Pj(f1(21), -, fu(zn))
j <n}, entdo |S| = |X]|.

Para obter essa relacao, consideremos a aplicacao natural

n Ox \" o mn
o= (1) =%

definida por (z1,--- ,z,) = (Z1,--- ,T,). Portanto, se (y1, - ,y,) € S, entao para cada

0 (mod p), V1 <

J existe um unico z; € T}, tal que T; = y;. Assim, temos que
Pi(fixr), -+ fulwn)) =P(fr(x1), -+, ful2n))
:Pj<f1(fl)7 T ,fn(fn)) = 07

lOgO Pj(fl(xl)a e 7fn(xn)) € MK? ou Sejav 'Up(Pj(fl(xl)7 e 7fn($n))) > 0.
Com isso, usando o Lema obtemos que

u(S[= ) Hl— (fi(z), -, ful2a) @ D)) > foo,

(Cvlv"vxn)ET J=1

equivalentemente

u(sl=-> Y H Pi(fi(wr), -+ s fulza)@ D)) > fo,

i€l (ml,--,xn)GT j=1

onde I = {0,1}" e i = (i1, -+ ,ir).

Assim, basta mostrar que ¢/*! divide

T S | [ R G

($17 " 7$n)€Tn .7 1

ja que a valoracgao nas outras parcelas é maior.
h
Escrevendo Pj(t1,--- ,t,) = Zk L @ity Mm% com ajr € Ok € hijx € Z>g, temos

que
T

B (q_l)qn ) Bir . Bir;
A= X I, )

Bjrt+Bir,;=(a-1)q"
1<5<r

([ X Ala)TmEita )],

i=1 xT; ETq

No primeiro produtorio, utilizando os Lemas e concluimos que

o ((ﬁj(f _1)27;)) - p%lg%(ﬁjk) - f (10.1)

No segundo produtério, escrevendo f;(t) = ZlR:il byt™i, onde b; € Ok e m;; € Z>( para
todo ¢ € Z e usando o Lema [10.1], temos que

S fila)Tin D ordin = g f(0) T Da b 4 (g — 1) B,

x; €Ty



Capitulo 10. Generalizagcdo dos teoremas de Az-Katz e Chevalley- Warning 7

onde
B; = Z <Z] 1Zk 1 Ukﬂjk’) plit .. 'bzgji-

R, L. Vi1, ViR,
P Y= 2oty Rk Bk
ZZR:il muva€(q—1)Z>o
Sem perda de generalidade, podemos assumir que Z = {1,--- , N} e que v,(B;) < f
parai € {1,--- , M} com 0 < M < N < n. Nesse caso, usando o Lema novamente,

parai € {1,---, M} temos

R; r o Lj
syl minzap(’m) Z hijkBjk)
. . 7 hiikBik =1 j=1 k=1
v,(B;) > minv J=1 Zek=1 gk > = ; 10.2
p( )_ p(( Yils 5 ViR, p_]- ( )

onde o min é sobre todos os 7; tais que Zﬁl Vil = Z;Zl Zijzl hijrBik € Zf;l myYa €
(¢ — 1)Zso.
Agora, somando ([10.1)) sobre j e (10.2)) sobre i, basta mostrar que

L
S22 (Do) ZZhwk@k +ZZ% Bi)] —rf
i=1 =1 7j=1 k=1 7=1 k=1

(S (849 = 57, degy ()

max <<, degz(F)

> f :
para qualquer conjunto de vy tais que Zle Vi = Z;Zl Z],;“:l hijkBik € Zle miaYa €
(¢ — 1)Zxo.

Como Zf‘il hiji < degz(P;), para todo 0 < v < f — 1 segue que

M r Ly
qu Zzhljkﬂjkp < Zzaq ﬂjkp th]k
i=1 j=1 k=1 j=1 k=1
Lj
< Z degz(F;) Z o4(Brp")
j=1 k=1
=(g—1) Z degz(F)
j=1
r L;
+ Y degz(P)( D oq(Bup”) — (a — 1))
j=1 k=1
Logo
r M r L
(¢—1) Z degI(Pj) = Z Jq( hijiBikp )
j=1 i=1 j=1 k=1
r L;
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Com a relagio direta 7 = 0,(y) (mod ¢ — 1) e o fato de que Y1 mayup® € (¢ — 1)Zg
paratodo 0 <v < f—1el<i< M, temos que Zle mioqe(vap®) € (¢ — 1)Z>o, logo,
pela definicio de w(f;), segue que S o, (vup®) > w,(fi) e, mais ainda,

qu fz < Zzaq '7zlp

i=1 [=1

Portanto, subtraindo da desigualdade ((10.3) , obtemos

qu(fi) —(¢g—-1) Zdegz(Pj)

M r  Lj
Z Z Uq %lp ( Z hzykﬁjkp ))
i=1 7=1 k=1

r L;

Ja que max;<;<, deg;(P;) > 0, segue que

M R;
Z Zaq Vzlp Z Zhl]kﬂ]kp r L
=i =i S ) rla )

max; <<, degz(F) ==

M wq(fs T
D ict % . Zj:l degz(F;)
max <<, degz(F;)

>(q—1)

Além disso, como ZlR:il Yap' =i 2?:1 hijkBikp” por definicdo, pelo Lema |10.3] vale
que Zleil oq(vap®) — aq(zgzl Zi; hijkﬁjkp”) ¢ um multiplo nao negativo de ¢ — 1 para
todo 1 <1 < M, logo

M R; r L ro L
Z (Z oq(vip”) Z wkﬁjkpv)> + Z Z oq(Bikp”) — (g —1)
i=1 =1 g:l k=1 j=1 k=1

4{1%_ j—1 degz (P
Z(q_l){zl_ a0 57 deg( W

max <<, degz(F)

Assim, somando sobre v e usando a Proposigao [10.4] concluimos que

| M B
S22 (Do) Zzhwkm +ZZ% Bi)] —rf
i=1 I=1 7j=1 k=1 7j=1 k=1

M wq(fi) r
> f {Zzl G-1) 21 degZ(Pj)—‘ ‘

maxi <j<, degz(F;)
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Finalmente, como v,(B;) > f, para todo M <i < N, e w,(f;) < ¢ — 1, concluimos que
r~—~M  wq(fi r 7
Zi:1 (;{fl)) - Zj:l degI(Pj)
max << degz(F)

P % - 22:1 degz(F;)

maxi <<, degz(F;)

up(A) = f + f(N = M)

> f

como queriamos provar.

]
Proposigao 10.8. Para todo [ € Fylz], se k <wq([), entao 3y f(x)*=0.
Demonstragao. Escrevendo f(x) = Zlel byx™, temos que
k
k __ k L k kimi+---+krm
flz)" = Z (kh o Jﬁz) Vit bR RMR
ki+--+kr=k
Como w,(f) é minimo e k < w,(f), paratodo ky, - - - , kg, temos que kymy+- - -+kpmpg ¢
(¢ — 1)Z~q. Logo, pela Proposigao , Z%Fq f(x)k =0. ]

Da definicao de w,(f) temos que Y1t myy; € (¢ — 1)Zso, logo 311, 1 > dgg;(lf). Assim,

pela proposicao anterior, concluimos que dzg_(;) < wy(f) < u(f), onde u(f) é como na
Definigao 9.7
Mais ainda, quando kdeg(f) < ¢ —1, temos } p f(z)* =0, mas quando kdeg(f) =
g — 1, vale que >_ f(x)k # 0. Portanto, segue que deg(f)|(¢ — 1) se, e somente se,
g—1

u(f) = we(f) = i) A volta é obtida de maneira direta. Com isso, os seguintes

corolarios sao imediatos.

Coroldrio 10.9. Sejam Py, --- , P, € Ft1,--- ,t,] polindmios ndo nulos eZ C {1,--- ,n}
um subcongunto nao vazio. Sejam fi,---, f, € F,[t] polinémios ndao constantes com
j<r}. Se
(g—1) ) _degz(P}) < > ul(fi),
j=1 i€

entao q divide S.

Coroldrio 10.10. Sejam Py, - -+, P, € F[ty,- - ,t,] polindmios ndo nulos eZ C {1,--- ,n}
um subcongunto nao vazio tais que maxi<;<,degz(P;) > 0. Sejam fi,---, f, € Fy[t] po-
linomios ndo constantes para todoi € T eS = #{ (w1, -+ ,x,) € Fy | Pj(fi(21),- -+, fulwn)) =
0, V1<j<r} Se

. 1
2 eanlP) < 2 Tty

(Sier(aogy) i1 degz(P))

maxi < j<, degz(F;)

entdo ¢! divide S, onde p =
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Coroldrio 10.11. Sejam Py, --- , P, € F[t1,- - ,t,] polindmios nao nulos eZ C {1,--- ,n}
um subconjunto ndao vazio tais que max<j<, degz(P;) > 0. Sejam fi,--- , f, € F,[t] com
fi=1t" em; € Zsg paratodoi € T eS = #{(x1,- - ,xn) € Fy | Pi(fi(z1), -+, fulzn)) =
0, V1<yj<r}. Definindod; = (m;q—1), se

ZdegZ(Pj) < Z %7
j=1 i€l

(Siez(d) -5, degz(Py)

maxi <<, degz (Pj)

entio ¢ divide S, onde pu =

Tomando Z = {1,--- ,n} e my = --- = m, = 1 no Corolério |10.11| retornamos ao
Teorema de Ax-Katz (Teorema [9.3)).
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