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Agradeço aos Pilantras, ao Bonde e às Rolezeiras por serem meus amigos e estarem

comigo sempre.

Agradeço à todos os professores, em especial aos professores Alberto Sarmiento, Carmen

Rosa e Seme Gebara Neto, por todos os ensinamentos.
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Resumo

Nesta dissertação, apresentaremos algumas generalizações dos Teoremas de Ax-Katz e

Chevalley-Warning. O objetivo delas é encontrar a maior potência do primo p que divide

o número de soluções de um sistema polinomial sobre o corpo Fq, com char(Fq) = p.

Apresentaremos também algumas propriedades das somas de Gauss e de Jacobi, para

obter a congruência de Stickelberger, e faremos uma introdução aos números p-ádicos,

conceitos necessários para a prova do Teorema de Ax.

Palavras-chave: Corpos finitos, Teorema de Chevalley-Warning, Teorema de Ax-Katz,

Soma de Gauss, Soma de Jacobi, Congruência de Stickelberger, Números p-ádicos.



Abstract

In this dissertation, we will present some generalizations of the Ax-Katz and Chevalley-

Warning Theorems. Their goal is to find the greatest power of the prime p that divides

the number of solutions of a polynomial system over Fq, with char(Fq) = p. We will

also present some properties of Gauss and Jacobi sums, in order to obtain Stickelberger’s

congruence, and an introduction to the p-adic numbers, concepts needed in the proof of

Ax’s Theorem.

Keywords: Finite Fields, Ax-Katz Theorem, Chevalley-Warning Theorem, Gauss Sum,

Jacobi Sum, Stickelberger’s Congruence, p-adic Numbers.
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1 Introdução

Ao longo da dissertação, denotaremos por Fq o corpo com q = pf elementos, onde p é

um primo ı́mpar e f um inteiro positivo.

Dado um polinômio com n variáveis e coeficientes no corpo finito Fq, uma pergunta

natural é: qual é o número de elementos em Fnq que são ráızes desse polinômio? Para

polinômios de grau 2 é posśıvel encontrar uma fórmula que responde essa pergunta, como

veremos no Caṕıtulo 2. Entretanto, para polinômios de grau arbitrário não é conhecida

uma fórmula geral que soluciona esta pergunta.

Em 1935, Claude Chevalley [Chev35] contribuiu de maneira significativa para a solução

desse problema. No mesmo ano, seu resultado foi melhorado por Ewald Warning com o

Teorema de Chevalley-Warning ([War35]), que apresentaremos no Caṕıtulo 3. Com ele

descobrimos que o número de soluções do sistema polinomial é um múltiplo da caracteŕıstica

do corpo base, caso a soma dos graus dos polinômios seja menor que o número de variáveis.

Anos depois, em 1964, James Ax obteve um resultado ainda melhor com as mesmas

condições. O Teorema de Ax ([Ax64]) diz que o número de soluções é diviśıvel por uma

potência do número de elementos do corpo. Essa potência foi aprimorada por Nicholas

Katz em 1971, o que atualmente é conhecido como o Teorema de Ax-Katz ([Ka71]). Este

resultado será provado no Caṕıtulo 9 desta dissertação.

Para demonstrar Teorema de Ax precisaremos de algumas ferramentas que serão

discutidas nos Caṕıtulos 4 a 8. No Caṕıtulo 4 serão introduzidos caracteres aditivos e

multiplicativos sobre Fq e as somas de Gauss e Jacobi associadas a eles. Em seguida,

no Caṕıtulo 5, serão apresentadas propriedades dos anéis de inteiros de Q(ζm), onde ζm

denota uma raiz m-ésima da unidade. Com essas propriedades, no Caṕıtulo 6, obteremos a

Congruência de Stickelberger (Teorema 6.18), que relaciona somas de Gauss e os reśıduos

módulo um ideal primo do anel de inteiros de Q(ζp). Essa congruência será fundamental

para a demonstração do Teorema de Ax.

O último ingrediente necessário para a prova do Teorema de Ax-Katz são os números

p-ádicos, que serão apresentado no Caṕıtulo 8. Eles são definidos a partir de uma valoração

que relaciona cada número inteiro à maior potência do primo p que o divide. Essa valoração

pode ser estendida para o corpo dos números racionais e ela determina uma norma não

arquimediana, denominada norma p-ádica. Fazendo o completamento dos racionais com

respeito a essa norma obtemos o corpo Qp. Os elementos de valoração positiva de Qp

formam um anel local e, fazendo o quociente desse anel pelo seu ideal maximal, obtemos

um corpo isomorfo a Fp. Tomando extensões algébricas de Qp, de maneira análoga,

constrúımos um corpo isomorfo a Fq.
Os Teoremas de Chevalley-Warning e Ax-Katz têm sido generalizados de várias maneiras

ao longo dos anos. No Caṕıtulo 10 apresentaremos algumas das generalizações presentes
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no artigo [BBC19], de 2017, que envolvem tomar graus parciais dos polinômios bem como

composição com outras funções polinomiais.
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2 Funções de segundo grau sobre Fq

Dados b ∈ Fq e g ∈ Fq[x1, · · · , xn] polinômio de grau 2, qual é o número de elementos

(c1, · · · , cn) em Fnq tais que g(c1, · · · , cn) = b? Neste caṕıtulo seguiremos o caminho

apresentado no livro [LN], dividindo este problema em casos e, no final, apresentaremos

uma fórmula que responderá a essa pergunta.

Para todo g ∈ Fq[x1, · · · , xn], polinômio com coeficientes em Fq, e b ∈ Fq, denotaremos

por N(g = b) = #{(a1, · · · , an) ∈ Fnq | g(a1, · · · , an) = b}. Precisaremos do seguinte

caracter.

Definição 2.1. Se b ∈ Fq, definimos

X (b) =


1, se b é um quadrado em F∗q
−1, se b não é um quadrado em F∗q
0, se b = 0.

X será chamado de o caracter quadrático sobre Fq.

Como F∗q é ćıclico ([LN] Caṕıtulo 1.2), se a, b ∈ F∗q e γ é um gerador de F∗q, temos que

a = γs e b = γt, para certos s e t naturais. Assim, analisando as possibilidades de paridade

para s, t e s+ t, podemos concluir que X (γs+t) = X (γs)X (γt), ou seja, X é multiplicativo.

Definição 2.2. Definimos V(b) como:

V(b) =

−1, se b 6= 0

q − 1, se b = 0.

Com isso, podemos mostrar o teorema a seguir.

Teorema 2.3. Seja g : Fnq → Fq definida por g(x1, · · · , xn) = a1x
2
1 + · · · + anx

2
n, onde

a1, · · · , an ∈ F∗q. Se b ∈ Fq, então

N(g(x1, · · · , xn) = b) =

qn−1 + q
n−2
2 V(b)X ((−1)

n
2 a1 · · · an), se n é par

qn−1 + q
n−1
2 X ((−1)

n−1
2 a1 · · · anb), se n é ı́mpar.

Demonstração. Dividiremos esta demonstração em casos.

Caso 1: Começaremos com o caso n = 1, isto é, uma função da forma g(x) = ax2.

N(ax2 = b) = N

(
x2 =

b

a

)
=


1, se b = 0

2, se b
a

é um quadrado e b 6= 0

0, se b
a

não é um quadrado.
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Ou, equivalentemente,

N(ax2 = b) = 1 + X
(
b

a

)
= 1 + X (ab).

Caso 2: Agora, com a solução do caso anterior, vamos tomar uma função com duas

variáveis. Portanto, seja g(x1, x2) = a1x
2
1 + a2x

2
2, com a1, a2 ∈ F∗q.

N(a1x
2
1 + a2x

2
2 = b) =

∑
c1+c2=b

N(a1x
2
1 = c1)N(a2x

2
2 = c2)

=
∑

c1+c2=b

(
1 + X

(
c1

a1

))(
1 + X

(
c2

a2

))
=
∑

c1+c2=b

1 + X
(
c1

a1

)
+ X

(
c2

a2

)
+ X

(
c1c2

a1a2

)
=
∑

c1+c2=b

1 +
∑

c1+c2=b

X
(
c1

a1

)
+

∑
c1+c2=b

X
(
c2

a2

)
+

∑
c1+c2=b

X
(
c1c2

a1a2

)
.

Como c1
a1

e c2
a2

percorrem todos os elementos de Fq, então
∑

c1+c2=b

X
(
c1

a1

)
=

∑
c1+c2=b

X
(
c2

a2

)
=

0, já que a quantidade de quadrados não nulos é igual à quantidade de não quadrados

em Fq (para concluir isso, basta observar que o kernel de g(x) = x2 aplicada no grupo

multiplicativo F∗q é o conjunto {−1, 1} e, pelo Teorema do Isomorfismo de Grupos ([LN]

Caṕıtulo 1.1), temos que |Im(g)| = |F∗q |
2

). Portanto

N(a1x
2
1 + a2x

2
2 = b) = q + X (a1a2)

∑
c1+c2=b

X (c1c2)

= q + X (a1a2)
∑
c∈F∗q

X (c(b− c))

= q + X (a1a2)
∑
c∈F∗q

X (c2)X
(
b

c
− 1

)

= q + X (a1a2)
∑
c∈F∗q

X
(
b

c
− 1

)
.

Se b 6= 0, então

N(a1x
2
1 + a2x

2
2 = b) = q + X (a1a2)

[(∑
d∈Fq

X (d)
)
−X (−1)

]
= q −X (−a1a2).

Se b = 0, então

N(a1x
2
1 + a2x

2
2 = b) = q + X (a1a2)

∑
c∈F∗q

X (−1) = q + (q − 1)X (−a1a2).
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Das duas relações anteriores, conclúımos que

N(a1x
2
1 + a2x

2
2 = b) = q + V(b)X (−a1a2).

Caso 3: Por indução sobre o número de variáveis, suponhamos que o teorema é valido

para menos do que n variáveis. Portanto, seja g(x1, · · · , xn) = a1x
2
1 + · · · + anx

2
n, com

a1, · · · , an ∈ F∗q.
Primeiramente, se n é ı́mpar, n− 1 é par e, pela hipótese de indução, vale que

N

(
n∑
i=1

aix
2
i = b

)
=
∑

c1+c2=b

N(a1x
2
1 + · · ·+ an−1x

2
n−1 = c1)N(anx

2
n = c2)

=
∑

c1+c2=b

(qn−2 + q
n−3
2 V(c1)X ((−1)

n−1
2 a1 · · · an−1))

·
(

1 + X
(
c2

an

))
=
∑

c1+c2=b

qn−2 +
∑

c1+c2=b

qn−2X
(
c2

an

)
+

∑
c1+c2=b

q
n−3
2 V(c1)X ((−1)

n−1
2 a1 · · · an−1)

+
∑

c1+c2=b

q
n−3
2 V(c1)X ((−1)

n−1
2 a1 · · · an−1)X

(
c2

an

)
.

Observemos que
∑

c1+c2=b V(c1) = 0 e
∑

c1+c2=bX
(
c2
an

)
= 0, uma vez que c1 e c2

an

percorrem todos os elementos de Fq. Observemos também que X ( c2
an

) = X (c2an), pois se

a−1 é um quadrado, então a também é. Assim,

N

(
n∑
i=1

aix
2
i = b

)
=
∑

c1+c2=b

qn−2 +
∑

c1+c2=b

q
n−3
2 V(c1)X ((−1)

n−1
2 a1 · · · anc2)

= qn−1 +
∑
c∈Fq

q
n−3
2 V(b− c)X ((−1)

n−1
2 a1 · · · anc)

= qn−1 + (q − 1)q
n−3
2 X ((−1)

n−1
2 a1 · · · anb)

−
∑

c∈Fq\{b}

q
n−3
2 X ((−1)

n−1
2 a1 · · · anc)

= qn−1 + (q − 1)q
n−3
2 X ((−1)

n−1
2 a1 · · · anb)

+ q
n−3
2 X ((−1)

n−1
2 a1 · · · anb)

= qn−1 + q
n−1
2 X ((−1)

n−1
2 a1 · · · anb).

Por outro lado, se n é par, n− 2 também é. Logo, pela hipótese de indução, temos
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N

(
n∑
i=1

aix
2
i = b

)
=
∑

c1+c2=b

N

(
n−2∑
i=1

aix
2
i = c1

)
N(an−1x

2
n−1 + anx

2
n = c2)

=
∑

c1+c2=b

(qn−3 + q
n−4
2 V(c1)X ((−1)

n−2
2 a1 · · · an−2))

· (q + V(c2)X (−an−1an))

=
∑

c1+c2=b

qn−2 +
∑

c1+c2=b

q
n−2
2 V(c1)X ((−1)

n−2
2 a1 · · · an−2)

+
∑

c1+c2=b

qn−3V(c2)X (−an−1an)

+
∑

c1+c2=b

q
n−4
2 V(c1)V(c2)X ((−1)

n
2 a1 · · · an)

=qn−1 + q
n−4
2 X ((−1)

n
2 a1 · · · an)

∑
c∈Fq

V(c)V(b− c)

Observemos que se b = 0, então∑
c∈Fq

V(c)V(b− c) = V(0)2 +
∑
c∈F∗q

V(c)V(−c)

= (q − 1)2 + (q − 1)

= (q − 1)q

= V(b)q.

Se b 6= 0, então ∑
c∈Fq

V(c)V(b− c) = −2(q − 1) +
∑

c∈Fq\{0,b}

V(c)V(b− c)

= −2(q − 1) + q − 2

= −q

= V(b)q.

Portanto,

N

(
n∑
i=1

aix
2
i = b

)
=qn−1 + q

n−4
2 X ((−1)

n
2 a1 · · · an)V(b)q

=qn−1 + q
n−2
2 V(b)X ((−1)

n
2 a1 · · · an).

Assim, conclúımos que

N

(
n∑
i=1

aix
2
i = b

)
=

qn−1 + q
n−2
2 V(b)X ((−1)

n
2 a1 · · · an), se n é par

qn−1 + q
n−1
2 X ((−1)

n−1
2 a1 · · · anb), se n é ı́mpar.
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Exemplo 2.4. Sejam F13
∼= Z

13Z o corpo com 13 elementos e

g(x1, x2) = 7x2
1 + 5x2

2,

polinômio em F13[x1, x2]. Tomando b = 2, vamos encontrar o número de soluções para

g(x1, x2) = 2. Aplicando o teorema anterior, temos:

N(g(x1, x2) = 2) =13 + V(2)X ((−1) · 7 · 5)

=13−X (4)

=12.

Portanto temos 12 soluções em F13 para g(x1, x2) = 2.

Exemplo 2.5. Sejam F13
∼= Z

13Z o corpo com 13 elementos e

g(x1, x2, x3, x4, x5) = 3x2
1 + 2x2

2 + 10x2
3 + 8x2

4 + x2
5,

polinômio em F13[x1, x2, x3, x4, x5]. Desejamos encontrar o número de soluções para

g(x1, x2, x3, x4, x5) = 6. Nesse caso, pelo teorema anterior, como n = 5, temos:

N(g(x1, x2, x3, x4, x5) = 6) =135−1 + 13
5−1
2 X ((−1)

5−1
2 · 3 · 2 · 10 · 8 · 1 · 6)

=134 + 132X (7).

Como 7 não é um quadrado em F13, então X (7) = −1 e

N(g(x1, x2, x3, x4, x5) = 6) =134 − 132

=28.392.

Assim, temos 28.392 soluções em F5
13 para g(x1, x2, x3, x4, x5) = 6.

Definição 2.6. Se g ∈ Fq[x1, · · · , xn] é um polinômio homogêneo de grau 2 (todos os seus

monômios têm grau 2) ou o polinômio nulo, dizemos que g é uma forma quadrática em n

variáveis.

Duas formas quadráticas g e h são ditas equivalentes se g pode ser transformada em h

por uma mudança linear de variáveis em Fq.

Para toda forma quadrática g(x1, · · · , xn) =
∑

1≤i,j≤n ai,jxixj, associamos a matriz

An×n cuja entrada (i, j) é o coeficiente ai,j de g, para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

Se char(Fq) 6= 2, então 2−1 ∈ Fq. Assim, podemos reescrever ai,jxixj como 2−1ai,jxixj+

2−1ai,jxjxi, para todo 1 ≤ i < j ≤ n. Desta maneira temos que a matriz A associada à g

é simétrica.

Para o próximo resultado, precisamos encontrar uma forma quadrática equivalente à

g(x1, · · · , xn) =
∑

1≤i,j≤n ai,jxixj cuja matriz associada seja diagonal. Para isso, precisamos

da seguinte proposição:
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Proposição 2.7. Seja g(x1, · · · , xn) =
∑

1≤i,j≤n ai,jxixj uma forma quadrática não

nula sobre Fq, com char(Fq) ı́mpar. Então existe uma mudança linear de variáveis

(x1, · · · , xn)
L7→ (y1, · · · , yn)t = B−1


x1

...

xn

 , com B ∈ GL(Fq, n), tal que g◦L−1(y1, · · · , yn) =

g̃(y1, · · · , yn) = ay2
1 + g(y2, · · · , yn), com a 6= 0.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir ai,j = aj,i, já que char(Fq) 6=
2. Seja A = (ai,j) ∈Mn×n a matriz simétrica que determina a forma quadrática, isto é

g(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn)A


x1

...

xn

 .

Sejam a ∈ F∗q um elemento não nulo da imagem de g sobre Fnq e (c1, · · · , cn) ∈ Fnq

tais que g(c1, · · · , cn) = a. Denotemos por B =


c1 b1,2 · · · b1,n

...
...

. . .
...

cn bn,2 · · · bn,n

 de tal forma que

B ∈ GL(Fq, n). Isso é posśıvel pois (c1, · · · , cn) 6= 0.

Observemos que

BtAB =


c1 · · · cn

b1,2 · · · bn,2
...

. . .
...

b1,n · · · bn,n



a1,1 · · · a1,n

...
. . .

...

an,1 · · · an,n



c1 b1,2 · · · b1,n

...
...

. . .
...

cn bn,2 · · · bn,n



=


∑

i,j ai,jcicj · · · ã1,n

...
. . .

...

ãn,1 · · · ãn,n

 =


a · · · ã1,n

...
. . .

...

ãn,1 · · · ãn,n

 ,

para (ãi,j) apropriados. Observemos que BtAB também é simétrica. Logo

g̃(y1, y2, · · · , yn) =(y1, y2, · · · , yn)BtAB


y1

...

yn


=ay2

1 + 2(ã1,2y1y2 + · · ·+ ã1,ny1yn) + g̃(y2, · · · , yn)

=a

(
y1 +

ã1,2y2 + · · ·+ ã1,nyn
a

)2

+ g(y2, · · · , yn).

Fazendo a mudança de variáveis y1 7→
(
y1 + ã1,2y2+···+ã1,nyn

a

)
= ỹ1, temos

g̃(ỹ1, y2, · · · , yn) = aỹ2
1 + g(y2, · · · , yn).



Caṕıtulo 2. Funções de segundo grau sobre Fq 17

Do resultado anterior, conclúımos que toda forma quadrática sobre Fq com char(Fq) 6=
2 é equivalente a uma forma quadrática diagonal, ou seja, se g(X) = X tAX, existe

B ∈ GL(Fq, n) tal que g̃(Y ) = Y tBtABY , onde BtAB =


d1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · dn

 .

Observação 2.8. Se g(c1, · · · , cn) = 0 para todo (c1, · · · , cn) ∈ Fnq , então a matriz

associada a forma quadrática é a matriz nula.

Com isso, chegamos ao seguinte resultado:

Teorema 2.9. Seja g(x1, · · · , xn) =
∑

1≤i,j≤n ai,jxixj forma quadrática sobre Fq com

char(Fq) 6= 2 e seja A a matriz simétrica associada a g com det(A) 6= 0. Então

N(g(x1, · · · , xn) = b) =

qn−1 + q
n−2
2 V(b)X ((−1)

n
2 det(A)), se n é par

qn−1 + q
n−1
2 X ((−1)

n−1
2 det(A)b), se n é ı́mpar.

Demonstração. Pela Proposição 2.7, existe uma forma quadrática diagonal, g̃, equiva-

lente a g dada por g̃(X) = X tBtABX =
∑n

i=1 dix
2
i . Além disso, do Teorema 2.3, temos que

N(g(x1, · · · , xn) = b) = N(g̃(x1, · · · , xn) = b) =

qn−1 + q
n−2
2 V(b)X ((−1)

n
2 d1 · · · dn), se n é par

qn−1 + q
n−1
2 X ((−1)

n−1
2 d1 · · · dnb), se n é ı́mpar.

Notemos que d1 · · · dn = det(BtAB) = det(B)2 det(A), portanto,

X (c1 · · · cn) = X (det(B)2det(A)) = X (det(A)).

Logo

N(g(x1, · · · , xn) = b) =

qn−1 + q
n−2
2 V(b)X ((−1)

n
2 det(A)), se n é par

qn−1 + q
n−1
2 X ((−1)

n−1
2 det(A)b), se n é ı́mpar.

Desta forma o número de soluções de g depende apenas do determinante de sua matriz

associada A.

Exemplo 2.10. Novamente, seja F13 o corpo com 13 elementos e tomemos b = 7 e

g(x1, x2, x3) = 2x2
1 + 3x2

2 + 5x2
3 + 7x1x2 + 8x1x2 + 9x2x3 um polinômio em F13[x1, x2, x3].

Aplicaremos o teorema anterior para encontrar o número de soluções para g(x1, x2, x3) = 7.

Para isso, observemos que a matriz simétrica associada ao polinômio g(x1, x2, x3) é

A =

 2 10 4

10 3 11

4 11 5


e que det(A) = 3 6= 0.
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Portanto,

N(g(x1, x2, x3) = 7) =132 + 13 · X ((−1) · det(A) · 7)

=132 + 13 · X (5)

=132 − 13

=156.

Assim, existem 156 soluções para g(x1, x2, x3) = 7 em F3
13.

Uma pergunta imediata é: o que acontece quando det(A) = 0?

Teorema 2.11. Seja g(x1, · · · , xn) =
∑

1≤i,j≤n ai,jxixj uma forma quadrática sobre Fq,
com char(Fq) 6= 2 e matriz associada A = (ai,j) de posto k. Seja B ∈ GL(Fq, n) tal que

BtAB =

(
Ã 0

0 0

)
, onde Ã ∈ GL(Fq, k). Então

N(g(x1, · · · , xn) = b) =

qn−1 + q
2n−k−2

2 V(b)X ((−1)
k
2 det(Ã)), se k é par

qn−1 + q
2n−k−1

2 X ((−1)
k−1
2 det(Ã)b), se k é ı́mpar.

Demonstração. Sabemos pela Proposição 2.7 que existe uma forma quadrática g̃ =

X tBtABX =
∑k

i=1 dix
2
i equivalente a g. Notemos que g̃ possui n − k variáveis livres e

seus coeficientes formam a matriz diagonal Ã.

Pelo teorema anterior, sabemos que

N(
k∑
i=1

cix
2
i = b) =

qk−1 + q
k−2
2 V(b)X ((−1)

k
2 det(Ã)), se k é par

qk−1 + q
k−1
2 X ((−1)

k−1
2 det(Ã)b), se k é ı́mpar.

Como cada uma das n − k variáveis livres pode assumir q valores, basta multiplicar o

número de soluções anterior por qn−k. Logo, conclúımos que

N(g(x1, · · · , xn) = b) =

qn−1 + q
2n−k−2

2 V(b)X ((−1)
k
2 det(Ã)), se k é par

qn−1 + q
2n−k−1

2 X ((−1)
k−1
2 det(Ã)b), se k é ı́mpar.

Exemplo 2.12. Mais uma vez, seja F13 o corpo com 13 elementos e tomemos b = 2 e

g(x1, x2, x3) = x2
1 + 4x2

2 + 3x2
3 + 6x1x2 + x1x3 + 9x2x3, polinômio em F13[x1, x2, x3]. Nesse

caso a matriz associada à g é

A =

1 3 7

3 4 11

7 11 3

 ,
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com det(A) = 0 e posto 2. Tomando B =

1 10 12

0 1 11

0 0 1

, temos

 1 0 0

10 1 0

12 11 1

 ·
1 3 7

3 4 11

7 11 3

 ·
1 10 12

0 1 11

0 0 1

 =

1 0 0

0 8 0

0 0 0

 .

Assim, Ã =

(
1 0

0 8

)
e

N(g(x1, x2, x3) = 2) =132 + 13 · V(2) · X ((−1) · det(Ã))

=132 + 13

=182.

Portanto existem 182 soluções para g(x1, x2, x3) = 2 em F3
13.

Observação 2.13. Se char(Fq) = 2, não podemos assumir que a matriz de coeficientes

da forma quadrática é simétrica, uma vez que 2−1 não está definido em Fq. Assim,

não conseguimos transformar as formas quadráticas em formas diagonais e, portanto,

os teoremas deste caṕıtulo não são válidos para esse caso. Entretanto é posśıvel obter

resultados similares, como os Teoremas 6.30 e 6.32 de [LN].

O número de soluções da forma quadrática g(x1, · · · , xn) = 0 é diviśıvel por qb
n−1
2 c.

Em geral, impondo algumas condições sobre g, mostra-se que o número de soluções de

g = 0 em Fnq é sempre um múltiplo de qs, com s adequado, como será mostrado no Caṕıtulo

9 desta dissertação. Uma versão fraca disso será mostrada no próximo caṕıtulo.



20

3 Teorema de Chevalley-Warning

A pergunta respondida no caṕıtulo anterior para polinômios de segundo grau também

pode ser feita para polinômios de grau n e, mais ainda, para um sistema de polinômios

de grau n. Seja S = {(c1, · · · , cn) ∈ Fnq | fi(c1, · · · , cn) = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ r}, o conjunto de

zeros de um sistema, com f1, · · · , fr ∈ Fq[x1, · · · , xn] polinômios quaisquer.

Os Teoremas de Chevalley-Warning e Ax-Katz são uma resposta parcial a esta pergunta,

quando o número de variáveis é maior que a soma dos graus dos polinômios, como veremos

a seguir. Nossas referências principais são os artigos [Ax64], [Ka71] e [BBC19]. O objetivo

é encontrar a maior potência do inteiro q que divide |S|, impondo algumas condições para

os polinômios f1, · · · , fr.
Começaremos com o Teorema de Chevalley-Warning, mas antes precisamos de algumas

propriedades do corpo Fq.

Proposição 3.1. Seja l ∈ Z≥0. Então
∑
x∈Fq

xl =

−1, se (q − 1)|l e l > 0

0, caso contrário.
Como con-

venção tomamos 00 = 1.

Demonstração. Se l = 0, então
∑

x∈Fq x
l =

∑
x∈Fq 1 = 0. Se q − 1 divide l e l 6= 0, então∑

x∈Fq x
l =
∑

x∈F∗q
1 = −1 +

∑
x∈Fq 1 = −1.

Suponhamos que (q − 1) não divide l. Sejam M =
∑

x∈Fq x
l. Como F∗q é um grupo

ćıclico de ordem q − 1, existe um elemento de ordem q − 1, portanto seja r tal elemento.

Temos que

rlM = rl
∑
x∈Fq

xl =
∑
x∈Fq

(rx)l = M,

uma vez que rx percorre todos os elementos de Fq. Portanto rlM −M = M(rl − 1) = 0,

mas rl 6= 1, pois l não divide q − 1, logo M = 0, concluindo a prova.

Proposição 3.2. Seja F (x1, · · · , xn) ∈ Fq[x1, · · · , xn] um polinômio de grau menor que

n(q − 1). Então
∑

(x1,··· ,xn)∈Fnq
F (x1, · · · , xn) ≡ 0 (mod p).

Demonstração. Podemos escrever

F (x1, · · · , xn) =
∑

∑n
i=1 αi<n(q−1)

a(α1,··· ,αn)x
α1
1 · · ·xαnn .

Então, somando sobre todos os (x1, · · · , xn) em Fnq , temos

∑
(x1,··· ,xn)∈Fnq

F (x1, · · · , xn) =
∑

∑n
i=1 αi<n(q−1)

a(α1,··· ,αn)

∑
(x1,··· ,xn)∈Fnq

xα1
1 · · ·xαnn

=
∑

∑n
i=1 αi<n(q−1)

a(α1,··· ,αn)

(∑
x1∈Fq

xα1
1

)
· · ·
( ∑
xn∈Fq

xαnn
)
.
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Como
∑n

i=1 αi < n(q − 1), existe 1 ≤ i ≤ n tal que αi < (q − 1) e, consequentemente,

não é múltiplo positivo de q − 1. Assim, para tal i,
∑

xi∈Fq x
αi
i = 0 pela Proposição 3.1.

Como isto é válido para todo monômio, conclúımos que
∑

(x1,··· ,xn)∈Fnq
F (x1, · · · , xn) ≡ 0

(mod p).

Teorema 3.3 (Chevalley-Warning). Sejam f1, · · · , fr ∈ Fq[x1, · · · , xn] tais que d =

deg(f1) + · · ·+ deg(fr) < n. Se

S = {(x1, · · · , xn) ∈ Fnq | fj(x1, · · · , xn) = 0, ∀1 ≤ j ≤ r},

então |S| ≡ 0 (mod p).

Demonstração. Primeiramente, para simplificar a notação, denotaremos porX = (x1, · · · , xn).

Agora definimos a função N(X) =
∏r

i=1(1− fi(X)q−1). Observemos que, para 1 ≤ i ≤ r e

para X0 ∈ Fnq fixo, se fi(X0) = 0, então fi(X0)q−1 = 0 e se fi(X0) 6= 0, então fi(X0)q−1 = 1.

Com isso, temos que

N(X0) =

1, se fi(X0) = 0, ∀1 ≤ i ≤ r

0, caso contrário.

Ou seja, somando sobre Fnq ,
∑

X∈Fnq
N(X) ≡ |S| (mod p). Logo, basta mostrar que∑

X∈Fnq
N(X) ≡ 0 (mod p). Notemos que

∑
X∈Fnq

N(X) =
∑
X∈Fnq

r∏
i=1

(1− fi(X)q−1)

=
∑

(j1,··· ,jr)∈{0,1}r

∑
X∈Fnq

(−1)j1+···+jr
r∏
i=1

fi(X)(q−1)ji

e deg(
∏r

i=1 fi(X)(q−1)ji) < n(q − 1). Assim, pela Proposição 3.2, temos o resultado.

Observemos que a condição
∑

deg(fi) < n é necessária, como mostra o seguinte

exemplo:

Exemplo 3.4. Sejam {α1, · · · , αn} base de Fqn sobre Fq e f(x1, · · · , xn) =
n−1∏
j=0

(αq
j

1 x1 +

· · ·+ αq
j

n xn).

Seja τ o automorfismo de Frobenius sobre Fqn tal que τ(b) = bq. Observemos que

o corpo fixado por τ é Fq. Por um abuso de notação, denotaremos também por τ o

homomorfismo sobre Fqn [x1, · · · , xn] tal que τ(
∑
a~iX

~i) =
∑
τ(a~i)X

~i, onde ~i = (i1, · · · , in)

e X
~i = xi11 · · ·xinn . Observemos também que o anel fixado por τ é Fq[x1, · · · , xn]. Assim,

τ(f(x1, · · · , xn)) = f(x1, · · · , xn),
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ou seja, f(x1, · · · , xn) ∈ Fq[x1, · · · , xn] e deg(f) = n.

Se (c1, · · · , cn) ∈ Fnq é tal que f(c1, · · · , cn) = 0, então existe 0 ≤ j ≤ n − 1 tal

que αq
j

1 c1 + · · · + αq
j

n cn = 0. Aplicando τ a quantidade necessária de vezes, temos que

α1c1 + · · ·+αncn = 0, mas {α1, · · · , αn} é base, assim c1 = · · · = cn = 0 é a única solução.

Corolário 3.5. Sejam f1, · · · , fr ∈ Fq[x1, · · · , xn] tais que d = deg(f1)+ · · ·+deg(fr) < n

e sejam g1, · · · , gn ∈ Fq[x] polinômios de permutação. Se S = {(x1, · · · , xn) ∈ Fnq |
fj(g1(x1), · · · , gn(xn)) = 0, ∀1 ≤ j ≤ r} 6= ∅, então |S| ≡ 0 (mod p).

Demonstração. Como g1, · · · , gn são polinômios de permutação e, portanto, represen-

tam funções bijetivas de Fq em Fq, existem funções inversas g−1
1 , · · · , g−1

n ∈ Fq[x]. As-

sim, para cada solução (x1, · · · , xn) de f1 = · · · = fr = 0, existe uma solução de

f1(g1(x1), · · · , gn(xn)) = · · · = f1(g1(x1), · · · , gn(xn)) = 0 dada por (g−1
1 (x1), · · · , g−1

n (xn)).

Portanto, como d < n, pelo Teorema de Chevalley-Warning vale que |S| ≡ 0 (mod p).

No que segue, o objetivo é, usando as mesmas hipóteses sobre o grau e o número de

variáveis do Teorema de Chevalley-Warning, limitar inferiormente o número de soluções

do sistema. Para isso precisamos dos seguintes resultados que podem ser encontrados na

seção 6.1 de [LN].

Definição 3.6. Se W ⊂ Fnq é um subespaço vetorial e ~a ∈ Fnq é um vetor, dizemos que

W1 = W +~a é um subespaço afim e dimFq(W1) = dimFq(W ). Dizemos que W1 = W +~a e

W2 = W +~b são paralelos se W1 ∩W2 = ∅, que é equivalente a a− b /∈ W .

Proposição 3.7. Se W1 ⊂ Fnq é um subespaço afim de dimensão d, então existem ai ∈ Fnq ,

com i = 2, · · · , qn−d, tal que Wi = W + ai são subespaços afins distintos e paralelos a W1

e
⋃qn−d

i=1 Wi = Fnq

Demonstração. Suponha que, para s < qn−d, existam a2, · · · , as ∈ Fnq tais que W2, · · · ,Ws

sejam subespaços afins distintos paralelos a W1. Como |
⋃s
i=1Wi| = sqd < qn, exite um

elemento b ∈ Fnq tal que b /∈
⋃s
i=1 Wi. Assim W1 + b é subespaço afim.

Se β ∈ W1 + b∪W1, então β = w + b, para algum w ∈ W1, logo β − b = w ∈ W1. Mas

β ∈ W1, o que implica b ∈ W1, absurdo! Se β ∈ W1 + b ∪Wi, para algum i = 2, ,.s, então

β = w + ai, para algum w ∈ W1, logo β − ai ∈ W1. Analogamente, β − b ∈ W1, portanto

β − ai − β + b = b− ai ∈ W1 e b− ai + ai = b ∈ Wi, absurdo! Assim, temos que Wi são

subespaços afins distintos e paralelos a W1.

Para obter a igualdade
⋃qn−d

i=1 Wi = Fnq , basta notar que |Wi| = qd para todo i =

1, · · · , qn−d.

Lema 3.8. Sejam f1, · · · , fr ∈ Fq[x1, · · · , xn] , d = deg(f1) + · · · + deg(fr) e S =

{(x1, · · · , xn) ∈ Fnq | fj(x1, · · · , xn) = 0,∀1 ≤ j ≤ r}. Se W1 e W2 espaços afins paralelos

de dimensão d, então |W1 ∩ S| ≡ |W2 ∩ S| (mod p).
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Demonstração. Realizando uma mudança variáveis, podemos supor queW1 = {(c1, · · · , cn) ∈
Fnq | c1 = · · · = cn−d = 0)} e W2 = {(c1, · · · , cn) ∈ Fnq | c1 = 1; c2 = · · · = cn−d = 0} e

sejam g1, · · · , gr ∈ Fq[x1, · · · , xn] as funções obtidas a partir das mudanças de variáveis.

Como a mudança de variáveis é afim, temos que deg(gi) = deg(fi).

Seja G(x1, · · · , xn) = (−1)n−d(xq−2
1 + · · ·+ x1 + 1)(xq−1

2 − 1) · · · (xq−1
n−d − 1). Assim,

G(x1, · · · , xn) =


−1, se (x1, · · · , xn) ∈ W1

1, se (x1, · · · , xn) ∈ W2

0, caso contrário.

Definimos a função H(x1, · · · , xn) = (1− gq−1
1 ) · · · (1− gq−1

r )G(x1, · · · , xn). Logo,

H(x1, · · · , xn) =


−1, se (x1, · · · , xn) ∈ W1 ∩ S

1, se (x1, · · · , xn) ∈ W2 ∩ S

0, caso contrário

e deg(H) = (q − 1)d + (n − d − 1)(q − 1) + q − 2 = n(q − 1) − 1 < n(q − 1). Portanto,

pela Proposição 3.2∑
(c1,··· ,cn)∈Fnq

H(c1, · · · , cn) ≡ 0 ≡ |W2 ∩ S| − |W1 ∩ S| (mod p).

Teorema 3.9 (Warning [War35]). Sejam f1, · · · , fr ∈ Fq[x1, · · · , xn] e d = deg(f1) + · · ·+
deg(fr) tal que d < n. Se S é o conjunto solução de f1 = · · · = fr = 0 e |S| 6= 0, então

|S| ≥ qn−d.

Demonstração. Primeiramente, suponhamos que exista W1, subespaço afim de Fnq , tal que

|S ∩W1| 6≡ 0 (mod p) e dim(W1) = d. Em particular, notemos que |W1 ∩S| ≥ 1. Se, para

i = 2, · · · , qn−d, Wi = W1 +ai são espaços afins distintos paralelos a W1 com dim(Wi) = d,

pelo Lema 3.8, |Wi ∩ S| ≡ |W1 ∩ S| (mod p), então |W2 ∩ S| ≥ 1. Como Fnq =

qn−d⋃
i=1

Wi,

temos que |S| = |
⋃qn−d

i=1 (Wi ∩ S)| ≥ qn−d.

Agora, suponhamos que para todo W subespaço afim de Fnq , com dim(W ) = d, temos

|W ∩ S| ≡ 0 (mod p).

Afirmação: existe 1 ≤ k ≤ d tal que |W ∩S| ≡ 0 (mod p), para todo W subespaço afim

de Fnq com dim(W ) = k, e |W ′ ∩ S| 6≡ 0 (mod p) para algum W ′ com dim(W ′) = k − 1.

De fato, tomando k = 1, dim(W ′) = 1 − 1 = 0, logo W ′ é um ponto. Como S 6= ∅
existe W ′ tal que |W ′ ∩ S| = 1. Logo existe k ≥ 1 que satisfaz tal propriedade.

Seja U plano afim tal que dim(U) = k − 1 e |U ∩ S| 6≡ 0 (mod p). Seja W = {W |
W é plano afim com dim(W ) = k e U ⊂ W}.
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Se W ∈ W , então |W∩S| ≡ 0 (mod p). Por outro lado, |W∩S| = |U∩S|+|(W \U)∩S|
e |U ∩ S| 6≡ 0 (mod p) e |(W \ U) ∩ S| 6≡ 0 (mod p).

Se W1,W2 ∈ W, então dim(W1 ∩W2) ≤ k − 1 e W1 ∩W2 ⊃ U . Mas dim(U) = k − 1,

portanto W1 ∩W2 = U . Assim,

|S| ≥ |U ∩ S|+
∑
W∈W

|(W \ U) ∩ S| ≥ (p− 1) + |W|.

Fazendo uma mudança linear de variáveis, podemos supor que U = {(c1, · · · , cn) ∈
Fnq | c1 = · · · = cn−k+1 = 0}. Logo, combinatorialmente, temos que |W| = qn−k+1−1

q−1
=

qn−k + qn−k−1 + · · ·+ 1 > qn−d e, consequentemente, |S| ≥ qn−d.

Observação 3.10. Existem casos onde o número de soluções do sistema é qn−d.

Tomando g(x1, · · · , xd) :=
n−1∏
i=0

(αq
i

1 x1 + · · ·+ αq
i

d xd), em que (α1, · · · , αn) é base de Fqn

sobre Fq, e f(x1, · · · , xn) := g(x1, · · · , xd). Como f(c1, · · · , cn) = 0⇔ c1 = · · · = cd = 0,

então a quantidade de soluções de f(x1, · · · , xn) = 0 é qn−d.
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4 Soma de Gauss

Antes de seguir para o Teorema de Ax-Katz, precisaremos de um resultado conhecido

como Congruência de Stickelberger. Para obter este resultado utilizaremos duas somas

de caracteres sobre Fq denominadas soma de Gauss e soma de Jacobi. Neste caṕıtulo,

apresentaremos tais somas e algumas de suas propriedades fundamentais. Os resultados

presentes neste caṕıtulo encontram-se no Caṕıtulo 8 de [IR].

Ao longo dos próximos caṕıtulos, denotaremos por ζm uma raiz m-ésima da unidade e

Tr : Fq → Z
pZ a função traço definida por Tr(x) = x+ xp + · · ·+ xp

f−1
. Denotamos por

ψ : Fq → C∗ o caracter aditivo ψ(x) = ζ
Tr(x)
p , χ : Fq → C∗ um caracter multiplicativo

qualquer de F∗q e 1 : F∗q → C∗ o caracter trivial dado por 1(a) = 1, para todo a ∈ F∗q.
Estendemos χ em 0 de tal forma que χ(0) = 1 se χ = 1 e χ(0) = 0 caso contrário. Notemos

que χq−1 = 1 em F∗q, logo χ tem ordem coprima com p.

Definição 4.1 (Soma de Gauss). Definimos a soma de Gauss do caracter χ como

g(χ) =
∑
a∈Fq

χ(a)ψ(a).

Podemos verificar de maneira direta que g(1) = 1 e que g(χ) ∈ Q(ζpm) se χ tem ordem

m.

Lema 4.2. Sejam χ um caracter multiplicativo e g(χ) a sua soma de Gauss. Então:

a) g(χ) = χ(−1)g(χ);

b) Se χ 6= 1, então g(χ)g(χ) = q;

c) Se χ 6= 1, então g(χ)g(χ) = χ(−1)q.

Demonstração.a) Como χ(−1) = χ(−1), segue que

χ(−1)g(χ) =χ(−1)
∑
a∈Fq

χ(a)ψ(a) = χ(−1)
∑
a∈Fq

χ(a)ψ(a)

=χ(−1)
∑
a∈Fq

χ(a)ψ(a)−1 =
∑
a∈Fq

χ(−1)χ(a)ψ(−a)

=
∑
a∈Fq

χ(−a)ψ(−a) = g(χ).
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b) Se χ 6= 1, então vale que

g(χ)g(χ) =
∑
a,b 6=0

χ(ab−1)ψ(a− b) tomando ab−1 = c

=
∑
b,c 6=0

χ(c)ψ(bc− b)

=
∑
b 6=0

χ(1)ψ(0) +
∑
c6=1

χ(c)
∑
b 6=0

ψ(b(c− 1))

=q − 1 +
∑
c 6=0,1

χ(c)(−1)

=q.

c) Pelo item a), g(χ)g(χ) = g(χ)χ(−1)g(χ) e, pelo item b), g(χ)χ(−1)g(χ) = χ(−1)q.

Definição 4.3 (Soma de Jacobi). Dados χ1 e χ2 caracteres multiplicativos, definimos a

soma de Jacobi dos caracteres χ1 e χ2 como:

J(χ1, χ2) =
∑
a∈Fq

χ1(a)χ2(1− a).

Verifica-se de forma direta que se m é o mı́nimo múltiplo comum das ordens de χ1 e

χ2, então J(χ1, χ2) é inteiro algébrico em Q(ζm).

Lema 4.4. São válidos

a) J(1,1) = q;

b) J(1, χ) = J(χ,1) = 0, se χ 6= 1;

c) J(χ, χ) = −χ(−1) se χ 6= 1;

d) J(χ1, χ2) = g(χ1)g(χ2)
g(χ1χ2)

se χ1 6= 1, χ2 6= 1 e χ1χ2 6= 1.

Demonstração.

a) J(1,1) =
∑

a∈Fq 1(a)1(1− a) =
∑

a∈Fq 1 = q.

b) J(χ,1) = J(1, χ) =
∑

a∈Fq 1(a)χ(1− a) =
∑

a∈Fq χ(1− a) =
∑

b∈Fq χ(b) = 0.

c)

J(χ, χ) =
∑
a∈Fq

χ(a)χ(1− a) =
∑

a∈Fq\{1}

χ(a(1− a)−1).

Se a(1 − a)−1 = c, então a = c(1 + c)−1 para todo c 6= −1. Assim J(χ, χ) =∑
c∈Fq\{−1} χ(c) = −χ(−1).

d)

g(χ1)g(χ2) =
∑
a,b∈Fq

χ1(a)χ2(b)ψ(a+ b) =
∑
x∈Fq

(∑
a∈Fq

χ1(a)χ2(x− a)
)
ψ(x).
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Se x = 0, então ∑
a∈Fq

χ1(a)χ2(−a) = χ1(−1)
∑
a∈Fq

χ1(−a)χ2(−a) = 0.

Se x 6= 0, tomando a = xa′ temos∑
a∈Fq

χ1(a)χ2(x− a) =
∑
a′∈Fq

χ1(xa′)χ2(x− xa′)

=χ1(x)χ2(x)J(χ1, χ2).

Portanto

g(χ1)g(χ2) =
∑
x∈Fq

χ1(x)χ2(x)J(χ1, χ2)ψ(x) = J(χ1, χ2)g(χ1χ2).

Corolário 4.5. Se χ1 e χ2 são caracteres cuja ordem divide de m, então g(χ1)g(χ2)
g(χ1χ2)

é um

inteiro algébrico em Q(ζm).

A Congruência de Stickelberger associa somas de Gauss de caracteres em Fq com

elementos em ideais primos do anel de inteiros de uma extensão ciclotômica dos racionais.

Neste momento apresentaremos algumas propriedades das somas de Gauss que ajudaram

a localizá-las nesses ideais.

Se m é um inteiro com (m, p) = 1, então Q(ζm)∩Q(ζp) = Q ([Wash] Caṕıtulo 2). Assim,

tomando (b,m) = 1, definimos πb ∈ Gal(Q(ζp, ζm);Q) como πb : ζp 7→ ζp e πb : ζm 7→ ζbm.

No que segue, para todo a ∈ Q(ζp, ζm), denotamos por aπb o elemento πb(a). Esta notação

será muito útil e prática nos resultados seguintes.

Lema 4.6. Se χ é um caracter multiplicativo cuja ordem divide m, então

g(χ)b

g(χ)πb
= g(χ)b−πb ∈ Q(ζm)

e g(χ)m ∈ Q(ζm).

Demonstração. Sabemos que g(χ)b−πb ∈ Q(ζm, ζp). Seja (c, p) = 1 e tomemos τc :

Q(ζm, ζp) → Q(ζm, ζp) automorfismo que fixa Q tal que τc : ζm 7→ ζm e τc : ζp 7→ ζcp

([Wash] Caṕıtulo 2). Precisamos mostrar que τc(g(χ)b−πb) = g(χ)b−πb para todo c.
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De fato,

g(χ)τc =
∑
a∈Fq

τc(χ(a))τc(ψ(a))

=
∑
a∈Fq

χ(a)ψ(a)c

=
∑
a∈Fq

χ(a)ψ(ca) tomando ca = b

=
∑
b∈Fq

χ
(
bc−1)ψ(b)

=χ(c)−1g(χ).

Portanto, (g(χ)b)τc = (g(χ)τc)b = χ(c)−bg(χ)b.

Por outro lado,

g(χ)πb =
∑
a∈Fq

πb(χ(a))πb(ψ(a))

=
∑
a∈Fq

χ(a)bψ(a)

=
∑
a∈Fq

χb(a)ψ(a)

=g(χb).

Logo, (g(χ)πb)τc = (g(χb))τc = χ(c)−bg(χb). Assim,

(g(x)b−πb)τc =χ(c)−bg(χ)bχ(c)bg(χb)−1

=g(χ)bg(χb)−1

=g(χ)bg(χ)−πb

=g(χ)b−πb ,

portanto g(χ)b−πb ∈ Q(ζm).

Lema 4.7. Se χ é um caracter multiplicativo sobre F∗q, então g(χp) = g(χ).

Demonstração. g(χp) =
∑

a∈Fq χ
p(a)ψ(a) =

∑
a∈Fq χ(ap)ζ

Tr(a)
p . Observemos que a 7→ ap é

um automorfismo em Fq e, além disso, Tr(a) = Tr(ap). Portanto g(χp) =
∑

a∈Fq χ(ap)ζ
Tr(ap)
p =∑

a∈Fq χ(a)ζ
Tr(a)
p = g(χ).

Como uma aplicação das somas de Gauss e de Jacobi e de suas propriedades, estima-

remos a seguir o número de soluções de Xd + Y d = 1 com X, Y ∈ Fq. Primeiramente

assumamos que d|(q − 1). Como F∗q é ćıclico de ordem q − 1, existe um caracter χ de

ordem d, que será fixado no resto do caṕıtulo. A ciclicidade de F∗q implica que χ(u) = 1 se,

e somente se, u é uma potência d-ésima em Fq.
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Definição 4.8. Para u ∈ F∗q, definimos Nd(u) = #{x ∈ Fq | xd = u}.

Verifica-se que Nd(u) =


1, se u = 0

0, se u não é uma potência d-ésima

d, se u 6= 0 e u é uma potência d-ésima.

Proposição 4.9. Nd(u) =
∑d−1

a=0 χ
a(u).

Demonstração. Se u = 0, como χa(0) = 0 para a 6= 0 e χ0(0) = 1, então
∑d−1

a=0 χ
a(0) =

1 = Nd(0).

Se u não é uma potência d-ésima, então χ(u) 6= 1. Assim, se S =
∑d−1

a=0 χ
a(u), temos

que χ(u)S =
∑d−1

a=0 χ
a+1(u) =

∑d
a=1 χ

a(u) = S. Logo S(χ(u)− 1) = 0 o que implica que

S = 0.

Se u é uma potência d-ésima, então
∑d−1

a=0 χ
a(u) = 1 + · · ·+ 1 = d = Nd(u).

Desta forma, para determinar o número de soluções de Xd + Y d = 1 em Fq, basta usar

a proposição anterior da seguinte forma

N(Xd + Y d = 1) =
∑
u∈Fq

Nd(u)Nd(1− u)

=
∑
u∈Fq

d−1∑
i=0

χi(u)
d−1∑
j=0

χj(1− u)

=
d−1∑
i=0

d−1∑
j=0

∑
u∈Fq

χi(u)χj(1− u)

=
d−1∑
i=0

d−1∑
j=0

J(χi, χj)

= q +
d−1∑
i=1

d−1∑
j=1

J(χi, χj)

= q −
d−1∑
i=1

χi(−1) +
d−1∑
i,j=1
i+j 6=d

J(χi, χj)

= q + 1−Nd(−1) +
d−1∑
i,j=1
i+j 6=d

J(χi, χj).

Observemos que |g(χ)| =

√
g(χ)g(χ) =

√
q se χ 6= 1. Portanto, pelo Lema 4.4 d),

|J(χi, χj)| = |g(χi)g(χj)|
|g(χiχj)| =

√
q. Assim, pela desigualdade triangular,

|N(Xd + Y d = 1) +Nd(−1)− q − 1| =
∣∣∣ d−1∑
i,j=1
i+j 6=d

J(χi, χj)
∣∣∣ ≤ (d− 1)(d− 2)

√
q.
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Agora assumamos d - (q − 1) e seja e = (d, (q − 1)). Nesse caso, x 7→ x
d
e é uma bijeção

de Fq. Assim, tomando X̃ = X
d
e basta resolver X̃e + Ỹ e = 1. Portanto N(Xd + Y d =

1) = N(Xe + Y e = 1), logo |N(Xe + Y e = 1) + Ne(−1) − q − 1| ≤ (e − 1)(e − 2)
√
q ≤

(d− 1)(d− 2)
√
q.

Este resultado é um caso particular da cota obtida por Hasse-Weil para curvas sobre

corpos finitos (Teorema 6.37 [LN]).
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5 Elemento de Stickelberger

Este caṕıtulo apresentará alguns resultados presentes no Caṕıtulo 14 de [IR], sobre

o anel de inteiros de algumas extensões ciclotômicas dos racionais que serão úteis para

definir o caracter utilizado na Congruência de Stickelberger.

Seja M uma extensão abeliana finita de Q. Pelo Teorema de Kronecker-Weber ([Wash],

caṕıtulo 14), sabemos que M ⊆ Q(ζm), para algum número natural m, que podemos supor

mı́nimo com esta propriedade.

Assim, G := Gal(M,Q) pode ser visto como um grupo quociente de Gal(Q(ζm),Q) ∼=( Z
mZ

)∗
e, para todo (a,m) = 1, temos que τa ∈ G é definido pela relação τa(ζm) = ζam.

Definição 5.1. Definimos Z[G] como o anel do grupo G com coeficientes em Z. Assim,

se α ∈ Z[G], então α =
∑

τi∈G aiτi, com ai ∈ Z. Com isso, para todo k ∈M , definimos

k
∑
τi∈G

aiτi =
∏
τi∈G

(kτi)ai .

Definição 5.2 (Elemento e ideal de Stickelberger). Seja R o conjunto completo de

invert́ıveis (mod m). Definimos o elemento de Stickelberger como

Θ = Θ(M) =
∑
a∈R

{ a
m

}
τ−1
a ∈ Q[G],

onde {α} representa a parte fracionária de α e Q[G] é a álgebra de grupo racional do

grupo G. O ideal de Stickelberger é definido como I(M) = Z[G] ∩ΘZ[G].

Lema 5.3. Sejam M = Q(ζm) e J = 〈c− τc | mdc(c,m) = 1〉 ideal em Z[G]. Se β ∈ Z[G],

então βΘ ∈ Z[G] se, e somente se, β ∈ J .

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que βΘ ∈ Z[G] para todo β gerador de J . Obser-

vemos que no caso em que β = c− τc, com (c,m) = 1, temos que

(c− τc)Θ = (c− τc)
(∑
a∈R

{ a
m

}
τ−1
a

)
=
∑
a∈R

c
{ a
m

}
τ−1
a −

∑
a∈R

{ a
m

}
τcτ
−1
a .

Reparemos que se s ∈ N é tal que τ−1
a (ζm) = ζsm, então ζm = τa(ζ

s
m) = ζasm , logo as ≡ 1

(mod m) e s ≡ a−1 (mod m). Assim, τ−1
a = τa−1 e

(c− τc)Θ =
∑
a∈R

c
{ a
m

}
τ−1
a −

∑
a∈R

{ a
m

}
τ−1
c−1τ

−1
a , tomando c−1a = b

=
∑
a∈R

c
{ a
m

}
τ−1
a −

∑
b∈R

{
bc

m

}
τ−1
b .
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Observemos que b 7→ bc é automorfismo em Z∗m, uma vez que (c,m) = 1. Assim

(c− τc)Θ =
∑
a∈R

c
{ a
m

}
τ−1
a −

{ac
m

}
τ−1
a

=
∑
a∈R

(
c
{ a
m

}
−
{ac
m

})
τ−1
a .

Agora se a = ãm + r̃, onde 0 ≤ r̃ < m, então ac = ãcm + r̃c. Portanto
{
a
m

}
= r̃

m
e{

ac
m

}
=
{
r̃c
m

}
, logo

c
{ a
m

}
−
{ac
m

}
=
cr̃

m
−
{
cr̃

m

}
=

⌊
cr̃

m

⌋
∈ Z.

Conclúımos que βΘ ∈ Z[G].

Por outro lado, suponhamos que βΘ ∈ Z[G]. Seja β =
∑

a xaτa, com 1 ≤ a ≤ m e

(a,m) = 1, xa ∈ Z e τa ∈ G. Logo

βΘ =

(∑
a

xaτa

)(∑
c

{ c
m

}
τ−1
c

)
=
∑
a

∑
c

xa

{ c
m

}
τ−1
c τa, tomando b ≡ ca−1 (mod m)

=
∑
a

∑
b

xa

{
ba

m

}
τ−1
b

=
∑
b

(∑
a

xa

{
ba

m

})
τ−1
b ∈ Z[G],

desta forma
∑

a xa
{
ba
m

}
∈ Z para todo b.

Se b = 1, então
∑

a xa
{
a
m

}
∈ Z e, desta forma,

∑
a xa

a
m
∈ Z. Logo

∑
a xaa ≡ 0

(mod m). Além disso,

((1 +m)− τ1+m)(ζm) = (1 +m)(ζm)− τ1+m(ζm)

= ζm +mζm − ζ1+m
m

= mζm,

portanto m ∈ J e, consequentemente,
∑

a xaa ∈ J . Com isso,
∑

a xaτa =
∑

a xa(τa − a) +∑
a xaa ∈ J e temos que β ∈ J .

Uma consequência direta desse lema é que I(M) = JΘ.

Agora, seja K uma extensão finita de Q de grau n e seja OK o anel de inteiros algébricos

de K.

Definição 5.4. Dizemos que I é um ideal fracionário de K se existe n ∈ N \ {0} tal que

nI é um ideal de OK.

Definição 5.5. Seja A ⊂ OK um ideal, definimos N(A) :=
∣∣OK
A

∣∣.
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Para provar a próxima proposição, precisaremos do Teorema Chinês do Resto para

anéis.

Teorema 5.6 (Teorema Chinês do Resto). Seja R um anel comutativo com identidade e

A1, A2, · · · , Ag ideais tais que Ai + Aj = R se i 6= j. Seja A = A1A2 · · ·Ag. Então

R

A
∼=

R

A1

⊕ R

A2

⊕ · · · ⊕ R

Ag
.

Demonstração. Seja ψi a função natural de R em R
Ai

e definamos ψ : R→ R
A1
⊕ · · · ⊕ R

Ag

como ψ(r) = (ψ1(r), · · · , ψg(r)). Mostraremos que ψ é sobrejetiva e que ker(ψ) = A.

Para mostrar que ψ é sobrejetiva, basta mostrar que, para qualquer a1, · · · , ag ∈ R, o

sistema x ≡ ai (mod Ai), i = 1, · · · , g, tem solução.

Observemos que (A1 +A2)(A1 +A3) · · · (A1 +Ag) = R. Expandindo o produto, temos

que todos os termos estão em A1 com exceção do último. Assim, A1 + A2A3 · · ·Ag = R,

logo existem u1 ∈ A1 e v1 ∈ A2 · · ·Ag tais que u1 + v1 = 1. Portanto v1 ≡ 1 (mod A1) e

v1 ≡ 0 (mod Ai), se i 6= 1.

Analogamente, para todo j = 2, · · · , g, existe vj tal que vj ≡ 1 (mod Aj) e vj ≡ 0

(mod Ai), se i 6= j. Verifica-se diretamente que x = a1v1 + a2v2 + · · ·+ agvg é solução do

sistema.

Agora basta mostrar que ker(ψ) = A. Claramente, temos que ker(ψ) = A1 ∩ · · · ∩ Ag,
portanto gostaŕıamos de provar que o produto dos ideais é igual a interseção. Para isso,

utilizaremos uma indução sobre o número de ideais.

Para g = 2, como A1 + A2 = R por hipótese, existem a1 ∈ A1 e a2 ∈ A2 tais que

a1 + a2 = 1. Se a ∈ A1 ∩ A2, então a = aa1 + aa2 ∈ A1A2 e A1 ∩ A2 ⊂ A1A2. Como

A1A2 ⊂ A1 ∩ A2, temos a igualdade.

Agora suponhamos que g > 2 e que a afirmação vale quando temos g − 1 ideais.

Assim, A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ag = A1 ∩ A2A3 · · ·Ag. Entretanto, pela primeira parte desta

demonstração, sabemos que A1 +A2A3 · · ·Ag = R, logo A1∩A2A3 · · ·Ag = A1A2A3 · · ·Ag,
como queŕıamos provar.

Definição 5.7. Um domı́nio de integridade é um domı́nio de Dedekind se satisfaz as

seguintes propriedades:

a) É um domı́nio Noetheriano;

b) É integralmente fechado;

c) Todo ideal primo é maximal.

Em um domı́nio de Dedekind, se I e J são ideais, dizemos que I|J se, e somente se, J ⊆ I.

Proposição 5.8. Se A,B ⊂ OK são ideais, então N(AB) = N(A)N(B).

Demonstração. Se A e B são relativamente primos (i.e. A+B = OK), então, pelo Teorema

Chinês do Resto, OK
AB
∼= OK

A
⊕ OK

B
, logo N(AB) = N(A)N(B).
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Como OK é domı́nio de Dedekind , seus ideais podem ser escritos como o produto de

ideais primos de maneira única ([IR], caṕıtulo 12). Portanto, para provar o caso em que A

e B não são coprimos, basta mostrar a seguinte afirmação.

Afirmação: Se P é um ideal primo, então N(Pα) = N(P)α, para todo α ∈ N.

Provaremos a afirmação por indução sobre α. Para α = 1 o resultado é trivial.

Suponhamos α > 1 e que a afirmação vale para α − 1. Nesse caso, OKPα tem Pα−1

Pα como

ideal e, pelo Teorema do Isomorfismo de anéis,
OK
Pα
Pα−1

Pα

∼= OK
Pα−1 . Pela hipótese de indução∣∣ OK

Pα−1

∣∣ = N(P)α−1.

Como Pα ⊂ Pα−1, tomamos a ∈ Pα−1 \Pα. Assim, definindo I = (a) +Pα, temos que

Pα−1|I e I|Pα. Portanto I deve ser uma potência de P , mas Pα 6= I, logo I = Pα−1.

Seja η : OK → Pα−1

Pα o homomorfismo tal que β 7→ βa + Pα. Então ker(η) = {β ∈
OK | βa ∈ Pα}. Observemos que Pα|(βa) e Pα−1|(a). Por outro lado, Pα - (a), logo

P|(β) e β ∈ P , o que implica que ker(η) = P e, pelo Teorema do Isomorfismo, temos que
OK
P
∼= Pα−1

Pα .

Assim, N(Pα) =
∣∣OK
Pα
∣∣ =

∣∣ OK
Pα−1

∣∣ ∣∣∣Pα−1

Pα

∣∣∣ =
∣∣ OK
Pα−1

∣∣ ∣∣OK
P

∣∣ = N(P)α−1N(P) = N(P)α,

como queŕıamos provar.

Definição 5.9. Seja I um ideal, dizemos que a ≡ b (mod I) se, e somente se, a− b ∈ I.

A partir desse momento vamos supor K uma extensão Galoisiana de grau n de Q e

denotaremos por G o grupo de automorfismos Gal(K,Q). Sabe-se que |G| = n.

Definição 5.10. Se P é um ideal primo e A um ideal, então definimos ordP (A) como o

menor inteiro t, não negativo, tal que P t ⊃ A e P t+1 + A. Denominamos o inteiro t por

ı́ndice de ramificação de P .

Proposição 5.11. Seja p ∈ Z um primo, P1 e P2 ideais primos em OK, tal que (p) ⊂
P1 ∩ P2. Então existe τ ∈ G tal que τ(P1) = P2.

Demonstração. Suponhamos que P2 /∈ {τ(P1) | τ ∈ G}. Portanto, existe α ∈ OK tal

que α ≡ 0 (mod P2) e α ≡ 1 (mod τ(P1)) para todo τ ∈ G. Mas N(α) =
∏

τ∈G τ(α) ∈
P2 ∩ Z = (p).

Por outro lado, τ−1(α) ≡ τ−1(1) (mod P1) implica que τ−1(α) ≡ 1 (mod P1). Assim,

N(α) ≡ 1 (mod P1) e τ(α)− 1 ∈ P1 ∩ Z = (p), o que é absurdo! Logo existe τ ∈ G tal

que τ(P1) = P2.

Proposição 5.12. Se I é um ideal em OK, então
∏

τ∈G τ(I) = (N(I)).

Demonstração. Como ambos os lados da igualdade são multiplicativos, basta provar para

I = P um ideal primo. Nesse caso, sejam P ∩ Z = pZ e N(P) = pf , onde p é primo e

sejam {P1, · · · ,Ps} os elementos distintos do conjunto {τi(P) | 1 ≤ i ≤ n}. Assim∏
τ∈G

τ(P) = Pu1 · · · Pus
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e [K : Q] = n = su.

Sabemos que (p) ⊂ P e, como p ∈ Z, τ((p)) = (p). Portanto (p) ⊂ τi(P) para todo

1 ≤ i ≤ n, logo (p) = Pe11 · · · Pess . Aplicando τi nos dois lados da igualdade, temos

que (p) = τi(P1)
e1 · · · τi(Ps)es . Se Pi = τi(P1), então, pela unicidade da fatoração em

ideais primos, e1 = ei. Mais ainda, pela Proposição 5.11, e1 = · · · = es = e e, com isso,

(p) = Pe1 · · · Pes .
Afirmamos que

∣∣∣OK(p)

∣∣∣ = pn. Para isso basta notar que todo elemento de OK pode

ser escrito como combinação linear de elementos da base de K sobre Q. Portanto todo

elemento de OK
(p)

é representado de modo único por elementos do tipo
∑n

i=1 xia1, onde ai é

um elemento da base de K sobre Q e xi ∈ Z é tal que 0 ≤ xi < p.

Portanto, como τ é automorfismo, N(P) = N(Pi) = pf , logo

pn = N(p) = N(P1)e · · ·N(Ps)e = pefs.

Assim su = n = efs e u = ef . Ou seja,∏
τ∈G

τ(P) = (P1 · · · Ps)ef = (p)f = (pf ) = (N(P)),

como queŕıamos provar.

Segue diretamente desta demonstração a seguinte proposição:

Proposição 5.13. Sejam p ∈ Z um número primo e P1, · · · , Ps os ideais primos em OK
que contêm p. Sejam ei e fi, respectivamente, o ı́ndice de ramificação e o grau de tais

ideais, para i = 1, · · · , s. Então e1 = e2 = · · · = es e f1 = f2 = · · · = fs. Se e e f denotam

tais valores, então efs = n.

Proposição 5.14. Sejam α ∈ OK e A = (α). Então N(A) = |N(α)|.

Demonstração. (N(A)) =
∏

τ∈G τ(A) =
∏

τ∈G τ((α)) =
∏

τ∈G(τ(α)) =∏
τ∈G (τ(α)) = (N(α)). Com isso conclúımos que N(A) = uN(α), onde u é uma

unidade. Como N(A), N(α) ∈ Z e N(A) é positivo por definição, então u = ±1 e

N(A) = |N(α)|.

Definição 5.15. Se m é um inteiro, definimos Dm como Dm := OQ(ζm) o anel de inteiros

de Q(ζm).

Observação 5.16. Dm é um anel de inteiros, logo é um domı́nio de Dedekind. Portanto,

se P é um ideal primo de Dm, com p ∈ P primo, então P é um ideal maximal e Dm
P é um

corpo de caracteŕıstica p.

Seja P ⊂ Dm um ideal primo tal que m /∈ P e seja q = N(P) =
∣∣Dm
P

∣∣. Como

xm − 1 =
∏m

i=1(x− ζ im), dividindo por x− 1, temos

xm−1 + · · ·+ x+ 1 =
m−1∏
i=1

(x− ζ im).
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Tomando x = 1, conclúımos que m =
∏m−1

i=1 (1− ζ im) e m =
∏m−1

i=1 (1− ζ im) em Dm
P , onde a

representa a classe módulo P .

Como m 6= 0, então ζ im 6= 1 para todo 1 ≤ i ≤ m − 1. Portanto 〈ζm〉 é subgrupo de

(DmP )∗ e, com isso, |〈ζm〉| = m divide
∣∣(DmP )∗

∣∣ = q − 1.

Proposição 5.17. Seja α ∈ Dm tal que α /∈ P. Então existe j ∈ N único (mod m) tal

que α
q−1
m ≡ ζjm (mod P).

Demonstração. Se α = 1, basta tomar j = m e temos o resultado. Suponhamos α 6= 1.

Como
(
Dm
P

)∗
é grupo multiplicativo com q − 1 elementos, então αq−1 ≡ 1 (mod P) e∏m−1

j=1 (α
q−1
m − ζjm) ≡ 0 (mod P). Portanto existe 1 ≤ j ≤ m − 1 tal que α

q−1
m − ζjm ≡ 0

(mod P).

Se existe i 6= j tal que α
q−1
m ≡ ζ im (mod P), então ζj−im −1 ≡ 0 (mod P). Mas (ζj−im −1)

é divisor de (m) e P simultaneamente, absurdo! Logo ζj é único.

Com a Proposição 5.17, podemos definir o śımbolo de resto da potência m-ésima, que

será a base para a construção do caracter utilizado na Congruência de Stickelberger. A

seguir veremos também algumas propriedades úteis desse śımbolo.

Definição 5.18. Seja α ∈ Dm e P um ideal primo tal que m /∈ P. Definimos o śımbolo

de resto da potência m-ésima como

(α
P

)
m

=

0, se α ∈ P

ζjm, se α /∈ P e α
N(P)−1

m ≡ ζjm (mod P)

Tomando m = 2 temos o śımbolo de Legendre.

Proposição 5.19.

a) Se α /∈ P, então
(
α
P

)
m

= 1 se, e somente se, xm ≡ α (mod P) tem solução em Dm;

b)
(
α
P

)
m

= α
N(P)−1

m (mod P);

c)
(
αβ
P

)
m

=
(
α
P

)
m

(
β
P

)
m

;

d) Se α ≡ β (mod P), então
(
α
P

)
m

=
(
β
P

)
m

.

Demonstração. As proposições b), c) e d) são aplicações diretas da definição. Portanto

provaremos apenas a proposição a).

Suponhamos primeiramente que xm ≡ α (mod P) tem solução x0 /∈ P . Nesse caso,

α
N(P)−1

m ≡ (xm0 )
N(P)−1

m

≡ x
N(P)−1
0

≡ xq−1
0 ≡ 1 (mod P).

Por outro lado, observemos que
(
Dm
P

)∗
= F∗q é um grupo ćıclico de ordem q − 1. Seja

θ um gerador de F∗q. Logo θm, θ2m, · · · , θ q−1
m
m são ráızes distintas de F (x) = x

q−1
m − 1 ∈
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Fq[x]. Portanto, se α ∈
(
Dm
P

)∗
é tal que α

q−1
m = 1, então α é uma solução de F (x) e,

consequentemente, existe 1 ≤ l ≤ q−1
m

tal que α = θlm = (θl)m. Assim, x = θl é uma

solução de xm ≡ α (mod P).

Corolário 5.20.
(
ζm
P

)
m

= ζ
N(P)−1

m
m .

Definição 5.21. Seja A ⊂ Dm um ideal tal que m /∈ A e seja A = P1 · · · Pn a fatoração

em ideais primos de A. Para α ∈ Dm, definimos o śımbolo de resto de potência m-ésima

como
(
α
A

)
m

:=
(
α
P1

)
m

(
α
P2

)
m
· · ·
(

α
Pn

)
m

.

Proposição 5.22.a)
(
αβ
A

)
m

=
(
α
A

)
m

(
β
A

)
m

;

b)
(
α
AB

)
m

=
(
α
A

)
m

(
α
B

)
m

;

c) Se α é primo com A e xm ≡ α (mod A) tem solução, então
(
α
A

)
m

= 1.

Demonstração. Mais uma vez, as proposições a) e b) são aplicações diretas da definição e

da Proposição 5.19. Assim, provaremos apenas o item c) da proposição.

Se xm ≡ α (mod A) tem solução, então, como α e A são coprimos, xm ≡ α (mod Pi)
tem solução para todo 1 ≤ i ≤ n. Assim, pela Proposição 5.19,

(
α
Pi

)
m

= 1 para todo

1 ≤ i ≤ n e
(
α
A

)
m

=
∏n

i=1

(
α
Pi

)
m

= 1.

Proposição 5.23. Seja A ⊂ Dm um ideal tal que α /∈ A. Seja τ ∈ G, então
(
α
A

)τ
m

=(
ατ

Aτ

)
m

.

Demonstração. Como
(
α
A

)
m

=
(
α
P1

)
m
· · ·
(

α
Pn

)
m

e τ é uma função multiplicativa, basta

provar a proposição para A = P ideal primo. Nesse caso,
(
α
P

)
m
≡ α

N(P)−1
m (mod P),

logo
(
α
P

)τ
m
≡
(
α
N(P)−1

m

)τ
(mod Pτ ). Por outro lado,

(
ατ

Pτ
)
m
≡ (ατ )

N(P)−1
m (mod Pτ ) por

definição. Como τ é automorfismo,
(
α
N(P)−1

m

)τ
= (ατ )

N(P)−1
m , portanto

(
α
P

)τ
m

=
(
ατ

Pτ
)
m

.

Observação 5.24. Lembrando que, se l é um primo ı́mpar e ζl é uma raiz l-ésima da

unidade, como xl−1 + xl−2 + · · · + x + 1 =
∏l−1

j=1(x − ζ
j
l ), então l =

∏l−1
j=1(1 − ζ

j
l ) ∈ Dl.

Notemos que
1−ζil
1−ζl

é uma unidade em Dl, pois
1−ζijl
1−ζil

, com ij ≡ 1 (mod l), é o seu inverso.

Com isso, podemos escrever l = u(1− ζl)l−1 onde u é uma unidade em Dl.

Definição 5.25. Seja α ∈ Dl, onde l é um primo ı́mpar. Dizemos que α é primário se

satisfaz as seguinte propriedades:

a) Não é uma unidade;

b) É coprimo com l;

c) É congruente a um número racional módulo (1− ζl)2.

Proposição 5.26. Seja α ∈ Dl, com l primo. Existe um inteiro c, único módulo l, tal que

ζcl α é primário.
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Demonstração. Seja λl = 1 − ζl, então λl−1
l = ul, onde u é uma unidade em Dl, e

(l) = (λl−1
l ). Como 1 ≡ ζl (mod λl), tomando α =

∑l−1
j=0 ajζ

j
l , com aj ∈ Z, temos

α ≡
∑l−1

j=0 aj ≡ a (mod λl) e α−a
λl
∈ Dl. Pelo mesmo argumento, existe um b ∈ Z tal que

α−a
λl
≡ b (mod λl), logo α− a ≡ λlb (mod λ2

l ) e α ≡ a+ bλl (mod λ2
l ).

Como ζl = 1−λl, temos ζcl = (1−λl)c ≡ 1− cλl (mod λ2
l ). Assim ζcl α = (a+ bλl)(1−

cλl) ≡ a+(b−ac)λl (mod λ2
l ). Como (a, l) = 1, basta tomar c tal que b ≡ ac (mod l).
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6 Relação e Congruência de Stickelberger

Neste caṕıtulo demonstraremos a Relação e a Congruência de Stickelberger como no

Caṕıtulo 14 de [IR]. Para isso, utilizaremos as seguintes notações: sejam X : F∗q → C um

caracter multiplicativo de ordem m e ψ : Fq → C o caracter aditivo dado por ψ(a) = ζ
Tr(a)
p .

Estendemos χ em zero de tal forma que χ(0) = 0 se χ 6= 1 e 1(0) = 1. Como no caṕıtulo

anterior, a soma de Gauss de χ é definida como g(X ) =
∑

t∈Fq X (t)ψ(t).

Para todo t ∈ Fq ∼= Dm
P , definimos XP : Fq → C da seguinte maneira:

XP(t) =

0, se t = 0(
γ
P

)−1

m
, onde γ ∈ Dm é tal que γ = t ∈ Dm

P .

Com isso, definimos a soma de Gauss para um ideal primo de Dm como g(P) := g(XP , ψ)

e Φ(P) := g(P)m.

Proposição 6.1.a) g(P) ∈ Q(ζm, ζp);

b) |g(P)|2 = q;

c) Φ(P) ∈ Q(ζm).

Demonstração.a) Como XP(t) ∈ Q(ζm) ⊂ Q(ζm, ζp) e ψ(t) ∈ Q(ζp) ⊂ Q(ζm, ζp), para

todo t ∈ Fq, segue que g(P) ∈ Q(ζm, ζp).

b) A demonstração é uma aplicação direta do Lema 4.2 c).

c) Basta mostrar que (g(P)m)τi = g(P)m, para todo τi automorfismo de Q(ζm, ζp) que fixa

Q(ζm), ou seja, para τi :
ζm 7→ ζm
ζp 7→ ζ ip

, com i = 1, · · · , p− 1.

Assim,

g(P)mτi =

∑
t∈Fq

XP(t)ψ(t)

mτi

=

∑
t∈Fq

XP(t)ψ(t)τi

m

=

∑
t∈Fq

XP(t)ψ(t)i

m

=

∑
t∈Fq

XP(t)ψ(ti)

m

.

Tomando s = ti, notemos que s percorre todo Fq, assim

g(P)mτi =

∑
t∈Fq

XP(si−1)ψ(s)

m

=

XP(i−1)
∑
t∈Fq

XP(s)ψ(s)

m

.

Como XP(i) é uma raiz m-ésima da unidade, g(P)mτi = g(P)m, como queŕıamos provar.
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Para demonstrar a Congruência de Stickelberger, além das somas de Gauss, precisaremos

de alumas propriedades da função que será definida a seguir.

Definição 6.2. Seja 0 ≤ a ≤ q − 1 tal que a = a0 + a1p + · · · + af−1p
f−1, definimos

σp(a) = a0 + a1 + · · · + af−1. Se a ≥ q, então σp(a) = σp(t), tal que a ≡ t (mod q) e

0 ≤ t ≤ q − 1

Lema 6.3. Se a ∈ Z, então σp(a) = (p− 1)
∑f−1

i=0 {
pia
q−1
}, onde {x} é a parte fracionária

de x.

Demonstração. Seja a = a0 +a1p+ · · ·+af−1p
f−1. Observemos que pia ≡ af−i+af−i+1p+

· · ·+ af−i−1p
f−1 (mod q − 1), para i = 0, 1, · · · , f − 1. Assim,

f−1∑
i=0

{
pia

q − 1

}
=

f−1∑
i=0

af−i + af−i+1p+ · · ·+ af−i−1p
f−1

q − 1

=
1

q − 1

f−1∑
j=0

(
f−1∑
i=0

ai

)
pj =

σp(a)

q − 1

f−1∑
j=0

pj =
σp(a)

q − 1

q − 1

p− 1
.

Portanto σp(a) = (p− 1)
∑f−1

i=0 {
pia
q−1
}.

Lema 6.4.
∑q−2

a=1 σp(a) = (q−2)(p−1)f
2

.

Demonstração. Para cada 1 ≤ a ≤ q − 2, com a = (af−1 · · · a1a0)p na base p, podemos

definir b = (bf−1 · · · b1b0)p tal que bi = (p− 1− ai). Notemos que se a percorre todos os

inteiros entre 1 e q−2, b também percorre, porém no sentido contrário. Além disso, notemos

que σp(a) + σp(b) = σp(a+ b) = (p− 1)f . Assim,
∑q−2

i=1 σp(a) = 1
2

∑q−2
i=1 (σp(a) + σp(b)) =

1
2

∑q−2
i=1 (p− 1)f = (q−2)(p−1)f

2
.

A partir deste momento tomaremos ideais em vários anéis de inteiros diferentes. Para

facilitar o entendimento fixaremos o seguinte diagrama:

P ⊂ D(q−1)p → D(q−1)p/P

| |
P ⊂ Dq−1 → Dq−1/P
| |
P ⊂ Dm → Dm/P

| |
p ⊂ Z → Z/pZ

Assim, p é um primo e pZ é o ideal gerado por p em Z, m é um natural tal que p - m e

P é o ideal primo em Dm, tal que P ∩ Z = pZ e f = ordm(p) é o menor inteiro tal que

pf ≡ 1 (mod m). Também denotaremos por P um ideal primo em Dq−1 que contém P e

por P um ideal primo em D(q−1)p que contém P .
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Relembrando a Definição 5.10, se P é um ideal primo e A um ideal, então definimos

ordP (A) como o menor inteiro t, não negativo, tal que P t ⊃ A e P t+1 + A. Denominamos

o inteiro t por ı́ndice de ramificação de P .

Se P é um ideal em Dm tal que P ∩Z = pZ, dizemos que P se ramifica se ordP (p) > 1.

As proposições a seguir culminarão no Lema 6.8, que estabelece os ı́ndices de ramificação

de P . A Congruência de Stickelberger é uma congruência módulo P , assim, esses ı́ndices

serão amplamente utilizados.

Proposição 6.5. Se p é um primo tal que p - m, então todo ideal primo P em Dm que

contém p não se ramifica.

Demonstração. Se P se ramifica, então (p) ⊂ P 2. Seja w ∈ P \ P 2. Observemos que

podemos escrever w = a0 + a1ζm + a2ζ
2
m + · · ·+ alζ

l
m, com ai ∈ Z e l ≤ ϕ(m). Como p - m,

então existe n tal que pn ≡ 1 (mod m), portanto, usando do fato de que ap ≡ a (mod p),

para todo a ∈ Z, temos

wp
n ≡(a0 + a1ζm + a2ζ

2
m + · · ·+ alζ

l
m)p

n

(mod p)

≡ap
n

0 + (a1ζm)p
n

+ (a2ζ
2
m)p

n

+ · · ·+ (alζ
l
m)p

n

(mod p)

≡a0 + a1ζm + a2ζ
2
m + · · ·+ alζ

l
m (mod p)

≡a0 + a1ζm + a2ζ
2
m + · · ·+ alζ

l
m ≡ w (mod P 2)

Mas, como wp
n ∈ P 2, conclúımos que w ∈ P 2, absurdo! Logo P não se ramifica.

Proposição 6.6. Sejam P um ideal primo em Dm e P ∩ Z = pZ. Se p é ı́mpar, então P

se ramifica se, e somente se, p|m.

Demonstração. Pela proposição anterior, sabemos que p - m implica que P não se ramifica.

Suponhamos que p é ı́mpar e que p|m. Nesse caso temos que Q(ζp) ⊂ Q(ζm). Primeiramente

mostraremos que (p) se ramifica em Dp.

Temos ζp−1

ζip−1
∈ Dp se (i, p) = 1. De fato, observe que, como (i, p) = 1, pelo Teorema de

Bezout ([Apo] Caṕıtulo 1.3) existem a, b ∈ Z tais que ai+ bp = 1, logo

ζai+bpp − 1

ζ ip − 1
=
ζaip − 1

ζ ip − 1
= ζ i(a−1)

p + · · ·+ ζ ip + 1 ∈ Dp.

Pela Observação 5.24, p = u(1 − ζp)p−1, onde u é uma unidade em Dp, logo (p) =

(1− ζp)p−1.

Se (1− ζp) = P1P2 · · ·Pt, com Pi ideais primos em Dm, não necessariamente distintos,

então (p) = (P1P2 · · ·Pt)p−1. Como p− 1 > 1, todo ideal primo em Dm que contém p se

ramifica.

Proposição 6.7. Sejam p um primo tal que p - m e D o anel de inteiros de Q(ζp, ζm).

Então

(p) = (P1P2 · · ·Ps)p−1,
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onde Pi, com i = 1, · · · , g, são ideais primos distintos de grau f e s = ϕ(m)
f

.

Demonstração. Como Q(ζp) ⊂ Q(ζp, ζm), sabemos pela demonstração da proposição

anterior que todos os ideais primos em D que contêm p têm ı́ndice de ramificação diviśıvel

por p− 1. Logo

(p) = (P1P2 · · ·Ps′)e
′(p−1),

onde Pi são ideais primos distintos em D. Sabemos também, pela Proposição 5.13, que

cada Pi tem o mesmo grau, que denotamos por f ′, e que f ′s′e′(p− 1) = ϕ(pm).

Por outro lado, fatorando (p) em Dm, temos

(p) = P̃1P̃2 · · · P̃s,

onde P̃i são ideais primos de grau f em Dm. Mais uma vez pela Proposição 5.13, temos

que s = ϕ(m)
f

.

Observando a fatoração de P̃i em D e comparando-a com a fatoração de (p) em D, é

conclúımos que f ′ ≥ f e s′ ≥ s. Assim

(p− 1)ϕ(m) = ϕ(pm) = e′(p− 1)f ′s′ ≥ e′(p− 1)f
ϕ(m)

f
.

Segue então que 1 ≥ e′, logo e′ = 1, f = f ′ e s′ = s = ϕ(m)
f

, concluindo a prova.

Lema 6.8.a) ordP(pD(q−1)p) = p− 1;

b) ordP(λp) = 1, onde λp = 1− ζp;

c) ordP(PD(q−1)p) = p− 1.

Demonstração.a) Este item segue diretamente da Proposição 6.7, assumindo m = q − 1.

b) Pelo item a), ordP(pD(q−1)p) = p− 1. Na demonstração da Proposição 6.6, conclúımos

que (p) = (λp)
p−1, com isso, segue que (P1P2 · · ·Ps)

p−1 = pD(q−1)p = (pDp)D(q−1)p =

λp−1
p D(q−1)p. Logo ordP(λp) = 1.

c) Pela Proposição 5.13, pDq−1 = PP2 · · ·Ps, onde s = ϕ(q−1)
f

e Pi são ideais primos emDq−1.

Por outro lado, pela Proposição 6.7, pDp(q−1) = (PP2 · · ·Ps)
p−1, onde g = ϕ(q−1)

f
.

Como pDp(q−1) = (pDq−1)Dp(q−1), segue que PP2 · · ·PsDp(q−1) = (PP2 · · ·Ps)
p−1,

onde todos os Pi são primos distintos e P, P2, · · · , Ps são primos dois a dois. Assim,

PDp(q−1) = Pp−1, concluindo a prova.

Lema 6.9. Dm
P
∼= Dq−1

P .

Demonstração. Sabemos que Dm
P

é um corpo com q = pf elementos. Suponhamos que∣∣∣Dq−1

P

∣∣∣ = pf
′
, então f ′ é minimal tal que pf

′ ≡ 1 (mod q − 1), ou seja, (pf
′ − 1)|(pf − 1).

Portanto f ′ = f .
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Definição 6.10. Seja α ∈ Dq−1, definimos

a)
(
α
P

)
= 0 se α ∈ P;

b) Se α /∈ P,
(
α
P

)
é a única raiz (q − 1)-ésima da unidade tal que α− ζjq−1 ∈ P.

O seguinte lema pode ser conclúıdo diretamente da definição.

Lema 6.11. Para todo α e β em Dq−1, vale

a)
(
αβ
P

)
=
(
α
P

) (
β
P

)
;

b) Se α− β ∈ P, então
(
α
P

)
=
(
β
P

)
;

c) Se α ∈ Dm,
(
α
P

) q−1
m =

(
α
P

)
m

.

E com isso, podemos definir o seguinte caracter.

Definição 6.12. Como Dq−1

P
∼= Fq, se t ∈ Fq definimos ω(t) =

(
γ
P

)
, onde t = γ ∈ Dq−1

P .

Assim, como ω(ζ
i

q−1) =
(
ζiq−1

P

)
= ζ iq−1, temos que ω é um caracter de ordem q − 1.

Definição 6.13. Para cada a ∈ Z≥0, definimos ga = g(ω−a, ψ). Observemos que g(P) =

g q−1
m

.

Teorema 6.14. ordP(ga) = σp(a).

Demonstração. Provaremos primeiro para a = 1.

g1 =
∑
t∈Fq

ω(t)−1ζTr(t)p =
∑
t∈Fq

ω(t)−1(1− λp)Tr(t).

Observemos que ord(ζq−1) = q − 1, portanto F∗q = 〈ζq−1〉. Assim

g1 =

q−1∑
i=1

ω(ζ
i

q−1)−1(1− λp)Tr(ζ
i
q−1) =

q−2∑
i=1

ζ−iq−1(1− λp)mi ,

onde mi ≡ Tr(ζ
i

q−1) (mod p).

Notemos que (1− λp)mi =
∑mi

j=0

(
mi
j

)
(−λp)mi−j ≡ 1−miλp (mod P2). Portanto

g1 ≡
q−2∑
i=0

ζ−iq−1(1−miλp) (mod P2)

≡ (−
q−2∑
i=0

miζ
−i
q−1)λp (mod P2)

≡ −λp
q−2∑
i=0

ζ−iq−1(ζ iq−1 + ζ ipq−1 + · · ·+ ζ ip
f−1

q−1 ) (mod P2)

≡ −λp(q − 1) ≡ λp (mod P2),

já que
∑q−2

i=0 ζ
i(pj−1)
q−1 = 0, para todo 1 ≤ j ≤ q − 2, e

∑q−2
i=0 ζ

0
q−1 = q − 1.
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Portanto, g1 ≡ λp (mod P2), o que implica que g1 ≡ λp (mod P) e, como ordP(λp) =

1, conclúımos que

ordP(g1) = 1 = σp(1).

Seja θ(a) = ordP(ga). Sabemos que θ(1) = 1. Vamos mostrar agora que θ(a + b) ≤
θ(a) + θ(b) quando 1 ≤ a, b, a+ b ≤ q − 1.

Do Lema 4.4 d), temos que

ordP(gagb) = ordP(J(ω−a, ω−b)ga+b) = ordP(J(ω−a, ω−b)) + ordP(ga+b).

Portanto θ(a+ b) ≤ θ(a) + θ(b). Mais ainda, como J(ω−a, ω−b) ∈ Q(ζq−1), pelo Lema 6.8

c) ordP(J(ω−a, ω−b)) = p− 1, logo θ(a) + θ(b) ≡ θ(a+ b) (mod p− 1).

Agora vamos mostrar que θ(pa) = θ(a).

gpa =
∑
t∈Fq

ω(t)−paψ(t) =
∑
t∈Fq

ω(tp)−aψ(t).

Notemos que Tr(tp) = Tr(t) e t 7→ tp é automorfismo em Fq, logo

gpa =
∑
t∈Fq

ω(tp)−aψ(tp) =
∑
t∈Fq

ω(t)−aψ(t) = ga.

Portanto θ(pa) = θ(a).

Conclúımos então que para todo 1 ≤ a ≤ p − 1, θ(a) = a = σp(a) e, em geral,

se a = a0 + a1p + · · · + af−1p
f−1, então θ(a) ≤ θ(a0) + θ(a1) + · · · + θ(af−1) e θ(a) ≡

θ(a0)+θ(a1)+ · · ·+θ(af−1) (mod p−1). Ou seja, θ(a) ≤ σp(a) e θ(a) ≡ σp(a) (mod p−1).

Por fim, basta mostrar que
∑q−2

a=1 θ(a) = (p−1)(p−2)f
2

=
∑q−2

a=1 σp(a) e teremos θ(a) =

σp(a).

Para isso, pelo Lema 4.2 b), gagq−1−a = ω(−1)aq, logo

θ(ga) + θ(gq−1−a) = ordP(ga) + ordP(gq−1−a) = ordP(ω(−1)aq)

= ordP(q) = ordP(p) · f = (p− 1)f.

Somando em a,
q−2∑
a=1

θ(ga) + θ(gq−1−a) = (p− 1)(q − 2)f.

Observemos que
∑q−2

a=1 θ(ga) =
∑q−2

a=1 θ(gq−1−a), logo
∑q−2

a=1 θ(a) = (p−1)(q−2)f
2

.

Corolário 6.15. ordP (Φ(P )) = m
p−1

σp
(
q−1
m

)
.

Demonstração. Pelo Lema 6.8 c), ordP(Φ(P )) = (p− 1)ordP (Φ(P )). Mas ordP(Φ(P )) =

ordP(g(P )m) = mσp
(
q−1
m

)
, já que g(P ) = g(XP , ψ) = g q−1

m
. Portanto ordP (Φ(P )) =

m
p−1

σp
(
q−1
m

)
.
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Sabemos, pela Proposição 6.1 c), que |Φ(P )|2 = qm = pfm, portanto (p) ⊂ Φ(P ).

Assim, todo ideal primo na decomposição de Φ(P ) deve conter p. Mais ainda, notemos

que se P ′ é um ideal primo que contém p, então existe automorfismo τ de Q(ζm)
Q tal que

P ′ = P τ−1
. Definimos então Pt := P τ−1

t para 1 ≤ t ≤ m, com (m, t) = 1.

Lema 6.16. ordPt(Φ(P )) = m
p−1

σp
(
t q−1
m

)
.

Demonstração. Seja t′ tal que t′ ≡ t (mod m) e t′ ≡ 1 (mod p). Como (m, p) = 1, tal

sistema sempre tem solução pelo Teorema Chinês do Resto e, como t′ ≡ t (mod m),

Pt = Pt′ .

Seja α = ordPt′ (Φ(P )), então Φ(P ) = (P τ−1
t′ )αL e Φ(P )τt′ = PαLτt′ , onde L é um pro-

duto de ideais primos distintos de Pt′ . Logo, α = ordP (Φ(P )τt′ ). Assim, g(P )τt′ =(∑
r∈Fq XP (r)ψ(r)

)τt′
=
∑

r∈Fq XP (r)tψ(r). Como Φ(P ) = g(P )m, conclúımos que

Φ(P )τt =
(∑

r∈Fq XP (r)tψ(r)
)m

= gmu , com u = t q−1
m

. Portanto ordP (Φ(P )τt) = ordP (gmu ) =
m
p−1

σp
(
t q−1
m

)
.

Teorema 6.17 (Relação de Stickelberger). Seja P um ideal primo de Dm tal que m /∈ P
e P ∩ Z = pZ. Então

Φ(P ) = P
∑
t∈T tτ

−1
t ,

onde T = {t ∈ N | 1 ≤ t ≤ m− 1 e (t,m) = 1}.

Demonstração. Seja

G(P ) = {τ ∈ Gal(Q(ζm) : Q) | P τ = P}

o subgrupo de Gal(Q(ζm) : Q) que fixa P , também conhecido como estabilizador de P .

Sabe-se que τp ∈ G(P ) e 〈τp〉 ⊆ G(P ). Pela Proposição 5.11, para cada ideal primo Pi que

contém p, existe um automorfismo em Gal(Q(ζm) : Q) que leva P em Pi. Portanto, se s

é o número de ideais primos que contêm p, então s · |G(P )| = |Gal(Q(ζm) : Q)| = ϕ(m).

Logo, como f é o menor inteiro tal que pf ≡ 1 (mod m), pelas Proposições 5.13 e 6.6,

segue que |〈τp〉| = f = ϕ(m)
s

= |G(P )|. Portanto G(P ) é ćıclico gerado por τp.

Denotamos por {t1, t2, · · · , ts} um conjunto de representantes de
( Z
mZ)

∗

〈p〉 , isto é, para

todo 1 ≤ t ≤ m, com (t,m) = 1, existem 1 ≤ i ≤ s e 0 ≤ j ≤ f − 1 únicos tais que t ≡ tip
j

(mod m).

Assim, pelo lema anterior, tomando αi = m
p−1

σp(ti
q−1
m

), temos que

Φ(P ) =
s∏
i=1

(
P τ−1

ti

)αi
= P

∑s
i=1 αiτ

−1
ti = PΛ.

Usando o Lema 6.4,

Λ = m
s∑
i=1

f−1∑
j=0

{
pjti
m

}
τ−1
ti
τ−1
pj

= m
∑
T

{
t

m

}
τ−1
t =

∑
T

tτ−1
t ,

onde T = {t ∈ N | 1 ≤ t ≤ m e (t,m) = 1}.
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Reparemos que Λ = mΘ, onde Θ é o Elemento de Stickelberger da Definição 5.2.

A seguinte relação será utilizada na demonstração do Teorema de Ax.

Teorema 6.18 (Congruência de Stickelberger). Seja 0 ≤ a ≤ q − 1 um número inteiro

tal que (af−1 · · · a1a0)p =
∑f−1

j=0 ajp
j é sua representação na base p. Se σp(a) =

∑f−1
i=0 ai,

ρp(a) =
∏f−1

i=0 ai! e λ = −λp = ζp − 1, então

gaρp(a)

λσp(a)
≡ −1 (mod P).

Demonstração. Primeiramente provaremos este teorema para 1 ≤ a ≤ p− 1. Sejam ω o

caracter multiplicativo de Fq, como na Definição 6.12, e 1 ≤ n, r ≤ q − 1. Observemos que

J(ω−n, ω−r) = J(ωq−1−n, ωq−1−r). Portanto,

J(ωq−1−n, ωq−1−r) =
∑
t∈Fq

ω(t)q−1−nω(1− t)q−1−r

≡
∑
µ

µq−1−n(1− µ)q−1−r (mod P),

onde µ percorre todas as classes residuais não nulas módulo P . Assim,

J(ωq−1−n, ωq−1−r) ≡
∑
µ

µq−1−n(1− µ)q−1−r (mod P)

≡
∑
µ

µq−1−n
( q−1−r∑

k=0

(
q − 1− r

k

)
(−µ)k

)
(mod P)

≡
∑
µ

q−1−r∑
k=0

(−1)k
(
q − 1− r

k

)
µk+q−1−n (mod P)

≡
q−1−r∑
k=0

(−1)k
(
q − 1− r

k

)∑
µ

µk+q−1−n (mod P).

Pela Proposição 3.1, segue que

∑
µ

µk+q−1−n =

0 (mod P), se (q − 1) - (k − n)

−1 (mod P), se (q − 1)|(k − n).

Como (q − 1)|(k − n) se, e somente se, k = n, temos que

J(ωq−1−n, ωq−1−r) ≡ (−1)n+1

(
q − 1− r

n

)
(mod P)

≡ (−1)n+1 (q − 1− r) · · · (q − n− r)
n!

(mod P)

≡ (−1)n+1(−1)n
(1 + r) · · · (n+ r)

n!
(mod P)

≡ −(r + n)!

n!r!
(mod P).
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Portanto, se 1 < a ≤ p − 1, vale que J(ω−1, ω−(a−1)) ≡ −a (mod P). Mais ainda, do

Lema 4.4, sabemos que gngr = J(w−n, ω−r)gr+n, logo,

ga ≡ −
1

a
ga−1g1 (mod P).

Aplicando este processo indutivamente, obtemos

ga ≡
(−1)a−1

a!
ga1 (mod P).

Agora vamos calcular ga1 módulo Pa+1. Notemos que
∑

µ ω
−1(µ) = 0, assim temos que

g1 =
∑
µ

ω−1(µ)ζTr(µ)
p

=
∑
µ

ω−1(µ)(ζTr(µ)
p − 1)

Dividindo por λp = 1− ζp e lembrando que
ζrp−1

1−ζp ≡ −r (mod λp) e que ordP(λp) = 1,

temos

g1

λp
=
∑
µ

ω−1(µ)
(ζ
Tr(µ)
p − 1)

1− ζp

≡ −
∑
µ

ω−1(µ)Tr(µ) (mod P)

≡ −
∑
µ

µ−1(µ+ µp + · · ·+ µp
f−1

) (mod P)

≡ −(q − 1) ≡ 1 (mod P).

Notemos que última igualdade foi utilizado que
∑

µ µ
j = 0, para todo j 6= 0 e

∑
µ 1 = q−1.

Portanto ga1 ≡ λap (mod Pa+1) e

ga ≡
(−1)a+1λap

a!
(mod Pa+1).

Agora, se 1 ≤ a ≤ p−1 e k ∈ Z>0, então gpka =
∑

µ ω(µ)−p
kaζ

Tr(µ)
p =

∑
µ ω(µp

k
)−aζ

Tr(µp
k

)
p =

ga, logo

gpka ≡
(−1)a+1λap

a!
(mod Pa+1)

e, de outra forma,
gpka
λap
≡ (−1)a+1

a!
(mod P).

Já obtemos a congruência para números entre 1 e p− 1 e para múltiplos de p. Agora

iremos provar para 1 ≤ a ≤ q − 1, utilizando sua representação na base p, (af−1 · · · a1a0)p,

e o Lema 4.4. A prova segue por indução sobre o número de algarismos não nulos de a na

base p.
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Assim, se a = pkak + plal, com 1 ≤ ak, al ≤ p− 1 e 0 ≤ k < l, então, pelo Lema 4.4,

ga = gpkak+plal =
gpkakgplal

J(ω−pkak , ω−plal)
.

Notemos que,

J(ω−p
kak , ω−p

lal) ≡ −(pkak + plal)!

(pkak)!(plal)!

≡ −(pkak + plal) · · · (1 + plal)

(pkak)!
(mod P)

≡ −(pkak)!

(pkak)!
≡ −1 (mod P). (6.1)

Portanto

ga

λak+al
p

=
gak
λalp

gal
λalp

1

J(ω−pkak , ω−plal)

≡ (−1)ak+1

ak!

(−1)al+1

al!
(−1) (mod P)

≡ (−1)σp(a)+1

ρp(a)
(mod P).

Suponhamos agora que o resultado vale se a tem s− 1 algarismos não nulos na base

p. Suponhamos que a tem s algarismos não nulos na base p e a = b+ plal, com pl > b e

1 ≤ al ≤ p− 1. Assim, temos ga =
gbgplal

J(w−b,ω−p
lal )

e, analogamente à (6.1),

J(w−b, ω−p
lal) ≡ −1 (mod P).

Portanto,

ga

λ
σp(a)
p

=
gb

λ
σp(b)
p

gal
λalp

1

J(ω−b, ω−plal)

≡ (−1)σp(b)+1

ρp(b)

(−1)al+1

al!
(−1) (mod P)

≡ (−1)σp(a)+1

ρp(a)
(mod P),

como queŕıamos provar.
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7 Reciprocidade de Eisenstein

Com a Relação de Stickelberger temos o necessário para a demonstração da Reciproci-

dade de Eisenstein, como é mostrado na seção 14.5 de [IR]. A Reciprocidade de Eisenstein

é um teorema importante no estudo dos corpos ciclotômicos, entretanto, esse resultado

não será utilizado nos demais caṕıtulos. Assim, não há mal em pular diretamente para o

Caṕıtulo 8, onde apresentaremos os números e corpos p-ádicos.

Utilizaremos as mesmas notações do caṕıtulo anterior, tomando m um inteiro positivo

e ζm uma raiz m-ésima da unidade.

Lema 7.1. Se m é um natural ı́mpar, então as únicas ráızes da unidade em Q(ζm) são

±ζjm com j = 1, · · · ,m.

Demonstração. Seja θ ∈ Q(ζm) uma raiz da unidade. Assim, θ =
∑ϕ(m)

j=1 ajζ
j
m e θk = 1

para algum k 6= 0. Provaremos que k divide m.

Se 4|k, então θ
k
4 = ±

√
−1 ∈ Q(ζm) e Q(i) ⊂ Q(ζm). Notemos que 2 = (1 + i)2

(
1−i
1+i

)
e(

1−i
1+i

)
é uma unidade em Q(i), logo 2 se ramifica em Q(i). Mas, pela demonstração do

Lema 6.8, 2 não se ramifica em Q(ζm), pois 2 - m. Absurdo! Portanto 4 - k.

Se 2|k, podemos escrever k = 2k0 e θ = ±ζjk0 , portanto, podemos assumir k ı́mpar.

Como θ ∈ Q(ζm), temos Q(θ) ⊂ Q(ζm). Assim, existe uma raiz l-ésima da unidade

em Q(ζm), para l = mmc(k,m). Ou seja, Q(ζl) ⊆ Q(ζm). Porém, reparemos que

[Q(ζl) : Q] = ϕ(l) = ϕ(m k
(m,k)

) ≥ ϕ(m) = [Q(ζm) : Q]. Logo l = m e k|m.

Lema 7.2. Seja K uma extensão galoisiana de grau n de Q e seja Gal(K : Q) = {τi :

K → K, para i = 1, · · · , n} o grupo de Galois da extensão K. Se α ∈ OK é tal que

|τi(α)| ≤ 1 para todo 1 ≤ i ≤ n, então α é uma raiz da unidade.

Demonstração. Para todo l ∈ N, definamos fl(x) =
∏n

i=1(x−τi(αl)). Como α é um inteiro

algébrico, então fl(x) ∈ Z[x]. Notemos que

(−1)j
∑

1≤i1<···<ij≤n

τi1(α
l) · · · τij(αl) = aj,l

é o coeficiente de xj em fl(x).

Assim, |aj,l| é inteiro e |aj,l| ≤
∑

i1<···<ij |τi1(α
l)| · · · |τij(αl)| ≤

(
n
j

)
, logo só existe

um número finito de aj,l, ou seja, existem infinitos li tais que fl1(x) = fli(x), com

l1 < l2 < · · · < li < · · · . Observemos que os polinômios flj(x) têm as mesmas ráızes, não

necessariamente na mesma ordem, mas como existem infinitos lj podemos garantir que há

dois destes com ráızes na mesma ordem. Assim, podemos tomar ls < lr tais que αlr = αls .

Logo αlr−ls = 1 e α é uma raiz da unidade.
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Definição 7.3. Seja A ⊂ Dm ideal tal que A e (m) são coprimos. Se A = P1 · · ·Pn,

definimos Φ(A) = Φ(P1) · · ·Φ(Pn), onde Φ(P ) = g(P )m.

Proposição 7.4. Sejam A e B ideais em Dm coprimos com (m) e α ∈ Dm coprimo com

m. Se γ =
∑

(t,m)=1 tτ
−1
t , então

a) Φ(AB) = Φ(A)Φ(B);

b) |Φ(A)|2 = (N(A))m;

c) (Φ(A)) = Aγ;

d) Φ((α)) = ε(α)αγ, onde ε(α) é uma unidade em Dm.

Demonstração.a) Este item é uma consequência direta da definição;

b) |Φ(A)|2 = |Φ(P1) · · ·Φ(Pn)|2 =
∏n

j=1 |Φ(Pj)|2 =
∏n

j=1 |g(Pj)m|2 =∏n
j=1 |g(Pj)

2|m. Como |g(Pj)|2 = | Dm
(Pj)
|, então

∏n
j=1 |

Dm
(Pj)
|m = N(A)m;

c) Φ(A) = Φ(P1 · · ·Pn) = Φ(P1) · · ·Φ(Pn). Pela Relação de Stickelberger, Φ(P1) · · ·Φ(Pn) =

P γ
1 · · ·P γ

n = (P1 · · ·Pn)γ;

d) Pela parte c), (Φ((α))) = (α)γ = (αγ), logo Φ((α)) e αγ diferem por uma unidade e

Φ((α)) = ε(α)αγ, onde ε(α) é uma unidade.

Para simplificar a notação, denotaremos Φ((α)) apenas por Φ(α).

Lema 7.5. Sejam A ⊆ Dm um ideal coprimo com m e τ : Q(ζm)→ Q(ζm) um automor-

fismo que fixa Q. Então Φ(A)τ = Φ(Aτ ).

Demonstração. g(P ) =
∑

α∈Dm
P

(
α
P

)−1
ζ
Tr(α)
p .

Seja τ : Q(ζm, ζp)→ Q(ζm, ζp) um automorfismo tal que τ |Q(ζm) = τ e τ |Q(ζp) = id.

g(P )τ =
∑
α∈Dm

P

((α
P

)−1

m

)τ
ζTr(α)
p =

∑
α∈Dm

P

(
ατ

P τ

)−1

m

ζTr(α)
p .

Reparemos que Tr(α) = Tr(ατ ), portanto,

g(P )τ =
∑
α∈Dm

P

(
ατ

P τ

)−1

m

ζTr(α
τ )

p = g(P τ ).

Assim, como g(P ) ∈ Q(ζm), segue que g(P )τ = g(P )τ = g(P τ ) e, como g e τ são

multiplicativas, g(A)τ = g(Aτ ).

Lema 7.6. Para α ∈ Dm, vale que |αγ|2 = |N(α)|m.
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Demonstração. Notemos que τ−1(ζm) = ζ−1
m = ζm. Logo |αγ|2 = αγαγ = αγαγτ−1 =

αγ(1+τ−1).

Por outro lado,

τ−1γ = τ−1

∑
(t,m)=1
1≤t≤m

tτ−1
t =

∑
(t,m)=1
1≤t≤m

tτ−1
−t

=
∑

(t,m)=1
1≤t≤m

tτ−1
m−t.

Notemos que se t percorre todos os coprimos com m entre 1 e m, m − t também

percorre. Assim, escrevendo t = m− (m− t), temos

τ−1γ =
∑

(t,m)=1
1≤t≤m

tτ−1
m−t = m

∑
(t,m)=1
1≤t≤m

τ−1
m−t −

∑
(t,m)=1
1≤t≤m

(m− t)τ−1
m−t

= m
∑

(t,m)=1
1≤t≤m

τ−1
m−t − γ,

logo, γ(1 + τ−1) = m
∑

(t,m)=1
1≤t≤m

τt. Portanto |αγ|2 = αm
∑
τt = N(α)m.

Proposição 7.7. Seja α ∈ Dm tal que α é coprimo com m. Então Φ(α) = ε(α)αγ, onde

ε(α) = ±ζ im.

Demonstração. Da Proposição 7.4 d), sabemos que Φ(α) = ε(α)αγ. Tomando o módulo

ao quadrado,

|Φ(α)|2 = |ε(α)|2|αγ|2 = |ε(α)|2|N(α)|m.

Da Proposição 7.4 b), |Φ(α)|2 = |N(α)|m, ou seja, |ε(α)|2 = 1. Mais ainda, podemos

usar o Lema 7.5 e este mesmo racioćınio para obter |τ(ε(α))| = 1 para todo τ automorfismo

de Q(ζm). Portanto, os Lemas 7.1 e 7.2 nos garantem que ε(α) = ±ζ im.

Proposição 7.8. Sejam P, P ′ ⊆ Dm ideais primos e coprimos com m e sejam N(P ) e

N(P ′) primos entre si. Então
(

Φ(P )
P ′

)
m

=
(
N(P ′)
P

)
m

.

Demonstração. Seja q′ = p′f
′

= N(P ′) e ψ um caracter aditivo. Portanto q′ ≡ 1 (mod m)
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e

g(P )q
′ ≡

∑
t∈Fq

XP (t)q
′
ψ(t)q

′
(mod p′)

≡
∑
t∈Fq

XP (t)ψ(q′t) (mod p′)

≡
∑
t∈Fq

XP (q′)−1XP (q′t)ψ(q′t) (mod p′)

≡ XP (q′)−1g(P ) (mod p′)

≡
(
q′

P

)
m

g(P ) (mod p′),

lembrando que XP (a) =
(
a
P

)−1

m
. Como g(P ) é primo com P ′, temos que g(P )q

′−1 ≡
(
q′

P

)
m

(mod P ′).

Assim,
(

Φ(P )
P ′

)
m
≡ Φ(P )

q′−1
m = g(P )q

′−1 ≡
(
q′

P

)
m
≡
(
N(P ′)
P

)
m

(mod P ′). Se
(

Φ(P )
P ′

)
m
≡

ζ im (mod P ′) e
(
N(P ′)
P

)
m
≡ ζjm (mod P ′), podemos assumir sem perda de generalidade

que i ≤ j, logo (ζ im − ζjm) = ζ im(ζj−im − 1) ∈ P ′. Se i 6= j, temos que (ζj−im − 1) ∈ P ′ é um

divisor de m e m /∈ P ′, absurdo! Portanto i = j e
(

Φ(P )
P ′

)
m

=
(
N(P ′)
P

)
m

, como queŕıamos

provar.

Corolário 7.9. Se A e B são ideais em Dm coprimos com m e N(A) e N(B) são coprimos,

então
(
N(B)
A

)
m

=
(

Φ(A)
B

)
m

.

Demonstração. O resultado é imediato por multiplicatividade.

Corolário 7.10. Sejam A e B como no corolário anterior e A = (α). Então
(
ε(α)
B

)
m

(
α

N(B)

)
m

=(
N(B)
α

)
m

.

Demonstração. Primeiro, notemos que(
N(B)

A

)
m

=

(
Φ(A)

B

)
m

=

(
ε(α)

B

)
m

(
αγ

B

)
m

.

Em seguida, observemos que(
αtτ

−1
t

B

)
m

=

(
ατ
−1
t

B

)t

m

=

(
ατ
−1
t

B

)τt

m

=
( α

Bτt

)
m
.

Finalmente,(
N(B)

α

)
m

=

(
ε(α)

B

)
m

∏
1≤t≤m
(t,m)=1

( α

Bτt

)
m

=

(
ε(α)

B

)
m

(
α

N(B)

)
m

.

A partir de agora tomaremos m = l, um primo ı́mpar.
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Lema 7.11. Se A ⊂ Dl é um ideal coprimo com l, então Φ(A) ≡ ±1 (mod l).

Demonstração. É suficiente mostrar que Φ(P ) ≡ −1 (mod l) para P ideal primo. Temos

Φ(P ) = g(P )l =

∑
t∈Fq

XP (t)ψ(t)

l

≡
∑
t∈Fq

XP (t)lψ(t)l (mod l)

≡
∑
t∈Fq

XP (t)lψ(lt) (mod l).

Notemos que XP (t) é igual a 0 se t = 0, e igual a uma raiz l-ésima da unidade se t 6= 0,

portanto

Φ(P ) ≡
∑
t∈F∗q

ψ(lt) (mod l)

≡ −1 (mod l),

uma vez que
∑

t∈Fq ψ(t) = 0 e ψ(0) = 1.

Para o próximo lema, precisamos lembrar da seguinte definição do Capitulo 5:

Definição 7.12. Dizemos que α ∈ Dl é primário se α é primo com l e α ≡ x (mod (1−ζl)2)

para algum x ∈ Z.

Lema 7.13. Se α ∈ Dl é primário, então ε(α) = ±1.

Demonstração. Lembrando que l = u(1− ζl)l−1, onde u é uma unidade de Dl, assim os

únicos fatores primos de l são (1− ζl). Tomando τ ∈ Gal(Q(ζl);Q), temos que τ fixa l,

portanto (1− ζl)τ = (1− ζl). Mais ainda, (1− ζl)γ ⊆ (1− ζl).
Como Φ(α) = ε(α)αγ, pelo Lema 7.11, ε(α)αγ ≡ ±1 (mod l). Como α é primário,

α ≡ x (mod (1− ζl)2) para algum x ∈ Z. Portanto,

αγ ≡ xγ ≡ x1+···+(l−1) = x
l(l−1)

2 (mod (1− ζl)2),

mas x
l−1
2 ≡ ±1 (mod l), logo x

l−1
2 ≡ ±1 (mod (1− ζl)2) e

αγ ≡ (±1)l ≡ ±1 (mod (1− ζl)2).

Segue então que ε(α) ≡ ±1 (mod (1−ζl)2). Da Proposição 7.7, sabemos que ε(α) = ±ζjl .
Além disso, é fácil ver que ζjl ≡ 1 (mod 1− ζl), portanto ζjl ≡ 1 (mod (1− ζl)2). Basta

mostrar que l divide j. Temos
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0 ≡ (ζjl − 1) (mod (1− ζl)2),

dividindo por 1− ζl,

0 ≡ (ζj−1
l + · · ·+ ζl + 1) (mod 1− ζl)

0 ≡ j (mod 1− ζl),

logo l|jl−1, mas l é primo, assim l|j e ε(α) = ±1.

Proposição 7.14. Sejam α ∈ Dl primário, B um ideal primo com l e N(B) primo com

α. Então
(

α
N(B)

)
l
=
(
N(B)
α

)
l
.

Demonstração. Já provamos até aqui que(
N(B)

α

)
l

=

(
ε(α)

B

)
l

(
α

N(B)

)
l

=

(
±1

B

)
l

(
α

N(B)

)
l

.

Portanto, resta mostrar que
(
ε(α)
B

)
l
= 1. Como l é ı́mpar, (±1)l = ±1, assim

(
ε(α)

B

)
l

=

(
±1

B

)
l

=

(
(±1)l

B

)
l

=

(
±1

B

)l
l

= 1,

como queŕıamos provar.

Teorema 7.15 (Reciprocidade de Eisenstein). Sejam l um primo ı́mpar, a ∈ Z primo

com l e α ∈ Dl primário. Se a e α são coprimos, então
(
α
a

)
l
=
(
a
α

)
l
.

Demonstração. Como os dois lados da igualdade são multiplicativos, basta mostrar para

a = p primo em Dl. Seja P um ideal primo contendo p e N(P ) = q = pf . Pela proposição

anterior,
(

α
N(P )

)
l
=
(
N(P )
α

)
l
, logo,

(
α
pf

)
l
=
(
pf

α

)
l

e
(
α
p

)f
l

=
(
p
α

)f
l
.

Notemos que f |(l − 1), logo (f, l) = 1, portanto, existem a, b ∈ Z tais que af + bl = 1.

Como
(
α
p

)l
l
=
(
p
α

)l
l
= 1, conclúımos que

(
α
p

)af+bl

l
=
(
p
α

)af+bl

l
e, finalmente,(α

a

)
l
=
( a
α

)
l
.
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8 Corpos p-ádicos

As demonstrações do Teorema de Ax e da generalização final dos Teoremas de Ax-Katz

e Chevalley-Warning se baseiam na relação existente entre Fq e uma extensão do corpo

dos números p-ádicos. Portanto, neste caṕıtulo introduziremos a norma p-ádica e, a partir

dos números racionais, construiremos o corpo p-ádico para então encontrar tal relação. Os

resultados apresentados neste caṕıtulo podem ser encontrados em [Rob] e em [BBC19].

Definição 8.1.a) Dado (A,+, ·) anel, dizemos que (A, ||·||) é uma norma se ||·|| : A → R
é uma função com as seguintes propriedades:

1) ||a|| ≥ 0;

2) ||a|| = 0 se, e somente se, a = 0;

3) ||a+ b|| ≤ ||a||+ ||b||;

4) ||ab|| = ||a|| · ||b||.

b) Dada uma norma || · || denotamos por d(a, b) = ||a− b|| a métrica associada a || · ||.

c) Dizemos que || · || é não arquimediana se ||a+ b|| ≤ max{||a||, ||b||}.

Definição 8.2. Para n ∈ Z∗, dizemos que a valoração de n, denotada por υp(n), é a

maior potência de p que divide n. Denotamos a valoração em 0 por υp(0) =∞.

A definição da função υp pode ser estendida para os números racionais de tal forma

que υp(
a
b
) = υp(a)− υp(b).

Teorema 8.3. Para cada p primo e α > 1, a função || · ||p,α : Q → R≥0 definida por

a 7→ α−υp(a) é uma norma.

Demonstração. 1) ||a||p,α = α−υp(a) ≥ 0.

2) ||a||p,α = 0⇔ α−υp(a) = 0⇔ υp(a) =∞⇔ a = 0.

3) ||a+ b||p,α = α−υp(a+b). Consideramos dois casos

� Se υp(a) < υp(b)

υp(a+ b) = υp(a) e ||a+ b||p,α = α−υp(a) ≤ max{||a||p,α, ||b||p,α}.

� Se υp(a) = υp(b)

υp(a+ b) ≥ υp(a) e ||a+ b||p,α ≤ α−υp(a) = max{||a||p,α, ||b||p,α}.

4) ||ab||p,α = α−υp(ab) = α−υp(a)α−υp(b) = ||a||p,α||b||p,α.

Logo || · ||p,α é uma norma não arquimediana.
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Tomando p primo e α > 1, dp,α(a, b) = ||a − b||p,α define uma métrica e um espaço

topológico. Uma pergunta natural é qual a relação dos espaços topológicos definidos por

dp,α e dp,β para α, β > 1? A seguinte proposição responderá esta pergunta.

Proposição 8.4. Para p primo e α e β reais maiores que 1, dp,α e dp,β definem a mesma

topologia.

Demonstração. Basta mostrar que um aberto de uma topologia pode ser coberto por

abertos da outra.

Sejam a ∈ Q, r > 0 e Bα(a, r) = {c ∈ Q | ||a− c||p,α < r}. Se c ∈ Bα(a, r), queremos

encontrar δ > 0 tal que Bβ(c, δ) ⊆ Bα(a, r).

Mas x ∈ Bβ(c, δ) equivale a ||c−x||p,β < δ, ou seja, β−υp(c−x) < δ e υp(c−x) > − logβ δ.

Por outro lado, x ∈ Bα(a, r) implica que υp(a− x) > − logα r.

Como υp(a − x) = υp((a − c) + (c − x)) ≥ min{υp(a − c), υp(c − x)}, queremos que

− logβ δ seja maior que − logα r. Assim, tomando δ < βlogα r temos que Bβ(c, δ) ⊆ Bα(a, r)

e as topologias são iguais.

Definição 8.5. Tomando a ∈ Q e α = p, dizemos que ||a||p := pυp(a) é a norma p-ádica

de a.

Definição 8.6. Seja {xn}n uma sequência de racionais. Dizemos que {xn}n é uma

sequência de Cauchy com respeito à norma p-ádica se, para todo ε > 0, existe N > 0 tal

que ||xn − xm||p < ε para todo n,m > N .

Tomemos Cp, o conjunto das sequências de Cauchy formada por números racionais com

respeito à norma p-ádica, e ∼ a relação de equivalência tal que {xn} ∼ {yn} se, para todo

ε > 0, existe N > 0 tal que ||yn − xm||p < ε para todo n,m > N . Definimos Qp := Cp/ ∼
como o completamento p-ádico dos racionais. Estendemos a função υp em Qp, definindo-a

como υp(x) = limn→∞ υp(an), para todo x ∈ Qp tal que limn→∞ an = x, com {an}n ∈ Cp.

Teorema 8.7. Sejam Zp := {x ∈ Qp | υp(x) ≥ 0} e Ip := {x ∈ Qp | υp(x) > 0}. Então

Zp é um anel e Ip é o seu único ideal maximal.

Demonstração. Sejam A ⊆ Zp um ideal e C a imagem de A pela aplicação υp. Sejam n0 o

elemento mı́nimo de C e a ∈ A tal que υp(a) = n0.

Se n0 = 0 e b ∈ Zp então υp(ba
−1) = υp(b) ≥ 0, portanto, ba−1 ∈ Zp. Assim

b = (ba−1)a ∈ A pois A é ideal, logo A = Zp.
Se n0 ≥ 1, então para todo c ∈ A tem-se υp(c) ≥ 1. Assim υp(cp

−1) ≥ 0, segue que,

cp−1 ∈ Zp e, desta forma, c = (cp−1)p ∈ Ip. Portanto A ⊆ Ip e Ip é ideal maximal.

Dada uma extensão de Qp de grau n, a chamaremos de K, temos n homomorfismos

de K em K que fixam Qp e permutam as ráızes do polinômio minimal que define a

extensão K. Se τi : K→ K, com i = 1, · · · , n, são tais homomorfismos, definimos a função
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NK|Qp : K→ Qp como NK|Qp(α) =
∏n

i=1 τi(α). Com isso, queremos estender a valoração

υp de Qp para K.

Seja Vp : K → Q tal que Vp|Qp = υp e Vp(α) = Vp(τi(α)), para todo i = 1, · · · , n, e

para todo α ∈ K. Assim, notemos que

υp(NK|Qp(α)) = Vp(NK|Qp(α)) = Vp(
n∏
i=1

τi(α)) =
n∑
i=1

Vp(τi(α)) = n · Vp(α).

Portanto, podemos definir a extensão de υp para K, como

Vp(α) =
1

n
υp(NK|Qp(α)).

Por abuso de notação, denotaremos por υp a extensão de υp.

Seja π o elemento em K com a menor valoração positiva. Definimos OK = {a ∈ K |
υp(a) ≥ 0}, o anel de inteiros de K e MK = πOK = {a ∈ OK | υp(a) > 0}, o seu ideal

maximal. Denotamos por k = OK
MK

o corpo residual de K.

Em particular, se a ∈ OK, então υp(pa) = υp(p) + υp(a) = 1 + υ(a) ≥ 1, logo pa ∈MK.

Ou seja, k é um corpo de caracteŕıstica p e Fp ⊂ k.

Definição 8.8. Definimos o grau residual de K como o inteiro

f = [k : Fp].

Definimos também o ı́ndice de ramificação de K como o inteiro

e = [υp(K∗) : υp(Q∗p)] = [υp(K∗) : Z],

onde υp(K∗) υp(Q∗p) são os grupos gerados pela valoração de K∗ e Q∗p.

Reparemos que, para todo a ∈ K∗, temos que ae ∈ Q∗p, pela definição do inteiro e. Em

particular, πe ∈ Q∗p e υp(π
e) > 0, portanto υp(π

e) ≥ 1. Mostraremos que υp(π
e) = 1.

Se υp(π
e) > 1, então υp

(
πe

p

)
> 0 e υp(π) = υp(π

eπ−(e−1)) > υp(pπ
−(e−1)). Se

υp(pπ
−(e−1)) ≤ 0, então υp(p) ≤ υp(π

(e−1)) < υp
(
p
π

)
, absurdo! Logo υp(π) > υp(pπ

−(e−1)) >

0, mas π é mı́nimo, absurdo! Assim, υp(π
e) = 1 e υp(π) = 1

e
.

Proposição 8.9. Se K é uma extensão de grau n sobre Qp, com ı́ndice de ramificação e,

corpo residual k e grau residual f , então vale que e ≤ n e f ≤ n.

Demonstração. Sejam x1, x2 ∈ K∗ e a1, a2 ∈ Qp, tais que

υp(a1x1) = υp(a2x2) 6= 0.

Então υp(x1) = υp
(
a2
a1

)
+ υp(x2), logo x1 e x2 pertencem à mesma classe em K∗

O∗K
. Conse-

quentemente, se
∑
aixi é uma soma finita com xi em classes distintas, então não teremos

valuações iguais entre os termos da soma e
∑
aixi 6= 0 para todo ai ∈ Q∗p.
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Assim, tomando {π, π2, · · · , πe}, temos e classes distintas em K∗
Q∗p

e linearmente inde-

pendentes. Logo e = [K∗ : Q∗p] ≤ dimQp K = n.

Sejam v1, · · · , vn+1 ∈ k∗ classes distintas e sejam v1, · · · , vn+1 seus representantes em

K. Como n+ 1 > n = dimQp K, segue que

a1v1 + · · ·+ an+1vn+1 = 0,

para algum conjunto de ai ∈ Qp, não todos nulos.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que ai ∈ Zp, para todo i = 1, · · · , n+ 1,

mas nem todos pertencem a pZp. Assim, tomando a classe em k, temos que ai ∈ Fp não

são todos nulos e

a1v1 + · · ·+ an+1vn+1 = 0.

Logo v1, · · · , vn+1 são linearmente dependentes sobre Fp e f = [k : Fp] ≤ n.

Proposição 8.10. Se K é uma extensão de grau n sobre Qp, com ı́ndice de ramificação e,

corpo residual k e grau residual f , então vale que e · f = n

Demonstração. Sejam s1, · · · , sf ∈ OK, tais que s1, · · · , sf ∈ k formam uma base de

k sobre Fp. Gostaŕıamos de mostrar que o conjunto {siπj}, com i = 1, · · · , f e j =

0, · · · , e− 1, é uma base de k sobre Qp.

Afirmação: Os elementos {siπj}, com i = 1, · · · , f e j = 0, · · · , e−1, são Qp-linearmente

independentes.

De fato, tomemos ∑
1≤i≤f
0≤j<e

cijsiπ
j =

∑
0≤j<e

xjπ
j,

onde xj =
∑

1≤i≤f cijsi e cij ∈ Qp. Para cada j fixado, existe l(j) = l tal que υp(clj) ≤
υp(cij), para todo i = 1, · · · , f . Assim,

xj
clj

=
∑

1≤i≤f

(cij
clj

)
si =

∑
1≤i≤f

λisi,

onde υp(λi) ≥ 0, para todo i = 1, · · · , f e υp(λl) = 0.

Tomando a classe em k, como {si} são linearmente independentes sobre k, segue que

0 6=
∑

1≤i≤f

λisi ∈ k e
∑

1≤i≤f

λisi /∈MK.

Portanto, υp
(∑

1≤i≤f λisi
)

= 0 e υp(xj) = υp(clj) ∈ Z, para todo i = 1, · · · , f , uma vez

que clj é um elemento de Qp.

Assim, ∑
1≤i≤f
0≤j<e

cijsiπ
j =

∑
0≤j≤e

xjπ
j 6= 0,
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já que υp(xjπ
j) ∈ Z∗ + j

e
. Logo, para i = 1, · · · , f e j = 0, · · · , e− 1, vale que {siπj} são

linearmente independentes sobre Qp.

Seja

S :=
{ ∑

1≤i≤f
0≤j<e

cijsiπ
j | 0 ≤ cij ≤ p− 1

}
⊆ OK.

Se d1 ∈ OK, então d1 =
∑

1≤i≤f bi1si, com bi1 ∈ Fp. Ou seja, (d1−
∑

1≤i≤f bi1si) ∈MK

e, consequentemente, d1 −
∑

1≤i≤f bi1si = πd2, para algum d2 ∈ OK. Indutivamente,

constrúımos uma sequência tal que dj−1 −
∑

1≤i≤f bi(j−1)si = πdj. Portanto, temos que

d1 =
∑

1≤i≤f

bi1si + π
∑

1≤i≤f

bi2si + · · ·+ πj−1
∑

1≤i≤f

bijsi + · · · .

Logo, como πe = p, segue que

d1 =
∞∑
l=0

clp
l, com cl ∈ S

=
∞∑
l=1

( ∑
1≤i≤f
0≤j<e

cijlsiπ
j
)
pl

=
∑

1≤i≤f
0≤j<e

( ∞∑
l=0

cijlp
l
)
siπ

j.

Reparemos que
∑∞

l=0 cijlp
l ∈ Zp, logo OK ⊆ 〈siπj〉Zp .

Se a ∈ k, então existe u ∈ Z tal que pua ∈ OK. Ou seja,

pua =
∑

1≤i≤f
0≤j<e

mijsiπ
j,

com mij ∈ Zp. Logo

a =
∑

1≤i≤f
0≤j<e

(mijp
−u)siπ

j,

onde mijp
−u ∈ Qp. Portanto k ⊆ 〈siπj〉Qp ⊆ k, concluindo a prova.

Definição 8.11. Dada uma extensão finita K de Qp, dizemos que:

a) K é não ramificada quando e = 1;

b) K é completamente ramificada quando f = 1.

Observação 8.12. Se K é não ramificado, então MK = pOK.

A partir deste momento assumiremos que K é uma extensão não ramificada de grau f

sobre OK. Portanto o corpo residual k = OK
pOK

é isomorfo a Fq.

Lema 8.13. Sejam x, y ∈ OK e n ∈ Z>0. Se υp(x − y) > 0 então υp(x
pn − yp

n
) ≥

n+ υp(x− y).
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Demonstração. Se υp(y) > 0, então υp(y
pn) ≥ pnυp(y) ≥ n+ υp(y) e o lema é válido.

Para υp(y) = 0, faremos a prova por indução sobre o expoente n. Primeiramente

tomaremos n = 1. Se υp(x− y) > 0, então x = y + α, com υp(α) > 0, portanto, vale que

υp(x
p − yp) =υp((y + α)p − yp)

=υp
((p

1

)
αyp−1 +

(
p

2

)
α2yp−2 + · · ·+ αp

)
≥ min

1≤j≤p
{υp
((p
j

)
αjyp−j

)
}

= min{1 + υp(α), pυp(α)}

=1 + υp(α).

Suponhamos agora que o lema seja válido para todo natural menor ou igual a n. Para

n+ 1, temos

υp(x
pn+1 − ypn+1

) = υp((x
pn)p − (yp

n

)p),

pelo caso n = 1,

υp(x
pn+1 − ypn+1

) ≥ 1 + υp(x
pn − ypn)

e pela hipótese de indução,

υp(x
pn+1 − ypn+1

) ≥ 1 + n+ υp(x− y).

Lema 8.14. Seja x ∈ OK e q = pf . Se υp(x) > 0, então υp(x
qn(q−1)) ≥ fn. Se υp(x) = 0,

então υp(x
qn(q−1) − 1) ≥ fn.

Demonstração. Se υp(x) > 0, então υp(x
qn(q−1)) ≥ pfn(pf − 1) ≥ fn.

Se υp(x) = 0, então x ∈
( OK
MK

)∗
e, como OK

MK
é um corpo com q elementos, segue que

xq−1 = 1. Ou seja, xq−1 − 1 ∈MK.

Com isso, temos que υp(x
q−1 − 1) ≥ 1, logo, pelo lema anterior, segue que

υp(x
pfn(q−1) − 1p

fn

) ≥ fn+ υp(x
q−1 − 1) ≥ fn.

Definição 8.15. Seja Tq := {b ∈ K | bq = b}. Denominamos Tq como o levantamento de

Teichmuller de Fq em K.

Proposição 8.16. |Tq| = q.
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Demonstração. Seja a ∈ F∗q ∼=
(
OK
MK

)∗
. Então existe a0 ∈ OK tal que a0 = a. Consequen-

temente, aq0 − a0 = m0 ∈MK com υp(m0) = l0 > 0.

Seja a1 = a0 +m0. Notemos que

υp(a
q
1 − a1) =υp((a0 +m0)q − (a0 +m0))

=υp(a
q
0 +

(
q

1

)
aq−1m0 +m2

0r − a0 −m0),

onde m2
0r = (a0 +m0)q − aq0 −

(
q
1

)
aq−1m0. Assim,

υp(a
q
1 − a1) =υp

(
m0(

(
q

1

)
aq−1 +m0r)

)
≥l0 + min{υp(q), υp(m0)} ≥ l0 + 1.

Construindo indutivamente a sequência {aj}∞j=0 tal que υp(a
q
j − aj) ≥ m0 + j

f
, aj = a

e υp(aj+1 − aj) = υp(mj) ≥ m0 + j, temos que {aj} é uma sequência de Cauchy, logo

converge para um α ∈ OK e αq − α = 0. Como podemos encontrar uma sequência distinta

para cada a ∈ F∗q e o elemento 0 é trivial, temos que |Tq| = |Fq| = q.

Observação 8.17. Cada elemento do levantamento de Teichmuller, Tq, representa uma

classe distinta em OK
MK

. Mais ainda, como OK
MK
∼= Fq ∼= Dq−1

P , é posśıvel obter uma equi-

valência entre os elementos de Tq e o conjunto de reśıduos módulo P. Assim, os resultados

obtidos no Caṕıtulo 6 podem ser utilizados de forma similar para os números p-ádicos

através dessa equivalência. Em particular, utilizaremos a Congruência de Stickelberger

(Teorema 6.18) para os números p-ádicos no caṕıtulo seguinte.
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9 Teoremas de Ax e Katz

Com as propriedades dos números p-ádicos e a congruência de Stickelberger vistas nos

caṕıtulos anteriores, temos o necessário para demonstrar o Teorema de Ax [Ax64] e, com

isso, o Teorema de Ax-Katz [Ka71], seguindo a demonstração de [DHX05].

Teorema 9.1 (Ax-1964). Seja f ∈ Fq[x1, · · · , xn], com deg(f) = d, e s := dn−d
d
e. Então

o número de soluções de f(x1, · · · , xn) = 0 em Fnq é diviśıvel por qs.

Demonstração. Sejam Qp o corpo dos números p-ádicos com anel de inteiros Zp, K uma

extensão de Qp não ramificada, de grau f e com anel de inteiros OK. Como K é não

ramificada, tomando MK = pOK, o ideal maximal de OK, temos que o corpo residual de

K, definido como k = OK
MK

, é uma extensão de grau f de Fp, assim, k ∼= Fq, com q = pf .

Sejam Tq o levantamento de Teichmuller de k em K e T ∗q = Tq \ {0}. Reparemos que T ∗q é

composto pelas ráızes (q − 1)-ésimas da unidade.

Se ζp é uma raiz p-ésima da unidade e α ∈ Zp, definimos ζαp = ζap , onde α ≡ a (mod p),

ou seja, υp(α− a) ≥ 1. Definimos também Tr : K→ Qp a função traço.

Seja C(x) =
∑q−1

m=0 cmx
m o único polinômio de grau q − 1 com coeficientes em K(ζp)

tal que C(t) = ζ
Tr(t)
p para todo t ∈ Tq. Podemos assumir a unicidade pela Interpolação de

Lagrange. Reparemos que C(t) é um caracter aditivo em Tq e, para 0 ≤ j < q − 1, t−j é

um caracter multiplicativo em T ∗q . Portanto, podemos definir a soma de Gauss

g(j) =
∑
t∈T ∗q

C(t)t−j =
∑
t∈T ∗q

t−jζTr(t).

Assim, para todo j 6= 0, temos que

g(j) =
∑
t∈T ∗q

C(t)t−j =
∑
t∈T ∗q

t−j
q−1∑
m=0

cmt
m

=

q−1∑
m=0

cm
(∑
t∈T ∗q

tm−j
)

= (q − 1)cj. (9.1)

Analogamente, para j = 0, temos −1 = g(0) = (q − 1)(c0 + cq−1). Como c0 = 1, segue que

(q − 1)cq−1 = −q.
Dado 0 ≤ j ≤ q − 1, seja j = (jf−1 · · · j1j0)p a representação de j na base p. Definindo

as funções σp(j) =
∑f−1

i=0 ji, ρp(j) =
∏f−1

i=0 ji! e λ = −λp = ζp − 1, pela Congruência de

Stickelberger (Teorema 6.18), segue que

g(j)ρp(j)

λσp(j)
≡ −1 (mod λ),

para todo 0 ≤ j < q − 1. Com (9.1), temos que

cj ≡ 0 (mod λσp(j)), (9.2)
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para todo 0 ≤ j ≤ q − 1. Observemos que o caso j = 0 é trivial e o caso j = q − 1 segue

do fato de que q = pf = (λp)
(p−1)f .

Definamos agora a função β : Fq → C tal que β(x) = C(t) = ζ
Tr(t)
p , onde t ∈ Tq e

t = x. Notemos que a função β é bem definida, pois cada elemento de Tq possui uma classe

distinta em Fq = OK
MK

, e representa um caracter não trivial do grupo aditivo Fq. Portanto,

segue que ∑
x∈Fq

β(xu) =

q, se u = 0

0, se u 6= 0.

Assim, temos

qN(f = 0) =
∑
x0∈Fq

∑
x1,··· ,xn∈Fq

β(x0f(x1, · · · , xn)),

onde N(f = 0) representa o número de soluções de f = 0 em Fnq . Tomemos f(x1, · · · , xn) =∑
w′∈W ′ aw′X

w′ , onde W ′ = {(w1, · · · , wn) ∈ Nn | w1 + · · · + wn ≤ d)} e Xw′ =

xw1
1 · · ·xwnn . Para facilitar a notação, associaremos a cada w′ ∈ W ′ um elemento w ∈ W =

{(1, w1, · · · , wn) ∈ Nn+1 | w1+· · ·+wn ≤ d}, de modo que x0f(x1, · · · , xn) =
∑

w∈W awX
w

e, por um abuso de notação, aw = aw′ . Com isso, se Aw é o representante de Teichmuller

de aw, temos que

qN(f = 0) =
∑

X∈Fn+1
q

∏
w∈W

β(awX
w)

=
∑

t∈Tn+1
q

∏
w∈W

C(Awt
w)

=
∑

t∈Tn+1
q

∏
w∈W

q−1∑
i=0

ci(Awt
w)i

=
∑
m∈M

∑
t∈Tn+1

q

∏
w∈W

cm(w)A
m(w)
w tm(w)w,

onde M := {m : W → {0, 1, · · · , q − 1}}. Escrevendo α(m) =
∏

w∈W A
m(w)
w e e(m) =∑

w∈W m(w)w, para todo m ∈M , obtemos

qN(f = 0) =
∑
m∈M

α(m)
∏
w∈W

cm(w)

∑
t∈Tn+1

q

te(m) (9.3)

Vamos limitar inferiormente a potência máxima de q que divide cada uma das parcelas da

equação anterior. Para isso, fixando uma função m : W → {0, 1, · · · , q − 1}, observemos

que ∑
t∈Tn+1

q

te(m) =
∑
t0∈Tq

· · ·
∑
tn∈Tq

t
e1(m)
0 · · · ten(m)

n ,
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onde e(m) = (e0(m), · · · , en(m)). Analogamente à Proposição 3.1, vale que

∑
t∈Tq

tu =


q, se u = 0

0, se (q − 1) - u

q − 1, se (q − 1)|u e u 6= 0.

Assim, conclúımos que
∑

t∈Tn+1
q

te(m) = 0, se existe j tal que (q−1) - ej(m) ou
∑

t∈Tn+1
q

te(m) =

qn+1, se e(m) = (0, · · · , 0) ou ∑
t∈Tn+1

q

te(m) = (q − 1)s+1qn−s, (9.4)

se (q− 1)|ej(m) para todo j e existem exatamente s+ 1 entradas não nulas em e(m), com

s ≥ 0.

Como desejamos encontrar a maior potência de q que divide N(f = 0), nos interessa

apenas o terceiro caso, já que nos outros ela já está determinada. Portanto, assumiremos

que (q − 1)|ej(m), para todo j, e que e(m) possui s+ 1 entradas não nulas. Observemos

que a primeira entrada de e(m) é
∑

w∈W m(w), ou seja,
∑

w∈W m(w) é um múltiplo não

nulo de q − 1.

Para cada m(w), definimos m(w) =
∑q−1

i=0 mi(w)pi a sua representação na base p. Mais

ainda, para todo r inteiro, definimos mrf+i(w) = mi(w). Desta forma, denotaremos por

m(j)(w) =
∑q−1

i=0 mi−j(w)pi a rotação dos algarismos de m(w) na base p. Reparemos que∑
t∈Tn+1

q
te(m) =

∑
t∈Tn+1

q
te(m

(j)), já que
∏

t∈Tq t
p =

∏
t∈Tq t. Ou seja, (q − 1)|e(m(j)), para

todo j, e o número de entradas não nulas de e(m(j)) também é s + 1. Em particular,

(q − 1) divide
∑

w∈W m(j)(w) 6= 0, a primeira entrada de e(m(j)).

Seja π : W ′ → W tal que π(w1, · · · , wn) = (1, w1, · · · , wn). Notemos que, para

cada função m : W → {0, 1, · · · , q − 1}, podemos definir uma função correspondente

m′ : W ′ → {0, 1, · · · , q − 1}, dada por m′(w′) = m ◦ π(w′). Assim, definindo e′(m′(j)) =∑
w′∈W ′m

′(w′)w′, temos que (q − 1)|e′i(m′(j)), para todo i, e e′(m′(j)) possui s entradas

não nulas. Com isso, temos que

s(q − 1) ≤
n∑
i=1

e′i(m
′(j)) =

n∑
i=1

∑
w′∈W ′

m′(j)(w′)wi ≤ d
∑
w′∈W ′

m′(j)(w′).

Como
∑

w′∈W ′m
′(j)(w′) =

∑
w∈W m(j)(w) é um múltiplo de q − 1, segue que⌈s
d

⌉
(q − 1) ≤

∑
w′∈W ′

m′(j)(w′).
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Somando sobre j = 0, 1, · · · , f − 1, temos

⌈s
d

⌉
(q − 1)f ≤

f−1∑
j=0

∑
w′∈W ′

m′(j)(w′)

≤
∑
w′∈W ′

f−1∑
j=0

f−1∑
i=0

pim′i−j(w
′)

≤
∑
w′∈W ′

f−1∑
i=0

piσp(m
′(w′)) ≤ q − 1

p− 1

∑
w′∈W ′

σp(m
′(w′)),

logo ⌈s
d

⌉
(p− 1)f ≤

∑
w′∈W ′

σp(m
′(w′)).

Como pf divide λ(p−1)f , com (9.2), conclúımos que a maior potência de q que divide∏
w′∈W ′ cm′(w′) é

⌈
s
d

⌉
. Logo, com (9.4), para cada m ∈M tal que (q − 1)|e(m), a potência

máxima de q que divide
∏

w′∈W ′ cm′(w′)
∑

t∈Tn+1
q ee(m) é maior ou igual a

⌈
s
d

⌉
+ n− s, onde

s é o número de entradas não nulas de e(m). Assim, usando a equação (9.3), obtemos que

qr−1 divide N(f = 0), onde r = min
0≤s≤n

⌈s
d

⌉
+ n− s. Mas

⌈
s
d

⌉
+ n− s é decrescente com s

variando nos inteiros entre 0 e n, logo N(f = 0) é diviśıvel por qd
n
de−1 = qd

n−d
d e.

Corolário 9.2. Sejam f1, · · · , fr ∈ Fq[x1, · · · , xn], com deg(fj) = dj, e s := dn−d1−···−dr
d1+···+dr e.

Então o número de soluções do sistema fj(x1, · · · , xn) = 0, com j = 1, · · · , r, é diviśıvel

por qs.

Teorema 9.3 (Ax 1964 - Katz 1971).a) Sejam f1, · · · , fr ∈ Fq[x1, · · · , xn] polinômios

tais que dj := deg(fj), para todo 1 ≤ j ≤ r, d1 ≥ · · · ≥ dr ≥ 1 e
∑r

j=1 dj < n.

Se

µ =
n−

∑r
j=1 dj

max1≤j≤r dj
,

então qdµe divide #{(x1, · · · , xn) ∈ Fnq | fj(x1, · · · , xn) = 0 ∀1 ≤ j ≤ r}.

b) Para todo n, r, d1, · · · , dr ∈ Z≥0, existem f1, · · · , fr ∈ Fq[x1, · · · , xn], com deg(fj) = dj,

para 1 ≤ j ≤ r, tais que a maior potência de q que divide #{(x1, · · · , xn) ∈ Fnq |
fj(x1, · · · , xn) = 0 ∀1 ≤ j ≤ r} é

⌈
n−
∑r
j=1 dj

max1≤j≤r dj

⌉
.

Neste trabalho apresentaremos apenas a prova da parte a) deste teorema, seguindo a

demonstração de [DHX05]. A prova da parte b) pode ser encontrada em [Ka71].

Demonstração. Para todo f ∈ Fq[x1, · · · , xn], denotamos por

Z(f) = {(x1, · · · , xn) ∈ Fnq | f(x1, · · · , xn) = 0}.
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Assim, ∑
a1,··· ,ar∈Fq

|Z(a1f1 + · · ·+ arfr)| =
∑
X∈Fnq

∑
a1,··· ,ar∈Fq

a1f1(X)+···+arfr(X)=0

1

=
∑

a1,··· ,ar∈Fq

∑
X∈(Z(f1)∩···∩Z(fr))

1

+
∑

a1,··· ,ar∈Fq

∑
X∈Fnq \Z(f1)∩···∩Z(fr)

a1f1(X)+···+arfr(X)=0

1

=qrZr + qr−1(qn −Zr),

onde Zi = |Z(f1) ∩ · · · ∩ Z(fi)|, para todo i ∈ Z≥0. Ou seja,

Zr =
1

qr − qr−1

( ∑
a1,··· ,ar∈Fq

|Z(a1f1 + · · ·+ arfr)| − qr−1+n
)

=
1

q − 1

( 1

qr−1
·

∑
a1,··· ,ar∈Fq

|Z(a1f1 + · · ·+ arfr)| − qn
)

≡ q1−r

q − 1

∑
a1,··· ,ar∈Fq

|Z(a1f1 + · · ·+ arfr)| (mod qn).

A prova segue por indução sobre r. O caso r = 1 corresponde ao Teorema de Ax

(Teorema 9.1), pois |Z(f1)| é diviśıvel por qs, onde s := dn−d1
d1
e.

Suponhamos que o teorema é valido para r − 1. Se temos r polinômios, seja

L :=
r∑
i=1

(d1 − di).

Fazendo uma segunda indução, agora sobre L, se L = 0, como d1 ≥ dj, para todo

j = 2, · · · , r, então d1 = d2 = · · · = dr e

Zr ≡
q1−r

q − 1

∑
a1,··· ,ar∈Fq

|Z(a1f1 + · · ·+ arfr)| (mod qn)

Ax
≡
q1−r

q − 1

∑
a1,··· ,ar∈Fq

q
dn−d1

d1
e
αa1,··· ,ar (mod qn)

≡ q1−r

q − 1
q
dn−d1

d1
e
α (mod qn)

≡qd
n−d1
d1
−(r−1)e α

q − 1
(mod qn)

≡qd
n−d1−···−dr

d1
e α

q − 1
(mod qn).

Portanto q
dn−d1−···−dr

d1
e

divide Zr.
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Suponhamos agora que a hipótese vale quando
∑r

i=1(d1 − di) é igual a L− 1 ≥ 0. Se∑r
i=1(d1 − di) = L ≥ 1, consequentemente, dr < d1. Portanto,

Zr ≡
q1−r

q − 1

∑
a1,··· ,ar∈Fq

|Z(a1f1 + · · ·+ arfr)| (mod qn)

≡ q1−r

q − 1

∑
a1,··· ,ar−1∈Fq

|Z(a1g1 + · · ·+ ar−1gr−1 + gr)| (mod qn),

onde gi(x1, · · · , xn+1) = fi(x1, · · · , xn) para 1 ≤ i ≤ r−1 e gr(x1, · · · , xn+1) = xn+1fr(x1, · · · , xn).

Assim,

Zr ≡
q1−r

(q − 1)2

∑
a1,··· ,ar∈Fq

ar 6=0

|Z(a1g1 + · · ·+ argr)| (mod qn)

≡ q1−r

(q − 1)2

[ ∑
a1,··· ,ar∈Fq

|Z(a1g1 + · · ·+ argr)|

−
∑

a1,··· ,ar−1∈Fq

|Z(a1g1 + · · ·+ ar−1gr−1)|
]

(mod qn)

≡ q1−r

(q − 1)2

[q − 1

q1−r |Z(g1) ∩ · · · ∩ Z(gr)| −
(q − 1)q

q1−(r−1)
Zr−1

]
(mod qn)

≡ 1

q − 1

(
|Z(g1) ∩ · · · ∩ Z(gr)| − Zr−1

)
(mod qn).

Pela hipótese de indução sobre r, Zr−1 é diviśıvel por q
dn−d1−···−dr−1

d1
e
. Por outro lado,

g1, · · · , gr são r polinômios de n+ 1 variáveis, com d̃j = deg(gj) = dj para 1 ≤ j ≤ r− 1 e

d̃r = deg(gr) = dj + 1. Assim,

L̃ =
r∑
j=1

(d̃1 − d̃j) = L− 1.

Portanto, pela hipótese de indução sobre L, |Z(g1) ∩ · · · ∩ Z(gr)| é diviśıvel por

q
dn+1−d1−···−dr−1−(dr+1)

d1
e

= q
dn−d1−···−dr−1−dr

d1
e
.

Logo, Zr é diviśıvel por q
dn−d1−···−dr−1−dr

d1
e
.

Corolário 9.4. Sejam f1, · · · , fr ∈ Fq[x1, · · · , xn], com deg(fj) = dj e d1 ≥ · · · ≥ dr e

s := dn−d1−···−dr
d1

e. Se g1, · · · , gn ∈ Fq[x] são polinômios de permutação, então o número

de soluções do sistema fj(g1(x1), · · · , gn(xn)) = 0, para j = 1, · · · , r, em Fnq é diviśıvel por

qs.

Os Teoremas de Ax-Katz e Chevalley-Warning têm sido generalizados de várias formas

e, ao longo deste trabalho, mostraremos algumas das generalizações presentes em [BBC19].

A seguir encontra-se a primeira delas, onde são considerados os graus parciais das funções fi,

i = 1, · · · , r, com respeito a algumas variáveis e composição com funções gj, j = 1, · · · , n,

não necessariamente de permutação. Para isso precisaremos das seguintes definições:
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Definição 9.5. Seja f ∈ Fq[x], definimos

u(f) = min{δ ∈ Z>0 |
∑
a∈Fq

f(a)δ 6= 0}.

Se não existe δ, definimos u(f) =∞.

Definição 9.6. Para cada I ⊆ {1, · · · , n} não vazio, definimos o I-grau de um monômio

como degI(at
m1
1 · · · tmnn ) :=

∑
i∈Imi. Se P ∈ Fq[x1, · · · , xn], então I-grau de P é o

máximo dos I-graus de seus monômios.

Lema 9.7. Sejam I ⊆ {1, · · · , n} não vazio e f1, · · · , fn ∈ Fq[x]. Se P ∈ Fq[x1, · · · , xn]

é um polinômio tal que degI(P ) <
∑

i∈I u(fi), então∑
(x1,··· ,xn)∈Fnq

P (f1(x1), · · · , fn(xn)) = 0.

Demonstração. Se xm1
1 · · ·xmnn é um monômio de P (x1, · · · , xn), então∑

i∈Imi <
∑

i∈I u(fi), logo mj < u(fj) para algum j ∈ I. Portanto, pela definição

de u(fi), temos
∑

xj∈Fq fj(xj)
mj = 0. Assim, para todo monômio de P (f1(x1), · · · , fn(xn))

temos: ∑
(x1,··· ,xn)∈Fnq

f1(x1)m1 · · · fn(xn)mn =
n∏
i=1

( ∑
xi∈Fq

fi(xi)
mi
)

= 0,

concluindo a prova.

Teorema 9.8. Sejam P1, · · · , Pr ∈ Fq[x1, · · · , xn] polinômios não constantes, f1, · · · , fn ∈
Fq[x] polinômios quaisquer e I ⊆ {1, · · · , n} não vazio. Se

(q − 1)
r∑
j=1

degI(Pj) <
∑
i∈I

u(fi)

e S := {(x1, · · · , xn) ∈ Fnq | Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)) = 0 ∀1 ≤ j ≤ r}, então p divide |S|.

Demonstração. Sejam P1, · · · , Pr ∈ Fq[x1, · · · , xn], f1, · · · , fn ∈ Fq[x] e I ⊆ {1, · · · , n}
como no enunciado. Definimos o seguinte polinômio

ϑ(x1, · · · , xn) :=
r∏
j=1

(1− Pj(x1, · · · , xn)q−1).

Observemos que, se P (x1, · · · , xn) 6= 0, então P (x1, · · · , xn)q−1 = 1. Logo

ϑ(c1, · · · , cn) =

1, se Pj(c1, · · · , cn) = 0,∀1 ≤ j ≤ r

0, caso contrário.
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Assim,

|S| ≡
∑

(x1,··· ,xn)∈Fnq

ϑ(f1(x1), · · · , fn(xn)) (mod p)

≡
∑

(x1,··· ,xn)∈Fnq

r∏
j=1

(1− Pj(f1(x1), · · · , fn(xn))q−1) (mod p)

≡
∑

(i1,··· ,ir)∈{0,1}r

∑
(x1,··· ,xn)∈Fnq

r∏
j=1

(−Pj(f1(x1), · · · , fn(xn))q−1)ij (mod p).

Como para todo (i1, · · · , ir) ∈ {0, 1}r nos temos

degI
( r∏
j=1

(−Pj(x1, · · · , xn)q−1)ij
)
≤ (q − 1)

r∑
j=1

degI(Pj) <
∑
i∈I

u(fi),

pelo Lema 9.7, |S| ≡ 0 (mod p), como queŕıamos provar.

Corolário 9.9. Sejam P1, · · · , Pr ∈ Fq[x1, · · · , xn], f1, · · · , fn ∈ Fq[x] polinômios não

constantes e I ⊆ {1, · · · , n} não vazio. Se

(q − 1)
r∑
j=1

degI(Pj) ≤
∑
i∈I

⌈
q − 1

deg(fi)

⌉
,

então p divide

#{(x1, · · · , xn) ∈ Fnq | Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)) = 0, ∀1 ≤ j ≤ r}.

Demonstração. Basta mostrar que u(f) ≥ q−1
deg(f)

para todo polinômio não constante f .

Suponhamos que existe l < q−1
deg(f)

tal que
∑

c∈Fq f(c)l 6= 0. Nesse caso, deg(f l) = l deg(f) <

q − 1. Escrevendo f(x)l =
∑q−2

j=0 ajx
j, temos que

∑
c∈Fq

q−2∑
j=0

ajc
j =

q−2∑
j=0

aj
(∑
c∈Fq

cj
)

= 0.

Absurdo! Logo u(f) ≥ q−1
deg(f)

.

Teorema 9.10. Se u(f) <∞, então u(f) ≤ #f(Fq)− 1.

Demonstração. Seja g(c) = #{a ∈ Fq | f(a) = c} e f(Fq) = {c1, · · · , cl+1}. Suponhamos

que u(f) < ∞ e u(f) > #f(Fq) − 1. Então,
∑

a∈Fq f(a)δ =
∑l+1

j=1 g(cj)c
δ
j = 0 para todo

0 ≤ δ ≤ l. Portanto 
1 · · · 1

c1 · · · cl+1

...
. . .

...

cl1 · · · cll+1



g(c1)

g(c2)
...

g(cl+1)

 =


0

0
...

0

 .

Como a primeira matriz é a matriz de Vandermonde e, consequentemente, é invert́ıvel,

temos que g(c1) = · · · = g(cl+1) = 0. Absurdo! Logo u(f) ≤ #f(Fq)− 1.
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Em [CSW93], Da Qing Wan, Peter Jau-Shyong Shiue e Ching Shyang Chen utilizam a

função u(f) para buscar cotas superiores e inferiores para #f(Fq). A seguinte definição

foi tomada de [BBC19], inspirada pelo trabalho de Wan, Shiue e Chen.

Definição 9.11. Se f ∈ Fq[x] é um polinômio tal que u(f) = #f(Fq)− 1, dizemos que f

é um WSC-polinômio. Dizemos também que f é WSC-fraco se u(f) <∞.

Corolário 9.12. Sejam P1, · · · , Pr ∈ Fq[x1, · · · , xn] polinômios não constantes e seja

I ⊆ {1, · · · , n} não vazio. Sejam f1, · · · , fn ∈ Fq[x] tais que fi é WSC-polinômio para

todo i ∈ I. Se

(q − 1)
r∑
j=1

degI(Pi) <
∑
i∈I

(#fi(Fq)− 1),

então p divide

#{(x1, · · · , xn) ∈ Fnq | Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)) = 0 ∀1 ≤ j ≤ r}.

Demonstração. Como fi é WSC-polinômio para todo i ∈ I, então u(fi) = #fi(Fq)− 1.

Portanto (q − 1)
∑r

j=1 degI(Pi) <
∑

i∈I u(fi) e vale o Teorema 9.8.
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10 Generalização dos teoremas de Ax-Katz e

Chevalley-Warning

A próxima generalização dos teoremas de Ax-Katz e Chevalley-Warning foi realizada

por Baoulina, Bishnoi e Clarck em [BBC19]. Supondo uma condição similar à usada

no Teorema 9.8, utilizaremos composição com funções fi ∈ Fq[x], com i = 1, · · · , n e

tomaremos graus parciais dos polinômios Pj , com j = 1, · · · , r. Para isso, precisaremos do

seguinte lema e de algumas propriedades da soma dos algarismos de um natural na base p.

Lema 10.1. Seja f ∈ Fq[t] não constante e seja f̃ ∈ Tq[t] o levantamento de Teichmuller

de f. Escrevendo f̃(t) =
∑R

l=1 blt
ml onde bl ∈ O∗K, ml ∈ Z≥0 e m1 < m2 < · · · < mR, então

para δ ∈ Z≥0 se satisfaz a relação∑
x∈Tq

f̃(x)δ = qf̃(0)δ + (q − 1)
∑

∑R
l=1 δl=δ∑R

l=1mlδl∈(q−1)Z>0

(
δ

δ1, · · · , δR

)
bδ11 · · · b

δR
R .

Demonstração. Observemos que

∑
x∈Tq

f̃(x)δ =
∑
x∈Tq

( R∑
l=1

blx
ml
)δ

=
∑
x∈Tq

mRδ∑
u=0

( ∑
∑R
l=1 δl=δ∑R

l=1mRδl=u

(
δ

δ1, · · · , δR

)
bδ11 · · · b

δR
R

)
xu

=

mRδ∑
u=0

( ∑
∑R
l=1 δl=δ∑R

l=1mlδl=u

(
δ

δ1, · · · , δR

)
bδ11 · · · b

δR
R

)∑
x∈Tq

xu.

Analogamente à Proposição 3.1,

∑
x∈Tq

xu =


q, se u = 0

q − 1, se (q − 1)|u e u > 0

0, se (q − 1) - u.

Assim, basta tomar u ∈ (q − 1)Z≥0.

Se m1 6= 0, então u =
∑R

l=1mlδl > 0, uma vez que
∑R

l=1 δl = δ > 0. Desta forma,

∑
x∈Tq

f̃(x)δ = (q − 1)
∑

∑R
l=1 δl=δ∑R

l=1mlδl∈(q−1)Z>0

(
δ

δ1, · · · , δR

)
bδ11 · · · b

δR
R .
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Por outro lado, se m1 = 0 então u ≥ 0 e

∑
x∈Tq

f̃(x)δ = bδ1q + (q − 1)
∑

∑R
l=1 δl=δ∑R

l=1mlδl∈(q−1)Z>0

(
δ

δ1, · · · , δR

)
bδ11 · · · b

δR
R .

Como f̃(0) =

{
0, se m1 = 0

b1, se m1 6= 0
então

∑
x∈Tq

f̃(x)δ = f̃(0)δq + (q − 1)
∑

∑R
l=1 δl=δ∑R

l=1mlδl∈(q−1)Z>0

(
δ

δ1, · · · , δR

)
bδ11 · · · b

δR
R .

No Caṕıtulo 6, hav́ıamos definido a função σp como a soma dos algarismos na base

p para inteiros módulo q. Aqui definiremos esta mesma função, porém, para inteiros de

maneira geral. Cometeremos um abuso de notação e também denotaremos esta função por

σp.

Definição 10.2. Seja N ≥ 2 um número natural e a ∈ Z≥0, então denotaremos por σN (a)

a soma dos algarismos de a na base N .

Lema 10.3. Seja N ≥ 2 um número natural, a, b ∈ Z≥0 e q = pf . Então:

a) σN(a) + σN(b) ≥ σN(a+ b);

b) σN(a)σN(b) ≥ σN(ab);

c) Se a ∈ (q − 1)Z>0 então σp(a) ≥ σp(q − 1) = f(p− 1).

Demonstração. Sejam a = (amam−1 · · · a0)N e b = (bmbm−1 · · · b0)N representações de a e

b na base N , com 0 ≤ ai, bj ≤ N − 1.

a) Temos a+b =
∑m

j=0(aj+bj)N
j =

∑m+1
j=0 cjN

j , onde 0 ≤ aj+bj ≤ 2N−2 e 0 ≤ cj ≤ N−1.

Observemos que

c0 =

a0 + b0, se a0 + b0 ≤ N − 1

a0 + b0 −N, se a0 + b0 ≥ N.

Alem disso, definimos ε1 =

0, se a0 + b0 ≤ N − 1

1, se a0 + b0 ≥ N.
. Portanto, indutivamente, temos

cj =

aj + bj + εj, se aj + bj + εj ≤ N − 1

aj + bj + εj −N, se aj + bj + εj ≥ N
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e εj+1 =

0, se aj + bj + εj ≤ N − 1

1, se aj + bj + εj ≥ N.
, para 1 ≤ j ≤ m. Para j = m + 1, definimos

am+1 = bm+1 = 0 e segue que cm+1 = εm+1. Assim,

σN(a+ b) =
m+1∑
j=0

cj =
m+1∑
j=0

aj + bj + εj(1−N)

≤
m∑
j=0

(aj + bj) = σN(a) + σN(b).

b) Primeiramente vamos supor 0 ≤ a ≤ N − 1. Nesse caso ab =
∑m

j=0 abjN
j e, pelo item

a),

σN(ab) = σN(
m∑
j=0

abjN
j) ≤

m∑
j=0

σN(abjN
j) =

m∑
j=0

σN(abj).

Agora, escrevendo abj = (us · · ·u1u0)N , temos que abj = u0 + u1N + · · · + usN
s ≥

u0 + u1 + · · ·+ us = σN(abj). Assim, conclúımos que

σN(ab) ≤
m∑
j=0

σN(abj) ≤
m∑
j=0

abj = aσN(b).

De maneira geral, se a =
∑m

j=0 ajN
j, pelo item a) e o caso anterior,

σN(ab) = σN(
m∑
j=0

ajN
jb) ≤

m∑
j=0

σN(ajb) ≤
m∑
j=0

ajσN(b) = σN(a)σN(b).

c) Observemos que (q − 1) = (p − 1)(pf−1 + pf−2 + · · · + p + 1) =

((p− 1), (p− 1), · · · , (p− 1))p. Portanto σp(q − 1) = f(p− 1).

Por indução, suponhamos que σp(c(q − 1)) ≥ σp(q − 1) para todo 1 ≤ c < k. Seja

a = k(q − 1) = dq + r, com 0 ≤ r ≤ q − 1. Assim σp(a) = σp(dq + r) = σp(d) + σp(r) ≥
σp(d+ r).

Notemos que k(q − 1) = dq + r implica que (k − d)(q − 1) = d + r. Logo, σp(a) ≥
σp((k − d)(q − 1)) e, como k − d < k, pela hipótese de indução, σp(a) ≥ σp(q − 1).

Proposição 10.4. Se q = pf , então para todo n ∈ Z≥0, se tem a relação
∑f−1

v=0 σq(np
v) =

q−1
p−1

σp(n).

Demonstração. Seja n = n0 + n1q + · · · + nrq
r, com 0 ≤ nj ≤ q − 1 para 0 ≤ j ≤ r.

Como 0 ≤ nj ≤ q − 1, podemos escrever nj =
∑f−1

i=0 nj,ip
i, com 0 ≤ nj,i ≤ p − 1. Dessa

forma, temos σq(n) = n1 + n2 + · · · + nr e σp(n) = n0,0 + n0,1 + · · · + nr,f−1. Assim, se
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0 ≤ v ≤ f − 1,

npv =n0p
v + n1p

vq + · · ·+ nrp
vqr

=(

f−1∑
i=0

n0,ip
i)pv + (

f−1∑
i=0

n1,ip
i)pvq + · · ·+ (

f−1∑
i=0

nr,ip
i)pvqr

=(

f−1∑
i=0

n0,ip
i+v) + (

f−1∑
i=0

n1,ip
i+v)q + · · ·+ (

f−1∑
i=0

nr,ip
i+v)qr

=(

f−1∑
i=v

n0,i−vp
i) + (

v−1∑
j=0

n0,f−v+jp
j +

f−1∑
i=v

n1,ip
i)q

+ · · ·+ (
v−1∑
j=0

nr−1,f−v+jp
j +

f−1∑
i=v

nr,ip
i+v)qr + (

v−1∑
j=0

nr,f−v+jp
j)qr+1.

Como cada coeficiente de qi está entre 0 e q − 1, para todo 0 ≤ i ≤ r + 1, temos

σq(np
v) =(

f−1∑
i=v

n0,ip
i) + (

v−1∑
j=0

n0,f−v+jp
j +

f−1∑
i=v

n1,ip
i)

+ · · ·+ (
v−1∑
j=0

nr−1,f−v+jp
j +

f−1∑
i=v

nr,ip
i+v) + (

v−1∑
j=0

nr,f−v+jp
j)

σq(np
v) =(

v−1∑
j=0

nr,f−v+jp
j +

f−1∑
i=v

n0,ip
i) + (

v−1∑
j=0

n0,f−v+jp
j +

f−1∑
i=v

n1,ip
i)

+ · · ·+ (
v−1∑
j=0

nr−1,f−v+jp
j +

f−1∑
i=v

nr,ip
i+v)

=(
r∑

k=0

nk,f−v) + (
r∑

k=0

nk,f−v+1)p+ · · ·+ (
r∑

k=0

nk,f−v−1)pf−1.

Somando sobre v,

f−1∑
v=0

σq(np
v) =

f−1∑
v=0

(
r∑

k=0

nk,f−v) +

f−1∑
v=0

(
r∑

k=0

nk,f−v+1)p

+ · · ·+
f−1∑
v=0

(
r∑

k=0

nk,f−v−1)pf−1

=σp(n) + σp(n)p+ · · ·+ σp(n)pf−1

=
q − 1

p− 1
σp(n).
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Lema 10.5 (Fórmula de Legendre). Seja n ∈ N, então υp(n!) =
∞∑
i=1

⌊
n

pi

⌋
=
n− σp(n)

p− 1
.

Demonstração. Como n! é o produto de todos os naturais menores ou iguais a n, temos

que cada múltiplo de pi entre 1 e n contribui em i fatores p em n!, logo incrementa em i o

valor de σp(n!). Por outro lado, temos que cada múltiplo de pi é também um múltiplo

de p, p2, · · · , pi−1. Portanto somando o número de múltiplos, entre 1 e n, de p, p2, p3, e

assim sucessivamente, obtemos υp(n!).

Assim, temos
⌊
n
pi

⌋
múltiplos de pi entre 1 e n e, portanto, υp(n!) =

∞∑
i=1

⌊
n

pi

⌋
.

Agora, seja n = pknk + pk−1nk−1 + · · · + n0 a representação de n na base p. Então⌊
n
pi

⌋
= pk−ink + pk−i−1nk−1 + · · ·+ ni e, portanto

∞∑
i=1

⌊
n

pi

⌋
=

k∑
i=1

(pk−ink + pk−i−1nk−1 + · · ·+ ni)

=
k∑
i=1

k∑
j=i

njp
j−i =

k∑
j=1

j∑
i=1

njp
j−i

=
k∑
j=1

nj
pj − 1

p− 1
=

k∑
j=0

nj
pj − 1

p− 1

=
1

p− 1

k∑
j=0

(
njp

j − nj
)

=
1

p− 1
(n− σp(n))

Definição 10.6. Seja f ∈ Fq[t] tal que f =
∑R

l=1 blt
ml com bl ∈ F∗q, ml ∈ Z≥0 e

m1 < m2 < · · · < mR. Então

ωq(f) := min

{
R∑
l=1

γl | 0 ≤ γ1, · · · , γR ≤ q − 1 e
R∑
l=1

mlγl ∈ (q − 1)Z>0

}
.

Teorema 10.7 (Generalização de Chevalley-Warning e Ax-Katz [BBC19]).

Sejam P1, · · · , Pr ∈ Fq[x1, · · · , xn] polinômios não nulos e I ⊆ {1, · · · , n}, um sub-

conjunto não vazio, tais que max1≤j≤r degI(Pj) > 0. Sejam f1, · · · , fn ∈ Fq[t] tais que

fi é não constante para todo i ∈ I e S = {(x1, · · · , xn) ∈ Fnq | Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)) =

0, ∀ 1 ≤ j ≤ r}. Se

(q − 1)
r∑
j=1

degI(Pj) <
∑
i∈I

ωq(fi),

então qdµe divide |S|, onde µ =

(∑
i∈I(

ωq(fi)

(q−1)
)−
∑r
j=1 degI(Pj)

)
max1≤j≤r degI(Pj)

.

Demonstração. Primeiramente, interpretaremos o problema no corpo dos números p-ádicos.

Por um abuso de notação, denotaremos por Pj e fi o levantamento de Teichmuller para

OK dos polinômios Pj e fi do enunciado para todo 1 ≤ j ≤ r e 1 ≤ i ≤ n.
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Afirmação: Se X = {(x1, · · · , xn) ∈ T nq | Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)) ≡ 0 (mod p), ∀1 ≤
j ≤ n}, então |S| = |X|.

Para obter essa relação, consideremos a aplicação natural

OnK →
(
OK

MK

)n
∼= Fnq

definida por (x1, · · · , xn) 7→ (x̄1, · · · , x̄n). Portanto, se (y1, · · · , yn) ∈ S, então para cada

j existe um único xj ∈ Tq tal que xj = yj. Assim, temos que

Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)) =Pj(f1(x1), · · · , fn(xn))

=Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)) = 0,

logo Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)) ∈MK, ou seja, υp(Pj(f1(x1), · · · , fn(xn))) > 0.

Com isso, usando o Lema 8.14 obtemos que

υp
(
|S| −

∑
(x1,··· ,xn)∈Tnq

r∏
j=1

(
1− Pj(f1(x1), · · · , fn(xn))(q−1)qn

) )
≥ fn,

equivalentemente

υp
(
|S| −

∑
i∈I

∑
(x1,··· ,xn)∈Tnq

r∏
j=1

(
−Pj(f1(x1), · · · , fn(xn))(q−1)qn

)ij ) ≥ fn,

onde I = {0, 1}r e i = (i1, · · · , ir).
Assim, basta mostrar que qdµe divide

A :=
∑

(x1,··· ,xn)∈Tnq

r∏
j=1

(Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)))(q−1)qn ,

já que a valoração nas outras parcelas é maior.

Escrevendo Pj(t1, · · · , tn) =
∑Lj

k=1 ajkt
h1jk
1 · · · thnjkn com ajk ∈ OK e hijk ∈ Z≥0, temos

que

A =
∑

βj1+···+βjLj=(q−1)qn

1≤j≤r

[( r∏
j=1

(
(q − 1)qn

βj1, · · · , βjLj

)
a
βj1
j1 · · · a

βjLj
jLj

)

×
( n∏
i=1

∑
xi∈Tq

fi(xi)
∑r
j=1

∑Lj
k=1 hijkβjk

)]
.

No primeiro produtório, utilizando os Lemas 10.3 e 10.5, conclúımos que

υp

((
(q − 1)qn

βj1, · · · , βjLj

))
=

1

p− 1

Lj∑
k=1

σp(βjk)− f. (10.1)

No segundo produtório, escrevendo fi(t) =
∑Ri

l=1 bilt
mil , onde bil ∈ OK e mil ∈ Z≥0 para

todo i ∈ I e usando o Lema 10.1, temos que∑
xi∈Tq

fi(xi)
∑r
j=1

∑Lj
k=1 hijkβjk = qfi(0)

∑r
j=1

∑Lj
k=1 hijkβjk + (q − 1)Bi,
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onde

Bi =
∑

∑Ri
l=1 γil=

∑r
j=1

∑Lj
k=1 hijkβjk∑Ri

l=1milγil∈(q−1)Z≥0

(∑r
j=1

∑Lj
k=1 hijkβjk

γi1, · · · , γiRi

)
bγi1i1 · · · b

γiRi
iRi

.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que I = {1, · · · , N} e que υp(Bi) < f

para i ∈ {1, · · · ,M} com 0 ≤M ≤ N ≤ n. Nesse caso, usando o Lema 10.5 novamente,

para i ∈ {1, · · · ,M} temos

υp(Bi) ≥ min υp

((∑r
j=1

∑Lj
k=1 hijkβjk

γi1, · · · , γiRi

))
=

min

Ri∑
l=1

σp(γil)− σp
( r∑
j=1

Lj∑
k=1

hijkβjk
)

p− 1
, (10.2)

onde o min é sobre todos os γil tais que
∑Ri

l=1 γil =
∑r

j=1

∑Lj
k=1 hijkβjk e

∑Ri
l=1milγil ∈

(q − 1)Z≥0.

Agora, somando (10.1) sobre j e (10.2) sobre i, basta mostrar que

1

p− 1

[ M∑
i=1

( Ri∑
l=1

σp(γil)− σp
( r∑
j=1

Lj∑
k=1

hijkβjk
))

+
r∑
j=1

Lj∑
k=1

σp(βjk)
]
− rf

≥ f


(∑M

i=1

(
ωq(fi)

(q−1)

)
−
∑r

j=1 degI(Pj)
)

max1≤j≤r degI(Pj)

 ,
para qualquer conjunto de γil tais que

∑Ri
l=1 γil =

∑r
j=1

∑Lj
k=1 hijkβjk e

∑Ri
l=1 milγil ∈

(q − 1)Z≥0.

Como
∑M

i=1 hijk ≤ degI(Pj), para todo 0 ≤ v ≤ f − 1 segue que

M∑
i=1

σq
( r∑
j=1

Lj∑
k=1

hijkβjkp
v
)
≤

r∑
j=1

Lj∑
k=1

σq(βjkp
v)

M∑
i=1

hijk

≤
r∑
j=1

degI(Pj)

Lj∑
k=1

σq(βjkp
v)

=(q − 1)
r∑
j=1

degI(Pj)

+
r∑
j=1

degI(Pj)
( Lj∑
k=1

σq(βjkp
v)− (q − 1)

)
.

Logo

(q − 1)
r∑
j=1

degI(Pj) ≥
M∑
i=1

σq
( r∑
j=1

Lj∑
k=1

hijkβjkp
v
)

− ( max
1≤j≤r

degI(Pj))
r∑
j=1

( Lj∑
k=1

σq(βjkp
v)− (q − 1)

)
. (10.3)
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Com a relação direta γ ≡ σq(γ) (mod q − 1) e o fato de que
∑Ri

l=1 milγilp
v ∈ (q − 1)Z≥0

para todo 0 ≤ v ≤ f − 1 e 1 ≤ i ≤ M , temos que
∑Ri

l=1 milσq(γilp
v) ∈ (q − 1)Z≥0, logo,

pela definição de ω(fi), segue que
∑Ri

l=1 σq(γilp
v) ≥ ωq(fi) e, mais ainda,

M∑
i=1

ωq(fi) ≤
M∑
i=1

Ri∑
l=1

σq(γilp
v).

Portanto, subtraindo da desigualdade (10.3) , obtemos

M∑
i=1

ωq(fi)− (q − 1)
r∑
j=1

degI(Pj)

≤
M∑
i=1

( Ri∑
l=1

σq(γilp
v)− σq

( r∑
j=1

Lj∑
k=1

hijkβjkp
v
))

+ ( max
1≤j≤r

degI(Pj))
r∑
j=1

( Lj∑
k=1

σq(βjkp
v)− (q − 1)

)
.

Já que max1≤j≤r degI(Pj) > 0, segue que

M∑
i=1

( Ri∑
l=1

σq(γilp
v)− σq

( r∑
j=1

Lj∑
k=1

hijkβjkp
v
))

max1≤j≤r degI(Pj)
+

r∑
j=1

Lj∑
k=1

σq(βjkp
v)− r(q − 1)

≥ (q − 1)

∑M
i=1

ωq(fi)

q−1
−
∑r

j=1 degI(Pj)

max1≤j≤r degI(Pj)
.

Além disso, como
∑Ri

l=1 γilp
v =

∑r
j=1

∑Lj
k=1 hijkβjkp

v por definição, pelo Lema 10.3, vale

que
∑Ri

l=1 σq(γilp
v)− σq

(∑r
j=1

∑Lj
k=1 hijkβjkp

v
)

é um múltiplo não negativo de q − 1 para

todo 1 ≤ i ≤M , logo

M∑
i=1

( Ri∑
l=1

σq(γilp
v)− σq

( r∑
j=1

Lj∑
k=1

hijkβjkp
v
))

+
r∑
j=1

Lj∑
k=1

σq(βjkp
v)− r(q − 1)

≥ (q − 1)

⌈∑M
i=1

ωq(fi)

q−1
−
∑r

j=1 degI(Pj)

max1≤j≤r degI(Pj)

⌉
.

Assim, somando sobre v e usando a Proposição 10.4, conclúımos que

1

p− 1

[ M∑
i=1

( Ri∑
l=1

σp(γil)− σp
( r∑
j=1

Lj∑
k=1

hijkβjk
))

+
r∑
j=1

Lj∑
k=1

σp(βjk)
]
− rf

≥ f

⌈∑M
i=1

ωq(fi)

(q−1)
−
∑r

j=1 degI(Pj)

max1≤j≤r degI(Pj)

⌉
.
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Finalmente, como υp(Bi) ≥ f , para todo M < i ≤ N , e ωq(fi) < q − 1, conclúımos que

υp(A) ≥ f

⌈∑M
i=1

ωq(fi)

(q−1)
−
∑r

j=1 degI(Pj)

max1≤j≤r degI(Pj)

⌉
+ f(N −M)

≥ f

⌈∑N
i=1

ωq(fi)

(q−1)
−
∑r

j=1 degI(Pj)

max1≤j≤r degI(Pj)

⌉
como queŕıamos provar.

Proposição 10.8. Para todo f ∈ Fq[x], se k < ωq(f), então
∑

x∈Fq f(x)k = 0.

Demonstração. Escrevendo f(x) =
∑R

l=1 blx
ml , temos que

f(x)k =
∑

k1+···+kR=k

(
k

k1, · · · , kR

)
bk11 · · · b

kR
R xk1m1+···+kRmR .

Como ωq(f) é mı́nimo e k < ωq(f), para todo k1, · · · , kR, temos que k1m1+· · ·+kRmR /∈
(q − 1)Z>0. Logo, pela Proposição 3.2,

∑
x∈Fq f(x)k = 0.

Da definição de ωq(f) temos que
∑R

l=1mlγl ∈ (q− 1)Z>0, logo
∑R

l=1 γl ≥
q−1
deg(f)

. Assim,

pela proposição anterior, conclúımos que q−1
deg(f)

≤ ωq(f) ≤ u(f), onde u(f) é como na

Definição 9.7.

Mais ainda, quando k deg(f) < q − 1, temos
∑

x∈Fq f(x)k = 0, mas quando k deg(f) =

q − 1, vale que
∑

x∈Fq f(x)k 6= 0. Portanto, segue que deg(f)|(q − 1) se, e somente se,

u(f) = ωq(f) = q−1
deg(f)

. A volta é obtida de maneira direta. Com isso, os seguintes

corolários são imediatos.

Corolário 10.9. Sejam P1, · · · , Pr ∈ Fq[t1, · · · , tn] polinômios não nulos e I ⊆ {1, · · · , n}
um subconjunto não vazio. Sejam f1, · · · , fn ∈ Fq[t] polinômios não constantes com

deg(fi)|(q − 1) se i ∈ I e S = #{(x1, · · · , xn) ∈ Fnq | Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)) = 0, ∀ 1 ≤
j ≤ r}. Se

(q − 1)
r∑
j=1

degI(Pj) <
∑
i∈I

u(fi),

então q divide S.

Corolário 10.10. Sejam P1, · · · , Pr ∈ Fq[t1, · · · , tn] polinômios não nulos e I ⊆ {1, · · · , n}
um subconjunto não vazio tais que max1≤j≤r degI(Pj) > 0. Sejam f1, · · · , fn ∈ Fq[t] po-

linômios não constantes para todo i ∈ I e S = #{(x1, · · · , xn) ∈ Fnq | Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)) =

0, ∀ 1 ≤ j ≤ r}. Se
r∑
j=1

degI(Pj) <
∑
i∈I

1

deg(fi)
,

então qdµe divide S, onde µ =

(∑
i∈I( 1

deg(fi)
)−
∑r
j=1 degI(Pj)

)
max1≤j≤r degI(Pj)

.
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Corolário 10.11. Sejam P1, · · · , Pr ∈ Fq[t1, · · · , tn] polinômios não nulos e I ⊆ {1, · · · , n}
um subconjunto não vazio tais que max1≤j≤r degI(Pj) > 0. Sejam f1, · · · , fn ∈ Fq[t] com

fi = tmi e mi ∈ Z>0 para todo i ∈ I e S = #{(x1, · · · , xn) ∈ Fnq | Pj(f1(x1), · · · , fn(xn)) =

0, ∀ 1 ≤ j ≤ r}. Definindo di = (mi, q − 1), se

r∑
j=1

degI(Pj) <
∑
i∈I

1

di
,

então qdµe divide S, onde µ =

(∑
i∈I( 1

di
)−
∑r
j=1 degI(Pj)

)
max1≤j≤r degI(Pj)

.

Tomando I = {1, · · · , n} e m1 = · · · = mn = 1 no Corolário 10.11 retornamos ao

Teorema de Ax-Katz (Teorema 9.3).
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