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Resumo

Na primeira parte da tese, trabalhamos com o passeio aleatério em ambi-
ente aleatério determinado por um difeomorfismo parcialmente hiperbdélico. Nesse
trabalho encontramos condigdes necessarias e suficientes para existéncia de me-
dida estacionaria para este processo aleatorio, recorréncia e fizemos um estudo da
dinamica desse processo. Como caso particular, estudamos o tempo 1 do fluxo ge-
odésico em uma variedade hiperbélica compacta. Além disso conseguimos uma lei
dos grandes nimeros e um Teorema Central do Limite.

Na segunda parte da tese definimos um bilhar aleatério, com perturba-
cao nos angulos de saida e encontramos uma medida invariante para esse bilhar
aleatorio em mesas gerais. Fizemos um estudo mais detalhado no circulo e nesse
caso encontramos expoente de Lyapunov nulo, mostramos a ndo ergodicidade desse
sistema e uma lei chamada de Lei Forte de Knudsen. Mostramos que sob certas
condicdes, quase toda trajetoria (aleatéria) é densa no bordo da mesa circular. In-

troduzimos também o conceito de pseudo causticas.
Palavras-chave:

Passeio Aleatorio, Medida estacionaria, Medida Invariante, Fluxo Geodésico, Par-
cialmente Hiperbdlico, Bilhar, Bilhar Aleatoério, Aplicacdo Aleatoéria, Lei Forte de
Knudsen, Expoente de Lyapunov.



Abstract

In the first part of the thesis, we work with the random walk in a random
environment determined by a partially hyperbolic diffeomorphism. In this work,
we found necessary and sufficient conditions for the existence of a stationary mea-
sure for this random process, recurrence and we made a study of the dynamics of
this process. As a particular case, we studied the time 1 of the geodesic flow in a
compact hyperbolic manifold. In addition, we obtained a law of large numbers and
a Central Limit Theorem.

In the second part of the thesis we defined a random billiard, with a pertur-
bation in the exit angles and found an invariant measure for this random billiard
in general tables. We did a more detailed study in the circle and in this case we
found a null Lyapunov exponent, we showed the non-ergodicity of this system and
a law called Knudsen’s Strong Law. We show that under certain conditions, almost
all (random) trajectory is dense at the edge of the circular table. We also introduced
the concept of pseudo caustics.

Keywords:

Random Walk, Stationary Measure, Invariant Measure, Geodesic Flow,
Partially Hyperbolic, Billiards, Random Billiards, Random Maps, Knudsen’s Strong
Law, Lyapunov Exponent.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho abordaremos dois assuntos:
1. Passeio Aleatério Simétrico em Ambiente Aleatério Definido por um Sistema
Dinamico.
2. Bilhar Aleatorio.

Estes assuntos possuem uma forte conexio entre as areas de Sistemas Dinamicos e
Probabilidade, isto é, usaremos resultados classicos destas areas de pesquisa para
provar os resultados de nosso interesse. No Capitulo 10, daremos um exemplo no
qual podemos conectar os dois assuntos estudados.

1.1 Passeio Aleatorio Simétrico em Ambiente Ale-

atorio Definido por um Sistema Dinamico

O passeio aleatorio classico em Z consiste de uma particula, que inicialmente se
encontra na origem, e que possui probabilidade p de saltar para a direitae 1 — p
de saltar para a esquerda independente da posicdo k£ € Z em que a particula se

encontra. Ver Figura|l.1

Figura 1.1: Passeio Aleatoério Classico

Mais precisamente, consideremos S,, a posicdo da particula no tempo n ini-

ciando em 0 e X,, : Z — {—1,1} variavel aleatéria que indica se o salto é para a
1



direita ou para esquerda. Entao

PrOb(Xn+1 — ]_|Sn e ]{j) = p
Prob(X,+1 = —1|S, =k)=1—p.

Notemos que
PI‘Ob(Sn = kn‘S() = 0, Sl = ]{?1, s 7Sn—1 = kn—l) = PI'Ob(Sn = kn|Sn—1 = kn—l)-

Nesse caso dizemos que o passeio aleatorio é uma cadeia de Markov, isto é, a pro-
babilidade de S, = k, s6 depende da posicdo da particula no instante de tempo
n— 1.

Vamos agora descrever o problema que estamos interessados. Dada uma
funcéo continua p : M — (0,1) onde M é um espaco métrico compacto, um home-
omorfismo f : M — M determina uma cadeia de Markov em M onde para cada
ponto x € M a probabilidade de transicéo para f(x) é p(z), e a probabilidade de
transicdo para f'(z) é 1 — p(r). Assim, para cada x € M, definimos um passeio
aleatério em Z : denote por S” a posicdo da particula comecando na origem 0 € Z no
tempo n > 0, e seja X : Z — {—1, 1} a variavel aleatéria (funcdo mensuravel) que
indica o salto da particula para a esquerda ou para a direita no tempo n. Entéao

Prob(X?,, = 1|S¥ = k) = p(f"z) (1.1)

n

Prob(X?, , = —1|S% = k) = 1 — p(f*x). (1.2)

A cadeia de Markov (X?), >, determinada por f e p é também conhecida por Passeio
Aleatorio em Ambiente Aleatdrio, ver Figura A escolha de um ponto = deixa
o ambiente fixo para o passeio aleatério. Para mais detalhes sobre passeio aleaté-
rio em ambiente aleatoério sugerimos ao leitor consultar [36] para uma introducéo
completa ao tépico. A sigla em inglés é RWRE referente a Random Walk Random
Environment. Fixado x € M, podemos identificar o passeio aleatério determinado
por (f,p) em M com o passeio aleatério determinado por (f,p) em Z, relacionando
o sitio k € Z com o ponto f*(x) € M, para todo k € Z.

1—p(x) p(z) 1—p(f*e) p(f*z)
-1 0 1 k—1 k k+1

Figura 1.2: Passeio Aleatorio em Ambiente Aleatério em Z determinado por f e p.

Observemos que pela compacidade do espaco M e pela continuidade da fun-



cdop: M — (0,1), existe 6 > 0 tal que 0 < p(z) < 1 — § para todo =z € M. Dizemos
entdo que p satifaz a propriedade chamada de elipticidade uniforme.

Neste trabalho, dado um homeomorfismo f : M — M, o operador de Markov
P no espaco das funcoes continuas em M é definido como Pi)(z) = p(x)y(fz) +
(1 — p(x))y(f'z) para todo z € M. Mais geralmente, sejam C(M) o espago das
funcoes continuas e (M, ;) um espago de probabilidade. O operador de Markov
P:C(M)— C(M) é tal que:

1. Se ¢ > 0, entdo P¢ > 0.
2. Se 1(x) = 1 para todo x € M, entdo P1(z) = 1(z) para todo x € M.
3. Se¢p € C(M), entdo Pp € C(M).

No Capitulo 2 definiremos medida P-estacionaria e nesse contexto, estamos

interessados no seguinte problema:

Problema. Dada uma medida i invariante pelo homeomorfismo f, encontrar uma

medida P-estaciondria v que seja equivalente (absolutamente continua) a medida
L4

Perguntas desse tipo foram estudadas pela primeira vez por Y. Sinai [32]
para rotacgdes irracionais em toros e colocadas em uma estrutura geral por J.P.
Conze e Y. Guivarc [9]]. O caso dos difeomorfismos de Anosov é considerado em [20]
por V. Kaloshin e Y. Sinai. Para um artigo mais recente e uma bibliografia atuali-
zada, direcionamos o leitor ao trabalho de D. Dolgopyat e B. Fayad e M. Saprykina
[12].

Neste trabalho, consideramos um tipo diferente de exemplo que os ja con-
siderados na literatura (unicamente ergédicos ou completamente hiperbdélicos), es-
tudaremos o problema referido acima quando f = f; : M — M for o tempo 1 do
fluxo geodésico correspondente a uma variedade hiperbélica (variedade fechada de
curvatura negativa), enquanto p sera a medida de Liouville. Os métodos disponi-
veis ndo se adéquam para estudar esse tipo de aplicagdo, particularmente no que é
chamado de caso simétrico, ou seja, quando

/log 1%—;:()3:) ~dp(x) = 0.

1.1.1 Principais resultados para os passeios aleatorios

Nessa subsecio, vamos listar algumas das principais contribuicoes desta tese com
respeito ao passeio aleatério em ambiente aleatério determinado por um sistema
dindmico parcialmente hiperbdlico, visto que esse exemplo de passeio aleatério é

diferente dos exemplos ja estudados na literatura.



No Capitulo 4 provamos o seguinte teorema:

Teorema 4.2.2. Suponha que f : M — M € C*(M), é um difeomorfismo parcial-

mente hiperbdlico acessivel satisfazendo;
1. dim £° = 1.
2. Para alguma métrica Riemanniana D f|E€ é uma isometria.

3. f preserva a medida volume .

Seja p : M — (0,1) uma fun¢do Holder continua, ¢ = 1 —p, ¢ = § e assuma
que [, logy - du = 0. Entdo existe uma C*-vizinhanca aberta N de [ tal que se
g € N, g.u = pn entdo: o passeio aleatorio em M determinado por (g,p) tem medida
P—estaciondria equivalente a  se, e somente se, para todo s — u loop o funcional
associado a C é tal que F(C)(log ¢) = 0.

Além disso, a densidade da medida P-estaciondria é continua. Se p é dife-

rencidvel, entdo a medida P-estaciondria é um volume suave M.

No Capitulo 2, definiremos formalmente o funcional F(C') que age no espaco
das funcoes Holder e que foi introduzido por Katok e Kononenko em [21], esse
funcional fornece uma generalizacdo para sistemas parcialmente hiperbélicos da
teoria de Livschitz para sistemas completamente hiperbdlicos.

Conseguimos um resultado analogo para o tempo 1 do fluxo geodésico (Te-
orema [2.3.1), que serd uma consequéncia direta do Teorema Conseguimos
também um resultado semelhante para os difeomorfismos de Anosov:

Teorema 4.3.1. Seja [ : M — M um difeomorfismo de Anosov conservativo de
classe C%p : M — (0,1) uma fungdo Hélder continua, ¢ = 1 —pe p = ’5’. Entao
existe uma C?-vizinhanca aberta N de f tal que se g € N é conservativo entdo: o
passeio aleatorio determinado por (g,p) tem medida P-estaciondria equivalente ao
volume de M se, e somente se, para toda probabilidade g-invariante n tem-se que
Jyy log wdn = 0.

Além disso, a densidade da medida P-estaciondria é continua. Se p é dife-
rencidvel, entdo a medida P-estaciondria é volume suave em M.

Por fim, conseguimos uma Lei Forte dos Grandes Numeros e um Teorema

Central do Limite, provado no Capitulo 5.

Teorema 5.1.2. Seja ¢ : M — R uma funcdo mensurdvel. Entdo para Lebesgue

quase todo ponto x € M temos:

1. Se ¢ € L'(M) entdo

1 Z dlag - aq(x)) —— [ ¢pdv P, — q.t.p.(ap)r>1 € 2.

n—oo



2. Se ¢ = ¢ — Py (ou, mais geralmente, ¢ = (I — P)"/*¢)) para algum ) € L*(v),
entao

dist

n—1
1
%qu(akal(x)) m N(O,U2) ]P)x —C]tp(()ék)k21 € 2,
k=0

onde N(0, 0?) denota a distribui¢@o normal centrada em zero e varidncia o> =

1.2 Bilhar Aleatorio

Um Bilhar Deterministico é uma sistema no qual uma particula se move com ve-
locidade constante igual a 1 numa regido do plano R?, fechada, com bordo suave,
chamado mesa de bilhar. Suas colisées com o bordo séo elasticas, ou seja, o angulo
de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo. Um bilhar aleatério é um sistema no
qual uma particula se move em uma mesa de bilhar, porém temos um operador de
Markov K agindo nos dngulos de incidéncia para "sortear"um angulo de reflexao.

1.2.1 Bilhares Deterministicos

Nesta secdo definiremos bilhares deterministicos no plano euclidiano e apresen-
taremos alguns resultados conhecidos sobre eles na literatura. Estudaremos em
particular o bilhar circular e descreveremos algumas de suas propriedades que po-
dem ser encontradas por exemplo em [8].

Seja v uma curva plana, simples, fechada, regular, orientada, parametri-
zada por comprimento de arco s € [0, L) e com curvatura estritamente positiva.
Seja U a regido plana limitada por v, que chamaremos de mesa de bilhar.

O problema de bilhar consiste no movimento livre de uma particula em U,
sendo refletida elasticamente nas colisées com o bordo . Uma trajetoria de bilhar
sera uma linha poligonal nessa regido plana, isto é, um conjunto de segmentos de
linha reta que conectam colisées consecutivas.

O problema de bilhar define uma aplicacéo F no cilindro aberto 2 := [0, L) x
(0,7) em si mesmo. O movimento é entdo determinado pelo ponto de colisdo com
0 bordo ~ e a direcdo do movimento imediatamente apds a cada impacto, que pode
ser dado pelo parametro s € [0, L), que localizara o ponto de reflexdo, e pelo angulo
0 € (0,7) entre o vetor tangente +/(s) e a trajetéria de saida, medida no sentido
anti-horario.

O conjunto de pontos {F"(sg, ) C [0,L) x (0,7),n € Z} é a érbita do ponto
(S0, 6p) no espaco de fase [0, L) x (0, 7). A aplicagdo do bilhar tem algumas proprieda-
des muito conhecida (ver por exemplo [5, 8,22, 33]): se v é uma curva C*, entéo F é



um difeomorfismo C*~1, reversivel com relagéo a simetria inversa G(s,0) = (s,7—0)
e, como v tem curvatura estritamente positiva, possui a propriedade Twist.
Sobre a aplicacdo do bilhar /' temos:

* A aplicacdo F': Q — ) preserva a medida de probabilidade v = A x u, onde \

é medida de Lebesgue normalizada em [0, L) e u(A) = 1 [, sen(6)df para todo

A € B((0,7)). Essa medida é conhecida como medida de Liouville.

* A aplicagdo F': Q2 — () é diferenciavel e tem inversa diferenciavel. Além disso,
se F'(so,6p) = (s1,01) entao

1 lOlkO — SBTLQO l(]l

DF(sg,0)) = ——
(50, 60) senby | ki(lotko — senby) — kosently o1k, — senb

onde kg, k1 sdo as curvaturas da curva em sg, s; respectivamente e /y; a distan-
cia entre as colisoes de (s, 0p) até (sq,0;).

Observamos que tudo ainda funciona em um cenario mais geral: o bilhar
pode nio ser convexo ou ter um bordo infinito que ainda sim teremos um difeomor-
fismo preservando uma medida de probabilidade e sua derivada pode ser calculada
implicitamente.

Vamos agora introduzir o bilhar circular, para isso considere U = {(z,y) €
R? : 2% + y? < 1} o disco unitério e v o circulo que o delimita. O espago de fase da
aplicacédo do bilhar circular é dado por 2 = [0,27) X (0, 7). Pode-se mostrar que a
aplicacdo do bilhar circular é dada por

F(s,0) = (s+20 (mod 27),6).

Uma caustica é uma curva I' com a seguinte propriedade: se o segmento de uma
trajetoria é tangente a I', entdo todos os segmentos da trajetéria também serio
tangentes a curva I'. Nem todo bilhar possui caustica, porém se a mesa de bilhar
for por exemplo o disco U = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1}, entdo o circulo de mesmo
centro cujo raio é dado por r = cos(f) é a caustica para a trajetéria cujo angulo de
saida é 6.

Se F': [0,27) x (0,7) — [0,27] x (0,7) a aplicacdo do bilhar circular, entéo:

* Se o angulo de saida § = ™7 com m € Z en € Z\ {0}, entdo o ponto (s,0) é
periddico de periodo n, ou seja, [ (s,0) = (s,0).

* Se o angulo de saida §# = 7 com § € R\ Q, entdo o conjunto {s, : F"(s,0) =
(sn,0)} é denso no bordo que identificamos por [0,27). Isto é, a projecdo na
primeira coordenada da aplicacdo do bilhar circular é densa no circulo ~.



Figura 1.3: Caustica do bilhar deterministico circular para uma trajetoria.

* Se o angulo de saida § = g7 com 8 € R\ Q, entdo a trajetéria do bilhar
preenche densamente o anel circular formado pelo circulo 7 e sua caustica

associada.

Todas essas propriedades de bilhares mencionadas nessa secéo, podem ser

encontradas, por exemplo, em [8].

1.2.2 Aplicacao aleatéria e o bilhar aleatério

Para i € {1,2,--- ,n}, podemos definir uma aplicacdo aleatéria 7' no intervalo da
seguinte maneira: sejam 7; : (a,b) — (a,b) aplicacoes e p; : (a,b) — (0,1) probabili-
dades de forma que 7'(z) = T;(z) com probabilidade p;(x). A aplicacdo 7' é chamada
de aplicacdo aleatéria e é comumente denotada por 7' = (7}, p;)!,. Trabalharemos
nesta tese com uma aplicacio aleatoria especifica que foi introduzida por Renato
Feres em [14], que chamaremos de aplicacio aleatéria de Feres.

Em [4], Wael Bahsoun, Christopher Bose e Anthony Quas trabalharam com
aplicacoes aleatoérias 7' dependendo do tempo e introduziram um skew product S
que é uma representacio deterministica da aplicacdo aleatéria 7. Eles apresenta-
ram uma equivaléncia entre medida invariante para aplicacoes aleatérias e medida
invariante para o skew product.

Em [14], Renato Feres introduziu uma aplicacédo aleatéria 7' dependendo
do tempo, usando o bilhar deterministico no tridngulo isésceles cujo dngulo da base
€ menor que 7. Entre outros resultados, Feres mostrou a existéncia de uma medida
invariante para essa aplicacéo aleatoria.

Em [11], Kamaludin Dingle, Jeroen S. W. Lamb e Joan-Andreu Lazaro-
Cami mostram a convergéncia, quase certa, de distribuigdes " da proporcédo de
particulas que atingem o bordo de uma faixa 2-dimensional com o angulo inicial
0 € A Ae B(]0,7]), para a aplicacdo aleatéria introduzida por [14]]. A estratégia foi
usar o skew product S introduzido por [4] e provar que S é um endomorfismo exato.

Por fim, para introduzir o bilhar aleatério, considere T = (T;,p;)"_, uma
aplicacdo aleatoria definida em (a,b) x (c,d) € R* e F : (a,b) x (¢,d) — (a,b) x (c,d)
uma aplicacdo de bilhar deterministico. Definimos o bilhar aleatério F' como sendo



a composi¢do F o T, isto é, F o T(z,y) = F o T;(x,y) com probabilidade p;(z, y).

1.2.3 Principais Resultados para os bilhares aleatérios

Nessa subsecao, vamos listar algumas das principais contribuicoes da tese com
respeito a aplicacéo aleatéria \ bilhar aleatério.

Dada uma distribuicéo inicial v, definimos no Capitulo 6 a evolucdo ™
dessa distribuicao de acordo com a aplicacdo aleatério. Nesse contexto, junto ao
Teorema 14 de [11], temos o seguinte resultado:

Teorema 6.4.1. Sejam T a aplicacdo aleatoria de Feres e uma medida v < u, onde
n(A) =1 [, sen(9)dd. Entdo v\ (A) — u(A) para todo A € B((0,7)) se, e somente se,

% for um niimero irracional.

A convergéncia ™ — ;1 é chamada Lei Forte de Knudsen.

Considerando 7' = (T}, p;)}_, a aplicac¢do aleatéria introduzida em [14], va-
mos considerar T = (T}, p;)._, uma extensfo natural, isto é, T'(z,y) = (v, Ti(y)) com
probabilidade p;(y). No Capitulo 7 introduzimos o conceito de medida invariante

para o bilhar aleatério e provamos o seguinte resultado:

Proposicio 7.2.2. Dada uma aplicacdo do bilhar deterministico F e T a aplicacdo
aleatéria, entdo o bilhar aleatério F = F o T tem como medida invariante a medida

A X .

No caso particular do bilhar circular aleatério, provamos também uma Lei
Forte de Knudsen.

Teorema 7.3.1. Sejam F a aplicacdo do bilhar circular aleatério e v(s,0) = \(s) x
v(0) com v < p, onde p(A) = 1 [ sen(0)d6. Entdo ™ (A x B) = X" x vW(A x B) —
(A x p)(A x B) para todo A x B mensurdvel se, e somente, se & for um niimero

irracional.

Ainda sobre o bilhar circular aleatério, conseguimos mostrar que, sob certas

hipéteses, quase toda trajetoria é densa no bordo da mesa circular.

Teorema 8.2.2. Sejam F : [0,27) x (0,7) O a aplicacdo do bilhar circular aleatério,
(5,0) € [0,27) x (0,7), e v a medida de Markov em (C(0))N.

1. Se 2 for um niimero racional e % for um niimero irracional, entdo para v-quase
todo y € (C(9))Y, a trajetéria relacionada F, do ponto (s,0) é densa no bordo

da mesa circular.

2. Se ¢ for um numero irracional e a cadeia de Markov em C(0) for aperiddica,
entdo para v-quase todo y € (C(9)), a trajetoria relacionada F, do ponto (s, )
¢ densa no bordo da mesa circular.



Ao final do Capitulo 8 provamos, sob certas condicées, que o expoente de
Lyapunov do bilhar circular aleatério ' é nulo para toda direcéo no plano.

1.3 Organizacao do trabalho

No Capitulo 2 introduziremos os passeios aleatérios em ambientes aleatorios, o
operador de Markov que trabalharemos ao longo da primeira parte do trabalho e o
conceito de fluxo geodésico.

No Capitulo[3], discutimos assuntos relevantes no contexto de probabilidade
para a compreensdo das provas de nossos resultados; porém néo aprofundaremos
nesse estudo. No entanto, uma comparacdo com a Teoria Ergddica é apresentada
em conjunto com resultados da Teoria da Probabilidade, uma vez que o texto esta
em uma linguagem voltada para a dinadmica.

No Capitulo 4, apresentamos as ferramentas geométricas necessarias que
usaremos e, em particular, discutimos algumas das bases dos sistemas parcial-
mente hiperbélicos. Além disso apresentaremos a prova de caracterizagao de exis-
téncia de medida estacionaria para o passeio aleatério determinado pelo tempo 1
do fluxo geodésico e um resultado semelhante no caso de difeomorfismos completa-
mente hiperbdlicos.

No Capitulo [5 damos algumas aplicacées a dindmica do passeio aleatoério,
provaremos uma Lei dos Grandes Numeros, um Teorema Central do Limite e cal-
culamos o expoente de Lyapunov para o Skew Product relacionado.

No Capitulo 6 faremos um breve estudo sobre aplicacoes aleatdrias, intro-
duziremos a Lei Forte de Knudsen e apresentaremos condi¢oes necessarias e sufi-
cientes para termos a Lei Forte de Knudsen.

No Capitulo 7 introduziremos os bilhares aleatoérios e estenderemos o con-
ceito de Lei Forte de Knudsen e medida invariante para esse tipo de bilhar aleaté-
rio.

No Capitulo 8 faremos um estudo sobre a dindmica do bilhar circular alea-
torio. Nessa parte veremos que, sob certas condicées, quase toda trajetoria é densa
no bordo da mesa circular. Introduziremos os conceitos de pseudo caustica e expo-
ente de Lyapunov.

Por fim, no capitulo 9 daremos algumas perspectivas futuras com respeito
aos Bilhares Aleatdrios e aos Passeios Aleatérios Determinado por um Sistema
Dinamico, além de introduzir um exemplo em que podemos conectar passeios alea-

torios em ambiente aleatdrio com a aplicacao aleatéria de Feres.



Capitulo 2

Passelo Aleatorio em Ambiente
Aleatorio

Durante toda a tese, vamos considerar que um sistema dindmico consiste de um
espacgo métrico compacto M e um homeomorfismo f : M — M. O conjunto de todas
as funcdes continuas em M serd denotado por C'()M) e vamos considerar a norma
uniforme sobre esse conjunto, isto é, || f||« = sup{|f(z)|,z € M}. Denotaremos por
B(M) a o-algebra de Borel em M e P(M) o conjunto de todas as medidas de proba-
bilidade em M.

Sejam [ : M — M um homeomorfismo, 1 uma medida f-invariante e uma
funcédo p : M — (0,1). O passeio aleatério em ambiente aleatério determinado por
(f,p) é tal que para cada x € M a probabilidade de transicao para f(z) é p(z) e
a probabilidade de transi¢do para f~!(z) é 1 — p(z). Indutivamente, dado f™(z), a
probabilidade de transicdo para f™"!(x) é p(f™(z)) e a probabilidade de transicéo
para f™!(z) é 1 — p(f™(z)). Neste trabalho consideraremos o passeio aleatério em
ambiente aleatério no caso simétrico, isto é, quando

/M log %du(x) = 0.

Por simplicidade, diremos apenas passeio aleatério determinado por (f,p) para re-
ferir ao passeio aleatério em ambiente aleatério simétrico determinado por (f, p).

2.1 O Operador de Markov

Vamos definir nesta secdo o operador de Markov P com objetivo de introduzir o
conceito de medida P—estacionaria para que possamos, no final desse capitulo,
enunciar um teorema de caracterizacdo de existéncia de medida estacionaria para

o passeio aleatorio determinado pelo tempo 1 do fluxo geodésico.

10
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A variacdo dos passeios aleatérios com os ambientes é caracterizada pelo
operador Markov P, : C(M) — C(M) tal que

Prip(x) = p(x) - p(fz) + (1 —p(x)) - p(f ). (2.1)

Apés determinar o operador de Markov P; podemos agir dualmente no espaco das
medidas P(M),

Piut) = [ Pro-dn= [0, pe D)0 e o) 2.2)

Se os ambientes forem inicialmente distribuidos com alguma probabilidade p, a
medida (P;)"u fornecera a distribuigdo dos ambientes apés n unidades de tempo.

Defini¢éo 2.1.1. A medida v € P(M) é P-estaciondria se Pjv = v.

Uma vez que queremos entender a dindmica do processo aleatério em ques-
tdo, a existéncia de uma medida estacionaria equivalente a medida f-invariante
(1, nos proporcionara uma melhor andlise da dindmica desses processos aleatorios.
Observemos que muitas propriedades dinamicas sdo caracterizadas pela existéncia
de medidas invariantes.

Por um argumento de ponto fixo ( Teorema - Schauder / Tychonoff), deduzi-
mos a existéncia de pelo menos uma medida P-estacionaria. No entanto, supondo
que comecamos com uma distribuicdo i definida dinamicamente (em outras pa-
lavras, ;1 é f-invariante), estamos interessados na existéncia de uma distribuicéo
P-estacionaria que tenha alguma semelhanca com .

Se 1 é uma medida f-invariante, podemos definir o operador de Markov P
agindo nas fun¢des quadrado integraveis L*(M, u). Isto é, Py : L*(M, u) — L*(M, p)
tal que P;(¢)(z) = p(x)¢(fz) + (1 — p(x))é(f'z). Vamos denotar

(frg)= f-gdu
M
que é o produto interno no espaco L? que torna este um espaco de Hilbert. Consi-
deremos também

||1Pol| = sup{|Pro(x)[}.
zeM

Teorema 2.1.1. Seja T : H — H operador linear continuo e H espaco de Hilbert.
Entdo existe tinico operador linear T' : H — H tal que (Tx,y) = (x, T"y). Além disso,
1T = 11T

Uma demonstracéo desse teorema pode ser encontrado em [10], pagina 138.
Se f preserva a medida i, vamos agora encontrar o operador P} tal que (Pro, ) =
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(¢, Plp).

(Profa). i) = [ Profe) - dla)duta)
= [ [ starotra)] o 7t = [ola) - (1= pta)ots )] o f duta)
= [ o) o (s a) + 0(0) - 0(72)(1 = pl ) )

— (6(a). p(F " 2)0(f2) + (L = p(f2))(f)).

Pela unicidade do Teorema [2.1.1] para toda ¢ € Ly(M, ;1) temos que

Pi(9) =p(f'2)o(f 'x) + (1 = p(f2))o(fx). 2.3)
Proposicao 2.1.1. Uma medida v = 7w é P-estaciondria se, e somente se, P}ﬂ' =T.

Demonstracdo. Seja v = wp uma medida P-estacionaria. Entio, para qualquer
¢ € Lo(M, 1), temos que

(¢, 7) = mu(9) = Pf(mp)(9) = (Pro,m) = (¢, Pfm).

Reciprocamente, se P}w = m, entdo para qualquer ¢ € Ly(M, i) temos que

() = (¢, 1) = (¢, Plm) = (P, m) = Pf(mp)(9).
]

Portanto, a existéncia de uma medida estacionaria v equivalente a i é de
fato a questdo de solubilidade de P}L’/T = 7, isto € , a existéncia de um ponto fixo do
operador P} . Nesse caso v = mu é a medida P- estacionaria e 7 € a densidade da

medida v com respeito a medida p.

2.2 O Fluxo Geodésico

Seja S uma variedade Riemanniana compacta, 7'S = {(p,v) : p € Sev € T,S} o
fibrado tangente e T'S = {(p,v) : p € S,v € T,Se|[v| = 1} o fibrado tangente
unitario. Para cada (p,v) € T'S podemos associar a Unica geodésica v(,.) tal que
Vpw)(0) = p € 7(,,(0) = v. O fluxo geodésico é o fluxo no fibrado tangente de S e
podemos definir como se segue.

Definicdo 2.2.1. O fluxo f : R x T'S — TS é tal que fi(p,v) = (Vpw)(t), 7, (1)) €

(pv)
chamado fluxo geodésico.
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O fluxo geodésico satisfaz duas propriedades:
1. f0<p7 U) = (pu U)'

2. ft(fs(p, U)) = ft+s(pvv>‘

Para cada t € R fixado, f; : T'S — T'S é um difeomorfismo. No caso em que
t = 1, o difeomorfismo f; : 7'S — T'S é chamado de tempo 1 do fluxo geodésico. O
fibrado tangente unitario é invariante por f e vamos considerar nesse trabalho o
tempo 1 do fluxo geodésico em 7'S. Para mais detalhes sobre o fluxo geodésico em

variedades Riemanniana de curvatura negativa ver [2].

2.3 Caracterizacao da Existéncia de uma Medida

Estacionaria

Como mencionado na Introducéo, estamos interessados no passeio aleatério deter-
minado por (f,p) onde f : M — M é o tempo 1 do fluxo geodésicoe p : M — (0,1)
uma funcédo Holder continua. Nessa secdo enunciaremos um teorema que nos for-
nece condigdes necessarias e suficiente para existéncia de medida estacionaria para
o passeio aleatorio determinada pelo tempo 1 do fluxo geodésico.

Usaremos uma abordagem geométrica para o problema. Como f : M — M
é o tempo 1 do fluxo geodésico, existe uma distribuicdo de codimensao 1 da forma
E®* & E* transversal a dire¢do do fluxo. Embora essa distribuicdo néo seja inte-
gravel, ambos £°, E" sdo e definem o que sdo chamados de folheacoes horociclicas
estdvel e instdvel. As folhas dessas folheacoes sdo invariantes pela acdo do fluxo
e, em particular, de f. Além disso, f contrai distancias exponencialmente intrinse-
cas para pontos nos horociclos estaveis, enquanto expande distancias exponencial-
mente entre pontos no instavel. Veremos no Capitulo 4| que a existéncia desse tipo
de folheacdo persiste por pequenas C'—perturbacoes de f. Isto é, para g préximo a
f chamamos sua folheacéo em contragéo W de folheacdo estdvel, e sua folheacédo
em expanséo W' serda chamada de folheagdo instdvel.

Definimos a distancia C*, com £ > 0, como sendo

onde d(f, g) = maxep{||f(z) — g(z)]|}. Com respeito a essa métrica, uma sequéncia
de funcdes f,, € C*(M) converge se as func¢des convergem e também todas as suas
derivadas de ordem até k£ convergem uniformemente em compactos. Isso define a

topologia CF.
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Definicao 2.3.1. Seja g : M — M uma pequena C'-perturbacdo de f de modo que
suas folheagbes estdveis e instdveis W;, Wy sdo definidas.

1. O conjunto C = {xo,...,xn_1,2n = X9} € um s—u loop (ou ciclo periodico) para
g se x;, ;1 pertencem a mesma folha de W; ou Wy, para todo i =0,...,N — 1.

2. Sep: M — R é Holder nés definimos F(C)(¢) = Zﬁ\;l F(C;z; — xi11)(p) onde

F(C; Ty — .Ti-i-l) = :Z% @(g”xi) B w(gnxiﬂ) i1 W;(xl) .
=22 (g ) — (g Tin) i € Wi()

Na definicdo acima, observemos que, como as distancias entre os pontos
nas folheacoes estaveis (instaveis) sdo contraidas por g (resp. ¢ ') e ¢ é Holder,
a série converge absolutamente e F'(C)(y) esta bem definido. Os funcionais F'(C)
no espaco das func¢ées Holder foram introduzidos por A. Katok e A. Kononenko
[21] e fornece uma generalizacio para sistemas parcialmente hiperbdlicos da teoria
de Livschitz para sistemas completamente hiperbélicos. Vamos agora enunciar o
teorema que caracteriza a existéncia de uma medida estacionaria para o passeio

aleatorio determinado pelo tempo 1 do fluxo geodésico.

Teorema 2.3.1. Seja S uma variedade hiperbélica compacta, M = TS seu fibrado
tangente unitdrio, . @ medida de Liouville em M e seja f : M — M o tempo 1 do
fluxo geodésico. Consideremos também uma fung¢do Holder continua p : M — (0, 1)

de forma que

p
/logwdu:O, =1,
M -p

Existe entdo uma C%-vizinhanca aberta N de f, de modo que para cada g € N temos
o seguinte: o passeio aleatorio em M determinado por (g,p) tem uma medida P-
estaciondria equivalente a |1 se, e somente se, para cada s — u loop C, implicar que
F(C)(log p) = 0.

Além disso, a densidade da medida P-estaciondria é continua. Se p é dife-

rencidvel, entdo a medida P-estaciondria é um volume suave em M.

Este teorema sera deduzido de um resultado mais geral, o Teorema |4.2.2

que, em busca de concisido para esta parte, enunciaremos mais adiante.

2.4 Um Pouco de Historia

O estudo desse tipo de problema foi iniciado por Sinai em [32] para uma rotacéo
irracional no toro 7' : II" — II", tal que T'(x) = (x + w) mod 1. Neste trabalho ele
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considera o passeio aleatorio determinado pela rotacao irracional 7" tanto no caso

simétrico, isto é,

/Mlog %dﬂ(m) =0

quanto no caso antissimétrico

/M log %du(az) # 0.

Impondo condig¢des sobre o angulo de rotacédo (diofantino) e sobre a velocidade de
decaimento dos coeficientes de Fourier da funcédo p, Sinai obtém a existéncia de uma
medida estacionaria equivalente a medida de Lebesgue para o passeio aleatorio,

encontrando uma solucéo positiva h para a equacédo cohomolégica

1—p(z) AT ')

plz)  h(2)

Em [20], Kaloshin e Sinai estudaram o passeio aleatério determinado por
um difeomorfismo de Anosov transitivo (T, ). Impondo a condi¢do €* na fungéo p,
eles mostram que tipicamente ndo existe medida estacionaria equivalente a me-
dida p.

Conze e Guivarc’h em [9] fizeram uma abordagem voltada para a teoria er-
goédica do passeio aleatdrio determinada pela rotacio irracional obtendo resultados
comparaveis aos resultados do Sinai. Porém eles assumem que log p tem variacéo
limitada ao invés de supor que a rotacédo seja diofantina. Estudaram também o
caso de um difeomorfismo de Anosov em termos de solubilidade de equacgoes coho-
molégicas.



Capitulo 3

Passeios Aleatorios Determinados
por Sistemas Dinamicos

Neste capitulo faremos uma abordagem dinamica do processo estocastico que es-
tamos trabalhando. Comecamos com uma descricdo formal do passeio aleatério
em M. Seja ¥ := {f, f~'}?+ espaco metrizavel e compacto visto como produto to-
polégico de espagos discretos. Seja p : {f, f~'} x M — (0,1) a extensdo da funcio
p: M — (0,1) de forma que p(f,z) = p(z) e p(f~',z) = 1 — p(z). Isto é, temos uma
cadeia de Markov em M em que uma particula em z salta para f(z) com probabili-
dade p(z) ou salta para f~!(z) com probabilidade 1 — p(z).

A Figura representa o caso de uma rotacéo R, no circulo. Esse caso foi

tratado em [32] em um toro d-dimensional para uma rotacéo irracional Diofantina.

1—p(x)

-

p(x)

Figura 3.1: Representacdo de um RWRE dada pela rotacéo R, no circulo.

Usando o teorema de extensido de Hahn-Kolmogorov, para cada x € M
existe uma unica medida de probabilidade P, em ¥ tal que para todo N > 1, para
todo cilindro

[ar, - an] ={(fa)n>1 €X: fi=a1, -, fx = an}

16
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temos a igualdade

]P)m([ah T 7CLN]) = 13(@1, 1‘) '15(@2, Gﬂ) e 'ﬁ(aN, an, * - aﬂ).

Dessa forma, (S%),>o é uma cadeia de Markov em (X,P,), que representa
todas as possibilidades do passeio aleatorio comeg¢ando no ponto = com suas respec-
tivas probabilidades. Observemos que existe uma passagem natural dos passeios
aleatorios correspondentes a diferentes pontos (do passeio aleatério o comecando
em x até o passeio o(a) comecando o;(z), onde o : X — X é a aplicacdo shift).
Do ponto de vista de sistemas dindmicos, é natural considerar o skew product
F:YXxM— XY x M tal que

Fla,z) = (0(a),ai(x)) 3.1)

que codifica as passagens acima mencionadas. Essa abordagem, no entanto, ndo é
muito util no contexto que estamos considerando (onde as probabilidades de tran-
sicdo dependem do ponto). Portanto apresentaremos uma construcio alternativa e
indicamos, posteriormente, sua relacdo com o skew product.

Observemos que podemos usar a colecédo de probabilidades {P,} para indu-
zir um processo em )M, definindo o operador de Markov

Pro(z) = / b0 STAP, = p()(fz) + (1 — p(e))o(f )
— [ sla(@)ptda,o)
{f.f~1}

Por computacéo direta, paran > 1
Pio(r) = /2¢ oSy - dP,.

Como mencionado anteriormente no Capitulo [2, apés determinar o operador F,
podemos agir por dualidade em P(M). Vale a pena chamar a atencéo do leitor que
Py (como qualquer operador de Markov) define um ntcleo de probabilidade de tran-
sicgo[| P : M x By — [0, 1] com

Pz, A) = P(14)(x) := Pr(1a) (),

onde 1 4 é a funcéo indicadora de A € B,,.

Denote por 2 := MY equipado com a topologia produto, e seja By a sua

10 uso da mesma letra para o operador Markov e seu niticleo de probabilidade associado é pratica
comum.
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o-algebra produto. Para n € N escrevemos X, : {0 — M a projecao
Xn(w> = Wn,

e seja ‘Bgl) a sub-o-algebra de B, gerada por {Xo,...,X,}. Se A € Byyen € N,
escrevemos
[A], = {weE:w, € A} = X 1(A).

3.1 Esperanca Condicional

Dado um espaco de probabilidade (€2, Bo,Q) e B’ C By uma sub-o-dlgebra, existe
um operador linear positivo E(-|B) : L(Q2,Bg, Q) — L'(Q,B’, Q) tal que para ¢ €
L'(Bg), E(¢)|B’) é a esperanca condicional de ) com respeito a B’ e é caracterizado
por:

E(y|B’) é B'-mensuravel.
2. [,E(¥|B")dQ = [,¢dQ para todo A € B'.

Segue que para todo p > 1,||E(¢|B')|, < ||¢],- Quando ¢y = 14 com A € By,
escrevemos
Q(A|B') = E(14|B')

e chamamos Q(A|B’) a medida condicional de A relativa a B’. O préximo teorema
pode ser encontrado, por exemplo, em [26], Capitulo V.

Teorema 3.1.1. Dado i € P(M) existe uma tnica medida de probabilidade Q, com

respeito a Bq tal que
* (X0):Qu=p
* A€ Bo,neN=QuAln|BS)(w) = Plwn, A).
Observamos que dado A, € B(M), temos que (X).Q,(4g) = Q.(X; ' (Ag)) =
1(Ap), isto é, Q,(Ag x M x M x ---) = pu(Ao) = [}, Lao(wo)dp(wo). Além disso,

@“(AO X A1 XMxMx-- ) = / P(wo,dwl)d,u(wo).
A0><A1

Indutivamente podemos medir qualquer conjunto da forma Agx A; x - x A, x M X

M x ---  da seguinte maneira:

QuAgx Ay x -+ x Ay X M X M x ---) =
/|:/]1A0><-~~><An(w)P(Wn—l7de)"'P(Wo,dwl)]du(wo),
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Mais ainda, se f : M""! — R uma funcédo de n + 1 varidveis, entdo

/ (Ko@), Xo(w))dQp(w)
_/[/f(wo,--- on) Pt i) - - Plwso, deot) | dpa(ey).

Exemplo 3.1.1. No caso em que ;. = 0., v € M, temos que Qs, é suportada em
{w : wy = x}. Com efeito, observemos que Qs, ({w : wy = z}¢) =1 — Qs, {w : wy =
z}) = 0,(Q\ z) = 0. Além disso, indutivamente segue que

Qs, {w :wo =x,w1 = a1(x),ws = (), -+ ,wp = -+ -a1(x)})

= play, x)plag, aq () -+ plan, p—10—2 - - - a1 (x)) = Pu([aq, -+, an)).

Lema 3.1.1. Seja T : Q@ — Q a aplicagdo shift. Dado uma medida p € P(M), temos
que T*Qu = QP*W

Demonstra¢do. Dada p € P(M), pelo Teorema , existe unica medida Qp:p tal
que (Xo).Qp:, = Pipe Qp;u([A]mﬂBé"))(w) = P(w,, A) para todo A € Bg,. Observe-
mos que

Pinin) = [ Ptaidnte) = [ Plo. Apdna)
Por outro lado,

(X0)+(TuQu)(A) = Qu(T ™" 0 X, (A)) = Qu([Alnt1)-

Portanto, quando n = 0, temos que
(X0)«(T2Qu)(A) = Qu([A]1) = / P(wo, A)dp(wo) = Pru(A).
Além disso,

T.Qu([Aln|BE) (w) = Er,q, (M, [ BS) (w) = Eryq, (14, © T|BG) (w)
= Eq, (114, |85 ) (Tw) = Q,u([A]|BS ) (Tw)
= P(w,, A).

Pela unicidade do Teorema obtemos
T*@,u = QP*,LL-

O

Assim para toda medida P-estacionaria v em )M nés temos um sistema
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dinamico 7": (2,Q,) — (2,Q, ), uma vez que 7.Q, = Q,.

Definicao 3.1.1. O sistema dindmico T : (2,Q,) — (2,Q,) serd referido como sis-
tema dindmico associado ao passeio aleatorio (determinado por f e com medida

estaciondria v).

Vamos exibir a relacédo entre 7' e o skew product F' definido em (3.1). Seja
a:= (aj,ag,---) € Xedefina ®: > x M — () tal que

O(a,z) = (z,0q(), a0 0 aq(x),...). (3.2)

Notemos que ® o ' =T o ¢ e para cada Ay, -- , A, € By, temos que

<I>_1(A0><A1><--~><An><M><M><---):ﬂF‘k(ZxAk)

k=0

={(a,z): 2 € Ag,a1(x) € Ay, Japan_1---ai(x) € A, } € By.

Observemos que ¢ é invertivel, exceto quando w contém um ponto = € M satis-
fazendo f?z = z. O conjunto de drbitas periédicas para (perturbacdes) do fluxo
geodésico tem medida de Lebesgue zero; portanto, se a medida estacionaria v for

equivalente a Lebesgue, podemos ignorar esses pontos periédicos.

F F
(Z} x M, Bg, mc) —_— (2 X M,Bc,mc) (2 X MaBCaPu:) —_— (2 X M,BC,IP’;::)

P P P P

(2.B5.0) ——  (2.5,,0,) (2:B0,0s) ——  (2.84,Q5,)
T T
Figura 3.2: Conjugacéo

Considerando X := X x M, defina B := &7!(Bg) e usamos ¢ para induzir
medidas m¢,m, = P, € P(X) tais que ¢.mc = Q,, .m, = Qs,; em particular, as
aplicacoes

O (X, Bo,me) = (2,Bq,Q,)
®: (X, Bc,P.) — (2, Bg,Qs,)

sao isomorfismos de medidas (measure-theoretic isomorphisms). Ver Figura (3.2
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Finalmente, notemos que F : (X, Bs) — (X, Bx) é mensuravel, e uma vez
que ® o F' = T o ¢, temos que F,m. = m, pois dado A; € By, existe A €  tal que
d~1(A) = A,. Assim,

®,me(A) = m (27 (A4)) = Qu(A)

me(F~1 o ® 1 (A) =me(® o T7H(A) = Q,(T7'(A)) = Q,(A).
Portanto:

Proposicao 3.1.1. A aplicagdo ¢ : (X, B, me) — (2, Bq,Q,) é uma conjugacgdo de

(F,m.) e (T,Q,), uma vez que
1. ® seja um isomorfismo de medidas.
2. Do F=Tod.

A proposicédo acima nos diz que podemos usar o skew-product (3.1) para es-
tudar a dindmica dos passeios aleatoérios definidos por P, mas precisamos usar uma
o-algebra diferente em X. Agora queremos entender a relacédo entre as medidas m,

e mg.

3.2 Desintegracao de medidas

Antes definir uma desintegracdo de uma medida y, consideremos (X, B, 1) um es-
paco de Lebesgue, isto é, um isomorfismo de medida com o intervalo unitario equi-
pado com a o-algebra de Lebesgue e uma medida de Lebesgue-Stieltjes. Seja H

uma particdo de X em conjuntos mensuraveis. Consideremos também:
a) m: X — X/3H a projecao natural, isto é, 7(z) = Hsexr € H C K,
b) B={GcH:x(G) e B},
¢) i(G) = u(r~Y(@)) para todo G € B.

Com isso, (X/H, B, /1) é um espaco de probabilidade.

Definicao 3.2.1. Uma desintegracdo de uma medida y relativamente a uma par-
ticdo H é uma familia {y” : H € H} de probabilidades (condicionais) em X tal
que:

i) u(H) = 1 para ji-quase todo H € H;
it) a funcdo H — pf'(E) é mensurdvel para todo E C ‘B;

i) W(E) = [ p(E)di(H) para todo E C B.
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Uma particdo H é mensuravel se {X /K, B, i} for um espaco de Lebesgue.
O proéximo teorema foi provado em [31].

Teorema 3.2.1. Seja H uma particdo mensurdvel de um espaco métrico compacto
X e y uma medida de probabilidade. Entdo ;. admite alguma desintegracdo relati-

vamente a H.

Proposicio 3.2.1. Seja H = {3 x {x}},.,, uma particdo de ¥ x M. Entdo {P,}.cnm
¢ a desintegracdo de mc com respeito a particdo H, e a medida quociente X/H ~ M

év.

Demonstragdo. Sejam §, e v medidas em M. Pelo Teorema |3.1.1| existem (dnicas)
medidas Qs, e Q, tais que (X).Qs;, = ¢, e (Xy).Q, = v. Tomando a particao de (2

como {w : wg = x}en, uma vez que Qs, ({w : wyg =z}) =1 e que

V(A) = Q, (X5 (A)) = / b2(A)du() = / Q. (X5 (A))dv(x),

segue que {Qj, }.cnr € a desintegracdo de QQ, cuja medida quociente é v. Por fim,
como ¢,.mc =Q, e ,P, = Qs,, segue que

me(@ o X5 ) = [P0 o X (A))dv(a).

Portanto {P,}.c)s € a desintegracéo de mc com respeito a particdo H cuja medida
quociente é v. O

Exemplo 3.2.1. Assuma que p(x) = p uma constante. Entdo P, = P ndo depende
de x e é dada pela medida (produto) de Bernoulli (p,1 — p)%+ em Y. Isso implica que
me = P X v é a medida produto, e assim se estende a toda o-dlgebra Bx. A exten-
sdo é F-invariante. O sistema resultante é chamado de sistema dindmico aleatorio
(localmente constante), e é muito mais estudado do que o seu equivalente em T. Ver

por exemplo [23].

3.3 Medidas Absolutamente continuas

Focaremos agora nossa atencao no problema da existéncia de medidas P-estaciona-
rias com propriedades dindmicas adicionais. Observamos que pela forma do opera-
dor P, verifica-se que se v é P-estacionaria, entdo em particular é f-quase invari-
ante. A saber, f'v é absolutamente continua em relagéo a v. De fato, se Pjv =v e
v(A) =0, tem-se que

OZP;I/(]IA) :/Mpf(]lA)dl/ZO.
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Uma vez que as fungdes Py > 0,p > 0 e p+ ¢ = 1, segue que

0= /M]lA o f v = flv(1,),

ou seja, f_'v é absolutamente continua com respeito a v. Portanto existe uma fun-
cdo h tal que f7 v = hv.

Dada uma medida f-quase invariante v, f_'v = hv, se v for equivalente a
1 (a medida f-invariante) com densidade p, entao

v=p-p=flv=Ffp-p)=pof-p=hv=hpu

=

e em particular logh = uo f — u é um cobordo para f. E (parte de) um resultado
devido a J.P. Conze e Y. Guivar’c que no caso simétrico o fato de log 75 ser um
cobordo é equivalente a existéncia de uma medida P-estacionaria v equivalente a
1 (assumindo ergodicidade de ).

Para o restante do trabalho, fixamos:

¢ ; uma medida f-invariante ergdédica.

* p: M — (0,1) continua satisfazendo a seguinte condicéo de simetria
| o e@dnt) =0
M

onde p(z) := %, q(z) :==1—p(x).
O préximo Teorema foi provado em [9].

Teorema 3.3.1. Assumindo as hipéteses acima, existe uma medida P-estaciondria
v equivalente a 1 se, e somente se, log p = log ﬁ ¢ um (integrdvel) cobordo sobre f,
isto é, existe ¢ € L'(1), ¢ > 0 tal que

logyp = o f o

Em [9] o resultado é enunciado mudando ‘log ¢ = log ﬁ é cobordo sobre [’

por ‘existe 1) mensuravel tal que -2 =

= qu >, porém sao equivalentes. De fato, se

— 3.3
i - (3.3)
entao
p_(r-q)of
q m-q
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Enquanto que se

p_ yof
P (3.4)
entao
p (G)of
gof L

Também vale ressaltar que se temos (3.3), entdo v = 7 é P-estacionaria. De fato,
se (3.3) é valida, entdo p- 7 = (¢ ) o f. Usando o operador adjunto P! temos que

Pl(m)=(p-m)of ' +(¢g-m)of=q m+p- 7=

Portanto, pela Proposicao[2.1.1, temos que 7 é P—estacionaria.

Em relacdo a unicidade da medida P—estacionaria v equivalente a pu, é
consequéncia do Teorema Ergédico de Hopf. Para mais detalhes ver Proposicéo 2.3
em [9].



Capitulo 4

Existencia de medida estacionaria

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de difeomorfismo parcialmente hiperbé-
lico e citar algumas de suas propriedades com o intuito de demonstrar o Teorema
que é o teorema que caracteriza a existéncia de uma medida estacionaria

para o passeio aleatério determinado pelo tempo 1 do fluxo geodésico.

4.1 Hiperbolicidade Parcial

Consideremos uma variedade fechada hiperbélica S, M = T'S e f : M — M o
tempo 1 do fluxo geodésico. Essa aplicacdo é um exemplo de um difeomorfismo
parcialmente hiperbdlico, cuja definicdo é lembrada abaixo.

Todas as variedade consideradas serdo conexas e paracompactas. Por sub-
variedades, queremos dizer uma subvariedade imersa. Se M, N sdo subvariedades,
entdo Emb"(M, N) denota o conjunto de todas os mergulhos de M em N cuja classe
de diferenciabilidade é C".

Definicao 4.1.1. Um difeomorfismo f : M — M em uma variedade Riemanniana
compacta M é parcialmente hiperbilico se existe uma decomposicdo continua do
fibrado tangente TM = E° & E° ® E* e uma métrica Riemanniana em M tal que

para todo v € M, para todo vetor unitdrio v* € E*,x = s, c,u vale que
| D fa(v®) [[< min{1, || Dfe(v) |} e max{L, || Dfe(v) [} <[| Dfalv") || -

As direcoes E°, E° e E* sdo chamadas de direcéo estavel, central e instavel
para f respectivamente. Hiperbolicidade parcial é um condi¢do C'-aberta, isto é,
existe uma C!'-vizinhanca aberta de f no qual toda ¢ nessa vizinhanca é também
parcialmente hiperbélica. Para mais detalhes ver [29].

Um difeomorfismo parcialmente hiperbélico f : M — M satisfaz a proprie-

dade center bunching se

25
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m(Df(@)|E°) _ || Df(x)|E” ||

| DI@E < B < mDF@) )

<[ Df ()| E* |l

para todo z € M, onde m(Df(z)|E°) :=| Df~'(fz)|E* |~' chamada de conorma de
Df (@)
Vamos agora dar um conceito de folheacao.

Definicao 4.1.2. Seja M uma variedade de dimensdo m e W = {W(x)},enr uma
particdo C" em subvariedades de mesma dimensdo d. Dizemos que F é uma folhe-
agdo se existe uma cobertura aberta U = {U} de M, e para cada U € U existe uma
fungdo continua ¢y : (—1,1)"¢ — Emb" ((—1,1)?, M) satisfazendo o seguinte

1. Se x € U entdo existe unico v € (—1,1)" % e h € (—1,1) tal que ¢y (v)(h) = .
Além disso, a imagem de ¢y (v) é uma componente conexa W (x) N U contendo

Z.

2. Se U NU' entdo a mudanga de coordenadas ¢y : (—1,1)"% — (=1,1)™79,

ou(v) = V' se e somente se ¢y (v)(h) = ¢y (v)(h') € continua.

Se a mudanca de coordenadas acima for diferencidvel nés dizemos que 'W é uma
folheacdo diferencidvel, além disso, W (z) sdo folhas da folheacdo.

i
\\

Rm_d

> R

Se W é uma folheacdo entdo TW = | | T'W(x) é um sub-fibrado 7'M, ou seja,
tangente as folhas. Reciprocamente:

Definicao 4.1.3. O sub-fibrado E C T'M é dito integrdvel se existe uma folheacdo
Wem M tal que TW = E.
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Agora voltamos ao contexto de parcialmente hiperbélico. Pelo Teorema da
Variedade estavel de Hadamard-Perron (cf. [19]) ambas E°, E* sdo integraveis com
folheacbes f—invariante W, W*(invariancia significa que f permuta as folhas de
W* com * = s,u). Além disso, se dy-(,) denota a distancia intrinseca induzida pela
métrica Riemanniana na folha W*(x), entdo pode-se verificar que para \ < 1, segue

que

y,y € We(x) = dws(ray (™Y, ™) < CN"dyys(2)(y y) Vn>0 4.1)
2,2 € W (x) = dwuip-ne) ("2, [TY) < CXN'dws (o) (2,2)  ¥n > 0. (4.2)

Por outro lado, o fibrado F° ndo é sempre integravel. Dizemos que um difeo-
morfismo parcialmente hiperbélico f é dinamicamente coerente se os sub-fibrados
E® .= E*®E°e E .= E‘@FE" sao integraveis com folheacoes W W f—invariante.
Se f é dinamicamente coerente, entiao £° é tangente a folheacdo W¢ := W< N 'Wev,

E um resultado conhecido que o tempo 1 do fluxo geodésico mencionado an-
teriormente é dinamicamente coerente, com dimensao central igual a 1 tangente as
linhas do fluxo. Nao apenas isso, sua folheacéo central é de fato diferenciavel. Além
disso, pequenas C!-perturbacdes do fluxo geodésico sdo dinamicamente coerentes.
Isso é feito na prova do Teorema B abaixo.

Este raramente é o caso; de fato, se um pequeno volume preservando a
perturbacido de f tem centro diferenciavel, entdo, em particular, é o tempo 1 de um
fluxo (hiperbdlico) conservativo, que impée uma restricdo muito forte a existéncia
de tais funcoes. Ver [3].

Um difeomorfismo f parcialmente hiperbdlico é dito acessivel se qualquer
par z,y € M pode ser conectado por um s — u caminho, isto é, um caminho com-
posto por segmentos que sempre se encontram W?® ou W". Dizemos que f é C"-
estavelmente acessivel se para todo ¢ suficientemente C"-préximo a f é acessivel.
Foi originalmente provado por Katok and Kononenko [21] que o tempo 1 do fluxo
geodésico correspondente a uma variedade hiperbélica é C"-estavelmente acessivel.

Por fim, observemos que se C' for um s — u loop correspondente a um dife-
omorfismo f parcialmente hiperbélico (cf. Defini¢do[2.3.1), os funcionais F(C; z; —
r;11) que aparecem na definicdo de F'(C) estdo bem definidos no espaco das fungdes
Hoélder continuas , em virtude de 4.2).

4.2 A Prova do Teorema

Nesta secéo, reuniremos tudo o que foi discutido anteriormente e demonstrare-
mos um resultado que implicara o Teorema [2.3.1. Vamos fixar M uma varie-

dade compacta e 1 um volume suave em M. O conjunto Diff' (M) consiste nos
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C"-difeomorfismos de M.

Enunciaremos agora parte de um teorema e um corolario que foram de-
monstrados em [35] que serdo fundamentais para a demonstracdo do resultado
proposto nesta secao.

Teorema 4.2.1. Sejam f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico e
acessivel, ¢ : M — R Holder continua, c uma constante e a equagcdo cohomologica

p=dof—¢+c (4.3)

1. Se f é C', entdo tem solucdo continua ¢ para algum c € R se, e somente
se, F'(C)(yp) = 0 para todo s — u loop C.

2. Se f é C', entdo toda solugdo de é Holder continua.

3. Suponha que f seja um difeomorfismo C*, center bunched e que preserva vo-
lume. Se existe solu¢do mensurdvel ¢ de [.3), entdo existe solugdo continua
) = ¢ em quase todo ponto.

Corolario 4.2.1. Seja f um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico e acessivel.
Assuma que para alguma métrica Riemanniana D f,. é uma isometria. Considere
v : M — R uma funcdo C*. Suponha que exista uma funcdo ¢ : M — R tal que

p=dof—0

Entao ¢ é C>. Além disso, se [ preserva volume, solucdo mensurduvel se estende para
uma solugd@o C*.

Para qualquer inteiro k > 2, existe uma C* vizinhanga U de f em Diff* (M)
tal que, para todo g € U, e toda funcdo ¢ : M — R, se

p=¢og—¢

tem solucdo continua ¢, entdo ¢ é C", para r < k — 1. Se g preserva volume, entdo
solugcdo mensurdvel estende para uma solugdo C".

Vamos agora enunciar e provar o teorema que caracteriza a existéncia da
medida estacionaria para o passeio aleatério para um difeomorfismo parcialmente
hiperbélico.

Teorema 4.2.2. Suponha que f : M — M € C*(M), é um difeomorfismo parcial-

mente hiperbdlico acessivel satisfazendo;

1. dim E°¢ = 1.



29

2. Para alguma métrica Riemanniana D f|E° é uma isometria.
3. f preserva a medida volume .

Seja p : M — (0,1) uma fungdo Holder continua, ¢ = 1 —p, ¢ = g e assuma
que [, logy - du = 0. Entdo existe uma C*-vizinhan¢a aberta N de f tal que se
g € N, g.u = p1 entdo: o passeio aleatorio em M determinado por (g,p) tem medida
P—estaciondria equivalente a . se, e somente se, para todo s — u loop o funcional
associado a C é tal que F(C)(log¢) = 0.

Além disso, a densidade da medida P-estaciondria é continua. Se p é dife-

rencidvel, entdo a medida P-estaciondria é um volume suave M.

Demonstracdo. Comecamos observando que, devido ao Corolario 7.6 em [17], o di-
feomorfismo f é dinamicamente coerente, e usando em conjunto com o Teorema 7.4
em [[19], obtemos que 0 mesmo também vale para uma pequena C'-perturbacio. Foi
provado em [18] que f é também C"-estavelmente acessivel, para qualquer r > 2.

Nesse contexto, também temos que f é C%-estavelmente ergédico, signifi-
cando que existe uma C2-vizinhanca aberta N de f, de forma que cada g € N
preservando p seja (parcialmente hiperbélico e) ergédico (em particular, ; é uma
medida ergédica para f). Veja o Teorema A [30] (observamos que a condigdo téc-
nica de center bunching nas hipéteses desse teorema é imediata para perturbacéoes
de aplicacbes parcialmente hiperbélicos que atuam como uma isometria em seus
centros).

Como consequéncia, existe N uma C2-vizinhanca aberta de f, de modo que
se g € N e g, = p entao

* 1 € uma medida ergddica para g.
* ¢ é acessivel.

Vamos fixar ¢ € N que preserva medida . Pelo Teorema [3.3.1, a existéncia de
uma medida P—estacionaria v equivalente a i, é equivalente a existéncia de uma

solucdo mensuravel da equacdo cohomolégica
logp=¢og—o.

Por outro lado, como ¢ é Holder continua, seu logaritmo também é Holder continuo
e, em seguida, pelo Teorema (Teorema A de [35]]) temos que:

1. a existéncia de uma solucdo continua para a equacio anterior é equivalente
a F,(C)(log ) = 0 associado ao s — u loop C, qualquer que seja ¢. Observemos
que no caso em que estamos trabalhando, a constante ¢ dada em 4.2.1|é nula,
pois g preserva a medida pe [, ¢ - du = 0.
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2. a existéncia de uma solu¢do mensuravel implica a existéncia de uma solucéo

continua.

Isto prova a primeira parte.

Supondo que p seja diferenciavel, obtemos pelo Corolario (Corolario
0.2 de [35]) que solugoes da equacio cohomoldgica sdo automaticamente suaves.
Uma vez que a solucio é a densidade da medida estacionaria, como explicado apds
o Teorema temos que a medida v é um volume suave. O

Como conclusdo, notemos que o tempo 1 do fluxo geodésico na variedade
hiperbdlica correspondente satisfaz as hipoteses do teorema acima e, portanto, o
Teorema [2.3.1] é um corolario direto do Teorema 4.2.2]

4.3 Difeomorfismo de Anosov

Nesta secdo veremos que o Teorema |4.2.2| é também valido quando f é um difeo-
morfismo de Anosov de Classe 2.

Definicao 4.3.1. Seja f : M — M um difeomorfismo e seja A C M compacto
f—invariante. Dizemos que A é hiperbdlico se existem constantes C > 0,\ € (0,1) e
para todo x € M existe E*(x) C T, M, E"(x) C T, M tais que

1. T,M = E%(z) & E%(x),

2. Para x = s,u temos que D f,(E*) = E*(f(z)),

3. ||IDfv%)]| < CA*||v*|| para todo v* € E*(x),n > 0,
4. | Df;™(v")|| < CX*||v*|| para todo v* € E(z),n > 0.

Os subespacos F*, E" sdo chamados de subespaco estavel e instavel respec-
tivamente. Se A = M, dizemos que [ é um difeomorfismo de Anosov. Indicaremos
apenas as modificacbes necessarias para a prova do préximo teorema. Para mais
detalhes ver [9], [20].

Teorema 4.3.1. Seja [ : M — M um difeomorfismo de Anosov conservativo de
classe C*,p : M — (0,1) uma funcdo Hoélder continua, ¢ = 1 —pe ¢ = ]50- Entao
existe uma C?-vizinhanca aberta N de f tal que se ¢ € N é conservativo entdo: o
passeio aleatorio determinado por (g,p) tem medida P-estaciondria equivalente ao
volume de M se, e somente se, para toda probabilidade g-invariante n tem-se que
J3 log edn = 0.

Além disso, a densidade da medida P-estaciondria é continua. Se p é dife-
rencidvel, entdo a medida P-estaciondria é volume suave em M.
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Demonstracdo. Observamos inicialmente que C?-difeomorfismos de Anosov conser-
vativos sdo CZ-estavelmente ergddicos, como foi provado por Anosov em [2]. Se
f: M — M é um difeomorfismo de Anosov e ¢ : M — R, é uma funciao Holder
continua, entdo a equacédo cohomoldgica ¢ = ¢ o f — ¢ tem solucéo se, e somente
se, [logpdn = 0 para toda medida 7, invariante por f. A solucéo dessa equacéo,
caso exista, também tem propriedades rigidas como no Teorema |4.2.2] isto €, se ¢
diferenciavel entdo a solucéo é diferenciavel. Para mais detalhes ver [16]. O

Uma equivaléncia sobre existéncia da solucdo da equacao cohomolégica no
caso em que [ é um difeomorfismo de Anosov pode ser encontrada em [35], que nos
diz: Se f : M — M é um C'-difeomorfismo de Anosov transitivo, entédo a equacéo
cohomoldégica ¢ = ¢ o f — ¢ tem solucdo continua se, e somente se, > _,¢(z) =0
para toda orbita f—periddica O.



Capitulo 5

Consequéncias Dinamicas

Neste capitulo, vamos deduzir algumas consequéncias para a dinamica do shift
T assumindo a existéncia de uma medida estacionaria equivalente a Lebesgue, e
também que (conforme dado pelo Teorema [4.2.2)), a densidade de v em relagéo a i
seja continua.

Relembremos que dado uma medida . ergédica para f, se o passeio aleato-
rio determinado por (f,p) admite medida P-estaciondria v absolutamete continua
a i, entdo a medida v é tinica. Além disso, pelo Teorema (3.1.1], existe tinica medida

Q, em que:

4 (Xo)*@l, = V.
e AcBgy,neN=Q,([Aln1BI)(w) = P(w,, A).

Pelo Lema[3.1.1] temos que Q, é medida invariante para o shift 7. Como consequén-
cia do Teorema 1.2 de [6], podemos concluir que o passeio aleatéorio determinado por
(f,p) com distribuicéo inicial v é ergédico. Portanto, a medida Qv é de fato ergddica
para o shift 7. Sendo assim, assumiremos neste capitulo a ergodicidade do shift 7.

Dada uma medida estacionéria v = 7y, o operador de Markov P; induz um
operador adjunto P} : L*(v) — L*(v) tal que [ Prop-¢pdv = [¢- P}z/z dv. Nesse caso o
operador sera auto-adjunto, isto é, Py = P}. De fato, usando a igualdade obtida em
e o fato de i ser f-invariante, temos que:
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p(@)o(fr)v(x) + q(2)o(f~ 2)v(z) dv(z)

/M Pro(a) - () du(z)
p(@)r(@)d(f)il) + q(@)m(@)d(f 2 )i(x) dulz)

q(fo)m(f)o(fo)i(z) + p(f~ e)m(f2)o(f 2)d(z) du()

Il
—

g(z)m(2)p(2)y(f ' x) + p(x)m(2)d(z)y(f2) du(w)

|
©-

(x) - Prp(z) dv(z).

M

5.1 Uma Lei dos Grandes Numeros e um Teorema

Central do Limite

Sejam as funcdes ¢ € L,(M,v) e b =¢doX, € L,(2,Q,) com p > 1. Pela desin-
tegragéo da medida Q,, sabemos que Q;, é suportada em {w : wy = z}. Isto &,

fQ d@(g f{w wo=2} ¢ )d@(gz (w) Entéao

[ = [ ( [ o0 Xowd@s, (w))vta) = [ a)ivia

No skew-product mencionado anteriormente, pensamos em ¢ como uma funcéo de-
pendendo apenas de M nas coordenadas de ¥ x M. Para enunciar o préximo teo-
rema, dizemos que uma cadeia de Markov é ergddica quando o shift 7" é ergddico e
a cadeia vai ser estacionaria quando a medida for estacionaria. Temos, em [15], o

seguinte teorema.

Teorema 5.1.1. Sejam (X,,), uma cadeia de Markov ergddica e estaciondria e P

operador de transicdo. Entdo, se ¢ € L*(p) e existe solucdo de

¢p=9¢— Py
entao X b%
¢( 1)++¢( n) dist N(O,O'Q)
\/ﬁ n—00
cuja varidncia é o? = ]WH%Q(M) - HPwH%Q(N)

Provaremos agora o seguinte teorema.

Teorema 5.1.2. Seja ¢ : M — R uma funcdo mensurdvel. Entdo para Lebesgue

quase todo ponto r € M temos:
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1. Se ¢ € L'(M) entdo

n—1

1

=~ bl (@) —— [ ddv P —gqtp(on)iz1 €3
k=0

2. Se ¢ = ) — Py (ou, mais geralmente, ¢ = (I — P)'/*y) para algum ) € L*(v),
entao

n—1
1 is
=Y plonai(@) S N(0,0%) P, — gtp(ar)is €5,

n n—o00
k=0

onde N(0, 0?) denota a distribui¢cdo normal centrada em zero e varidncia o> =

Demonstracdo. Observamos inicialmente que a densidade da medida v em rela-
cdo a medida i é continua, entdo uma funcdo ¢ € L"(M, u) representa também
uma funcéo em L"(M, ) e denotamos pela mesma letra. Pelo Teorema Ergdédico de
Birkhoff, para Q,— quase todo w € (2, temos que

- k
T}L“o‘onZ@T w) = / w)dQ, (w /¢> )dv(z
Lembramos que a medida Qv é suportada em

{weQ:w=(r,qz,acz,...), comz € M e (ap)r>1 € 2}

Pela desintegracio dada pela Proposicao |3.2.1], concluimos que para v-quase todo
ponto = € M e para P,—quase todo (ay)g>1 € %,

nh_}r{:o% - (T (w) :Ji—{go%ij(&k'“al(m)) = /d)(:v)dl/(x)

Uma vez que v é equivalente a y, finalizamos a primeira parte.

Para a segunda parte, a cadeia de Markov (X,,), que estamos trabalhando é
estacionaria e ergédica por hipétese. Pelo Teorema (respectivamente, Kipnis
e Varadhan [24] quando ¢ = (I — P;)'/?1; notemos que P} : L*(v) — L*(v) é auto-

adjunto)
¢(X1) +oe At ¢(Xn) dist

\/ﬁ n—)oo/
para Q, quase todo w € Q). Por fim, pela desintegracdo da medida Q, e pelo fato de

N(0,0%)

v ser equivalente a u, segue que para Lebesgue quase todo = € M,
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¢ (- ag(x)) _dist | N(0, 02) P, —q.t.p.(a)p>1 € 2.

1
NS —

5.2 A Recorréncia e o Expoente de Lyapunov para
o Skew Product

Recordamos que um estado em uma cadeia de Markov é recorrente se, a qualquer
momento, a particula sair desse estado, ela pode retornar ao mesmo estado com
probabilidade 1, caso contrario dizemos que o estado é transiente. Diz-se que uma
cadeia de Markov é recorrente se todos os seus estados forem recorrentes. Em
termos técnicos, definimos o tempo de primeiro retorno em z como 7, := inf{n >
1 : 5P = x}, e portanto a cadeia de Markov é recorrente se P{7, < oo} = 1 para
todo x. Quando uma cadeia de Markov for irredutivel, isto €, a probabilidade de um
estado alcancar qualquer outro estado é positiva, é suficiente para a recorréncia
que P{my < oo} = 1. Existem outras equivaléncias para recorréncia de uma cadeia
de Markov, ver por exemplo [13].

Vamos agora verificar algumas propriedades dindmicas com respeito ao
skew-product F(o,z) = (0(a),a;(z)) definido em (3.1). Para cada o € ¥ fixado,
definimos F, : M — M como a projecdo na segunda coordenada de F, ou seja,
F,(x) = m(F(a,x)). Assim F'(z) = o, ... a1(x) para todo n € N. Dizemos que z é re-
corrente para F, se z € wp, (x) := {y € M : 3(ng)r — oo tal que limy_,oo F*(z) = y}.

Denotamos por O;(x) a érbita de = pelo tempo 1 do fluxo geodésico e por
Of, (z) a 6rbita de x pela proje¢do na segunda coordenada do skew-product F'.

Teorema 5.2.1. Seja [ : M — M uma transformacdo ergodica com respeito a me-
dida ;e (X,)n,>1 0 passeio aleatorio em ambiente aleatorio determinado por (f,p).

Entdo:

1 Se [ 1555&) du(z) < 0, entdo lim,,_,., X,, = +00 com probabilidade 1.

2. Se [ %du(a:) > 0, entdo lim,,_,,, X,, = —oc com probabilidade 1.

3. Se [ 12%3) du(x) = 0, entdo lim inf,, ., X,, = —oco com probabilidade 1 e

lim sup,, ., X, = oo com probabilidade 1.
A demonstracdo do Teorema pode ser vista em [1]. Com isso, utili-
zando o Teorema [5.2.1] dizemos que a cadeia de Markov é transiente se for verifi-
cado 1 ou 2 e recorrente se verificado 3.
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Proposicao 5.2.1. Seja f o tempo 1 do fluxo geodésico cujo passeio aleatorio deter-
minado por (f,p) admita medida estaciondria v equivalente a p. Entdo para v-quase
todo x € M temos:

1. x é recorrente para F, para P,-quase todo o € 3.
2. A orbita Op, () € densa em M para P,-quase todo o € ¥.

Demonstracdo. Uma vez que o passeio aleatério é simétrico, a primeira parte se-
gue do Teorema item 3. Pois para v quase todo x € M, (lembrando que v
é equivalente a i) temos que para P,—quase todo o € ¥, liminf, ., X,, = —oc0 e
lim sup,,_, ., X,, = 00. Assim, existem uma infinidade de n;, € N, tais que a,,, ... a1(x) =
z. Entéo lim,, _,. F*(z) = .

Para a segunda parte, notemos que u é ergédica para f e com suporte total
na variedade. Entéo p({z € M : Oy(z) é densa em M}) = 1 e pela primeira parte
dessa proposicio, temos que

p({z € M : x é recorrente para F, para P, quase todo o € X}) = 1.

Uma vez que v € equivalente a u, segue que para v-quase todo x € M a drbita
Op, (z) é densa em M para P, -quase todo o € . O

Observacio 5.2.1. Seja Tor? o toro d—dimensional. Sinai provou em [32]] que a
cadeia de Markov determinada por (f,p), onde f é uma rotagdo irracional diofan-
tina, tem (unica) medida estaciondria v equivalente a Lebesgue. Provou também a
recorréncia da cadeia de Markov para todo x € Tor?. Logo, uma vez que a érbita de
f é densa para todo v € Tor?, a Proposic@o vale para todo x € Tor?.

Para simplificar a apresentacédo da dltima parte, assumimos agora que S é
uma superficie compacta hiperbdlica 2-dimensional, e f : T'S — TS o tempo 1 do
fluxo geodésico, em particular dim £* = 1 para todo * = s, ¢, u. Para (o, x) € ¥ x M
definimos A%(a, ) = A%(c, x) por

Ao, ) = [|DFEL]]

Entao o Teorema Ergédico de Birkhoff garante a existéncia do expoente de Lyapu-
nov para mc-quase todo («,z) € ¥ x M, onde m¢ é a medida invariante pelo skew
produc F' que encontramos no final da secdo 3.1. Assim,

n—1

lim lZ:logA“(F’k(a,:U)) = /log A (e, x)dme(a, ). (5.1)
k=0

n—oo 1M
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Pela recorréncia dada na Proposicao [5.2.1, teremos uma infinidade de ter-
mos (f,z) ou (f!,z) e portanto teremos uma infinidade de termos no somatério
(5.1) da forma log || D f,|E¥|| ou log || Df; | E|. Portanto

lim 1 ZlogA“(Fk(oz,x)) = /log A (a, x)dme(a,z) = 0. (5.2)
Usando (3.2) e o Teorema obtemos,

/logA“(a,x)dmc(a,x) = /logA“i)_l(w)d@,,(w)
~ [togIDLIEIp(a)dv(z) + [ log DS, B a(e)dv(z).
Portanto
/logHDfx!EﬁHp(x)dV(w) = —/1OgHDfx1!E§Hq(f€)dV(9€)- (5.3)

Se N é uma superficie algébrica, entdo a derivada de f na direcdo instavel tem
norma constante e portanto [ p(z)dv(z) = [ q(z)dv(z).

Pergunta 5.2.1. Se v é uma medida P-estaciondria equivalente a ji, necessaria-

mente a igualdade anterior é satisfeita?



Capitulo 6

Lei Forte de Knudsen para a
Aplicacao Aleatoria de Feres

Neste capitulo definiremos uma aplicacido aleatéria 7' e uma medida p que seja T-
invariante. Definiremos também a evolucdo de uma distribuicéo inicial do processo
aleatorio referido. Isto é, dada uma distribuicéo inicial v, podemos definir a distri-
buicdo v que é a evolucdo da distribuicéo inicial ¥ no tempo n com respeito ao
processo aleatorio. Provaremos, sob certas condigoes, a Lei Forte de Knudsen. Isto

2

e
v (A) = u(A)

para todo v-mensuravel A.

6.1 Aplicacao Aleatoria

Sejam (X, B(X), ) um espaco de medida, 7; : X — X ep;, : X — [0,1] com i €
{1,2,...,k} funcoes definidas em X. Seguindo a mesma definicédo de aplicacéo ale-
atoria introduzida por [4, 11}, [14], 28], definimos a aplicacédo aleatéria 7 : X — X tal
que T'(0) = T;(0) com probabilidade p;(0). Iterativamente, para cada n € N, 7"(0) =
T; oT; ,o---0T;(0) com probabilidade p;, (0)p;,(T;,(0))...p;, (T;,_,o---0T;(0)). O
nucleo de probabilidade de transicdo da aplicacio aleatéria 7' é dado por

n—1

k

K(6,4) = 3 pi(0)14(TH(0)) (6.1)

=1

com A € B(X). O nucleo de probabilidade de transicao K(#, A), definido em (6.1),
define a evolucdo de uma distribuicao inicial » em (X, B(X)) sobre a aplicacéo ale-
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atoria 7 iterativamente como

V0=,

para todo A € B(X) en > 0.

VD (4) = / K (9, A)dv™ ()

39

(6.2)

Definicao 6.1.1. Dada uma aplicacdo aleatéria T : X — X e p uma medida em X,

dizemos que a medida 1 é T-invariante (ou que T preserva a medida 1) se j(A) =
S fol(A) pi(0)du(0) para todo A € B(X).

6.2 A Aplicacao Aleatéria de Feres

Consideremos a aplicacdo do bilhar deterministico ' em uma mesa cujo o bordo

é um triangulo isésceles com angulo da base «. Seja G : pg x (0,7) — pg x (0,7)

a aplicacédo de primeiro retorno a base pqg do triangulo, tal que G(z,0) = (y,T.(0))

onde 7,(0) é o &ngulo de saida. Podemos considerar o segmento pg de comprimento

1.

T

«
y\Tz(O)

Figura 6.1: Bilhar Triangular Deterministico.

Se angulo da base for menor que ¢, entéo o bilhar deterministico iniciando

da base pg tera no maximo duas colisoes antes de voltar ao lado pg. Portanto tere-

mos quatro fungoes que determinam o dngulo de saida apés a colisdo com o lado pg,

a saber:

T1(6) = 0 + 2a,

T5(0) = —0 + 27 — 4,
T3(0) = 0 — 2a,

Ty(0) = —0 + 4«

(6.3)

(6.4)
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a a
WW) =i Dlé(ﬂ) = —0+2r —4a

Figura 6.2: Possibilidades de reflexoes em um tridngulo isésceles cujo angulo da
base é menor que 7.

com probabilidade p;(f) proporcional ao lado pg dada por:

1, se € [0,a)
uq(0), sef e [04,71' 3a)
Pl(e) = )
2cos(2a)uz(0), sel € [r —3a,m —2a)
0, sef e [r— 2a,77]
0, sef e [0, 7 — 3a)
U (0) — 2co8(200)uzn(0), sel € [r —3a,m— 2a)
P2(9) = )
uq(0), sef e r—2a,7m—a)
0, sef e r—a,n]
0, se 0 € [0,2a)
2 cos(2a)uze(—0), seb € [2a,3a)
p3(0) = )
uq(—0), sef € [3a,m — )
1, sef e [r—a,n|
0, sef €[0,a)
uq(—0), se 0 € [a, 2a)
pa(f) =
U (—0) — 2c08(2a)use (—0), se b € 2a, 3a)
0, se 0 € [3a, 7]
com u, () = 5(1 + 125)

0.4

0.2

Figura 6.3: Grafico das probabilidades pq, ps, p3 € ps.
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De fato, se 6 € (0, «) teremos necessariamente uma colisdo com o lado di-
reito do tridangulo antes de retornar ao lado pg qualquer que seja a posicéo de saida
da base pq. Portanto p;(6) = 1se 6 € [0, ).

p1(6)

Figura 6.4: Probabilidade p;(6) com 0 € [0, «).

Se 0 € [a,m — 3a), entdo pi(0) = u,(0) = %% que representa o tamanho

do segmento da base pg que retorna com apenas uma colisdo com o lado direito do
triangulo.

P1(6)

Figura 6.5: Probabilidade p;(#) com 0 € [o, 7 — 3).

Se 6 € [t — 3a,m — 2a), entdo pi(0) = 2cos(2a) - us,(f) que representa o
tamanho do segmento da base pg que retorna com apenas uma colisdo com o lado
direito do triangulo.

p1(0) = 2cos(2a)u2,(0)

p1(6)

Figura 6.6: Probabilidade p,(f) com 6 € [r — 3a, m — 2a).

Por fim, se 0 € [r —2a, 7|, entéo p;(0) = 0, isto €, nenhum ponto do segmento
pq retorna com apenas uma colisdo. Analogamente temos as outras probabilidades
P2,P3 € P4.

Se considerarmos apenas as probabilidades estritamente positivas, a apli-
cacdo aleatoria de Feres é tal que 7" : [0,7] — [0,7]. A Figura ilustra o com-
portamento das aplicagoes T; de acordo com seus respectivos dominios, isto €, onde
temos probabilidades positivas.
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Figura 6.7: A figura do lado esquerdo representa o grafico das aplicacao 77,75, 75 e
Ts. A figura do lado direito, representa as imagens das aplicacées 7; de acordo com
seus respectivos dominios.

Se pensarmos na duplicacdo da mesa de bilhar triangular, se G(x,0) =
(y,T:(0)), vamos escolher um 3’ € pg uniformemente e continuar a trajetéria com o
angulo T,.(0).

Figura 6.8: Mesa duplicada

A aplicacao aleatéria de Feres pode ser definida como um sistema dindmico
aleatorio {7,;z € [0,1], B(]0,1]), A} onde A é a medida de Lebesgue no intervalo [0, 1]
e B a o-algebra de Borel.

A préoxima proposicao é conclusdo direta da Proposicao 2.1 de [14] que tam-
bém foi comentada em [11]. Mas faremos aqui uma reescrita da demonstracéo para
a aplicacéo aleatoria de Feres.

Proposicao 6.2.1. Sejam o < 7 e T a aplica¢do aleatéria de Feres definida em
. Entdo a medida definida por i(A) = 5 [, sen(0)d6 é T-invariante.

Demonstracdo. Consideremos a mesa de bilhar triangular cujo bordo tem compri-
mento L e a base é o segmento de reta pq de comprimento 1 que identificaremos pelo
intervalo [0, 1]. Sabemos que a aplicac¢éo do bilhar deterministico /' : [0, L] x (0, 7) —
[0,L] x (0,7) preserva a medida A x y onde \ é Lebesgue normalizada em [0, L] e
dp = 3sen(0)dd em (0,7). Além disso, medida A X fi]jo,1x(0,-) € invariante para a
aplicacéo de primeiro retorno G : [0,1] x (0,7) — [0,1] x (0,7) ao lado pg.

Tomando uma funcéo f u-integravel qualquer, temos que:
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/fdu /f07r2 (A x p) = /fowgo(;d(/\x“)
/Oﬂ [01]f7r2( (z,0)))dA(x)u(0)

/0] e
- /[ ANG TS

Tomando A € B[(0,7)] e f = 14, temos que

Z/[O ]pi(e)ﬂA(Ti(e)) = K(9 A)du(0)

/0 1 / LT O)A)

- /[ T HAA) = ()

6.3 A Lei Forte de Knudsen

Nesta secdo apresentaremos a Lei Forte de Knudsen para a aplicacdo aleatéria de
Feres que foi demonstrado em [11]]. Para isso, introduziremos alguns conceitos que
serao necessarios para o entendimento dessa lei. Todos os resultados dessa secéo
estéo feitos em [11]], exceto o Teorema [6.3.1]

Lembramos que uma transformacéo S : X — X em um espaco de medida
(X, ;1) é ndo singular se u(S~'(A)) = 0 para todo mensurdvel A em que p(A) = 0.

Definicao 6.3.1. Sejam (X, A, ) um espago de medida e S : X — X uma trans-
formacgdo nao singular. O operador de Perron-Frobenius Ps : L'(X, ) — LY(X,u)

associado a S é tal que

J Pt = [ i)

O operador de Perron-Frobenius possui as seguintes propriedades:
1. Ps(A\fi + Aafa) = MPsfi + A Psfy para todo A\, \s € Ree f1, fo € L'(X, p).

2. Psf > 0 sempre que f > 0.
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3. [ Psf(@)du(z) = [y f(x)du(o).

Definicao 6.3.2. Sejam (X, A, 1) um espago de medida e S : X — X uma transfor-
macgdo ndo singular. O operador de Koopman Us : L>(X, ) — L*(X, 1) associado
a S étal que

Usf(x) = foS(x).
O operador de Koopman possui as seguintes propriedades:
1. US(/\lfl + /\Qfg) = )\1U5f1 + /\QUSfQ para todo /\1, M ERe fl, f2 € LOO(X, [L)

2. |Usfllse < 1]l

3. Paratodo f € L!, g € L™, temos que
/ Psf(x) - g(x) du(x) = / f(2) - Us g(z) d(z).

Definicao 6.3.3. Sejam (X, A, ) um espaco de probabilidade e S : X — X uma

transformacdo que preserva . A transformacgdo S é exata se lim p(S™(A)) = 1 para
n—oo

todo A € Aem que u(A) > 0.

Enunciaremos agora um teorema que foi demonstrado em [25]:

Teorema 6.3.1. Seja (X, A, 1) espaco de probabilidade, S : X — X uma transfor-

macdo que preserva medida, e Ps o operador de Perron-Frobenius associado a S. A

transformacgdo S é exata se, e somente se, lim ||P{f — / f(z) du(x)|| = 0 para toda
n—oo X

felL

Vamos agora definir um skew product S que nos dara informacoes uteis
com respeito a aplicacédo aleatoria 7. Como dito na introducéo, o skew product S
sera uma representacéo deterministica da aplicacdo aleatoéria T.

Sejam 2 = [0,1] x [0,7] e T a aplicacdo aleatéria de Feres, de forma que
T(0) = T;(0) com probabilidade p;(#). Definimos

Jy, = {(x,e) : Zpi(e) <z< Zpi(e)}

uma particdo de 2 com k = {1,2,3 e 4}.
Seja op(r,0) = m;@ (x — 30 pi(0)) se (x,0) € J;. Por fim definimos o skew-
product associado a 7" como: S : [0, 1] x [0, 7] — [0,1] x [0, 7] tal que

S(z,0) = (pr(x,0), Te(0)), se (x,0) € Jy. (6.5)
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0 3

Figura 6.9: Particédo de [0,1) x [0, 7].

O skew product S ndo tem uma interpretacio dinadmica, é apenas uma fer-
ramenta que nos ajuda a estudar a aplicacido aleatéria de Feres 7. Por exemplo, o
skew product S fornece propriedades importantes da aplicacao aleatéria de Feres

T, como no préximo lema:

Lema 6.3.1. Uma medida . é invariante para a aplicacdo aleatoria de Feres T, se e
somente se, a medida )\ x p é invariante pelo skew product S, onde )\ é a medida de
Lebesgue em [0, 1].

O Lema [6.3.1]foi demonstrado em [4]. Observemos que dada a medida ;. de
forma que p(A) = 3 [, sin(0)dd, pela Proposicéo 6.2.1, a medida A x p é invariante
pelo skew product S. Nesse contexto, dizemos que a aplicacdo aleatéria de Feres T’
com medida p é exata se o skew product S for exato com respeito a medida A x .

O préximo teorema que iremos enunciar foi provado em [11] e daremos
uma ideia de sua demonstracdo. Porém, antes de enuncia-lo, vamos introduzir
algumas ferramentas necessarias (também encontradas em [11]]) para um melhor
entendimento. Primeiramente, definimos

J; ={we J;, : S(w) € J;

1in n—1782<w) S Jin—zv T >Sn71(w) S Jll}

Lema 6.3.2. Seja Iy = [0,1) x {0} a fibra através 6 € [0,x]. Se Iy N J;,..;, # D e

considerando 7 : [0,1) x [0, 7] — [0,1) a proje¢cdo na primeira coordenada, entdo

AT 1001 Jii,) ) = i O9i s (T3, (6)) i (T 0+ 0 T, 0))

O Lema assim foi provado em [?]. Com isso, considerando 7 : [0, 1) x [0, 7] —

[0, 7] a projecdo na segunda coordenada e uma vez que Iy = U;,..;, J; é uma uniao

1°0n

disjunta,

/ Ta(me 0 S™)d(A X p) = Z / T4(mg 0 SM)d(A X p)
[0,1)x[0,7] “ JJ,

e iy i

=Y [ oo T )d0x ).
[0,1)x[0,7]

i1-win
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Pelo Teorema de Fubini, temos que
/ LA(Th 00T )d(A x 1) = / LA(Ts 00Ty )du(6) / 1), o (2.0)dA(z).
[0,1)x[0,7] 0,1)

[0,7]

Pelo Lema [6.3.2] fixado qualquer ¢ € [0, 7], temos que

/ LA(T, 0 o Ty )d(A x ) =
[0,1)x[0,7]

./[O}pin(H)pin_l(Tin(@)“'pn(TilO"'OTin(9))11A(Tz'10"'°Ti ())dp(8).

i1 ln

Por outro lado, temos que

vW(A) = K(6, A)dv™V(6)
[0,7]

_ Z/{O }pin(e)pin_l(Tin(e))-..pil(Tilo...oTin(H))]lA(Tilo...oTi (6))dpu(6).

i1 ln

Logo
v (A) = / 1 a(m 0 S™)d(A x v). (6.6)
[0,1]x[0,7]

Com intuito de provar que o skew product S definido em (6.5) é um endo-
morfismo exato, para cada n € N fixado, definimos as seguintes o-algebras:

F, = a({w;l(U) A Jyys U € B([O,ﬂ)}) e F.= 0( Upsi 3;).

Para cada U € B([0,7]), os conjuntos 7, ' (U) N J;,..;, sdo chamados de gera-
dores de F,. Além disso, a sequéncia {F,},>; define uma filtracao

FiCcHcCc---CcF,C---CT.

Com isso, segue dois resultados provados em [11].
Proposicao 6.3.1. O skew product S é F-mensurduvel.

Lema 6.3.3. Com respeito a medida S-invariante A x y,se A € F = o(U,>1F,) tem

medida positiva, entdo A contém um gerador de medida positiva.

Com esses resultados e defini¢cées, vamos dar uma ideia da demonstracéao
de que S é exato (Teorema 14 de [11]). Seja A € F de forma que (A x u)(A) > 0.
Pelo Lema A contém um gerador G = 7, ' (U) N J;,..;, de medida positiva para
algum U € B([0,7]). Com isso, pela definicdo do skew product S e dos conjuntos
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Ji i, , cada fibra de S™(G) tera medida total. Assim, temos que
/\([0, 1) x{6}n S”(G)) =1 paratodo 6=T,0---0T; (u),ucU.

Portanto, definindo B = S"(G), suas fibras [, := [0,1) x {0}, com 6 € [0, 7], tem
medida 1. Além disso,

BcS*B)yc---cS™B)cC---

Definindo C' := U,>05%"(B), temos que S*(C) = C e assim lim, . (\ X
1) (S®(B)) = (A x p)(C). Uma vez que (A x p)(B) > 0, temos que (A x p)(C) > 0.
Com respeito a aplicacéo aleatéria de Feres T, para ¢ irracional, temos a seguinte
proposicédo provada em [11].

Proposicao 6.3.2. Considere C € B(|0,7]) e suponha que o pull-back 73(1¢) seja
S?-invariante. Se ¢ é irracional, entdo ;1(C) = 0 ou u(C) = 1.

Uma vez que S?(C) = C e que a transformacgéo S? preserva a medida \ x y,
segue que C' e S2(S5%(C)) possuem a mesma medida, portanto 1. é S*-invariante.
Além disso, 1¢ = 75 (1s,c)). Logo, supondo que ¢ seja irracional, pela Proposicédo
6.3.2, segue que a medida de 7, (C) é total. Assim (A x p)(C) = 1 e portanto

lim (A x p)(S*(B)) = (A x p)(C) = 1.

n—oo

Por fim, como S** C S?"™! e S preserva a medida \ x u, segue que (A x p)(S*") <
(A x ) (S?HY) < (A x p)(S2D). Portanto

lim (A x 1)(S"(B)) = (A x p)(C)) = L.

n—oo

Isto é, S é um endomorfismo exato.
Enunciaremos agora o teorema que foi provado em [11] seguido de uma
ideia de sua demonstracéo.

Teorema 6.3.2. Sejam o < %,T a aplicacdo aleatéria de Feres, ;i tal que p(A) =
L[, sen(0)d e v < p. Se & for um numero irracional, entdo v (A) — u(A) para
todo A € B((0,m)).

Demonstragdo. Primeiramente, dada uma medida v no espaco ([0, 7], A), temos de
que
v (A) = / Ta(mg 0 8™)d(A X v).
[0,1]%[0,7]

Portanto, usando o operador de Koopman Ug : L>(]0,1] x [0, 7], A x p) — L*([0, 1] x
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[0, 7], A x u), tal que Us(f) = f o S, a equacédo pode ser reescrita como
W (A) = / uUn (]1W2_1(A))d(x % 1)
[0,1]x[0,7]

para todo A € A. Se v < u, seja f € L'([0,7], 1) a derivada de Radon-Nikodyn
associada as medidas v e u. Assim, definindo 7}(f)(w) = f(m(w)) com w € [0,1] x
[0, 7], uma vez que A X ¥ < A X i, segue que Zg;i;g = 75(f) é a derivada de Radon-

Nikodyn associada as medidas A x v e A x p. Pelo Teoremal6.3.1],

y(4) = / U2 (1100 ) AN x ) = / T3 (1)U (1) ) X ) = p(A)

se, e somente se, S : [0,1] x [0,7] — [0,1] x [0, 7] for um endomorfismo exato. Uma

vez que para 2 for irracional o skew product S é um endomorfismo exato, segue que

lim (A x u)(S™(E)) =1

n—oo

para todo £ € B([0,1] x [0,7]) em que (A x u)(E) > 0. Portanto, tomando uma
distribuicfo inicial v < i, segue que v (A) — u(A) para todo A € B((0,7)). O

Observacao 6.3.1. A convergéncia 1™ — 1 é chamada Lei Forte de Knudsen.

05

0.4s
06 0.4
05 0.35
03
0.2s
02
01s
01
0.05

0
01 0.6 10 15 20 25 3.0 01 06 10 15 20 25 3.0

Figura 6.10: Simulacédo que ilustra a Lei Forte de Knudsen.

A Figura|6.10, retirada de [11]], representa uma simulacédo da convergéncia
da evolucdo de uma distribuicédo inicial v com respeito a aplicacdo aleatéria de
Feres no caso em que o = ‘1[—20”. Do lado esquerdo temos uma distribuicdo inicial
v com 50.000 pontos iniciais e 45 subintervalos do intervalo [0, 7]. Do lado direto
temos a distribuicdo da evolucdo da distribuicéo inicial do processo aleatério apos
30.000 iteragdes. Observemos que a figura do lado direito esta ficando préximo da
distribuicdo du = %sen(@)de que esta representado pela linha vermelha na figura.
Essa simulacio ilustra a Lei Forte de Knudsen para a aplicacdo aleatéria de Feres

— Vor
com « = 4~
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6.4 Caracterizacao da Lei Forte de Knudsen

Nesta secdo apresentaremos um resultado que completa o Teorema [6.3.2, e por-
tanto sera uma caracterizacéo para a Lei Forte de Knudsen para a aplicacdo alea-
toria de Feres. Antes de partirmos para esse resultado, vamos analisar um exem-

plo.

0| -0 +2a 0 +2a —0'+4a 0 +4a —0' +6a 0+ 6a

0 0 | _gi2a 60+20 —6+4a O+4a _giga O+6a

o

Figura 6.11: Regido invariante pelo skew product.

Para a = T e § € (0,a), considere C(0) = {0, —0 + 2a,0 + 2a, —0 + 4o, 0 +
4o, —0 + 6, 0 + 6 }. Observamos que se 6’ € (0,a) e ¢ > 0, entéo:

(

—0' 4+ 20 < —0 + 2«

0 +2a> 0+ 2«
0o — —0' +4a < —0 + 4o
0 +4a > 0+4da

—0' 4+ 6 < —0 + 6

0+ 6a > 60+ 6«

Portanto temos uma outra configuracéo para C(#’) como na Figura[6.11], além disso,
a regido hachurada é invariante pelo skew product S. Na préxima secéo, definire-
mos o conjunto C(#) a apartir da aplicacédo aleatoria de Feres.

Vamos agora provar o resultado que caracteriza a Lei Forte de Knudsen

para a aplicacio aleatdria de Feres.

Teorema 6.4.1. Sejam o < 7, T a aplicagdo aleatéria de Feres e uma medida v <
p, onde p(A) = 3 [, sen(6)df. Entdgo v™(A) — u(A) para todo A € B((0,7)) se, e

somente se, < for um niimero irracional.

Demonstracdo. O Teorema prova que se ¢ for um numero irracional, entéo
V(M (A) — p(A) para todo A € B((0,7)).
Para a reciproca, queremos provar que se ¢ for um nimero racional, entédo

a Lei Forte de Knudsen néao é verdadeira.
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mm

Dado o = ™%, com mdc(m,n) = 1, vamos mostrar que existe um con-
junto B C Q tal que B seja S invariante e 0 < (A x pu)(B) < 1. Para isso, sejam

= {0,z 2 ... mm . oUT gl e Ay =[x Sm . @rUTh Observamos que
0s conJuntos A e Ay sdo 1nvar1antes pela aplicacdo aleatéria de Feres, isto €, se
x € A;, com i = {1,2}, entdo Tj(z) € A; qualquer que seja k = {1,2,3,4} desde que =

pertenca ao dominio da aplicacéo 7). De fato:

e Se % € A, estiver no dominio da aplicacédo 7}, entéo

(25 —V)m\ _ (4m+2j — D
Tl( omn ) - om € 4.

2i—-1 . L. . - ~
e Se Z-Um egtiver no dominio da aplicacéo 75, entao

27 —1 dn—8m—25+1
T2<( J )7T>: (n—8m—2j+mr
2n 2n

* Se % estiver no dominio da aplicacao T3, entao

(2 —1)m\ (2 —4m—1)m
T3< 2n ) B 2n € Az

2i—1 . , . . ~ ~
e Se 2-Um egtiver no dominio da aplicagéo 7}, entéo

2j—Dmy  (8m—2j+1)n
T4< 2n ) B 2n € As-

De maneira analoga, mostra-se que o conjunto A; é invariante pela apli-

o
4an?

((2;'2_711) (27 1) + e) com j = {1,2,--- ,n}. Com isso, o conjunto U}_, [; é invari-

ante pela apllcagao de Feres uma vez que o conjunto A, é invariante pela aplicacdo

cacdo aleatéria de Feres. Tomando ¢ = vamos considerar o intervalo [; =

de Feres e as aplicacdes 7T séo translacoes em [0, 7], isto é, dado k € {1,2,3,4} e
j€{L,2,---,n}, temos que 7}(/;) = [, para algum [ € {1,2,--- ,n}.

Observamos também que a medida de Lebesgue do conjunto U}_, I; em [0, 7]
é tal que Leb( Ui, Ij) = 5 < Leb([0,7]) = 7. Por fim, o conjunto [0, 1] x U}_,I; C €,
é um conjunto S-invariante e por A x u ser absolutamente continua a medida de
Lebsegue em (2, segue que 0 < (A x p)([0,1] x U7_;[;) < 1. Ou seja, S néo é ergédico
e portanto S ndo é exata.

Logo, para a = % com mdc(m,n) = 1, v™ £ 1, uma vez que essa conver-
géncia ocorre se, e somente se, S for um endomorfismo exato.

O
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6.5 Propriedades da Aplicacao Aleatodria de Feres

Nesta secdo daremos algumas propriedades da aplicacao aleatéria de Feres que
serdo usadas nos préximos capitulos.

Seja ¥’ = {1,2, 3,4} o0 espaco das sequéncias formadas pelos simbolos 1,2, 3
e 4. Considere também o < § e 0 € (0, 7).

Definicao 6.5.1. Definimos o conjunto
Yo ={(xp)neny € X : pey (0) ... ps, (Tgc%1 oT,, ,0---0 Tm(Q)) > 0 para todo n € N}.

Para cada (z,),>1 = (21, 22,...,2,,...) € ¥y, a sequéncia relacionada (7, o
T, 00T, (0))n>1 = (0n)n>1 seréd chamada de sequéncia admissivel para 0.

Definicao 6.5.2. Denotaremos C(0) o conjunto de todas as possiveis composicoes a
partir do dngulo 0 pela aplicagdo aleatoria T. Isto é, ' € C(0) se existe uma sequén-
cia admissivel (0,),>1 e k € Ntaisque ¢ =T,, oT,, ,o---oT, (6).

Tp—1

Proposicao 6.5.1. Se o = 7 < T, com m € Z,n € Z* e mdc(m,n) = 1, entdo C(0) é

um conjunto finito.

Demonstracdo. Sejam T, = T; ( mod 7) com i = {1,2,3,4}.

O conjunto {7;}., gera um grupo diedral. De fato, observemos que

n—1

T, (0)=0+2(n—1a=0+2na—2a=0—-2a modr = Ts(h)
T ofln_4(9) = —0—2na+2r+4a = —0+4a mod m = Ty(6).

Assim temos que G :=< Ty, Ty > é o grupo gerado por T; e T, que é 0 grupo
diedral de ordem n ou § a depender da paridade de n. Por fim, o conjunto C(¢) esta
contido na érbita de 6 pela acédo do grupo G, ou seja, #C(0) < #G. Logo C(0) é um
conjunto finito. O

Proposicao 6.5.2. Se a = fr < g com € R\ Q, entdo C(0) é enumerdvel.

Demonstragdo. Dado 0’ € C(f) temos que ¢’ = +0 + Jr + K« para algum J, K € 2Z.
Uma vez que temos uma quantidade enumeravel de composicdes possiveis para
um angulo 6, se todos os ¢’ € C(0) forem distintos, entdo C(0) é enumeravel. Por-
tanto é suficiente provar que os angulos da forma 6 + Jr + K« séo todos distintos.
Observemos que

0+ Jim+ Kia=0+ Jom+ Ky

se e somente se a = #=7L7. Uma vez que ¢ é um ntmero irracional, todos os

elementos em C(f) que sdo da forma 0 + J7m + K« sédo distintos. Portanto C(f) é
enumeravel. N



Capitulo 7

O Bilhar Aleatorio

Neste capitulo daremos uma interpretacio da Lei Forte de Knudsen e vamos refor-
mular o Teorema [6.4.1]no contexto de bilhar aleatério.

7.1 A Aplicacao do Bilhar Aleatério

Seja F': [0, L) x (0,7) © uma aplicacdo de um bilhar deterministico tal que F'(s,0) =
(s1(s,0),01(s,0)). Para (s,0) € [0,L) x (0,7) e a < %, consideremos T a aplicacéo
aleatéria tal que T'(s,6) = (s, T;(6)) com probabilidade p;(f) onde T; esta definido em
(6.4). A aplicacdo T é uma extensio da aplicacéo aleatéria de Feres. Considerando

apenas onde as probabilidades p; sdo positivas, temos que

T:]0,L) x (0,7) = [0,L) x (0,7).

Definicao 7.1.1. Seja F uma aplicacdo do bilhar deterministico. Definimos a apli-
cacdo de um bilhar aleatério F : [0, L) x (0,7) O por

F(s,0) = FoT(s,0) = (31(5, T.(6)), 01 (s, 1;-(9))) (7.1)

com probabilidade p;(0).

Exemplo 7.1.1. Sejam F(s,0) = (s+20 mod 2x,0) o bilhar circular deterministico,
a < 5 e T a aplicagdo aleatéria de Feres. Entdo o bilhar circular aleatério é dado
por F(s,0) = FoT(s,0) = (s +2T;(#) mod 27, T;(#)) com probabilidade p;(6).

Podemos pensar também em uma mesa de bilhar formada por duas retas
paralelas no plano euclidiano. Chamaremos essa mesa de faixa. Notemos que o
comportamento referente aos dngulos de saida de ambos bilhares aleatorios (circu-
lar e na faixa) é o mesmo. Isto é, os angulos de saida sdo composicoes das aplicacoes
T; a partir de um angulos # e portanto sem dependéncia do ponto de colisdo. Além

52
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disso, a projecdo da segunda coordenada do skew product S representa os angulos

de saida da particula se movendo tanto no circulo quanto na faixa.

|%

VA T,(0) 1% T, 0T, 0 T1,(0)

av

T, 0T, (0) T, 0 Tz, 0 Ty, 0 T2, (0)
A° N A

<

Figura 7.1: A figura da esquerda representa o bilhar aleatério na faixa e da direita
representa o bilhar aleatério no circulo.

Assim podemos reescrever o Teorema da seguinte maneira:

Teorema 7.1.1. Consideremos F uma aplicacdo de um bilhar aleatoério circular

ou na faixa, o < ¢, T a aplicagdo aleatoria de Feres e uma distribui¢do inicial de

angulos v < 1 onde p(A) = 1 [, sen(9)dd. Entao v (A) — u(A) para todo A €
B((0,7)) se, e somente se, < for um niimero irracional.

™

Demonstracdo. Se F for uma aplicacédo do bilhar aleatério no circulo ou na faixa, a
projecéo na segunda coordenada dos iterados de I’ é a aplicacdo aleatéria de Feres,
uma vez que os angulos de saida nesses dois casos ndo dependem da posicdo da
particula. Assim, pelo Teorema temos a Lei Forte de Knudsen se, e somente
se, < for um numero irracional. O

Podemos interpretar o Teorema da seguinte maneira. Dado um con-
junto A que é v-mensuravel, a medida que o nimero de colisées tende ao infinito,
os angulos em A sdo uniformemente distribuidos de acordo com a medida ;. Ou
seja, a menos de uma mudanca de variaveis na aplicacdo do bilhar deterministico,
os angulos em A sdo equiprovaveis de ocorrer.

7.2 Medida Invariante

Nesta sec¢do vamos definir e encontrar uma medida invariante para a aplicagdo do
bilhar aleatorio, via aplicacio aleatoria de Feres, e estender a Lei Forte de Knudsen
no caso circular.

Por [14], sabemos que a medida definida por u(A) = 1 [, sen(6)df é medida
invariante para aplicacéo aleatoria de Feres. Isto é,

) =3 |, pee)
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para todo A mensuravel.

Definicao 7.2.1. Sejam F' : [0, L) x (0,7) O uma aplica¢do de um bilhar determinis-
ticoe F : [0, L) x (0,7) O a aplicacdo do bilhar aleatdrio tal que F(s,0) = FoT(s,0) =
F(s,T;(0)) com probabilidade p;(s,0) = p;(0). Uma medida v é invariante para F se

V(A) = z; / /F o pi(0)du (s, 0)

para todo A boreliano de [0, L] x (0, ).

Vamos considerar \ x i a medida invariante pelo bilhar deterministico, onde
A é Lebesgue normalizada em [0, L] e u(A) = § [, sen(6)dd em (0, ).

Proposicao 7.2.1. A medida \ x p preservada pelo bilhar deterministico é uma
medida invariante para a aplicacdo aleatéria T(s,0) = (s, T;(0)) com probabilidade

Demonstracdo. A medida \ x i é invariante para T se, para todo mensuravel A x B

com respeito a medida (A x pu),

Z//1A><B(Ti(87‘9))pz’(‘9)d)‘(5)d,u(‘9) = (A x p)(A x B).

Assim, temos que

ﬁ://]leB<Tz‘(S,9)>pi(0)d/\(s)du(0)
= i_\[://]lA(5)]13(Ti(e))pz‘(@)d)\(s)du(e)

—AA)Y / 15(T3(0))du(6) = A(A)u(B).

]

Vamos agora provar que a medida )\ x i € invariante para qualquer bilhar
aleatério ' = FoT.

Proposiciao 7.2.2. Dada uma aplicacdo do bilhar deterministico F e T a aplicacdo
aleatoria, entdo o bilhar aleatério F = F o T tem como medida invariante a medida

A X L.
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Demonstracdo. Pela Proposicao [7.2.1, para todo mensuravel A x B com respeito a

medida (A x p),

Ok x B) =3 [ [ 1514, O O)aNs)d(6)

e por (A x u)(F' (A x B)) = (X x u)(A x B), segue que

Z [ [ 153 ne . 0017 ) uto
- Z [y RS

=(Axp)(F'(AxB)) =(Axpu)(Ax B).
[

Observacao 7.2.1. Dada a aplicacdo F de um bilhar deterministico, definimos a
aplicacdo do bilhar aleatdério pela composta F = F o T. Podemos pensar também o
bilhar aleatério como sendo F =T o I com probabilidade p,(s,0) = p;(F(s,0)).

Proposicio 7.2.3. Sejam F uma aplicacdo do bilhar deterministico e T a aplicacdo
aleatéria, entdo o bilhar aleatoério F =T o F tem como medida invariante a medida

A X .

Demonstracdo. Sabemos que a aplicacdo T é tal que

(O 1) (i Z//pl <00 Ti(s,0) dA(s) du(0)

para toda ¢ integravel.
Portanto temos que

i//@'%po(TioF)d/\d/l:i//pioF-cpo(TioF)d/\du
_Z// (poTy)) o Fd\du= Z//pl ©oT; d\du

= (A x p) ().

Logo a medida preservada pelo bilhar deterministico A x ; é também uma medida
invariante para o bilhar aleatério F =T o F. O
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As Proposi¢oes e garantem que a medida preservada pelo bilhar
deterministico é medida invariante para os bilhares aleatérios F' ou F. Porém as
probabilidades das aplicacdes F e F sofrem uma alteracdo. No caso da Proposicio
F(s,0) = F(s,T;(#)) com probabilidade p;(#), e no caso da Proposi¢do m
temos que ?(s, 0) = (s1(s,0),T;(0:(s,0))) com probabilidade p;(6,(s,0)).

7.3 A Lei Forte de Knudsen para a Aplicacao do

Bilhar Circular Aleatorio

Dada uma aplicacéo do bilhar aleatério F(s,6) = F(s,T;(6)) := Fi(s, ) com probabi-
lidade pi(#), a medida \ x p preservada pela aplicacdo F satisfaz: (A x u)(A x B) =

Doy ffF (axp) Pi(0)dA(s)dp(0) para todo mensuravel A x B com respeito a medida
A X b Deﬁmmos o nucleo de probabilidade de transicédo por

K((s,0), A x B) sz M axs(F(s, Ti(6))).

O nicleo de probabilidade de transicdo define a evolucdo da distribuicéo

inicial v em ([0, 7] x [0, L], B) sobre F iterativamente como

V(A x B) = / K((s,0), A x B)d(v"(s,0))
paran > 1ev® =y

Teorema 7.3.1. Sejam F a aplicagdo do bilhar circular aleatorio, a < % e 'y(s 0) =
A(s) x v(0) com v < p, onde pu(A) = 3 [ sen(0)do. Entdo ™ (A x B) = A ”) x v (A x
B) = (A x u)(A x B) para todo A x B mensurdvel se, e somente, se ¢ for um niimero
irracional.

Demonstracdo. Observamos que

YI(A x B) :/ K((s,0), A x B)d(s,0)
-y / / Laxs(F (s, T,(0)))p:(0)d(A(s)v(6))
— Z/p,-(@)]lB(ﬂ(H))</]lA(s+2Ti(9> mod 2ﬂ)dA(8)>dV(9)

AN [ La(T0)n6)dv(o)

= \A) x vV(B).
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Indutivamente temos que 7™ (A x B) = A x v (A x B). Como v™(B) — u(B) se, e
somente se, 2 for irracional, temos que 7™ (Ax B) — (Ax u)(Ax B) se, e somente se,

¢ for irracional. Portanto temos a Lei Forte de Knudsen para F no caso particular

de uma familia de medidas 7. O

A interpretacdo geométrica do Teorema é a seguinte: dado ¢ um nu-
™

mero irracional, a distribuicdo de pontos e angulos ap6s uma quantidade arbitra-
riamente grande de colisdes no circulo fica cada vez mais proxima da distribuicio
uniforme A x x. Ou seja, a menos de uma mudanca de coordenadas na aplicacéo do
bilhar deterministico, dado um conjunto A x B que seja \ x u-mensuravel, a medida
que o nimero de colisées tende ao infinito, tanto os pontos em A quanto os dngulos
em B sdo equiprovaveis que ocorrer.

Observacao 7.3.1. A técnica que usamos para encontrar a Lei Forte de Knudsen
ndo poderd ser usada em outra mesa de bilhar cujos Gngulos de saida tenham uma
dependéncia da posicdo da particula, uma vez que essa técnica usa o fato de que os
angulos de saida sdo dados pelas composicoes das aplicacées T; a partir de um certo

angulo inicial 0.



Capitulo 8

Dinamica do Bilhar Circular
Aleatorio

Neste capitulo apresentaremos algumas diferencas dindmicas entre o bilhar cir-
cular deterministico e o bilhar circular aleatério. No caso do bilhar circular de-
terministico, se o angulo de saida 6 for tal que % for racional, teremos trajetoria
periédica. Por outro lado, se % for irracional, teremos trajetoria densa no bordo da
mesa. Mostraremos neste capitulo que, no caso do bilhar circular aleatoério, pode-
remos ter trajetoria periédica mesmo se % for irracional e poderemos ter trajetoria
densa no bordo da mesa mesmo se g for racional.

Para esse estudo sobre a dindmica do bilhar circular aleatério, usaremos
cadeias de Markov como principal ferramenta. Faremos um breve estudo sobre
cadeias de Markov e relacionaremos com a aplicacdo aleatéria de Feres.

Vamos relembrar algumas defini¢cées introduzidas anteriormente. Sejam
Y =1{1,2,3,4}"e X, Cc ¥ tal que z = (z1,29, ) € Lpse T, o-- 0T, oT, (0) tenha
probabilidade

Pan Loy 0 0 Ty (6)) -+ Do (T, (0)) i, (0)

positiva para todo n € N. Além disso, ' € C(0) se existe z € 3y e n € N tal que
0 =T, 00T, 0T, (0)
tenha probabilidade

Pz, (Tafnfl ©--+0 Txl (0)) ** Pz (Tm (9))]7951 (0)

positiva. Podemos também relacionar o conjunto C(f) com a projecdo na segunda
coordenada dos iterados da aplicacéo do bilhar circular aleatoério, isto é,

(n)

e(h) = {m(ﬁg (5,0)),Vs € [0,27),Yn € Ne Vz € 29}
58
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onde 7, € a projecio na segunda coordenada.

8.1 Orbitas Periédicas

Nesta secdo vamos encontrar orbitas periodicas para a aplicacao do bilhar circular
aleatério F. Lembramos que no caso da aplicacédo bilhar circular deterministico F,
se o angulo de saida 6 for tal que % for racional, entao a trajetoria é periodica. Se %
for irracional entéo a trajetoria é densa no bordo da mesa.

Dado z € ¥y, notemos que um ponto (s,6) € [0,27) x (0,7) é periédico de
periodo 2, se Fs(s,0) = (s + 2Ty, (0) + 2T, (T, (0)) mod 2, T, (T, (0))) = (s,0). Isto

e,

s+ 2T,,(0) + 2T,,(T,,(#)) =s mod 27
T,,(T.. (0)) = 6.

Exemplo 8.1.1. Consideremos a < %,F a aplicacdo do bilhar circular aleatorio e
0 € (0,m) tal que x = (1313---) € y. Entdo

Fi(s,0) = s+ 213(6) + 2T(T3(6)), To(Ta(6)) ).

ou seja,
mi

F2(5,0) = (s + 40 + 4a,0) = (s,0) < 6 = 5
com m € N. Portanto se m = 1 segue que 0 = § — o € (0,7 — 2a) e assim a composta
T3 o T1(0) tem probabilidade positiva. Logo temos orbita periédica de periodo 2

qualquer que seja o < § e s € [0,2m).

Do mesmo modo, dado x € ¥y, um ponto (s, ) € [0,27) x (0,7) é periddico de
periodo n, se I, (s,0) = (s + 237 Ty, 0Ty, , 0+ 0T, () mod 27, T, 0Ty, 0+ 0
T.,(0)) = (s,0). Isto é,

S+ 227:1 Tﬂ?@ OTaci_l Q.- OTxl(e) =S mOd 27T
T, oT. o---0T, (0)=0.

Tn—1

Proposicao 8.1.1. Sejam o < ¢ e n € N. Entdo existem 6 € (0,7) e z € ¥y tais
que (s,0) é periddico de periodo 2n para a aplicagdo do bilhar circular aleatorio

qualquer que seja s € [0, 27).

Demonstra¢do. No Exemplo(8.1.1] encontramos 6 € (0,7) e z € %y tal que (s, 6) tem
periodo 2 qualquer que seja s € [0, 27).
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Para o periodo k = 4, vamos encontrar ¢ € (0, 7—4«) para que 730730707} (0)
tenha probabilidade positiva. Assim,

Fi(s,e) = (s + 80 + 16a,0) = (579)@9:%_205

com m € N. Para m = 2, temos que 6 = 7 — 2a é tal que a composta T3 0 T3 0 T} o
T1(0) tem probabilidade positiva e assim, tomando z = (11331133 - - - ), temos 6rbita
periédica de periodo 4 qualquer que seja o < § e s € [0, 27).

Indutivamente, para o periodo £ = 2n temos que

mm —2(3n — 2)a
2n

F2"(5,0) = (s + 4nf + 4(3n — 2)a, 0) = (s,0) < 6 =

com m € N. Queremos encontrar os valores m para que a composta 730730 (730730
-+ 0T oT3) 0Ty o Ty(0) tenha probabilidade positiva, ou seja, § € (0,7 — 4«). Para
isso tomemos m = n, e assim temos que

nm —2(3n — 2)« nm

<mT—4das2nat+da<nrea<

0 = )
2n 2n +4

Notemos também que

n > > .

——2n . . .
Portanto F, (s,0) = (s,0) e 2n é o menor nimero natural com essa propriedade com
respeito a sequéncia z escolhida. O

A Proposicao [8.1.1| nos garante a existéncia de trajetorias periodicas tanto

para ¢ racional quanto para ¢ irracional. Dado um angulo de saida ¢, notemos que
™ s

mesmo que % seja um numero irracional, podemos obter trajetorias periddicas. Isso

nao acontece no bilhar circular deterministico.

Proposicao 8.1.2. Existem orbitas para aplicacdo do bilhar circular aleatorio que
coincidem com orbitas no bilhar circular deterministico.

Demonstracdo. Notemos que 6 = 2« é ponto fixo para 7, e § = m — 2« é ponto fixo
para T,. Portanto temos que F o Ty(s,2a) = F4(s,2a) = (s +2(2a),2a) e FoTy(s, 7 —
20) = Fo(s,m — 2a) = (s + 2(7 — 2a), ™ — 2a) sdo iteradas cujas probabilidades sdo
positivas. Entéo as composigoes TjoT o0---0TjoTy(2a) e TyoTyo---0TyoTh(m —2a)
geram oOrbitas aleatdrias que coincidem com as 6rbitas deterministicas com esses

angulo iniciais. O

A Proposicao(8.1.2|nos fornece trajetorias periédicas e trajetorias densas no
bordo da mesa circular. Como nesses casos as trajetorias aleatérias coincidem com
as trajetoérias deterministicas, se ¢ for racional teremos trajetoria periédica. Por

outro lado, se ¢ for irracional, teremos trajetéria densa no bordo da mesa.
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8.2 Trajetorias Densas

Nesta secao mostraremos a abundancia das trajetorias que sdo densas no bordo da

mesa pela a aplicacédo do bilhar circular aleatoério.

Definicao 8.2.1. Dados 0 € (0,7) e x € Xy, a trajetoria do ponto (s,0) pela aplica-
cdo do bilhar circular aleatério é densa no bordo da mesa circular, se a sequéncia
(m(Fp(s,0))), = (s+23 Ty, 0Ty, 00Ty, 0Ty (0) mod 27), for densa em [0,2),

onde m, é a projecdo na primeira coordenada.

Lema 8.2.1. Dado o < §, existe trajetoria densa no bordo da mesa circular para a
aplicacdo do bilhar aleatério.

Demonstragdo. Consideremos (a,b) C [0, 27] um intervalo no circulo, 0 € (0,7 — 2«)
ez = (1,3,1,3,...) € 3. Entao temos a seguinte composta referente aos angulos:
T30T 0---0T30T1(0) = 60 com 6 € (0, 7—2«). Notemos que para essa sequéncia temos
que F;n(s, 0) = (s+4n(0+«a) mod 2m, 0) ou seja, estaremos andando sobre o circulo
pela quantidade 4(6 + «). Portanto podemos relacionar com o bilhar deterministico,
e assim se “Ta for um numero irracional, existe um tempo N € N em que esta

trajetéria intersecta o intervalo (a,b) x (0, 7). Por fim, se ¢ for um nimero racional,
0+a
™

entdo que existe N € N tal que Fg(s, 0) € (a,b) x (0,7). O

podemos escolher ¢ € (0, 7—2«) de forma que seja um numero irracional. Segue

Notemos que encontramos trajetéria densa no bordo da mesa circular para
0 € (0,7 — 2a). Porém se tomarmos a composta

Tlngo---oTlng(Q):900m6’6(2&,7T),

seguindo a mesma ideia do Lema temos a existéncia de é6rbita densa para
qualquer ¢ € (2a,7). Da mesma forma, se 6§ € (a,3«), podemos aplicar 7 o T, o
---0Ty(0) e seguir a mesma ideia, ou entéo para ¢ € (7 — 3a, ™ — a) podemos aplicar
TyoTyo---0Ty(f) e construir uma 6rbita densa. Assim temos diretamente a seguinte

proposicao.

Proposicao 8.2.1. Se ¢ irracional, entdo para todo 0 € (0, 7) existe uma trajetria
densa no bordo da mesa circular para a aplicacdo do bilhar aleatorio. Se & racional
entdo, para todo 6 em que % irracional, existe uma trajetoria densa no bordo da mesa

circular para a aplicacdo do bilhar aleatdrio.

Observamos aqui uma diferenca entre o bilhar circular deterministico e o
bilhar circular aleatério. No caso do bilhar circular deterministico, se o angulo de
saida 6 é tal que % for irracional, entdo a trajetoria é densa no bordo da mesa. Por

outro lado, se % for racional entéo a trajetoria é periodica. No caso do bilhar circular
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aleatorio, o Corolario|8.2.1|nos fornece trajetérias densas no bordo da mesa mesmo

se £ for racional.

8.2.1 Cadeia de Markov

Nesta subsecio, temos como objetivo mostrar a abundéancia das trajetérias densas
no bordo da mesa circular com respeito a aplicacdo do bilhar circular aleatério F.

Para isso vamos usar a cadeia de Markov como principal ferramenta.

Definicao 8.2.2. Sejam (2, A, Prob) um espaco de probabilidade, S um conjunto
finito ou enumerdvel (chamado de espaco de estados) e X,, : Q — S varidvel aleatoria
(funcdo mensurdvel) com n € N. A sequéncia de varidveis aleatorias (X, )n,en € uma

cadeia de Markov, se para todo n € N tem-se que
PrOb(Xn+1 = l'n-i—lan = xnan—l =Tp-1," " ,X1 = 1'1) = PrOb(Xn+1 = xn+1|Xn = xn)

para todo v, 1,%,, - ,x] € S.

Dados z,y € S, a probabilidade Prob(X,, = z|X,,_1 = y) := p,, é chamada
de probabilidade de transicdo. A probabilidade de transicdo p,, é a probabilidade
de passarmos do estado x para o estado y em um unico passo. Se a probabilidade
de transicdo tem uma independéncia do indice n, isto é, Prob(X, = z|X; = y) =
Prob(X, = z|X, 1 = y) qualquer que seja n € N, dizemos que a cadeia de Mar-
kov é homogénea no tempo. A matriz P = (p;;) := (ps;) € chamada matriz de
probabilidade de transicdo de um tnico passo ou matriz estocastica, e além disso
observemos que > ¢ Py = 1.

Podemos também calcular a probabilidade de partirmos do estado = € S e
chegarmos no estado y € S no tempo 2 (ou em dois passos). Para isso, devemos

calcular ) _¢py.p.. = pg(fz), que é a soma sobre todas a possibilidades de ir de y a «

em dois passos. A probabilidade pﬁc) serd a entrada correspondente da P? = P x P.

De maneira analoga, podemos calcular a probabilidade pg(];) que é a soma sobre
todas as possibilidades de ir de y a x em n passos, isto €,

p’g,;;) = Z pyzlpzl,ZQ o 'pznflx-

21,22, ,2n—1€8

2

Definicao 8.2.3. Dizemos que a matriz estocdstica P é irredutivel se para todo

z,y € S, existe n > 0 tal que p) > 0.

O conjunto 7(z) := {n € N; ) > 0} é o conjunto dos tempos de retorno de
x, e indica os tempos n em que € possivel sair do estado x e voltar no préprio estado
x em n passos. O periodo do estado =z é o M DC(7(x)). Dizemos que o estado = é

aperiédico se o M DC(7(x)) = 1, caso contrario dizemos que z é periédico.
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Se uma cadeia de Markov com espaco de estados X é irredutivel, entéo
MDC(r(z)) = MDC(7(y)) para todo z,y € X. Esse é um resultado classico na
teoria da probabilidade e pode ser visto, por exemplo, em [13].

Definicao 8.2.4. Uma cadeia de Markov irredutivel é periédica se todos os seus

estados sdo periodicos. Caso contrdrio dizemos que a cadeia de Markov é aperiodica.

Uma medida ;. em S é completamente caracterizada pelos valores ; = p(z;)
comi € {1,2,...,7,...}. Dizemos que ; é uma medida estacionaria se ela satisfaz

Zmpij = pj paratodo j € {1,2,--- ,r,---}.

Definicao 8.2.5. Se a medida estaciondria y for uma probabilidade, entdo dizemos
que 1 é uma distribuicdo estaciondria.

Dado uma cadeia de Markov em um espaco de estados mensuravel S, con-
sideremos ¥ = SV o espaco das sequéncias munido com a o-algebra produto. Defi-
nimos um cilindro de comprimento L iniciando de z,, € N, como:

[L7m s T, " 7xm+L] = {g €X: Ym = Ty Ym+1 = Tm41y "y YmtL = xm—i—L}-

Definimos a medida de Markov, uma medida em X, como sendo

V([Lv m:Tm,... axm—i-L]) = Uz P ,xmi1 - Prpir 1,%mar-

Vamos considerar ¥ o conjunto das sequéncias y em ¥ tais que
Py yns1 >0 para todo n € N.

Podemos chamar as sequéncias y € >p de sequéncias admissiveis. Consideremos
também o shift
o:%— X, tal que o(z,)n = (Tyi1)n-

Notemos que X p é invariante pelo shift o e que

V([L7 m:Tm, ... axm—i-LD = Mz P, xmit + -  Promar_1,%mar >0

para todo z € ¥p, ou seja, x € supp .
Teorema 8.2.1. Seja P a matriz estocdstica de uma cadeia de Markov.

a) O shift de Markov (o,v) com finitos simbolos é ergddico se, e somente se, a

matriz estocdstica P é irredutivel.
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b) O shift de Markov (o,v) com enumerdveis simbolos é ergodico se, e somente se,
possui distribuicdo estaciondria e a matriz estocdstica P for irredutivel.

O Teorema [8.2.1| é um resultado classico e pode ser visto, por exemplo, em
[27] para o item a e em [13] no exemplo 7.1.7 para o item b.

A aplicacao aleatéria de Feres pode ser relacionada com uma cadeia de
Markov cujo o espaco de estados é C(f), uma vez que se estamos em um estado
t; € €(0) no tempo n, a probabilidade (positiva) ps,¢, de mover para um outro estado
6, € C(f) no tempo n + 1 é independente de todos os anteriores.

Exemplo 8.2.1. Se o = e 0 € (0,), a cadeia de Markov em C(0) = {0,0 4 2a, 0 +
da, 0 + 6a, —0 4+ 2a, —0 + 4o, —0 + 6, —0 + 8a} é uma cadeia de Markov irredutivel
periodica de periodo 2, ver Figura a direita. Se a = T e 0 € (0,a), a cadeia de
Markov em C(0) = {0,0 + 2,0 + 4, 0 + 6, —0 + 2, —0 + 4o, —0 + 6o} é uma cadeia

de Markov irredutivel aperiddica, ver Figura|8.1|a esquerda.

—0 + 4

Figura 8.1: A direita uma cadeia de Markov (2-periddica) para o = 3 e a esquerda
uma cadeia de Markov aperiddica para o = Z

T,
Proposicio 8.2.2. Sejam o < £,0 € (0,7) e ¥ = C(0)". Se & for um niimero raci-
onal, entdo o shift de Markov em X é ergddico. Se & for um niimero irracional e a
cadeia de Markov em C(0) for aperiédica, entdo o shift de Markov em ¥. é ergodico.

Demonstracdo. Notemos que se ¢ for um nimero racional, temos pela Proposi¢ao
que C(0) é finito. Pelo Teorema precisamos verificar que a matriz es-
tocastica P em C(¢) é irredutivel. Notemos que se ¢',6” € C(f), entdo existe uma
sequénciaz € Yy talque ¢’ =1, o---oT,,(0) e

Pz, (8/>p$2 (Tfﬂl (9,)) -+ Day, (Tzk—l © Tﬁ?ka ©---0 Tﬂfl (9,)) > 0.

Logo qualquer estado ¢’ € C(0) tem probabilidade positiva de alcancar qualquer
outro estado 0" € C(0). Portanto a matriz estocastica é irredutivel e assim o shift de
Markov em X é ergddico.

Se 2 for um nuimero irracional, entéo pela Proposi¢éo temos que C(6)
é enumeravel. Se a cadeia de Markov em C(0) for aperiddica, entdo existe distri-

buicdo estacionaria uma vez que a cadeia de Markov é irredutivel (analogo ao caso
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anterior). Portanto segue do Teorema [8.2.1| que o shift de Markov em X é erg6-
dico. O

Podemos relacionar cada sequéncia x € Uy ce(p)X¢s cOm uma tnica sequéncia
em y € (€(#))" e vice versa. De fato, sejam ¢’ € C(0) e

Y= (9/7 9,1a 957 o ) = (9/’ T:C1 (9/)7Tx2 © Tm1(‘9,)7 o ) € (6(0))N7

a sequéncia relacionada em Uy cep) Xy € dada por z = (x1,22,---) € Xy. Por outro
lado, dado uma sequéncia z = (71,2, -+ ) € Xy, a sequéncia relacionada em (C(6))N
é dada por

y=1(0,0,,05, ) = (0,10, (0'), Ty 0 T, (€), - - ).

Para o proximo teorema, vamos considerar a diferenca simétrica entre dois
conjuntos A e B por:
AAB=(A\B)U(B\A).

Definicéo 8.2.6. Um conjunto A C X é o-invariante se v(A A o7 (A)) = 0.

Teorema 8.2.2. Sejam F : [0,27) x (0,7) O a aplicacdo do bilhar circular aleatério,
(s,0) € [0,2m) x (0,7), a0 < & e v @ medida de Markov em (C(6))".

1. Se 2 for um niimero racional e % for um niimero irracional, entdo para v-quase
todo y € (C(9))Y, a trajetéria relacionada F, do ponto (s,0) é densa no bordo

da mesa circular.

2. Se ¢ for um numero irracional e a cadeia de Markov em C(0) for aperiddica,
entdo para v-quase todo y € (C(9)), a trajetoria relacionada F, do ponto (s, )
¢ densa no bordo da mesa circular.

Demonstragdo. Para o primeiro item, pela Proposicéo[6.5.1} o conjunto C(¢) é finito.
Uma vez que a cadeia de Markov em C(0) é irredutivel, pelo Proposicéo 0
shift de Markov é ergaédico.

Fixado um aberto (a,b) C (0,27) tomemos # € (0, 7) tal que % seja irracional.
Sem perda de generalidade, suponha que T3 0 T7(6) é tal que p3(71(6))p1(6) > 0. Pelo
Lema a sequéncia z = (131313---) gera uma trajetéria densa no bordo da
mesa e portanto existe N € N tal que F;V(s, 0) intersecta (a,b) x (0, 7) qualquer que
seja s € [0, 2m).

Observemos que o conjunto das sequéncias x € ¥y em que a sequéncia finita
z = (13) aparece em alguma posic¢éo é invariante pelo shift. De fato, seja X = {z €
Yg:x=u1x129--13 2,41 --- paraalgumn € N}. Dado z = (z129---13 201+ ) € X,
considere a sequéncia y = (yor172---13 2,41---) € X. Portanto o(y) = z e as-
sim mostramos que X C o '(X). Por outro lado, dado y € ¢7'(X), existe z =
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(1@ 13 pyr---) € X tal que y € 07 '(z). Isto €, y = (yoz172- - 13 2pyy---) € X €
portanto c~!(X) C X. Concluimos que X = o7 '(X).

De maneira analoga ao paragrafo anterior, o conjunto das sequéncias x € ¥
em que a sequéncia finita z = (1313 ---13) aparece em alguma posicdo é invariante
pelo shift. Pela ergodicidade do shift de Markov, existe X, C 3y tal que v(Xy) =1 e
a sequéncia finita z aparece em toda sequéncia x € Xj.

Portanto, para todo z € Xy, existe m € N tal que fg(s, 0) intersecta (a,b) x
(0,7). Assim, a sequéncia (s +2> T, 0T, ,0---0T, (0") mod 2), intersecta
(a,b) C (0,2m).

Para o segundo item, pela Proposicéao temos uma cadeia de Markov
enumeravel. Por hipéotese temos também que essa cadeia de Markov é aperiddica,
portanto pela Proposicao segue que o shift de Markov é ergddico. O restante
da demonstracéo segue as mesmas linhas da demonstracéo do primeiro item. []

8.3 Pseudo Causticas do Bilhar Circular Aleatorio

Em bilhares deterministicos, a caustica é uma curva que tangencia todos os seg-
mentos de retas que conectam duas colisdes consecutivas. Como vimos no Capitulo
6, no caso do bilhar circular deterministico de raio 1, a caustica é um circulo de
mesmo centro cujo raio é dado por r = cosf onde # é o angulo de saida.

Com respeito ao bilhar circular aleatério, dado um angulo inicial 6 € (0, 7),
para cada ¢’ € C(f) nés temos um circulo de mesmo centro cujo raio é dado por
cos T;(0') que é tangente ao segmento de trajetéria que conecta os pontos (s, 0') com
(s 4+ 2T;(¢") mod 27, T;(0")). Lembremos que a aplicacédo do bilhar circular aleatério
foi definida como

F(s,0)=FoT(s,0) = (s +2Ty(#") mod 27, T;())

com probabilidade p;(#'), onde T é a aplicacéo aleatéria de Feres e F' a aplicacgdo
do bilhar circular deterministico. Portanto, dependendo do valor de «, temos uma
quantidade finita ou enumeravel de circulos que sédo tangentes a algum segmento
de trajetoria do bilhar.

Definicao 8.3.1. Dado a < %, definimos a pseudo cdustica da aplicagdo do bilhar

aleatdrio como sendo o circulo de raio r = infyceg) cos(6').

Observemos que se 5 € C(f) ou § for um ponto de acumulagio em C(6),

teremos trajetorias passando pelo centro do circulo, nesse caso o centro do circulo
sera a pseudo caustica degenerada.
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Exemplo 8.3.1. Dado o = T e 0 = 3, existem no mdximo 7 circulos que sdo tan-
gentes a algum segmento de trajetoria do bilhar circular aleatério, uma vez que
#C(0) = 7. Em particular, ndo temos trajetorias que passam pelo centro da mesa
circular e portanto o circulo de menor raio serd a pseudo cdustica da aplicacdo do

bilhar circular aleatorio. Ver Figura 8.2

Figura 8.2: Pseudo cdustica da aplicacéo do bilhar circular aleatério para a = 7 e
R . o
angulo inicial § = ;.

Porém, para a = T e §§ = 7, teremos trajetorias passando pelo centro da
mesa circular e portanto teremos uma pseudo cdustica degenerada que serd o centro
do circulo. Ver Figura

Figura 8.3: Para o = 7 e ngulo inicial 0 = 7, teremos pseudo caustica degenerada
para a aplicacao do bilhar circular aleatoério.

Paraa =Z,sef=72,0==,0=3%e0 =22 teremos pseudo cdusticas de-
generadas uma vez que teremos trajetorias passando pelo centro da mesa circular.
Nos outros casos de angulo inicial § sempre teremos pseudo ciustica. Em com-
paraciao com o bilhar circular deterministico, o inico caso em que se tem caustica
degenerada é quando o 4ngulo inicial for 7.

No caso em que ¢ é um numero irracional, temos que C(¢) enumerdvel.
Assim, se § ¢ C(f) e 7 néo for um ponto de acumulacéo, o bilhar circular aleatério
tera pseudo caustica. Ou seja, existe um circulo de menor raio que é tangente a
algum segmento segmento de trajetoria. Caso contrario teremos pseudo caustica

degenerada.
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Para o préximo Teorema, sejam U um disco de raio 1, OU o bordo do disco
U e A o anel circular formado pelo bordo do disco OU e a pseudo caustica aleatoéria

7o (caso exista).

Teorema 8.3.1. Dado o < %, sejam F : [0,2m) x (0, 7) — [0, 27) x (0, 7) @ aplicag¢do do
bilhar circular aleatério, 0 € (0,7) tal que a aplica¢do do bilhar circular aleatorio
admita pseudo cdustica aleatoria e v a medida de Markov.

1. Se ¢ for um numero racional e % for um niimero irracional, entdo para v-quase
todo y € (€(0))N, a trajetoria relacionada F, do ponto (s,0) é densa A.

2. Se 2 for irracional e a cadeia de Markov for aperiddica, entdo para v-quase
todo y € (C(9))", a trajetéria relacionada F, do ponto (s,0) é densa A. Em
particular, se 3 é um ponto de acumulagdo C(0)), entdo para v-quase todo y €
(C(0))N, a trajetéria relacionada F, do ponto (s,0) é denso no interior de U.

Demonstragdo. Para ¢ um nimero racional, seja 6 € (0, ) tal que % é um ndmero
irracional. Por hipétese, assuma a existéncia da pseudo caustica ~,, ou seja, existe
0y € C(0) que gera a pseudo caustica 7y. Dado € > 0 e um ponto P no anel circular A,
vamos provar que v-quase toda trajetoria do bilhar aleatdrio intersecta o interior
da bola B.(P).

Seja T; = T; ' tal que p;(Ti(6o)pi(f) > 0, para algum i,j = {1,2,3,4}. Pelo
Teorema a sequéncia x = (i,7,4,j, -+ ) gera uma 6rbita densa no bordo da
mesa circular.

Consideremos 7, r, retas tangentes a v, passando por P e sejam (); € r N
U e Q3 € ro N OU como na Figura [8.4l Pela densidade das 6rbitas no bordo da
mesa circular, podemos assumir que existe R, € dU da trajetéria, de forma que
d(R1,Q1) < e. Entdo a trajetéria passando por R; intersecta B.(P) desde que a
trajetoria passando por R; é tangente a 7,. Pela ergodicidade do shift de Markov,
esse argumento pode ser usado para quase toda sequéncia x € ¥,,. Portanto vale
também para quase toda sequéncia z € Xy.

Analogamente, para ¢ irracional tome ¢ € (0, 7) tal que a cadeia de Markov
em C(0) seja aperiddica.

O

8.4 Derivada do bilhar aleatério e o Expoente de
Lyapunov

Nesta secdo vamos encontrar a derivada do bilhar aleatério e calcular o expoente

de Lyapunov no bilhar aleatoério circular/faixa.
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Figura 8.4: Trajetoria densa no anel circular A.

Proposicio 8.4.1. Seja F a aplicacdo do bilhar aleatério. Entdo a sua derivada é
dada pela matriz

1 l(]_lkO - senﬂ(@o) l()_lﬂ(ﬁo)
senf ki(lorko — senTy(0o)) — kosendy  T!(0o)(lorky — senf;)

DF(S(), 90) =

com probabilidade p;(0,), onde 0, = 0,(sy, T;(0)), ko € a curvatura em (sg,0), ki é a
curvatura em (s1(so,6), 61 (s0, T;(60))) e lo1 @ distdncia entre as colisdes.

Demonstracdo. Notemos que a derivada da aplicacéo aleatéria T é dada pela ma-

triz

D,IZL(SOaHO) =

1 0
0 Ti(6o)
com probabilidade p;(6,).

Pela regra da cadeia, temos que

DF(s0,00) = D(F o T)(s0,00) = DF(T(s0,60)) - DT(s0,0)-

Portanto DF (s, 6,)

1 lO_lkO — senTi(Go) l()_ljll(eo)
senfy k1(lo1ko — senTy(0y)) — kosenfy  T!(0o)(lork1 — senf;)

com probabilidade p;(6,). O

Exemplo 8.4.1. Para o bilhar aleatorio no circulo de raio 1, temos que

1 2T!(6)

DF(S(), 90) = 0 T’(Q )
3 \Y0

Y
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onde F(sg,00) = (so + 2T/(fy) mod 27, T;(6y)) com probabilidade p;(6,). De fato, po-
demos aplicar a Proposicdo e verificar que ly, = QSen(Ti(HO)),H_l = T;(00) e
ko = ki = 1. Ou podemos derivar diretamente a aplicacdo aleatdria do circulo
F(So, 60)

Podemos agora definir o expoente de Lyapunov da aplicacdo do bilhar ale-
atério. Dada uma aplicacéio de bilhar aleatério F e » € Yy, definimos F(;)(s, ) =
F, oF, ,o0---0F, oF, s0).

Definicao 8.4.1. Dados = € ¥y em que x € Yy para todo ' numa vizinhanca de 0 e
v € R?, 0 expoente de Lyapunov da aplicacdo do bilhar aleatério F no ponto (s,0) é
denotado por )\, (s, 0) e definido por

o 1 )\,
Azo(s,0) = lim —log||(F,") (s, 0)u]|

quando o limite existe.

Observacao 8.4.1. Consideremos A = {0, «, 2a, 3o, =3, 1—2c, 1—, 7} e 0 € (0, 7)
tal que 0 ¢ A. Se < racional, entdo pela Proposicdo temos que C(0) é finito e
seja C(0) = {61 = 0,065,05,--- .0, }. Analogamente ao que foi feito no Teorema [6.4.1]
dados € = min;<,{d(0;, A)} e I; = (0; — €,0; + €), 0 conjunto U}_,I; é invariante pela
aplicagdo de Feres T. Portanto dado x € Yy, entdo x € ¥y para todo 0’ € (0 —e€,0+¢).

Proposicao 8.4.2. Sejam o < § tal que & é um nimero racional e 0 € (0,7) tal que
0¢ A={0,a,2a,3a,m—3a,m —2a,m — v, w} }. Entdo para todo x € 3y 0 expoente de
Lyapunov do bilhar circular aleatorio \, . (s,0) = 0 para todo s pertencente ao bordo

da mesa circular e para toda direcdo v € R

Demonstracdao. Dado x € ¥y, pela Observacéo [8.4.1] existe ¢ tal que z € X,y para
todo 0 € (0 — €,0 + ¢). Notemos que a derivada D(Sﬂ)F(;) da aplicacédo do bilhar
circular aleatério é

—(n) 1 A,
Dol =
0%« 1o B,
onde
Ap=) 213 (T o 0Ty (0))T,, _ (Toy 0 0Ty (0)) ... T3,(T5,(0))T5, (0)
k=1
e
B, = Tx/k (Txk—l ©---0 Tl“l (9>>Tglck.,1(TIk72 ©::-0 Txl (6)) .. 'Tagz (Twl(e))Ta/cl (9)
Pela linearidade das transformacées 7., o elemento 4, € {—2n,...,0,...,2n}

e o elemento B, € {1,—1} a depender das sequéncias escolhidas. Assim tomando
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qualquer dire¢do v = (v, v9) € R?, temos que

1 —(n 1
~log || Do) Py - vll = —log (41 + va4, v B

Pela limitacéo de A, e B, segue que
_ o L 7
Az,v(sa 9) = lim _log ||D(S,9)Faj ' UH =0
- n—oo N, =

para todo s no bordo da mesa circular e para toda direcéo v € R2.
O

Proposicao 8.4.3. Sejam o < § tal que & é um niimero racional e 0 € (0,7) tal que
0¢ A={0,0,20,3a,m — 3a, ™ — 2a, ™ — v, w} }. Entdo para todo x € 3y o expoente de
Lyapunov do bilhar aleatdrio na faixa )\, . (s,0) = 0 para todo s pertencente ao bordo
da mesa e para toda direcdo v € R

Demonstracdo. Sejam F a aplicacdo do bilhar deterministico na faixa e F;(sg, 6y) =
(s1(s0,00),Ti(00)) a aplicacdo do bilhar aleatério na faixa. Entéo a matriz da deri-

vada em (s, 0y) sera

l
D(so GO)FS) = = SenT?ll (%0) .
7 - 0 —1

Indutivamente temos que

senT;; (6o) senT;,0T;, (6o) senT;,, 0---0T;, (6o)

—-1 + lo1 + l12 4+ ...+ ln—1)n
0 ~1 '

D(Soﬂo)Fg :(_1) [

=(n)

Assim, tomando qualquer dire¢éo v = (v, v9) € R?, segue que HD(SWO)F )

z

lo1 l12 b
I _ + + .-k )’ N ) H
H ( vt U2< senT;, (0y) — senT;, o T;, (6y) senT;, o -+ oT; (6o) "

< +

(v1,v2)

lOl l12 l(nfl)n
+ + +oook )0
(U2< senT;, (6p) — senT;, o T;, (6p) senT; o---oT; () 0

Como ¢ é racional, entdo C(th) = {01,0s,...,0,n}. Seja L = max{lo, li2, ..., ln-1)n} €
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tome 6 € C(6) o Angulo em que -~ > —- com i € {1,2,...,n}. Entdo

senfl — senb;

—(n) ln L2 l(n—l)” 2
Doy T H < Il(vs, 2< )
H so00)F 'z 0| < |[(v1,v0) | + \/”2 senf; + senfy T sent,

[ { lin—1)n
01 i 12 +'__+( 1)>

= [[(vr, v2)l| + 02 <sen6’1 senbs send,,

<l 4 L e — )
U U “ ..
= T 72 senf;  senfsy sen,,

Portanto

1 —(n) 1 n
Azo(s0,00) = lim —log || Disy,00)Fy " - vl = lim -~ log (H(vuvz)H + L<Sen9)> =0.

8.5 Conjugacao

Definicio 8.5.1. Seja o bilhar aleatério F(s,0) = F(s,T;(f)) com probabilidade
pi(0). Dados 0/,0" € (0,7),2 € Sy e y € Ygv, dizemos que F, é conjugado & F, e
escrevemos como I, ~ Fg, se existe uma fungdo ¢ : [0, L) x (0,7) O tal que ¢(0") = ¢’
eq¢o F(;) 0 p(0") = F;n) (0") para todo n € N.

Proposicao 8.5.1. Seja F a aplicacdo do bilhar circular aleatério. Dados ¢’ € (0, )
e x € Xy, existem 0" € (0,7) e y € Sy» tal que Fy, ~ F,.

Demonstragdo. Notemos que homeomorfismo ¢ : [0, L) x (0,7) O tal que ¢(s,0) =

(m — s, m — 0) é a conjugacéo. Pois,

poF, o ¢(s,0) = ¢OF1(7T—377T_9)
= ¢(W — S+ 2T1(7T — 9)) mod 27T7T1(7T - 6))
=¢(mr—s5+2(1r —0+2a) mod 2m,m — 0+ 2a) = F5(s,0)

poFyo0¢(s,0)=¢oFy(r—sm—0)
=¢(m—s+2(—m+0+4a) mod 2w, —7 + 0 + 4av)
=(2r+s—20 —8a mod 21, —0 + 27 — 4a)

A7 + s — 20 — 8a mod 2w, —0 + 27w — 4a)

5+ 2(—0+ 21 — 4a), —0 + 27 — 4a) = Fo(s,0).

=
=
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Como ¢ o ¢ = Id, segue que ¢po F30¢p = F, e ¢poFyo¢p = F,. Portanto F'; ~ F5 e
F, ~ Fy. Por fim, fixado n € N e tomando z € %y e y € S, ¢ tais que F,, ~ F,,
para todo k£ € N, temos que

¢OF(£n)O¢(870) :¢0Fxnofxn_1o"'OFxOOQS(S,Q)
:¢o¢ofyno¢o¢ofyn_lo---o¢o¢ofyoo¢o¢($,9)
F, oF, ,o0--0F,(s0) :Fy(")(s,e).

Yn Yn—1

&

]
Observamos que se I, ~ Fg entdo a conjugacio ¢ leva orbita periédica em
orbita periédica. Com efeito, seja (s, 6) tal que 7(;)(5, 0) = (s,0). Logo

F(n)(w—s,ﬂ—é’):gzﬁoﬁ(;)ogb(ﬂ—s,ﬁ—@:qﬁoﬁ(n)

Yy z

(s,0) = ¢(s,0) = (mr — s,m —0).

Logo (7 — s,m — ) é periédico para Fg' Observemos que isso ocorre para qualquer

conjugacéo que seja um homeomorfismo.

8.6 Um Apanhado Geral

Nesta secdo trabalharemos com alguns exemplos especificos de bilhares circulares
aleatorios e usaremos os resultados obtidos ao longo da tese para discutir algumas
consequéncias da dinamica desses bilhares.

Dados o = T e ¢ € (0, 7), temos que #C(¢) < 7. Por exemplo, se ¢ = «, temos
que C(a) = {«a,3a,5a}. Porém, se 6 € (0,«), entao C(0) = {0, —0 + 2a,0 + 2, —0 +
da, 0 4 4o, —0 + 6, 0 + 60}

Exemplo 8.6.1. Sejam o = 7 e 0 = ;. Para uma realizagdo z € %y feita computaci-
onalmente, temos a seguinte representacdo no espaco de fase na Figura |8.5|

Figura 8.5: Espaco de fase do bilhar circular aleatério nas coordenadas (s, ) para
a = T, angulo inicial § = 75 e uma realizacéo z € Y.
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Observemos que nesse caso, temos 7 "segmentos de reta’que sdo invariantes
(como conjunto) pela aplicacdo do bilhar circular aleatorio. Ou seja, a orbita dessa
realizacgdo visita todos esses segmentos retas determinadas pelos dngulos em C(0).

Agora, seja o = T e 0 = a. Uma vez que C(a) = {«, 3a, 5a}, o espaco de fase

para uma realizagdo x € X feita computacionalmente é dado na Figura

Figura 8.6: Espaco de fase do bilhar circular aleatério nas coordenadas (s, 6) para
a = %, angulo inicial § = o« e uma realizacdo z € ¥,.

Nesse caso temos 3 "segmentos de reta”que sdo invariantes (como conjunto)
pela aplicacao do bilhar circular aleatério, além disso a orbita dessa realizacdo
visita somente esses trés segmentos de retas determinado pelos dngulo em C(«).

Dados a = 7 e % um numero irracional, pela ergodicidade do shift de Mar-
kov, podemos concluir que para v-quase toda trajetoria, o espaco de fase sera cons-
tituido por 7 segmentos de reta.

Generalizando o Exemplo dados ¢ um numero racional e ¢ € (0,7),
pela Proposicéo o conjunto C(#) é finito. Uma vez que C(#) é invariante pela
aplicacéo aleatoria de Feres T, o espaco de fase do bilhar circular aleatério é simi-
lar ao exemplo dado na Figura Isto é, o conjunto dos segmentos retas dadas
pelos angulos em C(#) é um conjunto invariante pela aplicacdo do bilhar circular
aleatério F. Em contrapartida, no caso do bilhar circular deterministico, dado um
angulo de saida 6 € (0, 7), o espago de fase do bilhar circular deterministico é como
na Figura [8.7, Assim, o segmento de reta determinada pelo dngulo de saida é
invariante pela a aplicacdo do bilhar circular deterministico. Temos assim uma
maneira de diferenciar o bilhar circular deterministico do bilhar circular aleatério
pelos segmentos de retas invariantes (como conjunto). De mesmo modo, dada uma
condicao inicial, podemos diferenciar o bilhar circular deterministico do bilhar cir-
cular aleatério pelos seus respectivos espacos de fases. A mesma comparacéo pode
ser feita no caso em que C(¢) é enumeravel, isto é, quando ¢ for um nimero irracio-
nal. Nesse caso, dado 6 € (0, 7), o espaco de fase sera formado por uma quantidade
enumeravel de segmentos de reta que é invariante (como conjunto) pela aplicacio
do bilhar circular aleatério F.



75

Figura 8.7: Espaco de fase do bilhar circular deterministico nas coordenadas (s, 6),
dado uma condicgéo inicial.

Por fim, nos casos em que ¢ for racional e % for irracional ou no caso em que
¢ for irracional e a cadeia de Markov em C(¢) for aperiédica, observemos que cada
segmento de reta no espaco de fase determinado pelos angulos em C() é preenchido
densamente para v-quase toda trajetéria. Para isso, basta construir trajetorias
densas no bordo da mesa da forma como foi feito no Lema [8.2.1|em conjunto com o
Teorema

Na secdo 7.3, encontramos uma regido invariante para o skew produtc S
no caso em que < é racional. Portanto teremos uma regifo invariante no espaco de

fase do bilhar circular aleatério.

Exemplo 8.6.2. Sejam a = T e 0 € (0,a), temos que C(0) = {0, —0 + 2,0 + 2c, —0 +
da, 0 4+ 4o, —0 + 6, 0 + 6 }. Observamos que se 6, € (0,«) e 6, > 0, entdo:

(

—0; + 20 < —0 + 2«
01 + 2 > 0+ 2«

—0; + 4o < —0 + 4o

0, >0 —

0 +4a > 0+ 4o

—0; + 6 < —60 + b6«

0, +6a > 0+ 6«

Portanto, a regido hachurada no espaco de fase da Figura é uma regido invari-
ante pelo bilhar circular aleatério.

Com o auxilio do Teorema |6.4.1, no caso em ¢ for um numero racional, o
conjunto [0,27] x U?_,I; é F-invariante uma vez que Ui_,I; é T-invariante, onde
I; = <(2j2_n1)” — €, (2j2_rbl)ﬁ + e) com j = {1,2,--- ,n} ee = 7. Além disso, 0 < (A x
1)([0,27] x U}_,I;) < 1, onde A x y € uma medida invariante para o bilhar aleatério

no qual \ é a medida de Lebesgue normalizada em [0, 2] e du = $sen(6)df.



0+ 6cx
0+ 6

—0 + 6
—6; + 6ex

6, + 4
0+ dex

—0+ 4
—6; + 1

01+ 2
0+ 2

—0 4+ 2«

—6; + 2

27

Figura 8.8: Regido invariante para o bilhar circular aleatorio.
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Capitulo 9
Perspectivas Futuras

Neste capitulo apresentaremos algumas possibilidades de trabalhos futuros sobre
bilhar aleatério / passeio aleatério determinado por um sistema dinadmico que sur-

giram ao longo do desenvolvimento deste trabalho.

9.1 Ainda sobre o Bilhar Circular

No Capitulo 9 trabalhamos com algumas consequéncias da dinamica do bilhar cir-
cular aleatério. Vimos que se ¢ for irracional e a cadeia de Markov em C(¢) for
aperiéddica, entao pelo Teorema quase toda trajetoria é densa em [0, 27]. Mais
ainda, pelo Teorema quase toda trajetoria é densa no anel circular formado
pelo bordo do mesa e pela pseudo caustica (caso exista).

Pergunta 9.1.1. Dado ¢ irracional, existe cadeia de Markov periédica em C(0)?

Como vimos no Capitulo 7, a aplicacdo aleatoria de Feres surge da aplica-
cdo de primeiro retorno do bilhar deterministico em um tridngulo isésceles a sua
base, cujo 4ngulo (da base) é menor que . Sendo assim, construimos 4 aplicacdes
lineares 77,715,713 e T, com suas respectivas probabilidades pi, ps, p3 € ps. Surgem,
portanto, perguntas naturais com respeito a generalizacdo dos resultados obtidos.

Pergunta 9.1.2. Sejam o € (0,7),a > % e a aplicacdo aleatdria gerada por um
bilhar deterministico em um tridngulo isésceles cujo dngulo da base é «. A Lei Forte
de Knudsen ainda serd verdadeira? Os resultados obtidos para o bilhar circular

aleatério ainda serdo vdlidos?

Observemos que no caso da Pergunta[9.1.2] teremos um ntimero maior de
colisdes no tridngulo e portanto a aplicacdo aleatéria tera mais aplicacées em sua
composicao.

77
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Poderiamos pensar também na aplicacdo aleatéria gerada por um bilhar
deterministico em um poligono regular qualquer. Nesse caso, podemos fazer as

mesmas perguntas, isto é:

Pergunta 9.1.3. A aplicacdo aleatoria gerada por um bilhar deterministico em um
poligono regular satisfaz a Lei Forte de Knudsen? Os resultados obtidos para o

bilhar circular aleatério ainda serdao vdlidos?

Mais ainda, se tomarmos um numero finitos de aplicacdes lineares {7;}! ,
e probabilidades {p;}!; teremos os mesmos resultados? Ou entédo, quais proprie-
dades as aplicacbes 7T; e as suas respectivas probabilidades p; deverao ter para que
possamos obter os mesmos resultados?

Observemos que a aplicagao aleatéria de Feres possui algumas proprieda-
des que, provavelmente, devemos manté-las para estudar os casos mais gerais.
Observemos que na aplicacdo aleatéria de Feres, temos que 7}, = T3 ', 1, = T, ' e
T, = T;'. Além disso, temos uma conjugacio entre essas aplicacdes. Isto é, dado
¢ :[0,7] — [0, 7] tal que ¢(#) = ™ — 6, temos que

poTiop =T,
onde T; = T{l. Por fim, temos uma relacdo também entre as probabilidades:

pio ¢ = p;

9.2 Estadio Circular

O estadio circular é formado por dois semicirculos de mesmo raio e duas semirretas

de mesmo comprimento. Vamos considerar o bilhar aleatério no estadio circular.
Ver Figura[9.1 a esquerda.

apeD

Figura 9.1: Estadio Circular a esquerda e uma o6rbita (aleatoria) de periodo 2 do
estadio circular a direita.

Acreditamos que o estadio circular aleatério tem um comportamento caé-

tico, ver a Figura (9.2, o que nos leva a conjecturar:

Conjectura 9.2.1. Sobre a aplicacdo do bilhar aleatorio no estddio circular.
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1) Quase toda 6rbita do bilhar aleatério é densa sobre o bordo.
2) Quase toda trajetoria é densa no interior da mesa.
3) E ergaodico.

4) O expoente de Lyapunov é positivo para quase toda orbita.

Figura 9.2: Espaco de fase para a = 7 ap6s 400 iteracoes.

9.3 Passando para 3D: Aplicacao Aleatoria em Te-

traedros

Podemos considerar o tubo de ensaio tridimensional como sendo duas placas pla-
nas, infinitas e paralelas. Porém as irregularidades, microscépicas, serdo tetrae-
dros com dngulos da base « suficientemente pequeno para que possamos ter poucas
colisdes dentro do tetraedro. Lembramos que no caso bidimensional, quando o < ¢,
se uma particula sair da base pg de um triangulo isésceles cujo angulo da base é «,

entdo temos no maximo duas colisées até voltar a base.

Figura 9.3: Irregularidades das placas planas vistas num microscépio.
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Figura 9.4: As irregularidades do modelo que estende para R? o bilhar aleatério
definido em [6.4] serdo tetraedros.

Conjectura 9.3.1. A aplicacdo aleatoria T gerada pelo bilhar deterministico no
tetraedro satisfaz a Lei Forte de Knudsen. Além disso, o bilhar aleatério no tubo de

ensaio tridimensional também satisfaz a Lei forte de Knudsen.

9.4 Passeio Aleatério Determinado pela Aplicacao

de Feres

Nesta secao daremos um exemplo no qual podemos conectar o passeio aleatério em
ambiente aleatério com a aplicacido aleatoria de Feres.

Sejam 17,7,,T5 e T, as aplicacdes definidas em (6.4) com suas respectivas
probabilidades. Podemos definir o passeio aleatério em Z? determinado pela apli-
cacdo de Feres da seguinte maneira. Fixados 0 € (0,7) e x € 3y, a probabilidade de
saltar para direita é p;(0), a probabilidade de saltar para esquerda é p3(f), a pro-
babilidade de saltar cima é p,(f) e a probabilidade de saltar para baixo é p,(6). Ver
Figura[9.5] Sabemos que o passeio aleatério cldssico em Z? é recorrente se todas as

A 20)

p3(0) p1(0)

Y pa(0)

Figura 9.5: Passeio Aleatério em Z2.

probabilidades de transicédo forem iguais a i e transiente caso contrario. No caso de
passeio aleatério em ambiente aleatério em 7?2 pouco se sabe quanto a recorréncia
e transiéncia de passeios aleatorios. Do ponto de vista de Probabilidade, ja é um

problema interessante.
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Com respeito a area de Sistemas Dinamicos, vimos na secéo [2.1| que a exis-
téncia de medida estacionaria do passeio aleatério em determinado por (f,p) esta
condicionado a existéncia de ponto fixo do operador adjunto ();. Assim, podemos
definir o operador de Markov da seguinte maneira: Sejam f,g : M — M um home-
omorfismos que preservam medida a p e py, pa, p3, ps : M — (0, 1) funcgdes continuas,
de forma que p;(z) + p2(x) + ps(x) + ps(x) = 1 para todo = € M. Entéo

Pso(0) = p1(2)o(f(x)) + p2(x)o(f ' (x))
p3(2)d(g(2)) + pa(x)p(g~ ' (2)).

Com respeito a aplicacédo de Feres, o operador de Markov pode ser definido como:

Pr(¢) = p1(0)p(T1(0)) + p2(0)d(12(0))
p3(0)p(T3(0)) + pa(0)d(Ta(0)).

Lembramos que dada uma aplicacéo do bilhar aleatério F : (0,27) x (0, 7) —
(0,27) x (0,7), a medida de Liouville A x ;. é uma medida invariante para F, onde
A é Lebesgue normalizada em (0,27) e pu(A) = % [, sen(0)dd para todo A € B((0,)).

Pergunta 9.4.1. Seja T a aplicacdo de Feres com suas respectivas probabilidades.
1. O passeio aleatorio determinado pela aplicacdo de Feres T é recorrente?
2. Existe medida P-estaciondria equivalente a )\ x ji?

3. Com respeito ao passeio aleatério relacionado, teremos uma Lei Forte dos
Grandes Numeros? Teremos um Teorema Central do Limite?

9.5 Dependéncia da Medida P-estacionaria com um

Sistema Dinamico

Finalizamos a Tese com uma discussédo sobre a variacdo da medida estacionaria
por perturbacdes. Noés consideramos a distancia usual no conjunto Homeo(M) dos
homeomorfismos de M,

d(f,g9) = sujlvbj{d(f(x),g(x)),d(f’l(w),g’l(x))}-
reM
Suponhamos que [ e g sdo préoximas com respeito a distancia usual, preservam uma
medida i e que os passeios aleatérios determinados por f e por g admitam medidas
P—estaciondrias equivalente a p. Isto €, existem v, e v, tais que P;(vy) = vy e

Pr(vy) = vy
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Pergunta 9.5.1. As medidas P-estaciondrias vy e v, sGo préximas com respeito a

variagdo total definida por vy — vy|ry = maxaes,, {|vi(A) — v,(A)|}?

Uma vez que vy = 7w e vy, = myu sdo medidas P—estaciondrias, entéo
suas densidades sdo pontos fixos dos respectivos operadores adjuntos. Ou seja,
Qf(my) =mp e Qy(my) = m, ( ver Proposicéo ). Assim,

vy = vglrv = max {vp(A) —vy(A)} = max {mppu(A) — mop(A)} < |mp — mg|p(M).

Dessa forma podemos refazer a nossa perguntar anterior da seguinte maneira.

Pergunta 9.5.2. Suponhamos que vy = e v, = myp sGo medidas P-estaciondrias
para os respectivos passeios aleatorios. Se f e g sGo préximos com respeito a distin-

cia usual, entdo as densidades 7y e 7, sGo préximas?



Bibliografia

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[91

[10]

Smail Alili. Asymptotic behaviour for random walks in random environments.
Journal of applied probability, pages 334-349, 1999.

D. Anosov. Geodesic flows on closed Riemannian manifolds of negative curva-
ture. Proc. Steklov Math. Inst., 90:1-235, 1967.

A. Avila, M. Viana, and A. Wilkinson. Absolute continuity, Lyapunov expo-
nents and rigidity I: geodesic flows. Journal of the European Mathematical
Society, 17(6):1435-1462, 2015.

Wael Bahsoun, Christopher Bose, and Anthony Quas. Deterministic repre-
sentation for position dependent random maps. Discrete and Continuous Dy-
namical Systems, 22(3):529-540, 2008.

George David Birkhoff. Dynamical systems, volume 9. American Mathemati-
cal Soc., 1927.

Erwin Bolthausen and Alain-Sol Sznitman. Lectures on random motions in
random media. In 7Ten Lectures on Random Media, pages 9-15. Springer,
2002.

Pablo D. Carrasco and Tulio Vales. A symmetric random walk defined by the
time-one map of a geodesic flow. Discrete & Continuous Dynamical Systems-A,
41(6):2891-2905, 2021.

Nikolai Chernov and Roberto Markarian. Chaotic billiards. Number 127.
American Mathematical Soc., 2006.

Jean-Pierre Conze and Yves Guivarc’h. Marches en milieu aléatoire et mesu-

res quasi-invariantes pour un systéme dynamique. Colloquium Mathemati-
cum, 84:457-480, 2000.

César R De Oliveira. Introducdo a andlise funcional. Impa, 2001.

83



84

[11] Kamaludin Dingle, Jeroen S W Lamb, and Joan-Andreu Lazaro-Cami.
Knudsen’s law and random billiards in irrational triangles. Nonlinearity,
26(2):369-388, 2012.

[12] D. Dolgopyat, B. Fayad, and M. Saprykina. Erratic behavior for 1-dimensional
random walks in a Liouville quasi-periodic environment. arXiv:1901.10709,
2019.

[13] Rick Durrett. Probability: theory and examples, volume 31 of Cambridge
Series in Statistical and Probabilistic Mathematics. Cambridge University
Press, Cambridge, third edition, 2005.

[14] Renato Feres. Random walks derived from billiards. Dynamics, ergodic theory,
and geometry, 54:179-222, 2007.

[15] M. Gorodin and B. Lifsic. Central limit theorem for stationary Markov pro-
cesses. In Third Vilnius Conference on Probability and Statistics, volume 1,
pages 147-148, 1981.

[16] B. Hasselblatt and A. Katok. A first course in dynamics. Cambridge University
Press, 2003. With a panorama of recent developments.

[17] F. Rodriguez Hertz, M. Rodriguez Hertz, and R. Ures. A Survey of Parti-
ally Hyperbolic Dynamics. In Mikhail Lyubich Charles Pugh Michael Shub
Giovanni Forni, editor, Partially Hyperbolic Dynamics , Laminations and Tei-

chmiiller Flow, volume 51 of Fields Institute Communications, pages 35—88,
2007.

[18] F Rodriguez Hertz, MA Rodriguez Hertz, and Raul Ures. Accessibility and
stable ergodicity for partially hyperbolic diffeomorphisms with 1d-center bun-
dle. Inventiones mathematicae, 172(2):353-381, 2008.

[19] M. W. Hirsch, C. C. Pugh, and M. 1. Shub. Invariant Manifolds. Springer
Berlin Heidelberg, 1977.

[20] V. Kaloshin and Y. Sinai. Simple random walks along orbits of anosov diffeo-
morphisms. Tr. Mat. Inst. Steklova, 228:236—-245, 2000.

[21] A. Katok and A. Kononenko. Cocycles’ stability for partially hyperbolic sys-
tems. Mathematical Research Letters, 3:191-210, 1996.

[22] Anatole Katok and Boris Hasselblatt. Introduction to the modern theory of
dynamical systems, volume 54. Cambridge university press, 1997.

[23] Kifer. Ergodic Theory of Random Transformations. Birkhauser Basel, 1986.



85

[24] C. Kipnis and S. Varadhan. Central limit theorem for additive functionals of
reversible Markov processes and applications to simple exclusions,. Commu-
nications Math. Physics, 104:1-19, 1986.

[25] Andrzej Lasota and Michael C Mackey. Probabilistic properties of determinis-
tic systems. Cambridge university press, 2008.

[26] J. Neveu and A. Feinstein. Mathematical Foundations of the Calculus of Pro-
bability. Holden-Day series in probability and statistics. Holden-Day, 1965.

[27] Krerley Oliveira and Marcelo Viana. Fundamentos da teoria ergédica. IMPA,
Brazil, 2014.

[28] Stephan Pelikan. Invariant densities for random maps of the interval. Tran-
sactions of the American Mathematical Society, 281(2):813—-825, 1984.

[29] Ya B Pesin and Yakov B Pesin. Lectures on partial hyperbolicity and stable
ergodicity, volume 34. European Mathematical Society, 2004.

[30] C. Pugh and M. Shub. Stable Ergodicity and Julienne Quasi-Conformality.
JEMS, 2(1):1-52, 2000.

[31] Vladimir Abramovich Rokhlin. Lectures on the entropy theory of transforma-
tions with invariant measure. Uspekhi mat. nauk, 22(5):3-56, 1967.

[32] Ya G Sinai. Simple random walks on tori. Journal of statistical physics, 94(3-
4):695-708, 1999.

[33] Serge Tabachnikov. Geometry and billiards, volume 30. American Mathema-
tical Soc., 2005.

[34] Tulio Vales and S Pinto-de Carvalho. A random billiard map in the circle.
arXiv preprint arXiv:2005.01892, 2020.

[35] Amie Wilkinson. The cohomological equation for partially hyperbolic diffeo-
morphisms. Astérisque, 358:75-165, 2013.

[36] O. Zeitouni. Random walks in random environment. In Lecture Notes in
Math., number 1837, pages 189-312. Springer, 2004.



