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Resumo

O modelo Peyrard-Bishop (PB) é parte de um conjunto de modelos chamados mesoscópicos,
que consiste em uma descrição clássica das interações moleculares com potenciais simples e
que permite o cálculo da temperatura de desnaturação com eficiência em moléculas como o
DNA e RNA. Nesse modelo, a dupla fita é considerada perfeitamente plana, ou seja, sem a
caracterı́stica torção helicoidal e também não são considerados quaisquer parâmetros relaci-
onados à dimensão molecular. O modelo permite a integração trivial de um dos seus graus
de liberdade, restando apenas um grau para ser resolvido por técnicas de integração numérica
como a técnica de integral de transferência, razão pela qual é mais conhecido como modelo
unidimensional (1D). Na Hamiltoniana original, o modelo produz uma curva de desnaturação
muito suave enquanto seria esperado uma transição mais abrupta, o que requer a adição de
termos não-lineares artificiais. As definições usadas na Hamiltoniana PB tornam bastante
difı́cil a comparação dos seus resultados com os de técnicas microscópicas como dinâmica
molecular atomı́stica. Desde a introdução do modelo em 1989, há um esforço em obter Ha-
miltonianas tridimensionais, mas, em geral, elas não são redutı́veis à equações 1D, isto é, a
um modelo onde reste apenas uma dimensão a ser integrada pela técnica de integral de trans-
ferência. Obter um modelo tridimensional que possa ser reduzido a apenas uma dimensão
integrável tem sido um problema em aberto.

Nosso trabalho consistiu em fazer uma análise detalhada do modelo Peyrard-Bishop e ela-
borar um modelo tridimensional com caracterı́sticas geométricas mais próximas dos modelos
atomı́sticos que o PB bidimensional. Desenvolvemos algumas aproximações que nos permi-
tiram obter a redução da dimensão integrável, efetivamente obtendo um novo modelo 1D, e
que nos permite utilizar a técnica de integral de transferência. Diferente do modelo oriundo
da dimensão bidimensional, o novo modelo resulta em transições abruptas sem necessitar de
potenciais artificialmente introduzidos. De fato, foi possı́vel demonstrar que as transições
abruptas resultam diretamente por termos considerando três graus de liberdade. Para quan-
tificar os efeitos das aproximações, realizamos a integração numérica da Hamiltoniana sem
aproximação alguma. Com isso mostramos que o novo modelo é adequado à condição de
pequenos ângulos que é similar à situação da fita dupla quando se encontra próximo à tempe-
ratura de desnaturação. Uma vantagem adicional do novo modelo é que pode ser aplicado sem
modificação ao conjunto de técnicas desenvolvidas para sequências de DNA heterogêneas.

Palavras-chave: Peyrard-Bishop, Peyrard-Bishop tridimensional, convergência, DNA, In-
tegral de Transferência.
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Abstract
The Peyrard-Bishop model is part of a class of mesoscopic models which consists in the
description of the molecular interactions by simple potentials and which allows the efficient
calculation of the melting temperatures of molecules such as DNA and RNA. In this model
the double strand is considered as perfectly flat, that is, without its characteristic helicoidal
torsion and neither considers any structural parameters. The model can be trivially integrated
in one of its degrees of freedom such that only one degree remains to be solved by numeri-
cal integration techniques such as the transfer integral method, for which it is often referred
to as a 1D model. For the original Hamiltonian the model results in a melting curve which
increases slowly with temperature while a more abrupt transition would have been expected
and requires the addition of artificial non-linear terms. The definitions used by the PB Hamil-
tonian makes it difficult to compare its results with those of microscopic techniques such as
atomistic molecular dynamics. Since its introduction in 1989 there has been an effort to ob-
tain tridimensional Hamiltonians, however they could not be reduced to a 1D model, that is,
a model where only one of its degrees of freedom remains to be integrated by the transfer in-
tegral method. Obtaining a tridimensional model that could be reduced to a single integrable
dimension has since been an open problem.

Here, we performed a detailed analysis of the Peyrard-Bishop model and proposed a tridi-
mensional model with geometric definitions which are closer to atomistic models than that of
the 2D model. We developed several approximations which allowed us to obtain a reduction
of the integrable dimensions, effectively obtaining a new 1D model which allows is to use the
transfer integral method. Differently from the bidimensional model, the new model results in
abrupt transitions without the need to add artificial potentials. In fact, we were able to show
that the abrupt transitions are a result of the three degrees of freedom. To evaluate the effect
of our approximations we performed the numerical integration of the non-approximated Ha-
miltonian. In this way we could show that the new model is appropriate under the conditions
of small angles which is similar to the double strand close to the melting temperature. One
additional advantage of the new model is that it can be used without modifications for the
existing techniques which were developed for heterogeneous DNA.

Keyword: Peyrard-Bishop, tridimensional Peyrard-Bishop, convergence, DNA, transfer in-
tegral.
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1 Introdução

Em 1951, Rosalind Franklin realizou estudos com DNA em meios onde a cristalização pu-

desse ser variada, o que permitiu a ela obter das imagens de difração de raios-X (figura 1)

obtidas melhores que aquelas existentes até então. Em meios onde a umidade era 75%, os

experimentos mostravam uma cristalização já observada anteriormente (o que ela denominou

de forma A), mas quando a umidade era 92%, as fitas tornavam-se mais alongadas (forma B)

e produziam imagens mais nı́tidas [1]. As imagens obtidas por Franklin (a forma B) foram

utilizadas por Watson e Crick (por meios considerados no mı́nimo questionável [2]) para ob-

ter a famosa estrutura de dupla hélice, trabalho que lhes rendeu o prêmio Nobel de Fisiologia

em 1962 [3]. Nos anos seguintes, estabeleceu-se a classificação das fibras de DNA analisa-

das por difração de Raios-X em A-DNA ou B-DNA, tornando o modelo de dupla hélice um

consenso na comunidade cientı́fica (revisado em [4]).

Figura 1
Imagens obtidas por difração de raio-X. As regiões escuras indicam onde houve interferência destrutiva
e os claros, interferência construtiva. Figura retirada de [5].

As amostras utilizadas nos estudos com difração de raios-X eram obtidas diretamente de

tecidos e por isso eram repletas de impurezas e continham tamanhos sem padronização. Isso

não permitia uma análise mais refinada, como por exemplo diferenciar os variados tipos de

bases, mas apenas fazer proposições de um modelo estrutural idealizado que representasse a
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Figura 2
Esquema representativo de dupla hélice nas
configurações A-DNA, B-DNA e Z-DNA. A
estrutura geométrica das formas A e B se dife-
renciam principalmente no passo da hélice, já
a forma Z possui a torção no sentido contrário
das duas primeiras. Além disso, o passo da
hélice é maior que nos casos A e B. Figura re-
tirada de [5].

média das estruturas analisadas [6].

A sı́ntese de DNA foi desenvolvida na década de 1970 e isso possibilitou que pequenos

fragmentos de DNA puros, com tamanhos e sequências definidos, fossem cristalizados. Com

isso, finalmente estava-se diante da real possibilidade de ver experimentalmente com detalhes

o modelo proposto por Watson e Crick [7]. Uma enorme expectativa foi criada acerca da

análise dos primeiros seguimentos de DNA sintetizado e, em 1979, a análise de uma sequência

poli(dC-dG) mostrou que havia uma conformação diferente das formas A-DNA e B-DNA. A

nova configuração possuı́a o sentido da dupla hélice invertido em relação às formas até então

conhecidas e a cadeia principal possuı́a um formato de zigue-e-zague [8], razão pelo qual foi

denominado Z-DNA[9]. As três formas conformacionais estão esquematizadas na figura 2.

Com o passar do tempo, o aumento do número de estruturas de DNA analisadas possi-

bilitou estabelecer que a forma mais abundante in vivo é a forma B-DNA e que as outras

podem ser induzidas por fatores como baixa umidade relativa, presença de álcoois ou ı́ons na

solução [10, 11].
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Figura 3
(a) Estrutura de um nucleosı́deo, mos-
trando a numeração dos carbonos da
pentose. A figura (b) mostra a estrutura
das quatro bases nitrogenadas canônicas
do DNA e o composto que caracteriza as
Purinas e Pirimidinas. Figura retirada de
[5].

1.1 A conformação e a composição quı́mica dos ácidos desoxirribonu-

cleicos

O DNA canônico é composto de uma unidade básica denominada nucleotı́deo, que por sua vez

é composto por um nucleosı́deo e um grupo fosfatado, conforme esquematizado na figura 3.

O nucleosı́deo é formado por uma base nitrogenada (as canônicas são a citosina, adenina,

guanina, timina ou uracila) e um açúcar (ribose no caso do RNA ou desoxirribose no caso

do DNA). As bases nitrogenadas são divididas em dois grupos: Purinas e Pirimidinas, sendo

que no DNA ocorre com maior frequência adenina e guanina (Purinas) e timina e citosina

(Pirimidinas).

O empilhamento dos nucleotı́deos ocorre devido à ligações fosfodiéster, sempre no sen-

tido da hidroxila ligada ao carbono C3′ para a hidroxila ligada ao carbono C5′ do açúcar. Cada

molécula de açúcar liga-se com uma base nitrogenada por uma ligação β-glicosı́dica entre o

carbono C1′ do anel da pentose e um dos nitrogênios das bases, sendo N1 nas Pirimidinas e

13



Figura 4
(a) Estrutura esquemática da forma B-DNA.
(b) Mostra a orientação das ligações em cada
fita, formando o empilhamento. Figura reti-
rada de [5].

N9 nas Purinas, conforme a figura 4.

A disposição dos nucleotı́deos na hélice são de tal forma que os fosfatos e os açúcares

ficam na parte mais externa e as bases nitrogenadas localizam na parte mais interna, possi-

bilitando a formação de ligações de hidrogênio entre as bases nitrogenadas complementares

nas duas fitas, conforme a figura 5.

O número grande de ligações de hidrogênio entre as bases e disposição dos grupos fosfatos

para a parte externa da hélice faz com que a molécula adquira uma alta polaridade, ficando

a parte externa negativa e a interna positiva. Essa distribuição de cargas na parte interna faz

com que haja repulsão entre as fitas, criando um espaço entre elas. A estabilidade é alcançada

devido à interação com ı́ons positivos presentes ao seu redor, como por exemplo Na+ ou

Mg2+ [12], com isso a estrutura torna-se bastante rı́gida [13–15].

Uma das possibilidades de se obter experimentalmente os parâmetros da rigidez de uma

determinada molécula de DNA é prender suas extremidades e movimentar uma delas, con-

forme a figura 6 [14].

No caso da figura 6, para fixar a molécula de DNA usou-se uma esfera de polistireno,

cujo diâmetro mede 520±10 nm, na extremidade capturada pela armadilha óptica, já a outra

extremidade foi ligada a um pedaço de RNA fixado na base de vidro. Ao movimentar a base,
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Figura 5
Representação planar das quatro bases
canônicas do DNA, mostrando as ligação
de hidrogênio que ocorre entre elas. Figura
retirada de [5].

Figura 6
Esquema do arranjo expe-
rimental que permite medir
parâmetros de rigidez na
molécula de DNA. Figura
retirada de [14].
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Figura 7
A figura mostra como o comprimento de
uma molécula de DNA varia ao ser “es-
ticada”. Nesse caso especı́fico, o com-
primento da molécula pode se aumen-
tado até por volta dos 1200 nm sem
esforço e, a partir desse comprimento,
observamos um aumento acentuado na
força necessária para promover um pe-
queno incremento no comprimento. Fi-
gura retirada de [14].

pode-se medir o estiramento e a força necessária para segurar a esfera de poliestireno e, assim,

obter a relação de elasticidade da molécula, mostrada na figura 7.

1.2 Função biológica

As proteı́nas são as macromoléculas biológicas mais importantes, sendo responsáveis, em

média, por mais da metade da massa de uma célula e estão presentes em todo ser vivo.

Uma proteı́na é um polı́mero de aminoácidos e pode atuar como enzima, veı́culo de ou-

tras moléculas ou ı́ons, com função motora para auxiliar no movimento em células e tecidos,

participam na regulação gênica, desempenham papeis importantes no sistema imunológico,

entre outras tantas funções. As proteı́nas são formadas por aminoácidos unidos por ligações

covalentes (também conhecida por ligação peptı́dica) formando longos polı́meros.

O ordenamento dos aminoácidos que compõe a proteı́na é determinado pelo DNA, sendo

que a cada três bases nitrogenadas consecutivas, temos a menor unidade do código genético,

o Códon. Por exemplo, uma sequência formada por citosina-timina-timina (C-T-T) é o código

para o aminoácido leucina, já a trinca C-A-C codifica o aminoácido histidina. É muito im-

portante destacar que a relação códon-aminoácido não é 1:1, ou seja, um mesmo aminoácido

pode ser produzido por mais de um códon, como por exemplo o aminoácido histidina, que

também é codificado pelo códon C-A-T. O conjunto de códons necessários para montar uma

proteı́na chama-se gene e o conjunto de genes de um ser vivo forma seu código genético.
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Para realizar suas principais funções (tradução, replicação e transcrição) a molécula de

DNA necessita desconectar as duas fitas, uma vez que o RNA precisa se ligar ao DNA

para executar os processos. Sendo assim, o estudo do fenômeno de abertura das fitas é im-

prescindı́vel para desvendarmos os processos celulares envolvendo o DNA. O processo de

replicação, por exemplo, é feito de forma coordenada, semi conservativa e antiparalela e pode

incluir outras moléculas, como por exemplo proteı́nas estabilizadoras como as girases e topoi-

somerases. No inı́cio da replicação, o DNA é desenrolado e a dupla fita é separada, formando

o que chamamos de forquilha de replicação. É nesse espaço que ocorre o acréscimo de nu-

cleotı́deos no sentido oposto da abertura, formando uma nova fita. Assim o novo duplexo

é formado por uma fita original outra nova (fita filha) com orientação antiparalela (sentido

oposto).

1.3 Desnaturação Térmica

Conforme descrito anteriormente, para que o DNA realize suas principais funções (replicação,

tradução e transcrição) é necessário que as duas fitas que compõem a hélice se desconectem,

isto é, uma fita deve se separar da outra. A separação pode ocorrer devido aos diferentes

fatores como concentração salina [16], força aplicada as fitas (experimentos usando pinça

óptica) [17] e temperatura [18]. Nesse texto vamos focar na desnaturação térmica, pois o

nosso trabalho depende da utilização de dados experimentais termodinâmicos envolvendo o

DNA para ajustar os parâmetros do modelo que propomos.

A baixas temperaturas predomina, em solução, DNA formado por duplexos, mas à me-

dida que aquecemos a solução, as ligações de hidrogênio entre os pares de bases nitrogenadas

vão se rompendo, formando duas fitas simples. Os pares A-T e C-G possuem, respectiva-

mente, duas e três ligações de hidrogênio, portanto necessitam de temperaturas diferentes

para desconectarem. Ao romper as ligações de hidrogênio, a fita simples passa a absorver

luz ultravioleta na faixa de 260 nm devido à transição eletrônica π − π∗ nas bases nitrogena-

das, que ocorre por causa da mudança da configuração eletrônica decorrente da redução do

empilhamento e pareamento [19, 20]. Então pode-se incidir radiação UV com intensidade
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Fonte Emissora de
Raios UV
(260 nm)

Solução contendo
DNA

Espectrofotômetro

Figura 8
A figura mostra um esquema
simplificado de experimento
com UV em solução de DNA.

Figura 9
A figura mostra a curva de absorção UV versus
temperatura para uma sequência C-G. Figura
retirada de [21].

conhecida (I0) na solução, aquecê-la vagarosamente e, com um espectrofotômetro, medir a

intensidade (I) da radiação que passa pela solução, conforme o esquema mostrado na figura

8. Com isso, sabemos quanto de radiação foi absorvido pela amostra nas diferentes tempe-

raturas. A diferença entre a intensidade incidente e a transmitida (em escala logarı́tmica) é o

que chamamos de Absorbância (A), dada por

A = log

(
I0
I

)
. (1)

O aumento da absorbância com o acréscimo da temperatura obtida em um experimento de

espectrometria UV para uma sequência C-G [21] é mostrado na figura 9.

Conforme comentamos anteriormente no texto e confirmado na figura 9, o aumento de

temperatura de fato é um dos fatores que leva o rompimento da fita, portanto podemos con-
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cluir que o estudo das propriedades termodinâmicas do DNA é essencial para compreender o

comportamento do DNA. A compreensão dos processos de tradução, replicação e transcrição

possui aplicações em técnicas de PCR (reação de polimerase em cadeia, utilizada para se-

quenciamento de DNA) [22], produção de sondas [23] e gene array [24]. É importante des-

tacar que a temperatura de desnaturação (Tm) é definida como aquela em que metade dos

nucleotı́deos na solução estão desemparelhados. A temperatura de desnaturação (Tm) está

relacionada com a concentração de fitas de DNA na solução e esta relação é diferente para o

caso de fitas que denominamos auto-complementares e não auto-complementares. Uma é dita

fita auto-complementar quando, independente da extremidade que partimos, a sequencia de

pares de base é a mesma. Já uma fita não auto-complementar é quando essa propriedade não

ocorre. Por exemplo: uma sequencia ATA é auto-complementar, enquanto que a sequencia

ATG é não auto-complementar.

Vamos definir f como a fração de duplexos dissociados, [X] e [Y ] como as concentrações

de cada fita separada, [X.Y ] como a concentração de duplexo e Ct como a concentração total

de fitas. No caso das fitas auto-complementares temos:

f =
[Y ]

[X.Y ]
=

[X]

[X.Y ]
(2)

e

Ct = [X] + [Y ] + 2[X.Y ]. (3)

A constante de equilı́brio Keq é definida como

Keq =
[produtos]
[reagentes]

=
[X][Y ]

[X.Y ]
, (4)

onde, por definição, reagente é todo componente presente antes da reação e produto é tudo que

se forma após a reação ocorrer. Nesse caso especı́fico, a reação é a desnaturação, portanto,

antes da reação temos a fita dupla (reagente) e após a desnaturação temos as fitas separadas

(produtos).

Como a temperatura Tm é definida como aquela em que metade das fitas estão desacopla-
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das, temos [x] = [y] = [X.Y ]. Assim, usando a equação (3) obtemos

[X] = [Y ] = [X.Y ] =
[Ct]

4
. (5)

Substituindo (5) na equação (4) obtemos

Keq =
[X].[Y ]

[X.Y ]
=

(
[Ct]
4

)(
[Ct]
4

)

(
[Ct]
4

) =
[Ct]

4
. (6)

A relação entre a constante de equilı́brio Keq e a temperatura pode ser obtida utilizando-se do

fato de que as diferenciais da energia livre de Gibbs g(T, P ) e da entalpia h(s, P ) são dadas

por

dg(T, P ) = −sdT + vdP (7)

dh(s, P ) = Tds+ vdP . (8)

Subtraindo a equação (7) da (8) obtemos

dg = dh− Tds− sdT. (9)

Como Tm é uma constante, a equação (9) torna-se

dg = dh− Tmds, (10)

integrando a equação (10) obtemos

∆g = ∆h− Tm∆s. (11)

O quı́mico neerlandês Jacobus Henricus van’t Hoff estudou a pressão osmótica, em uma

membrana, causada pela passagem de soluto de um meio menos para outro mais concentrado

e para solucionar esse problema, Van’t Hoff baseou-se na equação dos gases ideais. A ideia
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é mapear o problema do DNA na resolução de Van’t Hoff. Definimos K = 1
v

e usando uma

equação de estado similar aos gases ideais, temos

P (T,K) = P (K) = ηTmK =⇒
(
∂K

∂P

)

T

=
1

ηTm
. (12)

Da equação 7 podemos obter a seguinte relação

(
∂g

∂P

)

T

=
1

K
. (13)

Então (
∂g

∂P

)

T

=

(
∂K

∂P

)

T

(
∂g

∂K

)

T

. (14)

Substituindo as equações (12) e (13) em (14) obtemos

1

K
=

1

ηTm

(
∂g

∂K

)

T

=⇒
(
∂g

∂K

)

T

=
ηTm
K

(15)

∆g = ηTm

∫ Ki

Ki

dK

K
=⇒ ∆g = −ηTmln

(
Ki

Kf

)
(16)

Como a constante de equilı́brioKeq é definida pela razão das concentrações, Ki eKf também

são dados por uma “densidade”, portanto podemos escrever

∆g = −ηTm ln (Keq) . (17)

Substituindo (17) na equação (11) obtemos

∆h− Tm∆s = ηTm ln (Keq) (18)

ou
1

Tm
= − R

∆H
ln(Ct) +

∆S −R ln(4)

∆H
. (19)

No caso de fitas complementares, a principal diferença é que as fitas são iguais quando olha-

mos uma no sentido contrário da outra. Assim na equação das concentrações não há [X] e

21



Figura 10
A figura da esquerda compara os dados experimentais com o previsto pela equação (19) e a da direita
mostra a curva de absorção UV versus temperatura para quatro concentrações diferentes de fitas auto-
complementares d(CAAAAAAAG) e d(GTTTTTTTC). Figura retirada de [20].

[Y ]. Não vou refazer os cálculos por serem similares ao caso que acabamos de fazer, mas o

resultado está expresso na equação (20).

1

Tm
= − R

∆H
ln(Ct) +

∆S

∆H
. (20)

As equações (19) e (20) relacionam a temperatura de desnaturação com a concentração da

solução e isso de fato é comprovado experimentalmente, conforme mostrado na figura 10

da esquerda. Por outro lado, é de se esperar que a absorbância diminua com o aumento da

concentração, pois à medida que temos mais fitas para “absorver” a radiação UV menos

radiação irá passar pela solução, o que diminui a razão entre as intensidades incidente e

transmitida. Essa conclusão também está de acordo com a equação (1) e também é observado

experimentalmente, conforme a figura 10 da direita.

1.4 Modelos teóricos de DNA

Na tentativa de descrever as propriedades termodinâmicas do DNA, surgiram diversos mode-

los teóricos que são classificados em três grupos: macroscópico, microscópico e mesoscópico.

De maneira geral, os modelos macroscópicos fornecem bons resultados para fenômenos que

ocorrem na escala da molécula como um todo, já os microscópicos conseguem descrever
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fenômenos locais e especı́ficos e os mesoscópicos são intermediários aos dois primeiros. Os

modelos microscópicos visam descrever os fenômenos locais e especı́ficos de cada par de

base. Podemos citar como exemplos de modelos microscópicos os cálculos de DFT (Den-

sity Functional Theory) [25] e dinâmica molecular [26]. Estes modelos possuem uma grande

riqueza de detalhes na descrição dos fenômenos, todavia possuem alto custo computacional,

sendo por isso inviável para o estudo de moléculas grandes.

Os modelos macroscópicos fornecem bons resultados para fenômenos que ocorrem na es-

cala da cadeia toda. Podemos citar como exemplos os modelo WLC (Worm-Like-Chain) [27]

e o de próximos vizinhos [28]. Este último consiste em atribuir incrementos de energia li-

vre de Gibbs (∆G) a cada par vizinho. Esse método funciona razoavelmente bem, além de

ser relativamente simples, uma vez que ∆S e ∆H de cada ligação pode ser obtido a partir

de um conjunto de temperaturas experimentais como as da figura 9. Assim, pode-se usar as

equações (19) e (20) para obter Tm. O principal problema do modelo de próximos vizinhos é

que quando obtemos os valores de ∆H e ∆S para uma determinada sequência, não consegui-

mos distinguir a contribuição da ligação de hidrogênio e do empilhamento [28]. Os modelos

macroscópicos não são capazes de descrever fenômenos termodinâmicos localizados, como

por exemplo o surgimento dos hairpins e bulges que aparecem ao longo da hélice [29].

Os primeiros modelos mesoscópicos surgiram na década de 1960, inspirados no modelo

de Ising 1D [30]. Esse modelo não levou em conta as interações de empilhamento e seus re-

sultados mostram que a transição ocorre de maneira muito suave (∆T > 50 K), o que difere

muito dos dados experimentais. A cooperatividade é responsável por restringir a transição

para poucos kelvins e é responsável pela estabilidade da dupla hélice. Um modelo levando

em conta a energia de empilhamento foi proposto posteriormente, tornando os parâmetros

como energia livre no local da abertura e cooperatividade dos pares mais realı́sticos, embora

o modelo não considerou a entropia da cadeia [31]. Na década de 1970, Poland e Sche-

gara [32] implementaram uma versão mais sofisticada do modelo de Ising, onde eles acres-

centaram a entropia associada a cada ”bolha”de comprimento n (∆SLE = ckB ln(n)), sendo

esse o primeiro modelo a considerar alguma orientação na desnaturação, pois o requisito para

a existência de uma bolha é que suas extremidades sejam fechadas. Isso leva, na situação
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de equilı́brio, uma interação eficaz de longo alcance nesse modelo originalmente 1D, o que,

a princı́pio, permite uma transição termodinâmica no limite infinito para o comprimento do

polı́mero. Em 1989, Peyrard e Bishop desenvolveram um modelo que possui solução analı́tica

baseado em potenciais que descrevem as ligações entre os nucleotı́deos, o qual iremos des-

crever com detalhes na próxima seção.

Ainda podemos estudar a dinâmica do DNA através da equação de Itô (Também conhecida

por equação de Langevin) [33], dada por

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt. (21)

Na equação (21), o temo Xt pode ser relacionado, nesse caso, com o deslocamento, o

termo b(t,Xt) representa a parte determinı́stica, como por exemplo a velocidade (podemos ter

contribuição de força proporcional a velocidade) e σ(t,Xt)dBt é a contribuição estocástica,

representando por exemplo a viscosidade, o atrito, etc.

Nessa abordagem, obtemos um conjunto de equações diferenciais acopladas que devem

ser resolvidas como função do tempo [34–36]. Esse método de tratamento nos permite obter

tanto informações localizadas quanto gerais sobre o polı́mero, como por exemplo a ocorrência

de “bolhas” ou a própria desnaturação da molécula, como mostrado na figura 11.

O principal problema desse método é o custo computacional, uma vez que para um con-

junto de N pares de base, temos 2N equações diferenciais não lineares para resolver, pois

os potenciais que descrevem as ligações de hidrogênio são não lineares como por exemplo

o potencial de Morse, além disso, o potencial de empilhamento também pode ser não linear,

como o usado por Dauxois et al. [37] .

1.5 O modelo Peyrard-Bishop bidimensional para o DNA

O modelo Peyrard-Bishop (PB) foi apresentado pela primeira vez em 1989 [38] e seu su-

cesso continua sendo bastante significativo nos dias atuais [16, 39, 40]. A principal vantagem

deste modelo é descrever as interações entre os nucleotı́deos por potenciais com bastante

simplicidade e, além disso, permite estudar sequências heterogêneas, que é o caso de maior
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Figura 11
Desnaturação baseada na equação de Lange-
vin usando 1793 pares de bases. As curvas em
preto, vermelho e azul são obtidas usando três
diferentes parâmetros para a separação média
dos nucleotı́deos. Figura retirada de [34]

Figura 12
Esquema representativo para as
interações consideradas no modelo
Peyrard-Bishop do DNA.
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relevância prática (ver figura 12). O fato de usar potenciais para descrever as interações en-

tre os nucleotı́deos permite adicionar termos que correspondem, por exemplo, as interações

com solventes [16, 40–46]. Além disso, podemos usar diferentes potenciais para simular

as ligações entres os componentes do DNA, como mostraremos adiante neste texto. Outra

vantagem é que o modelo é facilmente estendido ao estudo de RNA [47], modificando-se

basicamente as constantes dos potenciais. No caso de RNA, as constantes mudam porque os

componentes são diferentes, por exemplo, o açúcar do DNA é uma desoxirribose, já no RNA

é uma ribose. Originalmente, o modelo Peyrard-Bishop propôs o potencial harmônico para

descrever o empilhamento e o potencial de Morse para representar a ligação entre as bases

complementares (ligação entre as fitas) [38]. Mais tarde, surgiu uma modificação no poten-

cial de empilhamento, substituindo-o por um potencial anarmônico, que melhorou o modelo

Peyrard-Bishop original no sentido de que a curva de desnaturação teórica passou a concordar

com curva obtida experimentalmente [37, 48].

Estamos interessados na situações práticas onde um conjunto de sequências de DNA é co-

locado em uma solução que será aquecida até atingir a temperatura de desnaturação, portanto

estamos trabalhando com um reservatório térmico. Neste caso, o ensemble estatı́stico mais

adequado para descrever o sistema é o ensemble canônico e as grandezas termodinâmicas são

obtidas a partir da função de partição canônica (Z), que pode ser compreendido como uma

função da temperatura que normaliza a probabilidade do sistema encontrar-se com energia

H . A expressão para obter Z é

Z = Λ

∫ ∫
dpidqi exp [−βH(qi, pi)] , (22)

onde Λ é uma constante que deixa Z adimensional e β é

β =
1

kBT
. (23)

kB é a constante de Boltzmann.

Em nosso problema, os potenciais não dependem da velocidade e a energia mecânica é de
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ordem quadrática na velocidade, portanto o hamiltoniano (H) é a soma da energia cinética (E)

com a energia potencial de empilhamento, que originalmente foi adotada a energia potencial

elástica (W ) [38] e a energia de interação dos nucleotı́deo que conectam uma fita à outra (V ).

1.5.1 Sequências homogêneas

O modelo Peyrard Bishop foi inicialmente proposto para sequências homogêneas, isto é, to-

dos os pares de base foram considerados como sendo do mesmo tipo, ou seja uma sequência

somente composta por CG ou somente por AT. Matematicamente a homogeneidade é descrita

nos potenciais pelo uso dos mesmos valores das constantes em todos os pares de base. Para

introduzirmos o modelo Peyrard-Bishop, vamos definir algumas quantidades que facilitarão

o entendimento e sua representação matemática do.

Definição 1. Sejam u e v as variáveis que representam as posições das bases relativas ao

ponto de equilı́brio em cada fita do DNA e p a variável de momento. Dessa forma, pvn e vn

representam, respectivamente, o momento e a posição da n-ésima base relativa a posição de

equilı́brio da variável r.

Definição 2. Seja W (un, un−1) a energia potencial da “mola” entre as bases n e n − 1 da

fita u.

Definição 3. Seja V (un, vn) a energia potencial que representa a ligação de hidrogênio entre

o n-ésimo par de base das fitas u e v.

De posse das definições acima, podemos escrever o hamiltoniano do nosso sistema, cuja

expressão matemática é dada pela equação (24)

H =
N∑

n=1

p2un

2m
+
p2vn
2m︸ ︷︷ ︸

En

+W (un, un−1, vn, vn−1) + V (un, vn), (24)

onde

W (un, un−1, vn, vn−1) =
k

2
(un − un−1)

2 +
k

2
(vn − vn−1)

2 (25)

V (un, vn) = D {exp [−α(un − vn)]− 1}2 . (26)
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Figura 13
A figura mostra o potencial de Morse e sua
assı́ntota horizontal.
Parâmetros: D = 0, 05 eV e a =
4, 45 nm−1)

O potencial de Morse em uma variável é descrito por

V (x) = D [exp [−a(x− x0)]− 1]2 (27)

e é adequado para descrever as ligações de hidrogênio porque possui o seguinte comporta-

mento: considere o ponto x0 onde

F (x0) = −∂V
∂x

∣∣∣∣
x=x0

= 0.

A força derivada deste potencial é repulsiva para x < x0, atrativa para x > x0 e diminui a

medida que x > x0 afasta do ponto de equilı́brio (x0) como mostra a figura 13.

A função de partição é dada pela integração no espaço de fase de exp(−βH), sendo que

podemos integrar a parte da energia cinética da equação (24) e obter

Z =
1

h2N

∫ +∞

−∞
· · ·

N∏

n=1

dpundpvn exp [−βEn(pun , pvn)]

︸ ︷︷ ︸
Λ′

×
∫ +∞

−∞

N∏

n=1

dundvn exp {−β [W (un, un−1, vn, vn−1) + V (un, vn)]} (28)
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Figura 14
Região de integração nas variáveis (u, v) e
(x, y).

Z = Λ
′
∫ +∞

−∞

N∏

n=1

dundvn exp {−β [W (un, un−1, vn, vn−1) + V (un, vn)]} , (29)

onde h é a constante de Planck.

Faremos a seguinte mudança de variáveis:

xn =
un + vn√

2
(30)

yn =
un − vn√

2
(31)

A mudança de variáveis acima mapeia {u, v} → {x, y} e torna a região de integração mais

complicada caso u, v não pertença domı́nio [−∞,+∞]× [−∞,+∞]. Isso porque a mudança

de variáveis proposta em pelas equações (30) e (31) gira em 45 ◦ o quadrado e duplica o

comprimento de suas arestas. A figura 14 mostra o caso de um domı́nio finito para {u, v} ∈

[−a,+a]× [−a,+a].

Escrito nas novas variáveis,
∑

nWn e
∑

n V tornam-se respectivamente

∑

n

Wn =
∑

n

[
k

2
(xn − xn−1)

2 +
k

2
(yn − yn−1)

2

]
(32)

∑

n

V (yn) =
∑

n

D {exp [−α(yn)]− 1}2 . (33)
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A função de partição pode ser reescrita como

Z =

=Γ︷ ︸︸ ︷

Λ
′
∫ N∏

n=1

dxn exp

[
−βk

2
(xn − xn−1)

2

]

×
∫ N∏

n=1

dyn exp

{
−β

[
k

2
(yn − yn−1)

2 + V (yn)

]}

= Γ

∫ N∏

n=1

dyn exp

{
−β
2

[
k(yn − yn−1)

2 + V (yn) + V (yn−1)
]}

. (34)

A mudança de variáveis que utilizamos foi importante porque nos permitiu integrar a variável

x na equação (34), uma vez que as variáveis x e y ficaram desacopladas. A separação média

dos pares de base é dada pela equação

⟨yk⟩ =
1

Z

∫ N∏

n=1

dynyk exp

{
−β
2

[
k(yn − yn−1)

2 + V (yn) + V (yn−1)
]}

. (35)

Para resolver as equações (34) e (35) utilizamos a técnica de integral de transferência

(TIT), que consiste em expandir o núcleo (o integrando) da equação (34) em autofunções

ortonormalizadas, ou seja, transformamos as equações (34) e (35) em equações de autovetor-

autovalor. É importante observar que Γ → ∞ à medida que xn → ±∞. Isso porque ao longo

da reta xn = xn−1 o integrando é constante e vale um, portanto, ao integrar no intervalo infi-

nito, haverá divergência. Vale também ressaltar que não é possı́vel uma mudança de variáveis

do tipo

sn = α(xn − xn−1) (36)

Isso porque o Jacobiano seria nulo, contrariando uma condição necessária à mudança de

variáveis.
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Demonstração:

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α −α 0 . . . 0

0 α −α . . . 0

...

0 . . . 0 α −α

−α 0 . . . 0 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
N×N

(37)

Vamos usar a regra de Laplace para calcular o determinante acima. Escolhendo a primeira

coluna como referência obtemos

J = (α)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α −α 0 . . . 0

0 α −α . . . 0

...

0 . . . 0 α −α

0 0 . . . 0 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
N−1×N−1

+ (−α)(−1)N+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−α 0 0 . . . 0

α −α 0 . . . 0

...

0 . . . α −α 0

0 0 . . . α −α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
N−1×N−1

Temos agora dois determinantes diagonais, cujos valores são obtidos pela multiplicação dos

elementos da diagonal principal, o que dá:

J = (α)(α)N−1 + (−α)(−1)N+1(−α)N−1 (38)

J = (α)N + (−1)2N+1(α)N = 0. (39)

Todavia, ao calcular a separação média ⟨y⟩, Γ aparece no numerador e no denominador, por

isso é cancelado e não interfere nos valores da separação média.

1.5.2 Técnica de Integral de Transferência (TIT)

Para resolver equações como (34) e (35), vamos usar a técnica de integral de transferência

(TIT), a qual detalharemos nessa seção. Esse método nos permite resolver, de maneira exata,

equações do tipo

I =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞

N∏

n=1

dyn+1K(yn, yn+1). (40)
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No caso do modelo PB, o cálculo da função de partição Z envolve integrais como as da

equação (40) e para simplificar a notação, vamos definir

K(yn, yn−1) = exp

{
−β
2

[
k(yn − yn−1)

2 + V (yn) + V (yn−1)
]}

(41)

O que torna o método apropriado para resolver equações como (40) é que a complexidade

computacional independe do número de integrais. Em nosso caso do estudo de DNA, se

estivermos trabalhando com sequências longas, ou seja, N grande, a integração direta fica

inviável.

A teoria de equação integral nos permite obter um tratamento matemático à equações

integrais do tipo

f(x) = g(x) + λ

∫
K(x, y)ϕ(y)dy (42)

Quando g(x) = 0, dizemos que a equação (42) é homogênea, e se, além disso, f(x) ≡ ϕ(x), a

equação (42) é denominada equação de Fredholm do segundo tipo homogênea, cuja expressão

matemática é dada por

ϕ(x) = λ

∫
K(x, y)ϕ(y)dy. (43)

Nesse texto vamos focar apenas na equação de Fredholm do segundo tipo homogênea e para

maiores detalhes acerca da teoria de Fredholm, indicamos as referências 49–51.

No nosso caso, temos que resolver a seguinte equação integral

∫
K(yn, yn+1)ϕi(yn+1)dyn+1 = λiϕi(yn), (44)

onde ϕi(yn) são as autofunções, λi são os autovalores,K(yn, yn+1) é o núcleo da equação e yn

e yn+1 são variáveis independentes. A equação (44) é equivalente à equação (43), portanto é

uma equação integral de Fredholm homogênea do segundo tipo. Para introduzir esse método,

devemos iniciar considerando que o núcleo de (40) satisfaz

K(yn, yn+1) = K(yn+1, yn) (45)
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e

||K(yn, yn+1)|| =
(∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dyndyn+1||K(yn, yn+1)||2

) 1
2

< +∞. (46)

A condição da equação (45) impõe que o núcleo deve ser simétrico e a condição da equação

(46) é necessária para satisfazer o teorema espectral, que será a base do método de solução.

Dado as condições acima, ∃ {λi} > 0 com i ∈ N um conjunto de autovalores e um

conjunto completo ortogonal de autofunções {ϕi(yn)} com as seguintes propriedades:

∫ +∞

−∞
dynϕ

†
i (yn)ϕj(yn) = δi,j (47)

+∞∑

i=1

ϕ†
i (yn)ϕi(yn+1) = δ(yn+1 − yn) (48)

K(yn, yn+1) =
+∞∑

i=1

λiϕ
†
i (yn)ϕi(yn+1), (49)

onde o sı́mbolo † aplicado ao autovetor ϕ indica o transposto conjugado do mesmo.

Substituı́mos a equação (49) em (40) obtemos

I =

∫ +∞

−∞
dy1

∫ +∞

−∞
dy2 . . .

∫ +∞

−∞
dyN

+∞∑

i=1

λiϕ
†
i (y1)ϕi(y2)×

+∞∑

n=1

λnϕ
†
n(y2)ϕn(y3)× . . .

×
+∞∑

m=1

λmϕ
†
m(yN)ϕm(y1)

+∞∑

k=1

λkϕ
†
k(yN)ϕk(y1) (50)

Na equação (50) usamos a condição de contorno periódica yN+1 = y1. Ao realizar a integração

na variável yN na equação (50) obtemos

I =

∫ +∞

−∞
dy1

∫ +∞

−∞
dy2 . . .

+∞∑

i=1

λiϕ
†
i (y1)ϕi(y2)×

+∞∑

n=1

λnϕ
†
n(y2)ϕn(y3)× . . .

×
+∞∑

m=1

+∞∑

k=1

λkλmϕ
†
m(yN−1)ϕk(y1)

∫ +∞

−∞
dyNϕ

†
m(yN)ϕk(yN)

︸ ︷︷ ︸
δm,k

. (51)
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Agora podemos calcular a integral na variável yN−1 e obter

I =

∫ +∞

−∞
dy1

∫ +∞

−∞
dy2 . . .

+∞∑

i=1

λiϕ
†
i (y1)ϕi(y2)×

+∞∑

n=1

λnϕ
†
n(y2)ϕn(y3)× . . .

×
+∞∑

l=1

+∞∑

m=1

λlλ
2
mϕ

†
l (yN−2)ϕm(y1)

∫ +∞

−∞
dyN−1ϕ

†
l (yN−1)ϕm(yN−1)

︸ ︷︷ ︸
δl,m

. (52)

Prosseguimos integrando nas outras variáveis de maneira análoga ao realizado anteriormente.

Feito isso obtemos

I =
+∞∑

i=1

λNi

∫ +∞

−∞
dy1||ϕi(y1)||2. (53)

Estamos supondo que todas as autofunções estão normalizadas e portanto obtemos

I =
+∞∑

i=1

λNi . (54)

Sendo assim, duas condições necessárias para que (54) seja convergente é

lim
i→+∞

λNi = 0 (55)

e

0 ≤ |λNi+1| ≤ |λNi |. (56)

Se associarmos o núcleo K(yn, yn−1) ao integrando da equação (34), podemos reescrevê-la

como

Z = Γ
+∞∑

i=1

λNi (57)

Para escrever as relações acima podemos utilizar a notação de Dirac, definindo

⟨i|j⟩ =
∫ +∞

−∞
dyϕ†

i (y)ϕj(y). (58)
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Então

⟨ym⟩ =
1

Z

+∞∑

i=1

· · ·
+∞∑

l=1

+∞∑

k=1

+∞∑

j=1

· · ·
+∞∑

p=1

λi · · ·λp ⟨i|p⟩︸︷︷︸
δi,p

· · · ⟨l|ym|k⟩ ⟨k|j⟩︸︷︷︸
δk,j

· · · , (59)

o que resulta em

⟨ym⟩ =
1

Z

+∞∑

i=1

λNi ⟨i|ym|i⟩. (60)

É importante perceber que a condição de contorno periódica leva a uma invariância translaci-

onal, ou seja, ⟨ym⟩ é independente do sı́tio m, então a equação (60) pode ser escrita como

⟨y⟩ =
1

Z

+∞∑

i=1

λNi ⟨i|y|i⟩. (61)

O cálculo dos autovalores e autofunções não dependem de N , portanto a técnica torna-se

vantajosa para sequências grandes.

1.5.3 Resultados obtido pelo Modelo Peyrard Bishop e algumas de suas variações

Ao reproduzir a curva de desnaturação ⟨y⟩×T do DNA prevista pelo modelo Peyrard-Bishop,

observamos que o perfil da desnaturação é bem menos abrupto que o obtido experimental-

mente via espectroscopia UV. Então propostas para modificação do potencial surgiram em

diversos trabalhos, sendo que uma delas está descrita em [48], onde os autores sugerem a

substituição do potencial harmônico por um potencial anarmônico, cuja expressão matemática

é

W (yn, yn−1) =
k

2

(
1 + ρ exp−α(yn+yn−1)

)
(yn + yn−1)

2. (62)

Este potencial tem a propriedade de diminuir a constante elástica da ligação de empilha-

mento quando há o desparelhamento. Esta modificação mostrou-se eficaz e prevê um perfil

de desnaturação semelhante ao que é obtido experimentalmente, como mostrado na figura 15.

O cálculo analı́tico de ⟨y⟩ obtido a partir da equação (61) é feito integrando as coordenadas

espaciais no intervalo ]−∞,+∞[ e quando realizamos a integração numérica, discretizamos a
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Figura 15
A figura mostra como o modelo Peyrard-
Bishop prevê a dependência de ⟨y⟩ com tem-
peratura T usando os potenciais harmônico e
anarmônico para representar o empilhamento.
Parâmetros: D = 0.04 eV, k = 0.04 eVÅ−1,
a = 4.45 Å−1, α = 0.35 Å−1, ρ = 0.5 e
θ = 0.01 rad.

Figura 16
A figura mostra a dependência de ⟨y⟩ com
o limite superior de integração b. A con-
clusão é que, embora fatores como temperatura
e número de bases N interferem no valor de
⟨y⟩, se b → +∞, ⟨y⟩ parece divergir. Figura
retirada da referência [52].

equação (61) e truncamos os limites de integração em [a, b]. Embora a proposta feita em [48]

nos permite obter uma melhor previsão da temperatura de desnaturação que aquela obtida

em [38], o modelo apresenta uma divergência de ⟨y⟩ quando b → ∞ [52], como mostra a

figura 16. A divergência de ⟨y⟩ devido ao intervalo de integração introduz como consequência

direta o fato de não podermos usar o intervalo infinito e com isso a região de integração será

um quadrado girado de 45 ◦ (veja a figura 14), o que dificulta bastante a integração.

Uma das maneiras de contornar a divergência é introduzir um pequeno ângulo de torção [41]

no potencial de empilhamento, que passa ter a forma

Wn =
k

2

(
y2n − 2ynyn−1 cos(θ) + y2n−1

)
. (63)
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Figura 17
A figura mostra a separação média em função
do limite superior da integração (b) para
sequências de diferentes tamanhos (N ) e com
três valores de temperatura (T ). Podemos ob-
servar que a inclusão de um ângulo de torção
θ = 0.01 (rad) elimina a dependência de ⟨y⟩
com b (×10−1 nm) em todos os casos. Fo-
ram usados o potencial de Morse e o potencial
anarmônico para o empilhamento.

Ao introduzir tal ângulo, ⟨y⟩ não diverge mais ao aumentar o intervalo de integração indepen-

dente do número de pares de bases, como mostrado na figura 17. É importante destacar que

tamanho da sequência do DNA pode alterar a temperatura de desnaturação, como mostrado

em [40].

Podemos facilmente entender o porquê do ângulo eliminar a divergência se expandirmos

o termo cos(θ) até segunda ordem. Fazendo isso obtemos:

cos(θ) ≈ 1− θ2

2
(64)

substituindo a equação (64) em (63) obtemos

Wn =
k

2

[
(yn − yn−1)

2 + ynyn−1θ
2
]
. (65)

Então o integrando da equação (34) torna-se:

Z ≈ Γ

∫ N∏

n=1

dyn exp

{
−β
2

[
k(yn − yn−1)

2 + V (yn) + V (yn−1)
]}

exp

(
−βk

2
ynyn−1θ

2

)
(66)

O termo exp
(
−βk

2
ynyn−1θ

2
)

faz com que o integrando da equação (66) aproxime de zero

quando {yn, yn−1} → +∞, conforme a figura 18. A integração nas variáveis {yn, yn−1}

significa obter o volume abaixo da superfı́cie K(yn, yn−1) e acima do plano {x, y, 0}. Se

desconsiderarmos a torção (θ = 0), o volume diverge, como podemos observar na figura 18

da esquerda, diferente de quando incluı́mos a torção, conforme mostra a figura 18 da direita.
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Figura 18
A figura da esquerda mostra o núcleo da função partição do modelo PB original, já a da direita mostra
o integrando modificado pela equação (63).

Para analisar o comportamento da função de partição calculada com TIT, basicamente

devemos entender o comportamento dos autovalores, já que Z =
∑+∞

i=1 λ
N
i . Como vamos

discretizar o núcleo para fazer a integração numérica, o número de autovalores irá depender

da quantidade de passos utilizado na integração, que chamaremos deL. Dessa forma, a função

de partição é calculada por Z =
∑L

i=1 λ
N
i .

Calculamos os primeiros autovalores do modelo PB em função do limite superior de

integração, mantendo fixo as demais constantes. O resultado está na figura 19. A condição

expressa na equação (55) não é satisfeita quando há degenerescência como na figura (19) da

esquerda, pois nesse caso o termo geral não decresce, o que é uma condição necessária para

a convergência da série. Então a função de partição irá divergir, assim como ⟨y⟩.

1.5.4 Modelo Peyrard-Bishop para sequência heterogênea

Para sequências heterogêneas, a intensidade das ligações varia com o tipo de bases envolvidas.

As bases pirimı́dicas (timina e citosina) fazem duas ligações de hidrogênio, já as purinas

(guanina e adenina) se conectam por um conjunto de três ligações de hidrogênio. Além disso,

a ligação de empilhamento também é dependente do tipo de base. As diferentes intensidades

se manifestam nos potenciais através das constantes, por exemplo, o parâmetroD do potencial

de Morse descrito na equação (26), página 28, possui maior valor para pares de purinas do

que para as pirimidinas. Embora o estudo de sequências homogêneas, isto é, sequências
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Figura 19
Os cinco primeiros autovalores em função do limite superior de integração (b) para T = 350 K.
A figura da esquerda foi calculada a partir do modelo PB original e a da direita usando um ângulo
(θ = 0.1).

composta apenas de A-T ou somente C-G, seja importante para entender as propriedades do

modelo (os cálculos são mais simples), na realidade raramente encontramos sequências de

DNA homogêneo em aplicações práticas. Então, para que o modelo possa ter aplicação em

problemas reais, é necessário que ele seja estendido à sequências heterogêneas e nesse caso,

o integrando da função de partição é mais complicado e as integrações ficam mais complexas

para resolver, pois, nesse caso, as constantes dos potenciais dependem do tipo de par de base.

Assim a equação (41), página 33, torna-se

K(n,n+1)(yn, yn−1) = exp

{
−β
2

[
Wn(yn, yn−1)

2 + Vn(yn) + Vn+1(yn−1)
]}

. (67)

Como os potenciais dependem do sı́tio n, a equação (61) não pode mais ser obtida a partir da

equação (67), uma vez que muitas simplificações feitas para obter a equação (61) já não se

aplicam mais. Todavia, Zhang et al. [52] propuseram expandir a equação (67) em autofunções

do núcleo de sequências homogênea. Assim a equação (67) fica

K(n,n+1)(yn, yn−1) =
∞∑

j,k=1

C
(n,n+1)
j,k ϕj(yn)ϕk(yn−1) (68)
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e C(i,i+1)
j,k é obtido fazendo

C
(n,n+1)
j,k =

∫ ∫
dyndyn−1K

(n,n+1)(yn, yn−1)ϕj(yn)ϕk(yn−1). (69)

A função de partição passa a ser um produto de matrizes

Z = Tr
(
C(1,2)C(2,3) . . . C(N,1)

)
, (70)

onde as matrizes C são

C
(n,n+1)
j,k =

[
C

(n,n+1)
j,k

]
. (71)

De maneira análoga, o cálculo de ⟨ym⟩ fica

⟨ym⟩ =
1

Z
Tr

(
C(1,2)C(2,3) . . . C(n−1,n)Y C(n,n+1) . . . C(N,1)

)
(72)

e os elementos da matriz Y são obtidos fazendo

Yjk =

∫
ϕj(yn)ynϕk(yn). (73)

Os elementos das matrizesC dependem apenas dos potenciais, que por sua vez dependem dos

tipos de bases envolvidas nas ligações de primeiros vizinhos. Como temos 4 tipos de bases

diferentes e portanto 4 possı́veis vizinhos, o total de matrizes C diferentes são dezesseis, mas

considerações de simetria reduzem este número para dez que são

CCG,GC CTA,AT

CAT,AT = (CTA,TA)† CCG,AT = (CTA,GC)†

CAT,CG = (CGC,TA)† CAT,GC = (CCG,TA)†

CGC,AT = (CTA,GC)† CCG,CG = (CGC,GC)†,

onde † denota a matriz adjunta. É importante observar que as matrizes C não dependem

do número de bases (N ) e nem do ordenamento na sequência, e por isso só precisam ser
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calculadas uma única vez. Ao calcular ⟨ym⟩ de sequências diferentes, o que muda em relação

as matrizes C são a quantidade e o ordenamento na equação (72).

O método para obter as matrizes C a partir da expansão de uma sequência homogênea

consiste no seguinte: suponhamos que nossa sequência homogênea seja formada por CG.

Então, neste caso, a matriz CCG,GC será diagonal e os elementos são os autovalores λi da

equação (34). Vamos escrever as outras matrizes como a soma de uma matriz diagonal Λ e

uma outra matriz não-diagonal ∆(n,n−1)

C(n,n−1) = Λ+∆(n,n−1). (74)

As equações (70) e (72) tomam as seguintes formas

Z = Tr
[
(Λ + ∆(1,2))(Λ + ∆(2,3)) . . . (Λ + ∆(N,1))

]
. (75)

Realizando o produto matricial na equação (75) obtemos uma soma de N + 1 termos em

ordem de Λω

Z =
N∑

ω=0

Zω(Λ) =
N∑

ω=0

Tr [O(Λω)] , (76)

onde O(Λω) são os termos da expansão que contém ω multiplicações da matriz Λ. No caso

de sequências homogêneas CG, as matrizes ∆(n,n−1) seriam nulas e

Z =
N∑

ω=0

Tr [O(Λω)] =
L∑

i=1

ΛN
i , neste caso, recuperamos a equação (57). (77)

Na figura 20 mostramos um exemplo da expansão da equação (77), onde podemos notar

como a curva muda e, em particular, o valor de ω que maximiza Zω (ωmax) depende da

estrutura da sequência.

Embora Z tenha forte dependência da temperatura, observou-se que os valores de ω que

maximizam as curvas Z(Λω) pouco são influenciados pela temperatura, como mostra a fi-

gura 21 [53], além disso, podemos perceber na figura que a grandeza ωmax possui informações

sobre o tipo da sequência.
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Figura 20
Componentes Zω(Λ), equação (77), para vários
tipos de sequência. Note como o máximo da
curva aparece para ω depende da ordem das
bases. Figura retirada da referência [53].

Figura 21
Notamos que os valores de ωmax praticamente
não sofrem influência da temperatura, todavia
o tipo de bases que compõem a sequência os
modifica consideravelmente. Figura retirada
da referência [53].
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Figura 22
A figura mostra a correlação das temperaturas
medidas experimentalmente, Tm, com ωmax.
Figura retirada da referência [53].

A figura 22 mostra a regressão linear da temperatura de um conjunto de dados experimen-

tais [53] em função de
√
ωmax. A reta possui a forma

Tm = β0(N) + β1(N)τ, (78)

onde
√
ωmax = τ. (79)

Devido a relação linear entre Tm e τ , este parâmetro pode ser usado como um medidor de

“equivalência termodinâmica” e por isso recebeu o nome “ı́ndice de desnaturação”. Para qual-

quer outra sequência de DNA, basta calcular o seu respectivo ωmax e aplicar a equação (78).

A partir da grandeza τ , Weber et al. [53] inferiu uma método que permite otimizar os

parâmetros do modelo PB a um custo computacional relativamente baixo.

O método consiste em variar os parâmetros do hamiltoniano até encontrar o conjunto de

parâmetros que resulte na menor diferença entre as temperaturas de desnaturação teóricas e

experimentais encontradas na literatura. Isto é feito minimizando a quantidade

χ =
N∑

i=1

(T
′
i − Ti)

2. (80)
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Uma vez encontrado o “melhor” conjunto de parâmetros, podemos prever a temperatura de

desnaturação de uma sequência qualquer com a melhor precisão possı́vel para o modelo.

Além disso, o método de minimização nos permite obter informações intramoleculares, uma

vez que os parâmetros dos potenciais estão relacionados com a natureza das interações en-

tre os componentes do DNA. Para exemplificar isto, em [47] os autores mostraram que as

ligações de hidrogênio entre AU são mais fortes que entre AT, fato que concorda com os

dados experimentais descritos na referência [54].
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2 Modelo Peyrard-Bishop tridimensional

Os modelos bidimensionais, embora façam previsões que concordam com os dados experi-

mentais, possui, intrinsecamente, inúmeras diferenças quando os comparamos com a geo-

metria tridimensional da molécula de DNA. A diferença mais fundamental é que, nos casos

unidimensionais, não se leva em conta a torção natural da dupla hélice e especificamente

no modelo Peyrard-Bishop, a distância do empilhamento também é negligenciada. Sendo

assim, modelos mais sofisticados e realistas que o bidimensional foram propostos com o in-

tuito de obter informações mais precisas e condizentes com os dados obtidos através das ex-

periências que utilizam técnicas de difração de raios-X [1] ou NMR (Ressonância magnética

nuclear) [55].

Uma versão do modelo Peyrard-Bishop tridimensional foi proposto por Cocco e Monas-

son [56], baseado na geometria da figura 23. Nesse trabalho, os autores descrevem o DNA

como uma estrutura helicoidal com três graus de liberdade: radial, angular e longitudinal.

O movimento radial ocorre de maneira simétrica, ou seja, os nucleotı́deos complementares

deslocam-se da mesma forma em relação ao centro de massa do par e, além disso, o movi-

mento só é permitido no plano perpendicular ao eixo central da dupla fita, o que elimina qual-

quer curvatura da molécula. Na direção longitudinal, considera a torção no intervalo (0, π)

e limita-se o deslocamento máximo ao valor de uma constante L. Essa última consideração

possibilita escrever as variáveis longitudinais em termos da constante e das variáveis radiais e

angulares, o que, devido a escolha dos potenciais, elimina a integração na direção z, conforme

veremos mais adiante. As condições de contorno usadas foram as seguintes: o primeiro par

de base do duplexo possui coordenadas (r1, ϕ1) ≡ (R, 0), ou seja, essa ”ponta“ é fixa; Já a

extremidade oposta possui coordenadas (rN , ϕN) ≡ (R, ϕN), portanto é possı́vel ter movi-

mento angular (é importante ressaltar que, devido à simetria do movimento radial entre as

os nucleotı́deos complementares, as coordenadas de apenas um dos nucleotı́deos é suficiente

para descrever o par).

Para descrever as interações, os autores usaram os potenciais de morse Vm(rn), harmônico
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Figura 23
A figura mostra um esquema pro-
posto para o modelo tridimen-
sional para a estrutura da dupla
hélice do DNA. Figura retirada
da referência [56].

Vb(rn, rn−1, θn), anarmônico Vs(rn, rn−1) e de torção VΓ(θn), cujas expressões são

Vm = D (exp [a (rn −R)]− 1)2 (81)

Vb = K

(√
L2 − r2n − r2n−1 + 2rnrn−1 cos(θn)−H

)2

(82)

Vs = E(rn − rn−1)
2 exp [−b(rn + rn−1 − 2R)] (83)

VΓ = −Γθn, (84)

onde θn = ϕn − ϕn−1. A função de partição é obtida da seguinte forma:

Z =

∫ +∞

−∞

N∏

n=1

drndϕn

=X(rn,rn−1)︷ ︸︸ ︷
√
rnrn+1 exp

{
−β

[
Vm(rn)

2
+
Vm(rn−1)

2
+ Vs(rn, rn−1)

]}

× exp {−β [Vb(rn, rn−1, θn) + VΓ(θn)]}χ(θn), (85)

onde χ(θn) é definida como

χ(θn) =





1 se ϕn − ϕn−1 ≤ π

0 se ϕn − ϕn−1 > π
(86)

A ideia agora é implementar o formalismo da técnica de integral de transferência (TIT) e para

isso, os autores definiram a seguinte operação:

⟨rn, ϕn|T |rn−1, ϕn−1⟩ = X(rn, rn−1) exp {−β [Vb(rn, rn−1, θn) + VΓ(θn)]}χ(θn) (87)
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substituindo a equação (88) em (85) obtemos:

Z =

∫ +∞

−∞

N∏

n=1

drndϕn⟨rn, ϕn|T |rn−1, ϕn−1⟩ (88)

Usando as condições de contorno ϕ1 = 0 e r1 = rN = R a equação (88) pode ser reescrita da

seguinte forma:

Z =

∫ +∞

−∞
dϕNdrN−1dϕN−1 · · · dr2dϕ2⟨R, ϕN |T |rN−1, ϕN−1⟩⟨rn−1, ϕN−1|T |rN−2, ϕN−2⟩

...

× ⟨r3, ϕ3|T |r2, ϕ2⟩⟨r2, ϕ2|T |R, 0⟩

= ⟨R, ϕN |TN |R, 0⟩ (89)

A parte angular da matriz de transferência T possui invariância translacional, podemos dia-

gonalizá-la através de uma transformada de Fourier definindo a seguinte equação:

Tk(rn, rn−1) = X(rn, rn−1)Yk(rn, rn−1) (90)

com

Yk(rn, rn−1) =

∫ +∞

−∞
dϕndϕn−1 exp [−βVb(rn, rn−1, ϕn, ϕn−1) + VΓ(ϕn − ϕn−1)]

× exp [−ik(ϕn + ϕn−1)]χ(θn)

=

∫ π

0

dθn exp [−βVb(rn, rn−1, θn) + VΓ(θn)] exp(−ikθn) (91)

Se k = 0, a equação (91) é idêntica a parte angular da equação (85). Então somente os modos

com k = 0 devem contribuir com o cálculo de Z. Denotando os autovalores e autovetores

do operador T0 respectivamente por λ(Γ)q e ψq(r)
(Γ), com λ

(Γ)
q ≥ λ

(Γ)
q−1, podemos escrever a

densidade de energia livre quando N → ∞ como

f (Γ) = −kBT ln(λ
(Γ)
0 ). (92)
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Figura 24
Figura retirada de [56]. A fi-
gura mostra a convergência en-
tre as energia livre dos estados
aberto (fd) e ligado (fB) em
função da temperatura. Nesse
caso temos Tm = 350 k.

A diferença ∆G entre a energia livre fΓ de um estado aberto (q = 1) e um estado ligado

(q = 0) nos dá energia livre de desnaturação para cada temperatura (T ). Assim, quando

∆G→ 0, obtemos Tm (veja a figura 24).

O tratamento matemático usando técnica de integral de transferência (TIT) possui a van-

tagem do baixo custo computacional ao tratar moléculas grandes, mas o estudo dos modelos

mesoscópicos não estão restritos à TIT. Uma possibilidade é a dinâmica de Langevin [36, 57–

59]. Nessa descrição, acrescenta-se à equação de movimento determinı́stica um termo es-

tocástico. De forma genérica, a equação que rege a dinâmica de Langevin para o DNA é dada

por

ζ
dr⃗i
dt

= −∇⃗Hri({r⃗i}) + ξ⃗i(t). (93)

O termo ξ⃗i(t) representa a contribuição estocástica na equação de movimento (93) e a esse

termo, atribui-se interações com solventes, viscosidade, etc. A dificuldade do tratamento

via equação (93) é devido ao tempo computacional elevado, pois no caso tridimensional, para

cada par de base, teremos doze equações diferenciais acopladas para resolver. Outra possibili-

dade é o estudo através de dinâmica molecular usando apenas forças determinı́sticas [60, 61].

Da mesma maneira que a dinâmica de Langevin, o maior problema desse tratamento é o custo

computacional elevado em caso de moléculas com elevado número de nucleotı́deos. A prin-

cipal vantagem dos tratamentos que utilizam Dinâmica Molecular é “resolução” de detalhes,
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Figura 25
A figura da esquerda mostra a evolução temporal do número de pares de bases abertas em função do
tempo para duas temperaturas fixas T = 335 K e T = 340 K e a da direita traz uma comparação dos
cálculos usando dinâmica molecular e modelo estatı́stico. Figuras retiradas de [36].

o que muitas vezes não pode ser obtido pelo tratamento estatı́stico, como por exemplo, a

evolução das grandezas fı́sicas com o tempo de forma direta, como mostrado na figura 25.

No caso do estudo via TIT, os potenciais devem ser mais restritos na sua forma funcional

como por exemplo serem simétricos, mas vamos detalhar isso mais adiante ao discutirmos a

TIT.

2.1 Desenvolvimento Matemático do cálculo de Z e ⟨r⟩ para a versão

tridimensional

A função de partição clássica de um sistema tridimensional em coordenadas cartesianas pode,

em geral, ser escrita como um produto de duas partes: Uma dos momentos e outra das coorde-

nadas espaciais. Isso porque no hamiltoniano, os momentos ficam desacoplados das variáveis
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espaciais, conforme a equação (94).

H(P⃗n, r⃗n) =
P⃗n · P⃗n

2m
+ F (r⃗n, r⃗n−1), (94)

com F (r⃗n, r⃗n−1) : R3 → R a função que representa as energias potenciais do sistema. De-

nominaremos ZT para referirmos à função de partição completa, cujo cálculo é dado pela

equação (95).

ZT =
1

h3N

∫

R3

N∏

n=1

d3rnd
3Pn exp[−βH(P⃗n, r⃗n)], (95)

onde h é a constante de Planck , cuja finalidade é deixar Z adimensional. A equação (95)

pode ser reescrita como

ZT =
1

h3N

∫

R3

N∏

n=1

d3Pn exp

[
−β P⃗n · P⃗n

2m

]

×
∫

R3

N∏

n=1

d3rn exp{−βF (r⃗n, r⃗n−1)}. (96)

Para simplificar a notação, definiremos ZP para designar a partes dos momentos e Z para a

contribuição das coordenadas no calculo da função de partição. Assim,

ZT =
1

h3N
(ZP · Z) . (97)

A integral dos momentos ZP pode ser separada da integração espacial, uma vez que não

possui dependência de nenhuma coordenada. Sendo assim, a contribuição ZP é dada pela

equação (98).

ZP =

∫

R3

N∏

n=1

d3Pn exp

[
−β P⃗n · P⃗n

2m

]

=
N∏

n=1

∫

R3

d3Pn exp

[
−β |P⃗n|2

2m

]
. (98)
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Em coordenadas cartesianas temos |P⃗n|2 = p2x + p2y + p2z, onde omitimos o ı́ndice n de cada

componente por simplificação de notação. Então podemos reescrever a equação (98) como

ZP =
N∏

n=1

(∫ +∞

−∞
dPx exp

[
−β p

2
x

2m

])3

. (99)

Resolver a equação (99) consiste em integrar a função Gaussiana e, para isso, usaremos a

conhecida relação matemática para executar a integração:

∫ +∞

−∞
dx exp(−αx2) =

√
π

α
. (100)

Na equação (99), a constante α é equivalente à β
2m

, logo temos:

ZP =
N∏

n=1

(2πmkBT )
3
2

= (2πmkBT )
3N
2 . (101)

Podemos reescrever a equação (96) como

ZT = Γ

∫

R3

N∏

n=1

d3rn exp{−βF (r⃗n, r⃗n−1)} (102)

ou

ZT = ΓZ, (103)

onde

Γ =

(
2πmkBT

h2

) 3N
2

. (104)

Para calcularmos ⟨rk⟩, utilizamos

⟨rk⟩ =
1

Z

∫

R3

N∏

n=1

d3rnrk exp{−βF (r⃗n, r⃗n−1)}, (105)

com k ∈ N e 1 ≤ k ≤ N .
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Como vimos anteriormente, há um leque extenso de modelos que fornecem informações

de grandezas fı́sicas variadas e que em todos eles há pontos favoráveis e desfavoráveis. A

escolha deve ser baseada no tipo de fenômeno que se deseja estudar, pois em regra geral,

aqueles que oferecem mais detalhes exigem um alto custo computacional e vice-versa. Para

se ter uma ideia do tempo gasto, o cálculo direto pela quadratura de Gauss Legendre de uma

sequência de dois pares de base já foi necessário calcular em paralelo para cada temperatura

e demorou cerca de um dia, já usando TIT (sem ser em paralelo), o tempo fica próximo de

dez minutos.

A partir do modelo Peyrard-Bishop bidimensional podemos obter bons resultados para

fenômeno como a desnaturação térmica, todavia ele tem como ponto de partida um mo-

delo planar, o que é muito diferente da realidade da dupla hélice. As versões tridimensio-

nais são bem mais realistas e também oferecem excelentes previsões para a temperatura de

desnaturação, embora inúmeras aproximações são impostas afim de simplificar as equações a

ponto de ser possı́vel obter as soluções.
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3 Modelo Peyrard-Bishop tridimensional com três graus de

liberdade

O objetivo do nosso trabalho foi propôr um modelo mesoscópico capaz de descrever a dupla

hélice de maneira mais realı́stica que os modelos unidimensionais usuais e que ao mesmo

tempo tivesse um tratamento numérico viável para moléculas grandes. Então propomos

simplificações que nos permitiu integrar analiticamente as variáveis longitudinais z e angula-

res θ, o que reduziu o problema a uma versão unidimensional. Isso nos possibilitou utilizar a

TIT para calcular a função de partição (Z) e a separação média ⟨r⟩ entre cada par de base.

Nesta secção vamos apresentar nosso modelo, discutir o desenvolvimento matemático

utilizado e os resultados qualitativos obtidos para dupla hélice homogênea.

A estrutura geométrica que utilizamos foi baseada no modelo tridimensional proposto por

Cocco e Monasson [56] que discutimos com mais detalhes anteriormente na secção 2. Nosso

objetivo é considerar os três graus de liberdade para cada par de nucleotı́deo, conforme a

figura 26, e obter ⟨r⟩ e a função de partição usando TIT. Para isso, é necessário integrar as

variáveis z e θ analiticamente, uma vez que, para usar TIT, devemos ficar com apenas uma

variável. O modelo tridimensional introduz diferenças significativas ao modelo unidimen-

sional, sendo que a mais direta é a possibilidade de movimento nas três dimensões. Outra

importante diferença é que consideramos uma distância de equilı́brio diferente de zero en-

tre os nucleotı́deos, ou seja, no modelo 3D a dupla fita tem representação realı́stica para seu

comprimento e espessura à temperaturas muito baixas.

Em nosso modelo, consideramos dois tipos de interação entre os nucleotı́deos: o empilha-

mento e a interação entre as fitas, os quais são representados por potenciais que descrevem o

comportamento esperado de cada tipo de interação, seguindo a definição

Definição 4. Seja F (r⃗n, r⃗n−1) : R3 → R a parte da hamiltoniana que representa esses poten-

ciais.

Assim como no modelo PB-1D [38], usamos o potencial harmônico W (r⃗n, r⃗n−1) para

descrever o empilhamento e o potencial de Morse V (r⃗n) para simular a ligação de hidrogênio
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Figura 26
Figura esquemática do modelo Peyrard Bishop
3D. O parâmetro J0 é a distância de equilı́brio
no empilhamento, Jn,n−1 e θ são, respectiva-
mente, a distância geral e a torção entre os pa-
res de nucleotı́deos n, n− 1.

entre nucleotı́deos complementares. Então F (r⃗n, r⃗n−1) toma a seguinte forma:

F (r⃗n, r⃗n−1) = W (r⃗n, r⃗n−1) + V (r⃗n). (106)

Pela geometria da figura 26, nota-se que o sistema de coordenadas cilı́ndricas é o mais con-

veniente, uma vez que a ligação entre as fitas no B-DNA é praticamente na direção radial. Na

versão tridimensional em coordenadas cilı́ndricas, a função potencial F (r⃗n, r⃗n−1) fica com a

seguinte forma:

F (r⃗n, r⃗n−1) = F (rn, rn−1, θn, θn−1, zn, zn−1) (107)

ou de forma mais explı́cita,

F (rn, rn−1, θn, θn−1, zn, zn−1) = W (rn, rn−1, θn, θn−1, zn, zn−1) + V (r⃗n). (108)

3.1 Modelo 3D aproximado

Para que as equações (102) e (105) sejam válidas (do ponto de vista puramente matemático),

basta que a função exp[−βF (r⃗n, r⃗n−1)] seja integrável, o que representa um vasto conjunto

de funções, uma vez que a condição é pouco restritiva. Todavia para aplicar o método TIT

precisamos integrar analiticamente em duas das três variáveis, o que limita muito nosso con-

junto de funções F (r⃗n, r⃗n−1). Mesmo usando o potencial harmônico para o empilhamento, as
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Figura 27
Figura esquemática do modelo 3D. Os pares de bases n − 1 e n (bolas azuis) são mostrados em
suas posições de equilı́brios, e o par de base n + 1 está rodado por θn+1 e deslocado de sua posição
de equilı́brio para rn+1. O ângulo de torção ω (linhas laranjadas) define a origem do deslocamento
angular entre pares de bases consecutivos θ = 0 (linha marrom). A linha verde mostra a interação de
empilhamento entre bases vizinhas, em particular a distancia Jn+1,n são mostradas pelas linhas verde
escuro e J0 é a distancia de equilı́brio no empilhamento, mostrado na cor verde claro. Os cı́rculos
cinza mostram o raio da distância de equilı́brio R0 e o cı́rculo azul mostra a distância de separação
rn+1 entre as fitas.

integrais não são analı́ticas em nenhuma das variáveis e isso nos dá duas opções: a primeira

é resolver numericamente as 3N integrais, o que é computacionalmente muito custoso para

N grande. A segunda opção é buscar simplificações que nos permita integrar analiticamente

duas das três variáveis. Como estamos interessados em desenvolver um modelo que nos per-

mita calcular a temperatura de desnaturação de uma sequência de tamanho qualquer, inclusive

grande, devemos escolher a segunda opção.

A representação geométrica do nosso modelo está representada na figura 27. Antes de

introduzirmos as simplificações especı́ficas do nosso modelo, vale ressaltar que os modelos

mesoscópicos tridimensionais encontrados na literatura [56, 62, 63] frequentemente consi-

deram apenas o movimento simétrico entre os nucleotı́deo que formam par complementar.

Essa simplificação reduz pela metade o número de variáveis. A primeira aproximação que

fizemos foi considerar que a interação entre os pares de base complementares ocorre somente

na direção radial. Essa aproximação se reflete no potencial que descreve a ligação de hi-
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Figura 28
Definição da distância Jn,n−1 e sua projeção
fn,n−1 no plano polar.

drogênio (usamos o potencial de Morse) eliminando a dependência das variáveis θ e z, ou

seja, V (r⃗n) = V (rn). Isso introduz uma enorme simplificação, pois, como veremos adi-

ante, teremos que desacoplar as variáveis (r, θ, z) e caso a função V (r⃗n) dependa de (r, θ, z),

a tarefa fica praticamente impossı́vel. Essa aproximação é coerente, principalmente para o

B-DNA, pois suas ligações de hidrogênio são praticamente perpendiculares ao eixo z [64].

O potencial harmônico, que descreve o empilhamento, é dado pela equação (109)

W (rn, rn−1, θn, θn−1, zn, zn−1) =
k

2
(Jn,n−1 − J0)

2 , (109)

onde a distância de empilhamento entre dois nucleotı́deos vizinhos na mesma fita é

Jn,n−1 =
√

(zn − zn−1)2 + f 2
n,n−1. (110)

De maneira mais explı́cita, o potencial de empilhamento é dado por

W (rn, rn−1, θn, θn−1, zn, zn−1) =
k

2

(√
(zn − zn−1)2 + f 2

n,n−1 − J0

)2

, (111)

e

fn,n−1 =
√
r2n + r2n−1 − 2rnrn−1 cos(ω + θn − θn−1). (112)

A função fn,n−1 é a projeção de Jn,n−1 no plano x y, conforme a figura 28. É importante
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destacar que em um modelo planar a projeção de Jn,n−1 é nula. Usando coordenadas polares e

as equações (111) e (112), as equações (102) e (105) possuem, respectivamente, as seguintes

formas

ZT = Γ

∫ ∞

0

∫ Θ

−Θ

∫ (n−1)h0+ζ

(n−1)h0−ζ

N∏

n=1

dzndθndrnrn exp{−βF (r⃗n, r⃗n−1)} (113)

e

⟨rk⟩ =
1

Z

∫ ∞

0

∫ Θ

−Θ

∫ (n−1)h0+ζ

(n−1)h0−ζ

N∏

n=1

dzndθndrnrnrk exp{−βF (r⃗n, r⃗n−1)}. (114)

Nosso modelo permite introduzir aproximações na equação (114) para torná-las integráveis

nas variáveis θ e z.

Nossa próxima aproximação considera o deslocamento zn−zn−1 ao longo do eixo z muito

pequeno, assim podemos usar a seguinte aproximação:

(zn − zn−1)
2 ≈ J2

0 . (115)

Em nossos cálculos numéricos, usamos J0 = 7.0 Å baseado no valor usado na referência [56]

e ζ = 0.1 Å, escolhido empiricamente por não haver referências para esse valor nos modelos

mesoscópicos tridimensionais.

Com essa aproximação, a função F (rn, rn−1, θn, θn−1, zn, zn−1) perde a dependência da

variável z, portanto F (rn, rn−1, θn, θn−1, zn, zn−1) = F (rn, rn−1, θn, θn−1). Dessa forma po-

demos facilmente integrar as equações (113) e (114) na variável z, resultando respectivamente

em

ZT = Γ(4ζ)N
∫ ∞

0

∫ Θ

−Θ

N∏

n=1

drndθnrn exp{−βF (rn, rn−1, θn, θn−1)} (116)

e

⟨rk⟩ =
(4ζ)N

Z

∫ ∞

0

∫ Θ

−Θ

N∏

n=1

drndθnrnrk exp{−βF (rn, rn−1, θn, θn−1)}. (117)
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É importante observar que essa aproximação elimina de ⟨rk⟩ a dependência de ζ , situação que

não ocorre com Z.

A próxima aproximação que faremos será baseada no fato de que fn,n−1 < J0. Usando

essa condição, faremos uma expansão em série de Taylor da função W (rn, rn−1). Antes de

fazer isso, reescrevemos o potencial de harmônico da seguinte forma:

Wn,n−1 =
k

2

(√
J2
0 + f 2

n,n−1 − J0

)2

=
k

2
J2
0



√
1 +

f 2
n,n−1

J2
0

− 1




2

. (118)

Para facilitar a notação, vamos usar as seguintes definições:

x2 =
f 2
n,n−1

J2
0

(119)

g(x) =
(√

1 + x2 − 1
)2

. (120)

Em termos da função g(x) que definimos anteriormente, Wn,n−1 possui a seguinte expressão:

Wn,n−1 =
N∑

n=1

k

2
J2
0g(x). (121)

O próximo passo é expandir a função g(x) em torno de x0 = 0.

g(x) =
∞∑

i=2

g(i)(0)

i!
x2i, (122)

onde g(i)(0) indica a i-ésima derivada de g(x) em x0 = 0. Então a equação (121) torna-se

Wn,n−1 =
kJ2

0

2

∞∑

i=2

g(i)(0)

i!
x2i. (123)

Reescrevendo o potencial de empilhamento Wn,n−1 em termos de fn,n−1 obtemos

Wn,n−1 =
kJ2

0

2

∞∑

i=2

g(i)(0)

J2i
0 i!

f 2i
n,n−1. (124)
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Nosso próximo passo será considerar pequenas torções, o que nos permite aproximar

cos(ω + θn − θn−1) por

cos(ω + θn − θn−1) ≈ 1− (ω + θn − θn−1)
2

2
. (125)

Com a expansão acima, as variáveis θn e θn−1 continuam acopladas (lembrando que nosso

objetivo é promover o desacoplamento para realizar a integração), por isso vamos considerar

θn − θn−1 < ω. Assim podemos escrever a equação (125) como

cos(ω + θn − θn−1) ≈ 1− ω2

2
. (126)

Usando a aproximação (126), a função fn,n−1 da equação (112) torna-se

fn,n−1 ≈
√

(rn − rn−1)2 + ω2rnrn−1. (127)

Substituindo (127) em (124) obtemos

Wn,n−1 =
kJ2

0

2

∞∑

i=2

g(i)(0)

J2i
0 i!

[
(rn − rn−1)

2 + ω2rnrn−1

]i
. (128)

Com tais aproximações, obtemos um hamiltoniano 1D, que pode ser expresso como

H(rn, rn−1) =
kJ2

0

2

∞∑

i=2

g(i)(0)

J2i
0 i!

[
(rn − rn−1)

2 + ω2rnrn−1

]i
+ V (rn) (129)

Com o potencial expandido, podemos reescrever as equações (116) e (117) como

ZT = Γ(16ζΘ)N (130)

×
∫ ∞

0

N∏

n=1

drnrn exp

{
−β

[
kJ2

0

2

∞∑

i=2

g(i)(0)

J2i
0 i!

[
(rn − rn−1)

2 + ω2rnrn−1

]i
+ V (rn)

]}
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e

⟨rk⟩ =
(16ζΘ)N

ZT

(131)

×
∫ ∞

0

N∏

n=1

drnrnrk exp

{
−β

[
kJ2

0

2

∞∑

i=2

g(i)(0)

J2i
0 i!

[
(rn − rn−1)

2 + ω2rnrn−1

]i
+ V (rn)

]}
.

As aproximações feitas em (115) e (126) são razoáveis para temperaturas próximas à tem-

peratura de desnaturação. A primeira delas é justificada pelo fato das ligações covalentes

presentes no empilhamento ser muito mais fortes que as interações de hidrogênio, então a

desnaturação ocorre à uma temperatura muito menor que aquela necessária para alterar sig-

nificativamente a distância entre os nucleotı́deos vizinhos na mesma fita. Outro fenômeno

observado experimentalmente é que, à medida que a temperatura aproxima inferiormente de

Tm, o duplexo torna-se menos “torcido”, ou seja, aproxima-se da estrutura planar, o que jus-

tifica a aproximação em pequenos ângulos.

A expansão de Wn,n−1 implica desvios das equações (130) e (131) em relação às respecti-

vas equações (113) e (114). Para avaliar tais diferenças, comparamos a exponencial da função

Wn,n−1 exata e expandida, conforme a figura 29. Na figura 29 notamos que a aproximação

com f(r1, r2) < 7 já é boa para um termo e se a expansão for de ordem ı́mpar, mesmo

para f(r1, r2) grande, não há erros muito significativos, o que nos permite ter confiança em

aproximar o potencial sem cometer grandes desvios.

Os núcleos das equações (130) e (131) só possuem dependência da variável radial (rn) e,
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além disso, podem ser simetrizados. Isso é fundamental para que possamos usar a técnica de

integral de transferência (TIT) e consequentemente reduzir significativamente o custo com-

putacional no caso de N grande.
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3.2 Análise numérica

Nesta seção apresentaremos os resultados obtidos com o nosso modelo e também uma análise

comparativa entre a hamiltoniana aproximada e a completa, onde integramos as três variáveis

espaciais para o caso N = 2 com o objetivo de obter uma noção do quão boas são nossas

aproximações. Como dissemos anteriormente, o cálculo sem as aproximações possui um

alto custo computacional quando o número de pares de base é grande, já que para cada par

de nucleotı́deo temos três integrais espaciais para resolver, por isso fizemos o caso da me-

nor estrutura possı́vel (N = 2). Para analisar as aproximações com as diferentes técnicas de

integração, calculamosZ e ⟨r⟩ para cada uma das aproximações (aproximação em z equação (115)

e em θ equação (118)) usando TIT e integração usando a quadradura de gauss-legendre.

A expansão que resultou na equação (124) exige que fn(rn, rn−1) < J0, portanto temos

que introduzir tal condição nas integrações que fizermos. Após as aproximações de pequenos

ângulos e pequenos desvios em z, tal condição é expressa por

(rn − rn−1)
2 + ω2rnrn−1 < J2

0 , (132)

A condição imposta pela inequação (132) modifica o domı́nio do integrando e isso é intro-

duzido através dos limites da integração. Sendo assim, temos que analisar qual região no

quadrado [rn × rn−1] devemos considerar. Para o caso onde ω = 0, temos |rn − rn−1| < J0 e

o domı́nio para K(rn, rn−1) não é mais um quadrado, conforme mostrado na figura 30.

É importante notar que, caso não limitemos o domı́nio, a função de partição será superes-

timada, já que o núcleo é uma função positiva. O termo (rn − rn−1)
4 cresce rapidamente à

medida que rn se afasta de rn−1, fazendo com que exp [−β(rn − rn−1)
4] → 0.

Para abreviar, definimos um conjunto de nomenclatura para referirmos às diferentes situações

de aproximação e integração: C que indica potencial completo e integração de todas as seis

variáveis pela quadratura gauss-legendre, R significa potencial com as aproximações das

equações (115,126) e mesma integração usado em CU, A indica aproximações (124, 115,

126) e mesmo método de integração dos anteriores, porém as variáveis angulares e longitudi-

nais (z) são integradas analiticamente e T representa as aproximações (124, 115, 126) usando
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Figura 30
Região de integração da variável radial sem a
torção com a condição J0 > fn,n−1.

método aproximação cálculo numérico

CU, CL nenhuma integral sextupla

RU, RL 115,126 integral sextupla

AU, AL 115,124,126 integral dupla

TU, TL 115,124,126 diagonalização

Tabela 1
Resumo da avaliação numérica usada para
cálculo da função de partição e ⟨r⟩, sua
identificação (ID), restrições e métodos de
cálculo.

TIT para a integração numérica. As siglas L e U significam, respectivamente, região de

integração da coordenada r limitada (conforme a figura 30) e ilimitada. A tabela 1 apresenta

um resumo das nomenclaturas que adotamos.

3.3 Comparação de Z e ⟨r⟩ usando as hamiltonianas exata e aproxi-

mada.

Nesta seção apresentaremos uma série de testes que realizamos afim de verificar possı́veis

desvios nos valores de Z e ⟨r⟩ ocasionado pelas aproximações que fizemos na hamiltoniana.

Iniciamos com os cálculos de Z e ⟨r⟩ em função do limite superior de integração da variável
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Figura 31
A figura mostra desvios médios ⟨r⟩ em função
do limite superior de integração b. Parâmetros:
Θ = 0.01 rad, ω = 0.00 rad e T = 250 K

radial b. Esse teste possui grande importância, uma vez que o modelo Peyrard-Bishop bi-

dimensional apresenta um comportamento anômalo de divergência, isto é, à medida que b

aumenta, os valores de ⟨r⟩ crescem, mesmo mantendo fixo a temperatura, conforme foi mos-

trado na figura 16 na página 37 e relatado em [52].

Usando ω = 0 rad, calculamos a separação média entre os pares com as diferentes

aproximações e técnicas de integração. Nesse caso, estamos considerando a torção sem pre-

ferência de orientação, ou seja, ⟨∆θ⟩ = 0. Em todos os casos observamos divergência, ou

seja, sua origem não é nas aproximações, conforme mostra a figura 31. Então, somente com

os potenciais harmônico e Morse, a divergência em função de b também está presente nessa

versão para o caso ω = 0 rad, mesmo que consideremos movimento na direção angular.

Matematicamente é fácil entender o motivo pelo qual a divergência aparece mesmo quando

consideramos a possibilidade de torção em torno de um plano formado pela dupla fita, isto é,

ω = 0 rad. Ao integrarmos a variável angular passaremos em algum momento por θ = 0 rad

e quando isso ocorre as outras integrais divergem.

Como dissemos anteriormente, a torção ω surge naturalmente no modelo tridimensional,

mas vale ressaltar que ω representa uma torção fixa, isto é, uma torção de equilı́brio onde o

par de nucleotı́deo poderá girar em seu entorno. Todavia nas aproximações que fizemos, o

ângulo ω deve ser pequeno, assim como a variação angular (Θ) em torno de ω. Refizemos os
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Figura 32
A figura mostra a função de partição e os desvios médios em função do limite superior de integração
b. ω é um ângulo de torção, ζ é o intervalo de integração ao longo do eixo z e Θ é o intervalo de
integração da variável angular. Parâmetros: ζ = 0.01 nm, Θ = 0.01 rad, ω = 0.05 rad e T = 300 K.

cálculos que originaram a figura 31 considerando ω = 0.05 rad e Θ = 0.01 rad. Nesse caso

estamos eliminando a possibilidade da fitar atingir a configuração planar, já que ω − 2Θ >

0 rad. Assim, como proposto por Weber et al. [53], esperávamos eliminar a dependência

de b da função de partição e do raio médio com essas considerações sobre os ângulos. O

resultado segue na figura 32, que mostra que de fato a torção elimina a divergência causada

pelo aumento de b, mesmo para ângulos pequenos. Isso é fundamental para o modelo, pois

tanto Z quanto ⟨r⟩ deve perder a dependência da variável radial para r muito grande, uma

vez que, para distâncias grandes entre os nucleotı́deos complementares, o potencial de morse

possui força de interação que tende a zero. Sendo assim, podemos dizer que nosso modelo

já apresenta uma vantagem em relação aos PB bidimensionais, pois elimina a divergência de

maneira intrı́nseca.

O próximo passo foi analisar o efeito da aproximação na variável angular. Nesse caso, in-

tegramos z, r e θ, porém variamos o limite de integração da variável angular (Θ) em torno do

ângulo de torção ω (ver figura 33). A função partição calculada a partir da hamiltoniana apro-

ximada difere pouco daquela calculada sem aproximação para ϕ0 pequenos, mostrando que a

aproximação é razoável. Para ⟨r⟩, quando calculamos usando a aproximação, a dependência

angular desaparece como era de se esperar, já que a dependência de Θ é cancelada. Para o

cálculo exato, a dependência modifica significativamente a separação média, mas quando se
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Figura 33
A figura mostra a função de partição e os desvios médios em função do limite superior de integração
Θ0. Parâmetros: b = 20 nm, ζ = 0.1 rad, ω = 0.05 rad e T = 250 K.

limita a região de integração, em todos os casos ⟨r⟩ tende ao mesmo valor quando Θ → 0.

Já quando não limitamos a região de integração, a aproximação representa na equação (128)

introduz um pequeno desvio, mesmo quando Θ → 0. Por outro lado, devemos ressaltar que a

figura 33 foi calculada utilizando apenas um termo na expansão de (128). No caso onde não

há aproximação do potencial, o aumento de Θ faz com que o valor de ⟨r⟩ aproxime de R0,

como era de se esperar, uma vez que a torção dificulta a abertura da fita. Vale ressaltar que

quando consideramos Θ grande, a integração contabilizará também os valores de Θ pequenos,

portanto justifica o aumento da função de partição quando Θ assume valores maiores. Toda-

via a contribuição para ⟨r⟩ quando a dupla hélice estiver em uma configuração muito torcida

é muito baixa, já que a temperatura considerada não é suficiente para desnaturar o polı́mero

com tal conformação.

Analisamos também o efeito da aproximação feita na variável z, conforme mostra a fi-

gura 34. Nesse caso, integramos as variáveis radial, angular e longitudinal (z) e variamos o

limite de integração (ζ) ao longo do eixo z. O resultado nos permite concluir que, para peque-

nos deslocamentos ao longo de z, a função de partição calculada com o hamiltoniano aproxi-

mado fica em excelente acordo com o cálculo exato. No caso de ⟨r⟩, não há dependência de

ζ , pois os termos dependentes de ζ são idênticos no numerador e no denominador.

Analisamos o comportamento da função de partição Z e ⟨r⟩ como função da tempera-
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Figura 34
A figura mostra a função de partição e os desvios médios em função do limite superior de integração
ζ da variável z. Parâmetros: b = 20 nm, Θ = 0.01 rad, ω = 0.05 rad e T = 250 K.

tura (T ). Esse resultado nos permite comparar o comportamento da curva de desnaturação

da molécula homogênea. O resultado segue na figura 35. Os valores de Z (figura 35a) apro-

ximados e exato passam a diferenciar mais significativamente à medida que a temperatura

aumenta, embora mantêm o comportamento de crescimento semelhante. Por outro lado, a fi-

gura (figura 35b) mostra que ⟨r⟩ também passa a diferenciar nos casos exatos e aproximados

à medida que T aproxima da temperatura de desnaturação. No caso do modelo aproximado

TU, vemos que a temperatura de desnaturação é superior aos demais casos.

Com os dados que analisarmos até aqui, concluı́mos que a aproximação da hamiltoniana

produz resultados razoáveis quando comparados com o cálculo exato se considerarmos as

premissas de ângulos e deslocamentos ζ pequenos. Esse estudo de comparação nos per-

mitiu comparar o efeito das aproximações utilizadas e nos deu uma certa confiança para

aplicar o modelo aproximado em sequências maiores, mas é importante frisar que o fato da

aproximação funcionar bem com dois pares de base não implica necessariamente que o caso

geral de uma sequência com N pares de nucleotı́deos, esse comportamento irá permanecer.

3.3.1 Variação dos Parâmetros dos potenciais

Os potenciais possuem parâmetros que devem ser escolhidos afim de minimizar a diferença

entre os dados experimentais e os teóricos previstos pelo modelo. A técnica para se obter tal
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Figura 35
A figura (a) mostra o comportamento ⟨r⟩ e da função partição em função da temperatura para uma
sequência com dois pares de bases usando o modelo aproximado.

minimização é a equivalência termodinâmica, mostrada na figura 22 na página 44 Esse passo

é fundamental para que possamos obter resultados quantitativos, já que os parâmetros podem

mudar de acordo com o modelo. Para termos uma ideia disso, o modelo Peyrard Bishop bi-

dimensional considerou D = 0.33 eV [38], Barbi et al. [62] usou D = 0.04 eV [62] e o

modelo tridimensional proposto por Cocco e Monasson [56] considerou D = 0.16 eV. Isso

ocorre porque cada modelo possui aproximações particulares que modificam o formato da

força de interação entre os componentes da dupla hélice. O modelo Peyrard Bishop bidimen-

sional, por exemplo, trabalha com uma força de empilhamento cuja direção é exclusivamente

perpendicular à molécula (mesma direção das ligações de hidrogênio), já os modelo tridi-

mensionais [56, 62] consideram a força de empilhamento na direção entre os nucleotı́deos

vizinhos, ou seja, a direção perpendicular (considerada em [38]) é apenas uma das compo-

nentes. Evidentemente nosso modelo também possui aproximações que possivelmente reque-

rem conjuntos de parâmetros diferentes dos outros modelos, por isso, para termos resultados

quantitativos, necessitamos obter esse conjunto de parâmetros otimizados, que pode ser ob-

tido pela técnica da equivalência termodinâmica. Nosso próximo passo será fazer esse traba-

lho de otimização dos parâmetros e vale ressaltar que isso somente somente poderá ser feito

se tivermos o modelo homogêneo finalizado, daı́ uma parte importante do nosso trabalho.

Como nosso estudo, por enquanto, é qualitativo, escolhemos parâmetros que nos permitiu
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obter a temperatura de desnaturação próxima a obtida com outros modelos (lembrando que

estamos tratando uma molécula homogênea). Após obter alguns resultados razoáveis com

o conjunto de parâmetros escolhido, variamos algumas dessas constantes afim de analisar o

comportamento de ⟨r⟩ e Z. É importante salientar que o que fizemos não foi a otimização

desses parâmetros, mas observar como cada um deles, separadamente, modificam os valores

de ⟨r⟩ e Z.

É importante destacar que devemos ser cuidadosos ao usar condições de contorno peri-

ódicas (CCP) em nosso modelo. Isso porque partimos da premissa de uma dupla fita retilı́nea,

que não pode se deslocar do eixo z e por isso há apenas dois casos onde podemos aplicar

CCP sem inconsistência fı́sica: o primeiro é para dois pares de base, que devido à simetria do

potencial harmônico podemos escrever

W1,2 +W2,1 = 2W1,N . (133)

No caso N = 3 isso não é possı́vel, pois na soma das três contribuições W1,N +W2,3 +W3,1,

o último termo corresponde à uma ligação a mais que não pode ser substituı́da por um fator

multiplicativo (no caso N = 2 o fator é 2) e nem é desprezı́vel, já que corresponde à 1/3

de toda a energia de empilhamento. Além disso, o termo W (r3, r1) não possui simetria em

relação aos outros, pois

W1,3 =
k

2

[√
(z1 − z3)2 + f 2(r1, r3, θ1, θ3)− 2J0

]2
. (134)

Evidentemente a distância de equilı́brio muda no caso W1,3, pois não estamos pegando “vi-

zinhos”. A segunda situação possı́vel é considerar CCP é para sequências muito grandes

(N → ∞). Nesse caso a contribuição da ligação de empilhamento entre o último e o primeiro

par de base é dada por

W1,N =
k

2

[√
(z1 − zN)2 + f 2(r1, rN , θ1, θN)− (N − 1)J0

]2
. (135)

Para N grande, o termo (z1 − zN)
2 ≈ [(N − 1)J0]

2 >> f 2(r1, rN , θ1, θN), portanto podemos
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reescrever a equação (135) como

W1,N ≈ k

2

{√
[(N − 1)J0]

2 − (N − 1)J0

}2

≈ k

2
{(N − 1)J0 − (N − 1)J0}2 = 0, (136)

ou seja, quando usamos sequências grandes, a contribuição do empilhamento entre o primeiro

e o último par de base praticamente não altera a energia total do sistema. Todavia, se usarmos

W (r1, rN) como na equação (135), não teremos a simetria necessária para usar TIT. Então,

substituı́mos (135) por

W1,N =
k

2

[√
(z1 − zN)2 + f 2(r1, rN , θ1, θN)− J0

]2
. (137)

Quanto estamos errando? Basta olhar a contribuição total do empilhamento na hamiltoniana,

dado por

N∑

n=1

Wn,n−1 =

contribuição exata︷ ︸︸ ︷
k

2
[W2,1 + . . .+WN,N−1] +

termo extra︷ ︸︸ ︷
k

2
W1,N , (138)

sendo assim, a contribuição do termo extra é 1/(N − 1) da energia total de empilhamento e

torna desprezı́vel em sequências grandes. Todos nossos testes comparativos foram feitos com

N = 2, portanto não há problemas relacionado à CCP. Dado a importância da inclusão do

termo J0 no modelo, calculamos ⟨r⟩ e Zr,θ,z com diferentes valores de ⟨r⟩ e Z. O resultado

segue na figura 36. Notamos que Zr,θ,z não possui forte dependência de J0, tanto CU quanto

TU sofrem apenas um leve aumento à medida que J0 assume valores maiores. Além disso,

a diferença entre os valores da função de partição é pequena se compararmos aos valores de

Zr,θ,z e se mantém praticamente constante à medida que J0 aumenta.

Já ⟨r⟩ é mais sensı́vel à mudanças do parâmetro J0, pois, como podemos ver na figura 36,

os valores de ⟨r⟩ aumenta significativamente quando J0 aumenta. Quando J0 tende a zero

tanto CU quanto TU tendem ao mesmo valor de ⟨r⟩. Esse comportamento no caso CU é de-

vido ao fato que o modelo tridimensional se aproxima do modelo Peyrard-Bishop modificado,
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Figura 36
Valores de (a) Z e (b) ⟨r⟩ em função de J0 para uma sequência com dois pares de bases, calculados
com os potenciais exato e aproximado. Parâmetros utilizados: a = 4.45 × 10−1 nm, D = 0.2 eV,
k = 4.00 eV/nm2 e T = 200 K.

equação 65,(lembrando que assumimos ângulos muito pequenos), pois

lim
J0→0

k

2

(√
(zn − zn−1)2 + f 2

n,n−1 − J0

)2

=
k

2

[
r2n + r2n−1 − 2rn−1rn cos(θ)

]2
. (139)

Como o modelo Peyrard-Bishop bidimensional modificado usa D = 0, 04 eV e nós usamos

D = 0, 20 eV, a temperatura T = 200 K é muito baixa para que ⟨r⟩ desvie significativamente

deR0 = 0, 1 nm (lembrando que valores grandes paraD requerem temperaturas maiores para

abrir a dupla fita).

Os parâmetros que se relacionam com a intensidade das ligações entre os nucleotı́deos

também influenciam os valores de Z e ⟨r⟩. Um maior valor para k é equivalente ao aumento

da rigidez de cada fita do DNA, o que, em nosso modelo, significa fn,n−1 e zn−zn−1 menores.

À medida que k aumenta, esperamos uma diminuição dos valores de Z, já que o integrando

diminui. Com relação à ⟨r⟩, esperamos que também diminua. Isso porque com o aumento da

rigidez, torna-se mais difı́cil deslocar um único nucleotı́deo em meio a seus dois vizinhos de

empilhamento, portanto, privilegia a situação de abertura simultânea de todos os nucleotı́deos,

conforme mostra a figura 37. O aumento do valor de k diminui Z e ⟨r⟩ , como podemos

observar na figura 37. Esse aumento da rigidez eleva a temperatura de desnaturação, já que

para T < Tm o valor de ⟨r⟩ diminui à medida que k aumenta. Por outro lado, para k pequeno,
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Figura 37
As figuras mostram os valores de (a) Z e (b) ⟨r⟩ em função de k para uma sequência com dois pares
de bases, calculados a partir dos modelos exato e aproximado. Parâmetros utilizados: a = 4.45 ×
10−1 nm, D = 0.2 eV, J0 = 7.0× 10−1 nm e T = 200 K.
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Figura 38
Potencial de morse usando três valores di-
ferentes para o parâmetro D e a assı́ntota
horizontal para o caso onde D = 0, 05 eV.
Parâmetro utilizado: a = 4.45× 10−1 nm.

os valores de ⟨r⟩ diferenciam muito quando calculado com os modelos aproximado e exato,

enquanto que com a função de partição ocorre o contrário.

Outro parâmetro que variamos foi o D do potencial de Morse, equação (27). Ele nos

fornece a “profundidade” do poço, conforme mostra a figura 38 Na prática, a profundidade

do posso indica a intensidade da ligação, já que para romper completamente a ligação é ne-

cessário uma quantidade de energia que supere a assı́ntota horizontal que é exatamente o valor

de D, como podemos constatar na figura 38. Sendo assim, esperamos que maiores valores

de D aumente a temperatura de desnaturação. No caso da molécula de DNA, sequências de

nucleotı́deos C-G necessitam de uma temperatura maior que sequências A-T, devido a ligação

tripla no primeiro caso e dupla no segundo, portanto o valor do parâmetro D para sequências
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Figura 39
As figuras mostram os valores de (a) Z e (b) ⟨r⟩ em função de D para uma sequência com dois
pares de bases, calculados a partir dos modelos exato e aproximado. Parâmetros utilizados: k =
0.04× 102 eV/nm2, a = 4.45× 10−1 nm, J0 = 7.0× 10−1 nm e T = 200 K.

C-G precisa ser maior que no caso de A-T. Esperamos que nosso modelo reproduza tal efeito,

por isso calculamos a função partição e a separação média entre os pares de base para di-

ferentes valores de D, cujo resultado está na figura 39. Conforme esperado, o aumento do

valor de D eleva a temperatura de desnaturação, no caso da figura 39, para T = 200 K,

quando D > 0, 1 eV temos uma redução da separação média entre as bases. A função de

partição também diminui seu valor à medida em que D aumenta e, em termos matemáticos, o

aumento de D implica em um acréscimo no valor do potencial para rn deslocado de R0, por-

tanto o termo exp [−βV (rn)] decresce e diminui o valor da integral, o que explica a redução

da função de partição.

O outro parâmetro presente no potencial de Morse é o a, que está relacionado com o al-

cance da interação. Veja a figura 40. Como podemos observar na figura 40, quanto maior

o valor de a maior é a espessura do poço, portanto maior o alcance da interação. Por outro

lado, a curva de V (r) é mais suave quando o parâmetro a assume valores maiores, portanto

a inclinação da reta tangente torna-se menor. A intensidade da força de interação que esse

potencial representa é dada por F = −dV (r)
dr

, logo haverá diminuição de |F⃗ | e por isso espe-

ramos um aumento de ⟨r⟩. Com relação à função de partição, o aumento de a faz com que

V (r) se aproxime da assı́ntota mais rapidamente e consequentemente a exponencial negativa
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Potencial de morse usando três valores di-
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horizontal para o caso onde D = 0, 05 eV.
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Figura 41
As figuras mostram os valores de (a) Z e (b) ⟨r⟩ em função de a para uma sequência com dois pares
de bases, calculados a partir dos modelos exato e aproximado. Parâmetros utilizados: k = 0.04 ×
102 eV/nm2, D = 0.2 eV, J0 = 7.0× 10−1 nm e T = 200 K.

de V (x) terá valores menores para o domı́nio r ∈ (0, b), o que deve diminuir o valor de Z.

Calculamos a separação média e a função de partição para diferentes valores do parâmetro a,

conforme mostrado na figura 41

As figuras 41a e 41b mostram que o comportamento de Zr,θ,z e ⟨r⟩ estão em acordo com

o que descrevemos anteriormente. Também podemos observar que, quanto maior o valor do

parâmetro a, maior é a diferença entre os ⟨r⟩ calculados usando os modelos TU e CU, já a

função de partição praticamente possui praticamente o mesmo valor nos dois casos.
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Figura 42
Cálculos dos autovalores em função do limite superior de integração b. Parâmetros: D = 0.2 eV,
a = 44.5 nm−1, k = 4 eV/nm2, J0 = 0.7 nm.

3.3.2 Autovalores

O calculo da função partição usando a técnica de integral de transferência é feito a partir dos

autovalores, conforme a equação (57), página 35. Então, de maneira geral, todas as proprieda-

des fı́sicas dependem diretamente deles, por isso realizamos um estudo onde buscamos enten-

der como se comportam. Conforme relatado em [52], e discutido anteriormente na subsecção

3.3, o tamanho do intervalo de integração interfere substancialmente na obtenção da tempe-

ratura de desnaturação e os autovalores do modelo PB são degenerados quando b → ∞, mas

ao incluir uma torção, tal comportamento é eliminado. No nosso modelo, a torção ocorre na-

turalmente, por isso esperávamos não obter a degenerescência dos autovalores que, conforme

a equação (57), é uma condição necessária para a convergência da função de partição (Z).

À temperatura de T = 310 K todos os autovalores são distintos e, exceto o maior deles

(λ1), todos os outros possuem comportamento similar, conforme a figura 42a. Já à tempera-

tura de T = 319, 6 K, os dois primeiros são degenerados para valores grandes de b e os demais

distintos, 42b. Isso tem uma grande importância na escolha do tratamento de sequências lon-

gas e para entender isso precisamos voltar à equação 57 que calcula Z.

Z = Γ
+∞∑

i=1

λNi . (140)
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Como 0 < λi < 1, em caso de sequências longas (N → ∞), frequentemente nos deparamos

na literatura ( [38, 52]) com a seguinte aproximação:

lim
N→∞

Z = ΓλN1 . (141)

Para analisar melhor a aproximação acima, vamos recorrer aos seguintes teoremas da álgebra

linear [65]:

Teorema 1. Sejam V um espaço vetorial de dimensão n sobre K e T : V → V um operador

linear. T é diagonalizável se, e somente se, existe uma base B de V formada por autovetores

de T .

Teorema 2. Sejam V um espaço vetorial sobre K e T : V → V um operador linear, com

λ1, · · · , λk autovalores distintos de T e v1, · · · , vk os autovetores associados, respectiva-

mente. Então, v1, · · · , vk são linearmente independentes.

Se a matriz for de ordemM , o teorema 1 exige que hajaM autovetores {||ϕ1⟩, · · · , |ϕM⟩}

L.I para que possamos escrever a matriz na base |ϕ⟩ e o teorema 2 nos garante que se a

matriz possuir todos os autovalores distintos então ela terá os M autovetores L.I, portanto

será diagonalizável. Todavia, se a matriz possuir autovalores {λj} com multiplicidade maior

que 1, pelo teorema 1, obrigatoriamente os autovetores associados aos λj deverão ser L.I e

precisam completar o conjunto dos autovetores para formar a base, caso contrário a matriz

não será diagonalizável.

Quando temos todos os autovetores degenerados temos {λ1 = λ2 = · · ·λM}, então, para

que a matriz seja diagonalizável, devemos ter {|ϕ1⟩, |ϕ2⟩, · · · |ϕM⟩} linearmente independen-

tes (L.I) Então as equações que calculam Z e ⟨r⟩ tornam-se respectivamente

Z = Γ
+∞∑

i=1

λNi = ΓMλN1 (142)

e

⟨r⟩ =
∑+∞

i=1 λ
N
i ⟨ϕi|r|ϕi⟩∑+∞
i=1 λ

N
i

=

∑+∞
i=1 ⟨ϕi|r|ϕi⟩

M
(143)
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Outra situação relevante é quando λ1 > λ2 = λ3 · · ·λM . Nesse caso, para que a matriz seja

diagonalizável, o conjunto {|ϕ2⟩, |ϕ3⟩, · · · |ϕM⟩} deve ser L.I, portanto {|ϕ1⟩, |ϕ2⟩, · · · |ϕM⟩}

formará uma base para o integrando e as equações que fornece o cálculo de Z e ⟨r⟩ tornam-se

respectivamente

Z = Γ
+∞∑

i=1

λNi = Γ
[
λN1 + (M − 1)λN2

]
(144)

e

⟨r⟩ =

∑M
i=1 λ

N
i ⟨ϕi|r|ϕi⟩∑M
i=1 λ

N
i

=
λN1 ⟨ϕ1|r|ϕ1⟩

λN1 + (M − 1)λN2
+
λN2

∑M
i=2⟨ϕ1|r|ϕ1⟩

λN1 + (M − 1)λN2

⟨r⟩ =

(
λ1
λ1

)N ⟨ϕ1|r|ϕ1⟩
1 + (M − 1)

(
λ2

λ1

)N
+

(
λ2
λ1

)N




∑M
i=2⟨ϕ1|r|ϕ1⟩

1 + (M − 1)
(

λ2

λ1

)N


 (145)

No caso onde N e M são muito grandes (tendem a infinito) temos

⟨r⟩ ≈ ⟨ϕ1|r|ϕ1⟩
1 + (M − 1)

(
λ2

λ1

)N

⟨r⟩ ≈ ⟨ϕ1|r|ϕ1⟩
1 +M

(
λ2

λ1

)N
(146)

O caso descrito acima é o que acontece no modelo Peyrard Bishop original (veja figura 19,

página 40, da esquerda) quando não incluı́mos a torção ω.

Outra situação que será muito importante em nosso estudo é quando ocorrer

λ1 = λ2 > λ3 > · · ·λM . Nesse caso teremos

Z = Γ
+M∑

i=1

λNi = Γ

[
2λN1 +

M∑

i=3

λNi

]
= ΓλN1

[
2 +

M∑

i=3

(
λi
λ1

)N
]
≈ 2ΓλN1 (147)
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A equação da separação média pode ser simplificada da seguinte maneira

⟨r⟩ =
λN1 [⟨ϕ1|r|ϕ1⟩+ ⟨ϕ2|r|ϕ2⟩]

2λN1
+

∑M
i=3 λ

N
i ⟨ϕi|r|ϕi⟩
2λN1

⟨r⟩ =
⟨ϕ1|r|ϕ1⟩+ ⟨ϕ2|r|ϕ2⟩

2
+

1

2

M∑

i=3

(
λi
λ1

)N

⟨ϕi|r|ϕi⟩

⟨r⟩ ≈ ⟨ϕ1|r|ϕ1⟩+ ⟨ϕ2|r|ϕ2⟩
2

(148)

Quando os autovalores comportam-se como na figura 42a podemos calcular Z e ⟨r⟩, res-

pectivamente, com as equações

Z = ΓλN1 (149)

e

⟨r⟩ = ⟨ϕ1|r|ϕ1⟩. (150)

Todavia uma situação como a da figura 42b não pode ser tratada com as equações (149)

e (150), já que λ1 = λ2. Nesse caso o calculo de Z e ⟨r⟩ deve ser feito, respectivamente,

usando as equações (147) e (148).

A pergunta natural agora é: qual é o conjunto de temperaturas tal que λi = λj? Para res-

ponder tal questionamento, calculamos os autovalores em função da temperatura, conforme

mostrado na figura 43. A figura 43 mostra que λn ≥ λn+1 e que a igualdade é verificada

apenas à uma única temperatura e o caso particular λ1 = λ2 ocorre quando T = 319, 6 K.

Sendo assim, devemos separar o domı́nio T para usarmos as equações (149), (150), (147)

e (148) corretamente. Como estamos interessados na temperatura de desnaturação, o mais

importante é analisar o que acontece quando T ≤ Tm. Além disso, no caso de sequências

grandes, apenas o anti-cruzamento de λ1 com λ2 é importante, já que os outros autovalores

são menores, e portanto, λN1 >> λNi se i = 2, 3, · · · ,M . Sendo assim, podemos considerar

apenas a temperatura referente ao primeiro anti cruzamento como aquela onde as funções Z

e ⟨r⟩ assumem valores modificados devido ao domı́nio T .

Em resumo, quando estamos trabalhando com sequências grandes e queremos calcular Z
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Figura 43
Cálculos dos autovalores em função da temperatura. Parâmetros: D = 0.2 eV, b = 20 nm, a =
44.5 nm−1, k = 4 eV/nm2, J0 = 0.7 nm.

em todo o domı́nio T devemos usar

Z =





ΓλN1 , se λ1 > λ2 > · · · > λM

2ΓλN1 , se λ1 = λ2 > λ3 > · · ·λM
(151)

e para calcular ⟨r⟩ devemos usar

⟨r⟩ =





⟨ϕ1|r|ϕ1⟩, se λ1 > λ2 > · · · > λM

1
2
(⟨ϕ1|r|ϕ1⟩+ ⟨ϕ2|r|ϕ2⟩) , se λ1 = λ2 > λ3 > · · ·λM .

(152)

A equação (152) mostra que pode haver uma descontinuidade de ⟨r⟩ na temperatura onde

λ1 = λ2 e para isso, basta que ⟨ϕ1|r|ϕ1⟩ ≠ ⟨ϕ2|r|ϕ2⟩.

Para o cálculo com sequências pequenas, não podemos usar o argumento

(
λ2
λ1

)N

→ 0,
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A figura (a) mostra o comportamento ⟨r⟩ em
função da temperatura para sequências com di-
ferentes números de pares de bases N usando
o modelo aproximado. Parâmetros: b =
20.0 nm, ζ = 10−2 nm, ω = 0.05 rad e
Θ = 0.01 rad.

portanto as equações (151) e (152) não se aplicam. Nesse caso, devemos usar

Z = Γ
M∑

i=1

λNi (153)

⟨r⟩ =

∑M
i=1 λ

N
i ⟨ϕi|r|ϕi⟩
Z

(154)

3.3.3 Estudo numérico de sequências grandes usando o Modelo 3D aproximado

Nosso próximo passo foi aplicar o modelo aproximado para sequência maiores, uma vez

que a TIT nos permite calcular ⟨r⟩ para uma sequência de tamanho qualquer com pratica-

mente o mesmo custo computacional. Calculamos ⟨r⟩ em função da temperatura (T) para

sequências de tamanho N = 10, N = 40 e N = 400 (para efeito das aproximações consi-

deramos infinito) com os mesmos parâmetros de integração. O resultado está apresentado na

figura 44. A curva de desnaturação apresenta transição mais abrupta para sequências maio-

res, aproximando-se de uma descontinuidade à medida que N aumenta, já para sequências

pequenas a curva de desnaturação é bastante suave, além de apresentar Tm menor que nos ca-

sos ondeN é grande. É importante notar que a temperatura de desnaturação Tm de sequências

grandes (N → ∞) corresponde à temperatura onde ocorre o anti cruzamento λ1 com λ2, por-

tanto a descontinuidade prevista pela equação (152) de fato ocorreu com o modelo.
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4 Conclusão

Nosso modelo tridimensional foi desenvolvido utilizando várias aproximações que nos per-

mitiram integrar analiticamente as variáveis θ e z. Com isso, obtemos um Hamiltoniano 1D

expresso na equação (129) dependente da torção ω, muito importante para eliminar a dege-

nerescência dos autovalores, fonte da divergência de ⟨r⟩ existente no modelo PB unidimen-

sional [52]. Mostramos, analiticamente, que o anti cruzamento dos dois maiores autovalores

é responsável pela transição abrupta em sequência longas, fato que se confirmou nos testes

numéricos.

Testamos tais aproximações para uma sequência de dois pares de base e os resultados

qualitativos são satisfatórios, pois os cálculos apontam para uma concordância entre os mo-

delos aproximado e completo em regime de pequenos ângulos. Quando aplicamos o modelo

em sequências grandes, uma transição semelhante à de primeira ordem é observada (figura

44), sendo muito mais abrupta do que nos casos dos outros modelos PB (figura 15) e sem a

necessidade de utilizar potenciais anarmônicos adicionais. O fato de restringirmos ω a valo-

res pequenos nos permite concluir que o uso do modelo será útil para temperaturas próximas

à temperatura de desnaturação, já que nessa situação a hélice encontra-se muito próxima de

uma estrutura planar. Acreditamos que seu uso principal será substituir hamiltonianos do tipo

PB em cálculos de temperatura de desnaturação, uma vez que pode-se utilizar a técnica de

integral de transferência já implementada nos outros modelos do tipo PB. Nosso modelo heli-

coidal é baseado em uma estrutura geométrica que leva em conta parâmetros como distâncias

de equilı́brio nas ligações de hidrogênio e no empilhamento, semelhante à definição usada em

dinâmica molecular [66].

O próximo passo desse trabalho será utilizar o modelo helicoidal homogêneo como base

para a generalização e utilização em duplexos heterogêneos. A técnica para tal generalização

é conhecida e é aplicada nos modelos PB 1D [52], portanto, entendemos que cabe fazer apenas

pequenas adaptações para a nossa versão. Além disso, para tornar o modelo aplicável em

problemas reais, precisamos otimizar o conjunto de parâmetros dos potenciais e acreditamos

ser possı́vel fazer isso com o uso da técnica da equivalência termodinâmica [53].
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e C. Neylon. Optimal probe length varies for targets with high sequence variation:

Implications for probe library design for resequencing highly variable genes. PLoS

ONE, 3:e2500, 2008. doi: http://dx.doi.org/10.1371/journal.pone.0002500.

[24] Jef Hooyberghs, Marco Baiesi, Alessandro Ferrantini, e Enrico Carlon. Breakdown of

thermodynamic equilibrium for DNA hybridization in microarrays. Physical Review E,

81(1):012901, 2010.

[25] Célia Fonseca Guerra, F Matthias Bickelhaupt, Jaap G Snijders, e Evert Jan Baerends.

Hydrogen bonding in DNA base pairs: reconciliation of theory and experiment. J. Am.

Chem. Soc., 122(17):4117–4128, 2000.

[26] Angelo Di Garbo. Anharmonic longitudinal motion of bases and dynamics of nonlinear

excitation in DNA. Biophysical chemistry, 208:76–83, 2016.

[27] Marco Zoli. Flexibility of short DNA helices under mechanical stretching. Physical

Chemistry Chemical Physics, 18(26):17666–17677, 2016.

[28] K. J. Breslauer, R Frank, H Blocker, e L. A. Marky. Predicting DNA duplex stability

from the base sequence. Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 83(11):3746–3750, 1986.

[29] S Wolfsheimer e A K Hartmann. Minimum-free-energy distribution of RNA secondary

structures: Entropic and thermodynamic properties of rare events. Physical Review E,

82(2):021902, 2010.

[30] BH Zimm e JK Bragg. Theory of the one-dimensional phase transition in polypeptide

chains. The Journal of Chemical Physics, 28(6):1246–1247, 1958.

[31] John SantaLucia, Jr. A unified view of polymer, dumbbell, and oligonucleotide DNA

nearest-neighbor thermodynamics. Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 95(4):1460–1465, 1998.

URL http://www.pnas.org/cgi/content/abstract/95/4/1460.

[32] D. Poland e H. A. Scheraga. Occurence of a phase transition in nucleic acids models.

J. Chem. Phys., 45(5):1464–1469, 1966.

84



[33] Bernt Øksendal. Stochastic differential equations. In Stochastic differential equations,

pages 65–84. Springer, 2003.

[34] Sahin Buyukdagli, Michael Sanrey, e Marc Joyeux. Towards more realistic dynamical

models for DNA secondary structure. Chem. Phys. Lett., 419:434–438, 2006.

[35] T. Das e S. Chakraborty. A generalized Langevin formalism of complete dna melting

transition. Europhys. Lett., 83:48003, 2008.

[36] Ana-Maria Florescu e Marc Joyeux. Thermal and mechanical denaturation properties

of a dna model with three sites per nucleotide. The Journal of Chemical Physics, 135

(8):085105, 2011.

[37] T. Dauxois, M. Peyrard, e A. R. Bishop. Entropy-driven DNA denaturation. Phys.

Rev. E, 47(1):R44–R47, 1993. doi: 10.1103/PhysRevE.47.R44.

[38] M. Peyrard e A. R. Bishop. Statistical mechanics of a nonlinear model for DNA denatu-

ration. Phys. Rev. Lett., 62(23):2755–2757, 1989. doi: 10.1103/PhysRevLett.62.2755.

[39] M. Peyrard. Nonlinear dynamics and statistical physics of DNA. Nonlinearity, 17:R1,

2004.

[40] Amar Singh e Navin Singh. Pulling DNA: The effect of chain length on the mechanical

stability of DNA chain. In Macromolecular Symposia, volume 357, pages 64–69. Wiley

Online Library, 2015.

[41] Gerald Weber. Sharp DNA denaturation due to solvent interaction. Europhys. Lett., 73

(5):806–811, 2006. doi: 10.1209/epl/i2005-10466-6.

[42] CB Tabi, A Dang Koko, R Oumarou Doko, HP Ekobena Fouda, e TC Kofané. Modu-
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A Apêndice

O programa que fizemos para calcular ⟨r⟩ em função da temperatura usando integração pela

quadratura de gauss legendre possui o seguinte código em C++:

/ / l i n h a de comando
/ / comp i la
/ / g++ −O3 −o ym−i n t −num ym−i n t −num . cpp

# i n c l u d e <math . h>
# i n c l u d e <i o s t r e a m>
# i n c l u d e <f s t r e a m>
# i n c l u d e <s t r i n g >
# i n c l u d e <s t d i o . h>
# i n c l u d e < s t d l i b . h>

/ / p a r a m e t r o s que d e f i n e m as c o n s t a n t e s da f unc ao a s e r i n t e g r a d a
long double ev =1.6021895 e −19;
long double Kb=1.380658 e −23/ ev ;

long double D = 0 . 4 ;
long double a = 4 . 4 5 ;
long double k = 0 . 0 4 ;
long double L0 = 3 . 5 ;
long double R0 = 1 . 0 ;

void l e r t a b e l a g a u s s l e g e n d r e ( c o n s t i n t N, long double M[ ] )
{

char nome arqu ivo [ 1 0 0 ] ;
s p r i n t f ( nome arquivo , ” gauss − l e g e n d r e / gauss − l e g e n d r e −%d . d a t ” ,N ) ;
s t d : : c o u t << ”nome do a r q u i v o =” << nome arqu ivo << s t d : : e n d l ;
s t d : : i f s t r e a m a r q u i v o ;

a r q u i v o . open ( nome arqu ivo ) ;
f o r ( i n t i =0 ; i< N* 2 ; i +=2)
{

a r q u i v o >> M[ i ] >> M[ i + 1 ] ;
}
a r q u i v o . c l o s e ( ) ;

}
main ( i n t argc , char * a rgv [ ] )
{

/ / D e f i n e o numero de p a s s o s de i n t e g r a c a o das v a r i a v e s z t h e t a r
c o n s t i n t Nz = 2 0 ;
c o n s t i n t Nt = 2 0 ;
c o n s t i n t Nr = 500 ;

/ / l i m i t e s de i n t e g r a c a o

long double r20 = 0 . 0 0 0 1 ;
long double r2m = 5 0 ;
long double r10 = 0 . 0 0 0 1 ;
long double r1m = 5 0 ;
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long double t h e 2 0 = −0 .01 ;
long double the2m = 0 . 0 1 ;
long double t h e 1 0 = −0 .01 ;
long double the1m = 0 . 0 1 ;

long double z10 = − 0 . 0 5 ;
long double z1m = 0 . 0 5 ;
long double z20 = 3 . 3 5 ;
long double z2m = 3 . 4 5 ;

/ / c o n s t a n t e s das v a r i a v e i s dos l i m i t e s de i n t e g r a c a o

long double c1z1 = ( ( z1m−z10 ) / 2 ) ;
long double c2z1 = ( ( z1m+z10 ) / 2 ) ;
long double c1z2 = ( ( z2m−z20 ) / 2 ) ;
long double c2z2 = ( ( z2m+z20 ) / 2 ) ;

long double c 1 t 1 = ( ( the1m − t h e 1 0 ) / 2 ) ;
long double c 2 t 1 = ( ( the1m+ t h e 1 0 ) / 2 ) ;
long double c 1 t 2 = ( ( the2m − t h e 2 0 ) / 2 ) ;
long double c 2 t 2 = ( ( the2m+ t h e 2 0 ) / 2 ) ;

long double c1 r2 = ( ( r2m− r20 ) / 2 ) ;
long double c2 r1 = ( ( r1m+ r10 ) / 2 ) ;
long double c1 r1 = ( ( r1m− r10 ) / 2 ) ;
long double c2 r2 = ( ( r2m+ r20 ) / 2 ) ;

long double M1[2* Nz ] , g l 1 [ 2 ] [ Nz ] ;
l e r t a b e l a g a u s s l e g e n d r e ( Nz ,M1 ) ;

f o r ( i n t i =0 , j =0 ; i< Nz ; i ++ , j +=2)
{
g l 1 [ 0 ] [ i ]=M1[ j ] ;

g l 1 [ 1 ] [ i ]=M1[ j + 1 ] ;
}

long double M2[2* Nt ] , g l 2 [ 2 ] [ Nt ] ;
l e r t a b e l a g a u s s l e g e n d r e ( Nt ,M2 ) ;

f o r ( i n t i =0 , j =0 ; i< Nt ; i ++ , j +=2)
{

g l 2 [ 0 ] [ i ]=M2[ j ] ;
g l 2 [ 1 ] [ i ]=M2[ j + 1 ] ;

}

long double M3[2* Nr ] , g l 3 [ 2 ] [ Nr ] ;
l e r t a b e l a g a u s s l e g e n d r e ( Nr ,M3 ) ;

f o r ( i n t i =0 , j =0 ; i< Nr ; i ++ , j +=2)
{

g l 3 [ 0 ] [ i ]=M3[ j ] ;
g l 3 [ 1 ] [ i ]=M3[ j + 1 ] ;

}

double T0 = a t o f ( a rgv [ 1 ] ) ;
double Tm = a t o f ( a rgv [ 2 ] ) ;
double pT = 5 ;

i n t p a s s o s =(Tm−T0 ) / pT ;
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s t d : : o f s t r e a m s a i d a ;
char nome sa ida [ 1 0 0 ] ;
s p r i n t f ( nome sa ida , ”rm−%g−%g . d a t ” , T0 ,Tm ) ;
s a i d a . open ( nome sa ida ) ;

f o r ( long double T = T0 ; T <= Tm; T += pT )
{
long double b e t t a = 1 / ( Kb*T ) ;
long double I6 = 0 ;
long double J6 = 0 ;

f o r ( i n t nr2 = 0 ; n r2 < Nr ; nr2 ++)
{

long double t r 2 = g l 3 [ 0 ] [ n r2 ] ;
long double Ar2 = g l 3 [ 1 ] [ n r2 ] ;
long double r2 = c1 r2 * t r 2 + c2 r2 ;
long double g6 = D*pow ( ( exp ( − a * ( r2 −R0 ) ) − 1 ) , 2 ) ;

long double I5 = 0 ;
long double J5 = 0 ;

f o r ( i n t nr1 = 0 ; n r1 < Nr ; nr1 ++)
{

long double t r 1 = g l 3 [ 0 ] [ n r1 ] ;
long double Ar1 = g l 3 [ 1 ] [ n r1 ] ;
long double r1 = c1 r1 * t r 1 + c2 r1 ;

long double g5 = D*pow ( ( exp ( − a * ( r1 −R0 ) ) − 1 ) , 2 ) ;

long double I4 = 0 , J4 = 0 ;
f o r ( i n t n t h e 2 =0; n t h e 2 < Nt ; n t h e 2 ++)

{
long double t t h e 2 = g l 2 [ 0 ] [ n t h e 2 ] ;
long double Athe2 = g l 2 [ 1 ] [ n t h e 2 ] ;
long double t h e 2 = c 1 t 2 * t t h e 2 + c 2 t 2 ;
long double I3 = 0 , J3 = 0 ;

f o r ( i n t n t h e 1 = 0 ; n t h e 1 < Nt ; n t h e 1 ++)
{

long double t t h e 1 = g l 2 [ 0 ] [ n t h e 1 ] ;
long double Athe1 = g l 2 [ 1 ] [ n t h e 1 ] ;
long double t h e 1 = c 1 t 1 * t t h e 1 + c 2 t 1 ;
long double c o s s = cos ( the1 − t h e 2 ) ;
long double g4 = pow ( r1 , 2 ) + pow ( r2 , 2 ) − 2* r1 * r2 * c o s s ;

long double I2 = 0 , J2 = 0 ;
f o r ( i n t nz2 = 0 ; nz2 < Nz ; nz2 ++)

{
long double t z 2 = g l 1 [ 0 ] [ nz2 ] ;
long double Az2 = g l 1 [ 1 ] [ nz2 ] ;
long double z2 = c1z2 * t z 2 + c2z2 ;

long double I1 =0 , J1 =0;
f o r ( i n t nz1 = 0 ; nz1 < Nz ; nz1 ++)

{
long double t z 1 = g l 1 [ 0 ] [ nz1 ] ;
long double Az1 = g l 1 [ 1 ] [ nz1 ] ;
long double z1 = c1z1 * t z 1 + c2z1 ;
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long double g3 = s q r t ( pow ( z1 −z2 , 2 ) + g4 ) ;
long double f1 = r1 * r2 * exp ( − b e t t a * ( k*pow ( g3−L0 , 2 ) + ( g5 + g6 ) / 2 ) ) * exp ( −pow ( r2 −r2 , 2 0 ) )

;

I1 = I1 + Az1* f1 ;
J1 = J1 + r1 *Az1* f1 ;

I2 = I2 + Az2* I1 ;
J2 = J2 + Az2* J1 ;
}

I3 = I3 + Athe1 * I2 ;
J3 = J3 + Athe1 * J2 ;
}

I4 = I4 + Athe2 * I3 ;
J4 = J4 + Athe2 * J3 ;
}

I5 = I5 + Ar1* I4 ;
J5 = J5 + Ar1* J4 ;
}

I6 = I6 + Ar2* I5 ;
J6 = J6 + Ar2* J5 ;
}

long double rm = J6 / I6 ;

s t d : : c o u t << rm << ” ” << T << s t d : : e n d l ;

s a i d a << T << ” ” << rm << s t d : : e n d l ;

}

}
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Sharp DNA denaturation in a helicoidal mesoscopic model
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H I G H L I G H T S

• A new 1D DNA Hamiltonian with twist angle dependence was obtained from a 3D model.

• We show the validity of the new Hamiltonian in the regime of small angles.

• Resulting melting transition are found to be very sharp, even first-order like in the limit of long sequences, without the need of additional non-linear potentials.• Model parameters are compatible with other microscopic models and hydrogen bond parameters are of the same order of magnitude than those from ab-initio
calculations.

A R T I C L E I N F O

Keywords:
DNA stability
Mesoscopic models
Peyrard Bishop model

Abstract: The Peyrard-Bishop DNA model describes the molecular interactions with simple potentials which
allow efficient calculations of melting temperatures. However, it is based on a Hamiltonian that does not con-
sider the helical twist or any other relevant molecular dimensions. Here, we start from a more realistic 3D model
and work out several approximations to arrive at a new non-linear 1D Hamiltonian with a twist angle depen-
dence. Our approximations were numerically compared to full 3D calculations, and established its validity in the
regime of small angles. For long DNA sequences we obtain sharp, first-order-like melting, transitions.

1. Introduction

Statistical physics models of DNA using interaction potentials, in-
stead of statistical weights, made a debut with Peyrard and Bishop [1].
This model introduces several simplifications that leaves only a single
degree of freedom to integrate, transversal to the helical axis, and for
this reason it is commonly referred to as a 1D model [2–4]. This model
allows the calculation of the average base pair displacement, re-
presentative of the melting transition, and it was shown that there is an
increasing strand opening as temperatures increase. However, this
strand opening occurs only gradually with increasing temperature,
which has motivated the search for additional potentials that could
result in much sharper transitions [2,5,6]. The simplicity of the PB
model provides a computational efficiency that outcompetes atomistic
simulations for certain applications, such as describing melting in DNA
[7]. Evidently, the increased efficiency comes at the expense of lack
details describing the intramolecular interactions.

In recent years, our group used the mesoscopic Peyrard-Bishop (PB)
model for calculating melting temperatures in numerous nucleic acids
systems, for instance for deoxyinosine [8], GU mismatches in RNA [9]
and DNA-RNA hybrids [10]. Many of our findings correlate well with

existing structural data from NMR and X-ray measurements providing a
good level of validation for this theoretical approach. However, as
discussed in some of our previous publications [11], the missing heli-
city and the unusual definition of intramolecular distances of the ori-
ginal PB model [1] makes it difficult to compare the results with mi-
croscopic models, especially to those of molecular dynamics (MD) and
coarse-grained models [12]. This is of special interest for collisional MD
that integrates the PB model to study melting transitions [13]. The use
of an analytical 1D helicoidal Hamiltonian, preferably set in a similar
framework as MD models [14], and benefiting from the efficient
transfer integral (TI) technique for calculating the strand separation
would be desirable as it may overcome some of the interpretative
shortcomings of the PB model.

There have been several proposals for helicoidal Hamiltonians
within the framework of TI partition function calculation of the PB
model [15–17]. These models add the helical twist angle, but also add
constraints that make it difficult to integrate analytically the partition
function. The common approach is to fix beforehand the distance

+z zn n1 between consecutive base pairs, see Fig. 1, known as the
helical rise distance h [18]. By fixing h, the radial distance r and the
twist angle both need to be integrated numerically [15,19,20]. Unlike
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the PB model, the integration of the helicoidal Hamiltonian, restricted
in this way, does not result in an analytical 1D Hamiltonian. Other
helicoidal models based on the PB Hamiltonian that do not calculate
melting transitions or do not use the transfer integral method, such as
Refs. 21–26, are not covered here.

Our aim is to adapt a 3D Hamiltonian, with distances and angles as
shown in Fig. 1, and obtain an analytical expression for a 1D Ha-
miltonian with included twist angle dependence. A constant twist angle
defines the origin of the angles at each base pair. The setup of Fig. 1

follows closely that of B-DNA, which from crystallographic measure-
ments it is known to have a tilt angle of −0.1° and roll of 0.6° per base
pair step [18]. In other words, for short DNA sequences there is no
appreciable bending and the configuration shown in Fig. 1 is justified.

We integrate the 3D partition function by carefully introducing
approximations and restrictions and arrive at a new 1D Hamiltonian
with radial distance and twist angle dependence. For small twist angles,
the resulting melting transitions are sharp first-order-like with strong
discontinuity of the strand opening for very long DNA sequences. On
the other hand, as soon as the twist angles are increased these transi-
tions rapidly loose their strength. To evaluate the impact of the ap-
proximations, we numerically integrated the configurational part of the
partition function of the 3D Hamiltonian. We repeat these numerical
integrations also applying similar restrictions that were used for the 1D
Hamiltonian. These numerical tests show that the results from the he-
licoidal 1D Hamiltonian are qualitatively similar to the full 3D model
within the regime of small angles.

2. Model

The configurational part of the classical partition of a oligonucleo-
tide duplex composed of N base-pairs is written in terms of the polar
cylindrical coordinates z r, and

=
=

Z dz d r dr U z r z rexp[ ( , , , , , )]r z
N

n

N

n n n n n n n n n n n n
1

, 1 1 1 1

(1)

where = k T k1/( ),B B is the Boltzmann constant and T the absolute
temperature. is a density factor, which is taken here as a reciprocal
unit of volume, such that Zr z becomes adimensional. U is the config-
urational part of model Hamiltonian and is a function of the (z r, , )
positions of two consecutive base pairs. The customary periodic
boundary condition, where the last base-pair interacts with the first, is
represented by the potentialU N1, . The average radius rk , representing
the intra-strand opening, can be calculated as follows

=
=

r
Z

r dz d r dr U z r z rexp[ ( , , , , , )]k
N

r z n

N

k n n n n n n n n n n n n
1

, 1 1 1 1

(2)

For the case where all model parameters are the same at each site k, we
have = = …=r r rN1 .

The origins of the angles of consecutive base pairs are offset by a
fixed twist angle between base pair steps, see Fig. 1, which allows the
use of an single integration limit for all angle variables, that is,

Fig. 1. Schematic diagram of the 3D model. Base pairs n 1 and n are shown at their equilibrium positions, and the base pair +n 1 is rotated by +n 1 and stretched
from its equilibrium position to +rn 1. The twist angles (orange lines) define the offset between consecutive base pairs angle origins = 0 (brown lines). Green lines
show the stacking interaction between neighbouring bases, in particular the distances +Jn n1, are shown as a dark green lines and J0 are the equilibrium stacking
distance shown as light green lines. The grey circles show the radius of the equilibrium distance and the blue circle shows the stretched distance +rn 1. Hydrogen bond
distances are shown as thick dashed grey lines. (For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this
article.)
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[ , ]n . For rn the integrations are taken within the limits
r b[0, ]n . For z we integrate within a region ± around the rise dis-
tance h0 such that the limit is taken as

+z n h n h[( 1) , ( 1) ]n 0 0 (3)

the partition function is then written with explicit integration limits as

=

×

+

=
Z dz d r dr

U z r z rexp [ ( , , , , , )]

r z
N b

n h
n h

n

N
n n n n

n n n n n n n n

0 ( 1)
( 1)

1

, 1 1 1 1

0
0

(4)

where each integration symbol implies N-uple integrals. The interaction
potential U is divided into stacking interactions Wn n, 1 and base-pair
interactions Vn,

= +
U z r z r

V r W z r z r
( , , , , , )
( ) ( , , , , , )

n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

, 1 1 1 1

, 1 1 1 1 (5)

In terms of the polar cylindrical coordinates and considering the 3D
scheme shown in Fig. 1, the base-pair interaction potential is solely a
function of rn, that isV r( )n n and it brings no difficulty for the integration
of Eq. (4). Here we will use the Morse potential

=V r D e( ) [ 1]n n
a r R( ) 20 (6)

where D is the depth of the potential, a the width and R0 an equilibrium
distance. The stacking interaction W however depends on all co-
ordinates and links to consecutive base-pairs n and n 1, which is the
main point of difficulty for a full algebraic integration of the partition
function, Eq. (4). Therefore, our efforts will centre on the handling of
the 3D stacking potential and, unlike the base-pair potential, the spe-
cific form of this potential is a crucial aspect of the theoretical method.
Here, we use the harmonic potential as stacking interaction potential,
this is the form used in the original PB model [1] which has provided
good results for parametrization in heterogeneous DNA [11]. The po-
tential between neighbouring bases n and n 1 is given by

=W k J J
2

( ) ,n n n n, 1 , 1 0
2

(7)

where Jn n, 1, shown as a green line in Fig. 1, is the distance between two
bases belonging to the same strand. J0 is the equilibrium distance and k
the elastic constant. In polar cylindrical coordinates z r, and , shown
in Fig. 1, the distance Jn n, 1 is written as

= +J z fn n n n n n, 1 , 1
2

, 1
2

(8)

where fn n, 1 is the xy-projection

= + +f r r r r2 cos( )n n n n n n n n, 1
2

1
2

1 1 (9)

The equilibrium distance between the two consecutive base-pairs along
the z-axis is h0, corresponding to the rise distance and is the structural
twist angle [18]. For simplicity, we will assume that both bases at the
nth site are at the same distance in regard to the z axis, that is, they
move symmetrically with respect to the helical z axis. While this may
seem overly restrictive, we have shown that for the classical partition
function in the PB model this means that the elastic constant is simply
the average of the elastic parameters of each strand [27]. Therefore, the
elastic constant k is the equivalent constant of the two springs to each
side of the duplex strand.

We now expand Eq. (8) to first order of zn n, 1
2

+J z
f
z

1 1
2

.n n n n
n n

n n
, 1 , 1

, 1
2

, 1
2

(10)

To higher orders of zn n, 1
2 the remaining equations become quite

complicated. Therefore, for the sake of the discussion, we will present
here only the simpler development following the first order expansion
without loss of generality, and show the more complicated expansion to
second order in supplementary equations (S1–S3). We now use the

additional restriction

z Jn n, 1 0 (11)

which is similar as used by other authors [15,19,20]. However, the
crucial difference here is that we apply it after the expansion of Eq.
(10), as it enables us to carry out the remaining integrations and arrive
at an analytical form for the 1D Hamiltonian, which is the aim of this
work. After integration in z, and the partition function simplifies to

=
=

Z dr d r e k
f

J
(2 ) exp

8r z
N b

n

N

n n n
V r n n

0
1

( ) , 1
4

0
2

n

(12)

For the angle integration we will use n n 1 , and the approx-
imation

+cos( ) 1
2n n 1

2

(13)

Note that a small difference n n 1 does not imply in a flattened
helix, since the angles are always offset by the helical twist , see Fig. 1.
Integrating over , we arrive at the final approximated form of the
partition function, after rearranging terms to symmetrize the integrand
function

= +

× +

=

{ }
{ }Z dr r r V r V r

r r r r

(4 ) exp [ ( ) ( )]

exp [( ) ]

r z
app N N b

n

N

n n n n n

k
J n n n n

.
0

1
1 2 1

8 1
2 2

1
2

0
2 (14)

Note that the fluctuations along and around the z-axis are given by
and , respectively, which are now outside the remaining integration,
therefore those factors will simply cancel out when calculating ex-
pectation values, Eq. (2).

The remaining variable to integrate is in rn which can be handled by
the transfer integral technique where the kernel is

= ++K x y xy e k
J

x y xy( , ) ( ) exp
8

[( ) ]V x V y1/2 2 [ ( ) ( )]

0
2

2 2 2

(15)

In effect, this is now equivalent to a one-dimensional radial
Hamiltonian with a twist angle dependence

= + +U r r V r k
J

r r r r( , ) ( )
8

[( ) ]n n n n n n n1
0
2 1

2 2
1

2
(16)

The approximated partition function Eq. (14) can be evaluated via the
transfer integral (TI) technique [1,28]. In this technique the kernel is
discretized overM points in the interval b[0, ] and the partition function
becomes

=
=

Z (4 )TI
N

i

M

i
N2

1 (17)

The average radius r TI is calculated as

= =

=

r
r dr| |

TI
i
M

i
N b

i

i
M

i
N

1 0
2

1 (18)

where i are the eigenfunctions. For details of this procedure see Refs.
1,28,6. For the limit N this further simplifies to

=r r drlim | |
N

TI
b

0 1
2

(19)

where 1 is the eigenfunction with the highest eigenvalue 1 [1]. We
will refer to the approximation calculated by the TI technique as T1 and
T2, for the first and second order expansion of Eq. (8), kernels Eqs. (15)
and (S4), respectively.

2.1. Numerical tests

Here, we will compare numerically the approximated Eq. (17) to the
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fully integrated partition function Eq. (4). To our knowledge, the nu-
merical evaluation of the 3D Hamiltonian, Eq. (4), has not been per-
formed. One possible reason for this is that the numerical effort scales
with N 3. Even for the smallest possible number of base pairs, =N 2, it
has taken us of the order of days with parallel processing. Therefore, we
are limited to =N 2 for the evaluation of Eq. (4). On the other hand, the
TI solution Eq. (17) is valid for sequences of any length N.

We will keep the periodic boundary condition, which may seem odd
for a sequence of length of just =N 2, however there is no loss of
generality for the results presented here. The reason for this is that a
sequence of length =N 2 has two elastic constants, = =k k k1,2 2,1 ,
where the last one represents the periodic boundary condition. The
open boundary condition is simply setting =k k1,2 and =k 02,1 [28],
which for =N 2 turns out to be the exact equivalent of maintaining the
periodic boundary condition and setting = =k k k/21,2 2,1 .

We designated the partition function calculated from Eq. (4) as ZC,
where C stands for complete,

= =Z Z N b[ 2, , , ]C r z (20)

Furthermore, we calculate Eq. (20) by adding the restrictions of Eqs.
(11) and (13), which we called the restricted (R) calculation, which is a
subset of the ZC calculation,

= +Z Z z J ;cos( ) 1
2R C n n n n, 1 0 1

2

(21)

and it is expected that the TI calculations should be close to R. Details of
the numerical integrations are given in supplementary Section (S1).

Unless noted otherwise, for the numerical tests we used the fol-
lowing parameters: =D 0.2 eV, =a 42.5 nm−1, =k 4 eV/nm2, =J 0.70
nm, corresponding to a homogeneous oligonucleotide sequence, and
were largely chosen to highlight the main differences in the integration
methods. The value for J0 was adapted from Ref. 15. The equilibrium
distance was taken as =R 0.10 nm, as r represents half the distance
between the base pairs, this corresponds to a hydrogen equilibrium
bond distance of =R2 0.20 nm.

3. Results and discussion

The dependence of the average radius r as function of temperature
is shown in Fig. 2a for the numerical tests C, R, T1 and T2. In all cases,
the denaturation curves exhibit the characteristic sigmoidal shape of
the melting transition that has been the characteristic of the Peyrard-
Bishop model [1]. The approximated calculation to first order expan-
sion, T1, underestimates the average radius when compared to the C
and R calculations, especially as temperature increases. The restrictions
of Eqs. (11) and (13) do represent a substantial part of this reduction, as
shown by the differences between the C and R calculations. This is to be

expected as all three approximations, Eqs. (10, 11,13), essentially limit
the scope of the integration thus resulting in smaller r . However,
when we use the second order expansion T2, the result is very close to
the R calculation, therefore the differences between T1 and R are only
due to the order of the expansion of Eq. (8). The spectrum of n for T1 is
shown in Fig. 2b (see Fig. S1 for T2) and displays the characteristic anti-
crossing between successive eigenvalues [5], which is highlighted in
the zoomed-in inset. Unlike the spectra of the 1D models [29] where the
eigenvalues have a substantial gap at the anti-crossings, here in Fig. 2b
the gap between 1 and 2 is only 0.00042 or 0.24%. As the sequence
length N increases, the transition becomes increasingly abrupt, as
shown in Fig. 2c. In the limit of N , see Eq. (19), a discontinuity is
observed within resolution of =T 0.01 K. Barbi et al. [19] observed a
similar transition discontinuity at =T 350.74 K, using their model
parameters and a twist angle = 0.05 rad, we obtain 350.60 K, which is
in good agreement in view of the approximations that we are using.

For moderate sequence lengths, for instance =N 25, the helicoidal
model already shows much steeper transitions (Fig. 3a) than other PB-
type models, Fig. 3b. Some examples of different model parameters are
shown in Fig. 3a. Varying the Morse potential D changes the tempera-
ture where the transitions occurs but not the r at high temperatures.
The stacking parameter k on the other hand has an influence on both
the onset of the transition and the high temperature value of r .

Fig. 2. Panel (a): calculated average radius r as function of temperature for calculations of type C (black curve), R (blue short dashed), T1 (green long dashed) and
T2 (red short dashed). Panel (b): 10 highest eigenvalues n for T1 (T2 in Fig. S1), the inset shows a zoom-into highlight the anti-crossings. Panel (c): T1 average radius
r for sequence length =N 10 (red dashed), 40 (orange dotted) and tending to (thick blue), the vertical dotted blue line shows the discontinuity for N within
resolution of =T 0.01 K. Integration limits are = 10 2 nm, = 0.05 rad, = 0.01 rad and =b 20 nm. (For interpretation of the references to colour in this figure
legend, the reader is referred to the web version of this article.)

Fig. 3. Calculated average radius r for T1 (panel a, for T2 see Fig. S2) and
calculated 1D average displacement y (panel b) as function of temperature for
sequences of size =N 25. Panel (a): Morse parameters are =D 0.2 eV for all
curves, except dashed black curve for which =D 0.15 eV was used; Stacking
parameters are =k 4 eV/nm2 for the red solid curve and black dashed curve,
the remaining dotted curves are indicated in eV/nm2. Parameters for the T1
were = 10 2 nm, = 0.05 rad, = 0.01 rad and =b 20 nm. Panel (b): para-
meters for the 1D DPB model as in Ref. 33, and for PB and SB as in Ref. 29. Also
shown as dashed curves, with suffix ND (non-divergent), are the calculations
with added angle = 0.01 rad as in Eq. (23).
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To understand the differences between the helicoidal and PB-type
models it is instructive to look at the symmetrized kernel Eq. (15) used
for the T1 calculation, see supplementary Eq. (S4) for T2, and compare
it to the PB kernel [1]

= +K x y e k x y( , ) exp ( )
2PB

V x V y2 [ ( ) ( )]
2

(22)

One important difference is the x y( ) to the fourth order in stacking
term of Eq. (15), instead of second order for the PB kernel [1]. There-
fore, the harmonic 3D stacking seemingly maps into an anharmonic
stacking term in the helicoidal model. However, in our tests with the
helicoidal model, such a fourth power term is not the main cause of a
steep transition, although it has an important influence on which
temperature the transition starts and how large r becomes at higher
temperatures. What actually ensures the abrupt rise of r is the xy( )1/2

factor which comes from the integration in r, which does not exists in
the PB model. Supplementary Fig. S3 shows that by removing xy( )1/2 the
sigmoidal increase of r is no longer present. It also has an effect on
magnitude of the potential parameters. For instance, the D we used to
obtain a transition at higher temperatures is much closer to actual en-
ergies of the hydrogen bonds used in MD and quantum mechanical
calculations, around 0.15 eV per hydrogen bond [14,30], whereas for
the PB model these potentials are typically an order of magnitude
smaller [11]. The elastic constants k are similar in magnitude to those
already in use in the PB model and compare within order of magnitude
to those used in MD, 4 to 10 eV/nm2 [31,32]. The last factor in Eq. (15)
contains the twist angle which plays a crucial role in preventing the
divergence in the integration, we will discuss this in more detail next.

All PB-type models suffer from a numerical divergence, this is be-
comes especially apparent for the anharmonic Dauxois-Peyrard-Bishop
(DPB) model and was discussed in detail by Zhang et al. [28]. One
tentative approach to circumvent this divergence was to add a twist
angle to Eq. (22) [7],

+x y x xy y( ) ( 2 cos )2 2 2 (23)

which mimics a small out of plane angle. This procedure avoids the
divergence for any PB model [29] but also reduces the steepness of the
transition, see dashed curves Fig. 3b. In general, the solvent-barrier (SB)
model [29], another PB-type Hamiltonian, has a much steeper increase
of the displacement than the anharmonic DBP [33] or the original
harmonic PB model [1]. Some authors have used Eq. (23) as a twist
angle model with large angles and basically observe the suppression of

the transition steepness [34]. The helicoidal model also shows the di-
vergence problem if the twist angle is zero, = 0, as shown in Fig. 4.
The radius r diverges much more strongly than the partition function
Zr z due to the additional variable r in the integration of Eq. (2).
Therefore the onset of the divergence for r , Fig. 4b, occurs at a much
shorter b than for Zr z, Fig. 4a. The divergence appears equally for the C
and TI calculations, and consequently is not a particularity introduced
by the approximations or by the transfer integral technique. Setting the
twist angle to a non-zero value, no matter how small, removes the
divergence entirely and therefore brings some justification to the si-
milar approach used in the PB model, Eq. (23) [29]. When we increase
the upper limit b we observe that both the partition function and radius,
Fig. 4, converge to constant values for >b 12 nm, including at higher
temperatures, see supplementary Fig. S4. Therefore, by using this type
of analysis we ensure that the results do not depend on integration cut-
off values.

The average radius r follows in general that of the restricted nu-
merical integration R. Deviations of T1, T2 and R, from the unrestricted
calculation C, become larger if we move away from the conditions
where the approximations are valid, which is for small angles ( < 0.01
rad) and small longitudinal displacements ( < ×2 10 2 nm), see
Fig. 5a,b. The limit of the angle and the upper limit for the z
variable both appear as constant factors in Eq. (14) and therefore are
cancelled in the calculation of the average radius. As a consequence, the
average radius is constant for and , for the approximated calculation
as shown in Fig. 5a,b. The same happens for R, which validates the T1
and T2 within these restriction. For the twist angle we observe a
progressive reduction of the average radius r after = 0.02 rad. For
larger angles, r tends towards the equilibrium radius r0 in all cases,
which is consistent with the idea that the strands can not separate
without unwinding the helix.

The analytical form of the Hamiltonian Eq. (16) and its associated TI
kernel Eq. (15) allows for a straightforward use in established PB cal-
culations and implementations [35]. This means that the new model
can now be adapted to heterogeneous sequences and parameterised
from melting temperatures in a similar way as for the PB model in DNA
and RNA [11]. The improved compatibility of the model with MD
means that we are able to use similar model parameters and compare
the displacements r to hydrogen bond lengths resulting from atomistic
simulations [31,14].

Fig. 4. Calculated (a) configurational part of the partition function Zr z and (b) average radius r as function of the upper limit b of the integration variable r, at
200 K, for C (black), T1 (green) and T2 (red). Full curves are for a twist angle of = 0.05 rad and dashed curves for = 0. Integration limits are = 10 2 nm, = 0.01
rad. (For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)
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4. Conclusions

We have developed and tested several approximations that allow
the 3D Hamiltonian to be analytically integrated and resulted in a new
1D Hamiltonian with twist angle dependence. A first-order-like transi-
tion is observed, much steeper than for any PB model. This transition
arises naturally in the helicoidal model, without the need of additional
anharmonic potentials.

The results of the new helicoidal model, when compared to the
restricted and unrestricted 3D calculations, points to a quantitative
agreement in regime of small integration angles. Therefore, this ap-
proximated model, in particular represented by the Hamiltonian of Eq.
(16), is expected to be useful for situations where the DNA helix is
completely unwound. This is typically the case close to the temperature
of DNA denaturation. We believe that its primary use will be for re-
placing PB-like Hamiltonians in melting temperature calculations [7],
as it can be used within the framework of the TI method that already
exists for the PB models [35]. The helicoidal model considers a similar
structural definition as used in molecular dynamics [14], which enables
the use of compatible parameters, such as hydrogen bond equilibrium
distances. In addition, we showed that the Morse potential parameters
are now much closer to those that are obtained from quantum me-
chanical calculations [30].
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S1 Numerical integrations

For all numerical calculations we used the Gauss-Legendre quadrature. The
integration steps were 1500 for a fixed b, which is the most critical integration
due to the occurrence of numerical instabilities and divergences. For the
varying integration limit b we used the rule of 200 + 60(b/nm) integration
points. For ζ and Θ, 10 integration points were found to be sufficient for
achieving numerical convergence.
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Eq. (8) expanded to second order of ∆z2
n,n−1

Jn,n−1 ≈ ∆zn,n−1
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(S1)

The equivalent of Eq. (12) is

Zrθz = ΓN(2ζ)N
∫ b
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∫ Θ
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The equivalent of Eq. (14) is

Zapp.
rθz = ΓN(4ζΘ)N
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And the kernel to second order, equivalent o Eq. (15), is

K(x, y) =
√
xy exp

{
−β

2
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× exp

{
− βk

8J2
0

[
(x− y)2 + ω2xy

]2}

× exp

{
βk

16J4
0

[
(x− y)2 + ω2xy

]3}

× exp

{
− 5βk

128J6
0

[
(x− y)2 + ω2xy

]4}
(S4)
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Figure S1: Equivalent to Fig. 2b for T2.
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Figure S2: Equivalent to Fig. 3 for T2.
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Figure S3: Numerical test artificially removing the factor (xy)1/2 from the
kernel eq. (15). Note that this is not dimensionally consistent, as removing
(xy)1/2 renders 〈r〉 adimensional, and is only shown for the purpose of testing
the influence of this factor. Model parameters are the same as for Fig. 2a.
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Figure S4: Equivalent to Fig. 4 at 300 K.
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