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DAFNE CAMPOS LIMA BESSADES
ORIENTADORA: ANA CRISTINA VIEIRA

COORIENTADOR: RAFAEL BEZERRA DOS SANTOS

BELO HORIZONTE - MG
2021



iii



iv



v

Aos meus pais Marco e Rosângela, para vocês com muito carinho.
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Aos meus avôs Manuel e Brandão (in memoriam), a quem o tempo só faz aumentar a
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Ao professor Mauŕıcio Collares, pela partilha do conhecimento e pela colaboração em
parte desse trabalho.

Aos professores da banca: Antonio Giambruno, Mauŕıcio Collares, Plamen Koshlukov
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“...In this world there is room for everyone. And the good earth is rich and can provide
for everyone. The way of life can be free and beautiful, but we have lost the way. Greed has
poisoned men’s souls, has barricaded the world with hate, has goose-stepped us into misery
and bloodshed. We have developed speed, but we have shut ourselves in. Machinery that
gives abundance has left us in want. Our knowledge has made us cynical. Our cleverness,
hard and unkind. We think too much and feel too little. More than machinery we need
humanity. More than cleverness we need kindness and gentleness. Without these qualities,
life will be violent and all will be lost...

...Let us fight for a new world - a decent world that will give men a chance to work -
that will give youth a future and old age a security...
...Let us fight to free the world - to do away with national barriers - to do away with greed,
with hate and intolerance. Let us fight for a world of reason, a world where science and
progress will lead to all men’s happiness...”

(Final speech from The Great Dictator, Charlie Chaplin)



Resumo

Seja F um corpo de caracteŕıstica zero. Uma superálgebra associativa A = A0 ⊕ A1

munida de uma involução ∗ é dita uma ∗-superálgebra se A∗0 = A0 e A∗1 = A1. Nesse caso,
também dizemos que a involução ∗ é uma involução graduada em A. Em [19] os autores
provaram que para F um corpo algebricamente fechado, as únicas involuções graduadas
que podem ser definidas, a menos de isomorfismo, nas superálgebras de matrizes Mk,l(F )
são a involução transposta (t) e a involução simplética (s), onde a involução simplética
ocorre somente quando k = l e l 6= 0 ou quando l = 0 e k é par.

Nesta tese estamos interessados no estudo da minimalidade do grau de identidades
standard das superálgebras de matrizes Mk,l(F ) munidas de involuções graduadas. Mais
especificamente, fornecemos o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard cujas variáveis
são pares, simétricas ou antissimétricas, de (Mk,l(F ), t) e estabelecemos cotas superiores e
inferiores para o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard cujas variáveis são ı́mpares,
simétricas ou antissimétricas, de (Mk,l(F ), t). Além disso, determinamos o grau mı́nimo
de (Z2, ∗)-identidades standard cujas variáveis são pares, simétricas ou antissimétricas, de
(Mk,k(F ), s) e fornecemos o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard cujas variáveis
são ı́mpares e antissimétricas de (Mk,k(F ), s).

Palavras chaves: ∗-superálgebras de matrizes, involução graduada transposta, involução
graduada simplética, identidades standard, grau mı́nimo, grafos canceladores.
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Abstract

Let F be a field of characteristic zero. An associative superalgebra A = A0⊕A1 endowed
with an involution ∗ is a ∗-superalgebra if A∗0 = A0 and A∗1 = A1. In this case, we also say
that ∗ is a graded involution on A. In [19] the authors proved that for an algebraically
closed field F , the only graded involutions that can be defined, up to isomorphism, on
the matrix superalgebras Mk,l(F ) are the transpose involution (t) and the symplectic
involution (s), where the symplectic involution occurs only when k = l and l 6= 0 or when
l = 0 and k is even.

In this thesis we are interested in the study of the minimality of the degree of stan-
dard identities of matrix superalgebras Mk,l(F ) endowed with graded involutions. More
specifically, we provide the smallest degree of a standard (Z2, ∗)-identity in symmetric
and also in skew variables of even degree of the ∗-superalgebra (Mk,l(F ), t) and establish
upper and lower bounds for the minimal degree of a standard (Z2, ∗)-identity in symme-
tric and also in skew variables of odd degree of (Mk,l(F ), t). In addition, we determine
the smallest degree of a standard (Z2, ∗)-identity in symmetric and also in skew variables
of even degree of the ∗-superalgebra (Mk,k(F ), s) and we provide the smallest degree of a
standard (Z2, ∗)-identity in skew variables of odd degree of (Mk,k(F ), s).

Keywords: ∗-superalgebras of matrices, transpose graded involution, symplectic graded
involution, standard identities, minimal degree, cancelling graphs.
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Introdução

Seja A uma álgebra associativa sobre um corpo F de caracteŕıstica zero. Denotaremos

por F 〈X〉 a álgebra livre associativa livremente gerada por um conjunto X de variáveis.

Na teoria das álgebras associativas é comum e imediato nos perguntarmos se uma álgebra

A é comutativa, se tem dimensão finita, se é nilpotente, entre outras diversas questões que

podem ser abordadas com relação à sua estrutura. Uma das razões para essas observações

serem realizadas é a tentativa de identificarmos essas álgebras em classes, para posteri-

ormente estudarmos intrinsecamente cada uma delas. Nesse sentido, devido as suas boas

caracteŕısticas algébricas, existe um grande interesse na classe das álgebras de dimensão

finita. Essa classe foi profundamente estudada e esses estudos culminaram em importan-

tes teorias, como por exemplo, a teoria de representações de álgebras de dimensão finita.

Além disso, a classe das álgebras de dimensão finita também desempenham um papel

fundamental na teoria das álgebras com identidades polinomiais.

Uma identidade polinomial de uma álgebra A é um polinômio f(x1, . . . , xn) na álgebra

livre F 〈X〉 que se anula sob quaisquer substituições de elementos da álgebra A. Uma

álgebra A é denominada uma PI-álgebra se ela satisfaz, pelo menos, uma identidade

polinomial não nula.

O polinômio standard de grau n é definido como sendo o polinômio

Stn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) xσ(1) . . . xσ(n),

onde Sn denota o grupo simétrico de grau n e sgn(σ) o sinal da permutação σ. Nitida-

mente, as álgebras de dimensão finita satisfazem o polinômio standard com grau maior

que a dimensão da álgebra considerada. Desse modo, a classe das PI-álgebras contém a

classe das álgebras de dimensão finita.

Entre as álgebras de dimensão finita, é conhecido que a álgebra de matrizes Mn(F )

desempenha um papel importante e o seu estudo no ponto de vista da PI-teoria é ainda

mais relevante, vide as abordagens fornecidas para o estudo de suas identidades po-

linomiais que costumam ser bastante produtivas para a área. Contudo, a descrição

completa dessas identidades não é uma tarefa simples e até o momento apenas o caso
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n = 2 foi completamente compreendido, isto é, existe uma descrição completa das iden-

tidades polinomiais satisfeitas por M2(F ) (ver [13], [37]), mas não temos uma descrição

completa para as identidades polinomiais satisfeitas por Mn(F ), para n ≥ 3.

Desse modo, um estudo mais cuidadoso e detalhado das já conhecidas identidades

polinomiais de Mn(F ) torna-se necessário. Entre essas relevantes identidades polinomiais

temos o polinômio standard que, como vimos acima, com grau n2 + 1 é uma identidade

polinomial de Mn(F ). Mais que isso, em 1950 Amitsur e Levitzki demonstraram o seguinte

teorema.

Teorema 0.1. (Amitsur e Levitzki, [2]) O polinômio standard de grau 2n

St2n(x1, . . . , x2n) =
∑
σ∈S2n

sgn(σ) xσ(1) . . . xσ(2n)

é uma identidade polinomial da álgebra de matrizes Mn(F ). Além disso, não existe uma

identidade polinomial de Mn(F ) com grau menor que 2n.

Em particular, quando apenas polinômios standard são considerados o Teorema de

Amitsur e Levitzki estabelece que 2n é o grau mı́nimo de identidades standard de Mn(F ).

Entre as diversas questões que surgem inspiradas no Teorema de Amitsur e Levitzki,

a minimalidade do grau de identidades standard para a álgebra de matrizes em outros

contextos despertou um grande interesse de pesquisadores de várias áreas da álgebra. No

caso das álgebras de matrizes munidas de uma involução, o problema da minimalidade do

grau de identidades standard foi abordado pela primeira vez, em 1958, por Kostant.

É notório que, quando F é um corpo algebricamente fechado, a involução transposta (t)

e a involução simplética (s) são, a menos de equivalência, as únicas involuções em Mn(F )

(veja, [42, Teorema 3.1.61]), sendo que a involução simplética está definida somente para

matrizes de ordem par.

O teorema de Kostant que enunciamos a seguir nos diz que quando apenas substi-

tuições de matrizes antissimétricas (com relação a involução transposta) de Mn(F ) são

consideradas, essas substituições sempre se anulam quando o grau do polinômio standard

for maior ou igual a 2n− 2, no caso em que n é par.

Teorema 0.2. (Kostant, [30]) O ∗-polinômio St2n−2(z1, . . . , z2n−2) é uma ∗-identidade

standard em variáveis antissimétricas de (Mn(F ), t), para todo n ≥ 2 par.

Posteriormente, usando teoria de grafos, Rowen [41] estendeu o teorema de Kostant

para todo n e estabeleceu a minimalidade do grau através do seguinte teorema.

Teorema 0.3. (Rowen, [41]) O ∗-polinômio St2n−2(z1, . . . , z2n−2) é uma ∗-identidade

standard em variáveis antissimétricas de grau mı́nimo de (Mn(F ), t), para todo n ≥ 2.
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No mesmo ano em que Rowen apresentou a sua demonstração para as questões rela-

cionadas ao teorema de Kostant, outros dois matemáticos, a saber Owens e Hutchinson,

apresentaram demonstrações diferentes para essas questões (ver [27] e [35]). Apesar de

coincidentemente Hutchinson, Owens e Rowen terem usado ferramentas provenientes da

teoria de grafos em suas demonstrações, as abordagens fornecidas por cada um deles para

as questões diferem-se consideravelmente.

Em 1976, Slin’ko abordou o caso em que as variáveis da identidade standard de

(Mn(F ), t) são simétricas e estabeleceu que o ∗-polinômio St2n(y1, . . . , y2n) é uma

∗-identidade em variáveis simétricas de grau mı́nimo de (Mn(F ), t), para todo n ≥ 1.

Alguns anos mais tarde, Rowen abordou a questão para a involução simplética no

caso em que as variáveis do polinômio standard são simétricas e obteve que o ∗-polinômio

St4m−2(y1, . . . , y4m−2) é uma ∗-identidade standard em variáveis simétricas de (M2m(F ), s),

para todo m ≥ 1.

Nesse mesmo artigo, Rowen demonstrou que o grau mı́nimo de uma ∗-identidade stan-

dard em variáveis simétricas de (M2(F ), s) e (M4(F ), s) é igual a 2 e 6, respectivamente.

Em vista disso, a seguinte conjectura foi posta.

Conjectura 0.4. (Rowen, [43]) O grau mı́nimo de uma ∗-identidade standard em variáveis

simétricas para (M2m(F ), s) é igual a 4m− 2, para todo m ≥ 1.

Em 1992, em sua tese de doutorado, Adamsson [1] confirmou a conjectura de Rowen

nos casos em que m = 3 e m = 4, mostrando que o grau mı́nimo de uma ∗-identidade

standard em variáveis simétricas de (M6(F ), s) e (M8(F ), s) são, respectivamente, 10 e

14.

Recentemente, em 2019, Bessades, Leal, dos Santos e Vieira [5] confirmaram essa

conjectura para os casos em que k = 2n, para todo n ≥ 1, mostrando que o grau mı́nimo

de uma ∗-identidade standard em variáveis simétricas de (M2n(F ), s) é igual a 2n+1 − 2,

para todo n ≥ 1.

Finalmente, em 2016, Giambruno, Ioppolo e Martino [18] consideraram o caso de

variáveis antissimétricas em (M2m(F ), s) e conclúıram a questão para este caso através

do seguinte teorema.

Teorema 0.5. (Giambruno et al, [18]) O ∗-polinômio St4m(z1, z2, . . . , z4m) é uma

∗-identidade standard em variáveis antissimétricas de grau mı́nimo de (M2m(F ), s), para

todo m ≥ 1.

Nesse artigo, considerando variações necessárias, Giambruno, Ioppolo e Martino abor-

daram o estudo da minimalidade do grau de identidades standard no contexto de álgebras
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de matrizes munidas de superinvolução. Instigados por esse estudo e por essas variações

propostas em [18], nesta tese nos propomos a considerar o estudo da minimalidade do

grau de identidades standard no contexto de ∗-superálgebras de matrizes. Desse modo,

focamos em resolver as seguintes questões:

Questão 1: Determinar o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard cujas variáveis

são pares, simétricas ou antissimétricas, de (Mk,l(F ), t).

Questão 2: Determinar o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard cujas variáveis

são ı́mpares, simétricas ou antissimétricas, de (Mk,l(F ), t).

Questão 3: Determinar o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard cujas variáveis

são pares, simétricas ou antissimétricas, de (Mk,k(F ), s).

Questão 4: Determinar o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard cujas variáveis

são ı́mpares, simétricas ou antissimétricas, de (Mk,k(F ), s).

Para abordar algumas dessas questões usamos a interpretação gráfica, dada por Hut-

chinson [27] e Owens [35], para substituições de matrizes simétricas com relação a in-

volução transposta no polinômio standard. Desse modo, algumas soluções propostas

nesta tese foram obtidas usando métodos combinatoriais que, assim como ocorrem com

os problemas discutidos por Hutchinson em [27], podem ser vistas como soluções para

problemas envolvendo grafos.

Esta tese é constitúıda por três caṕıtulos e um apêndice que estão organizados da

seguinte maneira.

No Caṕıtulo 1 definimos o polinômio standard e apresentamos algumas importantes

propriedades deste polinômio. Apresentamos o Teorema de Amitsur e Levitzki no con-

texto ordinário e apresentamos os teoremas do tipo Amitsur e Levitzki que abordam o

problema de determinar o grau mı́nimo de identidades standard para álgebras de matrizes

no contexto de involução. Por fim, apresentamos o ambiente das ∗-superálgebras e intro-

duzimos o problema de determinar o grau mı́nimo de identidades standard para álgebras

de matrizes no contexto de involuções graduadas.

No Caṕıtulo 2 abordamos o problema de determinar o grau mı́nimo de

(Z2, ∗)-identidades standard para as ∗-superálgebras de matrizes munidas da involução

transposta. Fornecemos precisamente o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard

cujas variáveis são pares, simétricas ou antissimétricas, de (Mk,l(F ), t). No caso das

(Z2, ∗)-identidades standard cujas variáveis são ı́mpares, simétricas ou antissimétricas, de

(Mk,l(F ), t) fornecemos cotas superiores e inferiores para o grau mı́nimo dessas

(Z2, ∗)-identidades e posteriormente conjecturamos que as cotas inferiores fornecem de
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fato o grau mı́nimo.

No Caṕıtulo 3 é abordado o problema de determinar o grau mı́nimo de

(Z2, ∗)-identidades standard para as ∗-superálgebras de matrizes munidas da involução

simplética. Inicialmente, determinamos o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard

cujas variáveis são pares, simétricas ou antissimétricas, de (Mk,k(F ), s). Em seguida,

fornecemos o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard cujas variáveis são ı́mpares

e antissimétricas de (Mk,k(F ), s). Por fim, estabelecemos uma conjectura para o grau

mı́nimo no caso em que as variáveis consideradas nas (Z2, ∗)-identidades standard de

(Mk,k(F ), s) são ı́mpares e simétricas.

No Apêndice A estão apresentados todos os objetos e resultados da teoria de grafos

que são necessários para as abordagens fornecidas em problemas tratados nos Caṕıtulos

2 e 3. Desse modo, recomendamos que a leitura do Apêndice A seja realizada após o

Caṕıtulo 1. No Apêndice B apresentamos a demonstração do Teorema 2.15 que não foi

inclúıda ao longo do Caṕıtulo 2 a fim de manter a clareza da exposição.

Os resultados para variáveis pares (simétricas ou antissimétricas), tanto para o caso

de involução transposta quanto para involução simplética, foram resolvidos em [6]. Os

resultados para variáveis ı́mpares simétricas para o caso da involução simplética, estão

apresentados em [7] e os resultados para variáveis ı́mpares (simétricas ou antissimétricas)

no caso da involução transposta, serão apresentados em [8].

Por fim, é importante ressaltar que, assim como foi considerado nessa introdução,

ao longo de todo o texto os corpos considerados têm caracteŕıstica zero e as álgebras

consideradas são associativas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo estabeleceremos alguns conceitos e resultados provenientes da teoria de

PI-álgebras que serão necessários para exibir de modo claro o importante Teorema de

Amitsur e Levitzki [2]. Dentre as diversas questões que surgem a partir do Teorema de

Amitsur e Levitzki, a questão motivadora desta tese está relacionada ao grau mı́nimo de

identidades standard. Nesse sentido, inicialmente apresentaremos as versões análogas para

esta questão no contexto das álgebras de matrizes com involução. Finalmente, introdu-

ziremos as álgebras de matrizes com involução graduada e estabeleceremos os problemas

que serão tratados nesta tese.

1.1 PI-álgebras e álgebras com involução

Ao longo de toda a tese consideraremos F um corpo de caracteŕıstica zero e A uma álgebra

associativa sobre F . Denotaremos por F 〈X〉 a álgebra livre unitária associativa gerada

por um conjunto enumerável X = {x1, x2, . . . } de variáveis sobre F .

Um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é dito uma identidade polinomial de A, e de-

notado por f ≡ 0 em A, se f(a1, . . . , an) = 0 para quaisquer elementos a1, . . . , an ∈ A.

Nitidamente o polinômio nulo é sempre uma identidade polinomial de uma álgebra. Desse

modo, diremos que A é uma PI-álgebra se existir alguma identidade polinomial não nula

de A.

O conjunto de todas as identidades polinomiais de A é um T -ideal de F 〈X〉, isto é,

Id(A) = {f ∈ F 〈X〉| f ≡ 0 em A} é um ideal bilateral de F 〈X〉 invariante sob todos os en-

domorfismos de F 〈X〉. Um conjunto de geradores de Id(A) como um T -ideal é chamado de

uma base de identidades polinomiais de A. É bem conhecido que, em caracteŕıstica zero, o

T -ideal de uma álgebra é completamente determinado pelos seus polinômios multilineares

(veja, por exemplo, [22, Corolário 1.3.9]). Convém lembrar que um polinômio é multili-

near quando todas as suas variáveis aparecem em cada um dos seus monômios exatamente
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uma vez e que para mostrar que um polinômio multilinear é uma identidade polinomial

de uma álgebra A, basta mostrar que ele se anula sob quaisquer substituições tomadas

em uma base da álgebra A como espaço vetorial sobre F (veja, [22, Observação 1.3.4]).

Um exemplo importante de um polinômio multilinear é o chamado polinômio standard.

O seu estudo é o objeto central desta tese e este polinômio é definido da seguinte maneira.

Definição 1.1. Definimos o polinômio standard de grau n como sendo o polinômio

Stn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) xσ(1) . . . xσ(n),

onde Sn denota o grupo simétrico de grau n e sgn(σ) o sinal da permutação σ.

O polinômio standard tem diversas propriedades especiais. Dentre elas, usaremos com

muita frequência as que serão apresentadas na seguinte proposição (ver demonstrações

em, por exemplo, [22, Seção 1.5]).

Proposição 1.2. O polinômio standard de grau n satisfaz:

1. Stn(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn) = −Stn(x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn), para quaisquer

i, j ∈ {1, . . . , n}. Em outras palavras, o polinômio standard é alternado nas variáveis

x1, . . . , xn.

2. Stn(xσ(1), . . . , xσ(n)) = sgn(σ) Stn(x1, . . . , xn), para toda σ ∈ Sn.

3. Dada uma álgebra A, se a1, . . . , an ∈ A são linearmente dependentes sobre F , então

Stn(a1, . . . , an) = 0.

4. Stn+1(x1, . . . , xn+1) =
n+1∑
i=1

(−1)i−1xiStn(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1), onde o śımbolo x̂i de-

nota a omissão da variável xi. Em particular, a identidade standard de grau n + 1

é consequência da identidade standard de grau n.

Seja Mk(F ) a álgebra de matrizes k × k com entradas em F . Em 1950, Amitsur e

Levitzki estabeleceram o seguinte importante teorema.

Teorema 1.3. (Amitsur e Levitzki, [2]) O polinômio standard de grau 2k

St2k(x1, . . . , x2k) =
∑
σ∈S2k

sgn(σ) xσ(1) . . . xσ(2k)

é uma identidade polinomial da álgebra de matrizes Mk(F ). Além disso, não existe uma

identidade polinomial de Mk(F ) com grau menor que 2k, e se k > 2 ou a caracteŕıstica

de F for diferente de 2 então, a menos de escalar, St2k é a única identidade polinomial

de grau 2k satisfeita por Mk(F ).
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O Teorema de Amitsur e Levitzki é considerado uma das pedras angulares da teoria de

PI-álgebras, pois além de ser um dos precursores da teoria, as diversas demonstrações que

surgiram para esse teorema ao longo dos anos forneceram técnicas bastante diversificadas

e frut́ıferas para área. A seguir elencamos algumas das diversas demonstrações conhecidas

e alguns dos trabalhos que surgiram a partir das técnicas utilizadas em cada uma delas.

1. Em 1958, Kostant [30] apresentou uma demonstração usando a teoria de cohomolo-

gia para álgebras de Lie. O trabalho desenvolvido por Kostant em [30] influenciou

diretamente nos trabalhos [23] e [31].

2. Em 1963, Swan [45] forneceu uma demonstração usando como ferramenta a teoria de

grafos. As técnicas utilizadas nesta demonstração foram posteriormente trabalhadas

nos artigos [4] e [39]. Em nosso estudo também iremos utilizar técnicas que foram

inspiradas por essa demonstração. Por isso, no Apêndice A desta tese apresentamos

os elementos da teoria de grafos utilizados nessa demonstração por Swan.

3. Em 1974, como consequência da teoria de identidades de traço e do Teorema de

Cayley-Hamilton, Razmyslov [38] apresentou uma nova demonstração para o teo-

rema. Posteriormente, a técnica utilizada por Razmyslov inspirou o artigo de Rowen

[43] que, por sua vez, desencadeou nos trabalhos [17] e [25].

4. Em 1976, outra elegante demonstração, usando de modo astucioso a álgebra de

Grassmann, foi fornecida por Rosset [40] e mais uma vez as técnicas usadas em [40]

foram aplicadas em diversos trabalhos, por exemplo, em [3], [14], [18] e [20].

5. Alguns anos depois, Szigeti, Tuza e Révész forneceram uma nova demonstração

em [39] usando também teoria de grafos. As construções feitas em [39] resultaram

em diversas outras identidades para as álgebras de matrizes. Além disso, essas

construções deram origem aos trabalhos [11], [12] e [32].

6. Finalmente, em 2004 Procesi apresentou a mais recente demonstração para o Te-

orema de Amitsur e Levitzki. Essa demonstração foi o primeiro passo dado por

Procesi para estabelecer posteriormente o trabalho [9].

Para além das formidáveis demonstrações apresentadas para este teorema, diversas

questões combinatórias da teoria de PI-álgebras ainda surgem a partir dele. Por exemplo,

o fato do teorema estabelecer a minimalidade do grau de uma identidade polinomial de

Mk(F ) despertou o problema de determinar o grau mı́nimo de identidades standard em

variáveis simétricas ou antissimétricas para a álgebra de matrizes Mk(F ) munida de uma
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involução. Por identidades standard queremos dizer polinômios standard que são também

identidades e por grau mı́nimo de uma identidade standard de A queremos dizer o menor

grau para o qual o polinômio standard é uma identidade polinomial de A.

Recordemos que uma aplicação linear ∗ : A −→ A é dita uma involução do primeiro

tipo em A, se (a∗)∗ = a e (ab)∗ = b∗a∗, para todo a, b ∈ A. Ao longo desta tese

iremos trabalhar apenas com involuções do primeiro tipo e por isso iremos denominá-las

apenas de involução. Uma álgebra A munida com uma involução ∗ é denotada por (A, ∗)
e chamada de ∗-álgebra. Nesse caso, A pode ser decomposta em uma soma direta de

subespaços A = A+ ⊕ A−, onde A+ = (A, ∗)+ = {a ∈ A | a∗ = a} denota o conjunto dos

elementos simétricos de A e A− = (A, ∗)− = {a ∈ A | a∗ = −a} denota o conjunto dos

elementos antissimétricos de A. É notório que a aplicação linear transposta

t : Mk(F ) −→ Mk(F )
(aij) 7−→ (aji)

é uma involução em Mk(F ).

Por outro lado, note que dada uma matriz M ∈M2m(F ) podemos escrevê-la na forma

M =

(
A B
C D

)
, onde A,B,C,D ∈Mm(F ).

Mantendo essa partição em mente, definimos a chamada involução simplética, usando a

sua forma expĺıcita, dada pela fórmula:

(
A B
C D

)s
=

(
Dt −Bt

−Ct At

)
, onde A,B,C,D ∈Mm(F ).

É conhecido que, quando F é um corpo algebricamente fechado, a involução transposta

(t) e a involução simplética (s) são, a menos de equivalência, as únicas involuções em

Mk(F ) (veja, [42, Teorema 3.1.61]). É importante observar que a involução simplética

está definida somente para matrizes de ordem par.

Considerando o conjunto enumerável X = {x1, x∗1, x2, x∗2, . . . } de variáveis não comu-

tativas e definindo yi = xi + x∗i e zi = xi − x∗i , para todo i ≥ 1, obtemos os conjuntos

Y = {y1, y2 . . . } de variáveis simétricas e Z = {z1, z2 . . . } de variáveis antissimétricas.

Assim, podemos considerar a álgebra livre com involução F 〈X, ∗〉 = F 〈Y ∪ Z, ∗〉 =

F 〈y1, z1, y2, z2, . . . 〉 como sendo gerada por variáveis simétricas e antissimétricas. Os ele-

mentos de F 〈X, ∗〉 são chamados ∗-polinômios. Desse modo, dizemos que o ∗-polinômio

f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈X, ∗〉 é uma ∗-identidade de (A, ∗) se

f(a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm) = 0,
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para quaisquer a1, a2, . . . , an ∈ A+ e b1, b2, . . . , bm ∈ A−.

O problema de determinar o grau mı́nimo de ∗-identidades standard em variáveis

simétricas ou antissimétricas de (Mk(F ), ∗) é totalmente contemplado ao estudá-lo nos

casos das ∗-álgebras (Mk(F ), t) e (M2m(F ), s) (para mais detalhes ver [22, Teorema 3.6.8]).

Desse modo, o primeiro progresso feito nesse problema foi realizado em 1958, por Kostant

no artigo [30]. Nesse artigo além de expor uma demonstração diferente para o Teorema

de Amitsur e Levitzki, Kostant demonstrou o seguinte.

Teorema 1.4. (Kostant, [30]) O ∗-polinômio St2k−2(z1, . . . , z2k−2) é uma ∗-identidade

standard em variáveis antissimétricas de (Mk(F ), t), para todo k > 1 par.

Alguns anos depois, Rowen em [41] estendeu o teorema de Kostant para todo k e

também mostrou a minimalidade do grau de uma ∗-identidade standard em variáveis

antissimétricas de (Mk(F ), t).

Teorema 1.5. (Rowen, [41]) O ∗-polinômio St2k−2(z1, . . . , z2k−2) é uma ∗-identidade

standard em variáveis antissimétricas de grau mı́nimo de (Mk(F ), t), para todo k ≥ 2.

Novamente, em 1982, Rowen revisitou o problema em [43] e obteve para o caso de

∗-identidades standard em variáveis simétricas de (M2m(F ), s) o seguinte teorema.

Teorema 1.6. (Rowen, [43]) O ∗-polinômio St4m−2(y1, . . . , y4m−2) é uma ∗-identidade

standard em variáveis simétricas de (M2m(F ), s), para todo m ≥ 1.

Nesse mesmo artigo, Rowen mostrou que o grau mı́nimo de uma ∗-identidade standard

em variáveis simétricas de (M2(F ), s) e (M4(F ), s) é igual a 2 e 6, respectivamente. Por

esse motivo, ele conjecturou que 4m− 2 é, de fato, o grau mı́nimo para todo m.

Por fim, os casos de variáveis simétricas em (Mk(F ), t) e de variáveis antissimétricas

em (M2m(F ), s) foram considerados nos artigos [44] e [18] e completamente elucidados

pelos teoremas a seguir.

Teorema 1.7. (Slin’ko, [44]) O ∗-polinômio St2k(y1, . . . , y2k) é uma ∗-identidade em

variáveis simétricas de grau mı́nimo de (Mk(F ), t), para todo k ≥ 1.

Teorema 1.8. (Giambruno et al, [18]) O ∗-polinômio St4m(z1, z2, . . . , z4m) é uma

∗-identidade standard em variáveis antissimétricas de grau mı́nimo de (M2m(F ), s), para

todo m ≥ 1.

Inspirados na série de problemas discutidos acima, Giambruno, Ioppolo e Martino em

[18] diversificaram o estudo desses problemas ao considerá-los no contexto de álgebras de
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matrizes com superinvoluções. Nesta tese estudaremos as variações desses problemas fei-

tas em [18] para o contexto de álgebras de matrizes com involuções graduadas. Involuções

graduadas nas álgebras de matrizes sobre um corpo algebricamente fechado foram clas-

sificadas por Giambruno, dos Santos e Vieira (ver [19]) e serão apresentadas na próxima

seção.

1.2 Álgebras com involução graduada

Nesta seção faremos uma breve exposição das chamadas ∗-superálgebras com o objetivo

de apresentar as involuções graduadas nas álgebras de matrizes e estabelecer a linguagem

necessária para trabalharmos com identidades standard neste contexto.

Recordemos que uma álgebra A é dita uma superálgebra ou uma

álgebra Z2-graduada, se existem dois subespaços A0 e A1, tais que

A = A0 ⊕ A1, A0A0 + A1A1 ⊆ A0 e A1A0 + A0A1 ⊆ A1.

Neste caso, diremos que A0 é a componente par de A (ou a componente de grau homogêneo

zero) e que A1 é a componente ı́mpar de A (ou a componente de grau homogêneo um)

Definição 1.9. Uma superálgebra A = A0 ⊕ A1 munida de uma involução ∗ é dita uma

∗-superálgebra se A∗0 = A0 e A∗1 = A1. Nesse caso, dizemos que a involução ∗ é uma

involução graduada em A.

Seja A = A0 ⊕ A1 uma ∗-superálgebra. Pode ser mostrado que A+ e A− são su-

bespaços graduados de A, ou seja, podemos decompor A como uma soma direta de quatro

subespaços

A = A+
0 ⊕ A−0 ⊕ A+

1 ⊕ A−1 ,

onde para cada i = 0, 1, A+
i = {a ∈ Ai| a∗ = a} denota o conjunto dos elementos

homogêneos de grau i simétricos de A e A−i = {a ∈ Ai| a∗ = −a} denota o conjunto dos

elementos homogêneos de grau i antissimétricos de A.

Existem diversos exemplos de ∗-superálgebras. Aqui estamos interessados especifica-

mente nas ∗-superálgebras de matrizes que serão definidas agora. Em 1963, Wall [47]

demonstrou que, quando F é um corpo algebricamente fechado, a menos de isomorfismo,

qualquer Z2-graduação em Mn(F ) é dada por

Mk,l(F )0 :=

{(
A 0
0 D

)
| A ∈Mk(F ); D ∈Ml(F )

}

e Mk,l(F )1 :=

{(
0 B
C 0

)
| B ∈Mk×l(F ); C ∈Ml×k(F )

}
,
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onde k + l = n e k ≥ l ≥ 0. Ou seja, para cada par de inteiros k, l, com k ≥ l ≥ 0, temos

uma superálgebra de matrizes com a Z2-graduação definida acima, denotada por Mk,l(F ).

No artigo [19, Theorem 7.6] os autores provaram que, quando F é um corpo algebri-

camente fechado, a menos de isomorfismo, as únicas involuções graduadas que podem ser

definidas em Mk,l(F ) são a involução transposta (t) e a involução simplética (s), onde a

involução simplética ocorre somente quando k = l e l 6= 0 ou quando l = 0 e k é par.

Entretanto, em ambos os casos não abordaremos o caso l = 0, já que nesse caso a gra-

duação é trivial. Mais detalhadamente, trabalharemos com as seguintes ∗-superálgebras

de matrizes:

� A ∗-superálgebra (Mk,l(F ), t), onde k ≥ l > 0. Nesse caso, os quatro subespaços de

elementos homogêneos simétricos e antissimétricos obtidos são os seguintes.(
Mk,l(F ), t

)+
0

=

{(
S 0
0 S ′

)
| S ∈ (Mk(F ), t)+e S ′ ∈ (Ml(F ), t)+

}
,

(
Mk,l(F ), t

)−
0

=

{(
K 0
0 K ′

)
| K ∈ (Mk(F ), t)−e K ′ ∈ (Ml(F ), t)−

}
,

(
Mk,l(F ), t

)+
1

=

{(
0 A
At 0

)
| A ∈Mk×l(F )

}
,

(
Mk,l(F ), t

)−
1

=

{(
0 A
−At 0

)
| A ∈Mk×l(F )

}
.

� A ∗-superálgebra (Mk,k(F ), s), onde k > 0. Nesse caso, os quatro subespaços de

elementos homogêneos simétricos e antissimétricos obtidos são:(
Mk,k(F ), s

)+
0

=

{(
A 0
0 At

)
| A ∈Mk(F )

}
,

(
Mk,k(F ), s

)−
0

=

{(
A 0
0 −At

)
| A ∈Mk(F )

}
,

(
Mk,k(F ), s

)+
1

=

{(
0 K
K ′ 0

)
| K ∈ (Mk(F ), t)−e K ′ ∈ (Mk(F ), t)−

}
,

(
Mk,k(F ), s

)−
1

=

{(
0 S
S ′ 0

)
| S ∈ (Mk(F ), t)+e S ′ ∈ (Mk(F ), t)+

}
.

Agora estabeleceremos a noção de identidades polinomiais no contexto de

∗-superálgebras. Para isso, consideramos X um conjunto enumerável de variáveis não

comutativas e repartirmos esse conjunto em uma união disjunta de quatro conjuntos

enumeráveis X = Y0 ∪ Y1 ∪ Z0 ∪ Z1, onde Y0 = {y1,0, y2,0, . . . }, Y1 = {y1,1, y2,1, . . . },
Z0 = {z1,0, z2,0, . . . } e Z1 = {z1,1, z2,1, . . . }. Dessa forma, definimos a ∗-superálgebra livre

F = F 〈X|Z2, ∗〉 gerada por X da seguinte maneira: estabelecemos que as variáveis em

Y0 ∪ Z0 têm grau homogêneo 0 (ou grau par) e que as variáveis em Y1 ∪ Z1 têm grau
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homogêneo 1 (ou grau ı́mpar). Definimos F0 como sendo o subespaço gerado por todos

os monômios com um número par de variáveis de grau homogêneo 1 e F1 como sendo

o subespaço gerado por todos os monômios com um número ı́mpar de variáveis de grau

homogêneo 1.

Por fim, definimos a involução em F considerando que as variáveis em Y0 ∪ Y1 são

simétricas e que as variáveis em Z0 ∪ Z1 são antissimétricas. Desse modo, é fácil ver

que (F0)
∗ = F0 e que (F1)

∗ = F1, ou seja, a superálgebra livre F = F0 ⊕ F1 com essa

involução tem uma estrutura de ∗-superálgebra. Os elementos de F são então chamados de

(Z2, ∗)-polinômios.

Definição 1.10. Seja f(y1,0, . . . , ym,0, y1,1, . . . , yn,1, z1,0, . . . , zp,0, z1,1, . . . , zq,1) ∈ F 〈X|Z2, ∗〉.
Dizemos que f é uma (Z2, ∗)-identidade de uma ∗-superálgebra A, se

f(a1,0, . . . , am,0, a1,1, . . . , an,1, b1,0, . . . , bp,0, b1,1, . . . , bq,1) = 0,

para quaisquer elementos a1,0, . . . , am,0 ∈ A+
0 , a1,1, . . . , an,1 ∈ A+

1 , b1,0, . . . , bp,0 ∈ A−0 e

b1,1, . . . , bq,1 ∈ A−1 . Nesse caso, escrevemos que f ≡ 0 em A.

O conjunto de todas as (Z2, ∗)-identidades polinomiais de A é um T ∗2 -ideal de

F 〈X|Z2, ∗〉, isto é, Idgri(A) = {f ∈ F 〈X〉| f ≡ 0 em A} é um ideal bilateral de F 〈X|Z2, ∗〉
invariante sob todos os endomorfismos graduados de F 〈X|Z2, ∗〉 que comutam com a in-

volução ∗. Também neste caso é conhecido que, em caracteŕıstica zero, o T ∗2 -ideal de uma

∗-superálgebra associativa é completamente determinado pelos seus polinômios multiline-

ares.

Assim como ocorre no contexto ordinário e de involuções, também no caso das

∗-superálgebras de matrizes (Mk,l(F ), t) e (Mk,k(F ), s) pouco ainda se sabe a respeito

dos seus respectivos T ∗2 -ideais, fazendo com que diversas questões que são estudadas no

contexto de involução sejam também pertinentes neste contexto. Entre elas, estaremos

especialmente interessados nas questões relacionadas ao Teorema de Amitsur e Levitzki

que foram discutidas na seção anterior no contexto de involução. Note que, em con-

sequência dos Teoremas 1.5, 1.6, 1.7 e 1.8, temos as seguintes proposições no contexto de

∗-superálgebras.

Proposição 1.11. O (Z2, ∗)-polinômio standard de grau 2(k+ l) em variáveis simétricas,

pares ou ı́mpares é uma (Z2, ∗)-identidade de (Mk,l(F ), t), para todo k ≥ l > 0.

Proposição 1.12. O (Z2, ∗)-polinômio standard de grau 2(k + l)− 2 em variáveis antis-

simétricas, pares ou ı́mpares é uma (Z2, ∗)-identidade de (Mk,l(F ), t), para todo k ≥ l > 0.
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Proposição 1.13. O (Z2, ∗)-polinômio standard de grau 4k − 2 em variáveis simétricas,

pares ou ı́mpares é uma (Z2, ∗)-identidade de (Mk,k(F ), s), para todo k > 0.

Proposição 1.14. O (Z2, ∗)-polinômio standard de grau 4k em variáveis antissimétricas,

pares ou ı́mpares é uma (Z2, ∗)-identidade de (Mk,k(F ), s), para todo k > 0.

Apesar das proposições acima nos fornecerem, em cada caso, uma cota superior para

o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis de uma mesma componente

de (Mk,l(F ), t) e de (Mk,k(F ), s), ainda não foi estabelecido na literatura se esses são ou

não, respectivamente, os graus mı́nimos para essas (Z2, ∗)-identidades standard. Assim,

forneceremos nos próximos caṕıtulos novas informações que foram obtidas acerca dessa

questão.
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Caṕıtulo 2

Involução graduada transposta

Neste caṕıtulo abordaremos o problema de determinar o grau mı́nimo de identidades stan-

dard da ∗-superálgebra de matrizes (Mk,l(F ), t). Iniciaremos fornecendo o grau mı́nimo

no caso em que todas as variáveis do polinômio standard são pares, simétricas ou an-

tissimétricas. Em seguida, abordaremos o problema em variáveis ı́mpares, simétricas ou

antissimétricas e veremos que para obter o grau mı́nimo nos dois casos, bastará resolver

o problema em apenas um deles. Em vista disso, finalizaremos o caṕıtulo fornecendo

informações sobre o grau mı́nimo de identidades standard em variáveis ı́mpares simétricas

de (Mk,l(F ), t).

2.1 Variáveis pares simétricas ou antissimétricas

Nesta seção determinaremos o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis

pares, simétricas ou antissimétricas de (Mk,l(F ), t). Os resultados que serão aqui apre-

sentados estão publicados em [6]. Efetivamente, mostraremos que o grau mı́nimo no caso

de variáveis pares simétricas é igual a 2k, para todo k ≥ l ≥ 1, e é igual a 2k − 2 no caso

de variáveis pares antissimétricas, para todo k ≥ 2 e k ≥ l ≥ 1.

A fim de demonstrarmos os resultados desta seção recordemos que os subespaços pares,

simétricos e antissimétricos de (Mk,l(F ), t) são, respectivamente,

(
Mk,l(F ), t

)+
0

=

{(
S 0
0 S ′

)
| S ∈ (Mk(F ), t)+ e S ′ ∈ (Ml(F ), t)+

}
e

(
Mk,l(F ), t

)−
0

=

{(
K 0
0 K ′

)
| K ∈ (Mk(F ), t)− e K ′ ∈ (Ml(F ), t)−

}
.
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Teorema 2.1. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis pares

simétricas de (Mk,l(F ), t) é igual a 2k, para todo k ≥ l ≥ 1.

Demonstração. Sejam S1,0, . . . , Sr,0 ∈
(
Mk,l(F ), t

)+
0

. Então,

Si,0 =

(
Ai 0
0 Bi

)
, para todo 1 ≤ i ≤ r,

onde A1, . . . , Ar ∈ (Mk(F ), t)+ e B1, . . . , Br ∈ (Ml(F ), t)+.

Desse modo,

Str(S1,0, . . . , Sr,0) = Str

((
A1 0
0 B1

)
, . . . ,

(
Ar 0
0 Br

))

=

(
Str(A1, . . . , Ar) 0

0 Str(B1, . . . , Br)

)
.

Como A1, . . . , Ar são matrizes simétricas k × k e B1, . . . , Br são matrizes simétricas

l × l, pelo Teorema 1.7, conclúımos que Str(A1, . . . , Ar) = 0 e Str(B1, . . . , Br) = 0, para

quaisquer A1, . . . , Ar e B1, . . . , Br, se, e somente se, r ≥ 2k e r ≥ 2l. Em consequência

disso e lembrando que k ≥ l ≥ 1, obtemos que Str(S1,0, . . . , Sr,0) = 0 se, e somente se,

r ≥ 2k. Portanto, o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis pares

simétricas de (Mk,l(F ), t) é igual a 2k, para todo k ≥ l ≥ 1 .

O teorema a seguir estabelecerá o grau mı́nimo para identidades standard em variáveis

antissimétricas pares de (Mk,l(F ), t).

Teorema 2.2. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis

pares antissimétricas de (Mk,l(F ), t) é igual a 2k − 2, para todo k ≥ 2 e k ≥ l ≥ 1.

Demonstração. Sejam K1,0, . . . , Kr,0 ∈
(
Mk,l(F ), t

)−
0

. Sabemos que,

Ki,0 =

(
Ai 0
0 Bi

)
, para todo 1 ≤ i ≤ r,

onde A1, . . . , Ar ∈ (Mk(F ), t)− e B1, . . . , Br ∈ (Ml(F ), t)−.

Assim,

Str(K1,0, K2,0 . . . , Kr,0) = Str

((
A1 0
0 B1

)
, . . . ,

(
Ar 0
0 Br

))

=

(
Str(A1, . . . , Ar) 0

0 Str(B1, . . . , Br)

)
.
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Como A1, . . . , Ar são matrizes antissimétricas k × k e B1, . . . , Br são matrizes antis-

simétricas l×l, pelo Teorema 1.5, temos que Str(A1, . . . , Ar) = 0 e Str(B1, . . . , Br) = 0 se,

e somente se, r ≥ 2k− 2 e r ≥ 2l− 2. Em consequência disso e lembrando que k ≥ l ≥ 1,

obtemos que Str(K1,0, . . . , Kr,0) = 0 se, e somente se, r ≥ 2k−2. Portanto, o grau mı́nimo

de (Z2, ∗)-identidade standard em variáveis pares antissimétricas de (Mk,l(F ), t) é igual a

2k − 2, para todo k ≥ 2 e k ≥ l ≥ 1.

Note que as demonstrações dos teoremas acima nos esclarecem que o grau mı́nimo de

(Z2, ∗)-identidades standard em variáveis pares, simétricas ou antissimétricas de

(Mk,l(F ), t) está diretamente relacionados ao grau mı́nimo de identidades standard de

(Mk(F ), t). Mais que isso, essas demonstrações nos mostram que essa relação é ainda

mais profunda, sendo posśıvel na realidade relacionar o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades

multilineares em variáveis pares, simétricas ou antissimétricas de (Mk,l(F ), t), com o grau

mı́nimo de ∗-identidades multilineares em variáveis simétricas ou antissimétricas satisfei-

tas por (Mk(F ), t). Dessa forma, usando o Teorema 1.7 e argumentos semelhantes aos

utilizados nas demonstrações acima podemos estabelecer o seguinte.

Teorema 2.3. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades em variáveis pares simétricas de

(Mk,l(F ), t) é igual a 2k, para todo k ≥ l ≥ 1.

2.2 Variáveis ı́mpares simétricas ou antissimétricas

Nesta seção determinaremos o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis

ı́mpares, simétricas ou antissimétricas de (Mk,l(F ), t). Iremos inicialmente mostrar que

o grau mı́nimo no caso simétrico coincide com o grau mı́nimo no caso antissimétrico.

Posteriormente, através dessa observação, estabeleceremos uma cota superior para o grau

mı́nimo em ambos os casos e em seguida concentraremos o nosso estudo no grau mı́nimo

do caso ı́mpar simétrico. Nesse sentido, para valores gerais de k e l, forneceremos cotas

inferiores para o grau mı́nimo, que dependem da paridade de k e de l, e para alguns

valores de k e l iremos determinar o grau mı́nimo precisamente.

Vamos começar relembrando que os subespaços ı́mpares simétricos e antissimétricos

de (Mk,l(F ), t) são, respectivamente,
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(
Mk,l(F ), t

)+
1

=

{(
0 A
At 0

)
| A ∈Mk×l(F )

}
,

(
Mk,l(F ), t

)−
1

=

{(
0 A
−At 0

)
| A ∈Mk×l(F )

}
.

Proposição 2.4. O (Z2, ∗)-polinômio standard Str(y1,1, . . . , yr,1) é uma (Z2, ∗)-identidade

polinomial de (Mk,l(F ), t) se, e somente se, Str(z1,1, . . . , zr,1) é uma (Z2, ∗)-identidade

polinomial de (Mk,l(F ), t).

Demonstração. Sejam V +
1 , . . . , V

+
r ∈

(
Mk,l(F ), t

)+
1

. Então,

V +
i =

(
0 Bi

Bt
i 0

)
, para todo 1 ≤ i ≤ r,

onde B1, . . . , Br ∈Mk×l(F ).

Definimos

C =
∑
σ∈Sr

sgn(σ) Bσ(1)B
t
σ(2)Bσ(3)B

t
σ(4) . . . Bσ(r−1)B

t
σ(r), para r par;

D =
∑
σ∈Sr

sgn(σ) Bt
σ(1)Bσ(2)B

t
σ(3)Bσ(4) . . . B

t
σ(r−1)Bσ(r), para r par;

C ′ =
∑
σ∈Sr

sgn(σ) Bσ(1)B
t
σ(2)Bσ(3)B

t
σ(4) . . . B

t
σ(r−1)Bσ(r), para r ı́mpar;

D′ =
∑
σ∈Sr

sgn(σ) Bt
σ(1)Bσ(2)B

t
σ(3)Bσ(4) . . . Bσ(r−1)B

t
σ(r), para r ı́mpar.

Portanto, se r for par, temos que

Str(V
+
1 , . . . , V

+
r ) = Str

((
0 B1

Bt
1 0

)
, . . . ,

(
0 Br

Bt
r 0

))
=

(
C 0
0 D

)
e se r for ı́mpar, temos que

Str(V
+
1 , . . . , V

+
r ) = Str

((
0 B1

Bt
1 0

)
, . . . ,

(
0 Br

Bt
r 0

))
=

(
0 C ′

D′ 0

)
.

Desse modo, conclúımos que Str(V
+
1 , . . . , V

+
r ) = 0 se, e somente se, C = 0 e D = 0,

se r for par e Str(V
+
1 , . . . , V

+
r ) = 0 se, e somente se, C ′ = 0 e D′ = 0, se r for ı́mpar. De

modo similar, dados V −1 , . . . , V
−
r ∈

(
Mk,l(F ), t

)−
1

, onde
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V −i =

(
0 Bi

−Bt
i 0

)
, para todo 1 ≤ i ≤ r,

obtemos que

Str(V
−
1 , . . . , V

−
r ) =

(
C 0
0 D

)
, se r ≡ 0 (mod 4);

Str(V
−
1 , . . . , V

−
r ) =

(
−C 0
0 −D

)
, se r ≡ 2 (mod 4);

Str(V
−
1 , . . . , V

−
r ) =

(
0 C ′

−D′ 0

)
, se r ≡ 1 (mod 4);

Str(V
−
1 , . . . , V

−
r ) =

(
0 −C ′
D′ 0

)
, se r ≡ 3 (mod 4).

Portanto, Str(V
−
1 , . . . , V

−
r ) = 0 se, e somente se, C = 0 e D = 0, se r for par

e Str(V
−
1 , . . . , V

−
r ) = 0 se, e somente se, C ′ = 0 e D′ = 0, se r for ı́mpar. Assim,

Str(V
+
1 , . . . , V

+
r ) = 0 se, e somente se, Str(V

−
1 , . . . , V

−
r ) = 0. Visto que, para toda

substituição de matrizes V +
1 , . . . , V

+
r ∈

(
Mk,l(F ), t

)+
1

podemos associar uma substituição

V −1 , . . . , V
−
r ∈

(
Mk,l(F ), t

)−
1

e vice-versa, segue que Str(y1,1, . . . , yr,1) ≡ 0 em (Mk,l(F ), t)

se, e somente se, Str(z1,1, . . . , zr,1) ≡ 0 em (Mk,l(F ), t).

O lema a seguir estabelece uma cota superior para o grau mı́nimo de (Z2, ∗)- identi-

dades standard em variáveis ı́mpares antissimétricas e considerando a proposição acima,

a mesma cota será válida para variáveis ı́mpares simétricas.

Lema 2.5. Sejam k e l naturais, tais que k ≥ l ≥ 1. Se r ≥ min{kl + 1, 2k + 2l − 2},
então Str(z1,1, z2,1, . . . , zr,1) é uma (Z2, ∗)-identidade polinomial de (Mk,l(F ), t).

Demonstração. Sejam V −1 , . . . , V
−
r ∈ (Mk,l(F ), t)−. Pelo Teorema 1.5, temos que

Str(V
−
1 , . . . , V

−
r ) = 0, para todo r ≥ 2(k + l)− 2 = 2k + 2l − 2.

Por outro lado, como dimF

(
Mk,l(F ), t

)−
1

= kl e o polinômio standard é alternado, obtemos

que

Str(V
−
1 , . . . , V

−
r ) = 0, para todo r ≥ kl + 1.

Desse modo, obtemos que se r ≥ min{kl+ 1, 2k+ 2l− 2}, então Str(z1,1, . . . , zr,1) ≡ 0

em (Mk,l(F ), t).
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Mantendo sempre em mente a Proposição 2.4, iremos daqui em diante estudar o grau

mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares simétricas de (Mk,l(F ), t).

Denotaremos esse grau mı́nimo por mdeg((St)+1 ).

Nesse sentido, usaremos em diversos resultados a interpretação dada por Hutchinson

[27] e Owens [35] para substituições de matrizes simétricas com relação a involução trans-

posta no polinômio standard. Essa interpretação é baseada em conceitos e resultados

oriundos da teoria de grafos, que estão apresentados no Apêndice desta tese. Estes resul-

tados também serão utilizados no próximo caṕıtulo, onde estudaremos a situação com a

involução simplética. Desta forma, para uma melhor compreensão dos conceitos, notações

e resultados que usaremos aqui, recomendamos uma rápida leitura do Apêndice.

Denotaremos por tij, onde 1 ≤ i ≤ j ≤ n, a matriz simétrica elementar eij+(1−δij)eji,
em que δij denota o delta de Kronecker. Então, dado um conjunto S = {ti1j1 , . . . , tirjr}
de matrizes simétricas elementares distintas, definiremos um grafo G(S) = (V (G), E(G)),

em que V (G) = {i1, . . . ir, j1, . . . jr} é o conjunto de vértices e E(G) = {{is, js}| tisjs ∈ S}
é o conjunto de arestas. Assim, nos basearemos no seguinte teorema devido a Owens [35].

Teorema 2.6. A (i, j)-ésima entrada da matriz Str(ti1j1 , . . . , tirjr) é igual a
∑

sgn(w),

em que essa soma percorre todos os caminhos w eulerianos1 de G(S) que ligam o vértice i

ao vértice j. Caso não existam caminhos eulerianos ligando o vértice i ao vértice j, ou não

existam esses vértices no grafo G(S), então a (i, j)-ésima entrada de Str(ti1j1 , . . . , tirjr) é

nula. Em particular, caso o grafo G(S) seja desconexo, então a matriz Str(ti1j1 , . . . , tirjr)

é a matriz nula.

Na demonstração deste Teorema por Owens, salientam-se os seguintes fatos:

1. A multiplicação de duas matrizes simétricas elementares distintas tij e thl é, em cada

caso, dada por

tiithl =


eil, se i = h

eih, se i = l

0, caso contrário

thltii =


eli, se h = i

ehi, se l = i

0, caso contrário

tijthl =



eil, se j = h

eih, se j = l

ejl, se i = h

ejh, se i = l

0, caso contrário

, tiithh = 0.

1Ver a Definição A.2 de caminhos eulerianos dada no apêndice A.
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2. Os posśıveis caminhos que podem ser formados com as arestas distintas associadas

{i, j} e {h, l} (denotados por wkr para indicar que o vértice k foi ligado ao vértice r),

são dados por

{i, i}{h, l} =


wil, se i = h

wih, se i = l

∅, caso contrário.

{h, l}{i, i} =


wli, se h = i

whi, se l = i

∅, caso contrário.

{i, j}{h, l} =



wil, se j = h

wih, se j = l

wjl, se i = h

wjh, se i = l

∅, caso contrário.

{i, i}{h, h} = ∅.

Desse modo, qualquer produto de matrizes simétricas elementares ti1j1 . . . tirjr é não

nulo se, e somente se, a sequência de arestas {i1, j1} . . . {ir, jr} (com os vértices não ne-

cessariamente nessa ordem) forma um caminho euleriano em G(S). Nesse caso, temos

que ti1j1 . . . tirjr = ers, onde r = i1 ou r = j1 é o vértice no qual o caminho tem ińıcio e

s = ir, ou s = jr é o vértice no qual o caminho termina. Portanto, qualquer monômio

tiσ(1)jσ(1) . . . tiσ(r)jσ(r) não-nulo de Str(ti1j1 , . . . , tirjr) que resulta na matriz elementar eij

está associado ao caminho euleriano {iσ(1), jσ(1)} . . . {iσ(r), jσ(r)} (novamente não necessa-

riamente os vértices nas arestas estão ligados nessa ordem) que tem ińıcio no vértice i e

término no vértice j. Além disso, temos que2 sgn({iσ(1) jσ(1)} . . . {iσ(r), jσ(r)}) = sgn(σ),

de onde segue o resultado.

Desse modo, em função do Teorema 2.6 podemos concluir o seguinte.

Corolário 2.7. Um grafo associado a uma substituição de r matrizes elementares simétricas

é cancelador3 se, e somente se, essa substituição anula o polinômio standard de grau r.

Retomando a discussão sobre o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard de

(Mk,l(F ), t), o Lema 2.5 nos fornece que mdeg((St)+1 ) ≤ min{kl+ 1, 2k+ 2l− 2}. Agora,

pode-se observar que kl + 1 ≤ 2k + 2l − 2 se, e somente se, (l − 2)(k − 2) ≤ 1. Como

k ≥ l ≥ 1, obtemos que (l − 2)(k − 2) ≤ 1 nos seguintes casos:

1. l = 1 e k ≥ 1;

2. l = 2 e k ≥ 2;

3. l = 3 e k = 3.

2Veja a Definição A.12 do sinal de um caminho euleriano.
3Veja a Definição A.13 de grafo cancelador.
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No primeiro caso veremos que, se l = 1 e k = 1 ou k = 2, então mdeg((St)+1 ) = kl+ 1.

Contudo, quando l = 1 e k ≥ 3, veremos que mdeg((St)+1 ) = 3, independentemente do

valor de k.

De fato, se l = 1 e k = 1, então o grau mı́nimo para (Z2, ∗)-identidades standard

em variáveis ı́mpares simétricas de (M1,1(F ), t) é igual a 2, pois o polinômio standard é

alternado e
(
M1,1(F ), t

)+
1

= spanF{e12 + e21}. Além do mais, se l = 1 e k = 2, temos que

mdeg((St)+1 ) = 3 , novamente pelo fato de o polinômio standard ser alternado e de nesse

caso
(
M2,1(F ), t

)+
1

= spanF{e13 + e31, e23 + e32}.

Teorema 2.8. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares

simétricas de (Mk,1(F ), t) é igual a 3, para todo k ≥ 3.

Demonstração. Observe que St2(e1,k+1 + ek+1,1, e2,k+1 + ek+1,2) = e12 − e21 6= 0. Então,

nos resta mostrar que St3(y1,1, y2,1, y3,1) ≡ 0 em (Mk,1(F ), t), para todo k ≥ 3. Para tanto,

pela Proposição 1.2, basta mostrarmos que St3(y1,1, y2,1, y3,1) se anula para quaisquer

substituições de matrizes simétricas distintas tomadas no subespaço(
Mk,1(F ), t

)+
1

= spanF{ei,k+1 + ek+1,i | 1 ≤ i ≤ k}.

Desse modo, considere αr = er,k+1 + ek+1,r, βs = es,k+1 + ek+1,s e γt = et,k+1 + ek+1,t,

com r, s, t ∈ {1, 2, . . . , k} distintos e observe que αrβsγt = 0, isto é, o produto de quais-

quer 3 elementos em
(
Mk,1(F ), t

)+
1

é sempre nulo. Portanto, St3(y1,1, y2,1, y3,1) ≡ 0 em

(Mk,1(F ), t).

Agora abordaremos o segundo caso, isto é, o caso em que l = 2 e k ≥ 2. Vamos

mostrar que nesse caso o grau mı́nimo é kl+ 1. Para isso, precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.9. Sejam k ≥ 2 e f1, . . . , f2k elementos de
(
Mk,2(F ), t

)+
1

definidos por

fi = ei,k+1 + ek+1,i e fk+i = ei,k+2 + ek+2,i , onde 1 ≤ i ≤ k.

Então, o seguinte ocorre

1. e11St2k(f1, . . . , f2k)e11 = −2(k − 1)! e11, se k é par;

2. ek+1,k+1St2k(f1, . . . , f2k)ek+2,k+2 = k! ek+1,k+2, se k é ı́mpar.

Demonstração. Vamos começar considerando o caso em que k é par. Usaremos aqui

o Teorema 2.6. Para isso, vamos considerar a substituição S = {f1, . . . , f2k} e o grafo
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conexo associado a substituição S, isto é, G(S) = (V (G), E(G)), para o qual temos que

V (G) = {1, 2, . . . , k, k + 1, k + 2} e E(G) = {f1, . . . , f2k}, em que fi = {i, k + 1} e

fk+i = {i, k + 2}, para todo 1 ≤ i ≤ k. Representaremos esse grafo através do diagrama

da Figura 2.1. Pelo Teorema 2.6, a primeira entrada da matriz St2k(f1, f2, . . . , f2k) é igual

a
∑

sgn(w), onde w percorre todos os caminhos eulerianos de G(S) que ligam o vértice

1 ao vértice 1. Portanto, a seguir determinaremos todos esses caminhos.

1 2 3 k − 1 k

k + 1

k + 2

f1
f2 f3 fk−1

fk

fk+1

fk+2
fk+3 fk+k−1

fk+k

Figura 2.1: Grafo diamante.

Um caminho que inicia no vértice 1 pode percorrer inicialmente a aresta f1 ou a aresta

fk+1. Suponha então que seja percorrida a aresta f1 até o vértice k + 1. A única opção

para o próximo passo é ir do vértice k + 1 ao vértice k + 2. Para isso, escolhemos um

ramo qualquer fi1fk+i1 para percorrer. Uma vez percorrido esse ramo, a única opção

para o próximo passo é ir do vértice k + 2 ao vértice k + 1 percorrendo um ramo no

sentido oposto, isto é, fk+i2fi2 . Repetiremos esse racioćınio até que sejam percorridos

todos os ramos fisfk+is . Como a quantidade de ramos fisfk+is é ı́mpar, o último ramo

necessariamente será percorrido na ordem fik−1
fk+ik−1

. Assim, o caminho euleriano será

completado percorrendo por último a aresta fk+1. Por uma simetria óbvia são constrúıdos

todos caminhos eulerianos a partir do vértice 1 percorrendo inicialmente fk+1 e por último,

a aresta f1. Desse modo, os caminhos eulerianos iniciando e terminando no vértice 1 no

grafo G(S) são dados por

f1fσ(2)fk+σ(2)fk+σ(3)fσ(3) . . . fσ(k)fk+σ(k)fk+1 e

fk+1fk+σ(2)fσ(2)fσ(3)fk+σ(3) . . . fk+σ(k)fσ(k)f1,

onde σ é uma permutação de {2, 3, . . . , k}.
Agora, o sinal desses caminhos pode ser obtido computando-se quantas transposições

de arestas são necessárias para obtermos a sequência ordenada de arestas a qual corres-

ponde a identidade, isto é, a sequência f1f2 . . . f2k (entretanto, tomaremos a liberdade de

não computar as transposições realizadas por duas arestas consecutivas, uma vez que o

23



Involução graduada transposta

total de tais transposições é sempre par, logo em nada afetará o sinal de um caminho).

Desse modo,

sgn(f1fσ(2)fk+σ(2)fk+σ(3) fσ(3)fσ(4)︸ ︷︷ ︸ fk+σ(4) . . . fk+σ(k−1) fσ(k−1)fσ(k)︸ ︷︷ ︸ fk+σ(k)fk+1)

= sgn(f1fσ(2)fσ(3)fσ(4) . . . fσ(k−1)fσ(k)fk+σ(2)fk+σ(3) . . . fk+σ(k−1)fk+σ(k) fk+1︸︷︷︸)
= (−1)k−1sgn(f1fσ(2)fσ(3) . . . fσ(k)fk+1fk+σ(2)fk+σ(3) . . . fk+σ(k−1)fk+σ(k))

= − sgn(σ) sgn(σ) sgn(f1f2f3 . . . fkfk+1fk+2fk+3 . . . fk+k−1fk+k) = −1

e

sgn(fk+1fk+σ(2) fσ(2)fσ(3)︸ ︷︷ ︸ fk+σ(3)fk+σ(4) . . . fk+σ(k−1)fk+σ(k) fσ(k)f1︸ ︷︷ ︸)
= sgn(fk+1︸︷︷︸ fσ(2)fσ(3) . . . fσ(k−1)fσ(k) f1︸︷︷︸ fk+σ(2)fk+σ(3) . . . fk+σ(k−1)fk+σ(k))
= (−1)sgn(f1fσ(2)fσ(3) . . . fσ(k)fk+1fk+σ(2)fk+σ(3) . . . fk+σ(k−1)fk+σ(k))

= − sgn(σ) sgn(σ) sgn(f1f2f3 . . . fkfk+1fk+2fk+3 . . . fk+k−1fk+k) = −1.

Ressaltamos que as igualdades de sinais acima devem ser entendidas apenas como

o sinal da permutação, uma vez que as transposições nas arestas em cada passo não

necessariamente resultam em um caminho, portanto essa notação de sinal utilizada não

tem o mesmo sentido que o sinal de um caminho4.

Conclúımos que os sinais de todos esses caminhos são iguais (pois, como vimos as

igualdades acima independem das permutações σ). Além do mais, todos os 2(k − 1)!

caminhos eulerianos de 1 a 1 em G(S) são negativos. Desse modo,

e11St2k(f1, f2, . . . , f2k)e11 = −2(k − 1)! e11.

No caso em que k é ı́mpar, novamente consideraremos a substituição S = {f1, . . . , f2k}
e o grafo associado a substituição S, isto é, o mesmo grafo definido acima. Entre-

tanto, observe que nesse caso ∂(k + 1) = ∂(k + 2) = k é ı́mpar e que todos os outros

vértices têm grau par5. Portanto, os caminhos eulerianos existentes no grafo ligam o

vértice k + 1 ao vértice k + 2 ou o contrário6. Agora, pelo Teorema 2.6, temos que a

entrada (k+ 1, k+ 2) da matriz St2k(f1, . . . , f2k) é igual a
∑

sgn(w), em que w percorre

todos os caminhos eulerianos de G(S) que ligam o vértice k+1 ao vértice k+2. Portanto,

estaremos interessados em obter o sinal desses caminhos. Apresentando argumentos se-

melhantes aos utilizados no caso anterior, os caminhos eulerianos de k + 1 a k + 2 são

4Ver a Definição A.12 do sinal de um caminho euleriano.
5Para definição do grau de um vértice ver a Seção A.1 do apêndice.
6Ver Teorema A.10.
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dados por

fσ(1)fk+σ(1)fk+σ(2)fσ(2)fσ(3)fk+σ(3)fk+σ(4)fσ(4) . . . fk+σ(k−1)fσ(k−1)fσ(k)fk+σ(k),

onde σ ∈ Sk.
Em seguida, para obtermos o sinal desses caminhos vemos que

sgn(fσ(1)fk+σ(1)fk+σ(2) fσ(2)fσ(3)︸ ︷︷ ︸ fk+σ(3)fk+σ(4) fσ(4)fσ(5)︸ ︷︷ ︸ . . . fk+σ(k−1) fσ(k−1)fσ(k)︸ ︷︷ ︸ fk+σ(k))
= sgn(fσ(1)fσ(2)fσ(3) . . . fσ(k−1)fσ(k)fk+σ(1)fk+σ(2)fk+σ(3) . . . fk+σ(k−1)fk+σ(k))

= sgn(σ) sgn(σ) sgn(f1f2f3 . . . fkfk+1fk+2 . . . fk+k−1fk+k) = 1.

Desse modo, os sinais desses k! caminhos são iguais (pois, novamente as

igualdades independem das permutações σ) e esses sinais são positivos. Sendo assim,

ek+1,k+1St2k(f1, . . . , f2k)ek+2,k+2 = k! ek+1,k+2.

Como consequência direta do lema acima e do fato do polinômio standard ser alternado

podemos estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 2.10. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis simétricas

ı́mpares de (Mk,2(F ), t) é igual a 2k + 1, para todo k ≥ 2.

Finalmente, com respeito ao caso em que k = 3 e l = 3, vamos mostrar que o grau

mı́nimo não é dado pela cota superior kl + 1, mas que na realidade o grau mı́nimo nesse

caso é igual a 7.

Teorema 2.11. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis simétricas

ı́mpares de (M3,3(F ), t) é igual a 7.

Demonstração. Recordemos que(
M3,3(F ), t

)+
1

= spanF{e14 + e41, e24 + e42, e34 + e43, e15 + e51, e25 + e52, e35 + e53,

e16 + e61, e26 + e62, e36 + e63}.

Agora, pela Proposição 1.2, a fim de mostrarmos que St7(y1,1, . . . , y7,1) ≡ 0 em(
M3,3(F ), t), basta mostrarmos que St7(y1,1, . . . , y7,1) se anula para quaisquer substi-

tuições de elementos distintos da base de
(
M3,3(F ), t

)+
1

. Em vista disso, denotaremos os

elementos da base por

αi = ei4 + e4i βi = ei5 + e5i γi = ei6 + e6i, onde i = 1, 2, 3.
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Assim, temos as seguintes possibilidades para substituições de elementos distintos de(
M3,3(F ), t

)+
1

em St7(y1,1, . . . , y7,1) :

S
(i)
1 = {α1, α2, α3, β1, β2, β3, γi}, onde 1 ≤ i ≤ 3;

S
(i)
2 = {α1, α2, α3, γ1, γ2, γ3, βi}, onde 1 ≤ i ≤ 3;

S
(i)
3 = {β1, β2, β3, γ1, γ2, γ3, αi}, onde 1 ≤ i ≤ 3;

S
(l,k,i,j)
4 = {α1, α2, α3, βl, βk, γi, γj}, onde 1 ≤ l < k ≤ 3 e 1 ≤ i < j ≤ 3;

S
(l,k,i,j)
5 = {β1, β2, β3, αl, αk, γi, γj}, onde 1 ≤ l < k ≤ 3 e 1 ≤ i < j ≤ 3;

S
(l,k,i,j)
6 = {γ1, γ2, γ3, αl, αk, βi, βj}, onde 1 ≤ l < k ≤ 3 e 1 ≤ i < j ≤ 3.

Tendo em mente ao longo desta demonstração o Teorema 2.6, nos concentraremos em

provar que os grafos associados às substituições acima são todos canceladores.

De fato, isso é óbvio para os grafos G(S
(i)
r ), em que 1 ≤ i ≤ 3 e 1 ≤ r ≤ 3, pois nesses

grafos os vértices 4, 5 e 6 têm grau ı́mpar e portanto7 não existem caminhos eulerianos

nesses grafos. Desse modo, podemos concluir que St7(y1,1, . . . , y7,1) se anula para todas

as substituições S
(i)
r , onde 1 ≤ i ≤ 3 e 1 ≤ r ≤ 3. Assim, nos resta avaliar as substituições

dos tipos S
(l,k,i,j)
r , onde 1 ≤ l < k ≤ 3; 1 ≤ i < j ≤ 3 e 4 ≤ r ≤ 6. Note que existem

apenas 3 valores para serem assumidos por l, k, i e j. Dessa forma, podem ocorrer três

situações: {l, k} ∩ {i, j} = {l, k} ou {l, k} ∩ {i, j} = {l} ou {l, k} ∩ {i, j} = {k}.
No primeiro caso, em que l = i e k = j, temos no grafo conexo associado a substituição

S
(l,k,i,j)
r (que representamos a seguir na Figura 2.2 assumindo sem perda de generalidade

que r = 4, isto é, ilustramos o grafo associado a quarta substituição) três vértices de grau

ı́mpar, a saber, ∂(4) = ∂(i) = ∂(j) = 3. Desse modo8, não existem caminhos eulerianos

nesse grafo. Portanto, os grafos associados as substituições S
(l,k,i,j)
r , em que l = i e k = j,

são todos canceladores.

No segundo caso, em que l é igual a i ou j e k é diferente de i e de j, vamos, sem

perda de generalidade, assumir que l = i. Assim, para ilustrar o grafo conexo associado a

substituição S
(l,k,i,j)
r temos o seguinte diagrama dado na Figura 2.3 (novamente sem perda

de generalidade assumiremos que r = 4, isto é, trabalharemos com o grafo associado a

quarta substituição).

Observe que nesse caso ∂(4) = ∂(i) = 3 e que os graus de todos os outros vértices

são iguais a 2. Logo,9 no grafo temos apenas caminhos eulerianos que ligam o vértice i

ao vértice 4 e caminhos eulerianos que ligam o vértice 4 ao vértice i. Pela Proposição

7Ver Observação A.11.
8Ver Observação A.11.
9Ver Teorema A.10.
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i
s

j

4

5

6

αi
αs

αj

γi

βi βj

γj

Figura 2.2: Grafo associado a substituição S
(l,k,i,j)
r , onde l = i, k = j; r = 4, s 6= i, s 6= j.

k
i

j

4

5 6

αk
αi

αj

γjβi
βk γi

Figura 2.3: Grafo associado a substituição S
(l,k,i,j)
r , onde l = i; k 6= i; k 6= j e r = 4.

A.21, para mostrarmos que esse grafo é cancelador, é suficiente mostrarmos que o vértice

4 é cancelador. Para isso, a fim de obtermos os caminhos eulerianos de 4 a i e os seus

respectivos sinais, renomearemos as arestas da seguinte maneira:

f1 = αk, f2 = αi, f3 = αj, f4 = βk, f5 = βi, f6 = γi, f7 = γj.

Desse modo, o diagrama fornecido acima torna-se o diagrama da Figura 2.4. Posto isso,

k
i

j

4

5 6

f1
f2

f3

f7f5
f4 f6

Figura 2.4: Grafo com troca de rotulação associado a uma substituição S
(l,k,i,j)
r .

podemos obter sem dificuldade que os caminhos eulerianos de 4 a i são dados por
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f1f4f5f2f3f7f6; f1f4f5f6f7f3f2; f2f5f4f1f3f7f6; f2f6f7f3f1f4f5;

f3f7f6f2f1f4f5; f3f7f6f5f4f1f2;

e que os sinais desses caminhos são

sgn(f1f4f5f2f3f7f6) = sgn((24)(35)(67)) = −1

sgn(f1f4f5f6f7f3f2) = sgn((246357)) = −1

sgn(f2f5f4f1f3f7f6) = sgn((12534)(67)) = −1

sgn(f2f6f7f3f1f4f5) = sgn((1264375)) = 1

sgn(f3f7f6f2f1f4f5) = sgn((1364275)) = 1

sgn(f3f7f6f5f4f1f2) = sgn((136)(27)(45)) = 1.

Desse modo, obtemos que o número de caminhos eulerianos positivos de 4 a i é igual

ao número de caminhos eulerianos negativos e, consequentemente, esse grafo é cancelador.

Dessa maneira, conclúımos que os grafos associados as substituições S
(l,k,i,j)
r , em que l é

igual a i ou j e k é diferente de i e de j, são todos canceladores.

Por fim, no terceiro caso, em que k é igual a i ou j e l é diferente de i e de j,

podemos sem perda de generalidade assumir que k = i. Portanto, para ilustrar o grafo

conexo associado a substituição S
(l,k,i,j)
r temos o diagrama da Figura 2.5 (onde novamente

assumiremos sem perda de generalidade que r = 4).

l
i

j

4

5 6

αl
αi

αj

γjβiβl γi

Figura 2.5: Grafo associado a substituição S
(l,k,i,j)
r , onde k = i; l 6= i; l 6= j e r = 4.

Agora, a correspondência biuńıvoca g entre os conjuntos de vértices do grafo do segundo

caso e o conjunto de vértices do grafo acima, definida por

g(x) =

{
l, se x = k

x, caso contrário
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preserva as adjacências das arestas. Portanto, o grafo acima é isomorfo10 ao grafo conside-

rado no segundo caso. Como vimos que o grafo considerado no segundo caso é cancelador,

temos que o grafo acima também é cancelador11. Portanto, podemos concluir que os gra-

fos associados às substituições S
(l,k,i,j)
r , em que k é igual a i ou j e l é diferente de i e de

j, são todos canceladores.

Em razão do que foi visto no primeiro, segundo e terceiro caso conclúımos que todos

os grafos associados às substituições de elementos distintos da base de
(
M3,3(F ), t

)+
1

,

descritas anteriormente, são todos canceladores. Logo, pelo Teorema 2.6, St7(y1,1, . . . , y7,1)

se anula sob quaisquer substituições de elementos distintos da base de
(
M3,3(F ), t

)+
1

.

Finalmente, pelo Lema 2.9, temos que e44St6(f1, f2, . . . , f6)e55 = 3! e45 6= 0, em que

f1 = e14 +e41, f2 = e24 +e42, f3 = e34 +e43, f4 = e15 +e51, f5 = e25 +e52 e f6 = e35 +e53.

Assim sendo, obtemos que mdeg(m(St)+1 ) = 7.

Com o teorema anterior encerramos nossa análise dos casos em que kl+1 ≤ 2k+2l−2.

Agora estaremos interessados em analisar o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard

em variáveis ı́mpares simétricas de (Mk,l(F ), t) nos casos em que 2k+2l−2 < kl+1, ou de

modo equivalente, nos casos em que l ≥ 3 e k ≥ 4. Nesse sentido, os próximos teoremas

nos fornecerão cotas inferiores para mdeg((St)+1 ), para todo k ≥ l, l ≥ 3 e k ≥ 4.

Teorema 2.12. Se Str(y1,1, . . . , yr,1) ≡ 0 em (Mk,l(F ), t), onde k ≥ l, k ≥ 4 e l ≥ 3 são

números naturais ı́mpares, então r ≥ 2k + 2l − 5.

Para demonstrarmos o teorema acima, pela Proposição 1.2, basta exibirmos uma

substituição de 2k + 2l − 6 matrizes simétricas elementares pertencentes ao subespaço(
Mk,l(F ), t

)+
1

que não anula o polinômio standard deste grau. Portanto, consideraremos

a substituição S(k,l) = {f1, f2, . . . , f2k+2l−6}, onde

� fi = ei,k+1 + ek+1,i e fk−1+i = ei,k+2 + ek+2,i, para 1 ≤ i ≤ k − 1;

� f2i−7 = e1i + ei1 e f2i−6 = eki + eik, para k + 3 ≤ i ≤ k + l.

Em seguida, tomaremos o grafo conexo associado a essa substituição (cuja representação

pode ser vista na Figura 2.6) G(S(k,l)) = (V (G), E(G)), onde V (G) = {1, . . . , k + l} e

E(G) = {f1, . . . , f2k+2l−6}, com

� fi = {i, k + 1} e fk−1+i = {i, k + 2}, para todo 1 ≤ i ≤ k − 1;

10Ver Definição A.16 de grafos isomorfos no apêndice.
11Ver Lema A.17.
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� f2i−7 = {1, i} e f2i−6 = {i, k}, para todo k + 3 ≤ i ≤ k + l.

Agora, usando o Teorema 2.6, mostraremos que o polinômio standard não se anula

sob a substituição S(k,l) ao demonstrarmos o teorema abaixo que estabelece que o grafo

G(S(k,l)) associado a substituição S(k,l) é não cancelador.

Teorema 2.13. O grafo G(S(k,l)) = (V (G), E(G)) é não cancelador, para todo k ≥ 3 e

l ≥ 3 ı́mpares.

Demonstração. Note que no grafo G(S(k,l)) (representado na Figura 2.6), temos que

∂(k + 1) = ∂(k + 2) = k − 1 é par; ∂(1) = l é ı́mpar; ∂(k) = l − 2 é ı́mpar e que os

graus de todos os outros vértices do grafo G(S(k,l)) são todos iguais a 2. Assim12, o grafo

G(S(k,l)) tem caminhos eulerianos e esses caminhos ligam o vértice 1 ao vértice k, ou ligam

o vértice k ao vértice 1.

1 2 3 k − 1 k

k + 1

k + 2

k + 3

k + 4

k + l

f1

f2 f3
fk−1

fk−1+1

fk−1+2 fk−1+3

fk−1+k−1

f2k−1

f2k+1

f2k+2l−7

f2k

f2k+2

f2k+2l−6

Figura 2.6: Grafo G(S(k,l)).

Portanto, inicialmente estaremos interessados em determinar o número de caminhos eu-

lerianos que ligam o vértice k ao vértice 1.

Nesse sentido, denotaremos por Ci = f2k+2i−2f2k+2i−3, onde 1 ≤ i ≤ l−2, os caminhos

de G(S(k,l)) de tamanho 2 que ligam o vértice k ao vértice 1 e por C−1i = f2k+2i−3f2k+2i−2

o inverso desses caminhos, que claramente ligam o vértice 1 ao vértice k.

Desse modo, podemos observar que todos os caminhos eulerianos que ligam o vértice

k ao vértice 1 pertencem a um dos seguintes conjuntos de caminhos

M
(2k−2)
(j) = Cσ(1) C

−1
σ(2) Cσ(3) C

−1
σ(4) . . . Cσ(j) d

(2k−2)
(1,1) C−1σ(j+1) . . . C

−1
σ(l−3) Cσ(l−2),

12Ver Teorema A.10.
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onde σ ∈ Sl−2 permuta os sub́ındices dos caminhos C ′s e C−1’s, j ∈ {1, 3, . . . , l − 2} e

d
(2k−2)
(1,1) é um caminho euleriano de tamanho 2k − 2 que liga o vértice 1 a 1 no subgrafo

diamante conexo Dk+1,k+2
2k−2 = (V (D), E(D)), onde V (D) = {1, . . . , k + 2} e E(D) =

{f1, . . . , f2k−2}.

Agora, note que os caminhos d
(2k−2)
(1,1) podem ser descritos como

f1fτ(2)fk−1+τ(2)fk−1+τ(3)fτ(3)fτ(4)fk−1+τ(4) . . . fτ(k−1)fk−1+τ(k−1)fk, ou

fkfk−1+τ(2)fτ(2)fτ(3)fk−1+τ(3)fk−1+τ(4)fτ(4) . . . fk−1+τ(k−1)fτ(k−1)f1,

em que τ é uma permutação dos elementos do conjunto {2, . . . , k − 1}.

Desse forma, observando que j ∈ {1, 3, . . . , l− 2}, temos
l − 1

2
possibilidades de posi-

cionamento para os caminhos d
(2k−2)
(1,1) entre os caminhos C ′s e C−1’s, ou seja, temos

l − 1

2
conjuntos distintos M

(2k−2)
(j) de caminhos. Ademais, temos (l − 2)! permutações distintas

para os sub́ındices dos caminhos C ′s e C−1’s em um conjunto M
(2k−2)
(j) e, por fim, através

da observação dos caminhos acima podemos calcular que temos 2(k−2)! caminhos distin-

tos d
(2k−2)
(1,1) no subgrafo diamante D

(k+1,k+2)
(2k−2) . Com isso obtemos que o número de caminhos

eulerianos ligando o vértice k ao vértice 1 em G(S(k,l)) é igual a

(
l − 1

2

)
2(k − 2)!(l − 2)! .

Nosso próximo passo será mostrar que todos esses caminhos eulerianos têm o mesmo

sinal. Portanto, inicialmente iremos obter o sinal dos caminhos em um mesmo conjunto

M
(2k−2)
(j) . Para isso, recordemos que, pelo o que foi visto acima, qualquer caminho em

M
(2k−2)
(j) é de uma das seguintes formas:

(2.1) Cσ(1)C
−1
σ(2) . . . Cσ(j) f1fτ(2)fk−1+τ(2)fk−1+τ(3)fτ(3) . . . fτ(k−1)fk−1+τ(k−1)fk C−1

σ(j+1) . . . Cσ(l−2),

ou

(2.2) Cσ(1)C
−1
σ(2) . . . Cσ(j) fkfk−1+τ(2)fτ(2)fτ(3)fk−1+τ(3) . . . fk−1+τ(k−1)fτ(k−1)f1 C−1

σ(j+1) . . . Cσ(l−2).

Em vista disso, vamos a seguir computar o sinal dos caminhos da forma (2.1) (aqui

tomaremos a liberdade de não computar as transposições realizadas por um par de arestas

consecutivas, uma vez que o total de transposições realizadas por esse par será sempre

par e portanto em nada afetará o sinal do caminho).

sgn(Cσ(1)C
−1
σ(2) . . . Cσ(j) f1fτ(2)fk−1+τ(2)fk−1+τ(3)fτ(3)fτ(4) . . . fτ(k−2)fτ(k−1)fk−1+τ(k−1)fk

C−1σ(j+1) . . . Cσ(l−2))

= (−1)
l−1
2 sgn(f1fτ(2)fk−1+τ(2)fk−1+τ(3)fτ(3)fτ(4) . . . fτ(k−2)fτ(k−1)fk−1+τ(k−1)fk C

−1
1 C−12 . . .

C−1j C−1j+1 . . . C
−1
l−2)
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= (−1)
l−1
2 sgn(f1fτ(2)fτ(3)fτ(4) . . . fτ(k−2)fτ(k−1)fk−1+τ(2)fk−1+τ(3) . . . fk−1+τ(k−1)fkf2k−1f2k

f2k+1f2k+2 . . . f2k+2l−7f2k+2l−6)

= (−1)
l−1
2 (−1)k−2sgn(f1fτ(2)fτ(3) . . . fτ(k−1)fkfk−1+τ(2)fk−1+τ(3) . . . fk−1+τ(k−1)f2k−1f2k

f2k+1f2k+2 . . . f2k+2l−7f2k+2l−6)

= (−1)
l−1
2 (−1)k−2 (sgn(τ))2sgn(f1f2f3 . . . fk−1fkfk−1+2fk−1+3 . . . fk−1+k−1f2k−1f2k

f2k+1f2k+2 . . . f2k+2l−7f2k+2l−6)

= (−1)
l−1
2 (−1)k−2sgn(f1f2f3 . . . fk−1fkfk+1 . . . f2k−1f2k . . . f2k+2l−7f2k+2l−6)

= (−1)
l−1
2 (−1)k−2 = (−1)

l+1
2 ,

onde a última igualdade ocorre devido ao fato de k ser ı́mpar. Agora, pelas igualdades

acima podemos observar que o sinal final independe da permutação τ , logo todos os

caminhos eulerianos da forma (2.1) têm o mesmo sinal (−1)
l+1
2 .

Em sequência, para obter o sinal dos caminhos eulerianos da forma (2.2) em M
(2k−2)
(j)

procederemos de forma análoga ao caso anterior através das seguintes igualdades

sgn(Cσ(1)C
−1
σ(2) . . . Cσ(j)fkfk−1+τ(2)fτ(2)fτ(3)fk−1+τ(3) . . . fk−1+τ(k−1)fτ(k−1)f1

C−1σ(j+1) . . . Cσ(l−2))

= (−1)
l+1
2 sgn(f1f2f3 . . . fk−1fkfk−1+2fk−1+3 . . . fk−1+k−1 f2k−1f2kf2k+1 . . . f2k+2l−6)

= (−1)
l+1
2 .

Dessa maneira, pelas igualdades acima podemos novamente observar que o sinal final

independe da permutação τ , logo todos os caminhos eulerianos da forma (2.2) têm o

mesmo sinal (−1)
l+1
2 .

Assim, conclúımos que os sinais dos caminhos eulerianos da forma (2.2) em M
(2k−2)
(j)

são iguais aos sinais dos caminhos eulerianos da forma (2.1), portanto todos os caminhos

em M
(2k−2)
(j) têm o mesmo sinal. Além disso, usando o fato de que as transposições de

caminhos C ′s e C−1’s não alteram o sinal de um caminho, podemos concluir que os

sinais de todos os caminhos em um outro conjunto qualquer M
(2k−2)
(h) também são iguais

a (−1)
l+1
2 . Portanto, obtemos que todos os caminhos eulerianos que ligam o vértice k

ao vértice 1 no grafo G têm o mesmo sinal. Além disso, todos eles serão negativos se,

l ≡ 1 (mod 4) e serão positivos se, l ≡ 3 (mod 4). Portanto, conclúımos que o grafo

G(S(k,l)) é não cancelador.

Em conclusão, como consequência do que foi discutido anteriormente e dos Teoremas

2.6 e 2.13 obtemos o Teorema 2.12. Nessa situação, já estabelecemos uma cota inferior
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para mdeg((St)+1 ) nos casos em que k ≥ l, k ≥ 4 e l ≥ 3 são ambos ı́mpares. O teorema

a seguir nos fornecerá uma cota inferior para mdeg((St)+1 ) nos casos em que k ≥ l, k ≥ 4

é par e l ≥ 3 é um número natural qualquer.

Teorema 2.14. Se Str(y1,1, . . . , yr,1) ≡ 0 em (Mk,l(F ), t), onde k ≥ l, k ≥ 4 é par e

l ≥ 3, então r ≥ 2k + 2l − 3.

Novamente para demonstrarmos o teorema acima, pela Proposição 1.2, basta exibirmos

uma substituição de 2k+2l−4 matrizes simétricas elementares pertencentes ao subespaço(
Mk,l(F ), t

)+
1

que não anula o polinômio standard deste grau. Assim, consideraremos a

substituição S ′(k,l) = {f1, . . . , f2k+2l−4}, onde

� fi = ei,k+1 + ek+1,i e fk+i = ei,k+2 + ek+2,i, para 1 ≤ i ≤ k;

� f2i−5 = e1i + ei1, e f2i−4 = eki + eik, para k + 3 ≤ i ≤ k + l.

Em sequência, tomaremos o grafo conexo (que está representado na Figura 2.7) associado

a substituição acima: H(S ′(k,l)) = (V (H), E(H)), onde V (H) = {1, . . . , k, k+ 1, . . . , k+ l}
e E(H) = {f1, . . . , f2k+2l−4}, em que

� fi = {i, k + 1} e fk+i = {i, k + 2}, para todo 1 ≤ i ≤ k;

� f2i−5 = {1, i} e f2i−4 = {i, k}, para todo k + 3 ≤ i ≤ k + l;

1 2 3 k − 1 k

k + 1

k + 2

k + 3

k + 4

k + l

f1

f2
f3 fk−1

fk

fk+1

fk+2
fk+3

fk+k−1

fk+k

f2k+1

f2k+3

f2k+2l−5

f2k+2

f2k+4

f2k+2l−4

Figura 2.7: Grafo H(S′(k,l)).
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Dessa forma, pelo Teorema 2.6, para mostrarmos que o polinômio standard não se

anula sob a substituição S ′(k,l) temos que garantir que o grafo H(S ′(k,l)) associado a subs-

tituição S ′(k,l) é não cancelador, ou seja, para mostrarmos que o polinômio standard não

se anula sob a substituição S ′(k,l) é suficiente demonstrarmos o seguinte teorema.

Teorema 2.15. O grafo H(S ′(k,l)) = (V (H), E(H)) é não cancelador, para todo k ≥ 4

par e l ≥ 3.

Por ser longa e trabalhosa não detalharemos aqui a demonstração desse teorema13.

Todavia, apresentaremos os passos necessários para sua prova no caso em que l é impar.

De fato, podemos proceder de modo semelhante ao que procedemos na demonstração

do Teorema 2.13, isto é, começamos identificando os conjuntos de caminhos eulerianos

que ligam o vértice 1 ao vértice k no grafo conexo H(S ′(k,l)), de modo a obtermos todos

os caminhos eulerianos de 1 a k em H(S ′(k,l)). Posteriormente, calculamos o sinal desses

caminhos em cada um desses conjuntos, para então obtermos a quantidade desses cami-

nhos que são positivos e a quantidade que são negativos. Por fim, vemos que o número de

caminhos eulerianos positivos que ligam o vértice 1 ao vértice k em H(S ′(k,l)) é diferente

do número de caminhos eulerianos negativos. Desse modo, obtemos que o grafo H(S ′(k,l))

é não cancelador.

Finalmente, no caso em que k ≥ 4 é ı́mpar e l ≥ 3 é par, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 2.16. Se Str(y1,1, y2,1, . . . , yr,1) ≡ 0 em (Mk,l(F ), t), onde k ≥ 4 é ı́mpar e l ≥ 3

é par, então r ≥ 2k + 2l − 3.

Demonstração. Nesse caso consideramos a substituição S ′(k,l) = {f1, . . . , f2k+2l−4}, onde

� fi = ei,k+1 + ek+1,i e fk+i = ei,k+2 + ek+2,i, para 1 ≤ i ≤ k;

� f2i−5 = e1i + ei1 e f2i−4 = eki + eik, para k + 3 ≤ i ≤ k + l.

Em seguida, recorremos ao grafo conexo H ′(S ′(k,l)) = (V (H ′), E(H ′)) associado a essa

substituição, onde V (H ′) = {1, . . . , k, k + 1, . . . , k + l} e E(H ′) = {f1, . . . , f2k+2l−4}, em

que

� fi = {i, k + 1} e fk+i = {i, k + 2}, para todo 1 ≤ i ≤ k;

� f2i−5 = {1, i} e f2i−4 = {i, k}, para todo k + 3 ≤ i ≤ k + l;

13A demonstração do Teorema 2.15 está apresentada integralmente no Apêndice B desta tese.
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cuja representação é dada pelo diagrama apresentado na Figura 2.8.

1 2 3 k − 1 k

k + 1

k + 2

k + 3

k + l

f1 f2 f3 fk−1

fk

fk+1
fk+2

fk+3 fk+k−1 fk+k

f2k+1

f2k+2l−5

f2k+2

f2k+2l−4

Figura 2.8: Grafo H ′(S′(k,l)).

Por sua vez, observamos que esse grafo é isomorfo ao grafo que está representado na

Figura 2.9, que por argumentos análogos aos que foram considerados na demonstração do

Teorema 2.15 é não cancelador.

k + 1 k + 3 k + 4 k + l k + 2

1

k

2

3

k − 1

f1
f2k+1

f2k+3
f2k+2l−5

fk+1

fk

f2k+2
f2k+4 f2k+2l−4

fk+k

f2

f3

fk−1

fk+2

fk+3

fk+k−1

Figura 2.9: Grafo invertido.

Desse modo, o grafo H ′(S ′(k,l)) também é não cancelador e, em consequência do Teo-

rema 2.6, temos que o polinômio standard não se anula sob a substituição S ′(k,l).

Em razão dos teoremas acima e do Lema 2.5 obtemos que

2k + 2l − 5 ≤ mdeg((St)+1 ) ≤ min{kl + 1, 2k + 2l − 2},
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se k e l > 1 são ambos ı́mpares e caso k ou l > 1 seja par, temos

2k + 2l − 3 ≤ mdeg((St)+1 ) ≤ min{kl + 1, 2k + 2l − 2}.

Posto isso, a pergunta que surge naturalmente é se na realidade essas cotas inferio-

res determinam (em cada um dos casos) o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard

em variáveis ı́mpares simétricas de (Mk,l(F ), t). Nesse sentido, o teorema a seguir nos

comprova que no caso em que k = 4 e l = 3, realmente 2k + 2l − 3 descreve o grau

mı́nimo.

Teorema 2.17. O grau mı́nimo de uma identidade standard em variáveis ı́mpares

simétricas de (M4,3(F ), t) é igual a 11.

Demonstração. Recordemos que(
M4,3(F ), t

)+
1

= spanF{e15 + e51, e25 + e52, e35 + e35, e45 + e45, e16 + e61,

e26 + e62, e36 + e36, e46 + e46, e17 + e71, e27 + e72, e37 + e37, e47 + e47}.

Pela Proposição 1.2, a fim de mostrarmos que St11(y1,1, . . . , y11,1) ≡ 0 em(
M4,3(F ), t), basta mostrarmos que St11(y1,1, . . . , y11,1) se anula sob quaisquer substi-

tuições de elementos distintos da base de
(
M4,3(F ), t

)+
1

. Para isso, denotaremos os ele-

mentos da base por

αi = ei5 + e5i βi = ei6 + e6i γi = ei7 + e7i, onde i = 1, 2, 3, 4.

Como estamos interessados em substituições de 11 matrizes distintas, então elas são obti-

das excluindo-se uma das matrizes acima, isto é, apenas as seguintes substituições podem

ser escolhidas:

S
(i,j,k)
1 = {α1, α2, α3, α4, β1, β2, β3, β4, γi, γj, γk}, onde 1 ≤ i < j < k ≤ 4;

S
(i,j,k)
2 = {α1, α2, α3, α4, γ1, γ2, γ3, γ4, βi, βj, βk}, onde 1 ≤ i < j < k ≤ 4;

S
(i,j,k)
3 = {β1, β2, β3, β4, γ1, γ2, γ3, γ4, αi, αj, αk}, onde 1 ≤ i < j < k ≤ 4.

Em seguida, considerando os grafos associados às substituições acima, temos que em

todos esses grafos conexos ∂(i) = ∂(j) = ∂(k) = 3. Logo, pela Observação A.11, esses

grafos não têm caminhos eulerianos. Dessa forma, pelo Teorema 2.6, conclúımos que

St11(y1,1, . . . , y11,1) ≡ 0 em
(
M4,3(F ), t

)
.

Finalizamos esse caṕıtulo apresentando as seguintes conjecturas que são justificáveis

pelos casos em que l = 2 e k ≥ 2, l = 3 e k = 3, l = 3 e k = 4.

Conjectura 2.18. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares

simétricas de (Mk,l(F ), t) é igual a 2k + 2l − 5, para todos k ≥ l > 1 ı́mpares.
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Conjectura 2.19. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares

simétricas de (Mk,l(F ), t) é igual a 2k+ 2l− 3, para todos k ≥ l > 1 em que k ou l é par.
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Caṕıtulo 3

Involução graduada simplética

Neste caṕıtulo nosso intuito será apresentar o problema de determinar o grau mı́nimo

de (Z2, ∗)-identidades standard de (Mk,k(F ), s). A prinćıpio, abordaremos o problema

no caso em que todas as variáveis na identidade standard são pares, simétricas ou an-

tissimétricas. Veremos que nesses casos o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard

de (Mk,k(F ), s) é diretamente influenciado pelo grau mı́nimo de identidades standard de

Mk(F ), fornecido pelo Teorema de Amitsur e Levitzki no contexto ordinário.

Em sequência, discutiremos o problema no caso em que todas as variáveis nas

(Z2, ∗)-identidades standard são ı́mpares, simétricas ou antissimétricas. Concluiremos

que nesses casos existe uma estreita relação entre o problema de se determinar o grau

mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard de (Mk,k(F ), s) com o problema de se determi-

nar o grau mı́nimo total de ∗-identidades duplas de Capelli em variáveis simétricas ou

antissimétricas de (Mk(F ), t).

3.1 Variáveis pares simétricas ou antissimétricas

Nesta seção determinaremos o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis

pares, simétricas ou antissimétricas de (Mk,k(F ), s). Nestes casos, demonstraremos que o

grau mı́nimo é igual a 2k, para todo k ≥ 1. Ressaltamos que os resultados apresentados

nessa seção estão publicados em [6].

Interessados em apresentar os resultados desta seção recordaremos que os subespaços

pares, simétricos e antissimétricos de (Mk,k(F ), s) são, respectivamente,(
Mk,k(F ), s

)+
0

=

{(
A 0
0 At

)
| A ∈Mk(F )

}
e

(
Mk,k(F ), s

)−
0

=

{(
A 0
0 −At

)
| A ∈Mk(F )

}
.
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Teorema 3.1. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis pares simétricas

de (Mk,k(F ), s) é igual a 2k, para todo k ≥ 1.

Demonstração. Sejam U1,0, . . . , Ur,0 ∈
(
Mk,k(F ), s

)+
0

. Então, obtemos que

Ui,0 =

(
Ai 0
0 Ati

)
, para todo 1 ≤ i ≤ r,

onde A1, . . . , Ar ∈Mk(F ).

Dessa forma,

Str(U1,0, . . . , Ur,0) = Str

((
A1 0
0 At1

)
, . . . ,

(
Ar 0
0 Atr

))

=

(
Str(A1, . . . , Ar) 0

0 Str(A
t
1, . . . , A

t
r)

)
.

Como A1, . . . , Ar e At1, . . . , A
t
r são matrizes k× k, pelo Teorema 1.3, temos que se r ≥ 2k,

então Str(A1, . . . , Ar) = 0 e Str(A
t
1, . . . , A

t
r) = 0.

Por outro lado, a partir do Teorema 1.3, obtemos também que se r < 2k, então

Str(x1, . . . , xr) não é uma identidade polinomial de Mk(F ). Isto é, existem matrizes

B1, . . . , Br ∈Mk(F ), tais que Str(B1, . . . , Br) 6= 0. Assim, considerando as matrizes

Vi,0 =

(
Bi 0
0 Bt

i

)
, para todo 1 ≤ i ≤ r,

obtemos que

Str(V1,0, . . . , Vr,0) = Str

((
B1 0
0 Bt

1

)
, . . . ,

(
Br 0
0 Bt

r

))

=

(
Str(B1, . . . , Br) 0

0 Str(B
t
1, . . . , B

t
r)

)
6= 0.

Com isso, conclúımos que o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis

pares simétricas de (Mk,k(F ), s) é igual a 2k, para todo k ≥ 1.

Seguindo as mesmas ideias da demonstração anterior, podemos provar o seguinte teo-

rema.

Teorema 3.2. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis pares antis-

simétricas de (Mk,k(F ), s) é igual a 2k, para todo k ≥ 1.

Em conclusão, podemos observar nas demonstrações dos teoremas acima que o grau

mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis pares, simétricas ou antissimétricas
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de (Mk,k(F ), s) estão diretamente relacionados ao grau mı́nimo de identidades standard

de Mk(F ). Mais que isso, usando os mesmos argumentos utilizados nessas demonstrações,

podemos estabelecer o seguinte.

Teorema 3.3. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades em variáveis pares, simétricas ou

antissimétricas de (Mk,k(F ), s) é igual a 2k, para todo k ≥ 1.

3.2 Variáveis ı́mpares simétricas ou antissimétricas

Nesta seção estaremos interessados em obter informações a respeito do grau mı́nimo

de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares, simétricas ou antissimétricas de

(Mk,k(F ), s). Inicialmente, trataremos do caso em que todas as variáveis são ı́mpares

antissimétricas. Nesse caso, mostraremos que o grau mı́nimo é igual a 4k − 1, para todo

k ≥ 1. Em seguida, ao abordar o caso em que todas as variáveis são ı́mpares simétricas,

forneceremos o grau mı́nimo para alguns valores pequenos de k.

Iniciaremos esta seção recordando que os subespaços ı́mpares, simétricos e antis-

simétricos de (Mk,k(F ), s) são, respectivamente,

(
Mk,k(F ), s

)+
1

=

{(
0 K
K ′ 0

)
| K,K ′ ∈ (Mk(F ), t)−

}
e

(
Mk,k(F ), s

)−
1

=

{(
0 S
S ′ 0

)
| S, S ′ ∈ (Mk(F ), t)+

}
.

Iremos primeiramente abordar o problema em variáveis ı́mpares antissimétricas e

começamos com a seguinte observação que segue diretamente da Proposição 1.2 e das

substituições de elementos do subespaço
(
M1,1(F ), s

)−
1

em St2(z1,1, z2,1).

Observação 3.4. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares

antissimétricas de (M1,1(F ), s) é igual a 3.

Uma vez estabelecido o grau mı́nimo no caso em que k = 1, na sequência, nosso

objetivo será mostrar o seguinte teorema.

Teorema 3.5. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares an-

tissimétricas de (Mk,k(F ), s) é igual a 4k − 1, para todo k ≥ 2.

Em vista da Proposição 1.2, o primeiro passo que daremos para demonstrar o te-

orema acima é estabelecer que St4k−1(z1,1, . . . , z4k−1,1) ≡ 0 em (Mk,k(F ), s), para todo
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k ≥ 2. Nesse sentido, observamos inicialmente que quando r é um natural ı́mpar, qual-

quer substituição de matrizes

V1,1 =

(
0 Y1
Y ′1 0

)
, V2,1 =

(
0 Y2
Y ′2 0

)
, . . . , Vr,1 =

(
0 Yr
Y ′r 0

)
∈
(
Mk,k(F ), s

)−
1

no polinômio standard Str(z1,1, z2,1, . . . , zr,1), resulta em

Str(V1,1, V2,1, . . . , Vr,1) = Str

((
0 Y1
Y ′1 0

)
,

(
0 Y2
Y ′2 0

)
, . . . ,

(
0 Yr
Y ′r 0

))

=


0

∑
σ∈Sr

sgn(σ) Yσ(1)Y
′
σ(2) . . . Y

′
σ(r−1)Yσ(r)∑

σ∈Sr

sgn(σ) Y ′σ(1)Yσ(2) . . . Yσ(r−1)Y
′
σ(r) 0

 .

Observação 3.6. Podemos notar que, para r ı́mpar, Str(z1,1, . . . , zr,1) ≡ 0 em (Mk,k(F ), s)

se, e somente se, o ∗-polinômio gr(y1, . . . , yr; y
′
1, . . . , y

′
r) em variáveis simétricas definido

por

gr(y1, y2, . . . , yr; y
′
1, y
′
2, . . . , y

′
r) :=

∑
σ∈Sr

sgn(σ) yσ(1)y
′
σ(2) . . . y

′
σ(r−1)yσ(r)

é uma ∗-identidade de (Mk(F ), t).

Agora, para demonstrar que g4k−1(y1, . . . , y4k−1; y
′
1, . . . , y

′
4k−1) é uma ∗-identidade de

(Mk(F ), t), será útil definirmos os chamados polinômios duplos de Capelli que foram

amplamente estudados nos artigos [10], [12], [17] e [20].

Definição 3.7. Definimos os polinômios duplos de Capelli de grau total 2n− 1 e de grau

total 2n como sendo, respectivamente,

C n−1
n (u1, . . . , un; v1, . . . , vn−1) :=

∑
σ∈Sn,
τ∈Sn−1

sgn(στ) uσ(1)vτ(1) . . . vτ(n−1)uσ(n) e

Cn(u1, . . . , un; v1, . . . , vn) :=
∑
σ∈Sn,
τ∈Sn

sgn(στ) uσ(1)vτ(1) . . . uσ(n)vτ(n),

onde os ı́ndices de C n−1
n sugerem que temos n− 1 variáveis v’s e n variáveis u’s e o ı́ndice

de Cn sugere que temos n variáveis u’s e n variáveis v’s.

Com essa definição em mente, demonstraremos o lema a seguir o qual estabelece que,

para todo r ı́mpar, o ∗-polinômio gr(y1, . . . , yr; y
′
1, . . . , y

′
r) em variáveis simétricas, definido

acima, é igual a uma combinação linear de ∗-polinômios duplos de Capelli em variáveis
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simétricas. Ressaltamos que no enunciado do lema abaixo e ao longo da sua demonstração

usamos a notação

π =

(
1 2 . . . m

π(1) π(2) . . . π(m)

)
,

para denotar a permutação π de {1, . . . ,m}.

Lema 3.8. Para todo m ≥ 1, temos que

g2m−1(y1, . . . , y2m−1; y
′
1, . . . , y

′
2m−1) =∑

sgn

((
1 2 . . . 2m− 2 2m− 1
j1 i1 . . . im−1 jm

))
Cm−1
m (yj1 , . . . , yjm ; y′i1 , . . . , y

′
im−1

),

onde a soma acima percorre todas as escolhas posśıveis dos ı́ndices i1, . . . , im−1 e j1, . . . , jm,

em que i1 < · · · < im−1, j1 < · · · < jm e {i1, . . . , im−1, j1, . . . , jm} = {1, . . . , 2m− 1}.

Demonstração. Consideremos

(3.1) g2m−1(y1, . . . , y2m−1; y
′
1, . . . , y

′
2m−1) =

∑
θ∈S2m−1

sgn(θ) yθ(1)y
′
θ(2) . . . y

′
θ(2m−2)yθ(2m−1).

Observe que, para θ ∈ S2m−1, o monômio

(3.2) mθ := yθ(1)y
′
θ(2) . . . y

′
θ(2m−2)yθ(2m−1)

é um monômio do polinômio duplo de Capelli

Cm−1
m (yj1 , . . . , yjm ; y′i1 , . . . , y

′
im−1

) :=
∑
σ∈Sm,
τ∈Sm−1

sgn(στ) yσ(j1)y
′
τ(i1)

yσ(j2)y
′
τ(i2)

. . . y′τ(im−1)
yσ(jm),

cujo coeficiente nesse polinômio é dado por sgn(στ), onde σ é uma permutação de

{j1, . . . , jm} e τ é uma permutação de {i1, . . . , im−1} dadas por

σ =

(
j1 j2 . . . jm
θ(1) θ(3) . . . θ(2m− 1)

)
e τ =

(
i1 i2 . . . im−1
θ(2) θ(4) . . . θ(2m− 2)

)
.

Dessa forma, se considerarmos o polinômio p(y1, y2, . . . , y2m−1; y
′
1, y
′
2, . . . , y

′
2m−1) defi-

nido por

(3.3)
∑

sgn

((
1 2 . . . 2m− 2 2m− 1
j1 i1 . . . im−1 jm

))
Cm−1
m (yj1 , . . . , yjm ; y′i1 , . . . , y

′
im−1

),

então o coeficiente do monômio mθ no polinômio p(y1, y2, . . . , y2m−1; y
′
1, y
′
2, . . . , y

′
2m−1) é o

produto dos sinais: sgn

((
1 2 . . . 2m− 2 2m− 1
j1 i1 . . . im−1 jm

))
, sgn

((
j1 . . . jm

σ(j1) . . . σ(jm)

))
e sgn

((
i1 . . . im−1

τ(i1) . . . τ(im−1)

))
, ou seja, é igual a

sgn

((
1 2 . . . 2m− 2 2m− 1
θ(1) θ(2) . . . θ(2m− 2) θ(2m− 1)

))
= sgn(θ),
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que é o coeficiente de mθ no polinômio g2m−1(y1, . . . , y2m−1; y
′
1, . . . , y

′
2m−1) dado em (3.1).

Assim, todo monômio de g2m−1(y1, . . . , y2m−1; y
′
1, . . . , y

′
2m−1) é também um monômio

do polinômio p(y1, y2, . . . , y2m−1; y
′
1, y
′
2, . . . , y

′
2m−1) dado em (3.3).

Além disso, nós temos (2m−1)! monômios distintos em g2m−1(y1, . . . , y2m−1; y
′
1, . . . , y

′
2m−1)

e temos também (
2m− 1

m

)
m!(m− 1)! = (2m− 1)!

monômios distintos no polinômio p(y1, y2, . . . , y2m−1; y
′
1, y
′
2, . . . , y

′
2m−1). Desse modo, po-

demos concluir que

g2m−1(y1, . . . , y2m−1; y
′
1, . . . , y

′
2m−1) = p(y1, . . . , y2m−1; y

′
1, . . . , y

′
2m−1).

Agora, com relação aos polinômios duplos de Capelli, em [12], Domokos estabelece o

seguinte no contexto de identidades ordinárias.

Teorema 3.9. (Domokos, [12]) O polinômio duplo de Capelli C 2k−1
2k é uma identidade

polinomial de Mk(F ). Além disso, ele é uma consequência do polinômio standard de grau

2k.

Então, como consequência do teorema acima e do Lema 3.8, obtemos o seguinte co-

rolário no contexto de álgebras com involução.

Corolário 3.10. O ∗-polinômio g4k−1(y1, . . . , y4k−1; y
′
1, . . . , y

′
4k−1) em variáveis simétricas

é uma ∗-identidade polinomial de (Mk(F ), t).

Finalmente, usando a Observação 3.6 e o corolário acima, podemos concluir que

St4k−1(z1,1, . . . , z4k−1,1) é uma (Z2, ∗)-identidade de (Mk,k(F ), s), para todo k ≥ 2.

Em sequência, com o objetivo de finalizar a demonstração do Teorema 3.5, precisa-

mos estabelecer que St4k−2(z1,1, . . . , z4k−2,1) não é uma (Z2, ∗)-identidade polinomial de

(Mk,k(F ), s), para todo k ≥ 2. Para isso, começamos observando que qualquer substi-

tuição no polinômio standard St4k−2(z1,1, . . . , z4k−2,1) de matrizes do tipo

Vi,1 =

(
0 Yi
0 0

)
, para i ı́mpar, com 1 ≤ i ≤ 4k − 2;

Vi,1 =

(
0 0
Y ′i 0

)
, para i par, com 1 ≤ i ≤ 4k − 2;

em que Y1, Y3, . . . , Y4k−3 e Y ′2 , Y
′
4 , . . . , Y

′
4k−2 são matrizes simétricas (com relação a in-

volução transposta), resulta em
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Str(V1,1, V2,1, . . . , V4k−2,1) = Str

((
0 Y1
0 0

)
,

(
0 0
Y ′2 0

)
, . . . ,

(
0 0

Y ′4k−2 0

))
=

(
A 0
0 B

)
,

comA =
∑

σ∈S2k−1,

τ∈S2k−1

sgn(στ)Yσ(1)Y
′
τ(2) . . . Yσ(4k−3)Y

′
τ(4k−2) = C2k−1(Y1, . . . , Y4k−3;Y

′
2 , . . . , Y

′
4k−2)

eB = −
∑

µ∈S2k−1,

θ∈S2k−1

sgn(µθ) Y ′µ(2)Yθ(1) . . . Y
′
µ(4k−2)Yθ(4k−3) = −C2k−1(Y

′
2 , . . . , Y

′
4k−2;Y1, . . . , Y4k−3).

Portanto, para demonstrarmos que St4k−2(z1,1, . . . , z4k−2,1) não é uma (Z2, ∗)-identidade

polinomial de (Mk,k(F ), s), para todo k ≥ 2, basta demonstrarmos o seguinte teorema no

contexto de álgebras com involução.

Teorema 3.11. O ∗-polinômio duplo de Capelli C2k−1(y1, . . . , y2k−1; y
′
1, . . . , y

′
2k−1) em

variáveis simétricas não é uma ∗-identidade de (Mk(F ), t), para todo k ≥ 2.

Iremos usar na demonstração desse teorema uma interpretação para as substituições

de matrizes simétricas elementares em C2k−1, com k ≥ 2, parecida com a que foi fornecida

por Owens para substituições de matrizes simétricas elementares no polinômio standard

(que discutimos no Teorema 2.6). Nesse sentido, para uma substituição S de matrizes

simétricas elementares em Cl(y1, . . . , yl; y
′
1, . . . , y

′
l), onde l ≥ 3, determinada por

ys = tisjs e y′s = tmsns , onde 1 ≤ s ≤ l,

com y1, . . . , yl matrizes distintas e y′1, . . . , y
′
l também distintas, vamos associar um grafo

G(S) = (V (G), E(G)), em que

V (G) = {i1, . . . , il, j1, . . . , jl,m1, . . . ,ml, n1, . . . , nl}

é o conjunto de vértices e

E(G) = {{is, js}| ys = tisjs ∈ S} ∪ {{ms, ns}| y′s = tmsns ∈ S}

é o multiconjunto de arestas. Em seguida, rotularemos as arestas do conjunto

{{is, js}| tisjs ∈ S} por fs = {is, js} e as arestas do conjunto {{ms, ns}| tmsns ∈ S}
por f ′s = {is, js}, para todo 1 ≤ s ≤ l, (ou seja, rotularemos as arestas de cada parte do

multiconjunto E(G) de modos distintos).

Caso o grafo obtido seja euleriano, chamaremos os caminhos eulerianos que são ini-

ciados por uma aresta fi, percorridos alternando-se as arestas f com as arestas f ′ e
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finalizados com uma aresta f ′j de caminhos eulerianos alternados do tipo ff ′. Do mesmo

modo, chamaremos de caminhos eulerianos alternados do tipo f ′f , os caminhos eulerianos

que são iniciados por uma aresta f ′j, percorridos alternando-se as arestas f ′ com as arestas

f e finalizados com uma aresta fi.

Dessa forma, observamos que um caminho euleriano alternado do tipo ff ′ (resp. f ′f)

pode ser descrito da forma fσ(1)f
′
τ(1)fσ(2)f

′
τ(2) . . . fσ(l)f

′
τ(l) (resp. f ′σ(1)fτ(1) . . . f

′
σ(l)fτ(l)), onde

σ ∈ Sl e τ ∈ Sl.

Definição 3.12. Dado um caminho euleriano alternado fσ(1)f
′
τ(1)fσ(2)f

′
τ(2) . . . fσ(l)f

′
τ(l) em

G(S), definimos o sinal alternado desse caminho como sendo

sgnA(fσ(1)f
′
τ(1)fσ(2)f

′
τ(2) . . . fσ(l)f

′
τ(l)) = sgn(σ)sgn(τ).

Assim, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.13. A (i, j)-ésima entrada da matriz Cl(ti1j1 , . . . , tiljl ; tm1n1 , . . . , tmlnl) é igual

a
∑

sgnA(wff ′), onde essa soma percorre todos os caminhos eulerianos alternados do tipo

ff ′ de G(S) que ligam o vértice i ao vértice j. Caso não existam caminhos eulerianos al-

ternados do tipo ff ′ ligando o vértice i ao vértice j, ou não existam esses vértices no grafo

G(S), então a (i, j)-ésima entrada de Cl(ti1j1 , . . . , tiljl ; tm1n1 , . . . , tmlnl) é nula. Em parti-

cular, caso o grafo G(S) seja desconexo, então a matriz Cl(ti1j1 , . . . , tiljl ; tm1n1 , . . . , tmlnl)

é uma matriz nula.

Demonstração. A demonstração desse teorema é semelhante a demonstração do Teo-

rema 2.6. Começamos notando que a multiplicação de três matrizes simétricas elementares

tij, thl e tmn, em que pelo menos duas são distintas entre si, resulta em uma matriz elemen-

tar ers. Deste modo, associado à essa multiplicação, temos um caminho com as arestas

associadas {i, j}, {h, l} e {m, n} que liga o vértice r ao vértice s (omitimos aqui todas

as multiplicações posśıveis dessas matrizes e os caminhos relacionados, pois teŕıamos que

considerar muitos casos. Entretanto, essencialmente ocorre o mesmo que foi discutido na

demonstração do Teorema 2.6).

Assim, qualquer produto alternado ti1j1tm1n1 . . . tiljltmlnl de matrizes elementares

simétricas substitúıdas nas variáveis yi com as matrizes elementares simétricas subs-

titúıdas nas variáveis y′i é não nulo se, e somente se, a sequência de arestas

fσ(1)f
′
τ(1) . . . fσ(l)f

′
τ(l) = {iσ(1), jσ(1)}{mτ(1), nτ(1)} . . . {iσ(l), jσ(l)}{mτ(l), nτ(l)}

(com os vértices não necessariamente nessa ordem) forma um caminho euleriano alter-

nado do tipo ff ′ em G(S). Nesse caso, temos também que r = i1 ou r = j1 é o
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vértice no qual o caminho tem ińıcio e s = nl ou s = ml é o vértice no qual o cami-

nho termina. Portanto, qualquer monômio tiσ(1)jσ(1)tmτ(1)nτ(1) . . . tiσ(l)jσ(l)tmτ(l)nτ(l) não nulo

de Cl(ti1j1 , . . . , tiljl ; tm1n1 , . . . , tmlnl) que resulta na matriz elementar eij está associado ao

caminho euleriano

fσ(1)f
′
τ(1) . . . fσ(l)f

′
τ(l) = {iσ(1), jσ(1)}{mτ(1), nτ(1)} . . . {iσ(l), jσ(l)}{mτ(l), nτ(l)}

(novamente não necessariamente os vértices nas arestas estão ligados nessa ordem) que

tem ińıcio no vértice i e término no vértice j. Além disso, pela Definição 3.12 do sinal

alternado de um caminho euleriano alternado, temos que

sgnA({iσ(1), jσ(1)}{mτ(1), nτ(1)} . . . {iσ(l), jσ(l)}{mτ(l), nτ(l)}) = sgn(σ)sgn(τ),

de onde segue o resultado.

Mantendo em mente a discussão acima vamos demonstrar o Teorema 3.11. Queremos

mostrar que

C2k−1(y1, . . . , y2k−1; y
′
1, . . . , y

′
2k−1) =

∑
σ∈S2k−1,

τ∈S2k−1

sgn(στ)yσ(1)y
′
τ(1) . . . yσ(2k−1)y

′
τ(2k−1)

em variáveis simétricas não é uma ∗-identidade de (Mk(F ), t), para todo k ≥ 2. Para isso,

precisamos fornecer uma substituição de matrizes simétricas elementares que não anula o

polinômio C2k−1. Portanto, iremos considerar a seguinte substituição S em C2k−1:

� yi = eii, onde 1 ≤ i ≤ k;

� yk+i = ek−i,k−i+1 + ek−i+1,k−i, onde 1 ≤ i ≤ k − 1;

� y′i = ei,i+1 + ei+1,i, onde 1 ≤ i ≤ k − 1;

� y′k+i = ek−i,k−i, onde 0 ≤ i ≤ k − 1.

Vamos associar a essa substituição o grafo conexo G(S) = (V (G), E(G)), em que

V (G) = {1, . . . , 2k−1} é o conjunto de vértices e E(G) = {f1, . . . , f2k−1}∪{f ′1, . . . , f ′2k−1}
é o multiconjunto de arestas, com

� fi = {i, i}, onde 1 ≤ i ≤ k;

� fk+i = {k − i, k − i+ 1}, onde 1 ≤ i ≤ k − 1;

� f ′i = {i, i+ 1}, onde 1 ≤ i ≤ k − 1;
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� f ′k+i = {k − i, k − i}, onde 0 ≤ i ≤ k − 1;

cuja representação está dada na Figura 3.1 a seguir.

1 2 3 k − 1 k

f1 f2 f3 fk−1 fk

f ′2k−1 f ′2k−2 f ′2k−3 f ′k+1 f ′k

f ′1 f ′2 f ′k−1

f2k−1 f2k−2 fk+1

Figura 3.1: Grafo associado a substituição S no polinômio duplo de Capelli.

Vamos usar o Teorema 3.13 e restringir nossa atenção a (1, 1)-ésima entrada da matriz

C2k−1(f1, . . . , f2k−1; f
′
1, . . . , f

′
2k−1). Então, para demonstrar o Teorema 3.11 demonstrare-

mos o seguinte resultado a respeito do grafo G(S).

Lema 3.14. O número de caminhos eulerianos alternados do tipo ff ′ em G(S) que ligam

o vértice 1 ao vértice 1 é ı́mpar.

Demonstração. A fim de mostrarmos que o número de caminhos eulerianos alternados

do tipo ff ′ de G(S) que ligam o vértice 1 ao vértice 1 é ı́mpar, iremos demonstrar usando

indução em t, que os grafos conexos ∆t = (V (∆t), E(∆t)), em que V (∆t) = {1, . . . , t} é

o conjunto de vértices e E(∆t) = {f1, . . . , f2t−1} ∪ {f ′1, . . . , f ′2t−1} é o multiconjunto de

arestas, definidas por

� fi = {i, i}, onde 1 ≤ i ≤ t;

� ft+i = {t− i, t− i+ 1}, onde 1 ≤ i ≤ t− 1;

� f ′i = {i, i+ 1}, onde 1 ≤ i ≤ t− 1;

� f ′t+i = {t− i, t− i}, onde 0 ≤ i ≤ t− 1;

cuja representação é dada pelo diagrama da Figura 3.2, têm um número ı́mpar de caminhos

eulerianos alternados do tipo ff ′ que ligam 1 a 1 em ∆t (que denotaremos por dt), para

todo t ≥ 2.

1 2 3 t− 1 t

f1 f2 f3 ft−1 ft

f ′2t−1 f ′2t−2 f ′2t−3 f ′t+1 f ′t

f ′1 f ′2 f ′t−1

f2t−1 f2t−2 ft+1

Figura 3.2: Grafo ∆t .
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Desse modo, para t = 2, temos que os caminhos eulerianos alternados do tipo ff ′ de

1 a 1 em ∆2 são dados por (veja a Figura 3.3):

f1f
′
3f3f

′
2f2f

′
1, f1f

′
1f2f

′
2f3f

′
3 e f3f

′
2f2f

′
1f1f

′
3.

Portanto, d2 = 3, que é um número ı́mpar.

1 2

f1 f2

f ′3 f ′2

f ′1

f3

Figura 3.3: Grafo ∆2 .

Agora, supondo que no grafo ∆t−1 temos dt−1 ı́mpar, vamos mostrar que em ∆t temos

dt também ı́mpar. Inicialmente, note que o grafo ∆t−1 (veja a Figura 3.4) é isomorfo ao

1 2 3 t− 2 t− 1

f1 f2 f3 ft−2 ft−1

f ′2t−3 f ′2t−4 f ′2t−5 f ′t f ′t−1

f ′1 f ′2 f ′t−2

f2t−3 f2t−4 ft

Figura 3.4: Grafo ∆t−1 .

grafo ∆, cuja representação é dada na Figura 3.5, pois a bijeção g entre os conjuntos de

vértices do grafo ∆t−1 e o conjunto de vértices do grafo ∆, definida por g(i) = i + 1,

preserva adjacências. Portanto, o número dt−1 de caminhos eulerianos alternados do tipo

ff ′ de 1 a 1 em ∆t−1 é igual ao número de caminhos eulerianos alternados do tipo ff ′

de 2 a 2 em ∆ que, por simetria, é igual ao número de caminhos eulerianos alternados do

tipo f ′f de 2 a 2 em ∆ (que denotaremos por d).

2 3 4 t− 1 t

f2 f3 f4 ft−1 ft

f ′2t−2 f ′2t−3 f ′2t−4 f ′t+1 f ′t

f ′2 f ′3 f ′t−1

f2t−2 f2t−3 ft+1

Figura 3.5: Grafo ∆ .

Agora, pela hipótese de indução, temos que dt−1 é ı́mpar e, consequentemente, d

também é ı́mpar. Finalmente, podemos observar que os caminhos eulerianos alternados

do tipo ff ′ de 1 a 1 em ∆t são dados por

1. f1f
′
2t−1f2t−1C

′
jf
′
1, onde 1 ≤ j ≤ d;
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2. f1f
′
1C
′′
j f2t−1f

′
2t−1, onde 1 ≤ j ≤ d;

3. f2t−1C
′′′
j f
′
1f1f

′
2t−1, onde 1 ≤ j ≤ d;

em que C ′j e C ′′′j denotam caminhos eulerianos alternados do tipo f ′f de 2 a 2 em ∆ e C ′′j

denota um caminho euleriano alternado do tipo ff ′ de 2 a 2 em ∆, para todo 1 ≤ j ≤ d.

Portanto, temos que dt = 3d e como d = dt−1 é ı́mpar, temos que dt é ı́mpar.

Assim, por indução, temos que o número de caminhos eulerianos alternados do tipo

ff ′ de 1 a 1 em ∆t é ı́mpar, para todo t ≥ 2. Em particular, conclúımos que o número

de caminhos eulerianos alternados do tipo ff ′ em G(S) que ligam o vértice 1 ao vértice

1 é ı́mpar, para todo k ≥ 2, de onde segue o resultado.

Desse modo, pelo lema anterior e pelo Teorema 3.13, obtemos que a (1, 1)-ésima en-

trada da matriz C2k−1(t11, . . . , tkk, tk−1,k, . . . , t12; t12, . . . , tk−1,k, tkk, . . . , t11) é não nula. O

que prova o Teorema 3.11.

Além do mais, pelos Teoremas 3.9 e 3.11, nós obtemos o seguinte corolário.

Corolário 3.15. O grau mı́nimo total de uma ∗-identidade dupla de Capelli em variáveis

simétricas de
(
Mk(F ), t

)
é igual a 4k − 1, para todo k ≥ 2.

Finalmente, em vista de toda a discussão realizada anteriormente obtemos o Teorema

3.5 que estabelece que o grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares

antissimétricas de (Mk,k(F ), s) é igual a 4k − 1, para todo k ≥ 2.

Daqui em diante, estaremos interessados em abordar o problema de determinar o grau

mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares simétricas de (Mk,k(F ), s).

Tendo em vista o Teorema 1.6, já sabemos que 4k− 2 é uma cota superior para esse grau

mı́nimo, para todo k ≥ 1. Entretanto, ela parece não ser o grau mı́nimo nesse caso, uma

vez que nos casos em que k = 1 e k = 2, usando a base de matrizes elementares simétricas

de
(
Mk,k(F ), s

)+
1

e o fato de o polinômio standard ser alternado, podemos verificar de

modo direto que os graus mı́nimos obtidos são, respectivamente, 1 e 3. Além do mais,

para k = 3, temos que o seguinte ocorre.

Proposição 3.16. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis simétricas

ı́mpares de (M3,3(F ), s) é igual a 7.

Demonstração. Sendo dimF

(
M3,3(F ), s

)+
1

= 6, pelo fato do polinômio standard ser

alternado, temos que St7(y1,1, . . . , y7,1) ≡ 0 em (M3,3(F ), s
)
. Por outro lado, recordemos

que (
M3,3(F ), s

)+
1

=

{(
0 K
K ′ 0

)
| K,K ′ ∈ (M3(F ), t)−

}
.
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Portanto, para mostrar St6(y1,1, . . . , y6,1) não é uma (Z2, ∗)-identidade de (M3,3(F ), s),

podemos considerar uma substituição de matrizes de
(
M3,3(F ), s

)+
1

como abaixo

U1,1 =

(
0 Z1

0 0

)
U2,1 =

(
0 0
Z ′2 0

)
U3,1 =

(
0 Z3

0 0

)

U4,1 =

(
0 0
Z ′4 0

)
U5,1 =

(
0 Z5

0 0

)
U6,1 =

(
0 0
Z ′6 0

)
em que Z1, Z3, Z5 e Z ′2, Z

′
4, Z

′
6 são matrizes antissimétricas com relação a involução trans-

posta. Assim,

St6(U1,1, U2,1, . . . , U6,1) = St2m−2

((
0 Z1

0 0

)
,

(
0 0
Z ′2 0

)
, . . . ,

(
0 0
Z ′6 0

))

=



∑
σ∈S3,

τ∈S3

sgn(στ)Zσ(1)Z
′
τ(2) . . . Zσ(5)Z

′
τ(6) 0

0 −
∑
µ∈S3,

θ∈S3

sgn(µθ) Z ′µ(2)Zθ(1) . . . Z
′
µ(6)Zθ(5)



=

(
C3(Z1, Z3, Z5;Z

′
2, Z

′
4, Z

′
6) 0

0 −C3(Z
′
2, Z

′
4, Z

′
6;Z1, Z3, Z5)

)
.

Desse modo, a fim de obtermos que St6(y1,1, . . . , y6,1) não é uma (Z2, ∗)-identidade polino-

mial de (M3,3(F ), s), mostraremos que C3(z1, z2, z3; z
′
1, z
′
2, z
′
3) em variáveis antissimétricas

não é uma ∗-identidade de (M3(F ), t). Para tanto, consideremos a seguinte substi-

tuição em C3(z1, z2, z3; z
′
1, z
′
2, z
′
3) de matrizes elementares antissimétricas pertencentes a

(M3(F ), t)− :

z1 = z′1 = e12 − e21 z2 = z′2 = e13 − e31 z3 = z′3 = e23 − e32
Então, podemos observar que com essa substituição

e11C3(z1, z2, z3; z
′
1, z
′
2, z
′
3)e11 = −z1z′1z2z′3z3z′2 − z1z′3z3z′1z2z′2 − z1z′3z2z′1z3z′2

− z1z
′
3z2z

′
2z3z

′
1 − z2z′2z1z′3z3z′1 − z2z′3z3z′2z1z′1

− z2z
′
3z1z

′
1z3z

′
2 − z2z′3z1z′2z3z′1

= 8 e11 6= 0.

Portanto, conclúımos que de fato C3(z1, z2, z3; z
′
1, z
′
2, z
′
3) não é uma ∗-identidade polino-

mial de (M3(F ), t) e, consequentemente, St6(y1,1, . . . , y6,1) não é uma (Z2, ∗)-identidade

polinomial de (M3,3(F ), s) e a proposição está provada.
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Com o que foi discutido acima, temos que 4k − 5 determina o grau mı́nimo nos casos

em que k = 2 e k = 3. Além disso, observamos que qualquer substituição de matrizes

U1,1 =

(
0 Z1

Z ′1 0

)
, U2,1 =

(
0 Z2

Z ′2 0

)
, . . . , U4k−5,1 =

(
0 Z4k−5

Z ′4k−5 0

)
∈
(
Mk,k(F ), s

)+
1

no polinômio standard St4k−5(y1,1, y2,1, . . . , y4k−5,1) resulta em

St4k−5(U1,1, U2,1 . . . , U4k−5,1) = Str

((
0 Z1

Z ′1 0

)
,

(
0 Z2

Z ′2 0

)
, . . . ,

(
0 Z4k−5

Z ′4k−5 0

))

=


0

∑
σ∈Sr

sgn(σ) Zσ(1)Z
′
σ(2) . . . Z

′
σ(4k−6)Zσ(4k−5)∑

σ∈Sr

sgn(σ) Z ′σ(1)Zσ(2) . . . Zσ(4k−6)Z
′
σ(4k−5) 0

 .

Portanto, de modo semelhante ao caso antissimétrico, St4k−5(y1,1, . . . , y4k−5,1) ≡ 0 em

(Mk,k(F ), s) se, e somente se, o ∗-polinômio g4k−5(z1, . . . , z4k−5; z
′
1, . . . , z

′
4k−5) em variáveis

antissimétricas é uma ∗-identidade de (Mk(F ), t).

Agora, observamos que a demonstração do Lema 3.8 independe do fato das

variáveis do polinômio serem simétricas ou antissimétricas. Usando isto, temos que se

C 2k−3
2k−2 em variáveis antissimétricas é uma ∗-identidade polinomial de (Mk(F ), t), então

g4k−5(z1, . . . , z4k−5; z
′
1, . . . , z

′
4k−5) é uma ∗-identidade de (Mk(F ), t). Ou seja, se C 2k−3

2k−2 em

variáveis antissimétricas é uma ∗-identidade de (Mk(F ), t), então St4k−5(y1,1, . . . , y4k−5,1)

é uma (Z2, ∗)-identidade de (Mk,k(F ), s).

Por sua vez, Domokos [12] estabelece o seguinte teorema no contexto ordinário de

PI-álgebras.

Teorema 3.17. (Domokos, [12]) O polinômio duplo de Capelli de grau total 2n − 1

C n−1
n (u1, . . . , un; v1, . . . , vn−1) pertence ao T -ideal gerado pelo polinômio Stn(x1, . . . , xn).

Desse modo, obtemos que C 2k−3
2k−2 (u1, . . . , u2k−2; v1, . . . , v2k−3) no contexto ordinário de

PI-álgebras pertence ao T -ideal gerado pelo polinômio St2k−2(x1, . . . , x2k−2). Por outro

lado, Rowen em [41], determina que St2k−2(z1, . . . , z2k−2) em variáveis antissimétricas

é uma ∗-identidade de (Mk(F ), t). Entretanto, não podemos concluir a partir disso que

C 2k−3
2k−2 em variáveis antissimétricas é uma ∗-identidade de (Mk(F ), t), pois apesar de C 2k−3

2k−2

ser no contexto ordinário uma consequência do polinômio St2k−2(x1, . . . , x2k−2), ainda não

sabemos dizer se ele é ou não uma consequência de St2k−2(z1, . . . , z2k−2) no contexto de

álgebras com involução uma vez que a demonstração fornecida por Domokos no contexto
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ordinário não poder ser aplicada no contexto de involuções. Contudo, tendo em vista

todos esses fatos e as observações de que 4k − 5 é o grau mı́nimo nos casos em que

k = 2, 3, conjecturamos que o seguinte ocorre.

Conjectura 3.18. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares

simétricas de (Mk,k(F ), s) é igual a 4k − 5, para todo k ≥ 2.
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Caṕıtulo 4

Considerações Finais

Nessa tese nos concentramos no estudo da minimalidade do grau de (Z2, ∗)-identidades

standard da superálgebra de matrizes Mk,l(F ) munida de uma involução graduada. Vimos

que esse estudo está diretamente relacionado ao estudo da minimalidade do grau de ∗-
identidades polinomiais da álgebra de matrizes Mk(F ) munida das involuções transposta

e simplética.

Contudo, no caso geral, o estudo da minimalidade do grau de ∗-identidades da álgebra

de matrizes Mk(F ) munida dessas involuções tem diversas questões ainda em aberto. No

caso da minimalidade do grau de ∗-identidades polinomiais em variáveis simétricas de(
Mk(F ), t

)
, Slin’ko em [44] estabeleceu o seguinte.

Teorema 4.1. (Slin’ko, [44]) O ∗-polinômio St2k(y1, . . . , y2k) é uma ∗-identidade em

variáveis simétricas de grau mı́nimo de (Mk(F ), t), para todo k ≥ 1.

Entretanto, quando apenas variáveis antissimétricas são consideradas ainda não foi

estabelecida uma resposta definitiva para o problema. O que é conhecido até o momento

é que no caso em que k é ı́mpar, devido ao Teorema 1.5, o grau mı́nimo é menor ou igual

a 2k− 2, para todo k ≥ 2 e no caso em que k é par o seguinte foi obtido por Hill em [26].

Teorema 4.2. (Hill, [26]) Seja F um corpo. Então, existe uma ∗-identidade polinomial

em variáveis antissimétricas de
(
Mk(F ), t

)
de grau 2k − 3, para todo k > 2 par.

Por fim, no caso geral em que não há restrições nas variáveis consideradas nas

∗-identidades polinomiais de
(
Mk(F ), t

)
o grau mı́nimo é conhecido apenas nos casos

em que k ≤ 4 (ver [15] e [33]) e em geral, Giambruno [17] estabeleceu o seguinte.

Teorema 4.3. (Giambruno, [17]) Seja k > 2. Se f é uma ∗-identidade polinomial de(
Mk(F ), ∗), então gr(f) ≥ k + 1.

Em particular, o grau de uma ∗-identidade polinomial de
(
Mk(F ), t

)
é sempre maior

que k.

53



Considerações Finais

Agora, no caso da minimalidade do grau de ∗-identidades polinomiais em variáveis

simétricas de
(
M2k(F ), s

)
, Rashkova [36] determinou o seguinte.

Teorema 4.4. (Rashkova, [36]) O grau mı́nimo de uma ∗-identidade polinomial em

variáveis simétricas de (M6(F ), s) é igual a 9.

Em seguida, Hill em [25] forneceu uma cota superior para o grau mı́nimo de

∗-identidades polinomiais em variáveis simétricas de
(
M2k(F ), s

)
ao demonstrar o seguinte

teorema.

Teorema 4.5. (Hill, [25]) Seja F um corpo. Então, existe uma ∗-identidade polinomial

em variáveis simétricas de
(
M2k(F ), s

)
de grau 4k − 3, para todo k > 1.

Assim, o que é conhecido até o momento é que o grau mı́nimo neste caso é exatamente

4k − 3 no caso em que k = 3 e é menor ou igual a 4k − 3, para todo k > 3.

No caso da minimalidade do grau de ∗-identidades em variáveis antissimétricas de(
M2k(F ), s

)
Giambruno e Valenti em [21] estabeleceram uma cota superior e inferior para

este caso.

Teorema 4.6. (Giambruno e Valenti, [21]) Seja F um corpo de caracteŕıstica zero.

Então, existe uma ∗-identidade polinomial em variáveis antissimétricas de
(
M2k(F ), s

)
de grau 4k − 1, para todo k > 1. Além disso, se f for uma ∗-identidade polinomial em

variáveis antissimétricas de
(
M2k(F ), s

)
, então gr(f) > 3k, para todo k > 1.

Por fim, quando não há restrições nas variáveis consideradas o grau mı́nimo para as

∗-identidades polinomiais de
(
M2k(F ), s

)
foi determinado apenas nos casos em que

k = 1, 2 por D’Amour e Racine [16]. Além disso, uma completa descrição acerca das

identidades polinomiais de
(
M2(F ), t

)
e
(
M2(F ), s

)
foi apresentada em [33] por Lev-

chenko.

Todos os resultados citados acima foram obtidos após os estudos realizados por Kos-

tant, Slin’ko, Hutchinson e Rowen a respeito da minimalidade do grau de identidades

standard das álgebras de matrizes Mk(F ) munidas de involuções. Inclusive, alguns desses

resultados foram obtidos usando técnicas provenientes desses estudos. Nesta tese demos o

primeiro passo em direção ao estudo da minimalidade do grau de (Z2, ∗)-identidades poli-

nomiais das superálgebras de matrizes Mk,l(F ) munidas de involuções graduadas. Assim,

em trabalhos futuros, pretendemos nos aprofundar nesse estudo e obter mais avanços em

relação as conjecturas estabelecidas nesta tese.

Atualmente, para abordar as Conjecturas 2.18 e 2.19 estamos usando a relação estabe-

lecida no Corolário 2.7 e nos concentrando no estudo dos grafos associados a substituições

54



Considerações Finais

de matrizes pertencentes ao subespaço
(
Mk,l(F ), t

)+
1

no polinômio standard. Em relação

a esses grafos foi observado que todos eles são grafos bipartidos.

Definição 4.7. Um grafo G é dito bipartido se o seu conjunto de vértices V (G) pode ser

dividido em uma união disjunta de dois subconjuntos V (A) e V (B), em que toda aresta

de G liga um vértice de V (A) a um vértice de V (B), isto é, não existem arestas em G

ligando vértices pertencentes a um mesmo subconjunto da partição.

Denotando por Pb(n,m) a famı́lia de todos os grafos bipartidos eulerianos com n

vértices e m arestas não direcionadas, Hutchinson demonstrou em [28, Corolário 2] o

seguinte teorema.

Teorema 4.8. (Hutchinson, [28]) Seja n ∈ N. Se G ∈Pb(n,m), com m ≥ 2n−2, então

G é um grafo cancelador.

Entretanto, ainda não é conhecido se 2n − 2 é o número mı́nimo de arestas que um

grafo bipartido euleriano tem que ter para ser cancelador. De fato, o seguinte resultado

que estabelecemos em [8] indica que 2n − 2 não parece ser, em geral, o número mı́nimo

de arestas.

Teorema 4.9. Seja n um natural ı́mpar. Se G ∈ Pb(n,m), com m ≥ 2n − 3 e

V (G) = V (A) ∪̇ V (B), onde ou #V (A), ou #V (B) é par, então G é um grafo can-

celador.

Além disso, no caso em que n é par, nós temos a seguinte conjectura.

Conjectura 4.10. Seja n um natural par. Se G ∈ Pb(n,m), com m ≥ 2n − 5 e

V (G) = V (A) ∪̇ V (B), onde #V (A) e #V (B) são ı́mpares, então G é um grafo cancela-

dor.

Por fim, assumindo a conjectura acima, o seguinte pode ser mostrado.

Corolário 4.11. Seja n um natural par. Se G ∈ Pb(n,m), com m ≥ 2n − 3 e

V (G) = V (A) ∪̇ V (B), onde #V (A) e #V (B) são pares, então G é um grafo cance-

lador.

Agora, vamos mostrar a seguir que assumindo os resultados acima obtemos as conjec-

turas da tese.

Conjectura 4.12. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares

simétricas de (Mk,l(F ), t) é igual a 2k + 2l − 5, para todo k, l, com k ≥ l > 1 ı́mpares.
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Demonstração. Pelo Teorema 2.12, temos que o grau mı́nimo nesse caso é maior

ou igual a 2k + 2l − 5. Desse modo, pela Proposição 1.2, nos resta mostrar que

St2k+2l−5(y1,1, . . . , y2k+2l−5,1) ≡ 0 em (Mk,l(F ), t). Para isso, consideremos uma substi-

tuição S de 2k+2l−5 matrizes simétricas elementares distintas pertencentes ao subespaço(
Mk,l(F ), t

)+
1

, isto é, S = {ei1,k+j1 + ek+j1,i1 , . . . , ei2k+2l−5,k+j2k+2l−5
+ ek+j2k+2l−5,i2k+2l−5

},
onde i1, . . . , i2k+2l−5 ∈ {1, . . . k} e k + j1, . . . , k + j2k+2l−5 ∈ {k + 1, . . . , k + l}. Note que

o grafo G(S) associado a S é tal que V (G) = {i1, . . . , i2k+2l−5}∪̇{k + j1, . . . k + j2k+2l−5}
e E(G) = {{i1, k + j1}, . . . , {i2k+2l−5, k + j2k+2l−5}}, ou seja, G(S) é um grafo bipartido

com 2k + 2l − 5 arestas e tal que #V (A) = k − j e #V (B) = l − s, com 0 ≤ j < k e

0 ≤ s < l.

Por sua vez, caso k− j e l− s sejam ı́mpares, por 2k+ 2l− 5 > 2(k− j) + 2(l− s)− 5,

segue da Conjectura 4.10 que G(S) é cancelador. Por outro lado, caso k− j ou l− s seja

par, por 2k + 2l− 5 ≥ 2(k − j) + 2(l− s)− 3, segue do Teorema 4.9 e Corolário 4.11 que

G(S) é cancelador. Desse modo, conclúımos que G(S) é cancelador. Por fim, usando o

Corolário 2.7, obtemos que St2k+2l−5(y1,1, . . . , y2k+2l−5,1) ≡ 0 em (Mk,l(F ), t).

Conjectura 4.13. O grau mı́nimo de (Z2, ∗)-identidades standard em variáveis ı́mpares

simétricas de (Mk,l(F ), t) é igual a 2k+ 2l− 3, para todos k ≥ l > 1 em que k ou l é par.

Demonstração. Pelo Teorema 2.14, temos que o grau mı́nimo, nesse caso, é maior

ou igual a 2k + 2l − 3. Desse modo, pela Proposição 1.2, resta mostrarmos que

St2k+2l−3(y1,1, . . . , y2k+2l−3,1) ≡ 0 em (Mk,l(F ), t). Para isso, consideremos uma substi-

tuição S de 2k+2l−3 matrizes simétricas elementares distintas pertencentes ao subespaço(
Mk,l(F ), t

)+
1

, isto é, S = {ei1,k+j1 + ek+j1,i1 , . . . , ei2k+2l−3,k+j2k+2l−3
+ ek+j2k+2l−3,i2k+2l−3

},
onde i1, . . . , i2k+2l−3 ∈ {1, . . . k} e k + j1, . . . , k + j2k+2l−3 ∈ {k + 1, . . . , k + l}. Note que

o grafo G(S) associado a S é tal que V (G) = {i1, . . . , i2k+2l−3}∪̇{k + j1, . . . k + j2k+2l−3}
e E(G) = {{i1, k + j1}, . . . , {i2k+2l−3, k + j2k+2l−3}}, ou seja, G(S) é um grafo bipartido

com 2k + 2l − 3 arestas e tal que #V (A) = k − j e #V (B) = l − s, com 0 ≤ j < k e

0 ≤ s < l.

Agora, caso k− j e l− s sejam ı́mpares, por 2k+ 2l−3 > 2(k− j) + 2(l− s)−5, segue

da Conjectura 4.10 que G(S) é cancelador. Por outro lado, caso k − j ou l − s seja par,

por 2k+ 2l− 3 ≥ 2(k− j) + 2(l− s)− 3, segue do Teorema 4.9 e Corolário 4.11 que G(S)

é cancelador. Em todo caso, temos que G(S) é cancelador. Por fim, usando o Corolário

2.7, obtemos que St2k+2l−3(y1,1, . . . , y2k+2l−3,1) ≡ 0 em (Mk,l(F ), t).

Em resumo, combinando os resultados acima com os Teoremas 2.13 e 2.15 demonstra-

dos ao longo da tese, podemos através do Corolário 2.7 obter as Conjecturas 2.18 e 2.19.
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Considerações Finais

No momento estamos trabalhando na demonstração da Conjectura 4.10.
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Apêndice A

Teoria de grafos

Neste apêndice apresentaremos uma breve introdução a teoria de grafos dando ênfase aos

conceitos e resultados que utilizamos no desenvolvimento desta tese. Ressaltamos que

usaremos como referência principal o livro [24].

A.1 Grafos eulerianos

Um grafo finito G consiste em um conjunto finito V (G), cujos elementos são chamados

de vértices e de um conjunto E(G) de pares não ordenados de elementos distintos de V ,

os quais são chamados de arestas, isto é, E(G) ⊆ {{u, v}| u, v ∈ V e u 6= v}.
Dada uma aresta e = {u, v}, dizemos que e liga o vértice u ao vértice v, que u e v são

adjacentes e que u e v são os vértices extremos da aresta e. Dizemos ainda que a aresta

e incide nos vértices u e v e que duas arestas de G são adjacentes se elas incidem em um

mesmo vértice. Por fim, definimos o grau de um vértice v, simbolizado por ∂(v), como

sendo o número de arestas que incidem em v.

É recorrente e muito útil representarmos um grafo através de um diagrama e nos

referirmos a este diagrama como sendo o grafo. Por exemplo, no grafo da Figura A.1 a

aresta e1 liga o vértice 1 ao vértice 2; e2 liga o vértice 2 ao vértice 3; o vértice 2 tem grau

3 e apesar das arestas e5 e e6 se intersectarem no grafo, a sua interseção não se torna um

vértice do grafo.

1

2

3

4

e1

e2e3

e4
e5

e6

Figura A.1: Exemplo de grafo.
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Existem diversas variações de grafos, porém nesta tese trabalhamos apenas com dois

tipos dessas variações: os chamados multigrafos, que são grafos nos quais mais de uma

aresta pode ligar um par de vértices distintos (essas arestas são chamadas múltiplas

arestas), e os pseudografos, que são grafos nos quais múltiplas arestas e laços (arestas que

ligam um vértice a si mesmo) são permitidos. Ao longo do texto, iremos nos referir a

multigrafos e pseudografos apenas como grafos, ficando claro a partir do contexto qual o

tipo de variação está sendo, naquele momento, utilizada. Todas as definições e resultados

que estão sendo estabelecidos aqui para grafos, são estabelecidos de maneira análoga para

essas duas variações, porém é importante salientar que em pseudografos o grau de um

vértice permanece sendo definido como o número de arestas que incidem no vértice, mas

com a ressalva que laços são contados duas vezes. Por exemplo, no grafo da Figura A.2

temos ∂(1) = 6.

1

23

e1e2

e3

e4

e5

Figura A.2: Exemplo de pseudografo.

Uma sequência de arestas em um grafo G é uma série de arestas ei1ei2 · · · ein , na qual

arestas consecutivas sempre têm um vértice extremo em comum, isto é, podemos escrever

ei1 = {v0, v1}, ei2 = {v1, v2}, . . . , ein−1 = {vn−2, vn−1}, ein = {vn−1, vn}.

Definição A.1. Um caminho em um grafo G é definido1 como sendo uma sequência de

arestas em que todas as arestas são distintas, isto é, cada aresta aparece na sequência

exatamente uma vez.

Definimos o comprimento de um caminho como sendo o número de arestas que apare-

cem nesse caminho. Dizemos ainda que um caminho liga o vértice v1 ao vértice vn, se v1

é o vértice inicial e vn é o vértice final desse caminho. Por exemplo, o caminho e2e4e5e1

do grafo apresentado na Figura A.2, liga o vértice 3 ao vértice 2 e tem comprimento 4.

Definição A.2. Um caminho euleriano em um grafoG é definido como sendo um caminho

que percorre todas as arestas do grafo G. Ou seja, é uma sequência de arestas na qual

todas as arestas do grafo aparecem e aparecem exatamente uma vez.
1Aqui estamos adotando a terminologia usada em [34], em algumas referências esse objeto é comumente

chamado de trilha.
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Exemplo A.3. Os caminhos e1e2e3e4 e e4e3e2e1 são caminhos eulerianos que ligam o

vértice 1 ao vértice 1 no grafo da Figura A.3.

1

2

3

4

e4

e3e2

e1

Figura A.3: Grafo com caminho euleriano.

Definição A.4. Dizemos que um grafo G é conexo se qualquer par de pontos é ligado

por ao menos uma sequência de arestas.

Definição A.5. Um grafo G é dito euleriano se, para cada vértice, existe um caminho

euleriano ligando esse vértice a si mesmo em G.

Os grafos das Figuras A.2 e A.3 são exemplos de grafos eulerianos.

Definição A.6. Um grafo G será dito atravessável se existem dois vértices distintos de

G ligados por um caminho euleriano.

Exemplo A.7. O caminho euleriano e4e1e3e2 liga o vértice 1 ao vértice 2 e o caminho

euleriano e2e3e1e4 liga o vértice 2 ao vértice 1 no grafo atravessável da Figura A.4.

2 1

43

e2

e4

e3

e1

Figura A.4: Grafo atravessável.

Exemplo A.8. Existem grafos que não são eulerianos ou atravessáveis. Por exemplo,

observe que o grafo da Figura A.5, apesar da sua similaridade com o grafo atravessável

da Figura A.4, este não é atravessável e não é euleriano.

5 4

321

e3

e5

e4

e2

e1

Figura A.5: Exemplo de grafo não euleriano e não atravessável.
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A seguir apresentaremos dois resultados clássicos que fornecem condições necessárias

e suficientes para a existência de caminhos eulerianos em grafos.

Teorema A.9. (Teorema 3.1.1, [34]) Um grafo conexo G é euleriano se, e somente se,

G é conexo e todos os seus vértices têm grau par. Consequentemente, todos os caminhos

eulerianos existentes em cada um dos vértices de G são caminhos eulerianos ligando esse

vértice a si mesmo.

Teorema A.10. (Teorema 3.1.2, [34]) Um grafo conexo G é atravessável se, e somente

se, G é conexo e existem exatamente dois vértices de grau ı́mpar neste grafo. Em con-

sequência, todos os caminhos eulerianos existentes em G ligam os dois vértices de grau

ı́mpar do grafo.

Observação A.11. Observe que os teoremas acima nos fornecem que não existem ca-

minhos eulerianos em grafos com apenas um vértice de grau ı́mpar ou com mais de dois

vértices de grau ı́mpar.

A.2 Grafos canceladores

Nessa seção introduziremos os conceitos que serão necessários para relacionarmos proble-

mas acerca do grau mı́nimo de identidades standard de álgebras de matrizes com involução

graduada, com problemas provenientes da teoria de grafos.

Ao longo de toda essa seção estaremos supondo que G é um grafo euleriano ou

atravessável. Assim, note que se rotularmos as arestas de G, isto é, considerarmos

E(G) = {e1, . . . , em}, então todo caminho euleriano em G resultará em uma permutação

eσ(1) · · · eσ(m), onde σ ∈ Sm, das m arestas de G. Desse modo, podemos definir o seguinte.

Definição A.12. Definimos o sinal de um caminho euleriano eσ(1) · · · eσ(m) no grafo G

como sendo igual ao sinal da permutação σ associada a esse caminho. Portanto, um

caminho euleriano será dito positivo se o sinal da permutação associada é igual a 1 e será

dito negativo caso contrário.

Por exemplo, no grafo da Figura A.4, temos que sgn(e4e1e3e2) = sgn((142)) = 1 e

sgn(e2e3e1e4) = sgn((123)) = 1. Portanto, esses dois caminhos eulerianos são positivos.

Definição A.13. Dizemos que um vértice v de G cancela (ou é cancelador), se o número

de caminhos eulerianos positivos que iniciam em v é igual ao número de caminhos eule-

rianos negativos que iniciam em v, caso contrário dizemos que v é não cancelador. No
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caso em que todos os vértices de G são canceladores diremos que o grafo G cancela ou é

cancelador. Caso contrário diremos que G é não cancelador.

Exemplo A.14. Note que no grafo da Figura A.6 os caminhos eulerianos que têm ińıcio

no vértice 1 são e2e3e1 e e1e3e2; os caminhos eulerianos que têm ińıcio no vértice 2 são

e1e2e3 e e3e2e1; e os caminhos eulerianos que têm ińıcio no vértice 3 são: e3e1e2 e e2e1e3.

Assim, em cada um dos casos, o sinal dos caminhos eulerianos são, respectivamente, 1

e −1, ou seja, todos os vértices do grafo abaixo são canceladores. Portanto, o grafo em

questão é cancelador.

1

23

e1e2

e3

Figura A.6: Exemplo de grafo cancelador.

Exemplo A.15. No caso de grafos atravessáveis precisamos apenas garantir que os

vértices de grau ı́mpar são canceladores, uma vez que não existem caminhos eulerianos

iniciados nos vértices de grau par. Por exemplo, para garantir que o grafo da Figura A.7

é cancelador, precisamos garantir que os vértices de grau ı́mpar 1 e 3 são canceladores.

De fato, os caminhos eulerianos que têm ińıcio no vértice 1 são e1e2e3e4e5e6, e5e4e3e2e1e6,

e1e2e6e5e4e3, e5e4e3e6e1e2, e6e3e4e5e1e2 e e6e2e1e5e4e3, enquanto que, os caminhos euleri-

anos que têm ińıcio no vértice 3 são e3e4e5e1e2e6, e2e1e5e4e3e6, e2e1e6e3e4e5, e3e4e5e6e2e1,

e6e5e4e3e2e1 e e6e1e2e3e4e5. Em ambos os casos, os sinais dos três primeiros caminhos

eulerianos e dos três últimos são, respectivamente, 1 e −1, ou seja, todos os vértices do

grafo em questão são canceladores. Desse modo, esse grafo é cancelador.

1 2

3

5

4

e1

e2

e3e4

e5
e6

Figura A.7: Exemplo de grafo atravessável e cancelador.

Definição A.16. Dois grafosG eH são isomorfos se existe uma correspondência biuńıvoca

entre os seus conjuntos de vértices, φ : V (G) −→ V (H), que preserva adjacências, isto é,

{x, y} é um elemento em E(G) se, e somente se, {φ(x), φ(y)} é um elemento em E(H).
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Por exemplo, os grafos da Figura A.8 são isomorfos, pois a correspondência i↔ i+ 1

preserva adjacências.

1 2

x1 x2 x3

y3

y2

y1

2 3

x2 x3 x4

y4

y3

y2

Figura A.8: Grafos isomorfos.

Agora, note que isomorfismos de grafos preservam caminhos e os sinais desses cami-

nhos. Desse modo, o seguinte ocorre.

Lema A.17. Se dois grafos G e H são isomorfos e G é cancelador, então H é cancelador.

As proposições a seguir estabelecerão algumas propriedades importantes sobre grafos

canceladores. Comentaremos a demonstração de algumas delas, mas todas as demons-

trações podem ser vistas na ı́ntegra em [29].

Proposição A.18. O fato de o grafo G ser cancelador independe da rotulação estabelecida

para as suas arestas.

Demonstração. Se G for cancelador com uma rotulação de arestas pré-definida, então

a mudança de quaisquer duas arestas pré-rotuladas de G, implica que a permutação

associada de um caminho euleriano de G seja multiplicada por uma transposição na nova

rotulação. Portanto, caso a nova rotulação tenha sido obtida a partir de um número ı́mpar

de trocas de pares de arestas, então cada caminho euleriano positivo se torna negativo e

vice-versa. No entanto se ela foi obtida a partir de um número par de trocas de pares

de arestas, todos os caminhos permanecem com o mesmo sinal. Desse modo, se o grafo

era cancelador com a rotulação antiga, significa que o número de caminhos eulerianos

negativos nesse grafo era igual ao número de caminhos eulerianos positivos e pelo que

vimos a nova rotulação não altera a quantidade de cada um dos caminhos, isto é, o grafo

permanece sendo cancelador.

Proposição A.19. Se G tem arestas múltiplas, então G é cancelador.

Demonstração. Se G tem arestas múltiplas, então qualquer caminho euleriano em G

pode ser pareado com um caminho euleriano em G que é idêntico ao caminho considerado,

exceto pela troca de duas arestas múltiplas. Assim, os caminhos considerados para formar

cada par têm sinais opostos, pois as permutações associadas a eles diferem por uma
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transposição. Consequentemente, em cada vértice temos o mesmo número de caminhos

eulerianos positivos e negativos. Portanto, G é cancelador.

Proposição A.20. Se G é um grafo com m arestas, em que todos os seus vértices têm

grau par e m ≡ 2, 3 (mod 4), então G é cancelador.

Demonstração. Seja v um vértice de G. Podemos parear um caminho euleriano de

v a v a um outro caminho euleriano de v a v que é obtido revertendo-se o caminho

considerado. Agora, observando que ao reverter um caminho euleriano realizamos m(m−1)
2

transposições, então temos que esses caminhos eulerianos pareados têm sinais opostos,

pois m ≡ 2, 3 (mod 4). Desse modo, temos o mesmo número de caminhos eulerianos

positivos e negativos, de onde segue que o grafo G é cancelador.

Proposição A.21. Seja G um grafo com m arestas em que exatamente dois de seus

vértices têm grau ı́mpar. Então, G é cancelador se, e somente se, um dos vértices de grau

ı́mpar de G é cancelador.

Demonstração. Obviamente, precisamos provar apenas a rećıproca. Deste modo, su-

ponhamos que v e w são os dois vértices de grau ı́mpar de G e que v é cancelador.

Note que todos os vértices de grau par de G são automaticamente canceladores, uma vez

que nenhum caminho euleriano de G tem ińıcio nesses vértices. Desse modo, precisamos

apenas mostrar que o vértice w é cancelador. Nesse sentido, observe que existe uma cor-

respondência biuńıvoca entre os caminhos eulerianos que ligam w a v com os caminhos

eulerianos que ligam v a w que é definida revertendo cada um dos caminhos eulerianos.

Além disso, podemos observar que ao reverter um caminho euleriano realizamos m(m−1)
2

transposições. Portanto, dependendo do valor de m módulo 4 os sinais desses caminhos

correspondentes são ou sempre iguais, ou sempre opostos. Em todo caso, o número de ca-

minhos eulerianos positivos (negativos) que iniciam em w é igual ao número de caminhos

eulerianos positivos (ou negativos, respectivamente) que iniciam em v. Assim, como v é

cancelador, segue que w é cancelador, como queŕıamos demonstrar.

A proposição a seguir estabelece condições necessárias e suficientes para que um grafo

G com um número ı́mpar de arestas e com todos os seus vértices de grau par seja cance-

lador.

Proposição A.22. (Lema 2, [29]) Seja G um grafo que tem todos os seus vértices de
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grau par e tem um número ı́mpar de arestas. Então, G é cancelador se, e somente se,

pelo menos um de seus vértices é cancelador.

A.3 Grafos canceladores e identidades standard

Nessa seção iremos expor a origem de associações existentes na literatura entre o problema

de determinar o grau mı́nimo de identidades standard para as álgebras de matrizes (em

diversos contextos) com o problema de determinar quando um grafo é ou não cancelador.

Nesse sentido, apresentaremos a associação apontada por Swan em [45] entre a subs-

tituição de matrizes elementares em polinômios standard e grafos direcionados. Para

tanto, estabeleceremos a seguir a nomenclatura necessária para compreensão do contexto

de grafos direcionados.

Um grafo direcionado finito Γ consiste em um conjunto finito não vazio V (Γ), cujos

elementos são chamados de vértices e de um multiconjunto E(Γ) de pares ordenados de

elementos de V , os quais chamaremos de arestas direcionadas, isto é,

E(Γ) ⊆ {(u, v)| u, v ∈ V }.

Nesse caso, por simplicidade, já estamos considerando que o grafo direcionado pode conter

laços e arestas direcionadas múltiplas. Além disso, todos os conceitos com respeito a

ordem, tamanho, adjacências e graus de vértices definidos para grafos, multigrafos e

pseudografos na primeira seção deste caṕıtulo, podem também ser estabelecidos de modo

análogo para grafos direcionados ao considerar arestas direcionadas. Definimos também o

fluxo de um vértice v como sendo o número de arestas que iniciam em v menos o número

de arestas que terminam em v (lembrando que laços iniciam e terminam em um mesmo

vértice). Por exemplo, o grafo da Figura A.9 é direcionado. A aresta e1 liga o vértice 1

ao vértice 2; e2 tem ińıcio no vértice 3 e término no vértice 2; o vértice 2 tem grau 3 e o

fluxo do vértice 3 é igual a 1.

1

2

3

4

e1

e2e3

e4
e5

e6

Figura A.9: Grafo direcionado.
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Definição A.23. Um caminho unicursal que liga um vértice v a um vértice w em Γ

consiste em uma sequência ei1 , ei2 , . . . , eim de todas as arestas de Γ tal que:

1. ei1 tem ińıcio em v;

2. eim tem término em w;

3. para 1 ≤ j < m, o vértice final de eij é igual ao vértice inicial de eij+1
.

Intuitivamente, um caminho unicursal que liga v a w em um grafo direcionado é um

caminho euleriano que liga v a w no grafo não direcionado associado, porém respeitando

a direção das arestas no grafo direcionado. Assim, fornecendo uma rotulação fixa para

as arestas de Γ, isto é, estabelecendo que E(Γ) = {e1, e2, . . . , em}, podemos de modo

análogo ao que fizemos para grafos na Seção A.2, definir o sinal de um caminho unicursal

eσ(1)eσ(2) . . . eσ(m), onde σ é uma permutação em Sm, como sendo igual ao sinal da per-

mutação σ associada a esse caminho. Portanto, um caminho unicursal será dito positivo

se o sinal da permutação associada é igual a 1 e será dito negativo caso contrário.

Definição A.24. Diremos que um vértice v de um grafo direcionado Γ cancela ou é

cancelador, se o número de caminhos unicursais positivos que iniciam em v é igual ao

número de caminhos unicursais negativos que iniciam em v. Caso contrário dizemos que

v é não cancelador. No caso em que todos os vértices de Γ são canceladores diremos

que o grafo direcionado Γ cancela ou é cancelador. Caso contrário diremos que G não é

cancelador.

Exemplo A.25. Observe que no grafo direcionado da Figura A.10 existem apenas dois ca-

minhos unicursais que têm ińıcio no vértice 1, são eles: C1 = e2e5e4e1e3 e C2 = e3e4e1e2e5.

Associados a esses caminhos temos, respectivamente, as permutações (12534) e (13)(24)

pertencentes a S5. Agora, note que essas permutações são ambas pares. Portanto, C1

e C2 são ambos caminhos unicursais positivos, e consequentemente, o vértice 1 é não

cancelador, o que torna Γ um grafo não cancelador.

1 2

3 4

e1

e2

e3

e4

e5

Figura A.10: Exemplo de grafo direcionado cancelador.
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O teorema a seguir estabelecido por Swan em [45] determina uma cota inferior para o

número de arestas de Γ (em função do número de vértices) para o qual Γ é cancelador.

Teorema A.26. (Swan, [45]) Se Γ é um grafo direcionado conexo com n vértices e m

arestas com m ≥ 2n, então Γ é cancelador.

Usando as ferramentas provenientes da teoria de grafos que foram apresentadas nesse

apêndice e estabelecidas em [45], Swan mostra que o teorema acima implica no Teorema

de Amitsur e Levitzki. A seguir apresentaremos sua demonstração.

Teorema A.27. (Amitsur e Levitzki, [2]) O polinômio standard de grau 2n

St2n(x1, . . . , x2n) =
∑
σ∈S2n

sgn(σ) xσ(1) . . . xσ(2n)

é uma identidade polinomial para a álgebra de matrizes Mn(F ).

Demonstração. Consideremos a seguinte associação: para 1 ≤ i, j ≤ n denote por eij a

matriz n× n elementar sobre F . Pela Proposição 1.2, para mostrar que St2n(x1, . . . , x2n)

é uma identidade polinomial para Mn(F ), basta mostrar que St2n(x1, . . . , x2n) se anula

sob quaisquer substituições de 2n matrizes n × n elementares distintas. Desse modo,

considerando uma substituição S = {A1, . . . , A2n}, em que A1, . . . , A2n são todas matri-

zes elementares. Associamos a S um grafo direcionado Γ(S) = (V (Γ), E(Γ)), em que

V (Γ) = {1, . . . , n} é o conjunto de vértices e E(Γ) tem uma aresta direcionada ei = (k, l)

para cada matriz elementar Ai = ekl da substituição S. Como #E(Γ) = 2n = 2#V (Γ),

segue do Teorema A.26 que Γ(S) é cancelador.

Por outro lado, a regra de multiplicação de matrizes elementares nos mostra que a

matriz resultante do produto Aσ(1) · · ·Aσ(2n), onde σ ∈ S2n, é uma matriz elementar não

nula eij se, e somente se, a sequência eσ(1) · · · eσ(2n) de arestas direcionadas correspon-

dentes for um caminho unicursal ligando o vértice i a j em Γ(S). Ademais, como em

St2n(A1, . . . , A2n) estamos multiplicando cada um dos produtos Aσ(1) · · ·Aσ(2n) pelo sinal

da permutação σ, cada termo possui o mesmo sinal do caminho unicursal correspondente.

Como Γ(S) é cancelador, temos que St2n(A1, . . . , A2n) é uma matriz nula.

A fim de ilustrar a associação e a implicação discutidas acima, iremos usá-las em um

exemplo espećıfico.

Exemplo A.28. Iremos mostrar que St4(x1, x2, x3, x4) ≡ 0 em M2(F ). Recordemos

que M2(F ) = spanF{e11, e12, e21, e22}, desse modo, usando a Proposição 1.2, precisamos

apenas mostrar que St4(x1, x2, x3, x4) se anula sob a substituição S dada por x1 = e11,
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x2 = e12, x3 = e21 e x4 = e22. Associamos a essa substituição o grafo direcionado Γ(S),

em que V (Γ) = {1, 2}, E(Γ) = {e1 = (1, 1), e2 = (1, 2), e3 = (2, 1), e4 = (2, 2)} e cuja

representação é dada na Figura A.11 abaixo.

1 2

e2

e1

e3

e4

Figura A.11: Grafo direcionado.

Agora, podemos ver que os únicos monômios de St4(x1, x2, x3, x4) que são não nulos

sob a substituição S são os monômios: x1x2x4x3, x2x4x3x1, x3x1x2x4, e x4x3x1x2 e,

de fato, as sequências de arestas e1e2e4e3, e2e4e3e1, e3e1e2e4 e e4e3e1e2 são os únicos

caminhos unicursais no grafo direcionado Γ(S). Além disso, observe que os dois primeiros

caminhos unicursais ligam o vértice 1 ao vértice 1 e que os dois últimos ligam o vértice 2 ao

vértice 2. Por sua vez, esses caminhos estão associados, respectivamente, às permutações

(34), (124), (132) e (1423) (que também são as permutações associadas aos monômios

não nulos). Desse modo, podemos ver que o vértice 1 e o vértice 2 são canceladores e

portanto o grafo Γ(S) é cancelador. Em seguida, constatando que a soma dos sinais dos

caminhos unicursais de 1 a 1 (resp.2 a 2) em Γ(S) é igual a soma dos sinais das permutações

associadas aos monômios que resultam em e11 (resp.e22) em St4(e11, e12, e21, e22), podemos

concluir a partir do fato de Γ(S) ser cancelador que a matriz St4(e11, e12, e21, e22) é nula.

Inspirados pela associação estabelecida por Swan e por associações análogas entre ma-

trizes do contexto da involução transposta e grafos que contêm tanto arestas direcionadas

quanto arestas não direcionadas (apontadas por Hutchinson [29] e Owens [35]), usaremos

associações (que estão melhor explicadas ao longo do texto) entre matrizes do contexto

de involuções graduadas com grafos não direcionados.

Grosso modo, em alguns resultados, para demonstrar que um determinado

(Z2, ∗)-polinômio standard em variáveis pares (ou ı́mpares) simétricas não é uma

(Z2, ∗)-identidade para uma ∗-superálgebra de matrizes com involução (transposta ou

simplética), vamos mostrar que o grafo associado a uma substituição espećıfica por matri-

zes simétricas não é cancelador. Por outro lado, se quisermos mostrar que tal polinômio

standard é uma (Z2, ∗)-identidade para a ∗-superálgebra de matrizes então mostraremos

que para cada substituição posśıvel por elementos da base do espaço considerado, o grafo

associado é cancelador.
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Apêndice B

Demonstração do Teorema 2.15

O objetivo deste caṕıtulo será demonstrar o Teorema 2.15 discutido ao longo da tese. Por

conveniência, a seguir o enunciamos novamente.

Seja H(S ′(k,l)) o grafo conexo definido da seguinte maneira: H(S ′(k,l)) = (V (H), E(H)),

onde V (H) = {1, . . . , k, k + 1, . . . , k + l} e E(H) = {f1, . . . , f2k+2l−4}, em que

� fi = {i, k + 1} e fk+i = {i, k + 2}, para todo 1 ≤ i ≤ k;

� f2i−5 = {1, i} e f2i−4 = {i, k}, para todo k + 3 ≤ i ≤ k + l.

Como vimos esse grafo pode ser representado através do diagrama da Figura B.1.

1 2 3 k − 1 k

k + 1

k + 2

k + 3

k + 4

k + l

f1

f2
f3 fk−1

fk

fk+1

fk+2
fk+3

fk+k−1

fk+k

f2k+1

f2k+3

f2k+2l−5

f2k+2

f2k+4

f2k+2l−4

Figura B.1: Grafo H(S′(k,l)).

Dessa forma, estamos interessados em demonstrar o seguinte teorema.

Teorema B.1. O grafo H(S ′(k,l)) = (V (H), E(H)) é não cancelador, para todo k ≥ 3 par

e l ≥ 3.
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Para demonstrar que H(S ′(k,l)) é não cancelador iremos inicialmente considerar que

l é ı́mpar. Feito isso, iremos seguir os seguintes passos: começaremos identificando os

conjuntos de caminhos eulerianos que ligam o vértice 1 ao vértice k no grafo H(S ′(k,l)),

de modo a obtermos todos os caminhos eulerianos que ligam o vértice 1 ao vértice k;

posteriormente, iremos verificar o sinal desses caminhos em cada um desses conjuntos,

para então calcular a quantidade desses caminhos que são positivos e a quantidade que

são negativos; por fim, veremos que o número de caminhos eulerianos positivos que ligam

o vértice 1 ao vértice k é diferente do número de caminhos eulerianos negativos que ligam

esses vértices. Desse modo, teremos que o grafo H(S ′(k,l)) é não cancelador.

Isso posto, começamos estabelecendo os resultados a seguir com respeito a caminhos

no subgrafo diamante Dk+1,k+2
2k = (V (D), E(D)), onde V (D) = {1, . . . , k + 1, k + 2}

e E(D) = {f1, . . . , f2k}. Denotaremos por P
(j)
(m,n) um caminho de comprimento j no

subgrafo diamante Dk+1,k+2
2k ligando o vértice m ao vértice n, com m,n ∈ {1, k}.

Lema B.2. O comprimento de qualquer caminho ligando o vértice 1 a ele mesmo em

Dk+1,k+2
2k é congruente a 0 módulo 4.

Demonstração. Seja P
(j)
(1,1) um caminho com j arestas ligando o vértice 1 a ele mesmo

em Dk+1,k+2
2k . Pode-se ver que esse caminho é de uma das seguintes formas:

� f1fi1fk+i1fk+i2fi2fi3fk+i3 . . . fisfk+isfk+1;

� fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2fk+i3fi3 . . . fk+isfisf1,

onde i1, i2, i3, . . . , is ∈ {2, 3, . . . , k} e s = j−2
2

. Note que nos dois casos s tem que ser um

número ı́mpar, pois no primeiro caso para acessar a aresta fk+1 temos que necessariamente

terminar com o par fisfk+is . Por sua vez, esse tipo de par (fit antecedendo fk+it) aparece

nesse caminho apenas com sub́ındices ı́mpares. Já no segundo caminho para acessar a

aresta f1 temos que terminar com o par fk+isfis , novamente esses pares aparecem apenas

com sub́ındices ı́mpares. Assim, temos s ı́mpar e portanto j ≡ 0 (mod 4).

A demonstração do lema a seguir pode ser feita de modo análogo a demonstração do

lema anterior.

Lema B.3. O comprimento de qualquer caminho ligando o vértice k a ele mesmo em

Dk+1,k+2
2k é congruente a 0 módulo 4.

Lema B.4. O comprimento de qualquer caminho ligando o vértice 1 ao vértice k em

Dk+1,k+2
2k é congruente ou a 0 ou a 2 módulo 4.
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Demonstração. Seja P
(j)
(1,k) um caminho com j arestas ligando o vértice 1 ao vértice k

em Dk+1,k+2
2k . Pode-se observar que esse caminho é de uma das seguintes formas:

� f1fi1fk+i1fk+i2fi2fi3fk+i3 . . . fi j−2
2

fk+i j−2
2

f2k;

� fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2fk+i3fi3 . . . fk+i j−2
2

fi j−2
2

fk;

� f1fi1fk+i1fk+i2fi2fi3fk+i3 . . . fk+i j−2
2

fi j−2
2

fk;

� fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2fk+i3fi3 . . . fi j−2
2

fk+i j−2
2

f2k,

em que i1, i2, i3, . . . , i j−2
2
∈ {2, 3, . . . , k− 2} e j−2

2
é ı́mpar nos dois primeiros caminhos (já

que no primeiro caminho para acessar a aresta f2k temos que necessariamente terminar

com o par fi j−2
2

fk+i j−2
2

e esses pares ocorrem apenas com sub́ındices ı́mpares, e no segundo

caminho para acessar a aresta fk temos que terminar com o par fk+i j−2
2

fi j−2
2

que ocorrem

no segundo caminho com sub́ındices ı́mpares) e é par no caso dos dois últimos caminhos

(basta fazer a mesma análise feita no caso ı́mpar). Desse modo, no caso em que j−2
2

é

ı́mpar, temos que j ≡ 0 (mod 4) e no caso em que j−2
2

é par, temos j ≡ 2 (mod 4).

A demonstração do lema a seguir pode ser feita de modo análogo a demonstração do

lema anterior.

Lema B.5. O comprimento de um caminho ligando o vértice k ao vértice 1 em Dk+1,k+2
2k

é congruente ou a 0 ou a 2 módulo 4.

Em seguida, descreveremos todos os caminhos eulerianos ligando 1 a k no grafo

H(S ′(k,l)). Para isso, denotaremos por Ci o caminho f2k+2i−1f2k+2i, para todo 1 ≤ i ≤ l−2.

Note que esses caminhos têm comprimento 2 e ligam o vértice 1 ao vértice k em H(S ′(k,l)).

Denotaremos ainda por C−1i = f2k+2if2k+2i−1, com 1 ≤ i ≤ l−2, o inverso desses caminhos

que ligam o vértice k ao vértice 1 (C0, C
−1
0 , Cl−1 e C−1l−1 denotarão caminhos vazios).

Além disso, denotaremos por RP
(2k−j)
(m′,n′) o complementar em Dk+1,k+2

2k do caminho P
(j)
(m,n)

ligando o vértice m′ ao vértice n′, isto é, o caminho que percorre todas as 2k − j arestas

distintas que não foram percorridas pelo caminho anterior em Dk+1,k+2
2k e que liga o vértice

m′ ao vértice n′ de tal modo que {m′, n′,m, n} = {1, 1, k, k}. Por exemplo, RP
(2k−j)
(k,k)

denota o caminho complementar ao caminho P
(j)
(1,1) se RP

(2k−j)
(k,k) percorre todas as 2k − j

arestas distintas em Dk+1,k+2
2k que não foram percorridas pelo caminho P

(j)
(1,1) e liga o vértice

k a si mesmo.

Assim, usamos os lemas acima e as notações pré-estabelecidas para definir os seguintes

conjuntos:
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M
(2k,0)
(r) = Cσ(1)C

−1
σ(2)Cσ(3)C

−1
σ(4) . . . C

−1
σ(r−1)P

(2k)
(1,1)Cσ(r) . . . Cσ(l−3)

−1Cσ(l−2),

onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2};

M
(0,2k)
(r) = Cσ(1)C

−1
σ(2)Cσ(3)C

−1
σ(4) . . . Cσ(r)P

(2k)
(k,k)C

−1
σ(r+1) . . . Cσ(l−3)

−1Cσ(l−2),

onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2};

M
(j,2k−j)
(r,s) = Cσ(1)C

−1
σ(2) . . . C

−1
σ(r−1)P

(j)
(1,1)Cσ(r) . . . Cσ(s)RP

(2k−j)
(k,k) C−1σ(s+1) . . . Cσ(l−3)

−1Cσ(l−2),

onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2}, s ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2} e j = 4t, com 1 ≤ t ≤ k−2
2

;

É importante observar que no conjunto acima cometemos um abuso na notaçãoRP
(2k−j)
(k,k)

para incluir também nesses conjuntos aqueles caminhos que ligam primeiramente o vértice

k ao vértice k no subgrafo diamante e posteriormente o vértice 1 ao vértice 1.

N
(j,2k−j)
(r,s) = Cσ(1)C

−1
σ(2) . . . C

−1
σ(r)P

(j)
(1,k)C

−1
σ(r+1) . . . C

−1
σ(s)RP

(2k−j)
(1,k) C−1σ(s+1) . . . Cσ(l−3)

−1Cσ(l−2),

onde r ∈ {0, 2, 4, . . . , l− 3}, s ∈ {r+ 1, r+ 3, r+ 5, . . . , l− 2} e j = 2t, com 1 ≤ t ≤ k− 1;

O
(j,2k−j)
(r,s) = Cσ(1)C

−1
σ(2) . . . C

−1
σ(r)P

(j)
(1,k)C

−1
σ(r+1) . . . Cσ(s)RP

(2k−j)
(k,1) Cσ(s+1) . . . Cσ(l−3)

−1Cσ(l−2),

onde r ∈ {0, 2, 4, . . . , l− 5}, s ∈ {r+ 2, r+ 4, r+ 6, . . . , l− 3} e j = 2t, com 1 ≤ t ≤ k− 1;

P
(j,2k−j)
(r,s) = Cσ(1)C

−1
σ(2) . . . Cσ(r)P

(j)
(k,1)Cσ(r+1) . . . C

−1
σ(s)RP

(2k−j)
(1,k) C−1σ(s+1) . . . Cσ(l−3)

−1Cσ(l−2),

onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l− 4}, s ∈ {r+ 2, r+ 4, r+ 6, . . . , l− 2} e j = 2t, com 1 ≤ t ≤ k− 1;

Q
(j,2k−j)
(r,s) = Cσ(1)C

−1
σ(2) . . . Cσ(r)P

(j)
(k,1)Cσ(r+1) . . . Cσ(s)RP

(2k−j)
(k,1) Cσ(s+1) . . . Cσ(l−3)

−1Cσ(l−2),

onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 4}, s ∈ {r + 1, r + 3, . . . , l − 3} e j = 2t, com 1 ≤ t ≤ k − 1.

Lema B.6. Os conjuntos definidos acima descrevem todos os caminhos eulerianos de 1

a k em H(S ′(k,l)).

Demonstração. De fato, note que, pela definição dos conjuntos acima, qualquer caminho

pertencente a um desses conjuntos é um caminho euleriano de 1 a k em H(S ′(k,l)). Por

outro lado, pode-se observar que um caminho euleriano de 1 a k em H(S ′(k,l)) consiste

em uma sequência de caminhos que intercalam, de modo apropriado, os caminhos C ′s e
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C−1’s de comprimento 2 com no máximo dois caminhos disjuntos do subgrafo diamante

Dk+1,k+2
2k (isto é, caminhos sem arestas em comum). Isso pode ser visto observando que

o grau do vértice 1 e o grau do vértice k no subgrafo diamante são ambos iguais a 2 e

portanto podemos visitar o subgrafo diamante no máximo 2 vezes. Além do mais, a união

disjunta dos conjuntos de arestas dos caminhos percorridos em cada uma dessas visitas

tem que ser igual ao conjunto de todas as arestas do subgrafo Dk+1,k+2
2k . Desse modo, um

caminho euleriano de 1 a k em H(S ′(k,l)) pertence a um dos conjuntos definidos acima.

A seguir, obtemos os sinais de todos os caminhos eulerianos de 1 a k em H(S ′(k,l)).

Para tanto, estabeleceremos uma sequência de lemas fornecendo o sinal dos caminhos

em cada um dos conjuntos definidos acima. As demonstrações desses lemas serão feitas

usando as observações que faremos a seguir e a mesma abordagem utilizada no final da

demonstração do Teorema 2.13.

Observação B.7. O total de transposições realizadas por um par de arestas consecutivas

sempre é par e portanto em nada afetará o sinal de um caminho euleriano. Em particu-

lar, quaisquer transposições realizadas nos caminhos C ′s e C−1’s não afetam o sinal do

caminho euleriano.

Observação B.8. A transposição das arestas do caminho C−1i = f2k+2if2k+2i−1 gera o

caminho Ci = f2k+2i−1f2k+2i, para todo 1 ≤ i ≤ l − 2, e vice-versa. Naturalmente essas

transposições devem ser computadas no cálculo do sinal.

Observação B.9. Dados distintos i1, . . . , i j−2
2
, u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1}, o número

de transposições necessárias para organizarmos a sequência de arestas

fi1fi2fi3 . . . fi j−2
2

fu1fu2 . . . fu 2k−j−2
2

em f2f3 . . . fk−1 é o mesmo número de transposições necessárias para organizarmos a

sequência de arestas

fk+i1fk+i2 . . . fk+i j−2
2

fk+u1fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

em fk+2fk+3 . . . fk+k−1.

Lema B.10. Os caminhos pertencentes aos conjuntos M
(2k,0)
(r) , onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l−2},

têm o mesmo sinal e esse sinal é dado por (−1)
l−1
2 .

Demonstração. Observe que cada caminho em M
(2k,0)
(r) é de uma das seguintes formas:
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� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . f1fτ(2)fk+τ(2)fk+τ(3)fτ(3) . . . fτ(k)fk+τ(k)fk+1Cσ(r) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde σ ∈ Sl−2 e τ ∈ Sk−1{2, 3, . . . , k};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . fk+1fk+τ(2)fτ(2)fτ(3)fk+τ(3) . . . fk+τ(k)fτ(k)f1Cσ(r) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2)

onde σ ∈ Sl−2 e τ ∈ Sk−1{2, 3, . . . , k}.

Computando o sinal dos caminhos do primeiro tipo, temos

sgn(Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)f1fτ(2)fk+τ(2)fk+τ(3)fτ(3) . . . fτ(k)fk+τ(k)fk+1Cσ(r) . . .

C−1σ(l−3)Cσ(l−2))

= sgn(f1fτ(2)fk+τ(2)fk+τ(3)fτ(3) . . . fτ(k)fk+τ(k)fk+1Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)Cσ(r) . . .

C−1σ(l−3)Cσ(l−2)) (Observação B.7)

= (−1)
l−3
2 sgn(f1fτ(2)fk+τ(2)fk+τ(3)fτ(3) . . . fτ(k)fk+τ(k)fk+1Cσ(1)Cσ(2)Cσ(3) . . . Cσ(r−1)

Cσ(r) . . . Cσ(l−3)Cσ(l−2)) (Observação B.8)

= (−1)
l−3
2 sgn(f1fτ(2)fk+τ(2)fk+τ(3) fτ(3)fτ(4)︸ ︷︷ ︸ . . . fτ(k−1)fτ(k)︸ ︷︷ ︸ fk+τ(k)fk+1C1C2C3 . . . Cr−1

Cr . . . Cl−3Cl−2) (Observação B.7)

= (−1)
l−3
2 sgn(f1fτ(2)fτ(3)fτ(4) . . . fτ(k−1)fτ(k)fk+τ(2)fk+τ(3) . . . fk+τ(k) fk+1︸︷︷︸C1C2C3 . . . Cr−1

Cr . . . Cl−3Cl−2) (Observação B.7)

= (−1)
l−3
2 (−1)k−1sgn(f1fτ(2) . . . fτ(k−1)fτ(k)fk+1fk+τ(2)fk+τ(3) . . . fk+τ(k)C1C2C3 . . . Cr−1

Cr . . . Cl−3Cl−2)

= (−1)
l−3
2 (−1)k−1(sgnτ)2 sgn(f1f2 . . . fk−1fkfk+1fk+2fk+3 . . . f2kf2k+1f2k+2f2k+3f2k+4

f2k+2l−5f2k+2l−4) (Observação B.9)

= (−1)
l−1
2 .

Em sequência, para computar o sinal dos caminhos eulerianos do segundo tipo, pro-

cederemos de forma análoga ao caso anterior através das seguintes igualdades

sgn(Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)fk+1fk+τ(2)fτ(2)fτ(3)fk+τ(3) . . . fk+τ(k)fτ(k)f1Cσ(r) . . .

C−1σ(l−3)Cσ(l−2))

= (−1)
l−3
2 (−1)(sgnτ)2 sgn(f1f2 . . . fk−1fkfk+1fk+2fk+3 . . . f2kf2k+1f2k+2f2k+3f2k+4

f2k+2l−5f2k+2l−4)

= (−1)
l−1
2 .

Desse modo, conclúımos que todos os caminhos eulerianos em M
(2k,0)
(r) têm o mesmo

sinal e esse sinal é igual a (−1)
l−1
2 . Além disso, como o cálculo acima independe de r, temos
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que todos os caminhos pertencentes aos conjuntos M
(2k,0)
(r) , onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2},

têm o mesmo sinal dado por (−1)
l−1
2 .

Lema B.11. Os caminhos pertencentes aos conjuntos M
(0,2k)
(r) , onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l−2},

têm o mesmo sinal e esse sinal é dado por (−1)
l−1
2 .

Demonstração. A demonstração desse lema pode ser feita observando-se que cada

caminho em M
(0,2k)
(s) é de uma das seguintes formas

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . fkfτ(1)fk+τ(1)fk+τ(2) . . . fτ(k−1)fk+τ(k−1)f2kCσ(s) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde σ ∈ Sl−2 e τ ∈ Sk−1{1, 2, . . . , k − 1};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . f2kfk+τ(1)fτ(1)fτ(2) . . . fk+τ(k−1)fτ(k−1)fkCσ(s) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2)

onde σ ∈ Sl−2 e τ ∈ Sk−1{1, 2, . . . , k − 1}.

Em seguida, utilizando as Observações B.7, B.8, B.9, os cálculos dos sinais desses ca-

minhos podem ser feitos usando argumentos semelhantes aos utilizados no lema ante-

rior. Procedendo dessa forma, obtemos que todos os caminhos pertencentes aos conjuntos

M
(0,2k)
(r) , onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2}, têm o mesmo sinal e esse sinal é dado por (−1)

l−1
2 .

Lema B.12. Os caminhos pertencentes aos conjuntos M
(j,2k−j)
(r,s) , onde r ∈ {1, 3, . . . , l−2},

s ∈ {1, 3, . . . , l − 2} e j = 4t, com 1 ≤ t ≤ k−2
2

, têm o mesmo sinal e esse sinal é dado

por (−1)
l+1
2 .

Demonstração. Note que cada caminho em M
(j, 2k−j)
(r,s) é de uma das seguintes formas

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)f1fi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

fk+1Cσ(r)

. . . Cσ(s)fkfu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

f2kC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

f1Cσ(r)

. . . Cσ(s)fkfu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

f2kC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)f1fi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

fk+1Cσ(r)

. . . Cσ(s)f2kfk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

fkC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

79



Demonstração do Teorema 2.15

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

f1Cσ(r)

. . . Cσ(s)f2kfk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

fkC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

Computando o sinal dos caminhos do primeiro tipo, temos

sgn(Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)f1fi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

fk+1Cσ(r) . . . Cσ(s)

fkfu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

f2kC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2))

= sgn(f1fi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fi j−2
2

fk+i j−2
2

fk+1fkfu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

f2k

Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)Cσ(r) . . . Cσ(s)C

−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2)) (Observação B.7)

= (−1)
l−3
2 sgn(f1fi1fk+i1fk+i2fi2fi3 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

fk+1fkfu1fk+u1fk+u2fu2 . . .

fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

f2kCσ(1)Cσ(2) . . . Cσ(r−1)Cσ(r) . . . Cσ(l−3)Cσ(l−2)) (Observação B.8)

= (−1)
l−3
2 sgn(f1fi1fk+i1fk+i2 fi2fi3︸ ︷︷ ︸ . . . fi j−4

2

fi j−2
2︸ ︷︷ ︸ fk+i j−2

2

fk+1fk︸ ︷︷ ︸ fu1fk+u1fk+u2 fu2fu3︸ ︷︷ ︸
. . . fu 2k−j−2

2

fk+u 2k−j−2
2

f2kC1C2C3 . . . Cr−1Cr . . . Cl−3Cl−2) (Observação B.7)

= (−1)
l−3
2 sgn(f1fi1fi2fi3 . . . fi j−2

2

fk+1fkfk+i1fk+i2 . . . fk+i j−2
2

fu1fu2 . . . fu 2k−j−2
2︸ ︷︷ ︸

fk+u1fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

f2kC1C2 . . . Cr−1Cr . . . Cl−3Cl−2) (Observação B.7)

= (−1)
l−3
2 (−1)

(
j−2
2

+2
)(

2k−j−2
2

)
sgn(f1fi1fi2fi3 . . . fi j−2

2

fu1fu2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+1fk

fk+i1fk+i2 . . . fk+i j−2
2

fk+u1fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

f2kC1C2 . . . Cr−1Cr . . . Cl−3Cl−2)

= (−1)
l−3
2 (−1)

(
j−2
2

+2
)(

2k−j−2
2

)
(−1)sgn(f1fi1fi2fi3 . . . fi j−2

2

fu1fu2 . . . fu 2k−j−2
2

fkfk+1

fk+i1fk+i2 . . . fk+i j−2
2

fk+u1fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

f2kC1C2 . . . Cr . . . Cl−3Cl−2)

= (−1)
l−3
2 (−1)

(
j−2
2

+2
)(

2k−j−2
2

)
(−1)sgn(f1f2f3f4 . . . fkfk+1fk+2fk+3 . . . f2k−1f2k

C1C2 . . . Cr . . . Cl−3Cl−2) (Observação B.9)

= (−1)
l−3
2 (−1)

(
j−2
2

+2
)(

2k−j−2
2

)
(−1)sgn(f1f2f3f4 . . . fkfk+1fk+2fk+3 . . . f2k−1

f2kf2k+1f2k+2 . . . f2k+2l−5f2k+2l−4)

= (−1)
l−3
2

+2 = (−1)
l+1
2 (k par e j ≡ 0 (mod 4)).

Em seguida, para computar o sinal dos caminhos eulerianos do segundo, terceiro e quarto

tipo, procederemos de forma análoga ao caso anterior através das seguintes igualdades

sgn(Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

f1Cσ(r) . . . Cσ(s)

fkfu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

f2kC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2))

= (−1)
l−3
2 (−1)

(
j−2
2

+2
)(

2k−j−2
2

)
(−1)(−1)

(
j−2
2

+1
)
sgn(f1f2 . . . f2k+2l−5f2k+2l−4)

= (−1)
l−3
2

+2 = (−1)
l+1
2 (k par e j ≡ 0 (mod 4)).
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sgn(Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)f1fi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

fk+1Cσ(r) . . . Cσ(s)

f2kfk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

fkC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2))

= (−1)
l−3
2 (−1)

(
j−2
2

+2
)(

2k−j−2
2

+1
)
(−1)

j−2
2 (−1)

2k−j−2
2 sgn(f1f2 . . . f2k+2l−5f2k+2l−4)

= (−1)
l−3
2

+2 = (−1)
l+1
2 (k par e j ≡ 0 (mod 4)).

sgn(Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r−1)fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

f1Cσ(r) . . . Cσ(s)

f2kfk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

fkC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2))

= (−1)
l−3
2 (−1)

(
j−2
2

+2
)(

2k−j−2
2

+1
)
(−1)(−1)

(
2k−j−2

2

)
sgn(f1f2 . . . f2k+2l−5f2k+2l−4)

= (−1)
l−3
2

+2 = (−1)
l+1
2 (k par e j ≡ 0 (mod 4)).

Desse modo, conclúımos que os sinais dos caminhos eulerianos em M
(j,2k−j)
(r,s) têm o

mesmo sinal e esse sinal é igual a (−1)
l+1
2 . Ademais, como os cálculos acima independem

de r e s, obtemos que todos os caminhos pertencentes aos conjuntos M
(j,2k−j)
(r,s) , onde

r ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2}, s ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2} e j = 4t, com 1 ≤ t ≤ k−2
2

, têm o mesmo

sinal e esse sinal é dado por (−1)
l+1
2 .

Nos próximos lemas iremos omitir os cálculos dos sinais dos caminhos eulerianos consi-

derados, pois esses cálculos podem ser realizados combinando-se as Observações B.7, B.8

e B.9 com argumentos semelhantes aos utilizados no Lema B.12. Entretanto, com a fina-

lidade de contar futuramente os caminhos eulerianos positivos e negativos em H(S ′(k,l)),

iremos explicitar no enunciado de cada um dos lemas os tipos de caminhos que temos em

cada um dos conjuntos.

Lema B.13. Os caminhos pertencentes aos conjuntos O
(j,2k−j)
(r,s) , onde r ∈ {0, 2, . . . , l−5},

s ∈ {r + 2, r + 4, r + 6 . . . , l − 3} e j = 2t, com 1 ≤ t ≤ k − 1, têm o mesmo sinal e esse

sinal é dado por (−1)
l−1
2 . Além disso, quando j ≡ 0 (mod 4) cada caminho em O

(j,2k−j)
(r,s)

é de uma das seguintes formas

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r)f1fi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

f2kC
−1
σ(r+1) . . . C

−1
σ(s−1)

Cσ(s)fkfu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

fk+1Cσ(s+1) . . . C
−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r)fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

fkC
−1
σ(r+1) . . . C

−1
σ(s−1)

Cσ(s)f2kfk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

f1Cσ(s+1) . . . C
−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
}.
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Por outro lado, quando j ≡ 2 (mod 4) cada caminho em O
(j, 2k−j)
(r,s) será de uma das formas

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r)f1fi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

fkC
−1
σ(r+1) . . . C

−1
σ(s−1)

Cσ(s)f2kfk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

fk+1Cσ(s+1) . . . C
−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r)fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

f2kC
−1
σ(r+1) . . . C

−1
σ(s−1)

Cσ(s)fkfu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

f1Cσ(s+1) . . . C
−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
}.

Lema B.14. Os caminhos pertencentes aos conjuntos P
(j,2k−j)
(r,s) , onde r ∈ {1, 3, . . . , l−4},

s ∈ {r + 2, r + 4, r + 6 . . . , l − 2} e j = 2t, com 1 ≤ t ≤ k − 1, têm o mesmo sinal e esse

sinal é dado por (−1)
l−1
2 . Além disso, quando j ≡ 0 (mod 4), cada caminho em P

(j,2k−j)
(r,s)

é de uma das formas

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . Cσ(r)fkfi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

fk+1Cσ(r+1) . . . Cσ(s−1)

C−1σ(s)f1fu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

f2kC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . Cσ(r)f2kfk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

f1Cσ(r+1) . . . Cσ(s−1)

C−1σ(s)fk+1fk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

fkC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
}.

Por outro lado, se j ≡ 2 (mod 4) então cada caminho em P
(j, 2k−j)
(r,s) será de uma das

formas

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . Cσ(r)fkfi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

f1Cσ(r+1) . . . Cσ(s−1)

C−1σ(s)fk+1fk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

f2kC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . Cσ(r)f2kfk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

fk+1Cσ(r+1) . . . Cσ(s−1)

C−1σ(s)f1fu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

fkC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
}.

Lema B.15. Os caminhos pertencentes aos conjuntos N
(j,2k−j)
(r,s) , onde r ∈ {0, 2, . . . , l−3},

s ∈ {r+1, r+3, r+5 . . . , l−2} e j ≡ 0 (mod 4), têm o mesmo sinal e esse sinal é dado por

(−1)
l+1
2 . Ademais, sob essas condições cada caminho em N

(j,2k−j)
(r,s) é de uma das formas
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� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r)f1fi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

f2kC
−1
σ(r+1) . . . Cσ(s−1)

C−1σ(s)fk+1fk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

fkC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r)fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

fkC
−1
σ(r+1) . . . Cσ(s−1)

C−1σ(s)f1fu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

f2kC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
}.

Lema B.16. Os caminhos pertencentes aos conjuntos N
(j,2k−j)
(r,s) , onde r ∈ {0, 2, . . . , l−3},

s ∈ {r+1, r+3, r+5 . . . , l−2} e j ≡ 2 (mod 4), têm o mesmo sinal e esse sinal é dado por

(−1)
l−1
2 . Ademais, sob essas condições cada caminho em N

(j,2k−j)
(r,s) é de uma das formas:

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r)f1fi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

fkC
−1
σ(r+1) . . . Cσ(s−1)

C−1σ(s)fk+1fk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

f2kC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . C

−1
σ(r)fk+1fk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

f2kC
−1
σ(r+1) . . . Cσ(s−1)

C−1σ(s)f1fu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

fkC
−1
σ(s+1) . . . C

−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
}.

Lema B.17. Os caminhos pertencentes aos conjuntos Q
(j,2k−j)
(r,s) , onde r ∈ {1, 3, . . . , l−4},

s ∈ {r+ 1, r+ 2, r+ 3 . . . , l− 3} e j ≡ 0 (mod 4), têm o mesmo sinal e esse sinal é dado

por (−1)
l−3
2 . Além disso, sob essas condições cada caminho em Q

(j,2k−j)
(r,s) é de uma das

seguintes formas:

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . Cσ(r)fkfi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

fk+1Cσ(r+1) . . . C
−1
σ(s−1)

Cσ(s)f2kfk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

f1Cσ(s+1) . . . C
−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . Cσ(r)f2kfk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

f1Cσ(r+1) . . . C
−1
σ(s−1)

Cσ(s)fkfu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

fk+1Cσ(s+1) . . . C
−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
}.

Lema B.18. Os caminhos pertencentes aos conjuntos Q
(j,2k−j)
(r,s) , onde r ∈ {1, 3, . . . , l−4},

s ∈ {r + 1, r + 3 . . . , l − 3} e j ≡ 2 (mod 4), têm o mesmo sinal e esse sinal é dado

por (−1)
l−5
2 . Além disso, sob essas condições cada caminho em Q

(j,2k−j)
(r,s) é de uma das

seguintes formas:
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� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . Cσ(r)fkfi1fk+i1fk+i2fi2 . . . fk+i j−2

2

fi j−2
2

f1Cσ(r+1) . . . C
−1
σ(s−1)

Cσ(s)f2kfk+u1fu1fu2fk+u2 . . . fu 2k−j−2
2

fk+u 2k−j−2
2

fk+1Cσ(s+1) . . . C
−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
};

� Cσ(1)C
−1
σ(2)Cσ(3) . . . Cσ(r)f2kfk+i1fi1fi2fk+i2 . . . fi j−2

2

fk+i j−2
2

fk+1Cσ(r+1) . . . C
−1
σ(s−1)

Cσ(s)fkfu1fk+u1fk+u2fu2 . . . fk+u 2k−j−2
2

fu 2k−j−2
2

f1Cσ(s+1) . . . C
−1
σ(l−3)Cσ(l−2),

onde i1, . . . , i j−2
2
∈ {2, . . . , k− 1} e u1, . . . , u 2k−j−2

2
∈ {2, . . . , k− 1} \ {i1, . . . , i j−2

2
}.

Com base nos lemas anteriores, podemos concluir que se l ≡ 1 (mod 4), então todos

os caminhos eulerianos pertencentes aos conjuntos M
(2k,0)
(r) , M

(0,2k)
(s) , O

(j,2k−j)
(r,s) e P

(j,2k−j)
(r,s)

são positivos para quaisquer valores de r, s e j para os quais esses conjuntos estão de-

finidos. Além disso, os caminhos pertencentes aos conjuntos N
(j,2k−j)
(r,s) e Q

(j,2k−j)
(r,s) , com

j ≡ 2 (mod 4) e r, s assumindo quaisquer valores para os quais esses conjuntos estão

definidos, também são positivos. Por outro lado, os caminhos eulerianos pertencentes a

M
(j,2k−j)
(r,s) são negativos para quaisquer valores de r, s e j para os quais esses conjuntos

estão definidos, e os caminhos pertencentes a N
(j,2k−j)
(r,s) e a Q

(j,2k−j)
(r,s) , com j ≡ 0 (mod 4) e

r, s quaisquer valores para os quais esses conjuntos estão definidos, também são negativos.

Agora, se l ≡ 3 (mod 4), então em cada conjunto ocorre exatamente o oposto com relação

aos sinais dos caminhos eulerianos. Assim, conhecemos os sinais de todos os caminhos

eulerianos de 1 a k em H(S ′(k,l)).

Por sua vez, denotaremos por CA a quantidade de caminhos pertencentes aos conjuntos

M
(2k,0)
(r) , M

(0,2k)
(s) , O

(j,2k−j)
(r,s) , P

(j,2k−j)
(r,s) para quaisquer valores de r, s e j para os quais esses

conjuntos estão definidos, e aos conjuntos N
(j,2k−j)
(r,s) e Q

(j,2k−j)
(r,s) , com j ≡ 2 (mod 4) e r, s

assumindo valores para os quais esses conjuntos estão definidos. Isto é,

CA =

l−3
2∑

β=0

# M
(2k, 0)
(2β+1) +

l−3
2∑

α=0

# M
(0, 2k)
(2α+1) +

k−1∑
t=1

l−5
2∑

β=0

( l−3−2β
2∑

α=1

# O
(2t, 2k−2t)
(2β, 2β+2α)

)

+
k−1∑
t=1

l−5
2∑

β=0

( l−3−2β
2∑

α=1

# P
(2t, 2k−2t)
(2β+1, 2β+1+2α)

)
+

k−2
2∑
t=0

l−3
2∑

β=0

( l−3−2β
2∑

α=0

# N
(4t+2, 2k−4t−2)
(2β, 2β+2α+1)

)

+

k−2
2∑
t=0

l−5
2∑

β=0

( l−5−2β
2∑

α=0

# Q
(4t+2, 2k−4t−2)
(2β+1, 2β+1+2α+1)

)
.

Além disso, denotaremos por CB a quantidade de caminhos pertencentes aos conjuntos

M
(j,2k−j)
(r,s) , onde r, s e j assumem quaisquer valores para os quais esses conjuntos estão defi-

nidos, e aos conjuntos N
(j,2k−j)
(r,s) e Q

(j,2k−j)
(r,s) , com j ≡ 0 (mod 4) e r, s assumindo quaisquer
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valores para os quais esses conjuntos estão definidos. Ou seja,

CB =

k−2
2∑
t=1

l−3
2∑

β=0

( l−3
2∑

α=0

# M
(4t, 2k−4t)
(2β+1, 2α+1)

)
+

k−2
2∑
t=1

l−3
2∑

β=0

( l−3−2β
2∑

α=0

# N
(4t, 2k−4t)
(2β, 2β+2α+1)

)

+

k−2
2∑
t=1

l−5
2∑

β=0

( l−5−2β
2∑

α=0

# Q
(4t, 2k−4t)
(2β+1, 2β+1+2α+1)

)
.

Em seguida, observando a descrição dos caminhos existentes em cada um dos conjuntos

apresentados nos lemas anteriores, obtemos a seguir as cardinalidades desses conjuntos.

Isso nos permitirá calcular os valores CA e CB que serão apresentados nos próximos lemas.

� # M
(2k,0)
(r) =

(
2
1

)
(k − 1)!(l − 2)!,

para todo r ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2};

� # M
(0,2k)
(s) =

(
2
1

)
(k − 1)!(l − 2)!,

para todo s ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2};

� # M
(j,2k−j)
(r,s) =

(
2
1

) (
k−2
j−2
2

) (
j−2
2

)
!
(
2
1

) (
k − 2−

(
j−2
2

))
! (l − 2)!,

onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2}, s ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 2} e j = 4t, com 1 ≤ t ≤ k−2
2

;

� # N
(j,2k−j)
(r,s) =

(
2
1

) (
k−2
j−2
2

) (
j−2
2

)
!
(
k − 2−

(
j−2
2

))
! (l − 2)!,

onde r ∈ {0, 2, 4, . . . , l − 3}, s ∈ {r + 1, r + 3, r + 5 . . . , l − 2} e j = 2t, com

1 ≤ t ≤ k − 1;

� # O
(j,2k−j)
(r,s) =

(
2
1

) (
k−2
j−2
2

) (
j−2
2

)
!
(
k − 2−

(
j−2
2

))
! (l − 2)!,

onde r ∈ {0, 2, 4, . . . , l − 5}, s ∈ {r + 2, r + 4, r + 6 . . . , l − 3} e j = 2t, com

1 ≤ t ≤ k − 1;

� # P
(j,2k−j)
(r,s) =

(
2
1

) (
k−2
j−2
2

) (
j−2
2

)
!
(
k − 2−

(
j−2
2

))
! (l − 2)!,

onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l − 4}, s ∈ {r + 2, r + 4, r + 6 . . . , l − 2} e j = 2t, com

1 ≤ t ≤ k − 1;

� # Q
(j,2k−j)
(r,s) =

(
2
1

) (
k−2
j−2
2

) (
j−2
2

)
!
(
k − 2−

(
j−2
2

))
! (l − 2)!,

onde r ∈ {1, 3, 5, . . . , l− 4}, s ∈ {r+ 1, r+ 3 . . . , l− 3} e j = 2t, com 1 ≤ t ≤ k− 1.

Lema B.19. A quantidade de caminhos eulerianos CA é dada pela seguinte expressão.

CA =

[(
l − 1

2

)[(
l − 1

2

)
k

2
+ (2k − 2)

]
+

(
l − 3

2

)(
l − 3

2

)(
5k − 4

2

)

−

(
l − 3

2

)(
l − 1

4

)
k

2
+

(
4− 5k

2

)(
l − 5

2

)(
l − 3

4

)]
2(k − 2)!(l − 2)!.
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Demonstração. De fato, substituindo em CA as cardinalidades obtidas acima e reali-

zando as operações necessárias, obtemos

CA =

l−3
2∑

β=0

(
2

1

)
(k − 1)!(l − 2)! +

l−3
2∑

α=0

(
2

1

)
(k − 1)!(l − 2)!

+
k−1∑
t=1

l−5
2∑

β=0

( l−3−2β
2∑

α=1

(
2

1

)(
k − 2
2t−2
2

)(
2t− 2

2

)
!

(
k − 2−

(
2t− 2

2

))
!(l − 2)!

)

+
k−1∑
t=1

l−5
2∑

β=0

( l−3−2β
2∑

α=1

(
2

1

)(
k − 2
2t−2
2

)(
2t− 2

2

)
!

(
k − 2−

(
2t− 2

2

))
!(l − 2)!

)

+

k−2
2∑
t=0

l−3
2∑

β=0

( l−3−2β
2∑

α=0

(
2

1

)(
k − 2
4t+2−2

2

)(
4t+ 2− 2

2

)
!

(
k − 2−

(
4t+ 2− 2

2

))
!(l − 2)!

)

+

k−2
2∑
t=0

l−5
2∑

β=0

( l−5−2β
2∑

α=0

(
2

1

)(
k − 2
4t+2−2

2

)(
4t+ 2− 2

2

)
!

(
k − 2−

(
4t+ 2− 2

2

))
!(l − 2)!

)

= 2

(
l − 1

2

)
2(k − 1)!(l − 2)! + 2(k − 1)

l−5
2∑

β=0

((
l − 3− 2β

2

)
2(k − 2)!(l − 2)!

)

+
k

2

l−3
2∑

β=0

((
l − 1− 2β

2

)
2(k − 2)!(l − 2)!

)

+
k

2

l−5
2∑

β=0

((
l − 3− 2β

2

)
2(k − 2)!(l − 2)!

)

= 2(k − 1)

(
l − 1

2

)
2(k − 2)!(l − 2)! + 2(k − 1)

(
l − 3

2

)((
l − 3

2

)
2(k − 2)!(l − 2)!

)

− 2(k − 1)

(
l − 5

2

)(
l − 3

4

)
2(k − 2)!(l − 2)! +

k

2

(
l − 1

2

)((
l − 1

2

)
2(k − 2)!(l − 2)!

)

− k

2

(
l − 3

2

)(
l − 1

4

)
2(k − 2)!(l − 2)! +

k

2

(
l − 3

2

)((
l − 3

2

)
2(k − 2)!(l − 2)!

)

− k

2

(
l − 5

2

)(
l − 3

4

)
2(k − 2)!(l − 2)!

=

[(
l − 1

2

)[(
l − 1

2

)
k

2
+ (2k − 2)

]
+

(
l − 3

2

)(
l − 3

2

)(
5k − 4

2

)

−

(
l − 3

2

)(
l − 1

4

)
k

2
+

(
4− 5k

2

)(
l − 5

2

)(
l − 3

4

)]
2(k − 2)!(l − 2)!.
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Agora, substituindo em CB as cardinalidades de cada um dos conjuntos e realizando

as operações necessárias, obtemos o seguinte.

Lema B.20. A quantidade de caminhos eulerianos CB é dada pela seguinte expressão.

CB =

[(
l − 1

2

)[(
l − 1

2

)
2 +

(
l − 1

2

)]
+

(
l − 3

2

)(
l − 3

2

)

−

(
l − 3

2

)(
l − 1

4

)
−

(
l − 5

2

)(
l − 3

4

)]
2

(
k − 2

2

)
(k − 2)!(l − 2)!.

Desse modo, o teorema abaixo estabelece que, no caso em que k é par e l ≥ 3 é ı́mpar,

o grafo H(S ′(k,l)) é não cancelador.

Teorema B.21. O grafo H(S ′(k,l)) é não cancelador, para todo k par e l ≥ 3 ı́mpar.

Demonstração. Para demonstrar que H(S ′(k,l)) é não cancelador, basta demonstrarmos

que o vértice 1 em H(S ′(k,l)) é não cancelador, isto é, que o número caminhos eulerianos de

1 a k positivos em H(S ′(k,l)) é diferente do número caminhos eulerianos de 1 a k negativos

em H(S ′(k,l)). Para tanto, usaremos os Lemas B.19 e B.20, para obtermos que CA 6= CB.

De fato, usando os Lemas B.19 e B.20, temos que

CA - CB =
1

8
(k − 2)!(l − 2)!

[
8k(l − 1) + 8l(l − 3) + 16

]
.

Assim, como l ≥ 3 e k > 0, obtemos que CA − CB> 0, ou seja, CA 6= CB.

O teorema a seguir estabelece que o grafo H(S ′(k,l)) é não cancelador, para todo k par

e l ≥ 3 par.

Teorema B.22. O grafo H(S ′(k,l)) é não cancelador, para todo k par e l ≥ 3 par.

Demonstração. Note que em H(S ′(k,l)), temos que ∂(k + 1) = ∂(k + 2) = k é par,

∂(1) = ∂(k) = l é par e que todos os outros vértices em H(S ′(k,l)) têm grau 2. Assim,

pelo Teorema A.9, o grafo H(S ′(k,l)) tem caminho eulerianos que ligam o vértice k + l a

si mesmo. Além do mais, podemos notar que esses caminhos são de uma das seguintes

formas:

f2k+2l−5Cf2k+2l−4 ou f2k+2l−4C
−1f2k+2l−5,

onde C percorre todos os caminhos eulerianos que ligam o vértice 1 ao vértice k no grafo

H(S ′(k,l−1)) e C−1 percorre os inversos desses caminhos.
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Desse modo, temos que

sgn(f2k+2l−4C
−1f2k+2l−5) = (−1)(

(2k+2l−4)(2k+2l−5)
2

)sgn(f2k+2l−5Cf2k+2l−4).

Como k e l são números pares, segue que

sgn(f2k+2l−4C
−1f2k+2l−5) = sgn(f2k+2l−5Cf2k+2l−4).

Por outro lado, sgn(f2k+2l−5Cf2k+2l−4) = (−1)2k+2l−6sgn(Cf2k+2l−5f2k+2l−4) = sgn(C).

Assim, conclúımos que o número de caminhos eulerianos positivos que ligam k + l a

si mesmo em H(S ′(k,l)) é igual a duas vezes o número de caminhos eulerianos positivos

que ligam 1 a k em H(S ′(k,l−1)). Do mesmo modo, conclúımos que o número de caminhos

eulerianos negativos que ligam k+ l a si mesmo em H(S ′(k,l)) é igual a duas vezes o número

de caminhos eulerianos negativos que ligam 1 a k em H(S ′(k,l−1)). Portanto, H(S ′(k,l)) é

não cancelador, se e somente se, H(S ′(k,l−1)) é não cancelador. Como l − 1 é ı́mpar, pelo

Teorema B.21, o grafo H(S ′(k,l−1)) é não cancelador, donde segue que H(S ′(k,l)) é não

cancelador, para todo k par e l ≥ 3 par.

Finalmente, combinando os Teoremas B.21 e B.22, obtemos a demonstração do

Teorema 2.15, como queŕıamos.
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