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Resumo

Um dos objetivos deste trabalho foi compreender o Teorema da Curva Invariante de
Birkhoff o qual foi demonstrado inicialmente pelo préprio Birkhoff e possui como consequéncia
importante que toda curva rotacional invariante projeta-se injetivamente sobre S'. Além disso,
apresentaremos bilhares, denotados de bilhares nao-eldsticos, que possuem uma lei de reflexdo
modificada, correspondendo a uma contragdo nas fibras verticais de uma curva rotacional
invariante. Estes consistem exemplos simples de sistemas dindmicos com conjuntos limites tendo
decomposicao dominada. Provaremos que, sob algumas hipoteses de diferenciabilidade e alguns
limites na contracdo, existe uma faixa compacta no espaco de fase, de tal forma que a aplicagdo

de bilhar ndo-elastico ¢ um difeomorfismo C? dessa faixa em sua imagem.

Palavras-chave: Bilhares. Bilhares nao-elasticos. Decomposicao dominada. Teorema da

Curva Invariante de Birkhoff.



Abstract

One of the objectives of this paper was to understand Birkhoff’s Invariant Curve Theorem
which was first demonstrated by Birkhoff himself and has as an important consequence that
every invariant rotational curve projects injectively over S'. In addition, we will present
billiards, denoted non-elastic billiards, which have a modified law of reflection, corresponding
to a contraction in the vertical fibers of an invariant rotational curve. These consist of simple
examples of dynamic systems with limit set having dominated decomposition. We will prove that
under some assumptions of differentiability and some limits in contraction, there is a compact

range in phase space, where the application of non-elastic billiard map is a C? diffeomorphism.

Keywords: Billiards. Non-elastic billiards. Dominated decomposition. Birkhoff’s Invariant

Curve Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao estudaremos as aplicacoes do tipo Twist, em particular o Teorema de
Birkhoff sobre curvas rotacionais invariantes. Usaremos este teorema em um tipo muito especial
de aplicacdo Twist - o sistema dindmico definido pelo problema do bilhar em uma oval no plano.
A partir dai, perturbaremos a aplicagao, definindo bilhares ndo-elasticos que exibirdo alguns dos
comportamentos previstos pelo Teorema de Pujals-Sambarino para conjuntos limite de aplicagtes
com decomposicao dominada, que sera o caso destes novos bilhares nao-elasticos. Cada um destes
conceitos e teoremas serdo desenvolvidos nos capitulos que seguem esta introducao.

No capitulo 2, estudaremos alguns aspectos da dinamica de aplicagdes do tipo Twist. Uma
aplicacdo diferenciavel f : S! x R — S! x R é do tipo Twist uniforme se seu levantamento
F : R? — R? dado por (z,y) — (Fi(x,y), Fa(x,y)) satisfaz as seguintes propriedades:
Fi(z+ 1,y) = 1+ Fi(z,y); (01Fi(2,y))(02F(z,y)) — (02F1(2,y))(01F2(7,y)) = 1, ou seja,
F preserva area; existe uma constante ¢ > 0 tal que 0 < ¢ < 9o Fy(x,y) < %

Embora esta definicdo possa, a principio, ndo parecer tao natural, existem exemplos de
sistemas dindmicos nos quais estas aplicagboes surgem naturalmente [15], como os bilhares
convexos que estudaremos mais & frente.

No capitulo 3, trataremos das curvas rotacionais invariantes, que sao curvas homotopicamente
nao triviais invariantes por uma aplicagao Twist. Um exemplo de existéncia de tais curvas ocorre
nos bilhares que possuem causticas, como veremos no capitulo 5. Ainda neste capitulo provaremos
o Teorema da Curva Invariante de Birkhoff.

Mais precisamente, consideremos I' uma curva. Dizemos I' é uma curva rotacional invariante
por uma aplicacdo Twist f se I' é a imagem de uma curva parametrizada continua, fechada e
simples (sem auto-interse¢ao), homotopicamente nao trivial, tal que f(I') = I'. Por exemplo, o
cilindro estd completamente folheado por curvas rotacionais invariantes pela aplicagdo que no
recobrimento se escreve: F(x,y) = (z + y,y) e restrita a cada uma das curvas (y =cte) temos
uma rotacao. O teorema de Birkhoff entao afirma que:

Teorema de Birkhoff: Seja f : S' x R — S' x R uma aplicagio Twist. Suponhamos
que U C S' x R seja um subconjunto aberto e invariante, homeomorfo ao cilindro S' x R,
int(Cl U) = U e tal que existem nimeros a e b tais que S' x (—o0,a] C U C S* x (—00,b].

Entio OU, a fronteira de U, € o grdfico de uma funcdo Lipschitz g : S' — R.

A consequéncia mais importante deste resultado é que toda curva rotacional invariante

projeta-se injetivamente sobre S! e, portanto, é um grafico.



No capitulo 4, faremos algumas defini¢ées e propriedades acerca das érbitas periddicas e
nimero de rotacao de aplicagdes do circulo. Mostraremos que todo ponto do circulo tem 6rbita
periddica sob rotacao racional e que nenhum ponto do circulo terd érbita periédica sob rotacao
irracional. Além disso, demonstraremos que um homeomorfismo, f : S' — S!, que preserva
orientacdo, s6 tem oOrbitas peridédicas entdo todas tem o mesmo periodo.

No capitulo 5, apresentaremos algumas defini¢cbes e propriedades relacionadas aos bilhares
convexos definidos em regides planas convexas com bordo C2.

O problema do bilhar no plano Euclidiano, introduzido por Birkhoff [2] no comego do século
XX, consiste no movimento livre de uma particula pontual em uma regido limitada, sendo
refletida elasticamente na fronteira, ou seja, obedece a lei da reflexdo. Como o movimento é
livre na regido, toda a dindmica é determinada por dois pontos consecutivos de reflexdo na
fronteira ou pelo ponto de reflexao e a direcao do movimento imediatamente apos cada reflexao.
Se a curva da fronteira for uma oval (i.e. uma curva fechada, regular, simples, orientada, pelo
menos C? e estritamente convexa), o bilhar define um difeomorfismo Twist que preserva area e
logo um sistema dindmico disceto bidimensional conservativo.

Neste capitulo provaremos estas e outras propriedades do bilhar e estudaremos dois exemplos:
o bilhar no circulo e na elipse, que sdo integraveis, no sentido de que existe uma constante de
movimento.

Iniciaremos o capitulo 6, apresentando as ferramentas necessarias para trabalhar com o
conceito de decomposicdo dominada. A grosso modo, dizemos que um conjunto invariante A
por um difeomorfismo f tem decomposicdo dominada se o fibrado tangente sobre A se dividir
em dois sub-fibrados invariantes que sdo invariantes sob D f e, além disso, a a¢ao de um domina
a acao do outro. Algumas consequéncias importantes desta propriedade foram dadas por Pujals
e Sambarino em [16]. Em particular, caracterizam o conjunto limite de um difeomorfismo C? em
uma, superficie compacta, tendo decomposicdo dominada. Eles mostram que se o conjunto limite

L(f) tem decomposicio dominada entdo pode ser decomposto como L(f) =Z UR U L onde

e 7 ¢ um conjunto de pontos periddicos com periodos limitados contidos em uma unido

disjunta finita de arcos peridédicos hiperbdlicos ou curvas simples fechadas.

e R é uma uniao finita de curvas fechadas simples periodicamente hiperbélicas que suportam

uma rotacao irracional.

e L pode ser decomposto em uma unido disjunta de conjuntos compactos invariantes e

transitivos finitos (chamados conjuntos basicos). Os pontos periddicos sdo densos em L.

Em seguida, apresentaremos os bilhares nao-elasticos, que sdo uma composicao de um bilhar
convexo classico seguido de uma mudanga no angulo de reflexdo, correspondendo a uma contragao
nas fibras verticais de uma curva rotacional invariante.

Para construir a aplicacao de bilhar nao elastico, tomamos primeiramente uma aplicagao de
bilhar C? em uma oval, B(pg,ag) = (¢1, 1), tendo 7o como curva rotacional invariante C?,
dada pelo gréfico de o = g(p). Um subconjunto compacto do espago de fase [0, 27) x (0, 7) com
interior vazio e cuja fronteira consiste de duas curvas rotacionais distintas (ndo necessariamente

invariantes e nem graficos) sera chamada de faixa compacta.



Sejam I € R um intervalo fechado, com interior ndo vazio e contendo 0 em seu interior
e h : I — I uma contracio C?, estritamente crescente com h(0) = 0. Definimos uma
aplicagdo de bilhar nao-elastico P em uma faixa compacta > contendo 7y por P(yp,ap) =
(p1,a1 — h(ar — g(p1))) com 3 escolhida tal que se (p, ) € 3 entao a — g(p) € I.

Provaremos entdo o seguinte resultado:

Teorema: [l1] Dada uma aplica¢ao de bilhar oval B, com vy = {p,9(¢)} sua curva
rotacional invariante C?, consideremos a faiza compacta ¥ contendo vy em seu interior e um
intervalo fechado I C R, tal que o — g(¢) € I se (p,a) € X. Se h: I — R é uma fungdo C?
satisfazendo h(0) =0 e 0 <1—1< h'(0) <1 (com | dependendo somente de ), entio existe
uma faiza compacta S C X tal que a aplicacao de bilhar ndo eldstico P definida por B, g e h é
um difeomorfismo C? de S em P(S). Seu conjunto limite L(P) contém ~yo e tem decomposicio
dominada.

Este resultado nos guiard a construir exemplos de bilhares ndo-elasticos em ovais com
conjunto limite tendo decomposicao dominada e suportando uma rotagao racional ou uma rotagao
irracional ( pecas do tipo Z ou R do teorema de Pujals-Sambarino), como, por exemplo, no circulo

e na elipse.



Capitulo 2

Aplicacao do tipo Twist e Funcao

(zeradora

Neste capitulo, apresentaremos a definicdo fundamental de aplicacao Twist, a existéncia da
funcao geradora de uma aplicagdo, bem como algumas proposicoes relacionadas a tal fungao.
Veremos que a condigao 0 < ¢ < 0oFi(z,y) implica que o vetor tangente, t = OF(z,y) =
(02 F1(x,y), D2 Fa(x,y)), & curva v, tem sempre a primeira componente positiva, ou seja, a curva
projeta-se difeomorficamente sobre o eixo real . Assim, aplicagdoes Twist desviam as linhas

verticais.

2.1 Aplicacoes do tipo Twist

Primeiramente, vamos definir a seguinte relacdo de equivaléncia: dados dois pontos x1,z9 €
R, dizemos que x1 esta relacionado com xa (x1 ~ m2) se, e somente se, x1 — x9 = k € Z.
Denotaremos o conjunto das classes de equivaléncia, dadas por esta relagao, por R/Z.

R/7Z & homeomorfo & esfera unidimensional unitaria, S!, e entdo podemos definir o conjunto
C =R/Z x R como sendo o cilindro.

Definicao 2.1. (Levantamento) Seja f : S' xR — S xR, chamamos a fun¢io F : R? — R?
dada por (z,y) — (Fi(z,y), Fa(x,y)) de levantamento da funcao f, se para todo ponto
(w0,10) € R? vale que

¢ o F(x0,90) = f o (20, y0)

onde ¢(z,y) = (x (mod 1),y).

Observagao 2.1. Devemos notar que F' é um levantamento se, e somente se, F(x + 1,y) =
F(x,y)+(1,0). Um levantamento ndo ¢ tnico e, mais ainda, para cada f existe uma quantidade
enumeravel de levantamentos.

Consideremos um difeomorfismo f de C', cujo levantamento ao plano, denotado por F', possui
as seguintes componentes

T=F(z,y) ey=F(z,y),

ou seja,
F: R — R?
($>y) = (jvg):(Fl(xvy)vFQ(x>y))



2.1. APLICACOES DO TIPO TWIST

Definicao 2.2. A aplicacao F' é dita Twist uniforme se F' satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Fi(x+1,y) =1+ Fi(z,y);
(b) (81F1 (.%‘, y))(agFg(l’,y)) - (aZFl (xvy))(alFQ(J:)y)) =1, ou seja, F' preserva area;

(c) existe uma constante ¢ > 0 tal que

S N

0<c< hFi(x,y) <
ou seja, F satisfaz a condicdo de Twist uniforme.
Se trocarmos a condigao (c), por
0<c<hF(x,y),
a aplicacao ¢ dita Twist monétona, porém se trocarmos por
0 < 0o F1(w,y),

a aplicacao ¢ dita simplesmente Twist.
A aplicacao standard definida no cilindro por
f: R? — R?
(z,y) — (Z.,7)

onde:
e r=xtY;
® §J=y— 5-sen(2mr) (mod 1);

e x ¢ o angulo longitudinal no cilindro com periodo igual a 1, y € R ¢ a altura no cilindro e

« é um parametro real.

é um exemplo de aplicagdo Twist uniforme.

De fato, temos que

(a)
Fiz+1ly)=z+14+y— % sen(2mx + 2m) (mod 1)
=1+(x+y— % sen(27z) (mod 1))
=1+ Fi(z,y).
(b) (01F1)(02F) — (02F1)(OhF2) = (1 — acos(2rx) (mod 1))(1) — (1)(—acos(2mx)
(mod 1)) = 1.



2.2. FUNCAO GERADORA

(c¢) Como 0o F =1 entao, tomando ¢ = 1, obtemos

0<c<OF(z,y) <

ol

Agora, daremos uma interpretagdo geométrica para a condi¢ao Twist. Para isso, consideremos
r € Reacurva 9, : R — R? definida por 7,(s) = (x,s) que corresponde a uma reta vertical

em R?. A imagem de ~, pela aplicacdo denotada por v, : R — R? sera dada por

s+ (Fi(z, ), Fa(z, s)) = (z,7).

g X X X

Figura 2.1: Interpretaciao geométrica da condicao Twist.

A condicao
0<c<0Fi(z,y)

implica que o vetor tangente, t = 0F (z,y) = (02F1(x,y), 2 Fa(x,y)), & curva «, tem sempre a
primeira componente positiva, ou seja, a curva projeta-se difeomorficamente sobre o eixo real
x. Assim, tal imagem pode ser vista como o grafico de uma func¢ao da coordenada x. Podemos

dizer, entdo, que a aplicagdo F' desvia as linhas verticais.

2.2 Funcao Geradora

Pelo item (c) da definicao (2.2), temos que 02 F1(z,y) > ¢ > 0 o que implica que = = Fi(z,y)
pode ser resolvida para y. Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe u tal que y = u(z) = u(zx, ).
Enquanto que pelo item (a), temos que Fi(z + l,y) = 1+ Fi(z,y) o que implica que
Fi(z+1Lu(z+1,241)) = 1+ Fi(x,u(z,x)) e, consequentemente, y = u(x+ 1,2+ 1) = u(z, x).

Em virtude desta periodicidade, a aplicacdo u pode ser projetada sobre um outro cilindro,
C, obtido do plano xZ, por meio de uma aplicacio que identifique os pontos (x,Z) e (&,z) tais
quexz=2+keZ=2+kondek¢cZ.

Definamos um campo de vetores w : R> — R? por

w(z,z) = (—u(z, z), Fo(z,u(x, x))) := (—u(z,z),v(x, T)).



2.2. FUNCAO GERADORA

Equivalentemente, podemos considerar sua forma diferencial associada
w = —udzx + vdz.

Proposicao 2.1. A forma diferencial w € fechada.

Demonstragao: Sabemos que = = Fi(z,u(z,T)) entao, derivando em ambos os lados,

_ OF(z,u(z,7)) OFi(z,u(x,T)) du(x,T)

1= =
0% ou oz
0 que implica que
Oou(z,z) 1
o W'
u
Portanto,
1
02U = BF Gulea))
ou

OF (z,u(z,x))

Analogamente, temos que A = O Fy + 09 F10,u. Entéo,

B O F1(z,u(x,z))
O Fy (z,u(z, )

Opu(z,2) =

Assim,

Ozu + 0,v = Ozu(x, T) + W

1 oW F1

= " Fy — O F:
NG + 0112 2 282F1

1+ 01Fy OoF) — 02Fy 01 F

02 Fy

+ o Fa(x, u(x, T)) Ogu(z,T)

1-1
= h (pela condigao (b))

=0

e o resultado segue.

(2.1)

Observacao 2.2. O rotacional do campo é dado por rot w = d,v + Ozu entdo, pela Proposicao

2.1, temos que o campo w, definido anteriormente, possui rotacional nulo no plano. Mas, pelo

Lema de Poincaré, w é o gradiente de uma funcdo h no plano. Ou seja, existe uma funcao

h:R? — R tal que

—y:=—u(z,z) = O h(z,T)
y:=v(x,x) = Fy(z,u(x, ) = dh(x,T).

A aplicacdo h ndo necessariamente detém a propriedade de periodicidade da aplicacao wu,

h(z + 1,z + 1) = h(z, Z) ndo necessariamente é valida para todo (z,7) € R2,



2.2. FUNCAO GERADORA

Porém, para que isto ocorra é necessario e suficiente que a integral de linha do campo
w = (—u,v) sobre qualquer curva fechada, de classe C' por partes que se projete em C,
comecando em (z,Z) e terminando em (x + 1,Z + 1) seja nula, consequéncia do Teorema de
Stokes.

Seja v : R — R? uma curva curva fechada, de classe C' por partes. Se h(z + 1,7 + 1) —

h(z,z) = 0 temos que,

02h($+1,5s—|—1)—h(x,i’):/

w:/—udaz—}—/vda_c.
v v v
/—udx: —/vdw.

¥ v

Agora, suponhamos que o levantamento F' de f, também satisfaca:

Portanto,

(d) F é tal que a integral de linha do campo w sobre v é nula. A funcdo F' com esta
propriedade é dita exata.

Pelo que foi discutido anteriormente, temos que esta condicao implica que
hz+ 1,24+ 1) = h(z, ).

Logo, assim como a aplicacdo u, a aplicacdo h também induz uma aplicacio no cilindro C.

Além disso, sabemos, pela condicao Twist uniforme, que

0<c<OFi(z,u(z,z)) <

ol

Entao,
0<c< (OF (z,u(z,z) <

Q=

Mas, por (2.1), dzu(x,z) = (02 Fy(z,u(x,z))) "t Entdo,

_ 1 1
0<c<(OF(z,u(z,2)) ' <= 0<c<ipu(z,z) < -
c c
1
< 0> —c> —0zu(x,z) > ——
c
Como dzu(x,T) = _82(9!;((%5)7 segue que
1 0%h(x,7)
LAY oo,
c= ozor — <
Definigao 2.3. Seja F, tal que F(z,y) = (Fi(z,y),Fa(z,y)), o levantamento de um

difeomorfismo f ao cilindro C' que satisfaz as propriedades (a), (b), (¢) e (d). Entao existe

uma funcdo duas vezes continuamente diferenciavel h(x,z), chamada Fun¢do Geradora de F
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tal que

e, além disso,

onde z, T, y, y satisfazem = = Fi(x,y) e y = Fa(z,y).

Agora, daremos um significado geométrico para a funcdo h. Consideremos v : [0,1] — R?
uma curva de classe C! por partes, definida por v(s) = (z(s),2z(s)), onde v(0) = (wg, 7o) e
(1) = (21, 71).

Dessa forma, temos que

Portanto,

h(z1,z1) — h(zo, Zo) :/—udx+/vdx.
g g

Reescrevendo (z,y) = (z,u(z, Z)) e denotando por [ a representacao de -y nas novas varidveis
e 5(0) = (zo,v0), 8(1) = (z1,y1) os valores extremos da curva podemos reescrever a primeira

integral do segundo membro acima como

/—ud:)::/—yd:r.
v B

Asgsim, podemos ver que este termo corresponde & area sob a curva .

Quanto & segunda integral, também faremos uma mudanca de varidveis. Neste caso,
consideremos m : (x,y) — (Z,7) = (Fi(z,y), Fa(x,y)). Observemos que, nestas novas variaveis,
FydFy = §dz e B(s) — F(B(s)).

Sabemos que v(z,Z) = Fa(z,u(z,Z)) e T = Fi(z,y) entdo dT = 0,F1dx + 0yF1dy. Dessa

10
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forma,

/vda: = / F5(0xFidx + 8yF1dy)
Y B

= / FydFy
B
= / ydz.
Fop
Com isso, podemos verificar que este termo pode ser interpretado como a area sob a curva
Fop.

Podemos resumir a interpretacdo geométrica da funcao geradora h de F' na proposicao a

seguir.

Proposicdo 2.2. Seja 8 uma curva qualquer de classe C* no plano (x,y), onde 3(0) = (z0, yo)
€ B(l) = (xhyl)' Entdo:

h(l‘l,i‘l) — h(xo,i‘()) = / —ydx —l—/ ydz.
B Fop
Demonstracao: Seja zg = Fi(xo,y0) e 1 = Fi(x1,y1). Entao,

h(z1,z1) — h(zo, Zo) = / —ud:n—{—/vd:f
Y v

:/—ydx—i-/vd;f
B v
:—/ydm+/ ydz
B Fop
—/ ydm—/yd:c
Fop B8

=A-A

onde A e A correspondem as areas hachuradas da imagem a seguir.

AT Foo

-

Iy I

Figura 2.2: Interpretacdo geométrica de h.
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Capitulo 3

Teorema da Curva Invariante de
Birkhoft

Neste capitulo apresentaremos uma prova do resultado conhecido como Teorema da Curva
Invariante de Birkhoff o qual foi provado inicialmente pelo proprio Birkhoff. A consequéncia
mais importante deste resultado é que toda curva rotacional invariante projeta-se injetivamente
sobre S! e, portanto, ¢ um grafico. A referéncia principal que usamos neste capitulo foi o livro
de [17].

3.1 Teorema de Birkhoff

Definicao 3.1. Dizemos que I' é uma curva rotacional invariante por uma aplicacao do
tipo Twist f se I' é a imagem de uma curva parametrizada continua, fechada e simples (sem
auto-intersecao), homotopicamente nao trivial, tal que f(I') =T.

O cilindro estd completamente folheado por curvas rotacionais invariantes. Uma vez que,
se considerarmos o levantamento F : R? — R? dado por F(z,y) = (x + y,%), o conjunto dos
pontos (z,y) tais que x € S! e y fixado é um exemplo da definicio (3.1). F restrita a cada uma

das curvas (y = const.) temos uma rotagao.

Teorema 3.1. (Birkhoff) Seja f : S' xR — S xR uma aplicacio do tipo Twist que preserva

drea. Suponha que U C S* x R seja um subconjunto aberto tal que,

(i) U é homeomorfo ao cilindro S* x R;
(ii) U é€ invariante por f;
(iii) ezistem nimeros a e b tais que S* x (—oo,a] C U C St x (—o0,b];
(iv) int(ClLU) =U;
Entio OU, a fronteira de U, € o grdfico de uma fungdo Lipschitz g : S1 — R.

Demonstragao:
Queremos provar que OU é o grafico de uma funcio Lipschitz g : S' — R e, para isso,

precisamos que cada ponto p € S! esteja associado a um ponto g(p) € R de forma que o par

12



3.1. TEOREMA DE BIRKHOFF

(p,g(p)) € OU e, além disso, ndo exista outro par em JU tal que a sua primeira coordenada seja
.

Pelo item (iii) do teorema temos que dado um ponto (6,s) € U subindo uma vertical,
comecgando deste, a partir de um determinado ponto a vertical saird do aberto U.

Consideremos ¢ : S — R, definida por g(f) = sup{y € R; 6 x (—o0,y] € U)}. Ao final,
provaremos que g ¢ a funcao Lipschitz desejada.

Notemos que (p,g(p)) € OU. Entdo, provaremos inicialmente que a restri¢do da projecao
canonica m; : S x R — S! ao subconjunto QU é injetiva uma vez que ji é sobrejetiva. Em
seguida, concluiremos que AU ¢é, de fato, o grafico da fungao g.

Consideremos o recobrimento universal m : R?> — S! x R do cilindro e fixemos um
levantamento F : R? — R? de f. Além disso, consideremos o subconjunto U; = 7 }(U),
isto €, o levantamento do aberto U ao plano R?.

Observemos que:
e U é conexo, uma vez que, pelo item (i) do teorema, é homeomorfo ao cilindro S' x R;
e Cl U é conexo, ja que U é conexo e o fecho de todo conjunto conexo é também conexo;

e QU ¢ conexo, pois OU = Cl U\U.

Como a projecao ¢ continua e Uy = 7~ 1(U) temos que U é aberto. Somando-se a isso, pelo
item (i) do teorema, temos que U é homeomorfo ao cilindro S; x R dessa forma, é induzido
um homomorfismo entre U; = 771(U) e R? = 771(S; x R). Logo, U; é conexo e simplesmente
conexo (ja que R? o é e pela garantia da existéncia do homomorfismo induzido).

Temos que U; é invariante pelo levantamento F' de f, pois como f(U) C U e Uy = n~1(U)
obtemos f(w(Uy)) C w(Uy). Como F & levantamento de f, f(w(Uy)) = 7(F(U1)). Assim,
m(F(Uy)) C w(Uyp) e, consequentemente, F'(Uy) C Uy.

Além disso, U; é invariante por translagoes horizontais, ou seja,
Ui+ (1,0) = {(z,y) + (1,0); (z,y) € Ur} = U1.

Consideremos
V= {(.’E,y); (l’,S) € UI,VS S [a7y]}

o subconjunto de pontos de U; que sdo acessiveis por semi-retas verticais.
Por construcao, temos que V é um conjunto conexo por caminhos e, somando a isso, V é

aberto.
Afirmacao: V é aberto.

Com efeito, seja (x,y) € V. Vamos mostrar que existe 6 > 0 tal que Bs((z,y)) C V. Por
defini¢ao, para todo s € [a,y], (z,s) € Uy que é aberto. Logo, existe ; > 0 para cada s; € [a, y]
tal que By, ((x,s1)) C Us.

Tomemos 0 = inf d;. Dessa forma, Bs((x, s1)) C U; para todo s; € [a, y] e, consequentemente,
Bs((z,y)) C V.

13



3.1. TEOREMA DE BIRKHOFF

Para provar que V = U; vamos considerar os seguintes lemas:

Lema 3.1. Sejam I = [x1,x2] um intervalo e y € R tais que (x1,y) e (v2,y) pertencem a V e
I x {y} C Uy entao I X [a,y] C Uy.

Demonstracao:
Seja v C Uy uma curva simples e fechada formada por I x {a} U I x {y} e pelos segmentos
verticais {x1} X (a,y) U{z2} x (a,y).

I'xa,y]

W

a

Figura 3.1: Esbogo para demonstragdo do lema (3.1).

Notemos que o interior de v nao contém nenhum ponto da fronteira de U;. De fato, se
existisse um ponto z € 0U; tal que z € int « teriamos que Uy C int ~y, pela conexidade. Caso
contrario, se dU; ¢ int ~ entdo existiria um aberto W C int v, W # 0 e W contendo z, de
forma que W U W€ seria uma cisdo nao trivial para dUy, o que geraria um absurdo ja que Uy
é conexo.

Além disso, temos que v nao contém nenhum ponto do complementar de U; em seu interior
pois, caso contrario, como U; é aberto, segue que dU; C int v e, dessa forma, OU; C int y
implicando que <y conteria um ponto de fronteira em seu interior recaindo no caso anterior.

Dessa forma,

Uy Nint v =10
{ USnint y=10

Logo, int v C Uy. Como v C Uj segue que I X [a,y] C U;.

[

Consideremos o subconjunto de pontos p € U; tais que toda vizinhanca aberta que contém p
intersecta V' e seu complementar em Uy, U1\V. Denotaremos este conjunto por dy, V.

Vamos apresentar, agora, um lema que caracteriza o conjunto 9y, V.

Lema 3.2. 0y, V € a unido disjunta (possivelmente enumerdvel ) de segmentos verticais S; cujas
extremidades estao em OUj.
Além disso, se p € S; entdo toda bola centrada em p € subdividida por S; em dois abertos U;r

e U, no qual um deles € disjunto de V.

Demonstragdo: Seja z € dy, V. Como V & aberto segue que z = (z,y) ¢ V. Notemos que

existe subconjunto (semi-reta vertical)

{z} < (41,92)

14



3.1. TEOREMA DE BIRKHOFF

onde y € (y1,y2) contido em Uy e tal que (z, 1), (z,y2) € OU;. (z,y1) serd o primeiro ponto fora
de U descendo a vertical (x,y + s) e (x,y2) serd o primeiro ponto fora de U; subindo a vertical
(x,y + s) onde s € (—o0, +00).

U

Figura 3.2: Esbogo para demonstragao do lema (3.2).

Vejamos que y; existe pelo fato de z ¢ V e ys existe usando a hipotese de que existem a,b € R
com a < b tais que S* x (—00,a] CU C S x (—00,b] e Uy = 7~ H(U).

Denotemos o subconjunto {x} x (y1,y2), o qual esta relacionado ao ponto z, por S,.

Com isso, concluimos que

8U1VC u S..

Z€8U1 1%

Reciprocamente, seja w € dU VSZ. Temos que w € S, para algum z € dy, V. Precisamos
ZE‘U1

provar que S, C Oy, V. Para isso, basta mostrar que S, N Jdy, V é aberto e fechado em S, ja
que, com isso, concluimos que S, Ny, V =85, ou S, NIy, V = 0. Mas, como z € S, e z € Iy, V
segue-se que S; N Oy, V = S, e, consequentemente, S, C Oy, V.

Consideremos uma vizinhanga aberta W =1 x (y — €,y + €) em U; do ponto z, onde I ¢ um

aberto que contém x e € € um nimero real suficientemente pequeno.

w

Figura 3.3: Esboco para demonstracao do Lema 3.2.
Notemos que, se zZ = (Z,y) € W NV teremos

{Z} x (y—ey+e)CV,

15



3.1. TEOREMA DE BIRKHOFF

pela construgao de V.

Dessa forma,

vaw=q |J @ xy-ecyte(@yewnVv
zelclU;

é a unido de segmentos verticais e {x} X (y — €,y +¢€) C Iy, (V NW).

Afirmacao: S, C Uj\V.

Temos que z € Jy,V e como V é aberto, z ¢ V. Como z ¢ V e z € S, segue que existe
z € Sz (abaixo de z) tal que z ¢ V. Caso contrario, se todos os pontos abaixo dele pertencessem
a V deveriamos ter que z € V. Logo, {z} x (z,2) ¢ V. Analogamente, cada ponto acima de z
nao pertence a V. Como z ¢ V existe z € S, tal que Z ¢ V', o que implica que {z} x (2,2) Z V.

Recursivamente, concluimos que S, NV = (). Portanto, S, C U1\V.

Afirmacao: {z} X (y —e,y+¢€) C Oy, V.
Denotemos A = {z} x (y —€,y+¢€) e suponhamos que A ¢ 9y, V. Temos que A C S, C U;\V
e como V N9y, V = 0 concluimos que 9y, V C V€ e, assim,

AcVve
Ag oy, V
oy, V c Ve

Logo, AN(V\9y, V) # 0 e, consequentemente, AN(VN(dy, V)¢) # 0, o que gera um absurdo.
Uma vez que, A C 9y, (VNW) C Cly,(VNW) CCly,V=VUoy,V = VN (0y,V))".
Portanto, {z} x (y — €,y +¢€) C Iy, V.

Como {z} x (y—€,y+e) C S, C U1\V temos que {z} X (y—€,y+e€) C Iy, V. Dessa maneira,
S, N0y, V éaberto em S, ja que {z} X (y — €,y + ¢€) é aberto em S,.
Além disso, S, N0y, V é fechado em S, ja que S, é fechado em si proprio e dy, V' é fechado
em Uj.
Dessa forma, S,NJy, V = S, e, consequentemente, S, C dy, V. Como w e z foram arbitrarios,
segue que
U S, cC 8U1V.

ZEaUlv
Agora, notemos que se (u,y) e (v,y) pertencem a W NV, onde u < v, teremos pelo Lema
3.1,
[u,v] X (y_67y+6) C V.

Pois [u,v] x {y} C V, se existissem pontos em [u,v] X {y} que nao estivessem em V um dos
extremos nao estaria. Além disso, V' é aberto em Uj.
Desta forma, temos que se W possuir pontos de V' em ambos os lados de W\ S, teremos que

a faixa (incluindo os pontos de S,) estara totalmente contida em V| o que é um absurdo.
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Com isso, concluimos que existe um nimero real § > 0, suficientemente pequeno, tal que

(x—0,x+0) x(y—ey+e)\{z} x (y— €y +e)

possui duas componentes, uma contida em V e outra contida em Uy \V.

Somando-se a isso, podemos afirmar que
8,V = US;
(2

onde os subconjuntos S; sdo disjuntos entre si, ja que dois subconjuntos deste tipo com interse¢ao
nao-vazia coincidem pela maneira que foram definidos.
Afirmacao: O conjunto dos .S, é enumeravel.

Com efeito, pelo que foi demonstrado no lema, temos que para cada g € .S, toda bola centrada
em ¢ é subdividida por S, em dois abertos, um dos quais é disjunto de V.

Como S, é compacto em R? temos que existe uma subcobertura finita de bolas, com a
caracteristica acima, que cobrem S,.

Sabemos que o extremo inferior de S, é acessivel por vertical, que estd totalmente contida
em V. Denotemos {B;} a subcobertura finita garantida acima, onde p; € S, é o centro da bola

B;. Além disso, consideremos ¢; = "raio(B;)" e tomemos e = min {e;}.
ie{l,...,n}

NG

8

]

Faixa de
largura € \

AT

N

Figura 3.4: Esbogo para demonstracdo do Lema 3.2.

Como B; é subdividida em abertos, no qual um deles é disjunto de V', temos que existe uma
faixa de tamanho € totalmente contida em V| ou seja, essa faixa é acessivel por verticais.

Suponha que exista uma quantidade infinita, no intervalo [0,1], de S,. Entdo teremos
acumulagao em algum Sy, ou seja, existe Sy, tal que dist(Sy, Sy) < €.

Analogamente ao que fizemos, S,y é compacto entdo admitird subcobertura finita,
consideremos €,y como sendo o menor raio das bolas dessa subcobertura. Teremos, entao, que a
faixa de comprimento €, estara contida em V. Como dist(Sy, Sy) < €, teremos que as faixas
irdo se interceptar, o que gera um absurdo. Uma vez que, dado p € S,y toda vizinhanga W

contém pontos que estao em U;\V e V ao mesmo tempo, pois S, estd contida na faixa de S,,.
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Logo, teremos uma quantidade enumeravel de S,.
Como existem no méaximo uma quantidade enumeravel de intervalos do tipo S, C Jy,V,
concluimos a demonstracao do lema.

Lema 3.3. Para todo i, U1\S; ¢ a unido de duas componentes conezxas, uma das quais é disjunta
de V e tem fronteira disjunta de S;, para j # 1.
Segue entao que a componente de Ui\S;, disjunta de V', tem fronteira formada por S; e um

subcongunto da fronteira de Uy (uma "bolsa" inacessivel por segmentos verticais contidos em Uy ).

Demonstragao: Pelo Lema 3.2, cada vizinhanga é subdividida em dois abertos, um dos quais
é disjunto de V.

Consideremos A; a componente conexa que esta totalmente contida em Uy \V. Notemos que,
A; & uma "bolsa" inacessivel por verticais, ja que o conjunto acessivel por verticais ¢ V e A; esta
em seu complementar. Além disso, como S; € um segmento de reta que é fronteira de V' temos
que A; estd localizado a direita ou a esquerda de 5.

Suponhamos que exista um caminho v em U; comecando em A; e terminando em S;, para
algum j # 4, que nao passe por nenhum outro Sg. Ou seja, estamos supondo, por absurdo, que

AiﬁSj#@.

a

Figura 3.5: Esbogo para demonstraciao do Lema 3.3.

Agora, vamos prolongar o caminho « até um ponto do interior de S;. Com isso, obtemos um
novo caminho
vy [0, 1] — Uy

tal que ¥((0,1)) C Up\ % Sk, 7(0) € int S;, (1) € int S, para algum j # 4. Isto &, 7 liga S; a
S;.

Consideremos o caminho obtido a partir de 4 construido da seguinte maneira:

1. Prolongamos 7 para a esquerda ou para a direita, partindo de .S;, por um pequeno segmento
horizontal em V' terminando em um ponto (zg,y0). Com isso, o novo caminho estara
definido por

M6 1) — Uy

que liga um ponto de V' a S;.

2. Adicionamos a 7 o segmento vertical {zg} X [a, yo]-
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3. Estendemos 74 para (1,1 + €] por um pequeno segmento horizontal em V' terminando em

um ponto (z1,y1).
4. Adicionamos o segmento vertical {1} X [a,y1].

5. Fechamos o caminho por meio do segmento AB onde A = (x9,a) e B = (z1,a).

Pela construgao acima, obtemos uma curva I' simples, fechada em U;. Esta curva separa o
plano em duas componentes conexas, pelo Teorema da Curva de Jordan.

Consideremos os extremos de S;. Por hipotese, eles pertencem a OU; que é conexa. Por
outro lado, pela construcio, estdo em componentes conexas distintas de R?\I', contrariando a
conexidade.

Logo, ndo existe caminho em Uj iniciando em algum ponto de A; e finalizando em um ponto

do interior do segmento S; com j # i. Portanto,
A; N Sj = 0.

Fazemos a mesma construcao supondo 0A4; N S; # 0 e, com isso, concluimos que A; é uma

componente conexa tal que:
A; CcU\V
0A;NS; =10

Notemos que, se 4; C U;\S; temos que A; é a componente conexa desejada, porém se
A;N'S; # O consideramos a componente conexa A, C A, tal que A, = A;\S;. Assim, A;NS; =10
e A; C Ai C Ul\V.

E, consequentemente,

A;CUl\VeaA;ﬂSjZ(b

sendo A/ a componente desejada.

Pelo Lema 3.3 concluimos que,

ClUlAi =int A; U 8U1Ai
=A;US;.

E, assim,

VNCly,Ai =V N (4;US)
= (VﬂAi)U(VﬂSZ')
= 0.

Denotemos por R; as componentes conexas de Up\S; que encontram-se a direita de S; e por

L; as componentes que situam-se a esquerda de Sj.
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Figura 3.6: ldentificagdo das componentes R; e L;.

Definamos

R := UR]‘ e L:=UL

Afirmacao: U; =Cly, RUCIly, LUV
Para demonstrar a afirmacao, primeiramente mostraremos que U; = V U (UICZU1 AZ).
1€

Vejamos que se p € Uy e p ¢ Cly, V entao, como U; é conexo por caminhos temos que existe
um caminho « : [0,1] — U que liga p a g onde ¢ € Cly, V de modo que v(0) =p, v(1) =q e
~([0,1)) € Ui\Cly, V.

Como Cly,V =V UJy,V entao q € 9y, V, ou seja, ¢ € S;. Caso contrario, se ¢ € V entao
~7((0,1)) NIy, V # 0, o que ndo pode ocorrer pela construgao da ~.

Mas como Cly, A;UV = A;US; UV, por construcdo, contém uma vizinhanca de ¢, concluimos
que p € ¥([0,1)) C 4.

Assim,

Uy =Cly,V U <‘U Az) = VU8U1VU <'U Az> =Vu <U8k) U <UAZ) =Vu (‘U ClUlAi>
i€l i€l k A el

ja que ClUlAi =A;US;.

Agora, notemos que Cly, A; sao componentes conexas de U1\ V. De fato, sabemos que Clyy, 4;
¢ fechado em U; o que implica que Cly, A; é fechado em Up\V. Além disso, Cly, A; é aberto
em U;\V pois V U Cly, A; contém uma vizinhanga de dy, A;, ou seja, para qualquer ¢ € dy, A;
temos B(q,e) N (U1\V) C Cly, A;.

Temos que V U 'UJClUle ¢ aberto em Uy, ja que V & aberto em Uy e Cly, R; ¢ aberto
je

em U1\V. E consequentemente seu complementar

U1\ (V U <jL€JJClU1Rj>) =(U\V)nN <jQJ(U1\ClU1Rj)>

=U Cly, L;

é fechado.

Logo, Cly,L = U Cly,L;. Analogamente, temos que Cly, R = LkJ Cly, Ri. Com isso,
1
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concluimos que

U, = ClUlRU CZUIL uVv

Agora, veremos um lema que mostra o comportamento e a relagdo entre os conjuntos sob a

aplicagao da F.

Lema 3.4. Sob as hipdteses do Teorema de Birkhoff, temos:
(1) F(V)NCly, L, = 0;

(2) F~Y(V)NCly, Ry, = 0;

(3) F~Y(Cly,Ly) NV = 0;

(4) F~YCly,L)NCly, R = 0;

(5) F(Cly,R)NCly, L = 0;

(6) F(Cl,R) C R;

(7) F~Y(Cly,L) € L.

Demonstragao:

(1) Seja z = (x,y) € V. Entao, pela defini¢do de V', (z,s) € V C U; onde s € [a,y]. Como
U é invariante por F, temos que F(z,s) € U, Vs € [a,y].

Como F' é do tipo Twist a direita, a curva vy(s) = F(z,s) intersecta cada reta vertical da
esquerda para a direita.

As componentes L; estdo a esquerda de S;, entdo para entrar em L; teria que crugzar S; da
direita para a esquerda. Portanto, se houvesse um ponto F'(x,s) em L; e conectassemos a um
ponto de V', analogamente a demonstracao do Lema 3.3, construiriamos uma curva fechada I' de
forma que os extremos de S; estariam em componentes distintas de R?\T', contrariando assim a
conexidade da fronteira de Uj.

Logo, F(V)NL; = 0.

Analogamente, temos que F(V) N Cly, L; = 0 ja que Cly, L; = int L; U 0L, e podemos fazer

a construcdo num ponto pertencente a 0L;.

(2) Dado (z,y) € V temos que (z,s) € Uy, Vs € [a,y]. Dessa forma, F(z,s) € Uy,Vs € [a,y]
e, consequentemente, (z,s) € F~Y(Uy),Vs € [a,y].

A fungdo F~1(Uy) é do tipo Twist a esquerda entdo a curva y(s) = F(z, s) intersecta cada
reta vertical no sentido da direita para a esquerda. Por defini¢dao, R; estd a esquerda de .S; entdo
se existir um ponto (x,s) em Cly, L;, fazendo uma construcdo anéloga ao item (1) chegarfamos
em um absurdo.

Logo, F~Y(V) N Cly, Ry, = 0.
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3.1. TEOREMA DE BIRKHOFF

(3) Suponhamos que F~Y(Cly,Ly) NV # 0. Seja z = (z,y) € F~Y(Cly,Ly) NV entdo

obtemos

F(z) = F(x,y) € F(F'(Cly,Ly) N V) = F(F~'(Cly, Ly)) N F(V)
= ClUlLk N F(V)
= Q),

o que é um absurdo.
Logo, F~Y(Cly, L) NV = .

(4) Suponhamos que F~1(Cly, L) N Cly, R # 0. Sabemos que L = LkJLk e R = UR;. Dessa
J
forma,

F_l(ClUlLk) N Cly, (R;) # 0

para algum ¢,k € J.
Como Cly, Ly ¢ conexo, pela continuidade da aplicagio F~1, a sua imagem F~1(Cly, Ly)

também o é. Assim, como Cly, R; é também conexo, segue-se necessariamente que
F_l(ClUlLk) C ClUlRi, (3.1)

pois, como F~(Cly, L;) NV = ), temos que F~1(Cly, L;) C Cly, L;j ou F~1(Cly, L;) C Cly, R.
Mas, F~Y(Cly, L) N Cly, (R;) # 0 entdo, segue que F~1(Cly, L;) C Cly, Ry.

Como F~! ¢ tipo Twist para a esquerda, a curva F~1(S}) intersecta cada reta vertical no
sentido da direita para a esquerda. Mas temos que S; é vertical o que implica que F~1(Sy)
intersecta S; transversalmente da direita para a esquerda (notemos que esta devera entrar em R;
ja que a funcdo leva ponto de fronteira em ponto de fronteira). Isto implica que F~1(Sy) N R; # ()
e como V & acessivel por semi-retas verticais, logo F~1(Sk) NV # 0, o que é um absurdo pois,
por (3.1), concluimos que F~(Cly, L) C Cly, R e, consequentemente, F~1(Sy) C Cly, R. Mas
ClUl RNV =0.

Portanto, F~(Cly, L) N Cly, R = 0.

(5) Suponhamos que F(Cly, R) N Cly, L # (). Analogamente ao item (4), temos que
F(ClUle) N ClUlLi 75 ]

para algum ¢,k € J. Como Cly, Ry é conexo e F & continua, F(Cly,Ry) é conexo. E,

consequentemente, como Cly, L; é conexo temos,
F(ClUle) C ClUle‘-

Aplicando argumento anélogo ao do item (4), usando o fato de que F' é uma aplicagao do

tipo Twist a direita, chegaremos a um absurdo e, com isso, concluimos o resultado desejado.

(6) Pelo item (2), temos que F~Y(V) N Cly,Rxy = O entdao V N F(Cly,Ry) = 0 e,
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3.1. TEOREMA DE BIRKHOFF

consequentemente, V N F(Cly, R) = (.

Dessa forma,

F(ClUlR) C Ul\V = [VUClUlRUClUlL]\V
= CZUIRUCZUIL

Logo, F(ClUlR) C ClUlRU ClUlL.

Mas, pelo item (5), F(Cly, R)NCly, L = 0, o que implica que F(Cly, R) C Cly, R = RUJy, R.
Como F(0y,R) é transversal segue que F(Cly, R) € R. Pois, pela conexidade de Ry e
continuidade da F', temos que F(Ry) C R; e, além disso, F(S) # Si,Vk # 1 ja que F é
Twist e, portanto, desvia verticais.

Mais ainda, F'(Cly, R) € R ja que F' é um homeomorfismo e Cly, R e R nao sao homeomorfos.

(7) A demonstragao é analoga a que foi feita no item (6), neste utilizaremos os itens (1) e (4)

para encontrar as inclusoes.

=
Demonstraremos, agora, que o conjunto U; é igual a V para isso, precisamos mostrar que
R=0eL =40.

Lema 3.5. U; = V.

Demonstragao: Suponhamos que R # (). Pelo Lema 3.4, temos que F((Cly,R) € R, entao
podemos considerar p € F~Y(R\F(Cly, R)). Sabemos que F é uma fun¢ao continua que preserva
area entao, pelo Teorema da Recorréncia de Poincaré, para toda bola aberta B,, contendo p,

existe x € B}, que retorna a B, isto ¢, Iz € B, para algum n > 0. Portanto,
F"(Bp) N By # 0.
Podemos reduzir a bola o quanto for necessario de modo que
B, C F~Y(R\F(Cly, R)).
E, consequentemente,

F(B,) C R\F(Cly, R)
F?(B,) C F(R\F(Cly, R))
= F(R)\F*(Cly, R)
C F(Cly,R)\F?(Cly, R) pois R C Cly, R
F3(B,) C F?(Cly, R)\F3(Cly, R)
C F(R)\F3(Cly,R)
C F(Cly, R)\F?*(Cly, R)

F™(B,) C F(Cly, R)\F™(Cly,R).
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3.1. TEOREMA DE BIRKHOFF

Portanto, F"(B,) C F(Cly,R) C R.
Vejamos que se ¢ € F™(B,) N B, entdo, F(q) € F"Y(B,) N F(B,). Logo,

F(g) € F(Cl,R) (32)
Além disso, temos que F(q) € F(Bp), mas F(B,) C R\F(Cly,R). Assim,
Flq) ¢ F(Clu, R). (33)

Por (3.2) e (3.3) chegamos em um absurdo. Portanto, R # ().

Agora, suponhamos que L # (). Pelo item (7), temos que F~!(Cly, L) € L. Além disso, F~1
é continua. Analogamente ao que foi feito no caso anterior, consideremos p € F(L\F~!(Cly, L)).
Pelo Teorema da Recorréncia de Poincaré, para toda vizinhanca B), contendo p, existe x € B)

tal que
(F~YH™(By) N B, # 0.

Podemos reduzir B, de forma que,
B, C F(L\F~(Cly, L)).

Assim,

F~YB,) c L\F~'(Cly, L)

F~%(B,) € F~}(Cly, L)\F2(Cly, L)

F~™(B,) ¢ F~Y(Cly, L)\F " (Cly, L)
c F7Y(Cly,L) C L.

Se ¢ € F™™(B,) N By, entio F~(q) € F™YB,) N F7Y(B,). E, consequentemente,
F~Y(q) € F7Y(Cly,L) e F71(q) € F71(B,) ¢ L\F7Y(Cly,L), o que é um absurdo. Logo,
L#0.

Entao temos que U; =V, ou seja, todo ponto de U; é acessivel por retas verticais.

|

Agora, resta-nos observar que dU; nao contém segmento vertical. Notemos que, se p for
ponto interior de um segmento S C JUp, pela condicao Twist, os pontos que nido sdo acessiveis
por verticais seriam levados por F' em pontos acessiveis.

Com isso, concluimos que Uy é o grafico de uma fungdo continua
¢1(x) = sup {y;x x (—o0,y) C U}

tal que ¢1(z + 1) = ¢1(x).

Lema 3.6. ¢1(x) € uma funcao Lipschitz.
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Demonstragao: Temos que a imagem de uma vertical por uma aplicacdo Twist mono6tona é um
grafico. Suponhamos que F seja do tipo Twist a direita, entdo existe um & > 0 tal que 0 F1 > §
em uma vizinhanga de Uy = graf ¢;.

Consideremos o par de pontos (zg, ¢1(z0)) e (Zo, ¢1(Zo)) com xg < Zo.

Se ¢1(xg) > ¢1(Zo) entdo, pelo Teorema do Valor Médio temos que,

F1(Zo, #1(w0)) — F1(Z0, ¢1(T0)) = G2 F1(¢1(w0) — ¢1(Z0))
> 6(¢1(zo) — #1(Z0))- (3.4)

Mas,
F1(Zo, $1(20)) — Fi(wo, ¢1(20)) < L(Zo — 20) (3.5)

ja que ¢; e a derivada de F; sdo continuas (0F) é limitada pois U; é limitado).
Sabemos que x — Fi(x, ¢1(x)) ¢ mon6tona, uma vez que F' é uma aplicacdo Twist monotona,

entao como Ty > xg temos,
Fi(Zo, $1(Z0)) > Fi(zo, ¢1(0))- (3.6)

Entao obtemos,

F1(Zo, p1(x0)) — L(Zo — o) < Fi(wo, ¢1(z0)) (por (3.5))
< F1(Zo, #1(%0)) (por (3.6))
< Fi(Zo, ¢1(20)) — (¢1(z0) — ¢1(Z0)) (por (3.4))

Portanto,
(Z)l(.%'()) — ¢1(i’0) < L(S_l(i'o — iL'o).

Notemos que se ¢1(zg) < ¢1(Zo) repetimos o mesmo processo usando F~! e,

consequentemente, obtemos
¢1(i’0) — @1 (xo) < L/(S/il(ajo — (E[)).

Com isso, concluimos que ¢ é uma funcado Lipschitz.
]
Temos que F' é levantamento de f, preservando propriedades. Como ¢ é periédica obtemos

que OU seré o grafico de uma funcio Lipschitz ¢, definida em S*.

Decorre deste teorema o seguinte resultado.

Corolario 3.1. Se v é uma curva rotacional invariante por uma f : C — C projegdo de uma

aplicacao Twist mondtona, entao v € grifico de wma funcdo Lipschitz.
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Capitulo 4

Orbitas periodicas e rotacoes no circulo

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos e principais resultados relacionados a 6rbitas
periodicas do tipo (m,n), rotagdes no circulo e namero de rotagdo. Provaremos que nenhum
ponto do circulo tem 6rbita peridédica sob rotacdo irracional e, equivalentemente, que todo ponto
do circulo tem orbita periodica sob rotagao racional. Além disso, demonstraremos que se tivermos
um homeomorfismo f : S' — S! que preserva orientacio e F : R — R um levantamento de
f- Entao p(F) := | |1Ln L(F"(z) — z) existe para todo « € R. p(F) ¢é independente de = e estd
bem definida a megos dog um inteiro. E, mais ainda, f tem um ponto peridédico se, e somente se,

p(F) é racional. O namero p(f) := [p(F)] serd chamado de niimero de rotacao.

4.1 Definicoes e generalidades

Iniciaremos esta secdo com algumas defini¢Ges preliminares para que em seguida vejamos

alguns resultados.

Definicao 4.1. Seja f : D — D uma aplicagdo continua tal que D é um espaco métrico.
Dizemos que x € D ¢ um ponto periddico de periodo p se p é o menor inteiro tal que fP(z) = x.

Quando p =1, f(x) = z, dizemos que x é um ponto fixo para f.

Definicao 4.2. Uma sequéncia {xy }rez, , Tx pertencente a um dominio D é chamada de érbita

para uma funcdo g : D — D quando g(zy) = x4 para todo k € Z..

Definicdo 4.3. Se x ¢ um ponto peridédico entdo sua orbita z, f(z), f2(x), ..., fP71(x) ¢ um

conjunto finito, conhecido como 6rbita periddica.

Defini¢ao 4.4. Dizemos que a orbita periodica é do tipo (m,n) se
Thtn = Tk + M,

para qualquer k € Z, onde n é o periodo da érbita e m é o ntmero de voltas, positivo ou

negativo, que a orbita dé no cilindro C' = R/Z x R.

Definicao 4.5. Seja {(2k, yx) }rez, uma orbita qualquer de F', levantamento de uma aplicagao

do tipo Twist f. Definimos o nimero de rotacao p, dessa érbita, como sendo

. T — o . Ty — Zo
p= lim —— = lim ——

k—o0 k - k——00 k ’
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4.1. DEFINICOES E GENERALIDADES

quando os limites existirem e forem iguais.
m

Proposicao 4.1. Uma drbita do tipo (m,n) tem nimero de rotagao "

Demonstragdo: Seja {(zx,yr)}rez, uma orbita do tipo (m,n). Mostraremos que fixado um

Lyrtgn — L0
r—+qn

natural r entre 0 e n, a sequéncia

m
com g € N converge para 7.

De fato, por definicdo, temos que

Lr+gqn = Lry(g—1)n+n
= Tpq(g—1)n M

=X, +gm.
Logo,
lim Zrten "0 gy, I TIM T A0 tgn—r _m
g—too T+ gn g—toc T +gn n’
Com isso, temos que
m
p=—
n

Observagao 4.1. Caso o nimero de rotacao exista, ele mede a velocidade angular média

(angulo/iteracao) na qual a orbita da voltas no cilindro.

Definicao 4.6. Consideremos {(zx,yx)}rez, uma orbita do tipo (m,n). A acao associada a
ela é definida por
Qmpn:R"—R

que é a fungdo Q = > h(xy, xp41) restrita a configuracoes finitas. Ou seja,
k
Qn (o, 1, o0y Tn—1) = h(zo, x1) + h(z1,22) + ... + h(zp_1,20 +m)

onde h é a funcao geradora de F'.

Definicao 4.7. Dizemos que uma configuragao --- ,z_1,x9, 1, -, € estacionaria, no sentido

de seus segmentos serem pontos criticos de €2, se seus elementos satisfazem
agh(l'k_l, xk) + alh(:L'k, :L‘k+1) = 0.

Proposicao 4.2. A sequéncia {l’k}keZ+ € uma configuracdo estaciondria se, e somente Se,

(0, 1,y .y Tp—1) € ponto critico de O, p.
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Demonstragao: Sabemos que

Qo (20, 1, ooy Tn—1) = h(zo, 21) + h(z1,22) + ... + h(Tp—1, 20 + M)
2
Wi, xiv1) + h(zp—1, 20 +m)

3
|

N
I
o

entao,

Onm  =Oh(Ti, 1)  OM(Tp1,m0 +m)
ox; _; ox; + Ox; '

Notemos que,

e sei#0,n—1,
an,n . 8h(xl-,1,xi) i Gh(xi,a:iﬂ)‘

e set =0,
O Oh(xo,21) N Oh(xp—1,0 +m)

ox; Oxg O0xg ,

e sei=mn—1,

O Oh(Tn—2,2n-1) n Oh(xp—1,20 +m)

0x; 0xp—1 O0Tn—1

Portanto, a sequéncia é estacionéaria para §) se, e somente se, (g, Z1, ..., Tp—1) € ponto critico
de Q.
]
Esta proposigao nos assegura que procurar orbitas periddicas tipo (m,n) de F' é equivalente
a procurar pontos criticos de 2, ;.

Agora consideremos a seguinte mudanca de varidveis

h—1 = Tn—-1 — Tn-2,

ou, equivalentemente,

Tr=m-+s
To=mM+m+s

Tp—1=M+nN2+ ... +Np—1+S.
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Reescrevendo a expressao para {2, ,, obtemos

Qun(ssm+s,m+n2+s,..om+n+..+n0-1+s)=h(s,m1 +5)+h(n+s,m+n2+5)
+..+h(m+n+...+n,-1+s,8+m).

Proposicao 4.3. Q,, ,(s,n) € 1—periddica na varidvel s.
Demonstragao: Precisamos mostrar que Qy,,(s +1,17) = Qp n(s, 7).

Notemos que,

Qn(s+1,1m) = Qun(s+ 1,101,102, .0, Mp—1)
=h(s+1lm+s+1)+h(m+s+Lm+m+s+1)+..+
h(m+ ...+ p-1+s+1,s+m+1)
=h(s,m+s)+h(m+s,m+n2+s)+..+h(n + ... + 171+ 5,5 +m)
= Qm,n(sm),

jaque h(s+1,t + 1) = h(s,t).
Portanto Q, n(s,n) é 1—periddica.
Definicao 4.8. Consideremos

p: R — St
s = 6=s (mod1).

uma aplicagao de recobrimento do circulo. Definamos a funcao €2, da seguinte forma:

Qnn(0,m) == Qnn(s, ).
Entdo podemos escrever an da seguinte maneira:

Qnn: Cpn — R
(07 77) = Qm,n(ev 77) = Qm,n(sv "7)

onde Cp,, = {(0,m); 0 € St, n e R1}

Proposicao 4.4. Sejam F um levantamento de uma fungdo f e h uma fungio geradora de F.

Temos que o sequinte desigualdade € satisfeita:

2

h(zg,z1) > =(x1 — x0)

N o

onde ¢ > 0 € a constante de Twist.
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Demonstragao: Observemos que

82 (s, t
[P [ [P
</w1 ah(s,xl) _ Oh(s,s) >
. ds
20 ds s
B 1 Oh(s,x1) 1 Oh(s, s)
= —/x s ds—l—/m 95 ds

0 0

= —h(z1,21) + h(xo, 21) + h(x1,21) — h(x0, T0)

= h(ﬂfo, xl) - h(.%'(],.%‘(]),

ja que h satisfaz as hip6teses do Teorema de Leibniz. Dessa forma,

h(l‘g,l‘l) :Eo,:Uo / / a 8t dtd
9%h(s,t)

Como —=5-5+ > ¢, temos, pela monotonicidade das integrais, que

1 1
h(zo,x1) > h(xg,x0) + c/ / dtds.
zg Js

Resolvendo a integral, obtemos

h(xo, 1) > = (21 — m0)?,

c
2
uma vez que h(xg,xo) > 0.

[

Proposicio 4.5. Q. (0,1) = Qun(s,m) > $F 403+ 4021+ (1 + 02+ o+ 0ue1 —m)?.

Demonstracao: De fato, pela Proposicao 4.4 temos

Qmm(gan) = Qm,n(san)
=h(s,m +s)+h(m+sm+n+s)+..+h(m+..+0,-1+s,5+m)

c 2
25(771—1—5—5) —1—5(171—1—772—1—5—771—3) + ..+
§(s+m m — 772—...—77n_1—s)2
= SI0F 403 ey (= = = = )]
C
= Sl 13+ e ey — )]

onde ¢ é a constante Twist.
]

Lema 4.1. A funcdo an (ou Q) possui um ponto de minimo global, que serd denotado por

p.
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A~

Demonstragao: Dado b € R, consideremos Fj, = {(6,7); Qn(8,17) < b}. Afirmamos que Fj, é
compacto.

Temos que a funcao an é continua, logo JF3 € fechado ja que Fp, = (Q,_n}n(b,+oo))c e
an}n (b, +00) é aberto pois é pré-imagem de uma fungao continua.

Além disso, Fp é limitado. De fato, se nao existir R > 0 tal que ||n||g < R em Fy, onde ||-||g &
a norma da soma, teremos ||n;|| crescendo indefinidamente para algum i € {1,2,...,n — 1}. Mas,

sabemos que

A c

Qo (0,m) > 2[?7? 0 e (2 e D — M),

entao,

Qn(0,m) — +o00.

Isto ¢ um absurdo pois Q,, »(6,71) < b. Logo,
Fy, C St x Cl (Bg(0)),

para algum R > 0. Portanto, F; é compacto.

Como ), , é continua temos que ela possui minimo global em F e, consequentemente, em

Cimn-
4.2 Rotacoes no circulo

Para representar o circulo podemos utilizar a notagdo multiplicativa

S'={2€C; |z| =1}
= {™; ¢ € R}
= {(cos 27t,sen 27t) € R?; t € [0,1]},

ou a notagao aditiva
S' =R/Z.

Denotaremos por R, a rotagao por um angulo 27ma,

R,: S — St
r +— z+a (modl).

As iteradas de uma rotacao sera dada por
R)(z) =z +na (mod 1).
Analogamente, dados «, 8 € R temos

RyoRg(z) =2+ (a+ ) (mod 1).
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Observagao 4.2. Se a € Q podemos escrever da forma a = % com p,q € Z. Logo,

R'(z) =z +nY (mod 1).
q

Fazendo n = ¢, obtemos
Ry(z) =2z +4+np (modl)=uzx.

E, consequentemente RY é a transformacao identidade. Com isso concluimos que todo ponto do
circulo tem orbita periédica sob rotacao racional.

Para analisarmos o caso em que « é irracional precisamos das seguintes defini¢oes.

Defini¢ao 4.9. Um sistema dindmico ¥ = (X,0) ¢ um par consistindo de um espago

topolégico compacto ou localmente compacto de Hausdorff X e um homeomorfismo o : X — X.

Definicao 4.10. Um sistema dindmico topoldgico invertivel f : X — X dizse

topologicamente transitivo se exite um ponto z € X tal que sua orbita

Oy (z) == { " () }nez
é densa em X.

Definicao 4.11. Um sistema dinamico topolégico f : X — X é dito minimal se a 6rbita
de qualquer ponto x € X é densa em X ou ainda se f ndo tem conjuntos invariantes fechados

proprios.
Proposicao 4.6. Se « € irracional entdo a rota¢do é minimal.

Demonstracio: Consideremos z,z € S'. Precisamos mostrar que a semi-érbita positiva de z
¢ densa. Para isso, provaremos que z pertence ao fecho de {R2(z) }nen.
Fixemos ¢ > 0. Vamos pensar no circulo como o intervalo [0,1) e dividi-lo em intervalos

menores iguais entre si. Dado um inteiro m, para todo k € {0,1,...,m — 1} consideremos os
k w)

intervalos [ := [E? n

O comprimento dos intervalos Iy, é % Se escolhermos m suficientemente grande, teremos
% < e. Como nenhum ponto de S tem érbita periédica, pelo principio da casa dos pombos,
deve existir dois iterados de x em um mesmo intervalo.

Consideremos R!,(z) e Rh(z) os iterados. Entdo,

d(R2(x), Bl(z)) < — <

m

supondo p > .
Com isso,

d(RP Y (x),z) < € (4.1)

«

pois R;! preserva distancia.
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Vejamos que se y € St entdo y = Ry, () e

Seja 0 € [, 3] tal que 6 = (p — l)ov (mod 1). Entdo, como
e>dR\N2),z) =dxz+alp—1) (modl),z)=|z+60—2z|=10=p

temos p < € e RA ' = Ry.

Seja N = L%j + 1. O conjunto {Rjg(x); j =0,1,..., N} de semi-6rbitas positivas de x divide
o circulo em intervalos de comprimento p < €. Logo, qualquer elemento de S' estd em um desses

intervalos. Assim, existe n < N(p — 1) tal que

Teorema 4.1. Nenhum ponto do circulo tem orbita periddica sob rotacdo irracional.

Demonstragao: Sejam x um ponto do circulo e o um numero irracional associado & rotacgao
R,. Observemos que, se houvesse algum inteiro n tal que R}(x) = x, como RZ(x) = = + n«a

(mod 1), teriamos na inteiro. O que nao pode ocorrer.

4.3 Numero de Rotacao

Consideremos a projegao

onde [z] ¢ a classe de equivaléncia de x em R/Z.

Proposicao 4.7. Se f : S' — S ¢ continua entio existe uma funcio continua F : R — R,

chamado de levantamento de f para R, tal que

fom=moF,
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ou seja, F([z]) = [F(z)]. Este levantamento é tnico a menos de uma constante inteira, e
deg(f) := F(x + 1) — F(x) é um inteiro independente de x € R e do levantamento F. Este é

chamado de grau de f. Se f é um homeomorfismo entio | deg(f)| = 1.

Demonstragao: Ver em [7].
[

Lema 4.2. Se f preserva homomorfismo no circulo e F' é um levantamento, entio F(y) —y <

F(z) —x + 1 para todo z,y € R.

Demonstragao: Ver em [7].

Lema 4.3. Se a sequencia (an)nen Ssatisfaz amin < an + amak + L para todo m,n € N e algum

kelL, entio lim % € RU{—oo} ewiste.
n—ao0

Demonstragao: Ver em [7].

Inicialmente, veremos algumas propriedades do levantamento.
Propriedades: Sejam f: S' — S! continua, F : R — R levantamento de f.
(1) Se F é levantamento entdo F' + k é levantamento para todo k € Z.

De fato, como F' é continua F' + k também é continua, para todo k € Z. Além disso,
mo(F+k)=nwnoF = fom.

(ii) F(x +m) = F(x) + mdeg f tal que m € Z.

Com efeito,

Flx+m)=F(x+m—1)+degf
=F(x+m—2)+2deg f
=F(x+m—3)+3deg f

jaque F(z+1) — F(x) = degf.

Portanto, F(z +m) = F(x +m —m) +mdeg f = F(z) + mdeg f.
(iii) F™(x +m) = F"(z) + m(deg f)" tal que m,n € Z.
De fato,

Por indugéo, segue que F™(xz +m) = F" "(F"(z) + m(deg f)™)) = F"(x) + m(deg f)".

(iv) F™ é levantamento de f™.

Com efeito, faremos a demonstracdo por inducdo. Observemos que para n = 1 a afirmacio é
verdadeira, por hipotese. Suponhamos que a propriedade seja vilida para todo inteiro maior ou

igual a 1 e menor que n.
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Pela definicdo de levantamento e por hipétese de inducao, temos que
moF'=(ro F"™ o F = (f"lom)oF = f"lo(moF)=f"lofor=fTon

Logo, F™ é levantamento de f.
(v) Se deg f = 1 entdo F é crescente.
Como deg f = 1 segue que F(x + 1) =1+ F(z). Entao,

F(z) < F(z+1). (4.2)
Suponhamos que F' ndo seja crescente. Dessa forma, existe y € (z,z + 1) tal que

F(y)> F(x+1) > F(x),

por (4.2).

Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe z € (z,y) tal que F(z) = F(x + 1). Mas,
F(z+1) = F(x)+ 1 implica que F(z) = F(z) + 1. Assim, [F(z)] = [F(z)].

Como wo F = fom temos f([z]) = [F(2)] = [F(z)] = f([z]). E, sabendo que f é

homeomorfismo, segue que f é inversivel e, portanto, injetiva. Logo, z = = + n para algum
n € N. O que gera um absurdo pois z € (z,y).

Sendo assim, F' é crescente.

Proposicao 4.8. Seja f: S' — S um homeomorfismo que preserva orientagio e F : R — R

um levantamento de f. Entao

1
p(F):= lim —(F"(x)— )
[n|—oc0 M
existe para todo x € R. p(F) é independente de x e estd bem definida a menos de um inteiro. Se
f tiwer um ponto periddico entao p(F) € racional. Vale a reciproca.

p(f) == [p(F)] é chamado de nimero de rotagdo.

Demonstracgao: Vejamos que,

(i) p(F) independe de z.

Por hipotese, f € um homomorfismo que preserva orientacdo dessa forma deg f = 1, isto é,
Fx+1)=F(x)+1.

Além disso, para z,y € [0,1) temos |F(y) — F(x)] < 1. De fato, se x,y € [0,1) entdo
ly—x| < 1. Por um lado, como y—z < |y—z| segue que y—z < 1 e, portanto, y < z+1. Dai, como
F é crescente, aplicando F' em ambos os lados da desigualdade, temos F(y) < F(z+1) = F(x)+1.
Logo, F(y) — F(x) < 1. Por outro lado, como —y + = < |y — x| temos que —y + = < 1 e,
consequentemente, x < y + 1. Aplicando F' em ambos os lados, F(z) < F(y+ 1) = F(y) + 1.
Dessa forma,

F(y) - F(@) < 1.

Analogamente fazemos para F" e concluimos que
[F"(y) — F"(z)] < 1.
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Consequentemente,
L (@) — @) = ~(F(y) — y)| < ~| (@) — F"(y)] + | <2
— r)—1x)— — — — x) — T — —
n n Yy Yy =7 Yy Yy =5

e os nameros de rotacao de x e y coincidem.

(ii) p(F') existe.

Consideremos = € R e x,, = F"(z), a,, := x,, — x e k = [a,]. Entao,

Uman = F™(2) — 2

=F"(z,) —x
=F"(F"(z))— F"(x)+ F"(z) — x
=F"(F"(z)) — F"(x) + an.
Mas se denotarmos y = F"(z) e utilizarmos o Lema 4.2 aplicado a F™ obtemos que

F™(F™(x)) — F"(x) < F™(z) — z + 1. Logo,
Amtn < Qm +ap + 1.

Pelo Lema 4.3, o limite < existe. Mas

an Tp—

n n
F'(z) —x
n

n—1
= IS (FH@) - Fi))
=0

n-

= 15 (F(ag) - Fa)
=0

n <=

> min F(y) —y.
> min F(y) —y
Portanto a sequéncia 9* ¢ minorada e, consequentemente, o limite de 9* pertence aos reais.
Denotaremos esse limite por p(F'). Além disso,
. F*"z)+nm—x
p(F+m)= lim (z) =p(F)+m

|n|— o0 n

ja que, por inducao,

(F+m)"(x) = (F +m)" " ((F +m)(x)) = (F +m)"" (F(z) +m)
= (F+m)" Y(F(z)+m=..=F"(z)+nm.

(Como F' é homomorfismo que preserva orientagdo F + m também é e, consequentemente,
(F' +m)™ & homomorfismo que preserva orientacao.)

Com isso, concluimos que p(F') est4 bem definida (mod 1).
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Agora, mostraremos que se f tiver um ponto periédico entdo p(F') é racional. Como f
tem um ponto periédico com periodo g, existe z € R tal que f9(w(x)) = w(z). Sabendo que
F é um levantamento de f , vimos que F'? é um levantamento de f9, logo m o F1 = f%0 7.
Dai, m(Fi(z)) = f9(n(z)) = n(x), isto é, 7(F4(z)) = 7(x) e, portanto, [F4(z)] = [z]. Entao,
Fi(x) = x + p onde p € Z. Para todo m,

p(F) = lim Fri(a) —x

m—so00 mq

. 1
= lim —
m—00 Mg

3

(FU(F"(x)) — F'(x))

i~

3
L

= lim
m—r00

@
Il
=)

g 2]~

= lim
m—oo Mmq

Suponhamos que p(f) = % € Q. A defini¢do de p implica que

p(F™) = m@mw - mm@mw = mp(F).

Logo, p(F1) = qp(F) = ¢% = p.

Como p(f) esté definido a menos de um inteiro segue que p(f9) = 0. Assim, é suficiente
mostrar que se p(f) = 0 entdo f tem ponto fixo. Vejamos:
Afirmacao: Se p(f) =0 entao f tem ponto fixo.

Suponhamos que f néo tenha ponto fixo. Consideremos F' um levantamento de f tal que
F(0) €0,1).

Como f ndo tem ponto fixo entdo F(z) — z ¢ Z para todo = € R. Portanto F(z) —x € R/Z
para todo x € R. Assim, 0 < F(z) —x < 1 para todo = € R.

Sabendo que F'— Id é continua em [0, 1], os seus minimo e maximo sao atingidos e, portanto,
existe 0 > 0 tal que

0<6<F(z)—z<1-6<1. (4.3)

Como F — Id é periddica esta estimativa verifica-se para todo = nos reais. Em particular,

podemos considerar z = F*(0). Observemos que,

n—1
F™0) = F"(0) — 0= Y _F"(0) — F'(0).
=0

Por (4.3), § < F'1(0) — F'(0) < 1 —§. Entao,

n—1
nd <Y FHY0) — F'(0) < (1—6)n,
1=0
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ou seja, nd < F(0) < (1 — d)n. Equivalentemente,

£7(0)

0 < <1-4.

Fazendo n — oo obtemos p(f) # 0, ja que p independe do x tomado. Com isso, provamos
a contrapositiva.

Proposicao 4.9. Seja f : S' — S' um homeomorfismo que preserva orientacio. Todas as

orbitas periddicas tem o mesmo periodo. Ou seja, se p(f) = [E} com p,q € Z relativamente

q
primos, entao o levantamento F de f com p(f) = g satisfaz F(x) = = + p sempre que [x] é um

ponto pertddico.

Demonstragao: Vejamos que se 7(z) = [z] é um ponto periédico e F' um levantamento, temos

que F"(z) = x + s para algum r,s € Z e

F(z) —x 1= 4 4 ns s
=p(F)= lim ——~—" = lim — » F'(F"(z)) - F"(z) = lim — =-.
=0

n—» o0 nr n—oo Nr “4 n—oonr T

p
q

Isso significa que s = gp =mper =mqondem = g. E, portanto, F™(x) = x+mp. Vamos
mostrar que F(x) =z + p.
Suponhamos que F9(z) — p > x. Pela monotonicidade da F', temos
F2(z) — 2p = FU(F(z)) —p— p > F(z) —p > z.

Por indugao, concluimos que F"(x) — s = F™(x) — mp > = o que gera um absurdo. Assim,

Fi(z) =x+p.
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Capitulo 5

Bilhares

Neste capitulo, apresentaremos algumas definicbes e exemplos relacionados aos bilhares.
Abordaremos bilhares convexos, ou seja, bilhares em uma mesa cujo bordo é uma curva suave,
fechada, convexa, plana, regular, C* (k > 2) e com curvatura estritamente positiva. Além disso,
encontraremos a matriz derivada da aplicacao de bilhar, demonstraremos que a aplicacdo é um
difeomorfismo C*~1 e, faremos o estudo do bilhar circular e eliptico mostrando que ambos sao
integraveis. Concluiremos que uma trajetoria do bilhar eliptico que passe por um foco continua
passando pelos focos, alternando entre eles. Somando-se a isso provaremos que se o segmento
inicial da trajetoria passar exteriormente (ou interiormente) aos focos, todos os outros segmentos
da trajetoria serdo tangentes a uma mesma elipse (ou a uma mesma hipérbole) confocal com a

elipse inicial.

5.1 Definigoes e generalidades

O Bilhar é um modelo mateméatico no qual uma particula se movimenta em linha reta dentro
de uma regido limitada fazendo reflexdo eldstica nos impactos com o bordo. No interior desta
regido o movimento é uniforme, ou seja, possui velocidade constante e a reflexao no bordo obedece
a regra de Optica geométrica: o angulo de incidéncia é igual ao dngulo de reflexdo.

Nos trabalharemos com regides do plano R? limitadas por uma oval =, isto é, uma curva

simples, regular, fechada, de classe C* e com curvatura estritamente positiva.

Figura 5.1: Bilhar.
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Consideremos um ponto pg em 7 como sendo o ponto inicial no qual a particula ird partir.
Suponhamos que a particula mova-se ao longo de uma reta r(pg, ) que passa por pg e forma um
angulo oy com o vetor tangente a vy em pg. Ao par (pg, ag) associamos o par (p1, 1) formado pelo
ponto py € v, intersegao de r(pg, ap) com a curva v, e o angulo aq, entre r(pg, ap) € a tangente a
~ em p;. Esse processo pode ser observado na imagem (5.2). Analogamente, obedecendo a regra
de reflexdo de um espelho, encontramos o par (pe, az) associado a (p1,«1). Podemos repetir o

mesmo argumento para cada par (p;, ;) com i > 2.

(py,0y)

Po

Figura 5.2: Aplicagdo de bilhar.

Defini¢ao 5.1. Seja 7(s) parametriza¢ao pelo comprimento de arco de 7. Uma aplicagao de

bilhar associada a v é uma aplicacao
T'(s0,0) = (s1,01)

onde pg = v(sp), a proxima batida p; = y(s1), ap é o angulo entre +/(sg) e y(s1) — ¥(s0) e a1 &
o angulo entre y(s1) — v(s0) e ¥'(s1).

A aplicagao T esta definida sobre o conjunto A = [0, L) x (0,7) onde L é o comprimento de

~. Dessa forma, teremos

T: A — A
’—)

(SO’QO) (81,041)

Seja h uma funcao definida da seguinte maneira: consideremos dois pontos pg e p; em ~ com

coordenadas sg e s1 e seja h(sp, s1) menos a distancia Euclidiana entre pg e p;. Assim, teremos
h(so, 1) = —dist(y(s0),7(s1)) = = [7(s1) = (0|,

ou seja, h*(so, s1) =< ¥(s1) = 7(s0),7(s1) = ¥(s0) >.
Lema 5.1. Se T'(sq, ag) = (s1, 1) entao cos(ag) = d1h(so,s1) e cos(ay) = —02h(so, $1)-

Demonstragao: Como h%(sg, s1) =< v(s1) —7(s0), 7(s1) —7(s0) > temos, pela regra da cadeia

e derivando em relagao a sg, que
2h(s0,51)01h(s0,51) = —2 < ' (50),7(s1) — (s0) > .
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Analogamente, derivando em relacdo a s; obtemos,

2h(s0, 51)02h(s0,51) =2 < ' (s51),7v(s51) — Y(s0) > .

Assim,
Ouh(so,51) = =3 </ (s0),7(51) = (s0) >
— (s v(s1) —¥(s0)
- <”( ) ) - v(so>u>
= cos()

Oah(s0.51) = 3 < (51),7(51) = 7(50) >= —cos(an)

Logo h é uma funcao geradora do bilhar.

Lema 5.2. 812h(80,51) <0

Demonstracao: Temos que,

O12h(s0,51) = 82(;;((‘]9&':1)
— 9 (_< 7' (1), 7(s1) — v(s0) >>
ds0 [v(s1) = v(s0)l
o 2 (20 = 5(s0)
_< T e, <||v<sl> —7(80)||>>
_ <v’<51> 0/ (o0) (o) —to0)] — <RSI (o) - 7<30>>>
’ (1) = A(s0)
<A ) > L e ) = also) \
- —h(s1, 50) h(s1,s0)? < 7 (s0), |v(s1) —’Y(SO)H> < =7'(s1),7(s1)
—(s0) >
== f(?;,iﬁ;w = %(ZSZS? < —/(s1),7(s1) = 7(s0) >
_ <9(s1):7(s0) > | O1h(s0,51) 1 s N
B h(s1, s0) (50, 51) (h(s(),sl) < =7'(s1),7(s1) = 7(50) >>
— _< 7/(51)77/(80) > . 31h(80,81)32h(50, 51)
h(SlaSO) h(So,Sl)
_ - cos(ap + a1) + cos(ap) cos(a)
h(s1, so)
_ sen(ap) sen (o)
h(s1, s0)

Com isso, 012h(s0,51) < 0, pois tanto ag quanto «j estdo entre 0 e 7w e a funcdo h assume

somente valores negativos.
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Proposicao 5.1. Nas coordenadas (so, o), onde yo = cos(g), a aplicagao de bilhar T'(sg, yo) =
(s1,y1) tem drea preservada.

~ o . . . T
Demonstragao: Primeiramente garantiremos a existéncia de uma 7" tal que (so,y0) — (51, 41)-
Sabemos que

Yo = 81h(so, 81) ey = —82h(80, 81).

Consideremos F1 = y1 + 02h(so, s1) e Fo» = yo — O1h(s0, 51)-
Como

F1(s0,51,Y0,y1) = 0 = F>(s0, 51, Y0, Y1)

temos que

F(s0,51,90,y1) = (F1(80, 51, %0, ¥1), F2(s0, 51,90, 91)) = (0,0).
Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe T'(sg, y0) se, e somente, se

o O
0s1 On

det or  oF #0.
Jds1 Oyi

Mas, notemos que,

oF  OF azh(s s1) 1
det | 951 9u1 | — Jet 27450, 51 = O91h(sg, s1) = d12h(sg, s1) < 0.
[%ﬁ? g};f] [—32171(80,51) 0 b1h(s0,51) = O12h(s0, 51)

Portanto, existe T : (s, y0) — (S1,¥1)-

Agora, mostraremos que o elemento de area dyg A dsg é preservado. Para isso, precisamos
provar que

dyo N dso = dyy N dsi,

onde 79 = cosag e y; = cosaj.

Observemos que,

Dh(SO, 81) = 82h(80, 81)d81 + alh(SO, 81)d80
= —cos(a1)dsy + cos(ag)dsp

= —y1ds1 + Yyodso (5.1)
e’
D2h(80, 81) = d(agh(S(), Sl)) Adsy + d(alh(SO, 81)) A dsg

= (012h(s0, s1)dso + 822h(so, s1)dsy) ANdsy + (312h(so, s1)dso + O21h(so, s1)ds1) A dsg
= (912h($0, Sl)dS() Adsy + 8§h(80, 51)d81 Adsy + 8%h(80, 51)d50 A dsg + azlh(SO, 81)

ds1 N dsg
_ (sen(ao)sen(a1)> dso A dsi + <sen(ao)sen(oz1)> dsy A dso
h(s1,50) h(s1, 50)
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h(Sl,SQ h(SlaSO)

(sen<ao> sen)(m)) Uy A dsy — (sen<ao> Sen(al>> dso A dsy
0.

Passando a diferencial em ambos os lados da equacao (5.1), temos
0= d(—y1d81 + yodSU) = —dyl A dSl + dyo A dSQ.
Portanto,
dyo N\ dsg = dyy N ds;.
Portanto, T preserva area.
A funcédo h, definida anteriormente, é uma fungdo geradora do bilhar.
O conjunto O(sg,ap) = {T"(s0,0); n € Z} é dito 6rbita de bilhar e a poligonal na mesa

cujos vértices sao os s; que definem a 6rbita denominamos trajetéria do bilhar. O conjunto

de todos os pontos das érbitas de um bilhar formam o espacgo de fase do bilhar.

Observacao 5.1. Consideremos trés pontos consecutivos (si1,y1) = T(s0,%0), (S2,y2) =

T'(s1,y1). Sabemos que

8h(80, Sl) o 8h(51, 82) -
o5 cos(aq) e o5 cos(aq)
entao,
v — ah(SO, 81) + 8h(sl, 82) _

881 881 ’
onde Q(Sl) = h(S(), 81) + h(Sl, 82).

52

Figura 5.3: Trajetoria de bilhar.

Ou seja, a fungao geradora ajuda a decidir quando uma sequéncia de pontos do bordo esta em
uma 6rbita. A grosso modo, é equivalente a supor que queiramos langar uma bola de bilhar em um
ponto sg de forma que ap6s um reflexo no ponto s; esta bola chegue ao ponto so. Para encontrar
o ponto s; é suficiente determinar um ponto critico do funcional s; — h(sg, s1) + h(s1, s2).

Pelo que foi demonstrado no decorrer desta secao, concluimos que bilhares associados a curvas

regulares estritamente convexas sao exemplos de aplicagoes Twist que preservam area.
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Definicao 5.2. Uma caustica é uma curva suave tangente a todos os segmentos das trajetorias
da familia (o = ap). Ou equivalentemente, I" ¢ uma céustica do bilhar se uma trajetoria que é

tangente a I' entre duas batidas for sempre tangente ap6ds as colisdes com o bordo.

Figura 5.4: Caustica de uma trajetéria para o bilhar em uma elipse.

Definigao 5.3. A orbita O(sg, ap) do ponto (sp, ) € A é dita periodica se existir um [ > 0 tal
que T!(s0, ) = (50, ). Chamamos de periodo de (sg, ) o min{l > 0; T%(sg, ) = (50, g)}.

Proposicao 5.2. Seja D uma regido estritamente convexa, diferencidvel e limitada com fronteira
F. Entdo a aplicacao de bilhar associada tem pelo menos duas drbitas distintas de periodo 2 que
sao descritas como seque: para uma delas a distdncia entre os pontos do bordo correspondentes

€ o didmetro de D para outro a largura de D.

Demonstragao: Consideremos a funcdo geradora h(sp, s1). Sabemos que h(sg, s1) é tal que

Oh(s0,s1)

Os1 = —COS (1
Oh(so,51) __
~8sg | COS (.

Temos que h(sg, s1) é uma fungdo C! no produto direto de duas copias da fronteira de uma
mesa de bilhar, ou seja, em F' x F. Como o dominio é compacto (basicamente o 2-toro) e h é
continua temos, pelo Teorema do Valor Extremo, que h assume valor maximo e minimo.

Além disso, a funcao ¢ diferencidvel apenas fora da diagonal, ou seja, quando sg = s1, h(so, s1)

nao é diferenciavel. De fato, seja (h, k) — (0,0). Temos,

r(h k) =h(s + hys + k) — h(s,s) — B(s,
= (s ) - s+k||—<

=—[(s+h) =2+ k) —(c
== (s +h) =2(s + R

( )

s)

h(s, 8h(s,s)

ds ds (, k)>
sag(h, k) — cosag(h, k))

Tomando k = % — 0 temos que —||v(s + k) — (s + )| # 0. Entdo,

r(h,k) (s +h) —y(s + 5l
I(h )] Ik, 31

-+ 0 quando h — 0
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com [|(h, k)[| = sup{|hl, [k[}.
Notemos que o valor méaximo de h é zero e ocorre ao longo da diagonal {(s,s);s € F'}, por
outro lado, atinge seu valor minimo em um ponto critico d, ou seja, onde Vh = 0.

Seja (s, s1) tal que h(sg, s1) = d. Sabemos que,

Oh
Vh i 8780 . COS (¢
Ds1 — COS (V1

entdo, como o angulo pertence ao intervalo [0, 7), temos que

T
Vh:0<:>a0:a1:§
Assim, existe uma 6rbita de periodo 2.
Agora, consideremos a situagdo em que os pontos sdo antipodas. Para isso, seja (sg, g(so)) a
curva no toro onde g(sp) = s1 € a coordenada do ponto de fronteira diferente de sg, para o qual

a reta através de sg e s1 é de tal forma que o dngulo m — ag = a1 com a tangente ao ponto.

)

B

Figura 5.5: Bilhar tal que ag = —a;.

Observemos que o diametro ocorre em uma 6rbita de periodo 2 onde a linha [ (trajetoria do
bilhar) tem comprimento maximo e, consequentemente, o comprimento minimo, das linhas como
esta, serd a largura.

Sobre a curva, a fun¢do h assume também um valor maximo w, o qual serd negativo uma vez
que, h é negativa nos pontos fora da diagonal.

Por hipétese, a curvatura é estritamente positiva entdo podemos parametrizar a curva por
um angulo ¢, diferenciavel, o qual é definido como o angulo que a trajetoria faz com uma direcao
de referéncia.

Entao, como m — ap = a1 temos que

Oh(so(¢),51(¢)) _ Oh dsy . Oh 951
D ~0sp Op  Osy Op

=cos aga—(g — cos ala—spl
Os

880 1
=COS ) —=— + COS xg—=—
I

dp

CoSs (v <880 + 831>
dp Oy

Temos que g—;‘; é a curvatura de F' no ponto correspondente a sg, portanto é estritamente
©

positivo. Analogamente, ng é a curvatura de F' no ponto correspondente a s;. Com isso,
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5.2. PROPRIEDADES DA APLICACAO DE BILHAR

concluimos que 22 e 22 s50 maiores do que zero e, consequentemente
dsg 0s1 ) )
dp Oy
—+—>0.
880 881

Dessa forma, no ponto critico w, temos cos g = 0. Como cos ag =< t(s9),! >= 0 temos que
I L t(so), onde t(sp) é a reta tangente a fronteira em sg.

Além disso, m — ag = a1 0 que implica que [ L t(s1) e, portanto, t(sg) é paralelo a t(s1).
Como as tangentes sdo paralelas segue que o comprimento minimal de tais linhas é a largura e
o maximal o didmetro.

Consequentemente, existe uma érbita de periodo 2 como maximo da distincia e obtemos a

outra pela construcao acima.

5.2 Propriedades da aplicacao de bilhar

Consideremos ¢ como sendo o angulo de inclinagao do vetor tangente a curva, isto é, o angulo
entre o vetor tangente e uma direcao fixa, a qual chamaremos de x. Podemos parametrizar a
curva usando ¢ como parametro, o qual varia entre 0 e 2. Somando-se a isso, dado o raio de

curvatura R, da curva -, temos a seguinte relagao:

_ds

R(p) = @

Proposicao 5.3. A matriz derivada DT (so, o) da aplicagao T : (s, c0) — (s1,1) €

9s1 0s1 Lo __ senay Lo
_ dsg  Oag _ R sen a1 sen g sen aq
DT(SO’ Ozo) - Odop  Oai - Lo—Rgsenag 1 Lo 1
dsg Oag RoR1 senay Ro R1senaq

onde Ry e Ry sdo raios de curvatura de v nos pontos po = (F(s0),G(s0)) e p1 = (F(s1),G(s1)),
respectivamente, Lo é o comprimento da trajetéria que liga po a p1 e F e G sdo as funcdes

coordenadas de (s).

Demonstragao: Consideremos = = x(¢) e y = y(¢) equagdes paramétricas que descrevem I’

tendo ¢ como parametro.

Figura 5.6: Derivada da aplicagao de bilhar.

Sejam oy e o o angulo inicial do bilhar e o angulo de inclinacdo do vetor tangente,
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5.2. PROPRIEDADES DA APLICACAO DE BILHAR

respectivamente. A inclinagdo do segmento da trajetéria inicial é dada por

y(p1) — y(wo)

tan(po + ag) = . (5.2)
(090 = o) — (o)
Como 7 estd parametrizada pelo comprimento de arco temos ||7/(s)|| = 1. Entao podemos
considerar que
dx Y
— =cosp e — =sene.
ds v ds 7
Observemos que
#1 1 dx ds #1
oo ~ale) = [ oo = [T L do= [T Ripeospde. (53)
©0 ®0 ¥ ®0
Analogamente,
Pl 1 dy ds w1
y(e1) — y(po) =/ y'(p)de =/ ————dp= [ R(p)seny dp. (5.4)
©0 gy dsdy ©0

Substituindo (5.3) e (5.4) em (5.2), obtemos

¥1 Y1

tan(po + ao) = < R(p)sen ¢ ds&) <

®o %0

Com isso podemos encontrar o valor de ¢1, uma vez que ji temos ¢g € ag. Além disso,

p1 — a1 = Yo+ o

ou equivalentemente,

a1 = @1 — Yo — ap.

Agora, consideremos as equagoes paramétricas com parametro s da seguinte maneira

-1
R(p)cosy dgo) .

(5.5)

Sejam pg = (F(50),G(50)) e pr = (F(51),G(51)) pertencentes a v e po = (F(s0),G(s0))

pertencente a uma vizinhanca de py.

Definamos 0g como sendo o angulo formado entre o eixo x e o segmento que liga pg a p;.

Com isso, teremos

90 :goo—l—ao.

Suponhamos que F'(sg) #0 e F'(s1) # 0.

Sabemos que

e, consequentemente,
7'(s) = (F'(s), G'(s))-

Mas, F'(s) =2’ = cosp e G'(s) =y = sen . Entdo, em sg, teremos que

7' (50) = (cos o, sen ).
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5.2. PROPRIEDADES DA APLICACAO DE BILHAR

Portanto, -
sen s
e P
¢ !
tan o1 senp;  G'(s1)

Logo,

0 = tan”! (G,(SO)> , o1 = tan™! (G/(81)> , 0 = tan™! (;f(sl)_G(SO)

F'(s0) F'(s1)

Como ag = 6y — g, pois g = ag + @g, temos
1 (G(s1) — G(So)> 1 (G'(80)>
ap=tan! [ =) _tan .
" <F<sl> — F(s0) F/(s0)
Definamos L(sg, s1) por

o) =t~ (ZCL) _ s (Sl

e observemos que L(sg,s1) é uma funcdo que depende apenas de sg e 7.

Além disso, como ag =0y — o e a1 = Y1 — Yo — Qg temos que
a1 = 1 —po — ap = @1 — o — bo + o = 1 — o

Analogamente ao que foi feito anteriormente, temos que

a; = tan~! (G/(31)> — tan™! <G(81)_G(S°)> —: M(s0, 51).

F'(s1) F(s1) — F(so)

Montaremos, agora, a nossa matriz derivada através de alguns passos.

d
P1) Encontrar a5
dag

Derivando (5.6) implicitamente com relacdo a o, obtemos

OL(s0, 51) 0s1

=1.
681 (90(0
Logo,
881(80, 81) _ 1
80&0 - OL(s0,51) '
0s1

Mas, observemos que
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(9[1(80,81) _ [tan_l (G(Sl) — G(SQ))]/
831 F(Sl) — F(So)
G'(s1)[F(s1)—F(s0)]—F"(51)[G(s1)—G(s0)]
[F(s1)—F(s0)]*
[G(s1)—G(s0)]?
1+ Fe0—FGoP?

G'(51) F(51) =G’ (51) F(50)—F"(51)G(s1)+F"(51)G(50)
[F(s1)—F(s0)]?
[F(s1)—=F(s0)]2+[G(s1)—G(s0)]2
[F(s1)—F(s0)]?

F/(Sl) G,(Sl)
F(so) — F(s1) G(so) — G(s1)
[F(s1) — F(s0)]* + [G(s1) — G(s0)]?

Como pg # p1 teremos que o denominador serd sempre diferente de zero. Além disso,

observemos que

[F(s1) = F(s0)]” +[G(s1) = G(s0)* = h*(s0, 51) = L§.

O determinante ¢ igual a area do paralelogramo formado pelos vetores (F'(s1),G'(s1)) e
(F(s0) — F(s1), Gls0) — G(s1)), o seja,

F’(S]) G,(Sl) o / ! _ s sn) — S
det F(so) — Fls1) Glso) — Gls1) =[[(F(s1), G'(s1))I|(F(s0) = F(s1), G(s0) — G(s1))]
sen(m — a1).
Sabemos que [|(F'(s1), G'(s1)) =1 e [|(F(so) — F(s1), G(s0) — G(s1))|| = Lo entao,

OL(s0,s1) Losenca;  senqg

Ds1 L L

e, consequentemente,
0s1(s0,51) Lo

Oag senag

d
P2) Encontrar d—:).

Derivando (5.6) implicitamente com relagao a sg, obtemos

0L(so, s1) n 9L(s0, 1) Os1

=0.
880 881 880
Logo
’ OL(s0,51)
851 _ dsg
850 - OL(s0,s1) *
0s1
Resta-nos encontrar M. Observemos que
0sg q
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i [ (G=t) oo (G120

—G'(30) [F(s1) = F(s0)]+F'(50)[G(51) —G(50)]
[F(s1)—F(50)]2 0o

[G(s1)—G(s0)]2 )
L+ A= Fo)? %0

—G'(50)F(51)+G"(s0)F(s0)+F'(50)G(s1)—F'(s0)G(s0)
[F(s1)—F(s0)]? B o
[F(s1)=F(s0)]?+[G(s1)—G(s0)]? 050
[F(s1)—F(s0)]?
F/(So) G/(So)
F(s1) = F(s0) G(s1) =Gls0) | g
[F(s1) — F(s0)]? + [G(s1) — G(s0)]?  9s0

det

O determinante é igual a 4rea do paralelogramo formado pelos vetores (F'(sg), G (s0)) e
(F(so) — F(s1),G(sg) — G(s1)), ou seja,

F'(s0) G'(s0)
F(Sl) — F(So) G(Sl) — G(SO)

det =[[(F"(s0), G'(so)) [ (F'(s1) = F(s0), G(s1) = G(s0))

sen(m — o).

Sabemos que [|(F'(s1), G'(s1))ll = 1 e [[(F(s1) — F(s0), G(s1) — G(s0))|| = Lo, entdo

OL(s0,s1) Lo 1 sen g 1 Rgsenag — Ly
—— L = S senag— — = =

880 N L% Ro Lo B Ri() N ROLQ

e, consequentemente,

OL(s0,51) Rosenap—Lo

Os1(s0,81) _ “osy  _ — ReLy  _ Lo senag
039 9L(s0,51) senan Rosenaq  senaq
0s1 Lo

d
P3) Encontrar iy
dS[)

Derivando (5.7) implicitamente com relagao a sg, obtemos

OM (s0,51) n OM (so,51) Os1 _ dan
680 681 880 - 880.

Mas,

0sp (31
=G’ (s0)[F(51)—=F(50)]+F'(50)[G(51) =G (s0)]
0
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5.2. PROPRIEDADES DA APLICAQAO DE BILHAR
det F'(s0) G'(s0)
_ F(Sl) — F(So) G(Sl) — G(So)
— [F(s1) = F(s0)]2 + [G(s1) — G(s0)]?
_ —lI(EF(s0), G"(so) Il (F(s1) — F(jo% G(s1) — G(so))| sen(m — ap)
Lj
_ —Lopsenag
= 7[%
_ —senaq
=L

OM (s0, 51) [ o (G'(31)> -1 (G(Sl) - G(So)ﬂ'
—————~ = |tan — tan —_—
881 F’(Sl) F(Sl) — F(So)
G'(s1)[F(s1)=F(s0)]=F"(s1)[G(s1)=G(s0)]
_ 91 [F(50)—F(s0)]2
0 [G(s1)=G(s0)]?
o L+ FG—Fo
FI !
ot (51) G'(51)
1 F(so) — F(s1) G(s0) — G(s1)
Ry [F(s1) = F(so)]* + [G(s1) — G(s0)]?
_ 1 @ (1), G (s)) I (F'(s0) — F(s1), G(s0) — G(s1))]| sen(m — o)
R: 2
_ i 7 Lgsen aq
R I
_ i _senoy
R Lo
Dessa forma,
day _seno n 1 senoy Ly _senag
Jsg Ly Ry Lo Rpsenag  senaq
__sena 1 _senag Losenaq sen o sen oy
N Lo RoRisenay Risenay  LoRpsenoq Lgsen oy
_ 1 _senag i
"~ RoRisena; Risena; Ry

11— Rgsenayg i
- R()Rl sen o Rg

d
P4) Encontrar a
dag

Derivando (5.7) implicitamente com relagdo a «g, obtemos

6M<80, 81) 881
881

. 8041

8040 8040 '
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Entao,
dag 1 sen arq Ly
8040 N R1 Lo sen o
Ly 1
Rqsenoq '
Portanto,
Lo _ senag Lo
_ Rosen o sen oy sen g
DT(s0, 0) = Lo—Rosenag _ 1 __ Lo _
RoR1 senay Ry R1senaq

Consideremos p, a fun¢do mudanga de coordenadas, dada por (s, «) LN (p, ). Notemos que,

S o o 0
Dp(s,og):[gi gg]:[REf 1]

9 G’
ja que g—; = R(p), ¢ = tan (F,g) e a1 = ai1(si, ag).

Logo, a matriz derivada da aplicacdo (¢, ap) E (p1,01) € dada por

DB(po, ag) = D(poT o p~ ") (¢, o)

1 Lo _ senayg Lo
_ Ry 0 ] [ Ro sen a sen ag sen a1 RO 0
- Lo—Rgsenag 1 Lo o
L 0 1 Ro R senay Ro R1senaq 1 0 1
i Lo _ _senayg Lo
— RoR1 sen ay R1senaq R1senaq RO 0
Lo—Rgsenag _ 1 _ Lo 4 0 1
RoR1 sen o Ro R1senaq
LoRg _ senagRg Lo
_ RoR1senaq R1senaq R1sen aq
- LoRo —R(% sen aq Ro Lo
L RoR1 sen g " Ro Risena;
1 LU - RQ sen oo Lo
Risenay | Ly — Rysena; — Rysenag Lo — Ry senaq
omB _ Op1 __ Lo . .o . . ~
Temos que Doy = Oan = Tiswar onde 7 é a projecdo na primeira coordenada. Entao,
om1 B

como 0 < a < 7, segue que Doy 0.

OF (po,a0)

g > 0 onde Fj é a funcao

Mas, sabemos que uma aplicacao é Twist mondtona se

primeira coordenada. Logo, B tem a propriedade de Twist monétona.

Teorema 5.1. Sejam ~v uma oval, T a aplicagdo de bilhar de v, definida pelas equagies
s1 = 51(s0, ) e a1 = a1(so, o).

Seja (50, dp) tal que (s1,a1) = T(so, dp). Entdao T é um difeomorfismo local de classe C*~1,
em alguma vizinhanca de (sg, ap).
Demonstragao: Consideremos x = F(s) e y = G(s), as equagoes que descrevem ~ tendo s
como parametro. Sejam py = (F(Sp),G(Sp)) e p1 = (F($1),G($1)) pontos pertencentes a -,
po = (F(s0),G(s0)) pertencente a uma vizinhanca de po e p1 = (F'(s1),G(s1)) pertencente a

uma vizinhanca de pj.
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Analogamente ao teorema anterior,

o = ¥o

+ «ag.

Suponhamos F’(sg) # 0 e F'(s1) # 0 em vizinhan¢as pequenas de Sy e $7, respectivamente.

Definamos f : R* — R? tal que

f(S(],Oé(],Sl,Oél) = (U(80>a07517a1)7v(807Q07 Slaal))
U(so, a0, 51,01) = L(s0,51) =g =0 (5.8)
V(807a07 81,051) - M(S())Sl) — 1 = 0

(51(S0, do), 1 (80, @) = (51, 071)

onde L e M sao dados pelas equagoes (5.6) e (5.7).

Pelo Teorema da Funcao Implicita, se tivermos que

oV

U
det | 951
51

garantimos que existem fungoes s; = s1(sp, ) e a1

vizinhanga de (Sg, ap).

Definamos

ou

Oa

i | 7

= a1(sg, ag), de classe CF¥~!, em uma

fer oy
T W
0s1  Oay
Por (5.8), temos que
U _oL U _ov_om v _ |
681 N 851’ 8041 - 081 651 8041 .
Dessa forma, o
qer g | a0 ] L _one.s)
et J = 8Més~0,5~1) 1 - D31 :
51
Analogamente ao que vimos no resultado anterior,
det ~F/(S~1) ) G,(8~1) )
dL(50,51) F(so) — F(s1) G(s0) — G(s1)
ds1 [F(51) = F(50)]* + [G(s1) — G(0)]?

O denominador serd sempre estritamente positivo, uma vez que py é diferente de pi.

Precisamos, entao, demonstrar que

F'(s1)

det
F(s0) — F(s1)

mas isto é equivalente a mostrar que os vetores (

nao sao paralelos.

G'(s1)
G(so) - Glsn) | 7
F(s0) — F(s1), G(s0) —G(1)) e (F'(51), G'(51))

Sabemos que a3 # 0,7 logo estes nao sdo paralelos. Com isso, concluimos que T é uma

aplicacdo de classe C*~! em uma vizinhanca de (S0, ).
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Agora, resta-nos mostrar que a aplicacao T~! & de classe C*~! em uma vizinhanca de (8o, do).
Para isso, ¢ suficiente considerarmos a aplicacio T~ !(s,a) = T'(s, 7 — ) em uma vizinhanca de
($1,0a1). A demonstragdo ¢ andloga ao que foi feito anteriormente.

Portanto T' é um difeomorfismo de classe C*~! em uma vizinhanca de (s, dp).

]

Definicao 5.4. Dizemos que um bilhar é integravel se existir uma funcao F, ndo constante,

denominada integral primeira, que satisfaz
F=FoT.

Portanto, num bilhar integravel, F' é constante ao longo das 6rbitas. Entdo, as oérbitas

preenchem, no espaco de fase, curvas invariantes de equacao
F =cte

que sdo curvas de nivel da funcdo F.

Veremos adiante que o bilhar circular e o bilhar eliptico sdo integraveis. Segundo a conjectura
de Birkhoff os tinicos bilhares integraveis sao em circulos e em elipses, porém esta conjectura ainda

estd em aberto e muitos matematicos acreditam ser verdadeira.

5.3 Bilhar Circular

Seja D o disco unitario com fronteira B = {(x,y); 2% +y? = 1}. A aplicagao de bilhar ¢ dada
por (so,0) — (so + 20, ao).
De fato, vejamos que a aplicagdo de bilhar pode ser escrita explicitamente em termos do

parametro comprimento do circulo s e do angulo a € (0, 7).

Figura 5.7: Construcao do bilhar circular.

Observemos que no circulo ag = aq, pois a reta ¢, tangente ao circulo em s1, é perpendicular
ao segmento Osy, onde O é o centro do circulo. Além disso, temos que s1 = sg + y, onde y € 0

angulo entre os segmentos que ligam o centro a sg e 1.

54



5.3. BILHAR CIRCULAR

Notemos que,

T
x+a0:§:>x:——ao

2et+y=nm=>y=7m—22
onde x é o angulo entre o segmento da trajetéria e o segmento que liga so a origem.

Sendo assim,
y:ﬂ'—Z(g—ao):an.

Logo,
S1 = So + 20.

Com isso, a aplicagdo de bilhar para o circulo seré:
T: A — A

(s,a) — (s+20a,q).

Notemos que a segunda coordenada da aplicagdo de bilhar do circulo fica preservada, sendo

assim o espaco de fase (s, ) serd decomposto por curvas invariantes o = «y.

(&%)}

=1

S0 s+ g sotm o2

Figura 5.8: Espaco de fase da aplicagdo do bilhar no circulo.

O circulo invariante o = g corresponde a todos os raios que fazem um angulo constante com

a limitacdo B. A unido destes raios é o anel cos?a < 22 + 3% < 1.
No resultado a seguir mostraremos que uma caustica do circulo sera 2 + y? = cos?(a).
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Figura 5.9: Caustica do circulo.

Proposicao 5.4. Cada segmento do trajetéria da particula entre duas colisées consecutivas €

tangente ao circulo B, = {422 + y? = cos? a} concéntrico com o circulo original B.

Demonstragao: Seja C = (0,0) o centro do circulo B. Consideremos duas trajetorias
consecutivas cujos pontos de colisdo consecutivos sdo s = (z,y) e § = (7, 7).
Consideremos um ponto p no segmento que une os pontos s e § tal que o segmento que une

o centro C ao ponto p seja perpendicular a este.

Figura 5.10: Céaustica do bilhar circular.

Notemos que os triangulos Csp e C'sp sao semelhantes e, com isso, sC’p = EC’p = «. Entao,

(:Jc—i-f y+g)
p=\—F—""5"1)>

segue que
2 72
ou seja, p é o ponto médio.

Além disso, como

e =(757) + (57)
cos(a) = \/(x;xy 4 (#)2

temos

Isto implica que,

Portanto, p € B,.
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Mas, como p é tnico ponto tal que o segmento que o une ao centro C' é perpendicular ao
segmento que liga s a §, segue que este ultimo segmento é tangente a B, em p, como querfamos.
]

Analogamente a construcao feita anteriormente, temos que a aplicacdo de bilhar para um

circulo de raio r serd dada por
T: A — A

(s,a) = (s+2ra,a).

Agora, vamos encontrar a funcao geradora do circulo. Sabemos que, cos(ag) = d1h(sp,s1) e

que s1 = Sg + 2qq, entao

d1h(sp,s1) = cos (Sl ; SO) .

Integrando em ambos os lados com relacdo a sg, obtemos

§1 — 80

h(so,s1) = —2sen ( ) + const.

Portanto a funcdo geradora do circulo é:

h(so,81) = —2sen <Sl ; SO) .

Proposicao 5.5. O bilhar circular € integrdvel.

Demonstragao: Sabemos que a aplicacdo T' do bilhar circular é dada por
T (so, 0) = (S0 + 2rag, ap)

onde r é o raio do circulo.

A orbita do ponto (sg,ag) é {T"(so,);n € Z}, no espago de fase, e esta contida num
segmento de reta paralelo ao eixo s com equagdo o = . Se considerarmos F'(s,a) = « teremos
que

F(T(s,a)) = F(s+2ra,a) = a = F(s,a)

para todo (s,«) € [0,27) x (0, 7).
Com isso, concluimos que o bilhar circular é integravel e F(s,a) = a é uma integral primeira
para T'.
]

Proposicao 5.6. Um ponto (o, ag) no circulo unitdrio é periddico, de periodo n, se, e somente

se, existe um numero k tal que

k

o) — —T
n
com k e n primos entre si.

Demonstracao:
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A aplicacao de bilhar nas coordenadas (¢, ) é tal que T'(vo, ao) = (¢1,01). Por (5.5), temos
que

p1 = ¢o + o + aq,

porém no circulo ag = a1, logo

©1 = po + 2a9

e, consequentemente,

T (o, ) = (o + 2a0, ).

Suponhamos que o centro do circulo seja na origem e que o = 0. Em termos de ¢, as

equagoes do circulo sao dadas por

z(p) = senyp e y(p) = —cos(p).

Como T'(po, ) = (o + 2ag, ag) temos que T"(po, ) = (pn, ) tal que @, = 2nag e
ay, = ap, para todo n. Como a coordenada ¢ é tal que ¢ = ¢ 4+ 2mm (mod 27), segue que dado

n > 0 existe um dnico p, > 0 tal que

no no
s s

de forma que 2nag = 2(nag — ppm) (mod 27) e 0 < 2(nag — ppm) < 27.

Com isso, temos que a orbita O(pg, o) restrita ao conjunto 0 < a < mTe 0 < p < 27 é

nog nogo
O(po, ) = {(2(nag — pam), a0); 1 >0, — 1<pn < T}'

k
Se ap = —7 com (k,n) =1, temos
n

on = 2(nag — pp)

=2 (nkw — pn7r>
n

=2m(k — pn)
e, assim, ¢, = 0 (mod 27). Portanto, a 6rbita ¢ periddica.
Vamos provar que o periodo é n. Para isso, suponhamos que exista m < n tal que m seja o
periodo da érbita. Entao, temos que
Om = 2(magy — pp,)
k
=21 | m— —pm |- (5.9)
n

k
Logo, ¢m =0 (mod 27). Como 0 < 27 <m —pm> < 2w e vale (5.9), segue que
n

k k
m— —p,=0=m- =p, € Z".
n n
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Visto que (k,n) = 1 temos que m|n, o que gera um absurdo, uma vez que m < n. Portanto,
n & o periodo.

Reciprocamente, sabendo que o par (¢p, o) é periodico, de periodo n, segue que

(0, a9) = T" (00, 0)
= T (T (g0, a0))
= T" (o + 2a0, ag)
= Tniz(@o + 4oy, ap)

= (o0 + n(2ap), o).

Logo, 0 = n(2ap) (mod 27). Entdo, existe um namero k tal que k27 = n2q e,
consequentemente, ag = —r.
n
Resta-nos mostrar que (k,n) = 1. Para isso, suponhamos que (k,n) = d # 1. Dessa forma,
_ k _
teremos que k = dk e n = dn e, assim, ag = — com (k,n) = 1. Logo, pela parte anterior, segue
n

que 7 ¢ o periodo da orbita, o que é um absurdo, pois 7 < n. Portanto, (k,n) = 1.

5.4 Bilhar Eliptico

Uma elipse é um conjunto de pontos cuja soma das distancias a dois pontos, F} e Fy, é
constante. Os pontos fixos sao os focos da elipse e a distancia entre os focos e a origem chamamos
de distancia focal. A excentricidade, €, é o quociente entre a distancia focal e o semi-eixo maior.

Suponhamos que I' seja uma elipse de excentricidade €, com 0 < € < 1, semi-eixos a e b e
focos F} e F5. Temos que

x(t) = acost
y(t) = bsent

determinam T

o

Fy F,

Figura 5.11: Elipse.
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Podemos, também, determinar I' fazendo
x(t) = ccosh M cost

y(t) = ¢ senh M sent

onde ¢ é a distancia focal, ou seja, a distancia do foco a origem e M é dado por

1
cosh M = —.

Figura 5.12: Bilhar eliptico.

Considerando ¢ o dngulo entre a tangente no ponto e o eixo z, temos que

dy
dy 4 ¢ senhM cost
tan p = = = — —tanh M cott.
L % ccosh M sent

Observemos que

1
coshM = - = a e cosh? M —1 = senh®> M

e c
logo,
b2 2
1 1—-€e = b
senh’ M = — — 1= —— =% = —
€ € &« c
a2
e, consequentemente,
csenh M = b.

Portanto,
b
tany = ——cot?
a

relaciona os parametros t e .

Dessa forma, sabendo que sen®?t = 1 — cos® t, temos

a® tan? @) sen? ¢ _ b? — a? tan? @) sen? ¢

24 _
sen“t =1 — 02 = 12 )

mas isto implica que

b? cos? psen’t 4 a? sen” psen? t = b% cos? .
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Portanto,
bcosyp

sent = -
(b2 cos? p + a? sen? )2

Analogamente, como sen’t 4 cos?t = 1, segue que

9 b2 cos? v b? cos? ¢ + a®sen? ¢ — b% cos® ¢
cos“t=1-— = .
b2 cos? p + a? sen? b2 cos? p + a?sen?
Logo,
asen @
cost =

(b2 cos? @ + a? sen? )7

_ @y (O)—y' )" (t)

Sabemos que a curvatura, em termos do parametro t, é dada por K (t) o
(' ()2 +(y' (£))?] 2

entao,

K(t) = (—asent)(—bsent) — (bcost)(—acost) ab
(a?sen? t + b2 cos? t)% (a2 sen? t + b2 cos? t)%

e, consequentemente,
ab

a2 b2 cos? + b2 a? sen? p
b2 cos? p+a?sen? b2 cos? p+a? sen?

ab

K(p) =

Nl

Nlw

a?b?
b2 cos? p+a? sen?
(b? cos® p + a? sen? )
a2b?

3
2

Portanto, o raio de curvatura de I', em termos do parametro ¢, serd dado por

ab?

R(p) = :
(b2 cos? ¢ + a? sen? <p)g

Proposicao 5.7. Sejam I' uma elipse, T1T5 uma reta tangente a I' em P e Fy e Fy o0s focos de
I'. Entao os dngulos F1f3T1 e FQPTQ $G0 1guats.

Demonstracao: Consideremos Hi e Hsy os pés das perpendiculares a 17175 tracadas a partir de

Fy e F>, respectivamente.

Figura 5.13: Elipse.

Observemos que € suficiente mostrarmos que sen F\PT, = sen FQPTQ, j& que estes angulos
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sao no maximo 5. Logo, basta provar que

FiH, FH,
P EBP’

Suponhamos que P = (z(ty),y(tp)). Considerando ¢ a distancia focal da elipse temos que
a soma das distancias do vértice (0,b) aos focos é igual a 2v12 + 2 enquanto que a soma das
distancias do vértice (a,0) aos focos é igual a 2a. Logo, a = Vb? + c2.

Sabemos que a equagdo da elipse é dada por \/(x — ¢)2 + y2 + \/(z + ¢)2 + y2 = 2a, entdo

(x4 )2 +9° =20 —(z— )2+ y2)? =4d® —da/(z — )2 + 42 + (x — ¢)® + y*.

Mas isto implica que,

CLQ—C.T

(x—c)2+y?=

= a — €x.
a

Logo,

FiP = \/(x(to) — )2 + 4%(tg) = a — ex = a — ecosty = a(l — eacosty) = alecosty — 1].
Como F1P + FyP = 2a temos
FoP =2a— (a—ex) =a+ ex = a(l + ecosty) = alecosty + 1].

Sabemos que P = (acostp,bsenty) e o vetor velocidade em P é dado por ¢ =
(—asentp,bcosty). Para encontrar o comprimento FyHj, primeiramente vamos encontrar a
equacao da reta tangente, r, em P. Temos que r(A\) = P + ¥\, para todo A € R. Entao, dado
(x,y) € r obtemos

x =acosty — (asenty)Ag
y = bsentg + (bcosty) Ao,

para algum A\g € R.

Dessa forma,

xr —acosty y—bsenty
AO = =
—asenty bcosty

e, consequentemente,
7 [beosto)z + [asentgly — abcos® to — absen® tg = 0.
Logo, a equagao da reta r é
7 [beostp|x + [asentoly —ab = 0.

Com isso,

_|bcosty-c+asenty -0+ (—ab)| ab| £ costy — 1

FiH| =d(Fi,r) = = = Llecosty — 1
H (F1,7) Vb2 cos? ty + a2 sen? t Vb2 cos? ty + a2 sen? ¢ | o~ 1]
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ab

Vb2 cos?tg + a?sen?ty
Analogamente, temos que

onde L =

FyHy = Llecosty + 1].

Logo,
F1H1 . L‘ECOSto — 1’ . L . L‘ECOSto—F 1| o F2H2

FiP  alecosty—1| a alecosto+1]  FpP

e o resultado segue.
]

Corolario 5.1. Seja T1T5 como na Proposicdo 5.7. O simétrico de Iy relativo a T T> pertence
a reta FoP e, portanto, o menor caminho que une F| e Fy via um ponto da reta TTh é aquele

que passa pelo ponto de tangéncia P.

Demonstragdo: Primeiramente, vamos prolongar o segmento F»P até um ponto Fj tal que

PF, = PF|. Em seguida, tracemos o segmento Fy F.

Figura 5.14: Elipse.

Pela proposicao anterior, o angulo F\PT; & igual ao angulo FyPTy. Além disso, como os
angulos FPT e Tllf’F{ sao opostos pelo vértice segue que eles sdo iguais. Com isso concluimos
que T1T5 ¢é bissetriz do angulo FlpF{ e, consequentemente, mediatriz do segmento TF{ Logo,
F] pertence a FyP.

]

Pela Proposicao 5.7, concluimos que em qualquer elipse a reta tangente faz dngulos iguais
com os raios focais. Assim, uma trajetéria do bilhar que passe por um foco continua passando

pelos focos, alternando entre eles.

Proposicao 5.8. Seja (po, ) uma condi¢ao inicial dada de modo que o segmento inicial da
trajetoria, PoPy, ndo passe pelos focos. Se PyPy passar exteriormente aos focos, todos os outros
segmentos da trajetdria serdo tangentes a uma mesma elipse confocal com I'. Se PyPy passar

interiormente aos focos, os segmentos serdo tangentes a uma mesma hipérbole confocal com T.

Demonstragao: Consideremos uma elipse I' de focos F1 e Fy e PyP; o segmento inicial da
trajetoria de uma orbita que nao passa pelos focos e Py P> o segmento refletido apés o impacto

com I' em Pj.
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Py

Figura 5.15: Bilhar eliptico - trajetoria passando fora do segmento que une os focos.

Tomemos F| como a reflexdo do ponto F} com relagio ao segmento PyP; e I como a reflexao
do ponto F» com relacdo a P, P;. Tracemos as retas TFQ’ e m e definamos os pontos Cy e Cy
por

C1=FRNPyP e Cy=FF,NPP;.

Figura 5.16: Bilhar eliptico - trajetéria passando fora do segmento que une os focos.

Seja T1T, a reta tangente a I' em P;. Sabemos que os angulos PoplTl e P2p1T2 sao iguais
e pela Proposicao 5.7 concluimos que F\P\T) = F,P,Ty. Dessa forma, teremos que os angulos
Flplpo € nglpg Sao iguais.

O segmento PyP; é mediatriz do segmento TF{, por construcao, e daf os angulos FLPCy e
Fl’plC'l $a0 iguais, ou equivalentemente, F\PPy = Fl’png e, além disso, F{ P; = F{P;.

De forma analoga, como P;P, ¢ mediatriz do segmento ?Fé temos F2]31P2 = F2’131P2 e
FoP, = FéPl.

Figura 5.17: Bilhar eliptico - trajetoria passando fora do segmento que une os focos.
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Com isso, concluimos que FyP|F] = Fy P, F} e, consequentemente,
FyP\F| = F\PF}.

Pelo critério LLL, concluimos que os triangulos Py FyF| e Py F}F) sdo congruentes. Uma vez
que, Fy P F] = F\P\F}, PLF] = P Fy, P,Fy = P, F} e, portanto, F/Fy = F\ F},.

Como o segmento PyP; é bissetriz do angulo F1]51F{ e o segmento P P, ¢ bissetriz do angulo
F2]51F2’ consideraremos que PyP; seja tangente a uma elipse de focos Fy e I, no ponto Cy e que
Py P; seja tangente a uma elipse com focos também em F; e F» no ponto Cy. Mostraremos que

as duas elipses coincidem.

Figura 5.18: Bilhar eliptico - trajetoria passando fora do segmento que une os focos.

Para que C] e Cs pertencam a mesma elipse precisamos que as somas das distancias de Cy

e Cy até os focos F} e F5 sejam iguais, ou seja,
C1Fy + C1Fy = CoFy + Co 5.
Como F101 == F{C’l (S FQCQ == FZ/CQ entao

F,Cy + FiCy = F»rCy + Fl/Cl = F{FQ

F1Cy + FyCy = F1Cy + FéCQ = F1F2/.

Como F1F) = F|F, segue que F1Cy + FoCy = F1Cy + F>C. Portanto, C; e Cy estdo sobre

a mesma elipse, I, de focos F} e Fy e semi-eixo menor a(po, ) dado por
20 = F|F.

Como F>Ch1Fy é o menor caminho que une os dois focos via um ponto da reta PyPi,
concluimos, pelo Corolario 5.1, que C é o ponto de tangéncia entre PyP; e r.

Analogamente, Cy é o ponto de tangéncia entre PP, e L.
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o
@

Figura 5.19: Bilhar eliptico - trajetéria passando fora do segmento que une os focos.

Agora, faremos o caso em que o segmento Py P} ndo passa entre os focos.
Consideremos uma elipse com focos Fy e F> e PyP; o segmento inicial da trajetéria de uma

6rbita que passa entre os focos e Py P> o segmento refletido apés o impacto com I' em Pj.

Figura 5.20: Bilhar eliptico - trajetoria passando pelo segmento que une os focos.

Consideremos F] e Fj os simétricos de Fy e Fy relativos a PyP; e P) Ps, respectivamente.
Definamos
Ch = F{FQ NFPyP e Cy = FlFé NP P.

Figura 5.21: Bilhar eliptico - trajetéria passando pelo segmento que une os focos.

Analogamente ao que fizemos no caso anterior, teremos que P; P> é mediatriz do segmento
F2F2/ e dai Fgﬁng = F2’P102, F2P1 = FéPl, F1]5101 = F{ﬁlCl (& F1P1 = F{Pl

66



5.4. BILHAR ELIiPTICO

Figura 5.22: Bilhar eliptico - trajetéria passando pelo segmento que une os focos.

Temos que
(5.10)

F,C, — Fi1Cy = Fr(Cq — F{Cl = F{FQ
e F1Cy — FyCy = F1Cy — FiCy = F1Fy. Além disso, temos que F{Fy = F1F), com mesma

argumentagao do caso anterio.

Consequentemente,
FQCl — F101 = Fng — FQCQ.

Logo, C} e Cy estdo sobre uma hipérbole T'(¢g, ) que possui (g, o) como semi-eixo.
Vamos mostrar que Cy e Cy sdo os pontos de tangéncia. Consideremos Cf # C; um ponto

pertencente a PyP;.

Figura 5.23: Bilhar eliptico - trajetoria passando pelo segmento que une os focos.

Observemos que C ndo pertencerd a reta I Fy, logo Fy, F| e (' ndo sdo colineares. Dessa

maneira, FbC| < F|Fy + F{C| = F{F> + F1C] e, consequentemente,
FCl — FiC, < FIFy = F,Cr — Oy (por (5.10)).
Entao, como Cf & arbitrario segue que
FyC1 — F101 = max{F,C — F1C; C pertence a reta PyP}.

E assim, C] é o ponto de tangéncia entre I'e PP,. Analogamente, concluimos que Cy € 0

ponto de tangéncia entre Te P Ps.
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Figura 5.24: Bilhar eliptico - trajetorias passando pelo segmento que une os focos.

Proposicao 5.9. A excentricidade (g, ap) da cdustica, T'(po, ), de uma trajetoria do bilhar

eliptico € dada por

D=

(1 —€?)cos? g + €2 sen? o |~

(o, c0) =€ 1 — €2 cos? g

onde 0 < e <1 € a excentricidade de T.

Demonstragao: Sejam PyP; e P; P> dois segmentos consecutivos da trajetoria de bilhar. Vamos

refletir F} em PyP; para F| e Fy em P, P, para FJ.

Figura 5.25: Bilhar eliptico.

Sabemos que 2a = F| Fy, ou seja, o semi-eixo a é dado por

_ FIF,
a(po, @0) = =5~ (5.11)
Além disso, €(vo, ap) = N(ic) Entéo, se determinarmos o ponto F| obtemos €(¢g, ).
al$o, o

Para isso, consideremos H; = PyP; N FlF{ e entao

_ Rt

Hy 5

(5.12)

Observemos que @ = (cos(yo + ap),sen(po + ap)) e U = (sen(vo + ap), — cos(vo + ap)) sdo

vetores diretores das retas que passam por PyP; e I Fy, respectivamente.
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Suponhamos que Py = (acosty, bsentp). As equagoes das retas Py Py e F1F] sao

Li(X) =Py + Mi = (acosty, bsenty) + A(cos(po + o), sen(po + ap))
Ly(p) =F1 + pt = (¢,0) + p(sen(po + o), — cos(go + ap)),

respectivamente, onde A, u € R.
Como Hy € Ly e Hy € Lo, existem Ag, o € R tais que

Hy = FPy+ Mt e H = F| + up?.
Dessa forma,
(acosty,bsenty) + Ao(cos(po + ap),sen(eo + ap)) = (¢,0) + po(sen(po + ap), — cos(wo + ap))

ou seja,
acosty + Ao cos(po + o) = ¢+ posen(po + o)
bsentg + Ao sen(cpo + ao) = —Up COS((,OO + ao)

Podemos encontrar Ag e po resolvendo o sistema

cos(po + o) Ao — sen(pg + ap) o = ¢ — acosty
sen(wo + ag) Ao + cos(po + ag)po = —bsen ty

Temos que Ay = ccos(po~+ap) —a costycos(po+ap) —bsen tgsen(po+ap) € o = —csen(po+
ag)~acos tgsen(po+ap)—bsen ty cos(po+ap) = —bsen ty cos(po+ap)—(c—acosty) sen(po+ag).
Por (5.12), concluimos que

Fl =2H, — Py

=2(F1 + po?) — I

=F + 2uot

=(c,0) + 2po(sen(po + ), — cos(po + ap))

=(c+ 2o sen(po + ao), —2pp cos(po + a)).
Por (5.11), temos

(2a)* =(F{ F)

[e + 20 sen(po + ao) + ¢]” + [2u0 cos(wo + an))?
[2¢ + 20 sen (2o + @0)]? + [2410 cos(po + ao)]. (5.13)
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Substituindo o valor de pp em (5.13), obtemos

(2a)? ={[2¢ + 2(—bsen tg cos(po + ) — (¢ — acosty) sen(pp + ag)) sen(pg + ag))?
+ [2(—bsen tg cos(pg + ag) — (¢ — acosty) sen(wy + o)) cos(wo + a))*}
=2¢ + (—2bsen tg cos(pg + ag) — 2esen(pg + ag) + 2a cos tgsen(pg + ag)) sen(pp + ag)]?
+ [—2bsen ty cos?(¢g + ap) — 2esen (g + ag) cos(pp + ag) + 2a cos tg sen (o + ag)
cos(ip0 + )]
=[2c — 2bsen tg cos(pg + ag) sen(pg + ag) — 2csen? (g + ag) + 2a cos tgsen? (o + a))?
+ [—2bsen tg cos?(wo + o) — 2esen(pg + ag) cos(wy + ag) + 2a cos tg sen(wy + o)
cos(po + ap)]?
=[—2bsen to cos(wp + ag) sen(wg + ag) + 2¢cos? (o + ag) 4 2a cos tg sen® (o + ag)]?
+ [—2bsen ty cos?(go + ap) — 2esen (g + ag) cos(@p + ag) + 2a cos tg sen (o + ag)
cos(po + ao))*.

Denotando A = sen(po + ag) cos(pg + ) encontramos

(2a)? =[—2bsen tgA + 2¢cos?(wg 4 ag) 4 2a cos tg sen®(po + ag)]? + [—2bsen tg cos®(po + )

— 2¢A + 2a costy A

:[41)2 sen® tgA? — 4bcAsent cos2(g00 + ag) — 4abAsentgcosty Sen2(<p0 + o) — 4bcA
sen tg COSQ(SOO + ) + 4¢? COS4(<,00 + ap) + dacA? costy — 4abAsenty cos ty sen2(<,00+
ag) + 4acA? costy 4 4a® cos® tg sen* (o + ap)] + [4b2 sen? tg cos® (pg + ag) + 4bcA sen tg
cos? (o + o) — 4abA sen tq cos tg cos® (g + ag) + 4beA sen tg cos? (@ + ag) 4 4c2A?
— 4acA? costy — 4abAsen to costg cos®(¢o + o) — dacA? costy + 4a® A? cos? o)

=4h? A% sen® t + 4¢? cos4(<p0 + ) + 4a? cos® ty sen4(<p0 + ) + 4% sen’ ty cos4(<p0 + )
— 8abA sen tg costy 4+ 4c2 A% + 4a® A? cos® t

=4b% cos®(pg + ap) sen’ tg + 4c2 cos®(po + ag) — 8abA sen tg cos tg + 4a? cos? to sen? (po+
ap)

—=4[a cos tgsen(pg + o) — bsen tg cos(pg + ag)]? + 4c? cos? (o + ag).

Logo,
2

a* = [acostosen(pg + ag) — bsentg cos(pp 4 ag)]? + ¢ cos® (¢ + ag)

e, consequentemente,

D=

(o, ) = {[acostysen(pg + ag) — bsentgcos(wy + ag)]* + ¢ cos? (o + ap)} 2.

senh M cos ¢

Sabendo que a = ccosh M, b = csenh M e sent = -
COS sen -+ sen COS 2
h? M sen? ¢ h? M cos? ¢

e
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cosh M sen ¢

cost = T
(cosh? M sen? ¢ + senh? M cos? o)z

, segue que

VI

2
d(SDO OZO) N ccosh? M sen ¢g sen(pp+ag)+csenh? M cos pq cos(po+ao) 12 COSQ((po 4 aO)
= 2 .
’ (cosh? M sen? p+senh? M cos? ) 2

Logo,

2 2

[cosh? M sen ¢q sen (g + ag) + senh? M cos @g cos(pg + ag)]
cosh? M sen? ¢ + senh? M cos? g

a(wo, o) zc{ + cos® (g + ao)}

(5.14)

temos que senh? M = cosh? M —1 = }2 —1= 12262. Substituindo em (5.14)

_ 1
Como € = ST

obtemos

. 2 :

[(52) sen @ sen(po + ao) + (1652> cos o cos(po + ao)]

(B)sent o+ (1) cost g

a(po, ap) = c + cos? (o + ap)

e, portanto,

[V

c { [sen wosen(pg + ag) + (1 - 62) cos g cos(po + ao)]Q

. _ 2 2
a0, a0) = € 1 — €2 cos? g e cosT (ot ao)}

Denotando j = sen ¢ sen ag cos g cos ag e By = sen ¢ sen(pg+ag) +(1— 62) cos g cos(po+

ap)]?, temos

By =sen” g sen” (o + ao) + 2sen o sen(o + o) (1 — €7) cos g cos(wo + ag) + (1 — €)?

cos? ¢ COS2(SDO + o)

2 2

=sen? [sem2 @0 cos? ag + 27 + sen? ag cos? wol +2(1 — 62) sen g cos o (sen ¢g cos o+

sen g cos g ) (cos @g cos ag — sen g sen ag) + (1 — €2)2 cos? pg(cos? pg cos® ag — 25+
sen? ag sen’ ©0)

=sen? ©o cos? ag + 27 sen? wo + sen? Yo sen? o cos? wo+ (2 — 262) sen g cos cpo(cos2 Q)
sen (pg cos g — sen® (Vo COS (g sen o + cos? (Vg COS (v Sen oy — sen? ag cos Yo sen o)+
(1-— 2¢% + 64)(0084 @0 cos ag — 2 cos? @y + cos? g sen? ag sen? ©o)

—sen? Yo cos? ag + 27 sen’ wo + sen’ N cos? ©o sen’ ag + 2 cos? o) sen’ ©o cos? Yo — 27

2 2 o) cos? ©o sen? wo + 262j

2

ap cos? o sen’ Yo — 262 cos
2

sen? wo + 2J cos? o — 2sen

2

sen? g — 2625 cos? o + 2€? sen? g cos? g sen? o + cos’ @0 cos? oy — 27 cos? o+

cos? ©o sen? o sen? o — 262 cos? ©wo cos? ag + 47 €2 cos? ©o — 2¢2 cos? ©o sen? o sen? ©wo

2

+ ¢* cos? (o cos” ag — 2¢ 7 cos? Yo + ¢t cos? Yo sen’ o sen’ ©o
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= cos? ozo(sen4 ©o + cos? ©o) + 2 cos? o sen? g cos? g — 262 cos? ay cos? g sen? g

+ 262j(1 — cos? o) — 2€2j cos? wo + 4j€? cos® wo + 2% sen? oy cos? ©o sen? ©o

2 oy — 2¢2 cos? ©o sen’ ap sen? wo + ¢* cos? Yo cos? Qg — 2¢* 7 cos? ©o

+ ¢* cos? ©o sen? ©o sen? Q.

—2¢2 cos? o COS

Entao,
By = cos? a0—262 cos? o cos? g00+262 J +e* cos? ©o cos? a0—264 J cos? cp0+e4 cos? ©o sen? Yo sen? ap.
Além disso, denotando By = (1 — €2 cos? ) cos?(¢o + ap), temos

By =(1— €2 cos? 4,00)(6082 @0 cos® ag — 27 + sen? o sen? ©0)

= cos? ©o cos? ag — 25 + sen® Qa sen® o — €2 cos? ©o cos? oo + 2¢2 i cos? o — €2 cos? ©wo

sen’ o) sen? ©o

=2 cos? Yo cos? ag — 2 9 €2 4 €% sen? ©o sen? oy — € cos? ©o cos? o + 2 9 ¢* cos? o—

¢t cos? ©wo sen? ©o sen? ay.

1
2 ~
B+ 5, } . Entao,

Observemos que a(pg, ap) = € {m

N

cos? o + €2 sen? ©o sen? Qg — €2

cos? ag cos? g }

(0, ap) == {

1 — €2 cos? g

1
2 2

cos? ag — €2 cos? g cos? ag + €2 sen? g — €

cos? o sen? g
1 — €2 cos? g

2 2

{cos ag — €2 cos? g cos? o + €2 sen? g — €2 cos® o + €2 cos?

1
Qg cos? wo | 2
1 — €2 cos? ¢y

1
(1— € COS2 ag + €2 sen? @ ) 2
— €2 cos? g

Portanto,

(NI

™
I

_. (1 —€?)cos? ap + €2 sen? g | ~
1 — €2 cos? g

ST

Proposicao 5.10. Consideremos a o semi-eizo maior da cdustica, I'(pg, ), € b 0o semi-eizo

menor. Se @ > ¢ entdo I'(po, ) € uma elipse e l;(cpo,ozo) satisfaz a equagdo

b2 cos? ag — €2 cos? gy

21— e2cos?
Se a < ¢, T(po, ) € uma hipérbole e seu semi-eizo conjugado b(pg, o) satisfaz

b2 cos? ap — €2 cos? Yo

b2 1 — €2 cos? gy
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Demonstragio: Se @ > c temos que I' é uma elipse e satisfaz a® = b2 + 2, ou seja, b? = a® — 2.

Dessa forma, B
o1, 1,

2Rt et
Mas, a = ¢ [(1 =€) cos® ag + € sen’ goo]; eb= 70\/@. Logo,
€ 1 — €2 cos? ¢q €
Ej e é (1 — €2) cos? ag + €2 sen? g B € 2
b2 2(1—e2)e? 1 — €2 cos? g 2(1—€2)
1 [(1—e?)cos?ap+esen®pg o
T1—e2 I 1 — €2 cos? g _6]
1 [(1—€*)cos?ag+ €2(1 —cos? pg) — €2 + e* cos? g
T1-¢ I 1 — €2 cos? ¢o }
1 [(1—e€*)cos?ap—€3(1— €2)cos? vy
T1-¢ I 1 — €2 cos? g }

cos? oy — €2 cos? g

1 — €2 cos? g

Se @ < ¢ obtemos uma hipérbole, consequentemente ¢2 = b2 + a2. Ou seja, b2 = 2 — a2 =

—(a® — ¢?). Logo,

b2 a c? cos? ag — €2 cos? ©o
b2:_<l)2_b2> T 1-Qcostypy

Agora, daremos uma interpretacao fisica para o valor de B((po, ap).

O momento linear de uma particula é o produto de sua massa m por sua velocidade v.
Enquanto o momento angular (L) de uma particula, em relagao a um ponto, ¢ o produto vetorial
de sua posicao por seu momento linear. Tal grandeza esté associada a translacdo e rotagao da
particula.

Se a particula estd em movimento retilineo uniforme, o momento angular é constante. De
fato, se 7(t) ¢ a posigdo em fun¢do do tempo temos

L(t) = m7(t) ><17:>dzit = mu X U+ mi(t) x 0 =0.

Podemos notar este fato observando que L tem mesma direcdo e sentido e sua intensidade é
dada pela area do paralelogramo gerado por 7 e 7.

Voltando ao bilhar eliptico, temos que a bola de bilhar faz um movimento retilineo uniforme
entre um impacto e outro, dessa maneira o momento angular permanece constainte no percurso
e ao atingir o bordo a velocidade muda de direcao.

Definamos os momentos angulares L1 e Lo da bola, em relacao aos focos F e Fy, num instante
t por

Li(t) = 7m1(t) x U(t)

a2(t) x U(t)

I
.

I
!

Lo(t)

onde 7 (t) e 72(t) sdo os vetores posi¢do da bola referentes a F} e Fy, respectivamente, e v(t) o
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vetor velocidade.
Como o produto escalar L(t) = L1(t) - L2(t) € constante ao longo de cada segmento, podemos

determinar L(t) dando os valores nos instantes em que ocorre a colisao da bola com T.

Proposicao 5.11. Seja uma elipse I', com semi-eizos a > 1 e b= 1. Dada uma condi¢do inicial

(o0, ), 0 produto escalar L(pg, ap), € dado por

cos? ag — €2 cos? g

L =
(0, @0) 1 — €2 cos? gy

Demonstragao: Suponhamos que #(pg, ) = (cos(pg + ag),sen(po + ap)). Entao,

X
X

L= x5 xi

=
ol

Py T

<L
<L
<L

1

=71 -7 — (V- 71)(V - 72). (5.15)

Consideremos Py = (acosty,senty) pertencente a I'; o ponto onde a particula se encontra
inicialmente.

Entao,

(i) 7 - T2 =Py Fy - PyFy
=(—c —acosty,—senty) - (c — acosty, —senty)
= — (¢+acosty)(c— acosty) + sen? tg

(ii) ¥+ 75 =(cos(po + ap),sen(po + ap)) - (¢ — acosty, —senty)

(c —acosty) cos(po + ap) — sentgsen(po + o)
(iii) ¥ - 71 =(cos(po + ap),sen(pp + ap)) - (—c — acosty, — sentyp)

= — (c+acosty) cos(po + ag) — sentgsen(wo + o).

Substituindo estas relacoes em (5.15), obtemos

L =—(c+acosty)(c— acosty) +sen’ty + [(c — acosty) cos(po + ) — sen(pp + ag) sen t)
[(c 4+ acosty) cos(po + ) + sen tgsen(pp + )]
= — % + accosty — accosty + a? cos® ty 4 sen? tg + [ccos(wo + o) — acostycos(py + )
—sen (o + ap) sen tp)[ccos(po + ap) + acostycos(po + ap) + sen tgsen(po + ap)]
=—c? +a’cos’ty + sen’ty + 2 cos2(g00 + ap) + accosty cos2(<p0 + ) + ccos(po + ap)
sen tgsen(pg + ag) — accosty cos? (g + ag) — a® cos® tg cos? (g + ag) — a cos tg cos(pg + ag)
sen tg sen (o + ag) — ccos(po + ag) sen(pg + ap) senty — a cos ty cos(p + ag) — sen(po+

ap) sen tg + sen? g sen® (o + ap)

74



5.4. BILHAR ELIiPTICO

=—c sen2(g00 +ap) + a® cos® ty sen2(g00 +ag) + sen’ tg cos2(<p0 + ) — 2acos tg cos(po + ap)

sen tg sen(po + ap). (5.16)
Sabemos que b =1 e a = £ entao, substituindo em a’® = b>+¢2, obtemos ¢ = E—Q —1= 025_262.
Portanto,
€2
A =—.
1—¢€2
Além disso, concluimos que
2 2 .2
9 € 1—€"+e¢ 1
a” =1 = = .
+ 1—e2 1—e2 1— €2
E t t !
, consequentemente, @ = ——.
4 V1 — €2
Além disso, sabemos que
1 bcos asen
= ———7, sent = T € cost = T
cosh M (b2 cos? o + a?sen? )2 (b2 cos? p + a2 sen? )2
logo
1— 2
senh? M = 26
€
; 1 sen g sen g
costy = - = 5
N ) 1 — 20082 a3
b (1_162 sen? ¢g + cos? <P0>2 (1 — € cos® po)
1
oS @o cos po(l —¢€)2
senty = T =

2 (1 — €2 cos? 900)%'

1
1—e2

sen? pg + cos? cpo)
Agora, vamos determinar o valor de L. Para isso, observemos inicialmente que,

° sen2(gpo + o) = sen® Yo cos? ag + 2sen (P Sen g cos g CoS g + sen? o cos? Yo
° cos2(s00 +ap) = cos? ©o cos? ag — 2sen (g Sen g cos gy Cos g + sen? o sen? Yo
e sen(yp + ap) cos(po + ap) =sen g cos? a cos wo + sen ay cos? (p COS g — sen® o sen o COS g
— sen?® (po SEN (v COS O

= sen g cos gpo(cos2 ap — sen’ Q) + cos oy sen ay (0052 ©o — sen? ©0)-

Denotemos j = sen g sen g cos g cos wg.  Observemos que podemos escrever L = [y +
lo, onde Iy = —c?sen?(py + ag) + a?cos®tysen?(pg + o) + sen?tgcos?(pg + ) e lo =

—2a cos tgcos(po + ap) sen g sen(pg + ap). Entdo,
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2 2 2Y o2

€ 1 sen” g 9 (1 — €®) cos® o
lh=— | —— 2 =~ e 7
1 <1 62)sen (po + o) + (1_62> 1= Zco? 7o) sen” (o + ag) + (1= cos? )

cos”(po + @)

1
- <(1 — 2)(1 — €2 cos? @0)) [—€e?sen? (o + o) + € sen?(pg + ag) cos? o + sen? g

sen2(g00 + ) + cos? g cos2(g00 + ap) — 2¢2 cos? g cosz(cpo + ) + et cos g 0052(900 + ap)].

Mas, cos?(pg + o) = 1 — sen?(pg + ap), entdo

1
l1 = <(1 7 62)(1 — €2 cos? 900)> [—62 sen2(800 + 050) + sen2 o SEHQ((,OO 4 040) + C082 0

cos2(<p0 + ) — 2¢2 cos? g cos2(<p0 + ) + ¢* cos ©o]

1
= ((1 ~ )= Food 900)> [—62(Sel'12 0o cos? a + 25 + sen? ay cos? o) + sen? Yo

(Sem2 @0 cos? ag + 27 + sen? ag cos? o) + cos? (,00(0082 @0 cos® ag — 2j + sen? ag sen? ©o)

— 26 cos? o (cos? g cos® ag — 2j + sen? ag sen? g) + €* cos ©o]

1
= ((1 ) - 900)> [cos® ap(sen’ g 4 cos? wg) + 2j(sen? g — cos? wg) + 2sen? v

sen’ ap cos? o — 2¢2 cos? ©o cos? ag + 4¢? J cos? o — 2¢2 cos? ©o sen’ (P sen

cos? o — 2€2j — €% sen? o cos? wo + e* cos? ©0)-

2 ap — 62 Sen2 ®o

Além disso,

Iy =2 ( 1 ) sen g V1 — €2 cosyp
vi-a)a
~ 2sen g cos pg cos(po + ap) sen (o + ag)
1 — €2 cos? ¢y

cos(po + ) sen(po + ap)
— €2 cos? cpo)% (1 — €2 cos? cpo)%

2 sen g cos po[sen g cos po(cos? ag — sen? ag) + cos ag sen ap(cos? o — sen? g )]
1 — €2 cos? g

1

_ 2 2
1 — €2 cos? g

(1— €y [2 sen? g cos? o (cos?ag — sen? ag) + cos ag sen ag(cos? g — sen? @)

— 262 sen? g cos? g (cos? ag — sen? ag) — 2€2 cos ag sen ag(cos? @ — sen? ©0)]
1

:ﬁ[Q sen’ Yo cos? ©o cos? ag— 2 sen’ N cos? ©o sen’ ag + 27 cos? o — 27
— €2 cos® g

sen’ Yo — 2¢2 sen? ©o cos? ©o cos? oo + 2¢2 sen? o cos? ©o sen’ g — 262 j cos? o+

2€%j sen? ).
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Logo,

L=+

1
- ((1 — 2)(1 — €2 cos? @0)) [cos® ap(sen’ g 4 cos? wg) + 2j(sen? g — cos? wg) + 2sen? v

2

sen? ay cos? o — 2¢2 cos? o cos?

oo + 4¢? J cos? o — 2¢2 cos? ©o sen® ©o sen’ o — €2 sen? o

cos? ag — 2€%j — €% sen? ag cos? g + €* cos? o] + I

1
— ((1 S Yy 900)> cos? ag(sen g 4 cos? ) + 2j(sen? o — cos® wg) + 2sen? g

sen? g cos? o — 26 cos? ©o cos? oo + 462 J cos? o — 262 cos? ©o sen? ©o sen’ oy — 2 sen? ©o

cos? ag — 2€%j — €% sen? ag cos? g + €* cos? o + (1 — €2)ly

(1 —¢€2)(1— €2cos? pp)

— €% sen? ag cos® wo + ¢* cos? po + 2 sen? o cos? Yo cos? ag — 2€2 sen? Yo cos? Yo cos? ap)

1
= ( [cos2 oo (sen4 ©o + cos? ©o) — 22 cos? g cos? ag — €2 sen? g cos? oy

1
= ((1 — )1 - o 900)> [cos2 ap(1—2 sen? g cos? o) — 2€2 cos* g cos? g — €2 sen?

cos? ay — €2 sen? o cos? wo + ¢t cos? o+ 2 sen? ©wo cos? ©o cos? ag — 2€2 sen? Yo cos? ©o cos? ap)

1
= ((1 ) p——p—- 800)> [cos? ag — 2€? cos? g cos? ag(cos? pg + sen? ¢g) — €2 sen? g cos? ag

+ €* cos? o — €2 sen? o cos? ©o]

1
= ((1 e p— 800)> [cos2 ap — €2 cos a0(6052 wo + sen? o) + ¢t cos? wo — €2 cos? ©o

(cos? ag + sen® ap)]

1
- ((1 —€2)(1 — €2 cos? 800)> [cos? ag — €2 cos o + €* cos? g — €2 cos? ]

N ((1 —e2)(1 —1 €2 cos? 900)> [C052 ap(l — 62) + € cos? 900(62 —1)]

Portanto,

cos? oy — €2 cos? gy

L(o, o) =
(0, @0) 1 — €2 cos? gy

|
Proposicao 5.12. O momento angular L é conservado num choque, ou seja, Lantes = Liepois-

Demonstragao: Sabemos que os raios focais fazem angulos iguais com a tangente e,
consequentemente, com a normal. Denotemos por § o angulo que a tangente 7T faz com o
segmento PFy, onde P é o ponto do choque e F} o foco . Consideremos a o angulo entre a
trajetoria de bilhar e a reta tangente em P.
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Figura 5.26: Bilhar eliptico.

Observemos que

ﬁantes = vTaT + UNaN

2

ﬁdepois = deT + UNy,
entao,
7y = v(cosaT — senaN)
g = v(cosaT + sen aN)
onde Uypntes = Uy € gdepois = Ug.
Além disso,
7, = r1(cos BT — sen BN)
Ty = ro(— cos BT — senﬂﬁ).

Mas, sabemos que L = 7 X ¥/, entao

Ligpies =71 X U = vr1(—cos Bsena + sen 3 cos o) k

~

Lo, ios = T2 X Uy = vra(cos fsena + sen [ cos o)k

onde k =T x N.

Portanto,

Lantes :Llantes : L2antes

=uri(— cos Bsen a + sen 3 cos )k - vra(cos Bsen o + sen B cos o)k

=02r179(— cos? Bsen? a + sen? B cos® a)
=v?ryro(— cos? B(1 — cos? o) + (1 — cos?® f) cos® @)

=v?r ro(cos? oo — cos? B).

Analogamente, temos que

L1405 = 71 X Ug = vri(cos Bsen a + sen 3 cos a)k
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L2y, pois = T2 X Ug = vra(— cos Bsen a + sen f§ cos a) k.

Logo,

Ldep‘)is :leepois ' L2depois
=027 19 (cos Bsen a + sen [ cos a)(— cos [ sen v + sen 3 cos a)
=v?r11ro(— cos? Bsen? o + sen? B cos? a)

:v2r1r2(0082 a — cos® B).

Com isso, concluimos o resultado desejado.

5.4.1 Espago de fase do bilhar eliptico

Consideremos a fungao

cos? a — €2 cos?

Fp,a) =

1 —e2cos?

(5.17)

onde 0 < € < 1 é a excentricidade de I'. Suponhamos que b = 1, semi-eixo menor, e que (g, ag)

¢ uma condicdo inicial.

Temos que F(yp,a) é constante ao longo das orbitas cujas trajetorias sdo tangentes a uma

mesma caustica. Com isso concluimos que o bilhar eliptico é integravel. A fungao (5.17) é dita

uma integral primeira para o bilhar eliptico.

As curvas de nivel da fungao F(p, @), esbocadas na figura abaixo nos fornecem a estrutura

do espacgo de fase do bilhar eliptico.

Figura 5.27: Espaco de fase do bilhar eliptico.

Ou seja,

e As trajetérias que tém uma elipse como caustica correspondem as érbitas sobre as curvas

que estao do lado de fora da regido que possui formato de "infinito transladado";
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\“’
" .’0\';"‘0‘
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Figura 5.28: Trajetorias que tem uma elipse e uma hipérbole como ciusticas, respectivamente.

e As trajetérias que tém uma hipérbole como causticas correspondem as orbitas sobre as

curvas no interior da regido em formato de "infinito transladado";

e A curva com formato de "infinito transladado" corresponde a familia de 6rbitas que passam

pelos focos;

Figura 5.29: Orbitas e trajetorias de bilhares que passam pelos focos.

e Os pontos de intersecao das curvas com formato de "infinito transladado" e os pontos

centrais das ilhas correspondem as érbitas periddicas de perfodo 2.
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Figura 5.30: Trajetorias e 6rbitas de periodo 2.

Observemos que as curvas no espaco de fase nas quais F' > 0 (Figura 5.27) sao curvas
rotacionais invariantes pela aplicacdo F', entdo, pelo Teorema da Curva Invariante de Birkhoff,

sdo graficos de fungoes Lipschitz.
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Capitulo 6

Decomposicao dominada e bilhares

nao-elasticos

Neste capitulo, num primeiro instante, daremos as defini¢des de decomposicdo dominada e de
campos de cones e um importante lema que fornece condi¢oes para que um determinado conjunto
possua decomposi¢do dominada. Em seguida, faremos uma andlise do bilhar sob o ponto de vista
da optica. Por fim, trabalharemos com os bilhares convexos ndo-elasticos e provaremos que, sob
algumas hipoéteses de diferenciabilidade e alguns limites na contragdo, existe uma faixa compacta
no espaco de fase de modo que a aplicacdo de bilhar é um difeomorfismo C? da faixa sobre sua
imagem. O conjunto de pontos limites contém a curva invariante e tem decomposi¢ao dominada.
A partir deste resultado construiremos dois exemplos de bilhar ndo-eléstico: o circular e o eliptico,

com conjunto limite ndo trivial.

6.1 Preliminares

Vamos comecar com algumas definicdes acerca de variedades que serdo importantes nas
demais secoes.

Um subconjunto M C R? é uma variedade topolégica de dimensio 2 se todo ponto de M
possui, na métrica relativa de R?, uma vizinhanca homeomorfa a um subconjunto aberto de R2.

Dada uma variedade topolégica M e um ponto ¢ € M, consideremos (U, X), onde U é um
aberto em M e X é um homeomorfismo de um aberto de R? em U.

(U, X) é chamada vizinhanga coordenada de g.

Temos que X(p) =qe X : X 1(U)=Uy — U C M.
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Figura 6.1: Variedade topolégica e vizinhanca coordenada.

Se ¢ pertence a outra vizinhanca coordenada (V,Y’) temos que
YloX: XN UNV)—Y HUNV)

é chamado aplicagao de mudanca de coordenada.

Definicao 6.1. Dizemos que (U, X) e (V,Y) sio C*®-compativeis se X 1oY e Y ! o X sio
difeomorfismos de classe C° nos abertos X ~H(U NV) e Y~1(U N V), respectivamente, sempre
que UNV # 0.

Definicao 6.2. Uma estrutura diferenciavel C° em uma variedade topoldgica M é uma

familia U = {(Uqs, Xo)aea} de vizinhancas coordenadas tais que

1. U U = M;
(0%
2. Para quaisquer o, 8, (Ua, Xo) € (U, Xp) sao C*- compativeis se U, N Up # 0;

3. Qualquer vizinhanga coordenada (V,Y) é C°°-compativel com todos os (U, Xs) € U.

Uma variedade topoldgica com uma estrutura diferenciavel C*° é chamada de variedade

diferenciavel.

Defini¢do 6.3. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana), em uma variedade
diferencial M, é uma correspondéncia que associa a cada ponto ¢ de M um produto interno
<, > (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaco tangente T, M que varia
diferencialmente no seguinte sentido:

Se X : Uy C R? — M ¢ um sistema de coordenadas locais em torno de ¢, com X (z1,x2) =
ge X(Uy) =Ue 822(1]0) =dX(1,0) e OX(p) dX(0,1) entao <8X(q) aX(q>>q = gij(x1, ..., Tp) €

dors ox; ij
uma funcao diferenciavel em U.
Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma variedade

Riemanniana.

Definicao 6.4. Seja M uma variedade de dimensao 2. O fibrado tangente de M, denotado
por T'M, ¢ a uniao disjuntados espagos tangentes T, M a M em g, para todo ¢ € M, isto &,

TM = U T,M.
qeEM

O conjunto T'M consta de todos os pares (¢,v) onde ¢ € M e v € T,M é um vetor tangente a
M no ponto q.
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6.2 Decomposicao dominada, campos de cones e formas

quadraticas

Seja M uma variedade Riemanniana e f um difeomorfismo de M em f(M) := M C M.

Defini¢cao 6.5. Seja A um conjunto invariante por f. Dizemos que o conjunto A tem
decomposicao dominada se o fibrado tangente sobre A é dividido em dois subfibrados
TaM =U @V tais que

1. U e V sdo invariantes por Df;
2. Os subfibrados U e V sdo continuos , isto é, U, e V, variam continuamente com x € A;

3. Existem constantes ¢ > 0 e 0 < v < 1 tal que para cada x € A

IDF" Vw1 IIDF [vingey | < ¥ Vo € Ayn > 0.

Definicao 6.6. Um conjunto A compacto invariante de um sistema dindmico f : M — M &
hiperbélico se o fibrado tangente sobre A se dividir em dois subfibrados TA\M = E° @ EU tal
que

1. ES e EY sio invariantes por Df, isto 6, Df(E?) = E?

Uy _ U .
f(z) € Df(Eac) = Ef(g;

)a
2. Existe C > 0e 0 < A <1 tal que para algum x € A

IDf* |ps | S CAX" e [DFT" [y || < CA", n = 0.

Pelas definicdes dadas acima concluimos que qualquer decomposicao hiperbélica é uma
decomposicao dominada.

Algumas consequéncias importantes desta propriedade foram dadas por Pujals e Sambarino
em [16]. Um teorema de decomposicio espectral foi obtido para um difeomorfismo C? de

superficie compacta tendo decomposicdo dominada sobre o conjunto limite

L(f) = U (w(z)Ua(z))

zeM
onde w(x) e a(x) sao conjuntos w e a-limite de x, respectivamente.

Teorema 6.1. (Pujals-Sambarino) Seja M uma 2-variedade compacta e f : M —s M C M
um difeomorfismo C?. Assuma que L(f) tem decomposicio dominada. Entio L(f) pode ser

decomposto em

L(f)=TURUL
tal que

1. T € um conjunto de pontos periddicos com periodos limitados contidos em uwma unido

disjunta finita de arcos periddicos hiperbolicos ou curvas simples fechadas.

2. R € uma unido finita de curvas fechadas simples periodicamente hiperbdlicas que suportam

uma rotag¢do irracional.
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3. L pode ser decomposto em uma unido disjunta de conjuntos compactos invariantes e

transitivos finitos (chamados conjuntos bdsicos). Os pontos periddicos sao densos em L.

Demonstragao: Ver em [L0].

Definicao 6.7. O cone v horizontal padrao em p € R” é definido por

Hy = {(u,v) € T,R™; [Jo]| < ~llull}.

Enquanto que o cone v vertical padrao em p € R™ é definido por

Hy = {(u,v) € TR [lu] <~ljv[}.

Mais geralmente, um cone K em R é definido como a imagem de um cone padrdo por uma

transformacao linear invertivel.

Definicao 6.8. Um campo de cones ¢é uma transformagdo que associa a cada ponto p € R"
um cone K, em T,R". Um difeomorfismo f : R" — R" atua naturalmente em campos de cones
por

(feE)p = Dfp=15) (K g1p))-

A existéncia de uma decomposicao dominada decorre da existéncia de um campo de cone
estritamente invariante e de um controle uniforme de expansoes e/ou contragoes como mostrado
em [20].

Sejam w,v : M — T'M dois campos de vetores tais que u(x) = u, e v(x) = v, sdo vetores
linearmente independentes em T, M.

Esses vetores induzem uma forma quadratica ndo-degenerada @ em T'M por
Qz(auy + bv,) = ab
e um campo de cones dado em cada x por
Clz) = {w € T M; Qu(w) >0} U{0}

e cujas fronteiras, em cada ponto, sdo dadas por Cy(z) = {w € T, M; Q,(w) = 0}.
Observemos que se os campos de vetores forem continuos teremos que a forma quadratica e
o campo de cones sao também continuos.

Consideremos x € M, um vetor w = au, + bv, € T, M e f : M — M. Entao
Dfx(ux) = CllLf(m) + dlvf(m)

D fr(va) = coup(ey + dovy(y)

e, consequentemente,
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D fow = aD fy(uz) + 0D fr(ve) = a(crup) + divym)) + b(caufiz) + davy(a))
= (CLCl + bCQ)Uf(:B) + (adl + bdg)vf(x)
= a1Uf(z) T 01V (z)

pertencente T,y M € a imagem de w sob a derivada D f.

!Zilzwmylﬂ

onde [Df;]u é a matriz representagao da derivada em x com a escolha de {uz, vz} e {uf(), Vi) )

Entao temos,

como bases de T, M e Ty, M, respectivamente.
Denotemos Ci(z) = {w € T;M; £Q(w) > 0} U {0}, os cones abertos de, respectivamente,

valores positivos e negativos ( com o vetor nulo incluso).

Definigao 6.9. Um difeomorfismo f é chamado @Q-separavel se DfCi(z) C Ci(f(x)).
Analogamente, definimos difeomorfismos que sdo estritamente Q-separavel, @Q-mono6tona e

estritamente @)-moné6tono. Ou seja, serd
1. Estritamente Q-separavel se D f(C4 UCp) C Cy;
2. Q- monotono se Q(Df(w)) > Q(w), para todo w € T, M;
3. Estritamente Q- monotono se Qg (D f(w)) > Qz(w), para cada w € Ty M com w # 0.

Proposicao 6.1. Se um difeomorfismo f é estritamente Q-separdvel entdo tem decomposi¢io

dominada.

Demonstragao: Ver em [22].
[

Lema 6.1. Seja A um subconjunto de M compacto e f-invariante. Se existir uma escolha de
campos de vetores u, v tais que as entradas de [D fy]u sao estritamente positivas para cada x € A

entdo A tem decomposicdo dominada.

Demonstragao: Sejam u,v campos de vetores tais que as entradas de [Df,]y sdo estritamente
positivas para todo x € A.

Entdo para cada w = au, + bv, tal que € A, a,b > 0 e a® 4+ b*> > 0 temos que ayb; > 0
onde D fow = aruy) + b1vy(e).-

Agora, notemos que dado w € Cy(x) UCp temos Qz(w) >0 . Mas D fow = arus(z) + b1vs(z)
e a® +b* > 0 entdo arb; > 0. Dessa forma, D fyw € C4(f(x)) = {w € TpuyM; Qu(w) > 0}.
Logo,

DF(C4(2) UCo) C Ca(f()).

Com isso, concluimos que C; é estritamente D f-invariante, ou seja, f é estritamente Q-
separavel.

Pela Proposicao 6.1 segue que A é decomposi¢do dominada.
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6.3 Frentes e focalizacao

Seja v = y(s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, C? e fechada. Definimos

uma frente como sendo uma curva no espaco de fase, ou seja,

n: (—€€) — R?
o = (s(0),000))

Além disso, estabeleceremos o ponto base da frente como sendo o ponto n(0) = (sg, ) e
a variacdo da frente como sendo o vetor ¢ = 1(0).

Para cada o € (—e¢,¢) associaremos a reta r(o), que passa pelo ponto (o) =
(z(s(0)),y(s(0))) e faz angulo de (o) com a tangente em (o).

A alma da frente serd a reta r(0) = 9. Seja P(0) = (o) Nrp. Dizemos que uma frente

focaliza em Py = lim P(0) se este limite existir.
o—0

Tn

r(o)

Figura 6.2: Frente e ponto de focalizagao.

Lema 6.2. Frentes do mesmo ponto base e mesma variacdo determinam mesmo Py.

Demonstragao: Seja ¢(o) o angulo que a tangente orientada em s(o) faz com o eixo dos z,

para cada o € (—¢,€).

Tn

(o)

Figura 6.3: Frente.
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Vejamos que a equagao da reta r(o) é dada por

y —y(s(0)) = tan(p(o) + 0(0))(z — z(s(0))).
Pelo desenvolvimento de Taylor, temos que

n(o) = n(0) + on/(0) + O(0?)

entao,
s(0) = so + oa + O(c?) (6.1)
0(c) = 0o + ob + O(c?) (6.2)
desde que 7'(0) = (a,b).
Além disso, também pelo desenvolvimento de Taylor
7(5) = 7(0) + 57'(0) + O(s?).
Entao,
z(s(0)) = zo + s(0)2'(s(0)) + O(s(c)?)
y(s(0)) = yo + 0(0)y'(s(0)) + O(s()?)
e, consequentemente,
z(s(0)) =x0 + (so + ao + O(0?))x' (s50) + O(s(0)?)
=x0 + aox’(so) + (502’ (s0) + O(0?)z' (s50) + O(s(0)?))
=10 + aoz’(so) + O(c?) (6.3)
sabendo que 7/(0) = (2/(5(0)),y'(s(0))) = (2'(s0),¥'(s0))-
Analogamente, temos que
y(s(0)) = yo + boy/(so) + O(c?). (6.4)
Sabemos que a curva y estd parametrizada pelo comprimento de arco s, entao
(2’ (s0),9'(s0))|| = 1 e, consequentemente, z'(sg) = cos o, ¥ (s0) = senyy onde vy = (o).
Pelo desenvolvimento de Taylor e usando (6.1), temos
(5(0)) = w0 + ay'(s0)a + O(0?) = o + akoo + O(c?) (6.5)

onde kg € a curvatura em sg.
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Por (6.2) e (6.5) segue que,

tan(p(s(0)) + 0(c)) =tan(po + akoo + O(0?) + 0y + ob + O(c?))
= tan(p(s(0)) + 0(0)) + sec®(¢(s(0)) + 6(0)) [p(s(0) + 8(0)] + O(0?)
=tan(po + 6p) + sec (o + 0o)[(¢o + 60) + (ako + b)o + O(c?)] + O(c?)
=tan(pg + o) + sec?(po + o)[(ako + b)a] + O(a?).
Entao,
m = tan(pg + 0o) + sec? (o + 0o)(ako + b)o + O(a?).

Sabendo que z'(sg) = cos g € y'(sg) = sen ¢p e usando (6.3) e (6.4) temos

{ x(s(0)) = 20 + ao cos pg + O(s(c0)?)
y(s(0)) = yo + bosen gy + O(s(0)?)

Dessa forma,
y—(yo+bsen <,000+O(02)) = [tan(g00+90)+se(32(<,00—|—00)(ako+b)0+0(02)][m—(xo—a cos 4,000+O(02))]

¢ a equagao da reta (o).

A equacao de rg é dada por y — yp = tan(po + 6p)(z — x0). Sabendo as equagoes das retas
r(o) e 9 podemos encontrar P(o).

Como P(o) =r(o) Nrp entdo

tan(ipo + 6o) (x — z0) — bsen poo — O(0?) =[tan(ypo + 6o) + sec* (o + bo) (ako + b)o + O(?)]
[(x — 20) — acos poo + O(a?)].

Isto implica que,

—bsen oo — O(0?) = — tan(pg + o) (z — x0) + tan(pg + 0)(z — ) — tan(po + 6o)a cos oo
+ tan(gg + 0)0(02) + sec? (0o + 00)(x — m0)(ako + b)o — asec? (o + fo)
(ako + b)o? cos pg + sec? (@ + 0) (ako + b)aO(a?) + O(0%)(z — x0)
— O(0?)a cos pgo + O?(0?)
= — tan(po + f)a cos poo + sec(po + 0o) (z — x0)(ako + b)o + O(c?).

Logo,
sec2(g00 + o) (ako + b)(z — x0) = atan(pg + ) cos po — bsen pg + 0(02). (6.6)

Com esta equagao conseguimos determinar x(o). Substituindo o x(o) encontramos y(o) e,

consequentemente, P(o).
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Sabemos que Py = limOP(a) entao fazendo o0 — 0 a equacdo (6.6) transforma-se em
T —>

sec? (o + 0o )(aky 4+ b)(z — xg) = atan(pg + 6p) cos o — bsen pg.

Por meio desta, encontramos xzg e, consequentemente, yg e FPy. Observemos que esta
determinagéo depende apenas de g, 6y, (a,b) = 7'(0), ko e (x0,y0). Desta forma, as frentes de
mesmo ponto base e mesma variacdo determinam mesmo Fj.

Observagao 6.1. Do ponto de vista de focalizacdo, dar uma frente é equivalente a dar (s, o)

e (a,b) € T(Soﬂo)RQ. Podemos, também, apresentar a frente linear dada por
0() = (s0 + ac, B + bo).

Proposicao 6.2. O ponto Py pode ser obtido se colocarmos a frente linear n(o) sobre o circulo

osculador em ~(so).

Demonstracgao: Consideremos a origem do sistema no centro do circulo osculador, conforme a

figura & seguir.

Figura 6.4: Frente e o circulo osculador.

Observemos que

x(0) =Rg cos (;{; + g:))

=Ry cos (;; + aR-U()) — Ry sen <;(; + aR-OO> %Uo + O(c?) (desenvolvimento de Taylor)

— BlU 50 2
ROCOS<RO> asen<R0>a+O(a)
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ac

R[l

Figura 6.5: Circulo osculador.

Vejamos que pg = }ST% +  entao

sen <;§;> =Ssen <(p0 - g)

=sen pucos () —sen ()
= Sen o Cos B sen B COS o

= — CoS pg.

Logo,
z(0) = g + acos gy o + O(c?).

Analogamente, temos que

S0 ao
=R —+ =
y(o) =Rpsen ( ) 0)

=Ry sen (;;) + Ry cos (;Z) %Z +0(0?)

=R sen <]8%00> + acos (;;) o +0(c?)

=10 + a cos (80> o+ 0(c?).

Como ¢y = 7= + § temos que

S —cs(gp >—sn<,0
cos| — | =co — =] =se .
Ry ) 0

Dessa maneira,

y(0) = yo + asenpg o + O(c?).
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Observemos, utilizando o mesmo raciocinio, que

0(0)+0(0) =2 + 22 1 T 4 0y + bo

Ry Ry 2
a
= 0 — +b
wo + o+<RO+>0’

=g + by + (ako + b)o.
Com isso,

tan(p(0) + 0(0)) = tan(p(0) + 0(0)) + sec?(0(0) + 6(0))[¢(s(0)) + 0(o)] + O(0?)
= tan(pg + 0o) + sec® (w0 + 00) (o + 0o + (ako + b)o) + O(c?)
=tan(pg + o) + sec?(po + o) (ako + b)o + O(a?).

Consequentemente, a equacdo da reta r(o) sera dada por
y—yo—asen gy 0+0(0”) = [tan(po+60)+sec®(po+6p) (ako+b)o+0(0?))(z—xz0—a cos go o+0(0?))

ja que y —y(s(0)) = tan(p(o) + 0(0))(z — z(s(0))).
Como a alma da frente, 1o, € a mesma, segue que a primeira entrada de Py é dada por

sec?(po + 0o) (ako + b)(z — 20) = a cos pg tan(pg + 0y) — asen pg.

Dessa maneira, para estudar a distancia de focalizacao basta olhar a frente linear no circulo

osculador. -

Proposigao 6.3. Seja dy = dist(Py,v(s0)), isto €, a distdncia com sinal, sobre a alma, onde a

frente focaliza. Nas coordenadas (p,0), se n'(0) = (a,b) entio

Ry sen 6,
=T
a

Demonstragao: Seja 6 o pardmetro de dngulo e s o comprimento de arco. Denotemos por
(u) = (s(u),0(u)) a curva no espago de fase, 7(0) = (so,6p) o ponto base e 7/(0) = (a,b) a
variacao.

Consideremos a trajetoria (sp,a0) +— (s,a). Denotemos H a fun¢ao comprimento da
trajetoria. Além disso, sejam « o dngulo que a trajetéria faz com a tangente em (sp) e 8

o angulo que a trajetéria faz com a tangente em ~y(s).
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/

Figura 6.6: Distancia de focalizacao.

Pela lei dos senos, temos que = . Logo,

sen(mr—B—0) _ sen(0—0p+a+p)
d H

_ Hsen(0+p)
~sen(f 4@ —6p)’

Queremos encontrar o lim d(u). Mas,
u—0

~ fim d(u) = Tim H (s, s)sen(0(u) + B(u))
dg = u1—>0d( ) u1—>0 sen(0(u) + p(s) — 6p)

Observemos, pela regra de L’Hospital, que

lim H{so,5) = lim %s’(u)

u—0 sen(f(u) + ¢(s(u)) —0y) u—0 cos(f(u) + ¢(s(u)) — 0p)(0'(u) + ¢'(s)s'(u))
o cos(B(u))s' (1)

u—s0 cos(0(u) + @(s(u)) — 00) (' (u) + ¢'(s)s'(u))
" b+ ka
1
TRl
Logo, dg(u) = %.

Agora, vejamos d, nas coordenadas (¢, #) onde ¢ é o angulo de inclinagdo da tangente.
Consideremos n(u) = (¢(u),0(u)), o ponto base n(0) = (¢o,6p) e a variagdo 7'(0) =
(#'(0),6'(0)) = (a,b).

A diferenga para o caso anterior é que teremos s em funcao de ¢ e ¢ fungao de u. Dessa

forma,
. H(s,s) i G0 () ! ()
u—s0 sen(f(u) + p(s(u)) — by) uw—0 cos(B(u) + @(u) — ) (0" (u) + ¢’ (u))
e cos(B(u)s ()¢ (1)
u—0 cos(f(u) + o(u) — 00) (0 (u) + ¢ (u))
I ©)a
a+b
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Portanto,
B |7/ (0)]] sen 6y ~ Rgsenfy

d
! 1+2 1+2

)

pois [7/(s)] = |7/ (2)¢'(s)] o e implica que 1 = [v/(¢)[k(s) e, consequentemente, [v/(¢)| = R(p).
[ |

6.3.1 Frente CAustica

Uma frente caustica ¢ dada pela curva n(o) = (¢(0),0(0)) tal que todas as retas r(o)
sdo tangentes & caustica determinada por 1(0) = (¢o,00). Consideremos a aplicacdo de bilhar
T :[0,L] x [0,7] — [0, L] x [0, 7] associada a curva 7,

Proposigao 6.4. Uma frente cdaustica focaliza na elipse no ponto de tangéncia da alma da frente

com a cdustica.

Demonstragao: Suponhamos que (pg,6) defina n(o) = (¢(0),0(0)) e que rp ndo seja uma
assintota de uma caustica hiperbélica.
As céiusticas sdo conicas e, portanto, analiticas e convexas exceto no caso degenerado em que

se reduz a retas ou aos focos, porém, neste caso, o resultado segue.

r(o)

Figura 6.7: Frente cdustica.

Como as causticas sao convexas e analiticas temos que 7 (o) converge para ro quando o tende
para zero. E, além disso, o ponto de tangéncia com a caustica, t(o), converge para Py quando o
tende para zero, onde Py é o ponto de tangéncia de rg .

Como as curvas sdo convexas, segue que
P(o) — Py quando 0 — 0.

Observemos que, no caso em que a caustica € hiperbélica e a alma da ciustica é uma assintota,

a "tangéncia ocorre no infinito" e a frente se comporta como uma frente "paralela".
]
No bilhar eliptico, vimos que o espago de fase é folheado pelas curvas integrais, isto é, as
curvas de nivel da integral primeira F(p,a) = cte. Além disso, as solugoes sobre uma mesma
curva integral compartilham de uma mesma caustica. Se considerarmos 7(c) uma frente caustica

teremos que T'(n(o)) também serd uma frente céustica, onde T' é a aplicacao de bilhar na elipse.
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De fato, observemos que como o sistema ¢ integréavel e F'(n(o)) = F(T'(n(0))) entao teremos que
n(o) e T(n(o)) serdo trechos de uma mesma curva integral.
No bilhar, a frente caustica focaliza, ao tangenciar a cdustica, em um ponto cuja distancia

ao ponto base é dado por
~ Ropsenayg

d, =
q b
I+
Para saber o que ocorre apds tangenciar a cdustica consideraremos a trajetéria do bilhar no
sentido contrario, entdo precisamos utilizar a inversa 7! da aplicacdo de bilhar. Neste caso, o

ponto base serd (s1,m — a1) e a frente sera

ou equivalentemente,

(o) =(s1 + ao, ™ — (a1 + bo))

=(s1 +ao, (mr — 1) — bo).

Entao, 7/(0) = (a, —b) e, consequentemente, a inclina¢ao é —g. Logo, a frente 77 focaliza em

um ponto cuja distancia ao ponto base é

d Risen(m —a1)  Rpisen(a)

Exemplo 6.1. (Distancia onde a frente focaliza no circulo) Consideremos a aplicagdo de
bilhar no circulo de raio 7, T'(sg, ag) = (so + 2rag, ag). Denotemos por x,, e x5, as derivadas de

x; com relacdo a oy e a s;, respectivamente, onde x; = (s;, ;). Temos que

[DT (50, 00))(240) = [ - ] [ : ] - [ . ] — 1,

1 2r 0 2r 1 0
[DT(Sovaﬁ)](wao) = [ 0 1 ] [ 1 ] = [ 1 ] =2r 0 + =2r%s, + Toy-
A v, 'rr.rl DT (o) (x )
i v
Po=% I Ty, l j-'L'»n = DT(wg)(z,)
; >
S0 51 K

Figura 6.8: Derivada da aplicacao de bilhar no circulo.

O vetor x5, da origem a frente n(c) = (so + 0,ap), onde o € (—¢,€), com ponto base

n(0) = (s0, ap) e variacao 1’ (0) = (1,0) = x4, e inclinagao 0.
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Quando aplicamos T', obtemos

T(n(o)) =T(so + o, a0)
=(s0 + 0 + 2rag, )
=(s1+0,01)

=((0)

onde ( é a frente com ponto base n(0) = (s1, a1).

A distancia, sobre a alma, onde a frente focaliza é

_ Rpsenag  rsenap
R TR

= rsenqg.

Analogamente, temos para a frente ¢ que

dqc = rsen oy.

6.4 Bilhar classico em ovais

Seja I' uma curva oval, isto &, curva plana, simples, fechada, C* (k > 3 ), com curvatura
estritamente positiva e parametrizada no sentido anti-horario por ¢, o angulo entre o vetor
tangente e um eixo horizontal. Seja R(y) seu raio de curvatura em ¢. Seja B : [0,27) x (0, 7) —
[0,27) x (0,7) a aplicacdo do bilhar em I'.

Como vimos anteriormente, se B(go, o) = (1, 1), a derivada de B em (o, ap) €

1 L[) — RQ sen o Lo

DB(pg,0g) = ———
(0, @0) Risenaq | Ly — Rysena; — Rgsenag Lo — Risenag

onde R; = R(p;) e Lo ¢ a distancia entre I'(pg) e I'(1). Além disso, se T' ¢ C¥, entdo B é um
difeomorfismo C*~1 que preserva medida.

Como I' é uma oval
87T1B _ LO

oo Ry sen «;

>0

e B tem a propriedade de Twist moné6tono, onde 7 é a projecdo na primeira coordenada e
1=1,2.

Como consequéncia da propriedade Twist e da preservacio de area, se considerarmos um
levantamento F' de B temos, por ([6], Teorema 8.1), que F' tem orbitas para todos os nimeros
de rotacgao.

Consideremos, para cada nimero de rotagdo p € (0,1), um conjunto minimal, fechado e
invariante O, C [0,2m) x (0,m), que pode ser projetado injetivamente em [0,27) e tal que a
dinamica induzida preserva a ordem de [0,27) ~ S?.

O conjunto O, é diferente de vazio para todo p € (0,1). Este fato pode ser verificado em
(8], Teorema 9.3.7) no caso em que p pertence aos racionais e em (|L7], Teorema 4) para p
pertencente aos irracionais.

A teoria de Aubry-Mather ([3], se¢ao 13.2) garante a existéncia do conjunto O, e conclui que
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este conjunto pode ser:
e Uma o6rbita periddica;

e Uma curva rotacional invariante, isto é, uma curva fechada, continua, ndo homotoépica a
um ponto, invariante por B, com numero de rotacdo p e que, pelo Teorema de Birkhoff,
¢é grafico de uma funcao Lipschitz. Se p pertence aos racionais entdo todos os pontos da

curva sao periédicos e se p pertence aos irracionais todos os pontos sao densos na curva.

e Um conjunto de Aubry-Mather, isto ¢, um conjunto minimal fechado e invariante, se projeta
injetivamente em um conjunto de Cantor de S'. Ele estd contido em um grafico ndo

invariante de uma funcao Lipschitz e continua por partes.

Vamos nos concentrar em bilhares com uma curva rotacional invariante v = graf(g) onde
g :[0,27) — (0, 7) é uma fungao Lipschitz.

Em geral, para uma determinada fronteira I', o conjunto de nimeros de rotagdo p tal que
O, é uma curva rotacional invariante ndo é denso em (0, 1), mas, no entanto, curvas rotacionais
invariantes existem em uma grande classe de bilhares ovais.

Por exemplo, o bilhar circular e o eliptico sdo integraveis e tem rotacionais invariantes com
qualquer namero de rotacdo p, incluindo os racionais.

Vamos assumir que o conjunto invariante O, seja uma curva v = graf(g). Como B |, preserva

ordem de [0,27) ~ S ent@o ou g(p) = 5 ou existem constantes m e M tais que

O<m§g(g0)§M<goug<M§g(g0)§m<7r.

v & uma curva de classe pelo menos C? entdo o vetor tangente (1,g'(¢g)) é enviado por

DB em um vetor tangente a v em (1, ).

©0,00)

Po v
Figura 6.9: Curva rotacional invariante.

A preservacdo da orientacdo implica que a primeira coordenada de DB(woyao)(l,g’(goo)) é

estritamente positiva. Entao, como

1 ] . [ Lo — Rpsenag + Log’(goo)

g (o)

DB, .
(o,20) [ Lo — Rysenay — Rosenag + (Lo — Ry senaq)g’ (o)
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6.5. BILHAR NAO-ELASTICO CONVEXO

temos Lo—Rosen ag+Log' (¢o) = Lo[l+¢ (¢o)]—Rosenag > 0. Com isso, (144'(pg)) > Hosenoo

e, consequentemente, ¢'(¢g) > m — 1. Portanto,

g'(p) > —1.

Como a aplicacdo de bilhar ¢ invertivel, o grafico de g(p) = m — g(¢) é também uma curva
rotacional invariante e, entdo, §'(¢) = —¢'(p) < 1, para todo ¢.

Entao, para qualquer v = graf(g) C? invariante, temos —1 < ¢'(¢) < 1.

A cada curva rotacional invariante <y estd associada uma caustica [20], curva que estd na
mesa de bilhar e é tangente a todos os segmentos da trajetéria de bilhar entre dois impactos
consecutivos.

Se (@0, ) e (p1,01) pertencem a v entdo ag = g(go) € a1 = g(¢1) e, portanto, é verdade

que em uma curva invariante

Ry sen ag Risenao
14+9¢' (o) 1—9'(¢1)

onde o primeiro termo do lado esquerdo da expressao mede a distdncia do ponto de tangéncia
na caustica ao ponto inicial I'(¢g) e o segundo mede a distancia do ponto de tangencia ao ponto
final T'(¢pq).

6.5 Bilhar nao-elastico convexo

O bilhar nao-elastico € uma composicao de um bilhar classico seguido por uma mudanca do
angulo de reflexdo, correspondendo a uma contracao nas fibras verticais de uma curva rotacional
invariante.

Seja B(po, ) = (1, @1) uma aplicacio classica de bilhar C? em uma oval, tendo vy como
curva rotacional invariante C2, dada pelo grafico de a = g(y).

Um subconjunto compacto do espago de fase [0,27) x (0,7) com interior ndo vazio e cuja
fronteira consiste de duas curvas rotacionais distintas (ndo necessariamente invariantes e nem
graficos) serd chamada de faixa compacta.

Sejam I € R um intervalo fechado, com interior ndo vazio e contendo 0 em seu interior e
h: I — I uma contracao C?, estritamente crescente e com h(0) = 0. Definamos uma aplica¢o

de bilhar nao elastica P em uma faixa compacta ¥ contendo g por

P(po, a0) = (1,01 — h(ar — g(¢1)))

com ¥ escolhida tal que se (p, ) € ¥ entdo o — g(¢) € 1.
Observemos que P é a composicao de um bilhar classico seguido de uma mudanca do dngulo de

reflexdo, correspondente a uma contracao nas fibras verticais de uma curva rotacional invariante

70-
Além disso, notemos que

e se h(t) =0 entdo P(pp, ) = (p1,01);

o se h(t) =t entdo P(po, ag) = (01,01 — a1 + g(1)) = (01, 9(¢1)).
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6.5. BILHAR NAO-ELASTICO CONVEXO

Portanto, h(t) = 0 corresponde ao bilhar classico nao perturbado e que h(t) = ¢ corresponde

& aplicacdo que envia todos os pontos de X sobrejetivamente na curva invariante.

Temos que
dp1 Op1
DP(po,a0) = | 50 %0
dpo  Oag
onde p = a1 — h(ag — g(¢1)).
Mas,
op _ day  Oh <8oz1 ~ 9g(¢1) 8<pl> _ day B daq Yy dp1
dpo  Opo  Oar \ Do dp1 Opo oo ope 0o
e
Op _Oar  Oh (Do 0g(p1) 01 _ Oan Y day Y , Op1
80&0 00&0 80&1 6040 8(,01 6040 8&0 18040 191 80&0
Logo, a matriz derivada de P é dada por
1 0 Gou Op1
DP(po,a0) = oy Doy
Mg 1-h || GG
Lo — Rpsenayg Ly

1 1 0
~ Risenag [ higy 1—h) Lo — Rysena; — Rgsencag Lo — Risenaq
onde g; = ¢'(i) e hi = B (o — g(i))-

Vejamos, agora, um de nossos principais resultados.

Teorema 6.2. Dada uma aplicagdo de bilhar oval cldssico B, com vy = {p,9(p)} uma curva
rotacional invariante C?, consideremos a faiza compacta X, contendo Yy em seu interior, e um
intervalo fechado I C R, tal que oo — g(¢) € I se (p,a) € X. Se h: I — R é uma fun¢io C?
satisfazendo h(0) =0 e 0 <1—1< h'(0) <1 (coml dependendo somente de ), entao existe
uma faiza compacta S C X tal que a aplicagao de bilhar ndo eldstica P definida por B, g e h ¢
um difeomorfismo C? de S em P(S). Seu conjunto limite L(P) contém o e tem decomposicdo

dominada.

Demonstragao: Sabemos que a aplicacao do bilhar nao elastico P : ¥ — P(X) C [0,27) X
(0,7) é a composicio da aplicacdo de bilhar classico B, que é um difeomorfismo C?, com a

pertubacdo da identidade, C?,

(0, @) = (@, @) = (0, h(e = g()))

onde h é uma contracio C?. Dessa forma, temos que P serd um difeomorfismo C2.
Dado § > 0, consideremos u(, o) = (1,4'(¢) —0) € v,a) = (1,4 () + 0), dois campos de

vetores linearmente independentes definindo o campo de cones
C((,O, O[) = {w € T(go,a)M; Q(go,a) (w) > 0} U {0}

e associado a forma quadratica, Q(%a)(au(%a) + b’u(%a)) = ab.
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Consideremos
1 1 1 1+0 —1
U= ' / el = 25, gl/ 1/ :
90—5 go+(5 1 _gl+6l 1
Denotando A =1 — k] e v = (1 — \)g], reescrevemos
1 1 0 Loy — Rgsenag Ly
DP(pp,p) = =——— :
Risenay | v A Lo— Rysena; — Rysenag Lg— Risenag
Fazendo a mudancga de base, da base canonica para a base V' composta pelos vetores u(, o)
€ U(p,q); Obtemos
1 gy +6 -1 1 0 Lo — Rypsen g Lg
[DP(0,c0)lv = | %, 7,
N| —gi+0 1 voA Lo — Risenay — Rygsenag Lo — Rysenoyg
1 1]
90— % go+do |
[ Lo — Rpsen oy Lo
. 1 gi +6 -1
"N g1+ 1 (Lo — Rosenap)v + Lov +
(LO - R1 sen oy — RO sen ao))\ (LQ - R1 sen Ozl))\
1 1]
90— % go+do |
1 g ta 1 Su S
Nl -g+6 1 || Sa1 Sz
onde

o N =201Risenay;

e Si1 = Lo— Rosenag + Lo(gh — &);

e S1o =Ly — Rosenap + Lo(gy + 0);

o So1 = (Lo—Rosenag)v+ (Lo — Ry sen oy — Rosen ag) A+ [Lov + (Lo — Ry sen 1) A] (g5 — d0);
o Sy = (Lo—Rosenag)v+ (Lo — Ry senay — Rosen ag) A+ [Lov+ (Lo — Ry sen ar) ] (g5 +6o).

Portanto,

1 S11 Si2
DP(y0, T 25, Ry senoy
[DP (o, o)l 261 Ry sen o [ Sa1 S22 ]

100



6.5. BILHAR NAO-ELASTICO CONVEXO

onde

e S11 =[Lo — Rosenap + (g4 — d0)Lol(gy + 01) — [(Lo — Rosenag)v + (Lo — Ry sen
— Rosenag)\ + [Lov + (Lo — Ry senaq)A](gf — )]
=(gy + 01)[Lo — Rosenag + Lo(g, — d0)] — v(Lo — Rosen ) — A(Lo — Ry senay
— Rpsenag) — [vLo + A(Lo — Ry senaq)](g) — do)
=(gy + 01)[Lo(1 + g, — do) — Rpsen ag] — v[Lo(1 + g — do) — Rosen ag) — A
[Lo(1+ g — d0) — Rosen g — (1 + g — do) Ry sen ay];
® S1a =(g} + 61)[Lo — Rosenag + Lo(gj + d0)] — v(Lo — Rosenag) — AM(Lo — Ry sen
— Rpsenag) — [vLo + M Lo — Ry senaq)](g + do)
=(gy + 01)[Lo(1 + g}, + do) — Rosen ag] — v[Lo(1 + g{ + do) — Rosen ag) — A
[Lo(1 + gf + d0) — Rosen g — (1 + gj) + 6o) Ry sen aq];
e So1 =(—g} + 81)[Lo — Rosen g + Lo(gy — d0)] + v(Lo — Rosenap) + A(Lo — Ry sen g
— Rosenag) + [vLo + M(Lo — Rysenaq)](gy — do)
=(=g} 4+ 01)[Lo(1 + gg — do) — Rosen ag] + v[Lo(1 + gy — do) — Rosen ag] + A
[Lo(1 + g — do) — Rosen g — (1 + g — do) Ry sen aq];
® Soo =(—g} + 1)[Lo — Rosenag + Lo(gh + d0)] + v(Lo — Rosen ag) + A(Lg — Ry sen oy
— Rpsenag) + [vLo + M(Lo — Ry senaq)](g, + do)
=(—g} + 81)[Lo(1 + g, + o) — Rosen ] + v[Lo(1 + g, + dp) — Rosen ap] + A
[Lo(1 + gy + do) — Rosenag — (14 gg + do) Ry senay].

Substituindo v = (1 — \)g} em S11, obtemos

S11=(g1 + 01)[Lo(1 + gp — do) — Rosenag] — (1 — A)gi[Lo(L + go — do) — Ro sen ax]
— ALo(1 4 g) — 60) — Rosenag — (1 + g, — o) Ry sen aq]
=01[Lo(1 + go — do) — Rosenao] — A[Lo(1 + gp — do) — Rosenao — (1 + gy — do)
Risenay — Lo(1+ g — 00)gy + Rosen apg}]
=01[Lo(1 + gy — do) — Rosen ag] — A[Lo(1 + go)(1 — g1) — (1 — ¢1) Rosen ag
— Rysenai(1+ g)) — do(Lo(1 — ¢}) — Rysenay)]
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Analogamente, temos que

So1 =81[Lo(1 + gy — do) — Rosenap] + A[Lo(1 + g)(1 — ¢7) — (1 — ¢7)Ro sen ag
— Rysenay(1+ gy) — do(Lo(1 — g}) — Rysenay)]

S12 =61[Lo(1 + g{ + d0) — Rosen o] — A[Lo(1+ g{)(1 — g7) — (1 — g1) Ro sen oy
— Rysenaq(1+ g4) + 60(Lo(1 — g}) — Rysenay)]

S99 =61[Lo(1 + g + do) — Rosen ag] + A[Lo(1 + g4)(1 — g1) — (1 — ¢})Rp sen ag
— Rysenaq(1+ gj) + 6o(Lo(1 — g}) — Ry senay)].

Fazendo § = 09 = 01 e chamando lyp = Lo(1 + g() — Rosenay, l1 = Lo(1 — ¢}) — Risena; e
lor = Lo(14+¢g,)(1 —¢}) — (1 — ¢f)Rosen g — Ry sen v (1 + g() obtemos,

S11 =6(lo — L) + A

Sa =510 + S Lo) —

Sa1 =6(lp — 6 L) —

Sa2 =6(lo + 6 Lo) + A(0l1 + lo1

Logo,

1 5([0 — 5L()) + )\(511 — l()l) (S(ZO -+ (5L0) — )\((511 =+ 101)
[DP(¢0,a0)ly = 55—
201 Ry sen a (5([0 — 5L0) — )\(511 — l()l) (5([0 + (5L0) + )\(5[1 + 101)

e, consequentemente,

1 5([0—5L0)+(1—h/1)(5l1—l01) 0(lo +0Lg) — (1—h’1)(5l1+l01)
[DP(QO07QO)}U = 2% R ’ ’
1471 sen o (S(Z() — (5L0) - (1 - hl)(5l1 — l01) (5(10 + (SL()) + (1 - hl)((5l1 + l()l)

Sabemos que
Ry sen o Ry sen g

14+4(p0) 14+7d(p1)

entao
(Rosenag)(1 —g7) + (Risenaq)(1+ gp)

(1+g0)(1 —g7)

= L.
Dessa forma,

(Rosenap) (1 —¢}) + (Rysenay)(1+ gp)
(1+go)(1 = g1)
+ Rysenaq (1 + g)) =0,

1-4d} 1 A
lo :(RO sen ao)( g1) + (Fysenon)(1 + go) (1+ gg) — Ropsenag = Ryseno

lor = (14 go)(1 —g3) — Rosenag(l — g7)

(1 +90)

(1+90)(1—91) (1—gp)
(Rosenap)(1 — g1) + (Rysenay) (1 + gp) (1—g1)

I = 1-— R R
' (1 +go)(1 = g1) (1= g1) = Fusenon = IR gy
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A fronteira do bilhar I' é uma oval e como é compacta exitem constantes a e A e uma largura
D tal que
0<a<R(p)<AeO<Ly<D.

Como a curva invariante também é compacta (fechada e definida num compacto), para cada

(po, p) € (¢1,01) em 7y, existem constantes ¢ e C tais que
C>lp>c>0eC>1l1>c>0.

Assim, para pontos de g, existem constantes 0 <1< 1e 0 < L tal que

~
]

<

L _
e0< 2 <T.
L

o~

1

Cada entrada da matriz [DP(pg, ag)]u, para (o, ag) € Y0, € da forma

5(lo 4+ 6L6) + A0l & lo1) = llo £ 0L % (1 — H'(0))]
si 12 5L Z ooy
Lo

> e[l — 6L — (1 — K'(0))].

v

Note que se 0 < 1 —1 < A/(0) < 1 temos que h'(0) — 141 > 0 e, entdo, podemos escolher
4 > 0 tal que
Scll — L — (1 — 1'(0))] = d¢c[h'(0) — 1 +1—6L] > 0.

Como P ¢ um difeomorfismo C? e g é compacta podemos encontrar uma faixa S C X
contendo 7y em seu interior, onde P esta bem definida e todas as entradas de [DP(pq, ap)]y sdo
estritamente positivas.

Entdo, pelo Lema 6.1, o conjunto dos pontos limites L(P) C S tem decomposi¢do dominada
e contém 7o, desde que h(0) = 0.

]

Este resultado nos guiard a construir exemplos de bilhar nao-eldstico em ovais com conjunto
limite tendo decomposicdo dominada e suportando uma rotacdo racional ou uma rotacgdo

irracional ( pecas do tipo Z ou R do Teorema de Pujals-Sambarino).

6.5.1 Exemplos

Exemplo 6.2. (Circulo) O exemplo mais simples de bilhar cléssico com curva rotacional
invariante é o circular.

Sabemos que a aplicacdo de bilhar no circulo é linear e é dada por

B(po, a0) = (¢o + 200, ap)-

Seu espago de fase [0,27) x (0,7) é folheado por curvas rotacionais invariantes horizontais e a
dindmica de cada uma delas é simplesmente uma rotacao de 2ay.

Consideremos um curva invariante 7o, definida por a = g(¢) = B5. Em v, ¢' =0, R; = R (
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o raio do circulo) e sen a; = sen 3, 0 que implica

+ 90)
/

(1-g1)
(1-g}) 0

=l1el=1.
(1-1-90) e

lo = Rysenaq = Rsen 3, = Ry sen ag
Fixemos I, um intervalo fechado com 0 em seu interior e contido em (=SB, 7 — 3y), e
h: I — R contragdo estritamente crescente e C? tal que h(0) =0 e 0 < h'(0) < 1.

A aplicacdo do bilhar nao-elastico P é definida na faixa [0,27) x {I + 3,} por

P(po, ag) = (0 + 2a0, ag — h(an — Bp))

Pelo Teorema 6.2, existe uma faixa compacta S, contendo vy em seu interior, e tal que P |g
¢ um difeomorfismo C2, L(P |g) contém 7o e tem decomposi¢io dominada. Entdo existem
constantes B_ e B, , 0 < B_ < By < B4 < 7 tal que a faixa W = [0,2n) x [B_, B,] estd contida

em S e contém 7 em seu interior.

-~
il

i

Figura 6.10: Curva rotacional invariante.

Denotemos (g, ) = P™(¢o, ). Temos que para a1 < ay, < By, d(am, By) — 0. Logo
an — By, quando n — co. Além disso, observemos que P |,,= (w0 + 280, @0 — h(By — By)) =
(¢0 + 2By, o). Logo, a aplicagio restrita P |, ¢ apenas uma rotagdo de angulo 2/3,,.

Se % é racional entdo g é uma curva simples, fechada, composta por pontos periédicos de
mesmo periodo. Enquanto que, se % é irracional entao é uma curva simples, fechada, suportando
uma rotacdo irracional.

Com isso, temos um exemplo de um difeomorfismo definido em uma faixa W cujo conjunto
de pontos limites tem decomposicao dominada e é composto por uma peca do tipo Z ou R do

Teorema de Pujals-Sambarino.

Exemplo 6.3. (Elipse)
Um exemplo similar ao do circulo é dado pela elipse. Consideremos uma elipse I' com
excentricidade € e eixo memnor com comprimento igual a 1. Sabemos que seu raio de curvatura é
dado por
a(l —€?)
(1 —€e2sen? p)

R =

3
2
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entao

e, consequentemente,

1
V1i-e2<R< ——.
)
A aplicacao de bilhar classico associada, B : [0,27) x (0,7) + [0,27) x (0,7), & integravel e
sua integral primeira é dada por

2 2 2
COS™ &@ — €~ COS SO
F(p,a) =

1—€2cosp
Sabemos que cos? o < 1 entdo cos

2 2
Além disso,

a—e?cos? o < 1—¢?cos? g e, consequentemente, Fy < 1.

P —e? cos? g —€? —é?
07 T 2 cos I eolon 1_e
€= cos® o €% cos® g €
Logo,
—€?

— < F 1.
(1—62)< 0 <

Se 0 < Fp < 1, o conjunto de nivel consiste de duas curvas rotacionais invariantes, analiticas
e simétricas, a mais baixa contida em [0,27) x (0, 5) e a superior em [0,27) x (5, 7).

Para um Fy fixo, tal que 0 < Fy < 1, consideremos g a curva rotacional invariante
inferior em F(p,a) = Fy (0 caso superior ¢ andlogo). Como Fy = cos” ae?
Fo(1 — €% cos? ¢) = cos?

cos? ¢
(0 62

—eZcosZ temos que
cos? e, portanto,

2o =Fy — Fye? cos® o + €% cos® ¢

=Fy + (1 — Fy)e® cos® .

COS

Assim,

cosa = \/Fy+ (1 — Fy)e? cos? ¢ ja que a € (0,7)

Como cos? a+sen? a = 1 temos que sen? o = 1—Fy—(1—Fp)e? cos? o = (1—Fp)(1—€% cos? ).
Logo, para qualquer (¢, ) € 7,

V(1= Fy)(1—e2) <sena < /1 - F.

Sabendo que \/(1 —Fy)(1—€?) <senq; <+1—-—Fyevl—€e<R; < ﬁ, obtemos

VI—F
(1—e*)y/1—Fy < Rijsenq; < -0

- 1-e
Logo,
lo _ (1+ af)?Rysen g < 1+ap)?(1-EWV1T—F (1+a})? (1— &)
i (1—-a))?Rosenag — (1 —of)? (11—1;31 (1—aof)?
—€
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Derivando (6.7), com respeito a ¢, obtemos

sen(20)a’ = (1 — Fy)e® sen(2¢p).

us
AR

méximo em ¢ = 0 e um minimo em ¢ = 5. Uma vez que, em ¢ = 0, cos?a = Fy+ (1 — Fy)e? e,

Dessa forma, teremos que o = 0 se, e somente se, ¢ = 0 .. Com isso, encontramos um

em ¢ = 73, cos’a = Fy.

Portanto,
VFy <cosa < /Fy+ (1 — Fp)e. (6.8)
Como sen? a = 1 — cos? a, segue que (1 — Fy)(1 —€?) < sen? a < 1— F e, consequentemente,

V(1= Fy)(1 —e2) <sena < /1 - F. (6.9)

Por (6.8) e (6.9), temos

2v/For/(1 — Fo)(1 — €2) < 2senacosa < 2v/1 — Fy/Fy + (1 — Fp)e2.

Como 2senacosa =sen(2a) e o = encontramos
sen(2a) ’

(1 — Fy)e?sen(2¢)

o < (1 — Fy)e? sen(2¢)
2¢/(1 — Fp)(Fo + (1 — Fp)e?)

T T 2yR(1-F)(1-€?)

e, entao,
B (1 — Fy)e? o < (1 — Fp)e?
2/(1-Fo)(Fo+(1—-Fo)e?) =~ 2(/R(1—F)(1-€)
Com isso,
(1-Fy)e / (1-Fy)e
RPN/ Gy oy s v R R W) ox sy sy

- (1— Fp)e? cl-o <14 (1— Fp)e? _
2\/Fo(1 — Fp)(1 - €?) 2\/(1 — Fo)(Fo + (1 — Fo)e?)

Por fim, temos

l 14 ah\?
02< +a9> (1 —€*)?

1 1—-0af
1_ (1—Fp)e? 2
< 2¢/(1=Fo) (Fo+(1—Fb)e?) (1- )2
1+ (1—Fp)e?
2¢/(1-Fo)(Fo+(1—Fp)e?)

Fy+ (1 — Fo
Fy+ (1 — Fo

_ (2\/(1 — Fp)

— €’) — (1—F0)62>2(1—62)2
2\/(1 - F) .

( )
( @) + (1 - Fy)e?
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Entao, podemos tomar

I = (2\/(1 — Fo)(Fo+ (1 - Fo)e?) — (1 = F0)62>2 (1—¢%)?
S\ 2V - F)(F + (1= Fp)é®) + (1 — Fy)e? '

A aplicacdo de bilhar nao-elastica associada é dada por

P(po, ) = (¢1,a1 — h(a1 — g(e1)))

onde a contracdo h : I — R é uma fungdo arbitréria C?, satisfazendo h(0) = 0e 0 < 1-1 < h/(0),
e I é um intervalo fechado contendo 0 em seu interior.

Entao, pelo Teorema 6.2, deve existir uma faixa compacta S, contendo 7y, tal que P |g é um
difeomorfismo C? e L(P |g) tem decomposi¢do dominada.

Portanto, P é um difeomorfismo C? cujo conjunto de pontos limites tem decomposicio

dominada e é composto por pecas do tipo Z ou R do Teorema de Pujals-Sambarino.

Figura 6.11: Espago de fase de um bilhar nao-elastico eliptico.
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