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Resumo

Neste trabalho mostramos que qualquer álgebra serial truncada é derivadamente equi-

valente a uma álgebra de incidência de posets. Usamos este resultado para generalizar

o resultado de Happel e Seidel sobre a classi�cação de álgebras de Nakayama truncadas

hereditárias por partes para a classe de álgebras seriais à direita que são colagens, em

seus respectivos poços, de álgebras hereditárias e álgebras truncadas com carcases
−→
An

e
−→
Dn.

Palavras Chave: Categorias derivadas. Álgebras seriais truncadas. Álgebras de inci-

dência de posets.
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Abstract

In this work we show that any truncated serial algebra is derived equivalent to an

incidence algebra on a poset. We have used this result to generalize the result of

Happel and Seidel about the classi�cation of piecewise hereditary truncated Nakayama

algebras to the class of right serial algebras that are collages, in their respective sinks,

of hereditary algebras and truncated algebras with quivers
−→
An and

−→
Dn.

Keywords: Derived categories. Truncated serial algebras. Incidence algebras on po-

sets.
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Introdução

Neste trabalho consideraremos que k é um corpo algebricamente fechado e Λ é uma

k-álgebra associativa, básica, conexa e de dimensão �nita. Denotaremos a categoria

dos Λ-módulos à direita por Mod Λ e a categoria dos Λ-módulos à direita �nitamente

gerados por mod Λ.

O Teorema de Morita nos diz que dada uma álgebra Λ, ao identi�carmos um Λ-

módulo P que seja projetivo, gerador e �nitamente gerado teremos uma equivalência

entre as categorias de módulos sobre Λ e EndΛ(P ). Neste caso, dizemos que Λ e

EndΛ(P ) são Morita-equivalentes. Um Λ-módulo P que satisfaz as condições de ser

projetivo, gerador e �nitamente gerado é chamado de progerador.

A Teoria da Inclinação (veja, por exemplo, [35]) pode ser vista como uma generali-

zação da Teoria de Morita. Um Λ-módulo T é dito um Λ-módulo inclinante se satisfaz

as seguintes condições: (1) T tem dimensão projetiva ≤ 1; (2) Ext1Λ(T, T ) = 0; e (3)

existe uma sequência exata curta 0 → ΛΛ → T ′
Λ → T ′′

Λ → 0 com T ′, T ′′ na subcatego-

ria add(T ). Se T é um Λ-módulo inclinante que não é progerador então as categorias

de módulos sobre Λ e EndΛ(T ) não são equivalentes, mas existem equivalências entre

certas subcategorias de mod Λ e mod EndΛ(T ). Para mais detalhes veja a Seção V I.2

do livro [5].

Happel mostrou que categorias derivadas são invariantes na teoria da inclinação, ou

seja, se Λ é uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo algebricamente fechado e

T é um Λ-módulo inclinante então as categorias derivadas Db(Λ) e Db
(
EndDb(Λ)(T )

)
são equivalentes como categorias trianguladas. Rickard em [55] estendeu a noção de

módulo inclinante para complexo inclinante e assim generalizou o Teorema de Happel.

De acordo com seu principal resultado, dadas duas k-álgebras Γ e Λ, suas categorias

derivadas Db(Γ) e Db(Λ) são equivalentes como categorias trianguladas se, e somente
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se, Γ é isomorfo a EndDb(Λ)(T ), onde T é um objeto de Kb(proj Λ) que satisfaz duas

condições: (1) HomDb(Λ)(T, T [i]) = 0 para todo i ̸= 0; e (2) add(T ) gera Kb(proj Λ)

como categoria triangulada. Essa se tornou a de�nição de complexo inclinante, e este

teorema muitas vezes é descrito como Teorema de Morita para categorias derivadas.

O Teorema de Rickard é uma das principais ferramentas para se tentar resolver

o problema de classi�car as álgebras a menos de equivalência derivada. Uma classe

importante de álgebras de dimensão �nita para as quais a descrição de suas respectivas

categorias derivadas é bem conhecida é a classe das álgebras hereditárias (veja [30]).

Happel mostrou em seu artigo [31] que se H é uma k-categoria hereditária, abeli-

ana, conexa, com espaços de mor�smos e extensões de dimensão �nita, e com algum

objeto inclinante então ela é derivadamente equivalente amod H para alguma k-álgebra

hereditária de dimensão �nita H (neste caso dizemos que H é do tipo módulos) ou deri-

vadamente equivalente à categoria de feixes coerentes coh X para alguma reta projetiva

com pesos X (neste caso dizemos que H é do tipo feixes). Veja mais detalhes sobre a

categoria dos feixes coerentes na Subseção 1.2.2.

De acordo com Geigle e Lenzing em [27] e [28], temos uma equivalência derivada

entre a categoria dos módulos sobre uma álgebra canônica e a categoria de feixes co-

erentes sobre uma reta projetiva, ou seja, temos a seguinte equivalência triangulada:

Db(coh X(p, λ)) ∼= Db(mod C(p, λ)).

Dizemos que a álgebra Λ é hereditária por partes (veja [30] e [34]) se existe uma

categoria hereditária, abeliana, com espaços de mor�smos e extensões de dimensão

�nita, e com objetos inclinantes H tal que as categorias derivadas limitadas Db(Λ) e
Db(H) são equivalentes como categorias derivadas.

Uma classe de álgebras hereditárias por partes que podemos citar é a classe das

álgebras inclinadas iteradas. Assem e Happel, no ano de 1981 (veja [4]), classi�caram

as álgebras inclinadas iteradas do tipo An. A classi�cação das álgebras inclinadas

iteradas do tipo Ãn foi dada por Assem e Skowronski no ano de 1987 (veja [6]). Keller

em 1991 (veja [42]) classi�cou as álgebras hereditárias por partes do tipo Dn. Zacharia

juntamente com Happel, em [39], deram uma caracterização homológica das álgebras

hereditárias por partes em 2008. A classi�cação de álgebras inclinadas iteradas do tipo

E6 foi feita por Happel em seu trabalho sobre conjuntos de inclinação em cilindros [29], e

Roggon completou os casos Ep para p = 6, 7, 8, por meio de de invariantes atribuídos às
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álgebras [58]. Marcos e Moreira, em [53] apresentaram um estudo sobre as álgebras de

incidência que são hereditárias por partes, descrevem o carcás com relações das álgebras

de incidência hereditárias por partes (PHIA) do tipo Dynkin e introduzem uma nova

família de álgebras de incidência hereditárias por partes do tipo Dynkin extendido.

Como k é um corpo algebricamente fechado, uma k-álgebra hereditária básica de

dimensão �nita H é dada como a álgebra de caminhos k
−→
∆ sobre o corpo k de um

carcás �nito
−→
∆ sem ciclos orientados. Chamaremos então

−→
∆ de tipo hereditário desta

álgebra, ou simplesmente∆ (o grafo subjacente de
−→
∆) caso∆ seja uma árvore e também

chamaremos de Xp1,...,pt o tipo hereditário desta álgebra, caso ela seja hereditária por

partes do tipo feixes.

Para n ≥ 1 e m ≥ 4 de�nimos os seguintes carcases orientados linearmente do tipo

An e Dm.
−→
An : 0 1oo . . .oo n− 1oo

−→
Dm : 0 1oo . . .oo m− 3oo m− 2oo

m− 1

gg

Vamos denotar por Λ(n, r) (respectivamente, ∆(m, r)) a álgebra r-truncada (ou seja,

quocientada pelo ideal gerado por todos os caminhos de comprimento r) com carcás
−→
An (respectivamente,

−→
Dm). Denotaremos por An (respectivamente, Dm) o grafo

subjacente ao carcás
−→
An (respectivamente,

−→
Dm).

Sejam Γ1, . . . ,Γt grafos sem ciclos. Fixando em cada um destes grafos um vér-

tice, que chamaremos de vértice especial de Γi, denotaremos por [Γ1, . . . ,Γt] o grafo

que possui subgrafos Υ1, . . . ,Υt que satisfazem as seguintes propriedades: (1) Υi é

isomorfo a Γi para todo i; (2) ∪
1≤i≤t

Υi = [Γ1, . . . ,Γt]; (3) Para todo i ̸= j temos

Υi ∩ Υj = {elemento especial de Υi}. Chamamos o grafo [Γ1, . . . ,Γt] de colagem

dos grafos Γ1, . . . ,Γt por seus vértices especiais. No caso de uma colagem dos grafos

Γi ∈ {An,Dn}, o vértice especial �xado será o vértice 0.

Usaremos Tp1,p2,p3 para denotar o grafo [Ap1 ,Ap2 ,Ap3 ]. Quando não houver risco

de confusão, denotaremos Tp1,p2,p3 simplesmente por Tp1p2p3 (veja página 28 para mais

detalhes). Exemplos bem conhecidos destes grafos são os Diagramas de Dynkin: E6 =

T233, E7 = T234 e E8 = T235; e os Diagramas de Dynkin estendidos: Ẽ6 = T333,
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Ẽ7 = T244 e Ẽ8 = T236.

Happel e Seidel, em seu artigo [36], classi�caram as álgebras hereditárias por partes

para uma classe especial de álgebras de Nakayama, aquelas de carcás sem ciclos e

truncadas, ou seja, álgebras de caminhos sobre o carcás linear
−→
An quocientadas pelo

ideal gerado por todos os caminhos de um determinado comprimento r. Os resultados

foram agrupados na Tabela 1.1, que informa se determinada álgebra de Nakayama é

ou não hereditária por partes. Quando tal álgebra é hereditária por partes, a tabela

também apresenta o tipo hereditário desta álgebra.

Para a realização deste trabalho nos inspiramos neste último artigo [36] e generali-

zaremos seus resultados para a classe de álgebras seriais à direita que são colagens, em

seus respectivos poços, de álgebras hereditárias e álgebras truncadas com carcases
−→
An

e
−→
Dn. Para isso, usaremos uma equivalência derivada entre álgebras seriais truncadas

e álgebras de incidência de posets.

O seguinte teorema pode ser visto como uma primeira generalização para os resul-

tados de [36]. Para detalhes, veja Seção 4.2.1.

Teorema 1. ∆(n, r) é hereditária por partes se, e somente se, Λ(n−1, r) é hereditária
por partes do tipo módulos.

Apresentaremos também uma classi�cação de álgebras obtidas pela colagem de ál-

gebras seriais, podendo cada uma delas ser truncada por um comprimento diferente das

demais.

De�na os seguintes conjuntos de álgebras:

Ω := {Λ(n, r) | Λ(n, r) é hereditária por partes do tipo módulos} ∪
∪ {∆(7, 3),∆(9, 4),∆(n, r) | n− r = 1 ou r = 2} ∪
∪ {Λ | Λ é hereditária serial à direita};

Ω1 := {Λ(r + 4, r) | r ≥ 7} ∪ {∆(r + 4, r) | r ≥ 5};
Ω2 := {Λ | Λ = Λ(n, r) ou Λ = ∆(n, r) e Λ é hereditária por partes} \ Ω ∪ Ω1.

Teorema 2. Seja Λ = Λ(Λ1, . . . ,Λt) uma colagem, em seus respectivos poços, dos

seguintes tipos de álgebras: álgebras seriais truncadas com carcases
−→
An ou

−→
Dn ou
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álgebras seriais à direita hereditárias. Então Λ é hereditária por partes se, e somente

se, uma das seguintes condições é satisfeita.

(1) t é qualquer e Λi ∈ Ω para todo i ∈ {1, . . . , t};

(2) t = 1 e Λ1 ∈ Ω1 ∪ Ω2;

(3) t = 2, Λ1 ∈ Ω2 e Λ2 = k
−→
A k para algum k ≥ 2.

No primeiro capítulo apresentamos alguns resultados preliminares que ajudarão na

compreensão de todo o restante do trabalho, como por exemplo as mutações de posets,

que são generalizadas na subseção 1.5.3.

No segundo capítulo introduzimos os complexos inclinantes e demonstramos o se-

guinte teorema.

Teorema 3. Toda álgebra serial sem ciclos truncada é derivadamente equivalente a

uma álgebra de incidência de posets.

Lenzing e de la Peña, em [51], introduziram as famílias dos posets Bn e Cn, cujos

grafos subjacentes têm um importante papel na teoria das singularidades. Veja [26] para

a primeira aparição destes grafos e [24] para um livro-texto mais recente. No Capítulo

3, introduzimos os posets B(n,m) e C(n,m), que são generalizações dos diagramas

Bn = B(n, 0) e Cn = C(n, 0), e introduzimos também os posets C1(n),D(n,m) eD1(n).

Neste mesmo capítulo mostramos que as álgebras de incidência dos posets B(n,m),

C(n,m) e C1(n) (respectivamente, D(n,m) e D1(n)) são derivadamente equivalentes

às álgebras truncadas com carcás
−→
A k (respectivamente,

−→
D l). Veja Teoremas 3.8 e

3.10. Ainda no Capítulo 3, introduzimos as colagens de posets por um vértice maximal

�xado. Classi�camos as álgebras de incidência de colagens que são hereditárias por

partes, identi�cando seus tipos hereditários, no caso de posets do tipo C(n,m), C1(n),

D(n,m), D1(n) e posets cujo diagrama de Hasse é uma árvore.

No Capítulo 4, classi�camos os tipos hereditários de álgebras seriais à direita que

são colagens, em seus respectivos poços, de álgebras hereditárias e álgebras truncadas

com carcases
−→
An e

−→
Dn. As tabelas a seguir reúnem os resultados do Capítulo 4. Cada
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entrada das tabelas foi preenchida com o tipo hereditário da álgebra Λ(n, r) ou ∆(n, r)

ou com um traço no caso em que elas não são hereditárias por partes. As células

preenchidas com a cor verde representam as álgebras pertencentes ao conjunto Ω. As

células preenchidas com a cor amarela representam as álgebras que, quando coladas

com k
−→
A k para algum k ≥ 2 ainda são hereditárias por partes, mas quando coladas com

qualquer álgebra diferente de k
−→
A k deixam de ser hereditárias por partes. As células

preenchidas com a cor vermelha representam as álgebras Λi tais que a colagem Λ(Λi,Λj)

é hereditária por partes se, e somente se, Λj = k
−→
A 1 e, neste caso, Λ(Λi,Λj) ≃ Λi.

Tabela 1: Os possíveis tipos hereditários de Λ(n, r)
H
HHH

HHr
n-r

1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10 A11 . . .
3 D4 D5 E6 E7 E8 Ẽ8 X236 X237 - . . .
4 D5 E6 E7 Ẽ7 X244 X245 - - - . . .
5 D6 E7 E8 Ẽ8 T237 - - - - . . .
6 D7 E8 Ẽ8 X236 X237 - - - - . . .
7 D8 Ẽ8 T237 X237 - - - - - . . .
8 D9 T237 T238 X238 - - - - - . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

Tabela 2: Os possíveis tipos hereditários de ∆(n, r)
HHH

HHHr

n-r
2 3 4 5 6 7 8 . . .

2 D4 D5 D6 D7 D8 D9 D10 . . .
3 D̃4 D̃5 [D4,A2,A3] [D5,A2,A3] [D6,A2,A3] [D7,A2,A3] - . . .
4 T2223 [D4,A2,A3] [D5,A2,A3] [D5,A2,A4] - - - . . .
5 T2224 [D4,A2,A4] [D6,A2,A3] [D7,A2,A3] [D8,A2,A3] - - . . .
6 T2225 [D4,A2,A5] [D7,A2,A3] - - - - . . .
7 T2226 [D4,A2,A6] [D8,A2,A3] - - - - . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Categorias derivadas

Nesta seção apresentamos a de�nição de categorias derivadas e alguns resultados que

auxiliarão na compreensão do nosso estudo.

1.1.1 Localização de categorias

Seja A uma categoria e S uma classe arbitrária de mor�smos em A. Indicamos o

livro de Milicic [54] para conhecer a construção da categoria A[S−1], que é chamada de

localização de A com respeito a S, e também para a demonstração do seguinte teorema.

Teorema 1.1. Dadas uma categoria A e uma classe arbitrária de mor�smos S em A,
existe uma categoria A[S−1] e um funtor Q : A −→ A[S−1] tal que:

(i) Q(s) é um isomor�smo para todo s ∈ S;

(ii) Dados uma categoria B e um funtor F : A −→ B tais que F (s) é um isomor�smo

para todo s ∈ S, então o funtor F se fatora unicamente por Q, isto é, existe um

único funtor G : A[S−1] −→ B tal que F = G ◦Q.

Além disso, a categoria A[S−1] é única a menos de equivalência.

Sendo S uma classe arbitrária de mor�smos, é difícil dizer algo sobre a localização

de A com respeito a S. Para lidar com este problema, trabalhamos com uma classe

especial de mor�smos.
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Uma classe de mor�smos S em A é dita uma classe de localização quando satisfaz

as seguintes propriedades:

(LC1) Para cada objeto M ∈ A, o mor�smo identidade idM de M está em S.

(LC2) Se s e t são mor�smos em S e existe a composição s ◦ t, então s ◦ t ∈ S.

(LC3a) Para todo par de mor�smos f : M −→ N e s : L −→ N , com s ∈ S, existe

outro par de mor�smos g : K −→ L e t : K −→ M , com t ∈ S, de forma que

f ◦ t = s ◦ g, ou seja, o seguinte diagrama comuta

K
g //

t
��

L

s
��

M
f
// N .

(LC3b) Para todo par de mor�smos f : K −→ L e s : K −→ M , com s ∈ S, existe

outro par de mor�smos g : M −→ N e t : L −→ N , com t ∈ S, de forma que

t ◦ f = g ◦ s, ou seja, o seguinte diagrama comuta

K
f //

s
��

L

t
��

M g
// N .

(LC4) Considere dois mor�smos f, g :M −→ N em A. Então existe um mor�smo s ∈ S
tal que s ◦ f = s ◦ g se, e somente se, existe t ∈ S tal que f ◦ t = g ◦ t.

1.1.2 Categorias trianguladas

As de�nições desta subseção foram retiradas do livro [54], cuja leitura é indicada para

mais detalhes.

Seja C uma categoria aditiva. Seja T : C → C um funtor aditivo que é um automor-

�smo da categoria C. Chamaremos T de funtor translação na categoria C. Se X é um

objeto de C, usaremos a notação Tn(X) = X[n] para qualquer n ∈ Z.
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Um triângulo em C é um diagrama

X −→ Y −→ Z −→ T (X).

Um mor�mos de triângulos é um diagrama comutativo

X //

u

��

Y //

v

��

Z //

w

��

T (X)

T (u)
��

X ′ // Y ′ // Z ′ // T (X ′)

Um mor�smo de triângulos é um isomor�smo de triângulos se u, v e w são isomor�smos.

A categoria C é uma categoria triangulada se é equipada com uma família de triân-

gulos chamados triângulos distinguidos que satisfazem as seguintes propriedades:

(TR1.a) Qualquer triãngulo isomorfo a um triângulo distinguido é um triângulo distin-

guido.

(TR1.b) Para qualquer objeto X ∈ C, o triângulo X
idX // X // 0 // T (X) é um

triângulo distinguido.

(TR1.c) Para qualquer mor�smo X → Y em C, existe um triângulo distinguido

X
f // Y // Z // T (X).

(TR2) O triângulo X
f // Y

g // Z
h // T (X) é um triângulo distinguido se, e so-

mente se, o triângulo Y
g // Z

h // T (X)
−T (f) // T (Y ) é um triângulo distin-

guido.

(TR3) Seja

X //

u

��

Y //

v

��

Z // T (X)

T (u)
��

X ′ // Y ′ // Z ′ // T (X ′)

um diagrama cujas linhas são compostas por triângulos distinguidos e tal que o

primeiro quadrado é comutativo. Então existe um mor�smo w : Z → Z ′ tal que
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o diagrama

X //

u

��

Y //

v

��

Z //

w

��

T (X)

T (u)
��

X ′ // Y ′ // Z ′ // T (X ′)

é um mor�smo de triângulos distinguidos.

(TR4) Sejam f , g e h = g ◦ f mor�smos em C. Então o diagrama

X
f //

idX
��

Y
a //

g

��

Z ′ // T (X)

T (idX)

��
X

h //

f

��

Z
b //

idZ
��

Y ′ // T (X)

T (f)

��
Y

g // Z
c // X ′ // T (Y )

cujas linhas são compostas por triângulos distinguidos pode ser completado para

o diagrama

X
f //

idX
��

Y
a //

g

��

Z ′ //

u

��

T (X)

T (idX)

��
X

h //

f

��

Z
b //

idZ
��

Y ′ //

v

��

T (X)

T (f)

��
Y

g //

a

��

Z
c //

b
��

X ′ //

idX′
��

T (Y )

T (a)
��

Z ′ g // Y ′ c // X ′ // T (Z ′)

onde todas as quatro linhas são compostas por triângulos distinguidos e as �echas

verticais são mor�smos de triângulos.

Sejam C e D duas categorias trianguladas. Um funtor aditivo F : C → D é dito

graduado se

(FT1) T ◦ F é isomorfo a F ◦ T .

Um funtor graduado F : C → D é dito exato se

(FT2) F manda triângulos distinguidos em triângulos distinguidos.
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Duas categorias trianguladas C e D são ditas equivalentes como categorias triangu-

ladas se existem funtores exatos F : C → C e G : D → C que realizam uma equivalência

entre C e D.

1.1.3 Categoria de complexos e categoria homotópica

Seja A uma categoria aditiva. Um objeto graduado de A é uma família de objetos

X = (Xn;n ∈ Z), onde cada Xn é um objeto de A. O objeto Xi é chamado de

componente homogênea de X de grau i.

Um complexo (ou, equivalentemente, complexo de cadeia) sobre A é um par (X, dX)

formado por um objeto graduado de A e uma família de mor�smos dX = (dnX ;n ∈ Z)

onde dnX : Xn −→ Xn+1 são tais que dnX ◦ d
n−1
X = 0 para todo n ∈ Z. Podemos

visualizar o complexo (X, dX) pelo diagrama

· · · // Xn−1
dn−1
X // Xn

dnX // Xn+1 // · · · .

Sejam (X, dX) e (Y, dY ) dois complexos sobre A. Um mor�smo de complexos f :

(X, dX) −→ (Y, dY ) é uma família de mor�smos f = (fn;n ∈ Z) que satisfaz a igualdade

fn+1 ◦ dnX = dnY ◦ fn para todo n ∈ Z, ou seja, faz o seguinte diagrama comutar:

· · · // Xn−1
dn−1
X //

fn−1

��

Xn
dnX //

fn

��

Xn+1 //

fn+1

��

· · ·

· · · // Y n−1

dn−1
Y

// Y n
dnY

// Y n+1 // · · ·

.

A categoria de complexos sobre A é a categoria que tem como objetos os complexos

sobre A e que tem os mor�smos de complexos como mor�smos. Denotamos tal categoria

por C(A).

Uma subcategoria plena de A é uma subcategoria B tal que

HomB(X,Y ) = HomA(X,Y )

para quaisquer objetos X,Y ∈ B.

Dizemos que um complexo X é limitado abaixo (respectivamente limitado acima)
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se existe n0 ∈ Z tal que Xn = 0 para todo n < n0 (respectivamente Xn = 0 para todo

n > n0). O complexo X é dito limitado se for limitado acima e abaixo. Denotamos por

C−(A) (respectivamente C+(A) e Cb(A)) a subcategoria plena de C(A) formada pelos

complexos limitados abaixo (respectivamente limitados acima e limitados).

De agora em diante usaremos apenas a notação C∗(A) para representar qualquer

uma das categorias acima.

Sejam f, g : X −→ Y dois mor�smos em C(A). Dizemos que f é homotópico a g

se existe uma família de mor�smos (hn;n ∈ Z), com cada hn : Xn −→ Y n−1, tal que

fn − gn = dn−1
Y ◦ hn + hn+1 ◦ dnX .

· · · // Xn
dnX //

gn

��
fn

��

hn

{{

Xn+1 //

hn+1{{

· · ·

· · · // Y n−1

dn−1
Y

// Y n // · · ·

A família de mor�smos (hn;n ∈ Z) é chamada de homotopia. Em particular, se

o mor�smo g é o mor�smo zero, podemos dizer que f é homotópico a zero. É fácil

veri�car que a relação de homotopia é uma relação de equivalência.

A partir das observações acima, podemos de�nir a categoria homotópica K(A) como

sendo a categoria que tem como objetos os mesmos objetos da categoria C(A) e cujos

mor�smos são as classes de equivalência dos mor�smos em C(A) módulo homotopia.

De maneira análoga, de�nimos as categorias homotópica limitada abaixo, homotópica

limitada acima e homotópica limitada, que são denotadas respectivamente por K−(A),
K+(A), e Kb(A). Também usaremos a notação K∗(A) para nos referir a qualquer uma

das categorias acima.

Assuma agora que A é uma categoria abeliana. Para p ∈ Z e X em C(A) de�nimos

Hp(X) = ker(dpX)/im(dp−1
X ) em A. Se f : X −→ Y é um mor�smo de complexos então

fp(ker(dpX)) ⊂ ker(d
p
Y ) e f

p(ker(dp−1
X )) ⊂ ker(dp−1

Y ), e portanto f induz um mor�smo

Hp(f) : Hp(X) −→ Hp(Y ). Assim, Hp : C(A) −→ A é um funtor chamado de funtor

de cohomologia. Claramente os funtores Hp para p ∈ Z são aditivos.

Um mor�smo f : X −→ Y em C∗(A) é dito um quase-isomor�smo se tivermos que

Hp(f) : Hp(X) −→ Hp(Y ) é um isomor�smo para todo p ∈ Z.

Seja S∗ a classe de todos os quase-isomor�smos de K∗(A). A�rmamos que a classe
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S∗ é uma classe de localização compatível com a triangulação. Para a demonstração de

tal fato sugerimos consultar Milicic [54].

A localização da categoria K∗(A) com relação à classe S∗ é chamada de categoria

derivada de A e denotada por D∗(A). Em particular, quando A = mod Λ para alguma

k-álgebra Λ, denotaremos D∗(mod Λ) simplesmente por D∗(Λ).

1.1.4 Teoria de Morita para categorias derivadas

O Teorema de Rickard (veja [55]) é muitas vezes descrito como Teorema de Morita para

categorias derivadas e será apresentado nesta seção. O Teorema de Morita, descrito a

seguir, estabelece uma condição necessária e su�ciente para a equivalência entre duas

categorias de módulos.

Teorema 1.2. Duas categorias de módulos mod Λ e mod Γ são equivalentes se, e

somente se, existe um Λ-módulo �nitamente gerado, projetivo e gerador PΛ (também

chamado de progerador) tal que Γ ∼= End(PΛ).

Happel mostrou que categorias derivadas são invariantes na teoria da inclinação,

ou seja, se Λ é uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo algebricamente fechado

e T é um Λ-módulo inclinante então as categorias derivadas Db(Λ) e Db(End(T )) são
equivalentes como categorias derivadas.

Rickard estendeu a noção de módulo inclinante para complexo inclinante e assim

generalizou o Teorema de Happel. Mas antes de apresentar este resultado precisamos

de mais uma de�nição.

De�nição 1.3. Seja C uma categoria triangulada. Dizemos que uma subcategoria B

gera C como categoria triangulada se não existe uma subcategoria triangulada própria

e plena de C, fechada sobre isomor�smos, que contém B.

Dado um objeto X em uma categoria aditiva qualquer, a subcategoria add(X)

consiste de todos os somandos diretos de somas �nitas de cópias de X. Dada uma

k-álgebra Λ, denotamos por proj Λ a categoria dos Λ-módulos projetivos �nitamente

gerados.

O seguinte teorema é uma consequência imediata do Teorema 6.4 apresentado em

[55].
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Teorema 1.4. Sejam Γ e Λ duas k-álgebras. As seguintes condições são equivalentes:

(a) Db(Γ) e Db(Λ) são equivalentes como categorias trianguladas;

(b) Γ é isomorfa a End(T ), onde T é um objeto de Kb(proj Λ) que satisfaz:

(1) HomDb(Λ)(T, T [i]) = 0 para todo i ̸= 0;

(2) add(T ) gera Kb(proj Λ) como categoria triangulada.

De�nição 1.5. Se T é um objeto de Kb(proj Λ) que satisfaz as condições (1) e (2) no
item (b), dizemos que ele é um complexo inclinante de Λ.

1.2 Algumas classes de álgebras

As seguintes de�nições seguem o livro [5] e este deve ser consultado para mais detalhes.

De�nição 1.6. Um carcás é uma quádrupla Q = Q(Q0, Q1, s, t) tal que Q0 é um

conjunto de vértices, Q1 é um conjunto de �echas entre os vértices de Q0 e s, t são duas

aplicações Q1 −→ Q0 que indicam, respectivamente, a origem e o �m de cada �echa.

Se esquecermos a orientação das �echas de um quiver Q, teremos um grafo associado

Q̄, o qual chamaremos de grafo subjacente a Q.

De�nição 1.7. Dados um carcás Q e um vértice a ∈ Q0 dizemos que a é um poço

(respectivamente, fonte) de Q se não existe �echa α ∈ Q1 tal que s(α) = a (respectiva-

mente, t(α) = a).

De�nição 1.8. Um caminho no carcás Q é uma composição de �echas w = α1α2 . . . αn,

onde αi ∈ Q1 para todo i = 1, . . . , n e s(αi+1) = t(αi) para i = 1, . . . , n − 1. Fixamos

que s(w) = s(α1) e t(w) = t(αn). Se s(w) = a e t(w) = b, então denotaremos

w = (a | α1, . . . , αn | b).

De�nição 1.9. O comprimento de um caminho ℓ(w) é dado pela quantidade de �echas

que aparecem na sua composição.

De�nição 1.10. De�nimos também o conjunto Qn, para n ≥ 2, como sendo o conjunto

de todos os caminhos de comprimento n.
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De�nição 1.11. A álgebra de caminhos kQ de um carcás Q é de�nida como sendo

a k-álgebra cujo k-espaço vetorial subjacente tem como base o conjunto de todos os

caminhos (a | α1, . . . , αn | b) de comprimento n ≥ 0 em Q e tal que o produto de dois

caminhos da base (a | α1, . . . , αn | b) e (c | β1, . . . , βm | d) de kQ é de�nido por

(a | α1, . . . , αn | b)(c | β1, . . . , βm | d) =

 (a | α1, . . . , αn, β1, . . . , βm | d), se b = c

0, se b ̸= c

O produto de elementos da base é então estendido a elementos arbitrários de kQ por

distributividade.

Em outras palavras, existe uma decomposição de kQ em soma direta de k-espaços

vetoriais

kQ = kQ0 ⊕ kQ1 ⊕ · · · ⊕ kQn ⊕ . . .

De�nição 1.12. Dada uma álgebra de caminhos quocientada por um ideal Λ = kQ
I ,

dizemos que Λ é r-truncada se I é o ideal gerado por todos os caminhos de comprimento

r ≥ 2 em kQ, ou seja, se I = ⟨Qr⟩.

Dizemos que um caminho w de Q é um caminho da álgebra Λ = kQ
I se w /∈ I.

De�nição 1.13. Um ideal I de kQ é dito um ideal admissível se existe m ≥ 2 tal que

kQm ⊆ I ⊆ kQ2.

Seja Q um carcás �nito e conexo, I um ideal admissível de kQ e Λ = kQ
I . Vamos

denotar por Pa o módulo projetivo indecomponível eaΛ que corresponde ao vértice

a ∈ Q0. Para cada caminho w do vértice b para o vértice a em Q tal que w /∈ I

denotaremos por w o mor�smo entre Pa e Pb que corresponde à multiplicação à esquerda

por w = w + I.

De�nição 1.14. Sejam Λ uma k-álgebra básica, conexa e de dimensão �nita e {e1, e2, . . . , en}
um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de Λ. O carcás (ordinário)

de Λ, denotado por QΛ é de�nido da seguinte maneira:

(a) Os vértices de QΛ são os números 1, 2, . . . , n} que estão em bijeção com os idem-

potentes e1, e2, . . . , en.
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(b) Dados dois vértices a, b ∈ (QΛ)0, as �echas α : a → b estão em bijeção com os

vetores de uma base do k-espaço vetorial ea(rad Λ/rad2 Λ)eb.

Para mais detalhes, veja a Seção II.3 do livro [5]. Nesta mesma seção pode ser

encontrada a demonstração do Teorema de Gabriel, que enunciamos a seguir.

Teorema 1.15. Seja Λ uma k-álgebra básica, conexa e de dimensão �nita. Existe um

ideal admissível I de kQΛ tal que Λ ∼= kQΛ
I .

1.2.1 Álgebras canônicas

Aqui apresentaremos apenas a de�nição de álgebras canônicas. Para mais detalhes

sugerimos [56] e [57].

Sejam t ≥ 2 e p = (p1, p2, . . . , pt), com pi ∈ Z, pi ≥ 2 para cada i ∈ {1, 2, . . . , t}.
Considere o carcás Q = Q(p1, p2, . . . , pt) representado abaixo:

11
a(1,2) // 12

a(1,3) // . . .
a(1,p1−1) // 1p1−1

a(1,p1)

��

21
a(2,2) // 22

a(2,3) // . . .
a(2,p2−1) // 2p2−1

a(2,p2)
&&

α

a(1,1)

BB

a(2,1)

99

a(t,1)

%%

...
... ω

t1
a(t,2) // t2

a(t,3) // . . .
a(t,pt−1) // tpt−1

a(t,pt)

88

Agora, para t ≥ 3, seja λ = (λ3, . . . , λt) ∈ kt−2 de forma que todos λi são não

nulos e distintos dois a dois. Sem perda de generalidade podemos assumir também

λ3 = 1. Para t = 2, �xamos λ = 0. De�na C(p, λ) como sendo o quociente da álgebra

de caminhos kQ pelo ideal I gerado pelas relações ρi = a(1,1)a(1,2) . . . a(1,p1−1)a(1,p1) +

λia(2,1)a(2,2) . . . a(2,p2−1)a(2,p2)−a(i,1)a(i,2) . . . a(i,pi−1)a(i,pi) para cada i tal que 3 ≤ i ≤ t.

Caso t = 2 consideramos C(p, λ) = kQ. A álgebra C(p, λ) é chamada de álgebra

canônica. Caso t = 3, como podemos assumir λ3 = 1, denotaremos C(p, λ) simples-

mente por C(p1, p2, p3).
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1.2.2 Retas projetivas com pesos

Apresentamos nesta seção uma breve descrição das retas projetivas com pesos e suas

relações com as álgebras canônicas. Para maiores detalhes sobre retas projetivas com

pesos sugerimos [12] e [22].

Seja t ≥ 3. Uma reta projetiva com pesos X = X(p, λ) é dada por uma sequência

de pesos p = (p1, p2, . . . , pt) de inteiros pi ∈ Z, pi ≥ 2 e uma sequência de parâmetros

λ = (λ3, . . . , λt) com cada λi ∈ k não nulo e distintos dois a dois. Sem perda de

generalidade podemos tomar λ3 = 1.

Seja L = L(p, λ) o grupo abeliano gerado pelos elementos x1, x2, . . . , xt módulo

relações pixi = pjxj para todos 1 ≤ i, j ≤ t. Chamamos c = pixi de elemento canônico

de L. O mor�smo grau δ : L −→ Z é dado por xi 7−→ m
pi
, onde m é o menor múltiplo

comum entre p1, p2, . . . , pt.

Seja S = k[X1, X2, . . . , Xt]/I, onde I é o ideal gerado pelas relações ρi = Xp1
1 +

λiX
p2
2 −X

pi
i = 0 para 3 ≤ i ≤ t. De�nido dessa maneira, S é L-graduado com Xi de

grau xi.

Seja modL(S) a categoria dos S-módulos L-graduados �nitamente gerados, e seja

modL0 (S) a subcategoria de modL(S) consistindo dos S-módulos de dimensão �nita.

De�na coh(X) como sendo o quociente modL(S)/modL0 (S). Essa categoria é cha-

mada de categoria de feixes coerentes na reta projetiva com pesos X.

De acordo com Geigle e Lenzing em [27] e [28], temos uma equivalência derivada

entre a categoria canônica (a categoria dos módulos sobre uma álgebra canônica) e a

categoria de feixes coerentes sobre uma reta projetiva.

Teorema 1.16. Temos a seguinte equivalência entre categorias derivadas:

Db(coh X(p, λ)) ∼= Db(mod C(p, λ)).

1.2.3 Extensões por um ponto

Seja Λ uma álgebra associativa, com unidade, de dimensão �nita sobre um corpo k.

A partir de Λ, criaremos uma nova álgebra pelo processo descrito a seguir, chamado

de extensão por um ponto. O "ponto", neste caso, faz referência a um Λ-módulo

que �xamos para construir a extensão. Esse processo é muito útil principalmente em
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argumentos de indução. Os detalhes omitidos nesta subseção podem ser obtidos em

[13] e também em [60].

Cada Λ-módulo pode ser visto como um (k,Λ)-bimódulo kMΛ. Assim podemos

construir uma álgebra de matrizes Λ 0

M k

 =


 a 0

m λ

 ; a ∈ Λ, m ∈M, λ ∈ k


que é chamada de extensão por um ponto de Λ por M e denotada por Λ[M ].

Analogamente, podemos também de�nir a coextensão por um ponto

[M ]Λ =

 k 0

DM Λ


com a multiplicação induzida pela estrutura de Λ-k-bimódulo de

DM = Homk(kMΛ, k)

induzida pela estrutura de k-Λ-bimódulo de kMΛ.

1.2.4 Álgebras de incidência de posets

De�nição 1.17. Um conjunto parcialmente ordenado, ou poset, é um conjunto P com

uma relação binária R ⊆ P × P satisfazendo as seguintes condições:

� Re�exividade: (x, x) ∈ R para todo x ∈ P ;

� Antissimetria: Se (x, y) ∈ R e (y, x) ∈ R então x = y;

� Transitividade: Se (x, y) ∈ R e (y, z) ∈ R então (x, z) ∈ R.

Por simplicidade vamos escrever apenas x ≤ y nos casos em que (x, y) ∈ R e denotare-

mos o poset por (P,≤) ou, mais geralmente, apenas por P .

Dizemos que um poset (P,≤) é �nito se o conjunto P for �nito.

Observação 1.18. Dado um poset �nito P , digamos que |P | = n, então podemos

ordenar os elementos de P em uma sequência x1, . . . , xn de forma que se xi < xj então

i < j para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ n.
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Cada poset (X,≤) pode ser associado a um grafo orientado, que é chamado de

diagrama de Hasse de X. Cada elemento de X está associado a um único vértice de

seu diagrama de Hasse e, dados dois elementos x < y ∈ X tais que não existe um outro

elemento z ∈ X tal que x < z < y então temos uma �echa x −→ y no diagrama.

Por simplicidade, chamaremos de grafo de um poset ao grafo subjacente ao diagrama

de Hasse deste poset.

De�nição 1.19. A álgebra de incidência de um poset �nito (X,≤) sobre um corpo k,

denotada por kX, é de�nida como a álgebra associativa que tem como base o conjunto

{exy : x ≤ y em X}. Para quaisquer x ≤ y e z ≤ w em X, de�nimos a multiplicação

por

exyezw =

 exw, se y = z;

0, caso contrário.

É imediato o fato de que dois posets são isomorfos se, e somente se, suas respectivas

álgebras de incidência são isomorfas.

Ladkani estudou as categorias derivadas de álgebras de incidência de posets e in-

troduziu alguns complexos inclinantes partindo de uma topologia natural relacionada

a estes posets (veja [46] e [47]). Para um texto mais detalhado e em português sugiro

a leitura de [1].

Podemos, naturalmente, associar um poset X a um espaço topológico cujos abertos

são os conjuntos U ⊆ X tais que se u ∈ U e u′ ≥ u então u′ ∈ U . Os subconjuntos

fechados de F ⊆ X são tais que se x ∈ F e x′ ≤ x então x′ ∈ F . Dado x ∈ X,

de�nimos Ux como sendo o subconjunto aberto minimal de X que contém x, ou seja,

Ux = {u ∈ X | u ≥ x}; de�nimos também {x} como sendo o fecho de {x}, ou seja,

{x} = {v ∈ X | v ≤ x}.

Fixando um poset X e tomando um subconjunto fechado Y ⊆ X que tem o aberto

U como complementar em X, podemos de�nir a álgebra AY , que possui como k-base

os elementos

{eyy′ | y ≤ y′} ∪ {eu′u | u′ ≤ u} ∪ {euy | y < u}
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onde y, y′ ∈ Y , u′, u ∈ U . A multiplicação é de�nida por

eyy′ey′y′′ = eyy′′ eu′′u′eu′u = eu′′u

euyeyy′ =

 euy′ , se y′ < u

0, caso contrário.
eu′ueuy =

 eu′y, se y < u′

0, caso contrário.

para y ≤ y′ ≤ y′′ ∈ Y , u′′ ≤ u′ ≤ u ∈ U e todos os outros produtos são nulos.

Exemplo 1.20. Considerande o poset X cujo diagrama de Hasse é dado por

a0 a1oo

��

a2oo a3oo

a4

Tome o subconjunto fechado Y = {a0} = {a0, a1, a2, a3}, cujo complementar aberto é

U = Ua4 = {a4}, então temos que o conjunto

{ea3a3 , ea3a2 , ea3a1 , ea3a0 , ea2a2 , ea2a1 , ea2a0 , ea1a1 , ea1a0 , ea0a0} ∪
{ea4a4} ∪ {ea4a3 , ea4a2 , ea4a1}

é uma k-base da álgebra AY . Logo, a álgebra AY é a álgebra quociente da álgebra de

caminhos sobre o carcás

a0 a1oo a2oo a3oo a4oo

pelo ideal gerado pelo caminho ea4a3ea3a2ea2a1ea1a0 .

De acordo com [46], Proposição 4.5, vale a seguinte equivalência.

Teorema 1.21. Db(kX) ≃der Db(AY ).

O seguinte lema nos dá condições su�cientes para que a álgebra AY seja isomorfa à

álgebra de incidência de um poset. Veja Lema 4.9 em [46].

Lema 1.22. Seja X um poset, Y um subconjunto fechado em X e U o aberto comple-

mentar de Y em X. De�na o conjunto X ′ := U ∪ Y = X e a seguinte relação binária
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(≤′) em X ′:

u′ ≤′ u⇐⇒ u′ ≤ u; y ≤′ y′ ⇐⇒ y ≤ y′; u <′ y ⇐⇒ y < u

para u, u′ ∈ U e y, y′ ∈ Y . Então ≤′ é uma relação de ordem parcial se, e somente se,

a seguinte condição for válida:

Sempre que y ≤ y′ ∈ Y , u′ ≤ u ∈ U e y < u, temos que y′ < u′.

Se esta condição for válida, então a álgebra AY é isomorfa à álgebra de incidência

de (X ′,≤′).

1.2.5 Álgebras seriais e álgebras de Nakayama

Nesta seção apresentaremos as álgebras de Nakayama, que alguns autores também

chamam de álgebras unisseriais generalizadas (veja [25]). Para detalhes omitidos, suge-

rimos a consulta de [5], Capítulo 5. As álgebras de Nakayama têm uma particularidade

interessante, são sempre de representação �nita.

Seja Λ uma k-álgebra. Dado um Λ-módulo à direita de dimensão �nita M existe

uma cadeia 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mm = M de submódulos de M tais que Mi+1

Mi
é

um módulo simples para todo i = 0, 1, . . . ,m − 1. Chamamos esta cadeia de série de

composição de M .

De�nição 1.23. Um Λ-módulo à direita M é dito unisserial se possui uma única série

de composição. Uma álgebra Λ é dita serial à direita se todo Λ-módulo à direita

indecomponível projetivo for unisserial. Uma álgebra Λ é dita serial à esquerda se todo

Λ-módulo à esquerda indecomponível projetivo for unisserial.

De�nição 1.24. Uma álgebra Λ é chamada de álgebra de Nakayama se for serial à

direita e à esquerda.

Lema 1.25. Uma álgebra Λ é serial à direita se, e somente se, para todo módulo à

direita projetivo indecomponível P o módulo radP/rad2P é simples ou zero.

Teorema 1.26. Uma k-álgebra básica Λ é serial à direita se, e somente se, para todo

vértice a de seu carcás QΛ, existe no máximo uma �echa que começa em a.

Teorema 1.27. Uma álgebra básica e conexa Λ é uma álgebra de Nakayama se, e

somente se, seu carcás QΛ é um dos dois a seguir:
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(a)

0 1 2 n−2 n−1
◦ ◦α1oo ◦α2oo · · ·oo ◦oo ◦

αn−1oo

(b)

0 1 2 n−2 n−1
◦

α0

44◦α1oo ◦α2oo · · ·oo ◦oo ◦
αn−1oo

1.2.6 Álgebras gentis torcidas

Seja I um conjunto de relações em um carcás Q.

De�nição 1.28. O par (Q, I) é dito especial bisserial se as seguintes condições são

satisfeitas:

� Em todo vértice de Q no máximo duas �echas terminam e no máximo duas �echas

começam.

� Para cada �echa b existe no máximo uma �echa a com t(a) = s(b) e ab /∈ I e no

máximo uma �echa c com t(b) = s(c) e bc /∈ I.

O par (Q, I) é dito ser gentil se ele é especial bisserial e, além disso, as seguintes

condições são satisfeitas:

� O conjunto I consiste de caminhos de comprimento 2.

� Para cada �echa b existe no máximo uma �echa a com t(a) = s(b) e ab ∈ I e no

máximo uma �echa c com t(b) = s(c) e bc ∈ I.

Uma k-álgebra Λ é especial bisserial (respectivamente, gentil) se é Morita-equivalente

a uma álgebra kQ
⟨I⟩ , onde o par (Q, I) é especial bisserial (respectivamente, gentil).

Seja Q um carcás com um conjunto �xado de vértices que denotaremos por Sp, e I
um conjunto de relações para Q. Chamaremos os elementos de Sp de vértices especiais,

os demais vértices serão chamados de ordinários.

Para uma tripla (Q,Sp, I), consideremos o par (Qsp, Isp), onde Qsp0 := Q0, Q
sp
1 :=

Q1 ∪ {ai | i ∈ Sp}, s(ai) := t(ai) := i e Isp := I ∪ {a2i | i ∈ Sp}.
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De�nição 1.29. Uma tripla (Q,Sp, I) como acima é chamada de gentil torcida se o

par correspondente (Qsp, Isp) for gentil.

Seja (Q,Sp, I) uma tripla gentil torcida. Associaremos a cada vértice i ∈ Q0 um

conjunto, o qual denotaremos porQ0(i), da seguinte maneira: se i é um vértice ordinário

então Q0(i) = {i}, se i é especial então Q0(i) = {(i,−), (i,+)}.

(Qsg, Isg) denotará o par de�nido da seguinte maneira:

Qsg0 := ∪
i∈Q0

Q0(i),

Qsg1 := ∪
α∈Q1

{(a, α, b) | a ∈ Q0(s(α)), b ∈ Q0(t(α))},

Isg :=

{ ∑
b∈Q0(s(β))

λb(a, α, b)(b, β, c) | αβ ∈ I, a ∈ Q0(s(α)), c ∈ Q0(t(β))

}
, onde λb =

−1 se b = (i,−) para algum i ∈ Q0, e λb = 1 caso contrário.

Exemplo 1.30. Seja Q o carcás

Q : 1
α -- 2
β
mm

com I = {αβ, βα}, Sp = {2}.

Então

Qsg : a
β1 -- b

α2 ,,
α1

mm c
β2

ll

com Isg = {α1β1 − α2β2, βiαj | i, j = 1, 2}, onde a = (2,−), b = 1, c = (2,+), α1 =

(b, α, a), α2 = (b, α, c), β1 = (a, β, b) e β2 = (c, β, b).

De�nição 1.31. Uma k-álgebra Λ é chamada de gentil torcida, se ela é Morita-

equivalente a uma álgebra kQsg/ ⟨Isg⟩, onde a tripla (Q,Sp, I) é gentil torcida.

Seja (Q,Sp, I) uma tripla gentil torcida. Denotaremos por Λ+ a álgebra gerada

pelos elementos da forma (a1, α, a2) e 1a3 , onde ai ̸= (j,−), j ∈ Sp. Notamos que em

geral as unidades em Λ e Λ+ são diferentes.

A partir de agora, identi�caremos a álgebra Λ+ com a álgebra kQ
⟨J ⟩ , onde J =

I \ {αβ | αβ ∈ I, t(α) ∈ Sp}.

Dada uma �echa α de Q, denotaremos por α−1 um inverso formal de α, de forma

que s(α−1) = t(α) e t(α−1) = s(α); assim temos também (α−1)−1 = α. Para cada
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caminho w = α1 . . . αn de�nimos w−1 = (α1 . . . αn)
−1 = α−1

n . . . α−1
1 , s(w−1) = t(w) e

t(w−1) = s(w).

Chamamos de passeio p (respectivamente, passeio generalizado) de comprimento

n > 0 uma sequência p1 . . . pn onde cada pi é da forma w ou w−1, onde w é um

caminho de comprimento 1 (respectivamente, um caminho de comprimento > 0 em
kQ
⟨J ⟩) onde s(pi+1) = t(pi) para 1 ≤ i < n. Novamente �xamos s(p) = s(p1) e t(p) =

t(pn). De�nimos o inverso de um passeio (respectivamente, inverso de um passeio

generalizado) da maneira usual.

A composição de dois passeios (respectivamente, passeios generalizados) p = p1 . . . pn

e p′ = p′1 . . . p
′
n′ é de�nida como sendo o passeio (respectivamente, passeio generalizado)

pp′ = p1 . . . pnp
′
1 . . . p

′
n′ se t(pn) = t(p) = s(p′) = s(p′1).

Consideraremos duas relações de equivalência no conjunto de passeios generalizados,

que serão denotadas por ∼=s e ∼=r. Por de�nição, ∼=s é a relação de equivalência de�nida

no conjunto de todos os passeios generalizados dada por p ∼=s q se, e somente se, p = q−1

ou p = q; e ∼=r é a relação de equivalência de�nida no conjunto de todos os passeios

generalizados fechados (isto é, passeios p tais que s(p) = t(p)) que identi�ca cada passeio

generalizado p = p1 . . . pn com suas rotações pj . . . pnp1 . . . pj−1 e seus inversos.

Por de�nição, uma corda é um passeio p = p1 . . . pn tal que pi+1 ̸= p−1
i , para

1 ≤ i < n e tal que nenhum sub-passeio de p ou de p−1 está em J . O conjunto de

todos as cordas será denotado por St.

Por GSt denotaremos o conjunto de todos os passeios generalizados p = p1 . . . pn

que satisfazem

� Se pi e pi+1 são caminhos e t(pi) /∈ Sp, então pipi+1 ∈ ⟨J ⟩.

� Se p−1
i e p−1

i+1 são caminhos e t(pi) /∈ Sp, então p−1
i p−1

i+1 ∈ ⟨J ⟩.

� Se pi e p
−1
i+1 são caminhos ou p−1

i e pi+1 são caminhos e t(pi) /∈ Sp, então pipi+1 ∈
St.

Denotamos por GSt um conjunto �xado de representantes w de GSt sobre a relação

de equivalência∼=s e todos os caminhos triviais; seus elementos serão chamados de cordas

generalizadas.
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Chamamos uma corda generalizada não trivial de simétrica se w = w−1 e de as-

simétrica caso contrário. Denotaremos por GSts o subconjunto de todas as cordas

generalizadas simétricas e GSta := GSt \GSts.

Para cada corda generalizada w em (Q,J ), é possível de�nir um complexo projetivo

Pw em Db(Λ) (Veja De�nição 9 em [16]). De acordo com a Seção 5.2, também em [16],

vale o seguinte lema.

Lema 1.32. Seja (Q, I, Sp) uma tripla gentil torcida e Λ = kQsg

Isg a álgebra gentil

torcida correspondente. Se w é uma corda generalizada simétrica em (Q,J ) então o

complexo projetivo Pw é indecomponível em Db(Λ).

1.3 Categorias hereditárias

1.3.1 Categorias hereditárias

Neste capítulo apresentamos algumas de�nições e resultados gerais sobre categorias

hereditárias. Para mais informações e consulta das demonstrações omitidas aqui suge-

rimos [49].

Dizemos que uma categoria abeliana H é hereditária se ExtnH(X,Y ) = 0 para todo

n ≥ 2 e quaisquer objetos X e Y em H. Isso equivale a assumir que os funtores

Ext1H(_, Y ) e Ext1H(X,_) são exatos à direita, isto é, mandam sequências exatas curtas

em sequências exatas à direita.

De�nição 1.33. Dada uma álgebra Λ, o grupo de Grothendieck de Λ ou, mais preci-

samente, de mod Λ é o grupo abeliano K0(Λ) = F/F ′, onde F é o grupo abeliano livre

que tem como base o conjunto de todas as classes de isomor�smo M̃ dos Λ-módulos M

e F ′ é o subgrupo de F gerado pelos elementos L̃− M̃ − Ñ que correspondem a todas

as sequências exatas

0 −→ L −→M −→ N −→ 0

em mod Λ. Denotamos por [M ] a imagem da classe de isomor�smo M̃ do Λ-módulo

M pelo epimor�smo de grupos canônico F −→ F/F ′.

A seguinte de�nição está presente no livro [3].
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De�nição 1.34. Seja A ∼= kQ/I uma k-álgebra e seja M um módulo em modA. O

vetor dimensão de M é de�nido como o vetor

dimM =


dimk(Me1)

...

dimk(Men)

 =


dimk(HomA(P (1),M))

...

dimk(HomA(P (n),M))

 .
O seguinte resultado nos diz que o grupo K0(Λ) é livre e isomorfo ao grupo livre

Zn. Sua demonstração pode ser consultada em [5].

Teorema 1.35. Seja Λ uma k-álgebra básica de dimensão �nita e seja {S(1), S(2),
. . . , S(n)} um conjunto completo de classes de isomor�smo de Λ-módulos à direita

simples. Então o grupo de Grothendieck K0(Λ) de Λ é um grupo abeliano livre que

tem como base o conjunto {[S(1)], [S(2)], . . . , [S(n)]} e existe um único isomor�smo de

grupos dim : K0(Λ) −→ Zn tal que dim[M ] = dimM para cada Λ-módulo M .

De�nição 1.36. Seja H uma k-categoria abeliana, hereditária, e Ext-�nita. Dizemos

que T ∈ H é um objeto inclinante de H se

i) Ext1H(T, T ) = 0, e

ii) para todo X ∈ H, vale a seguinte condição:

Ext1H(T,X) = 0 = Ext1H(X,T ) =⇒ X = 0

Se uma categoria hereditária for Exti-�nita para todo i ∈ Z e que tem objeto

inclinante, então temos dois tipos principais dessas categorias: aquelas derivadamente

equivalentes a modH para alguma k-álgebra hereditária de dimensão �nita H e aquelas

derivadamente equivalentes a cohX dos feixes coerentes em uma reta projetiva com

pesos X. Note que estes casos não são disjuntos. De fato, os casos do tipo feixes

com as sequências de pesos (2, 2, n − 2), (2, 3, 3), (2, 3, 4) e (2, 3, 5) são também do

tipo módulos. Em 2001, Happel mostrou (veja [31]) que estes dois tipos são as únicas

categorias hereditárias contendo um objeto inclinante possíveis.

Teorema 1.37. Seja H uma k-categoria abeliana hereditária conexa Exti-�nita e com

objeto inclinante. EntãoH é derivadamente equivalente amod H para alguma k-álgebra
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hereditária de dimensão �nita ou derivadamente equivalente a coh X para alguma reta

projetiva com pesos X.

1.3.2 Álgebras hereditárias

De�nição 1.38. Uma álgebra Λ é dita hereditária à direita se todo ideal à direita de

Λ é projetivo como um Λ-módulo.

Álgebras hereditárias à esquerda são de�nidas de maneira dual.

Ainda em [31], Teorema 1.4 do Capítulo VII, podemos ver que Λ é hereditária à

direita se, e somente se, a dimensão global de Λ é no máximo 1. Portanto, como essa

condição é simétrica (veja A.4.9 do Apêndice de [31]), segue que a uma álgebra de

dimensão �nita é hereditária à direita se, e somente se, ela é hereditária à esquerda.

Assim sendo, a partir de agora nos referiremos apenas a álgebras hereditárias.

A seguinte caracterização de álgebras hereditárias pode ser encontrada em [31],

Teorema 1.7 do Capítulo VII.

Teorema 1.39. Uma álgebra básica, conexa, de dimensão �nita sobre um corpo alge-

bricamente fechado é hereditária se, e somente se, é isomorfa à álgebra de caminhos de

um carcás �nito, conexo e sem ciclos.

1.4 Álgebras hereditárias por partes

Nesta seção apresentamos algumas propriedades das álgebras hereditárias por partes.

Para mais detalhes sugerimos [5], Capítulo VII.

1.4.1 Algumas de�nições

As seguintes de�nições estão presentes no livro [3].

Seja Λ uma k-álgebra básica de dimensão �nita com um conjunto completo de

idempotentes ortogonais primitivos {e1, e2, . . . , en}. A matriz de Cartan de Λ é a matriz

n× n dada por:

CΛ =


c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

 ,
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onde cij = dimk(ejΛei) para i, j = 1, 2, . . . , n.

Usaremos Tp1,p2,p3 para denotar o seguinte grafo para alguns p1, p2, p3 ∈ N>0.

a1 a2 . . . ap1−1

a0 b1 b2 . . . bp2−1

c1 c2 . . . cp3−1.

Quando não houver risco de confusão, denotaremos Tp1,p2,p3 simplesmente por Tp1p2p3 .

De maneira análoga podemos de�nir Tp1,p2,...,pr para qualquer r ∈ Z, r ≥ 3.

Observação 1.40. Note que Tm,n,1 = Am+n−1; Tp1,...,pr,1 = Tp1,...,pr para r ∈ Z, r ≥ 3;

T2,2,n−2 = Dn, para n ∈ Z, n ≥ 4; T2,3,p−3 = Ep, para p = 6, 7, 8; T2,3,q−2 = Ẽq, para

q = 7, 8; e T3,3,3 = Ẽ6.

De�nição 1.41. Seja Λ uma k-álgebra básica de dimensão global �nita, e seja CΛ a

matriz de Cartan de Λ com respeito a um conjunto completo de idempotentes ortogonais

primitivos {e1, . . . , en} de Λ. A matriz de Coxeter de Λ é a matriz

ΦΛ = −Ct
Λ . C−1

Λ .

O polinômio de Coxeter χΛ é de�nido por

χΛ(T ) = det(T.In −ΦΛ) =

n∑
i=0

aiT
n−i,

onde In denota a matriz identidade de tamanho n× n.

O seguinte lema nos dá o polinômio de Coxeter de uma álgebra canônica C(p1, p2, p3)

e de uma álgebra hereditária cujo grafo associado é do tipo árvore Tp1,p2,p3 . Sua de-

monstração pode ser encontrada em [50], Proposições 4.2 e 9.1 (Veja também [51]).

Lema 1.42. O polinômio de Coxeter de uma álgebra canônica C(p1, p2, p3) e de uma

álgebra hereditária cujo grafo associado é do tipo árvore Tp1,p2,p3 são dados por:
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χ
C(p1,p2,p3)

= (T − 1)2
3∏
i=1

T pi − 1

T − 1

χTp1,p2,p3
=

(
T + 1− T

3∑
i=1

1− T pi−1

1− T pi

)
3∏
i=1

1− T pi
1− T

O seguinte lema é bem conhecido (veja por exemplo [30]) e nos será útil no decorrer

do trabalho.

Lema 1.43. Seja Λ uma álgebra de dimensão �nita e dimensão global �nita. Se Γ é

derivadamente equivalente a Λ, então seus polinômios de Coxeter são iguais, χΛ = χΓ .

De acordo com [36], uma k-álgebra Λ é dita hereditária por partes se existir uma

categoria abeliana, hereditáriaH tal que as categoria derivadas limitadasDb(Λ) eDb(H)
são equivalentes como categorias trianguladas. Veja [30] e [33] para propriedades dessa

classe de álgebras. Chamaremos H de tipo de Λ. Note que o tipo de Λ é de�nido a

menos de equivalência derivada.

1.4.2 Dimensão global forte

Em [39], Happel e Zacharia de�niram dimensão global forte em termos do comprimento

de complexos. Ainda neste artigo, os autores explicam a leve mudança da de�nição que

foi dada em [61].

Seja X um objeto indecomponível na categoria homotópica de complexos limitados

de Λ-módulos projetivos �nitamente gerados Kb(proj Λ). Seja

P : · · · −→ 0 −→ 0 −→ P r −→ P r+1 −→ · · · −→ P s−1 −→ P s −→ 0 −→ 0 −→ . . .

uma resolução projetiva minimal de X, em que P r ̸= 0 e P s ̸= 0. Então de�nimos o

comprimento de X por

ℓ(X) = s− r.

Se X não possui resolução projetiva minimal �nita, dizemos que ℓ(X) =∞.

A dimensão global forte de Λ é de�nida como sendo o sup desses comprimentos,
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com X percorrendo todos os objetos indecomponíveis de Kb(proj Λ):

s.gl.dim.(Λ) = supX(ℓ(X)).

Segue diretamente da de�nição que s.gl.dim.(Λ) = 1 se, e somente se, Λ é uma

álgebra hereditária que não é semissimples. Em [39], Happel e Zacharia provaram o

seguinte resultado.

Teorema 1.44. s.gl.dim.(Λ) < ∞ se, e somente se, a álgebra Λ é hereditária por

partes.

Se Λ é uma k-álgebra básica, associativa, com unidade e de dimensão �nita, então

podemos de�nir uma categoria limitada CΛ. Os objetos de CΛ formam um conjunto

completo de idempotentes ortogonais primitivos de Λ. Para dois idempotentes x, y ∈ CΛ,
de�nimos os mor�smos de x para y como o k-espaço CΛ(x, y) := yΛx e assim a

composição de mor�smos em CΛ será induzida pela multiplicação em Λ. A categoria

mod CΛ tem como objetos os funtores CΛ → k − vec que saem da categoria CΛ para a

categoria k− vec dos k-espaços vetoriais de dimensão �nita, os mor�smos da categoria

mod CΛ são as transformações naturais entre os funtores. É fácil ver que as categorias

mod Λ e mod CΛ são isomorfas. Deste modo, por abuso de notação, por várias vezes

identi�caremos a álgebra Λ com a categoria CΛ.

Lema 1.45. Seja Λ uma álgebra e B = eΛe uma subcategoria plena de Λ. Se B não é

hereditária por partes, então Λ também não é hereditária por partes.

Demonstração. Como B não é hereditária por partes, sua dimensão global forte é in�-

nita e portanto para todo n ∈ N existe um complexo indecomponível X ∈ Kb(proj B)

tal que ℓ(X) ≥ n. Como B é subcategoria plena de Λ, o funtor

Te = _⊗B eΛ : mod B −→ mod Λ

é pleno, �el e preserva indecomponibilidade (veja o teorema 6.8 em [5], página 35).

Seja Te o levantamento do funtor Te para a categoria homotópica (veja [54]), ou

seja, Te : Kb(proj B) −→ Kb(proj Λ). Como Te é pleno e �el, o seu levantamento Te

também é pleno e �el. Seja X a imagem de X via este funtor. Como X é um objeto
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indecomponível em Kb(proj B), temos que EndKb(proj B)X é um anel local. Como o

funtor Te é pleno e �el, temos que

EndKb(projΛ)X ≃ EndKb(proj B)X

logo EndKb(proj Λ)X é um anel local. Portanto X é um objeto indecomponível em

Kb(proj Λ) e satisfaz ℓ(X) = ℓ(X) ≥ n. Segue deste fato que s.gl.dim(Λ) =∞.

1.4.3 Álgebras de Nakayama hereditárias por partes

Em [36] Happel e Seidel determinaram para quais pares (n, r) a álgebra Λ(n, r) é here-

ditária por partes. Nestes casos, a categoria derivada limitada de Λ(n, r) é equivalente

à categoria derivada limitada de uma categoria hereditária abeliana H. Os resultados
são ilustrados na tabela 1.1. Se Λ(n, r) é do tipo módulos, a célula associada contém

o grafo subjacente da álgebra cuja categoria de módulos é equivalente a Db(Λ(n, r)).
Se Λ(n, r) é do tipo feixes, a célula associada contém a reta projetiva com pesos cuja

categoria de feixes coerentes é equivalente a Db(Λ(n, r)). Se Λ(n, r) não é hereditária

por partes, a célula associada contém apenas um traço −.

Tabela 1.1: Os possíveis tipos de Λ(n, r)
H
HHH

HHr
n

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 . . .

2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10 A11 A12 A13 . . .
3 D4 D5 E6 E7 E8 Ẽ8 X236 X237 - - . . .
4 D5 E6 E7 Ẽ7 X244 X245 - - - . . .
5 D6 E7 E8 Ẽ8 T237 - - - . . .
6 D7 E8 Ẽ8 X236 X237 - - . . .
7 D8 Ẽ8 T237 X237 - - . . .
8 D9 T237 T238 X238 - . . .
...

. . . . . . . . . . . . . . .

O artigo [36] nos motivou a buscar a classi�cação de álgebras hereditárias por partes

para álgebras seriais truncadas.
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1.5 Mutações

1.5.1 Mutações de álgebras

Vamos de�nir as mutações de álgebras seguindo o artigo [48] de Ladkani (veja também

[62]). Estas, são generalizações dos funtores de re�exão introduzidos por Bernstein,

Gel'fand e Ponomarev em [18] e também de suas generalizações descritas em [7] e [20].

Seja Λ = kQ
I uma álgebra, e k ∈ Q0 um vértice sem laços. Lembrando que Pi denota

o Λ-módulo projetivo indecomponível eiΛ para cada i ∈ Q0, denotaremos por f e g os

seguintes mor�smos:

f : Pk −→
⊕

α:t(α)=k

Ps(α) , g :
⊕

β:s(β)=k

Pt(β) −→ Pk

onde f = ⊕α é induzido pelas �echas α que terminam em k e g = ⊕β é induzido pelas

�echas β que começam em k.

Consideremos os seguintes complexos de Λ-módulos

Lk : Pk
f //

⊕
j→k

Pj ,

Rk :
⊕
k→j

Pj
g // Pk,

Mk :
⊕

i∈Q0,i ̸=k
Pi

onde Pk está no grau -1 em Lk e no grau 1 em Rk, e Mk é um complexo concentrado

no grau 0. Sejam

T−
k = Lk ⊕Mk , T+

k = Rk ⊕Mk

outros dois complexos de Λ-módulos.

Em geral, T−
k e T+

k não são complexos inclinantes. O resultado abaixo (veja [48],

proposição 2.3) nos dá condições necessárias e su�cientes para que T−
k e T+

k sejam

complexos inclinantes.

Teorema 1.46. (a) T−
k é um complexo inclinante se, e somente se, para qualquer

combinação linear não nula
∑
λrωr de caminhos que começam em k e terminam
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em algum vértice i ̸= k, existe pelo menos uma �echa α que termina em k e tal

que a combinação
∑
λrαωr não é nula.

(b) T+
k é um complexo inclinante se, e somente se, para qualquer combinação linear

não nula
∑
λrωr de caminhos que começam em algum vértice i ̸= k e terminam

em k, existe pelo menos uma �echa β que começa em k e tal que a combinação∑
λrωrβ não é nula.

O corolário que se segue resulta imediatamente do teorema acima (veja observação

2.4, também em [48]).

Corolário 1.47. Se k ∈ Q0 é um poço (respectivamente, uma fonte) então T−
k (res-

pectivamente, T+
k ) é um complexo inclinante.

Em [48] De�nição 3.1, itens (a) e (b), Ladkani apresenta a seguinte de�nição:

De�nição 1.48. Seja k ∈ Q0 um vértice sem laços.

(a) Dizemos que uma mutação negativa está de�nida em k se T−
k = T−

k (Λ) é um

complexo inclinante. Neste caso, denominaremos µ−k (Λ) = EndDb(Λ)T
−
k (Λ) de

mutação negativa de Λ no vértice k.

(b) Dizemos que uma mutação positiva está de�nida em k se T+
k = T+

k (Λ) é um

complexo inclinante. Neste caso, denominaremos µ+k (Λ) = EndDb(Λ)T
+
k (Λ) de

mutação positiva de Λ no vértice k.

Segue da de�nição acima e do Teorema 1.4 (de Rickard, veja [55]) o seguinte resul-

tado:

Teorema 1.49. Seja k ∈ Q0 um vértice sem laços.

(a) Se uma mutação negativa está de�nida em k então as álgebras Λ e µ−k (Λ) são

derivadamente equivalentes.

(b) Se uma mutação positiva está de�nida em k então as álgebras Λ e µ+k (Λ) são

derivadamente equivalentes.
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1.5.2 Mutações de posets

Na maioria dos casos, aplicaremos as mutações de posets, que na verdade são mutações

de�nidas nas álgebras de incidência destes posets. Nesta subseção mostraremos que,

em alguns casos, a nova álgebra é também uma álgebra de incidência poset e, nestes

casos, descreveremos o novo poset.

Seja S = (S,≤) um poset e a ∈ S. Chamamos de conjunto dos predecessores

imediatos de a o conjunto

a− = {b ∈ S | b < a e não existe c ∈ S tal que b < c < a} .

Analogamente, chamamos de conjunto dos sucessores imediatos de a o conjunto

a+ = {b ∈ S | b > a e não existe c ∈ S tal que b > c > a} .

De�nição 1.50. Seja S = (S,≤) um poset.

(1) Dizemos que uma mutação negativa está de�nida em um elemento a de S, se as

seguintes propriedades são satisfeitas:

(a) a é um elemento maximal em S;

(b) |a−| ≤ 2;

(c)
⋂

x∈a−
Ux = {a} no caso |a−| = 2.

(2) Dizemos que uma mutação positiva está de�nida em um elemento a de S, se as

seguintes propriedades são satisfeitas:

(a) a é um elemento minimal em S;

(b) |a+| ≤ 2;

(c)
⋂

x∈a+
{x} = {a} no caso |a+| = 2.

Exemplo 1.51. Abaixo apresentamos diagramas de Hasse de dois posets nos quais
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uma mutação negativa está de�nida no elemento a.

b1

||

��

b1

""

��

b2
��

b3

||

b2
��

b4

|| ""

b5

||

b3

��

b4
��

b6 b7

|| ""

b5

""||

b6

||
a b8 a b7

Já os posets cujos diagramas de Hasse estão representados a seguir não possuem mu-

tação negativa de�nida no elemento a.

b1

||

��

��

b1

""||
b2
��

b3

||

b2

�� ""

b3

��||

b4

|| ""

b5

||
b6 a a b5

Para a ∈ S tal que existe uma mutação negativa de�nida em a vamos de�nir um

novo poset µ−a (S) da seguinte maneira:

µ−a (S) = (S,≤′),

onde a ordem parcial ≤′ satisfaz as seguintes condições:

1. Para todos x, y ∈ S \ {a}, x ≤′ y se, e somente se, x ≤ y.

2. Para todo x ∈ S \ {a} teremos a ≤′ x se, e somente se, b ≤ x para algum b ∈ a−.

3. Se |a−| = 1, então não existirá x ∈ S \ {a} tal que x ≤′ a. Se |a−| = 2, então

para todo x ∈ S \ {a} teremos x ≤′ a se, e somente se, x ≤ b para todo b ∈ a−.

Para a ∈ S tal que existe uma mutação positiva em a vamos de�nir um novo poset

µ+a (S) da seguinte maneira:

µ+a (S) = (S,≤′′),
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onde a ordem parcial ≤′′ satisfaz as seguintes condições:

1. Para todos x, y ∈ S \ {a}, x ≤′′ y se, e somente se, x ≤ y.

2. Para todo x ∈ S \ {a} teremos x ≤′′ a se, e somente se, x ≤ b para algum b ∈ a+.

3. Se |a+| = 1, então não existirá x ∈ S \ {a} tal que a ≤′′ x. Se |a+| = 2, então

para todo x ∈ S \ {a} teremos a ≤′′ x se, e somente se, b ≤ x para todo b ∈ a+.

Teorema 1.52. Seja S um poset.

1. Seja a ∈ S um elemento tal que existe uma mutação negativa em a. Então,

µ−a (kS) é uma álgebra de incidência de poset e

µ−a (kS) ≃ kµ−a (S).

2. Seja a ∈ S um elemento tal que existe uma mutação positiva em a. Então, µ+a (kS)

é uma álgebra de incidência de poset e

µ+a (kS) ≃ kµ+a (S).

Demonstração. Mostraremos apenas o item 1, já que o item 2 é dual. Além disso, ao

mostrarmos a equivalência enunciada, segue imediatamente que µ−a (kS) é uma álgebra

de incidência de poset.

Para cada b ∈ S, b ̸= a denotaremos por Tb o complexo concentrado no grau zero

Tb = Pb e Ta = La de�nido no início desta subseção. Note que T−
a =

⊕
b∈S

Tb. Sejam

φij : Ti → Tj mor�smos de EndDb(kS)(T
−
a ) e eij ∈ kµ−a S (relembre a de�nição 1.19).

A bijeção φij ↔ eji realiza a equivalência enunciada.

Para todos x, y ∈ S \ {a}, temos um mor�smo não nulo φij : Ti → Tj se, e somente

se, j ≤ i em S se, e somente se, j ≤′ i em µ−a S.

Dado x ∈ S \ {a}, como a é poço, então não existem homotopias para os mor�smos

φax : Ta → Tx em EndCb(proj kS)(T
−
a ). Note que, como

⋂
j∈a−

Uj = {a}, os mor�smos

φax : Ta → Tx podem ser fatorados como a composição Ta → Tj → Tx para algum

j ∈ a−. Portanto, teremos um mor�smo não nulo φax : Ta → Tx se, e somente se,
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existir um mor�smo não nulo Tj → Tx para algum j ∈ a− se, e somente se, x ≤ j para
algum j ∈ a− se, e somente se, x ≤′ a para algum j ∈ a− em µ−a S.

Se |a−| = 1, digamos a− = {b}, então para qualquer y ∈ S \{a} não existe mor�smo

não nulo φya : Ty → Ta em EndDb(kS)(T
−
a ), assim como não existe y ∈ S \ {a} tal que

a ≤′ y em µ−a S. Agora, se |a−| = 2, digamos a− = {b, c}, então para qualquer y ∈ S\{a}
existe mor�smo não nulo φya : Ty → Ta em EndDb(kS)(T

−
a ), se, e somente se, existem

mor�smos não nulos β1 : Pb → Py e β2 : Pc → Py em proj kS tais que a composição de

(α1, α2) : Pa → Pb ⊕ Pc com (β1, β2) : Pb ⊕ Pc → Py seja nula, ou seja, se, e somente

se, b ≤ y e c ≤ y em S se, e somente se, a ≤′ y em µ−a S.

Com estes fatos, podemos concluir o isomor�smo µ−a (kS) ≃ kµ−a (S).

1.5.3 Generalizações de mutações de posets

Mutação µ−{a1,...,an}

De�nição 1.53. Seja S = (S,≤) um poset. Vamos dizer que uma mutação negativa

está de�nida no subconjunto {a1, . . . , an} de S se os elementos a1, . . . , an possuem as

seguintes propriedades:

(1) an é um elemento maximal em S.

(2) a−i = {ai−1} para 1 < i ≤ n.

(3) a+i = {ai+1} para 1 ≤ i < n.

(4) |a−1 | = 2 e
⋂

x∈a−1

Ux = Ua1 .

Neste caso, vamos de�nir um novo poset µ−{a1,...,an}(S) = (S,≤′), onde a ordem

parcial ≤′ está de�nida pelas seguintes regras:

1. Para todos x, y ∈ S \ {a1, . . . , an}, x ≤′ y se, e somente se, x ≤ y.

2. Para todo x ∈ S\{a1, . . . , an} e qualquer 1 ≤ i ≤ n, teremos x ≤′ ai se, e somente

se, x ≤ b para todo b ∈ a−1 .

3. Para todo x ∈ S\{a1, . . . , an} e qualquer 1 ≤ i ≤ n, teremos ai ≤′ x se, e somente

se, b ≤ x para algum b ∈ a−1 .
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4. ai ≤′ aj se, e somente se, ai ≤ aj .

Exemplo 1.54. Seja S o poset de�nido pelo diagrama de Hasse da esquerda na �gura

abaixo. Então uma mutação negativa está de�nida no subconjunto {a1, a2, a3} e o novo
poset µ−{a1,a2,a3}(S) possui o diagrama de Hasse da direita na �gura abaixo:

b1

||

��

b1

""

��

b2
��

b3

||

a1

��
b4

|| ""

b5

||

b2

��

a2

��
b6 a1

��

a3

""||

b3

||
a2

��

b4
��

b5

a3 b6

Seja S = (S,≤) um poset tal que uma mutação negativa µ−{a1,...,an} está de�nida.

Seja kS = kQ
I , onde Q é o diagrama de Hasse de S (igual ao carcás de kS). Vamos

construir um complexo de kS-módulos que corresponde à mutação µ−{a1,...,an}. Seja

a−1 = {b, c}, vamos denotar por ωb,ai (respectivamente, ωc,ai) o único caminho de b

(respectivamente, c) para ai em Q. Seja, para 1 ≤ i ≤ n,

Lai = Pai
(ωb,ai

, ωc,ai ) // Pb ⊕ Pc

um complexo de kS-módulos, onde Pai está no grau -1. Seja

T−
a1,...,an =

(
n⊕
i=1

Lai

)
⊕

 ⊕
x∈Q0\{a1,...,an}

Px

 ,

onde Px é o complexo concentrado no grau 0.

Teorema 1.55. (1) T−
a1,...,an é um complexo inclinante.

(2) EndDb(kS) (T
−
a1,...,an) é uma álgebra de incidência de poset isomorfa a kµ−a1,...,an(S).

(3) kS ≃der kµ−a1,...,an(S).
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Demonstração. (1) Note que os somandos do complexo T−
a1,...,an geram Kb(proj kS).

Isto segue das sequências exatas curtas de complexos

0 −→
⊕
x→ai

Px −→ Lai −→ Pai [1] −→ 0

para todo i = 1, . . . , n.

Como T−
a1,...,an é concentrado apenas nos graus 0 e -1, para concluir que

HomDb(kS)(T
−
a1,...,an , T

−
a1,...,an [i]) = 0

para todo i ̸= 0, precisamos apenas mostrar que HomDb(kS)(T
−
a1,...,an , T

−
a1,...,an [−1]) = 0

e HomDb(kS)(T
−
a1,...,an , T

−
a1,...,an [1]) = 0.

Como estamos trabalhando com complexos cujos termos são projetivos, os mor�s-

mos na categoria derivada podem ser analisados como mor�smos na categoria homotó-

pica de complexos.

Segue imediatamente dos graus onde o complexo está concentrado queHom(Px, Px′ [1]),

Hom(Px, Px′ [−1]), Hom(Px, Lai [1]), Hom(Lai , Px[−1]) são zero para todos x, x′ ̸=
1, . . . , n e i = 1, . . . , n.

Pela de�nição do conjunto {a1, . . . , an}, temos HomDb(kS)(Px, Lai [−1]) = 0 para

todo x /∈ {a1, . . . , an} e todo i = 1, . . . , n. Segue que HomDb(kS)(Lai , Lak [−1]) = 0

também, considerando o quadrado da direita do seguinte diagrama comutativo

Pai
fi //

��

⊕
Pj //

��

0

��
0 // Pak

fk //
⊕
Pj

e observando que não existe mor�smo Pj −→ Pak para nenhum k = 1, . . . , n e nenhum

j ∈ a−1 .

Além disso, Hom(Lai , Px[1]) = 0 para todo x /∈ {a1, . . . , an} e todo i = 1, . . . , n

pois todo mor�smo do diagrama abaixo é homotópico a zero por uma homotopia trivial.

Pai
fi //

��

⊕
Pj

��{{
Px // 0
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Isto também mostra que Hom(Lai , Lak [1]) = 0.

0

��

// Pai
fi //

��

⊕
Pj

��zz
Pak

fk //
⊕
Pj // 0

(2) Note que para todo x, y ∈ S \ {a1, . . . , an}, os somandos de T−
a1,...,an associados

aos vértices x, y são os projetivos Px, Py, portanto, Hom(Py, Px) ̸= 0 se, e somente se,

x ≤ y em S.

Para todo x ∈ S \ {a1, . . . , an}, temos Hom(Lai , Px) ̸= 0 se, e somente se, existir

um mor�smo Pb −→ Px para cada um dos dois vértices b ∈ a−1 , pois dessa forma a

relação de comutatividade fará com que o diagrama abaixo comute

Pai
fi //

��

⊕
Pj

��
0 // Px .

Para todo x ∈ S \ {a1, . . . , an}, temos Hom(Px, Lai) ̸= 0 se, e somente se, existir

um mor�smo Px −→ Pb para algum b ∈ a−1 .
Por �m, teremos Hom(Lai , Lak) ̸= 0 se, e somente se, existir um mor�smo Pai −→

Pak , já que o mor�smo entre os projetivos do grau zero são o mor�smo identidade.

Pai
fi //

��

⊕
Pj

id��
Pak

fk // //
⊕
Pj

Como todas essas a�rmações coincidem com a de�nição de µ−a1,...,an(S), o resultado

segue.

(3) Segue imediatamente dos itens anteriores e do Teorema 1.4.

Mutação µ+{a1,...,an}

Esta subseção é dual à anterior.

De�nição 1.56. Seja S = (S,≤) um poset. Vamos dizer que uma mutação positiva

está de�nida no subconjunto {a1, . . . , an} de S se os elementos a1, . . . , an possuem as
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seguintes propriedades:

(1) a1 é um elemento minimal em S.

(2) a−i = {ai−1} para 1 < i ≤ n.

(3) a+i = {ai+1} para 1 ≤ i < n.

(4) |a+n | = 2 e
⋂

x∈a+n
{x} = {an}.

Neste caso, vamos de�nir um novo poset µ+{a1,...,an}(S) = (S,≤′′), onde a ordem

parcial ≤′′ está de�nida pelas seguintes regras:

1. Para todos x, y ∈ S \ {a1, . . . , an}, x ≤′′ y se, e somente se, x ≤ y.

2. Para todo x ∈ S \ {a1, . . . , an} e qualquer 1 ≤ i ≤ n, teremos x ≤′′ ai se, e

somente se, x ≤ b para algum b ∈ a+n .

3. Para todo x ∈ S \ {a1, . . . , an} e qualquer 1 ≤ i ≤ n, teremos ai ≤′′ x se, e

somente se, b ≤ x para todo b ∈ a+n .

4. ai ≤′′ aj se, e somente se, ai ≤ aj .

Exemplo 1.57. Seja S o poset de�nido pelo diagrama de Hasse da esquerda na �gura

abaixo. Então uma mutação positiva está de�nida no subconjunto {a1, a2, a3} e o novo
poset µ+{a1,a2,a3}(S) possui o diagrama de Hasse da direita na �gura abaixo:

a1

��

b4
��

a2

��

b5

""

��

b6

|| ""
b4

""

a3

""||

a1

��

b8

b5
��

b6

��

""

b7

��

a2

��
b7

""

b8 a3

||
b9 b9

Seja S = (S,≤) um poset tal que uma mutação negativa µ+{a1,...,a3} está de�nida.

Seja kS = kQ
I , onde Q é o diagrama de Hasse de S (igual ao carcás de kS). Vamos
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construir um complexo de kS-módulos que corresponde à mutação µ+{a1,...,a3}. Seja

a+n = {b, c}, vamos denotar por ωai,b (respectivamente, ωai,c) o único caminho de ai

para b (respectivamente, c) em Q. Seja, para 1 ≤ i ≤ n,

Rai = Pb ⊕ Pc
(ωai,b

, ωai,c) // Pai

um complexo de kS-módulos, onde Pai está no grau 1. Seja

T+
a1,...,an =

(
n⊕
i=1

Rai

)
⊕

 ⊕
x∈Q0\{a1,...,an}

Px

 ,

onde Px é o complexo concentrado no grau 0.

Teorema 1.58. (1) T+
a1,...,an é um complexo inclinante.

(2) EndDb(kS) (T
+
a1,...,an) é uma álgebra de incidência de poset isomorfa a kµ+a1,...,an(S).

(3) kS ≃der kµ+a1,...,an(S).

Demonstração. Análoga à demonstração do Teorema 1.55.
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Capítulo 2

Equivalências Derivadas

2.1 Complexos T+
ω,r e T−ω,r

Sejam r ∈ Z, r ≥ 2 e Λ = kQ
I uma álgebra de dimensão �nita.

De�nição 2.1. Seja r ≤ n. Dizemos que um caminho ω em Q é um caminho r-truncado

(em relação a I) se ℓ(ω) = 0 ou se ω = ω1 . . . ωn, para algum n ≥ 1 com ωi ∈ Q1 para

cada 1 ≤ i ≤ n, de forma que ωiωi+1 . . . ωi+r−1 ∈ I para cada 1 ≤ i ≤ n − r + 1

e ωiωi+1 . . . ωi+r−2 /∈ I para cada 1 ≤ i ≤ n − r + 2, ou seja, de forma que cada

subcaminho de ω de comprimento r está em I e nenhum subcaminho de comprimento

r − 1 está em I.

Para qualquer caminho r-truncado ω de comprimento ℓ(ω) > 0 de�niremos com-

plexos T+
ω,r e T

−
ω,r de Λ-módulos. Para isso, �xaremos antes algumas notações. Sejam

r∗ = r − 1, q = q(ω), e s = s(ω) os números inteiros não-negativos tais que

n = ℓ(ω) = qr∗ + s

onde 0 < s ≤ r∗.

Observação 2.2. Por motivos técnicos trocamos a condição sobre o resto no algoritmo

da divisão, de 0 ≤ s < r∗ por 0 < s ≤ r∗.

No caso em que ℓ(ω) > 0, por razões técnicas, reescreveremos ω de uma outra
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maneira:

ω = ω1ω2 . . . ωn−1ωn = ω+
n ω

+
n−1 . . . ω

+
2 ω

+
1

onde ω+
i = ωn−i+1 para 1 ≤ i ≤ n.

Agora, caso ℓ(ω) > 0, faremos duas decomposições de ω por subcaminhos:

1. ω = u+n u
+
q . . . u

+
1 , onde u

+
i = ω+

ir∗ . . . ω
+
(i−1)r∗+1 para cada 1 ≤ i ≤ q e u+n =

ω+
qr∗+s . . . ω

+
qr∗+1.

2. ω = u−1 u
−
2 . . . u

−
q u

−
n , onde u

−
i = ω(i−1)r∗+1 . . . ωir∗ para cada 1 ≤ i ≤ q e u−n =

ωqr∗+1 . . . ωqr∗+s.

No caso em ℓ(ω) = 0, �xaremos

T+
ω,r = T−

ω,r = Ps(ω)

onde Ps(ω) está no grau 0.

Agora, seja ℓ(ω) > 0. De�niremos abaixo dois complexos de Λ-módulos.

T+
ω,r : Pt(u+1 )

u+1 // Pt(u+2 )

u+2 // . . . // Pt(u+q )

u+q // Ps(u+q )

u+n // Ps(u+n ),

T−
ω,r : Pt(u−n )

u−n // Pt(u−q )

u−q // Ps(u−q )
// . . .

u−2 // Ps(u−2 )

u−1 // Ps(u−1 ),

onde Pt(u+1 ) e Ps(u−1 ) estão no grau 0.

Nas próximas seções usaremos os complexos T+
ω,r e T−

ω,r para construir complexos

inclinantes para álgebras de Nakayama, álgebras seriais e álgebras Λ(Λ1, . . . ,Λt), estas

últimas serão de�nidas na seção 2.4.

2.2 Álgebras de Nakayama truncadas

Sejam r, n ∈ N com 2 ≤ r < n. Seja Λ = Λ(n, r) = kQ
⟨Qr⟩ uma álgebra de Nakayama

truncada com carcás Q =
−→
An:

0 1
αoo 2

αoo . . .
αoo n− 1

αoo
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Seja r∗ = r − 1 e, para cada 0 < i ≤ n− 1, sejam qi, si ∈ Z≥0 tais que

i = qir
∗ + si , onde 0 < si ≤ r∗.

Veja a Observação 2.2.

Vamos de�nir para cada 0 < i ≤ n − 1 um complexo Ti de Λ-módulos, como na

seção anterior (Note que Ti = T+
ωi
).

Ti : P0
αr∗
// Pr∗

αr∗
// P2r∗

αr∗
// . . .

αr∗
// Pqir∗

αsi // Pi

onde P0 está no grau 0. Vamos de�nir também T0 = P0.

Mostraremos mais à frente que TΛ =
⊕
i∈Q0

Ti é um complexo inclinante.

Observação 2.3. Para i > 0 temos ℓ(Ti) = qi + 1.

Note que cada complexo Ti tem o Λ-módulo projetivo P0 no grau 0. Portanto, se

existe um mor�smo qualquer Ti → Tj então o mor�smo 1P0 : P0 → P0 estende-se para

um mor�smo φij : Ti → Tj . Por outro lado, se o mor�smo 1P0 : P0 → P0 não se estende

para um mor�smo φij : Ti → Tj então não existe nenhum outro mor�smo Ti → Tj .

Vamos de�nir a relação binária RΛ ⊆ Q0 ×Q0 da seguinte maneira:

RΛ = {(i, j) ∈ Q0 ×Q0 | o mor�smo 1P0 estende-se

para um mor�smo de HomDb(Λ)(Ti, Tj)}.

Vamos de�nir os seguintes conjuntos:

RΛ,0 = {(i, i) | i ∈ Q0};
RΛ,1 = {(i, j) ∈ Q0 ×Q0 | i < j, qj = qi};
RΛ,2 = {(i, j) ∈ Q0 ×Q0 | i < j, qj = qi + 1, si < sj};
RΛ,3 = {(i, j) ∈ Q0 ×Q0 | i < j, qj > qi + 1, r∗ não divide i};
RΛ,4 = {(i, j) ∈ Q0 ×Q0 | j < i, r∗ divide j}.

Observação 2.4. Note que se (i, j) ∈ RΛ,1 então si < sj e r∗ não divide i. Também

se (i, j) ∈ RΛ,2 então r∗ não divide i.

Para cada (i, j) ∈
4
⊔
k=0

RΛ,k vamos de�nir um mor�smo φi,j ∈ HomDb(Λ)(Ti, Tj) que

estende o mor�smo 1P0 .
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• Caso (i, j) ∈ RΛ,0: Neste caso j = i e φi,j := 1Ti .

• Caso (i, j) ∈ RΛ,1: Neste caso i < j e qj = qi, então o mor�smo φi,j : Ti −→ Tj é

representado abaixo. Note que j − i = sj − si.

P0
αr∗
//

1P0

��

Pr∗
αr∗
//

1Pr∗
��

P2r∗
αr∗

//

1P2r∗
��

. . .
αr∗
// Pqir∗

αsi //

1Pqir
∗

��

Pi

αj−i

��
P0

αr∗
// Pr∗

αr∗
// P2r∗

αr∗
// . . .

αr∗
// Pqir∗

αsj // Pj

(2.1)

• Caso (i, j) ∈ RΛ,2: Neste caso i < j, qj = qi + 1 e si < sj , então o mor�smo

φi,j : Ti −→ Tj é representado abaixo. Note que j − i = r∗ + sj − si > r∗.

P0
αr∗
//

1P0

��

Pr∗
αr∗
//

1Pr∗
��

P2r∗
αr∗

//

1P2r∗
��

. . .
αr∗
// Pqir∗

αsi //

1Pqir
∗

��

Pi
0 //

αr∗−si

��

0

0

��
P0

αr∗
// Pr∗

αr∗
// P2r∗

αr∗
// . . .

αr∗
// Pqir∗

αr∗
// Pqjr∗

αsj // Pj

(2.2)

• Caso (i, j) ∈ RΛ,3: Neste caso i < j, qj > qi + 1 e r∗ não divide i, então o mor�smo

φi,j : Ti −→ Tj é representado abaixo. Note que, como r∗ não divide i, temos r∗−si > 0.

P0
αr∗
//

1P0

��

Pr∗
αr∗
//

1Pr∗
��

. . .
αr∗
// Pqir∗

αsi //

1Pqir
∗

��

Pi
0 //

αr∗−si

��

0

0

��

0 // . . .
0 // 0

0

��
P0

αr∗
// Pr∗

αr∗
// . . .

αr∗
// Pqir∗

αr∗
// P(qi+1)r∗

αr∗
// P(qi+2)r∗

αr∗
// . . .

αsj // Pj

(2.3)

• Caso (i, j) ∈ RΛ,4: Neste caso j < i e r∗ divide j, então o mor�smo φi,j : Ti −→ Tj

é, em particular, o mor�smo projeção representado abaixo.

P0
αr∗
//

1P0

��

Pr∗
αr∗
//

1Pr∗

��

. . .
αr∗
// Pqjr∗

αr∗
//

1Pqjr
∗

��

P(qj+1)r∗
αr∗

//

0

��

. . .
αr∗
// Pqir∗

αsi //

0

��

Pi

0

��
P0

αr∗
// Pr∗

αr∗
// . . .

αr∗
// Pqjr∗

0 // 0
0 // . . .

0 // 0
0 // 0

(2.4)

Lema 2.5. Vale a seguinte igualdade: RΛ =
4
⊔
i=0
RΛ,i.

Demonstração. Note que, pela construção dos mor�smos φi,j , temos
4
⊔
i=0
RΛ,i ⊆ RΛ.
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Agora, mostraremos que RΛ \
4
⊔
i=0
RΛ,i = ∅. Temos 3 casos a analisar.

Primeiro caso: i < j, qj = qi + 1 e si ≥ sj . Note, pelo diagrama 2.2 acima,

que se si ≥ sj teremos a composição αr
∗−siαsj ̸= 0, o que torna o diagrama não-

comutativo. Portanto, neste caso, não existe mor�smo Ti −→ Tj que estende o mor�smo

1P0 : P0 −→ P0.

Segundo caso: i < j, qj > qi + 1 e r∗ divide i. Neste caso, i = qir
∗ e o último

quadrado do diagrama abaixo não é comutativo.

P0
αr∗
//

1P0

��

Pr∗
αr∗
//

1Pr∗
��

. . .
αr∗
// Pqir∗

0 //

1Pqir
∗

��

0

0

��

0 // . . .
0 // 0

0

��
P0

αr∗
// Pr∗

αr∗
// . . .

αr∗
// Pqir∗

αr∗
// P(qi+1)r∗

// . . . // Pj

Portanto, neste caso, também não existe mor�smo Ti −→ Tj que estende o mor�smo

1P0 : P0 −→ P0.

Terceiro e último caso: j < i e r∗ não divide j. Note que se qj = qi então não existe

mor�smo Pi −→ Pj e portanto não existe mor�smo Ti −→ Tj que estende o mor�smo

1P0 : P0 −→ P0 e se qj < qi então não existe mor�smo P(qj+1)r∗ −→ Pj e portanto

também não existe mor�smo Ti −→ Tj que estende o mor�smo 1P0 : P0 −→ P0.

Lema 2.6. O conjunto Q0 com a relação binária RΛ é um poset.

Demonstração. Para concluir a a�rmação acima, basta veri�carmos que a relação bi-

nária RΛ é re�exiva, antissimétrica e transitiva.

Como RΛ,0 ⊆ RΛ então temos a re�exividade.

Se (x, y) e (y, x) ∈ RΛ o mor�smo 1P0 : P0 −→ P0 se estende para φx,y : Tx −→ Ty

e φy,x : Ty −→ Tx e, portanto, para φy,xφx,y : Tx −→ Tx. Como o mor�smo identidade

idTx : Tx −→ Tx também estende o mor�smo 1P0 : P0 −→ P0 e esta extensão é única,

podemos concluir que φy,xφx,y = idTx . Analogamente mostramos que φx,yφy,x = idTy

e portanto temos x = y, ou seja, RΛ é antissimétrica.

Por �m, suponha que (x, y) e (y, z) ∈ RΛ. Como os mor�smos φx,y e φy,z são

induzidos pela identidade 1P0 do grau 0, então a composição φy,zφx,y : Tx −→ Tz

também é induzida pela identidade 1P0 e portanto (x, z) ∈ RΛ.

Notação 2.7. (1) i ≤ω j ⇔ (i, j) ∈ RΛ para i, j ∈ Q0.
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(2) SΛ := (Q0,≤ω).

Enunciaremos agora um lema que será importante para a demonstração do teorema

abaixo.

Lema 2.8. Seja Λ =
kQ
I

uma álgebra de dimensão �nita tal que dimk eiΛej ≤ 1 para

quaisquer i, j ∈ Q0. Seja

P (a)
α //

φ

��

P (b)

ψ

��
P (c)

β // P (d)

um diagrama de homomor�smos entre Λ-módulos projetivos indecomponíveis, onde

a, b, c, d ∈ Q0.

(1) Sejam α, β e ψ mor�smos para os quais existe φ tal que o diagrama acima comuta

e as composições são não-nulas (βφ = ψα ̸= 0). Então tal φ é unicamente de�nido

por α, β e ψ.

(2) Sejam α, β e φ mor�smos para os quais existe ψ tal que o diagrama acima comuta

e as composições são não-nulas (βφ = ψα ̸= 0). Então tal ψ é unicamente de�nido

por α, β e φ.

Demonstração. Provaremos apenas o item (1), já que o raciocínio para a demonstração

do item (2) é análogo.

Suponha que existem φ1 e φ2 tais que βφi = ψα ̸= 0 para i = 1, 2. Segue do Lema

2.11, página 84, em [5] que HomΛ(P (a), P (c)) ≃ ecΛea. Como dimk ecΛea ≤ 1 temos

que φ2 = λφ1 para algum λ ∈ k. Logo, 0 = β(φ2 − φ1) = β(λ− 1)φ1 = (λ− 1)βφ1 =

(λ− 1)ψα. Como ψα ̸= 0, obtemos λ = 1.

Teorema 2.9. A álgebra de endomor�smos EndDb(Λ)(TΛ) é isomorfa à álgebra de

incidência de poset kSopΛ . Além disso, Λ é derivadamente equivalente a kSopΛ .

Demonstração. Seja ψ = (ψk)k∈Z um mor�smo entre Ti e Tj . Como ψ0 ∈ EndΛ(P0),

temos que ψ0 = λ.1P0 para algum λ ∈ k. Além disso, segue do item (2) do Lema 2.8 que

ψ é unicamente de�nido por ψ0. Por isso qualquer mor�smo entre Ti e Tj é induzido
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por ψ0, logo é um múltiplo do mor�smo φi,j . Portanto, o conjunto {φi,j}(i,j)∈R é uma

k-base de EndDb(Λ)(T ). Logo, EndDb(Λ)(T ) é isomorfa à álgebra de incidência de poset

kSopΛ .

Por outro lado, note que os somandos do complexo T geram Kb(proj Λ). Isto segue
das sequências exatas curtas de complexos

0 −→ Pi[−(qi + 1)] −→ Ti −→ Tqir∗ −→ 0

para todo i.

Agora precisamos apenas mostrar que Hom(TΛ, TΛ[i]) = 0 se i ̸= 0.

Note que, como o vértice 0 é um poço, não existe mor�smo Px −→ P0 para nenhum

x ∈ Q0 \ {0}. Portanto, Hom(TΛ, TΛ[i]) = 0 para todo i < 0.

Por outro lado, como Λ é r-truncada, não existe mor�smo P0 −→ Pj para nenhum

j ≥ r. Portanto, segue que Hom(TΛ, TΛ[i]) = 0 para todo i ≥ 2.

Por �m, analisaremos o caso i = 1. Seja φ = (φk)k∈Z : Ti → Tj [1] um mor�smo

de complexos. Seja m um número inteiro tal que φm ̸= 0 e φt = 0 para todo t > m.

Então φm é um mor�smo entre módulos projetivos, φm : Pa → Pb, onde a, b ∈ Q0 são

tais que a < b, logo φm = λm.α
b−a para algum λm ∈ k. Como φm ̸= 0, temos que

m ≥ 0, m ≤ qi + 1 e m ≤ qj , logo T li = Plr∗ e Tj [1]l = P(l+1)r∗ para 0 ≤ l ≤ m − 1.

Por isso, φl = λl.α
r∗ para alguns λl ∈ k para 0 ≤ l ≤ m− 1. De�niremos a homotopia

h = (hk)k∈Z : Ti → Tj = Tj [1][−1] pela seguinte regra:

ht =


0, se t /∈ [0, . . . ,m];

λm.α
mr∗−a, se t = m;

µt.α
r∗ , se t ∈ [0, . . . ,m− 1];

onde µm = λm e µt = λt − µt+1 para t ∈ [0, . . . ,m − 1]. Dessa forma de�nida, a

homotopia h satisfaz φk = dkTj ◦ h
k + hk+1 ◦ dkTi e, portanto, φ é homotópico a zero e

HomDb(Λ)(Ti, Tj [1]) = 0.

Dessa forma, segue do Teorema 1.4 que Λ ∼ EndDb(Λ)(T ) ≃ kSopΛ .

De�nição 2.10. Para l,m, n, s ∈ N tais que m ≤ l e s < l, vamos denotar por
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V (l,m, n, s) o poset de�nido no conjunto de elementos

{ai, bj , ck | 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n}

e com ordem parcial de�nida pelas seguintes regras:

(1) xi ≤ xj se, e somente se, i ≤ j para x ∈ {a, b, c};

(2) ai < cj e bk < cj para todos i, j, k;

(3) ai < bi+k para todos i e todos k ≥ 1;

(4) bi < ai+t para todos i e todos t ≥ s.

Exemplo 2.11. O poset V (5, 3, 2, 3) tem o seguinte diagrama de Hasse:

a1 //

��

a2 //

��

a3 // a4 // a5

  
c1 // c2

b1 //

99

b2 //

99

b3

44

Vamos de�nir os seguintes subconjuntos de {0, 1, . . . , n−1}, o conjunto dos vértices
de
−→
An.

C := {i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} | r∗ divide i},
A := {i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} | qi é par e i /∈ C},
B := {i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} | qi é ímpar e i /∈ C}.

Sejam lΛ(A) := |A|, lΛ(B) := |B| e lΛ(C) := |C|. Se considerarmos a ordem natural

existente em {0, 1, . . . , n−1}, temos as seguintes bijeções que respeitam a ordem natural

em Z para A, B e C:
A ←→ {a1, a2, . . . , alΛ(A)},
B ←→ {b1, b2, . . . , blΛ(B)},
Cop ←→ {c1, c2, . . . , clΛ(C)}.

Teorema 2.12. Seja Λ = Λ(n, r) uma álgebra de Nakayama truncada e TΛ o complexo

inclinante de�nido acima. Então kSΛ ≃ kV (lΛ(A), lΛ(B), lΛ(C), r∗).
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Demonstração. Seja ψ : V = V (lΛ(A), lΛ(B), lΛ(C), r∗) → SΛ = Q0 = {0, 1, . . . , n− 1}
a bijeção de�nida acima. Sejam ≤ω a ordem parcial em SΛ e ≤ a ordem parcial em V

(veja a De�nição 2.10). Vamos mostrar que x < y se, e somente se, ψ(x) <ω ψ(y) para

todos x, y ∈ V .

Sejam x, y ∈ V tais que ψ(x) <ω ψ(y). Então, (ψ(x), ψ(y)) ∈
4
⊔
i=1
RΛ,i. Vamos

analisar cada caso separadamente.

(1) (ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,1. Neste caso, ψ(x) <ω ψ(y) e podemos supor sem perda de

generalidade que qψ(x) = qψ(y) é um número par. Se ψ(y) /∈ C, temos que ψ(x), ψ(y) ∈ A
e segue do item (1) da De�nição 2.10 que x < y. Se ψ(y) ∈ C, segue do item (2) da

De�nição 2.10 que x < y.

(2) (ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,2. Vamos supor que qψ(x) é um número par. Se ψ(y) /∈ C,
temos que ψ(x) ∈ A, ψ(y) ∈ B e como sψ(x) < sψ(y), segue do item (3) da De�nição

2.10 que x < y. Se ψ(y) ∈ C, segue do item (2) da De�nição 2.10 que x < y. O caso

em que qψ(x) é um número ímpar é análogo.

(3) (ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,3. Então, temos que ψ(x) <ω ψ(y) e ψ(x) /∈ C. Se ψ(y) ∈ C,
segue do item (2) da De�nição 2.10 que x < y. Se ψ(x), ψ(y) ∈ A ou ψ(x), ψ(y) ∈ B,
segue do item (1) da De�nição 2.10 que x < y. Se ψ(x) ∈ A e ψ(y) ∈ B (respectiva-

mente, ψ(y) ∈ A e ψ(x) ∈ B) segue dos itens (1) e (2) (respectivamente, itens (1) e (3))

da De�nição 2.10 que x < y.

(4) (ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,4. Neste caso ψ(y) ∈ C. Se ψ(x) ∈ C, segue do item (1) da

De�nição 2.10 que x < y. Se ψ(x) /∈ C, segue do item (2) da De�nição 2.10 que x < y.

Portanto, x < y se ψ(x) <ω ψ(y) para todos x, y ∈ V .

Suponha agora que x < y. Basta considerar os casos em que existe uma �echa no

diagrama de Hasse de V de x para y. Vamos analisar cada possibilidade.

(1) x = ai, y = ai+1 para algum i. Então ψ(x) < ψ(y). Se qψ(x) = qψ(y), então

(ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,1, logo ψ(x) <ω ψ(y). Se qψ(x) < qψ(y), temos que qψ(y) = qψ(x) + 2,

logo (ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,2 (como ψ(y) ∈ A, temos que r∗ não divide ψ(y)). Por isso,

ψ(x) <ω ψ(y).

(2) x = bi, y = bi+1 para algum i. Este caso é análogo ao anterior.

(3) x = ci, y = ci+1 para algum i. Neste caso, ψ(x), ψ(y) ∈ C e ψ(x) < ψ(y), logo

(ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,4 e concluímos que ψ(x) <ω ψ(y).

(4) x = alΛ(A) e y = c1. Se qψ(x) = qψ(y) temos que ψ(x) < ψ(y). Por isso
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(ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,1 e portanto ψ(x) <ω ψ(y). Suponha agora qψ(y) = qψ(x) + 1. Como

ψ(y) ∈ C, temos que sψ(x) < sψ(y), por isso (ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,2, logo ψ(x) <ω ψ(y).

Por �m, se qψ(y) < qψ(x), temos que (ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,4, logo ψ(x) <ω ψ(y).

(5) x = blΛ(A) e y = c1. Este caso é análogo ao anterior.

(6) x = ai, y = bi+1 para algum i. Se qψ(y) = qψ(x) + 1, então (ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,2,

logo ψ(x) <ω ψ(y). Se qψ(y) = qψ(x)+3, então (ψ(x), ψ(y)) ∈ RΛ,3, logo ψ(x) <ω ψ(y).

(7) x = bi, y = ai+r∗ para algum i. Este caso é análogo ao anterior.

De�nição 2.13. Vamos denotar por L(n,m), para n ≥ 2 e m ≥ 1 o seguinte poset

a0 a1oo

��

a2

��

oo . . .oo an−1

��

oo an

��

oo an+1
oo

b1 b2oo . . .oo bn−1
oo c1oo . . .oo cmoo .

Corolário 2.14. Sejam 4 ≤ r < n− 1 tais que n ≤ 2r − 2 = 2r∗ e Λ = Λ(n, r). Então

SopΛ ≃ L(n− r, 2r − n− 1).

Demonstração. Segue imediatamente do Teorema 2.12 que SΛ ≃ V (r∗ − 1, n− r, 2, r∗)
nestes casos. Note que, como a quantidade de elementos em A é menor que r∗+1, então

não temos vértice ai tal que bj ≤ ai para qualquer j. Portanto, V (r∗− 1, n− r, 2, r∗) ≃
L(n− r, 2r − n− 1)op e o resultado segue.

Exemplo 2.15. Seja Λ = Λ(12, 3). Então SopΛ ≃ V (3, 3, 6, 2)op, que tem o seguinte

diagrama de Hasse:

1 5oo 9oo

zz

10

ee

yy

8oo 6oo 4oo 2oo 0oo

3 7oo

ZZ

11oo

[[

.

Exemplo 2.16. Seja Λ = Λ(11, 4). Então SopΛ ≃ V (4, 3, 4, 3)op, que tem o seguinte
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diagrama de Hasse:

1 2oo 7oo 8oo

vv

9

dd

tt

6oo 3oo 0oo

4 5oo

ZZ

10oo

[[

.

Exemplo 2.17. Seja Λ = Λ(11, 5). Então SopΛ ≃ V (5, 3, 3, 4)op, que tem o seguinte

diagrama de Hasse:

1 2oo 3oo 9oo 10oo

uu

8

ss

ee

4oo 0oo

5 6oo

ZZ

7oo

ZZ

.

2.3 Álgebras seriais truncadas

Nesta seção consideraremos uma classe mais geral, a classe das álgebras seriais trun-

cadas. No intuito de demonstrar o teorema abaixo, analisaremos primeiro as álgebras

seriais à direita e, a seguir, as álgebras seriais à esquerda.

Teorema 3. Toda álgebra serial sem ciclos truncada é derivadamente equivalente a

uma álgebra de incidência de posets.

2.3.1 Álgebras seriais à direita truncadas

Relembrando a De�nição 1.23, temos que uma álgebra Λ é dita serial à direita se todo

Λ-módulo à direita projetivo indecomponível é unisserial. Em [5], podemos encontrar

o seguinte teorema, que dá uma importante caracterização destas álgebras, em relação

ao seu carcás.

Teorema 2.18. Uma k-álgebra básica Λ é serial à direita se, e somente se, para todo

vértice a de seu carcás QΛ, existir no máximo uma �echa que começa em a.

Sejam r ∈ Z, r ≥ 2 e Λ = kQ
⟨Qr⟩ uma álgebra serial à direita, r-truncada e tal que o

carcás Q é uma árvore.

53



Observação 2.19. Se r é maior que o comprimento de qualquer caminho em Q, então

Λ é hereditária.

Como Λ é serial à direita sem ciclos, então Q possui um único poço a0 ∈ Q0

e para cada vértice a ∈ Q0, a ̸= a0, existe um único caminho ωa de comprimento

l(wa) = n = n(a) > 0 que vai do vértice a para o vértice a0 em Q. E, nestes casos,

podemos considerar as mesmas decomposições de ω feitas anteriormente para de�nir os

complexos inclinantes. Dessa forma, temos

T+
a : Pa0

u+1 // Pt(u+2 )

u+2 // Pt(u+3 )

u+3 // . . . // Pt(u+q )

u+q // Ps(u+q )

u+n // Pa ,

onde Pa0 está no grau 0; e T+
a0 = Pa0 . De�na T

+
Λ =

⊕
a∈Q0

T+
a .

Seja {b1, . . . , bm} o conjunto de todas as fontes de Q. Vamos denotar por SQ o poset

cujo diagrama de Hasse é Q. Então SQ = Q0 como conjunto, b1, . . . , bm são elementos

minimais de SQ e a0 é o único elemento maximal de SQ. Seja Ubi o aberto em SQ que

corresponde ao elemento bi, ou seja, Ubi = {a ∈ Q0 | a ≥ bi}.

Vamos denotar por Λbi a álgebra r-truncada com carcás Q(bi) que corresponde ao

poset Ubi , ou seja, Λbi = kQ(bi)
kQ(bi)r

. Como Λ é serial à direita, Λbi é uma álgebra de

Nakayama r-truncada e, como na seção anterior, construímos para cada i a relação

RΛi ⊆ Q(bi) ×Q(bi) ⊆ Q0 ×Q0. Segue do Lema 2.6 que cada Q(bi) com a respectiva

relação binária RΛi é um poset, que será denotado por SΛbi
:= (Q(bi),≤ωi). Segue do

Teorema 2.9 que SΛbi
é um poset cuja álgebra de incidência é derivadamente equivalente

a Λbi .

Vamos agora de�nir a relação binária RΛ ⊆ Q0×Q0 como sendo a união das relações

RΛi :

RΛ :=
m
∪
i=1
RΛi .

Lema 2.20. O conjunto Q0 com a relação binária RΛ é um poset.

Demonstração. Dados x, y ∈ Q0, se não existe um bi tal que x, y ∈ Q(bi) então os vérti-

ces x e y não são comparáveis. Se existe (pelo menos) um bi tal que x, y ∈ Q(bi) então,

pela re�exividade e antissimetria de Λbi garantida pelo Lema 2.6, podemos concluir que

RΛ é re�exiva e antissimétrica.
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Suponha agora que (x, y) e (y, z) ∈ RΛ. Então existem mor�smos Tx −→ Ty e

Ty −→ Tz induzidos por 1P0 : P0 −→ P0 e, portanto, a composição dos mor�smos

Tx −→ Ty −→ Tz também é induzida por 1P0 : P0 −→ P0. Logo, (x, z) ∈ RΛ, ou seja,

RΛ é transitiva. O resultado segue.

Teorema 2.21. A álgebra de endomor�smos EndDb(Λ)(T
+
Λ ) é isomorfa à álgebra de

incidência de poset kSopΛ . Além disso, Λ é derivadamente equivalente a kSopΛ .

Demonstração. Sejam c, d ∈ Q0. Se c, d ∈ Q(bi)0 para alguma fonte bi de Q, segue da

Seção 2.2 que HomDb(Λ)(Tc, Td) ̸= 0 se, e somente se, (c, d) ∈ Rbi e, neste caso, todos

os mor�smos são múltiplos de φc,d, o mor�smo induzido por 1P0 . Caso não exista uma

fonte bi de Q tal que c, d ∈ Q(bi)0, segue que não existe caminho entre c e d em Q.

Logo, não existe mor�smo não-nulo entre os complexos Tc e Td. Por isso o conjunto

de mor�smos {φc,d | (c, d) ∈ RΛ} é uma k-base de EndDb(Λ)(T
+
Λ ). Além disso, se

(c, d) ∈ RΛ e (d, f) ∈ RΛ, então (c, f) ∈ RΛ e também temos a seguinte propriedade:

φc,dφf,g =

 φc,g, se d = f,

0, se d ̸= f.

Então, podemos concluir que a álgebra EndDb(Λ)(T
+
Λ ) é isomorfa à álgebra de incidência

de poset kSopΛ .

A demonstração do fato de que T+
Λ gera Kb(proj Λ) é análoga à demonstração feita

para TΛ no Teorema 2.9.

Sejam c, d ∈ Q0. Se c, d ∈ Q(bi)0 para alguma fonte bi de Q, então segue da

demonstração do Teorema 2.9 que HomDb(Λ)(Tc, Td[n]) ≃ HomDb(Λbi
)(Tc, Td[n]) = 0

se n ̸= 0. Se não existe fonte bi de Q tal que c, d ∈ Q(bi)0, a demonstração de que

HomDb(Λ)(Tc, Td[n]) = 0 para n ̸= 0 é análoga à demonstração do Teorema 2.9.

Podemos concluir que T+
Λ é um complexo inclinante. Logo, segue do Teorema 1.4

que Λ é derivadamente equivalente à álgebra de incidência de poset kSopΛ .

2.3.2 Álgebras seriais à esquerda truncadas

Sejam r ∈ Z, r ≥ 2 e Λ = kQ
⟨Qr⟩ uma álgebra seria à esquerda, r-truncada e tal que o

carcás Q é uma árvore. Então Q possui uma única fonte a0 ∈ Q0 e para cada vértice
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a ∈ Q0 existe um único caminho ωa do vértice a0 para o vértice a.

Sejam T−
a = T−

ωa,r e T
−
Λ =

⊕
a∈Q0

T−
a .

De maneira análoga à seção anterior, de�nimos o poset SΛ com o conjunto de vértices

Q0 e a relação de equivalência RΛ ⊆ Q0×Q0 é tomada fazendo-se os ajustes necessários.

Teorema 2.22. A álgebra de endomor�smos EndDb(Λ)

(
T−
Λ

)
é isomorfa à álgebra de

incidência de poset kSopΛ . Além disso, Λ é derivadamente equivalente a kSopΛ .

Demonstração. Análoga à demonstração do Teorema 2.21.

Observação 2.23. Note que, se considerarmos a álgebra oposta à álgebra serial à

esquerda Λ, denotada por Λop, obteremos uma álgebra serial à direita e, ao construirmos

o poset SΛop este será equivalente ao poset (SΛ)op.

2.4 Álgebras Λ(Λ1, . . . ,Λt)

Sejam Λi =
kQi

Ii
para 1 ≤ i ≤ t, tais que Qi0 ∩Q

j
0 = {a} para 1 ≤ i ̸= j ≤ t e tais que

cada Qi não possui laços no vértice a. Nestas condições, chamaremos o vértice a de

vértice especial de Qi.

De�nição 2.24. Λa(Λ1, . . . ,Λt) :=
kQ
I , onde

(1) Q0 =
t
∪
i=1
Qi0;

(2) Q1 =
t
∪
i=1
Qi1;

(3) I é o ideal em kQ gerado pelo conjunto
t
∪
i=1
Ii.

Chamaremos a álgebra Λa(Λ1, . . . ,Λt) de colagem das álgebras Λ1, . . . ,Λt no vértice

especial a. Quando o vértice especial estiver claro no contexto denotaremos esta álgebra

apenas por Λ(Λ1, . . . ,Λt).

Suponha, a partir de agora, que cada Λi é uma álgebra serial à direita, truncada ou

hereditária. Já vimos que, neste caso, cada Λi possui um único poço a0 ∈ Qi0 que �xa-

remos como sendo seu vértice especial. Note que, neste caso, a álgebra Λa0(Λ1, . . . ,Λt)

é também uma álgebra serial à direita.
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Seja T um subconjunto de {1, . . . , t}. Vamos de�nir o seguinte complexo para a

álgebra Λa0(Λ1, . . . ,Λt)

TΛ,T =
⊕
a∈Q0

Ta, onde Ta =

 T+
a , se a ∈ Qi0 para algum i ∈ T;

Pa, caso contrário.

O próximo resultado generaliza o Teorema 2.21 no sentido de que cada álgebra Λi

pode ser ri-truncada, não sendo necessariamente ri = rj para i ̸= j. Nos casos em que

ri = r para todo i, se considerarmos T = {1, . . . , t} obtemos o resultado do Teorema

2.21.

Teorema 2.25. Seja Λ = Λa0(Λ1, . . . ,Λt), onde cada Λi é uma álgebra serial à di-

reita truncada ou uma álgebra serial à direita hereditária com único poço a0 e T um

subconjunto de {1, . . . , t}.

1. TΛ,T é um complexo inclinante.

2. Λ é derivadamente equivalente a EndDb(Λ)TΛ,T.

3. A álgebra EndDb(Λ)TΛ,T é isomorfa à álgebra Λ̃ = Λa0(Λ̃1, . . . , Λ̃t), onde

Λ̃i =

 kSopΛi
, se i ∈ T

Λi, caso contrário.

Demonstração. Seja T iΛ,T = ⊕
a∈Qi

0

Ta para i ∈ {1, . . . , t}. Seja T̃ = {1, . . . , t} \ T.

1. Vamos mostrar que TΛ,T é um complexo inclinante. A demonstração do fato

de que TΛ,T gera Kb(proj Λ) é análoga à demonstração feita para TΛ no Teorema 2.9.

Sejam c, d ∈ Q0 tais que c ∈ Qi0 e d ∈ Qj0 para alguns i, j. Suponha i = j. Se i ∈ T,

segue do Teorema 2.21 que T iΛ,T é um complexo inclinante. Se i ∈ T̃, T iΛ,T é isomorfo

a Λi concentrado no grau zero, logo também é um complexo inclinante. Por isso, para

i = j temos que HomDb(Λ)(Tc, Td[n]) = 0 se n ̸= 0.

Suponha agora que i ̸= j, c ̸= a0 e d ̸= a0. Se i, j ∈ T̃, então Tc e Td são

complexos concentrados no grau zero, logoHomDb(Λ)(Tc, Td[n]) = 0 se n ̸= 0. Como não

existem caminhos não triviais entre vértices de Qi e Qj , temos HomDb(Λ)(Tc, Td[n]) = 0

se n ̸= 0 no caso de i ∈ T̃ ou j ∈ T̃. Sejam agora i, j ∈ T. De forma análoga
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à demonstração do Teorema 2.9, basta mostrar que HomDb(Λ)(Tc, Td[1]) = 0. Seja

φ = (φk)k∈Z : Tc → Td[1] um mor�smo de complexos. Como não existem caminhos

não triviais entre vértices de Qi e vértices de Qj temos que φk = 0 para k ̸= 0. Mas

neste caso φ é também um mor�smo entre complexos Ta0 e Td[1]. Como a0, d ∈ Qj e o
complexo T jΛ,T é inclinante pelo Teorema 2.21, segue que φ é homotópico a zero, logo

HomDb(Λ)(Tc, Td[1]) = 0.

2. A a�rmação do item 2 segue do item 1 e do Teorema 1.4.

3. Como T iΛ,T ≃ Λi para i ∈ T̃, então EndDb(Λ)T
i
Λ,T ≃ Λi =

kQ̃i

Ĩi
. Por outro lado,

segue do Teorema 2.22 que EndDb(Λ)T
i
Λ,T ≃ kSopΛi

= kQ̃i

Ĩi
no caso em que i ∈ T. Seja

Λ̃i =
kQ̃i

Ĩi
para i ∈ {1, . . . , t}, onde Q̃i e Ĩi são os de�nidos acima. Podemos assumir

que Q̃i0 = Qi0 para i ∈ {1, . . . , t}. Sejam c, d ∈ Q0. Como as álgebras Λi são seriais à

direita e não existem caminhos não triviais entre vértices de diferentes Qi, temos que

somente pode existir mor�smo não nulo em Db(Λ) de Tc para Td se c, d ∈ Qi0 para

algum i ∈ {1, . . . , t} ou se c ∈ Qi0 para algum i ∈ T e d ∈ Qj0 para algum j ∈ T̃. Seja

φ = (φk)k∈Z ∈ HomDb(Λ)(Tc, Td). Como j ∈ T̃, Td = Pd, logo φk = 0 se k ̸= 0. Por

isso, φ sempre se fatora pelo mor�smo φc,a0 (veja de�nição na seção 2.2). Por isso o

carcás Q̃ da álgebra EndDb(Λ)TΛ,T pode ser obtido dos carcases Q̃i pela colagem no

vértice a0, ou seja:

Q̃0 =
t
∪
i=1
Q̃i0, Q̃1 =

t
∪
i=1
Q̃i1.

Além disso, se φ = (φk)k∈Z ∈ HomDb(Λ)(Tc, Td) como acima, ou seja, c ∈ Qi0 com

i ∈ T e d ∈ Qj0 com j ∈ T̃ então φ = φ̃φc,a0 , onde φc,a0 ∈ HomDb(Λ)(Tc, Ta0) e

φ̃ ∈ HomDb(Λ)(Ta0 , Td), e como φ0
c,a0 = 1P0 , temos que φ = 0 se, e somente se, φ̃ = 0.

Por isso, EndDb(Λ)TΛ,T ≃
kQ̃
Ĩ
, onde Ĩ é o ideal gerado por conjuntos Ĩ1, Ĩ2, . . . , Ĩt. Logo

EndDb(Λ)TΛ,T é isomorfa à álgebra de colagem das álgebras EndDb(Λ)T
i
Λ,T no vértice

a0.

Observação 2.26. Quando as álgebras Λi são seriais à direita com seus únicos poços

sendo os vértices especiais então a álgebra Λ(Λ1, . . . ,Λt) coincide com o pullback iterado

Λ1 ⊔
Λ0

. . . ⊔
Λ0

Λt das álgebras Λ1, . . . ,Λt, onde Λ0 = kQ0 com Q0
0 = {a} e Q0

1 = ∅ e com
epimor�smos naturais

Λi → Λ0

b 7→ eabea.
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Veja, por exemplo, [15].

Exemplo 2.27. Seja Λ = Λ(Λ1,Λ2,Λ3), onde Λ1 = Λ(6, 4), Λ2 = Λ(8, 3), Λ3 = ∆(7, 3).

Sejam

QΛ1 = a0 a1oo a2oo a3oo a4oo a5oo ;

QΛ2 = a0 b1oo b2oo b3oo b4oo b5oo b6oo b7oo ;

QΛ3 = a0 c1oo c2oo c3oo c4oo c5oo

c6

ff

.

Segue do Teorema 2.9 que

SopΛ1
= a4 a5oo

��

a3oo

��

a0oo

a1 a2oo e

SopΛ2
= b3 b7oo

��

b6oo

��

b4oo b2oo a0oo

b1 b5oo .

Segue do Teorema 2.21 que

c5

��
SopΛ3

= c1 c4

__

�� ��

c2oo a0oo

c6

__

c3 .

Então SΛ = S(SΛ1 , SΛ2 , SΛ3) e, pelo Teorema 2.25, temos que Λ é derivadamente
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equivalente a kSopΛ , e o poset SopΛ é representado abaixo.

a4 a5oo

��

a3oo

��
a1 a2oo

b3 b7oo

��

b6oo

��

b4oo b2oo a0oo

^^

��

b1 b5oo c5

~~
c1 c4

``

}} ��

c2oo

c6

``

c3 .
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Capítulo 3

Álgebras de incidência de posets

hereditárias por partes

Fixaremos aqui algumas notações para equivalências derivadas de forma a deixar o

texto que se segue menos técnico.

Dadas A, B álgebras; S, T posets e Γ, Γ1, Γ2 grafos, denotaremos:

� A ∼ B ⇔ Db(A) ≃tr Db(B).

� S ∼ T ⇔ kS ∼ kT .

� S ∼ A ⇔ kS ∼ A.

� A ∼ Xn,m,l ⇔ Db(A) ≃tr Db(Xn,m,l) ⇔ A ∼ Cn,m,l.

� S ∼ Xn,m,l ⇔ kS ∼ Xn,m,l.

� A ∼ Γ ⇔ A ∼ k
−→
Γ para alguma orientação

−→
Γ de Γ.

� S ∼ Γ ⇔ kS ∼ Γ.

� Γ1 ∼ Γ2 ⇔ k
−→
Γ 1 ∼ k

−→
Γ 2 para algumas orientações de Γ1 e de Γ2.

� Γ ∼ Xn,m,l ⇔ k
−→
Γ ∼ Cn,m,l para alguma orientação

−→
Γ de Γ.

Em [46] podemos encontrar o seguinte resultado.

Lema 3.1. Sejam S e T posets. Se S ∼ T então Sop ∼ T op.
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O resultado a seguir está descrito em [30].

Lema 3.2. Sejam Q e ∆ carcases que são árvores e cujos grafos adjacentes ΓQ e Γ∆

são isomorfos. Então kQ ∼ k∆.

De�niremos agora alguns posets que desempenharão um papel interessante em nosso

trabalho. Em todos os casos temos m,n ∈ N. Note que denotaremos da mesma forma

os carcases e os posets cujo diagrama de Hasse são
−→
An e

−→
Dn.

(1) Dado n ≥ 1,
−→
An denotará o poset abaixo.

a0 a1oo . . .oo an−2
oo an−1

oo

(2) Dado n ≥ 4,
−→
Dn denotará o poset abaixo.

a0 a1oo a2oo . . .oo an−3
oo an−2

oo

an−1

ii

(3) Dados n ≥ 2 e m ≥ 0, B(n,m) denotará o poset abaixo.

a1

��

a2

��

oo . . .oo an−1
oo

��

an

��

oo c1oo . . .oo cmoo

b1 b2oo . . .oo bn−1
oo bnoo

(4) Dados n ≥ 1 e m ≥ 0, C(n,m) denotará o poset abaixo.

a0 a1

��

oo a2

��

oo . . .oo an−1
oo

��

an

��

oo c1oo . . .oo cmoo

b1 b2oo . . .oo bn−1
oo bnoo

(5) Dado n ≥ 1, C1(n) denotará o poset abaixo.

a0 a1

��

oo a2

��

oo . . .oo an−1
oo

��

an

��

oo

b1 b2oo . . .oo bn−1
oo bnoo bn+1

oo
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(6) Dados n ≥ 2 e m ≥ 0, D(n,m) denotará o poset abaixo.

a0 a1

��

oo a2

��

oo . . .oo an−1

��

oo an

��

oo

��

c1oo . . .oo cmoo

b1 b2oo . . .oo bn−1
oo bnoo

dn

hh

(7) Dado m ≥ 0, D(1,m) denotará o poset abaixo.

a0 a1

��

oo

  

c1oo . . .oo cmoo

b1 d1

(8) Dado n ≥ 1, D1(n) denotará o poset abaixo.

a0 a1

��

oo a2

��

oo . . .oo an−1
oo

��

an

��

oo

b1 b2oo . . .oo bn−1
oo bnoo bn+1

oo

dn+1

aa

(9) Dados n ≥ m > 0, de�na S(n,m) como sendo o poset:

d+m

xx

d+m−1

��

oo . . .

��

oo d+2

��

oo d+1
oo

��

sn sn−1 . . . sm+2
oo sm+1

oo . . .

d−m

ff

d−m−1

]]

oo . . .

]]

oo d−2

[[

oo d−1
oo

[[
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(10) Dados n > 2 e m > 0, de�na X (n,m) como sendo o poset:

a0 a1oo . . .oo an−1
oo

��

an

gg

xx

c1oo . . .oo cmoo

b1 b2oo

ii

Lenzing e de la Peña, em [51], �xaram uma orientação para as arestas dos grafos

Bn, Cn e Dn, cujos diagramas têm um importante papel na teoria das singularidades.

Veja [26] para sua primeira aparição e [24] para um livro-texto mais recente. Os posets

B(n,m) e C(n,m) são generalizações dos diagramas Bn = B(n, 0) e Cn = C(n, 0), já o

poset D(n,m) foi obtido de C(n,m) apenas duplicando-se o vértice bn e as �echas que

chegam ou saem dele. Não foi encontrada uma relação entre D(n,m) e Dn.

3.1 Colagem de posets

De�nição 3.3. Seja S um poset tal que seu grafo é uma árvore. Chamaremos de

elemento especial de S um elemento maximal �xado.

Nos posets C(ni,mi), C1(ni), D(ni,mi), D1(ni) �xaremos o vértice a0 como ele-

mento especial.

Para qualquer i ∈ {1, . . . , t} seja Si um poset tal que seu grafo é uma árvore, com

um vértice especial �xado ou Si ∈ {C(ni,mi), C1(ni), D(ni,mi), D1(ni)} para alguns

ni, mi.

De�nição 3.4. S(S1, . . . , St) é um poset que possui subposets T1, . . . , Tt com as se-

guintes propriedades:

(1) Ti é isomorfo a Si para todo i.

(2)
⋃

1≤i≤t
Ti = S(S1, . . . , St).

(3) Para todo i ̸= j temos Ti ∩ Tj = {elemento especial em Ti}.

Em outras palavras, S(S1, . . . , St) é o poset obtido de S1, . . . , St colando-se todos

os elementos especiais de cada Si.
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Exemplo 3.5. S
(−→
A 2,
−→
A 2,
−→
D 4, C1(2)

)
:

•

��

•

��
• // ◦ •

��

oo •

��

oo

•

??

•

OO

• •oo •oo

Note que o vértice não preenchido (◦) representa o elemento especial de cada poset

que foi colado.

Observação 3.6. É imediato o fato que a ordem dos posets a serem colados, não

altera o resultado da colagem, ou seja, S(S1, . . . , Si−1, Si, Si+1, . . . , Sj−1, Sj , Sj+1, . . . St)

é isomorfo a S(S1, . . . , Si−1, Sj , Si+1, . . . , Sj−1, Si, Sj+1, . . . St) para todo 1 ≤ i, j ≤ t.

Observação 3.7. Segue da de�nição que a álgebra de incidência de poset kS(S1, . . . , St)

é isomorfa à colagem das álgebras de incidência de posets Λ(kS1, . . . ,kSt).

3.2 Equivalências derivadas de álgebras de incidência de

posets

O lema a seguir apresenta uma equivalência derivadas entre as álgebras de incidência

de alguns dos posets de�nidos acima e algumas das álgebras Λ(n, r) e ∆(n, r).

Lema 3.8. Valem as seguintes equivalências derivadas:

(a) C(n,m) ∼ Λ(2n+m+ 1, n+m+ 1);

(b) C1(n) ∼ Λ(2n+ 2, n+ 1);

(c) D(n,m) ∼ ∆(2n+m+ 2, n+m+ 1);

(d) D1(n) ∼ ∆(2n+ 3, n+ 1);

(e) L(t, r − t− 1) ∼ Λ(r + t, r) para 2 ≤ t ≤ r − 2.

Demonstração. (a) Em C(n,m) considere o subconjunto fechado

Y = {a0, . . . , an, c1, . . . , cm}.
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Segue do Teorema 1.21 que C(n,m) ∼ AY , onde a álgebra AY é dada pelo seguinte

carcás com relações (veja em 1.2.4 a de�nição de AY ).

a0 a1
α1oo . . .

α2oo an
αnoo c1

γ1oo . . .
γ2oo cm

γmoo b1
β1oo . . .

β2oo bn
βnoo

onde β1γm . . . γ1αn . . . α1 = β2β1γm . . . γ1αn . . . α2 = · · · = βn . . . β1γm . . . γ1αn = 0.

Como AY é isomorfa à álgebra Λ(2n+m+ 1, n+m+ 1), a a�rmação segue.

(b) Em C1(n) considere o subconjunto fechado Y = {a0, . . . , an}. Segue do Teorema

1.21 que C1(n) ∼ AY , onde a álgebra AY é dada pelo seguinte carcás com relações.

a0 a1
α1oo . . .

α2oo an
αnoo b1

β1oo . . .
β2oo bn

βnoo bn+1
βn+1oo

onde β1αn . . . α1 = β2β1αn . . . α2 = · · · = βn . . . β1αnβn+1βn . . . β1 = 0.

Como AY é isomorfa à álgebra Λ(2n+ 2, n+ 1), a a�rmação segue.

(c) Em D(n,m) considere o subconjunto fechado Y = {a0, . . . , an, c1, . . . , cm}. Se-
gue do Teorema 1.21 que D(n,m) ∼ AY , onde a álgebra AY é dada pelo seguinte carcás

com relações.

bnβn
xx

a0 a1
α1oo . . .

α2oo an
αnoo c1

γ1oo . . .
γ2oo cm

γmoo b1
β1oo . . .

β2oo bn−1
βn−1oo

dn

δnff

onde β1γm . . . γ1αn . . . α1 = β2β1γm . . . γ1αn . . . α2 = · · · = βn . . . β1γm . . . γ1αn =

δnβn−1 . . . β1γm . . . γ1αn = 0.

Como AY é isomorfa à álgebra ∆(2n+m+ 2, n+m+ 1), a a�rmação segue.

(d) Em D1(n) considere o subconjunto fechado Y = {a0, a1, . . . , an}. Segue do

Teorema 1.21 que D1(n) ∼ AY , onde a álgebra AY é dada pelo seguinte carcás com
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relações.

bn+1βn+1

xx
a0 a1

α1oo . . .
α2oo an

αnoo b1
β1oo . . .

β2oo bn
βnoo

dn+1

δn+1
ff

onde β1αn . . . α1 = β2β1αn . . . α2 = · · · = βn . . . β1αn = βn+1βn . . . β1 = δn+1βn . . . β1 =

0.

Como AY é isomorfa à álgebra ∆(2n+ 3, n+ 1), a a�rmação segue.

(e) Segue do Corolário 2.14.

Lema 3.9. Seja n ≥ 2, então Λ = Λ(2n+ 1, n+ 1) ∼ C(n− 1, 2).

Demonstração. Segue do Teorema 2.9 que Λ ∼ SopΛ e segue do Teorema 2.12 que SopΛ ∼
V (n − 1, n − 1, 3, n)op. De maneira análoga ao Corolário 2.14, temos V (n − 1, n −
1, 3, n)op ≃ C(n− 1, 2) e o resultado segue.

Lema 3.10. Valem as equivalências:

(a) B(n,m) ∼ C(n− 1,m+ 1), para todos n ≥ 2 e m ≥ 0;

(b) L(n,m) ∼ C(n,m), para todos n ≥ 2 e m ≥ 1.

Demonstração. (a) Em B(n,m), se considerarmos o subconjunto Y = {a1, . . . , an,
c1, . . . , cm, b2, . . . , bn}, segue do Teorema 1.21, que B(n,m) ∼ AY (veja 1.2.4 para a

descrição da álgebra AY ). Como AY é isomorfa à álgebra kC(n−1,m+1), a a�rmação

segue.

(b) Segue dos itens (a) e (e) do Lema 3.8 que C(n,m) ∼ Λ(2n+m+1, n+m+1) ∼
L(n,m).

Lema 3.11. C(n, 0) ∼ C(n− 1, 2) para todo n > 1.

Demonstração. Segue dos Lemas 3.8 e 3.9 que C(n, 0) ∼ Λ(2n+1, n+1) ∼ C(n− 1, 2)

para todo n > 1.
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Lema 3.12. Seja Λ = kQ
I a álgebra de�nida pelo seguinte carcás com relações:

Q : c1 a1
α1

��
c2 d

γ1

__

γ2
oo

β1��
β2
��

a2
α2oo

b1 b2

e I = ⟨α1β1, α1β2, α2β1, α2β2⟩. Então Λ não é hereditária por partes.

Demonstração. Considere a tripla gentil torcida (∆, Sp, J), onde ∆ :

c dγ
oo

β
��

aα
oo

b

Sp = {a, b, c} e J = ⟨αβ⟩. Como Λ é isomorfa à álgebra k∆sg

⟨Jsg⟩ então Λ é uma álge-

bra gentil torcida. (Veja subseção 1.2.6 para de�nições e notações de álgebras gentis

torcidas).

Vamos considerar a corda generalizada (Veja a Seção 1.2.6 para mais detalhes)

w = (αγ)(γ−1)(β)(β−1)(α−1) e, para cada n ∈ N, a corda generalizada wn = w . . . w

(n vezes). Seja Pwn o complexo correspondente a wn. Segue do Teorema 3 de [16]

que Pwn é um objeto indecomponível de Db(Λ). Como ℓ(Pwn) = n + 1, obtemos

que s.gl.dim(Λ) = ∞. Por isso, segue de [40] que a álgebra Λ não é hereditária por

partes.

Lema 3.13. Seja S o poset com o seguinte diagrama de Hasse:

a4

}} �� !!

a5

a1

!!

a2

��

a3

}}
a0 a6

onde as arestas sem �echas podem ser orientadas arbitrariamente. Então, as álgebras
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de incidência do poset S não é hereditária por partes.

Demonstração. Sem perda de generalidade, usando mutações em a5 e a6, podemos

supor que o diagrama de Hasse de S é o seguinte:

a4

}} �� !!

a5

a1

!!

a2

��

a3

}}

==

!!
a0 a6

Considerando-se o conjunto fechado Y = {a1, a2, a3, a4}, temos AY ≃ A = kQ
I , onde

Q :

a0

!!

a5

α

��

a6

β}}
a4

δ}}
γ

�� !!
a1 a2 a3

e I = ⟨αγ, αδ, βγ, βδ⟩.

Como a álgebra µ+a0(A) é isomorfa à álgebra do Lema 3.12, a a�rmação segue.

Happel e Seidel, em seu artigo [36], na Proposição 2.6, mostraram o seguinte resul-

tado.

Lema 3.14. Para n ≥ 3 e n > r ≥ 2 temos que as seguintes álgebras não são heredi-

tárias por partes.

(a) Λ(n+ i, n− 5) não é hereditária por partes para n ≥ 12 e i ≥ 0;

(b) Λ(n, 3) não é hereditária por partes para n ≥ 12;

(c) Λ(n, 4) não é hereditária por partes para n ≥ 11;

(d) Λ(n, 5) não é hereditária por partes para n ≥ 11;

(e) Λ(n, 6) não é hereditária por partes para n ≥ 12.

Para a demonstração do lema acima, foi usada fortemente a seguinte proposição,

disponível em [38]:
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Proposição 3.15. Seja Λ uma k-álgebra de dimensão �nita, hereditária por partes do

tipo feixes e não do tipo módulos e seja M ∈ mod Λ. Se a álgebra extensão por um

ponto Λ[M ] for hereditária por partes, então ela é do tipo feixes.

Lema 3.16. As álgebras de incidência dos seguintes posets não são hereditárias por

partes:

(a) B(6, 0); (e) D1(5); (i) S
(
C(4, 1),

−→
A 2,
−→
A 2

)
;

(b) C(5, 1); (f) S(3, 3); (j) S
(
C(5, 0),

−→
A 2,
−→
A 2

)
;

(c) C1(5); (g) S
(
C(4, 2),

−→
A 2

)
; (k) S

(
D(2, 0),

−→
A 2,
−→
A 2

)
;

(d) D(4, 1); (h) S
(
D(3, 1),

−→
A 2

)
; (l) S

(
D1(4),

−→
A 2,
−→
A 2

)
.

Demonstração. (a) e (b) Segue dos Lemas 3.10 e 3.8 que B(6, 0) ∼ C(5, 1) ∼ Λ(12, 7),

que não é hereditária por partes pelo Lema 3.14. O resultado segue.

(c) Segue do Lema 3.8 que C1(5) ∼ Λ(12, 6), que não é hereditária por partes pelo

Lema 3.14. O resultado segue.

(d) Seguiremos o raciocínio de Happel e Seidel usado para a demonstração do Lema

3.14. Segue do Lema 3.8 que D(4, 1) ∼ ∆(11, 6), que é extensão por um ponto de

Λ(10, 6) Por outro lado, segue dos Lemas 3.8 e 3.19 que Λ(10, 6) ∼ C(4, 1) ∼ X2,3,6,

que não é do tipo módulos. Calculando o polinômio de Coxeter de D(4, 1) obtemos

−λ11 − λ10 + λ9 + 2λ8 + λ7 − 2λ6 − 2λ5 + λ4 + 2λ3 + λ2 − λ− 1

= −(λ− 1)2(λ+ 1)3(λ2 + λ+ 1)(λ4 − λ3 + λ2 − λ− 1)

que não coincide com os polinômios de Coxeter de nenhuma álgebra do tipo feixes.

(e) Note que D1(5) possui C1(5) como subcategoria plena e esta última não é here-

ditária por partes pelo item (c), logo D1(5) também não é hereditária por partes.

(f) Segue do Exemplo 3.5 em [45], que S(3, 3) não é hereditária por partes.
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(g) Seguiremos novamente o raciocínio de Happel e Seidel usado para a demonstra-

ção do Lema 3.14. Note que C(4, 2) é subposet de S
(
C(4, 2),

−→
A 2

)
e C(4, 2) ∼ X2,3,7

pelo Lema 3.19. Como esta última é do tipo feixes e não é do tipo módulos, é su�ciente

mostrar que S
(
C(4, 2),

−→
A 2

)
não é do tipo feixes. Para isso, calculamos seu polinômio

de Coxeter e obtemos

λ12 + λ11 − λ9 − λ8 + λ6 − λ4 − λ3 + λ+ 1

que é indecomponível. Portanto, temos que S
(
C(4, 2),

−→
A 2

)
não é do tipo feixes e

podemos concluir que não é hereditária por partes.

(h) Em S
(
D(3, 1),

−→
A 2

)
:

f1 // a0 a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��

��

c1oo

b1 b2oo b3oo

d3

gg

aplicamos a mutação µ+f1 e obtemos

f1 a0oo a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��

��

c1oo

b1 b2oo b3oo

d3.

gg

Agora, considerando o conjunto fechado Y = {a3, c1}, temos que a álgebra AY ≃ kS,

onde

S : f1

��

a0oo a1oo

��

a2oo

��

d3

~~
a3 c1oo b1oo b2oo b3.oo
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A seguir, aplicamos a mutação µ+a2 e obtemos

f1

��

a0oo a1oo

��

d3

~~
a3 c1oo b1oo a2oo b2oo b3.oo

Agora, aplicamos a mutação µ−{a3,c1} para obtermos

f1 a0oo

a3

OO

��

c1oo a1oo

OO

��

d3

��
b1 a2oo b2oo b3oo

Aplicando as mutações µ−b1 e µ−f1 obtemos

a0 f1oo

��
a3 c1oo a1oo

__

��

d3

~~
b1

__

// a2 b2oo b3.oo

Por �m, aplicamos a sequência de mutações µ+b3 ◦ µ
+
d3
◦ µ+b2 ◦ µ

+
b3
◦ µ+d3 para obtermos

S̃ =

a0 f1oo

��
a3 c1oo a1oo

__

��

d3

b1

__

// a2 // b2 //

>>

b3.

Como a subcategoria plena de kS̃ com os vértices a1, f1, c1, b1, a3, b3 e d3 é isomorfa

à álgebra do Lema 3.13, a a�rmação segue.
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(i) Seguiremos novamente o raciocínio de Happel e Seidel usado para a demonstração

do Lema 3.14. Note que S
(
C(4, 1),

−→
A 2

)
é subcategoria plena de S

(
C(4, 1),

−→
A 2,
−→
A 2

)
e que, pelo Lema 3.26, S

(
C(4, 1),

−→
A 2

)
∼ X2,3,7. Como esta última é do tipo feixes

e não é do tipo módulos, é su�ciente mostrar que S
(
C(4, 1),

−→
A 2,
−→
A 2

)
não é do tipo

feixes. Para isso, calculamos seu polinômio de Coxeter e obtemos

λ12 + λ11 − λ10 − 2λ9 − λ8 + λ7 + 2λ6 + λ5 − λ4 − 2λ3 − λ2 + λ+ 1

= (λ− 1)2(λ+ 1)2(λ2 + 1)(λ2 + λ+ 1)(λ4 − λ2 + 1)

que não coincide com os polinômios de Coxeter de nenhuma álgebra do tipo feixes.

(j) Note que S
(
C(4, 1),

−→
A 2,
−→
A 2

)
é subcategoria plena de S

(
C(5, 0),

−→
A 2,
−→
A 2

)
, por-

tanto a a�rmação segue do item anterior.

(k) Em S
(
D(2, 0),

−→
A 2,
−→
A 2

)
:

f // a0 a1oo

��

a2oo

��

��

g

OO

b1 b2oo

d2

gg

aplicamos as mutações µ+f e µ+g para obtermos S̃ =

f a2

�� �� ��
a0

__

��

a1oo

��

b2

��

d2

��
g b1 .

Como a subcategoria plena da álgebra kS̃ com os vértices f , g, a1, b1, b2, d2 e a2 é

isomorfa à álgebra do Lema 3.13, o resultado segue.
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(l) Em S(D1(4),
−→
A 2,
−→
A 2):

g

��
f // a0 a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��

a4oo

��
b1 b2oo b3oo b4oo b5oo

d5

``

aplicamos a sequência de mutações µ+a3 ◦ µ
−
b3
◦ µ−b2 ◦ µ

+
a4 ◦ µ

−
b1

(Para detalhes, veja a

demonstração do item (d) do Lema 3.23.) e obtemos

g

��

a3

~~

a2oo

f // a0 a1oo b1oo b3

``

�� ��

d5

~~
b2

__

a4 b4oo b5.oo

Em seguida, aplicamos a sequência de mutações µ+g ◦µ+f ◦µ
−
d5
◦µ−b5 ◦µ

−
b4
◦µ−a4 e obtemos

S̃ =

f a3

xx

a2oo d5

xx
a0

ee

yy

a1oo b1oo b3

ff

xx

a4oo b4oo

g b2

ff

b5.

ff

Como a subcategoria plena de kS̃ cujos vértices são f , g, a3, b2, d5 e b5 é isomorfa à

álgebra de incidência do poset S(3, 3), o resultado segue do item (f) do Lema 3.16.

Os próximos lemas classi�carão as álgebras de incidência de alguns dos posets de�-

nidos acima que são hereditárias por partes.

Lema 3.17. L(4,m) ∼ X2,3,m+5 para m ≥ 1.
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Demonstração. Em L(4,m):

a0 a1oo

��

a2

��

oo a3

��

oo a4

��

oo a5oo

b1 b2oo b3oo c1oo . . .oo cmoo

considere o subconjunto fechado Y = {a4, a5}, então AY é isomorfa à álgebra de inci-

dência do seguinte poset.

a0

��

a1oo

��

a2

��

oo a3

��

oo

a4 a5oo b1oo b2oo b3oo c1oo . . .oo cm.oo

Aplicando µ+a3 obtemos

a0

��

a1oo

��

a2

��

oo

a4 a5oo b1oo b2oo a3oo b3oo c1oo . . .oo cm.oo

Aplicando µ−{a4,a5} obtemos

a0 a4oo

��

a5oo a1oo a2

��

oo

b1 b2oo a3oo b3oo c1oo . . .oo cm.oo

Aplicando µ−b1 obtemos

a0 a4oo a5oo a1oo

b1

OO

��

a2

OO

��

oo

b2 a3oo b3oo c1oo . . .oo cm.oo
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Aplicando µ−b2 obtemos

a5

��

a1oo a2oo

��
a0 a4oo b1oo b2oo

��
a3 b3oo c1oo . . .oo cm.oo

Por �m, aplicando µ+a2 obtemos o seguinte poset.

S : a5

��

a1oo

��
a0 a4oo a2oo

b1

OO

b2oo

OO

// a3 b3oo c1oo . . .oo cm.oo

Segue da Observação 2.4 em [47], que S ∼ X2,3,m+5.

Lema 3.18. X (n,m) ∼ X2,n,m+2 para n > 2 e m ≥ 0.

Demonstração. Seja Y = {b2, an−1, an, c1, . . . , cm} subconjunto fechado de X (n,m).

Segue do Teorema 1.21 que X (n,m) ∼ AY = kQ
I , onde

Q : an−1 b1
xx

an

gg

β2ww

c1γ1
oo . . .γ2

oo cmγm
oo

b2 a0
α0

ff

a1α1

oo . . .α2

oo an−2αn−2

oo

e I = ⟨α1α0γm . . . γ1β2⟩.

Seja A = µ+a2 .µ
+
a3 . . . µ

+
an−2

µ−an−1
(AY ). Então A = k∆

Ĩ
, onde

∆ : an−1

��

b1

��
b2 an

β2
oo c1γ1

oo . . .γ2
oo cmγm

oo a0α0

oo a1α1

oo

��
a2 . . .α2

oo an−2αn−2

oo
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e Ĩ = ⟨α1α0γm . . . γ1β2⟩.

Seja T =
⊕
x∈∆0

Tx, onde

Tb2 : . . . // 0 // P (b2) // 0 // 0 // . . .

Tx : . . . // 0 // P (b2) // P (x) // 0 // . . .

para x ∈ {an−1, an, c1, . . . , cm, b1, a0}

Ta1 : . . . // 0 // P (b2) // P (a0) // P (a1) // 0 // . . .

P (a2)

77

Ta2 : . . . // 0 // 0 // P (a2) // 0 // 0 // . . .

Tai : . . . // 0 // 0 // P (a2) // P (ai) // 0 // . . .

para 3 ≤ i ≤ n− 2, com Tb2 concentrado no grau -2, Tx concentrados nos graus -2 e -1,

Ta1 concentrado nos graus -2, -1 e 0, Ta2 concentrado no grau -1 e Tai concentrado nos

graus -1 e 0.

De forma análoga à demonstração do Teorema 2.21 veri�ca-se que T é um complexo

inclinante e a álgebra EndDb(A)(T ) é isomorfa à álgebra de incidência de poset kU , onde

U : a3 a4oo . . .oo an−2
oo a2oo

��
a1 a0oo

||
an c1oo c2oo . . .oo cmoo b2

bb

}}

��

b1

bb

an−1

jj

.

Se m = 0, segue da Observação 2.4 em [47], que U ∼ X2,n,2. Se m = 1, segue da

Observação 2.4 em [47], que µ−an(U) ∼ X2,n,3. Se m ≥ 2, seja S = µ−cm−1
. . . µ−c1µ

−
an(U).
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Então

S : a3 a4oo . . .oo an−2
oo a2oo

��
a1 a0oo

zz
cm b1oo b2oo

bb

||
an−1 anoo c1oo . . .oo cm−2

oo cm−1

dd

oo .

Segue da Observação 2.4 em [47], que S ∼ X2,n,m+2. Então a a�rmação segue dos

Teoremas 1.49 e 1.21.

Lema 3.19. Valem as seguintes equivalências:

(a) C(1,m) ∼ T2,2,m+1;

(b) C(2,m) ∼ T2,3,m+2;

(c) C(3,m) ∼ T2,3,m+4;

(d) C(4, 0) ∼ T2,3,6;

(e) C(4,m) ∼ X2,3,m+5, se m > 0;

(f) C(5, 0) ∼ X2,3,7;

(g) A álgebra de incidência de C(n,m) não é hereditária por partes se n ≥ 5 e n+m ≥ 5.

Demonstração. (a) Como o grafo adjacente ao diagrama de Hasse de C(1,m) é iso-

morfo ao grafo T2,2,m+1, a a�rmação segue do Lema 3.2.

(b)

C(2,m) : a0 a1oo

��

a2oo

��

c1oo . . .oo cmoo

b1 b2oo .

Aplicando µ−b1 obtemos o poset

a0 a1oo b1oo

��

a2oo c1oo . . .oo cmoo

b2
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cujo grafo é isomorfo a T2,3,m+2. Logo, a a�rmação segue do Teorema 1.49 e do

Lema 3.2.

(c)

C(3,m) : a0 a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��

c1oo . . .oo cmoo

b1 b2oo b3oo .

Aplicando µ−b1 obtemos o poset

a0 a1oo b1oo

��

a2oo a3oo

��

c1oo . . .oo cmoo

b2 b3oo .

Aplicando µ−b2 obtemos o poset

a2

��

a3oo

��

c1oo . . .oo cmoo

a0 a1oo b1oo b2

��

oo

b3 .

Aplicando µ+{a3,c1,...,cm} obtemos o poset

a0 a1oo b1oo a3oo c1oo . . .oo cmoo a2oo

b3 b2

``

oo

cujo grafo é isomorfo a T2,3,m+4. Logo, a a�rmação segue do Teorema 1.49 e do

Lema 3.2.

(d) A a�rmação segue do item (c) e do Lema 3.11.

(e) Segue do Lema 3.10 que C(4,m) ∼ L(4,m) para m > 0. Segue do Lema 3.17 que

L(4,m) ∼ X2,3,m+5. Portanto, C(4,m) ∼ X2,3,m+5 para m > 0.
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(f) A a�rmação segue do item (e) e do Lema 3.11.

(g) Segue do Lema 3.11 que C(6, 0) ∼ C(5, 2). Portanto, como kC(n,m) é uma

subcategoria plena de kC(n,m + 1) e de kC(n + 1,m), basta mostrar que a

álgebra de incidência do poset C(5, 1) não é hereditária por partes. Então, a

a�rmação segue pelo Lema 3.16.

Teorema 3.20. Sejam n,m ∈ N, com n ≥ 2 e m ≥ 0. Então:

(1) B(n,m) é hereditária por partes se, e somente se, n ≤ 5.

(2) (a) B(2,m) ∼ T2,2,m+2;

(b) B(3,m) ∼ T2,3,m+3;

(c) B(4,m) ∼ T2,3,m+5;

(d) B(5,m) ∼ X2,3,m+6.

(3) B(n,m) é hereditária por partes do tipo módulos se, e somente se, n ≤ 4.

Demonstração. Note, primeiramente que o item (2) segue diretamente dos Lemas 3.10

e 3.19.

O item (3) segue imediatamente do item (2).

Falta mostrarmos que B(n,m) não é hereditária por partes se n ≥ 6, mas isso

também segue dos Lemas 3.10 e 3.19.

Lema 3.21. Valem as seguintes equivalências:

(a) C1(1) ∼ A4;

(b) C1(2) ∼ T2,3,3 = E6;

(c) C1(3) ∼ T2,4,4 = Ẽ7;

(d) C1(4) ∼ T2,3,7;

(e) A álgebra de incidência de C1(n) não é hereditária por partes se n > 4.

Demonstração. (a) Como grafo do poset C1(1) é isomorfo a A4, a a�rmação segue do

Lema 3.2.
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(b) De maneira análoga ao item (b) do Lema 3.19, ao aplicarmos µ−b1 no poset

C1(2) : a0 a1oo

��

a2oo

��
b1 b2oo b3oo

obtemos o poset

a0 a1oo b1

��

oo a2oo

b2 b3oo

cujo grafo é isomorfo a T2,3,3 = E6. Logo, a a�rmação segue do Teorema 1.49 e do

Lema 3.2.

(c) De maneira análoga ao item (c) do Lema 3.19, ao aplicarmos as mutações

µ+a3 µ
−
b2
µ−b1 no poset

C1(3) : a0 a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��
b1 b2oo b3oo b4oo

obtemos o poset

a2

��
a0 a1oo b1oo a3oo b2

��

oo

b3 b4oo

cujo grafo é isomorfo a T2,4,4 = Ẽ7. Logo, a a�rmação segue do Teorema 1.49 e do

Lema 3.2.
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(d) C1(4) =

a0 a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��

a4oo

��
b1 b2oo b3oo b4oo b5.oo

Ao aplicarmos as mutações µ+a4 µ
−
b1

obtemos o poset

a0 a1oo b1

��

oo a2oo a3oo

��
b2 b3oo a4oo b4oo b5.oo

Aplicando µ−b2 obtemos o poset

a0 a1oo b1oo a2oo

b2

OO

��

a3oo

OO

��
b3 a4oo b4oo b5.oo

Aplicando µ−b3 obtemos o poset

a2

��

a3oo

��
a0 a1oo b1oo b2oo b3oo

��
a4 b4oo b5.oo
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Aplicando µ+a3 obtemos o poset

a0 a1oo b1oo a3oo a2oo

b2

OO

b3oo

��

OO

a4 b4oo b5.oo

Aplicando µ−a4 , em seguida µ−b4 e, por �m, µ−b5 obtemos o poset

a0 a1oo b1oo a3oo a2oo

b2

OO

b3oo

OO

a4oo b4oo b5.oo

Por �m, aplicando µ+{b3,a4,b4,b5} obtemos o poset

b2

��
a0 a1oo b1oo b3oo a4oo b4oo b5oo a3oo a2oo

cujo grafo é isomorfo a T2,3,7. Logo, a a�rmação segue do Teorema 1.49 e do Lema 3.2.

(e) Como kC1(5) é uma subcategoria plena de kC1(n) para n > 5, basta mostrar

que a álgebra de incidência de C1(5) não é hereditária por partes. A a�rmação segue

do Lema 3.16.

Lema 3.22. Valem as seguintes equivalências:

(a) D(1,m) ∼ T2,2,2,m+1;

(b) D(2,m) ∼ [D4,A2,Am+2];

(c) D(3,m) ∼ [Dm+5,A2,A3];

(d) D(4, 0) ∼ [D7,A2,A3];

(e) A álgebra de incidência deD(n,m) não é hereditária por partes se n ≥ 4 e n+m > 4.

Demonstração. (a) Como o grafo de D(1,m) é isomorfo a T2,2,2,m+1, a a�rmação segue
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do Lema 3.2.

(b) Em D(2,m) : a0 a1oo

��

a2oo

��

��

c1oo . . .oo cmoo

b1 b2oo

d2

gg

considere o subconjunto fechado Y = {a2, c1, . . . , cm}, então AY é a álgebra de incidên-

cia do seguinte poset:

a0

��

a1oo

��

d2

~~
a2 c1oo . . .oo cmoo b1oo b2.oo

De maneira dual à demonstração do item (b) do Lema 3.19, aplicando µ+a1 , obtemos o

poset

S : a0

��

d2

��
a2 c1oo . . .oo cmoo a1oo b1oo b2.oo

Como o grafo de S é isomorfo a [D4,A2,Am+2], a a�rmação segue dos Teoremas 1.49 e

1.21 e do Lema 3.2.

(c) Em D(3,m):

a0 a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��

��

c1oo . . .oo cmoo

b1 b2oo b3oo

d3

gg

considere o subconjunto fechado Y = {a3, c1, . . . , cm}, então AY é a álgebra de incidên-

84



cia do poset

a0

��

a1oo

��

a2oo

��

d3

~~
a3 c1oo . . .oo cmoo b1oo b2oo b3.oo

De maneira dual à demonstração do item (c) do Lema 3.19, aplicando as mutações

µ−{a3,c1,...,cm} µ
+
a1 µ

+
a2 obtemos o poset

S : a1 a0oo d3

��
b1 a3oo

``

c1oo . . .oo cmoo a2oo b2oo b3oo

Como o grafo de S é isomorfo a [Dm+5,A2,A3], a a�rmação segue dos Teoremas

1.49 e 1.21 e do Lema 3.2.

(d) Em D(4, 0):

a0 a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��

a4oo

��

��

b1 b2oo b3oo b4oo

d4

gg

considere o subconjunto fechado Y = {a4}, então AY é a álgebra de incidência do poset

a0

��

a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��

d4

~~
a4 b1oo b2oo b3oo b4.oo

De maneira análoga à demonstração do item (d) do Lema 3.21, aplicando as mutações
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µ−{a0,a4} µ
+
a2 µ

−
b2
µ−b1 µ

+
a3 µ

−
a4 obtemos o poset

S : a1

~~
a2 a0oo

~~

a4oo b2oo

��

d4

��
b1 a3 b3oo b4oo

Como o grafo de S é isomorfo a [D7,A2,A3], a a�rmação segue dos Teoremas 1.49

e 1.21 e do Lema 3.2.

(e) Como kD(n,m) é uma subcategoria plena de kD(n,m+ 1) e de kD(n+ 1,m),

basta mostrar que D(4, 1) e D(5, 0) não são hereditárias por partes. Segue do Lema

3.16, D(4, 1) não é hereditária por partes. Em D(4, 1), se considerarmos o subconjunto

fechado {c1}, então a álgebra AY é a álgebra de incidência do seguinte poset

S : a0

��

a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��

a4oo

��

��

c1 b1oo b2oo b3oo b4oo

d4

gg

e kS é subcategoria plena de kD(5, 0). Portanto, segue do Lema 1.45 que kD(5, 0) não

é hereditária por partes.

Lema 3.23. Valem as seguintes equivalências:

(a) D1(1) ∼ D5;

(b) D1(2) ∼ [D4,A2,A3];

(c) D1(3) ∼ [D5,A2,A4];

(d) D1(4) ∼ [D8,A2,A3];

(e) D1(n) não é hereditária por partes se n > 4.

Demonstração. (a) Como o grafo de D1(1) é isomorfo a D5, a a�rmação segue do Lema

3.2.
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(b) Em D1(2):

a0 a1oo

��

a2oo

��
b1 b2oo b3oo

d3

``

de maneira análoga à demonstração do item (b) do Lema 3.19, aplicando µ−b1 obtemos

o poset

a0 a1oo b1oo

��

a2oo

b2 b3oo

d3

__

cujo grafo é isomorfo a [D4,A2,A3]. Logo, a a�rmação segue do Teorema 1.49 e do

Lema 3.2.

(c) Em D1(3):

a0 a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��
b1 b2oo b3oo b4oo

d4

``

de maneira análoga à demonstração do item (c) do Lema 3.19, aplicando as mutações

µ+a3 µ
−
b2
µ−b1 obtemos o poset

S : a2

��
a0 a1oo b1oo a3oo b2oo

��

d4

��
b3 b4oo
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cujo grafo é isomorfo a [D5,A2,A4]. Logo, a a�rmação segue do Teorema 1.49 e do

Lema 3.2.

(d) Em D1(4):

a0 a1oo

��

a2oo

��

a3oo

��

a4oo

��
b1 b2oo b3oo b4oo b5oo

d5

``

de maneira análoga à demonstração do item (d) do Lema 3.21, aplicando as mutações

µ−{a0,a1,b1} µ
+
a3 µ

−
b3
µ−b2 µ

+
a4 µ

−
b1

obtemos o poset

S : a2

~~
a3 a0oo

~~

a1oo b1oo b3oo

��

d5

��
b2 a4 b4oo b5oo

cujo grafo é isomorfo a [D8,A2,A3]. Logo, a a�rmação segue do Teorema 1.49 e do

Lema 3.2.

(e) Como kD1(5) é uma subcategoria plena de kD1(n) para n > 5, basta mostrar

que kD1(5) não é hereditária por partes. Como kC1(5) é uma subcategoria plena de

kD1(5), a a�rmação segue do item (e) do Lema 3.21 e do Lema 1.45.

Notação 3.24. Dados l,m, n ∈ Z, S denotará o conjunto:

S = {C(n,m), C(4, 0), C1(l), D(1,m), D1(n) | 1 ≤ n ≤ 3, m ≥ 0, 1 ≤ l ≤ 4}
∪ {S | S é poset tal que seu grafo é uma árvore }.

De�niremos agora, na Tabela 3.1 uma aplicação τ que leva determinados posets de

S em posets cujos grafos são árvores e tais que τ(S) ∼ S. Estas equivalências derivadas
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foram demonstradas nos Lemas 3.19, 3.21, 3.22 e 3.23.

Tabela 3.1: Imagens de posets de S via τ
poset S poset τ(S)

C(1,m), m ≥ 0 C(1,m)

C(2,m), m ≥ 0 a0 a1oo b1oo

��
a2oo c1oo . . .oo cmoo

b2

C(3,m), m ≥ 0 a0 a1oo b1oo a3oo c1oo . . .oo cmoo b1oo // b3

a2

OO

C(4, 0) a0 a1oo b1oo b3oo a4oo b4oo a3oo a2oo

b2

OO

C1(1) C1(1)

C1(2) a0 a1oo b1oo // b2 b3oo

a2

OO

C1(3) a0 a1oo b1oo a3oo b2oo // b3 b4oo

a2

OO

D(1,m), m ≥ 0 D(1,m)

D1(1) D1(1)

D1(2) a0 a1oo b1oo // b2 b3oo

a2

OO

d3

__

D1(3) a0 a1oo b1oo a3oo b2oo // b3 b4oo

a2

OO

d4

__

Se S é um poset tal que seu grafo é uma árvore então vamos de�nir que τ(S) = S.

Lema 3.25. Sejam S1, S2, . . . , St posets com elementos maximais �xos e S1 ∈ S. Então

S(S1, S2, . . . , St) ∼ S(τ(S1), S2, . . . , St).

Demonstração. Sabemos, das demonstrações dos Lemas 3.19, 3.21, 3.22 e 3.23, que o

poset τ(S1) pode ser obtido do poset S1 aplicando re�exões µ± em elementos diferentes

do elemento especial a0. Portanto, a a�rmação segue do Teorema 1.49.

Lema 3.26. Seja k > 1, então:

(a) S
(
C(4, 1),

−→
A k

)
∼ X2,3,k+5;
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(b) S
(
C(4,m),

−→
A k

)
não é hereditária por partes se m > 1;

(c) S
(
C(5, 0),

−→
A k

)
∼ X2,3,k+6;

(d) S
(
C(n,m),

−→
A k

)
não é hereditária por partes se n ≥ 5 e n+m > 5.

Demonstração. (a) S
(
C(4, 1),

−→
A k

)
=

d1

~~

d2oo . . .oo dk−1
oo

a0 a1

��

oo a2

��

oo a3oo

��

a4

��

oo c1oo

b1 b2oo b3oo b4oo

Aplicando as mutações (µ+dk−1
).(µ+dk−2

µ+dk−1
) . . . (µ+d1µ

+
d2
. . . µ+dk−1

) obtemos o poset

dk−1 . . .oo d1oo a0oo a1

��

oo a2

��

oo a3oo

��

a4

��

oo c1oo

b1 b2oo b3oo b4oo .

Agora, considerando o subconjunto fechado Y = {a4, c1}, temos que AY é a álgebra de

incidência do poset

S : dk−1

��

. . .oo d1oo a0oo a1

��

oo a2

��

oo a3oo

��
a4 c1oo b1oo b2oo b3oo b4oo

Como Sop é isomorfo ao poset L(4, k), a a�rmação seque dos Lemas 3.17 e 3.1 e dos

Teoremas 1.49 e 1.21.

(b) Como kS
(
C(4,m),

−→
A k

)
é uma subcategoria plena das categorias kS

(
C(4,m+ 1),

−→
A k

)
e kS

(
C(4,m),

−→
A k+1

)
, basta mostrar que kS

(
C(4, 2),

−→
A 2

)
não é hereditária por par-

tes. Então a a�rmação segue dos Lemas 3.16 e 1.45.
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(c) S
(
C(5, 0),

−→
A k

)
=

c1

~~

c2oo . . .oo ck−1
oo

a0 a1

��

oo a2

��

oo a3oo

��

a4

��

oo a5

��

oo

b1 b2oo b3oo b4oo b5oo

Considerando o subconjunto fechado Y = {ck−1, . . . , c1, a0, a1, a2, a3, a4, a5} temosAY =
kQ
I , onde

Q : c1

��

c2oo . . .oo ck−1
oo

a0 a1α1

oo a2α2

oo a3α3

oo a4α4

oo a5α5

oo b1
β1
oo b2

β2
oo b3

β3
oo b4

β4
oo b5

β5
oo

e I ⟨β1α5α4α3α2α1, β2β1α5α4α3α2, . . . , β5β4β3β2β1α5⟩. Temos então SopAY
=

b1 b2

��

oo b3

��

oo b4oo

��

b5

��

oo a5oo a0oo // c1 // c2 // . . . // ck−1

a1 a2oo a3oo a4oo

Como após aplicar as mutações necessárias obtemos SopAY
∼ C(4, k + 1), a a�rmação

segue do item (d) do Lema 3.19 e dos Teoremas 1.21, 2.21 e 1.49.

(d) Como kC(n,m) é subcategoria plena de kS(C(n,m),
−→
A k), a a�rmação segue do

item (g) do Lema 3.19.

Lema 3.27. Seja k > 1, então:

(a) S
(
D(2,m),

−→
A k

)
∼ [Dk+3,A2,Am+2] para todo m ≥ 0;

(b) S
(
D(3, 0),

−→
A k

)
∼ [Dk+4,A2,A3];

(c) S
(
D(3, 1),

−→
A k

)
não é hereditária por partes;

(d) S
(
D(4, 0),

−→
A k

)
∼ [Dk+6,A2,A3];

(e) S
(
D1(4),

−→
A k

)
∼ [Dk+7,A2,A3].
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Demonstração. (a) S
(
D(2,m),

−→
A k

)
=

f1

~~

f2oo . . .oo fk−1
oo

a0 a1

��

oo a2

��

��

oo c1oo . . .oo cmoo

b1 b2oo

d2

gg

Aplicando os funtores (µ+fk−1
).(µ+fk−2

µ+fk−1
) . . . (µ+f1µ

+
f2
. . . µ+fk−1

) obtemos

fk−1 . . .oo f1oo a0oo a1

��

oo a2

��

��

oo c1oo . . .oo cmoo

b1 b2oo

d2

gg

Agora, considerando o subconjunto fechado Y = {a2, c1, . . . , cm}, temos AY que é a

álgebra de incidência do poset

fk−1

��

. . .oo f1oo a0oo a1

��

oo d2

~~
a2 c1oo . . .oo cmoo b1oo b2.oo

Aplicando os funtores µ+fk−1
. . . µ+f1µ

+
a0µ

+
a1 obtemos o seguinte poset

fk−1

��

d2

��
a2 c1oo . . .oo cmoo fk−2

oo fk−3
oo . . .oo f1oo a0oo a1oo b1oo b2oo

cujo grafo é isomorfo ao grafo [Dk+3,A2,Am+2], a a�rmação segue dos Teoremas 1.49 ,

1.21 e do Lema 3.2.
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(b) S
(
D(3, 0),

−→
A k

)
=

c1

~~

c2oo . . .oo ck−1
oo

a0 a1

��

oo a2

��

oo a3

��

��

oo

b1 b2oo b3oo

d3

hh

Considerando o subconjunto fechado Y = {ck−1, . . . , c1, a0, a1, a2, a3}, temos que AY =
kQ
I , onde

Q : c1

��

c2oo . . .oo ck−1
oo d3

δ3

��
a0 a1α1

oo a2α2

oo a3α3

oo b1
β1

oo b2
β2oo b3

β3oo

e I = ⟨β1α3α2α1, β2β1α3α2, β2β1α3α2, β3β2β1α3, δ3β2β1α3⟩. Temos então SopAY
=

b1 b2oo

��

b3oo

��

a3

ee

yy

a0oo // ck−1
// . . . // c1

a1 a2oo d3

[[

oo

Aplicando os funtores (µ−c1).(µ
−
c2µ

−
c1) . . . (µ

−
ck−1

µ−ck−2
. . . µ−c1) obtemos o poset

S : b1 b2oo

��

b3oo

��

a3

ee

yy

a0oo ck−1
oo . . .oo c1oo

a1 a2oo d3

[[

oo

Considerando o subconjunto fechado Z = {b3, d3, a3, a0, ck−1, . . . , c1} de S, temos que
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AZ é a álgebra de incidência do poset

b3 b1

��

b2oo

��
a3

ee

yy

a0oo ck−1
oo . . .oo c1oo a1oo a2oo

d3

Aplicando µ+b2 obtemos o poset

b3 b1

��
a3

dd

zz

a0oo ck−1
oo . . .oo c1oo b2oo a1oo a2oo

d3

cujo grafo é isomorfo ao grafo [Dk+4,A2,Am+2]. Logo, a a�rmação segue dos Teoremas

1.49 , 1.21 e 2.21 e do Lema 3.2.

(c) Como kS
(
D(3, 1),

−→
A k

)
é uma subcategoria plena de kS

(
D(3, 1),

−→
A k+1

)
, basta

mostrar que kS
(
D(3, 1),

−→
A 2

)
não é hereditária por partes. Então a a�rmação segue

do Lema 3.16.

(d) S
(
D(4, 0),

−→
A k

)
=

c1

~~

c2oo . . .oo ck−1
oo

a0 a1

��

oo a2

��

oo a3

��

oo a4

��

��

oo

b1 b2oo b3oo b4oo

d4

hh

Considerando o subconjunto fechado Y = {ck−1, . . . , c1, a0, a1, a2, a3, a4}, temos AY =
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kQ
I , onde

Q : c1

��

c2oo . . .oo ck−1
oo d4

δ4

��
a0 a1α1

oo a2α2

oo a3α3

oo a4α4

oo b1
β1
oo b2

β2
oo b3

β3
oo b4

β4
oo

e I = ⟨β1α4α3α2α1, β2β1α4α3α2, β3β2β1α4α3, β4β3β2β1α4, δ4β3β2β1α4⟩.

Temos então SopAY
=

b1 b2oo

��

b3oo

��

b4oo

��

a4

ee

yy

a0oo // ck−1
// . . . // c1

a1 a2oo a3oo d4

[[

oo .

Aplicando as mutações (µ−c1).(µ
−
c2µ

−
c1) . . . (µ

−
ck−1

µ−ck−2
. . . µ−c1) obtemos o poset

b1 b2oo

��

b3oo

��

b4oo

��

a4

ee

yy

a0oo ck−1
oo . . .oo c1oo

a1 a2oo a3oo d4

[[

oo .

Considerando o subconjunto fechado Z = {b4, d4, a4, a0, ck−1, . . . , c1}, temos que AZ é

a álgebra de incidência do poset

b4 b1

��

b2oo

��

b3oo

��
a4

ee

yy

a0oo ck−1
oo . . .oo c1oo a1oo a2oo a3.oo

d4
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Aplicando µ+b3 obtemos o poset

b4 b1

��

b2oo

��
a4

dd

zz

a0oo ck−1
oo . . .oo c1oo a1oo b3oo a2oo a3.oo

d4

Aplicando µ+b2 obtemos o poset

b4 b2

zz

b1oo

a4

dd

zz

a0oo ck−1
oo . . .oo c1oo b3

dd

zz

a2oo a3oo

d4 a1

dd

Aplicando µ+{b3,a2,a3} obtemos o poset

b4 b2

{{

b1oo

a4

cc

{{

a0oo ck−1
oo . . .oo c1oo b3oo a2oo a3oo

d4 a1

cc

cujo grafo é isomorfo ao grafo [Dk+6,A2,A3]. Logo, a a�rmação segue dos Teoremas

1.49 , 1.21 e 2.21 e do Lema 3.2.

(e) S
(
D1(4),

−→
A k

)
=

c1

~~

c2oo . . .oo ck−1
oo

a0 a1

��

oo a2

��

oo a3

��

oo a4

��

oo

b1 b2oo b3oo b4oo b5oo

d5

aa

Considerando o subconjunto fechado Y = {ck−1, . . . , c1, a0, a1, a2, a3, a4}, temos AY =
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kQ
I , onde

Q : c1

��

c2oo . . .oo ck−1
oo d5

δ5

��
a0 a1α1

oo a2α2

oo a3α3

oo a4α4

oo b1
β1
oo b2

β2
oo b3

β3
oo b4

β4
oo b5

β5
oo

e I = ⟨β1α4α3α2α1, β2β1α4α3α2, β3β2β1α4α3, β4β3β2β1α4, β5β4β3β2β1, δ5β4β3β2β1⟩.

Temos então SopAY
=

b1 b2

��

oo b3

��

oo b4

��

��

oo a4oo a0oo // ck−1
// . . . // c1

a1 a2oo a3oo b5oo

d5.

gg

Aplicando os funtores (µ−c1).(µ
−
c2µ

−
c1) . . . (µ

−
ck−2

. . . µ−c1).(µ
−
ck−1

µ−ck−2
. . . µ−c1) obtemos

b1 b2

��

oo b3

��

oo b4

��

��

oo a4oo a0oo ck−1
oo . . .oo c1oo

a1 a2oo a3oo b5oo

d5.

gg

Considerando o subconjunto fechado Z = {b4, a4, a0, ck−1, . . . , c1}, temos que AZ é a

álgebra de incidência do poset

b1

��

b2oo

��

b3oo

��

b5

��
b4 a4oo a0oo ck−1

oo . . .oo c1oo a1oo a2oo a3oo d5.oo
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Aplicando µ+b3 obtemos o poset

b1

��

b2oo

��

b5

��
b4 a4oo a0oo ck−1

oo . . .oo c1oo a1oo b3oo a2oo a3oo d5.oo

Aplicando µ+b2 obtemos o poset

b2

{{

b1oo b5

{{
b4 a4oo a0oo ck−1

oo . . .oo c1oo b3

cc

{{

a2oo a3oo

a1

cc

d5.

cc

Aplicando µ−{b4,a4,a0,ck−1,...,c1} obtemos o poset

b2 b1oo b5

{{
b4

cc

{{

a4oo a0oo ck−1
oo . . .oo c1oo b3oo a2oo a3oo

a1 d5

cc

cujo grafo é isomorfo ao grafo [Dk+7,A2,A3]. Logo, a a�rmação segue dos Teoremas

1.49 , 1.21 e 2.21 e do Lema 3.2.

Teorema 3.28. (a) Se Si ∈ S para todo i, então S(S1, . . . , St) ∼ S(τ(S1), . . . , τ(St)).

(b) C(4,m) ∼ X2,3,m+5, para m ≥ 0;

C(5, 0) ∼ X2,3,7;

D(2,m) ∼ [D4,A2,Am+2], para m ≥ 0;

D(3,m) ∼ [Dm+5,A2,A3], para m ≥ 0;

D(4, 0) ∼ [D7,A2,A3];

D1(4) ∼ [D8,A2,A3].

(c) S
(
C(4, 1),

−→
A k

)
∼ X2,3,k+5;

S
(
C(5, 0),

−→
A k

)
∼ X2,3,k+6;

98



S
(
D(2,m),

−→
A k

)
∼ [Dk+3,A2,Am+2];

S
(
D(3, 0),

−→
A k

)
∼ [Dk+4,A2,A3];

S
(
D(4, 0),

−→
A k

)
∼ [Dk+6,A2,A3];

S
(
D1(4),

−→
A k

)
∼ [Dk+7,A2,A3].

Demonstração. (a) Segue do Lema 3.25 e da observação 3.6.

(b) Segue dos Lemas 3.19, 3.22 e 3.23.

(c) Segue dos Lemas 3.26 e 3.27.

Teorema 3.29. Sejam Si, para 1 ≤ i ≤ t, posets tais que seu grafo é uma árvore com

um vértice especial �xado ou Si ∈ {C(ni,mi), C1(ni), D(ni,mi), D1(ni)} para alguns

ni, mi. A álgebra de incidência de poset kS = kS(S1, . . . , St) é hereditária por partes

se, e somente se, uma das seguintes condições é satisfeita:

(a) Si ∈ S para todo i.

(b) t = 1 e S ∈ {C(4,m), C(5, 0), D(2, t), D(3, t), D(4, 0), D1(4) | m > 0, t ≥ 0}.

(c) t = 2 e S ∈
{
S
(
C(4, 1),

−→
A k

)
, S

(
C(5, 0),

−→
A k

)
, S

(
D(2,m),

−→
A k

)
,

S
(
D(3, 0),

−→
A k

)
, S

(
D(4, 0),

−→
A k

)
, S

(
D1(4),

−→
A k

)
| k ≥ 2, m ≥ 0

}
.

Demonstração. O fato de que as condições dos itens (a), (b) e (c) são su�cientes para

que kS = kS(S1, . . . , St) seja hereditária por partes segue do Teorema 3.28. Agora

mostraremos que pelo menos uma dessas condições é necessária.

Segue do Lema 3.16 que S
(
C(4, 1),

−→
A 2,
−→
A 2

)
não é hereditária por partes, portanto

o poset C(4, 1) só pode ser colado com mais um poset para que sua colagem seja

hereditária por partes, ou seja t = 2. Além disso, para qualquer poset T ̸=
−→
A k temos

que S (C(4, 1), T ) possui S
(
C(4, 1),

−→
A 2,
−→
A 2

)
como subposet e, portanto kS (C(4, 1), T )

não é hereditária por partes.

De maneira análoga, veri�camos que C(5, 0), D(2, 0) e D1(4) só podem ser colados

com mais um poset para que sua colagem seja hereditária por partes, ou seja t = 2, e

que esse poset a ser colado só pode ser
−→
A k para algum k ≥ 0. Para os casos D(2,m)
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em que m > 0, D(3, 0) e D(4, 0) basta observarmos que D(2, 0) é um subposet e o

resultado segue analogamente.

Segue também do Lema 3.16 que S
(
C(4, 2),

−→
A 2

)
não é hereditária por partes,

portanto nenhuma colagem de C(4, 2) é hereditária por partes. O mesmo vale para

D(3, 1). Além disso, como C(4,m) para m > 2 (respectivamente D(3, t) para t > 1)

possui C(4, 2) (respectivamente D(3, 1)) como subposet o resultado segue.
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Capítulo 4

Álgebras seriais hereditárias por

partes

4.1 Álgebras de Nakayama hereditárias por partes

Nesta seção apresentaremos uma demonstração (diferente da apresentada em [36]) de

quais álgebras de Nakayama truncadas são hereditárias por partes, indicando um repre-

sentante da classe de equivalência nos casos em que elas forem hereditárias por partes.

Reorganizamos a tabela 1.1 de forma a representar as suas diagonais como colunas

na tabela a seguir.

Tabela 4.1: Os possíveis tipos de Λ(n, r)
HH

HHHHr
n-r

1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10 A11 . . .
3 D4 D5 E6 E7 E8 Ẽ8 X236 X237 - . . .
4 D5 E6 E7 Ẽ7 X244 X245 - - - . . .
5 D6 E7 E8 Ẽ8 T237 - - - - . . .
6 D7 E8 Ẽ8 X236 X237 - - - - . . .
7 D8 Ẽ8 T237 X237 - - - - - . . .
8 D9 T237 T238 X238 - - - - - . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

O item (2) do seguinte teorema classi�ca as quatro primeiras diagonais da tabela

1.1 a partir de um determinado valor de n.
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Teorema 4.1. Sejam k = n− r + 1, s = 2r − n− 2. Para os valores de n e r tais que

k ≥ 2 e s ≥ 0 temos que:

(1) Λ(n, r) é hereditária por partes se, e somente se, k ≤ 5.

(2) Valem as seguintes implicações:

(a) Se k = 2 então Λ(n, r) ∼ T2,2,s+2;

(b) Se k = 3 então Λ(n, r) ∼ T2,3,s+3;

(c) Se k = 4 então Λ(n, r) ∼ T2,3,s+5;

(d) Se k = 5 então Λ(n, r) ∼ X2,3,s+6.

(3) Λ(n, r) é hereditária por partes do tipo módulos se, e somente se, ocorre um dos

casos abaixo:

(a) k ≤ 4;

(b) k = 5 e s = 0.

Demonstração. Segue do Lema 3.8 que Λ(n, r) ∼ C(n− r, 2r − n− 1) e do Lema 3.10

que C(n− r, 2r− n− 1) ∼ B(n− r+ 1, 2r− n− 2) = B(k, s). Logo, o resultado segue

diretamente do Teorema 3.20.

Segue da classi�cação de álgebras de radical quadrado zero (veja [14]) que Λ(n, 2) ∼
A2 para todo n ≥ 3.

O lema a seguir trata dos casos em que Λ(n, r) é hereditária por partes e usa

equivalências já apresentadas no capítulo anterior.

Lema 4.2. Valem as seguintes equivalências:

(a) Λ(5, 3) ∼ D5 ; (b) Λ(6, 3) ∼ E6 ; (c) Λ(7, 4) ∼ E7 ; (d) Λ(8, 4) ∼ Ẽ7 ;

(e) Λ(9, 5) ∼ Ẽ8 ; (f) Λ(10, 5) ∼ T2,3,7 ; (g) Λ(11, 6) ∼ X2,3,7 .

Demonstração. Os Lemas 3.8 e 3.19 nos dão as seguintes equivalências:

(a) Λ(5, 3) ∼ C(2, 0) ∼ T2,3,2 = D5.

(c) Λ(7, 4) ∼ C(3, 0) ∼ T2,3,4 = E7.

(e) Λ(9, 5) ∼ C(4, 0) ∼ T2,3,6 = Ẽ8.

(g) Λ(11, 6) ∼ C(5, 0) ∼ X2,3,7.

Segue de uma combinação dos Lemas 3.8 e 3.21 as seguintes equivalências:

(b) Λ(6, 3) ∼ C1(2) ∼ T2,3,3 = E6.
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(d) Λ(8, 4) ∼ C1(3) ∼ T2,4,4 = Ẽ7.

(f) Λ(10, 5) ∼ C1(4) ∼ T2,3,7.

Para os casos descritos no lema abaixo, usamos o funtor de�nido no Capítulo 2.

Lema 4.3. Valem as seguintes equivalências:

(a) Λ(7, 3) ∼ E7 ; (b) Λ(8, 3) ∼ E8 ; (c) Λ(9, 3) ∼ Ẽ8 ;

(d) Λ(10, 3) ∼ X2,3,6 ; (e) Λ(11, 3) ∼ X2,3,7 ; (f) Λ(9, 4) ∼ X2,4,4 ;

(g) Λ(10, 4) ∼ X2,4,5 .

Demonstração. (a) Como SopΛ(7,3) =

1 5oo 6oo

��

4oo 2oo 0oo

3

a a�rmação segue do Teorema 2.9 e do Lema 3.2. De�na τ̃(Λ(7, 3)) = SopΛ(7,3).

(b) Como SopΛ(8,3) =

3 7oo

��

6oo

��

4oo 2oo 0oo

1 5oo

aplicando a mutação µ−1 obtemos o poset

τ̃(Λ(8, 3)) := 3 7oo 1oo

��

6oo 4oo 2oo 0oo

5

Então a a�rmação segue dos Teoremas 1.49 e 2.9.

(c) Como SopΛ(9,3) =

3 7oo

��

8oo

��

6oo 4oo 2oo 0oo

1 5oo
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aplicando a mutação µ−1 obtemos o poset

τ̃(Λ(9, 3)) := 3 7oo 1oo

��

8oo 6oo 4oo 2oo 0oo

5

Então a a�rmação segue dos Teoremas 1.49 e 2.9.

(d) Como SopΛ(10,3) =

1 5oo 9oo

��

8

dd

zz

6oo 4oo 2oo 0oo

3 7oo

dd

temos que SopΛ(10,3) é isomorfo a X (3, 4). Então a a�rmação segue do Lema 3.18 e do

Teorema 2.9.

(e) Como SopΛ(11,3) =

1 5oo 9oo

��

10

ee

yy

8oo 6oo 4oo 2oo 0oo

3 7oo

dd

temos que SopΛ(11,3) é isomorfo a X (3, 5). Então a a�rmação segue do Lema 3.18 e do

Teorema 2.9.

(f) Como SopΛ(9,4) =

1 2oo 7oo 8oo

��

6

dd

zz

3oo 0oo

4 5oo

gg

temos que SopΛ(9,4) é isomorfo a X (4, 2). Então a a�rmação segue do Lema 3.19 e do

Teorema 2.9.
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(g) Como SopΛ(10,4) =

1 2oo 7oo 8oo

��

9

dd

zz

6oo 3oo 0oo

4 5oo

gg

temos que SopΛ(10,4) é isomorfo a X (4, 3). Então a a�rmação segue do Lema 3.19 e do

Teorema 2.9.

4.2 Álgebras seriais hereditárias por partes

4.2.1 Álgebras seriais com carcás do tipo Dn

A tabela abaixo mostra os possíveis tipos para as álgebras ∆(n, r) que são hereditárias

por partes e, nas entradas assinaladas com −, as que não são hereditárias por partes.

Tabela 4.2: Os possíveis tipos de ∆(n, r)
HHH

HHHr

n-r
2 3 4 5 6 7 8 . . .

2 D4 D5 D6 D7 D8 D9 D10 . . .
3 D̃4 D̃5 [D4,A2,A3] [D5,A2,A3] [D6,A2,A3] [D7,A2,A3] - . . .
4 T2223 [D4,A2,A3] [D5,A2,A3] [D5,A2,A4] - - - . . .
5 T2224 [D4,A2,A4] [D6,A2,A3] [D7,A2,A3] [D8,A2,A3] - - . . .
6 T2225 [D4,A2,A5] [D7,A2,A3] - - - - . . .
7 T2226 [D4,A2,A6] [D8,A2,A3] - - - - . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

Nesta subseção apresentamos os resultados que foram organizados na tabela acima.

Lema 4.4. Valem as seguintes equivalências:

(a) ∆(m, 2) ∼ Dm, para todo m ≥ 4;

(b) ∆(m+ 2,m) ∼ T2,2,2,m−1, para todo m ≥ 3;

(c) ∆(m+ 3,m) ∼ [D4,A2,Am−1], para todo m ≥ 3;

(d) ∆(m+ 4,m) ∼ [Dm+1,A2,A3], para todo m ≥ 3;

(e) ∆(m, 5) ∼ [Dm−3,A2,A3], para m = 10, 11 ;

(f) ∆(9, 4) ∼ [D5,A2,A4];
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(g) ∆(m, 3) ∼ [Dm−3,A2,A3], para 8 ≤ m ≤ 10.

Demonstração. O item (a) segue do Teorema 2.21 (veja também em [14]. As seguintes

equivalências seguem dos Lemas 3.22 e 3.23 e do item (c) do Lema 3.8:

(b) ∆(m+ 2,m) ∼ D(1,m− 2) ∼ T2,2,2,m−1, para todo m ≥ 3;

(c) ∆(m+ 3,m) ∼ D(2,m− 3) ∼ [D4,A2,Am−1], para todo m ≥ 3;

(d) ∆(m+ 4,m) ∼ D(3,m− 4) ∼ [Dm+1,A2,A3], para todo m ≥ 4

e ∆(7, 3) ∼ D1(2) ∼ [D4,A2,A3];

(e) ∆(10, 5) ∼ D(4, 0) ∼ [D7,A2,A3] e ∆(11, 5) ∼ D1(4) ∼ [D8,A2,A3];

(f) ∆(9, 4) ∼ D1(3) ∼ [D5,A2,A4].

Para a demonstração do item (g) usaremos o complexo inclinante de�nido no Ca-

pítulo 2.

(g) Calculando Sop∆(10,3) obtemos

3 7oo

zz

8oo

��

1 6

dd

zz

4oo 2oo 0oo

5

dd

9oo

ZZ

Aplicando a mutação µ−1 obtemos

3 7oo 8

zz
1

dd

zz

6

dd

zz

4oo 2oo 0oo

5 9

dd

Por �m, aplicando a mutação µ+{6,4,2,0} obtemos o poset

3 7oo 8

yy
1

ff

yy

6oo 4oo 2oo 0oo

5 9

ff

cujo grafo é isomorfo a [D7,A2,A3].
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Calculando Sop∆(9,3) obtemos

3 8oo

zz
1 7oo

dd

6oo

dd

zz

4oo 2oo 0oo

5

dd

Considerando o subconjunto fechado Y = {6, 4, 2, 0} temos que AY é a álgebra de

incidência do poset

3

yy

7oo

��
6 4oo 2oo 0oo

1

ff

8oo

\\

5

ff

Por �m, aplicando a mutação µ−{6,4,2,0} obtemos o poset

3 7

yy
6

ff

yy

4oo 2oo 0oo

5 // 1 8

ff

cujo grafo é isomorfo a [D6,A2,A3].

Calculando Sop∆(8,3) obtemos

1 5oo 6oo

��

4

dd

zz

2oo 0oo

3 7oo

ZZ
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Aplicando a mutação µ+{4,2,0} obtemos o poset

1 5oo 6

yy
4

ff

yy

2oo 0oo

3 7

ff

cujo grafo é isomorfo a [D5,A2,A3].

Lema 4.5. As seguintes álgebras não são hereditárias por partes:

(a) ∆(11 + i, 3) para todo i ≥ 0;

(b) ∆(10 + i, 4) para todo i ≥ 0;

(c) ∆(12 + i, 5) para todo i ≥ 0;

(d) ∆(11 + i+ j, 6 + j) para todos i, j ≥ 0.

Demonstração. (a) É su�ciente mostrar que ∆(11, 3) não é hereditária por partes. Note

que Λ(11, 3) é uma álgebra do tipo feixes, que não é do tipo módulos, e é uma subca-

tegoria plena de ∆(11, 3). Portanto, para mostrar que ∆(11, 3) não é hereditária por

partes, é su�ciente mostrar que ela não é do tipo feixes. Calculando seu polinômio de

Coxeter obtemos

χ∆(11,3) = −λ11 − λ10 + λ9 + 2λ8 + λ7 − 2λ6 − 2λ5 + λ4 + 2λ3 + λ2 − λ− 1

= −(λ− 1)2(λ+ 1)3(λ2 + λ+ 1)(λ4 − λ3 + λ2 − λ+ 1)

que não coincide com o polinômio de Coxeter de nenhuma álgebra do tipo feixes.

(b) É su�ciente mostrar que ∆(9, 4) não é hereditária por partes. Note que Λ(9, 4)

é uma álgebra do tipo feixes, que não é do tipo módulos, e é uma subcategoria plena de

∆(9, 4). Portanto, para mostrar que ∆(9, 4) não é hereditária por partes, é su�ciente

mostrar que ela não é do tipo feixes. Calculando seu polinômio de Coxeter obtemos

χ∆(9,4) = λ10 + λ9 − λ8 − 2λ5 − λ2 + λ+ 1

= (λ− 1)2(λ+ 1)4(λ2 + 1)(λ2 − λ+ 1)
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que não coincide com o polinômio de Coxeter de nenhuma álgebra do tipo feixes.

(c) É su�ciente mostrar que ∆(11, 5) não é hereditária por partes. Note que Λ(11, 5)

não é hereditária por partes e é uma subcategoria plena de ∆(11, 5), logo a a�rmação

segue.

(d) É su�ciente mostrar que ∆(10+ j, 6+ j) não é hereditária por partes para todo

j ≥ 0 e isto segue do item (e) do Lema 3.22 e do item (c) do Lema 3.8.

4.2.2 Colagens

Nesta subseção apresentamos resultados sobre a colagem de álgebras ∆(n, r) e Λ(n, r)

e álgebras hereditárias.

Lema 4.6. Valem as seguintes equivalências:

(a) Λ
(
Λ(10, 3), k

−→
Am

)
∼ X2,3,m+5 ; (b) Λ

(
Λ(11, 3),k

−→
Am

)
∼ X2,3,m+6 ;

(c) Λ
(
Λ(9, 4),k

−→
Am

)
∼ X2,4,m+3 ; (d) Λ

(
Λ(10, 4),k

−→
Am

)
∼ X2,4,m+4 .

Demonstração. (a) Fixando Λ = Λ
(
Λ(10, 3),k

−→
Am

)
temos SopΛ =

a1 a5oo a9oo

��

a8

dd

zz

a6oo a4oo a2oo a0oo // bm−1
// . . . // b1

a3 a7oo

dd

Aplicando os funtores (µ−b1)(µ
−
b2
µ−b1) . . . (µ

−
bm−2

. . . µ−b1)(µ
−
bm−1

. . . µ−b1) obtemos o poset

S : a1 a5oo a9oo

��

a8

dd

zz

a6oo a4oo a2oo a0oo bm−1
oo . . .oo b1oo

a3 a7oo

dd

Como S é isomorfo ao poset X (3,m+3), a a�rmação segue do Lema 3.18 e dos Teoremas

1.49 e 2.25.

(b) Fixando Λ = Λ
(
Λ(11, 3),k

−→
Am

)
, de maneira análoga ao item anterior temos
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que SopΛ é isomorfo ao poset X3,m+4. Então a a�rmação segue do Lema 3.18 e dos

Teoremas 1.49 e 2.25.

(c) Fixando Λ = Λ
(
Λ(9, 4),k

−→
Am

)
, de maneira análoga ao item (a) temos que SopΛ

é isomorfo ao poset X4,m+1. Então a a�rmação segue do Lema 3.18 e dos Teoremas

1.49 e 2.25.

(d) Fixando Λ = Λ
(
Λ(10, 4),k

−→
Am

)
, de maneira análoga ao item (a) temos que SopΛ

é isomorfo ao poset X4,m+2. Então a a�rmação segue do Lema 3.18 e dos Teoremas

1.49 e 2.25.

Lema 4.7. Valem as seguintes equivalências:

(a) Λ
(
∆(7, 3),k

−→
Am

)
∼ [Dm+4,A2,A3];

(b) Λ
(
∆(8, 3),k

−→
Am

)
∼ [Dm+5,A2,A3];

(c) Λ
(
∆(9, 3),k

−→
Am

)
∼ [Dm+6,A2,A3].

Demonstração. (a) Seja Λ = Λ
(
∆(7, 3), k

−→
Am

)
e QΛ =

b1
uu

b2oo . . .oo bm−1
oo

a0 a7
tta1

jj
a2oo a3oo a4oo a5oo a6oo

Então SopΛ =

a1 a5oo a6oo

��

a4

ee

yy

a2oo a0oo // bm−1
// . . . // b1

a3 a7oo

ee

Aplicando as mutações (µ−b1)(µ
−
b2
µ−b1) . . . (µ

−
bm−2

. . . µ−b1)(µ
−
bm−1

. . . µ−b1) obtemos o poset

a1 a5oo a6oo

��

a4

ee

yy

a2oo a0oo bm−1
oo . . .oo b1oo

a3 a7oo

ee

Considerando o subconjunto fechado Y = {a7, a6, a4, a2, a0, bm−1, . . . , b1} temos que
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AY é a álgebra de incidência do poset

S : a6 a1

yy

a5oo

a4

ee

yy

a2oo a0oo bm−1
oo . . .oo b1oo

a7 a3

ee

cujo grafo é isomorfo a [Dm+4,A2,A3]. Então a a�rmação segue do Lema 3.2 e dos

Teoremas 2.21, 1.49 e 1.21.

(b) Seja Λ = Λ
(
∆(8, 3),k

−→
Am

)
e QΛ =

b1
uu

b2oo . . .oo bm−1
oo

a0 a8
tta1

jj
a2oo a3oo a4oo a5oo a6oo a7oo

Então SopΛ =

a3 a7oo

��

a6

ee

yy

��

a4oo a2oo a0oo // bm−1
// . . . // b1

a1 a8oo

[[

a5

ee

Aplicando as mutações (µ−b1)(µ
−
b2
µ−b1) . . . (µ

−
bm−2

. . . µ−b1)(µ
−
bm−1

. . . µ−b1) obtemos

a3 a7oo

��

a6

ee

yy

��

a4oo a2oo a0oo bm−1
oo . . .oo b1oo

a1 a8oo

[[

a5

ee

Considerando o subconjunto fechado Y = {a6, a4, a2, a0, bm−1, . . . , b1} temos que AY é
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a álgebra de incidência do poset

a3

yy

a7oo

��

a6 a4oo a2oo a0oo bm−1
oo . . .oo b1oo

a1

ee

a8oo

\\

a5.

ff

Aplicando o funtor µ−{a6,a4,a2,a0,bm−1,...,b1} obtemos o poset

a3 a7

yy
a6

ee

yy

a4oo a2oo a0oo bm−1
oo . . .oo b1oo

a1 a8

ee

a5oo

cujo grafo é isomorfo a [Dm+5,A2,A3], então a a�rmação segue do Lema 3.2 e dos

Teoremas 2.21, 1.49 e 1.21.

(c) Seja Λ = Λ
(
∆(9, 3),k

−→
Am

)
e QΛ =

b1
uu

b2oo . . .oo bm−1
oo

a0 a9
tta1

jj
a2oo a3oo a4oo a5oo a6oo a7oo a8oo

Então SopΛ =

a3 a7oo

��

a9oo

��

a6

ee

yy

a4oo a2oo a0oo // bm−1
// . . . // b1

a1 a5oo a8oo

[[
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Aplicando as mutações (µ−b1)(µ
−
b2
µ−b1) . . . (µ

−
bm−2

. . . µ−b1)(µ
−
bm−1

. . . µ−b1) obtemos o poset

a3 a7oo

��

a9oo

��

a6

ee

yy

a4oo a2oo a0oo bm−1
oo . . .oo b1oo

a1 a5oo a8oo

[[

Considerando o subconjunto fechado Y = {a9, a8, a6, a4, a2, a0, bm−1, . . . , b1} temos que

AY é a álgebra de incidência do poset

a9 a3

��

a7oo

��
a8 a6

``

oo a4oo a2oo a0oo bm−1
oo . . .oo b1oo a1oo a5oo

Aplicando o funtor µ+a7 obtemos o poset

a9 a3

��
a8 a6

^^

oo a4oo a2oo a0oo bm−1
oo . . .oo b1oo a7oo a1oo a5oo

cujo grafo é isomorfo a [Dm+6,A2,A3], então a a�rmação segue do Lema 3.2 e dos

Teoremas 2.21, 1.49 e 1.21.

Lema 4.8. As seguintes álgebras não são hereditárias por partes:

(a) Λ
(
Λ(n, n− 4), k

−→
A 2

)
, para n ≥ 11; (i) Λ

(
Λ(11, 6),k

−→
A 2, k

−→
A 2

)
;

(b) Λ
(
∆(n, n− 4), k

−→
A 2

)
, para n ≥ 9; (j) Λ

(
∆(8, 3), k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
;

(c) Λ
(
∆(n, n− 3), k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
, para n ≥ 6; (k) Λ

(
∆(9, 3), k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
;

(d) Λ
(
Λ(10, 3),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
; (l) Λ

(
∆(10, 3),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
;

(e) Λ
(
Λ(11, 3),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
; (m) Λ

(
∆(8, 4), k

−→
A 2, k

−→
A 2

)
;

(f) Λ
(
Λ(9, 4), k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
; (n) Λ

(
∆(10, 5),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
;

(g) Λ
(
Λ(10, 4),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
; (o) Λ

(
∆(11, 5),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
.

(h) Λ
(
Λ(10, 6),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
;

Demonstração. De maneira análoga à demonstração do Lema 3.8, mostramos que
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Λ
(
Λ(n, n− 4),k

−→
A 2

)
∼ S

(
C(4, n− 9),

−→
A 2

)
,

Λ
(
∆(n, n− 4), k

−→
A 2

)
∼ S

(
D(3, n− 8),

−→
A 2

)
,

Λ
(
∆(n, n− 3),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
∼ S

(
D(2, n− 6),

−→
A 2

)
,

Λ
(
Λ(10, 6),k

−→
A 2, k

−→
A 2

)
∼ S

(
C(4, 1),

−→
A 2,
−→
A 2

)
,

Λ
(
Λ(11, 6),k

−→
A 2, k

−→
A 2

)
∼ S

(
C(5, 0),

−→
A 2,
−→
A 2

)
,

Λ
(
∆(8, 4), k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
∼ S

(
D(3, 0),

−→
A 2,
−→
A 2

)
,

Λ
(
∆(10, 5),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
∼ S

(
D(4, 0),

−→
A 2,
−→
A 2

)
,

Λ
(
∆(11, 5),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
∼ S

(
D1(4),

−→
A 2,
−→
A 2

)
.

Portanto, segue do Lema 3.16 que estas não são hereditárias por partes.

Note que o poset Sop
Λ
(
Λ(10,3),k

−→
A 2,k

−→
A 2

) é dado por

a1 a5oo a9oo

��

f

a8

ee

yy

a6oo a4oo a2oo a0oo

::

%%
a3 a7oo

ee

g.

Aplicando as mutações µ−f e µ−g obtemos o seguinte poset

S : a1 a5oo a9oo

��

f

zz
a8

ee

yy

a6oo a4oo a2oo a0oo

a3 a7oo

ee

g.

ee

Então a subcategoria plena de kS que consiste dos vértices a1, a3, a7, a9, f e g é

isomorfa a S(3, 3) e segue do Lema 3.16 que Λ
(
Λ(10, 3),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
não é hereditária

por partes.

Note que o poset Sop
Λ(Λ(9,4),k

−→
A 2,k

−→
A 2)

é dado por

a1 a2oo a7oo a8oo

��

f

a6

ee

yy

a3oo a0oo

::

%%
a4 a5oo

hh

g.
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De maneira análoga ao item anterior, aplicando as mutações µ−f e µ−g obtemos o poset

S e temos que a subcategoria plena de kS que consiste dos vértices a1, a4, a5, a8, f e g

é isomorfa a S(3, 3) e segue do Lema 3.16 que Λ(Λ(9, 4),k
−→
A 2, k

−→
A 2) não é hereditária

por partes.

Note que o poset Sop
Λ(∆(8,3),k

−→
A 2,k

−→
A 2)

é dado por

a5

yy

f

a1 a6oo

yy

a4oo

ee

yy

a2oo a0oo

::

%%
a3 a7oo

ee

g.

De maneira análoga ao item anterior, aplicando as mutações µ−f e µ−g obtemos o poset

S e temos que a subcategoria plena de kS que consiste dos vértices a1, a3, a6, a7, f e g

é isomorfa a S(3, 3) e segue do Lema 3.16 que Λ(∆(8, 3), k
−→
A 2,k

−→
A 2) não é hereditária

por partes.

Por �m, note que as álgebras Λ
(
Λ(11, 3), k

−→
A 2, k

−→
A 2

)
, Λ

(
∆(10, 3),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
e

Λ
(
∆(9, 3), k

−→
A 2, k

−→
A 2

)
possuem Λ

(
Λ(8, 3),k

−→
A 2, k

−→
A 2

)
como subcategoria plena. Tam-

bém Λ
(
Λ(10, 4), k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
possui Λ

(
Λ(9, 4),k

−→
A 2,k

−→
A 2

)
, como subcategoria plena.

Portanto estas também não são hereditárias por partes pelo Lema 1.45.

Teorema 4.9. Valem as seguintes equivalências:

(1) Λ(r + 4, r) ∼ X2,3,r para r ≥ 6;

(2) Λ(10, 3) ∼ X2,3,6;

(3) Λ(11, 3) ∼ X2,3,7;

(4) Λ(9, 4) ∼ X2,4,4;

(5) Λ(10, 4) ∼ X2,4,5;

(6) Λ(11, 6) ∼ X2,3,7;

(7) ∆(r + 3, r) ∼ [D4,A2,Ar−1];

(8) ∆(r + 4, r) ∼ [Dr+1,A2,A3];

(9) ∆(8, 3) ∼ [D5,A2,A3];

(10) ∆(9, 3) ∼ [D6,A2,A3];

(11) ∆(10, 3) ∼ [D7,A2,A3];

(12) ∆(10, 5) ∼ [D7,A2,A3];
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(13) ∆(11, 5) ∼ [D8,A2,A3].

Demonstração. Os itens (1), (2), (3), (4), (5) e (6) seguem do Teorema 4.1 e dos Lemas

4.2 e 4.3 Os itens (7), (8), (9), (10), (11), (12) e (13) seguem do Lema 4.4.

Teorema 4.10. Seja m ≥ 2. Valem as seguintes equivalências:

(1) Λ
(
Λ(10, 3), k

−→
Am

)
∼ X2,3,m+5;

(2) Λ
(
Λ(11, 3), k

−→
Am

)
∼ X2,3,m+6;

(3) Λ
(
Λ(9, 4),k

−→
Am

)
∼ X2,4,m+3;

(4) Λ
(
Λ(10, 4), k

−→
Am

)
∼ X2,4,m+4;

(5) Λ
(
Λ(10, 6), k

−→
Am

)
∼ X2,3,m+5;

(6) Λ
(
Λ(11, 6),k

−→
Am

)
∼ X2,3,m+6;

(7) Λ
(
∆(7, 3), k

−→
Am

)
∼ [Dm+4,A2,A3];

(8) Λ
(
∆(8, 3), k

−→
Am

)
∼ [Dm+5,A2,A3];

(9) Λ
(
∆(9, 3), k

−→
Am

)
∼ [Dm+6,A2,A3];

(10) Λ
(
∆(7, 4), k

−→
Am

)
∼ [Dm+4,A2,A3];

(11) Λ
(
∆(10, 5),k

−→
Am

)
∼ [Dm+7,A2,A3].

Demonstração. Os itens (1), (2), (3) e (4) seguem do Lema 4.6. De maneira análoga ao

que foi feito na demonstração do Lema 3.8 podemos mostrar que Λ
(
Λ(10, 6), k

−→
Am

)
∼

kS
(
C(4, 1),

−→
Am

)
e Λ

(
Λ(11, 6),k

−→
Am

)
∼ kS

(
C(5, 0),

−→
Am

)
, portanto as a�rmações

dos itens (5) e (6) seguem do Lema 3.26. Os itens (7), (8) e (9) seguem do Lema 4.7.

Os itens (10) e (11) seguem dos Lemas 3.8 e 3.27.

Repetiremos a seguir as notações �xadas na Introdução e acrescentaremos mais
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algumas:

Ωa := {Λ(n, r) | Λ(n, r) é hereditária por partes do tipo módulos};
Ωb := {∆(7, 3),∆(9, 4),∆(n, r) | r = 2 ou n− r = 2};
Ω := Ωa ∪ Ωb ∪ {Λ | Λ é hereditária serial à direita};
Ω2 := {Λ(n, 2), ∆(m, 2), Λ(7, 3), Λ(8, 3), Λ(9, 3) | n ≥ 4,m ≥ 5};
Ω1 := (Ωa ∪ Ωb) \ Ω2;

Ω1 := {Λ(r + 4, r) | r ≥ 7} ∪ {∆(r + 4, r) | r ≥ 5};
Ω2 := {Λ | Λ = Λ(n, r) ou Λ = ∆(n, r) e Λ é hereditária por partes} \

(
Ω ∪ Ω1

)
.

Para qualquer Λ ∈ {Λ(n, r),∆(n, r)} tal que Λ é isomorfa a AY (S) para algum

poset S ∈ {C(n,m), C1(n), D(n,m), D1(n)} e algum Y subconjunto fechado de S,

vamos de�nir SYΛ := S.

De�nição 4.11. De�nimos a aplicação τ da seguinte maneira:

Se Λ ∈ Ω1 então τ(Λ) = τ(SYΛ ) e ΓΛ = Γτ(Λ).

Seja Λ ∈ Ω2. Se Λ = Λ(n, 2) então SΛ =
−→
An. Se Λ = ∆(n, 2) então SΛ =

−→
Dn. Se r = 2

de�nimos τ(Λ) = SΛ. Para Λ ∈ {Λ(7, 3),Λ(8, 3),Λ(9, 3)} de�nimos τ(Λ) = τ̃(Λ)op onde

τ̃(Λ) foi de�nido na demonstração do Lema 4.3.

Teorema 4.12. Seja Λ = Λ(Λ1, . . . ,Λt), onde Λi ∈ Ω. Então Λ é hereditária por partes

e Λ ∼ S(τ(Λ1), . . . , τ(Λt)) ∼ [Γτ(Λ1), . . . ,Γτ(Λt)]a, onde a é o vértice de colagem.

Demonstração. Seja T = {i ∈ {1, . . . , t} | Λi ∈ Ω2}. Segue do Teorema 2.25 que Λ ∼

Λ̃ = Λa(Λ̃1, . . . , Λ̃t), onde Λ̃i =

 kSopΛi
, se i ∈ T

Λi, caso contrário.

Seja ˜̃Λ = Λa(
˜̃
Λ1, . . . ,

˜̃
Λt), onde

˜̃
Λi =

 kτ(Λi), se i ∈ T

Λi, caso contrário.

Segue da demonstração do Lema 4.3 e do fato de que o grafo subjacente a τ(Λi)

é árvore, que ˜̃Λ pode ser obtida de Λ̃ por uma sequência de mutações em vértices

diferentes de a. Por isso, segue do Teorema 1.46 que Λ̃ ∼ ˜̃Λ.
Seja S = S(S1, . . . , St) o poset obtido pela colagem dos posets S1, . . . , St onde cada

Si é de�nido da seguinte maneira:

� Se i ∈ T, então Si = τ(Λi). Neste caso, de�nimos o subconjunto fechado Yi como

sendo o próprio Si.
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� Para cada i /∈ T, seja Si = SYiΛi
o poset do tipo C(n,m), C1(n), D(1,m) ou D1(n)

tal que AYi ∼ Λi (veja detalhes em 1.2.4).

Seja Y =
t
∪
i=1
Yi. É fácil ver que Y é um subconjunto fechado de S (de fato, Y = {a}).

Segue do Teorema 1.21 que AY ∼
˜̃
Λ.

Por �m, como cada Si ∈ S, segue do Teorema 3.28 que kS é hereditária por partes

do tipo [Γ1, . . . ,Γt]a, onde Γi = Γτ(Si) para todo i. O resultado segue.

Seja Λ = Λ(Λ1, . . . ,Λt), onde Λi ∈ {Λ(ni, ri), ∆(ni, ri)} ou Λi é uma álgebra de

incidência de um poset tal que seu grafo é uma árvore com um elemento maximal �xo.

Teorema 4.13. Λ é hereditária por partes se, e somente se, uma das seguintes condições

é satisfeita:

(a) t é qualquer e Λi ∈ Ω para qualquer i.

(b) t = 1 e Λ ∈ Ω1 ∪ Ω2.

(c) t = 2 e Λ = Λ(Λ1, k
−→
A k), onde Λ1 ∈ Ω2, k ∈ N e k ≥ 2.

Demonstração. Se a condição (a) é satisfeita, então segue do Teorema 4.12 que Λ é

hereditária por partes. Se Λ satisfaz o item (b) ou o item (c) então segue dos Teoremas

4.9 e 4.10 que ela é hereditária por partes.

Mostramos então que as condições (a), (b) e (c) são su�cientes para que Λ seja

hereditária por partes. Agora, mostraremos que pelo menos uma destas condições é

necessária.

Segue imediatamente do Lema 4.8 que se Λ ∈ Ω2 então Λ só pode ser colada a mais

uma álgebra de forma que a colagem seja hereditária por partes; além disso a álgebra

a ser colada só pode ser do tipo k
−→
A k para algum k ∈ N>0. Por �m, se Λ ∈ Ω1 então

segue também do Lema 4.8 que se Λ for colada a alguma outra álgebra então a colagem

não será hereditária por partes.

Com os resultados mostrados nesta subseção, podemos acrescentar algumas infor-

mações às tabelas 4.1 e 4.2. As células que representam álgebras hereditárias por partes

que podem ser coladas entre si arbitrariamente serão identi�cadas com a cor verde, as

células que representam álgebras hereditárias por partes que podem ser coladas apenas
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com uma álgebra do tipo k
−→
A k para algum k ∈ N, k ≥ 2 serão identi�cadas com a cor

amarela e, por �m, as células que representam álgebras hereditárias por partes que caso

sejam coladas com qualquer outra álgebra deixarão de ser hereditárias por partes serão

identi�cadas com a cor vermelha. O resultado pode ser visto nas Tabelas 1 e 2, que

repetiremos abaixo.

Tabela 4.3: Os possíveis tipos hereditários de Λ(n, r)
H
HHH

HHr
n-r

1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10 A11 . . .
3 D4 D5 E6 E7 E8 Ẽ8 X236 X237 - . . .
4 D5 E6 E7 Ẽ7 X244 X245 - - - . . .
5 D6 E7 E8 Ẽ8 T237 - - - - . . .
6 D7 E8 Ẽ8 X236 X237 - - - - . . .
7 D8 Ẽ8 T237 X237 - - - - - . . .
8 D9 T237 T238 X238 - - - - - . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

Tabela 4.4: Os possíveis tipos hereditários de ∆(n, r)
HHH

HHHr

n-r
2 3 4 5 6 7 8 . . .

2 D4 D5 D6 D7 D8 D9 D10 . . .
3 D̃4 D̃5 [D4,A2,A3] [D5,A2,A3] [D6,A2,A3] [D7,A2,A3] - . . .
4 T2223 [D4,A2,A3] [D5,A2,A3] [D5,A2,A4] - - - . . .
5 T2224 [D4,A2,A4] [D6,A2,A3] [D7,A2,A3] [D8,A2,A3] - - . . .
6 T2225 [D4,A2,A5] [D7,A2,A3] - - - - . . .
7 T2226 [D4,A2,A6] [D8,A2,A3] - - - - . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

119



Referências Bibliográ�cas

[1] K. L. M. Acosta. Categorias de feixes, álgebras de incidência e equivalências

derivadas. Master's thesis, Universidade Federal de Minas Gerais, Brasil, 2019.

http://hdl.handle.net/1843/EABA-BBTFSP.

[2] E. R. Alvares, P. Le Meur, and E. N. Marcos. The strong global dimension of

piecewise hereditary algebras. J. Algebra, 481:36�67, 2017.

[3] I. Assem. Algèbres et modules: cours et exercices. Masson Paris, 1997.

[4] I. Assem and D. Happel. Erratum: �Generalized tilted algebras of typeAn� [Comm.

Algebra 9 (1981), no. 20, 2101�2125; MR 83a:16023]. Comm. Algebra, 10(13):1475,

1982.

[5] I. Assem, D. Simson, and A. Skowro«ski. Elements of the representation theory

of associative algebras. Vol. 1, volume 65 of London Mathematical Society Student

Texts. Cambridge University Press, Cambridge, 2006. Techniques of representation

theory.

[6] I. Assem and A. Skowro«ski. Iterated tilted algebras of type Ãn. Math. Z.,
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