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Resumo

Neste trabalho mostramos que qualquer algebra serial truncada é derivadamente equi-
valente a uma algebra de incidéncia de posets. Usamos este resultado para generalizar
o resultado de Happel e Seidel sobre a classificacdo de dlgebras de Nakayama truncadas
hereditarias por partes para a classe de dlgebras seriais & direita que sdo colagens, em

. , o . Y
seus respectivos pocos, de dlgebras hereditarias e dlgebras truncadas com carcases A,

_>
e D,.

Palavras Chave: Categorias derivadas. Algebras seriais truncadas. Algebras de inci-

déncia de posets.
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Abstract

In this work we show that any truncated serial algebra is derived equivalent to an
incidence algebra on a poset. We have used this result to generalize the result of
Happel and Seidel about the classification of piecewise hereditary truncated Nakayama
algebras to the class of right serial algebras that are collages, in their respective sinks,

— —
of hereditary algebras and truncated algebras with quivers A, and D,,.

Keywords: Derived categories. Truncated serial algebras. Incidence algebras on po-

sets.
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Introducao

Neste trabalho consideraremos que k é um corpo algebricamente fechado e A é uma
k-algebra associativa, béasica, conexa e de dimensdo finita. Denotaremos a categoria
dos A-modulos & direita por Mod A e a categoria dos A-modulos & direita finitamente
gerados por mod A.

O Teorema de Morita nos diz que dada uma algebra A, ao identificarmos um A-
mo6dulo P que seja projetivo, gerador e finitamente gerado teremos uma equivaléncia
entre as categorias de modulos sobre A e Endy(P). Neste caso, dizemos que A e
Endp(P) sao Morita-equivalentes. Um A-moédulo P que satisfaz as condigbes de ser
projetivo, gerador e finitamente gerado é chamado de progerador.

A Teoria da Inclinagao (veja, por exemplo, [35]) pode ser vista como uma generali-
zacao da Teoria de Morita. Um A-modulo T é dito um A-moédulo inclinante se satisfaz
as seguintes condigdes: (1) T tem dimensdo projetiva < 1; (2) Exti(T,T) = 0; e (3)
existe uma sequéncia exata curta 0 — Ay — T) — T} — 0 com T",T” na subcatego-
ria add(T'). Se T' & um A-moédulo inclinante que nao é progerador entao as categorias
de modulos sobre A e Enda(T) ndo sdo equivalentes, mas existem equivaléncias entre
certas subcategorias de mod A e mod Endy(T). Para mais detalhes veja a Segdo V1.2
do livro [5].

Happel mostrou que categorias derivadas sao invariantes na teoria da inclinacao, ou
seja, se A é uma algebra de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente fechado e
T & um A-médulo inclinante entdo as categorias derivadas D?(A) e D° (Endpb(A) (T))
sao equivalentes como categorias trianguladas. Rickard em [55] estendeu a nogao de
modulo inclinante para complexo inclinante e assim generalizou o Teorema de Happel.
De acordo com seu principal resultado, dadas duas k-algebras I' e A, suas categorias

derivadas D°(T") e DY(A) sdo equivalentes como categorias trianguladas se, e somente



se, I & isomorfo a Endpsp)(T), onde T' & um objeto de KP(proj A) que satisfaz duas
condigoes: (1) Hompwpy (T, T[i]) = 0 para todo i # 0; e (2) add(T) gera Kl (proj A)
como categoria triangulada. Essa se tornou a defini¢do de complexo inclinante, e este
teorema muitas vezes é descrito como Teorema de Morita para categorias derivadas.

O Teorema de Rickard ¢ uma das principais ferramentas para se tentar resolver
o problema de classificar as algebras a menos de equivaléncia derivada. Uma classe
importante de algebras de dimensao finita para as quais a descri¢ao de suas respectivas
categorias derivadas é bem conhecida ¢ a classe das dlgebras hereditarias (veja [30]).

Happel mostrou em seu artigo [31] que se H é uma k-categoria hereditaria, abeli-
ana, conexa, com espagos de morfismos e extensoes de dimensao finita, e com algum
objeto inclinante entdo ela é derivadamente equivalente a mod H para alguma k-algebra
hereditéaria de dimenséao finita H (neste caso dizemos que H é do tipo mddulos) ou deri-
vadamente equivalente a categoria de feixes coerentes coh X para alguma reta projetiva
com pesos X (neste caso dizemos que H é do tipo feizes). Veja mais detalhes sobre a
categoria dos feixes coerentes na Subsecao [1.2.2]

De acordo com Geigle e Lenzing em [27] e [28], temos uma equivaléncia derivada
entre a categoria dos médulos sobre uma algebra candnica e a categoria de feixes co-
erentes sobre uma reta projetiva, ou seja, temos a seguinte equivaléncia triangulada:
Db (coh X(p, \)) = D°(mod C(p, \)).

Dizemos que a édlgebra A ¢é hereditaria por partes (veja [30] e [34]) se existe uma
categoria hereditaria, abeliana, com espacos de morfismos e extensdes de dimensao
finita, e com objetos inclinantes H tal que as categorias derivadas limitadas D?(A) e
DY(H) sio equivalentes como categorias derivadas.

Uma classe de &dlgebras hereditarias por partes que podemos citar é a classe das
algebras inclinadas iteradas. Assem e Happel, no ano de 1981 (veja [4]), classificaram
as algebras inclinadas iteradas do tipo A,. A classificacdo das algebras inclinadas
iteradas do tipo A, foi dada por Assem e Skowronski no ano de 1987 (veja [6]). Keller
em 1991 (veja [42]) classificou as algebras hereditarias por partes do tipo D,,. Zacharia
juntamente com Happel, em [39], deram uma caracterizagao homoldgica das algebras
hereditarias por partes em 2008. A classificagdo de algebras inclinadas iteradas do tipo
E¢ foi feita por Happel em seu trabalho sobre conjuntos de inclinagao em cilindros [29], e

Roggon completou os casos K, para p = 6,7,8, por meio de de invariantes atribuidos as



algebras [58]. Marcos e Moreira, em [53] apresentaram um estudo sobre as édlgebras de
incidéncia que sao hereditarias por partes, descrevem o carcéds com relagoes das algebras
de incidéncia hereditéarias por partes (PHIA) do tipo Dynkin e introduzem uma nova

familia de algebras de incidéncia hereditarias por partes do tipo Dynkin extendido.

Como k é um corpo algebricamente fechado, uma k-algebra hereditaria basica de
dimensao finita H é dada como a algebra de caminhos kz sobre o corpo k de um
carcas finito X sem ciclos orientados. Chamaremos entao K de tipo hereditdrio desta
algebra, ou simplesmente A (o grafo subjacente de K) caso A seja uma arvore e também
chamaremos de X,,, ,, o tipo hereditdrio desta dlgebra, caso ela seja hereditéria por

partes do tipo feixes.

Paran > 1 e m > 4 definimos os seguintes carcases orientados linearmente do tipo

A, e Dy,.

1

el »
3 3
o o
= =
3 3
|
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3

|
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Vamos denotar por A(n,r) (respectivamente, A(m, 7)) a algebra r-truncada (ou seja,
quocientada pelo ideal gerado por todos os caminhos de comprimento r) com carcas
— =

A, (respectivamente, D,,).  Denotaremos por A, (respectivamente, D,,) o grafo

subjacente ao carcas A, (respectivamente, D,,).

Sejam I'l,... T grafos sem ciclos. Fixando em cada um destes grafos um vér-
tice, que chamaremos de wvértice especial de I'*, denotaremos por [I'!,... T o grafo
que possui subgrafos Y! ..., T? que satisfazem as seguintes propriedades: (1) YT? é
isomorfo a I'" para todo i; (2) 1<L;J<tT" = [IY,...,T%; (3) Para todo i # j temos
YN Y/ = {elemento especial de T?}. Chamamos o grafo [['!,... T?] de colagem
dos grafos T, ..., T por seus vértices especiais. No caso de uma colagem dos grafos

I € {A,,D,}, o vértice especial fixado sera o vértice 0.

Usaremos T, p, ps para denotar o grafo [Ap,, Ay, A,,]. Quando ndo houver risco
de confusao, denotaremos Ty, p, p, simplesmente por Tp, p,p, (Veja pagina [28| para mais
detalhes). Exemplos bem conhecidos destes grafos sao os Diagramas de Dynkin: Eg =

Tos3, Er = Tao3q e Eg = Toszs; e os Diagramas de Dynkin estendidos: IEG = Tss3,



E7 = Tou4 e Es = Tase.

Happel e Seidel, em seu artigo [36], classificaram as &lgebras hereditarias por partes
para uma classe especial de &4lgebras de Nakayama, aquelas de carcds sem ciclos e
truncadas, ou seja, algebras de caminhos sobre o carcas linear Xn quocientadas pelo
ideal gerado por todos os caminhos de um determinado comprimento r. Os resultados
foram agrupados na Tabela [I.I} que informa se determinada élgebra de Nakayama é
ou nao hereditaria por partes. Quando tal algebra é hereditaria por partes, a tabela
também apresenta o tipo hereditario desta algebra.

Para a realizacdo deste trabalho nos inspiramos neste ultimo artigo [36] e generali-
zaremos seus resultados para a classe de algebras seriais a direita que sdo colagens, em
seus respectivos pocos, de algebras hereditarias e algebras truncadas com carcases TA)n
e TD)>n Para isso, usaremos uma equivaléncia derivada entre dlgebras seriais truncadas
e algebras de incidéncia de posets.

O seguinte teorema pode ser visto como uma primeira generalizagdo para os resul-

tados de [36]. Para detalhes, veja Secao [4.2.1]

Teorema 1. A(n,r) ¢ hereditaria por partes se, e somente se, A(n—1,r) é hereditéria

por partes do tipo mo6dulos.

Apresentaremos também uma classificagdo de algebras obtidas pela colagem de &l-
gebras seriais, podendo cada uma delas ser truncada por um comprimento diferente das

demais.

Defina os seguintes conjuntos de algebras:

Q:= {A(n,r)| A(n,r) é hereditaria por partes do tipo médulos} U
U{A(7,3),A(9,4),A(n,7) [n—r=1our=2}U
U {A | A é hereditéaria serial a direita};
Q= {(Ar+4,7)|r>7F U {A(r+4,7) | r>5)
02 := {A|A=A(n,r)ou A= A(n,7) e A & hereditaria por partes} \ Q U QL.

Teorema 2. Seja A = A(Aq,...,A;) uma colagem, em seus respectivos pogos, dos

seguintes tipos de &lgebras: algebras seriais truncadas com carcases A, ou D, ou



algebras seriais & direita hereditarias. Entao A é hereditéria por partes se, e somente

se, uma das seguintes condictes é satisfeita.
(1) t é qualquer e A; € Q para todo ¢ € {1,...,t};
(2) t=1e A € QLUQ?;

%
(3) t =2, A1 € Q% e Ay = kA, para algum k > 2.

No primeiro capitulo apresentamos alguns resultados preliminares que ajudarao na
compreensao de todo o restante do trabalho, como por exemplo as mutacoes de posets,
que sao generalizadas na subsecao [1.5.3]

No segundo capitulo introduzimos os complexos inclinantes e demonstramos o se-

guinte teorema.

Teorema 3. Toda algebra serial sem ciclos truncada é derivadamente equivalente a

uma 4lgebra de incidéncia de posets.

Lenzing e de la Pena, em [51], introduziram as familias dos posets B,, e C,,, cujos
grafos subjacentes tém um importante papel na teoria das singularidades. Veja [26] para
a primeira aparicao destes grafos e [24] para um livro-texto mais recente. No Capitulo
3, introduzimos os posets B(n,m) e C(n,m), que sdo generalizagdes dos diagramas
B, = B(n,0) e C;, = C(n,0), e introduzimos também os posets Cy(n), D(n,m) e Di(n).
Neste mesmo capitulo mostramos que as dlgebras de incidéncia dos posets B(n,m),
C(n,m) e Ci(n) (respectivamente, D(n,m) e Di(n)) sdo derivadamente equivalentes
as algebras truncadas com carcés Kk (respectivamente, TD)>5) Veja Teoremas e
[B.10] Ainda no Capitulo 3, introduzimos as colagens de posets por um vértice maximal
fixado. Classificamos as algebras de incidéncia de colagens que sao hereditarias por
partes, identificando seus tipos hereditarios, no caso de posets do tipo C'(n,m), Cy(n),
D(n,m), D1(n) e posets cujo diagrama de Hasse é uma arvore.

No Capitulo 4, classificamos os tipos hereditarios de algebras seriais a direita que
sao colagens, em seus respectivos pocos, de algebras hereditarias e dlgebras truncadas

- =
com carcases A, e D,. As tabelas a seguir retinem os resultados do Capitulo 4. Cada



entrada das tabelas foi preenchida com o tipo hereditario da algebra A(n,r) ou A(n, )
ou com um trago no caso em que elas nao sdo hereditarias por partes. As células
preenchidas com a cor verde representam as dlgebras pertencentes ao conjunto 2. As
células preenchidas com a cor amarela representam as algebras que, quando coladas
com ]kTA)k para algum k£ > 2 ainda sdo hereditarias por partes, mas quando coladas com
qualquer algebra diferente de ]kKk deixam de ser hereditarias por partes. As células
preenchidas com a cor vermelha representam as algebras A; tais que a colagem A(A;, Aj)

ﬁ
¢ hereditaria por partes se, e somente se, A; = kA e, neste caso, A(A;, Aj) ~ A,

Tabela 1: Os possiveis tipos hereditarios de A(n,r)

. ! 2 3 4 5 6 7 8 9
2 As Ay Aj Ag A7 Ag Ag Ay Ay
3 Dy D5 Ee Er g Eg  Xoze Xozr -
4 Ds  Eg Er Bz Xou  Xygs - - -
5 D¢ Er  Eg L - - -
6 D7  Eg  Eg Xgzs Xozr - - - -
7 Dg Eg  Taozr Xozr - - - - -
8 Dg Taoz7 Tazs Xosg - - - - -
Tabela 2: Os possiveis tipos hereditarios de A(n,r)
L2 3 4 5 6 7 8
I
2 Dy Ds Dg D7 Dg Dy D1
3 Dy Ds D4, Az, Az] D5, Az, Ag] [De, Az, Az] D7, Az, Az] -
4 To223 Dy, Ag, Az] [Ds, Ao, Ag] D5, Az, Ayl - - -
5 To224 Dy, Ag, Ayl [De, Az, Az] D7, Ao, Ag] [Dg, Az, Az] - -
6 Ta225 D4, Az, As] [D7, Az, Az] - - - -
7 Ta226  [D4,A2,As]  [Dg,As,As] - - B -




Capitulo 1

Preliminares

1.1 Categorias derivadas

Nesta secdo apresentamos a definigdo de categorias derivadas e alguns resultados que

auxiliarao na compreensao do nosso estudo.

1.1.1 Localizacao de categorias

Seja A uma categoria e S uma classe arbitraria de morfismos em 4. Indicamos o
livro de Milicic [54] para conhecer a construcio da categoria A[S™!], que é chamada de

localizagdo de A com respeito a S, e também para a demonstracao do seguinte teorema.

Teorema 1.1. Dadas uma categoria A e uma classe arbitraria de morfismos S em A,

existe uma categoria A[S™!] e um funtor Q : A — A[S™!] tal que:
(i) Q(s) é um isomorfismo para todo s € S,

ii) Dados uma categoria B e um funtor F' : A — B tais que F'(s) & um isomorfismo
g
para todo s € S, entdo o funtor F' se fatora unicamente por @, isto é, existe um

tinico funtor G : A[S~!] — B tal que F = G o Q.
Além disso, a categoria A[S™!] é tinica a menos de equivaléncia.

Sendo S uma classe arbitraria de morfismos, é dificil dizer algo sobre a localizagéo
de A com respeito a S. Para lidar com este problema, trabalhamos com uma classe

especial de morfismos.



Uma classe de morfismos S em A é dita uma classe de localiza¢do quando satisfaz

as seguintes propriedades:
(LC1) Para cada objeto M € A, o morfismo identidade idys de M esta em S.
(LC2) Se s et sao morfismos em S e existe a composi¢do sot, entdo sot € S.

(LC3a) Para todo par de morfismos f : M — N es: L — N, com s € S, existe
outro par de morfismos g : K — Let: K — M, com t € S, de forma que

fot=sog, ou seja, o seguinte diagrama comuta

K -9 ~L

t ls

Y

M——N
f

(LC3b) Para todo par de morfismos f : K — Les: K — M, com s € S, existe
outro par de morfismos g : M — N et: L — N, com t € S, de forma que

to f =gos, ou seja, o seguinte diagrama comuta

K—1o1
sl t
v
M e N
(LC4) Considere dois morfismos f,g: M — N em A. Entao existe um morfismo s € S

tal que so f = so g se, e somente se, existe t € S tal que fot=got.

1.1.2 Categorias trianguladas

As defini¢oes desta subsecao foram retiradas do livro [54], cuja leitura é indicada para
mais detalhes.

Seja C uma categoria aditiva. Seja T : C — C um funtor aditivo que é um automor-
fismo da categoria C. Chamaremos T de funtor translacdo na categoria C. Se X é um

objeto de C, usaremos a notagao 7" (X) = X|[n] para qualquer n € Z.



Um tridngulo em C é um diagrama

X —Y —7—TX).

Um morfimos de tridngulos é um diagrama comutativo

X Y 7z T(X)
R
X' Y’ 7z T(X')

Um morfismo de tridngulos é um isomorfismo de tridngulos se u, v e w sdo isomorfismos.
A categoria C é uma categoria triangulada se é equipada com uma famfilia de trian-

gulos chamados tridngulos distinguidos que satisfazem as seguintes propriedades:

(TR1.a) Qualquer triangulo isomorfo a um triangulo distinguido ¢ um triangulo distin-

guido.

(TR1.b) Para qualquer objeto X € C, o triangulo X LE e 0 T(X) é um

tridngulo distinguido.

(TR1.c) Para qualquer morfismo X — Y em C, existe um triangulo distinguido

Y Z T(X).

g h

(TR2) O triangulo X >y 2~ 7

T(X) éum triangulo distinguido se, e so-

-T
mente se, o triangulo Y —> Z —h>T(X) i>)T(Y) é um triangulo distin-

guido.
(TR3) Seja
X Y A T(X)
lu lv iT(u)
X' Y’ A T(X")

um diagrama cujas linhas sdo compostas por tridngulos distinguidos e tal que o

primeiro quadrado é comutativo. Entao existe um morfismo w : Z — Z’ tal que



o diagrama

X Y Z T(X)
T
X' Y 7z T(X')

¢ um morfismo de tridngulos distinguidos.

(TR4) Sejam f, g e h = g o f morfismos em C. Entao o diagrama

x 1oy ey T(X)
lidx lg lT(idX)
X-Llez by T(X)

b e
y 2>z s x T(Y)

cujas linhas sao compostas por tridngulos distinguidos pode ser completado para

o diagrama
x Loy oy T(X)
idx g u T(idx)
X—lsz boy T(X)
f idy v T(f)
y Loz o x/ T(Y)
a b id s T(a)

Z7' sy s X! 7(Z')
onde todas as quatro linhas sdo compostas por triangulos distinguidos e as flechas

verticais sdo morfismos de tridngulos.

Sejam C e D duas categorias trianguladas. Um funtor aditivo £ : C — D ¢ dito

graduado se
(FT1) T o F éisomorfo a F oT.
Um funtor graduado F' : C — D é dito exato se

(FT2) F manda triangulos distinguidos em triangulos distinguidos.
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Duas categorias trianguladas C e D sao ditas equivalentes como categorias triangu-
ladas se existem funtores exatos F': C — C e G : D — C que realizam uma equivaléncia

entre C e D.

1.1.3 Categoria de complexos e categoria homoto6pica

Seja A uma categoria aditiva. Um objeto graduado de A & uma familia de objetos
X = (X™n € Z), onde cada X" ¢ um objeto de A. O objeto X' & chamado de
componente homogénea de X de grau i.

Um complezo (ou, equivalentemente, complezo de cadeia) sobre A é um par (X, dx)
formado por um objeto graduado de A e uma familia de morfismos dx = (d%;n € Z)
onde d% : X" — X"t 530 tais que d% o d}_l = 0 para todo n € Z. Podemos
visualizar o complexo (X, dx) pelo diagrama

...HXn—lananHH...

Sejam (X,dx) e (Y,dy) dois complexos sobre A. Um morfismo de complexos f :
(X,dx) — (Y, dy) é uma familia de morfismos f = (f™;n € Z) que satisfaz a igualdade
frtlo d% = dy o f" para todo n € Z, ou seja, faz o seguinte diagrama comutar:

n—1
d’ﬂ
e xn 12X xm X oyl

lf’nl lfn if'nJrl

. yn— 1 yn Yn+1
dn—l d'f}l/
Y

A categoria de complexos sobre A é a categoria que tem como objetos os complexos
sobre A e que tem os morfismos de complexos como morfismos. Denotamos tal categoria
por C(A).

Uma subcategoria plena de A é uma subcategoria B tal que

Homp(X,Y) = Homua(X,Y)

para quaisquer objetos X,Y € B.

Dizemos que um complexo X é limitado abaizo (respectivamente limitado acima)
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se existe ng € Z tal que X™ = 0 para todo n < ng (respectivamente X" = 0 para todo
n > ng). O complexo X é dito limitado se for limitado acima e abaixo. Denotamos por
C~(A) (respectivamente C*(A) e C’(A)) a subcategoria plena de C(A) formada pelos
complexos limitados abaixo (respectivamente limitados acima e limitados).

De agora em diante usaremos apenas a nota¢do C*(.A) para representar qualquer
uma das categorias acima.

Sejam f,g : X — Y dois morfismos em C(A). Dizemos que f é homotdpico a g
se existe uma familia de morfismos (h™;n € Z), com cada h" : X" — Y"1 tal que

fn_gn:dgz/—lohn_i_thrlodv)l(.

. X" % Xn+1
%nugn %ﬂ
e s yn-1 yn o

dpt

A familia de morfismos (h";n € Z) é chamada de homotopia. Em particular, se
o morfismo ¢ é o morfismo zero, podemos dizer que f é homotdpico a zero. E facil
verificar que a relagao de homotopia é uma relacdo de equivaléncia.

A partir das observacoes acima, podemos definir a categoria homotdpica K(A) como
sendo a categoria que tem como objetos os mesmos objetos da categoria C(.A) e cujos
morfismos sdo as classes de equivaléncia dos morfismos em C(A) moédulo homotopia.
De maneira andloga, definimos as categorias homotdpica limitada abaizo, homotdpica
limitada acima e homotdpica limitada, que sdo denotadas respectivamente por K~ (.A),
K*(A), e K°(A). Também usaremos a notacao K*(.A) para nos referir a qualquer uma
das categorias acima.

Assuma agora que A é uma categoria abeliana. Para p € Z e X em C(.A) definimos
HP(X) = ker(d%)/im(d% ") em A. Se f: X — Y é um morfismo de complexos entéio
fP(ker(dh.)) C ker(dh) e fP(ker(d% ")) C ker(db "), e portanto f induz um morfismo
HP(f): HP(X) — HP(Y). Assim, HP : C(A) — A é um funtor chamado de funtor
de cohomologia. Claramente os funtores H? para p € Z sao aditivos.

Um morfismo f: X — Y em C*(A) é dito um quase-isomorfismo se tivermos que
HP(f): HP(X) — HP(Y) é um isomorfismo para todo p € Z.

Seja S* a classe de todos os quase-isomorfismos de K£*(A). Afirmamos que a classe

12



S* é uma classe de localizacdo compativel com a triangulagdo. Para a demonstracao de
tal fato sugerimos consultar Milicic [54].

A localizagao da categoria K£*(A) com relacdo a classe S* é chamada de categoria
derivada de A e denotada por D*(A). Em particular, quando A = mod A para alguma
k-algebra A, denotaremos D*(mod A) simplesmente por D*(A).

1.1.4 Teoria de Morita para categorias derivadas

O Teorema de Rickard (veja [55]) é muitas vezes descrito como Teorema de Morita para
categorias derivadas e serd apresentado nesta secao. O Teorema de Morita, descrito a
seguir, estabelece uma condigdo necessaria e suficiente para a equivaléncia entre duas

categorias de modulos.

Teorema 1.2. Duas categorias de médulos mod A e mod I' sdo equivalentes se, e
somente se, existe um A-modulo finitamente gerado, projetivo e gerador Pp (também

chamado de progerador) tal que I' = End(Py).

Happel mostrou que categorias derivadas sdo invariantes na teoria da inclinagao,
ou seja, se A é uma édlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado
e T é um A-modulo inclinante entdo as categorias derivadas D(A) e DP(End(T)) sio
equivalentes como categorias derivadas.

Rickard estendeu a nocao de mddulo inclinante para complexo inclinante e assim
generalizou o Teorema de Happel. Mas antes de apresentar este resultado precisamos

de mais uma definicao.

Definicao 1.3. Seja C uma categoria triangulada. Dizemos que uma subcategoria B
gera C' como categoria triangulada se nao existe uma subcategoria triangulada prépria

e plena de C, fechada sobre isomorfismos, que contém B.

Dado um objeto X em uma categoria aditiva qualquer, a subcategoria add(X)
consiste de todos os somandos diretos de somas finitas de copias de X. Dada uma
k-algebra A, denotamos por proj A a categoria dos A-médulos projetivos finitamente
gerados.

O seguinte teorema é uma consequéncia imediata do Teorema 6.4 apresentado em

[55].
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Teorema 1.4. Sejam [' e A duas k-dlgebras. As seguintes condic¢bes sdo equivalentes:
(a) D°(T") e D°(A) sdo equivalentes como categorias trianguladas;
(b) T ¢é isomorfa a End(T), onde T & um objeto de K?(proj A) que satisfaz:

(1) Homps(ay (T, Ti]) = 0 para todo i # 0;

(2) add(T) gera K’(proj A) como categoria triangulada.

Definicdo 1.5. Se T ¢ um objeto de K?(proj A) que satisfaz as condigdes (1) e (2) no

item (b), dizemos que ele ¢ um complezo inclinante de A.

1.2 Algumas classes de algebras

As seguintes defini¢oes seguem o livro [5] e este deve ser consultado para mais detalhes.

Defini¢ao 1.6. Um carcds ¢ uma quadrupla @ = Q(Qo, Q1,s,t) tal que Qo é um
conjunto de vértices, ()1 ¢ um conjunto de flechas entre os vértices de (g e s, t sdo duas

aplicaces Q1 — Qo que indicam, respectivamente, a origem e o fim de cada flecha.

Se esquecermos a orientacao das flechas de um quiver @), teremos um grafo associado

Q, o qual chamaremos de grafo subjacente a Q.

Definicao 1.7. Dados um carcas ) e um vértice a € Qg dizemos que a é um poco
(respectivamente, fonte) de ) se nao existe flecha o € @ tal que s(a) = a (respectiva-

mente, t(a) = a).

Definicao 1.8. Um caminho no carcas () é uma composicao de flechas w = ajas . .. ay,

onde o; € Q1 para todo i =1,...,n e s(aj+1) = t(ay) parai = 1,...,n — 1. Fixamos
que s(w) = s(ag) e t(w) = t(ay). Se s(w) = a e t(w) = b, entdo denotaremos
w=(a|ay,...,an|Db).

Definigao 1.9. O comprimento de um caminho ¢(w) é dado pela quantidade de flechas

que aparecem na sua composicao.

Defini¢ao 1.10. Definimos também o conjunto @, para n > 2, como sendo o conjunto

de todos os caminhos de comprimento n.
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Definicao 1.11. A dlgebra de caminhos k@) de um carcas @ € definida como sendo
a k-algebra cujo k-espaco vetorial subjacente tem como base o conjunto de todos os
caminhos (a | ai,...,a, | b) de comprimento n > 0 em @ e tal que o produto de dois

caminhos da base (a | a1,...,a5 | D) e (¢| B1,...,Bm | d) de k@ ¢é definido por

(a]or,...;0n,B1,...,0m | d), seb=c

n b P e (£ d =
(a]ag,...,an|b)(c]| B B | d) 0, se b+#c

O produto de elementos da base é entdo estendido a elementos arbitrarios de k@ por
distributividade.
Em outras palavras, existe uma decomposicao de k@) em soma direta de k-espagos

vetoriais

kQ = kQo@kQ:1 @ - - & kQ, & ...

Defini¢ao 1.12. Dada uma &lgebra de caminhos quocientada por um ideal A = kT,

dizemos que A é r-truncada se I é o ideal gerado por todos os caminhos de comprimento

r > 2 em k@, ou seja, se I = (Q,).

. . . : . k
Dizemos que um caminho w de @) é um caminho da dlgebra A = TQ sew ¢ 1.

Definicao 1.13. Um ideal I de kQ ¢é dito um ideal admissivel se existe m > 2 tal que

Seja @ um carcas finito e conexo, I um ideal admissivel de kQ e A = g. Vamos
denotar por P, o modulo projetivo indecomponivel e, A que corresponde ao vértice
a € Q. Para cada caminho w do vértice b para o vértice a em @ tal que w ¢ I
denotaremos por w o morfismo entre P, e P, que corresponde a multiplicacdo & esquerda

porw =w+ I.

Defini¢ao 1.14. Sejam A uma k-dlgebra basica, conexa e de dimensao finita e {e, ea, . ..

um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de A. O carcds (ordindrio)

de A, denotado por Q4 é definido da seguinte maneira:

(a) Os vértices de @ sao os numeros 1,2,...,n} que estdo em bijegdo com os idem-

potentes e, ea, ..., en,.
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(b) Dados dois vértices a,b € (Qr),, as flechas o : a — b estdo em bijecao com os

vetores de uma base do k-espaco vetorial e,(rad A/rad? A)ey.

Para mais detalhes, veja a Secao I1.3 do livro [5]. Nesta mesma se¢ao pode ser

encontrada a demonstracao do Teorema de Gabriel, que enunciamos a seguir.

Teorema 1.15. Seja A uma k-algebra basica, conexa e de dimenséo finita. Existe um

. _ ~ kQ
ideal admissivel I de kQ tal que A = =~

1.2.1 Algebras canénicas

Aqui apresentaremos apenas a definicao de algebras canonicas. Para mais detalhes
sugerimos [56] e [57].

Sejam t > 2 e p = (p1,p2,...,pt), com p; € Z, p; > 2 para cada i € {1,2,...,t}.
Considere o carcas @ = Q(p1,p2, ..., pt) representado abaixo:

a(1,2) @(1,3) a(1,p1-1)
1 15 R 1p1,1

a(2,2) @(2,3) @(2,p2—1)
4.1 21 29 R 2 2p271

% m
N @(t,pt)

a(t,2) a(t,3) A(t,pt—1)
ty t . Nt

A(1,p1)

a

Agora, para t > 3, seja A = ()3,..., ;) € k=2 de forma que todos \; sdo ndo
nulos e distintos dois a dois. Sem perda de generalidade podemos assumir também
A3 = 1. Para t = 2, fixamos A\ = 0. Defina C(p, A) como sendo o quociente da &lgebra
de caminhos k@ pelo ideal I gerado pelas relagoes p; = a(1,1)a(1,2) - - - A(1,p,—1)(1,p1) T
Ai@(2,1)0(2,2) - - - A2,ps—1)Y(2,p2) —A(5,1)A(3,2) - - - Q(i,p;—1)A(i,p;) Para cada i tal que 3 < <.

Caso t = 2 consideramos C(p,\) = kQ. A algebra C(p,\) é chamada de dlgebra
canédnica. Caso t = 3, como podemos assumir A3 = 1, denotaremos C(p, A) simples-

mente por C(p1, po, P3)~
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1.2.2 Retas projetivas com pesos

Apresentamos nesta secdo uma breve descricdo das retas projetivas com pesos e suas
relacoes com as dlgebras canonicas. Para maiores detalhes sobre retas projetivas com
pesos sugerimos [12] e [22].

Seja t > 3. Uma reta projetiva com pesos X = X(p, ) é dada por uma sequéncia
de pesos p = (p1,p2,.-.,pt) de inteiros p; € Z, p; > 2 e uma sequéncia de pardmetros
A= (A3y...,\) com cada A; € k ndo nulo e distintos dois a dois. Sem perda de
generalidade podemos tomar A3 = 1.

Seja . = L(p,\) o grupo abeliano gerado pelos elementos x1,xa,...,x; modulo

relagoes p;x; = pjx; para todos 1 < 4,7 < t. Chamamos ¢ = p;x; de elemento candnico

m

b onde m é o menor miltiplo
T

de L. O morfismo grau ¢ : L. — Z é dado por z; —
comum entre p1,p2, ..., Pt-

Seja S = k[X1, X2,...,Xt]/I, onde I ¢ o ideal gerado pelas relagoes p; = X' +
N XP? — XP' = 0 para 3 < i < t. Definido dessa maneira, S é L-graduado com X; de
grau x;.

Seja mod™(S) a categoria dos S-moédulos L-graduados finitamente gerados, e seja
modg(S) a subcategoria de mod™(S) consistindo dos S-médulos de dimensdo finita.

Defina coh(X) como sendo o quociente mod™(S)/mods(S). Essa categoria é cha-
mada de categoria de feixes coerentes na reta projetiva com pesos X.

De acordo com Geigle e Lenzing em [27] e [28], temos uma equivaléncia derivada

entre a categoria canonica (a categoria dos modulos sobre uma algebra candnica) e a

categoria de feixes coerentes sobre uma reta projetiva.

Teorema 1.16. Temos a seguinte equivaléncia entre categorias derivadas:
DP(coh X(p, \)) = Db (mod C(p, \)).

1.2.3 Extensoes por um ponto

Seja A uma algebra associativa, com unidade, de dimensao finita sobre um corpo k.
A partir de A, criaremos uma nova algebra pelo processo descrito a seguir, chamado
de extensdo por um ponto. O "ponto", neste caso, faz referéncia a um A-moédulo

que fixamos para construir a extensdao. Esse processo é muito 1til principalmente em
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argumentos de inducao. Os detalhes omitidos nesta subsecdo podem ser obtidos em
[13] e também em [60].
Cada A-moédulo pode ser visto como um (k, A)-bimédulo xMy. Assim podemos

construir uma algebra de matrizes

A O a 0
= sa€eN, me M, Aek
M k m A

que é chamada de extensdo por um ponto de A por M e denotada por A[M].

Analogamente, podemos também definir a coextensdo por um ponto

k 0

[M]A =
DM A

com a multiplicacio induzida pela estrutura de A-k-bimo6dulo de
DM = Homy(xMp, k)
induzida pela estrutura de k-A-bimodulo de My .

1.2.4 Algebras de incidéncia de posets

Definicao 1.17. Um conjunto parcialmente ordenado, ou poset, € um conjunto P com

uma relacdo binaria R C P x P satisfazendo as seguintes condigoes:
e Reflexividade: (z,x) € R para todo x € P;
e Antissimetria: Se (z,y) € R e (y,z) € R entao z = y;
e Transitividade: Se (z,y) € Re (y,2) € R entdo (z,z) € R.

Por simplicidade vamos escrever apenas x < y nos casos em que (x,y) € R e denotare-
mos o poset por (P, <) ou, mais geralmente, apenas por P.

Dizemos que um poset (P, <) ¢ finito se o conjunto P for finito.

Observagao 1.18. Dado um poset finito P, digamos que |P| = n, entdo podemos
ordenar os elementos de P em uma sequéncia 1, ..., z, de forma que se z; < x; entao

1 < j para quaisquer 1 < 14,7 < n.
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Cada poset (X, <) pode ser associado a um grafo orientado, que ¢ chamado de
diagrama de Hasse de X. Cada elemento de X estd associado a um tnico vértice de
seu diagrama de Hasse e, dados dois elementos ¢ < y € X tais que nao existe um outro

elemento z € X tal que z < z < y entdo temos uma flecha * — y no diagrama.

Por simplicidade, chamaremos de grafo de um poset ao grafo subjacente ao diagrama

de Hasse deste poset.

Defini¢ao 1.19. A dlgebra de incidéncia de um poset finito (X, <) sobre um corpo k,
denotada por kX, é definida como a dlgebra associativa que tem como base o conjunto
{exy : o <yem X}. Para quaisquer z <y e z < w em X, definimos a multiplicacao
por

[ se y = z;

CxyCruw = .
0, caso contrario.

E imediato o fato de que dois posets sao isomorfos se, e somente se, suas respectivas

algebras de incidéncia sdo isomorfas.

Ladkani estudou as categorias derivadas de algebras de incidéncia de posets e in-
troduziu alguns complexos inclinantes partindo de uma topologia natural relacionada
a estes posets (veja [46] e [47]). Para um texto mais detalhado e em portugués sugiro

a leitura de [1J.

Podemos, naturalmente, associar um poset X a um espago topolégico cujos abertos
sao os conjuntos U C X tais que se u € U e v/ > u entdo v/ € U. Os subconjuntos
fechados de FF C X sao tais que se x € e 2/ < x entao 2’ € F. Dado z € X,
definimos U, como sendo o subconjunto aberto minimal de X que contém x, ou seja,
U, = {u € X |u> x}; definimos também {x} como sendo o fecho de {z}, ou seja,

{z} = {veX|v<a}

Fixando um poset X e tomando um subconjunto fechado ¥ C X que tem o aberto
U como complementar em X, podemos definir a algebra Ay, que possui como k-base

os elementos

{ewy 1y <y} U {ewu |0/ <ub U {ewy [y <u}

19



onde 3,9 € Y, v/,u € U. A multiplicacao é definida por

eyy/ ey/y// = eyy” Cu'"u Cu'u = Cu''u
Cuy', sey <u eyry, sey <u
euyeyy/ = . Cu/uCuy = o
0, caso contrario. 0, caso contrario.

paray <y <y’ €Y, v <u <wueU e todos os outros produtos sdo nulos.

Exemplo 1.20. Considerande o poset X cujo diagrama de Hasse é dado por

ao a a2 as

|

Qa4

Tome o subconjunto fechado Y = {ag} = {ao, a1, a2, a3}, cujo complementar aberto é

U ="U,, = {a4}, entao temos que o conjunto

{6a3a37 €asass €azair €azags €asass €asalr €asags €arars €arags eaoao} U

{€asar} U {€asas; Casazs Casar }

é uma k-base da algebra Ay . Logo, a dlgebra Ay é a algebra quociente da algebra de

caminhos sobre o carcas

ap ap as as a4
pelo ideal gerado pelo caminho eq,q5€05a5€a2a1 €aran-

De acordo com [46], Proposicao 4.5, vale a seguinte equivaléncia.
Teorema 1.21. D*(kX) ~., D*(Ay).

O seguinte lema nos da condic¢des suficientes para que a algebra Ay seja isomorfa &

algebra de incidéncia de um poset. Veja Lema 4.9 em [46].

Lema 1.22. Seja X um poset, Y um subconjunto fechado em X e U o aberto comple-

mentar de Y em X. Defina o conjunto X' := UUY = X e a seguinte relacao binéria
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(<) em X"

W< ue=d <uy< Yy = y<yiu<ys=y<u
para u,u’ € U e y,9' € Y. Entao <’ ¢ uma relacao de ordem parcial se, e somente se,
a seguinte condigdo for valida:

Sempre que y <y’ €Y, v <ueUey<u, temos que y < u'.

Se esta condicao for valida, entdo a algebra Ay é isomorfa & algebra de incidéncia

de (X', <))

1.2.5 Algebras seriais e algebras de Nakayama

Nesta secao apresentaremos as algebras de Nakayama, que alguns autores também
chamam de &lgebras unisseriais generalizadas (veja [25]). Para detalhes omitidos, suge-
rimos a consulta de [5], Capitulo 5. As algebras de Nakayama tém uma particularidade
interessante, sdo sempre de representacao finita.

Seja A uma k-algebra. Dado um A-moédulo a direita de dimensao finita M existe

M

uma cadeia 0 = My C My C --- C M,, = M de submdédulos de M tais que =i €

um moédulo simples para todo ¢ = 0,1,...,m — 1. Chamamos esta cadeia de série de

composicao de M.

Definicao 1.23. Um A-médulo a direita M é dito unisserial se possui uma tnica série
de composicdo. Uma algebra A é dita serial a direita se todo A-modulo & direita
indecomponivel projetivo for unisserial. Uma algebra A é dita serial 4 esquerda se todo

A-modulo & esquerda indecomponivel projetivo for unisserial.

Definicao 1.24. Uma algebra A é chamada de dlgebra de Nakayama se for serial a

direita e a esquerda.

Lema 1.25. Uma algebra A é serial & direita se, e somente se, para todo moédulo a

direita projetivo indecomponivel P o médulo radP/rad?P é simples ou zero.

Teorema 1.26. Uma k-algebra basica A é serial a direita se, e somente se, para todo

vértice a de seu carcas QQa, existe no maximo uma flecha que comeca em a.

Teorema 1.27. Uma &lgebra bésica e conexa A é uma algebra de Nakayama se, e

somente se, seu carcas @Qx € um dos dois a seguir:
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0 ol 1 as 2 n—2 1 n—1
o) o (¢] o o
(b)
0 a1 1 as 2 n—2 an—1 n—1
@0

1.2.6 Algebras gentis torcidas

Seja Z um conjunto de relagdes em um carcéas Q.

Definigao 1.28. O par (Q,Z) ¢é dito especial bisserial se as seguintes condi¢des sdo

satisfeitas:

e Em todo vértice de ) no méaximo duas flechas terminam e no méaximo duas flechas

comegam.

e Para cada flecha b existe no maximo uma flecha a com t(a) = s(b) e ab ¢ Z e no

méximo uma flecha ¢ com t(b) = s(c) e be ¢ 7.

O par (Q,Z) é dito ser gentil se ele é especial bisserial e, alem disso, as seguintes

condicoes sao satisfeitas:
e O conjunto Z consiste de caminhos de comprimento 2.

e Para cada flecha b existe no maximo uma flecha a com t(a) = s(b) e ab € Z e no

méaximo uma flecha ¢ com t(b) = s(c) e bc € T.

Uma k-algebra A é especial bisserial (respectivamente, gentil) se ¢ Morita-equivalente

a uma algebra %, onde o par (Q,Z) é especial bisserial (respectivamente, gentil).

Seja @ um carcas com um conjunto fixado de vértices que denotaremos por Sp, e Z
um conjunto de relagoes para (. Chamaremos os elementos de Sp de vértices especiais,
os demais vértices serdao chamados de ordindrios.

Para uma tripla (Q, Sp,Z), consideremos o par (Q*?,Z°), onde Qf := Qo, Q7" =
Q1U{a; | i€ Sp}, s(a;) :=t(a;) =i eI :=TU{a?|i€ Sp}.
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Defini¢ao 1.29. Uma tripla (@, Sp,Z) como acima ¢ chamada de gentil torcida se o

par correspondente (Q°P,Z°P) for gentil.

Seja (@, Sp,Z) uma tripla gentil torcida. Associaremos a cada vértice i € @y um
conjunto, o qual denotaremos por Qo(4), da seguinte maneira: se 7 ¢ um vértice ordinério
entdo Qo(i) = {i}, se i é especial entdao Qo(i) = {(i, —), (i, +)}.

(Q%9,Z%9) denotaré o par definido da seguinte maneira:

9= U )
0 iGQoQO(Z)7
Y= U {(a,a,b) [ a € Qo(s()), b € Qo(t(c))},
ac@Qq
159 = { > Nla,a,b)(b,B,¢) | af €Z, a € Qo(s(a)), ce€ Qo(t(ﬂ))}, onde )\, =

beQo(s(8))
—1se b= (i,—) para algum i € Qp, e A\, = 1 caso contrario.

Exemplo 1.30. Seja @ o carcas

Q l=—=2
B
com Z = {af, Ba}, Sp = {2}.
Entao
B1 as
59 . —hH ——
Q%9 : axaa,ch

com 7% = {a1 81 — aaB2, Biej | i, j=1,2},onde a=(2,—-), b=1, c=(2,4), a1 =
(b,Oé,(l), Qg = (b,Oé,C), ﬁl = (aaﬁvb) € 62 = (Cvﬁvb)'

Definigcao 1.31. Uma k-algebra A é chamada de gentil torcida, se ela é Morita-
equivalente a uma algebra kQ*9/ (Z%9), onde a tripla (Q, Sp,Z) é gentil torcida.

Seja (Q, Sp,Z) uma tripla gentil torcida. Denotaremos por A; a &lgebra gerada
pelos elementos da forma (a1, @, a2) e 14y, onde a; # (j,—), j € Sp. Notamos que em
geral as unidades em A e A sdo diferentes.

A partir de agora, identificaremos a &dlgebra Ay com a algebra %, onde J =
I\ {aB | aB € I,t(a) € Sp}.

Dada uma flecha o de @, denotaremos por a~!

um inverso formal de «, de forma

-1

que s(at) = t(a) e t(a™!) = s(a); assim temos também (a~1)~! = a. Para cada
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caminho w = aj ... a, definimos w™ = (a1...0,) "' = a5t .. ayh, s(w™) = t(w) e

tw™1) = s(w).
Chamamos de passeio p (respectivamente, passeio generalizado) de comprimento

1

n > 0 uma sequéncia pi...p, onde cada p; é da forma w ou w™*, onde w é um

caminho de comprimento 1 (respectivamente, um caminho de comprimento > 0 em
%) onde s(pi+1) = t(p;) para 1 < i < n. Novamente fixamos s(p) = s(p1) e t(p) =
t(pn). Definimos o inverso de um passeio (respectivamente, inverso de um passeio
generalizado) da maneira usual.

A composi¢ao de dois passeios (respectivamente, passeios generalizados) p = p1 ... p,
ep/ =p}...p), édefinida como sendo o passeio (respectivamente, passeio generalizado)
PP =i Pl - Py se tH(pn) = t(p) = s(p') = s(p))

Consideraremos duas relagoes de equivaléncia no conjunto de passeios generalizados,
que serdo denotadas por =, e =,.. Por definicao, =, ¢é a relacao de equivaléncia definida,
no conjunto de todos os passeios generalizados dada por p = ¢ se, e somente se, p = ¢!
oup = q; e =, é&a relagao de equivaléncia definida no conjunto de todos os passeios
generalizados fechados (isto é, passeios p tais que s(p) = t(p)) que identifica cada passeio
generalizado p = p1 ...p, com suas rotagoes p;...ppP1 - ..Pj—1 € Seus Inversos.

Por defini¢do, uma corde € um passeio p = p1...p, tal que pi41 # pi_l, para

L estd em J. O conjunto de

1 <4 < n e tal que nenhum sub-passeio de p ou de p~
todos as cordas serd denotado por Sft.
Por GSt denotaremos o conjunto de todos os passeios generalizados p = p1...p,

que satisfazem
e Se p; e pi+1 sao caminhos e t(p;) ¢ Sp, entdo pipir1 € (J).
e Se pfl e p;rll sao caminhos e t(p;) ¢ Sp, entdo pflp;Jrll e(J).

e Sep; e pi__|_11 sdo caminhos ou pi_l e pi+1 sdo caminhos e t(p;) ¢ Sp, entdo p;pi+1 €
St.

Denotamos por G.St um conjunto fixado de representantes w de GSt sobre a relagao
de equivaléncia =, e todos os caminhos triviais; seus elementos serao chamados de cordas

generalizadas.
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Chamamos uma corda generalizada ndo trivial de simétrica se w = w™! e de as-
simétrica caso contrario.  Denotaremos por GSts o subconjunto de todas as cordas
generalizadas simétricas e GSt, := GSt \ GSts.

Para cada corda generalizada w em (Q, J), € possivel definir um complexo projetivo
P, em D°(A) (Veja Definigio 9 em [16]). De acordo com a Se¢do 5.2, também em [16],

vale o seguinte lema.

Lema 1.32. Seja (Q,Z,Sp) uma tripla gentil torcida e A = kiQS;g a algebra gentil

torcida correspondente. Se w é uma corda generalizada simétrica em (Q,J) entao o

complexo projetivo P, ¢ indecomponivel em D?(A).

1.3 Categorias hereditarias

1.3.1 Categorias hereditarias

Neste capitulo apresentamos algumas definicdes e resultados gerais sobre categorias
hereditarias. Para mais informagoes e consulta das demonstracoes omitidas aqui suge-
rimos [49].

Dizemos que uma categoria abeliana H é hereditdria se Ext},(X,Y) = 0 para todo
n > 2 e quaisquer objetos X e Y em H. Isso equivale a assumir que os funtores
Extl (_,Y)e Extl (X, ) sio exatos a direita, isto é, mandam sequéncias exatas curtas

em sequéncias exatas a direita.

Definicao 1.33. Dada uma élgebra A, o grupo de Grothendieck de A ou, mais preci-
samente, de mod A é o grupo abeliano Ky(A) = F/F’, onde F é o grupo abeliano livre
que tem como base o conjunto de todas as classes de isomorfismo M dos A-moédulos M
e F' & o subgrupo de F gerado pelos elementos L — M — N que correspondem a todas
as sequéncias exatas

0O—L—M-—N—0

em mod A. Denotamos por [M] a imagem da classe de isomorfismo M do A-médulo

M pelo epimorfismo de grupos canénico F — F/F'.

A seguinte defini¢ao esta presente no livro [3].
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Definicao 1.34. Seja A = k@ /I uma k-éalgebra e seja M um mo6dulo em modA. O

vetor dimensao de M é definido como o vetor

dimy(Mey) dimy(Homa(P(1), M))
dimM = : = :
dimy(Mey,) dimg(Homu(P(n), M))

O seguinte resultado nos diz que o grupo Ky(A) é livre e isomorfo ao grupo livre

Z™. Sua demonstracdo pode ser consultada em [5].

Teorema 1.35. Seja A uma k-algebra basica de dimensao finita e seja {S(1), S(2),

.., S(n)} um conjunto completo de classes de isomorfismo de A-mo6dulos & direita
simples. Entao o grupo de Grothendieck Ky(A) de A é um grupo abeliano livre que
tem como base o conjunto {[S(1)],[S(2)],...,[S(n)]} e existe um tnico isomorfismo de

grupos dim : Ky(A) — Z" tal que dim[M| = dimM para cada A-mo6dulo M.

Definicao 1.36. Seja H uma k-categoria abeliana, hereditaria, e Fxt-finita. Dizemos

que T' € H é um objeto inclinante de H se
i) Exty (T,T) =0, e

ii) para todo X € H, vale a seguinte condigao:

Ext(T,X) =0= Ext},(X,T) = X =0

Se uma categoria hereditaria for Exti-finita para todo i € Z e que tem objeto
inclinante, entdo temos dois tipos principais dessas categorias: aquelas derivadamente
equivalentes a modH para alguma k-algebra hereditéria de dimensao finita H e aquelas
derivadamente equivalentes a cohX dos feixes coerentes em uma reta projetiva com
pesos X. Note que estes casos nao sdo disjuntos. De fato, os casos do tipo feixes
com as sequéncias de pesos (2,2,n — 2), (2,3,3), (2,3,4) e (2,3,5) sdo também do
tipo modulos. Em 2001, Happel mostrou (veja [31]) que estes dois tipos sdo as tnicas

categorias hereditarias contendo um objeto inclinante possiveis.

Teorema 1.37. Seja H uma k-categoria abeliana hereditaria conexa Ezt'-finita e com

objeto inclinante. Entao H é derivadamente equivalente a mod H para alguma k-algebra
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hereditaria de dimensao finita ou derivadamente equivalente a coh X para alguma reta

projetiva com pesos X.

1.3.2 Algebras hereditarias

Definicao 1.38. Uma algebra A é dita hereditdria o direita se todo ideal & direita de

A é projetivo como um A-modulo.

Algebras hereditarias a esquerda sao definidas de maneira dual.

Ainda em [31], Teorema 1.4 do Capitulo VII, podemos ver que A é hereditaria a
direita se, e somente se, a dimensdo global de A é no maximo 1. Portanto, como essa
condigdo é simétrica (veja A.4.9 do Apéndice de [31]), segue que a uma algebra de
dimensdo finita é hereditaria & direita se, e somente se, ela é hereditiria & esquerda.
Assim sendo, a partir de agora nos referiremos apenas a dlgebras hereditdrias.

A seguinte caracterizagao de algebras hereditarias pode ser encontrada em [31],

Teorema 1.7 do Capitulo VII.

Teorema 1.39. Uma algebra basica, conexa, de dimensao finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado é hereditaria se, e somente se, é isomorfa a algebra de caminhos de

um carcas finito, conexo e sem ciclos.

1.4 Algebras hereditarias por partes

Nesta secdo apresentamos algumas propriedades das algebras hereditarias por partes.

Para mais detalhes sugerimos [5], Capitulo VII.

1.4.1 Algumas definigoes

As seguintes defini¢des estao presentes no livro [3].

Seja A uma k-algebra basica de dimensao finita com um conjunto completo de
idempotentes ortogonais primitivos {ey, ea, ..., e,}. A matriz de Cartan de A é a matriz
n x n dada por:

€11 --. Cin

Chl ... Cpn
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onde ¢;; = dimy(ejAe;) para i, j =1,2,...,n.

Usaremos T, p, p; para denotar o seguinte grafo para alguns pi, p2, p3 € Nxo.

al ag N ap;—1

/
AN

(LO bl b2 “e bp2 —1

C1 (&) . Cp3—1-

Quando nao houver risco de confusao, denotaremos T),, 1, », simplesmente por T, pops -

De maneira analoga podemos definir T, ,, .., para qualquer r € Z, r > 3.

Observacgao 1.40. Note que Ty, 1 = Apgin—1; Tpy,opo1 = Tpy . p, Parar € Z, 7 > 3;

T2727n_2 = ]D)n, para n € Z, n > 4; T2737p_3 = Ep, para p = 6,7, 8; T2737q_2 = Eq, para
q=7,8 e Tsy33=Es.

Defini¢ao 1.41. Seja A uma k-algebra basica de dimensdo global finita, e seja Cp a
matriz de Cartan de A com respeito a um conjunto completo de idempotentes ortogonais

primitivos {e1,...,e,} de A. A matriz de Cozeter de A é a matriz
®p=-Ci . C L

O polindmio de Cozeter x, é definido por
" .
Xo(T) = det(T.I, — ®p) = > a;T",
i=0

onde I,, denota a matriz identidade de tamanho n x n.

O seguinte lema nos da o polinémio de Coxeter de uma algebra canénica C(p1, p2, p3)
e de uma algebra hereditaria cujo grafo associado é do tipo &rvore Tp, p, p,. Sua de-

monstracao pode ser encontrada em [50], Proposicoes 4.2 € 9.1 (Veja também [51]).

Lema 1.42. O polinomio de Coxeter de uma algebra canonica C(p1,p2,p3) € de uma

algebra hereditaria cujo grafo associado ¢ do tipo arvore T, p, p, sao dados por:
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TP —1
— 2
Xc(prp2ps) <T_ 1) H T -1
=1

3 1 3 )
1— TP 1— TP
Xtpypaps (T“ —TE 1— 1w > H 1—-T

= =

O seguinte lema é bem conhecido (veja por exemplo [30]) e nos sera util no decorrer

do trabalho.

Lema 1.43. Seja A uma algebra de dimensao finita e dimensdo global finita. Se I' é

derivadamente equivalente a A, entdao seus polinomios de Coxeter sao iguais, x, = X-

De acordo com [36], uma k-algebra A é dita hereditdria por partes se existir uma
categoria abeliana, hereditaria # tal que as categoria derivadas limitadas D?(A) e D?(H)
sao equivalentes como categorias trianguladas. Veja [30] e [33] para propriedades dessa
classe de édlgebras. Chamaremos H de tipo de A. Note que o tipo de A é definido a

menos de equivaléncia derivada.

1.4.2 Dimensao global forte

Em [39], Happel e Zacharia definiram dimensao global forte em termos do comprimento
de complexos. Ainda neste artigo, os autores explicam a leve mudanga da defini¢do que
foi dada em [61].

Seja X um objeto indecomponivel na categoria homotopica de complexos limitados

de A-médulos projetivos finitamente gerados K?(proj A). Seja
P: ..—0—0—P —PH ... 5Pl P 50—0—...

uma resolugdo projetiva minimal de X, em que P" # 0 e P® # 0. Entao definimos o

comprimento de X por

U(X)=s—r

Se X ndo possui resolucao projetiva minimal finita, dizemos que ¢(X) = oo.

A dimensao global forte de A é definida como sendo o sup desses comprimentos,
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com X percorrendo todos os objetos indecomponiveis de K?(proj A):
s.gl.dim.(A) = supx (£(X)).

Segue diretamente da definicdo que s.gl.dim.(A) = 1 se, e somente se, A é uma
algebra hereditaria que nao é semissimples. Em [39], Happel e Zacharia provaram o

seguinte resultado.

Teorema 1.44. s.gl.dim.(A) < oo se, e somente se, a algebra A é hereditaria por

partes.

Se A é uma k-algebra bésica, associativa, com unidade e de dimensao finita, entao
podemos definir uma categoria limitada Cp. Os objetos de Cp formam um conjunto
completo de idempotentes ortogonais primitivos de A. Para dois idempotentes x,y € Ca,
definimos os morfismos de x para y como o k-espago Cp(z,y) := yAx e assim a
composicdo de morfismos em Cp serd induzida pela multiplicagdo em A. A categoria
mod Cp tem como objetos os funtores Cp — k — vec que saem da categoria Cp para a
categoria k — vec dos k-espacos vetoriais de dimensao finita, os morfismos da categoria
mod Cy sdo as transformacoes naturais entre os funtores. E facil ver que as categorias
mod A e mod Cp sao isomorfas. Deste modo, por abuso de notacao, por varias vezes

identificaremos a algebra A com a categoria Cy.

Lema 1.45. Seja A uma algebra e B = eAe uma subcategoria plena de A. Se B nao é

hereditaria por partes, entao A também néo é hereditaria por partes.

Demonstracdgo. Como B ndo é hereditaria por partes, sua dimensao global forte é infi-
nita e portanto para todo n € N existe um complexo indecomponivel X € K?(proj B)

tal que £(X) > n. Como B é subcategoria plena de A, o funtor
T.= ®peA: mod B— mod A

é pleno, fiel e preserva indecomponibilidade (veja o teorema 6.8 em [5], pagina 35).
Seja T, o levantamento do funtor 7, para a categoria homotopica (veja [54]), ou
seja, T, : KP(proj B) — KP(proj A). Como T, ¢ pleno e fiel, o seu levantamento 7T,

também & pleno e fiel. Seja X a imagem de X via este funtor. Como X ¢ um objeto
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indecomponivel em K’(proj B), temos que Endio(proj pyX € um anel local. Como o

funtor T, é pleno e fiel, temos que

Ende(projA)Y ~ Endlcb(proj B)X

logo Endics (pro; A)Y ¢ um anel local. Portanto X ¢ um objeto indecomponivel em

KCb(proj A) e satisfaz £(X) = £(X) > n. Segue deste fato que s.gl.dim(A) = oco. O

1.4.3 Algebras de Nakayama hereditarias por partes

Em [36] Happel e Seidel determinaram para quais pares (n,r) a algebra A(n,r) é here-
ditaria por partes. Nestes casos, a categoria derivada limitada de A(n,r) é equivalente
a categoria derivada limitada de uma categoria hereditaria abeliana H. Os resultados
sao ilustrados na tabela Se A(n,r) é do tipo modulos, a célula associada contém
o grafo subjacente da algebra cuja categoria de moédulos é equivalente a DP(A(n,7)).
Se A(n,r) é do tipo feixes, a célula associada contém a reta projetiva com pesos cuja
categoria de feixes coerentes é equivalente a DP(A(n,r)). Se A(n,r) ndo é hereditaria

por partes, a célula associada contém apenas um traco —.

Tabela 1.1: Os possiveis tipos de A(n,r)

. "l's 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
2 Az Ay As Ag A7 Ag Ay A A A Agg
3 Dy Ds Ee Er Eg Es Xozs Xozr - -
4 Ds E¢ E7 Er Xoy X5 - - -
5 De K7 Es Es Tuar - - -
6 D7 Eg Eg Xogg Xozr - -
7 Ds Es Tozr Xogr - -
8 Dy  Tozr Tozs Xozgs -

O artigo [36] nos motivou a buscar a classificacao de algebras hereditarias por partes

para algebras seriais truncadas.

31



1.5 Mutacoes

1.5.1 Mutacoes de algebras

Vamos definir as mutacoes de algebras seguindo o artigo [48] de Ladkani (veja também
[62]). Estas, sao generalizagoes dos funtores de reflexao introduzidos por Bernstein,
Gel’fand e Ponomarev em [18] e também de suas generalizagoes descritas em [7] e [20].

Seja A = @ uma algebra, e k € Qo um vértice sem lacos. Lembrando que P; denota
o A-moédulo projetivo indecomponivel e; A para cada ¢ € @, denotaremos por f e g os

seguintes morfismos:
f : Pk — @ Ps(a) s g: Pt(ﬁ) — Pk
at(a)=k B:s(B)=k

onde f = ®a é induzido pelas flechas o que terminam em k e g = @ é induzido pelas
flechas 8 que comecam em k.

Consideremos os seguintes complexos de A-modulos

f
Lk : Pk @ Pj,
j—k
Ry : D P J Py,
k—j
My, @D P
Z€Q07Z7ék

onde P estd no grau -1 em Ly e no grau 1 em Ry, e My é um complexo concentrado

no grau 0. Sejam

T, =Ly®M; , T, =Rp® M,

outros dois complexos de A-médulos.
Em geral, T, e T, ndo sdo complexos inclinantes. O resultado abaixo (veja [48],
proposigdo 2.3) nos da condi¢des necessarias e suficientes para que T) e T,j sejam

complexos inclinantes.

Teorema 1.46. (a) T, € um complexo inclinante se, e somente se, para qualquer

combinacao linear nao nula ) A\,w, de caminhos que comecam em k e terminam
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em algum vértice ¢ # k, existe pelo menos uma flecha o que termina em k e tal

que a combinacao Y Araw, nio é nula.

(b) T,j ¢ um complexo inclinante se, e somente se, para qualquer combinagao linear
nao nula Y A\yw, de caminhos que comecam em algum vértice ¢ # k e terminam
em k, existe pelo menos uma flecha 8 que comeca em k e tal que a combinacao

> Arwy 8 ndo € nula.

O corolario que se segue resulta imediatamente do teorema acima (veja observacao

2.4, também em [48]).

Corolario 1.47. Se k € Qg é um pogo (respectivamente, uma fonte) entdo T (res-

pectivamente, T,j ) € um complexo inclinante.
Em [48] Definicao 3.1, itens (a) e (b), Ladkani apresenta a seguinte definigao:
Definicao 1.48. Seja k € Q¢ um vértice sem lagos.

(a) Dizemos que uma mutagdo negativa estd definida em k se T, = T, (A) é um
complexo inclinante. Neste caso, denominaremos fi; (A) = EndpspyT), (A) de

mutacao negativa de A no vértice k.

(b) Dizemos que uma muta¢do positiva estd definida em k se T,:r = T;(A) ¢ um
complexo inclinante. Neste caso, denominaremos y; (A) = EnalDb(A)T,;F (A) de

mutacio positiva de A no vértice k.

Segue da definicao acima e do Teorema [1.4] (de Rickard, veja [55]) o seguinte resul-
tado:

Teorema 1.49. Seja k € Qg um vértice sem lagos.

(a) Se uma mutacdo negativa estd definida em k entdo as algebras A e . (A) sdo

derivadamente equivalentes.

(b) Se uma mutacdo positiva est4 definida em k entdo as dlgebras A e u; (A) sdo

derivadamente equivalentes.
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1.5.2 Mutacoes de posets

Na maioria dos casos, aplicaremos as mutacoes de posets, que na verdade sao mutacoes
definidas nas 4lgebras de incidéncia destes posets. Nesta subsegdo mostraremos que,
em alguns casos, a nova dlgebra é também uma algebra de incidéncia poset e, nestes
casos, descreveremos 0 novo poset.

Seja S = (5,<) um poset e a € S. Chamamos de conjunto dos predecessores

imediatos de a o conjunto
a~ ={be S|b<aendoexistece Stal queb<c<a}.
Analogamente, chamamos de conjunto dos sucessores imediatos de a o conjunto

at ={bec S |b>aenioexiste ce S tal queb>c>a}.

Definigao 1.50. Seja S = (5, <) um poset.

(1) Dizemos que uma muta¢io negativa esta definida em um elemento a de S, se as

seguintes propriedades sao satisfeitas:

(a) a é um elemento maximal em S|
(b) la7] <2;

(¢) () Uy ={a} nocaso |a™|=2.

rea~
(2) Dizemos que uma mutagdo positiva esti definida em um elemento a de S, se as
seguintes propriedades sao satisfeitas:
(a) @ é um elemento minimal em S
(b) [a*] <2

() N {z} ={a} no caso |a™| = 2.

z€at

Exemplo 1.51. Abaixo apresentamos diagramas de Hasse de dois posets nos quais
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uma mutacao negativa estd definida no elemento a.

b1

/ \ N,
/ '

b3 by

/\/ N .
/\ N,

Ja os posets cujos diagramas de Hasse estao representados a seguir nao possuem mu-

tacao negativa definida no elemento a.

\ SN
bo b3
e

Para a € S tal que existe uma mutacao negativa definida em a vamos definir um

novo poset u, (S) da seguinte maneira:

/\

onde a ordem parcial <’ satisfaz as seguintes condigoes:
1. Para todos x,y € S\ {a}, = < y se, e somente se, x < y.
2. Para todo z € S\ {a} teremos a <’ x se, e somente se, b < z para algum b € a™.

3. Se |a~| = 1, entéo ndo existirda z € S\ {a} tal que z <" a. Se |a~| = 2, entdo

para todo x € S\ {a} teremos x <" a se, e somente se, z < b para todo b € a™.

Para a € S tal que existe uma mutacgdo positiva em a vamos definir um novo poset

pd(S) da seguinte maneira:

pa (8) = (5, <),
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onde a ordem parcial <" satisfaz as seguintes condigoes:
1. Para todos x,y € S\ {a}, = <" y se, e somente se, x < y.
2. Para todo x € S\ {a} teremos z <" a se, e somente se, x < b para algum b € a™.

3. Se |aT| = 1, entdo ndo existira x € S\ {a} tal que a <" z. Se |a*| = 2, entdo

para todo z € S\ {a} teremos a <" z se, e somente se, b < x para todo b € a™.
Teorema 1.52. Seja S um poset.

1. Seja a € S um elemento tal que existe uma mutacao negativa em a. FEntao,

ty (kS) € uma algebra de incidéncia de poset e
iy (kS) = ki (9).

2. Sejaa € S um elemento tal que existe uma mutagao positiva em a. Entao, u} (kS)

é uma algebra de incidéncia de poset e

i (kS) = T (9),

Demonstracdo. Mostraremos apenas o item 1, ja que o item 2 € dual. Além disso, ao
mostrarmos a equivaléncia enunciada, segue imediatamente que p (kS) é uma algebra
de incidéncia de poset.

Para cada b € S, b # a denotaremos por Ty o complexo concentrado no grau zero
T, = P, e T, = L, definido no inicio desta subsecao. Note que T, = @T,. Sejam
wij « Ti = Tj morfismos de Endpyygs) (1, ) € €ij € kug S (relembre a debgzigéo .
A bijegao ¢;; <+ ej; realiza a equivaléncia enunciada.

Para todos z,y € S\ {a}, temos um morfismo nao nulo ¢;; : T; — T} se, e somente
se, j <iem S se, e somente se, j <'iem pu,S.

Dado x € S\ {a}, como a é poco, entdao nao existem homotopias para os morfismos
Paz * To — Ty em Endes (o) ks)(Ty )- Note que, como () U; = {a}, os morfismos
Yaz © To, — T podem ser fatorados como a composigaojle“z — 1T — T, para algum

j € a~. Portanto, teremos um morfismo nao nulo @, : T, — T, se, e somente se,
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existir um morfismo nao nulo 7 — T}, para algum j € a~ se, e somente se, x < j para
algum j € a~ se, e somente se, z < a para algum j € a~ em pu, S.

Se |a~| = 1, digamos a~ = {b}, entdo para qualquer y € S\ {a} néo existe morfismo
nao nulo pye : Ty — Ty em Endpe g (T, ), assim como néo existe y € S\ {a} tal que
a <" yem pu;S. Agora, se |a”| = 2, digamos a~ = {b, ¢}, entdo para qualquer y € S\{a}
existe morfismo néo nulo ¢y, : Ty — T, em Endpg)(T, ), se, e somente se, existem
morfismos nao nulos 81 : P, — Py e B2 : P. — P, em proj kS tais que a composicao de
(a1, 00) : Py = Py @ P, com (B1, B2) : P, ® P. — P, seja nula, ou seja, se, e somente
se, b<yec<yem S se, e somente se, a <"y em pu, S.

Com estes fatos, podemos concluir o isomorfismo p (kS) ~ ku, (S). O
1.5.3 Generalizagoes de mutagoes de posets

Mutagao jig, 4

Defini¢ao 1.53. Seja S = (5, <) um poset. Vamos dizer que uma mutagio negativa
estd definida no subconjunto {ai,...,a,} de S se os elementos ay,...,a, possuem as

seguintes propriedades:
(1) ay é um elemento maximal em S.
(2) a; ={aj—1} paral <i<n.
(3) af = {ai11} para 1 <i < n.

(4) |‘11_‘:2e N Uz =Ug,-

CCEal

Neste caso, vamos definir um novo poset gy man}(S) = (5,<’), onde a ordem

parcial <’ esta definida pelas seguintes regras:
1. Para todos xz,y € S\ {a1,...,a,}, v <y se, e somente se, z < y.

2. Para todo z € S\{a1,...,a,} e qualquer 1 <i < n, teremos x <’ a; se, e somente

se, x < b para todo b € a; .

3. Para todo z € S\{au,...,a,} e qualquer 1 < i < n, teremos a; <" x se, e somente

se, b < x para algum b € a] .
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/
4. a; <" aj se, e somente se, a; < a;.

Exemplo 1.54. Seja S o poset definido pelo diagrama de Hasse da esquerda na figura
abaixo. Entdo uma mutagao negativa esta definida no subconjunto {ai, as,as} e o novo

poset ,u{_a1 a ag}(S) possui o diagrama de Hasse da direita na figura abaixo:

/\/ /\al

e A

a2
¢
a¢3 b6

Seja S = (S, <) um poset tal que uma mutagdo negativa u{_al an} estd definida.

Seja kS = , onde @ é o diagrama de Hasse de S (igual ao carcas de kS). Vamos
construir um complexo de kS-moédulos que corresponde & mutagao “{7;1 an} Seja
a; = {b,c}, vamos denotar por wp,, (respectivamente, wcgq,) 0 Gnico caminho de b

(respectivamente, ¢) para a; em Q. Seja, para 1 < i < n,

(Wb,ai ) Wc,ai)

L, = P,

7 3

P, P.

um complexo de kS-modulos, onde P,; estd no grau -1. Seja

Toa (EBL@2> e -~

z€Qo\{a1,....an}

onde P, é o complexo concentrado no grau 0.

Teorema 1.55. (1) T,

4. € um complexo inclinante.
1--4,an

(2) Endpois) (Ta,,....0,) € uma dlgebra de incidéncia de poset isomorfa akyig, 4, (5).

(3) kS der kﬂgl,..-,an (S)

38



Demonstragdo. (1) Note que os somandos do complexo T, = geram K(proj kS).

Isto segue das sequéncias exatas curtas de complexos

0— @PIHLMHP%D]HO

Tr—rag

paratodoi=1,...,n.
Como T, . & concentrado apenas nos graus 0 e -1, para concluir que
HOm’Db(]kS) (Ta_l,...,an ) Ta_l,...,an [7’]) =0
para todo i # 0, precisamos apenas mostrar que Hompo g (T, ans Ty . an[—1]) =0
e Hompoaes)(Ty,  ans Loy, an[1]) = 0.

Como estamos trabalhando com complexos cujos termos sdo projetivos, os morfis-
mos na categoria derivada podem ser analisados como morfismos na categoria homoto-
pica de complexos.

Segue imediatamente dos graus onde o complexo esta concentrado que Hom/( Py, P,/[1]),
Hom(Py, Py[—1]), Hom(Py, Ly, [1]), Hom(L,,, P;[—1]) sdo zero para todos z,z’ #
1,....net=1,...,n.

Pela defini¢ao do conjunto {a1,...,an}, temos Hompeyg) (P, La,[—1]) = 0 para
todo x ¢ {a1,...,an} e todo i = 1,...,n. Segue que Homppg)(La;, La,[—1]) = 0

também, considerando o quadrado da direita do seguinte diagrama comutativo

Paii@PjHO

Lo

0—Fo, —@DP

e observando que nao existe morfismo P; — P,, para nenhum k =1,...,n e nenhum
JEay.
Além disso, Hom(Lg,, P;[1]) = 0 para todo = ¢ {a1,...,a,} etodoi =1,...,n

pois todo morfismo do diagrama abaixo é homot6pico a zero por uma homotopia trivial.

fi
PaiH@Pj

Ve
0

xT
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Isto também mostra que Hom(Lg,, Lq,[1]) = 0.

0—P, =@,

i s i £ i

Po, =@ P —=0

(2) Note que para todo x,y € S\ {a1,...,an}, os somandos de T, , associados
aos vértices x,y sdo os projetivos Py, P,, portanto, Hom(P,, P;) # 0 se, e somente se,
r<yemS.

Para todo x € S\ {a1,...,a,}, temos Hom(L,,, P;) # 0 se, e somente se, existir
um morfismo P, — P, para cada um dos dois vértices b € a;, pois dessa forma a

relacao de comutatividade fard com que o diagrama abaixo comute

Paii@Pj

S

0—PF,.

Para todo x € S\ {a1,...,a,}, temos Hom(Py, L,,) # 0 se, e somente se, existir
um morfismo P, — P} para algum b € a; .
Por fim, teremos Hom(Lq,, Ly, ) # 0 se, e somente se, existir um morfismo P,, —

P,, , ja que o morfismo entre os projetivos do grau zero sao o morfismo identidade.

fi
PCL1'4>@PJ'

Jid

Pak_fi@Pj

Como todas essas afirmagoes coincidem com a defini¢do de pg, . (), o resultado
segue.
(3) Segue imediatamente dos itens anteriores e do Teorema O
50t
Mutacao Hay,an}

Esta subsecdo é dual a anterior.

Definigao 1.56. Seja S = (5, <) um poset. Vamos dizer que uma muta¢do positiva

estd definida no subconjunto {ai,...,a,} de S se os elementos aq,...,a, possuem as
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seguintes propriedades:
(1) a1 € um elemento minimal em S.
(2) a; ={aj—1} paral <i<n.
(3) af = {ai11} para 1 <i<n.

(@) lafl=2¢ N {2} = {an}.

z€a)

Neste caso, vamos definir um novo poset ,u?al_ (S) = (5,<"), onde a ordem

yn }

parcial <" est& definida pelas seguintes regras:
1. Para todos x,y € S\ {a1,...,an}, x <" y se, e somente se, z < y.

2. Para todo x € S\ {a1,...,a,} e qualquer 1 < i < n, teremos = <" a; se, e

somente se, z < b para algum b € a}.

3. Para todo x € S\ {a1,...,a,} e qualquer 1 < i < n, teremos a; <" x se, e

somente se, b < x para todo b € a,ﬂ[.
4. a; <" aj se, e somente se, a; < a;.

Exemplo 1.57. Seja .S o poset definido pelo diagrama de Hasse da esquerda na figura
abaixo. Entdo uma muta¢ado positiva estd definida no subconjunto {a, ag,as} € o novo

poset u?al,az’aB}(S) possui o diagrama de Hasse da direita na figura abaixo:

al b4
| \
a2

bs be
by a¢3 \al/ \ bs
N . PN . |

6 b7 ao
¢ / N \ |
b7 bg as
N e
b9 b9

Seja S = (S, <) um poset tal que uma mutagdo negativa M:{tll s} estd definida.

Seja kS = %, onde @ é o diagrama de Hasse de S (igual ao carcas de kS). Vamos
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construir um complexo de kS-moédulos que corresponde & mutacao M?al ) Seja

'70‘3}‘

a;b = {b,c}, vamos denotar por w,,; (respectivamente, wq, ) 0 tnico caminho de a;
para b (respectivamente, ¢) em Q. Seja, para 1 <i < n,

(wai,b s Wu.i,c)

Ra- = Pb@PC Pa-

7 (3

um complexo de kS-moédulos, onde P,, estd no grau 1. Seja
n
Gow = (Br)o( @® n)
i=1 z€Qo\{a1,....an}
onde P, é o complexo concentrado no grau 0.

Teorema 1.58. (1) T,/ ¢ um complexo inclinante.

yeey@n
(2) Endpys) (T4 . 4,) € uma algebra de incidéncia de poset isomorfa akyf, ().

(3) kS der ]k:U’Z;,...,an (S)

Demonstracdo. Analoga 4 demonstracao do Teorema [1.55] O
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Capitulo 2

Equivaléncias Derivadas

2.1 Complexos ;] e T,
Sejamr e Z, r>2e A= ¥ uma algebra de dimensao finita.

Definicao 2.1. Seja r < n. Dizemos que um caminho w em Q) é um caminho r-truncado
(em relacdo a I) se f(w) = 0 ou se w = wj ...wy, para algum n > 1 com w; € Q1 para
cada 1 < i < n, de forma que wjw;t1...witr—1 € I paracada 1 < i < n-—r+1
e WiWit1 .. .Witr—2 ¢ I para cada 1 < ¢ < n —r + 2, ou seja, de forma que cada
subcaminho de w de comprimento 7 estd em I e nenhum subcaminho de comprimento

r—1estd em I.

Para qualquer caminho r-truncado w de comprimento ¢(w) > 0 definiremos com-

plexos T;f » €1, de A-médulos. Para isso, fixaremos antes algumas notagoes. Sejam

r=r—1,q=q(w), e s = s(w) os nimeros inteiros nao-negativos tais que
n=~Lw)=qr"+s

onde 0 < s < r*.

Observacao 2.2. Por motivos técnicos trocamos a condi¢do sobre o resto no algoritmo

da divisdo, de 0 < s < 7* por 0 < s < r*.
No caso em que f(w) > 0, por razdes técnicas, reescreveremos w de uma outra
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maneira;:

— — ot +.,F
W = WiW2 ... Wp—1Wn = Wy W, 1 ...We W]

onde wf = wWp—it+1 para 1 <i < n.

Agora, caso {(w) > 0, faremos duas decomposi¢oes de w por subcaminhos:

— gyttt + + ot - : +
L. w = uyuy ...uy, onde u; = Wipe + - Wi q)peq1 PATA cada 1 < ¢ < geul =
+ +
Wops g -+ - Wapey1-
2. w=ujuy ... uju,, onde u; = Wi qyrq1---wipr para cada 1 < i < qewu, =

War*+1 -+ - Warx+s-

No caso em ¢(w) = 0, fixaremos

T = Tor = Pow)

w,T

onde Py, estd no grau 0.

Agora, seja £(w) > 0. Definiremos abaixo dois complexos de A-modulos.

+ ui‘_ UZ u;r Up,

Tors Bty — B = Pyui) Py = Pty
_ up ug Uy uy

Ty, Pt(u;) Hpt(uq*) HPs(u;) Ps(u;) *)Ps(uf)’

onde P e P, _\ estdao no grau 0.
t(uf) © Fs(uy) &
2z . ~ _l’_ J— .
Nas proximas segoes usaremos os complexos 17, e T, para construir complexos

inclinantes para algebras de Nakayama, algebras seriais e algebras A(Aq,...,As), estas

dltimas serdo definidas na secao [2.4

2.2 Algebras de Nakayama truncadas

Sejam r,n € N com 2 < r < n. Seja A = A(n,r) = <ﬂé?>

uma algebra de Nakayama

%
truncada com carcas QQ = A ,:




Seja r* =1 —1e, para cada 0 <7 <n — 1, sejam ¢;, s; € Z>o tais que
i=¢qr*+s;,onde 0 <s; <r".

Veja a Observagao
Vamos definir para cada 0 < i < n — 1 um complexo T; de A-mé6dulos, como na
segao anterior (Note que T; = TLI)

* * * *

T a S
T:L' : PO @ PT* @ PQT* @ e @ Pqir* L>Pz

onde Py estd no grau 0. Vamos definir também Ty = F.

Mostraremos mais a frente que Tp = €D T; ¢ um complexo inclinante.
1€Qo

Observacao 2.3. Para i > 0 temos ((T;) = ¢; + 1.

Note que cada complexo T; tem o A-moédulo projetivo Py no grau 0. Portanto, se
existe um morfismo qualquer 7; — T} entao o morfismo 1p, : Py — Py estende-se para
um morfismo ;; : T; — T}. Por outro lado, se o morfismo 1p, : Py — Py nao se estende
para um morfismo ¢;; : T; — T); entao nao existe nenhum outro morfismo T; — Tj.

Vamos definir a relagdo binaria Ry C Qo X Qo da seguinte maneira:

Ry = {(i,7) € Qo x Qo | o morfismo 1p, estende-se

para um morfismo de Hompy(a) (T3, Tj)}-

Vamos definir os seguintes conjuntos:

Ry ={(i,7) | i € Qo};

Rag ={(i,7) € Qo x Qo | i <j, ¢j = gi};

Rap={(4,7) € Qo x Qo |i<j, ¢ =¢q+1, si <sj};
Ras={(1,7) € Qo x Qo | i < 7, q; > ¢; + 1, r* nao divide i};
Raa={(1,7) € Qo x Qo | j < i, r* divide j}.

Observacao 2.4. Note que se (4,j) € R entdo s; < s; e r* ndo divide ¢. Também

se (1,7) € Rp2 entdo r* nao divide 7.

4
Para cada (i,j) € kuoRA’k vamos definir um morfismo ; ; € Hompe () (T3, Tj) que

estende o morfismo 1p,.
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e Caso (i,j) € Rrpo: Neste caso j =i e ;= 17,
e Caso (i,j) € Ra1: Neste caso i < j e ¢j = g;, entdo o morfismo ¢, ; : T; — Tj é

representado abaixo. Note que j — i = s; — s;.

* * * *

a” a” a” a” a’i
PP py. e p P (2.1)
ilpo ilPT* llPQT* ilP{m* J/ajz‘

ar” ar” ar” ar” o’
Ph——= P+« ——Pys ——> ... ——> qir*HPj

e Caso (i,j) € Rpa2: Neste caso i < j, ¢ = ¢; +1 e 5; < sj, entdo o morfismo

@i j « T; — Tj & representado abaixo. Note que j — 7 =1r* +s; — 5; > ™.

* * * *

a” a” a” a” afi 0
jo Py Py . Py P 0 (2.2)
llPO llPT* llPQT* iquir* lar*si i(]
ar” ar” o ar” a” o’i
Py Py Py, . Py Py P;

e Caso (i,7) € Ry 3: Neste caso i < j, ¢; > ¢; + 1 e r* nao divide ¢, entdo o morfismo

@i j « T; — Tj é representado abaixo. Note que, como r* nao divide ¢, temos 7*—s; > 0.

* Lk *

a” a” a” adi 0 0 0
Py P+ .. Py P, 0 .. 0
llPO llPr* lquir* lar*si lo 0
* * * * * * 5 .
a” a” a” o o a” i
P() Pr* ce Pqi’r‘* P(qurl)r* —_— P(q¢+2)r* ... > P]

(2.3)
e Caso (i,j) € Ra4: Neste caso j < i e r* divide j, entdo o morfismo ¢; ; : T; — T}

é, em particular, o morfismo projecdo representado abaixo.

of* ozr* aT* of* ar* of* a’i
Py P« qur* P(qjﬂ)r* Py P, (24)
ilpo ilpr* lqujr* lo lo io
1"* T‘* ?"*
0 0 0 0
Py—*—= P =— ... —> Py 0 0 0

4
Lema 2.5. Vale a seguinte igualdade: Ry = 'I_IORAJ‘.
1=

4
Demonstragao. Note que, pela construcao dos morfismos ¢; ;, temos 4|—|ORA7Z‘ C Rp.
1=
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4
Agora, mostraremos que Rp \ .'—'ORAJ = (). Temos 3 casos a analisar.
1=
Primeiro caso: ¢ < j, ¢j = ¢; +1 e s; > s;. Note, pelo diagrama acima,
que se s; > s; teremos a composi¢ao a” "%’ # 0, o que torna o diagrama nao-
comutativo. Portanto, neste caso, nao existe morfismo T; — T} que estende o morfismo
1P0 Py — Bp.
Segundo caso: 7 < j, ¢j > ¢; + 1 e r* divide i. Neste caso, ¢ = ¢;r* e o ultimo

quadrado do diagrama abaixo nao é comutativo.

* * *

T ' ™ 0 0 0
e A e 0 0
\LIPO llPT* \Llpq”* J(O 0

* * * *

a” a” a” a”

Py -2~ P, o Py Pyiiye —> .. —> P,

Portanto, neste caso, também nao existe morfismo 7; — T} que estende o morfismo
1P0 : PO — PQ.

Terceiro e ultimo caso: j < 7 e r* nao divide j. Note que se ¢; = ¢; entao nao existe
morfismo P; — P; e portanto nao existe morfismo 7; — T} que estende o morfismo
1p, : By — Py e se g¢j < ¢; entdo ndo existe morfismo Pg;+1y~ — Pj e portanto

também nao existe morfismo T; — 7T} que estende o morfismo 1p, : By — Fo. ]

Lema 2.6. O conjunto (o com a relagdo bindria Ry é um poset.

Demonstracdo. Para concluir a afirmacdo acima, basta verificarmos que a relacdo bi-
naria Ry é reflexiva, antissimétrica e transitiva.

Como Rp0 € Rp entao temos a reflexividade.

Se (z,y) e (y,z) € Ry o morfismo 1p, : Py — Py se estende para ¢, : T, — T,
e @y Ty — T e, portanto, para @y z@zy : Ty — 1. Como o morfismo identidade
idr, : Ty — T, também estende o morfismo 1p, : Py — Fp e esta extensao ¢ tnica,
podemos concluir que ¢y ¢z, = idr,. Analogamente mostramos que Qg yQy . = idr,
e portanto temos x = y, ou seja, Ry é antissimétrica.

Por fim, suponha que (z,y) e (y,2) € Ry. Como os morfismos ¢z, € ¢, . sdo
induzidos pela identidade 1p, do grau 0, entao a composicao @y @z, : 1T — T,

também é induzida pela identidade 1p, e portanto (z,z) € Ry. O
Notacao 2.7. (1) i <, j < (i,j) € R parai,j € Q.
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(2) SA = (Q07 Sw)

Enunciaremos agora um lema que serd importante para a demonstragao do teorema

abaixo.

k
Lema 2.8. Seja A = 7Q uma élgebra de dimensao finita tal que dimy e;Ae; < 1 para

quaisquer i, j € Qg. Seja

um diagrama de homomorfismos entre A-mddulos projetivos indecomponiveis, onde

a,b,c,d € Q.

(1) Sejam «, 3 e ¥ morfismos para os quais existe ¢ tal que o diagrama acima comuta

e as composicoes sao nao-nulas (S = Ya # 0). Entdo tal ¢ é unicamente definido

por a, (B e 1.

(2) Sejam «, 5 e ¢ morfismos para os quais existe ¢ tal que o diagrama acima comuta

e as composicoes sao nao-nulas (S = pa # 0). Entao tal ¢ é unicamente definido

por «, B e .

Demonstrag¢ao. Provaremos apenas o item (1), j& que o raciocinio para a demonstragao
do item (2) é analogo.

Suponha que existem @1 e o tais que Bp; = Ya # 0 para ¢ = 1,2. Segue do Lema
2.11, pagina 84, em [5] que Homa(P(a), P(c)) ~ ecAeq. Como dimy ecAe, < 1 temos
que pg = App para algum A\ € k. Logo, 0 = B(p2 — ¢1) = B(A—1)p1 = (A= 1)1 =
(A = 1)pa. Como o # 0, obtemos A = 1.

O

Teorema 2.9. A algebra de endomorfismos Endpsy)(T)) é isomorfa & algebra de

incidéncia de poset kS{’. Além disso, A é derivadamente equivalente a kS{.

Demonstragdo. Seja 1 = (¢¥¥)ez um morfismo entre T; e T;. Como ¢° € Endy (),
temos que ¥° = \.1p, para algum A\ € k. Além disso, segue do item (2) do Lemaque

1) é unicamente definido por ¥°. Por isso qualquer morfismo entre 7T} e T; é induzido
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por 1%, logo é um multiplo do morfismo ¢i,j- Portanto, o conjunto {SOi,j}(i,j)eR é uma
k-base de Endpsp)(T). Logo, Endpspy(T) ¢ isomorfa & algebra de incidéncia de poset
kS

Por outro lado, note que os somandos do complexo T geram K’(proj A). Isto segue

das sequéncias exatas curtas de complexos
0— Pl—(¢i+1)] —T; — Ty;p» — 0

para todo 1.
Agora precisamos apenas mostrar que Hom(Ty,Tx[i]) = 0se i # 0.

Note que, como o vértice 0 é um poco, nao existe morfismo P, — Py para nenhum
z € Qo \ {0}. Portanto, Hom(Ty,T[i]) = 0 para todo i < 0.

Por outro lado, como A é r-truncada, nao existe morfismo Py — P; para nenhum
j > r. Portanto, segue que Hom(Ty,T[i]) = 0 para todo i > 2.

Por fim, analisaremos o caso i = 1. Seja ¢ = (¢*)gez : T; — Tj[1] um morfismo
de complexos. Seja m um niimero inteiro tal que ¢™ # 0 e ¢! = 0 para todo t > m.
Entao ¢™ é um morfismo entre moédulos projetivos, ¢™ @ P, — Py, onde a,b € Qg sao

m = A\p.a?”% para algum )\, € k. Como ¢™ # 0, temos que

tais que a < b, logo ¢
m>0,m<gqg+1em< g, logo T} = P~ e T;[1]! = Pyp1)- para 0 <1 <m — 1.
Por isso, ¢! = A\j.a”" para alguns \; € k para 0 < [ < m — 1. Definiremos a homotopia

h = (h¥)gez : T, — Tj = T;[1][—1] pela seguinte regra:

0, seté]0,...,ml;
' =< Ap.a™ = set=m;

pea”, setel0,...,m—1];

onde iy = Am € iy = A — g1 para t € [0,...,m — 1]. Dessa forma definida, a
homotopia h satisfaz ¢* = d% o hF + Wkt o d% e, portanto, ¢ é homotépico a zero e
Hompy ) (T3, T5[1]) = 0.

Dessa forma, segue do Teorema |14 que A ~ Endpy5)(T) = kS’ O

Definicao 2.10. Para [,m,n,s € N tais que m < [ e s < [, vamos denotar por
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V(l,m,n,s) o poset definido no conjunto de elementos
{ai,bj,cp |1 <i<1,1<j<m, 1<k<n}

e com ordem parcial definida pelas seguintes regras:
(1) z; < xj se, e somente se, i < j para x € {a,b, c};
(2) ai < c¢j e by < cj para todos 1, j, k;

(3) a; < bj1x para todos i e todos k > 1;
(4) b; < a;4¢ para todos i e todos t > s.

Exemplo 2.11. O poset V(5,3,2,3) tem o seguinte diagrama de Hasse:

a1 ag as Q4 as

\
/

&1 > C2

b1*>b2*>b3

Vamos definir os seguintes subconjuntos de {0, 1,...,n—1}, o conjunto dos vértices
_>
de A,,.
C = {ie{0,1,...,n—1}|r* divide i},
= {ie{0,1,...,n—1}| g éparei¢C},
B = {ie{0,1,...,n—1}]| ¢ é imparei¢C}.

Sejam [p(A) := |A|, In(B) := |B| e IA(C) := |C|. Se considerarmos a ordem natural
existente em {0, 1,...,n—1}, temos as seguintes bijecoes que respeitam a ordem natural

em Z para A, B e C:

.A — {a/lua’?v"'va’lA(A)}?
B «— {b17b27"'7bl/\(8)}7
CP +— {ClacQa"'vclA(C)}'

Teorema 2.12. Seja A = A(n,r) uma algebra de Nakayama truncada e Ty o complexo
inclinante definido acima. Entao kSx ~ kV (IA(A), IA(B),IA(C), 7).
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Demonstracao. Seja 1 : V = V(IA(A),Ia(B),Ia(C),r*) = Sy = Qo = {0,1,...,n— 1}
a bije¢do definida acima. Sejam <, a ordem parcial em Sy e < a ordem parcial em V
(veja a Definicao 2.10). Vamos mostrar que = < y se, e somente se, 1 (z) <, ¥(y) para
todos z,y € V.

Sejam z,y € V tais que ¢¥(x) <, ¥(y). Entao, (¢ (x),¢(y)) € 'élRA’i' Vamos
analisar cada caso separadamente. -

(1) (¢(x),¢(y)) € Raa. Neste caso, ¢(z) <y, ¥(y) e podemos supor sem perda de
generalidade que qy(y) = qy(y) ¢ um nimero par. Se ¢ (y) ¢ C, temos que ¥(x), ¥ (y) € A
e segue do item (1) da Definicao que x < y. Se Y(y) € C, segue do item (2) da
Definicao que z < y.

(2) (¥(z),9(y)) € Rp2. Vamos supor que qy(,) ¢ um ntimero par. Se ¥(y) ¢ C,
temos que ¥ (z) € A, ¥(y) € B e como sy ) < Sy(y), segue do item (3) da Defini¢ao
que < y. Se ¥(y) € C, segue do item (2) da Definigao que = < y. O caso
em que gy () € um namero impar € analogo.

(3) (6(x), 9(y)) € Ras. Entiio, temos que $(z) <u $(y) e $(z) ¢ C. Se ¥(y) € C,
segue do item (2) da Defini¢do que x < y. Se Y(x),Y(y) € Aou p(x),(y) € B,
segue do item (1) da Defini¢do que x < y. Se Y(x) € AeP(y) € B (respectiva-
mente, Y(y) € Ae(x) € B) segue dos itens (1) e (2) (respectivamente, itens (1) e (3))
da Definigao 2.10|que x < y.

(4) (¥(x),9¥(y)) € Raa. Neste caso ¥(y) € C. Se ¥(x) € C, segue do item (1) da
Definicao m que x < y. Se ¥(x) ¢ C, segue do item (2) da Defini¢ao m que r < y.

Portanto, z < y se (x) <, ¥ (y) para todos z,y € V.

Suponha agora que = < y. Basta considerar os casos em que existe uma flecha no
diagrama de Hasse de V' de x para y. Vamos analisar cada possibilidade.

(1) = ai, y = a;+1 para algum 4. Entdo ¥(r) < ¥(y). Se qy@) = dy(y), entdo
(¥(x),¥(y)) € Ra1, logo ¥(z) <o ¥(Y)- Se qya) < Qu(y), temos que gy () = Gy(z) + 2,
logo (¢(z),%(y)) € Raz2 (como 9(y) € A, temos que r* nao divide ¥(y)). Por isso,
U(z) <w P(y).

(2) x = b;, y = b1 para algum i. Este caso é andlogo ao anterior.

(3) x = ¢;, y = ¢;41 para algum i. Neste caso, ¥ (x),¥(y) € C e ¥(z) < ¥(y), logo
(1(x),%(y)) € Raa e concluimos que 9(x) <u, P(y).

(4) * = aju) ey = c1. Se qyz) = Qu(y) temos que P(x) < P(y). Por isso
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(¥(),¥(y)) € Ra e portanto 1 (x) <, ¥(y). Suponha agora qy,) = qy(e) + 1. Como
Y(y) € C, temos que sy(z) < Sy(y), POr isso (¥(x),¥(y)) € Raz, logo ¥(x) <., ¥(y).
Por fim, se qy(y) < qy(z), temos que (P(z),9(y)) € R4, logo ¥ (z) <o ¥ (y).

(5) @ = by, (4) e y = c1. Este caso é andlogo ao anterior.

(6) © = ai, y = biy1 para algum i. Se qy(y) = qy(x) + 1, entdo (¢(x),%(y)) € Ra 2,
logo ¥(x) <w ¥(Y). Se qy(y) = Gu() + 3, entao (P(x),¥(y)) € Rz, logo ¥(z) <w ¥(y).

(7) © = b;, y = a;4,~ para algum i. Este caso é andlogo ao anterior. O

Defini¢ao 2.13. Vamos denotar por L(n,m), paran > 2 e m > 1 o seguinte poset

ag al as ce Ap—1 Ay, Ap+1
b1 bg e bn,1 C1 e Cm

Corolario 2.14. Sejam 4 <r <n—1taisque n < 2r —2 =2r* e A = A(n,r). Entao
S¥ ~L(n—r2r—n-1).

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema que Sp ~V(r* —=1,n—r2,r")
nestes casos. Note que, como a quantidade de elementos em A é menor que r*+1, entao
nao temos vértice a; tal que b; < a; para qualquer j. Portanto, V(r* —1,n—r,2,r") ~

L(n—r,2r —n — 1) e o resultado segue. O

Exemplo 2.15. Seja A = A(12,3). Entao Sy ~ V(3,3,6,2), que tem o seguinte

diagrama de Hasse:

l<=—5<~—-9

™

Exemplo 2.16. Seja A = A(11,4). Entao Sy ~ V(4,3,4,3), que tem o seguinte

92



diagrama de Hasse:

1 2 7 8\
/

Exemplo 2.17. Seja A = A(11,5). Entdo SY¥ ~ V(5,3,3,4), que tem o seguinte

9 6 3 0

4=—5<—-10

diagrama de Hasse:

1 2 3 9 10
N DN e
5 .

=—06<~—7

2.3 Algebras seriais truncadas

Nesta secao consideraremos uma classe mais geral, a classe das &lgebras seriais trun-
cadas. No intuito de demonstrar o teorema abaixo, analisaremos primeiro as algebras

seriais & direita e, a seguir, as 4lgebras seriais a esquerda.

Teorema 3. Toda &lgebra serial sem ciclos truncada é derivadamente equivalente a

uma 4lgebra de incidéncia de posets.

2.3.1 Algebras seriais a direita truncadas

Relembrando a Defini¢io temos que uma &algebra A é dita serial & direita se todo
A-modulo a direita projetivo indecomponivel é unisserial. Em [5], podemos encontrar
o seguinte teorema, que d4 uma importante caracterizacao destas &lgebras, em relagao

a0 seu carcas.

Teorema 2.18. Uma k-algebra basica A é serial & direita se, e somente se, para todo

vértice a de seu carcas Qp, existir no maximo uma flecha que comeca em a.

Sejam r € Z, r >2e A = % uma &lgebra serial & direita, r-truncada e tal que o

carcas () é uma arvore.
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Observagao 2.19. Se r é maior que o comprimento de qualquer caminho em @), entao

A é hereditaria.

Como A é serial & direita sem ciclos, entdo () possui um unico poco ag € Qo
e para cada vértice a € Qp, a # ag, existe um dnico caminho w, de comprimento
l(wg) = n = n(a) > 0 que vai do vértice a para o vértice ap em Q). E, nestes casos,
podemos considerar as mesmas decomposicoes de w feitas anteriormente para definir os

complexos inclinantes. Dessa forma, temos

uf ug ug ut

e
T = Pag— Py — Py = - = Py = Poguy = P

onde Py, esté no grau 0; e T,0 = Py,. Defina Ty = @ T, .
a€Qo
Seja {b1,...,bn} o conjunto de todas as fontes de ). Vamos denotar por Sg o poset

cujo diagrama de Hasse ¢ Q). Entao Sg = ()9 como conjunto, b1, ..., by, sdao elementos
minimais de Sg e ag € o tnico elemento maximal de Sg. Seja U, o aberto em Sg que
corresponde ao elemento b;, ou seja, Up, = {a € Qo | a > b;}.

Vamos denotar por Ap, a algebra r-truncada com carcas Q(b;) que corresponde ao

kQ(b;)
kQ(bi)r

Nakayama r-truncada e, como na secdo anterior, construimos para cada i a relagao

Rp, € Q(bi) x Q(bi) € Qo x Qo. Segue do Lema que cada @Q(b;) com a respectiva

relacao bindria Ry, € um poset, que sera denotado por Sy, := (Q(bi), <u,). Segue do

poset Uy,, ou seja, Ay, = Como A é serial & direita, Ay, é uma &algebra de

Teorema que S A, € um poset cuja algebra de incidéncia é derivadamente equivalente
a Abi~

Vamos agora definir a relagao binaria Ry C Qo X Qo como sendo a unido das relagoes
Ry,

m
Ry = .le/\z"

1=

Lema 2.20. O conjunto Qg com a relagao binaria Ry é um poset.

Demonstracao. Dados x,y € @, se ndo existe um b; tal que z,y € Q(b;) entdo os vérti-
ces T e y ndo sdo comparaveis. Se existe (pelo menos) um b; tal que z,y € Q(b;) entdo,
pela reflexividade e antissimetria de Ay, garantida pelo Lema podemos concluir que

R é reflexiva e antissimétrica.
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Suponha agora que (z,y) e (y,2) € Rx. Entdo existem morfismos T, — T}, e
T, — T, induzidos por 1p, : Py — Fy e, portanto, a composigao dos morfismos
T, — T, — T, também ¢é induzida por 1p, : Py — Py. Logo, (x,2) € Ra, ou seja,

Rp é transitiva. O resultado segue. O

Teorema 2.21. A élgebra de endomorfismos Endps ) (Ty) & isomorfa a algebra de

incidéncia de poset kS{. Além disso, A é derivadamente equivalente a kS

Demonstra¢ao. Sejam ¢, d € Qp. Se ¢,d € Q(b;)o para alguma fonte b; de @, segue da
Secao que Hompspy(Te, Ty) # 0 se, e somente se, (c,d) € Ry, e, neste caso, todos
os morfismos sao multiplos de ¢ 4, 0 morfismo induzido por 1p,. Caso nao exista uma
fonte b; de @ tal que ¢,d € Q(b;)o, segue que nao existe caminho entre ¢ e d em Q.
Logo, ndo existe morfismo ndo-nulo entre os complexos T, e T;. Por isso o conjunto
de morfismos {¢cq | (¢,d) € Rp} é uma k-base de Endpb(A)(TX). Além disso, se
(c,d) € Rp e (d, f) € R, entao (¢, f) € Ry e também temos a seguinte propriedade:

Pec,gy  S€ d=f,

Pe,dPf.g =
Lo 0, sed# f.

Entao, podemos concluir que a algebra Endpyy) (TI) é isomorfa a algebra de incidéncia
de poset kS7.

A demonstracao do fato de que TX gera K(proj A) é analoga & demonstracdo feita
para T no Teorema 2.9

Sejam c¢,d € Qo. Se ¢,d € Q(b;)o para alguma fonte b; de @, entdo segue da
demonstracao do Teorema que Hompy(p) (T, Taln]) =~ Home(Abi)(Tc,Td[n]) =0
se n # 0. Se ndo existe fonte b; de @ tal que ¢,d € Q(b;)o, a demonstracao de que
Hompypy (T, Taln]) = 0 para n # 0 é andloga a demonstragio do Teorema .

Podemos concluir que TX ¢ um complexo inclinante. Logo, segue do Teorema

que A ¢ derivadamente equivalente & dlgebra de incidéncia de poset kSY. O

2.3.2 Algebras seriais a esquerda truncadas

Sejam r € Z, r > 2e A = % uma algebra seria & esquerda, r-truncada e tal que o

carcas () ¢ uma arvore. Entdo () possui uma tnica fonte ag € Qo e para cada vértice
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a € Qo existe um unico caminho w, do vértice ag para o vértice a.

Sejam T, =T, .eTy = D T, .
a€Qo
De maneira andloga a se¢ao anterior, definimos o poset Sy com o conjunto de vértices

Qo e arelagao de equivaléncia Ry C Qo X Qg € tomada fazendo-se os ajustes necessarios.

Teorema 2.22. A élgebra de endomorfismos Endpsy) (Ty) é isomorfa a élgebra de

incidéncia de poset kS{’. Além disso, A ¢ derivadamente equivalente a kS
Demonstra¢ao. Anéloga a demonstracio do Teorema [2.21] O

Observacao 2.23. Note que, se considerarmos a algebra oposta & algebra serial a
esquerda A, denotada por A°?, obteremos uma algebra serial & direita e, ao construirmos

0 poset Spop este serd equivalente ao poset (Sy)%.

2.4 Algebras A(Aq,..., A

Sejam A; = kI—Q; para 1 <1 < ¢, tais que QBQQ%:{CL} para 1 <7 # j <t e tais que
cada Q' ndo possui lacos no vértice a. Nestas condicdes, chamaremos o vértice a de

vértice especial de Q.
Definicao 2.24. Ay(Aq, ..., Ay) := %, onde
to
(1) Qo= U Q;
ey
(2) Q1= Z,L:JIQD
t
(3) I é o ideal em k@ gerado pelo conjunto Aulli.
1=

Chamaremos a algebra A,(Aq,...,A;) de colagem das dlgebras Ay, ..., A no vértice
especial a. Quando o vértice especial estiver claro no contexto denotaremos esta algebra

apenas por A(Aq,..., As).

Suponha, a partir de agora, que cada A; é uma &algebra serial & direita, truncada ou
hereditaria. J& vimos que, neste caso, cada A; possui um tnico poco ag € Qf que fixa-
remos como sendo seu vértice especial. Note que, neste caso, a algebra Ag, (A1, ..., A:)

¢ também uma algebra serial & direita.

o6



Seja T um subconjunto de {1,...,¢}. Vamos definir o seguinte complexo para a
algebra Ag, (A1, ..., A¢)

T+

a

se a € Q) para algum i € T;
Tar = @Ta, onde T, = Qo p g

acQo P,, caso contrario.

O proximo resultado generaliza o Teorema no sentido de que cada algebra A;
pode ser r;-truncada, ndo sendo necessariamente r; = r; para ¢ # j. Nos casos em que

r; = r para todo i, se considerarmos T = {1,...,t} obtemos o resultado do Teorema

2211

Teorema 2.25. Seja A = Ay (A1,...,As), onde cada A; é uma &algebra serial a di-
reita truncada ou uma algebra serial & direita hereditaria com tnico pogo ag e T um

subconjunto de {1,...,t}.
1. TAr € um complexo inclinante.
2. A & derivadamente equivalente a Endpsp)Th,T.

3. A algebra Endpsa) Tt € isomorfa a dlgebra A= A, (7\1, A 1~\t), onde

X kS, seieT

A;, caso contrario.

Demonstragao. Seja Tf\’T = EBiTa parai € {1,...,t}. Seja T = {1,...,t}\T.

1. Vamos mostrar que % 16\7?]‘0 é um complexo inclinante. A demonstracao do fato
de que Th 1 gera K’(proj A) é andloga a demonstragdo feita para Tx no Teorema .
Sejam ¢, d € Qo tais que ¢ € Q) e d € Q{) para alguns ¢, j. Suponha ¢ = j. Se i € T,
segue do Teorema que T/Z.\,’]I‘ é um complexo inclinante. Se ¢ € ’i‘, T/i\,T é isomorfo
a A; concentrado no grau zero, logo também é um complexo inclinante. Por isso, para
i = j temos que Hompy(z)(Te, Ty[n]) = 0 se n # 0.

Suponha agora que i # j, ¢ # ag e d # ag. Se i,j € T~T, entdo T, e Ty sao
complexos concentrados no grau zero, logo Homps(py(Te, Taln]) = 0se n # 0. Como néo
existem caminhos ndo triviais entre vértices de Q° e Q7, temos H ompbpy(Te, Taln]) = 0

se n # 0 no caso de i € T ou j € T. Sejam agora i,j € T. De forma analoga
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a demonstragdo do Teorema basta mostrar que Homps(ay(Tec, Ty[l]) = 0. Seja
¢ = (¢"rez : T. — Ty[1] um morfismo de complexos. Como nio existem caminhos
nio triviais entre vértices de Q° e vértices de Q7 temos que ¢* = 0 para k # 0. Mas
neste caso  é também um morfismo entre complexos Ty, e Ty[1]. Como ag,d € Q7 e o
complexo T/{ﬂ- ¢ inclinante pelo Teorema ﬂ, segue que @ é homotdpico a zero, logo
Hompy () (Te, Ta[1]) = 0.

2. A afirmagao do item 2 segue do item 1 e do Teorema

3. Como T}m ~ A; para i € ﬁ‘, entao Endeb(A)T}‘LT ~A; = k?i. Por outro lado,

o i
kQ*
I;

no caso em que ¢ € T. Seja

segue do Teorema [2.22 que Endpb(A)Tf\’T ~ kSO}; =

;\vi = kj%éi para i € {1,...,t}, onde @Z e Z sao os definidos acima. Podemos assumir
que @6 Z: { parai € {1,...,t}. Sejam c¢,d € Q. Como as dlgebras A; sdo seriais a
direita e ndo existem caminhos ndo triviais entre vértices de diferentes Q°, temos que
somente pode existir morfismo ndo nulo em DY(A) de T, para Ty se c,d € Q) para
algum i € {1,...,t} ouse c € Q) para algum i € Te d € Q% para algum j € T. Seja
0 = (P")ez € Hompypy(Te, Ta). Como j € T, Ty = Py, logo ©* = 0 se k # 0. Por
isso, ¢ sempre se fatora pelo morfismo ¢.q, (veja defini¢do na se¢ao . Por isso o
carcas @ da algebra Endpsy)Tar pode ser obtido dos carcases sz pela colagem no
vértice ag, ou seja:
Qo= 0Q) Q1= QL.

Além disso, se ¢ = (pF)rez € Hompypy(Te, Ty) como acima, ou seja, ¢ € QY com
1€ Tedc Q{) com j € T entdo © = PPeay , onde Yeq, € Hompb(A)(Tc,Tao) e
RS Home(A)(Tao,Td), e como cpgao = 1p,, temos que ¢ = 0 se, e somente se, ¢ = 0.
Por isso, EndDb(A)TA”]T ~ g, onde I é o ideal gerado por conjuntos :f1, .72, ... ,:ft. Logo
Endpsp)Ta € isomorfa & dlgebra de colagem das algebras Endpsz)Ty p no vértice
ag. O

Observacao 2.26. Quando as algebras A; s@o seriais a direita com seus Gnicos pogos

sendo os vértices especiais entdo a algebra A(Aq, ..., Ay) coincide com o pullback iterado

A U /Ix_l A das dlgebras Ay, ..., As, onde Ag = kQ® com QY = {a} e Q) =0 e com
0

Ao
epimorfismos naturais

AZ'—)AO

b — egbe,.
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Veja, por exemplo, [15].

Exemplo 2.27. Seja A = A(A1, A2, A3), onde Ay = A(6,4), Ay = A(8,3), As = A(7,3).

Sejam
Qn, = ag ax az as aq as ;
Qn, = ag b1 by b3 by bs be bz ;
Qps = ao c Ca c3 C4 Ny Cs
C6
Segue do Teorema [2.9] que
Sy = ay 615 af agp
a] <— a9 [§]
SXZ = b3 17 bf b4 b2 a
by =— 105

Segue do Teorema que

N
|

C3

op _
Shy =

Entao Sn = S(SA,,SA,,SA4) €, pelo Teorema temos que A ¢é derivadamente
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equivalente a kS, e o poset S € representado abaixo.

b3

a4 <— Qa5 <— Qa3

|

a] <—as
by be ba ba ag
L
by <— 05 s

N

c1 Cp<—"20C2
N
6 c3
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Capitulo 3

Algebras de incidéncia de posets

hereditarias por partes

Fixaremos aqui algumas notagdes para equivaléncias derivadas de forma a deixar o
texto que se segue menos técnico.

Dadas A, B algebras; S, T posets e I', T'1, 'y grafos, denotaremos:
e A~ B & D'(A)~, DYB).
e S~T & kS ~KT.

S~A < kS~ A

o A~Xymy & DUA) = DY (Xymi) € A~ Cro.

e S~Xymi & kS ~X, -

e AT & A~ k? para alguma orientacao ? deT.

e S~T & kS~T.

o I''~ Ty & k?l ~ k?g para algumas orientacoes de I'; e de I's.
e '~ Xyt & k? ~ Cy.m, para alguma orientagao ﬁ de I

Em [46] podemos encontrar o seguinte resultado.

Lema 3.1. Sejam S e T posets. Se S ~ T entdao S ~ TP.
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O resultado a seguir estd descrito em [30].

Lema 3.2. Sejam () e A carcases que sao arvores e cujos grafos adjacentes I'g e I'a

sao isomorfos. Entao k@ ~ kKA.

Definiremos agora alguns posets que desempenharao um papel interessante em nosso
trabalho. Em todos os casos temos m,n € N. Note que denotaremos da mesma forma,

. . . =
os carcases e os posets cujo diagrama de Hasse sdo A, e D,.

ﬁ
(1) Dado n > 1, A,, denotara o poset abaixo.

a al PN Ayp—9 Ap—1

%
(2) Dado n >4, D, denotara o poset abaixo.

ag ai as e an—3 an—2

T~

Gn—1

(3) Dados n > 2 e m > 0, B(n,m) denotara o poset abaixo.

aiq as N Ap—1 Ay, C1 . Cm,
b1 by .. bp—1<—0,

(4) Dados n >1em >0, C(n,m) denotard o poset abaixo.

a al a9 e Ap—1 Qg C1 e Cm
b1 ba e bp_1<—">bp,

(5) Dado n > 1, Ci(n) denotara o poset abaixo.

ag al as e an—1 Qnp
by by ... bp_1 bn bns

62



(6) Dados n > 2 e m > 0, D(n,m) denotara o poset abaixo.

aq aj a9 e Ap—1 (07 C1 e Cm,
b1 bo e bn—1 by,
dn

(7) Dado m > 0, D(1,m) denotara o poset abaixo.

ao ai C1 . Cm
b1 dq

(8) Dado n > 1, D;(n) denotara o poset abaixo.

ag ai as . Ap—1 an
by b - b1 by, by

dn+1

(9) Dados n > m > 0, defina S(n, m) como sendo o poset:

~—d .

- df, . df dy
- / dy dy

d, <~—d__, .

63



(10) Dados n > 2 e m > 0, defina X'(n, m) como sendo o poset:

aq e Ap—1
\< / Qn, C1 ce. Cm

by <——by

ao

Lenzing e de la Pena, em [51], fixaram uma orientagao para as arestas dos grafos
By, C, e Dy, cujos diagramas tém um importante papel na teoria das singularidades.
Veja [26] para sua primeira apari¢ao e [24] para um livro-texto mais recente. Os posets
B(n,m) e C(n,m) sao generalizacoes dos diagramas B, = B(n,0) e C,, = C(n,0), ja o
poset D(n,m) foi obtido de C'(n, m) apenas duplicando-se o vértice b, e as flechas que

chegam ou saem dele. Nao foi encontrada uma relagao entre D(n,m) e D,.

3.1 Colagem de posets

Definicao 3.3. Seja S um poset tal que seu grafo é uma arvore. Chamaremos de

elemento especial de S um elemento maximal fixado.

Nos posets C(n;,m;), C1(n;), D(n;,m;), Di(n;) fixaremos o vértice ap como ele-
mento especial.

Para qualquer i € {1,...,t} seja S; um poset tal que seu grafo é uma arvore, com
um vértice especial fixado ou S; € {C(n;,m;), Ci(n;), D(ni, m;), Di(n;)} para alguns

Mg, M.

Definigao 3.4. S(Si,...,S;) é um poset que possui subposets T1,...,T; com as se-

guintes propriedades:
(1) T; é isomorfo a S; para todo i.

2) U Ti=5(5,...,5).

1<e<t

(3) Para todo i # j temos T; N T; = {elemento especial em T;}.

Em outras palavras, S(S1,...,S:) é o poset obtido de Si,...,S; colando-se todos

os elementos especiais de cada S;.
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Exemplo 3.5. 8 (KQ, KQ, TD>4, Cl (2)) :
[ ]

N\
/!

Note que o vértice ndo preenchido (o) representa o elemento especial de cada poset

@ ——O0<——0

oe<—0
oe<——0

que foi colado.

Observacdo 3.6. L imediato o fato que a ordem dos posets a serem colados, nao
altera o resultado da colagem, ou seja, S(S1,. .., Si—1, Si, Si+1,---,5j-1, 5, Sj+1,. .. 5¢)

é isomorfo a S(S1,...,S8i-1,5;, Si+1,.--,5j-1,5:, Sj+1,...5¢) para todo 1 < 4,5 <t.

Observagao 3.7. Segue da definicao que a algebra de incidéncia de poset kS(S1, . . ., St)

é isomorfa & colagem das algebras de incidéncia de posets A(kSy, ..., kSt).

3.2 Equivaléncias derivadas de Aalgebras de incidéncia de
posets

O lema a seguir apresenta uma equivaléncia derivadas entre as algebras de incidéncia

de alguns dos posets definidos acima e algumas das algebras A(n,r) e A(n,r).

Lema 3.8. Valem as seguintes equivaléncias derivadas:
(a) C(n,m) ~ A2n+m+1,n+m+1);

(b) Ci(n) ~A(2n+2,n+1);

(c) D(n,m) ~A2n+m+2,n+m+ 1);

(d) D1(n) ~ A(2n +3,n + 1);

() L(t,r —t—1) ~A(r+t,r) para2 <t <r—2.

Demonstracao. (a) Em C(n,m) considere o subconjunto fechado

Y ={ao,...,an,c1,...,cm}-
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Segue do Teorema [1.21] que C(n,m) ~ Ay, onde a algebra Ay ¢ dada pelo seguinte
carcas com relagdes (veja em a definicdo de Ay ).

o1 a2 o 71 72 Ym B1

/32 /Bn
ao al an, cl Cm by

bn

onde B1Vm - - Y1Qn - .- 01 = B9B1Ym - - V1Qp - -2 = -+ = By .. B1Ym - - - Y10 = 0.

Como Ay é isomorfa & algebra A(2n +m +1,n 4+ m + 1), a afirmacao segue.

(b) Em C(n) considere o subconjunto fechado Y = {ao, ..., an}. Segue do Teorema

que C1(n) ~ Ay, onde a algebra Ay ¢é dada pelo seguinte carcas com relacoes.

[e5] [e%) Qn Bl

B2 Bn
ap ai N Qnp bl v

bn Pt bn+1

onde Bray ...a1 = Bofran...ag == By...BranBuy1Bn ... f1 = 0.

Como Ay é isomorfa a dlgebra A(2n + 2,n + 1), a afirmacao segue.

(c) Em D(n,m) considere o subconjunto fechado Y = {aog,...,an,c1,...,cm}. Se-
gue do Teorema que D(n,m) ~ Ay, onde a algebra Ay ¢ dada pelo seguinte carcis

com relacoes.

b
Bn n
a1 Qg o 7 V2 Ym, B1 B2 Brn-1 /
ag aj (7% C1 Cm b1 bn,1 o
\
dn,
onde B1Vm ... 71Qn...a1 = B2f1ym...v1an...q2 = -+ = By 1Ym0 =

(5n5n—1 e ﬁl'}/m Y10 = 0.

Como Ay é isomorfa a algebra A(2n +m +2,n+m+ 1), a afirmagao segue.

(d) Em Di(n) considere o subconjunto fechado Y = {ag,ai,...,a,}. Segue do

Teorema que Di(n) ~ Ay, onde a algebra Ay ¢ dada pelo seguinte carcas com
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relagoes.

Bri1 bn+1
ag <+ a; <= ... 2% q, o b P2 o bn\\QH
dp+1
onde S0y, ...a1 = Bofiay ...aa == By ... 0100 = Bns1Bn - 01 = n+1Bn ... P1 =

0.

Como Ay é isomorfa a algebra A(2n + 3,n + 1), a afirmacao segue.

(e) Segue do Corolario 2.14] O

Lema 3.9. Sejan >2,entao A=A2n+1,n+1) ~C(n—1,2).

Demonstragio. Segue do Teorema [2.9/que A ~ S{¥ e segue do Teorema que S ~
V(n —1,n — 1,3,n)?. De maneira analoga ao Corolario [2.14] temos V(n — 1,n —
1,3,n)? ~ C(n — 1,2) e o resultado segue. O

Lema 3.10. Valem as equivaléncias:
(a) B(n,m) ~ C(n—1,m+ 1), para todos n > 2 e m > 0;
(b) L(n,m) ~ C(n,m), para todos n > 2 e m > 1.

Demonstra¢ao. (a) Em B(n,m), se considerarmos o subconjunto Y = {ai,...,an,

Cly- -y Cm, b2y ..., by}, segue do Teorema que B(n,m) ~ Ay (veja para a

descrigao da algebra Ay ). Como Ay é isomorfa a algebra kC'(n—1,m+1), a afirmacao

segue.
(b) Segue dos itens (a) e (¢) do Lema[3.8/que C(n,m) ~ A2n+m+1,n+m+1) ~
L(n,m). O

Lema 3.11. C(n,0) ~ C(n — 1,2) para todo n > 1.

Demonstracao. Segue dos Lemas|3.8/e[3.9/ que C(n,0) ~ A(2n+1,n+1) ~ C(n—1,2)
para todo n > 1. O
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Lema 3.12. Seja A = =* a éalgebra definida pelo seguinte carcés com relagoes:

N4

C2Hd%@2

.

b1 b2

Q:

e I = (o181, 0102, 901, af2). Entdao A nao é hereditaria por partes.

Demonstra¢ao. Considere a tripla gentil torcida (A, Sp, J), onde A :

c<—d<——a

|s

b

Sp = {a,b,c} e J = (aff). Como A é isomorfa a algebra <A—g entdo A é uma alge-

Js9
bra gentil torcida. (Veja subsecao _ para definicoes e notaéoes de algebras gentis
torcidas).

Vamos considerar a corda generalizada (Veja a Secao m para mais detalhes)
w = (ay)(y"H(B)(B)(a™t) e, para cada n € N, a corda generalizada w” = w...w
(n vezes). Seja P,n o complexo correspondente a w". Segue do Teorema 3 de [16]
que Pyn ¢ um objeto indecomponivel de DY(A). Como £(Pyn) = n + 1, obtemos
que s.gl.dim(A) = oco. Por isso, segue de [40] que a algebra A nao é hereditaria por

partes. 0

Lema 3.13. Seja S o poset com o seguinte diagrama de Hasse:

/l\/
\l/\

onde as arestas sem flechas podem ser orientadas arbitrariamente. Entdo, as algebras
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de incidéncia do poset S nao é hereditaria por partes.

Demonstra¢do. Sem perda de generalidade, usando mutagdes em as e ag, podemos

supor que o diagrama de Hasse de S é o seguinte:

SN
NN

k@

Considerando-se o conjunto fechado Y = {a1,a2,a3,as}, temos Ay ~ A = ==, onde

Q:

e I = (ay,ad, By, o).
Como a élgebra pf (A) é isomorfa a algebra do Lema a afirmacao segue. [

Happel e Seidel, em seu artigo [36], na Proposigao 2.6, mostraram o seguinte resul-

tado.

Lema 3.14. Paran > 3 en > r > 2 temos que as seguintes algebras nao sao heredi-

tarias por partes.

Para a demonstragdo do lema acima, foi usada fortemente a seguinte proposi¢ao,

disponivel em [38]:
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Proposicao 3.15. Seja A uma k-algebra de dimenséao finita, hereditaria por partes do
tipo feixes e ndo do tipo médulos e seja M € mod A. Se a élgebra extensdo por um

ponto A[M] for hereditaria por partes, entao ela é do tipo feixes.

Lema 3.16. As dlgebras de incidéncia dos seguintes posets nao sao hereditarias por

partes:

(a) B(6,0); () Di(5); (i) 5(0(4, ),KQ,TAZ)
(b) CG.1; (D) S(3,9) () S(C(5,0). Ko, Ka)
© a6l (@ S(C@2.82)s k) 5(D20), Ky A
@ DE1; ) S(DE1, ) () S(Di), Ky, Ks).

Demonstragao. (a) e (b) Segue dos Lemas e 3.8 que B(6,0) ~ C(5,1) ~ A(12,7),
que nao é hereditaria por partes pelo Lema O resultado segue.

(¢) Segue do Lema que C1(5) ~ A(12,6), que nao é hereditaria por partes pelo
Lema O resultado segue.

(d) Seguiremos o raciocinio de Happel e Seidel usado para a demonstracao do Lema
Segue do Lema que D(4,1) ~ A(11,6), que é extensao por um ponto de
A(10,6) Por outro lado, segue dos Lemas e que A(10,6) ~ C(4,1) ~ Xa 35,

que nao é do tipo modulos. Calculando o polinémio de Coxeter de D(4,1) obtemos
D S LD N ) LI D U LR ) LD N TP LD L N |

= A =D2A+F D3N+ A+ DA =X X2 -1 —1)

que nao coincide com os polinémios de Coxeter de nenhuma &lgebra do tipo feixes.

(e) Note que D;(5) possui C;(5) como subcategoria plena e esta tltima nao ¢ here-

ditaria por partes pelo item (c), logo D1(5) também nao é hereditaria por partes.

(f) Segue do Exemplo 3.5 em [45], que S(3,3) nao é hereditaria por partes.
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(g) Seguiremos novamente o raciocinio de Happel e Seidel usado para a demonstra-

¢ao do Lema [3.14] Note que C(4,2) é subposet de S (C’(4, 2),K2) e C(4,2) ~Xg37

pelo Lema, Como esta tltima é do tipo feixes e ndo é do tipo médulos, é suficiente
%
mostrar que S (C’(4, 2), Az) ndo é do tipo feixes. Para isso, calculamos seu polindmio

de Coxeter e obtemos
)\12+)\117)\97>\8+)\67)\47)\3+)\+1

%
que é indecomponivel. Portanto, temos que S (C’(4, 2), Ag) ndo é do tipo feixes e

podemos concluir que nao é hereditaria por partes.

(h) Em S (D(3, 1),7&2):

J1 ap ap as as c1

L

by <—by=—103

ds
aplicamos a mutagao ,u}“l e obtemos
fi ao a1 a2 as C1
Co
by <——by<—103
ds.

Agora, considerando o conjunto fechado Y = {as, 1}, temos que a élgebra Ay ~ kS,

onde
S : fi ag ay a ds
as C1 b1 ba bs.
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A seguir, aplicamos a mutagao /fr e obtemos

fi=—ag<—a ds
as c1 b1 as by bs.

Agora, aplicamos a mutagio u{_as ¢} bara obtermos

fi=———ao

| |

a3 <——0C <—Qq d3
b1 a bo b3

Aplicando as mutagoes I, € [y, obtemos

agp <=— f1
a3 <——20¢C6 <—Qq d3
bl as b2 b3.

Por fim, aplicamos a sequéncia de mutacoes ,u;; o M;; o u;; o ,U,Z; o M:{S para obtermos

S =

ap <— f1

N

a3 <——C<——a1 ds

NS

Como a subcategoria plena de kS com os vértices a1, f1, c1, b1, as, bs e ds é isomorfa

a algebra do Lema [3.13] a afirmacao segue.
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(1) Seguiremos novamente o raciocinio de Happel e Seidel usado para a demonstragao

do Lema [3.14] Note que S (0(4, 1), Kg) é subcategoria plena de S (0(4, 1), KQ, Kg)

_>
e que, pelo Lema [3.26] S (0(4, 1), Ag) ~ X5 37. Como esta tltima é do tipo feixes

- =
e ndo é do tipo mddulos, é suficiente mostrar que S (C’(4, 1), Ao, Ag) nao € do tipo

feixes. Para isso, calculamos seu polindmio de Coxeter e obtemos
A2 A A0 X A8 AT 200 A At 2N - A2 A+
=A=1D2A+ D22+ DN+ X+ 1) (M = A2+ 1)

que nao coincide com os polinomios de Coxeter de nenhuma algebra do tipo feixes.

(j) Note que S (C’(él7 1), Kg, Kg) é subcategoria plena de S (0(5, 0), Kg, Kg), por-

tanto a afirmagdo segue do item anterior.

(k) Em S (D(2,0),K2,K2>:

/ ap ai as
g by =— b

do

aplicamos as mutacoes u}r e u; para obtermos S =

AN /I

ap <—— a1

/ \l/

Como a subcategoria plena da &dlgebra kS com os vértices f, g, a1, by, ba, dy € ag é

isomorfa & algebra do Lema [3.13] o resultado segue.
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(1) Em S(Dy(4), Ko, Ao):

f ai a2 as aq4
b] bg b3 b4 b5

aplicamos a sequéncia de mutagdes juf, oy, o p, o pf oy, (Para detalhes, veja a

demonstragao do item (d) do Lema[3.23]) e obtemos

g
ag

a3 <——0a2

VA
NV

aq <—— by <— bs.

a

Em seguida, aplicamos a sequéncia de mutagoes ,u;r o M? O flg. © My © Hyp, © Ha, € Obtemos
S pu—

f a3 =— as ds

™ PN ~

CLO'%CLl'%bl b3%a4<;b4

) ™, -

Como a subcategoria plena de kS cujos vértices sao f, g, as, ba, ds e by é isomorfa &

algebra de incidéncia do poset S(3,3), o resultado segue do item (f) do Lema O

Os proximos lemas classificarao as algebras de incidéncia de alguns dos posets defi-

nidos acima que sao hereditarias por partes.

Lema 3.17. L(4,m) ~ Xg3m+5 para m > 1.
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Demonstra¢ao. Em L(4,m):

ago a1 a2 as a4 as
bl b2 b3 C1 . Cm

considere o subconjunto fechado Y = {ay4, a5}, entdo Ay é isomorfa a algebra de inci-

déncia do seguinte poset.

agp ai az as
aq as b1 by b3 cl ... Cm-

Aplicando g}, obtemos

ao ai az
a4 as b1 bg as b3 C1 ce Cmy-

Aplicando u{_a4 as} obtemos

aq a4 as al a9
b1 b2 as b3 C1 N Cmy-

Aplicando fi, obtemos

ao Q4 as ay

T T

by <———a2

| |

b2 as b3 C1 e Cm.
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Aplicando p, obtemos

a5 <—— a1 <—— a2

| |

ag a4 b1 by

|

as bg C1 e Cm.-

Por fim, aplicando ,u(‘l; obtemos o seguinte poset.

S as <—aq

|

ap <—Qa4 <— Qa3

]

b1 by as b3 a . Cm.-

Segue da Observagao 2.4 em [47], que S ~ X33 5. O

Lema 3.18. X(n,m) ~ X3, my2 paran >2em > 0.

Demonstragao. Seja Y = {ba,an—_1,an,c1,...,cn} subconjunto fechado de X(n, m).

Segue do Teorema que X(n,m) ~ Ay = %, onde

Q D Gp—1 / bl
n =57 €1 =%, Y Cm
b 5 PN
2 aq o aq @ " mn g Ap—9
el = {aiaoym...7102)-
: - < kA
Seja A= pf,.pud, .. pd, e, (Ay). Entdo A= *2, onde
A Ap—1 by
ba 5 Un <7 Cl =5 -+ <5 Cm <5— 00 <57 511
a/2 T e m an_Q
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e I = (1a0ym ... 715)-
Seja T = € T, onde

z€Ao
Ty, : =0 —> P(by) 0 0
T, : co. —>0—— P(b2) P(z) 0
para x € {ap—_1,an,C1,...,Cm,b1,a0}
T, : co.—>0——=P(by) —= P(ag) —= P(a1) —=0—— ...
P(as) /
Ty, : . 0 0 P(as) 0 0
Ta, : 0 0 P(as) P(a;) 0

para 3 < ¢ <n—2, com T, concentrado no grau -2, T, concentrados nos graus -2 e -1,
T,, concentrado nos graus -2, -1 e 0, T},, concentrado no grau -1 e T,, concentrado nos
graus -1 e 0.

De forma anéloga & demonstracdo do Teorema verifica-se que T é um complexo

inclinante e a dlgebra Endp,4)(T) é isomorfa & dlgebra de incidéncia de poset kU, onde

U : as a4 NN QAp—9 as

|

a; =< ao

'
NV

b1

2

Gn—1

Se m = 0, segue da Observagao 2.4 em [47], que U ~ X3, 2. Se m = 1, segue da
Observacao 2.4 em [47], que u, (U) ~ Xopn3. Sem > 2, seja S =g ... pig fg, (U).
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Entao

S . as aq e Qp—9 ag

|

a1 <—ap

Cm b1 bg
Cm—2 Cm—1 .

Segue da Observacao 2.4 em [47], que S ~ Xy, m+2. Entao a afirmacao segue dos

Teoremas [[.49] e [[.211 O

an—1 Gn C1

Lema 3.19. Valem as seguintes equivaléncias:
a) C(1,m) ~ T22m+1;
b) C(2,m) ~ T2 3m+2;
c) C(3,m) ~ T3 m+4;
C(4,0) ~ Ty 36;

e) C(4,m) ~ Xy3 m45, se m > 0;
f) 0(5, O) ~ X273,7;
g) A algebra de incidéncia de C(n, m) nao é hereditaria por partessen > 5en+m > 5.

Demonstracao. (a) Como o grafo adjacente ao diagrama de Hasse de C(1,m) é iso-

morfo ao grafo Ty 2 p1, @ afirmacao segue do Lema

(b)

C(2,m): ag a1 as c1 . Cm,
by <——bo

Aplicando 1y, Obtemos o poset

ag al b1 as C1 N Cm

|

by
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cujo grafo ¢ isomorfo a T2 3,42. Logo, a afirmacao segue do Teorema e do
Lema

C(3,m) : ag ay as as 1 Cm
by =<——by<—103
Aplicando p;, obtemos o poset
ag al b1 as as c1 Cm
bp<— b3
Aplicando p, obtemos o poset
as as C1 Cm
ap al b1 bQ
bs
Aplicando ,u?% ctem) obtemos o poset
ago al b1 as (41 Cm a2
by <—— b2

cujo grafo ¢ isomorfo a T2 3 m4+4. Logo, a afirmacao segue do Teorema e do
Lema

A afirmagao segue do item (c) e do Lema

Segue do Lema, que C(4,m) ~ L(4,m) para m > 0. Segue do Lema que
L(4,m) ~ X3 3 m45. Portanto, C(4,m) ~ Xy 3 m15 para m > 0.
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(f) A afirmacao segue do item (e) e do Lema

(g) Segue do Lema que C(6,0) ~ C(5,2). Portanto, como kC(n,m) é uma
subcategoria plena de kC'(n,m + 1) e de kC(n + 1,m), basta mostrar que a
algebra de incidéncia do poset C(5,1) nao é hereditaria por partes. Entdo, a

afirmagao segue pelo Lema [3.16

Teorema 3.20. Sejam n,m € N, com n > 2 e m > 0. Entao:

(1) B(n,m) é hereditaria por partes se, e somente se, n < 5.

(2) (a) B(2,m) ~ Ta,2m+2;
(b) B(3,m) ~ T2 3 m+3;
(c) B(4,m) ~ T23,m+5;
(d) B(5,m) ~ X2.3m+6

(3) B(n,m) é hereditaria por partes do tipo modulos se, e somente se, n < 4.

Demonstracao. Note, primeiramente que o item (2) segue diretamente dos Lemas
e[3.10
O item (3) segue imediatamente do item (2).

Falta mostrarmos que B(n,m) nao ¢ hereditéria por partes se n > 6, mas isso
também segue dos Lemas el3.19 O

Lema 3.21. Valem as seguintes equivaléncias:

) C1(1) ~ Ag;
(2)

an

(a
(
()
(
( ilgebra de incidéncia de Cj(n) ndo é hereditaria por partes se n > 4.

Demonstragao. (a) Como grafo do poset C1(1) é isomorfo a A4, a afirmagdo segue do

Lema 3.2
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(b) De maneira analoga ao item (b) do Lema ao aplicarmos g, no poset

Ci(2): ap=—a1<—az

|

by <—by<—103

obtemos o poset

ag aq b1 as
b2 < b3

cujo grafo ¢ isomorfo a To33 = Eg¢. Logo, a afirmagao segue do Teorema e do
Lema[3.2

(c) De maneira analoga ao item (c¢) do Lema [3.19] ao aplicarmos as mutagoes

uj{,& ub; ,u;l no poset

Ci(3) : ao ay az as
Lo
b1 by b3 by
obtemos o poset
az
|
ao al by as b2
l
by <—— by

cujo grafo ¢ isomorfo a Ty 44 = fE7. Logo, a afirmagado segue do Teorema e do
Lema[3.2]
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ag aq a9 as a4
by bo b3 by bs.

Ao aplicarmos as mutagoes ,uj{4 [, Obtemos o poset

ao ay b1 a2 as
ba b3 ay by bs.

Aplicando p,, obtemos o poset

a al bl a9
bQ <— a3
b3 a4 b4 b5.

Aplicando [, Obtemos o poset

a ~————— a3

| !

ap ai by bo b3

|

a4<—b4<—b5.
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Aplicando g, obtemos o poset

ag aq b1 as a
by <—— b3

|

a4<—b4<—b5.

Aplicando p,,, em seguida I, € por fim, i, obtemos o poset

ag al by as az
|
by b3 ay by bs.
Por fim, aplicando 'u’?—bg,a4,b4,b5} obtemos o poset
bo
l
ag al by bs aq by bs as as

cujo grafo é isomorfo a Ts37. Logo, a afirmacao segue do Teorema e do Lema [3.2]

(e) Como kC1(5) é uma subcategoria plena de kC(n) para n > 5, basta mostrar

que a algebra de incidéncia de C1(5) nao é hereditaria por partes. A afirmagao segue
do Lema O

Lema 3.22. Valem as seguintes equivaléncias:

(a) D(1,m) ~ T222m+1;

(b) D(2,m) ~ [Dy, Az, Apya];
(¢) D(3,m) ~ [Dpy5, Ag, Agl;
(d) D(4,0) ~ [D7, Az, Ag];

(

e) A algebra de incidéncia de D(n, m) nao ¢ hereditaria por partes sen > 4 en+m > 4.

Demonstracao. (a) Como o grafo de D(1,m) é isomorfo a T2 22 m+1, a afirmacdo segue
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do Lema 3.2

(b) Em D(2,m) : ag al as c1 Cm,

by =—bo

da
considere o subconjunto fechado Y = {ag, c1,...,cn}, entdo Ay é a algebra de incidén-
cia do seguinte poset:
apg <——ax d2
ao C1 e Cm, b1 b2.

De maneira dual & demonstragao do item (b) do Lema [3.19, aplicando ., obtemos o

poset
S ap do
a9 C1 e Cm al bl b2.

Como o grafo de S é isomorfo a [Dy, Ag, A1 2], a afirmagao segue dos Teoremas e
e do Lema 3.2

(c) Em D(3,m):

ap aj a9 as C1 . Cm,

L

by <——0by =——b3

ds
considere o subconjunto fechado Y = {as, c1,...,cn}, entdo Ay é a algebra de incidén-
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cia do poset

apg<——a1] <— a2 ds
as C1 N Cm b1 bg bg.

De maneira dual & demonstracdo do item (c¢) do Lema [3.19, aplicando as mutagoes

Flasernom) pid, i, obtemos o poset

S a1 <=—ag ds

N -

b1 as cl ... Cm as by

Como o grafo de S é isomorfo a [D,,45, A9, As], a afirmacdo segue dos Teoremas

[49 e[l 2Tl e do Lema 3.2

(d) Em D(4,0):

agp a1 as as a4
by by b3 by

dy

considere o subconjunto fechado Y = {a4}, entdo Ay é a dlgebra de incidéncia do poset

ao a as as dy
ay b1 bo b3 by.

De maneira analoga a demonstracao do item (d) do Lema aplicando as mutacgoes
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Hao an) [y Moy Mo, Hidy Ha, Obtemos o poset

S . al
a2 ag ay bo dy
by az <—— b3 ~—by

Como o grafo de S é isomorfo a [D7, Ag, Ag], a afirmagao segue dos Teoremas
e[l2T]e do Lema 3.2

(e) Como kD(n,m) é uma subcategoria plena de kD(n,m + 1) e de kD(n + 1,m),
basta mostrar que D(4,1) e D(5,0) nao sao hereditarias por partes. Segue do Lema
D(4,1) nao é hereditéaria por partes. Em D(4, 1), se considerarmos o subconjunto

fechado {c1}, entao a algebra Ay é a élgebra de incidéncia do seguinte poset

S ag al as as ay4
C1 b1 b2 b3 b4

dy

e kS é subcategoria plena de kD(5,0). Portanto, segue do Lema que kD(5,0) nao

¢é hereditaria por partes. O

Lema 3.23. Valem as seguintes equivaléncias:

Demonstracao. (a) Como o grafo de D;(1) é isomorfo a Dy, a afirmacao segue do Lema

B2
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(b) Em Dy (2):

ap <——0a1 <=— a2

L

by <——by<—103

AN

ds

de maneira analoga & demonstracao do item (b) do Lema , aplicando g, obtemos

0 poset

ap al bl a9

cujo grafo é isomorfo a [Dy, Ay, Ag]. Logo, a afirmacdo segue do Teorema e do
Lema [3.2

(c) Em Dy (3):

ag ai as as
by bo b3 b4

dy

de maneira anédloga & demonstracao do item (c) do Lema [3.19} aplicando as mutagoes

uj{g Ml; ub_l obtemos o poset

S : as
ag ai by as by dy
by <——by
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cujo grafo é isomorfo a [D5, Ag, Ay]. Logo, a afirmagdo segue do Teorema e do
Lema [3.2]

(d) Em D;(4):

agp a a2 as a4
bl b2 b3 b4 b5

ds

de maneira anéaloga a demonstracdo do item (d) do Lema [3.21] aplicando as mutagoes

Hao.arin} 1, [y, Mo, {14, 1y, obtemos o poset

S : as
as ao al b1 b3 d5
by ay<——by<—bs

cujo grafo ¢ isomorfo a [Dg, Ao, As]. Logo, a afirmacdo segue do Teorema e do
Lema [3.21

(e) Como kD1(5) é uma subcategoria plena de kD (n) para n > 5, basta mostrar
que kD1 (5) nao é hereditaria por partes. Como kC;(5) é uma subcategoria plena de

kD1 (5), a afirmacao segue do item (e) do Lema e do Lema [1.45 O
Notacao 3.24. Dados I, m,n € Z, S denotard o conjunto:

S= {C(n,m), C(4,0), C1(l), D(1,m), Di(n) |1 <n<3, m>0,1<1<4}

U {S| S é poset tal que seu grafo é uma arvore }.

Definiremos agora, na Tabela uma aplicagao 7 que leva determinados posets de

S em posets cujos grafos sdo arvores e tais que 7(5) ~ S. Estas equivaléncias derivadas
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foram demonstradas nos Lemas [3.19], [3.21] [3.22] ¢ [3.23]

Tabela 3.1: Imagens de posets de S via 7

’ poset S ‘ poset 7(5)
C(1,m), m>0 C(1,m)
C(2,m), m >0 ap<al<b<ay<ci<...<cy
¥
b2
CBB,m),m>0| ap<aj<by<az3<ci<...< Cy<Dby >b3
A
a2
0(4,()) a0¢a1€b16636a4€b4¢a36a2
A
bo
Ci(1) Ci(1)
01(2) a0€a1€b1 96261)3
A
a2
01(3) aoealebleagebgabgém
A
ag
’ D(1,m), m >0 ‘ D(1,m)
D1(1) Dy (1)
D1(2) ap < a] < by =by < b3
A AN
a dg
D1(3) aoealebleagebgabgem
A AN
as dy

Se S é um poset tal que seu grafo é uma arvore entdo vamos definir que 7(S5) = S.

Lema 3.25. Sejam S1, 59, ..., S; posets com elementos maximais fixos e S1 € S. Entao

S(Sl,SQ,...,St) ~ S(T(Sl),SQ,...,St).

Demonstragdo. Sabemos, das demonstragoes dos Lemas [3.19] [3.21] [3.22] e 3.23] que o

poset 7(S1) pode ser obtido do poset S aplicando reflexdes u* em elementos diferentes

do elemento especial ag. Portanto, a afirmacao segue do Teorema [1.49] 0

Lema 3.26. Seja k > 1, entdo:
_>
(2) 5 (C(4,1), Kk) ~ Ko pr5:
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%
(b) S (C( , Ak) nao é hereditaria por partes se m > 1;

%
(C 0), Ag) ~ Xo3 e
ﬁ
(@ § (Cln,m), &x

) nao é hereditaria por partesse n > 5en+m > 5.

Demonstracao. (a) S (0(4, 1),Kk) =

dy da e di—1
a al a9 as ayq C1
bl bQ b3 b4

Aplicando as mutagoes (ugkil).(ugk%uz{kil) . (,u,;l,u;l: . ’uj(—;k—l) obtemos o poset

dkfl e d1 aq al a9 as ay C1
b1 ba bs ba

Agora, considerando o subconjunto fechado Y = {a4, c1}, temos que Ay é a élgebra de

incidéncia do poset

S : dkfl c. Cl1 ap aj a9 as
ay c1 b1 ba b3 b4

Como S ¢ isomorfo ao poset L(4, k), a afirmagao seque dos Lemas e e dos
Teoremas [[.49] e 211

— —
(b) Como kS (C(4, m), Ak) é uma subcategoria plena das categorias kS (0(4, m+ 1), Ak)
— —
e kS (C(4, m), Ak+1), basta mostrar que kS (0(4, 2), Ag) nao é hereditaria por par-
tes. Entao a afirmacao segue dos Lemas e
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() 8 (0(5,0), Xk) -

C1 C2 e Ck—1
ao a a2 as a4 as
by b2 b3 by bs
Considerando o subconjunto fechado Y = {¢x_1, ..., c1, ag, a1, az, as, as, as} temos Ay =
@, onde
Q : C1 (&) e Ck—1
0 =g, 01 =qp A2 <o A3 =4 M =~p a5 B1 b B2 b2 B3 b3 Ba ba Bs b5
~ o
I (frasagazanan, fafiasasasas, . . ., B5afsfafras). Temos entdo ST =
bl b2 b3 b4 b5 as ag C1 C9 PN Cl—1
ai a2 a3 a4

Como ap6s aplicar as mutagoes necessérias obtemos SZPY ~ C(4,k + 1), a afirmacao

segue do item (d) do Lema |3.19| e dos Teoremas |1.21] |2.21| e [1.49
g

(d) Como kC'(n, m) é subcategoria plena de kS(C(n, m), TA>k), a afirmagao segue do

item (g) do Lema [3.19] O

Lema 3.27. Seja k > 1, entao:

(a) § (D(Q,m), Kk) ~ [Di+3, Ag, Amya] para todo m > 0;
(b) S (D(3,0), &x) ~ s, ho, Agl:

(c) S (D( 1), Ak) nao é hereditaria por partes;

(d) S (D(4, 0), A k) ~ [Dyss, Aa, Ag);

() S (D1 (4), Kk) ~ [Dryr, A, Ag).
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Demonstragao. (a) S (D(2,m),Kk) =

bit f2 Je—1
CLO/ ai as C1 . Cm
P
by =— by
da

Aplicando os funtores (“ﬁ,l)'(/‘};,zuﬁ,l) e (,u}rl,u}; e ,u]fkil) obtemos

fk—l N f1 ap al a C1 ce Cm
b1 = bg
da
Agora, considerando o subconjunto fechado Y = {ag,c1,...,¢n}, temos Ay que é a

algebra de incidéncia do poset

Jr—1 e fi ao a da
as c1 . Cm by ba.

Aplicando os funtores M—f:—l ,u}“l ujo uz{l obtemos o seguinte poset

Jr—1 da
ag<—cl<—...<~—Cp=<—fro2<—fr3<~—... =~ fi<=—ap<—a1<=—br<=—bo

cujo grafo é isomorfo ao grafo [Dyy3, Ag, Ayto], a afirmagao segue dos Teoremas ,
M2Te do Lema 3.2
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(b) S (D<3,0),Kk) -

C1 C9 e Ck—1

/

a al a as

ol

by <——bo=——03

ds
Considerando o subconjunto fechado Y = {cx_1,...,c1, a0, a1, a2, as}, temos que Ay =
kQ , onde
Q : C1 Co “. Cl—1 d3
/ 4
B2 B3
aq al aq g as s as e b1 b2 b3

e I = (Brazazay, fefrazas, frfrazas, B3Baf1as, 630281a3). Temos entao ST =

b1<—bg<—b3

) <——0a2 = ds

Aplicando os funtores (ug,)-(Heybtey) - - - (Hey_  Hey_y - - - Hey ) Obtemos o poset

S bl<—b2<—b3

a1<—a2<—d3

Considerando o subconjunto fechado Z = {bs, ds, a3, ag, cx—1,...,c1} de S, temos que
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Az é a dlgebra de incidéncia do poset

b3 by <— b2

™S ! !

/ as ap Ch—1 . c1 aq as
ds

Aplicando ,u;; obtemos o poset

b3 bl

™ !

as aq Ck—1 e C1 bQ al a9

e

ds

cujo grafo é isomorfo ao grafo [Dy4, Ag, Apyt2]. Logo, a afirmacdo segue dos Teoremas

1.49), [I.2T]e[2.2T] e do Lema 3.2

— —
(c) Como kS (D(?), 1), Ak> é uma subcategoria plena de kS (D(?), 1), Ak+1>, basta
%
mostrar que kS (D(3, 1), Ag) nao é hereditaria por partes. Entdo a afirmagido segue
do Lema [B3.16

() S (D(4,0), Kk) -

c1 Co e Ch_1
/
ao ay as as ay
N
b1 bo b3 by
\ )
Considerando o subconjunto fechado Y = {¢x_1,...,c1,a0,a1,a2,as,a4}, temos Ay =
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T onde
Q . C1 Cc2 e Cl—1 d4
/ ;V
ag al al o as 3 as o aq 5 b1 % b2 s b3 oA b4

e I = (fraygazazan, Bafrauazas, B3B2f1ouas, Baf3Bafiou, 04830251 04).

Temos entao S?f =
Y

b1 by bs by \
/ / >< / aa ap Ck—1 - C1
al as as dy .

Aplicando as mutagoes (i, )-(Heybtey) - - - (e, Hey_y - - - Hey ) Obtemos o poset

b1 by b3 by \
/ / >< / ay ap Ck—1 c. C1
ay a2 as dy )

Considerando o subconjunto fechado Z = {by, dy, a4, ag,cx—1,...,c1}, temos que Ay é

a algebra de incidéncia do poset

by by <—— by <~— 103

™ oo

/ a4 a Clk—1 e C1 al a9 as.
dy
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Aplicando /i;; obtemos o poset

by by <———1b

™ ! /

/ a4 agp Ch—1 ... a al b3 as as.
dy

Aplicando ,u;; obtemos o poset

by by <—— by

\ c1
- N

dy

o ao Ck—1 by <——azx <—— a3

Aplicando ,uzrb&%ag} obtemos o poset

by by <— by

N

a4 a Cl—1 NN c1 bg as as

e N

dy ai

cujo grafo é isomorfo ao grafo [Dyy¢, A2, As]. Logo, a afirmacao segue dos Teoremas

1.49|,[1.21] e [2.21] e do Lema

() 5 (D1(4), K2 =

c1 Co e Ch_1
/
ao ay as as ay
N
by bo bs by bs
\
ds
Considerando o subconjunto fechado Y = {¢x_1,...,c1,a0,a1,a2,as,a4}, temos Ay =

96



=, onde
Q : C1 (&) e Cl—1 d5
/ 4
0 Zar M=oy ®27g 93T M B1 b B2 b2 B3 b3 Ba b4 Bs b5

e I = (frouazasan, fafrauasas, B3P frouas, BafsBafrou, BsBafs6261, 0584035201).

Temos entao Szlp =
Y

bl bQ b3 b4 ay aq Cl—1 e C1
ax as as 55\
ds.

Aplicando os funtores (pu, ). (eytic,) - -+ (Hey_y -+ - Hey)-(Hey  Hep_, - - - Hey ) Obtemos

b1 bg bg b4 a4 agn Clk—1 e C1
" " " \bx
ds.
Considerando o subconjunto fechado Z = {b4, a4, ag, cx—1,...,c1}, temos que Az ¢é a

algebra de incidéncia do poset

b1 <~ bg e — b3 b5
b4 a4 a Cl—1 e C1 al a9 as d5.




Aplicando ,u;; obtemos o poset

by <—— by bs
b4 ay ag Cl—1 . C1 ay bg a9 as d5.
Aplicando /i;; obtemos o poset
by <—101 bs

e

by a4 ag Ch—1 .. a b3 <— a9 <—as

NP

/N

ds.
Aplicando /“L{7b4,a4,a0,ck_1,...,c1} obtemos o poset
by <— by bs
by a4 ag Ch—1 .. cl b3 as a3/
al / \ ds

cujo grafo é isomorfo ao grafo [Dyy7,Ag, As]. Logo, a afirmacao segue dos Teoremas

1.49),[1.21]e[2.2]] e do Lema 3.2 O

Teorema 3.28. (a) Se S; € S para todo 7, entao S(S1,...,S¢) ~ S(7(S1),...,7(St))-

( ) (47m)NX23m+5, param>0

C(5,0) ~ Xo37;

(

D(27m) [D47A2;Am+2], para m > 07
(3,m) ~ [ m+5,A2,A3], para m > 0;
(

D(4,0) ~ [Dr, Ao, Ag;
Dy(4) ~ [Dg, Ay, Ag].

(c) S (C(4, 1),K1~:) ~ X2,3,k+5;
S (0(570)7Kk> ~ X23 k+6;
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k) ~ [Drts, Ao, Agl;
%
S <D1(4)> Ak) ~ [Dp47, Ao, Ag].

Demonstrac¢ao. (a) Segue do Lema e da observagdo [3.6]

(b) Segue dos Lemas [3.19] [3.22 ¢ [3.23]

(c) Segue dos Lemas e[3.27

O

Teorema 3.29. Sejam 5;, para 1 < i < ¢, posets tais que seu grafo é uma drvore com
um vértice especial fixado ou S; € {C(n;, m;), Ci(n;), D(ni,m;), Di(n;)} para alguns
ni, m;. A algebra de incidéncia de poset kS = kS(S1,...,S;) é hereditaria por partes

se, e somente se, uma das seguintes condicOes é satisfeita:
(a) S; € S para todo i.
(b) t=1e S e{C4,m), C(5,0), D(2,t), D(3,t), D(4,0), D1(4) | m >0, t > 0}.
() t=2eSe {s(o (4,1 ,Kk) s (C(5,0) Ak>, s(D(z,m),Kk) ,
S(D(?),O),Ak) ( (4,0),%) s( (4),&) e mZO}.

Demonstracao. O fato de que as condi¢oes dos itens (a), (b) e (c) sdo suficientes para
que kS = kS(S1,...,5:) seja hereditaria por partes segue do Teorema Agora

mostraremos que pelo menos uma dessas condicGes é necessaria.

- =
Segue do Lema [3.16|que S (0(4, 1), Ao, Ag) nao é hereditaria por partes, portanto

o poset C'(4,1) s6 pode ser colado com mais um poset para que sua colagem seja
hereditaria por partes, ou seja t = 2. Além disso, para qualquer poset T' # Kk temos
que S (C(4,1),T) possui S (0(4, 1), Kg, Kg) como subposet e, portanto kS (C'(4,1),T)
nao é hereditaria por partes.

De maneira anéloga, verificamos que C(5,0), D(2,0) e D;(4) s6 podem ser colados
com mais um poset para que sua colagem seja hereditaria por partes, ou sejat = 2, e

%
que esse poset a ser colado s6 pode ser Ay para algum k > 0. Para os casos D(2,m)
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em que m > 0, D(3,0) e D(4,0) basta observarmos que D(2,0) é um subposet e o
resultado segue analogamente.

%
Segue também do Lema |3.16| que S (0(4,2), Ag) nao é hereditaria por partes,

portanto nenhuma colagem de C(4,2) ¢ hereditaria por partes. O mesmo vale para
D(3,1). Além disso, como C(4,m) para m > 2 (respectivamente D(3,t) para t > 1)

possui C(4,2) (respectivamente D(3,1)) como subposet o resultado segue. O
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Capitulo 4

Algebras seriais hereditarias por

partes

4.1 Algebras de Nakayama hereditarias por partes

Nesta secao apresentaremos uma demonstracao (diferente da apresentada em [36]) de
quais algebras de Nakayama truncadas sdo hereditarias por partes, indicando um repre-
sentante da classe de equivaléncia nos casos em que elas forem hereditarias por partes.

Reorganizamos a tabela de forma a representar as suas diagonais como colunas

na tabela a seguir.

Tabela 4.1: Os possiveis tipos de A(n,r)

. T 2 3 4 5 6 7 8 9
2 Az Ay As As Ar Ag Ag Ay An
3 Dy Ds E¢ Er Eg Eg Xpze Xpzr -
4 Ds  Ee Er Er Xoy Xogs - - -
5 Ds E7 Eg Eg Tor - - - -
6 D7 Eg Eg Xogg Xozz - - - -
7 Ds Es Tozr Xozz - - - - -
8 Dg Toszr Tozs Xozg - - - - -

O item (2) do seguinte teorema classifica as quatro primeiras diagonais da tabela

1.1} a partir de um determinado valor de n.
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Teorema 4.1. Sejam k=n —r+ 1, s =2r —n — 2. Para os valores de n e r tais que

k> 2e s >0 temos que:
(1) A(n,r) é hereditaria por partes se, e somente se, k < 5.

(2) Valem as seguintes implicacoes:
(a) Se k =2 entao A(n,r) ~ Ta2 542
(b) Se k = 3 entao A(n,r) ~ Ta3 sy3;
(c) Se k =4 entdo A(n,r) ~ To 3 s45;
(d) Se k =5 entao A(n,r) ~ Xa3 516

(3) A(n,r) é hereditaria por partes do tipo modulos se, e somente se, ocorre um dos
casos abaixo:
(a) k < 4;
(by k=5es=0.

Demonstragao. Segue do Lema [3.8/ que A(n,r) ~ C(n —7,2r —n —1) e do Lema
que C(n—r,2r—n—1)~B(n—7r+1,2r —n—2) = B(k,s). Logo, o resultado segue
diretamente do Teorema 3.20 O

Segue da classificacao de algebras de radical quadrado zero (veja [14]) que A(n,2) ~
Ao para todo n > 3.

O lema a seguir trata dos casos em que A(n,r) é hereditaria por partes e usa
equivaléncias j& apresentadas no capitulo anterior.

Lema 4.2. Valem as seguintes equivaléncias:

(a) A(5,3) ~ D5 ;  (b) A(6,3) ~ Es ; (¢) A(7,4) ~ E7; (d) A(8,4) ~ Er ;

(e) A(Q, 5) ~ Eg 5 (f) A(lO, 5) ~ T27377 N (g) A(ll, 6) ~ X273’7 .

Demonstracao. Os Lemas [3.8e nos dao as seguintes equivaléncias:
(a) A(5,3) ~ C(2,0) ~ Ta32 = Ds.
(c) A(7,4) ~ C(3,0) ~ Ta 34 = E7.
() A(9,5) ~ C(4,0) ~ Ty 36 = Es.
(g) A(11,6) ~ C(5,0) ~ Xp3.7.
Segue de uma combinagao dos Lemas e as seguintes equivaléncias:
(b) A(6,3) ~ C1(2) ~ Ty 33 = Es.

C
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(d) A(8,4) ~ C1(3) ~ Tosq = Er.
(f) A(10,5) ~ C1(4) ~ Ta37.

Para os casos descritos no lema abaixo, usamos o funtor definido no Capitulo 2.

Lema 4.3. Valem as seguintes equivaléncias:
(a) A(7,3) ~ Er ; (b) A(8,3) ~ Es ; (c) A(9,3) ~ Es ;
(d) A(10,3) ~ Xa36; (e) A(11,3) ~ Ko7 (f) A(9,4) ~ Xoua;
() A(10,4) ~ Xau5 -

Demonstragao. (a) Como SX% 3 =

6
3
a afirmagcao segue do Teorema [2.9/e do Lema Defina 7(A(7,3)) = 52?7 3)-

(b) Como S/O\}Z&S)

aplicando a mutagao p; obtemos o poset

FA(8,3)) i= 3 T 1 6« 4<—2<—0
5
Entao a afirmacao segue dos Teoremas e
(¢) Como 5’272973) =
3 6 4 2 0
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aplicando a mutagao p; obtemos o poset

F(A9,3)) := 3 7 I

)

Entao a afirmagdo segue dos Teoremas e
(d) Como 510\710,3) =

l=—5<—7-9

e

3<—7T7

temos que SX’ElO 5 € isomorfo a X'(3,4). Entao a afirmagao segue do Lema e do
Teorema 2.9

(e) Como 510621173) =

l=—5<—-9

\< \
10 8 6 4 2 0

temos que SX’EH 5 € isomorfo a X(3,5). Entao a afirmagao segue do Lema e do
Teorema 2.9

(f) Como 52?9’4) =

temos que SX’EQ 5) é isomorfo a X(4,2). Entao a afirmagao segue do Lema e do
Teorema 2.9
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(g) Como SXIZloA) =

temos que S/O\zzlo 2 é isomorfo a X(4,3). Entao a afirmacao segue do Lema e do
Teorema O

4.2 Algebras seriais hereditarias por partes

4.2.1 Algebras seriais com carcas do tipo D,

A tabela abaixo mostra os possiveis tipos para as dlgebras A(n,r) que sdo hereditarias

por partes e, nas entradas assinaladas com —, as que nao sdo hereditarias por partes.

Tabela 4.2: Os possiveis tipos de A(n,r)

. 2 3 4 5 6 7 8
2 Dy D5 D D7 Dg Dy Dyg
3 Dy D D4, A2, A3]  [Ds,A2,A3]  [De,As,Az] [D7,Az, As] -
4 Ta223  [D4,A2,A3] [D5,A2,Az] [Ds,A2,A4] - - -
) Ta224  [D4,A2,A4] [De,A2,Az] [D7,A2,A3] [Dsg,Az,As] - -
6 Too2s  [Da,Az,As]  [D7, Az, As] - - - -
7 [ ] - - - -

To226 D4, A2, Ag]

Nesta subsecao apresentamos os resultados que foram organizados na tabela acima.

Lema 4.4. Valem as seguintes equivaléncias:

a) A(m,2) ~ D,,, para todo m > 4;

b) A(m+2,m) ~ T222m—1, para todo m > 3;
A(m+3,m) ~ [Dy, Ag, Ap,_1], para todo m > 3;

d) A(m+4,m) ~ [Dp41, A2, Ag], para todo m > 3;

(m,5) ~ [Dy—3, Ag, Ag], para m = 10, 11 ;

(9,4) ~ [Ds, Ag, Ayl;

105



(g) A(m,3) ~ [Dp—3, Ag, Az], para 8 < m < 10.

Demonstracao. O item (a) segue do Teorema (veja também em [14]. As seguintes
equivaléncias seguem dos Lemas e e do item (c) do Lema

(b) A(m+2,m) ~D(1,m —2) ~ T229m—1, para todo m > 3;

(¢) A(m+3,m) ~ D(2,m — 3) ~ [Dy, Ao, A,,_1], para todo m > 3;

(d) A(m+4,m) ~ D(3,m —4) ~ [Dy,+1, A9, Ag], para todo m > 4

e A(7,3) ~ D1(2) ~ [Dy, Ay, As);

(e) A(10,5) ~ D(4,0) ~ [D7, Ag, Ag] e A(11,5) ~ Dy (4) ~ [Ds, Ag, Ag];
(£) A(9,4) ~ D1(3) ~ [Ds5, Az, Ag].

Para a demonstragdo do item (g) usaremos o complexo inclinante definido no Ca-

pitulo

(g) Calculando Szp(m,g) obtemos

3=—T7<—28

1 \6
AW

Aplicando a mutagao p; obtemos

3

<;7*\1/8\6 4 2 0
N

Por fim, aplicando a mutacao “?6 42,0} obtemos o poset

3<—7 8

\/
/N

5 9
cujo grafo é isomorfo a [D7, Ag, As].
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Calculando S

A(9,3) obtemos

X\
\/

Considerando o subconjunto fechado Y = {6,4,2,0} temos que Ay é a algebra de

incidéncia do poset

6 4 2 / ><

1<—8

5

Por fim, aplicando a mutacao ,u{_G 42,0} obtemos o poset

cujo grafo é isomorfo a [Dg, Ag, Ag).

Calculando S

A(8.3) obtemos

l<—5<~—6

4<—2<—0
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Aplicando a mutagao ,ua 2,0} obtemos o poset

1<—5 6

™ ~

4<—2<—0

~ ™

3 7

cujo grafo é isomorfo a [Ds, Ag, As]. O

Lema 4.5. As seguintes dlgebras ndo sao hereditarias por partes:
(a) A(11 + 4, 3) para todo i > 0;
(b) A(10 +4,4) para todo ¢ > 0;
(¢) A(12+14,5) para todo i > 0;
(d) A(

d) A(11+4i+ 4,6 + j) para todos 7,5 > 0.

Demonstracio. (a) E suficiente mostrar que A(11,3) ndo ¢ hereditaria por partes. Note
que A(11,3) é uma &lgebra do tipo feixes, que ndo é do tipo modulos, e é uma subca-
tegoria plena de A(11,3). Portanto, para mostrar que A(11,3) ndo é hereditaria por
partes, é suficiente mostrar que ela nao é do tipo feixes. Calculando seu polinémio de

Coxeter obtemos
Xaarz) = AT = AN 2AF AT 200 — 2N A 2N 4 NP - A -1

= A =1D2A+ D32+ A4+ DA =X+ X2 =X +1)

que nao coincide com o polindomio de Coxeter de nenhuma algebra do tipo feixes.

(b) E suficiente mostrar que A(9,4) nio é hereditaria por partes. Note que A(9,4)
¢ uma algebra do tipo feixes, que ndo é do tipo mddulos, e é uma subcategoria plena de
A(9,4). Portanto, para mostrar que A(9,4) ndo é hereditaria por partes, é suficiente

mostrar que ela nao é do tipo feixes. Calculando seu polinémio de Coxeter obtemos
XaEa) = AT HAT = AT =207 — N A+ 1
=A=-D20+ D'+ 1N = A +1)
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que nao coincide com o polinémio de Coxeter de nenhuma algebra do tipo feixes.

(c) E suficiente mostrar que A(11,5) ndo é hereditaria por partes. Note que A(11,5)
nao ¢ hereditaria por partes e é uma subcategoria plena de A(11,5), logo a afirmacao

segue.

(d) E suficiente mostrar que A(10+ j, 6+ j) ndo é hereditaria por partes para todo
j > 0 e isto segue do item (e) do Lema e do item (c) do Lema 3.8 O

4.2.2 Colagens

Nesta subsec@o apresentamos resultados sobre a colagem de algebras A(n,r) e A(n,r)

e algebras hereditarias.

Lema 4.6. Valem as seguintes equivaléncias:
—
(a) A (A(lO,S),kAm> ~ Xagmis; (b) A (A(11,3),k

m) ~ X23m+6 ;
() A (A(g,4),k?§m) ~Xoamiz: () A (A(10,4),k

ﬁ
A
_>

Am) ~ X2,4,m+4 .

Demonstra¢ao. (a) Fixando A = A (A(lO, 3),k?&>m> temos Sy =

a] <— a5 <— Q9

\< as ag a4 as agp b1 —...—=b;

az <—ay

Aplicando os funtores (p1, ) (1, ) - (kg - By, ) (B, - - - 1y, ) Obtemos o poset

: al%a/g)%ag

\< ag ay a2 agp bp1<—...<—by

a3z <— ary

Como S é isomorfo ao poset X(3, m+3), a afirmacdo segue do Lema e dos Teoremas
49 e 225
%
(b) Fixando A = A (A(ll,S),kAm>, de maneira analoga ao item anterior temos
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que S ¢é isomorfo ao poset X3 p,i4. Entdo a afirmacdo segue do Lema e dos
Teoremas e

(c) Fixando A = A (A(Q, 4), ka), de maneira aniloga ao item (a) temos que Sy’
¢ isomorfo ao poset Xy,,41. Entao a afirmacao segue do Lema e dos Teoremas
e 225

(d) Fixando A = A (A(l(), 4), ka), de maneira andloga ao item (a) temos que Sy’
é isomorfo ao poset Xy,,42. Entdo a afirmacgao segue do Lema e dos Teoremas
e 220 O

Lema 4.7. Valem as seguintes equivaléncias:
(2) A (A(7,3), KK ) ~ [Drss, Ao, A
(b) A (A(8,3), kA ) ~ [Dyrss, A, Ag)
(c) A (A(g,:a),@m) ~ [Dinse, Ao, As].

Demonstracao. (a) Seja A = A (A(?, 3),kxm> e Q=

b1 by ... bm—1
~_ _— az

a a2 as a4 as ae

ao

Entao S/O\p =

] <— a5 <— Qg

\< \
4 ”2 a’o 6m71 o b
/

a3 <——ary

Aplicando as mutacoes (u, )(fty, 4y, ) - (kg oo By ) (B, - - - 1y, ) Obtemos o poset

a; = a5 < ag

\< \
a4 az a bm_ o 0
/

a3z <——ary

Considerando o subconjunto fechado Y = {ar,as, a4, az,ao,bpm—1,...,b1} temos que
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Ay ¢é a algebra de incidéncia do poset

S: Qg a] <— Q5

a4 a9 aq bm_1 . b1

/ ™

ar as

cujo grafo é isomorfo a [Dy,4+4,A2,As]. Entdo a afirmacao segue do Lema e dos
Teoremas [2.21] [T.49] e [1.21]

(b) Seja A = A (A(s, 3),ka> e Oy =

bl b2 B bmfl
0 T aq as as a4 as Qg = Zi
Entao S =

az <——ay

\

Qg aq a9 ap bm_1 . bl

/
a] <——as
as

Aplicando as mutagdes (1, ) (1, 1y, ) - (g, - By ) (K, - - - 1y, ) Obtemos

'm—2

a3z <——ary

N

Qg a4 a9 aq bm_1 . b1
/
a] <——as
as
Considerando o subconjunto fechado Y = {ag, a4, a2, ag, bym—1,...,b1} temos que Ay é
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a algebra de incidéncia do poset

a3z <——ary

PN
Qg a4 as aq bm—l e b1
\

ap=——asg

™

as.
Aplicando o funtor u{a&%%ao’bmil7“.7b1} obtemos o poset
as ar
ag a4 a aq bm_1 <~ ... < b1
al ag <—-as

cujo grafo é isomorfo a [Dy,+5,A9,As], entdo a afirmacao segue do Lema e dos

Teoremas [2.21] [1.49] e [1.21]

(c) Seja A=A <A(9,3),kxm> e Qp =

b by - brm—1
ao a9
T aj a9 as a4 as Qg ay S as

Entao S =

az < ar =< ag

/

a] <— a5 <—4as
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Aplicando as mutacoes (1, )ttty ) - (g, - By ) (B, - - - 1y, ) Obtemos o poset

a3 <—— a7 <— Q9

/

] <—— a5 <—4as

Considerando o subconjunto fechado Y = {av, as, ag, a4, az, ag, bym—1,...,b1} temos que

Ay ¢é a algebra de incidéncia do poset

ag a3 <——ar
as Qg ayq a9 ag bmfl e b1 al as

Aplicando o funtor M; obtemos o poset

ag as

N\ /

as ag aq as ao bim—1 .. by ar al as

cujo grafo é isomorfo a [Dy,46,A2,As], entdo a afirmacao segue do Lema e dos

Teoremas [2.21] [1.49] e [1.21] 0

Lema 4.8. As seguintes algebras ndo sdo hereditarias por partes:

(a) A (A(n,n—4),kK2), para n > 11; B A (A110), kKQ,uJ{Q)
b) A (A(n,n—él),]ng) , paran > 0; ) A(AB3 umz,m?)
(c) A <A(n,n 3), kxg,kxg), para n > 6; (k) A (A(Q 3) kAg,kA )
(d) A(A(lO,S),kKQ,kK2>; 0 A(A@0,3) kAg,kAg)
(e) A(A(11,3),kK2,kK2); (m) A(A(84) kAg,kAg)
(f) A(A(9,4),M§2,k&); (n) A(A(l , kAQ,kA2)7
@ A (A(10,4),kK2,kK2); (0) A (A(l 5), k&,k&)
) A (A(107 6),115&2,11«&) :

Demonstrag¢io. De maneira analoga a demonstracao do Lema [3.8 mostramos que

113



A (AGnn = 1), k&) ~ s(c@n-9), Kz) ,
A (A(n,n—zl),k&) ~ 5(D(3,n—8),?&2),
A (A(n,n _ 3),k&,k&) ~ S (D(z, n—6), KQ) :
A (A(1o,6),kK2,ng) ~ 9 (0(4, 1), As, KQ) ,
A (A(11,6),k&,k1§2) ~ 5 (0(5,0),&,&) ,
A (A(8,4),kX2,kK2 ~ S (D(3, 0), Ao, KQ) ,
A (A(m, 5),kK2,kX2) ~ 9 (D(4, 0), Ao, KQ) ,
A (A(11,5),k&,k&) ~ 8 (D1(4),K27 Kz)

Portanto, segue do Lema que estas ndo sao hereditarias por partes.

Note que o poset S op ¢é dado por
4 b (A(w 3), kAg,kAg) b
a; <=— a5 <—— ag \ / f
\< / as ag a4 a2 ao \
ag <——ary g.

Aplicando as mutagoes Iy € fiy obtemos o seguinte poset

S:ag<=—a5<—ay / f
\< ag a4 as ago
a3 <— a7 g.

Entao a subcategoria plena de kS que consiste dos vértices ay, as, a7, ag, f e g é

isomorfa a S(3,3) e segue do Lema [3.16{que A (A(lO, 3), ]kKQ, ng) nao é hereditaria

por partes.

op .
Note que o poset SA(A(9,4),H<X2,H<K2) ¢ dado por

a az ar ag \ / /
\< ag<——a3 <——Qo
ay <——as g.
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De maneira analoga ao item anterior, aplicando as mutagoes [y € g obtemos o poset
S e temos que a subcategoria plena de kS que consiste dos vértices a1, a4, as, ag, feg
é isomorfa a S(3,3) e segue do Lema que A(A(9,4),]1{K2,k?&>2) nao é hereditaria
por partes.

op .
Note que o poset SA(A(8,3),H<K2,H<X2) ¢ dado por

as /
al ag a4 as ag
> N
a3 <——ay g.

De maneira anéloga ao item anterior, aplicando as mutacoes Iy € g obtemos o poset
S e temos que a subcategoria plena de kS que consiste dos vértices a1, as, ag, a7, f e g
. - ~ o
¢ isomorfa a S(3,3) e segue do Lema que A(A(8,3),kA o, kAs) ndo é hereditaria

por partes.
- = - =
Por fim, note que as algebras A (A(ll,B),kAg,kA2), A (A(10,3),kA2,kA2) e
- = - =
A (A(Q, 3),kA2,kA2) possuem A (A(8, 3),kA2,kA2) como subcategoria plena. Tam-
- = - =
bém A (A(10,4),kA2,kA2> possui A (A(9,4),kA2,kA2), como subcategoria plena.

Portanto estas também nao sao hereditarias por partes pelo Lema [1.45] O

Teorema 4.9. Valem as seguintes equivaléncias:

(1) A(r+4,r) ~ Xy 3, para r > 6;
(2) A(10,3) ~ X365

(3) A(11,3) ~ Xo37;

(4) A(9,4) ~ Xo44;

(5) A(10,4) ~ Xo4,5;

(6) A(11,6) ~ Xo37;

(7) A(r+3,7r) ~ [Dy, Ao, Ar_1];
(8) A(r+4,7) ~ [Dry1, Ag, Ag];
(9) A(8,3) ~ [Ds, Az, Agl;

(10) A(9,3) ~ [Dg, Az, Agl;

(11) A(10,3) ~ [D7, Ag, As];
(12) A(10,5) ~ [D7, Ag, As];
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(13) A(11,5) ~ [Dg, Ag, Ag].

Demonstragdao. Os itens (1), (2), (3), (4), (5) e (6) seguem do Teoremad.1]e dos Lemas
[4.2] e [4.3] Os itens (7), (8), (9), (10), (11), (12) e (13) seguem do Lema [4.4] O

Teorema 4.10. Seja m > 2. Valem as seguintes equivaléncias:

(1) A (A(lO, 3), k?ﬁm) ~ Xo3m45;

2) A (A(n, 3), k?ﬁm) ~ Xo.3.m+6;

(3) A (A(9,4), KA ) ~ X dmis:

(4) A (A(1o,4),k7;§m) ~ Xo 4. i4i

(5) A (A0, 6),ka) ~ X, 5,m5;

(6) A (A(11,0), k?ﬁm) ~ X 5.ms6;

(7) A (A(7,3), KA ) ~ [Drss, Ao, A
(8) A (A(8,3), KA ) ~ [Dss, Aa, A
(9) A (A(9,3), KA ) ~ [Dss, Ao, A
(10) A (A(7,4), KA, ) ~ [Dsa, Ao, A
(11) A (A(10,5),11J§m) ~ [Dys7, Az, Ag).

Demonstragdao. Os itens (1), (2), (3) e (4) seguem do Lemaft.6] De maneira analoga ao
que foi feito na demonstragao do Lema podemos mostrar que A (A(lO, 6), ka> ~
kS (C(47 1),Km> e A (A(11,6),kTA>m) ~ kS (C(S,O),Km), portanto as afirmacoes
dos itens (5) e (6) seguem do Lema [3.26] Os itens (7), (8) e (9) seguem do Lema [4.7]
Os itens (10) e (11) seguem dos Lemas e O

Repetiremos a seguir as notacOes fixadas na Introducdo e acrescentaremos mais
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algumas:

Q, = {A(n,r)| A(n,r) é hereditaria por partes do tipo modulos};

O = {A(7,3),A(9,4),A(n,r) |r=20un—r=2}

Q = QU Qy U {A|A ¢ hereditaria serial & direita};

Q= {A(n,2), A(m,2), A(7,3), A(8,3), A(9,3) | n>4,m > 5};

Q) = (QeUQp) \ Qo

Qb = {A(r4+4,7) | r>T U {A(r+4,7) | r>5);

Q* = {A|A=A(n,r) ouA=A(n,r) e A &hereditaria por partes} \ (QUQ').

Para qualquer A € {A(n,r),A(n,r)} tal que A é isomorfa a Ay (S) para algum
poset S € {C(n,m),Ci(n),D(n,m),D1(n)} e algum Y subconjunto fechado de S5,

vamos definir SX =05.

Definicao 4.11. Definimos a aplicagdo 7 da seguinte maneira:

Se A € Qy entdo T7(A) =7(SY) e Ty = Loy

Seja A € Q3. Se A = A(n,2) entdo Sy = Kn Se A = A(n,2) entao Sy = ﬁn Ser=2
definimos 7(A) = Sp. Para A € {A(7,3),A(8,3),A(9,3)} definimos 7(A) = 7(A)°P onde

T(A) foi definido na demonstracao do Lema

Teorema 4.12. Seja A = A(Aq,...,Ay), onde A; € Q. Entdo A é hereditaria por partes
e A~ S(r(A1),...,7(Ar)) ~ [Lray)s - - Dr(ay)las, onde a & o vértice de colagem.

Demonstracao. Seja T = {i € {1,...,t} | A; € Q2}. Segue do Teorema que A ~
kS, seieT

A= Aa(]\l, . ,Kt), onde 7\1 =

A;, caso contrario.

=~ =~ =~ =~ k Ai, e T
Seja A = Au(Ay,... Ay), onde A = o T sed

Ay, caso contrario.

Segue da demonstracao do Lema e do fato de que o grafo subjacente a 7(A;)
é arvore, que X pode ser obtida de A por uma sequéncia de mutacoes em vértices
diferentes de a. Por isso, segue do Teorema que A~ 1:\

Seja S = S(S1,-..,S) o poset obtido pela colagem dos posets S, ...,S; onde cada

S; é definido da seguinte maneira:

e Sei e T, entdao S; = 7(A;). Neste caso, definimos o subconjunto fechado Y; como

sendo o proprio S;.
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e Paracadai ¢ T, seja S; = S}\Z o poset do tipo C(n,m), Ci(n), D(1,m) ou D1(n)
tal que Ay, ~ A; (veja detalhes em [1.2.4]).

t ) -
Seja Y = 'UlYQ. E facil ver que Y é um subconjunto fechado de S (de fato, Y = {a}).
1=

Segue do Teorema que Ay ~ A.
Por fim, como cada S; € S, segue do Teorema que kS é hereditaria por partes

do tipo [I't,...,T'"%],, onde I'V = ['7(s,) para todo 4. O resultado segue. O

Seja A = A(Aq,...,A), onde A; € {A(ni,r;), A(ni,r;)} ou A; é uma élgebra de

incidéncia de um poset tal que seu grafo é uma arvore com um elemento maximal fixo.

Teorema 4.13. A ¢é hereditéaria por partes se, e somente se, uma das seguintes condi¢oes

é satisfeita:
(a) t é qualquer e A; € Q para qualquer i.
b) t=1eAecQ U
(¢) t=2eA=A(ALkAy), onde Ay € Q2 keNek > 2.

Demonstracao. Se a condicao (a) é satisfeita, entdo segue do Teorema que A ¢
hereditaria por partes. Se A satisfaz o item (b) ou o item (c) entao segue dos Teoremas
e que ela é hereditaria por partes.

Mostramos entdo que as condigdes (a), (b) e (c) sao suficientes para que A seja
hereditaria por partes. Agora, mostraremos que pelo menos uma destas condigbes é
necessaria.

Segue imediatamente do Lema que se A € Q2 entdo A s6 pode ser colada a mais
uma algebra de forma que a colagem seja hereditéria por partes; além disso a algebra
a ser colada s6 pode ser do tipo k& para algum k € Nyg. Por fim, se A € Q! entdo
segue também do Lema .8 que se A for colada a alguma outra algebra entéo a colagem

nao serd hereditaria por partes. O

Com os resultados mostrados nesta subsecao, podemos acrescentar algumas infor-
magoes as tabelas[f.I e[f.2] As células que representam algebras hereditarias por partes
que podem ser coladas entre si arbitrariamente serao identificadas com a cor verde, as

células que representam &lgebras hereditarias por partes que podem ser coladas apenas
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com uma &lgebra do tipo kKk para algum k € N, k > 2 serao identificadas com a cor
amarela e, por fim, as células que representam algebras hereditarias por partes que caso
sejam coladas com qualquer outra 4lgebra deixarao de ser hereditérias por partes serdo
identificadas com a cor vermelha. O resultado pode ser visto nas Tabelas [I] e 2| que

repetiremos abaixo.

Tabela 4.3: Os possiveis tipos hereditarios de A(n,r)

. ! 2 3 4 5 6 7 8 9
2 Az Ay As Ag A7 Ag Ag A A
3 Dy D5 Ee E7 Es Eg Xozs  Xozy -
4 Ds K E7 Bz Xoy  Xygs - - -
5 Dg Er Eg  Eg Toyr - - - -
6 D7 Eg Eg  Xogs Xazr - - - -
7 Ds Es  Tor Xogr - - - - -
8 Dg  Togr Tozs Xogs - - - - -
Tabela 4.4: Os possiveis tipos hereditarios de A(n,r)
L9 3 4 5 6 7 8
I
2 Dy D5 Ds Dy Dg Dy D10
3 Dy D5 D4, Az, Az] D5, Az, Az] [Dg, Az, Az] D7, Az, Az] -
4 Ta223 D4, Az, Az] D5, Az, Az] D5, Az, Ay] - - -
5 To224 Dy, Ag, Ayl [De, Az, Az] D7, Az, Ag] [Dg, Az, Az] - -
6 Ta225 D4, Az, As] [D7, Az, Az] - - - -
7 Taz26  [D4,A2,As]  [Dg, Az, As] - - - -
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