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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a dlgebra de Lie sl,(C) e certas classes de modulos sobre essa
algebra. Em particular, classificaremos todos os sl,(C)-moédulos de peso simples e descreveremos

varias subcategorias plenas da categoria de sl,(C)-mddulos de peso.

Palavras-chave: dlgebra de Lie, dlgebra universal envelopante, médulos de peso.
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Abstract

In this manuscript, we will study the Lie algebra sl,(C) and certain classes of modules over
this Lie algebra. In particular, we classify all simple weight sl,(C)-modules and describe several

full subcategories of the category of weight s[,(C)-modules.

Key words: Lie algebra, universal enveloping algebra, weight modules.
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Introducao

Grupo € uma estrutura matematica construida para capturar a ideia de simetria. Nao a toa,
pode-se provar que todo grupo é um grupo de simetria de algum objeto. Um grupo que possui
uma estrutura de variedade diferenciavel, cuja multiplicacdo e inversa sdo func¢oes diferencidveis,
¢ dito um grupo de Lie (para mais detalhes, consulte (SM16))).

A origem do estudo de grupos de Lie remonta aos anos 1870, com os matematicos Sophus Lie,
noruegués, e Felix Klein, alemao, que buscaram desenvolver uma teoria de simetrias das equagdes
diferenciais, da mesma forma que Evariste Galois, matematico francés, fizera com equacdes algé-
bricas, a saber, classificd-las em termos da teoria de grupos (ver (BorO1)). Rapidamente, a teoria
de grupos de Lie se ramificou pela matematica, sendo, por exemplo, uma importante ferramenta
para o desenvolvimento do estudo das geometrias ndo euclidianas. Um fato ilustrativo é o Pro-
grama Erlangen de Felix Klein, projeto que buscava estudar as geometrias via grupos de simetria.
O objetivo desse programa era, dado uma variedade e um grupo de transformacdo agindo sobre
essa variedade, investigar as propriedades daquelas figuras pertencentes a variedade que eram
invariantes pela acéo do grupo (ver (Kle93))).

Um exemplo de grupo de Lie é SL,(C), grupo das matrizes n x n com entradas complexas
cujo determinante é igual a 1, onde a operacdo do grupo é a multiplicacdo usual de matrizes.
Pode-se provar que SL,(C) é uma subvariedade do espaco afim M,,,,(C) das matrizes quadradas
n x n com entradas complexas. Além disso, observe que se X = (x;;),Y = (y;;) € SL,(C), entéo
XY); = Zzzl X Ykj € uma aplicagdo polinomial de grau dois nas variaveis x;; e y;;. Logo, a
operacao do grupo SL,(C) é uma funcao diferenciavel. Esse grupo pode ser identificado com o
conjunto dos operadores lineares em C" que preservam o volume dos objetos em C".

Como um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel, podemos aproximar a vizinhanga de
qualquer elemento do grupo por um espaco euclidiano, através do espaco tangente a esse dado
elemento. Esse procedimento é um tipo de linearizacdo local do grupo de Lie e disso surge o
conceito de dlgebra de Lie (para mais informacgodes, ver (SM10)).

Uma 4lgebra de Lie é um espaco vetorial munido de uma multiplicacio que satisfaz a antis-
simetria e a identidade de Jacobi, como veremos mais adiante. Para fins de simplificacdo, neste
texto, sempre que nos referirmos a espacgo vetorial, queremos dizer C-espaco vetorial. Pode-se
provar a existéncia de uma correspondéncia que permite estudar a estrutura e classificagdo dos
grupos de Lie em termos de dlgebras de Lie. Esse processo é muito efetivo, pois através dele
podemos estudar grupos de Lie, que sdo objetos de natureza geométrica, tipicamente nao linear,

via as algebras de Lie correspondentes, utilizando conceitos de algebra linear.



O conjunto das matrizes n X n com entradas complexas e traco igual a zero, s[,(C), munido
da soma usual de matrizes, da multiplicacdo usual por complexo e da multiplicacdo entre seus
elementos definida como [x, y] = xy —yx, para todo x,y € sl,(C), é a algebra de Lie correspon-
dente ao grupo de Lie SL,(C).

Note, do paragrafo anterior, que podemos pensar em sl,(C) como operadores lineares em
C", via a multiplicacdo natural de matriz por vetor. Mais geralmente, essa ideia de representar
uma dlgebra de Lie como operadores lineares de um espacgo vetorial V nos leva ao estudo de
representacoes de dlgebras de Lie. Isso nos ajuda a compreender propriedades tanto da algebra
de Lie, quanto do espaco vetorial V. Neste trabalho, estudaremos representacoes de sl,(C) ou,
equivalentemente, sl,(C)-mddulos.

Uma vez que a algebra de Lie sl,(C) é uma algebra gerada por 2 elementos, ela nos fornece
exemplos computaveis que ajudam a entender ideais fundamentais da teoria. Assim, estudar re-
presentacdes sobre sl,(C) € crucial para conseguirmos visualizar diversos fendmenos que, muitas
vezes, sdo generalizados para outras dlgebras de Lie. Além disso, é sabido que as representa-
coes de sl,(C) tém um papel extremamente importante no estudo de representagdes de algebras
de Lie semissimples de dimensdao finita, ja que essas sdo, de certa forma, os blocos construtores
de tais representacgoes (ver (Hum78) e (HumO8)). Dentre as representagoes de sl,(C) existem
aquelas ditas irredutiveis (ou equivalentemente, os sl,(C)-mddulos ditos simples), que natural-
mente devem ser as primeiras a serem entendidas se queremos estudar categorias mais gerais
de representacOes de dlgebras de Lie. O objetivo principal dessa dissertacdo é, precisamente,
entender diversas classes de representacdes irredutiveis de sl,(C) e estudar algumas categorias
de sl,(C)-modulos. Vale ressaltar que essa € a Unica algebra de Lie em que uma classificacido de
todos os sl,(C)-modulos simples € conhecida (para uma descricdo completa de tal classificacao,
ver (Maz10)).

Este trabalho foi divido em trés capitulos. No Capitulo[1] definiremos a dlgebra de Lie s[,(C) e
também definiremos um sl,(C)-mddulo; classificaremos os sl,(C)-mddulos simples de dimensao
finita; demonstraremos o Lema de Schur, que trata sobre os homomorfismos de sl,(C)-médulos
simples de dimenséo finita; e demonstraremos o Teorema de Weyl, que afirma que todo s[,(C)-
modulo indecomponivel de dimensao finita é simples. Nesse capitulo também estudaremos o
produto tensorial de sl,(C)-mo6dulos, além de sl,(C)-mdédulos unitarizaveis e o-mddulos.

No Capitulo [2, construiremos a algebra universal envelopante de sl,(C), que serda denotada
por U(sl,(C)), com o objetivo de superar o problema de que as representacoes de sl,(C) nao
sdo fechadas por composicdo. A dlgebra U(sl,(C)) serd, por construcdo, uma algebra associativa
com identidade, porém ndo comutativa. Mostraremos diversos resultados sobre a estrutura dessa
algebra, em particular, o Teorema de PBW (Poincaré-Birkhoff-Witt), o qual fornece uma base mo-
nomial para U(sl,(C)). Demonstraremos também a equivaléncia entre as categorias sl,(C)-Mod
U(sl,(C))-Mod, a qual nos permitira usar técnicas de modulos sobre dlgebras associativas para
estudar representacoes de sl,(C).

No Capitulo (3, estudaremos 20U, a categoria cujos objetos sdo os médulos de peso, isto é,

os sl,(C)-modulos diagonalizaveis pela acao da algebra de Cartan de sl,(C), e cujos morfismos
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sdo os homomorfismos de sl,(C)-mo6dulos. Veremos alguns exemplos de médulos de peso, tais
como os moédulos universais conhecidos como mddulos de Verma M(A) associados a A € C, e os
modulos densos V(&, 7) associadosat€Ce & € C/ZZ' Além disso, classificaremos os modulos
de peso simples e trataremos de algumas subcategorias plenas de 20J, como, por exemplo, Q_IJE’T,
cuja estrutura sera descrita ao final desse trabalho.

Além desses trés capitulos, este texto possui ainda trés apéndices. No Apéndice [A] serd apre-
sentado um breve resumo sobre Decomposicdo de Jordan para operadores lineares em espacos
vetoriais de dimensao finita. No Apéndice B serd construido o produto tensorial entre K-espacos
vetoriais, com K sendo um corpo, e também serd apresentado algumas de suas propriedades,
como, por exemplo, a Propriedade Universal. Definiremos também dlgebra tensorial de um K-
espaco vetorial e produto tensorial entre médulos sobre um anel, apresentando algumas de suas
propriedades. Por fim, no Apéndice |C, definiremos categoria e funtores covariante e contrava-
riante, exibindo alguns exemplos e demonstrando algumas afirmacdes, que serdo utilizados ao

longo do texto.
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Capitulo 1

Modulos de dimensao finita

1.1 Algebra de Lie sl,(C) e sl,(C)-médulos

Uma algebra é um espaco vetorial (lembre-se de que um espaco vetorial, nesse trabalho,
significa C-espaco vetorial) junto de uma multiplicacdo bilinear, quer dizer, € um espaco vetorial
A junto de uma funcdo m : Ax A — Atal que, dados x,y,z € Ae A € C, temos que m(Ax + y,z) =
Am(x,z) +m(y,z) e m(z,Ax + y) = Am(z,x) +m(z, y).

- Se a multiplicacgdo é associativa, isto é, se m(x, m(y,z)) = m(m(x, y),z), paratodo x, y,z €

A, entdo a algebra ¢é dita algebra associativa e denotamos m(x, y) por xy.

- Se existe 1 € A tal que m(x,1) = m(1,x) = x, para todo x € A, isto é, se existe uma

identidade em A, entdo a algebra é dita algebra com identidade.
- Se a multiplicacdo satisfizer as condigoes:

i) antissimetria, isto é, dado x € A, temos que m(x,x) =0, e

ii) identidade de Jacobi, isto é, dados x, y,z € A, temos que m(x, m(y,z))+m(y, m(z, x))+
m(z,m(x,y)) =0,

entdo dizemos que a dlgebra é uma algebra de Lie e denotamos m(x, y) por [x, y]. Nesse

caso, a multiplicacdo € chamada de colchete de Lie.
Proposicédo 1.1.1. Seja a uma dlgebra. Entdo:
m(x,x) =0, para todo x € qa, se, e somente se, m(x,y)=—m(y,x), para todo x,y € a.

Demonstra¢do. Suponha que m(x,x) =0, para todo x € a. Entdo, dados x, y € a, temos que

O=m(x+y,x+y)=m(x,x)+m(x,y)+m(y,x)+m(y,y)=m(x,y)+m(y,x).

Dai, m(x,y) = —m(y, x). Reciprocamente, suponha m(x,y) = —m(y, x), para todo x,y € a.
Entdo, dado x € a, temos que m(x,x) = —m(x,x). Logo 2m(x,x) = 0, o que implica que
m(x,x)=0. X



Considere o conjunto de todas as matrizes de tamanho 2 x 2 com coeficientes complexos e

traco igual a zero, o qual denotamos por sl,(C), isto €,

5, (C) == {(a P )
Yy —a

Tal conjunto, junto da soma usual de matrizes e da multiplicag¢do usual por um complexo, é um

a,[&,ye(C}.

espaco vetorial. Sejam x, y € sl,(C). Note que xy, a multiplicacdo usual da matriz x pela matriz
¥y, ndo necessariamente pertence a sl,(C). Contudo, das propriedades do traco de uma matriz,
temos que tr(x + y) = tr(x) + tr(y) e que tr(xy) = tr(yx), logo tr(xy — yx) = 0, ou seja,
xy —yx € sl,(C). Assim, definimos em s[,(C) a multiplicacdo xy — yx, denotada por [x,y] e
chamada de comutador de matrizes. Observe que, dados w, x,y,z € sl,(C) e a, 8 € C, temos
que

lax +y,Bz+w]=(ax+y)(Pz+w)—(Bz+w)(ax +y)
=afxz+axw+Byz+yw—afzx —Bzy —awx —wy
=af[x,z]+alx,w]+Bly,z]+[y,w],

logo o comutador de matrizes é uma multiplicagéo bilinear. Além disso, o comutador de matrizes

satisfaz a antissimetria e a identidade de Jacobi, conforme visto abaixo.
- Antissimetria: para todo x € sl,(C), temos que [x,x] = xx —xx = 0.

- Identidade de Jacobi: para todo x, y,z € sl,(C), temos que

[X,[}’,Z]]+[)’:[Z:X]]+[Z,[X:J’]] = [X,yz—zy]-l-[y,[zx—xz]]+[z,xy—yx]
= XYZ2—X3Y —YZX+3YX+Ysx —yxz—zxy+xzy+zxy
—2yX—Xyz+yxz

Portanto, sl,(C) junto do comutador de matrizes é uma algebra de Lie. Para simplificar a notagao,

vamos denotar sl,(C) por g.

Defina
01 00 1 0
e:= , f:= e h:= .
00 10 0 —1

Observe que e, f e h tém tracgo igual a zero, logo pertencem a g. Observe também que eles sdo
linearmente independente e que geram g, portanto {e,f,h} é uma base para esse espaco vetorial,
chamada de base natural. Para os elementos dessa base, temos que

[e,fl]=ef—fe=h, [h,e]=he—eh=2e e [hf]=hf—fh=-2f

Disso segue a algebra de Lie g ndo é associativa, pois [e,[f,h]] = 2[e,f] = 2h e [[e,f],h] =
[h,h]=0.
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Baseando nas relacoes entre o comutador de matrizes e os elementos da base natural de g,
definimos um g-médulo como sendo um espacgo vetorial, V, junto de trés operadores lineares

nesse espaco, E, F e H, isto é, transformacodes lineares desse espaco nele mesmo, tais que

EF—-FE=H, HE—EH=2E e HF —FH = —-2F. (1.1)

Aqui, a justaposicdo dos operadores lineares simplifica a notacdo de composicdo de fungoes, logo,
por exemplo, EF significa E o F. Quando houver mais de um g-mdédulo no contexto, vamos
acrescentar um subescrito nas operadores lineares representando o espaco vetorial a que estamos
referindo, isto é, escreveremos E,, F,, e H, para enfatizar que estamos nos referindo ao espaco

vetorial V. Dado um g-modulo V, observe que
H?E =H(HE)=HEH + 2HE = HE(H + 2id,) = (EH + 2E)(H + 2id,) = E(H + 2id;)?,

onde id, é o operador linear identidade sobre V. Igualmente, podemos mostrar que H?F =

F(H —2idy)?. Assim, por inducéo, temos que vale
H'E =E(H +2id,)" e H"F=F(H-2id,)", (1.2)
para todo n € N. Da mesma forma, podemos mostrar que, para todo n € N,

EH" = (H —2id,)"E, FH" = (H + 2id,)"F,
F'H = (H 4+ 2nid,)F", HF"=F"(H—2nid,), (1.3)
E'"H = (H—2nid,)E", HE"=E"(H+2nid,).

Seja V um g-médulo. Dizemos que um subespaco W C V é um g-submddulo de V, se ele for

invariante pelas transformacdes lineares E,,, F,, e Hy, isto é, se
E,wW)cw, F,W)CW e H,W)CWwW.

Note que todo g-médulo tem pelo menos dois g-submddulos: o subespacgo zero, dito g-submddulo
trivial, e o espaco todo. Dizemos que um g-submédulo diferente do espaco todo é um g-submddulo
proprio e um g-mddulo que ndo possui g-submoéddulos proprio diferentes do g-submddulo trivial
¢ chamado de g-mddulo simples, ou seja, um g-mddulo simples sé possui como g-submaddulos ele

mesmo e o g-submaddulo trivial.
Exemplo 1.1.2.

(a) Considere o espaco vetorial {0} e sejam E = F = H o tnico operador linear possivel nesse
espaco, que leva o vetor zero nele mesmo. Note que E, F e H satisfazem as equag¢des em ((1.1)), logo
{0} mais esses operadores lineares é um g-médulo. Além disso, como {0} ndo possui subespacos
diferente dele, entéo ele é um g-mddulo simples.

(b) Sejam o espaco vetorial C e E = F = H o operador linear zero, que associa cada elemento
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de C o vetor zero. Logo as equacoes em (1.1) sdo satisfeitas, portanto C junto desses operadores
lineares é um g-mddulo, dito g-mddulo trivial. Note que por C ser um espaco vetorial de dimensdo
igual a um, ele ndo possui subespacos diferentes dele e do subespaco zero, portanto C é um g-

modulo simples.

(c) Considere o espaco vetorial C? e sejam E = F = H o operador linear zero. Entio, pelo
mesmo motivo do item (b), esse espaco mais esses operadores lineares ¢ um g-mddulo. Observe
que qualquer subespaco de C? ¢ invariante por E, F e H, ja que todo subespaco contém o vetor

zero. Dessa forma, C? junto dos trés operadores lineares zero é um g-médulo que néo é simples.

(d) Considere o espaco vetorial C2. Fixada uma base para C2, cada operador linear nesse espaco
é representada por uma matriz 2 x 2, com coeficientes complexos. Dessa forma, sejam E, F e H
os operador lineares representados pelas matrizes e, f e h, respectivamente. Uma vez que a
matriz correspondente a composi¢do de dois operadores lineares é o produto das matrizes que
representam os operadores, temos que as equagdes em (1.1) sdo satisfeitas, o que implica que C?
junto de E, F e H é um g-médulo, dito g-mddulo natural. Seja W um g-submddulo de C? diferente
do g-submédulo trivial e seja w = (a,) € W, com a, € C, onde a # 0 ou 3 # 0. Entdo
E(w)=(B,0) e W e F(w) = (0,a) € W. Assim, se a # 0, entdo w, F(w) € W sdo linearmente
independentes, logo W = C2. Se f8 # 0, entdo w,E(w) € W sio linearmente independentes.

Portanto, C? junto desses operadores é um g-médulo simples.

(e) Considere o espaco vetorial g. Pela bilinearidade do comutador de matrizes, temos que
[x,—] é um operador linear, para todo x € g. Assim, defina os operadores lineares E := [e,—],
F :=[f,—] e H :==[h,—]. Seja x € g. Entéo, pela identidade de Jacobi e pela antissimetria do

comutador de matriz, temos que

0= [ez [f,X]] + [fz [X,e:l] + [X, [eif]] = [e7 [f,X]]—[f, [eix]]_[h)x:l

ou seja, EF — FE = H. Analogamente, mostra-se que as outras equacoes em ([1.1)) sdo satisfeitas.
Logo, g junto de E, F e H é um g-mddulo, dito g-mddulo adjunto. Seja W um g-submddulo de
g diferente do g-submddulo trivial e seja x € W. Como e, f h é a base natural de g, temos que
existem A;,A,, A3 € C, com ao menos um deles diferente de zero, tais que x = A;e + A,f+ A;h.
Suponha, sem perda de generalidade, que A; # 0. Entdo F(F(x)) = —2A,f, logo f € W. Assim,
E(f) =h e W e, consequentemente, E(h) = —2e, ou seja, e € W. Dessa forma, W = g, portanto
g é um g-médulo simples.

(f) Sejam V um g-mddulo e W um g-submoddulo de V. Considerando a estrutura de espaco
vetorial, temos que V/W é um espaco vetorial. Sejam v; + W = v, + W elementos de V/W.
Entdo, v; —v, € W. Por W ser um g-submddulo de V, temos que E(v; —v,) € W, ou seja,
E,(v;)+ W = E,(v,) + W. Desse fato e da linearidade de E,, temos que Ev,, : V/W — V/W,
v+ W — E(v)+ W é um operador linear bem definido. Utilizando o mesmo raciocinio, podemos
definir Fv Ly € Hv . Dessa forma, como as equacoes em (1.1) sdo satisfeitas por E,, F, e Hy,

entdo elas também serdo satisfeitas por Ev o Fvs, €Hv, . Portanto, V/W junto desse operadores
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€ um g-modulo, dito g-mddulo quociente de V por W.

(g) Se V é um espaco vetorial, entdo denotamos por End-(V) o conjunto de todos os opera-
dores lineares nesse espaco. Tal conjunto, munido da soma usual de operadores lineares e da
multiplicacdo usual por um complexo, é um espaco vetorial. Além disso, a composicdo de ope-
radores lineares ¢ um operador linear, isto é, se f,g € End(V), entdo f g € End:(V). Uma vez
que a composicdo é associativa, entdo End.(V) junto da composicdo é uma algebra associativa.
Podemos definir nesse conjunto uma estrutura de algebra de Lie, fazendo a multiplicacdo ser
[f,g]:=fg—gf. Tal multiplicacdo é chamada de comutador com respeito a composi¢cdo. Observe
que a antissimetria segue diretamente da definicdo do comutador com respeito a composicdo e a
prova de que satisfaz a identidade de Jacobi é exatamente igual a prova feita para o comutador
de matrizes. Dizemos que End(V) junto do comutador com respeito a composicdo é a algebra
de Lie subjacente a dlgebra associativa End(V) junto da composicdo e a denotamos por gl(V).
Essa construcdo, na verdade, vale para qualquer dlgebra associativa, isto é, se A é uma algebra
associativa, onde, dados x, y € A, xy é a multiplicacdo em A, entdo denotamos por A a algebra

de Lie subjacente a A, cuja multiplicagéo é [x,y] = xy — yx, para todo x, y € A. O

Um homomorfismo de algebras de Lie é uma transformacao linear que preserva o colchete

de Lie, isto é, se a e b sdo dlgebras de Lie, entdo ¢ : a — b € um homomorfismo de dlgebras Lie, se
e(Ax +y)=Ap(x) +¢(y) ese p([x,y]) =[p(x),¢(y)], para todo x, y € a e para todo A € C.

Proposicao 1.1.3.

(a) Se V é um g-mdédulo com operadores E, F e H, entdo a transformacéo linear p : g — gl(V)

determinada por e — E, f— F e h— H é um homomorfismo de dlgebras de Lie.

(b) Se p : g — gl(V) é um homomorfismo de algebras de Lie, entdo os operadores E := p(e),

F := p(f) e H := p(h) definem uma estrutura de g-médulo em V.
Demonstracao.

(a) Seja V um g-mddulo. Como p é uma transformacao linear e [-,-] é multiplicacdo bilinear,
entdo, para mostrarmos que p([x, y]) =[p(x), o(y)], para todo x, y € g, basta mostrarmos que
essa igualdade vale para os elementos da base {e, f,h}. Além disso, pela antissimetria, € suficiente
provar a igualdade apenas para os seguintes comutadores de matrizes: [e, f], [h,e] [h,f]. Assim,

para o primeiro caso, temos que

p([e,f])=p(h)=H =EF —FE = p(e)p(f) — p(f)p(e) =[p(e), p(H].

Os outros dois sdo analogos. Logo, p é um homomorfismo de dlgebras de Lie.

(b) Note que,

EF —FE=p(e)p(f)—p(f)p(e) =[p(e), p(D] = p([e,f]) = p(h) = H.

De modo similar, prova-se que vale as outras equagdes em (1.1). Portanto, V é um g-médulo. X
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Um homomorfismo de dlgebras de Lie p : g — gl(V') é dito representacdo de g em V. Se V
¢ um espaco vetorial e p : g — gl(V) é uma representacdo de g em V, entdo, dado x €egev eV,
dizemos que p(x)(v) é a acao de x sobre v, fato também denotado por x - v

Sejam V e W g-mddulos. Dizemos que ¢ : V — W é um homomorfismo de g-mddulos, se

¢ é uma transformacéao linear tal que troca a acédo de e, f e h sobre V e W no seguinte sentido:

pEy, = Ey o, pF, =Fyp e ¢Hy =Hyp, (1.4)

isto é, tal que comuta o seguinte diagrama, para todo X € {E,F,H}.

v—X vy
¢ @) L ¢
w X0 w

Observe que usando a equivaléncia entre g-mddulos e representacdes (Proposicio [1.1.3)), temos
que ¢ : V. — W é um homomorfismo de g-mddulos, se ¢ é uma transformacdo linear e se
ppy(x) = pw(x)p, para todo x € g, onde p, é a representacdo de g em V e p,, € a repre-
sentacdo de g em W. Denotamos por Hom,(V,W) o conjunto de todos os homomorfismos de
g-médulos de V para W.

Sejam V e W g-mddulos. Observe que a transformacio linear zero de V para W satisfaz
as equacoOes em (1.4). Portanto, essa transformacéo linear é um homomorfismo de g-mdédulos,
chamado de homomorfismo nulo (ou homomorfismo zero). Assim, temos que Hom (V, W) # &,
para todo V e W g-mddulos. Note também que, para qualquer g-médulo V, o operador linear
identidade sobre V, id,,, satisfaz as equacoes em (1.4), ja que, para todo X € {E, F, H}, temos que,
dado v € V, idy(Xy(v)) = Xy (v) = Xy, (idy(v)). Portanto, id, € Hom (V, V). Tal homomorfismo
de g-mddulos é chamado de homomorfismo identidade. Por fim, veja também que Hom, (V, W) é
um espaco vetorial, para qualquer V e W g-mddulos, pois se ¢, € Hom,(V,W) e A € C, entéo
¢ +1 e Ap satisfazem as equacOes em (1.4).

Um homomorfismo de g-mdédulos injetivo é chamado de monomorfismo, um homomorfismo
de g-modulos sobrejetivo é chamado de epimorfismo e homomorfismo de g-mddulos bijetivo é
chamado de isomorfismo. Se ¢ € Hom,(V, W) é um isomorfismo, entéo dizemos que V ¢ isomorfo
a W, fato denotado por V = W. Esse simbolo com o subescrito C denota isomorfismo entre
espacos vetoriais, ou seja, esgcreveremos 74 % W para dizer que V e W sdo isomorfismos como

espacgos vetoriais.
Proposicio 1.1.4. Sejam V e W g-mddulos e ¢ € Hom,(V, W). Entéo

(a) onucleo da ¢, ker(y), é um g-submodulo de V;

(b) aimagem da ¢, im(¢), € um g-submddulo de W.
Demonstracao.

(a) Para mostrarmos que ker(¢) é um g-submddulo de V, temos que mostrar que, para todo
X € {E,F,H}, vale a inclusdo X (ker(y)) € ker(¢). Assim, seja v € X, (ker(¢)). Entdo, v =
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X, (v'), para algum v’ € ker(¢). Uma vez que ¢ é um homomorfismo de g-médulo, entdo ¢(v) =
eXy(v)) =X, (e(v')) =0, ja que ¢(v') = 0. Portanto, v € ker(yp).

(b) Seguindo o raciocinio do item (a), seja w € X,,,(im(¢)). Entdo w = X,,(w’), para algum
w’ € im(p). Por w’ € im(y), temos que w = p(v), par algum v € V. Dai, w = X, (p(v)) =
¢(Xy(v)), ou seja, w € im(p). X

Observacao 1.1.5. Sejam V um espaco vetorial, a uma algebra de Lie e p, : a — gl(V) um
homomorfismo de dlgebras de Lie. Dizemos que V junto de p, é um a-médulo. Se W é um
subespaco de V tal que p, (W) € W, entdo W é chamado de a-submodulo de V. Dizemos também
que uma transformacdo linear ¢ : V.— W, onde V e W sdo a-mdédulos, é um homomorfismo
de a-mddulos, se ¢(py,(x)) = pw(p(x)), para todo x € a. As definicbes de monomorfismo,
epimorfismo e isomorfismos para homomorfismos de a-médulos sdo as mesmas definicdes feitas
para para homomorfismos de g-médulos. Denotamos por V = W, quando existir ¢ : V — W um
isomorfismo de a-mddulos. Observe que a Proposicao Clé verdadeira para qualquer algebra
de Lie a, onde Hom,(V, W) denota o conjunto de todos os homomorfismos de a-médulos de V
para W. O

1.2 Classificacao de sl,(C)-mddulos simples de dimensao fi-
nita
Seja V # {0} um g-médulo de dimensio finita. Para cada A € C, defina

V(A):={veV | 3keN tal que (H—2Aid,)*(v)=0} e V,:={veV | Hv)=Av}.

AeC AeC
¢ um subespago de V diferente de zero, pois, por exemplo, o tltimo vetor da base de Jordan de

Pela Decomposicao de Jordan (ver apéndice @), temos que V = € V(A). Observe que P V, CV

H é um autovetor de H.
Os conjuntos V(A) e V, ndo sdo g-submodulos de V, porém as acoes de E, F e H, quando

restritas a eles, se comportam segundo o Lema(1.2.1
Lema 1.2.1. Seja A € C. Entéo:

(@) E(V(A) SV(A+2) e E(V;) C Vi

(b) F(V(A) SV(A—2) e F(V}) S V)

(&) H(V(A)) S V(A) e H(V,) S V.
Demonstracao.

(a) Seja v € V(A). Entdo existe k € N tal que (H — Aid,)*(v) = 0. Vamos mostrar que (H -
(A+2)id, )k(E(v)) = 0. Observe que

k

: kY. N AT Sk . N
(H—()L+2)1dv)’<E:(Z(i)H(—(A+2)1dv) )E—izo(i)(HE)(—(A+2)1dv) .

i=0
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Das equacoes em (|1.2)), temos que

k k

2, (IE)(HiE)( ~O+ i) =3 (lz)(E(H +2id,))(~ (2 +2)id, ) =

i=0 i=0
= E(H +2id, —(A + 2)id,)* = E(H — Aid, ).

Portanto, (H —(A+2)idy )k(E(v)) = E((H — Aidv)k(v)) =0, logo E(V(A)) € V(A +2). Agora,
seja v € V,. Uma vez que HE = E(H +2), entdo H(E(v)) = (E(H + 2))(v) = (A +2)E(v), ou seja,
E(V}) € Viso.

(b) A demonstracgdo é analoga a demonstragdo do item (a).

(c) Por (H — Aidy, )k(H(v)) = H(H — Aid, )*(v), entdo H(V(L)) € V(L) e pela definicdo de V,,
temos que H(V,) C V. X

O Lema |1.2.1| nos diz que € V; é um g-submddulo de V e, uma vez que ele é diferente de
zero, entao, se V é um g—médullzcsimples, temos que V = @ V.

Denote por W o g-submédulo @ V, € V. Como V tgilc dimensao finita, entdo existem so-
mente finitos A € C tais que V, # {(/)li(.c Logo, podemos fixar u € C tal que: V,, # {0} e V., = {0},

para todo k € N. Seja w € V. Entéo, pelo Lema , F'i(w) € V5, para todo i € N. Nova-
mente, por V ter dimens3o finita, entdo existe algum k € N tal que F¥(w) = 0. Defina n como

sendo o menor inteiro positivo tal que F*(w) = 0 e defina também w,, := w e w; := F(w), para
todoi € {1,2,...,n—1}. Umavezque W = PV, ew; €V, 5, comi=0,1,...,n—1, entdo

AeC
Wo, W, ..., W,_; sdo linearmente independentes.

Lema 1.2.2.
(@) Ewyg)=0e E(w;)=i(u—i+1)w;,_;,paracadaie{1,2,...,n—1}.
b)) u=n—1.

Demonstracao.

(@) Como E(V,) € V,,,, para todo A € C, e wy € V, que, por definigdo, € tal que V, o =
{0}, para todo k € N, entdo E(w,) = 0. Para mostrar a outra igualdade, usaremos indugéo
sobre i. Para i = 1, temos que E(w,) = E(F(w,)). Lembre-se de que EF — FE = H. Assim,
E(w;) = F(E(wy)) + Hwy) = 0+ uwy = 1(u— 1+ 1)w,_;. Agora, suponha i > 1. Entdo
E(w;) = E(F(w,_;)) = F(E(w,_;)) + H(w,_;). Por hipdtese de indugéo, E(w;, ;) = (i —1)(u —
i +2)w;,_,. Além disso, como w;_; € V,_,;_;), entdo H(w;_;) = (u—2(i — 1))w,_,. Portanto,
Ew)=0{—1Du—i+2)F(w o)+ @u—20—1))w,; =i(u—i+Dw,,.

(b) Pelo argumento indutivo do item (a) temos que E(F(w,_;)) = n(u—n+ 1)w,_,. Porém,

F(w,_;) =F"(w,)=0. Logo, n(u—n+1) =0 e, consequentemente, u =n — 1. X
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Seja N := (wg,...,w,_;)c 0 subespago de V gerado pelos vetores wy,...,w,_;. Pela defini¢do
de cada w;, temos que tal subespaco é invariante pela acdo de F e H. Pelo Lema temos que
esse subespaco também ¢é invariante pela acdo de E, portanto ele é um g-submoddulo de V. Em
particular, se V € simples, entdo V =N.

Para cada n € N, defina V™ como sendo o espaco vetorial de base {v,,...,v,_;} esejam E,F,H

operadores linear nesse espaco tais que
- Hv;)=(n—1-2i)v;, paratodo i € {0,...,n—1};
- F(v,_1)=0eF(v,)=v;;,, paratodoi €{0,...,n—2};
- E(vy) =0e E(v;) =a;v,_;, paratodoi € {1,...,n—1}, onde a; = i(n—1i).

O seguinte diagrama apresenta de maneira visual como os operadores E, F e H agem na base
{Vos -+, vy} de VOV,

—n+1 —n+3 —n+5 n—>5 n—3 n—1
ST T A S
R e A = R i . G I S T S A Sy
"1 V2o V3 " V2 V1 (1.5)
0 1 1 1 1 1 1

onde as setas duplas representam a acdo de F, as setas usuais representam a acdo de E e as setas

pontilhadas representam a acdo de H. Observe que parai € {1,...,n— 2}, temos que

E(F(v))—F(E(v) = aj1v; —q;v; = ((l +1)(n—i—1)—i(n— i))Vi =(m—1-2i)v, =H(v;),
H(E(v))—EH()) =a,(n+1—-20)v;; —a;(n—1—2i)v;_; = 2a,v;_; = 2E(v;),
H(F(v))—F(HW))=(n—3—=20)v; —(n—1—=20)v;y = —2v;; = —2F(v)).

Procedendo da mesma forma, temos que essas relacdes também se verificam para v, e v,_,. Por-

tanto, com esses operadores lineares, V™ ¢ um g-médulo.
Teorema 1.2.3 (Classificacdo de g-médulos simples de dimensao finita).

(a) Para cadan € N, V(" é um g-médulo simples de dimenséo igual a n.

(b) Dados n,m € N, temos que V™ %V(m), se, e somente se, n = m.

(c) Se V é um g-mddulo simples de dimenséao igual a n, entdo V %V(”).
Demonstracao.

(a) Sejam M # {0} um g-submédulo de VW e v € M \ {0}. Como {v,,...,v,_,} é base de V(")
entdo existem A, ...,A,_; € C, com pelo menos um néo nulo, tal que v = Zi:ol A;v;. Sem perda
de generalidade, suponha que A,_; # 0. Entdo E"'(v) = A,_,a,_;...a;V, # 0. Logo, v, € M.

Aplicando F em v,, concluimos que v,,...,v,_; € M, ou seja, M =V,

ey Vp—

(b) Sabemos que dim(V™) = n e dim(V(™) = m e sabemos também que dois espacos vetoriais
isomorfos tém a mesma dimenso, logo, se V(W = V(™ entio V™ % V(| portanto, n = m. A
g
reciproca é direta, ja que V(W = v(®,
g
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(c) Vimos que se V é um g-médulo simples de dimensdo igual a n, entdo V = (wy,...,w,_;)c.
Observe que Ey, F,, e H, agem em w; da mesma forma que Eyw, Fym € Hyw agem em v;, portanto

a transformacdo linear que leva w; em v, é bijetora e satisfaz as equacées (1.4), logo V =V, K
g

Do Teorema [1.2.3| e da discussdo feita antes dele, podemos concluir que todo g-médulo de
dimensao finita admite um g-submédulo simples, pois se V é um g-mdédulo de dimensao finita,

podemos a partir de € V, € V, determinar N = (w,,...,w,_;)¢, que pela construgéo é isomorfo,
AeC

como g-médulo, a V. Uma outra maneira de se determinar um g-submédulo em um g-médulo
de dimenséo finita é encontrar um v € V \ {0} tal que E(v) = 0 e H(v) = (n— 1)v, conforme a
Proposicao|l.2.4

Proposicao 1.2.4. Sejam V um g-médulo de dimensao finita e v € V \ {0} tal que E(v) =0 e
H(v)=(n—1)v. Entdo (v,F(v),...,F" 1 (¥))c = VW,
g

Demonstra¢do. Como v # 0 e H(v) = (n—1)v, temos que v é um autovetor de H com autovalor
n—1. Logo, v € V,_;. Aplicando F sucessivamente, por V ter dimensao finita, encontramos um
k € N tal que F*"(v) # 0, onde Fi(v) € V,_,_,;, e F/(v) = 0, para todo j > k. Pelo argumento
apresentado no Lema temos que n—1 = k—1. Logo, n = k. Assim, v, F(v),...,F"}(v) sdo
linearmente independentes e as acoes de H, e F, neles coincide com a acdo de Hyw € Fyx) Nnos
elementos da base de VW, Da mesma maneira como se provou o Lema pode-se mostrar
que a acdo de E,, sobre v,F(v),...,F" }(v) coincide com a acfo de Eyw nos elementos da base
de V™, Portanto, (v, F(v),...,F" ' (v))¢ % v, X

Vamos, agora, descrever os homomorfismos de g-mddulos simples.
Teorema 1.2.5 (Lema de Schur). Sejam V e W g-mddulos simples.

(a) Se ¢ : V — W é um homomorfismo de g-mdédulos diferente do homomorfismo nulo, entdo

¢ é um isomorfismo.

(b) Se V e W tém dimenséo finita, entdo Hom (V, W) =

C, seVZ=W;
g
C

{0}, caso contrario.

Demonstracao.

(a) Seja ¢ # 0 um homomorfismo de g-médulos de V para W. Pela Proposi¢io temos
que ker(y) é um g-submoédulo de V e im(¢) é um g-submédulo de W. Supondo que ker(y) #
{0}, entdo, por V ser simples, temos que V = ker(y), o que contradiz o fato de ¢ # 0. Logo
ker(y) = {0}. Agora, note que im(¢) # {0}, pois ¢ # 0. Como W é simples, entdo W = im(p).
Dai, ¢ é injetiva e sobrejetiva, ou seja, ¢ é um isomorfismo de g-médulos.

(b) Note que a contrapositiva do item (a) nos diz que se V 2 W, entdo Hom,(V,W) = {0}.

g
Suponha, agora, que V % W e seja ¢ € Homy(V,W) um isomorfismo. Entéo ¢ : Hom(V,V) —
Hom,(V,W), f — 2 f é um isomorfismo entre espagos vetoriais. Assim, basta mostrarmos que

Hom,(V,V) = (idy) para concluirmos o teorema, ja que (idy)c % C. Se ¢ € Homy(V,V) é
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igual a zero, entdo ¢ = 0id,. Suponha que ¢ # 0. Entdo, como V é um espaco vetorial e C é
algebricamente fechado, ¢ possui pelo menos um autovalor. Pelo item (a), ¢ € bijetiva, logo ndo
possui autovalor igual a zero. Dessa forma, seja A € C um autovalor de ¢ diferente de zero. Uma
vez que Hom (V, V) é um espaco vetorial e ¢,id;, € Hom (V,V), entdo ¢ — Aidy, € Hom,(V,V).
Contudo, se v € V é um autovetor de ¢ associado a A, entdo v # 0 e v € ker(¢ — Aid, ), logo
¢ — Aidy, ndo é um isomorfismo e, de novo, pela contrapositiva do item (a), ¢ — Aid, = O.

Portanto, ¢ = Aid,. X

1.3 Semisimplicidade de s[,(C)-mddulos de dimensao finita

Sejam V e W g-mddulos. Lembre-se de que Ve W = {(v,w) | v V,w € W} é um espaco
vetorial — quando for mais conveniente, escrevemos Ve W = {v+w | veV,w € W }. Assim,
dado (v,w) € V@ W, defina as funcoes

E(v,w) = (Ey(v), Ey(w))
F(v,w) = (Fy(v), Fyy(w)) (1.6)
H(v,w) = (Hy(v), Hy(w))

Como E, Fy,Hy sao operadores lineares em V, bem como E,, F,,,H,, sdo operadores lineares

em W, temos que E, F e H sdo operadores lineares em V@& W. Veja que, para todo (v,w)e VoW,

(EF —FE)(v,w) = E(F(v,w)) = F(E(v,w)) = E(Fy(v), Fyy(W)) = F(Ey (v), Eyy (W) =

= (EV(FV(V)) —Fy(Ey(v)), Ey (Fyy(w)) — FW(EW(W))) = (Hy(v),Hy(w)) =
=H(v,w).

Logo, EF — FE = H. Analogamente, prova-se que valem as outras equacoes em (|1.1)). Portanto,
V ®W junto desses operadores é um g-moédulo. Podemos estender essa definicdo para somas dire-
tas com uma quantidade qualquer de g-mddulos, o qual chamamos de soma direta de g-mddulos.

Denotaremos a soma direta de V com ele mesmo n vezes, V& --- &V, por nV.
Lema 1.3.1. SeVEV e W=EW,entioVeW =V e W'
g g g

Demonstra¢do. Sejam f : V — V' e g : W — W’ isomorfismos de g-mddulos. Entdo, para
X € {E,F,H}, temos que X, f = fX, e X, g = gXy. Definah: VeW — V' eW, (v,w) —
(f(v),g(w)). Por f e g serem transformacoes lineares, entdo h é transformacao linear. Além
disso, Xy.ew:(h(v,w)) = (X7, (f (v)), X}, (§(W))) = h(Xyew (v, w)), ou seja, Xy g h =hXyew. K

Um g-médulo V é chamado de decomponivel, se existem g-mdédulos ndo nulos V; e V, tais
que V =V, & V,. Se um g-mdédulo ndo é decomponivel, entdo ele dito indecomponivel. Se um
g-m(')duglo é isomorfo a soma direta de g-mddulos simples, entéo ele é dito semissimples.

Seja V um g-mddulo simples. Suponha, por absurdo, que V é decomponivel. Entdo podemos
escrever V % Vi@V, com V; e V, g-mddulos ndo nulos. Assim, existe um g-submddulo préprio

de V isomorfo a V;. Isso contradiz o fato de V ser simples. Portanto, se V é simples, entdo ele é
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indecomponivel. A reciproca desse fato ndo é verdadeira (conforme veremos em exemplos mais
adiante), porém ela passa a valer se acrescentarmos a hipétese de dimensao finita, conforme sera
provado no Teorema conhecido como Teorema de Weyl. Antes de provar esse teorema,
vamos a algumas observagoes.

Para qualquer g-médulo V, defina o operador linear em V, dito operador Casimir, como
sendo C := (H +id,)*+ 4FE. Quando houver a necessidade de enfatizar em qual espaco vetorial
estamos, acrescentaremos essa informac¢do como subescrito, isto é, escreveremos C,,. Sabendo

que EF — FE = H, entdo podemos escrever C também das seguintes maneiras:
C=(H—id,)*+4EF e C=H?>+id,+2EF+2FE (1.7)

Observe que C comuta com os operadores lineares E, F e H, conforme o Lema|1.3.2
Lema 1.3.2. HC=CH,EC=CEeFC=CF.

Demonstracido. Vamos mostrar que HC = CH.

HC = H((H +id,)? + 4FE) = H(H + id, )? + 4HFE 2 (H +id, )2 H + 4F(H — 2id, )E =
= (H +idy)*H + 4FHE —8FE = (H +id,)*H + 4FE(H + 2id,) — 8FE =
= (H +idy)*H + 4FEH = ((H +id, )* + 4FE)H = CH.
Agora, vamos mostrar que EC = CE.
EC =E((H +id,)? + 4FE) = E(H +id, )? + 4EFE = EH? + 2EH + E + 4EFE
= (H—2idy)*E + 2(H —2idy)E + E + 4EFE = (H —id, )*E + 4EFE =

= ((H—id,)? +4EF)E 2 CE.
A verificacdo de que FC = CF é andloga. X

Fixado um g-moédulo V, defina, para cada T € C,
V(C,7):={veV | JkeN tal que (C—7id,)*(v) = 0}.

Note que, se V tem dimens3o finita, entfo, pela decomposicdo de Jordan (ver Apéndice[A)), temos

que V=@ V(C,71). Seja X € {E,F,H}. Como X comuta com C, entdo para qualquer k € N,

TeC
(C —7id,)*X = X(C — 7idy)*. Logo, V(C,7) é um g-submédulo de V, para todo T € C. Em
particular, se V tem dimensao finita e € indecomponivel, entdo V = V(C, 1), para algum 1 € C.

O operador de Casimir de V™ ¢ igual a n?idyw, para todo n € N, conforme o Lema [1.3.3]
Lema 1.3.3. Cyw = n?idyw, para todo n € N.

Demonstracdo. Uma vez que VW = (v,,...,v,_,)¢, basta mostrarmos que a igualdade vale para

Vo, POis v; = Fi(v,) (veja o diagrama (I.5))) e também porque, pelo Lema [1.3.2, CywyF = F Cyw.
Assim, temos que
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Cyw (Vo) = ((H + idyw)* + 4FE)(vy) = (n—1) + 1)?v, = n?v,,.

Portanto, Cy = n?idyw. =
Vamos, agora, mostrar o Teorema de Weyl.

Teorema 1.3.4 (Teorema de Weyl). Se V é um g-médulo indecomponivel de dimenséo finita,

entdo V é simples.

Demonstracdo. O objetivo desta demonstracio é mostrar que V = V™ para algum n € N.

Para isso, vamos mostrar que a decomposicdo V = € V(A) possui uma quantidade finita de A
AeC
para os quais V(1) # {0}, digamos A,,...,A,. Além disso, mostraremos que V(A;) =V, , que

dim(V, ) = 1 e que as agbes de E, F e H em V sdo iguais as acdes de E, F e H em V™. Disso,
concluiremos que a transformacéo linear de V para V™ que leva w; para v;, onde w; é base de
V,., € um homomorfismo de g-modulo, portanto, um isomorfismo de g-modulo, finalizando a
demonstracao.

Assim, considere a decomposi¢do V = € V(C, 7). Como V é indecomponivel e V(C, ) é
g-submodulo de V, para todo T € C, entégeg = V(C,7), para algum 7 € C. Dai, temos que
para cada v € V, existe algum k, € N tal que (C — 7vid,)*(v) = 0. Por V ter dimensdo finita,
¢ =max{k, | v € V} estd bem definido. Assim, temos que V = ker(C — 7id,)‘. Logo, o operador
de Casimir possui apenas o autovalor T. Contudo, na Secdo (1.2, mostramos que todo g-mddulo
de dimens4o finita admite um g-submddulo simples, digamos V(. Dessa forma, pelo Lema
C restrito a VW ¢ igual a n?idyw, logo, para qualquer v € VW, temos que C(v) = n?v, ou seja,
n? é um autovalor de C, o que implica que T = n?.

Considere a decomposicdo V = @ V(A). Dado A € C, tome v € V(A) Nker(E). Entdo
AeC
E(H(v))=H(E(v))—2E(v) =0, ouseja, E(H(v)) € ker(E). Como, pelo Lema(1.2.1, H(v) € V(4),

temos que V(A) Nker(E) € invariante pela acdo de H, ou seja, podemos considerar o operador
linear H : V(A) Nker(E) — V(A) Nker(E). Se V(A) Nnker(E) # {0}, entdo podemos considerar
uma base desse espaco, cujo ultimo vetor é um autovetor de H (ver Apéndice [A), isto é, v €

V(A)Nnker(E) tal que H(v) = Av. Dai v € V, Nnker(E) e para tal vetor temos que, por um lado,
C(v)=((H +idy)*+4FE)(v) = (H +id})*(v) + 4F(E(v)) = (A + 1)*v,

(ou seja, v é um autovetor de C) e, por outro, C(v) = n?v. Dai, A = n—1 ou A = —n—1. Isso quer
dizer que a restricdo de E a V(A) é injetiva, para todo A diferente de n —1,—n — 1. De maneira
semelhante, podemos mostrar que F age injetivamente em qualquer V(A), com A diferente de
—n+1,n+1.

Dado A > n + 1, se supusermos que V(A) # {0}, entdo, como E(V(A)) € V(A + 2), teriamos
uma quantidade infinita de vetores em V linearmente independente, o que contradiz o fato da
dimensdo de V ser finita. Analogamente, se V(A1) # {0}, para qualquer A < —n — 1, entdo
também teriamos uma quantidade infinita de vetores em V linearmente independente, o que é

um absurdo. Além disso, pela injetividade de E em V(—n + 1),...,V(n—3) e a injetividade de

Moddulos de dimens3o finita 16



FemV(n—1),...,V(—n+ 3), temos que V(A) # {0}, paratodo A € {—n+1,—n+3,...,n—1}.
n—1
Portanto, V = EB V(n—1—2i). Observe que escrevendo v como soma de elementos linearmente

i=0
independentes em V(A), com A € {—n+ 1,—n + 3,...,n— 1}, usando a injetividade de E e F,
temos que ker(E) =V(n—1) e ker(F) =V(—n+1).

_E. _E, _E_ _E_ 0
<O—V(—n+1) ] V(—n+3)_ sl V(in—3) 2 Vin—1)—
F F F F

Se restringirmos E para V(n—3), E|y,_3), teremos uma transformacéo linear injetiva de V(n—3)
para V(n—1). Logo, pelo teorema do nticleo e da imagem, dim(V(n —3)) = dim(im(E|y,_3))) <
dim(V(n—1)). Agora, restringindo F a V(n—1), temos que dim(V(n—1)) = dim(im(F|y,_;))) <
dim(V(n —3)). Assim, dim(V(n —1)) = dim(V(n —3)). O mesmo pode ser feito para todos os
V(n—1—2i), de modo a concluirmos que dim(V(A)) = dim(V(u)), paratodo A, u € {—n+1,—n+
3,...,n—1}

Como C comuta com H, entdo todos V(A) sdo invariantes pela acdo de C. Denote por C; e
H, as restricoes de C e H a V(n — 1), respectivamente. Denote por C, e H, as restricoes de C e
H a V(—n+ 1), respectivamente. Sejam A, :=F': V(n—1) » V(n—1—2i),comi=1,...,n—2,
e facaA:=A,_;. Observe que por F' ser injetiva com dominio e o contradominio tendo a mesma
dimenséo, entdo podemos identificar V(n—1) com V(n—1—2i), para cada i.

Como C comuta com F, temos que CA = AC. Restringindo para V(n — 1), concluimos que
CzA:Acl. (1.8)

Similarmente, usando que F" 'H = (H + 2(n—1)id, )F"!, temos que, restringindo também para
V(n—1),

Como ker(E)=V(n—1) e C = (H +id,)? + 4FE, ento
C, = (H, +idy )% (1.10)

Como ker(F)=V(—n+1)e C = (H—idy)? + 4EF, entdo

C, = (H, —id,)>. (1.11)
Assim, dessas informacoes, temos que
(H, +id,)? 22 ¢, =aac, D a1c,A P A, —id, )2A =

D A-1A(H, —id, —2(n—1)idy)? = (H, —idy, —2(n — 1)id,)?

Isolando H,, concluimos que H, = (n—1)id,, ou seja, como H; € a restricdo de H para V(n—1),
dado v € V(n—1), temos que H(v) = (n—1)v. Logo V(n—1) =V,_
(H + 2iidy)A; e identificamos V(n — 1) com V(n — 1 — 2i), obtemos que V(A) = V,, para todo

1- Uma vez que A;H =
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Ae{-n+1,—n+3,...,n—1}.

Veja que do objetivo apresentado no inicio da demonstragédo ja mostramos que V = HGS Vic1-ai-
Vamos mostrar, agora, que cada um desses V, tem dimensido igual a um e que as a¢oes dleE, FeH
em V sdo iguais as acdes de E, F e H em V™, Seja {w,, ..., w;_;} uma base para V, ;. Para cada
i €{0,...,k—1} denote por W; o espaco vetorial gerado por {w;, F(w;),...,F" }(w;)}. Note que
Fi(w, ) € V1o, F/ éinjetiva (comj=1,...,n—1 eV, , % V19, logo {F/(wy), ..., F/(w,_;)} é
base de Vn—1—2j' Dai, V = = W, ®---®W,. Pela discussdo feita na Se¢do|1.2] temos que cada W; é um
g-submodulo de V, logo, como V é indecomponivel, entdo k = 1, ou seja, dim(V,) = 1, para cada
A. Dai, V = (wy, F(wy), ..., F" }(w,))e, com Fi(w,) sendo base de V,_;_,., parai =0,...,n—1.
Com isso, temos determinado a acdo de F e de H. Para determinar a acdo de E, note que, por
w, € ker(E), entdo w, é autovetor de C. Além disso, como C comuta com F, entdo F'(w,),
comi=1,...,n—1, também ¢ autovetor de C. Logo, C = n?id,. Por outro, por definicio,
C = (H —idy)* + 4EF. Assim, temos que n?id,(w;) = n’w; e que ((H —id,)? + 4EF)(w;) =
((n—1—2i)—1)*w; +4E(w,,,), paratodo i =0,...,n— 2, logo

BOwi) = 30— (1= 2= 20w, = (1+ Dn—i = D,

Além disso, E(w,) = 0, pois E(w,) € V,_, = {0}. Portanto, V = V™, X
g

Observacao 1.3.5. O Teorema de Weyl continua sendo verdade em um contexto mais geral,
a saber, todo mdédulo indecomponivel de dimensao finita de uma dlgebra de Lie de dimenséo
finita semissimples sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero € simples (ver

(Hum?78), Secdo 6.3). A demonstracdo é muito mais complicada do que a do caso de sl,(C). O

Do Teorema de Weyl, temos que se V é um g-mddulo de dimenséo finita indecomponivel, entdo
ele simples. Caso V ndo seja indecomponivel, entdo V =V, @ V,, com V;,V, # {0}. Dai, se V; e V,
sdo indecomponiveis, temos que V é semissimples. Casf) contrario, podemos seguir decompondo
as componentes, ja que V tem dimensao finita, até chegar a indecomponiveis. Portanto, todo

g-moddulo de dimensao finita é semissimples.
n
Proposicio 1.3.6. Sejam V,W,,...,W, g-médulos. Entdo Hom,(V, EBW % D Hom,(V, W;).

Demonstracdo. Defina

1 : Hom (V@W)H@Hom (W) e ¢: @Hom (V,W;) — Hom, (VEBW)
fH"t/)(f)—(ﬂ]f) (f)iz, = e ()L )(V)—(fl(V))

onde 7; : @lwi — W, é a projegdo canodnica. Dados X € {E,F,H} e j = 1,...,n, temos que
=

nj(f(XV(v))) = ﬂj(Xe;n_ W_(f(v))), jaque f € Homg(V,éWi). Usando a defini¢do de Xgn 4, €
i=1""1 i=1 i=1""1
escrevendo f(v) = (nl(f(v)), e, nn(f(v))) temos que:

ﬂj(f(XV(V))) = nj(Xea?:lw,-(f(V))) = ﬂj(le(TCl(f(V))), . --;Xwn(ﬂn(f(V)))) :ij(ﬂj(f(")))-
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Portanto, 7;f X, = Xw, n;f, ou seja, 7;f € Hom,(V,W;), para cada j = 1,...,n. Dai, ¢ estd
bem definida. Além disso, se f,g € Hom,(V, GBW) e A € C, entdo Y(f + Ag)(v) = ( iF+
28))_, ) = (m(F () + 2g0))_, = (n (f(v))) LA A 0N), = M) + M)V,

portanto, 1) é uma transformacéo linear. De maneira similar, podemos mostrar que ¢ estd bem

definida e é uma transformacao linear.
Seja f € Hom,(V,W,). Entdo dado v € V, temos que f(v) = (nl(f(v)),...,nn(f(v))).
i=1

Além disso,

PN = o((mf )0 = (1 (FO, - m(fF (V) = f (V) =id ().

(VEBW)

Logo, py = Homg(v@w) Por outro lado, seja (f;)l_, € iEBHomg(V, W;) e defina f = o((f)L,).

Dai, f(v) = ¢((f)i- )(V) =(/1(v),..., fz(v)). Além disso,

Y ((f)ie N0 = (W NW) = (7)) = (fLi(v), ..., £,(0)) = (FI) ().

n
Logo, Y =id EBHO I Portanto, concluimos que Hom,(V, 16291 w;) = Gjl Hom,(V, W;). X

Corolério 1.3.7. Se V é um g-médulo de dimensdo finita. Entdo V = @ m, V™, onde m, =
9 neN

dim(Homg(V(”), V)) é a quantidade de somandos diretos de V que sdo isomorfos a V(™.

Demonstracao. Do comentdrio posterior ao Teorema de Weyl, temos que V é semissimples, logo

V=2V,&- -8V, com V, simples. Pelo teorema de classificacdo de g-mddulos simples de dimensdo
g

finita (Teorema|1.2.3), temos que V; %V(”i), para algum n; € N. Pela Proposicdo|(1.3.6} temos que

k k

Homg(V(”), 6_91 V) % @Homg(v(”), V;) e, pelo lema de Schur, Homg(V("), V,) = {0}, se V(W % V. e

Hom (V(”) Vi) % C,sev® % V;. Portanto, dim(Hom, (VW V) é igual a quantidade de V; que sdo

isomorfos a V. Dessa forma, denotando m, = = dim(Hom, (VW V), temos que V = EB m, V(”)
g

i=
onde m, +---+m, = k. Simplificando a nota¢éo, como V tem dimens&o finita, entdo podemos

escrever V % b mnV("), onde m,, # 0, somente quando n =n;, comi=1,...,£. X
neN

1.4 Produto tensorial de sl,(C)-mddulos de dimensao finita

Para V e W g-moddulos, considere o espago vetorial V %) W, conforme visto no Apéndice

Defina as seguintes funcgoes:

E:VxW-— V%W F':VxW— V%W H:VxW— V%W
(v,w)— E,(v)®@w+ (v,w)— F,(v)®w+ (v,w)— H,(v)®w+
+v® Ey(w) +v ® Fy,(w) +v ® Hy, (w)
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Como E,Fy,Hy,E, Fy,H, sdo operadores lineares em seus respectivos espagos e ® é fun-
céo bilinear, entdo E’, F’ e H’' sdo funcdes bilineares, logo, pelo Teorema [B.1.1, existem tinicos

operadores lineares E, F e H em V % W tais que

E(vew)=E,(v)@w+v®E,(w)
Fvew)=F,(v)®w+v®Fy,(w) (1.12)
Hvew)=H,(v)®w+v®H,(w)

Uma vez que os elementos de V%W sdo gerados por tensores simples, entdo, para mostrarmos que
as equacoes em ([1.1)) sdo satisfeitas, basta mostrarmos que elas valem para os tensores simples.

Assim, sejav@w eV % W. Entao

(EF—FE)(vew)=E(F(vew))—F(E(vew))=
=E(F,(v)ow+v®F,(w))—F(E,(v)@w+Vv®E,(w))=
= E,(Fy(v) ® W+ Fyu(2) @ E (W) + By (v} ®-Fyp(w) +v ® Eyy (Fyy (w))—
—Fy(Ey(v)) ® w— E, (") ®Fy(w) — F ()@ Ey(w) —v @ Fy (B (w)) =

= (EyFy — FyEy)(v) @ w+v ® (Ey Fyy — Fy By )(W) =
=H(vQw)

De maneira andloga mostra-se que HE — EH = 2E e que HF — FH = —2F. Portanto, V % w

junto desses operadores lineares é um g-moédulo. Podemos estender essa defini¢do para produto

tensorial com uma quantidade qualquer de g-mddulos, o qual chamamos de produto tensorial de
g-modulos. Da Proposicao [B.1.3} temos que

g:U%(V%W) —>(U%>V)%W h:U%(VeeW) —>(U%V)€B(U%W)
u®(vew) —»uev)ew u®(v,w) —u®v,u®w)

p:(C%V -V f:V%W —>W%>V
A®YV — AV VOW — WV
sdo transformacdes lineares bijetivas bem definidas, ou seja, sdo isomorfismos de espagos vetori-
ais. Seja X € {E,F,H}. Entao
g(XU%,(V%W)(u (ve® W))) = g(XU(u) (veaw)+u®Xy(v)ew)+u® (v ®XW(W))) =
=Xywev)eaw+weX,(v))ew+ (ue®v)®X,(w)=

= X(U%V)%W(g(u e(ve W)))>

h(Xygemw) (U ® (v, w))) = (X, (W) ® (v, w) +u ® (Xy (v), Xy (W) =
= (XU(u) Qv+udX,(v),Xy(w)@w+u ®XW(W)) =

= X(U%V)@(U%W)(h(u ® (v, W)))
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P(Xogr(18)) = p(Xc(M) @7 + A© X, (v)) = XAV + Xy (v) =
=0+ 2%, (") = Xy (p(2. @ V),

£ g (v @) = F(Xy (1) @ W+ ® Xy () = W @ Xy (1) + Xy (W) @ v =
= Xugr (F(v@W)),

Portanto,

CevzV, VeaW=WweV, U(VeaW)=(UV)eW e U(VeW)=Z(UV)s(UW).
C g C g C C C g C C C g C C

Do Teorema [B.1.4} temos que se V e W tém dimensao finita, entdo V % W também tem di-

mensao finita e do Corolario temos que todo g-médulo de dimenséo finita se decompoem

em soma direta de g-mddulos simples, portanto a questdo que se coloca é como V % W se de-

compde. Suponha que V e W sdo g-médulos de dimensdo finita, entdo V = VW g ... o V) e
g

w % Vi) g ... V), Como o produto tensorial se distribui com relacio a soma direta, entdo

%4 ® w= EB @V“ 2 ®V(t ). Além disso, como o produto tensorial é comutativo, para sabermos a

9 i=1j=1
decomposicao de V %J W em soma direta, basta saber a decomposicio de V™ %V(m), com m < n.

Teorema 1.4.1. Sejam m,n € N tais que m < n. Entdo

V(n) % V(m) ~ V(n—m+1) ® V(n—m+3) D V(n+m—3) ® V(n+m—1).
g

Demonstracdo. Vamos usar inducio sobre m. Se m = 1, entdo V) = (vy)¢ e Eya) = Fyo) =
Hyw = 0, ou seja, VY % C é o g-médulo trivial. Logo, V(™ %V(l) >~y ®C >V, Sem =2,
g g

entdo V@ = (e, e; )¢ onde

‘EV(Z) Fyo Hyo

as matrizes que representam E, F e H segundo a base {e,, e;} s@o, respectivamente, e, f e h, dai
V® = 2 ¢ 0 g-mddulo natural. Seja v, ® e, € VIV ®V(2) Entdo E(vy ® ey) = Eyw(vy) ® eg + v, ®
EV(Z)(eO) =0eH(v,®ey) = Hv(n)(v0)®eo+v0®HV<2)(eO) = n(v,®e,). Assim, pela Proposicao|1.2.4]
V(”)%V(z) tem um g-submédulo U isomorfo a V**D, Considere, agora, w = v, ®e;—(n—1)(v,®e;)
um elemento nio nulo em V™ %V(Z).

Da mesma forma como fizemos acima, temos que E(w) = 0 e H(w) = (n—2)w. Portanto, pela
Proposicio [1.2.4, v(® %V(z) tem um g-submdédulo W isomorfo a V(*™Y. Note que U NW = {0},

pois, caso contrario, U NW seria um g-submédulo préprio de U diferente do g-submaodulo trivial,

o que contradiz o fato de U % VD ser simples. Além disso, observe que, do Teorema [B.1.4}
dim(v® %V(z)) = dim(V®™) x dim(V®) e que dim(V®) x dim(V@) =2n=(n—1)+(n+1) =
dim(V®) 4+ dim(V"V) = dim(U ® W). Portanto, dim(V® ® V®) = dim(U ® W). Como
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UNW = {0}, temos que V(" %V(z) =U®W. Uma vez que, U = V@D e W 2 v~ entio, pelo
s s
Lema [I.3.T] temos que

v @ v® 2yl gyt (1.13)
C g
o que satisfaz o isomorfismo do enunciado.
Assuma k > 2 e que vale a afirmacao do enunciado paratodom =1,...,k—1. Vamos calcular
v %V(k_l) ® V@ de duas maneiras diferentes. De um lado,

' o
Vi g Vi) g y@ &y g (vk) g yk-2)x (v0) g y®) g (v gDy
C C g C 9 C C

g
":V (V(n) ®V(k)) @ (V(Tl—k+3) @ V(Tl—k+5) S V(n+k—5) @ V(Tl+k—3)).
9 C

De outro lado,

inducéo k—2 k—

2
V(n) ®V(k—1) ®V(2) ~ (@V(n—k+2+2i)) ®V(2) ~ (V(n—k+2+2i) ®V(2))
C C g =0 C s =0 C g
k—2

= |l

(V(n—k+3+2i) ® V(n—k+1+2i)) —

i

Il
(=)

— V(n—k+3) ® V(n—k+1) ® V(n—k+5) ® V(n—k+3) ® V(n—k+7) ® V(n—k+5) ®
V(Tl+k+].) @V(TI-H(—]) @ V(n+k—1) @V(n+k—3) —
— V(T‘L—k+1) ® V(Tl—k+3) Q- V(Tl+k—3) o) V(T‘H—k—l)@

@ VIk+3) g y(nk+5) @ . @ y(n+k=5) g y(n+k=3)

Portanto, V(™ % VR 2 y—ktl) g y(n—k+3) gy ... g y(n+k=3) gy yy(n+k—1)
g

1.5 sl,(C)-mddulos unitarizaveis

Seja V um espaco vetorial. Um operador antilinear em V é uma funcdo ¢ : V — V tal que
©(Av +w) = ALp(v) + ¢(w), para todo v,w € V e A € C, onde A é o conjugado de A. Definimos

* : g — g como sendo o operador antilinear estendido a partir dos valores de » nos elementos da
base natural de g:

e=f f"=e h'=h.
Assim, se A,e 4+ A,f+ Ash € g, entdo (A,e + A,f+ A;h)" = A, f+ A,e + A;h. Note que

Ae+Af+Ah — A f+Ae+Ah 5 Ae+Af+Ash,

ou seja, (x*)* = x, para todo x € g. Portanto, » € uma funcdo involutiva. Além disso, dados
A, A9, A3, 71, Y2, Y3 € C, temos que, por um lado,

[A1e+ A f+ Ash,vie + v f + v3h]" = (A 7,h =24 3 — A,y h + 22,736+ 2A57,6 — 2A57,0) =
= MT2h— 22,75 — A,77h + 22, 75€ + 24,7, f— 24,75e
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e, por outro,

[(y1e +7of+15h)", (A + A,f+ A;h)" ] = [+ Toe + y3h, A f+ A,e + A;h] =
= 7 Ah+ 27 A f+ 7oA h— 275 4.6 — 275 A, £+ 275 4,e

Logo, [x,y]"=[y*,x*], paratodo x, y € g, ou seja, o operador = € um anti-homomorfismo de dlge-
bras de Lie. Assim, por x : g — g ser uma funcéo involutiva e também ser um anti-homomorfismo
de dlgebras de Lie, = é dita uma anti-involugdo de g.

Seja V um g-mddulo e considere p : g — End:(V) a representacdo de g em V, em que
p(e)=E, p(f)=F e p(h) = H. Denote por E*, F* e H* a composicdo p(e*), p(f*), p(h*), respec-
tivamente. Assim, E* = F, F* = E e H* = H. Dizemos que um g-modulo V é unitarizavel com
respeito a *, se existe um produto escalar hermitiano em V, (-, -), tal que (X(v),w) = (v, X*(w)),
para todo v,w € V e para todo X € {E,F,H}, ou seja, se X* é o operador adjunto de X com
respeito a (-, -), para todo X € {E,F,H}. Entendemos produto escalar hermitiano em um espaco
vetorial V como sendo uma funcéo (-,-) : V x V — C tal que, para todo v,w,u € V e para todo
AeC:

(A +w,u) =Av,u) + (w,u), (v,w)=(w,v), e (v,v)€R?, sev#0,

onde R* é o conjunto do niimeros reais positivos.
Seja (-,-) um produto escalar hermitiano em um espaco vetorial de dimens&o finita, com uma
base fixada V = {e;,...,e,}. Dado v € V, denote por [v],, a matriz coluna que representa as

coordenadas de v segundo a base V. Entfo, para todo v, v’ € V, sabemos que

(er,e1) .. (e1,en)
)=, + D,

(e,e1) - (ene€n)
onde o sobrescrito t significa a transposta da matriz. Além disso, se V é um espaco vetorial de
dimensdo n € N, como uma base fixada ), entdo sabemos também que toda matriz A = (a;;)xn>
com entradas complexas, onde a; € R" e a;; = a;, define um produto escalar hermitiano (-, ),
fazendo (v,v’) := [v]{,A[v'],, para todo v,v" € V.
Lema 1.5.1. Se V e W sdo g-mddulos unitarizaveis de dimensao finita, entdo V & W também ¢é

um g-médulo unitarizavel.

Demonstrac¢do. Sejam (-,-) e (-,-),, produtos escalares hermitianos que tornam V e W, respec-
tivamente, g-mddulos unitarizaveis. Sejam V := {v,,...,v,} uma basede Ve W = {wy,...,w,}
uma base de W. Denote por A = (a;;),x, € B = (b;j)pxm as matrizes com a;; = (v;,v;)y e
b;; == (w;,w;)y. Dai, dados v,v' € V, w,w’ € W, temos que (v,v'), = [v]JA[V']) e (w,w')}, =
[w]},B[w'],y. Das bases V e W, temos que B := {(v;,0),...,(v,,0),(0,w,),...,(0,w,,)} é uma
base de V @ W. Observe que, para todo v = Z?:l A;v; €V e para todo w = Z;.n:l v;w; €W, te-
[vly

mos que (v,w) = 3 A,(v,0)+ X, 7,(0, ), logo [(v,w)]5 = ([W]
W

) . Defina (-, )y cOMO
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sendo o produto escalar hermitiano cuja matriz correspondente é

A O
C':Ci'nmxnm:: o .
(Cij)nemyxeem) (Omxn B)

Note que c¢;; = c;;, jd que esta propriedade vale para A e para B. Dessa forma, dados v,v' € V,
w,w' € W e X € {E,F,H}, temos que:

(Xyow (v, w), vV, W))yew = (Xy(v), Xy (W), V', W))vew = [(XV(V):XW(W))]%C[(V/, w)lp =

[Xy(MIADVT, ):( [vILALXG O], ): COrX: (V). X5 (WD, =
([Xw(w)lfwB[w’]w wlt, BIG, (w)y | — L7 s CLO 00 Xa ()

((V, W)s (X\;(v/);lev(W/))>V€BW = ((V, W),X‘;@W(V/, Wl))V@W

Portanto, V @ W é um g-mddulo unitarizavel. X
Teorema 1.5.2. Todo g-mdédulo de dimensao finita é unitarizavel.

Demonstracdo. Pelo Corolario todo g-mdédulo de dimenséo finita se decompde em soma
direta de V(”, com n € N. Portanto, pelo Lema basta mostrarmos que, para qualquer n € N,
V(™ ¢ unitarizavel. Assim, considere o g-médulo V™, com n € N, conforme visto no diagrama
(I.5). Lembre-se de que {v,,...,v,_;} é base de V¥ e que E(v;) = a;v;_;,ondei=1,...,n—1
e a; = i(n—1i). Note que a; > 0, para todo i = 1,...,n— 1. Assim, defina u; = c;v;, para

. Ci1 , ,
i=0,...,n—1,onde c,=1ec, = —. Dessa forma, temos que {u,,...,u, _,} é também base de
0 i ﬁ 0 n—1

V(™. Para essa nova base, temos que: l

- Hu;)=H(¢;v;) =c¢;(n—1—2i)y; = (n—1—2i)u;, paratodo i € {0,...,n—1};

- F(up) = ¢oiF(v) = 0 e F(w) = ¢, F(v;) = ¢viyy = iui+1 = /@111y, para todo
i€{0,...,n—2}; i

- E(uy) = cgE(vy) = 0 e E(y;) = ;E(v;) = ¢c;a;viq = C‘iaiul—_1 = ,/qQ;u;_,, para todo i €

{1,...,n—1}, onde a; = i(n—1).

—n+1 —n+3 —n+5 n—5 n—3 n—1

% V@G Y VG Y TG Va3 {0 Jap o Ja o

b — W b — b — —h e e Fe—

un_l un_z un_3 ce uZ ul uO (1-14)
0 Van-1 Van—2 Van-3 vas Vaz vai

Assim, fixada a base {uy,...,u, ,} de V®, defina o produto escalar hermitiano (-,-) cuja matriz
que a representa ¢ a matriz identidade I,,,,. Sejam v = > Au;, w = Z;:; yiu;eVWeX €
{E,F,H}. Se mostrarmos que (X(u;),u;) = (u;,X*(u;)), para todo i,j = 0,...,n — 1, temos que
V(™ é unitarizavel, pois

—
-
|
—
_

n—

X),w) = AiY_j(X(ui),uﬂ = Aiy_j(ui:X*(uj» = (v,X"(w))

i

n— n n—

i

Il
o
~.
Il
o
Il
(=)
—.
Il
o

Dessa forma, veja que:
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(1) (E(uo):un—l) =0= (uO:F(un—1)>;

(i) se j=0,...,n—2, entdo (E(u,), Uj) =0=y aj+1<u0auj+1> = (uo:F(uj»;

(iii)) sei=1,...,n—1ej=0,...,n—1, entado
(E(ui)’uj> = \/Ei(ui—lxuj> = <ui9F(uj)> =V 4jn (ui:uj+1) =
) va, sej=i—1 ) VA, sei=j+1
B 0, sej#i—1 B 0, sei#j+1

lOgO, <E(ui): uj) = <ui’F(uj)>'

Assim, (E(u;),u;) = (u;, E*(u;)), para todo i,j = 0,...,n — 1. Analogamente, podemos mostrar
que (F(u;),u;) = (u;, F*(u;)) e (H(u;),u;) = (u;, H(u;)), para todo i,j = 0,...,n— 1. Portanto,
V(™ ¢ unitarizavel. X

A anti-involucdo * ndo é a Gnica anti-involucdo de g. Analogamente a maneira como definimos
*, definimos ¢ : g — g como sendo o operador antilinear estendido a partir dos valores de ¢ nos

elementos da base natural de g:
e =e, f°=f h°=-h.

Da mesma forma como fizemos para *, podemos mostrar que ¢ é uma funcao involutiva e um
anti-homomorfismo de dlgebras de Lie, ou seja, que ¢ é uma anti-involucdo de g.

Um g-mdédulo V é chamado de ¢-mddulo, se existe uma forma bilinear simétrica ndo degene-
radaem V, (-,-), tal que (X(v),w) = (v,X°(w)), para todo v,w € V e para todo X € {E,F,H}, ou
seja, se X° é o operador adjunto de X com respeito a (-,-), para todo X € {E,F,H}. Aqui, assim
como na definicdo de g-mdédulo unitarizavel com respeito a x, E°, F° e H® é a notacgéo para p(e°®),
p(f°), p(h®), respectivamente, onde p : g — End.(V) é a representacdo de g em V. Entende-
mos forma bilinear simétrica ndo degenerada em um espaco vetorial V como sendo uma fung¢éo
(-,-) : V. xV — C linear nas duas componentes, isto €, tal que (Av + w,u) = A{v,u) + (w,u) e
(v, Aw +u) = A{v,w) + (v,u), para todo v,w,u € V e para todo A € C e que, além disso, seja

comutativa, isto é, (v,w) = (w, v), para todo v,w € V, e que satisfaz a seguinte condicéo:
se (v,w) =0, para todo w € V, entdo v = 0.

O mesmo comentdrio que fizemos para um produto escalar hermitiano vale para uma forma
bilinear simétrica ndo degenerada, isto é, se (-,-) uma forma bilinear simétrica ndo degenerada
em um espaco vetorial de dimenséo finita, com uma base fixada V = {e,,...,e,}, entdo, para

todo v,v’ € V, sabemos que

(elael> (eben)
Y= & o 1 DD,

(en:el> (enﬁen>

Moddulos de dimens3o finita 25



Além disso, se V é um espaco vetorial de dimensao n € N, como uma base fixada V, entdo sabemos
também que toda matriz A = (a;;),,«, invertivel, com q;; € C e a;; = a;;, define uma forma bilinear

simétrica ndo degenerada (-, ), fazendo (v,v’) := [v]{,A[v'],, para todo v,v' € V.
Teorema 1.5.3. Todo g-mddulo de dimenséo finita € um ¢-mddulo.

Demonstracdo. Seja V um g-moédulo de dimenséo finita. Entéo, pelo Corolério V é soma
direta de véarios V®, com n € N. Usando a demonstracio do Lema podemos mostrar que
se cada parcela de uma soma direta é ¢-mddulo, entdo a soma inteira também é ¢-mdédulo, logo
basta mostrarmos que V™, com n € N, é um ¢-médulo. Assim, considere a base {vos+-.sv,_1} de
V™, conforme visto no diagrama (I.5]). Para essa base defina (-,-) a forma bilinear simétrica ndo

degenerada através da matrizes

(000 ..00 1)

000 ..010
000 ..100
A= (;j)nxn =
001 ..000
010 ..000
\1 00 ... 00 0
Note que a;; = a;; e que det(A) = £1 # 0, logo A é invertivel, portanto, A define uma forma bilinear

simétrica ndo degenerada Observe que (v;,v;) =1,sei+j=n—1e (v,v;) =0, para qualquer
outro caso. Seguindo a justificativa dada no Teorema 2, para mostrarmos que V™ é o-médulo,
basta mostrarmos que (X (v;),v;) = (v;,X°(v;)), paraX € {E,F,H} e parai,j =0,...,n—1. Dessa
forma, veja que:

@) (E(vp),vo) = 0= (vp, E(vy));

(i) sei,j=1,...,n—1, entdo
(Ev),v;) = ai{viig,v)) = (vi, E(v;)) = q;
_J a, sei—1+j=n-1 . se]—1+l—n—1
| o, sei—1+j#n—1 B sej—1+i#n—1
IOgO, <E(vi)z V]) = <ViJE(Vj))'
Assim, (E(v;),v;) = (v;, E°(v;)), para todo i,j = 0,...,n — 1. De forma similar, podemos mostrar

que (X(v;),v;) = (v;,X°(v;)), para todo i,j = 0,...,n—1 e para X = F,H. Portanto, V é um
o-modulo. X

Uma pergunta que se coloca é de quantas maneiras diferentes podemos definir um produto
escalar hermitiano tal que torne um g-mddulo unitarizavel. A resposta para essa pergunta ndo
é trivial, porém ¢ facilitada se considerarmos apenas g-modulo simples de dimensao finita, con-

forme veremos na Proposicdo A mesma questdo pode ser feito, pensando, contudo, em
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o-moédulo. Também, aqui, a resposta para um g-mddulo qualquer é complicada, mas a Proposi-

¢do|1.5.5|a responde, considerenado g-moddulos simples de dimensao finita.

Proposicdo 1.5.4. Seja V um g-mddulo simples de dimensao finita. Entdo o produto escalar

hermitiano com respeito a qual V € unitarizavel é tinico a menos de um escalar real positivo.

Demonstracdo. Sabemos que todo g-médulo simples de dimenséo finita é isomorfo a V¥, para
algum n € N. Assim, seja (-,-) um produto escalar hermitiano que torna V™ um g-médulo
unitarizavel. Considere a base {uy,...,u,_;}, dada no Teorema Como H* = H, entio
(n—1- 2i)<ui:uj) = (H(ui):uj> = (ui:H(uj)) =(n—-1- 2j)<ui:uj>: logo (i _j)<ui:uj) =0, ou
seja, (u;,u;) =0, se i # j. Como (,-) é um produto escalar hermitiano, entdo (uo,u,) =: ¢ € R,
ja que u, # 0. Vamos mostrar que (u;,u;) = ¢, para todo i € {0,...,n—1}, usando indugio sobre
i. Por definicdo, para i = 0, temos que (u,,u,) = c. Suponha que (u;_;,u;_;) = c. Entdo

(ui,ui> = <\/La_iF(ui—1)’ ‘/La_iF(ui—l)> - ali<Ui_1,F*(F(Ui_l))> B ali<ui_1’E(F(ui_l))> )
= al<ui—1>aiui—1> = (U, uq) =c

1

Assim, (u;,u;) = c, paratodo i € {0,...,n—1}, logo a matriz que representa esse produto escalar

hermitiano, segundo a base {u,...,u, 1} € cI,,. Portanto, o produto escalar hermitiano que
definimos € igual ao produto escalar hermitiano do Teorema multiplicado por c. X

Proposicdo 1.5.5. Seja V um g-médulo simples de dimensao finita. Entdo a forma bilinear si-
métrica ndo degenerada com respeito a qual V é um o-mddulo é Unica a menos de um escalar

complexo nao zero.

Demonstracdo. Seja (-,-) uma forma bilinear simétrica nio degenerada que torna V¥, com n €
N, um ¢-médulo. Considere a base {v,,...,v,_;} de V(¥ conforme visto no diagrama (I.5).
Como H® = —H, entdo (n—1—2i)(v;,v;) = (H(v;),v;) = —(v;, H(v;)) = =(n—1—=2j)(v;,v;), logo
(n—1—1i—j){v;,v;) =0. Dai, se (v;,v;) #0, entdo i + j = n— 1. Isto significa que a matriz que
representa (-, ), segundo a base {v,,...,v,_;}, s6 pode ter valores diferente de zero na diagonal
secunddria. Como (-,-) é uma forma nio degenerada e (v,,v;) = 0, para todoi = 0,...,n—2,
entdo (vy,Vv,_;) =: ¢ # 0. Vamos mostrar, por inducdo sobre i, que (v;,v,_;_;) = ¢, para todo
i €{0,...,n—1}. Por hipdtese, temos que (v,,v,_;) =c. Sejai € {1,...,n— 1} e suponha que

(vi_1,v,_;) = c. Entdo

(Vi> Va1-4) <F(Vi—1), aiE(vn—i)> = L.(Vi—iJFO(E(Vn—i))) = L(Vi—pF(E(Vn—i))) =

n—i n—i n—i

o) 1 _ _
= —(Vie1, QG Voi) = (Vic1, Vi) = ¢
A,
Portanto, (v;,v,_;_;) = ¢, para todo i € {0,...,n— 1}, logo a matriz que representa essa forma
bilinear simétrica ndo degenerada, segundo a base {v,,...,v,_;} € cA, onde A é a matriz definida
no Teorema X
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Capitulo 2

Algebra universal envelopante de sl5(C)

2.1 Construcao e propriedade universal de U(s[,(C))

Seja A uma dlgebra associativa com identidade denotada por 1,. Por definicdo, A é um espaco
vetorial (lembre-se de que espaco vetorial para este texto significa C-espago vetorial) com uma
multiplicacdo bilinear associativa com identidade. Se considerarmos A apenas como grupo abeli-
ano, entdo tal multiplicacdo o torna um anel associativo com identidade. Assim, dizemos que um
grupo abeliano V é um A-médulo (ou médulo sobre a dlgebra associativa A), se V for um médulo

a esquerda sobre o anel A, isto é, se, dadosa € Aev €V, temos que a-v € A e além disso:
-(a+d)-v=a-v+d - v, -(ad’)-v=a-(a-v),
-a-(v+v)=a-v+a-v, -1v=v,

para todo a,a’ € A, v,v' € V. Observe que, como A é um espaco vetorial, entdo, dado A € C,
temos que A1, € A. Dai, segue que se V é um A-mddulo, entdo V é um espaco vetorial. Se Ae B
sdo algebras associativas com identidade, entdo ¢ : A — B é dito um homomorfismo de algebras
associativas, se ¢ é uma transformaco linear tal que p(aa’) = ¢(a)p(a’), para todo a,a’ €A, e
tal que p(1,) = 1, onde 1, e 1; denotam as identidades de A e B, respectivamente.

Da mesma forma, assim como mostramos que um g-mddulo V é equivalente a uma represen-
tacdo de g em V, podemos mostrar que um A-mddulo, com A sendo uma algebra associativa com
identidade, é equivalente a um homomorfismo de algebras associativas o : A — End:(V). Ob-
serve que se p : g — gl(V) é uma representacido de g em V, entdo p(g) é fechado pelo comutador,
quer dizer, [p(x), p(¥)] € p(g), para todo p(x), p(y) € p(g), pois [p(x),p(¥)] = p([x,¥]) e
[x,y] € g. Contudo, p(g) ndo €é fechado por composicdo. Por exemplo, considere V o g-médulo
natural, visto no Exemplo item Para esse g-modulo, temos que p(x) = x, para todo

1 0
x € g. Assim, p(e)p(f) = ef = 0 0), cujo traco € igual a 1. Logo, p(e)p(f) € p(g) = g,

pois todo x € g tem trago igual a zero. Acontece que algumas vezes precisamos trabalhar com
a composicao de elementos em p(g), como € o caso do Teorema de Weyl (Teorema [1.3.4), onde
o operador de Casimir foi fundamental para mostrarmos que um g-mdédulo indecomponivel de

dimensao finita é simples. Para superar esse problema a ideia serd considerar uma algebra as-
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sociativa A, com g C A e tal que, dada uma representacdo p : g — gl(V), exista uma unica
representacdo p : A — End.(V) satisfazendo p(x) = p(x), para todo x € g. Sendo assim, a com-
posicdo de elementos de p(g) sera um elemento de p(A). A algebra A é conhecida como algebra
universal envelopante de g.

Considere g visto apenas como o espago vetorial com base {e, f,h}. Seja T(g) a algebra tenso-
rial de g (ver Apéndice[B)). Um ideal de T(g) é um subespaco W de T(g) tal que, para todo x € T(g)
e para todo w € W, temos que xw,wx € W. Sejal :=(e®f—f®e—h,h®e—e®h—2e, h®f—
f®h + 2f);,) um ideal de T(g). Como T(g) é uma 4lgebra associativa com identidade, entédo os
elementos de I sdo da forma x,(e®f—f®e—h)y, +x,(h®e—e®h—2e)y,+x;(h®@f—f®h+2f)y,,
onde x;,y; € T(g), com i = 1,2, 3. Veja, no Apéndice B que a multiplicacio em T(g) é dada pelo
produto tensorial, quer dizer, se x,y € T(g), entdo xy := x ® y. Assim, o quociente T(g)/I é
denotado por U(g) e é denominado algebra universal envelopante de g. Observe que, em U(g),

valem as seguintes igualdades:
(e@f—f®e)+I=h+1, (hee—e®h)+I=2e+I e (hof—f®h)+I=-2f+1.

Exemplo 2.1.1.

(a) Denote por 1 a identidade de T(g) e seja c = (h+ 1)* + 4(f® e). Vamos mostrar que ¢ + I
esta no centro de U(g), isto é, que (c+1)(x+1)= (x+1I)(c+1I), para todo x € T(g). Observe que
se cx +1=xc+1, para todo x € {e,f,h}, entdo c + I esta no centro de U(g). Assim, para x = e,
usando as relacdes que definem I, temos que h@e+I = (2e+e®h)+1 e que fee+I = (e®f—h)+1.

Disso, segue que

(h+1)¢+I=(hohe®e+2h®e+e)+I=(e®h®h+4e®h+4e+2e®h+4e+e)+I=
=(e(h+2)*+2e(h+2)+e)+I

e que

4(feee+I=(4(e®f—h)®e)+I=(4e®f®e—4(e®h+2e))+I=
= (4e(f® e)—4e(h+2))+1.

Logo,

ce+I=((h+1)’e+4(foe)e)+I=(e(h+2)*+2e(h+2)+e+4e(feoe)—4e(h+2))+I=
=(e(h+1)*+4e(f®e))+I=ec+I.

Para x = f, h, procede-se analogamente.

(b) Observe que (h+1)*+4(f®e),(h—1)*>+4(e®f) € T(g) sdo elementos diferentes, porém

(h+1)*+4(f®e))+I=heh+2h+1+4(e®f)—4h+I1=((h—1)*+4(e®f))+1.
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(c) Seja Auma algebra associativa. Denotamos por AP a dlgebra oposta de A, onde a multipli-
cacfo é definida como a - a’ := a’a. Note que A°? é associativa, pois a, - (a, - a;) = a; - (aza,) =
(asay)a; = as(aya;) = (aya;) - a3 = (a; - a,) - a;. Assim, defina ¢ : g — U(g)°®® como sendo a
transformacao linear tal que p(e) =f+1, o(f) =e+1 e ¢(h) = h+I. Pela propriedade univer-
sal de T(g) (Proposicdo [B.2.2)), temos que existe tinico homomorfismo de édlgebras associativas
©:T(g) > U(g)® tal que p(e)=f+1, o(f)=e+1e p(h)=h+1. Observe que

pledf—foe—h)=7yp(e) w(f) —v(f)-v(e)—p(h) = (f-e—f-e—h)+I=
=(e®f—e®f—h)+I=0+1.

Também podemos mostrar que p(h®e—e®h—2e) = p(h®f—f®h+2f) =0+1, logo I C ker(p).
Dai, uma vez que T(g)/I = U(g), podemos considerar v : U(g) — U(g)®®, x + I — p(x). Note

que ¢ é uma funcao involutiva. Note também que

Yxey+I)=vxey)=p(x)o(y)=v()ee(x) =9y +I)@P(x +1I),

ou seja, Y : U(g) — U(g) é um anti-homomorfismo de algebras associativas. Portanto, ¢ € uma
anti-involucéo de U(g). O

Para simplificar a notacéo, a partir de agora, o elemento x; ® ---® x,+1I € U(g) sera denotado
por x; ---x, +I. Mais ainda, quando ndo houver risco de confusdo, omitiremos o I da notacao,
ou seja, o elemento x; ---x, + I serd denotado por x;---x,. Assim, usando essa simplificacdo,

podemos mostrar, por inducgao, que em U(g) valem as seguintes igualdades

fth = (h+2n)f", hf" =f"(h—2n), e"h=(h—2n)e", he=e"(h+2n),

2.1
fh" = (h+2)"f, h'f=f(h—2)", eh"=(h—2)"%, h'e=e(h+2)", 2-1)

para todo n € N.

Considere as transformacoes lineares m : T(g) — U(g) como sendo a projecdo candnica e
t : g — T(g) como sendo a inclusdo candnica. Note que w(xy) =xy+I =(x+I1)(y+1I) =
mt(x)m(y), para todo x,y € T(g), logo © é um homomorfismo de dlgebras associativas. Defina
a transformacdo linear ¢ := mt : g — U(g). Veja que g(e) = mi(e) = e, e(f) = mu(f) =fe

e(h) = me(h) = h. Note que ¢ : g — U(g)” é um homomorfismo de algebras de Lie, pois

e([e,f]) = e(h) =h =[e,f] =[e(e), e(f)]
e([h,e]) =2¢(e) =2e =[h,e] =[e(h),s(e)]

e([h,f]) = —2¢(f) = —2f = [h,f] = [e(h), e(f)]

Teorema 2.1.2 (Propriedade Universal de U(g)). A algebra universal envelopante U(g), junto
do homomorfismo de 4lgebras de Lie ¢ : g — U(g)"™, satisfaz a seguinte propriedade universal:
dados A uma 4lgebra associativa com identidade e ¢ : g — A®) um homomorfismo de algebras
de Lie, existe inico homomorfismo de dlgebras associativas ¢ : U(g) — A tal que ¢ = pg, isto é,

que o comuta o diagrama abaixo.
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Demonstracao. Como ¢ é um homomorfismo de dlgebras de Lie, entdo, em particular, ele é
uma transformacao linear. Pela propriedade universal de T(g), visto na Proposicdo existe
unico homomorfismo de algebras associativas v : T(g) — Atal que ¢ =Yt,ondet:g— T(g)éa
inclusao canonica. Assim, 1 (e®f—f®e—h) = (e)y (f)—y ()Y (e)—y (h) = ¢(e)p(H)—p(f)p(e)—
¢(h). Considerando a dlgebra de Lie A7, temos que ¢ (e)o(f)—p(Hy(e) = [p(e), p(f)]. Uma vez
que ¢ : g — A7) é um homomorfismo de 4lgebras de Lie, entdo [¢(e), ¢(f)] = ¢([e,f]) = ¢(h).
Dessa forma, 1(e®f—f®e—h) = ¢(h)—p(h) = 0. O mesmo pode-se provar parah®e—e®h—2e
e para h@f—fh+2f, isto é, que Y (h®e—e®h—2e) =y (h®f—f®h+2f) = 0. Logo, I C ker(y),
portanto, temos que ¢ : U(g) — A, x — Y (x) estd bem definida. Seja 7 : T(g) — U(g) a projegao
canoOnica, entdo pm =1). Lembre-se de que € = mt. Assim, pe = pmL =Pt = ¢, o que conclui a

demonstracao. X

Proposicao 2.1.3. Se uma algebra associativa com identidade U(g)’ junto de um homomorfismo
de 4lgebras de Lie &' : g — (U(g) ), satisfazem o Teorema [2.1.2] entdo as 4lgebras U(g) e U(g)’
sdo canonicamente isomorfas.

Demonstracdo. Pela propriedade universal que U(g) e U(g)’ satisfazem, temos que os seguintes

diagramas comutam.

g —U(g) g —~U(g)
R la;? &{ jH!E
U(g) U(g)

Ou seja, e’'e = ¢’ e ee’ = ¢. Dal, ¢’ee’ = ¢’¢ = ¢’, logo o seguinte diagrama comuta.

6 ——U(g)
R l?g
U(g)

Uma vez que idy,y : U(g)" — U(g)’ também comuta esse diagrama, entéo pela unicidade, dada
pela propriedade universal, temos que €’ = idy(,y. Analogamente, podemos mostrar que te/ =

idy (- Portanto, U(g) é canonicamente isomorfo a U(g)'. X

Sejam V e W U(g)-mddulos. Dizemos que ¢ : V — W é um homomorfismo de U(g)-
moddulos, se ¢ é uma transformacdo linear e se ¢(x - v) = x - ¢(v), para todo x € U(g) e
para todo v € V. Considerando os U(g)-mddulos V e W, dados pelas representacdes associa-
das oy : U(g) = End:(V) e oy, : U(g) — End:(W), respectivamente, temos que ¢ : V. — W é
um homomorfismo de U(g)-moédulos, se ¢ € uma transformacao linear e se 9o (x) = oy (x)p,

para todo x € U(g).
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Denotamos por Homy,(V, W) o conjunto de todos os homomorfismos de U(g)-mddulos de
V para W. Observe que a transformacao linear zero de V para W é um homomorfismo de U(g)-
mddulo, logo Homy,,,,(V, W) # &, para todo V e W U(g)-mddulos. Além disso, o operador linear
identidade sobre V também é um homomorfismo de U(g)-moédulos de V para V, ou seja, id, €
Homy(,,(V, V).

Seja g-Mod a categoria cujos objetos sdo g-modulos, os morfismos sio homomorfismos de g-
modulos e a composicdo € a composi¢do de funcdes usual. Definimos similarmente a categoria
U(g)-Mod (ver Apéndice [C)).

Teorema 2.1.4. As categorias g-Mod e U(g)-Mod sdo categorias isomorfas.

Demonstracdo. Seja V um g-modulo. Considere p, : g — gl(V) a representagdo de g em V,
dada pela Proposicio Pela propriedade universal de U(g) (Teorema [2.1.2)), existe tinico
homomorfismo de élgebras associativas p, : U(g) — End(V) tal que p, e = p,,. Tal homomor-
fismo € uma representacdo de U(g) em V, logo, como ha uma equivaléncia entre representacoes
de U(g) e U(g)-modulos, temos que V é um U(g)-moddulo. Seja ¢ : V — W um homomorfismo
de g-médulos e considere p, e p,, representacoes de g em V e em W, respectivamente. Entdo
ppy(x)=py(x)p, para todo x € g. Considere os U(g)-mddulos V e W, dadas pelas representa-
coes py e py, obtidas através da propriedade universal de U(g), conforme comentado no inicio
dessa demonstracdo. Entdo pye = p, € pyy€ = py- Assim, como pp,(x) = py(x)y, para todo
X € g, temos que @py(e(x)) = py(e(x))p, para todo x € g. Sejam e, f e h elementos em U(g).
Entdo, pelo comentério feito logo apds o Exemplo temos que ¢(e) =e, e(f) =fe e¢(h) =h.
Dessa forma, pp,(x) = py(x)p, para todo x € {e,f,h} € U(g). Note que todo elemento de
U(g) se escreve como soma finita de elementos da forma A + ux;---x,,onden e N, A,uc Ce

x; € {e,f,h}. Assim, para um elemento da forma x;---x,, com n € N e x; € {e,f, h}, temos que

ppv(xy--x,) = @y (o (- (x))) = @py(y)py (e (- - (x,))) =
= Pw )Py (xa( - (x))) = - = Py (- ()¢ = pw(xy -+ )

(2.2)

Portanto, como p, € p, sdo transformacoes lineares, entdo pp,(x) = py (x)¢, para todo x €
U(g), ou seja, ¢ é um homomorfismo de U(g)-mddulos. De posse da discussao feita acima, defina

F : g-Mod — U(g)-Mod, da seguinte maneira:

- um g-modulo V, dado pela representacéo p, € levado no préprio V, visto agora como U(g)-

médulo V, dado pela representacgédo p,, via propriedade universal de U(g);

- um homomorfismo de g-mddulos ¢ : V. — W é levado nele mesmo, visto agora como um

homomorfismo de U(g)-mddulos, conforme a equacao (2.2).

Como F(idy) =idy = idpy e F(@ ') = ¢’ = F(p)F(¢’), entdo F é um funtor.
Sejam V um U(g)-mddulo e oy, : U(g) — End(V) sua representagdo associada. Defina o, :=

oyé€ : g — End:(V). Note que, dados x,y € g,
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a\\;([XJJ’]):O'vﬁ'([X,J’]):O'VTCL([X,J’]):UVTC([X:}’D:O'V([X,J/]+I):
€9 €T(g)
=0V((xy—yx)+1)=av((x+l)(y+I)—(y+I)(x+I))=
=oy(x+Doy(y+D—oy(y+Doy(x+I)=[oy(x+1),0v(y+1)]=

=[oyn(x),oyn(y)]=[oyni(x),oym(y)] =[oy(x),0v(y)].

Portanto, o, : g — gl(V) é um homomorfismo de dlgebras de Lie. Logo, o, é uma representacio
de g em V, ou seja, V é um g-mddulo. Seja ¢ : V. — W um homomorfismo de U(g)-mddulos
e considere o, e 0, representacdes de U(g) em V e em W, respectivamente. Entdo po(x) =

ow(x)y, para todo x € U(g). Dai, em particular,

poy(e(x)) = oy (e(x))yp, (2.3)

para todo x € g, ou seja, 9o, = O, para todo x € g. Isto significa que ¢ : V. — W é um

homomorfismo de g-mddulos. Dessa forma, defina G : U(g)-Mod — g-Mod da seguinte maneira:

- um U(g)-moédulo V, dado pela representacdo o, € levado no proprio V, visto agora como

g-modulo V, dado pela representagio o, = oy ¢;

- um homomorfismo de U(g)-moddulos ¢ : V — W ¢é levado nele mesmo, visto agora como
um homomorfismo de U(g)-mddulos, conforme a equacio (2.3)).

Como G(idy) = idy =idg ) e Gle") = ¢’ = G(¢)G(¢"), entdo G é um funtor.
Se V é um g-moédulo e py, : g — gl(V) é sua representacdo associada, entdo GF(p,) = G(p,) =

PvE = Py, pois p, comuta o diagrama abaixo.

g— U(g)
Pv O Lm
End(V)

Se ¢ : V. — W é um homomorfismo de g-mddulos, entdo GF(¢) = G(¢) = ¢. Portanto, GF =
id, yoq- Agora, se V é um U(g)-médulo e oy, : U(g) — Endc(V) € sua representacio associada,
entdo FG(o,) =F(o,¢) =0,¢. Como o, faz o diagrama abaixo comutar, segue que o, € = o,

pela unicidade de o €.

g——U(g)
O

oye Lav £=0y

End(V)

Por fim, se ¢ : V — W é um homomorfismo de U(g)-mddulos, entdo FG(p) = F(p) = ¢.
Portanto, FG = idyg) moq- X
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2.2 Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt

Vimos que todo elemento de U(g) se escreve como soma finita de elementos da forma A +
ux;---x,, onden €N, A,ue€ Cex, € {e,fh}, com{ = 1,...,n. Isso significa que U(g) =
(1,x,-+x, | n € Ne x, € {e,f,h})c, quer dizer, os elementos da forma x;---x,, onde n € N e
x, € {e,f, h}, juntamente com a identidade 1 de C, geram U(g) como espaco vetorial. O Lema
a seguir, vai melhorar esse resultado e mostrar que {f'h’e* | i,j,k € Ny} gera U(g), onde
x° :=1 € C, para todo x € {e,f, h}, logo, em particular, f°’h%e® = 1. Na verdade, mais do que
gerar U(g), tal conjunto é linearmente independente, ou seja, ele forma uma base para o espaco
vetorial U(g), conforme veremos no teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, chamado, usualmente,
de Teorema de PBW (Teorema . Os elementos da forma f'h/e*, com i, j, k € N,, sdo ditos

monomios padroes.
Lema 2.2.1. Os monomios padroes geram U(g).

Demonstracdo. Dadosn € Ne x, € {e,f,h}, com ¢ =1,...,n, se mostrarmos que x; - - - x,, € igual
a soma de mondmios padrdes, teremos que A + ux; - - - x, também é soma de mon6émios padroes,
ja que A = Af°h%e®. Dai, como todo elemento de U(g) se escreve como soma finita de elementos
da forma A+ ux, - - - x,,, concluiremos o resultado a ser provado, isto é, que os monoémios padrdes
geram U(g).

Assim, para provar que Xx; ---X, € igual a soma de mondmios padrdes, vamos usar duas in-
ducdes: uma sobre o comprimento de x; - - Xx,, isto é, sobre n, e a outra sobre a quantidade de
inversdes (a ser definido ainda). Se n = 1, entfio x; = f'h%°, x; = f’h'e® ou x, = f°h%’. Dado
r € N\ {1}, suponha que x; - - x, € igual a soma de monémios padrdes, para todo n < r. Vamos
mostrar que 0 mesmo acontece com X, --- x,. Observe que x; --- x, é diferente de um monomio

padrao, se houver:
- um f depois de um h, - um f depois de um e ou - um h depois de um e.

isto é, se existir um mon6mio da forma h*f, e“f ou e*h em x; --- x,. Um mon6mio dessa forma
€ chamado de k-inversdo. Vamos usar inducdo sobre k. Se sé houver O-inversoes, entao x; - - - X,
¢ um mondmio padrio. Suponha que exista pelo menos uma k-inversio, digamos e f e que ela

ocorra na posicdo x; = e e x;,;,; = f. Como ef = fe + h, temos que
k—1 _ k—1 k—1
Xy Xig€ efXggg X, = XX g Xy X Xy X € g X

Observe que x; - - - x;_, e 1fex; .., - - - x, tem a mesma quantidade de inversdes do que 0 mondmio
inicial em x; - -+ x;_; € em X; 445" * X,, mas tem uma (k — 1)-inversdo entre esses dois mondmios,
portanto, por inducdo sobre k, tal monémio € igual a soma de mondémios padrdes. Note também
que x; -+ - x;_;€thx;, ., -+ X, tem comprimento r—1, logo, por induco sobre o comprimento, é
igual a soma de monomios padrdes. Portanto, x; - - - x;_;efx; 1 o - - X, € igual a soma de mondémios
padroes. O mesmo pode-se provar para as inversoes da forma hf e eh, usando que hf =fh—2fe

que eh = he —2e. X
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Considere o espaco vetorial C[a, b, c] dos polinémios na varidveis a, b e c, e seja {a'b’ ck |

i,j,k € Ny} uma base para ele. Defina E, F e H operadores lineares em C[a, b, c] da seguinte

maneira:
F(a'b'c®) = a'tbick; (2.4)
o bj+1 k, - 07
H(a'b/c) = - L . ! (2.5)
F(H(a" 'b/c*))—2d'b/c*, sei#0;
k) sei,j=0;
E(a'b’c®) =< H(E(b'"'ck)—2E(b/1ch), sei=0,j#0; (2.6)

F(E(a™'b/c"))—H(a'bick), sei#0;
onde i,j,k €N,.

Observacao 2.2.2. Considere F, H e E, conforme definido acima, e considere também a algebra
de Lie subjacente a End.(C[a, b,c]). Entao

. [H,F]=HF — FH; - [E,H]=EH —HE; - [E,F]=EF —FE.
Assim, dado a'b/c* € C[a, b, c], temos que:
1) sei# 0, entdo

H(d'b/'c®) =FH(a b/ c¥)) —2ab/ck = —2a'b/ck = H(F(ai™'b/ck)) — F(H(a b/ b)),

ou seja, —2a'b/ck = [H,F](a"'b/c*). Dai, para i # 0, temos que H(a'b’c*) = F(H(a'"'b/ck)) +
[H,F](a""b/c"));

2) sei=0ej#0, entdo
E(b'c®)=HED ') —2E(bcF) = —2E(b 15 = E(H(b M) — H(E(b"'ch)),

ou seja, —2E(b’1cX) = [E,H](b’'c¥). Dai, sei =0e j # 0, entdo E(b/c*) = H(E(b' X)) +
[E,H](b''c");

3) sei #0, entido
E(a'b/c®) =F(E(a™'b/ ") —H(a'b/cX) = —H(a'b/ck) = E(F(a''b/ck) — F(E(ai'bich)),
ou seja, —H(a'"'b/c*) = [E,F](a’'b/ck). Dai, se i # 0, entdo E(a’b/c*) = F(E(a™'b/c")) +
[E,F](a*bck). O

Lema 2.2.3. O espaco vetorial C[a, b, c] junto dos operadores F, H e E, definidos pelas férmulas

2.4), 2.5), (2.6), respectivamente, é um g-mddulo.

Demonstracdo. Temos que mostrar que os operadores F, H e E em questdo satisfazem as equa-
coes (1.1). Vamos comecar mostrando que HF — FH = —2F. Dados i, j, k € N,, temos que
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H(F(a'b') B H(ad b ) B F(H(a' b cF)) — 20+ bick B F(H(aib/ %)) — 2F (a b ),

ou seja, H(F(a'b/cX)) — F(H(a'b/c*)) = —2F(alb’c").
Para mostrarmos que EF — FE = H, procedemos analogamente, isto é, dados i,j,k € Ny,

temos que
E(F(a'b’c®)) =" E(a'™'b/c®) =" F(E(a'b/c®)) + H(a'b/ch),

ou seja, E(F(a'b/ck)) — F(E(a'b’ck)) = H(a'b’ck).

Sejam i, j, k € Ny. Vamos mostrar que HE —EH = 2E, usando inducdo sobre i. Se i = 0, entdo
E(H(b M) B B+ B HE(b ) — 2E(bcN),

quer dizer, HE — EH = 2E. Seja i € N e suponha, por inducdo, que (HE — EH)(a"b'c¥) =
2E(a"b’c*), para todo r < i. Vamos mostrar que (HE — EH — 2E)(a'b’c¥) = 0. Pela Observacio
2.2.2| temos que H(a'b/c*) = (FH +[H,F])(a''b/c*) e que E(a'b/c*) = (FE +[E,F])(a’*b/ck).
Entao

(HE —EH —2E)(a'b’c®) = (HFE + H[E,F]—EFH —E[H,F]—2FE —2[E,F])(a"'b'c") (2.7)
~— 7 TN S~ —

a) b) )

a) Observe que

HFE+H[E,F|—EFH —E[H,F)| = HFE + HEF — HFE — EFH —EHF + EFH =
=[H,E]JF =—[E,H]F.

b) Por inducio, temos que [H, E](a"b/c*) = 2E(a''b/c*), logo
—2FE(a™'b/c*) = —F[H,E](a" 'b/cX) = F[E,H](a' b/ ch).
¢) Ja mostramos que [H,F] = —2F. Dali,
—2[E,F] = —2[E,—%[H,F]] =[E,[H,F]].

Dessa forma, podemos reescrever a equacao (2.7) da seguinte maneira
(HE—EH —2E)(a'b/c*) = ((E [E,H]]+ [E,[H,F1])(a'"'b/c") (2.8)

J4 mostramos que [E,F] = H. Assim, como [H,H] = 0, entdo [H,[F,E]] = [H,—[E,F]] =
[H,—H] = 0. Logo, a equacéo (2.8) se reescreve como

(HE —EH —2E)(d'b/c*) = ([F,[E,H]] + [E,[H,F1]+ [H,[F,E]1D(a b’ c")

que, pela identidade de Jacobi, é igual a zero. Portanto, HE — EH = 2E. X

Algebra universal envelopante de sl,(C) 36



Teorema 2.2.4 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt). O conjunto {f'h’e* | i, j, k € N,} é uma base

para o espaco vetorial U(g).

Demonstracdo. J4 mostramos no Lema que os mondémios padroes geram U(g). Falta mos-
trar, portanto, que eles sdo linearmente independentes. Assim, seja Zi’j’k Ai’j,kfihj e’ = 0. Vamos
mostrar que A; ;, = 0. Considere o g-mddulo Cl[a, b,c], conforme visto no Lema e seja
p : U(g) — End.(C[a, b,c]) sua representagdo associada, garantida pela propriedade univer-
sal de U(g). Assim, por um lado p(0) = p(;, Aijxfhied) = Dk Ajp(E)p(M)p(eh) =
ik Mk FTHE® e, por outro, p(0) = 0, ou seja, D, . A, ; F'H'E* é igual o endomorfismo
zero em C[a, b,c]. Observe que, das equacdes (2.4), e (2.6), temos que (FIHEX)(1) =
(FIH)(c®) = Fi(b/ck) = a'bick. Dai,

0=0(1) =D A FFHEN)1) = > A (FFHE)1) = > 4, ;,a’bick.

i,j,k i,j,k i,j,k
Como {a'b/c* | i,j,k € Ny} é base de C[a, b,c], entdo A;;; = 0. X

Observacao 2.2.5. Sejam x; = e, x, = fe x5 =h. Tudo o que foi feito acima poderia ser feito para
monomios da forma x;(l)xf7 (z)xc’j 3y onde o € uma permutacéo do conjunto {1,2,3} e i,j, k € N,.

Portanto, podemos concluir que os monémios assim formam uma base para U(g). O
Corolario 2.2.6. O homomorfismo de algebras de Lie ¢ : g — U(g)"™ é injetivo.

Demonstracdo. Sabemos que uma transformacao linear f : V — W € injetiva, se a imagem de
uma base de V pela f é um conjunto linearmente independente. Assim, uma vez que a imagem
da base {e,h,f} de g por £ é um subconjunto de {f’h/e* | i,j, k € N,}, que é uma base de U(g),
concluimos que ¢ é um homomorfismo de dlgebras de Lie injetivo. X

Seja A uma algebra associativa. Dizemos que um subespaco de S C A é uma subalgebra
associativa de A, se S é fechado pela multiplicacdo, isto é, se ss’ € S, para todo s,s’ € S. Se
¢ : A— B é um homomorfismo de adlgebras associativas, entdo pode-se provar que ¢(A) € uma
subdlgebra de B. O mesmo se aplica a uma dlgebra de Lie a, quer dizer, dizemos que um subespaco
5 C a é uma subalgebra de Lie de a, se, para todo s,s’ € s, temos que [s,s'] € 5. Além disso,
a imagem de um homomorfismo de algebras de Lie ¢ : a — b é uma subdlgebra de Lie de b.
Assim, do Corolario podemos considerar g como sendo uma subalgebra de Lie de U(g).
Portanto, da equivaléncia entre as categorias g-Mod e U(g)-Mod, dada pelo Teorema para
toda representagéo p de g, podemos assumir que p € igual a restricdo de p a g, isto é, p = p],,
onde p é dado pela Propriedade Universal de U(g) (Teorema[2.1.2)).

2.3 Filtracdo em U(sl,(C)) e a algebra graduada associada

Uma éalgebra associativa com identidade A é uma algebra filtrada, se existem subespacos de
AAD CAD Cc AP C . taisque A= | AD e ADAD := {xy | x € AV, y € AV} C A*), para

ieNy
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todo i, j € N,. Definimos o grau de um monémio x; ... x; de U(g), onde x; € {e,f, h}, como sendo
o inteiro positivo k. Se o mondmio é um nimero complexo, definimos seu grau como sendo zero.
Denotamos o grau de um monoémio u € U(g) por deg(u). Para cada k € N,, definimos U(g)®
como sendo o espaco vetorial gerado pelos monomios de grau no mdximo igual a k. Note que
U(g)® = C. Definimos também U(g)" := {0}. Observe que U(g)® € U(g)®*V, para todo
ieNj,equeU(g)= |J U (g)®. Além disso, da definicfio de multiplicacdo em U(g), temos que

ieN,

U(g)PU(g)¥ € U(g)*7. Portanto, U(g) é uma algebra filtrada.

Lema 2.3.1. Para cada k € N, o conjunto dos monomios padroes de grau no maximo igual a k é
uma base para U(g)™®.

Demonstracdo. J4 sabemos, pelo Teorema de PBW (Teorema [2.2.4), que o conjunto dos moné-
mios padroes é uma base para U(g). Logo, em particular, o subconjunto formado pelos monémios
padrdes de grau no méximo igual a k é linearmente independente. Uma vez que U(g)®) C U(yg),
entdo, novamente pelo Teorema de PBW, todo elemento de U(g)*) se escreve como combinacio
linear de mondmios padrées. Contudo, como U(g)¥) é, por definicdo, o espaco vetorial gerado
pelos mondmios de grau no méaximo igual a k, concluimos que todo elemento de U(g)® se es-
creve como combinacdo linear de monomios padrdes de grau no maximo igual a k. Portanto, o

conjunto de tais mondmios é uma base para U(g)®. X

Dados u € U(g)? e v € U(g)", como U(g)PU(g)¥ C U(g)"?, temos que uv € U(g)".
Assim, podemos concluir que [u, v] € U(g)“*?. Porém, podemos melhorar tal resultado e mostrar

que [u,v] € U(g)™/ 1, conforme o lema abaixo.
Lema 2.3.2. Sejam i,j € N,. Seu € U(g)®? e v € U(g)¥, entdo [u,v] € U(g)H Y.

Demonstrac¢do. Pela bilinearidade do colchete de Lie [—,—] e pelo Lema[2.3.1], é suficiente mos-
trarmos a afirmacio para o caso onde u e v sio mondémios padrdes. Sejam u € U(g)™ e v € U(g)?
mondmios padrdes, onde i, j € N,. Vamos mostrar esse lema usando indugéo sobre o inteiro ndo
negativo i. Se i = 0, entdo u = A € C. Logo, [u,v] =0 € U(g)"Y € U(g)*/~Y. Suponha, agora,
i > 0 e que o resultado valha para todo k < i. Escreva u = xu’, onde x € {e,f, h} C U(g)"" e
u' € U(g)"D. Assim,

[u,v] =xu'v—vxu' = xvu' + x[u,v]—vxu' = yatd +[x, v’ +x[u',v]—yxtl =

=[x, v]u" + x[u,v]

Por inducdo, [x,v] € U(g)M™V e [u/,v] € U(g)""*"Y. Portanto, [x,vIu’ € U(g)* ™ e
x[u',v] € U(g)" D, ou seja, [u,v] € U(g)t+—Y. X

Dizemos que uma dlgebra associativa com identidade A é uma algebra graduada, se existem
subespacos de A, Aj,A;,..., tais que A = P A; e AA; C A, para todo i,j € N,,. Para cada

ieN, l
®
i € Ny, defina G(g); como sendo o espaco vetorial quociente Ulo) /U(g)(i—l). Uma vez que

U(g)® é o espaco vetorial gerado pelos mondmios de grau no maximo igual a i, entdo G(g); =

Algebra universal envelopante de sl,(C) 38



(xy-+-x; + U(g)EY | x; € {e,f,h}, paratodoj = 1,...,i)c. Note que G(g), = C/{O} % C.
Além disso, do Lema temos que U(g)!) é o espaco vetorial cuja base é {1, e,f, h}, ou seja,
U(e)Y =C@g, logo Gg), = (C®8) =y

Seja G(g) := @ G(g);. Vamos definir %ma multiplicacdo em G(g) que torne tal espago vetorial
em uma élgebralZngociativa com identidade. Para isso, considere x € G(g); e ¥ € G(g);. Sejam
x € U(g)®D e y € U(g)Y os representantes de X e ¥, respectivamente, isto é, X = x + U(g)" ™V e
¥ =y + U(g)U™. Pela definicio da multiplicacdo em U(g), sabemos que xy € U(g)‘*/). Assim,
defina Xy = (x + U(g) " )(y + U(g)V™) := xy + U(g)"*'"V € G(g),,; e estenda bilinearmente
para elementos arbitrarios em G(g). Observe que G(g);G(g); € G(g);;. Contudo, da forma como
definimos essa multiplicacdo, foi preciso tomar um representante. Vamos mostrar, agora, que
tal multiplicacdo é bem definida, ou seja, que ndo depende do representante escolhido. Sejam
x' € U(g)? e y’ € U(g)? outros representantes de X e ¥, respectivamente, quer dizer, X = x’ e

Y=y, .Entiox —x'=u; €U(g) Vey—y =u,eU(g)V Y. Dai,
X'y +U(@) "™ = (x —u )y —up) + U(@) ™V = xy —xuy —wy y +uyu, + U(g) 70,

Note que xit,,u,y € U(g) ™ e uyu, € U(g) ™2 C U(g) /. Portanto, x’'y’ + U(g)t 7V =
xy + U(g) Y, ou seja, xy = x' y'.

Sejam X = x + U(g)"™V € G(g);, ¥y = y + U(@)V™) € G(g); e 2 = 2+ U(g)* ) € G(g).
Entdo (X ¥)z = (xy)z + U(g) D = x(yz) + U(g)"7**V = X(¥ z). Portanto, a multiplicacio
definida em G(g) é associativa. Além disso, 1 = 1 + {0} é a identidade de G(g). Assim, G(g)

¢ uma dlgebra associativa com identidade e, como G = P G(g); e G(g);G(g); € G(g);,;, entdo
i€N,

G(g) é uma algebra graduada. Por fim, note que pelo Lema [2.3.1, dado n € N,, temos que
{flhie* |i,j,k €N, e i+ j+k < n} forma uma base para U(g)™. Portanto, o conjunto {f’h/e* +
U(g)" ™V i,j,k €N, e i+ j+k=n}forma uma base para G(g),.

Proposicao 2.3.3. A dlgebra G(g) é isomorfa a algebra dos polindmios nas variaveis a, b e c,
Cla, b, c].

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que G(g) € uma algebra comutativa. Sejam X,y € G(g). Entéo,
existem i,j €Ny, x € U(g)P e y € U(g)? taisque x = x + U(g) ™V ey =y + U(g)V~Y. Assim,
Xy =xy+U(g)" ™ = yx+[x,y]+U(g) ™. Pelo Lema[2.3.2} [x, y] € U(g)"*~V, portanto,
Xy = yx+U(g)" Y = yX. Por definicdo, G(g) é uma algebra associativa com identidade, logo,
pela Proposicédo existe tinico homomorfismo de dlgebras associativas ¢ : C[a, b,c] — G(g)
tal que ¢(a) = f+ U(g)@, ¢(b) =h+U(g)® e ¢(c) = e+ U(g)®. Seja x € G(g),, para algum
n € Ny. Como {flhie* + U(g)"™V |i,j,k €N, e i+ j+k = n} é uma base para G(g),, entdo
x é combinacdo linear de elementos da forma f'h/e* + U(g)* ™, com i + j + k = n. Note que
fihiek + U(g)" Y é igual a

(£+U(@)) - (f+U(g)”) (h+ U(g)”) - (h+ U(g)?) (e + U(g)?) - (e + U(g)®)

VT v VT
1 vezes Jj vezes k vezes
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ou seja, fihie* + U(g)" Y = ¢(a'b/c¥). Portanto, x é imagem de algum elemento em C[a, b, c],
quer dizer, ¢ é sobrejetiva. Além disso, como {a'b’ck | i,j,k € Ny} é base de C[a,b,c] e
p(albick) = fihek + U(g)*/* D, entdo ¢ é injetiva, pois a imagem da base de C[a, b,c] é

um conjunto linearmente independente em G(g). Logo, G(g) é isomorfa a dlgebra C[a, b,c]. X
Corolario 2.3.4. A algebra U(g) néo possui divisores de zero.

Demonstragdo. Sejam u,v € U(g) = U(g)® tais que u # 0 # v. Vamos mostrar que uv # 0.
ieN,

Considere os menores inteiros nio negativos i e j tais que u € U(g)? e v € U(g)". Sejam

u=u+U(g)"Pev=v+U(g)V V. Comoie jsio os menores niimeros inteiros nio negativos

tais que u € U(g)Y e v € U(g)?, entdo u & U(g)"™ e v & U(g)V™Y, isto é, 1 # 0 # V. Pela

Proposicéo [2.3.3] a dlgebra G(g) é isomorfa a algebra C[a, b, c], portanto, G(g) é um dominio.

Logo, uv = uv + U(g)*/ =Y £ 0 e, consequentemente, uv # 0. X

2.4 Centro de U(sl,(C)) e centralizador da subalgebra de Car-

tan

Seja b o subespaco de g gerado por h, isto é, h := {Ah | A € C}. Note que, para todo x,y € b,
[x,y] =0, pois [h,h] = 0. Logo, h é uma subalgebra de g, dita subalgebra de Cartan de g.
Considere o g-mdédulo adjunto, visto no Exemplo item isto é, o espaco vetorial g junto
dos operadores lineares E = [e,—], F = [f,—] e H = [h,—], e seja ad : g — End(g), x — [x,—]

sua representagﬁo associada. Note que
H(e):[h:e]zze: H(f):[h)f]:_zf € H(h):[hﬁh]:()’

isto é, e, f e h sdo autovetores de H, com autovalores 2, —2 e 0, respectivamente. Uma vez que
todo elemento de h é da forma Ah, com A € C, temos que a matriz de ad(Ah) segundo a base

21 0 0
naturalde g é | 0 —2A O [, ou seja, a acdo de qualquer elemento de h sobre o g-mdédulo
0 0O O

adjunto é dada por uma matriz diagonal.

Exemplo 2.4.1. Similarmente ao feito no Exemplo item [(e)} vamos mostrar que U(g) é um
g-mddulo cuja acdo é dada por x - u := [x,u] = xu—ux, para todo x € g e u € U(g). Temos que
mostrar que as equacoes em ([1.1)) sdo satisfeitas. Mostraremos a primeira das trés equacoes. As

outras duas seguem analogamente. Seja u € U(g). Entéo

identidade de
Jacobi

(EF —FE)w) = [e,[f,u]l] - [f,[e,u]] =[e, [fu]] + [f [u,e]] = [u,[e,f]] = [u,h] = H(u)

Tal acdo é chamada acdo adjunta de g sobre U(g). Vale a pena notar que T(g) é uma representacio

de g, onde tal representacdo é obtida usando produtos tensorais e somas diretas da representagdo
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adjunta de g. Como o ideal de T(g) que define U(g) é um g-submddulo de T(g), segue que U(g)
¢ um g-moédulo com representacdo quociente. Tal representacdo coincide com a representagdo

adjunta que definimos acima. O

Lema 2.4.2. Para todo i,j,k € N,, o monémio padrio f'h’et é um autovetor para o operador
linear [h,—], com autovalor 2(k —i). Em particular, a acdo de h sobre o g-médulo adjunto U(g)

¢ diagonalizavel.

Demonstracao. Veja que

[h, fih/e*] = hfih/e* — fih/e*h = fi(h—2i)h/ek —f'h/e*h = f'h/(h — 2i)e* — f'h/eh
fihiek(h — 2i + 2k) — fihie*h = 2(k — i )f ek,

Portanto, f’h’e* é um autovetor para o operador linear [h, —], com autovalor 2(k—i). Como esses

monomios formam uma base para U(g), a acdo é diagonalizavel. X

Para cada s € Z, seja U(g),, = {u € U(g) | [h,u] = 2su}. Note, pelo Teorema de PBW
(Teorema [2.2.4)) e pelo Lema [2.4.2, que U(g),, é o subespaco de U(g) com base f'h/e‘™, onde
i,j € Ny. Logo, temos que U(g) = @ U(g),,. Por definicdo, temos que u € U(g), se, e somente se,

[h,u] =0. Logo, U(g), € o centralizeczzdor da subdlgebra de Cartan em U(g). Em particular, U(g), é
uma subalgebra de U(g), pois, dados u,,u, € U(g),, temos que [h,u,u,] =hu,u, —u;u,h =0, ja
que u, e u, comutam com h, ou seja, dados u;,u, € U(g),, concluimos, usando o fato dele ser o
centralizador de h em U(g), que u,u, € U(g),. Veja que h € U(g), e pelo Exemplo item |(a)|,
temos que ¢ = (h+ 1)? + 4fe € U(g),.

Para demonstrar a proxima proposicao, precisamos definir uma ordem monomial no anel dos
polinémios nas variaveis h e ¢, C[h, c], e também uma ordem monomial em U(g),. Definimos a
ordem lexicogréfica inversa em C[h,c] da seguinte maneira: dados hic’,h™c" € C[h,c], com
i,j,m,n € N,, dizemos que hic’ é menor do que h™c", fato denotado por hicjleinvhmc”, sej<n
ou, no caso de j = n, se i < m. Definimos o grau lexicogrdfico de p € C[h,c] como sendo o
par (i, j) correspondente ao mon6émio maximal hic/ que ocorre em p com coeficiente diferente
de zero, segundo a ordem lexicografica inversa. Similarmente, definimos a ordem lexicografica
em U(g), da seguinte maneira: dados f'h’e!,f™"h"e™ € U(g),, com i,j,m,n € N,, dizemos que
f'h/e’ é menor do que f™h"e™, fato denotado por f'h/e’ < f"h"e™, se i < m ou, no caso de i = m,
se j < n. O grau lexicogrdfico de um elemento em U(g), é definido de modo andlogo ao grau

lexicografico de um elemento em C[h,c].

Lema 2.4.3. Seja ¢ : C[h,c] — U(g), o homomorfismo de algebras associativas tal que ¢(h) =h
e ¢(c) = ¢, dado pela Proposicao Entéo, para todo i, j € N, temos que

i

phich) = { h

4'f'h'e’ + termos de menor grau lexicogréfico, j # 0.

j=0;

Demonstracdo. Se j = 0, entfio ¢(hic/) = p(h') = h'. Seja j # 0. Vamos mostrar que p(hic’) =

4f’h'e’ + termos de menor grau lexicogréfico, usando inducéo sobre j. Para j = 1, temos que
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o(hic’) = p(hic) = hi(h+1)2+4fe) = 4hife+hi*2+2h*! +hi & 4f(h—2)'e+hi*2+2hi* +hi =
4fh'e + termos de menor grau lexicografico. Suponha que o resultado seja vélido para j € N.
Entdo ¢(hic’™) = p(hic))¢(c) = 4f'hie/((h + 1)? + 4fe) + termos de menor grau lexicogréfico
= 4/*1f'hie/fe + termos de menor grau lexicografico. Note que e/f = fe/ + termos de menor grau
lexicogréfico e, como vimos h'f = fh' + termos de menor grau lexicografico. Portanto, p(h'c’*!) =

4i+1fit1hie/* 4 termos de menor grau lexicogréfico. X

Seja A uma algebra associativa com identidade. Dizemos que {a;,...,a;} C A é algebrica-
mente independente sobre C, se para todo polindmio néo trivial p(x,,...,x;) € C[xq,...,X;]

temos que p(a,...,a;) # 0.
Proposicao 2.4.4.
(a) Os elementos h e ¢ geram U(g),.

(b) A algebra U(g), coincide com a algebra de polinémios Cl[h,c]. Em particular, h e ¢ séo

algebricamente independentes.
Demonstracao.

(a) Seja A a subalgebra de U(g), gerada por h e c. Como um elemento de U(g), é combi-
nacio linear de elementos da forma f'h’e!, basta mostrarmos que f'h/e’ € A. Uma das equa-
coes em (2.I), nos diz que f'h = (h + 2i)f'. Logo, f'h’e’ = (h + 2i)/f'e’. Assim, temos que
mostrar que f'e’ € A. Faremos isso usando inducio sobre i. Se i = 0, entdo f’e®* = 1 € A.
Agora, observe que fle' = fefle'™! + f[f'"! e]e’!. Por inducio, temos que f™ e’ € A, logo,
fef el € A. Pelo Lema [2.3.2] [f"!,e] € U(g)®", logo f[f!,elel™! € U(g)* V. Além
disso, como f[f1 ele’™ = fle' —fef"le’!, onde fie! € U(g), e fef e € A C U(yg),, entdo
f{fi! ele™ € U(g),. Logo, f[fi !, ele™! € U(g)® P nU(g),. Isso implica que podemos escre-
ver f{f!, e]e"™! como combinacio linear de mondmios da forma f™h"e™ = (h + 2m)"f™e™, com

2m+n < 2i—1. Umavez que n,m,i € N, temos que m < i—1, logo, por inducéo, f{f'!,ele’ ! € A.

(b) Seja ¢ : C[h,c] — U(g), o homomorfismo de algebras associativas tal que ¢(h) = h e
¢(c) = ¢, dado pela proposicdo Pelo item (a), esse homomorfismo é sobrejetivo. Vamos
mostrar, agora, que ele é injetivo. Seja g(h,c) € C[h,c]\ {0} tal que g(h,c) = ah'c’ + termos
de menor grau lexicografico, onde i,j € N, e a € C\ {0}. Assim, pelo Lema temos que
¢(g(h,c)) = 4af’'hie’ + termos de menor grau lexicografico. Logo, p(g(h,c)) # 0, j4 que os
monomios padrdes sdo linearmente independentes. Portanto, ¢ € injetiva, como queriamos de-

monstrar. X

Observacao 2.4.5. Dado A uma algebra associativa com identidade e a € A, ndo necessariamente
a subalgebra de A gerada por a coincide com C[a], porque a pode néo ser algebricamente inde-
pendente. A Proposi¢io |2.4.4] contudo, afirma que as subdlgebras de U(g), geradas por h e por

¢ coincidem, respectivamente, com C[h] e com C[c]. O
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Denote por Z(g) o centro da algebra U(g). Como U(g) é gerada (como algebra associativa)

por e, f e h, entdo
Z(g) ={ueU(g) [[x,u] =0,V x €U(g)} ={u e U(g) | [e,u] = [f,u] =[h,u] = 0}.

Em particular, Z(g) € U(g),. Note que U(g)® = C C Z(g) e que, pelo Exemplo item |(a)|,
c € Z(g).

Teorema 2.4.6. Z(g) = Cl[c].

Demonstrac¢do. Como ¢ € Z(g) € U(g),, entdo, pela Observagdo [2.4.5] temos que C[c] € Z(g).
Uma vez que Z(g) € U(g), = C[h,c], considere g(h,c) = Zle g:(h)c' € Z(g), onde g;(h) €
C[h]. Vamos mostrar que g;(h) € C, paratodoi =1,..., k. Note que, por um lado [e, g(h,c)] =0,
pois g(h,c) € Z(g), e por outro lado

k k k k
le,g(h,0)]=[e, > g(h)c']= D [e,g(h)c] =0 > e, gi()] = > c'(eg:(h) — gi(h)e)
i=1 i=1 i=1 i=1
Das equagdes em (2.1), temos que h"e = e(h + 2)", para todo n € N, logo g;(h)e = eg;(h + 2).
Assim, 0 = [e, g(h,c)] = erzl c'(g;(h) — g;(h +2)). Como U(g) nfio possui divisores de zero,
entio Zle c'(g;(h)—g;(h+2))=0. Dai, g;,(h)—g;(h+2) =0, paratodoi =1,...,k, pois U(g),
coincide com a algebra C[h, c], conforme visto na Proposicao Isso implica que g;(h) é um
polinémio constante, paratodoi =1,...,k, jd que, caso contrario, g;(h) possuiria infinitas raizes,
o que é absurdo. Portanto, Z(g) € C[c]. X

Uma vez que U(g),, Z(g) € U(g), podemos considerar U(g) como U(g),-mddulo e como Z(g)-
modulo tanto a esquerda, quanto a direita, via multiplicagdo. Esse serd o caso para o proximo

teorema.
Teorema 2.4.7.

(a) A dlgebra U(g) é U(g),-mddulo livre, tanto a direita quanto a esquerda, com base B, =
{1,e ¥ | k e N}.

(b) A algebra U(g) é Z(g)-modulo livre, tanto a direita quanto a esquerda: a direita com base
B, = {hie* hif* | i k € N,} e a esquerda com base B, = {ehi, f*h | i,k € N,}.

Demonstracao.

(a) Como U(g) = P U(g),, basta mostrar que U(g),, € U(g),-moédulo livre tanto a direita,
quanto a esquerda cosrenZ base B;, para todo s € Z. Se s > 0, U(g),, tem como base os monomios
padrdes da forma f'h/e**'. Como f'h/e’*' = f'h/e'e’, temos que U(g),, é U(g),-mddulo a esquerda
gerado por €. Se s é um inteiro negativo, os elementos e’h’f'*, os quais formam uma base para
U(g),, (conforme visto na Observagio [2.2.5), estdo em U(g)of", ja que e'h/fi*kl = e'h/fifll e

U(g),f*!, ou seja, U(g),, é U(g),-mbdulo a esquerda gerado por f*!. Finalmente, como U(g) nio
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possui divisores de zero (Coroldrio|2.3.4), os geradores encontrados acima sdo, na verdade, uma
base de U(g),, como U(g),-mddulo a esquerda (observe que U(g), € um U(g),-moédulo livre com

base 1). A demonstragdo que U(g) é um U(g),-mddulo livre a direita é andloga.

(b) Como U(g) é U(g),-modulo livre a esquerda e a direita com base B;, e U(g), = C[h,c] é
Z(g)-médulo livre a esquerda e a direita com base {1,h,h?,...} (lembre-se de que Z(g) = C[c]),
segue que U(g) é Z(g)-mddulo livre a direita com base B, e a esquerda com base B;. X

2.5 Homomorfismo de Harish-Chandra

Sabemos, pelo Lema que a acdo de ¢ sobre V™ ¢ dada pelo escalar n?, quer dizer, dado
v € VW, temos que ¢ - v = n?v. Uma vez que V(™ é o espaco vetorial de base {v,,...,v,_,} e
cada v; = F'(v,), com i = 2,...,n— 1 (ver diagrama , entdo podemos simplificar o célculo
da acdo de ¢ sobre um elemento arbitrario de V™, aplicando no elemento v,. Como E(v,) =0 e
lembrando que ¢ = (h + 1)? + 4fe, entdo ¢ - v, = (h+ 1)? - v,. Pelo Teorema sabemos que
o centro da algebra U(g) é Z(g) = C[c], logo a acdo de um elemento em Z(g) se reduz a acdo
de um elemento em C[h]. Abaixo investigaremos melhor a acdo de Z(g) sobre mdédulos gerados
por vetores que sdo anulados pela acdo de e.

Lema 2.5.1.
(a) U(g)enU(g), =fU(g)NU(g),- Em particular, I :== U(g)en U(g), é um ideal de U(g),.

(b) U(g), =C[h]® I, como espaco vetorial.

Demonstracao.

(a) Se x €1, entdo x = »,,_, we, onde u;, € U(g) sdo mondmios da base de PBW. Como I C
U(g),, entdo u, = f***hike’. Assim, uie = ff*hixe’x*! € fU(g) N U(g),. Logo, x € fU(g) N U(g)o,
ouseja, I CfU(g)NU(g),. A inclusdo reciproca se demonstra analogamente. Vamos mostrar que
I é um ideal de U(g),, isto é, dados u € U(g), e x € I, temos que mostrar que ux,xu € I. Como
I =U(g)enU(g),, entdo x = ZZ:1 u,e, onde u;, € U(g). Note que ux € U(g),, pois u, x € U(g),
e U(g), € subalgebra de U(g), e note também que ux = ZZ=1 uue € U(g)e. Logo, ux € I. Agora,
como I = fU(g) N U(g),, entdo x = ZZ:1 fu;, com u; € U(g). Assim, xu € U(g),, pelo mesmo
motivo que ux € U(g),, e também xu = Zzzl fu,u € fU(g). Portanto, xu € I.

(b) Como U(g), tem base os mondmios padrdes da forma f'h’e!, basta mostrarmos que f'h/e’ €
Clh] @I, para todo i,j € N,. Se i = 0, entdo f'h'e’ = h/ € C[h]. Se i € N, entfio f'h/e’ 21
(h+2i)fle' € U(g)enU(g), = I. Observe que um elemento nio nulo em I tem a forma ue, com
ue U(g)\{0}. Logo, C[h]NnI = {0}. Dessa forma, U(g), = C[h]®1I. X

Defina k como sendo a projecédo de U(g), sobre C[h] cujo ntcleo é I, isto €, k : U(g), — C[h],
x+y — x,onde x € C[h] e y € I. Note que, por um lado, x((x + y)(x' + y)) = x(xx’ +
xy'+yx"+yy") = xx’, pois, como I ¢ ideal de U(g),, entdo xy’, yx’,yy’ € I. Por outro lado,
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xx" =k(x+y)x(x’+y’). Portanto, k é um homomorfismo de dlgebras associativas, chamado de

homomorfismo de Harish-Chandra.

Proposicdo 2.5.2. Seja V um g-médulo e v € V um elemento tal que E(v) = 0. Entdo para
qualquer g € Z(g), temos que g-v =k«(g) Vv

Demonstracdo. Como c = (h+ 1)? + 4fe e fe € I, segue que x(c) = (h + 1)2. Além disso, como
E(v) =0, entdoc-v = (h+1)*v = k(c)-v. Logo, se g(c) € Z(g) = C[c], entdio g(c)-v = x(g(c))-v,
pois k € um homomorfismo de dlgebras associativas. X

Teorema 2.5.3. A restricdo de k a Z(g) define um isomorfismo de dlgebras associativas entre
Z(g) e C[(h+ 1)?].

Demonstracdo. Como ja foi observado k(c) = x((h+ 1)* + 4fe) = (h+ 1)?, pois fe € I. Logo,
k(C[c]) = C[(h+1)?]. Como «k leva a base {1,c,c?,...} de Z(g) nabase {1,(h+1),(h+1)...}
de C[(h+ 1)?], temos que « ¢é injetiva, e portanto um isomorfismo. X

2.6 Propriedade noetheriana

Sejam R um anel associativo com identidade e M um R-mddulo a esquerda. Dizemos que:

i) M é R-moddulo noetheriano a esquerda, se toda cadeia ascendente de R-submddulos a
esquerda de M estabiliza, isto é, se para toda cadeia M; € M, € M, C ... de R-submddulos

a esquerda de M, existe n € N, tal que M; = M, para todo i > n;

ii) R é anel noetheriano a esquerda, se R visto como R-mddulo a esquerda for um R-mdédulo

noetheriano a esquerda.

Em particular, como uma 4lgebra associativa com identidade pode ser vista como um anel as-
sociativo com identidade, entdo dizemos que uma tal dlgebra A é uma dalgebra noetheriana a
esquerda, se A é um anel noetheriano a esquerda. De maneira semelhante, define-se uma dlige-

bra noetheriana a direita.

Proposicdo 2.6.1. Sejam R um anel associativo com identidade, M um R-médulo a esquerda e N
um R-submddulo a esquerda de M. Entdo M é R-mddulo noetheriano a esquerda se, e somente

se,N e M/N sdo R-moédulos noetherianos a esquerda.

Demonstracdo. Suponha que M é um R-moédulo noetheriano a esquerda. Entdo N € um R-
modulo noetheriano a esquerda, pois toda cadeia ascendente de R-submddulos a esquerda de N
é, em particular, cadeia ascendente de R-submodulos a esquerda de M, portanto estabiliza. Sejam
U, €U, C --- uma cadeia ascendente de R-submddulos a esquerda de M/N ep:M— M/N, a
projecdo m — m + N. Defina M, := ¢~ '(U,). Assim, temos que M; C M, C ---. Como M é um
R-moédulo noetheriano a esquerda, entdo existe n € N tal que M; = M,, para todo i > n. Dai,
U; = U,, para todo i > n. Reciprocamente, suponha que N e M/N sdo R-moédulo noetheriano a

esquerda e seja M; € M, C --- uma cadeia ascendente de R-submddulos 4 esquerda de M. Dessa
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cadeia obtemos as cadeias ¢(M;) € ¢(M,) € --- em M/N e M{NN CM,NN C--- em N. Entéo,
existem n; € N e n, € N tais que (M;) = (M, ), paratodoi > n;, e M;AN = M, NN, para todo
j = n,. Seja n igual ao maximo entre n; e n,. Vamos mostrar que M; = M, para todo i > n. Seja
m € M;. Entéo, como ¢(M,;) = ¢(M,), existe m’ € M,, tal que ¢(m) = ¢(m’), ou seja, m—m’ € N.
Uma vez que p(m) € ¢(M;) = ¢(M,), entdlo m—m’ € M, NN. Dai, n—m’ =n € M, NN,
logo, m =n+m’ € M,, ou seja, M; € M,, para todo i > n. Logo, como pela defini¢cdo da cadeia

ascendente M, € M;, obtemos M; = M,, para todo i > n. X

Proposicdo 2.6.2. Sejam R um anel associativo com identidade e M um R-mddulo noetheriano

a esquerda. Entdo M" := M x --- x M também um R-mddulo noetheriano a esquerda.
| —

nvezes
Demonstracao. Note que M é um R-submoédulo a esquerda de M x M e que MxM, v € isomorfo

ao R-modulo M. Portanto, pela Proposicdo|2.6.1, M x M é um R-médulo noetheriano a esquerda.
Por inducdo, concluimos a demonstracao. X

Dizemos que um R-mdédulo a esquerda M é um R-médulo a esquerda finitamente gerado,
se existem m,...,m, € M tais que M = {rym; +---+r,m, | r; €R,m; € M}. Usamos a notacao

Rm; +---+Rm, para denotar o R-mddulo a esquerda gerado por m,...,m,.

Proposicdo 2.6.3. Sejam R um anel associativo com identidade e M um R-mddulo a esquerda.
Entdo M é um R-mdédulo noetheriano a esquerda se, e somente se, todo R-submoddulo a esquerda

de M é finitamente gerado.

Demonstracdo. Sejam M um R-mddulo noetheriano a esquerda e S um R-submddulo a esquerda
de M. Suponha que S ndo é finitamente gerado. Entdo S # Rm,, para todo m; € S. Assim,
existe m, € S\ {m;}. Dai, novamente por S nio ser finitamente gerado, temos que S # Rm; +
Rm,. Seguindo esse raciocinio, concluimos que existe uma cadeia ascendente de R-submddulos a
esquerda de M, Rm; G Rm; +Rm, C Rm; +Rm,+Rm5 C -+, que ndo estabiliza. Absurdo, pois M
um R-mddulo noetheriano a esquerda. Logo, todo R-submdédulo a esquerda de M € finitamente
gerado. Reciprocamente, suponha que todo R-submddulo a esquerda de M é finitamente gerado.
Seja M; € M, € M; C ... uma cadeia ascendente de R-submddulos a esquerda de M. Entédo
N = U;cyM; é um R-submddulo a esquerda de M, logo, existem m;,...,m;, € M tal que N =
Rm; + --- + Rmy. Portanto, como N = U;yM;, entéo existe n € N tal que m; € M,, para todo
j=1,...,k,ouseja, N C M,. Uma vez que, pela definicdo de N, M,, € N, entdo N = M, portanto
M; = M, para todo i > n. X

Seja R um anel associativo com identidade. Uma vez que um ideal a esquerda de R é equiva-
lente a um R-submédulo a esquerda de R, entéo, da Proposicéo concluimos que se A é uma
algebra associativa com identidade, entdo A é uma algebra noetheriana a esquerda se, e somente

se, todo ideal a esquerda de A é finitamente gerado.

Proposicdo 2.6.4. Sejam R anel noetheriano a esquerda e M um R-médulo a esquerda. Entdo M
¢ um R-méddulo noetheriano a esquerda se, e somente se, M ¢é finitamente gerado. Em particular,

se M ¢ finitamente gerado e N C M é R-submddulo a esquerda, entdo N ¢é finitamente gerado.
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Demonstracdo. Se M ¢ um R-mddulo noetheriano a esquerda, entdo, pela Proposicédo
temos que M é finitamente gerado, pois M é um R-submddulo a esquerda de M. Reciprocamente,
suponha que M é finitamente gerado, isto é, que existem m,,...,m; € M tais que M = Rm, +

-+ Rm;.. Pela Proposicéo R* é um R-médulo noetheriano a esquerda. Defina ¢ : R — M,

k ~ . . L
(ryy..., 1) — Zl 1 Ti m Como M =Rm; +---+Rm;, entdo p é sobrejetiva, logo M é isomorfo ao

R-médulo quociente /ker(cp) Uma vez que R* é um R-médulo noetheriano & esquerda, entéo,

pela proposi¢do |2.6.1| /ker( ©) ¢ também um R-mddulo noetheriano a esquerda, ou seja, M é

um R-modulo noetheriano a esquerda. Em particular, se M é finitamente gerado, entdo, acabamos
de mostrar que, M é um R-mddulo noetheriano a esquerda, logo, pela Proposicéo |2.6.3] todo R-

submédulo a esquerda é finitamente gerado. X

Teorema 2.6.5 (Teorema da Base de Hilbert). Seja K um corpo. Entdo o anel de polinémios

nas variaveis xi,...,x,, K[x,...,X,], € um anel noetheriano. Em particular, todo ideal de
K[xy,...,x,] é finitamente gerado.
Demonstracao. Ver (Kem11), pagina 40, Coroldrio 2.13. X

Teorema 2.6.6. A dlgebra U(g) é noetheriana tanto a esquerda quanto a direita.

Demonstracao. Supondo que U(g) é noetheriano a esquerda conseguimos concluir que U(g) é
noetheriano a direita. De fato, considere a anti-involugéo v : U(g) — U(g), vista no Exemplo
item [(c)] e tome uma cadeia de ideais & direita de U(g), I; €I, € ---. Como ) é uma anti-
involucdo, a cadeia ¢ (I;) € (I,) € --- é composta por ideais a esquerda de U(g). Uma vez que
U(g) ¢ noetheriano a esquerda, existe N € N tal que y(I;) = v (Iy), para todo j > N. Aplicando
1) nessa igualdade, obtemos que I; = I, para todo j = N. Portanto, U(g) é noetheriano a direita.
Além disso, pelo paragrafo imediatamente depois da Proposi¢éo[2.6.3] basta mostrarmos que todo
ideal a esquerda de U(g) é finitamente gerado. Seja I um ideal & esquerda de U(g). Sabemos que

U(g) = @ U(g), € que cada U(g),, € um U(g),-modulo livre a direita com base {e'},ses >0 e
SEZ
ev, s=0

fsly, s<0
v, € U(g), € diferente de zero somente para uma quantidade finita de termos. Para u # 0, defina

{f¢}, se s < 0. Entdo, dado u € U(g), temos que u = D ey Us, COM Uy = { , onde

d. (u) e d_(u) como sendo, respectivamente, 0 maximo e o minimo s possivel tal que v, # 0. Defina
também k, (u) 1= vgq,(,) € k_(u) = v4 (). Para cada i € Ny, sejam J; := {k,(u) |[u€I,d,(u) =i} e
Ji={k_(u)|uel,d_(u)=—i}.

Afirmacdo: para qualquer i € N, os conjuntos J; e J; sdo ideais a esquerda da élgebra U(g),.
Vamos mostrar esse fato para J;. A demonstracdo para J; é anéloga. Seja v € J; e tome u € I tal
que d,(u) =iek,(u)=v. Seja g(h,c) € U(g), = C[h,c]. Vamos mostrar que g(h—2i,c)u €1,
d.(gth—2i,c)u) =iek, (gth—2i,c)u) = g(h,c)v, concluindo, portanto, que g(h,c)v € J;. Uma
vez que I é um ideal a esquerda de U(g) e g(h—2i,¢) € U(g), € U(g), entdo g(h—2i,c)u € 1.
Seja u; = e'v. Como c € Z(g) e ehh = (h— 2i)e', entdo g(h — 2i,c)u; = e'g(h,c)v;, ou seja,
d.(gth—2i,c)u)=iek,(gth—2i,c)u) = g(h,c)v;. Portanto, J; é ideal a esquerda de U(g),.

Seja k. (u) € J.. Entdo d,(u) = i, ou seja, u; = e'k,(u). Note que eu; = ek, (u). As-
sim, d,(eu) =i+ 1 e k,(eu) = k,(u). Logo, k. (u) € J;;;. Dai, concluimos que J; € J, C
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-+. Analogamente, prova-se que J; € J; C ---. Como J; e J; sdo ideais de U(g), = C[h,c],
pelo Teorema da Base de Hilbert (Teorema [2.6.5), existem r,s € N tais que J; = J,, para todo

i >r,eJ;=J paratodo j > s. Seja m o maior entre r e s. Além disso, J, e J; sdo ide-

ais do anel noetheriano U(g), = C[h, c], portanto, sdo finitamente gerados. Sejam a,,...,a, €
I tais que d,(a;) = -+ = d,(a,) = m e k.(a;),...,k,(a,) geram J,. Similarmente, sejam
by,...,b, €1 tais que d_(b,) = --- = d_(b)) = —m e k_(b,),...,k_(b,) geram J’ . Considere

n:= max(ldi(al)l,..., |d,(a,)|, |de(b)I, .-, |di(bg)|) e defina M como sendo o U(g),-mddulo

a esquerda P U(g)y. Note que M é U(g),-médulo livre a esquerda com base {1,€',f* | s =
1,...,n}. L(l):gz)r: como U(g), = C[h,c] é um anel noetheriano, entdo, pela Proposicio M
é U(g),-modulo noetheriano a esquerda. Assim, I N M € finitamente gerado sobre U(g),, pela
Proposicio Sejam p;,...,p; geradores de I N M.

Vamos mostrar que X = {ay,...,a,, by,...,b;,p1,...,Pr} gera I, finalizando a demonstracao.
Defina I’ como sendo o ideal a esquerda gerado por X. Uma vez que X C I, entdo I’ C I. Seja
uel. Sed (u)=-ned,(u) <n,entdou € INM. O caso onde d_(u) < —n ou d, (u) = n,
serd demonstrado usando indugéo sobre o nimero N = max(n,d, (u)) + max(n,|d_(u)|) = 2n.
Note que o caso base para a inducdo é N = 2n, que ja foi provado. Suponha que N > 2n e
assuma que d,(u) =1i> n, isto é, k,(u) € J; (o caso |d_(u)| > n é tratado analogamente). Uma
vez que k (a,),...,k,(a,) geram J,, e J; C J,,, entdo existem g,(h,c),...,g(h,c) € U(g), tais
que k,(u) = Z;zl gi(h,c)k,(a;). Sejav = z;zl g;(h—2i,c)e"™a;. Observe que v € I'. Como
d,(a;) =m, paratodo j =1,...,t, entdo d (e ™a;) = i. Assim, d,(v) =i = d,(u). Além disso,

note que a; = u; +e"k,(a;), onde u; € U(g) é tal que d, (u;) < m. Disso, segue que
t t t t
V= Z g;(h—2i, c)el_muj+z g;j(h—2i,c)e'k,(a;) = Z g;j(h—2i,c)e" Mu;+e' Z g;(h, o)k, (a;),
J=1 j=1 j=1 =1

ou seja, k. (v) = k,(u). Dai, concluimos que d,(u—v) < d,(u). Procedendo analogamente, pela
defini¢do do nimero n, temos que d_(u—v) = min(d_(u),—n). Portanto, por indugio, u—v € I'.

Uma vez que v € I, entdo u € I, finalizando a demonstracéo. X

Observacao 2.6.7. A seguir, vamos fazer algumas observacoes sobre a validade dos principais

resultados desse capitulo em contextos mais gerais do que o tratado nessa dissertacao.

(a) O fato que as categorias de moédulos sobre uma algebra de Lie e sobre sua dlgebra universal
envelopante sdo categorias isomorfas (Teorema ¢ valido para qualquer algebra de Lie. A
construcdo da algebra universal envelopante de uma algebra de Lie qualquer é feita de forma
andloga e a demonstracao de que as duas categorias sdo isomorfas é essencialmente a mesma do

caso sl,(C).

(b) O Teorema de PBW (Teorema [2.2.4) é valido para uma algebra de Lie arbitraria (ver Secao
17.3 de (Hum78) ou Teorema 9.4 de (Car05)).

(c) Vimos que a dlgebra universal envelopante de sl,(C) nao possui divisores de zero (Corolario
2.3.4). Tal fato € valido para qualquer algebra de Lie (ver Corolario 9.8 de (Car05)).
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(d) Pelo Teorema sabemos que a algebra universal envelopante de sl,(C) é noetheriana
tanto a esquerda quanto a direita. Essa propriedade continua sendo véalida para qualquer alge-
bra de Lie de dimensao finita (ver Corolario 1.7.4 de (MRO1)). Ressaltamos, contudo, que esse

teorema falha se considerarmos dlgebras de Lie de dimensdo infinita (ver (SW14)). O
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Capitulo 3

sl9(C)-mddulos de peso

3.1 Mddulos de peso

Dizemos que um g-mo6dulo V é um médulo de peso, se V = & V,, onde, conforme definido na
AeC

Secdo[1.2) V, ={v eV | H(v) = Av}, paratodo A € C. Observe que a acio de h sobre um médulo
de peso é diagonalizdvel. Chamamos o nimero A de peso e o espaco V, de espaco de peso.
Denotamos por 20 a subcategoria da categoria g-Mod consistindo de todos os mdédulos de peso
tais que para qualquer V,W € 20, temos que Homy,(V, W) = Hom,(V,W). Definimos também,
para todo g-moédulo de peso V, o suporte de V como sendo supp(V) :={A € C |V, # {0}}. Se V
¢ um moédulo de peso e A € supp(V), entdo qualquer vetor em V, é chamado de um vetor de peso
A. Além disso, se A é tal que A + 2 ¢ supp(V), entdo o peso A é dito peso maximo e qualquer
vetor ndo nulo em V, é dito vetor de peso maximo. Um g-mddulo gerado por um vetor de peso
méaximo é chamado de médulo de peso maximo. Analogamente, define-se peso minimo um
A €suppV tal que A —2 ¢ supp(V); vetor de peso minimo qualquer vetor em V,; e médulo de

peso minimo um g-médulo gerado por um vetor de peso minimo.
Exemplo 3.1.1.

(a) Dado n € N, considere o g-médulo V™. Como visto na Secio VD = (v, ..., v, )e =
rél(vi)c, onde as acOes de E, F e H podem ser vistas no diagrama (1.5). Em particular, H age
;:0(])31'6 v; pela multiplicacdo da constante n — 1 — 2i, quer dizer, H(v;) = (n — 1 — 2i)v;. Assim,
(vi)e C Vr(lrl)l_zl.. Seja v € Vr(lﬁ)l—Zi'

. . n—1 /
existem )'j € C tais que v = ijo AjVj. Dai

Entdo H(v) = (n—1—2i)v. Uma vez que v € VW, entiio

—_
—_

n—

Ai(n—1—2j)v; =H( 7L~v~) =H(v)=(n—1-2i)v znz_:kj(n—l—Zi)v,

n—

J ]

j=0 j=0 j=0
. n—1 . . ~ . . ~
ou seja, Zj:o 2A;(i—j)v; = 0. Como v,..., v, sdo linearmente independentes, entdo A; = 0,
n—1
. . . . <r(n) . _ (n) :
se i # j. Portanto, v € (v;)¢, isto &, V., . C (v;)¢. Assim, temos que VW = @ V™, ou seja,

i=0
V™ € 95. Observe que supp(V®)={1—n,3—n,...,n—3,n—1}. Logo, n—1 é o peso maximo
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e v, é o vetor de peso maximo. Uma vez que V(W = U(g)v,, entdo V(" ¢ um médulo de peso

maximo.

(b) Sejam V,W € W e ¢ : V — W um homomorfismo de g-médulos. Sejam A € Ce v € V.
Entdo Hy (¢(v)) = w(Hy(v)) = A¢(v), ou seja, ¢(V3) € W;.

(c) Seja (V;);c; uma familia de médulos de peso. Vamos mostrar que (P V;), = P(V;),. Seja
iel iel
Zie[ v, € (@ Vl))L Entao

el
S H ) =Hgy (O v) =D 1v) =D v
iel €l el iel iel
Dai, Hy (v;) = Av;, para cada i € I, ou seja, >, v; € @(V;),. Seja, agora, D,..,v; € B(Vi);.
iel iel

H@%(Zvi) = ZHvi(Vi) = Zlvi = A(Zvi).

iel icl icl i€l icl

Entao

LOgO; Zie[ Vi € (691 Vl)l
i€

(d) Sejam V,W € 25. Vamos mostrar que (V % W), = @ (Vv % WH). Para isso note que

Y+u=7A
Exeir?eprho
(V%’W)A = ((@VV)%(@WM))A = ( @ VV%WM)A = @ (VV%WH)A
veC ueC v,ueC v,ueC

V,@W,, seA=v+u;
Afirmagéo: (V, ® W), = c
c {0}, caso contrario.
De fato, se (V, % W,), # {0}, entéo existe v = Z?zl(vi w;) e (V, % W,), néo nulo. Aplicando
H, sy nesse elemento, obtemos
C

n

Av = Hv%w(Z(Vi ® Wi)) = ZHV(vi) @ w; +Zvi @ Hy (w;) = (v+ u)v.
i=1 i=1

i=1

Como v # 0, temos que A = v+ u. Portanto, (V, % W), cV, % W,, com A = v+ u. A inclusio
reciproca se demonstra analogamente. Logo, (V, % W, =V, % W,, se A = v+ u, de onde se

conclui que (Ve W), = @ (Vu ® Wv). O
c ut+v=2A C

Lema 3.1.2. Sejam V € We A € C. Entdo E(V;) CV,,, e F(V,) CV,_,.

Demonstracao. Sejam A € Ce v € V,. Entdo

HEMW) @ EHO) + 2E(v) = AE(v) + 2E(v) = (A + 2)E(v),
HF0) E F(HO)) = 2F(v) = AF(v) — 2F(v) = (A — 2)F(v).

Logo, E(V;) € Viyp e F(V;) € V). &
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Corolario 3.1.3. Sejam V € 2, A€ Cei € Z. Entdo U(g),; V) € Vi

Demonstracao. Basta mostrar que a agdo de um elemento da base de U(g),; em um V, pertence
a Vy,,;. Assim, sejam f'h’e? um elemento da base de U(g),; e v € V,. Entdo, usando o Lema

3.1.2] temos que

eZi Ve VA+4i :> hjeZi Ve VA+4l‘ :> fihjeZi Ve VA+2i' IZI

Levando em conta a estrutura de grupo abeliano de C, considere a classe lateral C/ZZ- Dado
VeWele (C/ZZ’ defina V¢ := @ V, e denote por 20¢ a subcategoria plena de 20 consistindo

A€k
de todos os g-médulos V tais que supp(V) C £. Considere a categoria @ 20°, conforme apre-
§€C/QZ
sentado no Exemplo [C.2l Sejam &,7n € C/ZZ’ com&#En,ep: PV, =VE->W'=@PW, um
Aeg UEN

homomorfismo de g-mddulos. Entédo, dado A € £, temos que A € 7, o que implica que W, = {0}.
Assim, como ¢(V,) € W, = {0}, entdo ¢ é o homomorfismo zero, ou seja, Homg(Vg,W”) = {0}.

Essa conta mostra que @ 20° é uma subcategoria plena de 20.
£eC,

Corolario 3.1.4.

(a) Seja V € 7. Entdo, para todo & € C/ZZ’ o subespaco V¢ é um g-submddulo de V e

v @ Ve
g gec/zz

(b) As categorias P 20¢ e 2 sdo isomorfas.
EEC/ 27

Demonstracao.

(a) Sejam & € C/ZZ e A €&. Entdo A+2i € &, para todo i € N,. Como V¢ = AG%VA, entao,
S

pelo Lema 3.1.2, temos que V¢ é invariante por E e por F. Uma vez que H = EF — FE, entdo V¢
também ¢ invariante por H. Logo, V¢ é g-submédulo de V. Agora, como V = P V, e a relacio
AeC
27 particiona o conjunto C, temos que V= @ V.
LR
g€y,

(b) Pelo item (a), temos que V= P V¢. Assim, uma vez que os morfismos de P ¢ e W
g £eCryy £eCryy
s40 os mesmos, entdo podemos construir o funtor F : W — @ W talque F(V)= @ Vie
£€%% £z
F(p:V —>W)=¢ :V — W. Por outro lado, como os objetos de P 20¢ sdo médulos de peso,
5€C/ 27,
podemos considerar o funtor G : € 20° — 20, que envia objetos e morfismos neles préprios.
fec/ 27
Note que F e G sdo funtores inversos um do outro e portanto as categorias € 20° e 20 sdo
gGC/ 27,
isomorfas. X

Lema 3.1.5. Sejam a uma algebra de Lie, (V;);,; uma familia de a-mdédulos e (X;);c; uma familia
de a-submodulos, como X; C V,. Entdo (162 Vi)/(EB X)) % D Vz/Xl_.

iel tel
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Demonstracao. Seja

p: BV DYy

i€l i€l

Vidier = (Vi + X

Note que ¢ € sobrejetiva e que ker(yp) = € X;. Portanto, (D Vi)/ X)) =P VVX_. Agora, veja
iel iel (e? ) C jer t
1SS

que, para todo a € a, considerando A o operador linear correspondente a a, onde o subescrito

indica o espaco, temos que

‘P(A@Vi(("i)iez)) = ‘P((Avi(vi))iez) = (Avi (vi) +Xi)iel :A@%/Xi(‘ﬁ(("i)iez))-

i€l iel

Portanto, (i@ Vi)/(@ X,) % IEB Vl/Xl-- X
i€
Proposicao 3.1.6.
(a) g-submddulo de um mddulo de peso é um mddulo de peso.
(b) Quociente de um médulo de peso é um mddulo de peso.
(c) Soma de direta de médulos de peso é um mddulo de peso.
(d) Produto tensorial finito médulos de peso é um moédulo de peso.

Demonstracao.

(a) Seja V. = @ V, um moédulo de peso e W um g-submédulo de V. Dado w € W, existem
AeC

w; € V3 \ {0}, comi=1,...,n, tais que w = Z?ﬂ w;. Paracadai=1,...,n, defina

hii=(h=2)(h—=2,)...(h—2; ) )(h—2;,)...(h—=24, )(h—24,) € U(g).

Fixados i,j =1,...,n, uma vez que h-w; = A;w;, temos que
0, sei#j,
hi-w; = ..
A=A (A=A )X — A1) ... (A = A)Dwy,  sei=].

Note que, por um lado, como W um g-submddulo de V, temos que h; -w € W. Por outro lado,
hi-w=h;-wy+--+h-w,=h-w; =4 —2A)... (4 = A41)A; — Aa) ... (A — A )w; # 0.

Assim, w; € W, para todoi = 1,...,n, ou seja, todo vetor em W é soma de vetores de peso em
W. Portanto, W = @ W,, onde W, = W N V,.
AeC

(b) Sejam V € W e W C V um g-subméddulo. Pelo item (a), W € 20, portanto, V/W =

(g?cv?\)/( D WA)' Como W, =W NV,, pelo Lema|3.1.5| temos que

AeC

Vo = (%V")/(EBWA) =D Vw,).

b AeC
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v i =V v 5
Denotando g?c ( /Wk) por U, afirmamos que U, /WA' De fato, se v+ W, € /Wx’ entio

Hy,(v+W,)=H,(v)+ W, = Av+ W, = A(v + W,), ou seja, v+ W, € U,. Reciprocamente, se
veU,, entdo v = Z?:l(vui + W,.). Assim,

Z(Avui +W,)= A(Z(V’Ji + Wui)) =Av=Hy(v) = HU(Z(VM + Wui)) =
i=1 i=1

i=1

- Z(HVW (VH;') + WIJi) = Z(‘uivui + W“i)'
i=1 i=1

Disso segue que Z?zl((l— u)v, + W, ) éigual ao zero de U. Uma vez que v, + Wy, séo linear-
mente independentes, entdo yu;, = A, paratodoi=1,...,n,isto é, v € V’I/WA-

(c¢) Sejam V,W € 9. Entdao V @ W € 2, pois

Exemplo(3.1.1}
item

vew=(Pv,)e(Pw,)=Pwv,ew,) =PV ew),.
veC ueC A€C AeC

(d) Sejam V,W € 920. Entdo V % W €90, pois
Exemplo[3.1.1
V®W:(®VV)®( W.U): @(VV®WM): @(V®W)v+u- X
C veC C ueC v,ueC C v,ueC C

Exemplo 3.1.7.

(a) Vamos mostrar que supp(V & W) = supp(V) U supp(W). Seja A € supp(V @ W). Entao

(Ve W), # {0}. Como, pelo Exemplo [3.1.1] item [(c)} (V @ W), =V, ® W,, entdo V, # {0} ou
W, # {0}. Logo, A € supp(V) U supp(W). A demonstracédo da reciproca é andloga.

(b) Vamos mostrar que supp(V % W) = supp(V) + supp(W). Se A € supp(V % W), entdo (V %

W), # {0}. Como, pelo Exemplo [3.1.1} item |[(d)}, (V % W), = @ (v, % W,), entdo existem
v+HU=A
v,u € C, com v+ u = A, tais que VV%WM # {0}. Uma vez que v € supp(V) e u € supp(W), temos

que A € supp(V) + supp(W). A reciproca € similar. O

Sejam (V;),c; uma sequéncia de g-médulos e (¢, : V; = V,,),cz uma sequéncia de homomor-

fismos de g-mddulos. Dizemos que a sequéncia

Pi-1 Pi
Via |4 Vit

i—

¢ uma sequéncia exata, se ker(p;) = im(p,_;), para todo i € Z. Uma sequéncia exata da forma
@ P [ A . /
0 -V —>W — U — 0 ¢é chamada uma sequéncia exata curta. Note que nesse caso, ¢ é

monomorfismo e v é epimorfismo.

Proposicdo 3.1.8. Se 0 - V LHw Y, U — 0 é uma sequéncia exata curta de mddulos de peso,

el Ylw,
entdo 0 — V, —> W, —> U, — 0 é uma sequéncia exata curta. Além disso, W, =V, ® U,.
b
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Demonstragéo. Pelo Exemplo [3.1.1} item temos que @y, : V, — Wy e que Y|y, : W, —

U,, para todo A € C. Assim, fixado A, precisamos mostrar que ¢|,, ¢ monomorfismo, 1|y, €é

ol gl
epimorfismo e ker(vy|y,) = im(yp|y,), pois, dessa forma, concluiremos que 0 — V, — BEER W, BELN

U, — 0 é uma sequéncia exata curta.
- |y, ¢ monomorfismo: esse fato segue de ¢ ser monomorfismo.

- Y|y, € epimorfismo: como 1) € epimorfismo, entéo

Pu,=v=yw)=EPypw,),

AeC AeC
mas, ja sabemos que (W, ) C U,. Logo, Y(W,) = U,.

- ker(3|y,) = im(¢|y,): sabemos da Proposicdo [1.1.4 _ que o ker(y) é um g-submédulo de

W, portanto, um moédulo de peso. Assim, &P ker(y)), = ker(y) = ¢(V) = EB ¢(V;). Como
reC

¢(V,) € W,, para todo u € C, concluimos que ker(y), = ¢(V;), ou seja, 1m(cp|vl) = (V) =
Ker(y), = ker(1) N W, = ker(yly, ).

<P|v,1 Ylw,
Portanto, 0 —» V, — W, — U, — 0 é uma sequéncia exata curta. Vamos mostrar, agora, que

W, = I~ V, @ U,. Para isso, observe que por ¢y, ser injetiva, temos que V; = = im(ply,) = ker(v|y, ).

7 . 7 . . ~ W 2 7 W 2
Além disso, uma vez que 1|y, é sobrejetiva, entéo A/kef(le) = U,. Dai, temos que A/Vx =
U,. Assim, como W, % V, ® WA/VA: concluimos que W, % V,eU, Sejal: W, »V,®U,
o isomorfismo de espagos vetoriais onde w — v,, + u,,. Entdo {(h-w) = {(Aw) = AL(w) =
Ay, +u,)=h-(v, +u,)="h-{(w). Portanto, W, % V, @ U,. X

Proposicao 3.1.9. Um g-modulo gerado por vetores de peso ¢ um mdédulo de peso.

Demonstracdo. Seja V um g-mddulo gerado por vetores de peso vy,...,V,, quer dizer, V =
U(g)v, + -+ U(g)v,. Assim, é suficiente mostrar que V = U(g)v € 20, onde v é um vetor

de peso u, isto é, basta mostrar que U(g)v = @ (U(g)v),. Uma vez que (U(g)v), € U(g)v, para
AeC
todo A € C, entdo @ (U(g)v), € U(g)v. Seja x € U(g)v. Entdo x =u-v, onde u € U(g). Como os
AeC
monomios padroes geram U(g) (Teorema|2.2.4)), temos que u se escreve como soma de elementos

da forma fih/e*, com i, j, k € N,. Dai, basta mostrar que f'h’e* - v € (U(g)v),, para algum A € C.

Assim,

H(f'he* -v) =hfihe* - v =fh'efh- v+ [h, filhek]- v = uf'hie* - v + [h, fihe*] - v =
Lema

2.4.2 . . . .
uflhfek v+ 2(k—i)fhek-v=_u+2(k—1i)fhie

ou seja, f'h/e* - v € (U(g)v) ,a0i)- X
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3.2 Modulos de Verma

Na secdo anterior, estudamos algumas propriedades de médulos de peso, mas apresentamos
apenas V(™ como exemplo concreto pertencente  categoria 2J. Vamos, agora, construir mais um
exemplo. Dado A € C, defina M(A) como sendo o espaco vetorial de base {v; | i € Ny}. Defina E,

F e H como sendo os operadores lineares sobre M(A) tais que

. i(A—i+1)v,_,, sei#0,
F(v;)=vy,, Hvy))=(A—-2i)y; e E(v)= ) (3.1
0, sei =0.
Tais operadores lineares podem ser visualizados através do seguinte diagrama:
A=2(n+1)  A-2n  A-2(n-1) A—4 A—2 A
a S g S g S az v oay Y e T
n+2 LOg n+1 wop On g On 1 3 LA 2 LOE 1 LA /_0\
"Ql _ Vnt1 o 1§Vn = _ Vn—1 & 1,"'¢1,V2§1,V1 = _Vo (3.2)

onde as setas duplas representam a acdo de F, as setas usuais representam a acdo de E, as setas

pontilhadas representam a agdo de H e a; =i(A—i+ 1), para todo i € N.

Proposicao 3.2.1.
(a) M(A) junto dos operadores lineares E, F e H, definidos em (3.1), é um g-mddulo.
() supp(M(A)) = {A—2i | i € Ny}.

(c) O elemento de Casimir c, age sobre M(A) da seguinte maneira: dado v € M(A), temos que
c-v=(A+1)>.

Demonstracao.

(a) Temos que mostrar que as equacdes em (|1.1]) sdo satisfeitas. Faremos isso para a equacao
EF —FE = H. As outras se demonstram analogamente. Uma vez que que M(1) = (v; | i €
Ny)c, basta mostrarmos que E(F(v;)) — F(E(v;)) = H(v;), para todo i € N,. Se i = 0, entéo
E(F(vy))—F(E(vy)) = E(v;) = Avy = H(v,). Se i €N, entéo

E(Fv)—F(EW)=E(v, ) —i(A—i+DF, ) =>0+1DA-(G{+1D)+1)v,—i(A—i+ 1)y, =
= (IA—=1) + A —i—i—1) —i)v; = (A —20)v; = H»).

(b) Como M(A) = (v; |i€Ny)c e H(v;,) =(A—2i)v,;, entdo supp(M(A)) = {A—2i | i € Ny}.

(¢) Vamos mostrar que c - v; = (A + 1)v,, para todo i € N,. Observe que E(v,) =0 e c € Z(g),
logo, pela Proposicio [2.5.2, temos que ¢ - v, = k(c) - vo = (h+ 1)* - vy = (A + 1)?v,. Sejai € N.
Entado

c-vy=cf vy =fic-vg=(A+ 1) v, = (A + 1)y, X
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Observe que A é o peso maximo de M(A) e v, é o vetor de peso maximo. Observe também
que v, gera M(A), como U(g)-mddulo, logo, M(A) é um médulo de peso maximo, dito modulo
de Verma com peso maximo A. Na préxima proposicao U(g) é vista como um U(g)-médulo a
esquerda via multiplicacdo dessa algebra. Em particular, para todo x € g e u € U(g), temos que

x -u = xu. Note que, temos também, xu = [x,u] + ux.
Proposic¢io 3.2.2. M(A) % U(g)/l’ onde I = U(g)e+ U(g)(h— Q).

Demonstracao. Como U(g) é U(g)-mddulo livre a esquerda com base {1}, defina ¢ : U(g) —
M(A) como sendo o homomorfismo de U(g)-mddulos tal que ¢(1) = v,. Assim, como qualquer
u € U(g) se escreve como u- 1, entdo ¢(u) = ¢(u-1) =u-¢(1) =u-v,. Note que ¢ é sobrejetivo,
pois M(A) = U(g)v,. Como E(v,) =0 e (H— A)(v,) = 0, temos que e,h— A € ker(yp), ou seja,
I C ker(p). Dai, o homomorfismo de U(g)-médulos ¢ : U(g)/I — M(A), u+1— ¢(u) esta bem
definido e é sobrejetivo. Vamos mostrar que U(g)/I = U(g){f'+1|i € Ny}. Pelo Teorema de
PBW, é suficiente mostrar que f'h/e* +I se escreve como soma de elemento da forma uf"+1I, com
ueU(g)eneN,. Sei,j €N, ek€N, entdo flh'ek € I. Suponhak =0. Sei €N, e j =0, entdo
fihlek+1=f'+1. Sei €N, e j €N, entiio

J . ] .

fh =f(h—A+1) = Z (])Aj_sfi(h — Ay =Af + Z (])Aj_sfi(h— A).
s=0 $ s=1 S

Como 3_ () =*fi(h— A) €I, entdio fih/ + I = A/ + 1. Logo, U(8)/; = U(g){f' +1 | i € N,}.

Note que p(f' +1) = ¢(f') = f'- v, = v,. Isso significa que a imagem dos geradores de U(g)/I por

© é um conjunto linearmente independente, o que implica que o homomorfismo de U(g)-mddulo

¢ é injetivo. Portanto, M(A) % U(g)/I' X

Corolario 3.2.3 (Propriedade Universal do Médulo de Verma).

(a) Seja V um g-moédulo e v € V tal que E(v) = 0 e H(v) = Av. Entdo existe tinico ¢ €
Hom,(M(A), V) tal que ¢ (vo) = v.

(b) Seja V um g-médulo gerado por um vetor de peso maximo com peso A. Entdo V é um
quociente de M(A).

Demonstracao.

(a) Assim como foi feito na demonstragdo da Proposicdo|3.2.2} considere o tinico ¢ : U(g) = V
como sendo o homomorfismo de U(g)-mddulos tal que ¢ (1) = v. Considere também I = U(g)e+
U(g)(h—A). Como E(v) =0e H(v) = Av, entdo I C ker(y), logo, ¢ : U(g)/I -V, u+1~ p(u)
estd bem definido. Uma vez que, também da Proposicido (3.2.2) M(A) % U(g)/l’ de ¢ obtemos o

homomorfismo de g-mddulos desejado.

(b) Seja v € V o vetor de peso maximo com peso A. Entdo E(v) = 0 e H(v) = Av. Pelo
item (a), existe v € Hom,(M(A),V) tal que ¢(v,) = v. Como v gera V, ¢ é sobrejetivo, logo
~ M(A)
4 " 71 ker(y) 2
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Lema 3.2.4. Se V um mddulo de peso gerado por um vetor de peso A € C tal que V, = (v),

entdo V é indecomponivel.

Demonstracdo. Suponha que existam W e U dois g-submddulos de V tais que V. =W & U. Como
dim(V,)=1eV, =W, ®&U,, temos que W, = {0} ou U, = {0}. Disso segue que v € W, ouv € U,.

Uma vez que v gera V, temos que V =W ou V = U, ou seja, V é indecomponivel. X

Teorema 3.2.5 (Estrutura do Médulo de Verma). O mddulo de Verma M(A) é indecomponivel
para todo A € C. Além disso,

(a) M(A) é simples se, e somente se, A & N,.

(b) para todo n € N, temos que M(—n —2) é simples. Além disso, se V um g-submddulo néo
nulo de M(n), temos que V = M(n) ou V = M(—n — 2). Mais ainda, temos o seguinte

isomorfismo de g-médulo M (n)/M(—n —2) % v,
Demonstra¢do. Do Lema [3.2.4] segue que M(A) é indecomponivel, para todo A € C.

(a) Suponha que A ¢ N, e sejaV € M(A) um g-mddulo ndo nulo. Tome v € V' \ {0}. Escrevendo
v como combinagédo linear de elementos da base {v; | i € Ny} de M(A), temos que existe k € N,

: : k
e existem a,, ..., a; € C, com a, # 0, tais que v =Y., a;v;. Lembre-se de que E(v,) =0 e que,

i=0
dadoi €N, E(v;) = a;v;_;, onde q; = i(A—i+1). Como A ¢ N, entdo q; # 0, para todo i € N.
Assim, EX(v) = Zf:o o, EX(v) = (o ]_[i.{:1 a;)v,. Logo, v, € V. Uma vez que M(1) = U(g)v,,
entdo V = M(A), ou seja, M(A) é simples. Reciprocamente, seja n € N,. Entdo a,,; = (n+1)(n—
(n+1)+1) =0. Logo, v,,; € um vetor tal que E(v,,;) =0e H(v, ;1) = (n—2(n+ 1))v,,; =
(—n —2)v,4,. Considere o médulo de Verma M(—n—2) = (v/ | i € Ny)¢. Pelo Coroldrio
existe tinico homomorfismo de g-médulos ¢ : M(—n—2) — M(n) tal que ¢(v,) = v,,,. Note que
im(¢) = U(g)v,; # {0} e também im(p) # M(n). Como im(¢) é um g-submdédulo de M(n),

entdo M(n) ndo é simples.

(b) Pelo item (a), temos que M (—n—2) é simples. Seja, agora, V um g-submddulo ndo nulo de
M(n). Sabemos que V é um mddulo de peso. Seja v, um vetor de peso nio nulo de V tal que u é
o maior peso de V. Se u < —n—2, entdo V = M(—n—2), pois V C M(—n —2) que €é simples. Se
u > —n—2, entdo V = M(n), porque v, € V. Portanto, concluimos que se V um g-submédulo nio
nulo de M(n), entdo V = M(—n—2) ou V = M(n). Para provar a tultima afirmacéo, considere
o homomorfismo de g-médulos ¢ : M(—n —2) — M(n) obtido na demonstragdo do item (a).
Observe que a imagem da base {v] | i € Ny} de M(—n —2) por ¢ é o conjunto linearmente
independente {v, 1,V 42, -}, 0 que significa que ¢ € injetiva. Assim, M(—n—2) % im(¢p), logo,
podemos ver M(—n — 2) como sendo um g-submoédulo de M(n). Uma vez que M(n) tem como
base {v,,V;,...} e im(y) tem como base {v,, 1, V,43,- ..}, entdo M(n)/M(_n _ o) tem como base
{(vi + M(—n —2) | i = 0,...,n}. Como as acles de EM(")/M(—n—z)’ FM(")/M(—n—z) e HM(n)/M(—n—Z)
nos elementos dessa base coincide com as a¢des de Ey 1), Fym+1 € Hyw+y Nos elementos da base
{wg,...,w,} de V"D entido o homomorfismo de g-médulos que envia v; + M(—n —2) em w; é

um isomorfismo, logo, M(n)/M(—n —2) %V(nﬂ). -
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Seja M um g-mddulo. Se, dados quaisquer dois g-submddulos de M, N; e N,, temos que N; C
N, ou N, € N,, entdo M é dito g-mddulo uniserial. Se existe uma cadeia finita M, = {0} € M; €
-+ € M, = M de g-submddulos, onde M, M., é simples, entdo dizemos que M é um g-mo6dulo
de comprimento n. Assim, pelo Teorema[3.2.5] se n € Ny, entdo {0} € M(—n—2) € M(n) é uma
cadeia cujos quocientes consecutivos sdo simples. Além disso, M(—n —2) é o tnico g-submddulo

proprio ndo trivial de M (n). Portanto, M(n) é um g-mddulo uniserial de comprimento 2.

Corolario 3.2.6 (Classificagdo de Mddulos de Peso Méximo Simples). Para todo A € C, existe

Unico g-mddulo de peso simples, com peso maximo A, denotado por L(A). Mais ainda

M(A), se A& Ny;

L(A) = 3.3
( )g{V("“), se A=n€N,. (33

Demonstracao. Seja V = U(g)v um g-mddulo de peso simples, com peso maximo A. Pelo Coro-
l4rio[3.2.3] existe tinico homomorfismo de g-médulos ¢ : M(A) — V tal que ¢(v,) = v. Note que
¢ é um epimorfismo, pois v gera V. Assim, M (A)/ker(cp) % V. Se A ¢ N,, entdo, pelo Teorema
3.2.5, M(A) é simples. Logo, ker(¢) = {0}, o que implica que M(A) % V. Se A = n € N,, entdo

ker(¢) = M(—n—2), logo, V(*+V % M(A)/M(_n —9) % V. X
Uma sequéncia exata curta de g-médulos 0 — V Sw Y, U — 0 é dita uma sequéncia exata
curta que cinde,se W =V @ U.
g

Corolario 3.2.7. Seja n € N, e considere o homomorfismo injetor ¢ : M(—n—2) — M(n) e a pro-

jecdo candnica v : M(n) — M (n)/M(—n —2) % v+ definidos na demonstracio do Teorema

~ A WP . A
3.2.5| Entdo a sequéncia 0 —» M(—n—2) % M(n) 5 v+ 5 0 ¢ uma sequéncia exata curta que

nao cinde.
Demonstracao. Segue do fato de M(n) ser indecomponivel. X

Vamos construir um g-mddulo de maneira andloga a constru¢do no médulo de Verma. Dado
A € C, defina M(A) como sendo o espaco vetorial de base {w, | i € N,}. Defina E, F e H como
sendo os operadores lineares sobre M(A) tais que
—i(A+i—1w;,_;, sei#0,

Ew)=w;,, Hw)=@A+2Dw; e F(w;)= { 0 cei=0 (3.9)

Tais operadores lineares podem ser visualizados através do seguinte diagrama:

A A+2 At+4 A+2(n—1) A+2n A+2(n+1)
}/ 1 /‘/ 1 P 1 1 i 1 /‘/ 1 /‘/ 1
w, wy w, . W, w Wi (3.5)
S— —_— 1 S = NTle—e""Tw——"1tl ——=
bl b2 b3 bn—l bn bn+l bn+2

onde as setas duplas representam a acdo de F, as setas usuais representam a acdo de E, as setas
pontilhadas representam a acéio de H e b; = —i(A +i— 1), para todo i € N. Observe que M(A) é
o médulo de peso minimo gerado por w, e que supp(M(A)) = {A +2i | i € Ny}
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Observacao 3.2.8. Podemos mostrar, assim como fizemos para M(A), que o elemento de Casimir

¢ age em M (1) como o escalar (A —1)2. O

O Corolério [3.2.3] o Teorema [3.2.5] e o Coroldrio tém suas versdes para o g-moédulo

M(2), conforme os enunciados a seguir.
Proposicao 3.2.9.

(a) Seja V um g-médulo e v € V tal que F(v) = 0 e H(v) = Av. Entdo existe tnico ¢ €
Homg(M(l), V) tal que Y (wy) = v.

(b) Seja V um g-mddulo gerado por um vetor de peso minimo com peso A. Entdo V é um
quociente de M ().

Proposicio 3.2.10. O g-médulo M(1) é indecomponivel para todo A € C. Além disso,
(a) O g-médulo M(Q) é simples se, e somente se, —A & N,,.

(b) Para todo —n € N,, temos que M(n + 2) é simples. Além disso, se V é um g-submddulo
nio nulo de M(n), entdo V = M(n + 2) ou V = M(n). Mais ainda, temos que o seguinte

isomorfismo de g-mddulos M (n)/M(n +2) ~ vy,
g

Proposicao 3.2.11. Para todo A € C, existe unico g-mddulo de peso simples, com peso minimo
A, denotado por L(A). Mais ainda

ML), se —A€N;
VD se —A=neN,.

L= {

3.3 Moddulos densos

Seja A € C e considere o espaco vetorial V = M(1) @ M(A + 2). Considere as acoes de E, F e
H como sendo a usual dada pela soma direta dos g-médulos M(A) e M(A +2), com a diferenca
de que, ao invés de se fazer F(0,w,) = 0, faremos F(0,w,) = (v,,0). Para verificar que V é um

g-modulo basta observar que:

E(F(0,wq)) —F(E(0,w,)) = E(vy,0) —F(0,w;) = A(0,w,) = H(0, wy),
H(F(0,w,))—F(H(0,w,)) = H(vy,0) — (A + 2)F(0,w,) = —2F (0, w,).

O g-médulo V esta representado no diagrama abaixo.

A—4 A—2 A A+2 A+4 A+6
as % a i a4 0 o0 o1 i1 i
— " b —al e b s b —
- — (v2,0) 1 (v1,0) 1 (%6,0) 1 (0,w) : (0,w1) b (0,w) . (3.6)
1 2 3

onde as setas duplas representam a acdo de F, as setas usuais representam a acdo de E, as setas

pontilhadas representam a acdo de H, a; =i(A—i+1)e b, =—i(A+i—1), para todo i € N.
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Uma vez que o g-moédulo V dado pelo diagrama (3.6) é gerado pelo vetor de peso (0,w,)
e Voo = ((0,wy))c, entdo, pelo Lema V é indecomponivel. Considere, agora, o espacgo
vetorial V' = V e faca E, F e H serem as acOes dadas pela soma direta dos g-médulos M(A) e
M(A+2), com a diferenca de que E(v,,0) = (0, w,).

O g-médulo V' estd representado no diagrama abaixo.

A—4 A—2 A A+2 A+4 A+6
N I A i I S S SV S SV S S UG S
. — (v2,0) 1 (1,0) 1 (%6,0) . (0,wo) : (0,w;) b (0,wy) _ 3.7)
1 2 3

onde as setas duplas representam a acdo de F, as setas usuais representam a acdo de E, as setas
pontilhadas representam a acdo de H, a; = i(A—i+1) e b; = —i(A+i—1), para todo i € N. Note
que V' é indecomponivel pelas mesmas razdes que V ¢é indecomponivel.

Diferenciando os elementos de V e V’ por um subescrito, suponha que ¢ : V — V’ é um
isomorfismo de g-moédulos. Entdo ¢ ((vy,0),) = a(vy,0),, e p((0,w,),) = B(0,w,),,, onde a, B €
C\ {0}. Dai, temos que, por uma lado, ¢(E,((v,,0),)) = 0, mas, por outro, E.(¢((vy,0),)) =
aEy, ((vy,0),,) = a(0,w,),, # 0. Absurdo. Portanto, V % 748

Do Corolério[3.1.4] vemos que qualquer médulo de peso indecomponivel V satisfaz supp(V) €
&, para algum & € C/ZZ- Assim, temos que os g-mddulos V e V' construidos acima tém o maior
suporte possivel para g-mddulos indecomponiveis. Um g-mdédulo com essa propriedade é cha-
mado de denso. Mais especificamente, um mddulo de peso V tal que supp(V) = A + 2Z, para
algum A € C, é dito médulo denso.

Sejam & € (C/zz e 7 € C. Defina V(&, ) como sendo o espaco vetorial com base {v, | A € £}.

Considere os operadores lineares E, F e H sobre V(&, 7) definidos como a seguir:
1
F(vy)=v,9, H(v;)=2Av,, E(v))= Z(T —(A+1)*)vps0. (3.8)

Lema 3.3.1.
(a) V(&, 1) junto dos operadores definidos em (3.8)) é um g-médulo denso com suporte &.
(b) O elemento de Casimir age em V(&, ) como o escalar .

Demonstracao.
(a) Observe que

E(F(v))—F(EW)) =E(yo) —,F(Vip2) = Vi —apvy =
1
= Z(/’L”—(A—Z +1)— 2+ (A +1)%) = Av, = H(vy).
O mesmo pode ser feito para mostrar que as outras equacdes em ((1.1)) sdo satisfeitas. Logo,
V(&, 1), junto dos operadores E, F e H, é um g-médulo. Observe que V(&, 1), = (v;)¢. Portanto,
V(&, ) é um modulo de peso. Por fim, veja que, por definicdo de H nos elementos da base, temos

que supp(V(&, 1)) =&, isto é, V(&, 7) é um mddulo denso.
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(b) Basta mostrar que o resultado vale para os elementos da base. Assim, dado v, € V(&, 1)

um elemento da base, temos que
c-v,=((h+1)?+4fe) v, = (A +1)* +4a,)v, = (A+1)% + 17— (A+T1)?)v, = TVv,. X
O diagrama a seguir representa o g-médulo V(&, 7) junto das acdes definidas em (3.8).

)LTA' )‘TZ A l‘-'ij k‘-'ij4

Qe G a4 i @i oay {0 e 0 Uiy
— % — b L 0 ——

. Y v y Y Y 3.
— /1—4¢1__$ A—zglf 7L§1; ;\+2¢1_,, }\+4§1, (3.9)

onde as setas duplas representam a acdo de F, as setas usuais representam a acdo de E, as setas
pontilhadas representam a acdo de H e a, = %(T —(u+1)?), para todo u € &.
Proposicao 3.3.2. Sejam & € (C/ZZ’ 7€ C eV éum g-méddulo tal que
(1) supp(V)=¢; (iii)) dim(V,)=1, paratodo A € &;
(ii) c age em V como o escalar 7; (iv) F, age injetivamente em V.
Entdo V % V(&, 7).

Demonstra¢ao. Como V é um maddulo de peso com supp(V) =& e dim(V,) =1, paratodo A € &,
entdo V = (w, | A € &), onde {w,} é a base de V,. Defina ¢ : V — V(&, 1), w, — v,. Entdo ¢
¢ um isomorfismo entre espacos vetoriais. Vamos mostrar que a acdo de F, e E, nos elementos
da base de V coincide com a agéo de Fy; . e Ey( ) na base de V(&, 7), e daf concluir que ¢ ¢é
um homomorfismo de g-mdédulos. Uma vez que F,, : V — V é um operador linear injetivo, entdo,
dado A € &, podemos assumir (depois de um reescalonamento dos vetores w,, se necessario) que

Fy(w;) =w,_,. Agora, cCOmoO C - W;_ , = TW,,, temos que
(A+2=1)wy,y +4Ey(wy) = (Hy — 1)’ (Wyy5) + 4Ey (Fy(Wyi)) = € - Wy = TWj .

1
Logo, E,(w;) = Z(T —(A+1)*)w,,. Portanto, V %V(g, 7). X

Para T € C, faca g.(x) := 7 — (x + 1)* € C[x]. Note que g.(x) é um polinémio de grau 2,
portanto possui no maximo duas raizes complexas distintas. Vamos, agora, descrever a estrutura
dos g-médulos V(&, 7).

Teorema 3.3.3 (Estrutura de V(&, 7)). Sejam & € C/ZZ et eC.

(a) Todo endomorfismo de g-moddulos de V(&,7) é um multiplo escalar da identidade. Em

particular, V(&, 7) é indecomponivel.
(b) V(&,7) é simples se, e somente se, £ ndo contém raiz de g.(x).

(c) Se & contém uma tnica raiz de g_(x), digamos u, entdo M(u) € o tinico g-submdédulo préprio
de V(&, 7). Além disso, M (u) é simples e V(E, T)/M(,u) ~ M(u + 2) é simples também.
g
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(d) Se & contém duas raizes distintas de g.(x), u; € Uy, entdio T =n, u; =n—1leu, =—n—1,
para algum n € N. Além disso, se V é um g-submddulo préprio néo trivial de V(&, 7), entdo
V=M(—n—1)ouV =M(n—1). Em particular:

- V(&, 1) contém um unico g-submaédulo simples M(—n—1);
- V(&, 1) contém um unico g-submodulo préprio ndo simples M(n—1);

_ V(E, T)/M(n —1) % M(n + 1) é simples.
Demonstracao.

(a) Seja ¢ um endomorfismo de g-modulos de V(&, 7). Dado u € £, uma vez que ¢(V(&, 7),) €
V(E, 1), e que V(&,7), = (v,)¢, entdo p(v,) = av,, para algum a € C. Vamos mostrar que

¢(v,) = av,, para todo A € &, concluindo que ¢ = idy ). Seja i € N. Entdo

P(Vy2) = 0(F'(v,) = Fl(p(m)) = av, 5.

Analogamente,
Fi(p(Vur20)) = @(F (Vpg2)) = ¢ (v) = av, = aF (V)

Como F ¢ bijetora, aplicando sua inversa i vezes na equacéo acima, concluimos que ¢(v,4,;) =
Vy42i> OU S€ja, p = idy¢ ). Além disso, V(&, T) é indecomponivel, pois caso contrdrio, se V(§, ) =
X@®Y,entioyY : XY - X @Y, (x,y) — (x,0) é um endomorfismo de g-mddulos diferente da
identidade.

(b) Assuma que & ndo contém raiz de g.(x) e seja V um g-submddulo de V(&, 1) ndo nulo.

Como V é um médulo de peso, entdo V = @ V,, onde V, € V(&,7),. Como V # {0}, temos
AeC
que V, # {0}, para algum A € C. Seja v, um vetor ndo nulo em V,. Aplicando F indutivamente,

temos que v,_,; € V, para todo i € N,. Como & ndo contém raiz de g.(x), entdo, uma vez que
E(v,) = —g.(A)v,,,, concluimos que v,,,; € V, para todo i € N, aplicando E indutivamente.

Portanto, V =V(&, 1), ou seja, V(&, 7) é simples. A reciproca é consequéncia dos itens (c) e (d).

(c) Assuma que & contenha apenas uma raiz de g.(x), digamos u. Entdo E(v,) =0e H(v,) =
uv,,. Pela Propriedade Universal do Mdédulo de Verma (Corolério , existe unico homomor-
fismo de g-mddulos ¢ : M(u) — V(&, 1) tal que ¢(v) = v,,. Se u € Ny, entdo 7 —(—u—2+ 1)? =
T—(u+1)*>=0, ou seja, u—2 € & também seria raiz de g.(x). Absurdo. Logo, u & N,. Portanto,
pelo Teorema M (u) é simples. Logo, ¢ ¢é injetiva, ou seja, M(u) € um g-submdédulo sim-
ples de V(&, 7). Usando o mesmo raciocinio usado na demonstracdo do Teorema podemos
mostrar que M(u) é o tnico g-submddulo préprio de V(&E,T) e que o quociente V(E, T)/M(,u)
também ¢é simples. Note que o conjunto {v, ., + M(u) | i € N} é uma base de V(E, T)/M(,u) e
que F(vyo + M(u)) = 0 e H(vyyy + M(u)) = (u+2)(vyi2 + M(u)). Como u € a unica raiz de
g.(x), temos que Ei(vlﬁz + M (u)) # 0, para todo i € N. Logo, {Ei(vwz +M(u)) | i € N} é base de
V(E, T)/M( ) © que implica que V(E, T)/M( 1) ¢ um g-modulo simples de peso minimo, gerado

por um vetor de peso u+ 2. Assim, pela Proposicédo|3.2.11} temos que (e, T)/M(u) ~ M(u+2).
g
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(d) Suponha que & contenha as duas raizes de g.(x), digamos u, e u,. Entdo podemos assumir,
sem perda de generalidade, que existe n € N tal que u, = u; —2n. Como g.(u;) =0 = g.(u,),
temos que T — (u; +1)*> = 7 — (u; —2n + 1)?, o que resulta em u; = n— 1. Dai, segue que
U, =-n—1e 1t =n% Por —n—1 e n—1 serem raizes de g.(x), temos que M(—n—1) e M(n—1)
sdo g-submodulos de V(&, T), pois os vetores v_,_; e v,_; sdo vetores de peso maximo e F age
injetivamente nesses vetores. Pelo Teorema [3.2.5] M(—n—1) é simples. Para mostrar que se V é
um g-submaddulo préprio néo trivial de V(&, 1), entdo V = M(—n—1) ou V = M(n—1), basta usar
o mesmo raciocinio da demonstra¢ido do Teorema [3.2.5] Sendo assim, se V é simples, temos que

V = M(—n—1) e se V ndo é simples, entdo V = M(n—1). Também, analogamente ao que foi feito

no Teorema (3.2.5} concluimos que (e, T)/M(n ~1) =~ M(n + 1) que é simples pela Proposicio
g
B.2.10l X

Segue, do Teorema [3.3.3} que,

- se & contém uma sé raiz de g.(x), digamos u, entdo {0} € M(u) € V(&, 7) é uma cadeia cu-
jos quocientes consecutivos sdo simples. Como esses sdo os tinicos g-submodulos de V(&, 7)
nesse caso, concluimos que V(&, 7) é uniserial de comprimento 2;

- se & contém duas raizes distintas de g.(x), entdo {0} S M(—n—1)CM(n—1)CV(n—1+
27,n?) é uma cadeia cujos quocientes consecutivos sdo simples. Como esses sdo 0s Unicos
g-submddulos de V(n— 1+ 27, n?) nesse caso, concluimos que V(n— 1 + 27, n?) é uniserial

de comprimento 3.
Corolario 3.3.4.

(a) Se & contém um soé raiz de g.(x), digamos u, entdo a sequéncia 0 — M (u) AR V(& 1) Y,
M(u +2) — 0 é uma sequéncia exata curta que nio cinde, onde ¢ : M(u) — V(£,7) é a

inclusio canonica e ¢ : V(&,7) — V(E, T)/M(,u,) >~ M(u + 2) é a projecio candnica.
g

(b) Paratodo n € N, temos que a sequéncia 0 —» M(n—1) AN V(n—1+22Z,n?) Y, M((n+1)—0
¢ uma sequéncia exata curta que ndo cinde, onde ¢ : M(n—1) —» V(n—1+2Z,n?) é a
2 _
inclusdo candnica e v : V(n — 1 + 2Z,n?) — V(n—1+27,n )/M(n— 1) = M(n+1)éa
g

projecdo canonica.
Demonstracao.

(a) Pelo Teorema [3.3.3, M(u) é o tnico g-submoédulo préprio de V(&, 7). Logo, V(&, 1) € in-
decomponivel e, consequentemente, a sequéncia do enunciado é uma sequéncia exata curta que

nao cinde.

(b) Também pelo Teorema (3.3.3, M(n—1) e M(—n — 1) sdo os tinicos g-submddulos de V(n —

1+ 27Z,n?), portanto, V(n — 1 + 27, n?) é indecomponivel, o que implica no resultado. X
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3.4 Classificacao de modulos de peso simples

Lema 3.4.1. Sejam V um g-mddulo de peso simples e A € supp(V). Entdo V, é um C[c]-mddulo

simples.

Demonstracdo. Lembre-se de que C[c] = Z(g). Logo, V, é um C[c]-mddulo. Suponha que
V, ndo é simples e seja W’ ¢ V, um C[c]-submddulo nfo nulo. Defina W como sendo o g-
submddulo de V gerado por W', isto é, W := U(g)W’. Observe que W # {0}, pois {0} # W' C W.
Como W é um g-submdédulo de um mdédulo de peso, entdo W é um modulo de peso. Vamos
mostrar que W, = W’. Como W’ C V,, entdo W' C W,. Para ver a outra inclusdo, note que
W, =wnV, = (@ U(g),W’')NV,. Uma vez que W’ & V,, entdo, pelo Coroldrio(3.1.3} temos que

1€Z
U(g)y W' C V). Dai, W, = (62 U(g)ZiW’) NV, =U(g),W’'. Lembre-se de que U(g), = C[h,c].
s

Portanto, U(g),W’ € W’, pois W’ é invariante por h, jad que W’ C V,, e W’ é invariante por c, ja

que W’ é um C[c]-mddulo. Dai, segue que W, € W’. Logo, W, = W’. Por hipdtese, temos que
V, # W', logo V, # W,, o que implica que V # W. Absurdo, pois W é um g-submddulo de V ndo

nulo e V é simples. Portanto, V, é simples. X
Lema 3.4.2. Se V é C[c]-mddulo simples, entdo dim(V) = 1.

Demonstracao. Seja V um C[c]-mddulo simples. Se dim(V) < oo, entédo o elemento de Casimir
¢ tem algum autovetor, o qual gera um C[c]-submédulo de V unidimensional (observe que iden-
tificamos ¢ com sua imagem pela representacdo dentro de End.(V)). Como V € simples, entdo
V tem que coincidir com o C[c]-submddulo gerado pelo autovetor de c. Agora, suponha que
dim(V) = oco. Vamos mostrar que ele ndo pode ser simples. Como ker(c) é um C[c]-submddulo
de V, entdo ker(c) = {0} ou ker(c) = V. Se ker(c) = V, entdo qualquer subespaco de V é um
C[c]-submédulo de V, o que é absurdo, pois V é simples. Entdo ker(c) = {0}. O mesmo raci-
ocinio mostra que im(c) = V. Logo, ¢ é um operador linear bijetivo. Seja v € V' \ {0} e defina
B :={c'-v |i € Z}. Note que B estd bem definida, porque c é bijetiva. Suponha que B seja um
conjunto linearmente dependente. Entdo, aplicando alguma poténcia de c, se necessario, temos
que agv+a,c-v+--+ack-v=0,onde k €N, ay,a;...,a; €C,a,, o # 0 (j4 que c é bijetiva,

logo ¢’ -v # 0, para £ € Z). Dai, vemos por recursio que c’

- v pertence ao espaco gerado por
{v,c-v,...,c&1 v}, para todo £ € N,. Logo, o espaco gerado por {v,c-v,...,c<'-v} éum C[c]-
submodulo de V. Absurdo, pois V é simples. Assim, B é linearmente independente. Uma vez que
o espaco gerado por B é invariante por c, entdo B gera V, ou seja, B é base para V. Contudo, o
espaco gerado por {v,c-v,c?-v,...} é diferente de V e também ¢ invariante por c, ou seja, é um

C[c]-submédulo préprio de V néo nulo. Portanto, V néo é simples. X

Teorema 3.4.3 (Classificacdo de g-mddulos de Peso Simples). Se V é um g-médulo de peso sim-

ples, entdo V é isomorfo a algum dos g-mddulos (ndo isomorfos) abaixo:
(a) ViV, para algum n € N;

(b) M(A), para algum A € C\ Ny;
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() M(—A), para algum A € C \ Ny;
(d) V(&,7), para algum & € C/ZZ e para algum 7 € C tal que 7 # (u + 1)?, para todo u € &.

Demonstrac¢do. Seja V um g-médulo simples. Entédo V é indecomponivel e, pelo Corolario|3.1.4]

supp(V) C &, para algum & € C/ZZ' Além disso, dado A € &, pelo Lema e Lema
temos que dim(V;) = 1. Considere as acOes de E e F sobre V.

- E ndo é injetiva: existe v € V, com v # 0 tal que E(v) = 0. Como V é um espaco de peso
e a dimenséo dos espagos de peso € igual a 1, entdo v = a;v, +---+a,v; ,com V; = (v, )c e
a; € C\ {0}. Logo, 0 =E(v) = a;E(v;,) + -+ a,E(v; ). Como E(v, ) €V, ,, € como elementos
ndo nulos em diferentes espaco de peso sdo linearmente independentes, entdo podemos assumir
que v é um vetor de peso, digamos v,. Dai, v, é um vetor de peso maximo. Além disso, note que
V =U(g)v,, ou seja, V é um modulo de peso maximo. Portanto, pelo Corolario temos que
1% % M(A), para algum A € C\ Ny, ou V %V(”), para algum n € N.

- F nao é injetiva: procedendo analogamente ao caso onde E ndo € injetiva, vamos chegar

que V ¢ um médulo de peso minimo e, usando a Proposicio [3.2.11] concluir que V = M(—2),
g

para algum A € C\ Ny, ou V = V® para algum n € N.
g

- E e F sdo injetivas: sejam A € supp(V) e v € V;, com v # 0. Entdo E{(v) #0 e Fi(v) # 0,
para todo i € N. Logo, supp(V) = {A+2i |i € Z} = £. Em particular, E e F sdo bijetoras em V,
jé que enviam base de V em base de V (lembre-se de que dim(V,) = 1, para todo A). Para cada
i € Z, defina w' := F!(v), que estd bem definida porque F é bijetora. Como dim(V,) = 1, para
todo u € & e Fi(v) € V,_,,, para todo i € Z, entdo {w' | i € Z} é uma base de V. Uma vez que
c-V, CV, eV, =(v) entdo c-v = Tv, para algum 7 € C. Como ¢ comuta com a acdo de F,

temos que ¢ -w; = c - Fi(v) = Fi(c-v) = F'(tv) = 7F(v) = tw,, para todo i € Z. Portanto, c age

em V como o escalar 7 e, pela Proposicao [3.3.2} temos que V = V(&, 7). Além disso, observe que
g

T # (u+1)?, para todo u € &, j4 que E age injetivamente, ou seja, g.(x) = 7 — (x + 1)? nfo tem
raiz em & (ver Teorema 3.3.3)).

Finalmente, vamos mostrar que os g-médulos dados no enunciado ndo sdo isomorfos. Sejam V
e W dois mddulos diferentes dessa lista e assuma que eles sdo isomorfos. Entdo, em particular,
supp(V) = supp(W). Como supp(VW) = {—n+1,—n+3,...,n—3,n—1}, supp(M(1)) = {A—2i |
i € Ny}, supp(M(L)) = {A +2i | i € Ny} e supp(V(E, 7)) = &, entdo a tinica possibilidade no
trivial a ser checada é o caso em que V =V(&,7) e W =V(&,7’), com 7 # 1’. Contudo, ¢ age em
V(&,7) como 7 e ¢ age em V(&,7’) como 7', o que implica que V 2 W. Contradicdo. Portanto,
os g-modulos dessa lista ndo sdo isomorfos. ’ X

3.5 Familias coerentes

Fixado T € C, defina o g-mdédulo V(7) :== €& V(&, 1), chamado de familia coerentes cor-
el 27
respondente a 7. Note que, pela Proposicdo (3.3.2] V(1) satisfaz as seguintes propriedades:
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(I dim(V(t),) =1, para todo A € C; (III) F age injetivamente.

(I) ¢ age em V(7) como o escalar T;

Além disso, se V é um g-moddulo que satisfaz as propriedades acima, entdo V = V(7). De
g

fato, sabemos que V. = @ V¢ e se V satisfaz as condicdes acima, entdo cada V¢ satisfaz as
§€C/QZ
condicdes da Proposicdo [3.3.2, Portanto, V© % V(&, 1), para todo & € C/ZZ’ eV =ZV(7). Em
g

outras palavras, o g-modulo V(1) é caracterizado pelas propriedades acima. Vamos mostrar, nesta
secdo, que V(1) pode ser obtida de maneira natural usando apenas mddulos de Verma.

Sejam V o espaco vetorial de base {f %, f,h,e} e T(V) a 4lgebra tensorial de V. Defina I como
sendo o ideal bilateral gerado pelos elementos

ef —fe—h, hf—fh+2f, he—eh—2e, ffl—f71f e ff1-1  (3.10)

Perceba que simplificamos a notacdo escrevendo, por exemplo, ef —fe—h aoinvésde e® f —
f ® e—h. Defina UY) como sendo T(V)/I. Note que UY) é uma algebra associativa com identi-
dade. Ela é chamada de localizacdo de Ore de U(g) com relacdo ao conjunto multiplicativo

{filieNo}.

Exemplo 3.5.1. Das relacdes que definem I, temos que f *f+I = ff '+Ieque ff 1+I=1+I.
Dai,

hf ' =fh=2f T+ I= (T + DT = fTh=2f T+ DT D =
=f'(fh—hf —2f)f " +1=0+1.

Portanto, hf ' — f~}(h+2) €1, ou seja, hf ' +1 = f~'(h +2) + 1. Usando o mesmo raciocinio,
podemos mostrar que f le—ef ' +1=f"*(h+2)+I1=(h—2)f *+1I. O

Para simplificar ainda mais a notagédo, sempre que ndo houver risco de confusdo, omitiremos
a escrita “+I” nos elementos de UY). Assim, por exemplo, escreveremos hf ' = f~'(h+2), no
lugar de hf ' + 1 = f~}(h +2) + I, quando estivermos nos referindo a igualdade em U,

Considere o espaco vetorial C[a™}, a, b, c] dos polindmios nas varidveis a~*

,a, bec,os quais
sdo polinomios ordinarios nas varidveis b e ¢ e polindmios de Laurent na varidvel a. Temos que
{a'bic* | i € Z,j,k € Ny} é uma base para esse espaco. Defina em C[a™},a, b,c] os operadores

lineares F!, F, H e E da seguinte maneira:
F(a'bic*) = a ™ bick;

F7Y(a'b/c*) = a1 bick;
bitick, sei=0;
H(a'b’c®) =< F(H(a"'b/ck))—2F(a'b/ch), sei>0;
FY(H(a*'b/ck) —2FY(a' ' bick), sei<O0;
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kL, sei,j=0;
o H(E(b/ 1))+ 2E(b/7 1M, sei=0,j#0;
E(a'b/c") = ((~1 ‘)k) ( '1')k =077
F(E(a"'b’c*))+H(a""b'c"), sei>0;

FYE(a™b/c")—F2(H + 2)(a ' bick), sei<O0;

Observacao 3.5.2. De maneira andloga ao que foi feito na Secao podemos mostrar que

Cla™},a, b, c], junto dos operadores definidos acima, é um UY)-médulo. O

Teorema 3.5.3 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt para UY)). O conjunto {fih/e* |i € Z,j, k €

N,} é uma base para o espaco vetorial U/,

Demonstracdo. Para se demonstrar esse teorema, a ideia é seguir analogamente a demonstracdo
do Teorema Primeiro se mostra que, assim como feito no Lema|2.2.1} todo elemento de UY)
se escreve como combinacio linear de elementos da forma f‘h/e. Depois, usando o UY)-médulo

Cla™,a, b,c], prova-se que o conjunto {f'h'e* | i € Z, j,k € Ny} é linearmente independente. X

Corolario 3.5.4. Existe inico homomorfismo injetivo de algebras associativas ¢ : U(g) — UY) tal
que t(f)=f,t(h)=hele)=ce.

Demonstrac¢do. Pela Propriedade Universal de T(g), dados ¢ : g — T(g) a injecdo canonica e L :
g — UY) a transformacio linear, onde L(f) = f, L(h) = h e L(e) = e, existe tinico homomorfismo

de 4lgebras associativas L : T(g) — UY) tal que Ly = L.

g——T(g)

U

Observe que L(ef—fe—h) = ef —fe—h = 0. Analogamente, L(he—eh—2e) = L(hf—fh+2f) = 0.
Portanto, existe tinico homomorfismo de algebras associativas ¢ : U(g) — UY), tal que (f) =
L(f)=f,u(h)=L(h) =he(e) = L(e) = e. Além disso, ¢ é injetiva, pois, pelo Teorema L
leva base de U(g) em conjunto linearmente independente em U, X

Dado um elemento invertivel x em uma dlgebra A, podemos definir uma familia discreta de
automorfismos de A, fazendo a — x'ax™, para cada i € Z. Vamos mostrar que essa familia dis-
creta de automorfismos pode ser mergulhado em uma familia de automorfismos indexada por C
(que é fazer i € C, apesar de nio fazer sentido x', com i ¢ Z). De posse dessa familia de auto-
morfismos de UY) indexada por C, considere o seguinte procedimento: dado um U(g)-médulo,
estenda-o a um UY)-médulo, aplique uma torcéio na acio de UY) e restrinja esse médulo “torcido”
a U(g) para obter um novo U(g)-moédulo. Usaremos tal procedimento para obter qualquer familia
coerente a partir de médulos de Verma. Observe que a construcdo de UY) é crucial, pois U(g) ndo
possui elementos invertiveis ndo trivial e, portanto, ndo contém tal familia de automorfismos.

Para cada k € Z, denote por ®, o automorfismo em U, definido pela regra ©, (u) = f*uf*,

para todo u € UV,
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Lema 3.5.5. Para todo k € Z, temos que

e (f)=f, e(f =17,

Demonstracdo. As igualdades ©,(f) = f e ©,(f ') = f ! sdo obtidas pela simples aplicacio da
férmula de ©,. Para obter a igualdade ©,(h) = h + 2k, basta usar o Exemplo que nos diz
que fhf ' = h+ 2. Logo, se k € N,, entdo, por inducio sobre k, temos que f*hf* = h + 2k.
Agora, se k < 0, entdo basta notar que de fhf ' = h + 2, obtemos f 'hf = h— 2. Assim, por
inducio sobre |k|, temos que fMhfKl = h — 2|k|, ou seja, f*hf % = h + 2k. Vamos mostrar que
O,(e) =e—kf*h—k(k+1)f ', supondo que k € N, e usando inducio sobre ele. O caso onde
—k € N é similar. Se k =0, entdo ©,(e) =e=e—0f *h—0(0+1)f . Seja k € N e suponha que
O,(e)=e—kf'h—k(k+1)f'. Entdo
inducao
Opn(e) = F*lef 1 = ffref*f = fle—kfTh—k(k+1)f 1)f ! =
=fef ' —kffRf T —k(k+ 1)ffTIf T =

(3.10)

—e—hf ' —khf ' —k(k+1)f ' =
—e—(k+Dhf ' —k(k+1)f " =

Exemplo
=e—(k+1)f H(h+2)—k(k+1)f 1=
=e—(k+1)f*h—(k+1)(k+2)f". X

Proposicéo 3.5.6. Para todo z € C, existe tinico automorfismo ©, de U tal que

©.(f)=/, e.(f =,

3.12
©,(h)=h+2z, O/ e)=e—zfth—z(z+1)f" (3.12)

Além disso, temos que ©,' =©_,.

Demonstraciio. Seja V o espaco vetorial do qual partimos para definir UY), conforme apresen-
tado no inicio dessa se¢do. Sejam ¢ : V — T(V) a injecdo canénica e, dado z € C, seja também
¥, : V — UY) a transformacio linear tal que

G,(f)=f T, ) ="
9,(h) =h+ 2z P.(e)=e—zf Th—z(z+1)f L.

Pela Propriedade Universal de T(V), existe inico homomorfismo de algebras associativas "0_2 :
T(V) - UY tal que 9,0 = 0,.

V——=T(V)
g

U

A 319,

Observe que:
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0.(ef —fe—h) =0,(e)0.(f) —0,(f)0.(e) —0.(h) =
=(e—zf Th—z2(z+1)f Df —fle—zf th—z2(z+1)f ) —h—2z=
=ef —zf 'hf —z2(z+T)— fe+zh+ z(z+1)—h—2z =
I r e 2fhf +2h—KH—27=0
—— =
h zf 1 (fh—2f)
Analogamente, podemos mostrar que 0,(hf — fh+2f) =9,(he —eh—2e) =8, (f f ' —f'f) =
1?2( ff~'—1) = 0. Portanto, existe tinico homomorfismo de 4lgebras associativas ©, : U) — U,
tal que ©,(u) = 9,(u), para todo u € UY), ou seja, que satisfaz as equacdes em (3.12). Vamos
mostrar, agora, que ©_,0, = id ), pois disso segue que ©, é um automorfismo e que @;1 =0._,.
Como O_, e ©, sdo homomorfismo de dlgebras associativas, basta mostrar que ©_,0, = id),
para os elementos f !, f, h e e. A verificacdo que tal igualdade vale para os elementos f !, f, h é
obtida pela simples aplicacdo da regra que define ©,, para todo z € C. Para o elemento e, temos
que

e—z(ez(e)) = e—z(e _Zf_lh —Z(Z + 1)f_1) =
=e+zf Th+z(—z+1)f '—zf '(h—22)—z(z+1)f*

=e+2f7h — 22 f T + 2 — g PR+ T A R =e =

= idU(f)(e). X
Lema 3.5.7. Para todo z,z" € C, temos que ©,0, =0, ..

Demonstracao. Basta mostrarmos a igualdade do enunciado vale quando calculada nos elemen-
tos f 1, f, h e e. Uma simples aplicacfio de férmula demonstra o caso para os elementos f !, f
e h. Também, através da férmula de ©,, mostramos que a igualdade vale para o elemento e, em
uma conta semelhante a feita na demonstracdo da Proposicao X

Fixado z € C, considere o espaco vetorial B(z) = UY). Para cada x,y € U(g) e para cada
u € B(z), defina x-u-y :=0,(x)uy (note que x e y a direita do simbolo de definigdo estdo sendo
identificados com t(x) e t(y), respectivamente, onde ¢ : U(g) — UY) é o homomorfismo injetivo
de 4lgebras associativas dado no Coroldrio [3.5.4). Afirmacdo: B(z), com a operagio x - u -y,
definida anteriormente, é um U(g)-modulo a esquerda e também um U(g)-mddulo a direta. De
fato, pelo Corolario U(g) é uma subdlgebra de UY), logo, a multiplicacio a direita por um
elemento de U(g) faz B(z) ser um U(g)-mddulo a direta. Por outro lado, ©, é um automorfismo
de UY), logo, ©,(x + x") = ©,(x) + 6,(x"), ©,(xx") = 6,(x)0,(x’) e ©,(1) = 1, portanto, a
multiplicacdo a esquerda por ©,(x) faz B(z) ser um U(g)-moddulo a esquerda. Assim, considere o
funtor B, := Tor(B(z),—) : U(g)-Mod — U(g)-Mod, conforme apresentado no Exemplo item
(b)], isto &,

B,(M) = B(z) U%)M e B,(¢)=idyy) ®,

para todo M € U(g)-Mod e para todo ¢ : X — Y homomorfismo de U(g)-mddulos.
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Observacao 3.5.8. Os funtores B, sdo conhecidos como funtores de torcdo de Mathieu e foram
considerados no artigo (Mat00), onde O. Mathieu classificou todos os médulos de peso simples

com espacos de peso de dimenséao finita sobre uma algebra de Lie complexa redutiva. O

Seja V um g-moédulo. Se cadau € Z(g) age em V pela multiplicagdo por um escalar y, (u) € C,
entdo o homomorfismo de algebras associativas y, : Z(g) —» C, u — y,(u) é dito caracter
central.

Proposicao 3.5.9.
(a) O funtor B, é exato, para todo z € C.

(b) Para todo 2,2’ € C, existe um isomorfismo funtorial n : B, o B,, — B,,,,, ou seja, B, o B,, =
n

z+2/*

(¢) Ainclusdo ¢ : U(g) — UY) induz uma transformacio natural 7 : idy ) -Moa — Bo-

(d) Se ¥ denotar a subcategoria plena de U(g)-Mod, consistindo de todos os U(g)-mddulos
cuja agdo de F ¢ bijetiva, entdo existe um isomorfismo funtorial 1) : Byl — idy(g)moa» OU

seja, Boly = idy g mod> ONde Byl significa a restrigéo de By a 6.
n

(e) Se M admite um caracter central y,, e B,(M) # {0}, entdo B,(M) admite um caracter

central € yp vy = Xu-

Demonstracao.

(a) FixezeCeseja0—> M 4N Y, P — 0 uma sequéncia exata curta em U(g)-Mod. Sabemos,
da Proposicdo que B, ¢é exato a direita, portanto, para basta mostrarmos que idp,)®¢ €
injetiva. Para isso, considere {m, | £ € L} uma base de M, onde L é um conjunto de indices e
note que, pelo Teorema {fihek|i ez, j, k €Ny} é uma base para o espaco vetorial B(z).
Pelo Corolério[3.5.4}, U(g) é uma subalgebra de U, onde o monémio fih/e* é identificado com o
mondmio fihiek. Assim, {fi®m, |i <0e{ € L} éuma base de B(z)U%)M. Seja 2, , a;(f ®@my)

um elemento arbitrdrio do nucleo de idp(,) ®¢. Entéo
Z ay(f1® p(my)) = (idp, ®<P)(Zaie(fi ®m)) =0
il il

Como {f!|i < 0} é um conjunto linearmente independente em B(z), entdo, pelo Lema [B.1.2]

(’O(Zaiemé) = Zaie‘ﬂ(me) =0
il il

Uma vez que ¢ ¢ injetiva, entdo Y, , a;,m, = 0. Finalmente, como {m, | { € L} é base de M,

para cada i, temos que

entdo a;, = 0, para todo i e { no somatério. Portanto, ker(idg,) ®p) = {0}, ou seja, idp,) ®¢p é

injetiva.
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(b) Sejam M e N U(g)-mddulos e ¢ : M — N um homomorfismo de U(g)-médulos. Seja
{m, | £ € L} uma base para o espago vetorial M, onde L é um conjunto de indices. Note que
{(f'®f7®m,|i,j €Nyl €L} éuma base do espaco vetorial B(z) U%) (B(z) U% M). Assim,
podemos definir a transformacao linear 1, : B(z) UQ(Z;) (B(z") UQ(Z;)M) — B(z+2") U%)M, fief7e

m, — f "/ ® m,. Observe que 7,, leva base em base, portanto, 7,, ¢ bijetora. Observe que

h-(ffef7em) =,Wf ef em = (h+22)f"of em, =
=hf"'®f7®@m, + f®f 7 ®2m, =
ExemploB5= f'(h+2i)®@f 7/ ®@m, + f'®f ' ®2zm, =
= f'ee,h)f7em, + fref7®2i+z)m, =
= fleh+2)f7em + fef 7 ®2i+2)m =

= fT'®hf7em; + f@f7®2(i+z+2)m =
ExemploB5T= f'® f/(h+2j)®m, + f'@f 7 ®@2(i+z+2)m, =
=f'ef7®@h-m + f®f 7 ®2(i+j+z+2)m,.

Assim, por um lado, ny(h-(f"®f7em))=f"7®h-m+2(i+j+z+2)f "7/ ®m,. Por
outro lado,

he-ny(f7ef7em)=h-(f"7em)=0, (Mf 7 em=h+2z+z)f T @m =

=f7Ih+2(+j)em +2=z+2)f T em =
=f"eh-m+2(i+j+z+2)f " om,.

Logo, ny(h-(f®f7em))=h-n,(f'®f 7 ®m,). Como ©,(f) = f, para todo z € C, temos

que

- Fref7em))=nu(fref7ef-m)=Ff"Tef-m=f (f"Tem)=
=f-nu(f7ef7 em).
O mesmo pode-se fazer para e. Portanto, 1,, € um homomorfismo de U(g)-mddulos. Observe,
agora, que
(idB(z+z’) ®(P)(nM(f_i ®f_j ® mé)) = (idB(z+z’) ®¢)(f_i_j ® mZ) = f_i_j ® SO(mg) =
= nN((idB(z) ®idp(; ®80)(f_i ®f_j ® mz)),

ou seja, o diagrama abaixo comuta.

idp(, ®(id /) ® )
B(z) ® (B(z') ® M)=2" " p;) @ (B(z') ® N)
U(g) U(g) U(g) U(g)

an O JnN

B(z+2z) @ M B(z+2) ® N
U(g) U(g)

idB(z+z/) ®p
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Assim, temos que 1 = (1) yev(g) Mod * Bz © By = B, € um isomorfismo funtorial.

(c) Seja M um U(g)-médulo. Usando o homomorfismo de algebras associativas ¢ : U(g) — UY)

do Corolario [3.5.4}, temos que t,, : M — B(0) 6(9) M, m — 1® m é um homomorfismo de U(g)-
U(g

modulos, pois, dado x € U(g), temos que ty,(x-m) =1®(x-m) = (1-x)®m = x®m = Oy(x)®m =
(x-1)®@m=x-(1®m). Assim, dados N um U(g)-médulo e ¢ : M — N um homomorfismo de
U(g)-mddulos, temos que (idp ) ®Y)(ty(m)) = (idpy ®Y)(1 ® m) = 1 ® yp(m) = ty(yp(m)), ou
seja, o diagrama abaixo comuta.

M v N
Ty @) Ty
B(0O) ® M——B(0) ® N
( )U(g) i) 8% ( )U(g)

Portanto, t = (ty)mev(g)mod : 1du(g)mod — Bo € uma transformacéo natural.

(d) Seja M um U(g)-médulo tal que F age bijetivamente, isto €, seja M € ¥. Entao M é
um UY¥)-médulo, onde a aciio de f, h e e sdo iguais as acées de f, he e e a acdo de f ' e
dada pela inversa de F. Vamos construir, para cada t,, do item (c), seu homomorfismo de U(g)-
moédulo inverso. Para isso, observe que ¢, : B(0) x M — M, (u,m) — u-m é uma funcédo
bilinear, onde ¢,,(u - x,m) = ¢,,(u, x - m), para todo u € B(0), m € M e x € U(g). Assim, pela

Propriedade Universal de B(0) ?) M, existe tnica transformac@o linear 7, : B(0) ?) M — M tal
U(g U(g

que 1y (u® m) =u-m. Observe que

(% - (@® m)) = 73 (G - 1) @) = 73 (O(X)u ® m) = Op(xX)u-m = (x -u) -m =

=x-(u-m)=x-nyue®m),

para todo u € B(0), me M e x € U(g). Assim, 1,, € um homomorfismo de U(g)-mddulo. Agora,
note que, 1,,(ty,(m)) =1y, (1®m) = m, ou seja, Nyt = id,,. Para mostrar que t ;M = idB(O)U%)M,
observe que dado m € M, existe tinicom’ € M talque m =f-m’. Logo, f '®@m=f'@f-m' =
flfem =flfem =1®m =1®f~'-m. Portanto, 1 ®u-m = u ® m, para todo u € UV,
Com isso, temos que (1N, (u® m)) =ty,(u-m)=1®u-m = u® m. Disso segue que, i), € a

inversa de n,,, o que significa que 1 é um isomorfismo funtorial, ou seja, Byl = idy(g)mod-
n
(e) Seja c o elemento de Casimir, isto &, o elemento (h + 1)? + 4fe. Entdo

0,(c)=0,((h+1)*+4fe)=((h+22)+1)*+4f(e—zf Th—z(z+1)f 1) =
=(h+22)*+2(h+22)+1+4fe—4zh—4z(z+1) =
—R2+ 2ol + 447 + 2h+ Bz + 1+ 4f e — ZoH — 447 — 4z = ()

Como ¢ ¢ a inclusdo de U(g) em UY), identificamos ¢(c) com ¢ (simplificacdo que ja estamos

usando), note que, dados u € UY) e m € M, temos que
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ccwem)=(c-u)eam=0O,(cJu)yem=(cu)®@m=(uc)®m=(u-c)®m=

=u®(c-m)=u® (yy(c)m)= yy(c)(u®m).

Logo, x5 (M)(c) = yu(c) o que implica que yp an = Au- X

Agora, vamos descrever a familia coerente usando os funtores de torcdo de Mathieu, aplicados

sobre moédulos de Verma.
Teorema 3.5.10. Seja 7 € C.
(a) Paratodo & € (C/ZZ e para todo z € C, temos que B,(V(&, 7)) %V(E + 2z, 7).
(b) Para todo z € C, temos que B,(V(7)) %V(T).
(c) Seja A € C tal que (A + 1)*> = 7. Entdo By(M(A)) %V(A + 27, 1).
Demonstracao.

(a) Como F é bijetiva em V(&, 1), entfio V(&,7) é um UY)-médulo onde as acdes de f, h, e
e sdo herdadas do U(g)-mddulo e a acdo de f~! é dada pela inversa da F. Assim, ¢ : B(z) x
V(&,7) = V(&,71), (u,v) — u-v é uma funcéo bilinear, onde ¢(u - x,v) = ¢(u, x - v), para todo
u € B(z),veV(,1)ex € U(g). Logo, pela Propriedade Universal de B(z) U® V(&, 1), existe
Unica transformacao linear ¢ : B(z) ® V(é' 7) — V(&, 1) tal que p(u ® v) :(g )u - v. Observe
que Y : V(&,7) — B(2) Q(D)V(E T),V—> 1 ® v é a transformacao linear inversa de . Portanto,

B(2) ® V(§ T) = V(E 7). Sejam A € £ e v, € V(&, T) um vetor de peso A. Entdo:

h-(1ev,))=(h-1)®v,=06,(h)®v;, =(h+22)0v, =(1-(h+22))®v, =
=10 ((h+22)-v;)=(A+22)(1®V,).

Logo, 1 ® v, é um vetor de peso A +2z. Como {1® v, | A € £} é base de B(z) UQ(Z;) V(E, 1),
concluimos que supp(B,(V(&,7))) = & + 22 e que todo espago de peso nao nulo de B,(V(&, 7))
tem dimensao 1. Observe que por F ser bijetiva em V(&, 7), entao F € bijetiva em B,(V(&, 7)), pois
f-(1®v,) =0,(f)®v, = f ®v, =18®f-v,. Além disso, pela Proposic&o[3.5.9}, xv(z,c) = Xz, w0
pois B,(V(&, 7)) # {0}, ou seja, c age em B,(V(&, 7)) pela multiplicacdo dos escalar 7. Dai, pela
Proposicao (3.3.2}, temos que B,(V(&, 7)) %V(i + 22, 7).

(b) Veja que

B.(V(e) =B P V(E, M) =B() @ (P V(E ) =D (BG) ® V()=

EEC/ZZ C/ZZ gE(C/ZZ
item (a)
=DB.(V(E, 7)) = PV(E +22,7) =DV, ) = V(0).
£y 5 S £y
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(c) Como {f'-v,|i € N,} é base de M(A), entéo, por defini¢do de B, temos que {f " & {7 - v, |
i,j €Ny} é base de By(M(A)). Observe que

h-(f@f - v)=(h-f)F vy = (O(R)f ) ®F -v, =

Exemplo
B5.

=(hf)ef -vy=f(h+20)f -vy=f - (h+2])®f -v, =
=fTet+20f -vp=f"@h+2)y;=f®A—2j+2i)y; =
=(A=2j+20)(f et vy,

ou seja, f " ®f/ - v, é um vetor de peso A+ 2(i —j), com i, j € N,. Dai, supp(B,(M(1))) = A+ 27Z

e todo espaco de peso nio nulo de By(M(A)) tem dimenséo 1. Note que, como f/ € U(g), com
j €N,, entdo {f ®v, | i € Z} é base de B,(M(A)). Assim,

f'(fi®vo):(f'fi)@’voz(@o(f)fi)@"o:fi+1®Vo,

ou seja, F leva base em base, quer dizer, F € bijetiva. Finalmente, pela Proposicio (3.5.9, y ) =

Xy (M) POis Bo(M(A)) # {0}, ou seja, c age em By(M(A)) pela multiplicagéo dos escalar (A +

1)? = 7. Portanto, pela Proposi¢io (3.3.2, temos que B,(M (1)) = V(A + 2Z, 7). X
g

Corolério 3.5.11. Sejam 7, A € C tais que (A + 1)*> = 7. Entdo

V()= P B. (M),

z€C
0<% (z)<2

onde R(z) é a parte real do complexo z.

Demonstracao. Sejam A e T conforme enunciado. Dado qualquer z € C, denote a classe z+27Z €

C/ZZ por &,. Entdo, pelo Teorema [3.5.10| item e pela Proposicédo item temos que

B.(M(Q)) = B.1o(M(A)) = B,(Bo(M(A))) = B.(V(E;, 7)) = V(&;.42,, 7). Observe, agora, que dado
qualquer classe & € (C/ZZ’ podemos escolher um representante dela, u € £, de modo que £ =& .

Além disso, esse u pode ser escolhido de forma que 0 < w <2.
R

L2

......... XX xlxx gk
2
' u

xx ...................... X ...................... * 0 ............... X ...................... gu
l Po<2 i
I RS
I :
2 R(A)  R(w
|

Logo, tomando z = “2;1, temos que A + 2z = u € §,. Dai, temos que §, = &, ,, € também temos

que 0 < R(z) < 2. Uma vez que, por definicdo, V(1) =& V(&, 1), entdo
EEC/ZZ
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V(7)) =P V(2. 7) = EP B.(M(L)). <
Osgiickz 0§§%5<2

3.6 Categoria dos modulos de peso cuja dimensao dos espacos
de peso é finita

Vamos nesta secdo investigar os médulos de peso, cujos espacos de peso tém dimensao finita.
Assim, denote por 20 a subcategoria plena de 2 cujos objetos tém espacos de peso de dimensio
finita. Para cada & € C/ZZ’ defina %g como sendo a subcategoria plena de 2J de todos os g-
moédulos V tais que supp(V) € & e que dim(V,) < oo, para todo A € supp(V), isto é, @é =

20¢ N 20. Pelo Corolario [3.1.4] temos que 2 e @ 20¢ sdo categorias isomorfas. Logo, 20 e
5€C/2Z

—=£ , o ..
EB 20" também sao categorias isomorfas.
EGC/ 27

Dado & € C/ZZ’ vamos decompor a categoria 5]5 usando o elemento de Casimir c. Seja
M e ?Z_Hg. Observe que, para todo A € C, temos que ¢-M, € M,. Portanto, assim como fizemos na
Secéao usando a Decomposi¢do de Jordan de c, temos que M, = @ M,(7), onde M,(71) :=

T7eC

{m € M, | 3k €N tal que (c — 7)* - v = 0}, pois dim(M,) < oo (ver Apéndice @) Para cada

7 € C, defina M(7) := @ M,(7) e defina Eg’f como sendo a subcategoria plena de @g de todos
AeC
os g-modulos M tais que M = M(7).

Sejam M € @g’f, N um g-médulo qualquer e ¢ : M — N um homomorfismo de g-mddulos.
Seja m € M, (7). Entdo m € M, e (c—1)*-m = 0, para algum k € N. Ja sabemos que ¢(m) € N;,.
Agora, como ¢ é um homomorfismo de g-médulos, temos que (c—7)*-p(m) = ¢((c—7)*-m) = 0.

Portanto, ¢(m) € N,(7), ou seja, mostramos que ¢ (M, (7)) € N, (7). Agora, considere a categoria

., @E’T, conforme visto no Exemplo(C.2\ Se ¢ : M — N é um homomorfismo de g-mdédulos, onde
TeC

M e Eg’r eNe€ ES’T , com T # 7/, entdo, uma vez que ¢(M,(7)) € N,(7) = {0}, temos que ¢ é

. . . =57, .
o homomorfismo zero. Isso implica que € 20~ ¢é uma subcategoria plena de 2.
T7eC

Lema 3.6.1. Seja & € C/ZZ'

(a) Para cada M € ﬁg e para cada 7 € C, o espaco M(7) é um g-submédulo de M e M =
P M(7).

TeC

(b) As categorias P a_ng’f e Q_Bg sdo isomorfas.

T7eC

Demonstracao.

(a) Assim como fizemos na Secdo (1.3} temos que M(7) = @ M,(7) é um g-submédulo de M,
AeC

ja que c € Z(g) e, portanto, e- M;(7) € M, (1), f-M,(7) €S M;_,(7) eh-M,(7) € M,(7). Além
disso, M = P M, = P P M,(7) =D D M,(7) = EEBCM(T)-

AeC AeC teC T€C AeC
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(b) Pelo item (a), podemos definir F : Q_ﬂg - P Q_ﬁg’f como sendo o funtor que leva o objeto

T7eC
. . . 55T g
M no objeto € M(7) e um morfismo nele mesmo. Seja G : P W~ — W o funtor que leva
7eC 7eC
objetos e morfismos neles préprios. Entdo F e G sdo funtores inversos um do outro, ou seja, as
. e S e S
categorias @ W~ e 2 sdo isomorfas. X
7eC

Lema 3.6.2. Sejam S um modulo de peso simples e ¢ : S — S um homomorfismo de g-mddulos.

Entdo ¢ = yidg, para algum y € C.

Demonstracdo. Vimos no Teorema que dim(S;) = 1, para todo A € supp(S). Fixado A €
supp(V), denote por {v,} uma base de S,. Como S é simples, entdo S = U(g)v,. Sabendo que

¢(S;) € S,, entdo existe y € C tal que ¢(v,) = yv,. Assim, para qualquer u € U(g), temos que
p(u-v,)=u-p(v;) =yu-vy, ouseja, p =yids. X

Corolario 3.6.3 (Lema de Schur em dimensao infinita). Sejam V e W mddulos de peso simples.

Entao

Hom, (V,W) =

C

C, seV=W;
g
{0}, caso contrario.

Demonstracdo. Observe que do Lema de Schur (Teorema(1.2.5)), se V # W, entdo Hom, (V,W) =
g

{0}. Suponha que V = W e lembre-se, da demonstracao do Lema de Schur, que qualquer
homomorfismo entre Vge W € um isomorfismo. Fixe ¢ € Hom,(V,W) um isomorfismo. Se
1) € Hom,(V, W) € outro isomorfismo, entéo @1 : V > V também ¢ um isomorfismo. Logo,
pelo Lema ¢ 1 =yidy, paraalgum y € C. Dai, temos que ) = y ¢, ou seja, Hom,(V,W) =
(p)c % C. X

Observacao 3.6.4. Seja M € Eg’r um g-mddulo simples. Pelo Lema|3.6.2} temos que ¢ age em

M pela multiplicacdo do escalar 7, pois T é o Unico autovalor de c em M. Pelo Teorema [3.4.3|

v, onden—1€¢&;

M(A), ondeA€g;

M(1), ondeXe€é&;

V(E,7), ondet#(u+1)? Yuek.

N
=11

Pelo Lema[1.3.3] Proposicéo [3.2.1] Observacéo [3.2.8 e Lema [3.3.1] temos que a acéo de c sobre
M é dada pelo escalar:

() T=n? seM%V(”), onden—1€¢;
() T=(A+1)? seM%M(A), onde A € &;
(i) T =1 —1)% seM%M(?L), onde A € &;

(v) T, seM%V(i,T), onde T #(u+1)%, Vuek. O
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Lema 3.6.5. Seja V um moddulo de peso e seja {0} € V; € --- C V, = V uma cadeia de g-
n—1

submddulos de V. Entéo, dado A € C, temos que V, % Ph (Vi+1/V_ ) Iy
; i

i=0
Demonstracao. Vamos usar inducdo sobre n. Se n = 1, entdo V = V/ (o} logo, em particular,
g

V, % (V/ {0})1, para todo A € C. Suponha que o resultado valha para qualquer k € N, com

k <n. Sejam {0} CV; C--- CV,_; CV, =V uma cadeia de g-submddulos e A € C. Considere

t : V,_, = V ainclusdo canbnicae  : V — Vr/V L@ projecdo candnica. Entdo a sequéncia
e

0-V,_, SvS V/V — 0 € uma sequéncia exata curta. Pela Proposi¢do|3.1.8} temos que 0 —

v, 7| . ~
(V) hen 2 v v ) — 0 é uma sequéncia exata curta e V, n Vs @ (VA 1)1.
o

n—2 n—

Por inducao, (V,_;), = P EB ( 1+1/V) Portanto, V, = - @ ( z+1/V) X
Proposicéo 3.6.6. Considere g .(x) =7 —(x + 1)* € C[x], como no Teorema m
(a) A categoria @E’T é fechada por: submdédulos, quocientes e somas direta.

(b) Se g.(x) nao tem raiz em &, entdo V(&, 7) € o tinico objeto simples de @E’T

(¢) Se g.(x) tem uma tnica raiz u € £, entdo M(u) e M(u + 2) sdo os tinicos objetos simples
=57
de 20

(d) Se g.(x)tem duas raizes distintas em &, entfio existe n € N tal que T = n?> e VW, M(—n—1)
e M(n+ 1) sdo os tinicos objetos simples de %w

(e) Todo objeto de ﬁg’f tem comprimento finito.
(f) dim(Hom,(M,N)) < oo, para todo M,N € ?Z_Bg’T

Demonstracao.

(a) Sejam V,W e @g’f e U um g-submoédulo de V. Pela Proposicdo (3.1.6} temos que:

\%
U, ( /U)l (Vew),
vV \%
U:eaUﬂVA: /U:@ }/Ul’ VGBW:GBVX@WA;
AeC AeC AeC

ou seja, U,V/U,V ®& W € 20. Como dim(V,) e dim(W,) sdo finitas, entdo U, V/U,V oW e 2.
Note que supp(U) C supp(V) e, pelo Exemplo supp(V @ W) = supp(V) U supp(W). Logo,
V/U,V ®WwW e @5 ja que supp(V),supp(W) C &. Por fim, note que V, = V,(7) e W, =
W, (7). Dai, segue que U, = U,(1), (V/U) (V/U) De(VeWw), =(Ve W), (1), ou seja,
UV j,vewe W

(b) Suponha que g.(x) nédo tenha raiz em £. Seja M € Q_Iié’f um g-mddulo simples. Como ¢
age em M pelo escalar T e, por hipétese, T # (u + 1)?, para todo u € &, entfo pela Observacdo
3.6.4, M =V(&, 7).

g
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(c) Suponha que g.(x) tenha apenas uma raiz yu € £. Seguindo a ideia do item (b), temos,

pela Observacdo [3.6.4, que um g-mddulo simples M € @g’f para o caso onde ¢ age em M pelo

escalar T = (u+ 1)?, para exatamente um u € &, pode ser isomorfo a M(u), a M(u+2) oua V™
e nao pode ser isomorfo a V(&, 7). Vamos mostrar que M % V™ para concluir a demonstracio
deste item. Para isso, suponha que tais g-médulos sejam isomorfos. Entfio, como ¢ -V™ = n?v(®™,
temos que T = (n—1+ 1) Uma vez que n—1 € &, entdo n— 1 = u. Assim, pelo Corolério
temos que V(™ % M(w). Absurdo, pois dim(V(™) = n e dim(M(u)) = oo. Portanto, as tinicas
possibilidades para M é ele ser isomorfo a M(u) ou a M(u + 2).

(d) Suponha que g.(x) tenha duas raizes distintas em u,, u, € . Nesse caso, pelo Teorema

3.3.3, sabemos que T =n?, u; =n—1e u, = —n— 1, para algum n € N. Assim, novamente pela
Observacao M s6 pode ser isomorfo aos seguintes g-médulos: VW, M(—n—1) e M(n+1).

=<, . P ~ . .
(e) Suponha que M € 20 * tenha comprimento infinito. Entdo existe uma cadeia {0} € M; C

-+ C M, C--- de g-submddulos de M, onde Mi+1/M_ é simples, para todo i € N,,. Pelo Teorema

3.4.3] os g-mddulo simples de @m sdo: VU, M(Q), M(A) ouV(&, T), onde A, n—1 € £ e sdo raizes
de g.(x). Dai, existe algum S dentre esses da lista tal que [M : S] = 00, onde [M : S] denota

a quantidade de vezes que Mi+1/M, = S. Pelo Lema [3.6.5} temos que &P (Mi+1/M_)A C M,, para
ig i—0 i

todon € Netodo A € C, ou seja, P (Mi“/M-);\ C M,. Assim, dado A € C tal que S, # {0}, temos
i=0 t

que dim(M,) > Z:l dim(S,) = oo, pois dim(S;) = 1. Isso é um absurdo, pois dim(M,) < oo.

Portanto, M tem comprimento finito.

(f) Sejam M,N € @gﬁ. Pelo item (e), temos que M e N tém comprimento finito. Vamos
mostrar que dim(Hom, (M, N)) < oo, usando inducéo duas vezes: uma sobre o comprimento de
N, mantendo o comprimento de M fixo e igual a 1; e outra sobre o comprimento de M, qualquer
que seja o comprimento de N. Assim, suponha que o comprimento de M é igual a 1, ou seja, que
M é simples. O caso base da inducao é quando o comprimento de N é igual a 1. Considerando esse
caso, temos, pelo Corolario que dim(Hom,(M,N)) < 1. Seja, agora, n > 1 o comprimento
de N e suponha que dim(Hom,(M, P)) < oo, para todo P € Q_ﬁg’f com comprimento menor do
que n. Seja também ¢ : M — N um homomorfismo de g-mdédulos. Como M € simples, entdo ¢ é
injetiva. Assim, considere a sequéncia exata curta 0 — M HNS N/im( ©) onde 7t é a projecado
canodnica. Pela Proposicdo o funtor covariante Homy,,(M,—) : U(g)-Mod — Vec ¢é exato a
esquerda, logo

0— Homg(M,M) LN Homg(M,N) iR Homg(M’N/im(SO))’

é sequéncia exata em Vec. Disso segue, pelo Teorema de Isomorfismo, que Hom, (M, M) = im(p*).
C

Também, uma vez que im(7*) € Hom (M ’N/im(gp)) e ker(m*) = im(p™*), temos que

dim(Hom (M, N)) = dim(ker(7")) + dim(im(7*)) = dim(im(¢™*)) + dim(im(7t*)) <
< dim(Hom (M, M)) + dim(Homg(M,N/imM)).
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Como M ¢ simples entdo dim(Hom,(M,M)) = 1 e, por indugdo, dim(Hom, (M ’N/im((p))) <
00, jad que o comprimento de N/im(ap) é menor do que n. Portanto, dim(Hom,(M,N)) < oo.
Assim, mostramos que se M tem comprimento igual a 1 e N tem comprimento qualquer, entdo
dim(Hom (M,N)) < oo. Note que esse é o caso base para a indugéo sobre o comprimento
de M. Assim, seja m > 1 o comprimento de M e suponha que dim(Homy(P,N)) < oo, para
todo P € W~ com comprimento menor do que m. Seja {0} € M; € ---C M, , S M, =M
uma cadeia de g-submoddulos de M de comprimento m tal que M, M, , é simples, para todo i.

Observe também que o comprimento de M,;_,; é k — 1. Assim, considere a sequéncia exata curta

0—-M,_, SMS M/M L 0, onde ¢ é a inclusdo e 7 é a projecdo. Pela Proposicdo |C.5]
me

temos que o funtor contravariante Homy,,(—, N) : U(g)-Mod — Vec € exato a esquerda. Logo,
0— Homg(M/Mm_l,N) = Hom,(M, N) = Hom,(M,,_;,N)
é sequéncia exata em Vec. Disso segue que
dim(Hom,(M,N)) < dim(Homg(M/Mm_l,N)) + dim(Hom,(M,,_1,N)).
Por inducao, dim(Homg(M/ Mm—1’N )) < o0 e dim(Hom,(M,,_;,N)) < co. Portanto, temos que

dim(Hom (M, N)) < oo. X

3.7 Estrutura de %gﬁ no caso de um objeto simples

Considere o caso em que Egﬂ tenha apenas um objeto simples. Pela Proposicdo (3.6.6} isso

significa que T # (u + 1)?, para todo u € £ e que V(&, T) é o objeto simples dessa categoria. Seja
C[[x]] a algebra associativa das séries de poténcia formal e seja V um C[[x]]-mdédulo. Considere
a acdo de x em V e note que, para qualquer Z:l v;x' € C[[x]] e v € V, temos que Ziojo yixt
v é um elemento bem definido em V. Portanto, a dnica forma disso acontecer (como y; sdo
arbitrarios) é se existir £(v) € N tal que x‘™) - v = 0, ou seja, se x age nilpotentemente em
qualquer elemento de V (note que essa poténcia pode variar de acordo com o elemento de V).
Denote por C[[x]]-Mod a categoria de todos os C[[x]]-mddulos de dimensio finita.

Fixe algum A € & e considere V € C[[x]]-Mod. Definimos sobre V uma estrutura de Cl[h, c]-
moédulo, fazendo h-v := Avec-v := tv+x-v, paratodo v € V. Isso define uma inclusdo dos objetos
da categoria C[[x]]-Mod na categoria C[h,c]-Mod. Observe que se V, W sdo C[[x]]-mddulos e
¢ : V — W é um homomorfismo de C[[x]]-médulos, entdo ¢ : V. — W é um homomorfismo de

C[h, c]-médulos, pois

ph-v)=pAv)=2Ap(v)=h-p(v),
elc-v)=p(tv+x-v)=1()+x:-0(v)=c-pv).

Disso segue que os morfismos da categoria C[[x]]-Mod sdo morfismos na categoria C[h, c]-Mod.
Logo, a categoria C[[x]]-Mod esta contida na categoria C[h, c]-Mod.
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Lembre-se de que C[h, c] = U(g), (Proposi¢do[2.4.4). Como U(g), é uma subdlgebra de U(g),
temos que U(g) é um U(g)-mdédulo a esquerda e um C[h, c]-mddulo a direita, onde as acbes sdo,
simplesmente, a multiplicacdo a esquerda e a direita, respectivamente. Assim, podemos consi-
derar o funtor U(g) C[ﬁc] — : C[h,c]-Mod — U(g)-Mod e o funtor F : C[[x]]-Mod — U(g)-Mod

como sendo a restricdo de U(g) C[%C] — a categoria C[[x]]-Mod. Observe que, como U(g) é um
C[h, c]-médulo livre a direita, temos que o funtor U(g) C[%’C] — € exato e, portanto, o funtor F
também é exato.

Proposicao 3.7.1. F(V) € @gﬁ, para todo V € C[[x]]-Mod.

Demonstracdo. Seja V € C[[x]]-Mod. Temos que mostrar que F(V) = U(g) C[Q}?’C] Ve ﬁg’f, isto
é, temos que mostrar que: (1) para todo m € F(V), existe k € N tal que (c —7)*-m = 0; (2)
supp(F(V)) € &; (3) e dim(F(V),) < oo, para todo A € C. Vejamos.

(1) Sejav € V. Observe que (c—7T)v=c:-v—1Tv=1Tv+Xx:v—1Tv = X -Vv. Procedendo
indutivamente, temos que (c—7)"-v = x"-v. Como x age nilpotentemente em qualquer elemento
de V, existe £(v) € N tal que (¢ — 7)™ - v = 0. Vamos mostrar que a acfio de (c — 7)™ se anula

em qualquer tensor simples da forma f'h/e* ® v € U(g) C%) ] V:
C

(c—o)V. (fihe* ®v) = (c— 1) Vfihef @ v =fhe(c— 1)V @ v =fhe® (c— 7)™ .v=0.

Tome m € U(g) [f ]V qualquer. Entdo m = Y., f“h’e* ® v,, onde a soma ¢ finita. Para cada
C[h,c
t, seja £(v,), conforme o paragrafo anterior. Tome ¢(m) como sendo o maximo entre os £(v,).

Assim, (¢ — 7)™ . m =0.
(2) Observe que, das equacdes em (2.1)), obtemos hf'h/e* = fih/e*h+2(k—i)f'h/e*. Dai, como
h-v = Av, por definicdo, temos que
h-(fhef®v)=hfhe* @ v =fhieh®v +2(k—i)fihef®v =
=fhe*®h-v+2(k—i)f'hWet®v=(A+2(k—i))f'he ®v.
Como os tensores da forma f'h/e* ® v geram F(V), temos que F(V) é um mdédulo de peso tal que
supp(F(V)) CA+2Z=E&,jaque A €&.

(3) Pelo Teorema temos que U(g) é U(g),-médulo livre & direita, com base {1, e*,f* |
k € N}. Dai, pelo Lema [B.3.1] temos que F(V) = U(g) E@) 1% % (1,e*,f* | k € N)¢ ® V. Denote
U(g)o

(1,e*,f* | k € N). por W e considere sobre esse espaco vetorial a acdo dada pela acio adjunta de
h, isto é, h-e* = [h, €] = he* —e*h = e*(h + 2k) — e*h = 2ke* e, analogamente, h- f* = —2kfk e
h-1=0. Dessa forma, podemos considerar o h-mdédulo dado pelo produto tensorial W % V, cuja
acdo é dadaporh-(w®v)=(h-w)®v+w® (h-v), conforme visto na Secdo Observe que
dado e* ® v € F(V), temos que

h-(ef®v)=hef®@v=ehev+2ke*®v=e®@h-v+2kec®@Vv =
=ef@Av+2kef @ v =(1+2k) (e ®V).
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Por outro lado, dado ek ®v e W % V, temos que

h-(ef®v)=h-ef®@v+e®@h-v=[he]@v+e@Av=2kek@v+e @AV =
= (A +2k)(eF ® V).

Isso mostra que a acdo de h no elemento e* ® v coincide quando o vemos tanto em F(V), quanto

~y

em W % V. O mesmo pode ser feito para elementos da forma f* ® v. Portanto, F(V) : 1% % 174

e, consequentemente, F(V), % w % V), Pelo Exemplo [3.1.1} item temos que (W % V), =

b (Wv ® VY). Contudo, como o tnico espago de peso de V é V,, entdo (W ® V)u=W,_, ® V.
VY=

Uma vez que dim(V,) < oo, pois V =V, € C[[x]]-Mod, e dim(W,_,) = 1, pois qualquer espaco
de peso de W tem como base um tnico elemento da forma 1, e* ou f*, temos que dim((W%V)M) <
00, ou seja, dim(F(V),) < oco. X

Seja G : Q_Bg’r — C[[x]]-Mod o funtor tal que,

- dado um g-médulo M € EE’T, G(M) = M,, onde a acdo de x em m € M, é dada por:

x-m:=(c—7)-m (lembre-se de que A € &).

- dado ¢ : M — N um homomorfismo de g-mddulos, G(¢) = ¢/, . Note que, por ¢(M,) €

N; € por ¢y, (x - m) = @ly, ((c =) - m) = (¢ — 7) - @lyy, (m) = x - 9y, (m), entio G esta
bem definida.

Observe que, pela Proposicédo G é um funtor exato.

Finalizaremos esse manuscrito com o proximo resultado, o qual é bastante interessante. Ele
nos diz que a categoria @g’r, cujos objetos consistem de certos mdédulos de dimensdo infinita
sobre g (e, portanto, sobre U(g) que é uma algebra associativa ndo comutativa), é equivalente a
categoria C[[x]]-Mod, cujos objetos consistem de médulos de dimenséo finita sobre uma algebra

comutativa.
. ==5T ~ .
Teorema 3.7.2. As categorias 20~ e C[[x]]-Mod sdo equivalentes.

Demonstrac¢do. Temos que mostrar que existem isomorfismos funtoriais a : idc((,jjm0a — GF €
B :FG — idz:-. Sejam M,N € C[[x]]-Mod e ¢ : M — N homomorfismo de C[[x ]]-mddulos.
Como a acdo de h em qualquer C[[x]]-médulos é dada pela multiplicacdo do escalar A, entdo

M = M, e N = N,. Além disso, como foi demonstrado na Proposicdo|(3.7.1} temos que (U(g) [61?
Clh,c

]

M), % W, ® M, onde W denota o espaco vetorial (1,e*,f* | k € N)¢. Assim,
G(F(M)) = (U(g) & M), ={1)c®@M e GFEN))=(1)c@N.

Dessa forma, considere a transformacéao linear a,, : M — G(F(M)), m — 1 ® m. Lembre-se de
que, no inicio da secdo, definimos que ¢ age em qualquer C[[x]]-mddulo via T+x. Assim, observe

que
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x-aym)=x-1em)=(c—7)-(1dm)=(c—1)®m=10(c—7)-m=
=1®c-m—1®™Tm=1(t+x) - m—1®TtTm=1®Tm+1®x -m—1&Tm

= ay(x -m),

ou seja, a,,; € um homomorfismo de C[[x]]-mddulos. Além disso, se a,,;(m) =0, entdo 1®m =0,
logo m = 0, o que implica que a,, € injetiva. Agora, se y®m € C %M, entdo ay(ym)=1®ym=
Y ® m, portanto a,, € sobrejetiva. Finalmente, dado m € M, temos que

(idu(g) @) lran, (an(m)) = (idye) ®9)lran, (1 ® m) = 1® p(m) = ay(p(m)),

ou seja, que comuta o diagrama abaixo.

12

M N
J o |
G(F(M)) G(F(N))

- 5
(idy(g) ®P)lru),

Portanto, a = (@ )yeci(x]1Mod : 1e[[x])Moa — GF € um isomorfismo funtorial.

Vamos mostrar, agora, que existe um isomorfismo funtorial f : FG — idz:-. Sejam M,N €

@gﬁ e ¢ : M — N homomorfismo de U(g)-moédulos. Observe que F(G(M)) = U(g) ® MA.

Assim, considere a transformacéo linear f3; : U(g) ® M a— M, u®m— u-m. Note que Bu

estd bem definida, porque M é um U(g)-mddulo. Dado y € U(g), temos que
Pu(y - (wem))=py((y - wem)=(y-u)-m=y-(u-m)=y-fy(uem).
Logo, ), € um homomorfismo de U(g)-mddulo. Seja u® m € F(G(M)). Entéo

B ((idyg) ®pla, )u @ m)) = By (U ® ¢ly, (M) = By (u @ p(m)) = u- p(m) = p(u-m) =
= ¢(Buluem)),

ou seja, o diagrama abaixo comuta.

FGM)) 222 kg (3.13)
ﬁMj O lﬁN
M N

¥

Agora, vamos mostrar que f3;, € um isomorfismo de U(g)-mdédulo. A demonstracdo sera por
inducdo no comprimento de M, que ja provamos ser finito. Suponha que M @g’f é simples.
Entdo M = V(&, 7), por hipétese da secdo. Assim, considere {m, | u € & = A+2Z} uma base de M.
Uma vez qgue F(G(M)) = U(g)c[%C]MA % (1,ek,f* | ke N)C%(m;\)@, entdo {1®m,, ek®@m,, fkxom, |
k € N} é uma base de F(G(M)). Observe que: f,,(1®m;) =m,, fy(ef®m,)=e"-m, = ym,_ 4,

onde y # 0, jd que ¥ = a,a;,,- -, (veja diagrama (3.9)), e B,,(f* ® m;) = fX - m;, = m,_,;.
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Portanto, f3,, : F(G(M)) — M leva base em base, ou seja, 3, é bijetiva. Assuma, agora, que
M é um g-mddulo qualquer em @E’T de comprimento n > 1 e suponha que 3y € bijetiva para
todo N € @g’T, com comprimento menor do que n. Considere {0} S M; C---C M, ; C M, =
M uma cadeia de g-submédulos de M cujos coeficiente consecutivos sejam simples, isto é, tais
que MVMH % V(&, 7). Disso, segue que a sequéncia 0 — M,,_, SMS V(E,7) —» 0 é uma
sequéncia exata curta. Assim, como F e G sdo funtores exatos, entdo FG também o é. Logo, 0 —
F(G(M,_,)) LISON F(G(M)) FLE), F(G(V(&,7))) — 0 é uma sequéncia exata curta. Considere,
agora, o seguinte diagrama que é comutativo por (3.13)):

0 M, _, - M i V(E,T) 0
ﬁMn_lT O ﬁMT O ﬁV(g,f)T
0 F(G(M, )~ F(GOM)) o F(GV(E, 7)) ——— 0

Por V(&, ) ser simples, temos que By ) € bijetiva, e por inducéo, jd que M,_, tem comprimento
menor do que n, temos que f3,,  também ¢€ bijetiva. Logo, pela Proposicéo concluimos que

B € bijetiva. Portanto, 8 = () 1 FG = idge- € um isomorfismo funtorial. X

Mew™
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Apéndice A
Forma normal de Jordan

Seja V um K-espaco vetorial e seja T : V — V um operador linear. Dizemos que um subespaco
W CV é subespaco T-invariante, se T(W) CW.

Para a demonstracio do LemalfA.1] note que se f(x),g(x) €K[x]e T : V — V é um operador
linear, entdo f(T)g(T) = g(T)f (T), pois f(x)g(x) = g(x)f (x).

Lema A.1. Sejam V um K-espago vetorial, T : V — V um operador linear e f(x) € K[x] um
polinémio. Entao ker(f(T)) é T-invariante.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que, dado v € V, se f(T)(v) =0, entdo f(T)(T(v)) = 0. Assim,
seja v € V tal que f(T)(v) = 0. Uma vez que f(x)x = xf(x), entdo f(T)T = Tf(T). Dai,
FIYTOM)=U(TT))=(TA(THW) =T (T)v))=0. X

Sejam V um K-espaco vetorial e T : V — V um operador linear. Dizemos que T é nilpotente,
se existe um inteiro n > 1 tal que T" = 0. O menor inteiro com essa propriedade é dito indice de
nilpoténcia de T.

Lema A.2. Sejam V um K-espaco vetorial, T : V — V um operador linear nilpotente com in-
dice de nilpoténcia n e v € V tal que T" *(v) # 0. Entdo {v,T(v),..., T"1(v)} é linearmente

independente.

Demonstracdo. Ver (Lan87), pagina 262, Teorema 6.1. O enunciado desse teorema ¢é diferente,

porém a demonstracdo se aplica ao nosso caso. X

Teorema A.3 (Teorema de Hamilton-Cayley). Sejam V um C-espaco vetorial de dimensao finita

e dim(V) > 1, T : V — V um operador linear e p;(x) o polindémio caracteristico de T. Entdo
pr(T)=0.

Demonstracdo. Ver (Lan87), pagina 241, Teorema 2.1. X

Seja T : V — V um operador linear nilpotente de indice de nilpoténcia n > 1, onde V é um C-

espaco vetorial, cuja dimensdo € igual a n. Entfio existe v € V tal que B := {v, T(v),..., T"'(v)}
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é base de V e a matriz de T segundo essa base é

(00 ... 0 0)
10..00
ME(T)=[0 1 0 0
0 0 . 1 0)

Considere, agora, F : V — V um operador linear cujo polinémio caracteristico € pp(x) = (x—A)".
Neste caso, o operador F — Aid, é nilpotente, pelo Teorema Se seu indice de nilpoténcia for
n, entéo existe v € V tal que B’ := {v,(F —Aid,)(v),...,(F—Aid, )" ' (v)} é base de V. Note que

F((F—2id)'(v)) = Aid ((F — Aid)'(v)) + (F — Aid) ((F — Aid)'(v))
= A(F —Aid)'(v) + (F — Aid) ™+ (v),

paratodoi =0,...,n—1. Dessa forma, segundo essa base, a matriz de F é
[ A0 0 0 0\
1 A 0 0 O
5 01 A 0 O
ME(F)=| | :
0 0O A0
\0 0 0 oy,

Uma matriz dessa forma é chamada de bloco de Jordan n x n associado a A e é denotada por
J(A,n).

Teorema A.4. Seja T : V — V um operador linear nilpotente com indice de nilpoténcia m >
1, onde V é um espago vetorial de dimensao finita. Entdo existem nuimeros inteiros positivos

t,my,...,m, e vetores v,,...,v, €V tais que
(a) oconjunto B :={v;,T(v;),...,T™ '(v),...,v,, T(v,),...,T™ }(v,)} é uma base de V;
(b) T™(v;)=0, paracadai=1,...,t.

Demonstracao. Ver (CL13), pagina 164, Secédo 5.5.8. X

Observe que a matriz de T do Teorema [A.4}segundo a base de V dada nesse teorema, se
escreve como

(J(O,ml) 0 0 0 0 \
0 0 J(0,ms) 0 0
Mg(T): : : : :
0 0 0 J(0,m,_,) 0
\ o 0 0 0 JO,m))

Forma normal de Jordan
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Teorema A.5 (Teorema da Decomposi¢do Primdria). Sejam V um C-espaco vetorial, T : V — V
um operador linear e f(x) = (x —A;)™ -+ (x — A,)™ € K[x] um polinémio tal que f(T) = 0,
onde A,,...,A, sdo raizes distintas de f (x). Entdo

V =ker(T —A,id,)" & --- @ ker(T — A, id, )™.

Demonstracdo. Ver (Lan87), pagina 257, Teorema 4.2. X

Teorema A.6. Sejam V um C-espago vetorial com 1 < dim(V) < oo, T : V — V um operador
linear e py(x) = (x — A;)™---(x — A,)™ o polinémio caracteristico de T, onde A,,...,A, sdo

raizes distintas de p;(x). Entéo:
(@) V=ker(T—A,id,)™ &---@®ker(T —A,id,)™;
(b) ker(T —A;id, )™ é T-invariante, paratodoi=1,...,r;
(¢) T—A;id, restrito a ker(T — A;1id, )™ € nilpotente.
Demonstracao.
(a) Juntando os Teoremas e temos que V =ker(T —A,id, )™ &---®ker(T — A, idy)™;

(b) Se definirmos o polinémio f;(x) = (x — A;)™, entdo, pelo Lema temos que ker(T —
A;idy )™ é T-invariante, paratodoi=1,...,r;

(c) Porker(T—A,;idy)™ ser T-invariante, entdo ele também é (T —A; idy )-invariante, para todo
j=1,...,r. Assim, restringindo T — A;id, a ker(T — A;id, )™, temos que se v € ker(T — A;id, )™,
entdo (T — A;id,)™(v) =0, ou seja, T — A, id,, restrito a ker(T — A;id, )™ é nilpotente. X

Assuma as hipoteses do Teorerna O item (b) desse teorema nos permite definir T; : ker(T—
A;idy )™ — ker(T — A;id,)™. Do item (a), fixadas bases para os subespacos ker(T — A;id, )™,
temos que a matriz de T, com respeito a unido dessas bases, se decompde em blocos de matrizes,
onde cada bloco é formada pela matriz de T; com respeito a base fixada para ker(T—A; id, )™. Pelo
item (c), pelo TeoremalA.4]e pelo comentério que antecede o Teorema[A.4] existe uma base B; :=
{vir, (T = 24;idy ) (vir), - -, (T = A;idy )" 7 (viy), - .- Vit (T—=2, idv)(viti)s s (T2 idv)m‘i_l(viti)}
de ker(T — A,id, )™ tal que a matriz de T; com respeito a essa base €

[J()Li,ml) 0 0 0 0 \
0 J(A;,m,) 0 0 0
0 0 J(A;,ms) ... 0 0
ng(Ti)= . . ( . ’ .
0 0 0 o J(Ayme ) 0
\ o 0 o ... 0 J(nm,))
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Portanto, a matriz de T com respeito a base B=B,U---UDB, é

B
(M) o 0o ... 0 0
0 MS;(TZ) 0 0
B
0 o M>T) ... 0
g \13
wm=| 00 M ,
Br—l
0 0 .. M{(T.,) O
\ 0 0 o ... 0 Mgr(m)

A decomposicdo de V na soma direta de subespacos gerados pelos elementos de B;, com i =
r

1,...r,isto é, V = _EB(Bi)(C, ¢ chamada de decomposicédo de Jordan.

Mostramos no i;}n (¢) do TeoremalA.6|que o fato de ker(T—A; id, )™ ser T-invariante, implica
que ele também é (T — A id, )-invariante, para todo j = 1,...,r. Portanto, se definirmos W, :=
ker(T—A,id, )™ ®---@®ker(T—A,_, id, )" @®ker(T—A,,, id,)" " & --®ker(T—A,id, )™, temos
que W; é (T — A;id, )-invariante. Observe que a matriz de T — A;id, restrita a W;, segundo a
base B3, tem determinante diferente de zero, pois é uma matriz triangular inferior com a diagonal
tendo como valores A; —A; # 0, jd que A; # A;. Assim, T — A, idy, restrita a W; é invertivel.

Ainda nas hipéteses do Teorema defina V(1)) :={veV | 3k eN tal que (T —1,)(v) =
0}. Vamos mostrar que V(A;) = ker(T—A,id, )™. Se v € ker(f —A;id, )™, entdo v € V(A,), ja que
existe m; € N tal que (f — A;id, )™ (v) = 0, ou seja, ker(f — A;id,,)™ € V(A;). Reciprocamente,
se v € V(A,), entdo existe k € N tal que (f — A;id,)*(v) = 0. Supondo k < m;, temos que
(f — Aid)™(v) = (f — A;idy )™ X((f — A;id,)*(v)) = 0. Suponha k > m; e seja W; como
no pardgrafo anterior. Uma vez que V = ker(T — A;id, )™ & W,, entdo v = v; + w, onde v; €
ker(T — A;id,)™ e w € W,. Dai 0 = (f — A,id,)*(v) = (f — A;id,)*(v;) + (f — A;id, )*(w). Por
hipétese k > m;, logo (f — A;id,)*(v;) = 0 e, consequentemente, (f — A;id,)*(w) = 0. Vimos
que f — A;id, é invertivel em W,, portanto (f — A, id,)* também ¢é invertivel em W,. Assim, por
(f — A;id,)¥(w) = 0, concluimos que w = 0. Dessa forma, v = v; € ker(T — A, id, )™. Portanto,
provamos que V(A;) € ker(T — A;id,)™. Como a outra inclusdo ja haviamos provado, entdo
V(A;) =ker(T — A;id, )™.

Do Teorema |A.6| e do pardgrafo anterior, podemos escrever V.= € V(A;), onde V(A;) # 0,
AeC

somente quando i =1,...,r.
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Apéndice B
Produtos tensoriais

Os resultados e defini¢des apresentados nesse apéndice podem ser encontrados em (Brel4,
Kna88)).

B.1 Produto tensorial sobre um corpo

Seja K um corpo e sejam V e W K-espacos vetoriais. Considere o produto cartesiano de V e
W,V x W, sem nenhuma estrutura algébrica, apenas visto como conjunto. Assim, por exemplo,
usando a estrutura de K-espaco vetorial de V e W, temos que (Av, Aw),(v+v,w+w) eV xW,
onde A € K, v,v' € V e w,w € W. Contudo, nio estd definido nesse produto cartesiano o que
significam A(v,w) e (v,w) + (v/,w').

Defina L como sendo o K-espaco vetorial com base sendo o conjunto V x W, isto é, o conjunto

{Zn: Ai(vi, wy)

i=1

neN,AieK,viev,wieW},

onde, dados u €K e Z?=1 Ai(vi,wl-),zznzl u;(v/,w}) € L, com n > m, a multiplicacdo por escalar

e a soma sdo como abaixo:

- (Z?:] )'i(viﬂ Wl)) = Z?:] M)Li(vi: Wi);

- Z?:l A‘i(vbwi) + Zzn:l ;U‘i(vi/: Wi) = Z?:l (A’i(viywi) + AU/](VI/> Wi))) em que :U‘) = O: Paraj 2
m+1.

Observe que, em L, os elementos (Av + v/, w) e A(v,w) + (v/,w) sdo diferentes. O mesmo
acontece com a segunda coordenada. Portanto, L ndo é bilinear, quer dizer, ndo é linear na
primeira coordenada, nem na segunda. Contudo, definindo N C L como sendo o subespago

gerado por todos os elementos da forma

(Av+v,w)—Alv,w)—(',w) e

(B.1)
v, Aw+w')—A(v,w) —(v,w'),

89



temos que no K-espaco vetorial quociente, L/N, vale a linearidade em ambas as coordenadas,
isto é,

(Av+Vv,w)+N = (QL(V,W) +N)—((v’,w)+N) e

(v, Aw+w)+N = (k(v,w) +N) — ((v,w’) +N).

Tal quociente € dito produto tensorial de Ve W e é denotado por V % W. Além disso, denotamos
um elemento da forma (v,w)+N € V % W por v ® w e o chamamos de tensor simples. Assim,
temosque @ : VxW -V % W, (v,w) — v ®w é uma funcio bilinear.

A propriedade que caracteriza o produto tensorial de K-espacos vetoriais é transformar funcao

bilinear em transformacdo linear, conforme enunciado no teorema abaixo.
Teorema B.1.1. Sejam V e W K-espacos vetoriais.

(a) Entdao V % W, junto da funcédo bilinear ®, satisfaz a seguinte propriedade universal: dados
U um K-espaco vetorial e f : V x W — U uma funcdo bilinear, temos que existe Unica
transformacao linear, ]7 'V Qz? W — U, tal que f(v ®w) = f(v,w), isto é, que comuta o
diagrama abaixo.

VxW—-Vew

Riaf

U

(b) Suponha que T é um K-espaco vetorial que, junto de uma funcao bilinear g : V xW — T,
satisfaz a propriedade universal, isto é, dados U um K-espaco vetoriale f : V. xW — U
uma funcdo bilinear, temos que existe tnica transformacao linear, f:T - U, tal que
f(g(v,w)) = f(v,w). Entdo T =Vew.

Demonstracao.

(a) Sabemos que dada uma base para um K-espacgo vetorial, existe Unica transformacéo linear
definida nos elementos dessa base. Assim, como L é o K-espaco vetorial com base V x W, entdo
podemos definir tnica transformacéo linear, g : L — U, tal que (v,w) — f(v,w). Também
sabemos que se ¢ : X — Y é uma transformacao linear e Z é um subespaco de X tal que Z C
ker(¢p), entdo a funcéo ¢’ : X/ 7 =Y, x+Z — p(x) é uma transformacéo linear bem definida.
Assim, como V % W = L/N, se mostrarmos que g(N) = 0, entdo concluiremos a demonstracio,
ja que obteremos )7 =gV ? W — U, onde f(v @w) = j_f((v, w)+ N) = f(v,w). Note que
a unicidade de f vem da unicidade g. Portanto, vamos mostrar que g(N) = 0. Mas isso, pela
definicdo da g, significa mostrar que f(N) = 0. Uma vez que N €é o subespaco de L gerado
pelos elementos cuja forma sdo vistas em (B.1), entdo basta mostrarmos que f se anula nesses

elementos. Assim, pela bilinearidade de f, temos que

f((?w +v’,w)—7t(v,w)—(v’,w)) =Af(v,w)+f(V, w)—Af(v,w)—f(V,w)=0
f((v,?tw+w’)—A(v,w)—(v,w’)) =Af(v,w)+ f(v,w)=Af(v,w)—f(v,w')=0

Produtos tensoriais 90



(b) Seja T conforme o enunciado. Entéo, pela propriedade universal que T e V % W satisfazem,

temos que os seguintes diagramas comutam.

wai»v%w VxW—5 T
N s RN
P lE”g ® ®
T Vew

K

Ou seja, go® =ge®og=®. Dal, go®0 g =go® = g, logo o seguinte diagrama comuta.

VxW—2-

T
N e

T

Uma vez que id; : T — T também comuta esse diagrama, entdo pela unicidade, dada pela
propriedade universal, temos que go® = id;. Analogamente, podemos mostrar que ®og = idy gy
K

Portanto, T=V QW. X
K K

Observe que dado > A, (v/,w;)+N €V ® W, temos que

n

n n

Z A (v, w)+N = Z(Aiv{,wi) +N = Zvi W,

i=1 i=1 i=1
onde v; = A;v/. Logo, os tensores simples geram V QI? W, ou seja, todo elemento do produto
tensorial de V e W se escreve como combinacio linear de tensores simples. Porém, note que, tal
escrita ndo € unica. Por exemplo, como vimos acima, Z?:l A;(v{,w;)+N ¢ escrito como 2?21 V; ®
w;, mas também pode ser escrito como Y., v/ ® w/, onde w} = A,w;.

Um importante resultado sobre combinacao linear de tensores simples é apresentado no lema

[B.1.2] abaixo.

Lema B.1.2. Sejam V e W K-espacos vetoriais e sejam v,,...,v, € V vetores linearmente inde-
pendentes. Se w,,...,w, € W sdo tais que v; ® w; +---+v, ® w,, = 0, entdo w; = 0, para cada

i=1,...,n.

Demonstracao. Uma vez que todo conjunto linearmente independente estd contido em uma base,
entdo existe uma base de V que contém os vetores vy,...,V,, digamos B = {vy,...,v,} U{e;};c),
com J sendo um conjunto de indices. Para cada i € {1,...,n}, defina a transformacéo linear

_ 1, sei=k
fi'v_)K’ka{ 0, sei#k
cadaie{l,...,n},afungdo g; : VxW — W, (v,w) — f;(v)w. Observe que, pela linearidade de f;

,parak € {1,...,n}, e f;(e;) = 0, para j € J. Defina, agora, para

e por f;(v) € K, temos que g; é uma funcéo bilinear. Portanto, temos que, paracadai € {1,...,n},

existe Unica transformacdo linear g; : V ® W — W tal que o seguinte diagrama comuta
K
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ou seja, g;(v @ w) = g;(v,w) = f;(v)w. Suponha que w,...,w, € W séo tais que v; @ w; + -+ +

v, ® w, = 0. Entdo, para cada i € {1,...,n}, temos que, por um lado,
g_i(vl ® Wy +"'+Vn®wn):g_i(vl ®W1)+"'+g_i(vn®wn):fi(vl)wl_i_”'-i_fi(vn)wn =W;,

e, por outro, g;(v;®w; +---+v,®w,) =g;(0) =0. Logo, w; =0, comi € {1,...,n}. X

Um resultado andlogo pode ser estabelecido, considerando os vetores linearmente indepen-
dentesem W e ndo em V.

Usando a propriedade universal, descrita no teorema podemos mostrar que o produto
tensorial de K-espacos vetoriais é comutativo, associativo, se distribui com relacdo a soma direta

e tem K como sendo uma espécie de elemento neutro, conforme se vé na proposi¢do[B.1.3]
Proposicao B.1.3. Sejam U, V e W K-espacos vetoriais. Entdo
(a) KV =V;
K K
b)) VIw=weVv;
K K K
© (UV)W=UQ(VeWw);
K K K K K
@ Ue(Vew)=(UV)ad(UW).
K K K K
Demonstracao.

(a) Seja f : KxV — V, (A,v) — Av. Observe que por V ser K-espaco vetorial, temos que f

¢ uma funcao bilinear. Dai, temos que existe Uinica transformacao linear ]7 :K®V — V tal que
K

f(A®v)=f(A,v)=Av, ou seja, que comuta o seguinte diagrama.

KxV—2-K®V

w Ialf

Vv

Definag:V —K ? V,v+— 1®v. Note que, pela bilinearidade de ®, temos que g é uma transfor-

macao linear. Além disso, uma vez que todo elemento de K ? V pode ser escrito como combinac¢édo
linear de tensores simples, entdo, para mostrarmos que gf = idggy,, basta mostrarmos que essa
igualdade vale para um tensor simples. Assim, temos que g(f (A ®Kv)) =g(AWW)=10Av=AQv,
logo, gf = idK?V. Analogamente, f(g(v)) = f(1®v) =v =id, (v). Portanto, K ? 1% % V.

(b) Considere as fungoes f : VxW — W%V, (v,w)—»wveg: WxV — V%W, (w,v) » vew.

Pela bilinearidade de ®, temos que f e g sdo bilineares. Entdo existem unicas transformacdes
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linearesj_f:V§W —>W§V e§:W§V—>V%Wtais quef(v@w)zw@v egwev)=vew,
ou seja, que comutam os seguintes diagramas.

wal»\/%W WxVLW§V
RN
f Af g g
WevVv Vew
K K

Assim, f og =idyey € Z0f =idygy. Logo, VOW =W V.
K K K K K

(c) Fixadow € W, temos que a funcéo f,,: UxV — U%(V %W), (u,v) » u®(v®w) é bilinear,
devido a bilinearidade de ®. Assim, existe tinica transformacgo linear f, : U ® V-U ® (v ® W)

tal que f,,(u®v) =u ® (v ® w), ou seja, que comuta o seguintes diagramas.

®

UxV

uevVv
K

O | _
fw Lalfw
U ? (V % w)

Se variarmosw € W, entéof_w : (U%V) xW — U?(V%W), (u®v,w) » u®(vew) é uma funcdo

bilinear, portanto existe ﬂnicafNW : (U%V)%W — U%(V%W), tal que ﬁ((u@v)@w) =u®(vew),
ou seja, que comuta o seguintes diagramas.

®
(Ugv)xw (U§V)§’W
O 131};
Ug(VgW)

fw

Agora, fixando u € U, podemos, analogamente ao que foi feito anteriormente, definir uma funcao
bilinear g, : VxW — (U % V) ? W, (v,w) — (u®v)®w e dele, a partir da propriedade universal,
determinar uma transformacéao linear g, : V % W — (U % V) % W,onde g,(vow)=(u®v)w.
Variando u € U, entdo g, : U x (V % w) - (U % V) QI? W, (u,v @ w) — (u® v) ® w é bilinear,
portanto, novamente pela propriedade universal, temos que existe inica transformacao linear
gy U%(V%W) — (U?V)%W tal que gl(u@(v@w)) = (u®v)®w. Dessa forma, f;vog: = idU%(V%W)
e g, Of;v = id(U?V)%W, ou seja, (U ® V) ® w % U ® (v ® W).

(d) Considere a funcdoh:U x (Ve W) H(U?V)@(U%W), (u,v+w)—»u®v+u®w. Pela
bilinearidade de ®, temos que h € bilinear. Sejam T um K-espaco vetoriale f : Ux(VeW)— T
uma funcio bilinear. Entfo, se mostrarmos que existe tnica transformacéo linear, f : (U % V)e
(U % W) — T, tal que j_f(h(u, v+ w)) = f(u,v +w), pelo teorema [B.1.1|item concluiremos
que (U % V)e (U % W) % U % (Ve W). Como f é bilinear, entdo f(u,v+w) = f(u,v+0) +

f(u,0+w). Logo, podemos escrever f como f |y + f|yxw-. Restringindo f para U x V, temos
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que, pela propriedade universal de U % V, existe Unica transformacdo linear g, : U % V — T tal

que g;(u®v) = f|yxv(u,v), ou seja, que comuta o seguinte diagrama.
UxV—=U ®V

flUxV lmgl
T

Podemos fazer o mesmo restringindo f para U x W, quer dizer, podemos determinar tinica tinica
transformacao linear g, : U % W — T tal que g,(u®w) = f|yw(u, w). Defina JT (U % V)e (U %

W)->T,u®v+u®w— g,(u®v)+ g,(u®w). Observe que f é uma transformacio linear, ja
que é a soma de transformacdes lineares e que:

Fo)wv+w)=fu®v+ueow)=g,uev)+guew)=

= floxw (@ V) + flysw(@,w) = f(w,v +w)

ou seja, f oh = f. Suponha que exista g : (U % V)e (U % W) — T, uma transformacao linear, tal
que goh = f. Entdo

guedv+uew)=gu®v+0)+g(0+ud@w)=
= g(h(u,v+0))+ g(h(u,0+w)) =
=fw,v+0)+f(u,0+w) = fly @)+ flyw(w,w) =
=g W +gHuw)=fue®v+udw)

Portanto, f é tinica transformacdo linear tal que f oh = f. Assim, concluimos que (U % V)e (U %
W) % U % (Ve w). X

Do lema [B.1.2] podemos estabelecer uma base para V % W, a partir de uma base para V e de

uma base para W, conforme apresentado no teorema B.1.4

Teorema B.1.4. Sejam V e W K-espacos vetoriais. Se {v; | i € I} é base de V e {w; | j € J} é base
de W, com I e J conjuntos de indices, entdo {v;®w; |i €I, j € J} é base de V % w.

Demonstragdo. Sejav®w € V@®W. Entdo v = Dy Avi, ew =" uw;, onde Ay, pu, €K, v,

2T
séo elementos da base de V e w; séo elementos da base de W. Dai, pela bilinearidade de ®, temos
que v w = Z?zl ZT:l Aot (v;, ® w; ), ou seja, {v;®w; | i €I, j €J} gera os tensores simples de
V%W. Uma vez que todo elemento do produto tensorial de V e W é combinacdo linear de tensores
simples, entdo tal conjunto gera V % W. Precisamos mostrar, agora, que {v; ® w; |[i €I, j€J} é
linearmente independente, isto €, que uma combinacéo linear de elementos nesse conjunto igual
a zero implica que os escalares sdo iguais a zero. Assim, suponha que ZZ=1 2:;1 Ag (v, ®@w; ) =0.

Entdo, pela bilinearidade de ®, temos que

n m

Zn:ixm(vie ew,)=> (v, 8D A,w;,))=v, ® (i ALw,) 44V, ® (i AwcW;)
(=1 t=1 t=1 t=1

(=1 t=1
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Uma vez que v; sdo linearmente independentes, com £ = 1,...,n, ja que sdo elementos de uma
le p .]
base de V, entfo, pelo lemaB.1.2} concluimos que > . A, ,w; =0, paracada { =1,...,n. Mas
t=17",t " j,

w; sdo linearmente independentes, para t = 1,...,m, pois pertencem a uma base de W, logo
A =0, paracada £ = 1,...,n e para cada t = 1,...,m. Portanto, {v;®w; [i €I,j € J}é
linearmente independente. X

O lema abaixo define o que chamamos de produto tensorial de transformagées lineares.

Lema B.1.5. Sejam f : V — V' e g : W — W' transformagdo lineares. Entdo existe unica
transformacgéo linear de V % W para V' % W', denotada por f ® g, tal que (f ® g)(vo®w) =
f(v)® g(w), paratodov €V e paratodow € W.

Demonstragdo. Sejah:V xW — V' QI? W', (v,w) — f(v)® g(w). Como f e g sdo lineares e ® é
bilinear, entdo h € bilinear. Assim, pela propriedade universal, existe tinica transformacao linear
f®g :=H:V§W — V’?W’ tal que (f ® g)(vew) =h(v,w) = f(v) ® g(w). X

Considere as seguintes transformacao lineares

Entéo(f’Of)®(g’og):V%WHU%U’étalque, dadosveVeweW:

((Frefle(gog))vew)=F(f(n)eg(sw)=(f'®g)o(f ®g))(vew).

Dai, (f'of)®(g'og) =(f'®g)o(f ®g). Assim, se f e g sdo isomorfismos, entdo f ® g
também € um isomorfismo, com inversa (f ® g) ' = f '® g~!. Logo,se V=V’ e W £ W/, entdo
1% ® w=v ® W’. Observe que, se f,f':V >Weg,g’:U— T sio tranﬁformagogs lineares e
A, A’ € K entao

(A e+ A (fr'eg))veuw)=A(f(MNegw)+2A(f' (M egw)=
=M+ M)eg)=((Af +Af)eg)veu)

ouseja, A(f®g)+A(f'®g) = (Af+A'f)®g. Analogamente, A(f ®g)+A'(f®g’) = f®(Ag+A'g").

Observacao B.1.6. Sejam V,,...,V, K-espacos vetoriais. Assim como definimos o produto tenso-
rial de dois K-espacos vetoriais, podemos definir o produto tensorial V; % e % V,, como sendo o
quociente do K-espaco vetorial de base V; x - - - xV, pelo subespaco gerado por elementos da forma
Vis oo s AV V)= AV, eV e V) — (0,0, L, vy), parattodo i = 1, n, para todo
v; € V; e para todo A € K. Note que, por exemplo, V; ® v, ® Vs #V; ® (V, ® V3), pois cada lado
dessa desigualdade foi construido de maneira dlferente Porem Vi ® V2 ® V3 Vi ® (V, ® Va).
Pode-se mostrar que todas as afirmacgdes feitas para o produto tensonal para d01s K -espacgos
vetoriais, valem se considerarmos o produto tensorial V; % . -%Vn. Por exemplo, podemos enunciar

o teorema|B.1.1] parte[(a)]da seguinte maneira: dados U um K-espago vetoriale f : V; x---xV, —
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U uma funcdo multilinear, temos que existe Unica transformacao linear, f : V; ® ---® V,, — U, tal
K K

que f(v;®---®v,) = f(vy,...,v,), isto é, que comuta o diagrama abaixo.

le...xanvlg,...%Vn

XK la!f

U

B.2 Algebra tensorial

Sejam V um K-espago vetorial e n € N. Considerando a observagédo denote o produto
tensorial de V com ele mesmo n vezes, V % % V, por V®" e defina V®° := K. Observe que

Vel =V. Defina T(V) := @@ V®". Vamos definir uma multiplicacio que torne T (V) uma &lgebra

neNy
associativa com identidade.

Seja {v;};c; uma base de V. Pelo teorema estendido para o produto tensorial V®", con-
forme comentado na observacdo B.1.6} temos que {v; ®---®v; |i; € I} é base de V®", para todo
n € N. Assim, defina a multiplicacdo em T (V) estendendo por bilinearidade a seguinte regra:

(v, ® -8y, )(v;, ® @V, )=V

; ® @V, ®V; ® @V

il Jk*®

Assim, por exemplo,

A4+u(v;®v))(vs®v3 Vs +7 (1, @V, @V, ® V1)) =A(V, @ V3@ V) + Ay (v, ® v; ® vy, ® vy )+

+u(v;®v, v, @38 Vs) +uy(Vi® Vv, ® v, @ V; ® v, ® Vy1).

Observe que 1 € K ¢ a identidade de T(V) e que a multiplicacdo é associativa. Portanto, o
K-espaco vetorial T(V) munido da multiplicacdo definida acima é uma algebra associativa com

identidade, dita algebra tensorial de V.

Observacao B.2.1. A dlgebra tensorial T(V) pode ser vista como sendo a dlgebra dos polinémios

sobre K com dim(V) varidveis ndo comutativas (e sem relacoes). O

Proposicao B.2.2. A algebra tensorial de V, junto da inclusdo canoénica t : V — T(V), satisfaz
a seguinte propriedade universal: dadas A uma &lgebra associativa com identidadee f : V — A
uma transformacio linear, existe tnico homomorfismo de 4lgebras associativas f : T(V) — A tal

que f = f, isto é, que comuta o diagrama abaixo.

V——=T(V)
A
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Demonstracao. Como A € uma dlgebra com identidade, digamos 1, entdo ]TO (VS A A A1,
¢ uma transformacao linear, onde 1, é a identidade de A. Defina f_1 = f : V® — A que, por
definicdo, é uma transformacao linear. Agora, observe que f, : V x---xV — A, (v4,...,Vv,) —
f(vy)...f(v,) é uma funcdo multilinear, ja que f é uma transformacao linear. Pela propriedade
universal de V®" dada na observacdo _ existe tnica transformacao linear )Tn 1 VO — Atal
que ]Tn(v1 ®:---®v,)=f(v;)...f(v,), para cada n € N, com n > 2. Defina 17 : T(V) — A, como
sendo ZiGNO f,. Seja 1 €K a identidade de T(V). Entdo f(1) = f,(1) = 1,. Agora, observe que,
dado v € V, temos que f(t(v)) = f(v) = f1(v) = f(v), isto é, f = ft. Além disso, note que

fln®®v)V,® @V )=f(1rh® ®V,8V.® 8V )=
= fuem(n @ @V, @V @@V )= f(n)... f()f (V) ... f (V) =

=]Tn(v1®---®vn)f_m(v{®---®vr’n):f(v1®---®vn)]7(v{®---®v,’n))

Portanto, f é um homomorfismo de 4lgebras. Por fim, observe que a unicidade de f vem da

unicidade de )Tn, para cada n € N,,. X
Seja V o C-espaco vetorial de base {x;,...,x,} e considere a algebra tensorial de V, T (V).
Denote por S, o grupo de permutacéo de {1,...,k}, onde k € N e defina I como sendo o ideal

de T(V) igual a (x;...xX — Xpy-+-Xoq) | K €{1,...,n} e o € S)rw). Seja Cly;,...,y,] a
algebra de polinomios em n varidveis. Entdo pode-se mostrar que C[y,,...,Y,] é isomorfa a
algebra T(V)/I. A ideia para se demonstrar esse fato é definir f : V — C[y;,...,y,] como sendo
a transformac@o linear tal que f(x;) = y;; usar a propriedade universal de T(V), para exibir o
tinico homomorfismo de 4lgebras associativas f : T(V) — C[yy,...,y,] tal que f(x,) = y;; e

mostrar que I = ker(j_f).

Proposicdo B.2.3. Sejam A uma algebra associativa, com identidade e comutativa, e a,,...,qa, €

A. Entéo existe tinico homomorfismo de dlgebras associativas ¢ : C[y;,...,¥,] — A tal que

o) = a,.

Demonstracdo. Vimos no pardgrafo imediatamente anterior a essa proposicdo que as algebras
Clyi,--->Ynl € T(V)/I sdo isomorfas. Entdo vamos construir um homomorfismo de dlgebras
associativas de T(V)/I para A. Seja f : V — A a transformacéo linear tal que f(x;) = a;, para
todoi = 1,...,n. Pela propriedade universal de T(V), existe inico homomorfismo de algebras
associativas f : T(V) — Atal que f(x;) = a;. Seja x;...x; —Xg(1)+ -+ Xok) € I. Entdo FOxy...x—
Xo(1)+++Xok) = A1 -+ Ak — Ay(1y -+ - Ap(r)- COmMO A € comutativo, entdo a,y...dyx) = dg ... g, O
que implica que f(x;...x, — Xo(1) -+ Xo)) = 0. Logo, f(I) = 0. Portanto, o homomorfismo de

algebras associativas que queremos € ¢ : T(V)/I — A, x;+1— f(x,). X

B.3 Produto tensorial sobre um anel

Vamos estender o conceito de produto tensorial sobre um corpo para o conceito de produto
tensorial sobre um anel. Sejam M e N grupos abelianos. Entdo, em particular, eles podem ser
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vistos como Z-mddulos a esquerda. Considere S o Z-mddulo livre de base M x N e defina X como

sendo o subconjunto de S, cujos elementos sdo da forma

(km,n) —k(m,n), (m+m’,n)—(m,n)—(m’,n),

(m, kn)—k(m,n), (m,n+n")—(m,n)—(m,n"),

onde k € Z, mym’ € M e n,n’ € N. Seja I o Z-submddulo de S gerado por X. Assim, definimos o
produto tensorial sobre Z, denotado por M %N , como sendo o quociente Sy 7. Note que M % N
€ um Z-moédulo a esquerda. Denotamos um elemento da forma (m,n) +1 € M % N por m®n.
Sejam R e S anéis associativos com identidade e considere que M seja um R-mddulo a esquerda
e um S-modulo a direta e que N seja um S-mddulo a esquerda (note que M e N sdo grupos
abelianos e, portanto, Z-mddulos). Seja Y o subconjunto de M % N, cujos elementos sdo da
forma (m-s)®n—m® (s-n), paratodom € M, n € N es € S e defina J como sendo o Z-

submodulo de M % N gerado por Y. Definimos produto tensorial sobre o anel S, denotado por

M ?N , como sendo o quociente (M % N )/J. E sabido que M ?N é um R-médulo a esquerda cuja
acdo é dada por: r-(m®n)=(r-m)®n, para todo r € R (ver (Kna88)), capitulo 2, segéo 8).

Assim como foi feito no Teorema|B.1.1} temos que M QS§>N , junto da funcédo bilinear ®, satisfaz

a seguinte propriedade universal: dados U um K-espaco vetorial e f : M x N — U uma fungéo

bilinear tal que f(m-r,n) = f(m,r-n), temos que existe tinica transformacao linear, f:M®&N —
3

U, tal que f(m ®n) = f(m, n), isto é, que comuta o diagrama abaixo.

MxN—2=M ®N
O
laz?
U

f

Analogamente ao que foi feito no Lema dados M um R-médulo a esquerda e também
um S-modulo a direita, L e N S-moddulos a esquerda e f : L — N um homomorfismo de S-
modulos, podemos definir o homomorfismo de S-moédulos, id,, ®f : M ? L—-M t? N, fazendo
(idy®f)(meL)=m® f(£).

Lema B.3.1. Sejam R e S dlgebras associativos com identidade, M um R-médulo a esquerda e um

S-mddulo livre a direita, com base {m; | i € I}. Seja também N um S-mddulo a esquerda. Entao
=(m;|ie .

M?N = (m; |1 I)C%N

Demonstra¢do. Dado m € M, como M é um S-médulo livre a direita, com base {m; | i € I},

existem unicos s; € S ndo nulos tais que m = > m; -s;,ondei; € I. Umavez que em M®N, vale
]—1 l] J J S

a propriedade m-s®n =m®s-n, defina f : M xN — (m; | i € I)C%N, (m,n)— Z?Zl(mij ®s;-n),

onde m = Z;;l m; -s;ei; € I. Observe que f € bilinear e que f(m -s_,n) = f(m,s-n). Assim, pela

Propriedade Universal de M %N , existe Unica transformacao linear f : M ?N — (m;|i€l)c %N

tal que f(m®n) = Z;l:l(mij ®s;-n), onde m = Z;.lzl m;,s; e i; € I. Note que f é sobrejetiva. Seja

¢ o , = ~
Zkzl(Z?zl mf, -sj.‘ ® n,) um elemento arbitrario em M % N que pertence ao nucleo de f. Entao
J
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Como {mf} ¢ linearmente independente, entéo s;.‘ -n, = 0, para todo j e todo k. Uma vez que
]
s;? # 0, entdo n, = 0, o que implica que ker(f) = {0}, ou seja, f € injetiva. Portanto, f € bijetiva,

0 que encerra a demonstragao. X
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Apéndice C
Teoria de categorias

Uma categoria (pequena) é uma tripla € = (Obj(‘g ), Hom(%), 0), onde:

1. Obj(%¢) é um conjunto cujos elementos sdo ditos objetos;

2. Hom(¢) é um conjunto cujos elementos sdo ditos morfismos;

3. o:Hom(%) x Hom(%¢) — Hom() é uma operacéo binaria parcial dita composicao;
onde:

a) para todo X,Y € Obj(¢), existe um subconjunto de Hom(% ), denotado por Hom(X,Y) e
dito conjunto de morfismos de X para Y tal que Hom(X,Y)NHom(Z,U) =@, se (X,Y) #
(Z,U);

b) para todo X,Y,Z € Obj(%¥) a operacdo o : Homy(Y,Z) x Hom(X,Y) — Homy(X,Z),
(g,f)— gof, esta definida e satisfaz:

i) ho(gof)=(hog)of, paratodo f € Hom(X,Y), g € Hom,(Y,Z)eh € Hom(Z,U);

ii) para todo X € Obj(¥), existe 1, € Hom (X, X), dito morfismo identidade de X, tal
que, se f € Hom4(X,Y) e g € Homy(Z,X),entdo foly=felyog=g;

Denotamos f € Hom(X,Y) por f : X =Y ouX LN Y e escrevermos f g no lugar de f o g.
Exemplo C.1.

(a) Seja K um corpo. Definimos Vec, como sendo a categoria cujos objetos sdo K-espacos
vetoriais, os morfismos sdo aplicacoes lineares e a composicdo o é a composicao usual de funcoes.

Quando K = C, a categoria Vec sera denotada por Vec.

(b) Seja R um anel associativo com identidade. Definimos R-Mod como sendo a categoria cujos
objetos sdo R-mddulos a esquerda, os morfismos sdo os homomorfismos de R-mddulos a esquerda
e a composicdo o é a composicado usual de funcoes. Analogamente definimos a categoria Mod-R,

dos R-moédulos a direita. a
Dizemos que ¢’ é uma subcategoria de uma categoria €6, se
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i) todo objeto de €’ é um objeto de ¥;
ii) todo morfismo de ¢’ é um morfismo de €;
iii) a composicio de €’ é a mesma de €;

iv) dado um objeto X de 6’, o morfismo identidade de X em %’ é igual ao morfismo identidade
de X em 6.

Uma subcategoria ¢’ de ¥ ¢é dita plena se Hom.(X,Y) = Hom(X,Y), para todo X,Y €
Obj(6").

Exemplo C.2. Considere R-Mod a categoria definida no Exemplo item Dados I um
conjunto de indice e (6;);c; uma familia de subcategorias plenas de R-Mod, definimos a categoria
P 6, como sendo a categoria cujos objetos sdo da forma € X;, com X; € €, e os morfismos sdo
i€l i€l

os morfismos ¢ € R-Mod, tais que ¢ : X; — Y; é o morfismo zero, sempre que X; € 6, Y; € 6; e

i # j. Note que essa categoria ndo € necessariamente plena. O

Sejam ¥ e 6’ categorias. Um funtor covariante F : ¢ — €’ é uma fung¢éo que associa cada
objeto X € Obj(6) a um objeto F(X) € Obj(¥¢”) e cada morfismo f : X — Y em Hom(%) a um
morfismo F(f): F(X) — F(Y) em Hom(%"), tal que

- F(1x) = 1p(x), para todo X € 6;

- dados morfismos f : X > Y e g:Y — Z em Hom(%), temos que F(gf) = F(g)F(f).

F

€ . €’
1y 1y 1, F(lx)=1pxy F(ly)=lpwy F(1z)=1pzn)
S, 0.0 A AT TN
g ) F(g)
X—sY—"7 F(X)—=F(Y)—=F(Z)
\/ \_/
gf F(gf)=F(g)F(f)

Um funtor contravariante F : € — %’, assim como um funtor covariante, é uma fun¢io que
associa cada objeto X € Obj(%¥) a um objeto F(X) € Obj(6’), mas que inverte os morfismos,
isto é, associa cada morfismo f : X — Y em Hom(%) a um morfismo F(f) : F(Y) — F(X) em

Hom(<¢"), satisfazendo
- F(1x) = 1p(y), para todo X € 6;

- dados morfismos f : X > Y e g:Y — Z em Hom(%), temos que F(gf) = F(f)F(g).

F

% — %’
1y 1y 1, F(1x)=1pxy FQy)=1py)y F(12)=1py)
&, ), () () ()
x L.y 2.7 FOO) < vy L2 p(2)
\/ \_/
T F(aP)=F(F(2)
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Exemplo C.3.

(a) Sejam R um anel associativo com identidade e S € R um subanel. Definimos Res : R-Mod —
S-Mod como sendo o funtor tal que restringe a acdo de R a S, isto é, um R-moédulo M é visto
como sendo um S-mdédulo e um homomorfismo de R-mddulos ¢ : M — N é visto como sendo um

homomorfismo de S-mddulos.

(b) Sejam R e S anéis associativos com identidade e M um R-mddulo a esquerda e também
um S-moédulo a direita. Definimos o funtor Tor(M,—) == M ? — : S-Mod — R-Mod, da seguinte
maneira:

Tor(M,N)=M (?N e Tor(M,f :A— B)=id,, ®f,

para todo N € S-Mod e f : A— B um morfismo em S-Mod (veja no Apéndice [B{o que sdo M Qg N

e id,; ®f). Note que Tor(M,—) é um funtor covariante.

(c) Sejam R e S anéis associativos com identidade e M um R-mddulo a esquerda e também um
S-moédulo a direita. Dado N um R-mddulo a esquerda, temos que o espaco vetorial de todos os
homomorfismos de R-médulos de M para N, Homgz(M,N), é um S-médulo a esquerda, onde a
agdo € dada por: (s-h)(m) :=h(m-s), para todo s € R e h € Homg(M,N) (ver (Kna88), capitulo
2, secdo 8). Além disso, se g: M — Ae f : A — B sdo homomorfismos de R-médulos, entdo
fg: M — B também o é. Fixado f : A — B um homomorfismo de R-mddulos, observe que a
funcéo

f*:Homg(M,A) - Homgy(M,B), g—fg

¢ um homomorfismo de S-mddulos:

(i) segue da composicdo que f* é uma transformacéao linear;

(D) (s-f*(g)(m) = f*(g)(m-s)=(fg)(m-s) = f((s-g)(m)) = f*(s-g)(m),ondes €S, me M
e g € Homgy(M,A).

Assim, definimos o funtor Homyz(M,—) : R-Mod — S-Mod tal que
N — Homy(M,N) e f — Homy(M,f):=f",

onde N € R-Mod e f € Homg(A, B). Observe que Homgy(M,—) é um funtor covariante.

(d) Sejam R um anel associativo com identidade e M um R-mddulo a esquerda. Fixado f :
A — B um homomorfismo de R-mddulos, considere f*, definido no exemplo anterior, visto ape-
nas como uma transformacao linear. Entdo definimos o funtor Homgz(M,—) : R-Mod — Vec da

seguinte maneira:

Homg(M,—) : R-Mod — Vec
N — Homg(M,N)
f:A—B — f*:Homgy(M,A) —» Homgy(M,B)
g§—fg
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Note que Homy(M,—) é um funtor covariante.

Semelhantemente ao feito no paragrafo anterior, definimos o funtor Homgz(—, M) : R-Mod — Vec,

fazendo:
Homg(—, M) : R-Mod — Vec
N — Homg(N,M)
f:A—>B — f,:Homgz(M,A) - Homgz(M,B)
g—gf
Nesse caso, Homg(—, M) é um funtor contravariante. O

Sejam R e S anéis associativos com identidade, F : R-Mod — S-Mod um funtor covariante e
2 P A s
0 -V — W — U — 0 uma sequéncia exata curta em R-Mod.

- Dizemos que F é um funtor exato, se 0 — F(V) F(W) F(U) — 0 é uma sequéncia
exata curta em S-Mod.

- Dizemos que F é um funtor exato a direita, se F(V) F(W) F(U) — 0 é uma
sequéncia exata em S-Mod.

- Dizemos que F é um funtor exato a esquerda, se 0 — F(V) ), F(W) Lot F(U) é uma

sequéncia exata em S-Mod.
As mesmas defini¢des se aplicam, quando F for um funtor contravariante:

- Dizemos que F é um funtor exato, se 0 — F(U) F(W) F(V) — 0 é uma sequéncia
exata curta em S-Mod.

- Dizemos que F é um funtor exato a direita, se F(U) kilon F(W) e F(V) —» 0 é uma

sequéncia exata em S-Mod.

- Dizemos que F ¢ um funtor exato a esquerda, se 0 — F(U) F(W) F(V) ¢ uma

sequéncia exata em S-Mod.

Proposicao C.4. Sejam R e S dlgebras associativas com identidade e M um R-médulo a esquerda
e também um S-moédulo a direita. Entdo

(a) Tor(M,—):S-Mod — R-Mod é um funtor exato a direita.
(b) Se M é um S-méddulo livre a direita, entdo Tor(M,—) é um funtor exato.
Demonstracao.

(a) Seja0—>V SHw i> U — 0 uma sequéncia exata curta em S-Mod. Vamos mostrar que

id id
M?VlﬁgM§WL@gM§UeO

¢ uma sequéncia exata em R-Mod.

Teoria de categorias 103



- Vamos mostrar que id,, ®1) € sobrejetiva. Seja Z?:l(mi Qu;)eM ? U. Como 1) é sobre-
jetiva, entdo, para cada u;, existe w; tal que Y (w;) = u;. Assim, (idy, ®1/))(Z?:1(mi Qw;)) =
S meyw)) = (m; ®u;). Logo, idy, ® é sobrejetiva.

- Vamos mostrar que im(id,, ®¢) C ker(id,,; ®y). Seja x € im(id,; ®¢). Entdo x =
(idy @)X, (i ®v,)) = D3, (m; @ (v)), onde D, (m; ®v;) € M®V. Logo, (idy ®)(x) =
(id,, ®1/J)(Z?:1(mi ® Lp(vi))) =>, (mi ® w(go(vi))) = > ,(m; ®0) = 0. Portanto, x €
ker(id,, ®y).

- Vamos mostrar que im(id,, ® p) = ker(id,,; ®). Para simplificar a notacdo, escreva L
para denotar im(id,,; ® p). Como L C ker(id,, ®)), entfio o homomorfismo de R-médulos 1 :
(M QSD W)/L — M?U, m@w+ L — m®(w) estd bem definido. Seja 7 : M?W N ‘? W)/L

a projecdo canonica. Observe que id;, ®) = Eﬂ:.
idy @Y

¥

M«?W—”>(M§W)/L M®U

mAwr——mew+L——m@y(w)

Vamos mostrar que v é um isomorfismo, pois dai concluiremos que ker(id,; ®) = ker(yp ) =
ker(m) = L. Para mostrar que v é um isomorfismo, vamos exibir sua inversa. Considere a
funcdo h : M x U — (M‘?W)/L, (m,u) » m®w+ L, onde w € W € tal que ¢Y(w) = u.
Observe que sempre podemos escolher um w assim, porém tal escolha pode ndo ser unica.
Assim, se w e w’ so tais que Y (w) =Y (W) = u, entdo w—w’ € ker(y) = im(¢), ou seja, existe
veVtalque p(v)=w—w'. Dai, n@w—mew =m® p(v) = (idy, ®p)(m®v) € L. Logo,
m®w+L =m®w’ +L o que implica que a funcéo h estd bem definida. Observe que h é bilinear

e que h(m - r,u) = h(m,r - u). Dessa forma, pela Propriedade Universal de M QSD U, temos que

existe Unica transformacéo linear h : M ? w— (M ? W)/L tal que hA(m®u) = m®w+ L, onde

we W étal que Y(w) =u.
®

M x U MQS?U

N

h Jh
(M?W)/L

Por fim, veja que Yy hA(m®u) = Yp(mO®w+L)=me®Yp(w)=m®u e que hp(mOw+L) =
h(m®(w)) = m®w+L. Portanto, h é a inversa de v, que finaliza esta parte da demonstracio.

(b) Temos que mostrar que id,; ®p ¢é injetiva. Seja {m; | i € I} base de M como S-mddulo

a direita. Pelo Lema [B.3.1} temos que M ® V=(m|iel) ® V. Assim, seja Z;.l_l m; ®v; €
p -
ker(id), ®¢), onde i; € I. Entéo

0 = (idy, ®<p)(z m; ® vj) = Zmij ® p(v))
j=1 j=1
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Como {mij} é linearmente independente, entéo ¢ (v;) = 0. Uma vez que ¢ € injetiva, entéo v; = 0.
Assim, Z;;l m;, ® v; = 0, ou seja, ker(idy ®¢) = {0}. X

Proposicao C.5. Sejam R uma 4lgebra associativa com identidade e M um R-médulo a esquerda.

Entdo os funtores
Homg(M,—):R-Mod —» Vec e Homg(—, M) :R-Mod — Vec

sdo exatos a esquerda.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que Homgz (M, —) é exato a esquerda. De forma andloga, mostra-
(g s . 4 Y N
se que Homg(—, M) também € exato a esquerda. Seja 0 - V — W — U — 0 uma sequéncia

exata em R-Mod. Temos que mostrar que
0 — Homg(M, V') %> Homg(M, W) - Homg(M, U)

é uma sequéncia exata em Vec.

- p* é injetiva: seja f € ker(¢*). Entdo f : M — V e ¢*(f) =0, ou seja, ¢(f(m)) =0, para
todo m € M. Como ¢ € injetiva, entdo f(m) = 0, para todo m € M, ou seja, f € a transformacao

linear zero.

- im(¢*) € ker(y*): seja f € im(p*). Entdo f : M — W e existe g € Homgz(M, V) tal que

©*(g) = f, ou seja, pg = f. Dai, (Y*(f))(m) = Y(f (m)) =y (¢(g(m))) = 0, para todo m € M,
pois im(¢) = ker(v). Logo, 1*(f) é a transformacao linear zero, ou seja, f € ker(y*).

- ker(y*) € im(¢*): seja g € ker(y*). Entdo g : M — W e *(g) = yg = 0. Disso segue que,
para cada m € M, g(m) € ker(y)) = im(¢), ou seja, g(m) = p(v), para algum v € V. Contudo,
como ¢ € injetiva, tal v € unico. Dai, podemos definir f : M — V, m — v, onde v é tal que
¢ (v) = g(m). Observe que, dador € Re m,m’ € M e denotando v e v/ em V como sendo tais que
p(v) =g(m)ep(v') = g(m), entdo g(r-m+m’) =r-g(m)+g(m') =r-p(v)+o(v') = p(r-v+v).
Logo, f(r - m+m') =r-v+v' =r-f(m)+ f(m’), ou seja, f € Homgz(M,V). Agora, veja
que (¢*(f))(m) = ¢(f(m)) = p(v) = g(m), para todo m € M. Portanto, p*(f) = g, isto é,
g €im(¢™). X

Sejam €, 6’ categorias e sejam também F,G : € — ¢’ functores covariantes. Se para cada
objeto X € €, temos um morfismo 1y : F(X) — G(X) em ¥’, tal que para cada morfismo f : X —

Y € ¥, o diagrama

Fx) 22 py)

nxl O lny

G(X) < G(Y)

€ comutativo, ou seja, Ny F(f) = G(f )nyx, entdo dizemos que 1) = (Nx)xc, € Uma transformacao
natural de F para G e escrevemos 7) : F — G. Uma transformagdo natural também € dita um
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morfismo functorial. Além disso, se 1y é um isomorfismo para todo X € ¢, dizemos que 1 é um

isomorfismo funtorial e denotamos F = G. A discussio acima pode ser feita similarmente para
1

o caso em que os functores sdo contravariantes.

Sejam €, 6’ categorias, F : € — 6’ e G : ¢’ — ¥ functores covariantes. Dizemos que €
e ¢’ sdo categorias isomorfas, se FG = id,, e GF = id,,. Dizemos que ¥ e ¢’ sdo categorias
equivalentes, se existem isomorfismos funtoriais ) : FG — idy, e 0 : GF — id, isto é, FG = id,

n

e GF =id,. O mesmo se faz para funtores contravariantes.
(o

Proposicio C.6. Sejam 0 — V SwhUuso0eoo v 2, w’ LR U’ — 0 sequéncias exa-
tas curtas na categoria R-Mod, onde R é uma anel associativo com identidade. Sejam também
f: VoV, g:W—->W eh:U— U homomorfismos de R-médulos. Se f e h sdo injetoras (res-
pectivamente, sobrejetoras) e se o diagrama abaixo comutar, entdo g € injetora (respectivamente,

sobrejetora) também.

0—sV—ow—Lou—0
oo
0 v’ % w’ " U’ 0
Demonstracdo. Consequéncia do Lema Cinco (ver (Rot09), pagina 90, Proposicdo 2.72). X

Para mais detalhes sobre os resultados e definicGes apresentados nesse apéndice sugerimos as
referéncias (ASS06, Kna88|, Wei94, Rot09)).
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Indice Remissivo

o-mddulo,

Algebra,

associativa,

com identidade,

de Lie,

de Lie subjacente,

filtrada,

graduada,

noetheriana a esquerda,

oposta, [30]

tensorial, [96]

universal envelopante de g,
Algebricamente independente sobre C,
Anel noetheriano a esquerda,
Anti-involucio de g,
Anti-homomorfismo de algebras de Lie,

Base natural de g,
Bloco de Jordan,

Caracter central,
Categoria, [100

Categorias

equivalentes,
isomorfas,

Comutador de matrizes,
Decomposicao de Jordan,
Espaco de peso,

Familia coerente,
Forma bilinear simétrica nio degenerada,

Funtor
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contravariante, [101]
covariante, (101

de torcdo de Mathieu,
exato, [I03]

exato a direita, (103

exato a esquerda,
Funcdo involutiva,

g-médulo, [6]
adjunto,
de comprimento n,
indecomponivel,
natural,
quociente,
semissimples,
trivial,
uniserial,
unitarizavel,
g-submédulo, 6]
préprio, [6]
simples, [6]

Homomorfismo
de algebras associativas,
de dlgebras de Lie,
de g-mddulos, [9]
de Harish-Chandra,
de U(g)-mddulos,

Isomorfismo de g-mddulos, 9]
Isomorfismo funtorial,

Lema de Schur,



Localizagdo de Ore de U(g) com relacao ao

conjunto multiplicativo {f ' | i € Ny},

671

Moédulo de peso,
maximo,
minimo,
Moédulo denso,
Moédulo sobre uma algebra associativa,
Monomios padroes,

Operador
antilinear,
Casimir,
linear nilpotente,
Ordem lexicogréfica em U(g),,
Ordem lexicogréfica inversa em C[h,c],

Peso, [50]
maximo,
minimo,
Produto escalar hermitiano,
Produto tensorial
de g-méddulos,
de K-espacgos vetoriais,
de transformacdes lineares,
sobre um anel,
sobre Z,
Propriedade universal
para a dlgebra universal envelopante de

g,[30]
para algebra tensorial,
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para produto tensorial de K-espagos

vetoriais,

para produto tensorial sobre um anel,

R-médulo a esquerda finitamente gerado,
R-moédulo noetheriano a esquerda,
Representacdo de g, [9

Sequéncia exata,

curta, [54

curta que cinde,
Soma direta de g-médulos,
Subdlgebra

associativa,

de Cartan de g,

de Lie,
Subcategoria, (100

plena, [10]]
Subespaco T-invariante,
Suporte de um mddulo de peso,

Teorema
da Base de Hilbert,
da Decomposi¢do Primaria,
de Hamilton-Cayley,
de Poincaré-Birkhoff-Witt,
de Poincaré-Birkhoff-Witt para UY),

de Weyl,
Transformacao natural,

Vetor de peso,
maximo,
minimo,
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