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CONTEUDO vii

RESUMO

Este trabalho tem dois objetivos. O primeiro é introduzir o conceito de algebra generalizada de
caminhos do Artigo [7] e apresentar alguns resultados dele. O segundo é desenvolver um resultado que
nos permite realizar toda K-algebra de dimensao finita como um quociente de uma algebra de caminhos
generalizada, cujos vértices sao algebras simples, por um ideal "bem comportado".

Palavras-chave: Algebra de caminhos generalizadas, K-algebras de dimensao finita, Algebras
semissimples .



CONTEUDO viii

ABSTRACT

This work has two goals. The first one is to introduce the concept of generalized path algebra
of the article [7] and present some results from it. The second one is to develop a result that realizes
every finite dimensional K-algebra as a quocient of a generalized path algebra whose vertices are simple
algebras by a "well behaved"ideal.

Key words: Generalized path algebra, Finite dimensional K-algebra, Semisimple algebra .



CONTEUDO 1

INTRODUCAO

O estudo de representacao de algebras consiste na classificagdo de médulos indecomponiveis e
os morfismos entre eles. Estamos interessados na representagao via aljavas, que deu uma importante
classificacao para algebras de dimensao finita. O Teorema de Gabriel (1972), que permite classificar
todas as aljavas do tipo finito em termos diagramas de Dynkin, é um dos resultados mais celebrados da
area.

Cada k-algebra de dimensao finita basica sobre um corpo algebricamente pode ser associada a
uma aljava, conhecida como aljava de Gabriel, de tal forma que tais algebras sao isomorfas ao quociente
da algebra de caminhos associadas aljava da élgebra por um ideal admissivel.

No ano de 2010, os Professores Doutores Flavio Ulhoa Coelho e Shao-Xue Liu introduziram o
conceito de algebra de caminhos generalizadas, encontrada no artigo [7]. Pensando que cada vértice de
uma K-algebra de caminho esta associado ao corpo K, a generalizagao proposta pelos professores consiste
associar cada vértice com uma algebra.

Motivados pelo estudo das algebras de caminhos generalizados e o resultado ja conhecido para
algebra de caminhos, nosso trabalho se movimentou no sentido de responder a seguinte pergunta: Toda
algebra associativa de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado pode ser realizada como
um quociente de uma &lgebra de caminhos generalizada, onde a algebra de cada vértice é uma algebra
simples?

O Capitulo 1 contém resultados e definigoes ja estabelecidas na literatura matemaética. Ressal-
tando, em particular, o Teorema de Wedderburn-Artin — provado por Joseph Wedderburn, e generalizado
por Emil Artin para algebra Artinianas — que nos permite classificar todas as algebras semissimples.

No Capitulo 2, interessados na generalizagao do problema descrito no segundo paragrafo, intro-
duziremos o conceito de algebra de caminhos.

Introduziremos na Segao 1 do Capitulo 3 o conceito de algebras de caminhos generalizados. Com
base no artigo [7], daremos uma caracterizacao para o radical de Jacobson de tais 4lgebras, além de dar
apresentar sob que condi¢oes uma algebra de caminhos generalizada é uma &lgebra Noetheriana.

Com os conceitos e resultados jé estabelecidos, dedicaremos a Segao 2 do Capitulo 3 em responder
a questdo que motivou este trabalho. Veremos que o desenvolvimento ndo se dard de forma tdo bem
comportada. Serad necessaria algumas generalizagoes na aljava de uma algebra e no conceito de ideais
admissiveis, mas uma generalizagao pequena, de forma que nosso novo ideal se comporte como um ideal
admissivel, exceto por uma quantidade minima de flechas.



CAPITULO 1
PRELIMINARES ALGEBRICOS

Assumimos que o leitor é familiar aos conceitos de anéis, unidades, corpos algebricamente fechados, ideais,
anéis quocientes, homomorfismo de anéis, os Teoremas de isomorfismo, moédulos & direita, médulos a
esquerda, submodulos, homomorfismo de médulos e os Teoremas de isomorfismo para moédulos.

1 Ideais regulares, médulos simples e médulos livres

Definicao 1.1. Seja K um corpo. Diremos que o espago vetorial A sobre K é uma K-dlgebra associ-
ativa se A é um anel e

A(ab) = (aN)b = a(Ab) = (ab)A,Va,b € A,V € K.
Definigao 1.2. Um ideal ¢ esquerda I € regular se existir e € A tal que a — ae € I para todo a € A.
Um ideal & direita I € regular se existir e € A tal que a — ea € I para todo a € A.

Seja A &€ um anel sem unidade. O ideal nulo é um ideal nao regular. Caso contrario, existiriam
e,f € Ataisque a —ae =0e a— fa =0 para todo a € A. Como f = feee = fe, ou seja, e = f.
Portanto e seria a identidade de A, contradizendo o fato de A ser um anel sem unidade.

Observe que se A é um anel com unidade, todo ideal a esquerda I é regular.

Exemplo 1.3. Sejam Ay e Ay duas K-dlgebras com unidade. O produto de duas dlgebras A1 e As € a
dlgebra Ay x Ay com adi¢do e multiplicacao definidas por:

e (aj,a2)+ (b1,b2) = (a1 + ag, by + b)), para todos a1, as € Ay e by, by € Ag;
e (a1,a2)(b1,b2) = (a1b1, aszbs), para todos ay,as € Ay € by, by € As.
A unidade de A1 X As € o elemento 14, x4, = (1a,1pB)

Exemplo 1.4. Seja (A, +,.) uma K-dlgebra. A dlgebra oposta, AP, de A é a K-dlgebra (A, +,x),
onde o conjunto é o proprio A, a soma é exatamente a mesma de (A,+,.) e a multiplica¢do € dada pela
regra a x b = b.a.

Definigao 1.5. Sejam A, B duas K -dlgebras, um A-B-bimddulo é um grupo abeliano M tal que:
(a) M € um A-mddulo & esquerda e um B-mddulo a direita;
(b) Para todo a € A,b € B em € M temos a(mb) = (am)b.

O conjunto Hom 4 (M, N) de todos os homomorfismo de A-modulos & direita de M a N é um
K-espago vetorial com respeito a multiplicacdo por um escalar (f,A) — fA dada por (fA)(m) = f(m)),
para todos f € Homa(M,N),m e M e X € K.

O K-espago vetorial

EndM = Homyu (M, M)

de todos os endomorfismos de A-modulos é uma K-algebra associativa com multiplicacdo dada pela
composi¢ao de mapas. O mapa 1); é a unidade de End M.

2
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Definigao 1.6. Um A-mddulo a esquerda M sobre o anel A é dito simples se AM # 0 e M ndo possui
submddulos proprios, ou seja, 0s unicos submddulos de M sao ele mesmo e o submaodulo nulo.

Definigao 1.7. Um A-mddulo a esquerda M € ciclico se M = Am para algum m € M.

Lema 1.8. ([2], 0bs.9.(iii), pdg.416 ) Se M é um A-mddulo & esquerda simples, entdo M = Am, para
todo elemento nao nulo m € M.

Demonstragao. Seja m € M nao nulo. Considere os seguintes submodulos de M, Am e B = {m €

M|Am = 0}.
Como M é simples, ou seja, todo submoédulo de M é nulo ou o proprio M. Como AM # 0,
concluimos que B # M, logo B = 0. Entdo Am = M para todo elemento nao nulo m € M. O

Lema 1.9. ([1], Lema 1.3.1, pdg.14) ( Lema de Schur):
Sejam S e S A-mddulos a esquerda, e f : S — S’ um homomorfismo ndo nulo.

(a) Se S é simples, entdo f é monomorfismo.
(b) Se S’ é simples, entao f é epimorfismo.
(¢c) Se S e S’ sao simples, entao f € isomorfismo.

Demonstragdo. Seja f : S — S’ um homomorfismo nao nulo. Temos que Kerf e Imf sdo submoédulos de
S e S, respectivamente. Se S & simples, seque que Kerf = 0. Se S’ é simples, Imf = 5’. O

Corolario 1.10. ([1l], Cor 1.3.2, pdg.14). Sejam K um corpo algebricamente fechado, A uma K-dlgebra
com unidade de dimensao finita. Se S € A-mddulo & esquerda simples, entio EndS = K.

Demonstracao. Pelo Lema de Schur, temos que cada elemento nao nulo de EndS possui inverso. Como
S é simples, temos que dimg S € finita, portanto dim g EndS é finita. Seja ¢ € End.S nao nulo, temos que
1s,¢, 2, ...,©™, ... sdo linearmente dependentes sobre K. Consequentemente, existe um polinémio nao
nulo f(t) € KJt] tal que f(¢) = 0. Ja que K é algebricamente fechado, temos que f possui grau 1, ou
seja, f(@(s)) = @(s) — Ay, =0, logo ¢(s) = A, para todo s € S. E a correspondéncia ¢ — A, estabelece
um isomorfismo de K-algebras. Portanto EndS & K.

O

Os M, (K )-moédulos simples sdo da forma I; = {(a;;)|a;; = 0 para j # 1}, comi=1,...,n.
De fato, seja M um submoédulo a esquerda nao nulo de I;. Existe elemento nao nulo v € M tal

que v ¢é da forma
n
v = E Cr€pi-
r=1

Como v # 0, temos que para algum 1 < s < n, ¢; é ndo nulo. Agora,

cs_leisv =e; € M;
para cada i. Como cada e;; gera I;, portanto M = I.

Corolario 1.11. Um M, (K)-mddulo a esquerda simples € isomorfo a I; = {(a;j)|a;; = 0 para j # 1},
para algum i =1,...,n.

Demonstragao. Como M um M, (K)-modulo & esquerda simples, existe m nao nulo tal que M =
M, (K)m. Ja que I; é um M, (K)-médulo & esquerda simples, temos I; = M, (K)ey; . Considere o
homomorfismo f : M — I; que leva m a ey;. Como f é homomorfismo nao nulo de médulos simples, pelo
Lema de Schur, obtemos M 2 I;. . O

Lema 1.12. ([2], Teorema 9.1.3, pdg.417) Um A-mddulo & esquerda M € simples se, e somente se, M €
isomorfo a A/I para algum ideal & esquerda mazimal e regular.

Demonstra¢ao. Seja M um A-modulo simples, logo M = Am, para algum m nao nulo em M. Seja f o
homomorfismo de A-moédulos f: A — M definido por f(a) = am. Como f é sobrejetivo, e o nucleo I é
um ideal & esquerda de A, pelo teorema do isomorfismo para A-mo6dulos, obtemos A/T = M.

Como cada ideal de A/I é da forma J/I, onde J é um ideal & esquerda de A que contém I.
Usando o fato de A/I ser simples, concluimos que J/I = A/I, logo J = A, ou seja, I é um ideal a
esquerda maximal de A.
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Como M = Am, existe e € A tal que m = em, logo (a — ea)m = am — aem = 0, ou seja,
a —ea € kerf, para todo a € A, portanto I é regular.

Seja I é um ideal a esquerda maximal regular de A tal que M = A/I. Como todo ideal de A/I é
da forma J/I, onde J é um ideal contendo I, como I é maximal, temos que J = A, portanto J/I = A/I.
Provaremos que A(A/I) # 0.

Assuma que néo, como I é regular, existe e € A tal que a — ae € I, para todo a € A. Como
A(A/I) = 0, para cada a € A temos a(e + I) = I, segue que ae € I. Ja que a — ae € I, teremos que
a € I, para todo a € A, ou seja, I = A, contradizendo a maximalidade de I. O]

Note que se A nao possui A-moéddulos a esquerda simples se, e somente se, A ndo possui ideais a
esquerda maximais e regulares.

Definigao 1.13. Sejam F' um A-mddulo a esquerda e X um subconjunto de F. Diremos que o A-mddulo
F ¢ gerado livremente pelo subconjunto X se, dado um A-mdédulo M, e uma fungao f : X — M, existe
um unico homomorfismo de A-mddulos ¢ : F' — M que estende a fun¢ao f.

Definicao 1.14. Um mddulo F sobre um anel com unidade A é chamado de livre se existe algum
subconjunto de F' que gera livremente o A-mddulo F'.

Proposigao 1.15. Propriedade universal para modulos livres: Sejam F um mddulo & esquerda
sobre um anel A com unidade, X um conjunto ei: X — F uma fun¢do. Suponha que a fun¢ioi: X — F
satisfaca a segquinte propriedade universal:

Dados um A-mddulo & esquerda M e uma funcao f : X — M, existe um wnico homomorfismo
p: F— M tal que poi = f.

Entao a fungao i : X — F ¢é injetiva, e F é gerado livremente por i(X).

Demonstragao. Sejam x,y € X dois elementos distintos, e f : X — A uma fungdo satisfazendo f(x)
e f(y) = 1. Pela propriedade universal, existe um tinico w : F — A com w o4 = f. Entao, w(i(z)) =
w(i(y)) = 1. Segue que i(z) # i(y). Entdo i é injetiva.

Seja M um A-modulo & esquerda, e seja g : i¢(X) — M. Entao existe um tnico homomorfismo
@ : F — M tal que poi= goi, portanto | x) = g. A fungdo ¢ estende a fungao g, Mmstrando que F'
é gerado livremente por i(X). O

0

Proposicao 1.16. Seja X um conjunto, existem um A-modulo & esquerda F4(X) e uma fun¢aoix : X —
Fa(X) tal que Fao(X) € livremente gerado por i(X). O A-mddulo Fa(X) e a fungdo ix : X — Fa(X)
satisfazem a propriedade universal.

Demonstragao. Defina F4(X) o conjunto de todas as fungoes indo de X a A com uma quantidade finita
de valores nao nulos.

Note que se 7,0 € Fs(X), 7+ 0 é uma fungao com quantidade finita de valores ndo nulos, assim
T+ 0 € Fa(X). Dados a € A e 1 € Fs(X). Seja ar a funcdo de X a A definida por (a7)(z) = ar(z)
,para todo = € X. Entao,

a(t +0))(z) =a(r + 0)(z) = a(r(x) + o(x)) = ar(x) + ac(x), portanto a(T + o) = at + aoc;
(ab)o)(z) = (ab)o(z) = albo(z)) = (a(b0))(x), assim (ab)or = a(bor);

(a+b)o)(x) = (a+b)o(x) = ac(z) + bo(x) = (ac)(x) + (bo)(x), ou seja, (a + b)o = ao + bo;
1o)(z) = 1o(x) = o(z), e 1o = 0}

para todo 0,7 € F4(X) e a,b € A. Segue que F4(X) é um A-moédulo & esquerda.
Dado = € X, considere §, : X — A a fungao definida por

1; sex=y;
5I(y>{ 0; sex#y

Entéao 0, € Fa(X). Denote por ix : X — Fa(X) a fungdo que leva x a §, para todo x € X.
Sejam M um A-moédulo a esquerda e f : X — M uma funcdo de X a M. Se 0 € Fa(X), 0 é
uma func¢do de X a R com uma quantidade finita de valores distintos de zero.
Ja que 0 = Z o(x)d;, onde suppo = {x € X|o(z) # 0}. Defina (o) = Z o(x)f(x).
zesuppo zesuppe
Temos que ¢ é homomorfismo. Sejam 0,7 € F4(X), a € A e Y um subconjunto finito de X com
suppo C Y e suppt C Y, assim supp(c +7) C Y. Como
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(a)
plotr)= > (o+7)@)f(@)

zeSUPP(o+T1)

= (o +7)(@)f(2)

=Y o) f(z)+ Y (@) f(x)
z€Y z€Y

= Y oc@f@+ > T@f(@)
zESUppo zeSuppr

=¢(o) + ¢(7);

plac) =Y ao(2)f(x)

reSUPPaoc
= Y, ao(@)f(x)
reSUPPo
—a| Y o@)f()

z€SUPPo

Tome ) : Fa(X) — M tal que ) oix = f, entdo

)=y | Y o),

zeSUpPo

= 3 o))

zeSUpPpo

= Y ol@)ix(2))

reSUPpPo

= Y, o(@)f(@) =)

zeSUPPo

Portanto ¢ : Fa(X) — M é o tnico homomorfismo de A-moédulos a esquerda satisfazendo
poi=f. Segue que F4(X) é gerado livremente por i(X). O

2 Radical de uma algebra

Lema 2.1. ([2], Teorema 9.1.4, pdg.417). Seja N um subconjunto do A-mddulo o esquerda M. Entdo
Ann(N) = {a € Alan = 0,Yn € N} € um ideal ¢ esquerda de A. Se N é um submddulo de M, entdo
Ann(N) € um ideal.

Demonstragdo. Sejam aj,as € Ann(N),a € Aen € N. Temos que On = 0, (a1 +az)n = ayn+asn = 040
e (aa1)n = a(agn) = 0, portanto a; + az,aa;,0 € Ann(N). Se N é um submodulo de M, entao
(a1a)n = ai(an) = 0, ja que an € N, entdo aja € Ann(N), logo Ann(N) é um ideal. O

O conjunto Ann(N) é chamado de anuladores & esquerda de N.

Definigao 2.2. Seja A um anel, definiremos o radical de Jacobson de A, denotado por J(A), como a
intersecao de todos anuladores de A-mddulos & esquerda simples. Se A nao possui A-mddulos a esquerda
simples, entdao J(A) = A.

Defini¢ao 2.3. Um elemento a € A é chamado de quase-regular a esquerda (respectivamente, direita)
se existir b € A (respectivamente, ¢ € A) tal que a + b+ ba = 0 (respectivamente,a + ¢ + ac = 0). Um
elemento a € A € quase-regular se ele for quase-regular a direita e & esquerda.
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Dado um elemento a quase-regular, entao existem elementos b,c € A tais que a +b+ab =0 e
a+ c+ ca=0. Entao, b = ¢. De fato,

b=—-a—-ab=c+ca+ (c+ca)p=c+ca+cb+cab=c+cla+b+ab)=c.

Definicao 2.4. Um ideal I a esquerda de A é quase-reqular a esquerda (respectivamente, direita) se todo
elemento de I for quase-regqular & esquerda (respectivamente, direita).

Lema 2.5. (/2/, Lema 9.2.8, pdg.428). Seja I um ideal & esquerda de A. Se I € quase-reqular a esquerda,
entdao I € quase-regular.

Demonstra¢ao. Seja a € I, entao existe r tal que a +r + ra = 0. Como r = —a — ra, seque que 1 € I,
portanto existe s tal que r 4+ s+ sr = 0. Agora,

a=a+(s+sr+r)jat+(s+sr+r)=a+sa+sra+rat+s+sr+r=s+s(r+a+ra)+r+a+ra=s.
Portanto I é quase-regular. O

Lema 2.6. ([2], 0bs.9.2, Pdg 426 ). Seja A um anel com unidade. Um elemento a € quase-reqular a
esquerda se, e somente se, 1 + a for invertivel & esquerda.

Demonstracao. Seja a é um elemento quase-regular & esquerda, existe r tal que a +r + ra = 0. Como
l1+a+r+ra=1, portanto (14 r)(1 +a) = 1, ou seja, 1 + a é invertivel a esquerda.
Se 1+ a é invertivel a esquerda, existe r € A tal que r(1 + a) = 1, logo ra = 1 — r. Como

a+ (—ra)+ (—ra)a=a+ (—ra)+(r—1l)a=a—ra+ra—a=0,
a é quase-regular & esquerda. O

Lema 2.7. ([2], Lema 9.2.4, pdg.426 ). Seja I # A um ideal & esquerda regular de A, entdo I estd
contido em um ideal a esquerda maximal regular.

Demonstra¢ao. Seja I regular, existe e € A tal que a — ae € I, para todo a € A.Todo ideal a esquerda
J contendo I é também regular com o mesmo elemento e. Seja I C J, e suponha que e € J, temos que
a—ae €l CJ, logoae€ J, portanto J = A.

Considere o conjunto X' de todos os ideais & esquerda L tais que I C L C A. Como I # A temos
que X # (). Mostraremos que X' possui um elemento maximal.

Dada uma cadeia S C X , exibiremos uma cota superior em Y. Seja S = (I,) uma cadeia de
ideais em X, entao para cada indice o, 3 temos uma das seguintes possibilidades: I, C Ig ou Ig C I,.
Denote por Mg = |J I, temos que esse sera nosso candidato a cota superior de S em X.

Temos que Mg ¢ um ideal & esquerda. De fato, sejam z,y € Mg, entdo x € I, e y € Ig, como
I, C Ig ou Ig C I,, entdao podemos supor sem perda de generaliadde que z,y € Ig, logo x +y € Ig e
x+y € Mg. Seja a € A, entdo ax € I, assim ax € Mg.

Para cada indice «, sabemos que I, € M. Suponha que Mg = A. Teriamos que para algum
indice «, e € I, portanto I, = A, contradizendo nossa escolha, logo Mg # A. Pelo Lema de Zorn, temos
que X possui um elemento maximal. O

Lema 2.8. ([2], Lema.9.2.5 pdg.427 ). Sejam A um anel e J a interse¢io de todos os ideais a esquerda
mazximais requlares de A. Entao J € um ideal & esquerda quase-regular de A.

Demonstra¢ao. Temos que J é um ideal a esquerda, ji que é a intersecdo de ideais & esquerda. Seja
a € J e considere o conjunto T' = {r + ralr € A}. Caso T = A, existe r € A tal que r + ra = —a, logo
r 4+ ra+ a = 0, portanto a é quase-regular & esquerda. E suficiente mostrar que T = A.

Temos que T' é um ideal & esquerda regular de A. De fato, sejam r; + ria,ro + 100 € T e
x € A logory +ra+ryt+rea=(r1+r2)+ (r+re)a €T ex(ry+ria) =ar; +zria € T, Assim
r—r(—a) =r+ra €T, para todo r € A, ou seja, T é regular.

Assuma T # A, entdao T esta contido em um ideal & esquerda maximal Iy. J& que a € J C I,
ra € Iy, para cada r € A, teriamos r +ra € T C Iy e r € Iy, para cada r € A, portanto A = I,
contrariando a maximalidade de Ij. O

Lema 2.9. ([Z], Lema 9.2.6, pdg.427 ). Seja A um anel que possui pelo menos A-mddulo & esquerda
simples. Se I € um ideal G esquerda quase-reqular, entdo I estd contido na intersecio de todos anuladores
de A-mdédulos a esquerda simples, ou seja, I C J(A).
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Demonstragao. Seja I ¢ J(A), temos que IM # 0, para algum A-mo6dulo simples M. Para algum
m € M, I'm # 0, Como I é um ideal, vem que Im é um submoédulo de M, portanto M = I'M. Existe
x € I tal que —m = xm. Pelo fato de I ser um ideal & esquerda quase-regular, sabemos que existe r € A
tal que r + = + rz = 0. Portanto

0=0m=(r+x+rz)m=rm+am+rem=rm—m—rm=—m,
ou seja, m = 0. Portanto I C J(A). O

Teorema 2.10. ([2/, Lema 9.2.3, pdg.428). Temos que o J(A) € a interse¢io de todos ideais o esquerda
mazximais requlares de A. Se A € um anel com unidade, o radical de A € a intersecdo de todos ideais a
esquerda mazimais de A.

Demonstragio. Assuma que J(A) # A. Seja J a intersecao de todos os ideais & esquerda maximais e
regulares de A. Usando o Lema e o Lema , temos que J C J(A) .

Seja ¢ € J(A), pelo Lema , J(A) é a intersecdo de todos os anuladores a esquerda do
quociente A/I, onde I percorre todos os ideais & esquerda maximais regulares de A.

Para cada ideal & esquerda maximal regular I, existe um e € A tal que r — re € I, para todo
r € A. Como ¢ € Ann(A/I), obtemos que ca € I, para todo a € A, em particular, ce € I. Assim ¢ € I,
portanto J(A) C I, concluindo que J(A) C J. O

Corolario 2.11. ([Z], Lema 9.2.3, pdg.428). O radical de Jacobson de A € um ideal & esquerda quase-
regular que contém todos ideais a esquerda quase-requlares.

Demonstragao. Pelos Lemas (2.10) e (2.8)), e que J(A) contém todos ideais a esquerda quase-regulares,
segue do Lema (2.9) que J(A) é um ideal & esquerda quase-regular. O

Corolario 2.12. (2], Lema 9.2.15, pdg.431 ). Seja A um anel e a € A.
(a) Se —a® ¢ quase-regular, entio a também serd quase-regular.
(b) Aa é um ideal o esquerda quase-regular se, e somente se, a € J(A).

Demonstragao. Tome s = r — a — ra, portanto

2 _ra®=0,

stat+sa=r—a—rat+a+(r—a—raja=r—a
concluindo o item (a).
Assuma Aa quase-regular. Considere J = {ra + na|r € A,n € Z}. J & um ideal. Se n = 0,
concluimos que Aa C J. Se r =0 e n = 1, concluimos que a € J.
Seja s = ra + na, logo —s?> € Aa. Pelo item (a), concluimos que s € Aa. J é quase-regular,

portanto a € J C J(A), pelo Lema (2.11)).
O

O item (b) do lema anterior nos d4 uma nova caracterizagao para o radical de Jacobson de A.
Definigao 2.13. Um anel A é dito semissimples se J(A) = 0.

Corolario 2.14. ([2], Teorema 9.2.14, pdg.431 ). Seja A um anel, o anel quociente A/J(A) € semissim-
ples. Em particular, J(A) € o menor ideal & esquerda I de A tal que AJ/I é semissimples.

Demonstragdo. Considere a projecdo m: A — A/radA. Tome ¥ o conjunto de todos os ideais & esquerda

maximais regulares de A. Se I € ¥, segue que J(A) C T e w(I) = I/J(A) é um ideal maximal regular

de A/J(A). Seja e € A tal que a — ae € I, para todo a € A. Temos que @ — ae € w(I), para todo

a € A/J(A). Para cada I € X, 7(I) é regular. Como J(A) = ﬂ I, caso @ € ﬂ w(l) = ﬂ I/radA,
Iex Iex Ies

segue que a € ﬂ I =radA.

Iex
Portanto

rad(A/radA) C ﬂ 7w(I) C w(radA) = 0.
Iex

Seja I um ideal a esquerda de A tal que A/I é semissimples. A intersegdo de todos os ideais
a esquerda maximais regulares de A/I é o ideal nulo. Existe uma correspondéncia uma-a-uma entre os
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ideais & esquerda maximais regulares de A contendo I e os ideais & esquerda maximais regulares de A/I.
Segue que A/I é semissimples se, e somente se, I ¢ a intersegdo de todos os ideais a esquerda maximais
regulares de A que contém I. Portanto J(A) é o menor ideal de A tal que A/J(A) é semissimples. [

Corolario 2.15. ([2], Prop 9.2.12, pdg.430). Cada ideal & esquerda nilpotente estd contido em J(A).

Demonstragdo. Seja a™ = 0, para algum inteiro positivo n. Tome r = —a +a® —a® + ... + (=1)""1a" 1,
entdo a + r + ar = 0, portanto todo ideal & esquerda nilpotente ¢ quase-regular. Pelo Lema ({2.9)),
concluimos que I esta contido em J(A).

O

Seja A uma K-algebra com unidade, sabemos que todo ideal é regular. Temos que a € J(A)
se, e somente se, Aa é quase-regular, ou seja, para todo b € A, ba é quase-regular. Ja vimos que ba ¢é
quase-regular se, e somente se, 1 — ba & invertivel a esquerda. Portanto a € J(A) se, e somente se, 1 — ba
for invertivel & esquerda, para todo b € A.

Lema 2.16. ([8], Teorema 1.3.1, pdg.32). Seja A um anel com unidade.
(a) Se I é um ideal de A, M,(I) é um ideal de M, (A).
(b) Se J é um ideal de M, (A), entdo existe um ideal I de A tal que J = M, (I).

Demonstragdo. Temos que 04 € I, entdo a matriz nula esta contida em M, (I). Sejam (a;;), (bij) € My (1)
e (Cij) € Mn(A), com aij,bij ele Cij € A. Temos que a;; +b” cle (aij) + (bzg) = (aij + bzg) S Mn(I)
Como (c¢;5)(a;) = Zcikak]) e cirag; € I, obtemos que Y .- | ¢ixak; € I, portanto (¢;;)(ai;) €
k=1
M., (I), provando (a).
Seja J um ideal em M, (A) e considere

I ={a€ Al a éuma entrada em J}.

Temos que J C M, (I). Como a matriz nula estd no ideal J, entdo 0 € I. Seja A € J,
entdo Ey;AE; € J. Se a € I, entao aky; € J, para todo 1 < k,I < n. Em particular, afy; € J.
Se a,b € I, entao aFq1,bE1 € J, assim (a + b)Ey; € J, portanto a +b € I. Seja r € A, entdo
(rE11)(aEq11) =raFEqy € J, portanto ra € I. Logo I é um ideal de A.

Seja A = (a;;), onde a;; € I, entdo a;;F;; € J, para todo 1 <4,j <n. Como A = Z a;; Esj,
i,j=1
segue que A € J. O
Lema 2.17. ([8], Exemplo 1.4.7, pdg.61) Seja A um anel com unidade, entio J(M,(A)) = M, (J(A)).

Demonstragao. Do lema anterior, J(M,,(K)) = M,,(I), para algum ideal I de A. Seja a € I, temos que
aly, (k) € JMy(K)). Como Ly, (x) — raly, (x) = (1 —ra)ly, k) € invertivel para todo r € A, segue
que a € J(A).

Seja B = 1wy, (k) — (ar)aEsj, onde (ar) € M,(K). Temos que B = ly, (k) — Y, ariaEy;.
Considere o = Z ar;alj, entao o? =0.

J#k

Seja a € J(A), segue que 1 — aj;a ¢é invertivel em A. Considere 1 — b o inverso de 1 — aj;a,
com b S A. Temos que (1MH(K) — bEjj)(an(K) — ajianj) = 1Mn(K) — (ajia + b— baﬂa)Ejj = an(K)~
Portanto

(Las,.(x) = bEj;)B = (Lua, (x6) — bEj;) (lug, (1) — D _ ki@ F;)
k

= 1M,,,(K) — Z akiaEkj — bEjj + bakianj

k
= 1Mn(K) - Z akiaEkj — aﬁanj — bEjj + baMCLE]‘j
ki
= ]-Mn(K) — Za;ﬂ-aEkj.
ki

Multiplicando & esquerda por Iy, (k) + > £ ar;aly;, concluimos que B é invertivel. O
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Corolario 2.18. Seja K um corpo, entdo J(M,(K)) = 0.
Proposicao 2.19. Sejam A e B duas K-dlgebras com unidades. Temos que J(A x B) C JA x JB.

Demonstragao. Seja (a,b) € J(A x B), para todo (¢,d) € A x B, temos que (14,15) — (¢,d)(a,b) é
invertivel a esquerda. Para todo ¢ € A, 1 — ca é invertivel em A e, para todo d € B, 1 — db é invertivel
em B, logo a € J(A) e b € J(B). O

3 Mobdulos Noetherianos e Artinianos

Definigao 3.1. Uma sequéncia de homomorfismo de A-mddulos

My~ My P 0y M, s M,

€ chamada de sequéncia exata se Imf; =kerf; parai=2,...n—1.

Lema 3.2. ([2], Prop 4.1.17, pdg.176 ). Seja A um anel e

0 LN 0
ool
0 LN 0

um diagrama comutativo de A-mddulos & esquerda com linhas exatas. Entdo:
(a) a,y monomorfismo, entdo 3 monomorfismo.
(b) «a,~ epimorfismo, entio 3 epimorfismo.
(¢) a7 isomorfismo, entdo 8 isomorfismo.

Demonstragao. Seja m € M tal que B(m) = 0. Temos que yg(m) = ¢'(5(m)) = ¢’(0) = 0, como =y ¢é
monomorfismo, segue que g(m) = 0. Ja que m € kerg = Imf, existe [ € L tal que f(I) = m. Ja que
f'a(l) = Bf() = B(m) = 0, segue que a(l) = 0. Como a é monomorfismo, logo m = 0, portanto S é
monomorfismo. De maneira analoga, prova-se o item (b), e (¢) segue de (a) e (b).

O

Definigao 3.3. Um A-mddulo M satisfaz a condi¢cao da cadeia ascendente para submddulos se para
cada cadeia My C My C Mz C ... de submddulos de M, existe um inteiro positivo m tal que M,, = M;
para t > m.

Definigao 3.4. Um A-mddulo N satisfaz a condi¢ao da cadeia descendente para submddulos se para
cada cadeia N1 O No O N3 D ... de submddulos de M, existe um inteiro positivo n tal que N,, = N; para
1> m.

Defini¢ao 3.5. Um A-mddulo & esquerda (respectivamente, direita) M €é Noetheriano a esquerda
(respectivamente, direita) se M satisfaz a condigao da cadeia ascendente para submddulos de M.

Definigao 3.6. Um A-mddulo & esquerda (respectivamente, direita) M é Artiniano a esquerda (respectivamente,
direita) se M satisfaz a condi¢ao da cadeia ascendente para submddulos de M.

Um anel A é Artiniano ( Noetheriano ) se A ¢ um A-mo6dulo Artiniano (Noetheriano ).

Teorema 3.7. ([2], Teorema 8.1.5, pdg.373 ). Seja 0 L ! M—2sN 0 uma sequéncia
exata. M satisfaz a condicdo da cadeia ascendente (respectivamente, descendente) para submddulos se, e

somente se, L e N satisfazerem.

Demonstragao. Seja M satisfazendo a condigdo da cadeia ascendente. Como f(L) = L é um submodulo
de M, segue que L também satisfaz.
Seja Ny € Ny € N3 C ... uma cadeia de submoédulos de N, entdao g~ 1(N;) C g~ (Vo

)
g Y (N3) C ... 6 uma cadeia de submodulos em M. Existe um inteiro positivo n tal que g~ (N;) = g~ *(IV,,)
para n > i. Como g é epimorfismo, segue que N; = N,,, para i > n.
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Suponha que L e N satisfacam a condigdo da cadeia ascendente, e seja M7 C My C M3 C ...
uma cadeia de submoédulos de M. Para cada ¢, considere

Li= f""(f(L) N M;) e N; = g(M;).

Seja fi = f

L; € gi = g|n,. Temos que para cada i, a sequéncia

fi gi

0 L; M; N; 0

é exata. Como N; = g(M;) = g|m, (M;) = gi(M;), segue que g; é epimorfismo. Ja que f; é a restrigdo
de um monomorfismo, segue que f; é monomorfismo . Dado m; € kerg;, entdo m; € kerg = Imf, existe
l € L tal que f(I) = m;. Como m € f(L) N M;, segue que [ € L; e m; € Imf;. Seja m € Imf;, portanto
m; € Imf = kerg. como kerg é igual a kerg; restrito a elementos de M;, concluimos que m; € kerg;.

Por hipotese, existe um inteiro positivo n tal que L; = L, e N; = N,, , para ¢ > n. Para cada
1 > n, existe o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

0 Li—le n —2 s N, 0,
l 1Ln J/B7 \L 1Nn
0 L, L, %N, 0

onde B3; é a inclusao. Como 1;, e lp, sao isomorfismo, segue [3; é isomorfismo, logo 3 ¢ a
identidade, portanto M; = M,, para n > i. O

Corolario 3.8. Se N ¢ um submddulo de M, entao M é Noetheriano (respectivamente, Artiniano) se,
e somente se, N e M/N também o sdo.

f g

Demonstracao. Aplicando o resultado anterior & sequencia exata 0 N M M/N ——=0.

O

Corolario 3.9. ([2], Teorema 8.1.7, pig.374 ). Sejam M e N A-mddulos & esquerda. A soma direta
M & N € Noetheriano a esquerda se, e somente se, M e N também o sao.

Demonstracdo. Aplicando o resultado anterior 4 sequenciaexata 0 ——= M ——= M &N ——= N ——=0 .
O

Corolario 3.10. Sejam A Noetheriano a esquerda e M é um A-mddulo & esquerda finitamente gerado,
entao M € um A-mddulo Noetheriano a esquerda.

Demonstragdo. Suponha que M seja gerado pelo conjunto {my, ..., ms}. Considere o mapa sobrejetivo de
A-modulos, ¢ : A®* — M que leva (aq,...,as) a aymq + -+ -+ agms. Como A é Noetheriano, segue que A*

também sera. Segue da sequéncia exata 0 kery Ao M 0, que M é Noetheriano
& esquerda. O

Definigao 3.11. Um A-mddulo M satisfaz a condi¢ao de maximalidade para submddulos se cada conjunto
nao vazio de submodulos de M contém um elemento maximal com respeito a inclusdo.

Definigao 3.12. Um A-mddulo M safisfaz a condicdo de minimalidade para submddulos se cada conjunto
nao vazio de submddulos de M contém um elemento minimal com respeito a inclusao.

Lema 3.13. (J2], Teorema 8.1.4, pdg.373 ). Um A-mddulo & esquerda M é Noetheriano ¢ esquerda
(respectivamente, Artiniano & esquerda) se, e somente se, M satisfaz a condigao de mazimalidade
(respectivamente, mininalidade) para submddulos.

Demonstragao. Seja My C My C M3 C ... uma cadeia de submodulos de M. Entao o conjunto {M; | i >
1} possui um elemento maximal, digamos M,,. Para todo ¢ > n, temos que M,, C M;, mas M; C M,,
para todo n. Portanto M; = M,,.

Seja S um conjunto nao vazio de submodulos de M. Dado My € S, caso S nao possui elemento
maximal, existe M7 tal que My C M;, procedendo dessa maneira, obteremos uma cadeia My C M; C
M, C ... ndo estacionéria. ]
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Teorema 3.14. ([2], Teorema 8.1.9, pdg.375 ). Um A-mddulo & esquerda M é Noetheriano & esquerda
se, e somente se, cada submddulo de M € finitamente gerado.

Demonstra¢ao. Seja N é um submodulo de M. Tome S o conjunto de todos os submoédulos finitamente

gerados de N. S é nao vazio, ja que 0 € S. Temos que S contém um elemento maximal L, com L

finitamente gerado. Sejam Iy, ...,ls os geradores de L. Para cada n € N, considere D, o submo6dulo

gerado por n,lq,...,ls. Como D,, C SeL C D,,logon e D, =L, para cada n € N, portanto N C L.
Seja My € My C M3 C ... uma cadeia de submodulos de M. U M; é um submodulo finitamente

i>1
gerado. Sejam my,...,ms os geradores de U M;. Cada m; é um elemento de algum M;. Existe n tal
i>1
que m; € My, para cada j = 1,..., s, portanto M; = M,, para i > n. O

Corolario 3.15. Se A € uma K-dlgebra de dimensao finita, entdo A € Artiniano.

Demonstracao. Seja J; 2 Jo O ... uma sequéncia de ideais a esquerda de A, temos que dimy > dimgJ; >
dimgJo > ... . Como A tem dimensao finita como K-espago, existe uma quantidade finita de desigual-
dades estritas, portanto a cadeia é estacionaria. O

4 Mobdulos semissimples, radicais de A-mo6dulos

Lema 4.1. ([1], Cor 1.2.3, pdg.8). (Lema de Nakayama): Sejam A uma K-dlgebra com unidade, M
um A-mddulo a esquerda finitamente gerado e I C J(A) um ideal de A. Se IM = M, entao M = 0.

Demonstra¢ao. Suponha IM = M e M = Amj + --- + Amg. Faremos indugdo sobre o nimero de
geradores. Se s = 1, entdo Amy = Imy, logo my = xmq, para algum z € I. Como m(1—z)=0el—2x
é invertivel, segue que m; = 0.

Suponha que seja vélido para s — 1. Como M = IM, entao m; = mixy + - - - + msxs, para cada
Z1, .., Ts € I. Como my (1 — 1) = xama + -+ + xsmy, segue que my € Amsg + -+ + Amg, ja que 1 — x
invertivel. Portanto M = Amgy+ - - -+ Amyg, aplicando a hipotese de indugéo, concluimos que M = 0. [

Corolario 4.2. ([1], Prop 1.2.3, pdg.8 ). Se A é uma K-dlgebra de dimensdo finita com unidade, entdo
o J(A) € nilpotente.

Demonstragao. Considere a cadeia

ADJ(A) D (J(A))?D...D (J(A)™ D (J(A))™H D ...
Como dimgA < oo, segue que (J(A))* = (J(A))*(J(A)), para algum s. Pelo Lema de Nakayama,
(J(A4))* =0. O

Definigao 4.3. Um A-mddulo a esquerda M é semissimples se é soma direta de A-mddulos simples.
Lema 4.4. ([1, Lema 1.3.3, pdg.14 ). Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita.

(a) Um A-mddulo & esquerda M ¢é semissimples se, e somente se, para cada submddulo N de M existe

um submaodulo L de M tal que L& N = M.
(b) Um submddulo de um mddulo semissimples € semissimples.

Demonstrag¢ao. (a) M é semissimples, portanto M = @F_;S;, onde Si,...,Ss sdo modulos simples.
Sejam N um submoédulo de M e {Sj,,...,.5;,.} uma familia maximal de médulos do conjunto
{51, ..., 85} tal que a intersecdo de N com o médulo L = ©}_, S;, é nula. Temos que NN(L+S;) # 0,
para todo ¢ ¢ {j1, ..., Jr }, portanto (L + N) NSy # 0. Como S; é simples, (L + N) NS, = Sy, entéo
Sy C L+ N, para todo t ¢ {j1,...,jr}. Portanto M = N @ L.

Se dimgM = 1, entdo M é simples. Assuma dimxgM > 1. Seja N um submoédulo simples de
M, existe submoédulo N’ tal que M = N @& N’. Seja U um submoédulo simples de N’ com U’ o
submodulo tal que M = U @ U’. Para cada elemento x € N/, temos que x = u + v’, onde u € U e
uw eU' logouw' =x—ue N'NU'. Como N' =U® (U NN’), pela hipotese de indugdo, N’ é semi-
simples, portanto N’ = & ,N;, com cada N; simples, para i = 2,...,n. Portanto M = & | N,,
onde N1 = N.
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(b) Seja L um submoddulo de M. Considere N um submodulo de L, portanto N é um submoédulo
de M, pelo item anterior, existe P tal que M = N® P. Como L =MNL=(N®P)NL =
(NNL)+(PNL)=N+(PNnL)e Nn(PNL)=(NNP)NL=/{0},segue que L=N @ (PNL).
Usando o item anterior concluimos que L é semissimples.

O

Definigao 4.5. Sejam A um anel e M um A-mddulo a esquerda. Um submddulo N de M ¢é chamado
mazximal ou cossimples se o quociente M/N é um mddulo simples.

Definigao 4.6. O radical de M, denotado por radM, é a intersegcdo de todos os submddulos maximais

de M.

Proposicao 4.7. ([, Prop 1.3.7, pdg.15 ). Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita. Sejam L, M e
N A-mddulos o esquerda:

(a) m € radM se, e somente se, f(m) =0, para todo f € Homa(M,S) com S sendo um A-mddulo &
esquerda simples;

(b) f € Homa(M,N), entio f(radM) C radN;
(¢) rad(M & N) =radM ¢ radN;
(d) L+radM = M, para algum submddulo L de M, entdo L = M;

Demonstragiao. (a) Se L é um A-submodulo & esquerda maximal de M, entdo M/L é um A-mo6dulo
simples. Temos um epimorfismo canénico ¢ : M — M /L com kerp = L.

Seja f : M — S um homomorfismo nao nulo, onde S é um modulo simples, segue que f é um
epimorfismo, e M /kerf = S, portanto Kerf ¢ um submdédulo maximal;

(b) Sejamm € radM eg: N — U, onde U simples. Como gf € Hom(M,U), segue que 0 = (go f)(m) =
g(f(m)), portanto f(m) € radN.

(¢) Como M - M @& N e N — M & N sdo homomorfismo de A-modulos, segue que radM,radN C
rad(M @ N), portanto radM @ radN C rad(M @ N).

Seja x € rad(M @ N). Para cada submodulo maximal My de M, segue que M; @ N é um submoédulo
maximal de M @ N. Como = = (z1,xz2) € ﬂ Ny & N =radM; & N, segue que x; € radM;.

M7 maximal

De maneira analoga, xo € radMs, portanto = € radM @ radN.

(d) Seja L um submoédulo proprio de M tal que M = L 4+ radM. Seja X um submoédulo maximal de
M contendo L. Como L C X eradM C X, segue que M C X.
O

Corolario 4.8. ([1/, Lema 1.3.9, pdg.17 ). Seja A uma K-dlgebra com unidade. Se S € um A-mddulo
simples, entdo (radA)S = 0.

Demonstracdo. Como S é um A-moédulo simples, temos que S é ciclico. Pelo Lema de Nakayama,
S # (radA)S. Como (radA)S é submodulo de S, segue que (radA)S = 0. O

Corolario 4.9. ([1], Lema 1.3.8, pdg.16 ). Sejam A uma K-dlgebra com unidade e M um A-mddulo &
esquerda. Se L é um submddulo de M tal que M/L é semissimples, entao radM C L.

Demonstragao. Considere o homomorfismo canoénico 7 : M — M/L, pelo item (c¢) da Proposicao (4.7)),
segue que m(radM) C rad(M/L) = 0, concluindo que w(radM) C Kerm = L. O

Lema 4.10. Seja A uma K -dlgebra com unidade, entao A = End( 4A).

Demonstragao. Temos que
p: A — End(4A)°P
a = f(l7

onde f, :4 A =4 A é dado por f,(z) = xa, é um isomorfismo de K-algebras. Seja f, = 0, entao
axr = 0 para todo x € A, em particular no caso * = 1, concluindo que a = 0. Seja g € End(44),
9(1z) = g()x = fo(1)(x), ou seja p(g(1)) = g. O
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Lema 4.11. Seja A uma K-dlgebra com unidade e L um A-mddulo simples. Entao, End(L™) =
M, (EndL).
Demonstragao. Defina e; : L — L™ um mapa dado por z — (0,..., z ,...,0) e m; : L™ — L um mapa

N
K3
dado por (z1,...,%;, ..., Tn) — ;. Temos que p;e; =1z, se i = j, e p;e; = 0, sempre que ¢ # j. Tome

¢ :EndL™ — M, (EndL)
f = (fij) ’
onde f;; = m;fe;. Temos que ¢ é um homomorfismo de K-dlgebras. De fato,
(a)

n

o(f +kg) = (Y mfei+mikges)

(fij + kgij)
(fij) + Kk(gij)
o(f) + ke(g);

n n

o(fg) =o(( > mife)( D mife))

i,j7=1 i,j=1

=o( > > mjfermrge;)
i,j=1k=1
= (Z firgr;)
k=1
= (fij)(9i5) = o(f)e(9);

p(ln) = @( Y mjlpne;)

ij=1

= Sﬁ(zﬂiei)
= (mie;)
= (La)
= 1m, (EndL)-
Se fi; =0 para todo 7,j =1,...,n, entao f = 0.
Seja (fi;) € M, (EndL). Como
f(l‘) = f(xl’ ’xn)
= f(x1,...,0) + f(0,z2,...,0) + ... + f(0, ..., zp,)
= fer(z) + ... + fen(x)
= (mfer(@), ..., mfer(@)) + ... + (m1fen(@), ..., ™ fen(x))

= (Z m fei(x), ..., Zﬂnfei(x))

n n

= (Z fil(m)> () Z fzn(m))v

i=1 i=1

segue que  é um isomorfismo.



CAPITULO 1. PRELIMINARES ALGEBRICOS 14

Corolario 4.12. Sejam A uma K-dlgebra com unidade, onde K € um corpo algebricamente fechado, e
L um A-mddulo & esquerda, entdo EndL"™ = M, (K).

Demonstragao. Pelo Lema (4.11]) e pelo Corolario (|1.10)), segue o resultado. O

Lema 4.13. ([3], Prop 6.6.5, Pdg.173 ). Sejam A uma K-dlgebra com unidade sobre um corpo alge-
bricamente fechado e M um A-mddulo semissimples, entao existem inteiros positivos nq, ..., N tais que
EndM 2 M, (K) X ... x M, (K).

Demonstracdo. Seja M = @i = 1°L}+*, onde cada L, é simples, e para cada ineqj, L; 2 L;. Temos que
Hom(L;, L;) = 0, caso contrario, existiria um homomorfismo nao nulo f € Hom(L;, L;), pelo Lema de
Schur, terfamos que L; = L;.

Como EndL}" = M, (K). De forma similar ao resultado (4.1I)), obtemos End(L{* @ ... ®
L7s) = ((Hom(L?"',L;-”))ij) definindo o homomorfismo que leva f a (f;;), onde f;; = m;fe;. Ja
que Hom(L;,L;) = 0, segue que ((Hom(L!",L7));;) = ((EndL!");) = EndL} x .. x EndL?s =

M,,, (K) X ... x M,,_ (). ! O

Definicao 4.14. Um ideal a esquerda nao nulo I é chamado de minimal se se nao existir ideal a
esquerda J satisfazendo 0 C J C I.

Proposigao 4.15. Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita.
(a) Cada ideal & esquerda minimal I € um A-mddulo & esquerda simples.
(b) Cada ideal o esquerda I contém um ideal 6 esquerda minimal.

Demonstra¢do. Se I contém um submoédulo J com 0 € J C I, entdo J é um ideal a esquerda de A,
contrariando a minimalidade de I.

Como A é uma K-algebra de dimensao finita, entdo A é Artiniano. Seja S uma familia de
ideais nao nulos contidos em I. Como I é nao nulo, entdo S # (). Pelo Lema S possui elemento
minimal. O

Teorema 4.16. ([6], Prop 8.3.5, pig.555 ).(Teorema de Wedderburn-Artin):Seja A uma K -dlgebra
com unidade de dimensao finita, onde K € um corpo algebricamente fechado. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(a) A é uma dlgebra semissimples;
(b) A é um A-mddulo semissimples;
(¢) existem inteiros positivos ny, ..., ns tais que A =M, (K) x ... x M, (K).

Demonstragdo. Seja I um ideal minimal, portanto um A-modulo simples nao nulo. Como J(A) = 0, existe
um ideal maximal M tal que M nao contém I. Como I N M é um submodulo de I, entao I N M =0 ou
INM =1 masse INM = I, entao I C M, absurdo, logo INM =0. Como M C M +1C AeMé
maximal, segue que M + I = A, portanto A =M ® I.

Como A é Artiniano, escolha I; um ideal a esquerda minimal de A. Pelo raciocinio do paragrafo
anterior, seja J; um ideal a esquerda de A tal que I; @ J; = A. Como J; contém um ideal a esquerda
minimal I, existe ideal Jy tal que J; = Jo @ Is. Procedendo dessa forma, construimos uma sequéncia
J1 2 Jo 2 Js 2 ... Existe inteiro positivo m tal que J,, é o ideal nulo, entao A = I; & ... @ I,,, onde
cada I; ¢ minimal, portanto simples, provando (a) = (b).

Como A é um A-moédulo semissimples, ou seja, A = L' & ... @ L7+, onde L; 2 L; sempre que
i # j. Pelo Corolario (4.13) e pelo Lema ganhamos a implicagao (b) = (¢).

Pela Proposi(;7 J(M,,, (K) % ... x M, (K)) CJM,, (K)) x...xJ(M,, (K)) =0. Portanto
J(A) =0, ou seja, A é uma algebra semissimples. O

Lema 4.17. Seja A = A1 X ... X Ag, onde cada A; € um A;-mddulo o esquerda semissimples. Entao A
é um A-mddulo semissimples.

Demonstragio. Temos que A; é um A;-moddulo & esquerda semissimples, entao A; = Ij1 @ ... ® Iy,
onde cada I;s é um ideal a esquerda simples. Cada (0, .., I;s, ...,0) é um ideal & esquerda minimal de A,
caso contrario, terfamos que existiria um ideal & esquerda 0 # (0, .., Jis, ..., 0) C (0, .., I;s, ..., 0), ou seja,
Jis C I;s, contrariando a minimalidade de I;5. Entdo A é a soma direta de ideais a esquerda simples. [
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Proposigao 4.18. Seja A uma K-dlgebra com unidade de dimensao finita. Se I é um ideal & esquerda
nilpotente e A/I € semissimples, entiao I = J(A).

Demonstrag¢ao. Como I é nilpotente, pelo Lema (2.15)), temos que I C J(A).Como A/I é semissimples,
pela segunda afirmagao do Lema (2.14)), JA é o menor ideal de A tal que A/I é semissimples, portanto
J(A) CI. O

Corolario 4.19. ([, Prop 1.2.8, pig.5 ). Seja A uma K-dlgebra de dimensio finita e seja B um
subdlgebra de A tal que B +rad’A = A. Entio A = B.

Demonstrag¢io. Como A é uma K-algebra de dimensao finita, existe inteiro positivo m tal que J(A)™ = 0.
Temos que B + rad” A = B + rad" ™! 4 para todo n > 2.

De fato, sejam z € J(A)"" ! e y € J(A), escolha 2/ € J(A)" 1 N B tal que x — 2’ € J(A)" e
y' € J(A) N B tal que y — y’ € J(A)%. Entao

vy =a(y—vy)+ (x—2)y +2'y;

assim z(y —y') € J(A)""1J(A)?, logo (z — 2')y’ € J(A)"(J(A) N B) e 2’y € (J(A)""* N B)(J(A) N B),
portanto zy € J(4)" ! + B.

Como J(A)"*1 C J(A)", segue que J(A)"*! + B C J(A)" + B. Portanto A = B + J(A)? =
B+J(A)"=B+0=B. O

Teorema 4.20. ([1, Prop 1.1.6, pdig.6 ). Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita. Se K é um corpo
algebricamente fechado, existe uma subdlgebra B de A tal que A = radA ® B como K-espago vetorial e
o homomorfismo de dlgebras canénico w: A — A/radA restrito a B € um isomorfismo.

5 Decomposicao em somas diretas

Assumiremos a partir de agora que A é uma K-algebra com unidade de dimensao finita.

Definicao 5.1. Seja A uma K-dlgebra.

(a) e € A é chamado de idempotente se e? = ce = e;

(b) e € A é chamado de central se ea = ae para todo a € A;
(¢c) e1,e2 € A sdo chamados de ortogonais se ejes = eqeq = 0;

)
)
)
(d) um idempotente e € A é chamado de primitivo se e ndo pode ser escrito como soma de dois
elementos idempotentes ortogonais nao nulos.

Definicao 5.2. Uma K-dlgebra nao-trivial A € chamada de conexa se A = A; X Ay, onde Ay, As sao
duas K -dlgebras, implicar que A1 =0 ou As = 0.

Definigao 5.3. Uma K-dlgebra A é chamada de local se os tinicos idempotentes de A sao os triviais.

Lema 5.4. Se A ¢ uma K-dlgebra conexa se, e somente se, os unicos idempotentes centrais de A sao 0
el.

Demonstragdo. Seja c um idempotente central de A diferente dos triviais. Temos que ¢ = ce c¢(1—c) = 0,
entdo A = Ac x A(1 — ¢) é uma decomposi¢ao nao trivial de A.

Seja A = A; x Ay uma decomposigio nao trivial de A, temos que (1,0)%? = (1,0) e (1,0)(a,b) =
(a,0) = (a,b)(1,0) portanto, (1,0) idempotente central nao trivial de A. O

Assuma e um idempotente nao trivial, entdao 1 —e é um idempotente nao trivial. Os idempotentes
e e 1 — e sdo ortogonais e existe uma decomposigao nao trivial A = Ae ® A(1 —e).

Seja A = My @& M uma decomposigao nao-trivial de A-moédulos. Seja 1 = ey + e, com e; € M;,
com ¢ = 1,2, temos que ey, es sao ortogonais. De fato, ejeq, e0e1 € M1NMs, entao ejea = 0 = ege;. Temos
que e e ey sdo idempotentes, jA que e; = €11 = ej(e1+e) = €2 +ejes = €2 e ey = eal = ey +ez) = €3.
Portanto A = Aey ® Aes, e M; = Ae; parai=1,2.

Lema 5.5. M; = Ae; € indecomponivel se, e somente se, e; € primitivo.
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Demonstracdo. Se e; ndo é primitivo, entdo existem e;, , e;, idempotentes nao triviais tais que e; = e;, +e;,
e podemos decompor M; como M; = Ae;, ® Ae,,, contradizendo nossa hipotese.

Se M, é decomponivel, entao existe uma decomposi¢ao nao-trivial de A-moédulos M; = M;, & M,,,
ee =e; +e;,, onde e, €M, ee;, €M,. Segue que e;,,e;, sdo idempotentes e ortogonais, portanto
e; ¢ nao primitivo. O
Teorema 5.6. ([, Prop 1.4.2, pdg.19 ). Sejam A uma K-dlgebra, e um elemento idempotente e M um
A-mddulo a direita.

(a) O mapa K -linear
Opr : Homy(eA, M) — Me
¢ = p(e)

€ um isomorfismo de eAe-mddulos & direita.

Y

(b) O isomorfismo 0. : End(eA) — edAe de eAe-mddulos & direita, induz um isomorfismo de K-
dlgebras.

Demonstragao. Sejam f,g € Homy(eA, M) e k € K. Temos que O.4(f + kg) = (f + kg)(e) = f(e) +
(kg)(e) = f(e) + k(g(e)) = Oca(f) + kB.a(g). Portanto 6,4 é um homomorfismo de A-modulos. Como
f(€?) = f(ee) = f(e)e, logo f(e)e € Me. Se f(e) = g(e), entdo f(ea) = f(e)a = g(e)a = g(ea), para
todo a € A. Concluimos que f = g.

Se restringirmos o homomorfismo f : A — M que leva a a ma ao eAe-modulo eA, iremos obter
o0 homomorfismo f : eA — M, que leva e em me, portanto o mapa #;; é um epimorfismo. Logo um
isomorfismo. Provando o item (a).

Para demonstramos o item (b), basta tomarmos M = eA. Como 6.4(f)0.(g) = f(e)g(e )
fleg(e)) = flg(e?)) = f(g(e)) = fogle) = Ocalfog) e beallea) = lea(e) = e, pelo item (a), fea

isomorfismo de K-algebras.

(D”

O

Lema 5.7. ([1l], Prop 1.4.4, pig.19 ). Seja A uma K-dlgebra. Os idempotentes da dlgebra B = A/J(A)
pode ser levantado ao mddulo A, isto é, para cada elemento idempotente n = g+ J(A) € B, onde g € A,
existe um idempotente e de A tal que g —e € J(A).

Demonstragdo. Existe um inteiro positivo m tal que J(A)™ = 0. Temos que (g + J(A))? = g + J(A),
portanto g — ¢g> € JA. Além disso (g — g?)™ = 0. Portanto:

gr(l—g)"=g" <i ( " > (1)1'91') =g" —g"t,

=0

m
onde t = Z(—l)i_1 ( 7721 ) ¢'1. Temos que g™ = g™t e gt = tg.
i=1

Tome e = (gt)™, segue que e = (gt)™ = g™t™ = gm il = = g?m2m = (gt)?™ = €2, ou
seja, e é idempotente.

Como, g—g" =g(1-g™ ") =g(1-g)A+---+9g"?) = (9—g*)(1+---+g"?) € J(A), seque
que g — g™ € J(A)

Basta concluirmos que g — gt € radA. Temos

g+radAd = g™+ J(A)
=gmtt 4]
=(g"* 4

A

(4)
(A))(t+J(A))

logo e+ J(A) = (gt)™ + J(A) = (gt + J(A))™ = (g + J(A))™ = g™ + J(A) = g+ J(A), portanto
g — e € radA. O
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Proposicao 5.8. ([1l], Cor 1.4.7, pdg.22 ) Um idempotente e € A é primitivo se, e somente se, 0s Unicos
idempotentes da dlgebra eAe sio 0 e e.

Demonstra¢ao. Suponha que exista um idempotente x = eae diferente dos triviais. Temos que e — x é
idempotente nao trivial . De fato (e —z)? =e—r—z +2 =¢ —x. Como e = z + (e — x), seque que e
nao é primitivo.

Se e nao é primitivo, existem eq, es ndo nulos tais que e = e1 + e5 € e1e5 = ese; = 0. Temos que
eie = e;(e] + ez) = e; para i = 1,2, portanto (ee;e)? = ee;ece;e = eejeere = eeje;e = eeze para i = 1,2,
ou seja, eee e eese sao idempotentes nao triviais. O

Proposicao 5.9. ([I], Prop 1.4.5, pdg.20 ). Seja A é uma K -dlgebra e considere B = A/J(A). Cada
ideal & esquerda I de B € soma direta de ideais & esquerda simples da forma Be, onde e é um idempotente
e primitivo de B.

Demonstracao. Seja S um ideal a esquerda simples de B contido em I tal que a dimensao de S seja
minimal. Como S ¢ um B-moédulo simples e S? # 0, pois caso contrario, terfamos que 0 # S C J(B) = 0.
Como S% = S, existe um z € S tal que Sz = S e & = ex, para algum e € S ndo nulo. Pelo Lema
de Schur, o homomorfismo ¢ : S — S dado por p(y) = yz & bijetivo. Ja que ¢(e* —e) = (€2 —e)x =
eexr — ex = ex — ex = 0, segue que €2 = e. Portanto e € S é um elemento idempotente. Entdo S = Be.
Como B=Be®B(l—e)el =S®I(1—¢)edimg(I(l1—e)) < dimg(I). Procedendo de maneira
similar para I(1 — e), obtemos o resultado. O

Um importante resultado é o Teorema da decomposicao primaria, ele nos diz que todo A-mdédulo
M pode ser decomposto como soma direta de A-modulos indecomponiveis. A prova do resultado pode
ser encontrada em [I], pagina 23.

Teorema 5.10. (Teorema da decomposicao primdria). Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita.

(a) Cada A-mddulo & esquerda M possui decomposicao M = ®_,M;, onde cada My, Ma, ..., My sdo
A-mddulos indecomponivel e o endomorfismo de K-dlgebras EndM; € local para cada i =1, ..., 5.

b) Se M = &_ M; = ®L_,N;, onde M; e N; sdo indecomponiveis, entdo s =t e eriste uma permu-
i=1 Jj=1%" J
tagio o de {1,...,n} tais que M; = Ny, para cada i = 1,...,n.

Como uma K-algebra A pode ser vista como um A-moédulo & esquerda. Segue do teorema anterior
que A possui decomposi¢ao em soma direta de modulos indecomponiveis:

A=P ®dP,®..0 P,.

Como 1 = e; + ... + e, segue que A = Ae; + ... + Ae,, P, = Ae;. Cada ey, ..., e, s@o idempotentes
ortogonais primitivos. Isso inspira nossa proxima definigao.

Definigao 5.11. O conjunto {ey,...,en} acima € chamado de conjunto completo de idempotentes
ortogonais primitivos de A.

Definicao 5.12. Assuma que A é uma K-dlgebra com conjunto {e1,...,e,} sendo um conjunto completo
de idempotentes ortogonais primitivos de A. A dlgebra A é chamada de bdsica se e;A % ej A, para todo

i .
Proposicao 5.13. Uma K-dlgebra A de dimensado finita é bdsica se, e somente se, a dlgebra A/radA €
isomorfo ao produto K x ... x K de cdpias de K.

Uma prova para esse resultado pode ser encontrado no capitulo 1, se¢io 6 da referéncia [I].

6 Produto tensorial

Definigao 6.1. Sejam M um A-mddulo & direita , N um A-mddulo a esquerda e P grupo abeliano. Um
mapa A-balanceado de M x N a P é uma funcdao f : M x N — P tal que para todo m,m' € M, n,n’ € N
ea€A:

(a) f(m+m/,n)= f(m,n)+ f(m',n);
(b) f(m,n+ TL/) = f(m,n) + f(mvnl);'
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(C) f(mavn) = f(mv bn)

Definigao 6.2. Sejam M um A-mddulo a direita e N um A-mddulo & esquerda. Seja F' o grupo abeliano
livre do conjunto M x N. Seja J o subgrupo de F gerado por todos os elementos da forma:

(a) (m+m',n)—(m,n)—(m',n);
(b) (m’ n+ ’I”L/) - (m’ n) + _(m7 ’fl/),'
(¢) (ma,n)— (m,bn);

comm,m’' € M, n,n’ € N ea € A. O grupo quociente F/J é chamado de produto tensorial de M e N,
denotado por M @4 N. A classe (m,n) + J do elemento (m,n) em F € denotado por m ® n.

Considere o mapa i : M x N — M ® N definido por i(m,n) = m ® n. O mapa ¢ é um mapa
A-balanceado. De fato,

(a) ilm+m/;n)=m+m)@n=men+m' @n=i(m,n)+i(m',n);
®) ilm,n+n)=men+n)=mn+men =ilm,n)+i(m,n);
(¢) i(ma,n) =ma®@n=m® an = i(m,an).

O mapa i é chamado de mapa A-balanceado canoénico.

Proposigao 6.3. Sejam M um A-mddulo & direita, N um A-mddulo a esquerda e P um grupo abeliano.
Seg: M x N — P ¢ um mapa A-balanceado, entdo existe um inico homomorfismo de grupos g’ :
M@y N — P tal que g'i = g, onde i : M x N - M @4 N € o mapa canénico. M ® N € unicamente
determinado a menos de isomorfismo por essa propriedade.

Demonstracao. Seja F' o grupo abeliano livre do conjunto M x N e seja J o subgrupo descrito na defini¢ao
anterior. Ja que F é livre, g : M x N — P determina um tdnico homomorfismo de grupos g; : F — P.
Usando o fato de que g € um mapa A-balanceado e g um homomorfismo de grupos, obtemos :

(a)

g1((m+m’,n) = (m,n) = (m',n)) = g1(m +m',n) — g1(m,n) — g1(m’, n)
=g(m+m/,n) — g(m,n) — g(m’,n)

gl((m7 n+ n/) - (ma ’I’L) - (m7 n/)) =g1(m,n + ’I’L/) — 0 (m7 ’I’L) —g1(m, n/)
=g(m,n + nl) - g(m,n) - g(m, n/)
—0:

g1((ma,n) — (m,an) = g1(ma,n) — g1(m, an)
= g(ma,n) — g(m,na)
=0.

Como J C Kerg;, existe um homomorfismo induzido ¢’ : F/J — P tal que ¢'((m,n) + J) = ¢'i(m,n) =
glm,n). Mas F/J = M®u N e (m,n)+J =m®n. Segue que ¢’ : M @4 N — P é um homomorfismo tal
que ¢’ oi(m,n) = ¢g'(m®@n) = g(m,n) para todo (m,n) € M x N, istoé g'oi=g. Seh: M®4 N — P
é um homomorfismo com h o4 = g, entao

hm®n)=hoi(m,n)=g(m,n) =g oi(m,n) =g (men)

para todo (m ® n), portanto h = ¢'.
Sejam S um grupo abeliano e j : M x N — S uma mapa A-balanceado satisfazendo as proprie-
dades do enunciado. Considere os seguintes diagramas:
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M x N —2 S
M®a N

Pela hipotese, existem tinicos mapas a: M ® 4 N — S e 5: S — M ®@4 N tais que os diagramas acima
sejam comutativo, em outras palavras, «oi = j e foj =1i. Temos que ao 3(j) = a(B(j)) =ai) =je
Boa(i) = B(a(i) = B(j) =i, portanto a : M ® 4 N — S é um isomorfismo. Concluindo o resultado.

O

Se M um B-A-bimédulo, N um A-moédulo & esquerda e P um B-moédulo & esquerda, entao
g : M®4 N — P é&um homomorfismo de B-mddulos a esquerda. Se M ¢ um A-modulo & direita, N um
A-C-bimo6dulo e P um C-médulo a direita, entao ¢’ : M ® 4 N — P é um homomorfismo de C-mo6dulos
a direita.

Sejam A e B duas K-algebras. Ja que A e B sdo K-modulos, entao podemos definir o produto
tensorial de D = A ®k B.

Considere o mapa ¢ : A x B x A x B — D definido por ¢(a,b,a’,b") = aa’ @ bb'.

Como ¢ é K-linear para cada coordenada, entao ¢ induz um homomorfismo de K-moédulos
¥ : D®D — D definido por ¥(a®b®a ®V') =ad @bb'. D = A®k B é uma K-algebra com unidade.

Proposicao 6.4. Sejam M, (K) e M,,(K) K-dlgebras. Entio M, (K) @ M,,(K) = M, (K).

Demonstragao. Sejam Vi = {e;;|1 < 4,5 < n} e Vo = {frs]1 < r,s < m} bases de M,,(K) e M,,(K),
respectivamente. Temos que {e;; ® frs|l < 4,5 < n,1 < r,s < m} formam uma base para M, (K) ®
M,,,(K). Temos que

¥ M, (K) @M, (K) — M (K)
€ij ® frs = EiJrn(Tfl) j+n(s—1) ’
é um isomorfismo de &lgebras. Como
(a)
(e ® frs) @ (€jp © fov)) = V(eijejp @ frsfsw)
= w(eip & frv)
= Lit+n(r—1) p+n(v—1)

= Litn(r-1) j+n(sfl)Ej+n(sfl) pt+n(v—1)

=P((eij @ frs) @ Y((€jp @ fov);

$(1) = (e ® Y fr)

I
NE
[

1/}(61'2' & frr)

s
Il
—
<.
I
-

I
NE
NE

Ei—i—n(r—l) i+n(r—1)
1

I
—
.
I

segue que 1 é um homomorfismo de algebras.
Seja Ey, com 1 < [;t < nm, pelo algoritmo da divisdo temos que existem 1 < 4,5 < n e
1<rs<mtaisquel=i+n(r—1)et=j+n(s—1), assim ¢(e;; ® eys) = Eyy.
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Seja 0= q/}(Z?:l Z;n:1 kij'rseij®frs) = Z?:l Z;n:1 kijrsw(eij(gfrs) = Z?:l Z;nzl kijrsEi-i-n('r’—l) jt+n(s—1)»
entao k;jrs = 0.
O]

Proposicao 6.5. Temos que M, (K)°? =2 M, (K).

Demonstragao. Defina o homomorfismo 9 : M, (K) — M, (K)°? que leva A — A? onde A® é a transposta
de A. Como ¥(A+ B) = (A+ B)! = A' + B" = ¢(4) + ¢¥(B), ¥(AB) = (AB)! = B'A" = A'.B' =
P(A)(B) e (1) = 1* = 1, portanto homomorfismo. Como ¥ ((A?)!) = A e (A) = A* = 0, implica que
A =0, segue que ¥ é um isomorfismo. O

Lema 6.6. Sejam A e B K-dlgebras com unidades e M um A-B-bimddulo. Entdo M é um A @ B°P-
mddulo & esquerda.

Demonstragao. Seja m € M, seja f, : A x B°? — M que leva (a,b) — (am)b para todo a € Aeb € B,
fm €& K-bilinear. De fato,

(a)

fm(a1 + kaz,b1) = ((a1 + kag)m)by
= aymby + kagmby
= aymby + k(aamby)
= fm(a1,b1) + kfm(az,b1);

fm(a1,b1 + kbo) = ((ar)m)(by + kbo)
= aymby + aymkbs
= aymby + k(aimby)
= fm(a1,b1) + kfm (a1, bs).

Pela propriedade universal do produto tensorial existe um tinico homomorfismo induzido ¢, : AQ x B°? —
M, onde pp, (a®b) = f(a,b) = (am)bparatodoa € A,b € Bem € M. Entdo M é um A® x B°P-modulo
com a seguinte a¢ao: u.m = ¢, (u) param € M e u € A ®k BP.

O

De maneira analoga, obtém-se que se M é um A ® g B°P-mo6dulo & esquerda, entao M pode ser
visto como A-B-bimodulo, onde (am)b = a(mb) = (a ® b)m ,para todo a € A,b € Bem € M. Cada
A-B-bimo6dulo é um A ® B°P-modulo & esquerda.

Proposicao 6.7. Um M, (K)-M,,(K)-bimddulo é um M, (K)-mddulo & esquerda.

Demonstragao. Do lema anterior ganhamos que um M, (K)-M,,, (K)-bimodulo M é um M, (K)®M,,, (K)°P-
modulo & esquerda, e segue M é um M,,,, (K )-modulo & esquerda. O

Definigcao 6.8. Sejam A uma dlgebra com unidade e M um A-bimddulo. Entio M®? = M ®4 M
é também um A-bimddulo. Procedendo de forma natural, podemos construir o A-bimddulo M®™, para
n > 2 onde M®" = MO~ 1 @4 M®!. Iremos identificar M®° = A e M®' = M. Pela associatividade do
produto tensorial, temos que M®™ @ M®" =2 pfOm+n,

Considere T(A, M) = &2 ,M®*. Os elementos de T(A, M) sio somas finitas da forma Zwk,

k
onde wy, € M®*. Para cada elemento de w, € M®" e w,, € M®™, o produto serd definido por

WpWym = Wy @4 Wy € MO A multiplicagdo pode ser estentida por linearidade para T(A, M).
T(A, M) definido como acima é uma dlgebra, chamada de dlgebra tensorial do A-bimddulo M.

Lema 6.9. ([3], Prop 8.5.1, pig.152 ). (Propriedade universal da dlgebra tensorial:) Seja A uma
K-dlgebra e M um A-A-bimddulo. Seja B uma K-dlgebra e f : A® M — B um mapa que satisfaca as
sequintes condigoes:

(a) fla:A— B é um homomorfismo de dlgebras;
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(b) Vendo f(M) como A-A-bimédulo via f|a : A — B, entao flpr : M — f(M) C B é um homomor-
fismo de A-bimddulos.

Entao eziste um dnico homomorfismo de dlgebras ¢ : T(A, M) — B tal que p|agnm = f.

Demonstragao. Defina 6 : M x M — B dado por (mq, ma) — f(m1)f(mz). O mapa 6 é A-balanceado.
Sejam mq,mj, ma,mh € M e a € A, temos:

(

f(ma) + f(m1))(f (m2) + f(m3))

= f(ma)f(ma) + f(ma)f(mg) + f(my) f(mz) + f(ma) f(ms2)
0

= (mlam2) + 9(m1, m/2) + 9(m117m2) + G(mllvm/2)7

Existe um tnico homomorfismo fo : M ®4 M — B tal que fa(m; ®4 ma) = f(m1)f(m2).
Considerando M ® 4 M como A-bimédulo da forma natural, temos que fo : M ®4 M — B é um
homomorfismo de A-bimédulos. A linearidade de fo vem da linearidade de 6 e fa(a(m; ®4 mg) =
fa((amy) ®a ma) = f(ami)f(mz) = f(a)f(mi1)f(m2) = f(a)fo(m1 ®a m2) e f((m1 ®a ma)a) =
f(m1)f(maa) = f(ma) f(m2)f(a) = fo(m1 @4 m2)f(a).

Repetindo o mesmo processo, existe inico homomorfismo de A-bimédulos f,, : M®" — B definido
por (m1 @4 Mo @4 ... @4 my) — f(my)f(ma)...f(my,), onde M®" = M ®4 ... @4 M.

n VezZes

Defina ¢ : T(A, M) — B dado por an — an(wn), onde w, € M" e an € T(A,M).

n=0 n=0 n=0
@. A linearidade de cada f, garante a linearidade de ¢. Como f(1paa) = f(1a) = 1B e p(wp.wy,) =
C(Wntm) = fodm(Wnim) = fo(Wn) f(wm) = @(wy,)e(w,) segue que ¢ é um mapa de K-algebras.
Como ¢(a +m) = fo(a) + fi(m) = f(a) + f(m) = f(am), portanto ¢|aenm = f. A unicidade de ¢ é
garantida pela unicidade de cada f,. O



CAPITULO 2
ALGEBRAS DE CAMINHOS

1 Aljavas e algebra de caminhos

Defini¢ao 1.1. Uma aljava A = (Ay, Ay, s,t) é uma quddrupla consistindo de dois conjuntos ,Ag e Ay,
onde Ag € um conjunto de pontos ou vértices, Ay é o conjunto de flechas, e dois mapas s,t : Ay — Ag
que associam a cada flecha o € Ay, sua origem, s(a) € Ag e seu destino, t(a) € Ag, respectivamente.

Uma flecha a € Q1 de origem a = s(«) e destino b = t(«) é denotada por a: @ — b. Uma aljava
A = (Ag, Ay, s,t) é usualmente denotado por A = (Ag, Ay), ou simplesmente por A.

Definigao 1.2. Uma subaljava de uma aljava A = (Ag, A1, s,t) € uma aljava A = (A[, A}, s, 1) tais
que Ay C Ag, A} C Ay e as restrigoes s|a;, t|a; de s et sao respectivamente iguais a s e t'. Uma
subaljava € dita completa se o conjunto de todas as flechas em A} € igual ao conjunto de todas as flechas
em A; tais que a origens e destino estejam em A, isto é,

1={A1ls(a) € Ag, t(e) € AR}
Definicao 1.3. Uma aljava A € dita finita se Ag e Ay sao conjuntos finitos.

Defini¢ao 1.4. Um caminho em A ¢ (a | aq,...,an | D), onde a; € Ay, parai = 1,...n, e s(ay) =
a,t(a;) = s(ag1), parai =1,...,n, e t(a,) = b. O comprimento do caminho é o nimero de flechas no
caminho. Uma outra notagdo para um caminho (a | aq,...,0n | b) € aq...0u,.

Definicao 1.5. Para cada flecha o podemos associar uma aresta @ onde a orientacio € esquecida. Um
passeio entre dois vértices a e b é dado por (a | @1...a, | 1), onde a € {s(aq),t(a1)}, b € {s(an),t(an)},
epara cada i =1,...,n —1, {s(a;), t(a;)} N{s(ait1), t(it1)} # 2.

Definigao 1.6. Uma aljava é chamada conexa se para cada par de vértices a,b € Ag, existir um passeio
entre eles.

Denotaremos por A; o conjunto de todos os caminhos de comprimento [, podemos associar a cada
ponto a € Ay, um caminho de comprimento [ = 0, chamado de caminho trivial ou caminho estacionério,
denotado por

€a = (alla).

Definicao 1.7. Um caminho de comprimento | > 1 é chamado de ciclo orientado sempre que sua
origem e término coincidam, um ciclo de comprimento 1 é chamado de lago. Uma aljava é chamada de
aciclica se nao contém ciclos orientados.

Caso exista em A um caminho de a a b, a é dito predecessor de b e b é dito sucessor de a. Em
particular, se existir uma flecha o : @ — b, entao a é dito predecessor direto de b e b é dito sucessor direto
de a. Para cada a € Ag, denotaremos por a~ o conjunto de todos os predecessores diretos de a e por a™
o conjunto de todos os sucessores diretos de a. Os elementos de a~ Ua™ sdo chamados de vizinhancas de
a.

22
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Exemplo 1.8. Considere a sequinte aljava A:

5

3?—2<7—1

ya

4

Temos que € uma aljava conexa, jd que entre cada par de vértices existe um passeio entre eles, por
exemplo, entre os vértices 5 e 1 existe o passeio Bary. Também temos que A é uma aljava sem ciclos
orientados e finita.

Exemplo 1.9. Considere a seguinte aljava A:
2
/I
1——3
B
\
4

temos que é uma aljava conexa com o ciclo orientado (1| BOa |1).

Definigao 1.10. Seja A uma aljava. A dlgebra de caminhos KA ¢é a K-dlgebra com base formada,
como K-espago vetorial, por todos os caminhos (a |ai,...,aq | b) de comprimento I > 0 em A cuja
multiplica¢ao de dois caminhos (a |ay,...,a; | b) € (¢ |B1,..., Bk | d) em KA € dada por:

(U; ‘alv-"val | b)(C |B1)"'76k‘ | d) = 61)0(0' ‘alw'wahﬁla'"a/gk | d)7

onde 0p. € o delta de Kronecker. Em outras palavras, o produto dos caminhos € igual a zero se t(oy) #
s(B1), e serd igual a composi¢io de caminhos se t(ay) = s(1).

Temos que existe uma decompisicao em somas diretas de
KA=KADKA I OKA®..OKA @ ...

de K-subespacos vetorias de KA, onde, para cada | > 0, K/A; é um subespago vetorial de KA gerado
por A, o conjunto de todos os caminhos de comprimento [. Temos que KA, KA, C KA, 1,, para todo
n,m > 0.

Lema 1.11. ([1, Lema 2.1.4, pdg.45 ). Seja KA uma dlgebra de caminhos. Entdo:
(a) KA possui unidade se, e somente se, Ag € finto;
(b) KA possui dimensao finita se, e somente se, A € finito e aciclico;

(¢) KA é uma dlgebra associativa.

Demonstracio. (a) Se Ag € finito, temos que Z €q € a unidade de KA.
a€lgp

m
Suponha que Ag seja um conjunto infinito. Seja 1 = Z Aiw; a identidade de KA. Tome A{, como
i=1
sendo o conjunto de todas as origens de w;. Temos que A{; possui no maximo m elementos, portanto
finito. Seja a € Ag/Aj, entdo g,1 = 0.

(b) Seja A uma aljava infinita, entao a base de K'A é infinita, portanto KA é uma algebra de dimensao
infinita. Se w = ay...q; um ciclo orientado em A, entdo para cada t > 0, teremos que w' =
(aq,...q)t & um vetor na base, portanto KA possui dimensao infinita.

Seja A finito e aciclico, existe uma quantidade finita de caminhos, portanto dimyx KA < oo.
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(¢) Segue diretamente da defini¢do do produto, ja que o produto de dois elementos da base é a compo-

sicao deles, que é associativa.
O

Lema 1.12. ([1/, Cor 2.1.5, pdg.46 ). Seja A uma aljava finita. O conjunto {e, | a € Ag} de todos os
caminhos triviais £, € um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de KA.

Demonstragdo. Segue da definicio que €7 = ¢; e e;€; = 0 sempre que 7 # j, portanto ¢ um conjunto de
idempotentes ortogonais. Pela Proposigao do Capitulo 1, devemos mostrar que os tnicos idempo-
tentes da algebra e,(KA)e, sdo 0 e &4.

Seja € um idempotente de ¢,(KA)e,, podemos escrever € = A\e, + w, onde A € K e w é uma
combinacdo linear de clicos em a de comprimento maior ou igual a 1. Como

0=c?—ec=(=Ne, + 2\ — Dw + w?
segue que w =0 e A2 = ), logo A = 0 ou A = 1, portanto € = 0 ou ¢ = &,, respectivamente. O

Lema 1.13. ([I, Lema 2.1.6, pdg.46 ). Sejam A uma dlgebra associativa e {e1,...,en} um conjunto
completo de idempotentes ortogonais primitivos. A é uma dlgebra conexa se, e somente se, nao existir uma
parti¢ao nao trivial IUJ do congunto {1,...,n} tais que sei € I e j € J implicar que e;Ae; =0 = e;Ae;.

Demonstra¢ao. Seja ¢ = Z ej. J& que a partigao ¢ nao trivial, ¢ # 0,1. Como cada e; é um elemento
jeJ

idempotente, para cada par de inteiros positivos distintos [, m em J,temos que ¢;e,,, = 0, portanto c é

idempotente. Além disso, ce; = e;c = 0, para cada i € I, e ce; = ejc = ¢;, para cada j € J. Seja a € A,

pela hipétese ejae; = e;ae; = 0, logo

ca = Eej a
jeJ
= Eej al
jeJ
= E e;a E ei—f—g €;
jeJ i€l jeJ
= E e;jaey
jkeJ
=0 e+ eald ex)
jeJ i€l keJ
= ac,

ou seja, ¢ é central, assim A = cA X (1 — ¢)A é uma decomposigao nao trivial de A.
Assuma que A é desconexo, existe um idempotente central ¢ # 0, 1. Entao

Il
—
o
o

c

I
o
&
3
a
S

Tome ¢; = e;ce; € e; Ae;. Como c? = e;c%e; = e;ce; = ¢, segue que ¢; ¢ um idempotente de e; Ae;. Como
e; é primitivo, ¢; = 0 ou ¢; = e;. Considere I = {i | ¢; =0} e J ={j | ¢; = ¢;}. Como ¢ # 0,1, segue

que é uma particao nao trivial de {1,...,n}.Sei € I e j € J, entd e;Ae; = e; Ace; = e;cAe; = 0. O
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Lema 1.14. ([1, Lema 2.1.7, pdg.47 ). Seja A uma aljava finita. A dlgebra de caminhos KA é conexa
se, e somente se, A é uma aljava conezxa.

Demonstracao. Assuma que A nao seja aljava conexa, e seja A’ uma componente conexa de A. Denote
por A” uma subaljava completa de A tendo como conjunto de pontos Ag/Aj. Temos que e A’ e A” sdo
nao vazios.

Sejam a € A e b € Aj. Como A ¢é desconexa, um caminho arbitrario w € A esté inteiramente
contido em A’ ou A”. No primeiro caso, teremos que wep = 0 e assim e,we, = 0. No outro caso, teremos
que g,w = 0, assim g, wep = 0. Logo £,(KA)e, = 0. De maneira anéloga obtemos que &,(KA)e, = 0.

Suponha que A conexo e KA desconexa. Existe uma unido disjunta Ag = AjUA(] onde Aj, Af
sao conjuntos nao vazios tais que se x € Aj e y € A, entao e,(KA)e, = ey(KA)e, = 0. Como A é
conexa, existem a € Afj e b € A{ tais que a e b sejam vizinhos. Sem perda de generalidade, podemos
supor a existéncia deu uma flecha « : @ — b. Concluindo que a = g ey, € €,(KA)eg, = 0.

O

Lema 1.15. ([1f, Teorema 2.1.8, pig.48 ). Sejam A uwma aljava finita e conera e A uma K-dlgebra
associativa com identidade. Para cada par de mapas, pg : Qo — A e o1 : Q1 — A, satisfazendo as
sequintes condigoes:

(@) 1="Y ¢o(a), po(a)* = wo(a) e po(a)p(b) = 0 sempre que a # b;
a€Ag

(b) Se a:a —b, entao p1(c) = po(a)e1(a)po(d);

existe um tinico homomorfismo de K-dlgebras ¢ : KA — A tal que ¢(e,) = pola), para cada a € Ay, e
p(a) = p1(a). para cada a € Ay.

Demonstra¢do. Assuma que exista um homomorfismo de K-édlgebra ¢ : KA — A estendendo ¢q e ¢1, e
seja a...qp um caminho em A. Ja que ¢ é um homomorfismo de K-algebras, teremos:

olag...qq) = p(ar)...p(aq) = p1(ar)...o1(aq)

mostrando a unicidade. Por outro lado, a férmula define um mapa K-linear de KA a A que é a compativel
com a composi¢ao de caminhos tal que

tp(l):w(Z 6a> =Y ela)= Y pola) =1,

ac€lg aclg a€lg
isto é, preserva identidade, portanto é um homomorfismo de K-algebra. O

Definigao 1.16. Seja A uwma aljava finita e conexa. O ideal da dlgebra de caminhos KA gerado por
todas as flechas em A € chamado de ideal de flechas de KA, denotado por Ra.

Existe uma decomposicao em soma direta Ra = KA1 & KAy & KA3 & ...KA; ® .... Para
cada [ > 1, temos que RlA = @;>KA;, onde RZA é um ideal de KA gerado por todos os caminhos de
comprimento maior ou igual a [. Temos que o K-espago vetorial RlA / RlA+1 é gerado pela classes residuais
de todos os caminhos de comprimento precisamente igual a .

Lema 1.17. ([il/, Prop 2.1.10, pdg.49 ). Sejam A uma aljava finita e conexa, Ra o ideal de flechas de
KA. O conjunto {g; = e, + R} € um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de KA/R
e KA/R € isomorfo ao produto de cdpias de K. Se A é aciclica, entdo J(KA) = R e KA € uma dlgebra
bdsica de dimensdo finita.

Demonstracao. Considere a decomposi¢ao em soma direta
KA/RA = @apen,Ca(KA/RA)E,

como K-espago vetorial. J& que Ra contém todos os caminhos de comprimento | > 1, KA/R é
gerado, como K-espaco vetorial, pelas classes de residuos de caminhos de comprimento zero, isto é, pelo
conjunto {; = ¢, + R}. Usando um argumento parecido da prova do Teorema demonstramos que
esse conjunto é um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos.

Para cada a € Ag, a algebra ,(KA/R)z, é gerado, como K-espaco vetorial, por ;. Segue que
é isomorfo, como K-algebra, a K. Mostrando que K A/R ¢é isomorfo ao produto |Ag| de copias de K.
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Assuma que A é aciclica, portanto KA é uma &algebra de dimensao finita. Existe um [ > 1 tal
que A contém todos os caminhos de comprimento I. Qualquer produto de [ + 1 flechas é nulo, isto é,
R =0, ou seja, Ra é nilpotente, Ra C J(KA). Como KA/Ra é isomorfo ao produto de copias de
K, segue que J(KA) = Ra. Pela Proposigao do Capitulo 1, a algebra KA é basica. O

Teorema 1.18. ([1, Lema.2.1.11, Pdg.50 ). Seja A uma aljava finita, conexa e aciclica. Entao a dlgebra
de caminhos KA € uma K-dlgebra com identidade bdsica, conexa, associativa e de dimensao finita como
K-dlgebra. O radical de Jacobson de KA € o ideal de flechas. O conjunto {e, | a € Ag} € um conjunto
completo de idempotentes, ortogonais e primitivos.

Demonstragao. Pelo fato de A ser finita e aciclica, pelos itens (a), (b) e (¢) do Lema segue que
K A possui identidade,possui dimensao finita como K-espago vetorial e KA é associativa. Do Lema [T.12]
vem que {&, | a € Ag} é um conjunto completo idempotentes ortogonais primitivos. Como a aljava A é
conexa, segue do Lema que KA é conexa. Como a aljava é aciclica, do Lema , concluimos
que J(KA) = Ra e que KA é bésica. O

2 Ideais admissiveis

Definigao 2.1. Sejam A wma aljava finita e Ra o ideal de flechas da dlgebra de caminhos KA. Um
ideal T de KA ¢ dito admissivel se existir um m > 2 tal que

RR CTICRA.
Temos que R é admissivel, ja que RZH C R} C RX%.

Exemplo 2.2. Seja A a aljava

0 ideal T = (aff — v8) € um ideal admissivel de KA pois af3,76 € R4, portanto a8 — 6 € R4, e
0=RX CZIC R%. Mas oideal T = (a8 — ) ndo é um ideal admissivel, ji que \ ¢ R%, portanto
aB—\¢ R%.

Definigao 2.3. Seja A uma aljava. Uma relagao em A com coeficientes em K € uma combina¢io
K-linear de caminhos de comprimento maior ou igual a 2 com o mesma origem e o mesmo destino. Uma
relacao p € o elemento de KA da forma:

m
p= Z AiWs,
i=1

onde \;’s sdo escalares e w;’s sao caminhos de comprimento maior ou igual a 2 com todas origens
coincidindo.

Se m = 1, a relacao é chamada de relagao monomial. Se é da forma w; — ws, a relacao é
chamada de relagao comutativa.

Lema 2.4. ([1], Lema 2.2.4, pdg.55 ). Sejam A uma aljava e T um ideal admissivel de KA. O conjunto
{ea =¢€a+ZI | ac A} éum conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de KA/T.

Demonstrag¢io. Como e, é a imagem de €, pelo homomorfismo canoénico 7 : KA — KA/Z, segue que
sdo idempotentes ortogonais. Para cada e € e,(KA/T)e, pode ser escrito da forma e = Aey, + w + Z,
onde A € K e w é uma combinagao linear de ciclos em torno de a de comprimento maior ou igual a 1.
Da igualdade e? = e, obtemos

(A2 = Neg + 2N = Dw +w? € T.

Como Z C RQA, teremos que A2 — A =0, entdo A=0ou A = 1.
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Se A =0, entdo e = w + Z.Ja que R{y € I, temos que w™ € Z, isto é, w também nilpotente
modulo Z, portanto e = 0. Se A = 1, entdo e — e, = w + Z é um idempotente em e,(KQ/Z)e,. Como w
também é um idempotente moédulo Z, usando o raciocinio anterior, obtemos que w € Z, consequentemente
e=eg. O

Lema 2.5. ([1], Lema 2.2.5, pdg.55 ). Sejam A uma aljava finita e T um ideal admissivel de KA. KA/T
é conera se, e somente se, A € um aljava conexa.

Demonstra¢ao. Assuma A desconexo, entdo KA nio é uma algebra conexa. Existe idempotente central
v em KA diferente dos triviais. Temos que v+ Z # 0. Assuma que v+ Z = ¢ = 1 + Z, segue que
1 -~ €ZC R%, portanto ¢ é um idempotente central de KA /T diferente dos triviais.

Assuma KA/Z ndo seja uma algebra conexa. Existe uma parti¢do disjunta néo trivial Ag =
AjUAG. Sejam z € Q) e y € Qf, teriamos que e,(KQ/T)e, = e,(KQ/T)e; = 0. Como A é conexo,
existe @ : @ — b, com a € Q) e b € Q. Temos que @ = o + T satisfaz a = e e, € e,(KA/T)ep = 0,
portanto o € 7. O

Lema 2.6. ([, Prop 2.2.6, pdg.56 ). Sejam A uma aljava finita e T um ideal admissivel de KA. A
dlgebra KA /T possui dimensdo finita.

Demonstra¢ido. Como T é admissivel, existe m maior ou igual a 2 tal que RY C Z, onde Ra é o ideal
de flechas de KA. Existe um homomorfismo sobrejetivo de algebras KA/RY — KA/Z. Portanto é
suficiente mostrar que KQ/RX possui dimensdo finita. As classes residual de todos os caminhos de
comprimento menor que m formam uma base para KA/RX como K-espaco vetorial. Ja que existem um

numero finito de caminhos dessa forma, segue o resultado. O

Lema 2.7. ([1/, Lema 2.2.8, pdg.56 ). Seja A uma aljava finita. Cada ideal admissivel T de KA é
finitamente gerado.

Demonstracao. Seja m um inteiro positivo maior ou igual a 2 satisfazendo RY C Z. Seja

0 RY A I/R? —>0

uma sequéncia exata curta de KA-modulos. RY é um KA-moédulo finitamente gerado. Como Z/RY ¢
um ideal da algebra de dimensao finita KA/RQX, segue que Z/RX possui dimensao finita como K-espago
vetorial, portanto finitamente gerado. Pelo Corolario (3.8) do Capitulo 1, temos que Z ¢é finitamente
gerado. O

Lema 2.8. ([1], Cor 2.2.9, pdg.56 ). Sejam A uma aljava finita e T um ideal admissivel de KA. Entdo
existe um conjunto de relagoes {p1, p2, ..., pm} tal que T = {(p1, p2, ..., Pm)-

Demonstragao. Como o ideal Z possui dimensao finita, existe um conjunto finito de geradores {01, ..., 0 }.

Paracadai: 1 <i <teabée Ay otermo g,0;6, € nulo ou uma relagao. Ja que o; = Z €a0i€h
a,beQo

para todo i, portanto os conjunto {e,0:¢p | 1 <4 < t; a,b € Ag}. forma um conjunto finito de relagoes

gerando Z. ]

Lema 2.9. ([1], Lema 2.2.10, pdg.57 ). Sejam A wma aljava finita, Ra o ideal de flechas de KA e T
um ideal admissivel de KA. Entao J(KA/T) = RA/Z. Mais ainda, KA/T é uma dlgebra bdsica.

Demonstragao. Como Z D RR, para algum inteiro positivo m > 2, temos que (Ra/Z)™ = 0, logo Ra/T
¢ um ideal nilpotente de KA/Z. Por outro lado, (KA/Z)/(Ra/T) =2 KA/Ra ¢ isomorfo ao produto de
copias de K, segue que J(KA/T) = Ra/ZT e KA/Z é uma algebra bésica. O

Lema 2.10. ([1)], Cor2.2.11, pdg.57 ). Para cadal maiou ou igual a 1 teremos que J'(KA/T) = (Ra/Z)".

Demonstragdo. Segue diretamente do lema anterior. O

Teorema 2.11. ([1f, Lema.2.2.12, Pag.57 ). Sejam A uma aljava conexa e finita, Ra o ideal de flechas
de KA e T o ideal admissivel de KA. KAJZ é uma dlgebra bdsica, conexa, de dimensdo finita e com
identidade. O radical é exatamente Ra/Z e {e, | a € Ag} € um conjunto completo de idempotentes,
primitivos e ortogonais .

Demonstragao. Pelo Lema (2.9)) sabemos que KA/Z é basica e que seu radical é Ra/Z. Do Lema ,
sabemos que KA/Z possui dimensao finita. Pelos Lemas (2.5) e (2.4), temos que KA/Z & uma algebra
conexa e {e, | a € Ap} forma o conjunto completo de elementos idempotentes ortogonais primitivos,
respectivamente. O
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3 A aljava de uma algebra basica, conexa e de dimensao finita

Definicao 3.1. Sejam A uma K-dlgebra bdsica, conexa e de dimensao finita e {e1,...,e,} um conjunto
completo de idempotentes ortogonais primitivos A. A aljava de A, denotado por A4, € definida como:

(a) Os pontos de Ay sao nimeros 1,...,n que estao em correspondéncia bijetiva com os idempotentes

€1y..y€En.

(b) Dados dois pontos a,b € (Ax)o, as flechas o : a — b estao em uma correspondéncia bijetiva com os
vetores de uma base do K -espago vetorial eq(J(A)/I(A)?)ep

Lema 3.2. ([1], Lema 2.3.2, pdg.60 ). Seja A uma dlgebra coneza, de dimensao finita e bdsica.
(a) A aljava de A nao depende da escolha do conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonais.
(b) Para cada par eq, e, de idempotentes primitivos ortogonais de A, o mapa K -linear
Viea(J(A))ev/ea(J(A))er  —  ea(I(A)/I(A))es
eqrey + eq(J(A)?)ey = eq(z+J(A)?)ep
€ um isomorfismo.

Demonstracao. Pelo Teorema da decomposi¢do primaria, o nimero de pontos em A, é unicamente
determinada, uma vez que é igual ao nimero de indecomponiveis que aparecem na soma direta de A 4.
Os fatores dessa decomposicao sao unicamente determinados pelos isomorfismos, isto €, se

n n !/
Ax = Bg=1aA = O A,
podemos rearranjar os fatores, assim e, A = e/ A, para cada 1 < a < n. O niticleo homomorfismo

v ea(J(A) = ea(J(A)/I(A)?)

€aT s eq(z + J(A)?)
é eq(J(A)?). Consequentemente:

ca(J(A)/I(A)?) = (ead(A))/(caT(4)?) = J(ead) /I (ead)?;

portanto

ea(J(A)/I(A)*)ey = (J(ead)/I(ead)?)ey
>~ Hom(epA, J(eqA)/I(eqA)?)
>~ Hom(e} A, J(e}, A) /I (e, A)?)
= (J(euA)/I (e, A)?)e)
= e, (J(A)/I(A)?)ey

Segue que o nucleo do homomorfismo

Vi ea(J(A))en/ea(J(A))er = ea(J(A)/I(A))es .
€qTey — ea(z+I(A))ey

¢ eqa(J(A)?)ep, portanto um isomorfismo. O

Lema 3.3. ([1/, Lema 2.3.3, pig.61 ). Para cada flecha o : i — j em (Aa)1, seja xq € e;(radA)e; tal
que o conjunto {xy + J(A)? |a:i — j} forme uma base para e;(J(A)?)e;. Entao:

(a) Para cada ponto a,b € (Aa)o, temos que cada elemento x € eq(J(A))ey pode ser escrita da forma
T = Toy-TagAag--Aays ONde Ag, ...y Aoy, € K, € a soma € realizada sobre todos os caminhos indo
dea ab;

(b) Para cada flecha o : i — j, o elemento x, € unicamente determinado pelo homomorfismo ndao nulo
T, € Hom(e;A, e;A) satifazendo To(ej) = To, ImT, C e;(J(A)) e ImZ, € €;(J(A)?).
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Demonstra¢do. Como K-espago vetorial, J(A) = (J(A)/J(A)2)DJI(A)?, portanto e, (J(A))ep = eq(IJ(A)/I(A)?)er®
ea(J(A)?)ep. Cada elemento x pode ser escrito da forma:

x = Z ToAq modulo e, (J(A)?)ep.

aza—b

Entao
x=x— Z Tada € ea(J(A)?)ey.

aza—b

Como e, (J(A)?)e, = Z [ea(J(A))ec] [ec(J(A))ep], segue que ' = > alyl, onde xl, € e,(J(A))ec e
c€(Aa)o
Ye € ec(J(A))ep.
Procedendo de maneira similar para z/, e y., obtemos expressoes da forma !, = Z T €
B:a—c
Yl = Z x4\, moédulo J(A)%. Como

yic—b

T = Z Tadta + Z Z T3T, A Ay modulo e, (J(A)?)es;

aa—b B:a—cy:c—b

e J(A) é nilpotente, segue (a).

Seja zo € €;(J(A))e; # 0. Temos que z, é mapeado para um elemento nido nulo z, pelo
isomorfismo K-linear, ja que e;(radA)e; = Hom(e;A,e;(radA)). Segue que z,(ej) = zq, Im(z,) C
ei(radA) e Imz, ¢ e;(rad’A), finalizando item (). O

Corolario 3.4. ([1, Cor 2.34, pig.62 ). Se A € bdsica, conezxa e de dimensao finita, entdo a aljava A4
de A € coneza.

Demonstracdo. Suponha que A4 desconexa. O conjunto de pontos de A4 pode ser escrito como uma
unido disjunta de dois conjuntos nao vazios Aj e A{j. Seja i € A} e j € A, temos que

e;Ae; = Homy(ej A, e;A) = Homy(ejA,rad(e; A)) = (rad(e; A)e;) = e;(radA)e;.

Cada elemento z € e;Ae; = e;(radA)e; pode ser escrito como uma soma & = ) Zqa, ...Za; Aay ---Aa;; O0de
a soma é realizada sobre todos os caminhos indo de i a j. Como nao existem caminhos de i a j, segue
que z = 0, portanto e;Ae; = 0. O

Teorema 3.5. ([1, Teorema 2.3.7, pig.64 ). Seja A uma K-dlgebra coneza, bdsica e de dimensdo finita.
Entao existe um ideal admissivel T de KA 4 tal que A= KA4/T.

Demonstragdo. Para cada flecha o : i — j em (A )1, escolha z,, € J(A)= de tal forma que {z, + J(A)?}
forme uma base para e;(J(A)/J(A)?)e;. Sejam ¢y : (Aa)o — A o mapa definido por p(a) = e,, para
todo a € (Aa)o, € 1 : (A4)1 — A o mapa definido por ¢1(a) = x4, para todo a € (Aa);.

Os elementos pg(a) formam um conjunto completos de idempotentes ortogonais primitivos de A.
Para cada « : a — b, temos pg(a)e1(a)po(b) = eqxaeyr = o = ¢1(a). Pela propriedade universal da
algebra de caminhos, Teorema (|1.15)), existe um tinico homomorfismo de K-algebras ¢ : KA4 — A que
estende g e 1. Como Imp + rad“A = A, segue Imyp = A.

Resta mostrar kerp = 7 é admissivel.Seja Ra, o ideal de flechas da algebra KA 4. Pela definigao
de ¢, temos que p(Ra,) C radA, portanto ¢((Ra,)!) € J(A)!, para cada | maior ou igual a 1. Como
J(A) é nilpotente, existe m > 0 tal que rad™A = 0, portanto R}, C Kerep.

Seja x € Z, entao
r= Y clat Y. oty

a€(Aa)o a€(Aa)
onde Ay, fia € K ey € RL,. Como ¢(x) = 0, segue que 0 = Z eata + Z Tatba + ©(Y),
ac(Aa)o ac(Da)
concluindo que Z ea(—Na) = Z Tata + @(y) € J(A). Para cada par de vértices distintos
a€(Aa)o a€(Aa)

b,c € (Aa)o, temos que epe. = 0, portanto A, = 0, para cada a € (A4)o. Z Tapla = —@(y) € J(A)2.
ac(Aa)1
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Como {z, + J(A)?} ¢ uma base de J(A)/J(A)? e Z (o + J(A)H) e =0 em J(A)/J(A)?, segue que
ac(Aan
to = 0, para cada « € (A4)1, portanto x =y € RQAA.

O
K 0 0
Exemplo 3.6. Seja A=| K K 0 |. Temos que
K 0 K
1 00 0 0 0 0 00
e1=10 0 0],ea=]10 1 0] ee3s=]0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0
formam um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivoselI = | K 0 0 | =J(A), pois I
K 00
K 0 0
énilpotentee A/T= | 0 K 0 | 2KxKxK. Comoes(radA)e; eez(radA)e; sdo unidimensionais
0 0 K

e os demais subespagos e;(radA)e; sio nulos, seque que a aljava de A é

SN

Obtemos que KAy = A pelo homomorfismo induzido definido do seguinte modo: ¢(e1) =
1 0 0 0 00 0 00 0 0O 0 0O
0 0 0],p(2)=]0 1 0|,0(e3)=[0 0 0 |pla)=]|1 0 0],9(B)=]0 0 0 |.
0 0 O 0 00 0 0 1 0 00 1 00
K 0 0
Exemplo 3.7. Seja A=| K K 0 |. Temos que
K K K
1 0 0 0 00 0 00
e13=10 0 0],ea=]10 1 0] ees=]0 0 0
0 00 0 0O 0 0 1
0 0 O
formam um congunto completo de idempotentes ortogonais primitivos e I = | K 0 0 | = J(A).
K K 0
0 00 0O 0 O
ComoJ(A)2=| 0 0 0 |eJA)/JA)?*=| K 0 0 |, seque queea(J(A)/J(A)?)er ee3(J(A)/I(A)?)es
K 00 0 K 0
s@o unidimensionais, os demais subespagos e;(J(A)/J(A)?)e; sdo nulos. Portanto a aljava de A é

B

1<% -2<" 3.

Temos o isomorfismo K-dlgebras ¢ : KAy — A definido da sequinte forma:

1 00 0 0 0 0 00
pler) =10 0 0 |,pE2a)=0 1 0| ,plEe5)=|0 0 0
0 00 0 00 | 0 0 1 |
0 00 0 00 [0 0 0]
pla)=]11 0 0 |,eB)=0 0 0| ecp(Ba)=1]0 0 0
0 00 010 |1 0 0 |
Exemplo 3.8. Seja A o anel das matrizes triangulares inferiores

| a,b,¢c,d,e € K 3,

o 0
_U O
Q O O
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0
el=10
e

o O O

0
0 | um ideal de A.
0

Considere a dlgebra B = A/I. Um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de
B ¢ formado por

o O O
O = O
o O O
+
~

1 0 0
e1=10 0 0| +1ee=
0 0 1

Temos que J(B +1I]ec,de K p. Como J(B)? =0, entio J(B)/J(B)? = radB, segue

oo O
&OO
o O O

que ex(radB)ey e eq(radB)es sdo umdzmenswnazs portanto a aljava de B é

12 2

B

Obtendo o homomorfismo de K -dlgebras definido da sequinte maneira: p(e1) =

O O =
oS O O
_= o O
+
~

0 0 O
plea) =10 1 0| +1,
0 0 O
0 0 O 0 0 O
pl@)=11 0 0 |+Tep@)=|0 0 0| +1,
0 0 O 01 0
cujo kergpz(aﬁ,ﬁa>:R2AB.



CAPITULO 3

ALGEBRA DE CAMINHOS
GENERALIZADA

Neste capitulo estamos assumindo que K é um corpo algebricamente fechado.

1 Algebra de caminhos generalizadas

Definigao 1.1. Sejam A = (Ag, A1) uma aljava e A = {A; : i € Ag} uma famdia de K-dlgebras A;
com identidade indexada por cada vértice de A. Para cada i € Ag, denotaremos por e; a identidade
de A; . Os elementos de U A; sao chamado de A-caminhos de comprimento nulo. Para todo n > 1,
i€l

um A-caminho de comprimento n € dado por a1fia2B3...an0nan+1, onde (s(B1) | B1...Bn | €(Brn)) € um
caminho de comprimento n em A, para cada i =1,....,n, a; € Ayp,), € anp1 € Ae(s,,)-

Considere o quociente R do K-espaco vetorial com base os A-caminhos de A pelo subespaco
gerado por todos os elementos da forma

a1By...Bi—1(kra) + - + kma}") 341 Brani1 — Z klalﬁlmﬁjflaé‘ﬁj---5nan+1
=1

onde (s(B1) | B1---Bn | €(Br)) € um caminho em A de comprimento n, ki,...,kn € K, para cada i =
L,..,m, a; € Ags,), Gny1 € Ae(a,)s € aé— € Ay, paral =1,...,m. Dado dois elementos [a1531...Bnan 1]
e [b171.-Ymbm+1], a multiplicagao em R é definida por

o [a151~~6nan+1b1’71-~~'7mbm+1]a S€ Ap41, bl S As(’yl)a
[a1B1--Brani1][b171---Ymbmi1] = { 0. caso contririo :

A K-dlgebra R definida acima é dlgebra de A-caminhos generalizada de A, denotada por
R=K(AA).

A operagao é bem definida. De fato, sejam [a11...QnGnt1] = [b151--Bnbnt1] € [C1Y1- - YmCmt1] =

[die1...emdm+1]. Temos que

[a1a1...an(@nt1c1)V1-Ymem1] = [a1a1...an@nia][ci71 YmCm1]
= [blﬂl---ﬁnanrl][d151~--5mdm+1] = [blﬂl---6n(bn+1d)151---Emdm+1]-

Lema 1.2. R possui identidade se, e somente se, Ay é finito.

32
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n
Demonstragdo. Assuma que |Ag| = n, entdo 1z = Z[ei] é a identidade de R. Suponha A seja infinito.

i=1
m

Seja 1 = Z[Aiwi]a identidade de R, onde \; € K e w;’s sdo A-caminhos. Tome Ajo conjunto de todas

i=1
as origens de w;’s. A cardinalidade de A}, é no maximo m. Tome a € Ag\A}, portanto e,1 = 0. O]

Lema 1.3. Seja R wma dlgebra de caminhos generalizada. A dimensao de R como K-espago espago
vetorial € finita se, e somente se, A for uma aljava finita sem ciclos orientados e dimg A; < oo, para
cada i € Ag.

Demonstra¢ao. Assuma que A é infinito, entdo a dimensdo de R como K-espago serd infinita. Seja
Y = a1as...0n, um ciclo orientado em A, temos que 7 formam um conjunto linearmente independente,
para todo t > 0, portanto dimg R é infinita. Assuma que dimg A; é infinito, para algum i € Ay, portanto
uma base para A; é um conjunto linearmente independente para R, portanto dimg R é infinita.

Como A ¢ finita e sem ciclos orientados, A contém um ndmero finito de caminhos e ja que
dimg A; < 00, para todo i € Ay, segue que dimg R < oo. O

Observagoes:

(1) Uma K-algebra R com identidade pode ser vista como uma algebra de A-caminhos, K(A, A), com
A sendo a aljava com um dnico vértice e A = R.

(1i) Se A; = K, para cada i € A, temos que K (A, A) ¢ a algebra usual de caminhos da aljava A.

Daremos uma outra interpretagao para algebras de caminhos generalizadas:

Sejam A = (Ag, A1) uma aljava finita e A = {4;|i € Ay} uma familia de K-algebras A;. Para
cada i,j € Ag, tome ;M; como sendo o A;-Aj-bimddulo livre com geradores livres formados por todas as
flechas indo de i a j. Torne A = ®ren, Ak Portanto iM; é um A-A-bimédulo definido por Ay;M; =0
se k #ie;M;Ar, =0sek # j. Segue que M = @;_,; M é também um A-A-bimodulo. Deﬁmremos
nossa algebra de caminho generalizada como sendo a élgebra tensorial T'(A, M).

Sejam f1 : A — K(A, A) o mapa que leva (a;)ica, a Z a; e fo : M — K(A, A) o mapa

1€EA
inclusao. Como f; é um homomorfismo de K-algebras e fo é um h([))momorﬁsmo de A-bimodulos, pela
propriedade universal da algebra tensorial, do Capitulo 1, existe um tnico homomorfismo de K-
algebras ¢ : T(A, M) — K(A, A) tal que p|la = f1 e ¢|m = fo

Como

A1001G2...0pQpQpr = (a1)(a1)(a2)...(an) () (@nt1)
= a1 f(ar)as...an f(an)ane1
= ¢(a1)p(on)p(az)...o(an)p(an)p(ani1)
= plararas ® ... ® anapapy1),

conclufmos que ¢ é sobrejetivo.
Para cada i, seja {a” Jji € I;} uma base para a algebra A; como K-espago vetorial. Temos que

{as(B )Bi... s(ﬁ )ﬂnai(”gl D B1Bn € A} e {aq(ﬁ Br® .. ® as(ﬁ )ﬂnat(”gl) B1...Bn € A} formam bases
para K (A, A) e T(A, M), respectivamente. Portanto

Zk
Sk,

concluindo que cada k W1 Sl = 0, portanto ¢ é um monomorfismo.
oy P1030a,) P (o)

0

]n+1
Jn+1a 61 Bn )
alls,)Prally \Bna t(Bn, 51) S(B"
Jn,+1
a a’
Wy Bl Bnalid) s(ﬁnﬂl ® ... ® agis \Pndi(s),

Definigao 1.4. Sejam A uma aljava e A uma familia de K-dlgebras {A;}ica,-

(a) Dizemos que um caminho (i | B1...0n | ), n > 1, em A é regular se nao é um subcaminho de um
ciclo orientado em A.

(b) Seja (i | Bi...Bn | §) um caminho regular em A. Entao um A-caminho af...B,b, com a € Ay,
e b€ Ayg,), € chamado regular. Caso nao exista um ciclo orientado passando pelo vértice i, os
elementos de radA; sdo os A-caminhos regulares de comprimento nulo.
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O proximo resultado nos da uma caracterizagdo para o radical de uma algebra de caminhos
generalizada.

Proposicao 1.5. ([7], Teorema 1.3, pdg.57). Seja R = K (A, A) a dlgebra de A-caminhos de A. Entdo o
radical de Jacobson de R, J(R), é justamente o K -subespago de R gerado por todos os caminhos regulares
de R.

Demonstracao. Considere M como sendo o K-subespago de R gerado por todos os A-caminhos regulares
de R.

Seja p um A-caminho regular de comprimento maior ou igual a 1. Para cada A-caminho ¢, temos
que gp — gp + gpgp = 0, caso contrario, p estaria contido em um ciclo orientado. Logo Rp é um ideal
quase-regular a esquerda, portanto p € J(R) pelo item (b) do Corolario do Capitulo 1.

Seja a; € J(A;) um A-caminho regular de comprimento nulo . Temos que Ra; sdo todos os
A-caminhos que terminam no vértice i. Para cada A- caminho p de comprimento maior ou igual a 1,
temos que pa — pa + (pa)? = 0, caso contrario terfamos que existiria ciclo orientado passando pelo vértice
i. Seja p um A-caminho de comprimento 0, entdo p = Zjer pj, com p; € A;. Como pa; = p;a; € J(A4;),
segue que p;a; € quase-regular em A;, portanto quase-regular em R. Portanto todo A-caminho regular
esta contido em J(R), ou seja, M C J(R).

Suponha que M # radR. Existe elemento nao nulo z = Z p; € radR\M. Para algum ¢, p;

estd contido em algum ciclo orientado, caso contrério, teriamos qué x € M, portanto podemos tomar
x =Y p;, onde cada p; é um subcaminho de um ciclo orientado.

Existem [, m tais que 0 # ejze,, € J(R), onde e, e, sao as identidades de A; e A,,, respec-
tivamente. Como cada p; é um subcaminho de um ciclo orientado, existe um caminho ¢ indo de m a
[. Sem perda de generalidade, podemos tomar x como somatorio de ciclos orientados indo de [ a I, ou
seja, x = Y. p;, COM P; = 4,y Ay iy ..y, @, onde ;v ...a;, € um ciclo orientado indo de [ a [,
a;, € As(ail) ea; € As(aij), para cada 2 < j < n.

Como z € J(R), = é um elemento quase-regular, existe y € R tal que
r+y+ay=0. (1)

Multiplicando de ambos os lados por e;, obtemos que e;xe; + e;ye; + e;xye; = 0. Suponha que

y tenha comprimento nulo, entao comprimento de x + zy é maior do que y, portanto y = 0, concluindo

que x = 0. Se ¢;y = 0, terfamos que zy = (xe;)y = x(ely) = 0, obtendo que 0 = ¢;x = z, contradizendo

o fato de x ser ndo nulo. De maneira analoga concluimos que ye; # 0, portanto y é um A-caminho de

comprimento maior ou igual a 1 indo de [ a [. Como o comprimento de 0 # xy é maior do que x + ¥,
seque que = + y + xy # 0.

O

Definigao 1.6. Seja A uma aljava. Um vértice i € Ay € dito isolado sempre que nao hd caminhos
passando pelo vértice.

Corolario 1.7. Seja R = K(A, A) a dlgebra de A-caminhos de A. R € semissimples se, e somente se,
A nao possui caminhos regulares e J(A;) =0, sempre que i é um vértice isolado.

Demonstragdo. R é semissimples se, e somente se, J(R) = 0 se, e somente se, cada A-caminho de
comprimento maior ou igual a 1 estad contido em um ciclo orientado e J(A;) = 0, sempre que ¢ é um
vértice isolado. [

Definicao 1.8. Diremos que uma aljava A € conexa orientdvel se para cada par de vértices distintos i e
j, existir um caminho em A indo de i a j.

Definicao 1.9. Um anel R € primo se para cada dois ideais I e J tais que IJ = 0, entdo I = 0 ou
J=0.

Teorema 1.10. ([7], Teorema 2.1, pdg.58). Seja R = K (A, A) a dlgebra de A-caminhos de A. Assuma
que A seja uma aljava conexa com dois ou mais vértices. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) R € primo;
(b) A é conexo orientdvel;

(¢) Nao hd A-caminhos regulares.
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Demonstragao. (a) = (b). Suponha que A néo seja conexa orientavel. Existem dois vértices distintos,
e j, tais que nao existe um caminho indo de i a j. Considere I = ¢;R e J = ¢; R ideais a direita de R
nao nulos. Temos que e;Re; = 0, ja que nao existe caminhos indo de ¢ a j.

n

Suponha 0 # ~ € IJ. Como vy = Zptqt’ onde py,...,pn € I e ¢ € J. J& que a soma é nao-nula,
entdo 0 # p; € I, para algum t. Temos tqlie p¢ € um A-caminho comecando em i e terminando em j,
portanto um A-caminho indo de i a j, contrariando nossa afirmagao inicial. Portanto IJ = 0, logo R néao
é primo.

(b) = (a). Sejam I e J dois ideais ndo nulos de R. Uma vez que I e J sdao nao nulos, existem
i,7,0 e m tais que e;lej # 0 e e;Jen, # 0. Assuma que A é conexo orientavel, existe um caminho v € A
indo de j a l. Como e;leje;Je,, # 0, concluimos que R é um anel primo.

(b) = (¢). Seja (i | aq...ctp, | §) um caminho em A, com i # j. J& que A é conexo orientavel,
existe caminho (j | B1...8m | 7), logo (i | a...anBl...0, | ) € um ciclo. Repetindo o mesmo argumento
para cada vértice, concluimos que cada vértice esta contido em um ciclo orientado.

(¢) = (b). Denote por £ = {(i,j) o passeio de menor comprimento entre i e j. Queremos mostrar
que sempre existe um caminho indo de 7 a j. Iremos fazer inducéo sobre o comprimento do passeio.

Suponha que [ = 1, isto é, existe um flecha a : i — j ou 8 : j — 4, ndo ha nada a fazer no primeiro
caso. Sabemos que j esta contido em ciclo orientado, ou seja, existe um A-caminho (j | 81...8m | §), logo
(i ]| BBy...Bm | ) € um A-caminho indo de i a j.

Agora suponha que [ > 1. Existe um passeio (i | a7...aq | j) ,de comprimento [ , indo de i a j. Se
s(y1) = 4, existe um passeio (e(v1) | @z...a, | j) de comprimento | — 1. Pela hipotese de indugao, existe
um caminho de e(y1) a j. Realizando a composigao & esquerda com -1, ganhamos um caminho indo de i
aj.

Se e(y1) = 1, existe passeio (s(y1) | @2...a | §) de comprimento [ — 1. Pela hipotese de indugao,
existe um caminho de s(v1) a j, logo um caminho indo de e(7y;) a i. Como esse caminho esta contido em
um ciclo orientado de (e(y1) | v1581.-Bm | €(71)) , temo que (i | B1...08m | €(11)) € um caminho indo de i a
e(y1). Compondo os caminho, obtemos o caminho desejado.

O

O préximo resultado nos da um criterio para estudar quando a algebra de caminhos generalizada
R = K (A, A) sera Noetheriano a direita ou a esquerda em termos da aljava A e da familia A.

Teorema 1.11. ([7], Teorema 2.2, pdg.59). Seja R = K (A, A) a dlgebra de A-caminhos de A. A dlgebra
R € Noetheriana a direita se, e somente se, as sequintes condig¢oes sGo satisfeitas:

(a) A é finito;
b

(b) Ezxiste uma dnica flecha comegando em um vértice pertencendo a algum ciclo orientado em A;
(c) Sei € Ay éum vértice pertencendo a um ciclo orientado, entido A; € unidimensional.

)

)

)

(d) Se nao hd flechas comegando no vértice j, entao a dlgebra A; é Noetheriana & direita. Se hd flechas
comegando no vértice j, entdo A; possui dimensao finita.

Demonstra¢ao. Assumamos que R seja Noetheriano & direita. Suponha que Ay néo seja finito, teriamos
uma cadeia ascendente nao estacionaria

(eo) C (en,e1) C ...{€0s €1,y €m) C oovy
Assuma que A nao seja finito. Entao a cadeia ascendente direita
(ag) C {ag, 1) C ...{@o, A1y ey Q) C ..

é nao estacionaria.
Assuma que A possui um ciclo v comegando e terminando em 7 e que exista uma flecha o : 7 — j
que ndo esteja em . A seguinte cadeia ascendente de ideais & direita distintos

(ya) C {(ya,v*a) C {(ya,v*a,y’a) C ...

é nao estacionaria.
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Considere v = wy...w,—1 um ciclo orientando em A passando pelo vértice i. Sejam « e S as
flechas tais que s(a) =i e t(8) =i. Se A; ndo é unidimensional, existem dois elementos K-linearmente-
independentes a e b em A;. Considere r = aqaiwi...wn_1a,0€; € y = baaiw...w,_1an0€;. Entao,

(zy) C (zy,2y) C (wy, 2%y, 2%y) C ...

é um cadeia ascendente nao estacionaria de ideais a direita.

Assuma que nao hé flechas saindo do vértice j, entdo cada ideal de A; é um ideal de R, assim A,
também serda Noetheriano a direita. Suponha que tenha uma flecha saindo do vértice j. Seja « a flecha
indo de j a . Se A; possui dimensao infinita, considere {a; : i € N} um conjunto infinito de elementos
linearmente independentes de A;. Entao,

(a10) C (a1, a20) C (a1, agay aga) C ...

é uma cadela nao estacionaria.

Suponha que (A, A) satisfaca (a) — (d). Seja
Lcl,c..Ccl,C..

uma cadeia ascendente de ideais & direita de R. Como A é finito, suponha |Ag| = m, serd suficiente
mostrar que
61']161' C 62']26]‘ C...C 6,]”6]‘ C ... (2)

é estacionaria para cada (i, 7). Para cada n, temos que e;I,,e; C e;Re;.

Seja v um caminho em e;Re;. Assuma que v ndo pertenca a um ciclo orientado. Pelo item
(b), v nao possui subcaminhos que sao ciclos orientados.Se ha flechas comecando em j, entdo A; é uma
K-élgebra de dimensao finita. Existem finitos caminhos indo de ¢ a j e nenhum deles é um ciclo orientado
e, para cada vértice em e;Re;, a algebra associada a cada vértice possui dimensao finita, segue que e; Re;
é um subespago de dimensao finita.

Assuma que nao hé flechas saindo do vértice j, entdo e;Re; é um A;-moédulo a direita. Como
existem finitos caminhos indo de ¢ a j e cada vértice em e;Re;, diferente de j, estd associada a uma
algebra de dimensao finita, segue que e;Re; ¢ um A;-moédulo a direita finitamente gerado. Pelo Corolario
do Capitulo 1, segue que e;Re; é Noetheriano & direita.

Assuma que exista ciclo orientado passando por j. Pelo item (b), existe um tnico ciclo orientado
0 passando por j. Os vértices finais de caminhos comegando em j pertencem a 6. Pelo item (c), para
cada vértice [ no ciclo orientado, a K-algebra A; é unidimensional, ou seja, cada a; € A; é da forma ey,
com )\; € K e ¢; a identidade de A;.

Como todos os A-caminhos indo de j a j sdo combinagbes K-lineares de poténcias de 6, segue
que e;Re; é um K[f]-modulo a direita. Ja que existem finitos .A-caminhos indo de ¢ a j e, para cada
vértice em e;Rej, as algebras associadas ou s@o unidimensionais ou de dimensao finita, temos que e; Re;
¢ um K[f]-modulo a direita finitamente gerado. Como K[f] é Noetheriano a direita, segue do Corolario
do Capitulo 1, que e;Re; é Noetheriano & direita.

O

Teorema 1.12. Seja R = K(A, A) uma dlgebra de A-caminho de A. A dlgebra R é Noetheriana a
esquerda se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeita:

(a") A € finito;

(') Eziste uma unica flecha terminando em cada vértice em um ciclo orientado de A;

(") Se o vértice i pertence a algum ciclo orientado, entao a K-dlgebra A; é unidimensional;

(d") Se nao flechas hd terminando no vértice j, entio a dlgebra A; é Noetheriana & esquerda. Se hd

flechas chegando no vértice j, entdo A; possui dimensdo finita.

O resultado é demonstrado de forma analago ao anterior. Como consequéncia direta dos dois
teoremas anteriores segue o seguinte resultado.

Corolario 1.13. ([7], Teorema 2.2, pdg.62). Seja R = K(A, A) uma dlgebra de A-caminhos. Entao R €
Notheriana se, e somente se, A € finito e, para cada componente conexa I' de A, um dos sequintes fatos
acontece:
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(") T = {i} é um vértice isolado e A; é Noetheriano;
(b") T nao possui ciclos orientados e A; possui dimensao finita para cada vértice i;

(") T é uma componente com somente um ciclo orientado e A; é unidimensional para cada vértice
1el.

Demonstra¢ao. R é Noetheriano, ou seja, R é Noetheriano a esquerda e a direita. Temos que A é finito.
Se 4 um vértice isolado de A, nao existe flechas comegando ou terminando no vértice ¢, usando o item (d)
e (d'), concluimos que a algebra A; é Noetheriana & direita e & esquerda, portanto Noetheriana.

Seja I' uma componente sem ciclos orientados. Para cada vértice em I', ou existe uma flecha
comegando ou terminando no vértice, segue dos itens (d) e (d’), que as algebras associadas possuem
dimensao finita.

Suponha que exista ciclo orientado na componente conexa I'. Pelos itens (b) e (b') temos que
existe apenas uma flecha ligando cada vértice no ciclo, ou seja, I' &€ um ciclo basico. Pelos itens (¢) e (¢),
concluimos que cada algebra A; é unidimensional.

Sejam A uma aljava finita e I' uma componente conexa de A satisfazendo as condigoes (a”), (b")
e (). Como A & uma aljava finita, as condigdes (a) e (a’) sdo satisfeitas.

Seja T' satisfazendo (¢’), existe apenas uma flecha terminando e comegando em cada vértice
desse ciclo. Para cada vértice no ciclo, a algebra associada é unidimensional, logo (b), (b'), (¢) e (¢/) séo
satisfeitas. Para cada vértice isolado, a &dlgebra associada é Noetheriana, segue as primeiras condigoes
dos itens (d) e (d').

Seja I" satisfazendo (b”). Cada édlgebra associada aos vértices na componente I' possui dimensao
finita, portanto Noetheriano & direita e a esquerda, satisfazendo as condigdes (d) e (d').

Definigao 1.14. O ideal de flechas, denotado por Jg, € o ideal de R = K(A, A) gerado por todos os
A-caminhos de comprimento 1.

O

2 Representacao para algebras de dimensao finita

Nesta se¢ao queremos fazer algo similar ao que foi feito na Se¢ao 3 do Capitulo 2.

Dada uma K-algebra A de dimensao finita, associaremos a ela uma aljava, @) 4, e uma familia de
K-&lgebras, A4, obtendo uma &lgebra de caminhos generalizada para A, K(A4, A4). Iremos garantir
a existéncia de um ideal de K(A4,.A4) "bem comportado" de modo que o quociente da algebra de
caminhos generalizada pelo ideal seja isomorfo a algebra A.

Seja A uma K-algebra de dimensao finita. Como A/J(A) é uma algebra semissimples, segue que

AJJ(A) = ﬁMn (K). Tome Ag = {M,,,(K) : 1 <i<n}. Seja Q4 a aljava de A definida do seguinte
modo: o
a) o namero de vértices é n;
b) sejam i e j dois vértices, o nimero de flechas entre i e j ¢ 0 posto do Mi,,-M,,,-bim6dulo M, J(A)/J(A)*M,,, .

Deste modo, obteriamos a algebra de caminhos generalizada associada a A, K(Qa4,.44). Um pequeno
problema surge, nem sempre o niicleo do homomorfismo de K(Q4,.44) é um ideal admissivel. Observe
o exemplo abaixo:

K K 0 0 0 0 0O
. , . | K K 0 0 10 0 0O
Exemplo 2.1. Considere a sequinte K -dlgebra A = K K K K |- Temos que J(R) = K K 0 0
K K K K K K 0 0
Temos que a dlgebra de caminhos generalizada associada a A é K(A, A), onde A € a aljava 1<2—-2

e A= {My(K),My(K)} € a familia de K -dlgebras indezada por cada vértice.

O nicleo do homomorfismo sobrejetivo de dlgebras f : K(A, A) — A seria o nicleo do homo-
morfismo do My (K)-Ms(K)-bimddulo livre gerado por «, de dimensao 16, a I, de dimensao 4. Logo o
nicleo de f nao estaria contido em J%, ou seja, nao seria um ideal admissivel.
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Para contornarmos o problema, iremos introduzir generalizagoes para os conceitos de aljava as-
sociada a uma dlgebra e para ideal admissivel de forma que a intersecao nicleo do homomorfismo de
K-dlgebras com Jg seja exatamente um ideal gerado por um tipo especifico de "flechas especiais .

Definicao 2.2. Uma aljava especial A = (Ag, A1, Ag, s,t) é uma quintupla, onde os conjuntos Ay
e A1 e as fungdes s e t sao como na definicio anterior de aljava. O conjunto Ag consiste de flechas
pontilhadas com a sequinte propriedade:

Para cada par de vértices a e b, teremos no mdzrimo uma flecha pontilhada indo de a a b.
Cada flecha pontilhada indo de a a b serd chamada de flecha especial indo de a a b, denotada por oy .

Exemplo 2.3. Seja A aljava especial

temos que a},a} e ad € Ay e,y e € A.

Quando construimos a algebra de caminhos generalizada a partir de uma aljava especial, vamos

tratar as flechas especiais em As como flechas em A;. A utilidade das flechas especiais é que vamos
definir nossa generalizagao do ideal admissivel em termos delas:

Definicao 2.4. Sejam A uma aljava especial, A = {Aq, ..., As} uma familia de K-dlgebras. Considere
Y=A x..xA;. Unideal I de R=K(A,A) € dito ideal admissivel generalizado se:

(a) JF C I, para algum inteiro positivo m;
(b) a interse¢ao de I com o X-bimddulo livre M*, com base formada por todas as flechas em A1, € 0;

(¢) oX-bimddulo livre M**, com base formada por todas as flecha em Ay, possui a seguinte propriedade:
0C M**nNIC M*.

Um ideal admissivel generalizado nao esta necessariamente contido completamente em Jf—i, mas a
interse¢ao com Jpi esté propriamente contida no bimodulo gerado pelas flechas especiais. Nesse sentido,
um ideal admissivel generalizado é "quase-admissivel".

Dada uma K-algebra com identidade de dimensao finita A, queremos construir uma aljava espe-
cial para a algebra A.

Seja A uma K-éalgebra com identidade de dimenséo finita, pelo Teorema de Wedderburn-Artin
existem inteiros positivos nq, ..., ns tais que A/J(A) = M, (K) x ... x M,,_(K).

Como J(A)/J(A)? ¢ um A/J(A)-bimodulo. Considere o seguinte M, (K)-M,, (K)-bimédulo

Xy = M, (K)(J(4)/I(A)*)M,, (K),

com a,b € {1, ..., s}.
Pela proposi¢ao , do Capitulo 1, um M, (K)-M,, (K)-bimodulo pode ser visto como um
M, n, (K)-modulo a esquerda. Os M,,_,, (K)-médulos simples sdo isomorfos as colunas de M,,_,, (K).
Decompondo um M,,_,, (K)-médulo & esquerda como soma de modulos simples, ou seja, como
soma direta de colunas de dimensao n,np, temos que um M, _,, (K)- modulo livre é a soma direta de
rabNenp moédulos simples, ou seja, um modulo de dimensao rab(nanb)Q. Decompondo o M, (K)-M,,, (K)-
bimoédulo , X, como soma de simples, obtemos:

aXp = Fg" ® Sab,
onde
e F,, é um M, (K)-M,, (K)-bimédulo livre de dimensao (nany)? e rap > 0;

o Sgp € a soma direta de sqp copias de M, (K)-M,, (K)-bimodulos simples, com 0 < sqp < 147.
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Seja ¢ 1 (Fgp)™ @ Fop —  4Xp um homomorfismo de M, (K)-M,, (K)-bimédulo definido do
seguinte modo:

. FTab.
. ‘PF;gb_Fab ;

e como (ngnp)? = dimF,, > dimSy, = Sapnans, mapeie sqpnqny elementos de uma base de F;, de
modo que forme uma base para S, e os demais elementos da base de F; sdo mapeados para 0.

Definigao 2.5. Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita tal que A/J(A) = M, (K) x ... x M, (K). A
aljava especial da dlgebra A, denotada por A 4, € definida como

(a) os vértices de Aa, (Aa)o, sdo determinados pelos nimeros 1,...,s que aparecem na decomposi¢ao
de AJJ(A);

(b) dados dois vértices a,b € (Aa)o:

1) Se o Xp € um M, -M,,, -bimddulo livre isomorfo a rqp copias do bimddulo livre Fyp, de dimensao
(nany)?, entdo a quantidade de flechas entre os vértices a e b é exatamente Tqp;

i1) Caso Xy ndo seja um bimddulo livre, entdo Xy = F 3" @ Sqp, como anteriormente, entdo a
quantidade de flechas indo de a a b é rqp + 1, onde uma delas € a flecha especial.

Definigao 2.6. Seja A uma dlgebra como na defini¢do acima. A dlgebra de caminhos generalizada
de A € a dlgebra Ry = K(Aa, Aa), onde A € a aljava especial de A e Ay = {M,, (K),....M,_ (K)} é
familia de K -dlgebras indexada por cada vértice.

KL Kn o o
Exemplo 2.7. Considere a segquinte K-dlgebra A = Klo)/(e?) Klo)/(e?) K K Como I =
Klz]/(2*) Kl]/(z*) K K
<$>/<$z> <$>/<9€2> 00 K K 0 0
IE.TL]/;Z% IE.T;]/;Z% 8 8 ¢ nilpotente, jd que I3 =0, e A/T = Ig Ig IO( [0( >~ My(K) x
Klzl/(2*) Klz]/(z*) 0 0 0 0 K K
My (K), seque que J(A) = 1.
o 0 00 e e o o
Jd que I* = @)z (@)/@) 0 0 e I/1? = K K 0 ol entao
(@)/(2*) (2)/(x?) 0 O K K 00

aljava especial terd dois vértices, {1,2}. Como 2Xs = 1X5 =0, seque que nado existem flechas indo de 1
0 0 0 0
0 0 0 0| .| K K K K | _
a2 ede?2 a2 Temos que s X = K[2l/(2?) Klz]/@2?) 0 0 :{K K}@{K K:|—Sgl
Kla]/(2*) Klz]/(z®) 0 0

/(@) @)/ 0 0
z)/(x x)/(x 0 0 K K
vy | B G 00 LT K g
0

Como 2 X1 nao € um bimddulo livre, ja que dimensdo de 2 X1 € menor que 16, portanto existe
uma flecha especial comecando em 2 e terminando em 1. Do mesmo modo, existe uma flecha especial

comegando e terminando em 1.

Portanto a aljava especial de A é

1
ay

VN
\ b2
1<—-—-2

e a dlgebra de caminhos generalizada de A é K(A 4, Aa), onde A= {Mz(K),My(K)}.

K K 0 0
. . . K K 0 0 L
Exemplo 2.8. Considere a seguinte K-dlgebra A = K15 KB KK com multiplicagao de
KIS KIS K K

matrizes usual, onde K é considerado como um K-K-bimddulo da maneira usual. Como J(A) =
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0 0 0 0

0 0 0 0
K15 K15 0 0
K15 K15 0 0
1X1= 2Xo= 1Xo=0c¢

, seque que a aljava especial associada a A possui dois vértices, {1,2}. Temos que

0 0 00
0 0 00
2Xi=I=1 js 15 g g
| K K5 0 0
—KK15
:_KK}
Q_KK4@KK4@KK4®KK3
| K K K K K K K K

= o1 @ Fo1 @ For @ So1
= F231 (S5 5217

entdo ha 4 flechas comegcando em 2 e terminado em 1, com uma delas sendo a flecha especial. A
aljava especial de A €

< -
1_“ 2.
~a
-
B
A dlgebra de caminhos generalizada de A é K(A 4, Aa), onde Ay = {Ma(K), My(K)}.
K K 0 0 0
K K 0 0 0
Exemplo 2.9. Considere a K-dlgebra | K8 K® K K K | com multiplicacio de matrizes usual.
K K® K K K
K8 K® K K K
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
Temos que J(A) = | K® K® 0 0 0 Seque aljava especial tem dois vértices {1,2}. Jd que
K8 K8 0 0 O
K8 K® 0 0 0
1X1 = 2Xo = 1X5 =0, seque que nao hd flechas indo de 1 a2, del al e de?2 a 2.
Como
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
oXi=I=| K&® K® 0 0 0
K8 K® 0 0 O
K8 K8 0 0 O
K K1 [K K1°
2 K K e| K K
K K K K
= So1 @ Foy.

2X1 € isomorfo a soma direta de Sa1 com Fb1, onde So1 € um bimddulo de dimensio 12 e Foq
€ um bimddulo livre de dimensao 36. Portanto existird uma flecha normal e uma flecha especial indo do
vértice 2 a 1. Entdo a aljava especial de A é

Portanto a dlgebra de caminhos generalizadas de A é K(A, A), onde Ay = {Ma(K),M3(K)}. O nicleo
do homomorfismo sobrejetivo de dlgebras f : K(Aa, Aa) — A € o nicleo do homomorfismo do Ma(K)-
M3 (K)-bimddulo livre gerado livremente por o e o, de dimensdo 72, a I, de dimensao 48. Associando o
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bimddulo gerado por o de forma bijetiva a Fa1 e associando de modo sobrejetivo o bimodulo livre gerado
por a2 a Sy, teremos que Kerf possui interse¢io com Jg, propriamente contida no bimddulo gerado
pelas flecha especial o3 .

Teorema 2.10. Seja A uma K-dlgebra dimensdo finita. FExiste um ideal admissivel generalizado I de

Ry =K(Aa, Ax) tal que Ra/1 = A.

Demonstragao. Como A/J(A) =M, (K) X ... x M, (K). Defina ¥ = M, (K) X ... x M, (K).

Considere ;M;* como sendo bimédulo livre gerado livremente por todas as flechas de ¢ a j em
K(Ay4, A), excluindo a flecha especial, caso exista. Para cada flecha especial indo de a a b, considere
oM;* o bimédulo livre gerado livremente pela flecha especial o .

Queremos construir f: X @& M — A, onde M é o bimoddulo livre gerado livremente por todas as
flechas.

Pelo Teorema do Capitulo 1, ¥ é uma subalgebra de A tal que o mapa sobrejetivo 7 : A —
A/J(A) restrito ao mapa ¥ é o mapa identidade, defina f|x : ¥ < A o mapa inclusao.

Como rank( ;M;) = ri;, para cada o € ; M, associe de forma bijetiva z, € J(A) tal que
{za + J(A)?} & uma base para o bimédulo livre F;;”. Para cada flecha especial of, associe zq¢ de tal
forma que {zq¢ + J(A)?} gere o bimodulo Sgp.

Pela propriedade universal da algebra tensorial, do Capitulo 1, existe um homomorfismo
p:T(E, M) — Atal que ¢lsgnm = f.

Temos que A é uma algebra finitamente gerada. Pela constru¢do do nosso homomorfismo, Im¢p +
J(A)? = A, pelo Colorario do Capitulo 1, concluimos que Imy = A, ou seja, ¢ é sobrejetiva.

Queremos concluir que o nucleo é um ideal admissivel generalizado. Como ¢(Jg,) C J(A). Pelo
Lema do Capitulo 1, J(A) é nilpotente, existe um inteiro positivo m tal que J(A)™ = 0, portanto
Jr, C kerp.

Para cada 4, j, pela construgao do nosso homomorfismo, ;M;* Nkery = 0, portanto M*Nkery = 0.

Assuma que exista flecha especial indo de a a b. Suponha que ,M;* NI = 0, terfamos que Sgp
seria um M, -M,,,-bimédulo livre. Portanto 0 C ,M;* Nkerp. Como Sg, nao é um M, -M,,, -bimédulo
nulo, entdo ,M;* Nkerp C ,M;*. Portanto R4 /kerg = A, onde kery é um ideal admissivel generalizado.

O

a2
Voltemos ao exemplo inicial da secdo. A aljava especial associada a dlgebra A é 1<--2
e Ay = {My(K),My(K)} é a familia de K-algebras associada a cada vértice. Temos o homomorfismo
sobrejetivo induzido f : K(Aa, A4) — A do seguinte modo:

€ij — Eij

fij = Eigo jyo
2

o — Egl;

onde {e;;} é uma base para a algebra do vértice 1, {f;;} é uma base para a algebra do vértice 2 e {Ej;}
é uma base para a algebra A.

Temos qye Kerf = (11a5ea1, fiiafess, fiaaie;;, faiodern, faradern, fazaie;|1 < 4,5 < 2), por-
tanto um ideal admissivel.

Corolario 2.11. Seja A = K(A, A) uma dlgebra de A-caminhos, onde A = {M,, (K),...,M,, (K)} eA ¢
uma aljava finita, sem ciclos orientados e sem flechas especiais. A representagdo da dlgebra de caminhos
A= K(A, A) é um isomorfismo.

Demonstragao. Comom A néo possui ciclos orientados, todo caminho em A é regular. Como J(M;(K)) =
0, temos que J(A) é justamente o K-subespago gerado por todos os A-caminhos de comprimento positivo
de A.

A/J(A) é justamente todos os A-caminhos de comprimento nulo de A, entdo A/J(A) = H M; (K).

i=1
A aljava especial possui exatamente s vértices e A = {M,, (K),..., M, (K)} é a familia de K-algebras
indexadas por cada vétice.

Temos que J(A)/J(A)? é justamente todos os A-caminhos de comprimento 1. Para cada par de
vértices i e 7, ; X; ¢ um M, (K)-M,, (K)-bimédulo livre de dimenséo (n;n;)?r;;, onde r;; ¢ quantidade
de flechas indo de i a j na aljava A. Portanto quantidade de flechas indo de i a j na aljava especial A 4
é exatamente r;;. Segue que A= Ry,

O
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