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Resumo

A formulagéo original do Teorema Adiabatico para a mecénica quantica foi feita em 1928
pelo fisico e mateméatico Max Born e pelo fisico Valdimir Fock. Fisicamente, podemos entender
esse teorema da seguinte maneira: se um sistema quéantico sofre pertubagoes suficientemente
lentas, entao, ao longo do tempo, a configuragdo do sistema se mantém proxima do ponto fixo
instantaneo da pertubacao. O objetivo principal desta dissertacao é apresentar a formulagao e
demonstracao do teorema adiabatico para sistemas quénticos de muitos corpos, provado pelos
fisicos matematicos Sven Bachmann, Wojciech De Roeck e Martin Fraas.

Palavras-chave: Teorema Adiabéatico, sistemas quanticos de spins, sistemas quanticos de

muitos corpos.



Abstract

The original formulation of the Adiabatic Theorem for quantum mechanics was made in
1928 by physicist and mathematician Max Born and physicist Valdimir Fock. Physically, we can
understand this theorem this way: if a quantum system undergoes sufficiently slow perturbations,
then, over time, the configuration of the system remains close to the instantaneous fixed point of
the perturbation. The main objective of this dissertation is to present the formulation and proof
of the adiabatic theorem for extended quantum systems, proven by mathematical physicists Sven
Bachmann, Wojciech De Roeck and Martin Fraas.

Keywords: Adiabatic theorem, spin quantum systems, many-body quantum systems.



Sumario

1 Preambulo

1.1 Espago de Hilbert . . . . . . . .. .. . .
1.2 Aplicagoes lineares . . . . . . . . . . ... ...
1.3 Produto tensorial . . . . . .. ...
1.4 C*-algebra . . . . . . . . .. e
1.5 Espectro, operadores positivos e estado fundamental . . . . . . .. .. ..
1.6 Medidas com valor de projegao . . . . . . . . .. ... ... ...
1.7 Funcionais lineares e estados . . . . . . .. .. ... ... 0L

1.7.1 Estados de uma C*-algebra . . . ... . ... ... .. .........

1.7.2 Automorfismo e Dindmica . . . . . . . ... .. ... 0.

2 Teorema adiabatico e Mecanica quantica

2.1 Sistemas quanticos despins . . . . . . . ... ..o
2.2 Teoremas adiabaticos . . . . . . . ... ...

221 Exemplo . . . . . ..
2.3 Sistemas estendidos . . . . ... ..o
2.4 Teoria da resposta linear . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... .....

3 Definigoes e Configuragoes do Sistema

3.1 O sistema quéntico . . ... . .. ...
3.2 Decaimento espacialem I' . . . . . .. ... ... ... ... ... ...
3.3 Imteragoes . . . . . . . . . ...
3.4 Hamiltonianos Locais . . . . . . . ... ... ... o
3.5 Exemplo . . . ...
3.6 Comutadores . . . . . . . .. . ...
3.7 Dinamica e Cotas de Lieb-Robinson . . . ... ... ... ... .......
3.8 Aplicagao Zg . . . . . ..

4 O Teorema adiabatico e a Teoria da resposta linear

4.1 SuposiCOes . . . . . ... e
4.2 O Teorema Adiabatico . . . . . .. .. .. ... ... ... .. ... ... .
4.3 Exemplos . . . . . .

10
11
12
13
14
15
16
16

18
18
19
20
22
23

24
24
25
26
27
27
28
28
29



4.3.1 Spins sem interagao . . . . . . .. ..o 33

4.3.2 Perturbagoes de sistemascomgap . . .. ... .. .. ........ 33

4.4 A evolucao adiabatica do projetor Py . . . . . . . ... ... 34
4.5 Conexao com o fluxo quase-adiabatico . . . . .. ... ... ... ...... 35
4.6 Idéia principal da prova do Teorema adiabatico . ... ... .. ... ... 35
4.7 Teoria da resposta linear . . . . . . . .. ... ... ... L. 36

5 Provas 38
5.1 Lemas Técnicos. . . . . . . . . . . e 38
5.2 Prova do Teorema Principal . . . . . . ... .. ... ... ... ... 49
5.3 Solugao da Equagao (4.5) . . . . . . . ... 64
5.4 Prova da Teoria da resposta linear . . . . ... ... ... .. .. ...... 66

6 Conclusao 71
7 Apéndice 72
Referéncias Bibliograficas 79



Introducao

A formulagéo original do Teorema Adiabatico para a mecénica quantica foi feita em 1928
pelo fisico e mateméatico Max Born e pelo fisico Valdimir Fock. Fisicamente, podemos entender
esse teorema da seguinte maneira: se um sistema quéantico sofre pertubagoes suficientemente
lentas, entao, ao longo do tempo, a configuragdo do sistema se mantém proxima do ponto fixo
instantaneo da pertubacao. Ao longo dos anos foram feitos muitos trabalhos provando esse
principio. Resultados mais recentes com foco em mecénica quantica podem ser encontrados em
[28], [29], [30], [31], [32]. Além desses resultados, existe o teorema adiabatico para sistemas de
muitos corpos [14] que foi provado pelos fisicos matematicos Sven Bachmann, Wojciech De Roeck
e Martin Fraas. Nessa dissertagao, apresentaremos a formulacao e demonstracao desse teorema.

Depois que apresentarmos a demonstragao do teorema adiabatico [14], iremos exibir uma
prova para a validade da teoria da resposta linear. Desenvolvida inicialmente por Kubo em
[7], a teoria mais geral formulada lida com a resposta de um sistema fisico depois de sofrer uma
perturbagao controlada. Em um contexto tipico, uma perturbagao controlada (por exemplo, uma
forga eletromotriz) ¢ ligada adiabaticamente do passado infinito para atingir uma intensidade
a > 0 no tempo ¢t = 0, onde se calcula a resposta induzida (neste caso, o valor de uma corrente
elétrica) para a primeira ordem em «. Isso cria uma relagao entre a resposta e a pertubagao,
com uma constante de proporcionalidade dada pela férmula de Kubo.

Para compreensao do contexto dessa dissertagao, apresentaremos no Capitulo (1) definigoes
e resultados que est@o relacionados com o conteudo principal desse texto. No Capitulo (2),
utilizaremos exemplos para a melhor compreensao sobre o que é um sistema quéntico de spins, um
teorema adiabatico e a teoria da resposta linear. Além disso, explicaremos porque é importante
um teorema adiabatico para sistemas estendidos. No Capitulo (3), definiremos toda a estrutura
do sistema quantico de spins com o qual iremos trabalhar. No Capitulo (4), explicaremos
detalhadamente sobre o Teorema Adiabatico e a Teoria da resposta linear. No Capitulo (5),

provaremos o Teorema Adiabatico e a teoria da resposta linear.



Capitulo 1

Preambulo

Nesse capitulo vamos apresentar algumas defini¢oes e resultados que podem ser encontrados
com mais detalhes em [1]. O leitor que possui um conhecimento avangado de mecanica quantica

pode pular esse capitulo.

1.1 Espaco de Hilbert

Seja H um espago vetorial sobre C. Um produto interno em H ¢ uma funcéo (-,-) : HxH — C

tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

L. (n,v) = (¢,n) para todo 1,v € H;
2. (An+ &) = X(n, ) + (§,v) para todo ¢, n, £ € He A€ C;

3. (¢,1) > 0 para todo ¥ € H, e (,1) = 0 se e somente se 1) = 0.

Observe que pelas condigoes 1 e 2 temos que (1, An) = A (1, n).

Vamos definir a seguinte norma : ||¢|| = /{1, %). Através da norma definimos distancia
(ou métrica) por d(v,&) = |[¢p — £||. Um espago métrico ¢ um conjunto que possui uma
métrica. Uma sequéncia (¢,), em um espago métrico é uma sequéncia de Cauchy se para
cada € > 0, existe N € N tal que d(¢, ¥,) < € para todos n,m > N.

Nao é dificil mostrar que se uma sequéncia converge em um espaco métrico, entao essa
sequéncia é uma sequéncia de Cauchy. Um espaco métrico tal que todas as sequéncias de Cauchy

convergem ¢é dito completo.

Definicao 1.1. Um espago de Banach é um espago vetorial normado que é completo com

respeito a norma.

Na mecénica quintica normalmente é utilizado o espaco de Hilbert, que é definido da seguinte

maneira:

Definigao 1.2. Um espago de Hilbert H é um espaco de Banach sobre C tal que a sua norma

é induzida pelo produto interno.



Fisicamente, o vetor 1) € H representa um estado em que um sistema fisico pode se encontrar.
Em mecanica quantica, esse vetor representa um estado quantico, ou seja, um estado de um

sistema quantico.

1.2 Aplicagoes lineares

Sejam H1, Ho espagos de Hilbert. Dizemos que L : Hy — Ho é uma aplicagao linear se para

todo A € C e para todo &, € ‘Hy tem-se que

L(XS) = AL(§) e L(§ +n) = L(§) + L(n).

A partir de agora vamos omitir os parénteses, ou seja, vamos denotar L(§) por LE.
Uma aplicacao limitada é uma aplicacao L tal que existe uma constante M > 0 tal que
I|ILE|| < M ||| para todos vetores &.

Proposigao 1.1. Seja L : V — W uma aplicacao linear entre dois espagos vetoriais normados.

Entao sao equivalentes:

1. L é continua com respeito a norma topologica (||| = /{1, ¥));

2. L é limitada.

Definigao 1.3. Sejam Hi,Hs espagos de Hilbert. Denotamos por B(Hi,Hz2) para o conjunto
das aplicagoes lineares limitadas L : H; — Ha. Além disso, denotamos B(H) = B(H,H) tal que

os elementos de B(#H) sdo denominados operadores.

Se A : Hi — Hs é uma aplicagao linear limitada, entdo a adjunto A* de A é a tinica aplicagao

linear A* : Ho — H; tal que

(1, A1)y, = (Ath, )y, ,  para todos ¢ € Hi,n € Ha.

Nao vamos provar a existéncia e a unicidade da aplicagdo A*. Algumas propriedades elementares

da adjunta sao:
1. (A*)* = A para qualquer aplicacao linear limitada A;
2. (MA+ B)* = MA* + B*, com \ € C;
3. (AB)* = B*A*.

Um operador A é dito auto-adjunto se A = A* e normal se AA* = A*A. Além disso, é
dito uma isometria se A*A = I, onde I é o operador identidade. O nome “isometria”’ vem do

seguinte fato:

A9 = (A, Ap) = (, A AY) = (4, ) = |||
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Observe que uma isometria é sempre injetiva. Uma projegao P é um operador tal que
P? = P* = P. As projecdes projetam sobre subespacos fechados do espaco de Hilbert H em que
elas estdo definidas. Se A é uma isometria, entdo é facil verificar que AA* é uma projecdo. Um

isomorfismo entre espacos de Hilbert U : H; — Ha é uma isometria cuja inversa U ! existe.

Teorema 1.1. Seja U : ‘H1 — Ho uma aplicagao linear limitada entre dois espagos de Hilbert.

Entao sao equivalentes:
1. U é um isomorfismo de espacos de Hilbert;
2. U é sobrejetivo e (U, Un) = (£, n) para todo n,& € Hy;
3. U'U = Iy, e UU* = Iyy,.

Uma aplicagao linear limitada é dita unitaria se é uma isomorfismo de um espaco de Hilbert
em si mesmo.

Em mecéanica quantica os operadores auto-adjunto representam as grandezas fisicas ( como
a energia, momento linear, posigao, etc.) que podem ser medidas em um sistema. Para o caso
particular da energia, o operador auto-adjunto associado é denominado Hamiltoniano. As
aplicagoes unitarias também tem papel importante, ao descrever a dinamica entre dois instantes

de tempo, assim como operagoes de simetria.

1.3 Produto tensorial

Vamos descrever uma forma de construir o produto tensorial. Primeiro tome o espago vetorial
V' consistindo de combinagoes lineares finitas de elementos da forma & ® n para algum & € H;
e 7 € Ha. Portanto, um elemento de V' ¢é da forma Y ;" ; ;& ® ;. Entdo impomos algumas

relagoes, ou seja, identificamos elementos que satisfazem:

AE®n) = (M) ®@n=E® (M)
G+&)en=an+&Len (1.1)
E@(m+n)=6@m +ERn.

Se “quocientizarmos” o espago V' por essas relagdes, nds obtemos um espago vetorial H. A imagem
de £ ® 1 nesse espaco quociente também serd denotada por £ ® . O espaco vetorial H pode ser

construido como um espago pre-Hilbert, basta definirmos

(E1@m,8 @n2) g = (§1,m1) 5, (€2:M2) %,

e estendermos por linearidade. Isso induz uma norma em H, mas em geral H nao é um espago de
Hilbert, pois H nao necessariamente é completo sob essa norma. Contudo, podemos completar

H para obter um espaco de Hilbert # = H; ® Ha (ver Segao 2.1.3 de [1] ).

11



Suponha que L; : H; — K; s@o aplicagoes lineares limitadas. Podemos definir uma aplicagao
Li® Ly :H— K1 ® Ky por
(L1 ® L2)(§ @ n) = L1§ ® Lon.

Isso estd bem definido, pois L; é linear, e assim essa definicao é compativel com as relacoes em
(1.1). Como L; e Lo sao limitadas, entdo L; ® Lo é limitada no subespago H. Para definir
L1 ® Ly em todo Hq ® Ho nods utilizamos o fato de H ser denso no produto tensorial junto com

a Proposicao (1.1). Como H é denso em H := H; ® Ha, entao definimos
(Ll X Lg)f = lim (L1 X Lz)fn
n—oo

Como L1® Ls é limitado, entao a imagem de uma sequéncia de Cauchy é também é uma sequéncia
de Cauchy. Segue que (L1 ® L2)&, converge no espago de Hilbert K1 ® Ka. Isso define L1 ® Lo
em todo H.

Nao é dificil verificar que a adjunta do produto tensorial de aplicagoes lineares é dada por
(L1 ® Lo)* = L} ® L3.

O produto tensorial de dois espagos de Hilbert possui uma interpretagao fisica: se dois
sistemas quanticos sao descritos por seus respectivos espacos de Hilbert, entao o produto tensorial
descreve o sistema composto por este par de sistemas. Isto é, sejam Hi,Hs espacos de Hilbert
tais que o sistema quéntico 1 é representado pelo H; e o sistema quéntico 2 é representado pelo
Ho. A combinacao desses dois sistemas é um novo sistema que é denotado por H; ® Ho. Em
particular, sejam ¥ € Hi, ¥ € Ho estados do sistema 1 e do sistema 2, respectivamente. Entao
11 ® Yo representa um possivel estado do sistema composto.

Além disso, se A : Hy — Hp é um operador autoadjunto que descreve uma grandeza
mensuravel no sistema 1 entdo, quando o sistema 1 é considerado conjuntamente com o sistema
2, o operador associado & mesma grandeza serd A ® Iy, onde I3, é o operador identidade em
Ho.

1.4 C*-algebra

Uma algebra A é um espago vetorial que possui uma operagao de multiplicagdo. Essa

multiplicacao deve satisfazer
AB+C)=AB+ AC ¢ (B+ C)A= BA+ CA, para todo A,B,C € A.

Mais ainda, a multiplicacao por escalar no sentido comum também é definida, ou seja, dados

A1, A € C, ela satisfaz
)\1(B + C) =B+ XCe ()\1 + )\Q)A = MA+ XA, para todo A,B,C € A.

Uma *-algebra é uma algebra em que uma involugao * é definida, ou seja, existe uma

12



aplicagao * : A — A que satisfaz as seguintes propriedades:
1. (A*)* = A para todo A € A;
2. (AB)* = B*A* para A, B € A;
3. M+ B)*=)A*+ B* para A,B€ Ae A€ C.

Um exemplo familiar de *-algebra sdo as matrizes n X n onde a *-operagao ¢ dada pelo adjunto

da matriz.

Definicao 1.4. Uma algebra de Banach A é uma algebra que é completa com respeito uma
norma || - ||. Mais ainda, a norma deve satisfazer ||AB|| < ||A]|||B||. Uma *-algebra de Banach

¢ uma algebra de Banach que é uma *-algebra tal que ||A|| = |A*|| para todo A € A.

Uma unidade é um elemento I tal que TA = Al = A para todo A € A. Se A tem uma

unidade I, entao a unidade é tnica e ||I]] > 1.

Definigao 1.5. Uma C*-algebra A é uma *-algebra de Banach tal que a norma satisfaz a
propriedade C* : ||A*Al|| = || A||? para todo A € A.

Se uma C*-algebra possui uma unidade I, entao segue que ||I]| = 1.
No conteudo principal desse texto, vamos trabalhar com B(?). Nao iremos provar, mas

*

¢ importante saber que B(#H) ¢ uma C*-algebra onde a operagdo * é a adjunta de aplicagoes

lineares definidas no espaco de Hilbert .

1.5 Espectro, operadores positivos e estado fundamental

Definigao 1.6. Sejam A uma C*-algebra com unidade e A € A. Entdo o espectro de A é
definido por
o(A):={ e C:A— Al nao ¢ invertivel}.

Definimos o raio espectral por

r(A):= sup |A|.
Ao (A)

Proposicao 1.2. Sejam A um C*-algebra e A € A. Entao r(A) < ||A|| e 0(A) é compacto. Se

A = A*, ou seja, se A é auto-adjunto, entdo o(A) esta contido na reta real.

Considere agora A € B(H). Para cada i) € H temos

(¥, A" Ay) = (Ay, Ay) = | AY|* > 0.

Dizemos que A*A é um operador positivo. Generalizando para qualquer C*-algebra A:

dizemos que A € A é um operador positivo se existe B € A tal que A = B*B.

Teorema 1.2. Sejam A uma C*-algebra e A € A. Entao sdo equivalentes:

13



1. A é positivo, ou seja, existe B € A tal que A = B*B;
2. 0(A) C [0,00) e A ¢é auto-adjunto;
3. A= H? para algum H € A tal que H = H*.

Definigao 1.7. Dado um Hamiltoniano H € B(H) tal que o(A) é limitado inferiormente, entao

dizemos que um autovetor unitario do menor autovalor de H é um estado fundamental de H.

1.6 Medidas com valor de projecao

Seja p : R — C dado por p(z) = > ¢z’ e seja A € A onde A ¢ uma C*-algebra.
Entdo é natural definirmos um elemento da &lgebra p(A) por p(4) = >"1 | ¢;A’. Vamos discutir
brevemente que essa defini¢ao pode ser estendida para qualquer funcao f : R — C desde que A
seja um operador normal.

Suponha que A € M,,(C). Entao o espectro o(A) é o conjunto de autovalores de A. Suponha
também que A esta atuando em um espaco de Hilbert de dimensao finita e que A é auto-adjunto.

Entao temos pela algebra linear que A é diagonalizavel.

Definigao 1.8. Seja A como no paragrafo anterior e seja f : R — C uma func¢do qualquer.

Entao definimos f(A) = >\ o (A) f(A)Py, onde P é a proje¢ao no autoespago com autovalor A.

Essa definicao nao pode ser generalizada de maneira direta para qualquer elemento de uma
algebra-C*. Para tanto, vamos primeiro entender a definigao de f(A), sendo A matriz auto-
adjunta, de uma outra forma. Podemos considerar o espectro 0(A) como um espago mensuravel,
onde cada subconjunto é mensuravel. Em outras palavras, nos induzimos em o(A) uma medida

discreta. Para cada A C 0(A) nos associamos o operador

p(A) :=>" Py,
AEA
onde Py é novamente a proje¢ao no autoespaco do autovalor A. Observe que u(o(A)) = I e que
(A1 U A2) = pu(Ar) + p(A2) se Ay N Az = . Além disso, cada p(A) pode ser visto facilmente
como uma proje¢ao. Assim, podemos interpretar g como uma medida em o(A) que possui valor
de projecao. Esse é um exemplo de medida com valor de projecao.

O calculo funcional nos da ferramentas para definir projecoes espectrais. Essas projegoes
sao generalizagoes das projegdes P, definidas anteriormente. Para defini-las, tome um
subconjunto de Borel A C o(A4). Entao a fungao indicadora ya é Borel mensuravel. Seja
um autovetor de A. Entdo Ay = M. Assim, definimos ya(A)Y = xa(A)y. Observemos
que podemos denotar Py := ya(A). Portanto, definimos uma medida com valor de projecao
u(A) = Pp para cada subconjunto Borel mensuravel A do espectro o(A).

As definigbes acima podem ser estendidas para operadores limitados e auto-adjuntos de

espagos de Hilbert.
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Teorema 1.3 (Teorema espectral). Seja A € B(#H) um operador auto-adjunto atuando
em algum espago de Hilbert H. Entao existe uma medida com valor de projecao u tal que
p(A) = xa(A) tal que A = [Adu(X). Mais ainda, para qualquer fun¢do Borel mensuravel
limitada f do espectro, existe um tnico operador fU(A) FN)du(N) tal que

(@, / SOV = p(f) = / FN) (),
o(A) o(A)

para todo ¢ € H.

Portanto, o Teorema espectral nos garante que qualquer operador auto-adjunto pode ser
escrito em termos de uma medida com valor de projecao. Além disso, ele nos garante a existéncia
de uma medida de probabilidade p,,. Na mecanica quantica, dado A C o(A) um subconjunto
Borel mensurével, a medida p,; serve para calcularmos a probabilidade da grandeza (associada ao
operador A) estar no conjunto A, quando o sistema esté no estado ¢. O valor dessa probabilidade

é dado por

o) = (0, / XA dE)E) = (1, w(AW) = (b, Pats) = (1, xa (A)).

a(A)
1.7 Funcionais lineares e estados

Definigao 1.9. Um funcional linear em uma *-algebra de Banach A é uma aplica¢ao linear
w: A— C. O funcional é dito positivo se w(A*A) > 0 para todo A € A, isto é, se o funcional

possui valor positivo para operadores positivos.

Um funcional linear w é continuo se, e somente se, w é limitado. Podemos definir a norma
de um funcional linear por

lw]l ;= sup  Jw(A)].
AcA | A]=1

O conjunto dos funcionais lineares em uma *-algebra de Banach A vai ser identificado por

B(A,C).

Teorema 1.4. Seja w um funcional linear em uma C*-algebra A com unidade. Entao sdo

equivalentes:
1. w é uma aplicagao linear positiva;
2. w é continuo e ||w|| = |w(I)].
Se um dos itens anteriores é satisfeito, entdo temos as seguintes propriedades:
L |w(A)P < w(A*A)||wll;
2. |w(A*BA)| < w(B*B)||B]|.

para todo A, B € A.
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1.7.1 Estados de uma C*-algebra

Seja A uma C*-algebra. Um estado em A é um funcional linear positivo w : A — C de
norma um (se 4 possui unidade, entao ||w(I)|| = 1). Vamos denotar o conjunto dos estados por
S(A). Se A= B(H) e ¢ € H tal que [[1|| = 1, entdo a aplicagdo A — (¢, A) & um estado. Se
A é um observével da mecéanica quantica, entao dizemos que (1, AY) é o valor esperado de A.

Observe que S(.A) é um espago métrico onde a métrica é induzida pela norma dos funcionais

lineares.

Definigao 1.10. Seja ¢, uma sequéncia de estados em alguma C*-dlgebra A. Dizemos que ¢,
converge em norma para um estado ¢ € S(A) se ||¢n — ¢|| — 0, onde a norma é a norma que
definimos para funcionais lineares. Dizemos que ¢, converge para ¢ na topologia fraca-* se

para cada A € A tivermos que |¢n(A4) — ¢p(A)| — 0.

Proposicao 1.3. Seja ¢ € S(A) e ¢, uma sequéncia em S(A). Entdo ¢, — ¢ na norma

topologica implica que ¢, — ¢ no topologia fraca-*.

Proposicao 1.4. Seja A = M;(C) para algum d € N — {0}. Uma matriz densidade p é uma
matriz tal que p* = p, p é positivo (ou seja, todos os autovalores sdo maiores ou igual a zero)
e o trago de p é igual a 1 (Tr(p) = 1). Os estados w em A sdao um a um correspondentes com

matrizes densidades p tal que w(A) = Tr(pA) para todo A.

Definigao 1.11. Dado A um conjunto finito, definimos Hp = ®zecaHz, sendo H, espaco de
Hilbert de dimens&o finita para todo = € A.

Definigao 1.12. Sejam Z C Ae O € B(H,) tal que O = A® B, com A € B(Hz), B € B(Hx\z)
e A finito. Definimos o trago parcial de O sobre A\ Z por

Tra\z(0) = Tr(B)A.

Definigao 1.13. Sejam O € B(Hp) e Z C A tal que A é finito. Definimos o trago parcial de
O por
M7(0) = ——~Try, 4(0)
C Tr(Inz) Mz

1.7.2 Automorfismo e Dinamica

Um morfismo a : A — B entre duas C*-algebras ¢ uma aplicagao linear tal que a(AB) =
a(A)a(B) e a(A*) = a(A)* para todo A, B € A.

Definigao 1.14. Um automorfismo o de uma C*-algebra A é um morfismo o : A — A que é

invertivel tal que a~! também é um morfismo.

Definigao 1.15. Um semigrupo fortemente continuo em um espago de Banach H é uma

aplicagao T : RT — B(H) que satisfaz
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2. T(t+s)=T({)T(s), Vt,s > 0;
3. lim;_yg HT(t)xo — :CQH — 0, Vg € H.

Agora, tomemos t — U(t) um semigrupo fortemente continuo de unitarias tal que 9 (t) =

U(t)yo seja solugao do seguinte PVI:

d
i 0(t) = Hup(t), (0) = o,

onde H; é uma familia suave de operadores auto-adjuntos e |1 = 1.
Dado um observavel A € B(H), podemos construir um grupo de automorfismos ¢ — 7,(A) =
U*(t)AU(t), onde 7¢ é denominado dinamica. Calculando o valor esperado do observavel A no

estado 1 (t), entao temos

(A)e = (¥(1), Ap(t)) = (U(t) o, AU (t)vo) = (Yo, U™ (1) AU (t)v0) = (Yo, Te(A)¢o)-
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Capitulo 2

Teorema adiabatico e Mecanica

quantica

2.1 Sistemas quanticos de spins

Estritamente falando, para a fisica, o spin é um momento angular intrinseco de particulas
como elétrons, protons e néutrons. Jé na literatura de fisica-matematica, por sistema quantico
de spins normalmente se entende qualquer sistema quantico composto por muitos subsistemas,
cada um deles descrito por um espago de Hilbert de dimensao finita.

Em [2], podemos encontrar um experimento envolvendo uma cadeia de 22 fons. O experimento
é elaborado de forma a garantir que um fon pode ocupar apenas dois do seus (infinitos) niveis de
energia. Assim, restrito a esses dois niveis, cada fon pode ser descrito por um espago de Hilbert
de dimenséo dois. Portanto, essa cadeia é um exemplo de sistema quantico de spins. Além disso,
a ocupagao dos dois niveis de energia pode ser aplicada pela matriz de Pauli o, (ver Capitulo 3).
O autovalor 1 da matriz corresponde ao nivel "excitado" (o maior dos niveis de energia), enquanto
o autovalor —1 corresponde ao menor deles.

Nesse experimento os pesquisadores mediram o valor esperado de um observavel C' ao longo
do tempo t. Devido a forma como foi construido, o observavel C' depende das matrizes de Pauli

o7, Vie{l,...,22} e ele d4 uma estimativa da localizacao espacial das excitacoes na cadeia.

1.0

22 spins all up

End of spin evolution

6 12 18 24 30 36
Jmax t

Na figura acima, podemos observar que existem trés faixas azuis. Na primeira faixa, temos 22
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pontos coloridos representando a cadeia de fons. A disposicao desses pontos na faixa representa
a disposigao real dos fons. Além disso, a cor do ¢ - ésimo ponto representa o valor esperado (o7).
z

Ou seja, quando o valor de (o7

7) estd mais proximo de 1, entdo a cor do ¢ - ésimo ponto esta

mais proxima do vermelho; e quando o valor de (o7) estd mais proximo de —1, entéo a cor do 4
- ésimo ponto esti mais préxima do azul.

Na segunda faixa, temos que o primeiro ponto estd totalmente vermelho e os demais estao
totalmente azuis. Isso significa que (0f) =1 e (07) = —1, Vi € {2,...,22}.

Na terceira faixa, podemos observar que nenhum ponto esta totalmente azul e nem totalmente
vermelho. Além disso, os pontos da esquerda estao mais vermelhos do que os pontos da direita.

Além das faixas azuis, a figura acima possui também um gréfico azul. Esse gréafico representa
o valor esperado (C'); ao longo do tempo ¢t. No tempo ¢t = 0, o sistema esta no estado dado pela
segunda faixa. No final da evolugao, ou seja, quando Jyart = 36 (Jymae € um dos parametros do
Hamiltoniano que descreve esta cadeia), entao o sistema esta no estado dado pela terceira faixa.

Analisando o grafico, podemos concluir que o valor de (C) aumenta ao longo da evolugao.

2.2 Teoremas adiabaticos

Um teorema adiabatico se aplica a EDO’s que contém um pardmetro dependente do tempo
e cuja a variacao é suficientemente lenta. Assumindo que para cada valor fixado do parametro a
dindmica correspondente possui um unico ponto fixo e, além disso, assumindo outras hipoteses
adequadas, a solugao da equagao, ao longo do tempo, fica préximo de um ponto fixo instantaneo.
O foco desta dissertacao, no entanto, sao os teoremas adiabaticos no contexto da mecénica
quantica, primeiramente formulados por Born, Fock e Kato [4], [5], [6]. Vamos expor nesta se¢ao
uma formulac¢do no mesmo espirito dos trabalhos originais, que pode ser encontrada em |[3].

Seja

i%SO(t) = Hyp(t)

a equacao de Schrodinger, onde t é uma variavel real, H; ¢ um Hamiltoniano (operador linear
auto-adjunto) para todo ¢ e p(t) € H tal que H é um espago de Hilbert cuja a dimensao é finita.

Vamos assumir uma condicao inicial

©(0) = o

tal que ||| = 1.
Suponhamos que t € [0,7]. Tomando um pardmetro ¢ > 0 vamos reescalar o tempo de
maneira que s = et, onde s € [0,1]. Logo, podemos reescrever a equacao de Schrodinger da

seguinte maneira

e (s) = Hapls). (2.1)

Seja {bi(s)}1<k<ny uma base ortonormal de autovetores de Hg e Ej(s) o autovalor de Hg

correspondente ao autovetor bi(s). Além disso, defina
D, ={j e N: Ej(s) = En(s)},
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tal que 1 <n < N.

Tem-se entao [3]:

Teorema 2.1. Sejam o Hamiltoniano H, os autovetores bi(s) e o autovalores Fi(s)
suficientemente suaves no intervalo s € [0,1]. Suponha que o nimero de estados degenerados
¢ constante ao longo do tempo, ou seja, suponha que o nimero de estados bj(s) com o mesmo
nivel de energia E,(s) ndo varia ao longo do tempo. Suponha que inf{min; |E;(s) — E,(s)|,s €

[0,1]} > 0. Se ¢(y)(s) é solugao da equagdo de Schrodinger tal que ¢(,)(0) = by, (0), entao temos

H(I_ Z P’,s)@(n)(s)u < Ce Vs € [07 1]7 (2'2)
J€Dn

onde Pj, é a projecao no autoespago gerado pelo autovalor E;(s).

Ou seja, o teorema garante que, se o estado inicial pertence a um autoespaco de Hy,
de autovalor FE,(0), para algum n, entdo a solucdo da equacdo de Schrodinger permanece.
aproximadamente, no autoespaco de H,, com energia FE,(s), desde que a variagdo do
Hamiltoniano seja suficientemente lenta (e seja pequeno) e separagao entre os autovalores seja
nao nula

Aproveitamos para observar, e usaremos isso na formulagdo do teorema adiabético para
sistemas estendidos, que podemos assumir, sem perda de generalidade, que E, (s) = 0 para todo

s. De fato, se ¢(s) é uma solugao da Equacao (2.1), entao

¢(S) _ 6% N En(s)du¢(8)

soluciona

e4-0(s) = ~if1.3(5) (23)

com Hy = Hy — E,(s). A Equacdo (2.3) reduz o problema da evolugio dos autovetores de Ejy,(s),
para o problema da evolucao dos vetores do ntcleo de H,.
2.2.1 Exemplo

Esse exemplo pode ser encontrado com mais detalhes em |[3].

Tomemos a equacgao de Schrodinger

)
i (t) = Hu(t) (2.4)

com a seguinte condigao inicial 1(0) = 1)y, onde 1 (t) pertence a um espago de Hilbert de dimensao

dois. Nesse caso, estamos tomando H; = S(t)Hp(t)S~!(t), onde

[ Eit) 0 _ cos(@) isen(@)
HD(t)_< 0 Eg(t)>’ S(t)_<isen(a(2t)) cos(28) )
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onde FEi(t), Ea(t), a(t) sdo fungdes suaves. Para simplificar a notagao, vamos denotar H =
SH DS”.

Através de uma mudanca de base, podemos escrever H da seguinte maneira
H' =8 'HS—iS™'s,

onde S = %S . A explicagao dessa mudanga de base estd bem detalhada em [3]. Logo,

, Eq(t) “)
H'(t) = . .
g <“ Ex(t)

A partir de agora, podemos escrever a Equacao de Schrodinger (2.4) da seguinte maneira

W/(t) = HY/(),
¥(0) = ¥p.

A solugao dessa equacgao é dada por

—i fot Eq(s)ds
W) = ( e ) ,

X(t)e—i fot Es(s)ds

onde ¢(t), x(t) sdao fungoes desconhecidas. Utilizando a expressdao acima na Equagao de

Schrédinger, temos

id(t) = d;t)x(t)eiftf Ea(s)=Er(s)ds, (2.5)
(0 = S gpyem i BB (26)

Para & # 0, temos
2i ! -
X = éexp <z/0 Es(s) — El(s)ds> ) (2.7)

como consequéncia da Equacao (2.5). Se derivarmos a Equac@o (2.7) e substituirmos a sua

derivada na Equagao (2.6), entao obtemos

. . 2
. B a . a
¢+ <Z(E2—E1)—d> ¢+ (2) =0 (2.8)
Vamos definir
E = E%O) + €t, E%O) = const.;
Ey, = Eéo) + €t, Eéo) = const.;
a = 2et.
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Logo, a Equacgao (2.8) assume a seguinte forma
¢ +iAE¢ + 26 =0, (2.9)

onde AF = Eéo) —E;O) é a diferenga dos niveis de energia. A solugao geral dessa equacao depende

de duas constantes Cy, Cy
(z) — efitAE(Cleiwet + Cgeiiwét),

onde
we = V(AE)? + €2

A componente x é dada pela Equagao (2.7). Suponhamos que a energia inicial do sistema é

FE1, ou seja,

As solugoes dos problemas de Cauchy (2.5), (2.6) s@o

¢ = e HAE [cos(wet) + iAE

Et 9
o sen(w )}

x = etAF [—Zesen(wet)].
We

Fazendo a mudanca de variavel v = €t, entao temos que as componentes do vetor 1)’ sao

(2 Oy Apw AE
Pi(v) = e z(2€+E1 c AEG) [COS <w€v>+z som <w6v>]7

€ We €

(2 (0) v v )
Yy(v) = eﬂ(erE2 EfAE?) [—Zesen (wev)].

We €

Seja P, o projetor no autoespago de Fj(v). Dai, P,(¢'(v)) = (¢(v),0). Logo,

lin || P4/ (0) — ' (0)]] = lim [64(v)] = lim < = 0.

Portanto, o teorema adiabético é valido.

2.3 Sistemas estendidos

Um parametro chave para qualquer sistema dindmico é o nimero N de subsistemas que
o sistema possui, pois um ponto importante é o entendimento da extensao espacial do sistema
fisico e da sua localidade. Para entender a ideia de subsistema, vamos considerar que o sistema
¢ representado pelo Z2. Na figura abaixo podemos observar que existem vértices e arestas. Os

vértices representam os subsistemas (esses subsistemas também sdo denominados spins ). As
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arestas representam as interacoes, ou seja, se dois vértices sao conectados por uma aresta, entao

eles interagem; caso contrario, entao eles nao interagem.

L L ® L o
! 2 ® L L
’ ’ $ 9

O teorema adiabatico sofre um problema quando o ntmero de subsistemas é grande, pois
a constante C' na Equagao (2.2) cresce com N. Essa divergéncia é inevitével, pois o teorema
adiabatico com C' N-independente esté errado (mais detalhes na Segao (4.3.1)).

Muitas aplicacoes fisicas envolvem sistemas macroscopicos, onde N ~ 10?3, A termodinamica
sempre assume que o sistema dindmico é macroscopico, ou seja, podemos tomar o “limite
termodindmico” N — oco. Na dindmica quéntica, muitas consideracoes envolvendo o teorema
adiabatico estao de acordo com as redes estendidas de spins. Logo, existe uma necessidade
pratica e fundamental para encontrar uma forma do teorema adiabético que é aplicavel para

sistemas grandes.

2.4 Teoria da resposta linear

Desenvolvida inicialmente por Kubo em [7], a teoria mais geral formulada lida com a resposta
de um sistema fisico depois de sofrer uma perturbagdao controlada. Em um contexto tipico,
uma perturbagao controlada (por exemplo, uma forga eletromotriz) é ligada adiabaticamente do
passado infinito para atingir uma intensidade o > 0 no tempo t = 0, onde se calcula a resposta
induzida (nesse caso, o valor de uma corrente elétrica) para a primeira ordem em «a. Isso cria
uma relagdo entre a resposta e a perturbacdo, com uma constante de proporcionalidade dada
pela formula de Kubo. No exemplo considerado, a teoria da resposta linear estabelece entao uma
relacdo de proporcionalidade entre a forca eletromotriz e a corrente induzida por ela, ou seja, ela
resgata a Lei de Ohm, sendo a constante de proporcionalidade a condutividade do material.

A teoria é bem estabelecida para sistemas pequenos considerando que, para sistemas
macroscopicos, uma prova de sua validade é considerada de interesse fundamental, ver [§8]. Uma
questao crucial é a ordem dos limites. No caso de sistemas estendidos, primeiro devemos tomar
o limite macroscopico N — oo, depois o limite adiabatico ¢ — 0, e por ultimo o limite da
resposta linear & — 0. Os autores do artigo [14] provam que esses limites existem nessa ordem,
e explicitam uma férmula para o coeficiente da resposta linear (igual a féormula de Kubo, mas

rigorosamente bem definida).
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Capitulo 3
Definicoes e Configuracoes do Sistema

Neste capitulo vamos formular todas as definicoes e notagdo que serao necesséarias para

formular o teorema adiabéatico para sistemas de spin e a teoria da resposta linear.

3.1 O sistema quantico

Primeiramente, vamos definir a classe de modelos que sera abordada nesta dissertacao. Seja
I' um grafo contavel onde denotamos a métrica do grafo por dist(-,-). Assumimos que I' é

d-dimensional, ou seja, existe k > 0 tal que

sup [{z € I : dist(z,y) < r}| < wr?, (3.1)
yel
para todo r > 0, onde |X| denota a cardinalidade (ou o volume) de X C I'. Para cada vértice
xz € I', nés associamos um espaco de Hilbert H,, onde sup{dim(H;) : € I'} < co. Denotamos
o conjunto dos subconjuntos finitos de pontos do grafo I" por F(I'). Além disso, definimos o
diametro de A por diam(A) = max, ycp{dist(z,y)}. Definimos o espaco de Hilbert e a algebra
de observaveis, ambos dependendo de A, por H" := @,caH, e AN := L(HD), respectivamente.
Para cada A’ C A, AV 6 isomorfo a uma sub-algebra de A%, dada por AY @1 A/ Para
qualquer operador O € A", denotamos por supp(O) o menor X C A tal que O € AX ® 1p/x (ou
seja, se O = 0¥ ® 15/x para algum 0% € AX). Dado que ha uma identificacio natural entre A%
e AN @1, /x escreveremos simplesmente O € AX. Cada A® possui um trago Try : AN — C.

Sendo I' infinito, pode-se definir a denominada algebra quase local por

A:WH-II’

AEF(T)

onde F(I') é o conjunto dos subconjuntos finitos de I". A barra significa que é tomado o
completamento com respeito a norma para obter se uma algebra-C*.

Na mecéanica quantica a rede I' representa um sistema quantico onde cada x € T" representa

(tipicamente) a localizagao espacial de um subsistema desse sistema quantico. Os espagos de

Hilbert H, descrevem (também tipicamente) algum grau interno de liberdade de cada um desses

24



subsistemas. Os elementos autoadjuntos de uma algebra AX descrevem a todas as grandezas
fisicas que podem ser medidas no subconjunto de subsistemas X. Como exemplo, podemos olhar
I' como uma estrutura cristalina onde cada = € I' representa um atomo dessa estrutura. Nesse
caso, o espago H, pode descrever, por exemplo, niveis eletronicos de cada atomo. Um exemplo
ainda mais concreto é o do experimento discutido na Sec@o (2.1). A posicao fixa de cada fon
seria dada pelos pontos de I', enquanto os espacos de Hilbert descrevem dois dos seus niveis de
energia.

Uma interagao ®; ¢ uma aplicacao que associa qualquer X € F(I') e qualquer ¢ € R a um
operador auto-adjunto ®;(X) € AX. Dado A € F(T), definimos, através das interagdes, um
Hamiltoniano H{* € A* dado por

HP =) ®y(X).
XCA
Como foi discutido no Capitulo (2), vamos considerar a interacdo em termos da reescala
temporal s = et, s € [0,1], ou seja, escrevemos ®4. Logo, o Hamiltaniano associado a essa
interagao ¢ dado por H2 := > xca ®s(X). A variagdo do estado quantico do sistema fisico é

descrita pela equacao de Schrodinger

z'ed%qpe(s) — HM(s), (3.2)

onde 9)(s) € H, sendo H um espago de Hilbert.

Pela Segao (1.7.2) sabemos que, dada uma condigao inicial para a equagao de Schrodinger,
entao podemos construir uma dinamica TtA. Para t fixado e A finito, temos que TtA c AN AN
¢ uma automorfismo.

Para o sistema como um todo, e sob algumas hipoteses sobre a interagao, é possivel definir,
para t fixado, um limite

lim TtA =T,
AT

de maneira que 73 : A — A seja uma dindmica na algebra quase-local A (ver [9]).
As defini¢oes acima caracterizam o que se entende por um sistema quantico de spins (ver
Secao 6.2 de [9]).

3.2 Decaimento espacial em I'

Dado um grafo contavel I, seja
F(r) = (1+47r)" @,

onde r > 0 e d é a dimensao de I' (ver Equagao (3.1)). Usaremos a letra F' para denotar essa

fungao até o restante do texto. Essa fungao possui propriedades importantes [11] como:
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i) a existéncia de uma constante C'rp < 0o tal que

> F(d(x,2))F(d(z,y)) < CpF(d(z,y)),
zel

Ve,ye ;e

i)

IF ||y :=sup > F(d(z,2)) < oc. (3.3)
zel 2l

Para qualquer fungao limitada, nao crescente, positiva ¢ : [0,00) — (0,00) e que é superaditiva
logaritmicamente, ou seja, ((r + s) > ((r)((s), nés denotamos F¢(r) := ((r)F(r). Vale que F
possui as duas propriedades anteriores com CFC < Cp.

Essas fungoes serao usadas para impor o qual rapido as interagoes (®;(X)) decaem com a

distancia entre subsistemas (d(z,y), com z,y € X).

3.3 Interagoes

Uma familia de interagoes {®(Z) : Z € F(I'),t € R} define uma familia de Hamiltonianos
{H} : A € F(T),t € R} e, consequentemente, uma familia de dinamicas.

Para as provas que virdo, iremos trabalhar com familias de interagbes A-dependentes
{®) : A € F(),t € R} tal que ®MX) = 0, V£, a menos que X C A. Denotamos
{®) : A€ F(T),t € R} = ® e chamamos ® de interagdo.

Para n € Z e (, definimos uma norma para as interagoes ®:

122 (2)||

|®|¢n := sup sup sup | Z]" .
¢ AEF() z,yel ZB%::y} ek Feld(z,y))

O conjunto B¢, destas interagoes é entao um espaco de Banach segundo essa norma. Observe
que B¢, C B¢, quando n > m.

Vamos trabalhar com duas classes de fungoes (. A primeira classe é a classe das exponenciais
¢(r) = exp(—pr), onde > 0. A segunda classe ¢ a classe das fungoes que decrescem mais rapido

do que qualquer poténcia inversa,
S:={¢:[0,00) — (0,00) : ¢ limitado, nao crescente, super aditivo logaritimicamente e

sup{r"((r) : r € [0,00)} < 00,Vn € N}

Na sequéncia, a taxa de decaimento da exponencial, ou de uma funcao em S, seré irrelevante;
mas serd necessario, muitas vezes, tomar n suficientemente grande. Definimos novas classes de
interacoes por

Ba,n = Uu>OBexp(7u-),n7 BS,n = UCESBC,na
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Bs,oo = mneNBana BS,oo = ﬁnENBS,n,

onde podemos observar que B, C Bs,

3.4 Hamiltonianos Locais

Dado A € F(T') e t € R, construimos, através das interagoes, um Hamiltoniano dependente

deAet

m= Y eM2)=Y eM2) (3.4)
ZeF () ZCA

Dizemos que uma familia de operadores H = {H : A € F(T'),t € R} é um Hamiltoniano
local se existe um interagao @ tal que seja satisfeita a Equagao (3.4). Dizemos que @ é uma
interagao associada ao H, mas nao ¢ a tunica, pois a decomposigao (Equagao (3.4)) nao é
tnica. Denotamos L. 5, £5 1, Le 0o, £5,00, 05 conjuntos de Hamiltonianos locais H que possuem

uma interacao @y em Be p, Bs n, Beoos Bs,0os Tespectivamente.
Dizemos que H € CF se a j-ésima derivada HU) de um Hamiltoniano existe para todo
1 < 5 < k. Observemos que mesmo se H pertencer a alguma classe £, a derivada de H nao
necessariamente pertence a £. No nosso contexto, a Suposi¢ao (4.2) nos garante que, para o

Hamiltoniano que iremos trabalhar, vale HU) ¢ Le oo, para todo 1 < j < d+ k.

3.5 Exemplo

Um exemplo de sistema de spin é o modelo de Ising transverso unidimensional [10]. A rede T’
pode ser tomada como o conjunto dos ntimeros inteiros, Z. Para cada ¢ € I' associamos o espaco

C? (a ideia é que cada sistema ¢ um spin—%). Em C? definimos os operadores o e o7 pelas suas

0 1 1 0
of = , o; = .
1 0 0 -1

As interagbes (independentes do tempo) sdo definidas por: ®MX) = go? ® Ip /iy (que

matrizes na base canonica:

escreveremos, por simplicidade, como go?), quando X = {i} C A, PMX) = —0f ® oy, ®
Iz g,i+13 (que escreveremos, por simplicidade, como —ofof, ), quando X = {i,i +1} C A e
®MX) = 0 para todos os demais X.

Para A = {—N,..., N}, onde N € N (esses seriam os subconjuntos de maior interesse fisico,

aonde ha uma “cadeia” contigua de sistemas), o Hamiltoniano é entao dado por
N-1

Hy=— ) (ofofis +g07) — 9ok
i=—N
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Neste modelo, g representa um campo magnético que ¢ aplicado no sistema. O termo oo, |

¢ denominado interagao de troca. Além disso, o termo go; representa a energia de interacao do

1—ésimo sistema com o campo magnético.

3.6 Comutadores

Sejam H,G € Ls, Hamiltonianos locais tais que ®y e ®g, respectivamente, sao as suas

interagoes associadas. Definimos o comutador de H e G como um Hamiltoniano local J tal que

JA=[H" G, AeF(D).

Observemos que J € Ls ,—1. De fato, uma familia de interacoes @f} para J é dada por

}(2) = > (@ (X), BE(Y)). (3.5)
XUY =7 X0y 0

Pelo Lema (5.1) (ii), temos que ||®;||sn—1 < 00.

3.7 DinAmica e Cotas de Lieb-Robinson

Um Hamiltoniano local gera uma dindmica TtAtO em A", isto é, uma familia de automorfismos
b

AN i A tal que
cd a

i, (0) = [H 73, (0)), 7iy4,(0) = O.

Essa dindmica satisfaz uma cota de Lieb-Robinson [11], [12] se @5 € B¢, para algum n € NU{0}

e ¢ €S. Ou seja, existe uma constante C¢ tal que

2||BJ||| D] ol 3
H[Tt[,\to(B)vD]H < o 62Cg||‘19||<,0|t to| Fg(d(m,y)) (36)
¢ reX,yey

para todo B € AX, D € AY, com X,Y C A. Se d(X,Y) > 0, entdo

> Feld(ey) < |Flmin{]X],[Y[}(d(X, Y)).
zeX,yeY

Em particular, no caso ((r) = e ", defini-se a velocidade de Lieb-Robinson

2C,||®
oo 2CclI®llco

; (3.7)
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3.8 Aplicagao Z;

Agora, vamos apresentar uma ferramenta que serd importante para a demonstracao do
teorema principal (Teorema (4.1)).

Seja Hé\ € L. tal que a Suposi¢do (4.1) é satisfeita. Primeiramente, tomemos 7, A g
dinamica gerada por esse Hamiltoniano local tal que Tts’A(A) = ¢H Ae=tHS com s fixo. Seja
W, € LY(R) uma fungdo limitada tal que sup{|t|"|W,(¢)| : [t| > 1} < oo, Vn € N, e tal que sua

transformada de Fourier satisfaz

P

Wwo:\/;ﬂ, se ¢ > .

Um exemplo dessa fungao pode ser encontrado em [13].

Com isso, definimos a aplicagao Ié\ : AN — AM por
IMA) = / W, ()72 (A)dt. (3.8)
R

Agora, tomemos A = G?, a verséo finita de um Hamiltoniano local G € Lsn, com interagao

associada ®¢g. Definimos Z;, uma aplicagdo entre Hamiltonianos locais, por
Z,(G) = {ZMG") : A € F(I)}.

O Lema (5.3)(i) mostra que Zy(G) € L5 n—1-
Como uma aplicagdo dessa construgao, tomemos G = H, = %H , onde Hy; é o mesmo

. . o A ~
Hamiltoniano, no tempo fixo s, gerando a dinadmica 7;>". Entao

¢ o gerador do fluxo espectral (ver Corolario (5.1)).
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Capitulo 4

O Teorema adiabatico e a Teoria da

resposta linear

4.1 Suposicoes
Para provar o Teorema Adiabatico (4.1), é necessario fazer duas suposigoes.

Suposigao 4.1. Para qualquer s € [0, 1], seja X5 o espectro do Hamiltaniano HSA Existe uma

divisao X5 = X1 U X2 tal que [minZ;,maxE;] NY2=0e
~ = inf{dist (X}, $2) : s € [0,1]} > 0,

onde v independe de A.

A figura abaixo é uma representagao grafica da Suposicao (4.1).

ENERGIA

Sempre que a Suposi¢ao (4.1) acontecer, definimos Ps como a projecao espectral do
Hamiltoniano H associada ao X!, ou seja, P é a projecio no espaco que ¢ a soma direta
dos auto espagos associados aos autovalores que pertencem ao fragmento X!

A suposicao a seguir é estabelecida em termos da classe B: o. A classe B garante um

decaimento “rapido” de ||®s(X)|| na medida que diam(X) aumenta, Vs € [0,1]. Essa é uma
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hipétese natural em muitos contextos, dado que a interacao entre sistemas fisicos tende a decair

com a distancia entre eles.

Suposicao 4.2. Seja m € N tal que m > 1. Para qualquer X € F(I'), a funcao s — ®4(X) é
(d 4+ m) - vezes continuamente diferenciavel. As suas derivadas definem interagdes dependentes
do tempo {@gk) (X): X e F(I')} tal que oM e B:, oo para 0 < k < d+ m, onde o — o,

Para simplificar a ideia, o leitor pode manter em mente as interagoes de alcance finito:
existe R > 0 tal que ®4(X) = 0 a menos que diam(X) < R. Nesse caso, a afirmagao o) ¢ B: o,

na Suposicao (4.2), é equivalente a dizer que:

sup{[|®")(X)|| : X € F(I'),s € [0,1]} < co.

4.2 O Teorema Adiabatico

Vamos considerar 1),(s) uma solugao normalizada da Equacao (3.2), tal que a condigao inicial

(0) pertenca ao fragmento espectral ¥}, isto é
p Q g p 0 )

P0¢6<0) = ¢e(0)7 H¢e<O)H =1 (4'1)

O teorema adiabatico a seguir, enunciado e demonstrado em [14], é o principal teorema que

queremos apresentar nesta dissertagao.

Teorema 4.1. Assuma que a Suposigao (4.1) é valida.

(i) Se a Suposicao (4.2) é satisfeita para m = 1, e se @gk)(Xﬂs:o =0,VX € F(I') e
1 <k <d+1, entdo existe um vetor 1(s) € Im(P,) com |[9(s)|| = 1 e existe C; < oo, que é
independente de A e €, tal que

z%p”{we(s),owe(s» — (Pe(s), 0% (s))|} < Cilsupp(O)[*[|Olfe (4.2)

para qualquer O com supp(O) C A.

(ii) Se a Suposicao (4.2) é satisfeita para m > 1, e se q>§k>(X)|s:0 = q)gk)(X)|5:1 =0,
VX € F(T') e 1 < k < d+ m, entao

[(We(1), Ove(1)) = ($e(1), 0%e(1))] < Cn[supp(O) [ O]} €™ (4.3)

Para comparar esse resultado com a Equagao (2.2), é conveniente considerar o caso especial
em que X! = {0} para todo s. Entdo o Teorema (4.1), no caso m = 1, é a afirmagao dada pela
Equacao (2.2), exceto pelo fato da proximidade de 1¢(s) ao subespago espectral instantaneo Pk
ser expressa por uma topologia mais grossa. A presenca do gap (Suposi¢ao (4.1)) permite que

3! contenha mais de um ponto.
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Uma questao natural, que nao é explicitada pelo teorema, é entender quais sdo os vetores

Ye(s) € Im(Ps). Em geral nao é possivel dizer muito sobre isso, mas um caso especial surge se

for assumido que o fragmento espectral X! ¢ (quase) degenerado. Mais especificamente, sendo

0 = sup (maxE; — minE;) ,
s€[0,1]

os autores de [14] assumem a quase degenerecéncia na forma

€

§ < Cmin{é?,
S

(4.4)

Muitos modelos de sistemas de spin satisfazem a Equagao (4.4), como o modelo de Ising
Transverso [10]. Neste modelo (na verdade, para uma versao com condigoes periddicas de

contorno do exemplo que apresentamos na se¢ao (3.5)), temos que
§ < ClgN, para [g] <1,

onde N é o numero de spins do sistema, g é o campo magnético e C' é uma constante. Além

disso, é possivel mostrar que existe uma constante C tal que
v = Cilg — 1, para |g| > 1.

Nesse caso, X! possui dois pontos. Também é possivel mostrar que existe uma constante Co tal
que

v > Calg — 1], para |g| < 1.

Nesse caso, E; possui apenas um ponto.
A expansao que iremos apresentar mostra que se a Equagao (4.4) é satisfeita, entao 1;6(5)

(satisfazendo o Teorema (4.1) (i)) pode simplesmente ser escolhido como uma solugao da equagao

d

i-0s) = ~i[Py BJO(s), 9(0) = ¢, (4.5)

apesar de [P, P,] nao ser um Hamiltoniano local. E importante destacar que a solucio Q(s) esta

na imagem de Ps, ou seja, PsQ(s) = Q(s).

4.3 Exemplos

Agora, vamos apresentar alguns exemplos envolvendo o teorema principal.
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4.3.1 Spins sem interagao

Seja @, uma interacao tal que ®4(X) = 0 quando |X| > 1. Vamos denotar h, , = ®s({z}).

H} = has.

TEA

Assim nos temos

Entao ®zeatls,(s) € uma solugao da equacdo de Schrodinger para H) desde que, para cada z,

Pz.e(s) seja solucao da equacao de Schrédinger

d
iegw@e(s) = hz,swa:,e(s)'

Vamos assumir que hg s possui o autovalor 0 na parte inferior do seu espectro, e seja P, a
projecao associada a esse autovalor. Assumindo que a condigao inicial ®,1, (0) satisfaz a
Equagao (4.1), isto &, Py 0tg.c(0) = ¢2.(0) e |[15(0)|] = 1, denotando Ps = ®zep Py s, temos
que

11 = P,) @sen toc(@)IP = 1 - Moeal| Postinc(s)]% (4.6)

Assumindo que para cada sitio x o teorema adiabatico é satisfeito na forma da Equagao (2.2),

entao temos
lim [[(1 — Ps) ®zen Yue(s)|| = 0.
e—0

Por outro lado, deve-se esperar que sup, || Py s¥z.c(s)|| < 1 — ce, para algum ¢ > 0, isto é, o erro

nao desaparece por completo. Nesse caso, temos que
erAHPLSwa:,e(S)HQ <(@1- CE)QW‘
Logo, aumentando o volume |A[, temos

lim (1= Ps) ®zen thae(s)]| =1
[A]—o0
Isso nos mostra que o teorema adiabético nao funciona na forma da Equagao (2.2) quando a

constante C' depende do volume de A.

4.3.2 Perturbacgoes de sistemas com gap

Exemplos triviais e nao triviais para a aplicacao do teorema principal, surgem de perturbagoes
de sistemas simples de spins com gap.

A tnica suposicao do teorema principal que nao pode ser facilmente checada é a presenca
de um gap espectral separando o fragmento espectral X! do resto do espectro. A situagio mais
natural acontece quando o segmento estéd na parte inferior do espectro. Nesse caso, podemos
chamar o fragmento X! de espago do estado fundamental. Em muitos casos, a dimensdo do
espaco do estado fundamental permanece limitada e a largura da “faixa” do estado fundamental

diminui para zero quando o volume aumenta. Nao existe uma conjectura precisamente formulada
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que afirma que um Hamiltoniano local genérico possui um tnico estado fundamental separado
por um gap. Recentemente foi provado que o problema para definir se um Hamiltaniano possui
um gap (ou nao) é indecidivel [15]. Uma das ferramentas rigorosas para provar a existéncia de
gaps acima do espago do estado fundamental se encontra em [16].

Nas possiveis escolhas do Hamiltoniano Hgy que néo sofre perturbagdo, podemos incluir
exemplos nao interativos (ver Segao (4.3.1)) e outros exemplos que podem ser encontrados em

[17],[18], [19], [20], [21], [22]. O Hamiltoniano completo ¢ da forma
H, = Hy + oG, s€0,1,a € R, (4.7)

sendo G5 um Hamiltoniano satisfazendo a Suposi¢ao (4.2), e o pequeno. Assim, nesses casos,
todas as suposi¢oes do Teorema (4.1) podem ser verificadas.

Podemos encontrar exemplos interessantes na forma da Equagao (4.7) onde o fragmento
espectral X! nio estd na parte inferior do espectro. Em [17], onde Hj descreve spins

independentes, e em [19], onde Hp é o modelo denominado “codigo torico”.

4.4 A evolugao adiabatica do projetor F,

O Teorema (4.1) garante que a solugdo ¥(s) da Equagao (3.2), que inicialmente esta no
fragmento espectral E(l) (ou seja, 1(0) € E(l)), evolui no fragmento espectral X! a menos de
erros diabaticos € muito pequenos. O método usado para provar esse teorema pode ser adaptado
para trabalharmos com o projetor espectral associado ao fragmento completo. Essa versao serd
particularmente usada para discutir a relacdo do Teorema (4.1) com os resultados da evolugao
quase-adiabética que iremos apresentar daqui a pouco.

Tomemos a equagao de von Neumann para operadores de trago 1 nao-negativos

et pe(s) = [H, p(s)]. (4.8)

A solucao dessa equacao preserva a positividade, preserva o trago, e se a condigao inicial for uma
proje¢ao, entao a solugdo é uma projecao para todo s (ver [23]). Consideraremos Py a condigao

inicial e denotaremos a solugao da equagao por P.(s), ou seja,

é a solugao da equacgao

e P(s) = [H) P, PAO)= Ry (4.9)

O teorema adiabético sugere entdo que P.(s) permanece perto de Ps para s € [0, 1], e de fato

vale o seguinte: sob as condi¢oes do Teorema (4.1)(i),

sup Tr(P.(s)O) B Tr(Ps0)

su 210|le .
S Tl T | < (e OFiol (4.10)
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uniformemente no volume |A|. Além disso, similarmente ao Teorema (4.1)(ii), temos que

< Clsupp(O)?[|O]€™,

Tr(P.(1)0) Tr(PO)
Tr(P(1)  Tr(Py)

onde m é o grau da suavidade do Hamiltoniano H2.

4.5 Conexao com o fluxo quase-adiabatico

Pelo o que foi discutido acima, os autores criaram uma versao do Teorema (4.1) de maneira
que essa nova versao afirme que o fluxo s — P,(s) é relativamente proximo da aplicagao s — Ps.
Um ponto importante na prova desse teorema é a possibilidade de construirmos s — P; como
um fluxo que é gerado por um Hamiltaniano local diferente de H®. Mais precisamente, existe
K, € Bs« tal que
P, = i[K,, Py). (4.11)
O Corolario (5.1) faz uma breve prova sobre essa existéncia. A prova original pode ser encontrada
em [13], [24]. Normalmente, Ky é denominado como ’evolu¢ao quase-adiabatica’ ou ’evolugao

adiabatica’, mas nés iremos chamé-lo de gerador do fluxo espectral.

4.6 Idéia principal da prova do Teorema adiabatico

Os autores definem uma sequéncia de Hamiltonianos locais {4, : 1 < a < n} gerando uma

sequéncia de transformacoes “vestidas” unitarias locais de ordem n

n

Un.e(s) == exp(iSn.e(s)), Sne(s) = Z €*Au(s), (4.12)

a=1
que satisfazem a seguinte equagao de Schrodinger

d
’Lf%Un’e(S) = (Hs + RN,E(S))U””E(S%

+1

onde R ¢(s) ¢ um Hamiltoniano local de ordem €. Cada Hamiltoniano local A,(s) é uma

funcao polinomial de todos operadores anteriores e suas derivadas, ou seja, de todos operadores
Ay(s), Aw(s), Vw e Ntal que 1 <w < o — 1.
A diferenga entre a projecdo vestida Il e(s) := Upne(s)PsU, . e a solugio p(s) da

Equagio(4.8), é localmente de ordem ¢"+1=¢.

Por construgao, Sy ¢(s) é de ordem €. Logo, a

diferenca entre o estado fundamental vestido e o préprio estado fundamental é de ordem e.
Mais ainda, os Hamiltonianos A, (s) e suas derivadas se anulam quando s =0 e s = 1. Logo,

Sh.e(s) também se anula e a transformacao vestida se torna trivial. Isso permite melhorar a cota

quando s esté fixo.
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4.7 Teoria da resposta linear

Os autores do artigo [14] adaptaram a formula de Kubo [7] (a respeito da teoria da resposta
linear) para o contexto dos sistemas quénticos de spin. Seja Hipjcias © Hamiltaniano nao
perturbado no passado infinito, sobre o qual uma perturbacao V é feita lentamente para alcangar

uma perturbacao de ordem « em t = 0. O Hamiltoniano completo seria entao da forma
Het o = Hinicial + e“aV, t € (—o0,0].

Seja P, a projecao no espago do estado fundamental de Hp,. Observe que Fy é a projegao no
espago do estado fundamental de Hipjcial. Como na Secao (4.4), P o(t) representa a solugao da
equacao de Schrodinger gerada por He o com a condi¢do inicial P o(—00) = Py. No volume
finito essas projegoes podem ser interpretadas como matrizes densidade. Adotando a perspectiva

de estados como funcionais em observaveis, definimos

 T(OP.o(t))

Tr(OP,
we,a;t(o) - TI“(P ) ) = M

wa(O) - Tr(Pa) )

para qualquer observével local O, tendo em mente que que todos esse objetos sdo dependentes
do volume. Os denominadores sao constantes nos parametros €, a,t, mas, genericamente, eles
mudam com o volume.

O coeficiente de resposta é associado a um observavel local J. Formalmente, o coeficiente
de resposta f;1 ¢ dado como a resposta linear em o para a perturbagao V' no seguinte limite

adiabatico:

We,a:0(J) —wa(J) —afrv = o(a), quando a — 0,€ — 0. (4.13)

O que torna a afirmacao da validade da resposta linear verdadeira é o fato do limite € — 0 ser
tomado primeiro e o fato da cota o(«) ser uniforme no volume. Em particular, se o(«) depender
do volume A, entdo a afirmacao resultante podera nao ter sentido fisico, como é argumentado
em [25].

Agora, vamos ver como as configuragoes acima se conectam & teoria adiabatica. Como a
dependéncia do tempo é lenta no limite ¢ — 0, entao pode-se aproximar a projecao evoluida
P, ., pela projegao instantanea do estado fundamental P,, e assim o estado evoluido we .0 pelo
estado instantineo w,. Mais ainda, a substituicdo pode ser feita uniformemente no volume,
desde que o observéavel J seja um observével local fixo. Para obtermos uma expressao para o
coeficiente de resposta fy, temos entao que expandir wq(J) em . Enquanto existir o gap para
os Hamiltanianos, o termo de primeira ordem é obtido usando o gerador do fluxo espectral K,

ver Equagao (4.11). Utilizando a ciclicidade do trago em a = 0, obtemos
wa(J) = wo(J) — iawy([Ko, J]) + o(a),
identificando fv = —iwo([Ko, J]).
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Mais precisamente, para garantirmos a teoria da resposta linear, os autores provam o seguinte

teorema

Teorema 4.2. Suponha que as Suposigoes (4.1), (4.2) sdo satisfeitas para a familia de
Hamiltonianos Hipicial + 0oV, para algum « > 0 fixo e o € [0,1]. Seja J € AX um observavel,

com X C A, eseja fry = —iwo([Ko, J]). Entao a expressao
Oéil(w@a;o(g]) - (,U()(J) — O[fJJ/) (4.14)

converge para 0, uniformemente no volume, tomando primeiro o limite € — 0 e depois o limite

a — 0.

A convergéncia funciona para o limite («, €) — (0,0), mas é preciso ordenar os limites (¢ — 0,
a — 0) para que o teorema tenha sentido fisico. A expressao dada no teorema para f;y, nao é

muito familiar na literatura da fisica. Uma expressdo comumente usada é dada por
[o.¢]
fr = ilim / e twn([ri(V), J]) dt, (4.15)
6—0 0

onde 74(V) = eftfmicia}/ e ~itHinicial . No Capitulo (5), iremos provar que essa expressdo coincide
com a expressao dada pelo Teorema (4.2).

Para o caso de volume infinito, uma formulagdo pode ser sugerida. Seja O um observéavel na
algebra quase local A, sendo

Ao U M AII'II’
AeF(T)

onde F(I') é o conjunto dos subconjuntos finitos de I'. Seja S(A) o conjunto dos estados w em
A, ou seja, funcionais lineares w : A — C, positivos (w(O*0) > 0, VO € A) e cuja norma é
um (ver Secao (1.7)). No topologia fraca-* (weak*-topology), a familia de estados fundamentais
{wh : A € F(I')} possui pontos de acumulagio em S(A). Vamos assumir, para simplificar, que

existe um tnico limite

. A o
lim w}(0) = @a(0),

YO € A, sendo @, um estado. Nesse caso, segue que os estados dinamicamente definidos w?,, ,
k) )

possuem limites We o, € 0 teorema anterior pode ser reformulado da seguinte maneira

lim lim o (@ a.0(J) — @o(J)) = —iwo([Ko, J]), (4.16)

a—0e—0

onde [Ko, J] = limp_,p[K{, J].
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Capitulo 5

Provas

Diminuimos o maximo possivel, sem causar prejuizo no entendimento do contetido, o uso do
sobrescrito A em HM e ®. Devemos alertar que, a partir de agora, H representa um elemento
qualquer da familia de Hamiltonianos locais {H" : A € F(I')}. Isso é vélido para qualquer
Hamiltoniano local, por exemplo: se dizemos que G é um Hamiltoniano local, entdo G representa
um elemento da familia {G* : A € F(T')}.

A notacdo H se refere especificamente ao Hamiltoniano do Teorema (4.1) e que satisfaz
as Suposigoes (4.1) e (4.2). Além disso, vamos omitir o sobrescrito s para os operadores que
dependem de s. No entanto, os operadores O nao dependem de s. Quando o assunto for

diferenciabilidade, vamos denotar A = %A.

5.1 Lemas Técnicos

Agora, vamos apresentar lemas técnicos que serao utilizados para a construcao da prova do

Teorema principal. Fica a critério do leitor ler, ou nao ler, as demonstragoes desses lemas.

Lema 5.1. Pela definigdo da interagdo associada com um comutador de Hamiltanianos locais
(Segao (3.4)), segue que:
(i) Se H € L, entao para qualquer O com supp(O) C A,

ILH, Ol < 2[[ O] [supp(O)[[| Fel1[| @ x|

Cao'

(ii) Sejam n,k € N e Ag, ..., Ay € L¢pyk. Entdo ady,...ads, (Ao) € L¢y e existe C > 0 que

depende de ¢, mas nao depende de n e k, tal que

kok k
|ads, aday, (o) e < C 2Ny, [l sk ]|,

ekl P gl nrk

(iii) Se Ag, ..., Ay € L¢ 0, entao ada,...ada, (Ag) € L¢ .
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Demonstragao. (i)

imon - ||| ehoof |-l £ wno
XCA XCA:
X Nsupp(O)#£0
< 201 > [eRX)]
XCA:
XNsupp(O)#0D
Observemos que
Solexll < DD Y enx
X CA: xEsuppO XCA
XNsupp(O)#0 zeX

H‘IDA
sup Z Z Z C(d(x,y)).

Aer () z€suppO yEA XCA:
zyeX

IN

Pelas duas equagoes acima, temos

A
o)l < 2j0] sp S S S g ”‘I’ SFe(dte.)

xEsuppO yEN XCA:
z,yeX

2|0[|®allco sup Fe(d(z,y))
co U Yo Dk

zesupp(O) yeEA

IN

Pela Equacao (3.3), obtemos

IN

IH, O] 20l @mlicollFelh sup > 1

AEF(F)xEsupp(O)
2[0l1®allcollFelliIsupp(O)|

(ii) Detonando G = [A1, Ap], entao, pela Segao (3.5), temos que

G (Z) = > (@4, (X1), 24, (Xo)].
Xg,X1CA:
XoUX1=2, XoﬂX17$®

Como Z = XoU X1, entao temos
n n -
21 < (ol + 1) = 3 () o,
k=0

Vamos cotar a soma A
3 21" [®c(2)]l

para dois casos: ou z,y € Xpoux € Xg,y € X1\ Xo. Os casos z,y € X1 ex € X1,y € Xo \ X1,

sao cotados de maneira anéloga. No caso em que z,y € X, temos:
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21" @4 (2)] 2|2|"
> Ry S 2 > e gy | PR CON24, ()

Z3{z,y} Z3{z,y} X0, X1 CA:
XoUX1=2Z, XoNX1#0
~ (n Xol®1 X1
=7 <k> 2 2 |F|d||H‘I’ o (Xo) 195, (X1)].
k=0 25 . c(d(z,y))
z,y} X0,X1CA:

XoUX1=2, X00X175@
Pela equagao anterior e pelo Apéndice (7.7), temos

2" 26 (2)]
2 Fe(d(z,y))

Z3{zy}

" (n ||<I> || i 194, (X0
= 22 (k‘) Z | |k Z Z Z ‘X ‘ g (A(z P )) ( ( 0,21))
k=0 X09{$,y} 206X021€AX19{20 zl} 0, ~1
" n qu) (
< 22 k H(I)AlHC,n—k Z | Xol I3 (d( Z Z FC (z0,21))
k=0 Xoa{x,y} ZQGXO z1€EA

Pela equagao anterior e pela Equagao (3.3), temos

1Z|"|@5(2)|| =~ (n [k A |
> Fldlr ) (d(g D < 2 Fh ) i )12 llcn—r > X0 !k ° Z 1
Z3{z,y} ¢ Y k=0 Xo>{z,y} ZOEXO
=~ (n 1%, (Xo)
= AR (§)Iealn 3 ol A
2 ()10l X@%y} Fe(d(z,y))
<

n
n
NS () I12asleasr 10 s
k=0

No caso em que z € Xp,y € X; \ Xo, temos que:
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n A n
s el 5 3 2 e (o) @4, ()]

sy Fld@y) = o= W Fe(d(z,y))
XoUX1=Z, XoNX17#0
n n 2‘X0‘k‘X1‘n_k A A
= SO 1@ (Xo) |94, (X1)]l-
< 2(;) 2. > Tty PR ol (ol

k=0 Z>{xy} X0,X1CA:
XoUX1=2, XoﬁXl#w

Pela mesma idéia encontrada no Apéndice (7.7), temos

Z1"124(2)]
Za{z;y} Fe(d(z,y))
" (0§ Bl ) (e, 2) 123, 050)] LB, )l
< 23 () 2 R 2 P Ry 2 T Rty

n
n
< 2C; Z (k) 19 40 [l k12 a1 16—t

k=0

Portanto, definindo C' = max{C¢, || F¢|[1} e utilizando o fato de que ||®||¢n < || P|/¢,m, sempre

que n < m, entao concluimos que

1A, a0 llcn < C2HPa, e[| Pagllensr-

Logo, se Ag, A1 € L¢ 1, entdo [Ay, Ag] € L¢p. O resultado segue por indugdo na variavel k.

(iii) Consequéncia imediatada do item (ii). De fato, como Ay, ..., Ay € L¢ oo, entao Ao, ..., Ay, €
L¢pn,Vn € N. Logo, pelo item (ii) do lema temos que ada, ...ada, (Ao) € L¢rn,Vn € N. Portanto,
adAk...adAl (Ao) S £C,oo-

O

Lema 5.2. Seja H € L. o tal que H gera a dinamica 7 ¢/, e seja v a velocidade de Lieb-Robinson
(Equagao (3.7)) correspondente. Sendo A finito, entao para qualquer O tal que supp(O) C A e
A€ L), entao existe C' > 0 tal que

d
1A, 7.0 (O] < ClON@ all¢.0lsupp(O) [t — #'|,
sempre que |t — /| > v~1. No caso em que [t — /| < v~!, entdo

I[A, 70 (O] < ClON|@ all¢.o[supp(O) .
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Demonstracao. Para qualquer Y C I' e n > 0, denotamos
Y, ={z€l:d(2,Y) <n}
o “engordamento” do conjunto Y por n. Se O € AX e X C A, entdo definimos
00 := 11%Xve: (1e.0/(0)),

onde §; = [t —t'| e TIY : A — AY & o trago parcial (Defini¢do (1.13)), onde A é a &lgebra quase
local (definida na Segao (4.7)). Para qualquer k > 1,

OF -— [1Xvo+k (Tt,t’(o)) — TIXvb+(k-1) (Tt,t'(o))-

Por construcao, 7,4+ (0) = > 72, OF, onde a soma é finita pelo fato de A ser finito. Como OF &

estritamente local, entdo o Lema (5.1)(i) nos garante que

1[4, OF]|| < Cull® allc.ollO*[[[supp(O*)],

onde C1 = 2|/ F¢||. Observemos que

X4k C U {z €T :d(z,z) <vo + k}.
zeX

Utilizando a Equagao (3.1) temos que

[ Xosrkl Y HzeT rd(z,z) Svdy+ kY <> k(vd + k) < |X|k(vdy + k)™
zeX zeX
Mais ainda, quando 1 < k, entdo, utilizando o fato de que 1 < vd;, temos que vd; < kvds e que
k < kvds. Logo, temos
Xosy k] < [X](2k0dy)"

Como supp(OF) C Xy, 1k, entdo temos que |supp(O¥)| < | Xys5,4%]. Vamos cotar ||[A, OF]| da

seguinte maneira: se k = 0, entao

1A, 0% < Coll®allcollO®f1X]5¢
< Col@allcollme(O)1X]6]
< Cyl|®allcollOllX]6f

onde Cy = C1rv?; e se 1 < k, entdo
114, OF]|| < Csl|@allc ollO* I X067 K,

onde C3 = C1x(2v)4.
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Com o objetivo de cotar a norma de OF, vamos subtrair e adicionar identidades e utilizar
que
[(esees — 1) (r 0 (0))]| < CallOf[| X |7, VE,

onde Cy4 é uma constante e p > 0. Ver [26] para entender essa inequagao.

Observemos que

I[A 720 (O)] = 1A, Y- O¥ < D II[A, OM
k=0 k=0

Utilizando que [|[A, OF]|| < Cs]|®4l|¢0l|O%||| X|0¢k?, entdo temos que

Oll1X 167 + > Csl|allcollO* |1 X |67k

1A, 7w (O)II < Call®allc,o
k=1
< Col|@allcollONIXI6] + Csl|@allcol X671 > OF||&7. (5.1)
k=1
Como
[OF < [[(r¥eess — 1d) (re e (O)) | + || (1d — I¥esett1) (7 (0))
€

[(TXes — 1) (73,0 (0))[| < Cal| O] | X [e™H*

entao temos

10|

IN

Ca||O|[| X e 4 Cy]|O]| X e r D)
2¢"Cy[| O] | X |e™H*. (5.2)

A

Utilizando as Equagoes (5.1), (5.2), entao obtemos

o0

lA 7 O] < CallallcoONIXISE +20* CoCallON @ allcl X 5 S ket
k=1

Pelo teste da razao, podemos afirmar que a série y oo, k%e=#* converge. Definindo Cy =

I% + 2e+C3Cy Y 72 | ke ¥ entdo temos

[e.e]

IA 7O < Coll@allcollONIXI6 + 26" CoCON [ allcol X 25 S ke sk
k=1
Cx O] allc ol X 269

ClON| @ allc0l X %07,

IN
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onde C' = Cy + 2eHC3Cy Y 32, k%e™#*. Vamos tomar X = supp(O). Como X = supp(O) e

d; = |t — t'[, entdo temos
d
1A, 72, (O)]I| < ClOll| @ all¢.olsupp(O) [t — t'|.
A prova para o caso em que 1 > vd;, a prova é analoga. Basta observarmos que

| Xos, 1k < [ X1kl

Nesse caso, obtemos

1A, 7 (O[] < ClON|@ all¢ olsupp(O)[*.

Lema 5.3. Se a Suposigao (4.2) acontece, entao
(i)Se B € Ls j41, entdo I(B) € Ls i, e em particular B € Lg o implica que Z(B) € L5

(ii) O gerador K do fluxo espectral pertence ao Lg .

Demonstragao. (i) Primeiro, observemos que para qualquer O € A existem operadores A, (O)

tal que supp(A,(0)) C X, NA e

—00

[ o, ma =3 a0, (53)
n=0

e existe uma funcao Z € S, independente de A e s, tal que
IAR(O)] < O]||supp(0)[¢(n). (5.4)

De fato, sabemos que 74(0) = Y20, O}, onde O%’t = "0 (7A(0)) = TI¥ (7(0)) e
Or s = ¥ (r2(0)) — I*»=1 (1£(0)) para n > 1. Dai, supp(O} ;) C Xn N A, Vn € N,Vt € R.
Definindo A(0) = [727OR W, (t)dt, temos

+00 oo
/ A OWy (it =3 ANO)
n=0

—00

tal que supp(A2(0)) C X, NA.
Por [26], vale que

I (74(0)) = 7 (0)] < CJlO]| X [eH =™, (5.5)
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onde C' é uma constante. Calculando, temos que

+o0 +o0

) W) (I (71(0)) — 7(0)) dtl| </ WO (74(0)) — 7 (0)ldt
< [ @I o) o+ [ W oI (40) 7o)l
olt|<2 vft| =5
Utilizando a Equagao (5.5), entdo obtemos
“+oo

) W) (I (7(0)) = 7(0)) dt]
< / IWw(f)ICIIOII|X|6“(”t_")dt+/ WH O[T (74(0)) — 7 (0)ldt

vft|<F ClEy
S un

W (#)dt,
>3

onde /V[\ZY = supseg |Wo(1)]
Como sup{|t|"|W,(t)| : |t| > 1} < oo, Vn € N, entao vale sup{x"f‘
00, Vn € N ( ver Apéndice (7.2) ). Definindo

o(z) = /| LIS

entao existe g; € S tal que g < g;. A existéncia dessa fungao é garantida pelo Lema (5.4), basta

o WA(D)dE = 2 > 1} <

tomarmos f = —log(g) e g1 = exp(—f) . Logo,

+o00
| ] W) (@ (5)0) = (0)) di| < W, OOl x|" (1)l
< (n/20)
= [olIx] [mcne + é,gl(n/zw]
= [0l Xlg2(n).

—~ un ~
onde ga(n) = W,C2= + %gl(n/%) e g2 € S. Definindo ((n) = g2(n) + g2(n — 1) e tomando
X = supp(0), entao temos

IAZO) = II/_OO Wy (1) (I (74(0)) = 7 (0) + 7 (0) = I (74(0))) dt |
101[[X1g2(n) + O[] X]g2(n — 1)
= [Olllsupp(0)I¢(n).

IN

Portanto, A% (O)[| < |O][supp(0)|¢(n), onde ¢ € .
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Agora, seja B € Lg ;41 associado com a interagao ®p € B¢ 41 para um ¢ € S e tomemos

ABM = Z/ W, (t)m (9%(2)) dt.

ZCA

Na notagao acima, definimos uma intera¢ao para Z(B) por

= YAk (@h(2)). (5.

n>0

que satisfaz T8 (BY) = 3,4 @%(B)(Z) pela Equagao (5.3), e @%(B)(Z) € A? por construgao.

Vamos checar a condigao do decaimento. Pela Equagao (5.6), temos que

Yo 121122 (DN < Y D121 1A (25(2)) |

ZCA: ZCA: n>0
RIVA TYeZ
Como
Ay (@32 1< > 1Ay (@30) |,
Y CA:n>0,
Yn=2
entao
Sz (@l < D D 121 ar (@) |
ZCA: ZCA: YCA:n>0,
T,YyeZ TYEZ  Yo=2

= 333 May € 2)x(Ya = 2)1ZM|AL (@5(V)) |

n>0ZCAYCA

= YN X@y e Va)ValFlad (@5(v) | (5.7)

n>0Y CA

onde x é a funcao indicadora. Da mesma forma que foi mostrado no lema anterior, temos que
para uma rede d-dimensional

Y,| < |Y|kn. (5.8)
Devemos observar que
{YcA}z{YcA:x,er}U(U{YcA:x,erm e{x,y}mm_ﬁé@}), (5.9)
m=1

tal que a uniao é uma uniao de conjuntos dois a dois disjuntos.

Pela Equacao (5.7), temos

Yo 12192 (2 <D Y xlay € Vo) YalF AR (@3(Y)) |

ZCA: n>0Y CA
T YEZ

Pela equagao anterior e pelas Equagoes (5.8), (5.9), obtemos
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Y1293 (D) < /Y0 D x(wy € Ya)lY [P AR (25(Y) |

ZCA: n>0Y CA
x,yeZ
= &Y xl@y e )Y [Fa A (B3(Y)) |
n>0 YCA:
z,yeyY

+ &Y Y Y xleyeYa)lY[FT|aR (23(Y)) |

n>0m=1 Y CA:
,erm,
{wyJnYs #0

= W30 3 WA (@) |

n>0 Y CA:
er

+ ’“ZZ > xUzyynYy ) #0x(r,y € Y)Y " A7 (25(Y)) |

n>0m=1 Y CA:

TYEYm
= &)Y ntan (@) |
YCA: n>0
yGY
+ Z > xfzyrn Y Z0)YF Y AL (BR(Y)) || = 51 + 2
m=1 Y%/}} n>m
x?y m

(5.10)
Agora, utilizando a Equacao (5.4) temos que

S1 < kP> nMC(n) > Y eR(Y)

n>0 Y CA:
T,yeYy

(d(z,y))-

Devemos observar que se x € Y;,, entao existe z; € Y tal que z1 € B,,(z). Logo,
r €Y, =dxz,Y)<m= 3z €Y tal que d(x,z1) <m = 3z; € Y tal que z1 € Bp,(x).
Logo,

X(xer)S Z X(2’1€Y).

21€Bm ()
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Para Ss, observemos que

Zx({x,y}ﬂY A0 < Zl—z (z,y € V)

Y CA: YCA: YCA
z,yeY z,yeY
= > X@EEYR)XWEYm) Y. > x(meY) > x(neY)
YCA YCA z21€Bp, () 22€Bm (y)
— Z Z Z 21€Y ZQEY Z Z Z Zl,ZQGY)
Y CA 21 €Bp () 22€Bm (y) YCA z1€Bp(z) 226 Bm (y)

= > > > 1 (5.11)

21€Bm(x) 22€Bm, YCA:
m(2) ) A58

Portanto,

Yox(myrnve £ < Y > Y1

Y CA: 21€Bm () 22€B Y CA:
z,yeY ! m(@) 22 m(y) 21,22€Y

Pela equagao anterior e pela Equacao (5.4) temos

S < A T e Y At

m=1 2, EBp,(z) 226 Bm(y) YCA: n>m
21722€Y

IN

sller D | Do) | Y. D Feld(z,2)).
m=1

n>m 21€Bm(x) 22€Bm (y)

Seja mg = d(x,y)/4. Como 21 € Bp(x), 22 € By(y), entdo para m < mg temos

d(z,y) < d(z,z1)+d(z1,22) + d(z2,y) < 2m+ d(z1, 22)

d(z,y)

5 + d(z1, 22).

< 2mg+d(z1,22) =

Portanto, d(x,y)/2 < d(z1, z2). Utilizando isso, separamos sobre mg o somatorio y °_, da cota

de S5 e assim obtemos

(d(z,y)/2) Y m* + Col|@pllepn Y m* | D nM(n) ],

m=1 m>mg n>m

So < Cq

onde C; e Cy sao coeficientes que nao dependem de d(z,y) (ou A). Usamos que F ¢ uma funcao

decrescente. Além disso, para garantir a convergéncia da série

Z m2d Z nkdz(n) 7

m>mg n>m

usamos que Z decai mais rapido do que qualquer polinomial (ver Apéndice (7.3)). Pelas cotas de
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S1, So e utilizando o decaimento rapido de (, nds temos que

> 1ZF 055 (2)] < S1 + Sz < Cl|@pllc g1 Fd(z, y)) h(d(z, y)),

ZCA:
T, YyeZ

onde h é limitado, nao crescente, decai mais rapido que qualquer poténcia inversa e pode ser
escolhido tal que h < 1 ( basta ajustar C' ). Resta encontrar ¢ € S tal que h < & para

concluir a prova. A existéncia dessa fungao é garantida pelo Lema (5.4) abaixo. Basta tomarmos

~

f = —log(h) e & = exp(=f).

Calculando, obtemos

[2zm)ller i < ClPBIl¢k+1-

Portanto, como B € Lg j41, entao Z(B) € Ls .
(ii) Segue imediatamente de (i) visto que K = Z(H) e H € L. por suposicao.
Ul

Uma fungao g definida em R* ¢ dita subaditiva se g(x +y) < g(x) + g(y), para todo x,y. A

prova acima requer o seguinte lema.

Lema 5.4. Dado uma fungao nao-decrescente f, cujo o dominio ¢ Rt e f(0) > 0, existe uma

funcao f positiva e subaditiva tal que

f<r
Mais ainda, se f tem a propriedade f(x) — mlog(x) — +oo, Ym > 0, entao f tem essa
propriedade.
Demonstragao. Ver Lema 4.9 em [14]. O

5.2 Prova do Teorema Principal

Primeiramente, vamos apresentar algumas propriedades da aplicacao Z.

Proposicao 5.1. Seja H Hamiltoniano local satisfazendo as Suposigoes (4.1) e (4.2). A projegao
P ¢ a projecao no fragmento espectral 3.

(i) Se um operador A satisfaz a condigao
A=PA(1—-P)+(1—-P)AP, (5.12)

entao

A= —i[H,T(A)].

(ii) Para qualquer operador L,

(L, P] —i[[Z(L), H], P] = 0.
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(i) Se H € Lo oo € G € L5,00, entdo Z(G) € L 0.

(iv) Seja G Hamiltoniano local satisfazendo a Suposi¢ao (4.2). Se H,G dependem de um
parametro s, com H,G € CF e HU) ¢ Le oo, GU) e Ls oo para 0 < j < k, entéo Z(G) € C* com
(G € Ls o para 1l < j < k.

Demonstragao. (i) Como nas Suposigoes (4.1), (4.2) temos que H € B(H) e H ¢ um Hamiltoniano
(ou seja, um operador auto-adjunto), entdo pelo Teorema Espectral (1.3) temos H = [ AdE(\)
a decomposicao espectral de H, onde E é uma medida com valor de projecao. Pela definicao de

T, temos que

—i[H,Z(A)] = —i ( /R W, (t)He™ Ae™"H gt — /R W, () Ae~itH Hdt) :

Utilizando o Teorema Espectral (1.3), mais especificamente, utilizando que
HeltH = / NeAE(N), et H = / P NAE(N), H = / AE(N)

entao temos que

—i[H,Z(A)] = —i ( /]R W, (t) / e AdE(N) Ae Mt dt — /R W, (t)e™ A / e‘““,udE(Mdt)
= i ( /R W, (t) / AeAdE(N) A / e MAE (p)dt — /R W, (t) / A dE(N)A / eit“udE(,u)dt>

= / / / W, (t)e BN dt(\ — p)dE(\) AdE(u).
R

Denotando

—~ 1 )
W, (¢) = Ner: /R W, (t)e~"at,

entao temos
—i[H, =V2r / / (1= A) (= N AE(N) AdE ().
Como A = PA(1— P) + (1 — P)AP, entdo
i[H,T(A)] = \/%//i@(u “ A= NdEQ) (PA(1 = P) + (1 — P)AP) dE(p)
- \/%/ / i (1= \) (1 = NAE)PA(L — P)E(n)
+ Jﬂ/ / W (11— \) (i — N)dE(\)(1 — P)APAE(y)
= F/E /E Wy (1 — N) (1 — NAE(N) AdE (1) + F/ /E (= N (1 — NAEN)AdE(1).
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Utilizando o fato de W, (¢) = \/%g quando |¢| > 7, temos
—i[H, =2 / / dE()\)AdE )+ V2 / / dE()\)AdE(u)
»2 Jxt //J - »2 71— -

= //1dE VAAE (1 //1dE VAdE (1)
w2 Syt w1 J2

= PAdE(p) +/ (1 — P)AdE()
22 21

_ PA/E2 dB() + (1 —P)A/El dE (1)
= PA(1-P)+(1- P)AP = A.

(ii) Para qualquer operador L, o operador A = [L, P] satisfaz a Equagao (5.12). De fato,

PA(1—P)+(1—P)AP = PIL,P|(1-P)+(1—P)[L,P|P =
= P(LP—PL)(1-P)+(1—P)(LP—PL)P = 0—PL(1-P)+(1—P)LP-0=
=-PL+PLP+LP—PLP = LP-PL=[LP|=A

Logo, por (i), temos que
(L, P +i[H,Z([L, P])] = 0 (5.13)

Observemos que [H, P] = 0. De fato, como H € B(H"), onde é A ¢ finito, e como H ¢ auto-
adjunto, entao, pelo Teorema Espectral, temos que H é diagonalizédvel. Logo, o espectro de H
(0(H)) é um conjunto finito que é igual ao conjunto dos autovalores de H. Dai, X! é formado
por autovalores de H. Logo, dado ¢ € H®, podemos escrever ¢ = ¢1 + ¢o, onde ¢1 € Aut(31),
¢2 € Aut(o(H) — 1), E facil ver que H(¢1) € Aut(S!), H(pz) € Aut(o(H) — ). Lembrando

que P := Psu1, entao temos

[H,P)(¢p) = HP(¢1 + ¢p2) — PH(p1 + ¢2) = H(¢p1) — P(H(¢p1) + H(p2)) =
= H(¢1) — P(H(¢1)) + P(H(¢2)) = H(¢1)— H(¢1)+0=0, VpeH"

Portanto, [H, P] = 0.
Para simplificar, vamos denotar a Equacao (3.8) por Z(A fR A)dt. Pelo fato de
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W(t) € R (pois W € L'(R)) e pelo fato de [H, P] = 0 (ou seja, HP = PH), temos
Z(IL, P)) = / WL, Pt =
/ W (t)e Lpe~"" dt — / W(t)e" ' PLe~ " dt =
/ W ’LtHLe ’LtHPdt / W ’LtHLe—’LtHdt —

/ Wty Le=Har p— P / W (t)e Le~"H gt
R R

Z(L)P — PI(L) = [Z(L), P]
Portanto, Z([L, P]) = [Z(L), P]. Logo, a Equagao (5.13) pode ser escrita da seguinte maneira
[L,P)+4[H,[Z(L),P]]=0 (5.14)
Pela identidade de Jacobi
X[V, Z]] + V12, X)) + [Z,[X, Y] =0, VX,Y,Z,

e pelo fato de [H, P] = 0, entao temos

Como [H,[Z(L), P]] = —[P,[H,Z(L)]], entdo podemos escrever a Equagao (5.14) da seguinte
maneira

(L, P] —i[P,[H,Z(L)]] = 0 & [L, P] —i[[Z(L), H], P] = 0.

(ili) Z(G) € Ls,00 € um caso especial do Lema (5.3) (i).

(iv) Sabemos por [27] que

1 1
%eA(A) :/ (1=9AM) 4/(1) 54N g :/ A 4/(1) 1940 g (5.15)
0 0

sendo A(A) uma aplicagao, entao temos que

%I(G) =T(Gy), (5.16)

onde

G =G+i UOtT_u(H)du,G] :
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De fato,

d%z(c) _ d% ( /R Wv(t)Tf(G)dt> _ % ( /R Ww(t)e“HGe_“Hdt)
1 1
_ /W,Y(t) </ ite(1—v)itH g vitH g, Ge—itH+eitHG€—itH+eitHG/ (_it)e—fuitHHe(v—l)itHdv> i
R 0 0

tomando u = tv = du = tdv, temos

¢ t
= / Wv(t)eitH <G 4 </ efuiHHeuinu G — G/ equHequdu>> efitHdt
R 0 0
t
= /W’Y(t)eitH (G+Z |:/ T_u(H)dU,G:|> efitHdt
R 0

_ /wa(t)n (G—i—i [/(:T_u(H)du,G]> dt = T(Gh).

Se G,H € C¥, entdao G; € CF!. Utilizando os Lemas (5.3)(i) e (5.1)(iii), e utilizando a
suposicao sobre as derivadas de G' e H, entéo temos que Z(G1) € L5 0. Por indugao, temos que
Z(G)Y) = Z(G}), onde G; € C*~9) e T(G;) € Ls  , provando assim o que querfamos. O

Essa proposi¢ao é fundamental para provar que K = Z(H) é um gerador local do fluxo

espectral (Equagao (4.11)).

Corolario 5.1. Se as Suposicoes (4.1) e (4.2) acontecem, entdo P = i[Z(H), P).

Demonstragcao. Primeiramente, vamos mostrar que P satisfaz a Equagao (5.12). De fato,
P=P?>= P=PP+ PP. (5.17)

Logo, multiplicando a equagao anterior por (1 — P), temos

P(1—-P)=PP(1-P) e (1-P)P=(1-P)PP. (5.18)
Dai, utilizando as Equagoes (5.18) e a Equagao (5.17), temos
PP(1—P)+(1-P)PP=P(1—-P)+(1-P)P=P— (PP+PP)=2P—-P=P.

Portanto, P satisfaz a Equacao (5.12). Logo, pela Proposicio (5.1)(i), P = —i[H,Z(P)].
Observemos que Z([H, P]) = [H,Z(P)]. De fato, como W (t) € R, entdo temos

T(H.P) = [ WOn(HP)it —
R
/ W (t)e ™ HPeH gt — / W(t)e M PHM g =
R R
H/W(t)e_itHPeitHdt—/W(t)e_itHPeitHdtH =
R R

HI(P)—I(P)H = [H,Z(P)]

93



Além disso, observemos que

[H,P]=0= ([H,P)) =0 =

HP+ HP—-PH-PH=0 =

HP - PH=-HP+PH =
[H,P) = —[H, P]

Como
P:_i[H7I(P)]7 I([H,P]):[H,Z(P)] € [HaP]:_[H7P]7

entao

P = —i[H,T(P)| = —iZ([H, P])) = iZ([H, P]) = i[Z(H), P).

No lema & seguir, noés construimos a conducao contra-diabatica.

Lema 5.5. Considere que as Suposicoes (4.1) e (4.2) acontecem para algum m € N. Para

qualquer n < m =d+m, existe {Ay: 1<a<n, a&N}comA, € Ls tal que o projetor
n
My :=UnePU, ., com U,,=exp (z Z eaAa>
a=1

soluciona

iell, e = [H 4+ Ry, ] (5.19)

onde H € L., € Ry € L5 com o potencial associado ®,, . satisfazendo ||y, |

Sk <
rni(s)et, Vk € N, onde 7,4(s) é independente de e. Mais ainda, A, € =) " com

A&j) € Ls,x, para todo 1 < j <m — a.

Demonstracao. Para facilitar a notagao, vamos omitir todos os indices e.

Primeiramente, observemos que U, U} = —U,U. De fato,
U U =1= (U,U =0=U,U! = -U,U;.

Pela Equagao (4.11) e pelo fato de [H, P] = 0, temos

iell, = ie(U,PU} + U, PU} + U, PU})
= ie(U,PU* + U,PU* + U, (i[K, P))U})
= [H,1L,] — [H,11,] + U,[H, P\U;: + iU, PU} + iU, PU; — €U, ([K, P])U;.
Como UU, =1ell, = Un’EPU;,E, entao

iell, = [H,11,] + [ H,1L,]) + [U,HU?,11,,] + (ieU, U} U, PU} + ieU, PUU,U) + [-eU, KU} 11,].

54



Utilizando U, U} = —U,U;, entdo

iell, = [H,IL,] + [-H,10,] + [U,HU! 11| + (iU, U U, PU} — ieU, PUUU?) + [—eU, KU, 11,,]
= [H,L,] + [-H,1L,] + [U,HU} 1L,] + [ieU, U, I,,] + [—eU, KU, 11,,]
= [H,1L,] + [ieU, U — U, KU + (U,HU — H),1L,,], (5.20)
onde H € L; .

Vamos escrever o segundo comutador da Equagao (5.20) da seguinte maneira
lieU, U — eU, KU + (U,HU — H),11,,] = Uy [ieUU, — eK + H — U*HU,, P|U?.

Seja Sp, =Y 0, €*A,. Como pode ser visto no Apéndice (7.4), temos

U*HU _ efiSnHeiSn — i (_Z)k
nemn — k!

n k
(Z eo‘adAa> (H) + O(e"™) = e7"dsn (1), (5.21)
a=1

onde adg(:) = [G,] e

O(e"t) = (—i)"“/ e~ Wnt19n adgiLH(H)ei“”“S"du.
En+1

Defina U;HU,, := > n_,€*Hy + €"T1h, (€) tal que

Ho= > (_k?kadAjk~--adA (H), (5.22)

jis()=a

J1

onde j = (j1,..-,Jk), € $(j) = j1 + ... + Jk. As trés primeiras ordens sdo dadas por
. ) 1

H0:H7 le_Z[Alu-HL HQZ_Z[A27H]_§[A17[A17HH'

De maneira anédloga ao que foi feito na Equagao (5.21), a féormula de Duhamel abaixo (ver

Equacao (5.15) para entendé-la)
. 1 . . .
iU, = — / eI G eI ) (5.23)
0

pode ser expandida da seguinte maneira

WU, = —/12(_;?)k (Zeo‘adAa> (Sn) + O("T1)dx

0 k=0 a=1
k
n 1/ \\k n '
= — Z/ (=) d\ Z eada, | (Sn)+ O(e"th).
k=070 k! a=1
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Calculando a integral e utilizando o fato de S, = Z;L:1 e Aj, entao temos

k
] n n _1 k41 n )
WU, = ZGJZik( ) ; ZeaadAa (A;) + O™t
j=1 k=0 (k+1)! a=1
k
N - ”
= e (—1 €“ad g, Aj) + O("
n n+1 (—Z)k n k—1 )
- ZEJ(_Z) 1 (Z eo‘adAa> (Aj) + O™t
j=1 k=1 ’ a=1
n—1
ST
a=1
onde ( )k
. —1 .
Qoa=—i Y, aday coaday, (Ay), (5.24)
Js(j)=a
tal que

Q1= —Ai, QQZ—A2+§[A1,A1]-
Vamos definir Qo = —K. Dai, temos

n
i€UsUn — €K + H—UpHUy = Y €(Qa—1 — Ha) + € (gn-1(€) — hn(e)). (5.25)
a=1
Para 1 < a < n, podemos observar que H, depende apenas de {4; : 1 < j < a}, e que Q,
depende de {A;:1<j<a—1}e{d;:1<j<a}.
Vamos agora construir indutivamente Hamiltonianos locais suaves {Aj,...,A,} tal que

Ay € Lso € Agh*a) € Ls,0, € tal que
[Qa_l — Ha,P] =0, (5.26)

para 1 < a < n. Definindo R,, := €7 U, (qn_1(€) — hn(€))U, entdo a Equagao (5.20) se reduz
a iell, = [H + R,,11,,]. De fato,

iell, = [H,1L,]+ U,[ieU’U, —eK + H — U:HU,, P|U; (5.27)

n

= [H I, +Un | Y € (Qa-1— Ha) + € (gn1(e) = hn(€)), P| Uy,

a=1

= [H.IL]+ "' Un[gn-1(e) — hn(e), PU;;

n

= [H, Hn] + [Rnann] = [H + RmHn]'
No caso o = 1, temos que a Equagao (5.26) é dada por

[K —i[Ay, H], P] = 0, (5.28)
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onde A; € Ls. Pela Proposi¢do (5.1) (ii) temos que A; = Z(K). Mais ainda, pela
Suposicao (4.2) e pela Proposicao (5.1)(iii, iv), temos primeiro que K = Z(H) e C™ 1
implica que 4; € C/™ 1 e segundo que todas derivadas de K definem Hamiltonianos locais
e, consequentemente, todas as derivadas de A; também definem Hamiltonianos locais.

Indugdo. Seja a > 1 e suponhamos que a afirmagao (Equagao (5.26)) seja valida para todo
1 < B < a. Isolando a dependéncia de A,, podemos escrever a Equagao (5.22) da seguinte
maneira

Hy = —i[Aq, H] + La, (5.29)

onde, como podemos observar na Equacgao (5.22), L, ¢ uma combinagdo linear de
multicomutadores que envolvem apenas H e {Ag: 1 < < a—1}. Logo, a Equacao (5.26) pode

ser escrita da seguinte maneira

[Qa—1 — La, P] + i[[Aq, H], P] = 0. (5.30)

(m—a+1) com todas derivadas definindo Hamiltonianos locais, e

Pela hipotese de indugao, L, € C
Ly € L5, (Lema (5.1)).
Tomemos

Aa = I(Loz - Qa—1)7 (531)

solu¢ao da Equacao (5.30) (ver Equagao (5.1)(ii)). Pela definigao de @Q,, pela hipotese de
indugao e pelo Lema (5.1)(iii), podemos concluir que Qn—1 € Lsoo € que @, € CT7L
Como Qa-1,La € Ls, entao, pela Proposi¢ao (5.1)(iii), podemos afirmar que A, € Ls 0.
Finalmente, como Q, € Cm 1 ¢ [, e ¢t entgo A, € CU—) (ver Proposigao
(5.1)(iv)).

Resta provar as estimativas locais sobre R,. Primeiro de tudo,

e 1 k . . .
e, (e) = Z ( kZ') es(J)adAjk -ada; (H) + (—i)"+1/ e~ Hun+15n ad£l+1(H)e’“"+1s"du,

jis(G)>n Yn+1
Ji<n, k<n
onde ¥, 11 = {u € R .0<u <--- < unt1 < 1}. Observe que o somatoério possui um

numero finito de termos.

Os multicomutadores podem ser estimados pelo Lema (5.1)(ii). Ja a integral f2n+1’ é estimada
por uma versao mais simples do Lema (5.3)(i) onde W, é substituido pela funcao indicadora
X[un,0] € Tt(O) & substituido por e~ Hn+19n adsf:jrl(H)ew"HS”. Mais especificamente, ao invés de
calcularmos a cota para a interacao de Z(B) (como foi feito no Lema (5.3)(i)), devemos calcular

a cota para a norma da interacao da seguinte integracao

%) Un . .
/ Xfun,0) (Une1)e” 15 add M (H)e 15 duy g = / et adZ T (H ) e duy 1.
0

—0o0

Denotando
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By = ¢ Wnt15n ad;+1 (H)ew"“S”

Un X .
LBy = [ e S ad g  H) S,
0

entao, analogamente ao que foi feito no Lema (5.3)(i), temos que

21, (B llsy < cnColl P, lls,141-

Utilizando o Lema (5.1)(ii), obtemos

A

!
||‘I)I1(Bl) sy < Cn0001n+12(n+1)( ) 1®s, Hgﬁn+2Hq’HHgﬁn+2

= O og L 0g 2

onde C "1 = CyC" .

Calculando, obtemos

esW)
en+1\|¢’hnHS,l < Z ch2k(l+k>H®AijS7l+k.”H@AleS,H*k”q)HHS’H»k
jis@@)>n
ji<n, k<n
1
+1g(n+1)({+n+2 +1
R ey S A LA R L] TS (5.32)

para qualquer [ € NU{0}. Tomando € tal que 0 < e < 1, entao, pelo fato de s(j) > n+ 1, temos
que €0) < €1, Além disso, pelo Apéndice (7.5), temos que ||®g, )|

Si4n+2 < gni(s)e, onde
gn,i(s) € uma fungao continua. Logo, pelo Apéndice (7.6), obtemos

P, ollse < € pnuls),

onde p,; € uma fungao continua.

Uma cota similar existe para ¢,_1. De maneira aniloga ao que foi feito para h,,, temos

— ) k . . . . .
6nqn—1(5) = — E ( kZ|) ES(J)adAjk C adAj2 (Aj1) + (_i)n-i-l /E e—’LUn+ISn ad§L+1(Sn)e’“”+1S"du
jis(j)>n ' ntl
Jis<n, k<n+1

Analogamente ao que foi feito para 6”+1||‘1>hn(5)||871, obtemos

Dy, llsy < € Pnals),

onde p,; ¢ uma funcao continua.

Pela definicao de R,, e pelo fato de ®,, . ser a interacao de R, ¢, entao
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[Prellsy < TP, lsg + €[ Pg,_, s,
< 6n+1pn,l + 6nJrlﬁn,l
= 6n+17ﬂn,l7

onde 7y, ; = pp + Dn,. Pela continuidade de p,,; e de p,;, entao r,; é continua. Dessa forma,
concluimos a demonstragao.
O

Lema 5.6. Sob as condigoes do Lema (5.5), se existir so € [1,0] tal que Hg(?)

1< a<k<d+m, entao A&al_a)(so) = 0 para todo « tal que 1 < a < k e para todo aq tal

= 0 para todo

que a < ag < k.

Demonstragio. Como H,, = 0, entdo segue da Equacio (5.16) que LT(Gy)|s=sy = Ts, (Gsy)
para todo G, diferencidvel. Como K, = Z,(H,), entéo K§§‘*” =T, (H§3)) Dai, pelo fato de
Hﬁg‘) = 0, entao temos que Ké?_l) =0,V 1<a<k. Como Ai(s) =TZs(Ks), entdo

AL (s0) = Ty (K ™) = Ty (0) = 0,
Vi<a<k.

Observemos que para j € N, tal que 1 < j < k, também temos que Ag-a_j)(so) = 0, YVa
tal que j < a < k. De fato, suponhamos que para todo g tal que 1 < 8 < j — 1 temos que
A(Bafﬂ)(so) = 0, Vo tal que f < o < k. Vamos mostrar que é valido que A;al*j)(so) =0, Vou
tal que j < o < k.

Pela Equagao (5.29), temos que

Hj(s) = —i[Aj(s), Hs] + Lj(s)-

Comparando essa equagao com a Equagao (5.22), percebemos que L;(s) depende de {Ag(s) : 1 <
p < j—1}. Pelo fato de Ag(sgp) =0,V 1< 3 <j—1, entdo podemos concluir que L;(sg) = 0.

Mais ainda, Lgal*j )(s) depende de

j—1 ,
Uy j<a<al,
B=1

para todo aq tal que j < ay < k. Pela suposi¢ao, temos que A(ﬁa_j)(
1< B <j—1,eparatodo a tal que j < a < a3. Logo, L§a1_j)(so) =0, Vag tal que j < a3 <k.
Como Q;(s) depende apenas de {Az(s) : 1 < B <j—1}ede {Ag(s) : 1 < B < 5} (lembrando

que Q1(s) depende apenas de Al(s)), entdo, pela suposicao, podemos concluir que Q;j—1(sg) = 0,

s0) = 0, para todo [ tal que
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(a1—(j+1))(8)

lembrando que 1 < j < k. Mais ainda, @ J depende apenas de

U{A ~(G+1) j+1<a<a1}edeU{A “U(s) i1 <a<arl,

B=1

ou seja, depende apenas de

U{A T (g) it l<a<ar+1}ede {AP () j+1<a <)

Observemos que anl_l) depende apenas de {Aga)(s) :1 < a < ag}. Dai, temos que Q;ofl_j)(s)

depende apenas de

U{Aa] j<a<a1+1}ede{AaJH)():jSaSal},

lembrando que 1 < j < k. Pela suposicao, temos que Aga_j)(so) =0,Va,Btalquel < < j—2
ej <a<ai, e temos que A( ]H)( 0) =0, Vo tal que j < o < 3. Logo, Qg-a_ll*j)(so) =0,V
tal que j < oy < k.

Como Aj(s) =Zs(Lj(s) — Qj—1(s)), entao

A(Oél ])( ) Iso (L;al_j)(SO) — Qg-o_éll_j)(s())) = Iso (0) = 0.

Portanto, para todo j tal que 1 < 5 < k, concluimos que A;al_j)(so) = 0, Yoy tal que
Jj< o1 <k
O

Agora, vamos provar o Teorema (4.1).

Teorema 5.1 (Teorema (4.1)). Assuma que a Suposi¢ao (4.1) acontece.
(i) Se a Suposicao (4.2) é satisfeita para m = 1, e se @gk)(X)|S:0 =0, VX € F(I) e
1 <k < d+1, entdo existe um vetor 9(s) € Im(Ps) com |[toe(s)]| = 1 e existe Cy < oo,

que é independente de A e €, tal que

sup {|(¥e(s), O (s)) — (De(s), Ovhe(s))]} < C1lsupp(O)]?[|O]le (5.33)

s€[0,1]

para qualquer O com supp(O) C A.

(ii) Se a Suposicao (4.2) é satisfeita para m > 1, e se q)gk)(X)|S:0 = @gk)(X)|3:1 =0,
VX € F(T') e 1 <k < d+ m, entdo

[(We(1), Ove(1)) = ($e(1), 0%e(1))] < Cin[supp(O) [ O]} €™ (5.34)
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Demonstracao . Nessa demonstragao, vamos restabelecer a dependénciacia de s e utilizar as
convengoes da Segao (3.1). Primeiramente, pelas hipoteses do Teorema (4.1) e pelo Lema (5.6),
temos que U, ¢(0) = I ( lembrando que U, (s) = exp (i > 1, €*Aa(s)). Seja Vp (s, s") solugao
de

ie%VmE(s, s') = (Hs + Ry c(8))Vae(s, s), Vie(s',s') =1

Utilizando o fato de que E(V* (s,8)) = (%Vn,e(s, §'))*, temos pela equagdo anterior a seguinte
equagao

_iG%V;@(S’ S/) = V;,E(S’ S,)(HS + Rn,e(s))’ V;}E(S/, S,) =1

Através das duas equagdes anteriores, temos que V;, (s,0)PyV, . (5,0) é solugdo da Equagdo

(5.19). Sob a mesma condigao inicial, temos que
Vie(s,0)PoV,y ((8,0) = iy, e(5) = Un e(s) PsUp, ((s), Vs € [1,0]. (5.35)
Seja a equagao de Schrédinger

iediUE(s, sy = HyUc(s,s'), Uc(s',s)=1.
s

Utilizando o fato de que £(UZ(s,s')) = (2£Ue(s, s'))*, temos que

d
—ieUl(s,s') = Ul(s, ) Hs,  US(S,8") = 1.

Para comparar V,, (s, s") com U(s, s"), observemos que, para qualquer operador O, temos

R
* (r YU (s, r)OU(8,7)Vie(r, sHI=s,

=S

NOVye(s,8) — U (s,8)OU(s, s)

NUZ(s,7)OU(s,7)Vpe(r,s")) dr

d
V:}E T, 8’)(5U€(r, 8))OU (1, 8) Vi e(r,s") dr
v* )

v
v
[

_ / NU(r, $)OU (r, ) V.o (1, ') dr
A
/

(
/ d * /
nye(r,s Ue(r, S)O(JUE (r,8))Vpe(r,s') dr

b VUL )OUL () Vi)

S
/
S

Utilizando as Equagoes de Schrodinger anteriores e o fato de U(s, s') = U*(s/, s) ,entdo temos
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Vi e(s, §)OVie(s,8') — UX (s, )OU(s,s")

= / di(v'riﬁ(r) SI)UE (T7 S)OUG* (r’ S)Vn,ﬁ(r7 8/)) dr

V;}E(r, ) (Hy + Ry e(r)Uc(r, s)OUZ (1, 8)Vpy o (1, 8'))

/
54
1 €

bV U 9)0U; (Vi)
N EV:’E(T’ $U(r, $)OUZ (r, ) H, Vi o (7, 8))
+ %iv;;(r, §VUe(r, )OU¢ (1, 5)(Hy + R o(r)) Vo e(r, ) dr
) /ls EVn*,e(T? § YR, (1)U (r, $)OUZ*(r, 8)Vp o (r, 5'))
b UL $)OU (1) B ()Vac ) dr
1

_ ! / V2 ) [Ruc(r), Us(s,r)OUL(s,7)] Va(r,s') dr (5.36)

€ ’
A igualdade U(s,s") = U*(s, s) esta provada no Apéndice (7.1).

Seja ¢(s) a solu¢do normalizada da equagao de Schrodinger tal que

1/16(3) = UE(Sv 0)¢07

com a condicao inicial 1y na imagem de Py, ver Equacao (4.1). Seja ¢, ((s) a solucao da equacao

de Schrédinger com a conducao contra-diabatica (V,, (s, s’)) para a mesma condigao inicial,

Pne(8) = Vie(s,0)1b0.

Entao, pela Equagao (5.36),

(Ve(5), Ove(s)) — (Pn.e(s), On e(s))
= (¢o, U/ (s,0)0U(s,0)¢0) — (tho, V;yc(5,0)OVyr,e(s, 0)20)
= (Yo, (U (r,0)0Uc(r,0) = V;; (r,0) OV (7, 0)) ¢0)
= 2 [ Onl). (Rl U2 (5:7)OUL 5.7 (1) (5.37)
Agora, pelo Lema (5.5), temos que R, (r) ¢ um Hamiltoniano local de ordem €"*1. Mais
ainda, o comutador [Ry, (), UZ (s, 7)OU, (s, )] envolvido por um tempo [¢~s — ¢~1r| e pode ser

controlado usando o Lema (5.2), produzindo
[(Dne(r)s [Ru,e(r), UZ (5,7)OU(3,7)] dne(1))| < Crn(r)|supp(O)[*||O]| " 174, (5.38)

Pela Equacao (5.35) e pelo fato de V,((s,s’) ser unitario, temos que V, ((s,0)FP) =
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I1,, ¢(5)Va.e(s,0). Logo,
Pn.e(s) = Vae(s,0)00 € Im(Ily (s)) = Im(Un e(s) Uy ((5)),
0 que nos garante a existéncia de {/;,M(s) € Im(Ps) tal que ¢y, ((s) = Up.e(8)thn.c(s). Logo, temos
(Dn,e(5), On,e()) = (Fne(5), Ovne(5)) = (Wne(5), (U, OUne() = O)hn,e(s)).-
Pela formula de Duhamel (5.23) e pela Equagao (5.15) , temos

S
U3 ($)0U(5) = 0 = UL ()00 ()55 = [ 20 (U100 (5)) s

0 ds/ n,e
s 1
— / / <—ie(l—“)(—i)sn(SI)S’n(s/)eu(_i)Sn(sl)OeiS”(s/)+ie_iS”(S/)Oe(l_“)iS”(s/)Sn(S/)GMS”(SI)) duds’
0 JO
s 1
- / / [e—isn(sdoeisn(s'),e—wsn(S’)Sn(s’)ewsn“’)} duds’. (5.39)
0 JO

Pela equagao anterior, obtemos

s 1 . f . ’ . N . ’
[Up (8)OUpe(s) = O] < / / [e_’S"(S )0 5n(s) g=1dn(s) g (g)etwdn(s )} H duds’
0o Jo

IN

s 1
/ / e—iuSn(s’) [e—i(l—u)sn(s’)Oei(l—u)Sn(s’)’ Sn(sl):| eiuSn(s’)
0 JO

s 1
/0/0 [e—i(l—u)Sn(s/)Oei(l—u)Sn(s’)’S«n(sl)}H duds’

‘ duds’

IN

Utilizando o Lema (5.2) e o fato de S,,(s) = 3.7_, €*Ax(s), entdo temos

k=1

n s 1
Zﬁk/O /O C (k)@ 4 110]lsupp(O)[*|u — 1|* duds’.
k=1

|Un,e(8)OUn.e(s) — O|

IN

IN

onde C'(k) sao constantes para todo k. Observemos que |u — 1| < 1. Logo,
n s rl
|Un,e(s)OUn(s) — O] < ZEk/O /0 C(k)|1@ 4, I1Olllsupp(O)|* duds'.
k=1

Tomando ¢ tal que 0 < ¢ < 1, entdo ¥ < ¢ para todo k. Pelo fato da norma H(I)Ak || ser continua,
entao temos que ||® Ay || é integravel. Dessa, forma a equagao acima pode ser escrita da seguinte

maneira
|Uys (5)OUpe(s) — O < Col|O]|supp(O)[e. (5.40)
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onde Cj é uma constante. Logo,

o] [(1he(5), Ote(5)) = (¥n,c(s), Otm,c(s))| < €]|O[[supp(O)*(Che" "V + Cp),  (5.41)
s€l0,1
onde Cy,Cyp sado constantes. Tomando n > d + 1, entao provamos o item (i).

Pela Suposigao (4.2), podemos tomar n = d + m. Logo, a equagao (5.37) possui ordem €™.
Como por hipotese @gk) (X) = 0, entao pelo Lema (5.6) temos que A,(1) = 0 para 1 < a < m+d.

Assim, Sp,1a,(1) =0 e o item (ii) é provado tomando Jme = One. O

5.3 Solucao da Equagao (4.5)

Vamos discutir mais explicitamente a possibilidade de escolher o vetor 1’/;7%6(5) (ver Secao

(4.2)) como solucao da Equagao (4.5). Na demonstracao do Teorema Principal (5.1), temos

Unie(8) = Up o(8)6n.e(s) = Uy o(5)Va,e(5, 0)200.

Assim, {/;n,s(s) ¢ uma solucao da equacao diferencial

i%{/;n,e(s) = Kn,E(S)QZn,e(S)a Jn,e(o) = 1#0; (542)

onde

Ky (s) = iUiﬁ(s)Un’e(s) + e_lU;’E(s)(HS + Ry o(5))Une(s). (5.43)

Observando que iU;L“ﬁ(s)Un,e(s) = —z'U:;e(s)Un,e(s) (ver Equagao (5.23)) e expandindo K, (s)

na poténcia de e (ver Equacgao (5.25)), temos que
Kpe(s) = € "Hy — i[A1(s), Hy] + B(s),

onde B € L5, ¢ de ordem €. Essa expansao pode parecer inttil visto que e H, é simplesmente
o gerador da equacao de Schrédinger original. Contudo, podemos utilizar o fato de ng(s) =

Pan7€(8) (pois @Zn,e(s) € Im(Ps)) para multiplicar Ps em qualquer termo de IN(n’E(s). Para
1

s

de generalidade, HsPs = 0 (consequentemente, como [Hg, Ps] =0 e HsPs = 0, entdao PsHg = 0).

simplificar, vamos assumir a degeneracao exata em X , isto é, § = 0, e estabelecer, sem perda

Entao, quando aplicamos P;, temos que
e 'H,Ps =0,
enquanto o termo e-independente fica

i[A1(s), Hy) P, = [i[A:1(s), H], P Ps. (5.44)
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Esse ultimo termo também ¢ igual & [Kj, Ps|Ps (ver Equacao (5.28)). Além disso, temos que

—iP,P, = i[Ps, P,|P,. De fato,

iPy=1iP? = iP, =iP,P,+iP,P; = iP,P; = iP,P,P; + iP,P,P,
= —iP,P,P; = —iP,P, +iP,P;Ps = —iP,P, = —iP,P? + iP, PP,
= —iP,P, = i[Ps, P, P,.

Lembrando que K = Z(H ), entao temos pelo Corolario (5.1) que

P, = i[K, P,).

Logo,

Ko (8)Ps —i[Ps, PP = [K,Ps]Ps+ B(s)P;+iP,P,

= [K, PP, + B(s)Ps + i(i[K, P,]) P,
= [K, PP+ B(s)P; — [K, P5|P; = B(s)P.

Como K ((s) e i[Ps, Py] diferem por um Hamiltoniano local B(s) de ordem € na norma local
quando esta atuando na imagem de Ps, e ambos geram uma dindmica dentro da imagem de Pk,

entao, pela mesma idéia da prova do Teorema Adiabatico, temos

S [(Vn,e(5), On,e(s)) — (2(s), 02(s)) | < C(O)e

onde C(O) é uma constante que depende da escolha do operador O e §)(s) é a solugdo da Equagao
(4.5).
Resta explicar que essa conclusao continua vélida quando a degenerecéncia estrita é dada

pela Equacdo (4.4). Sem perda de generalidade, vamos considerar que minY! = 0. Observemos

que
[i[A1(s), Hs], Ps|Ps = i([A1(s), Hs| Ps — Ps[A1(s), Hs|) Ps = i[A1(s), Hs| Ps — iPs[A1(s), Hs] Ps.
Portanto,

i[A1(s), Hs|Ps = [i[A1(s), Hs], Ps|Ps + iPs[A1(s), Hs] Ps.

Nesse caso, K, ¢(s)Ps ¢ expandido da seguinte maneira

Kpe(s)Py = € VH Py — [i[Ay(s), Hy], P| Py — iPy[A1(s), Hy| Py + B(s)Ps

)

Em norma, o termo e 'HyPs ¢ cotado por e ' e o termo iPs[A(s), Hs]Ps é cotado por

C4JA|. O termo |A| vem da norma de A;(s). De fato, denotando ¢ = max,ecx <ZX9x: H@S(X)H>
XCA
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e cy = [ |W,(t)|dt, temos

1)) = IZHEDI < HTE’A(K?)H/!WW)\dt
R

< M ED e
< |KMler = |ZMED)|en
< EMe)? =1 (X)) (er)?
XCA
< Y u(X)l(er)?
XCA
< 30N 196X (en)?
xeEAN X3z
XCA
< Y clen?
xEA
< |Ale(e1)? = |A|C.

Portanto, se a Equagao (4.4) acontece, entdo ambos termos sdo cotados em norma por Ce e o

argumento continua vélido.

5.4 Prova da Teoria da resposta linear

Agora vamos provar a Teoria da resposta linear.

Teorema 5.2 (Teorema (4.2)). Suponha que as Suposigoes (4.1), (4.2) sao satisfeitas para a
familia de Hamiltonianos Hinicial + 0aV, para algum a > 0 fixo e o € [0,1]. Seja J € AX um

observavel, com X C A, e seja f;y = —iwo([Ko, J]). Entéo a expressao
Ozfl(w@a;o(g]) - wO(J) — Osz7v) (545)

converge para 0, uniformemente no volume, tomando primeiro o limite ¢ — 0 e depois o limite

a — 0.

Demonstracao. Vamos denotar a familia de Hamiltonianos Hipicial + ooV por Hipicial + €V,
onde s € [—00,0]. Sejam Hg o = Hipicial + €°aV e P 4(s) a solucao da Equacao (4.8) com a
condicao inicial P o(—00) = lims_s_ o P o($) = Ps. Devemos relembrar que P, ¢ a projegao no

patch espectral do Hamiltoniano Hy .. Pelo Corolario (5.1), temos que

Pa = %(P ) = Z[I(dd (HO Oz)) Pa] = i[I(HO,a)vpaL Va € [O’OO)’

onde K, = I(H(),a). Como Ho,a = %(Ho,a) =V, entao
K,=1Z(V), Vae]0,00).
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Pelo fato de H, s(a) = e*aV para todo k > 1, entao a prova do Lema (5.5) pode ser reproduzida
de tal forma que 7, ;(s) = Cy, poe’.

Utilizando a Proposigao (1.4), obtemos das Equagoes (5.37) e (5.38) a seguinte equagao

Tr(Pea(s)O)  Tr(Il,((s)0)
Tr(P o (s)) Tr(II, ((s))

< Cralsupp(0)?]|0||e" ¢ 801_1}11100/ e”'|s' — so|%ds’,  (5.46)
50

tal que o limite é finito devido ao fator exponencial e onde Cy é uma constante.

Pela Equacao (5.35), sabemos que
Ine(s) = Vae(s,0) Pea(0)V; o (5,0) = Vae(s,0) Pa Vi (5, 0),
lembrando que P ,(0) = P,. Observemos que
Tr(Ilpe(s)) = Tr(Vae(s, 0) PV, ((5,0)) = Tr(PaV,, (5,0) Vi e(s,0)) = Tr(Pa).

Dessa forma temos que

Tr(Ie(s)0) Tr(PQO)‘ _ | Te(Vae(s,0) PaVii(s,000) Tr(PaO)’
Tr(IL,, ((s)) Tr(P,) Tr(P,) Tr(P,)
| Te(PaVi (5,0)0Vie(5,0))  Tr(P,O)
- Tr(Py) © Tr(P,) ’
_ (Tr]: s (Vi(8.0)0Vi(5,0) - o)> ‘

(e

= | sOOVne(s 0) — O‘

> [Vyr o(5,0)0Vp.e(s,0) — O]

Utilizando um argumento similar ao argumento que utilizamos para a Equagao (5.39), entao

obtemos uma equagao similar a Equagao (5.39), onde a norma de \S,, proporciona o fator a.. Dali,

obtemos
T, (5)0) _ Te(P:0) |
Tl () TRy | = CoolONupp(O)Fe (5.47)
Definindo,
(O)—w (O)_M
Ceor O L) 0 Y T s

onde o = e°; utilizando as Equagdes (5.46), (5.47) e tomando n = d + 1, entao temos

‘Wf,a;a(O) —wa(0)] < CO"SUPP(O)PHOHQ
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uniformemente em A e em o. Assim,
@ Hweas0 () —wo(J) +iawo([Ko, J])| < Clsupp() || [le +[a™ (wa(T) —wo(J)) +iwo([Ko, J])]-

Pelo Corolario (5.1),

i (0) = i (TT'(PaO)> . T"”(PaO)TT(Pa) — TT(PQ)TT(PQO)
da 0\ T Tr(P,) ) (Tr(P,))?
i (Tr(KqPyO) — Tr(PoKo0))Tr(Py) — i (Tr(KoP,) — Tr(PyKy)) Tr(P,0)
(Tr(Pa))?
i (Tr(OKoPy) — Tr(PoKo0))Tr(Py) —i (Tr(KoPy) — Tr(KoPy)) Tr(P,0)
(

(Tr(P,))?
i(Tr(PaOK) — Tr(PaKo,0))
= Tr(Py) 0= ~iwn([Ka. O]

<

e pela Proposicao (5.1)(iv), essa derivada é continua em «, uniformemente no volume. Segue que
o Hwa(J) — wo(J)) + iwo([Ko, J]) — 0, a—0

uniformemente no volume. O

Demonstragao. (Demonstragao da Equacao (4.15))

Abreviamos Hipicial por H e a projecao espectral correspondente Py por P. Vamos manipular o
lado direito da Equacdo (4.15). Primeiramente, podemos trocar V por V = PV (1 — P) + (1 —
P)VP sem mudar o valor de f;y. De fato, como HP = PH e H(1 — P) = (1 — P)H (ver

demonstracao da Proposigao (5.1)), entao temos que
_+(PV(1—=P))=Pr_(V)(1—P) e T+((1=P)VP)=(1—P)r_(V)P.
Utilizando as equagoes anteriores, temos

wo([7=4(V), J]) = wo([r—e(PV (1 = P)) + 7—4((1 = P)V P), J])
V)= P)+ (1= P)r(V)P,J]

= wo([P7—( )
_ Tr(Pr(V)(1 = P)J) = Tr(J(A = P)7 (V) P)
Tr(P)
_ Tr(Pr(V)J) =Tr(Pt—(V)PJ) +Tr(JPT_+(V)P) — Tr(Jr_(V)P)
N Tr(P)
Tr(Pr—(V)J) = Tr(Jr—«(V)P)

- o) = wol[-4(V), T]).

Portanto, trocar V' por V nao altera o valor de Jov,ouseja, frv=1Ff .
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Observemos que V = PV (1 — P) + (1 — P)V P. De fato,

PV(1—P)+(1-P)VP
= P(PV(1-P)+(1—P)VP)1—-P)+(1—P)(PV(l—P)+(1—P)VP )P
= PV(1-P)+(1-P)VP=V.
Logo, pela Proposicao (5.1), temos que

V = —i[H,Z(V)]. (5.48)

Néo ¢ diffcil vermos que como V = PV (1 — P) + (1 — P)VP, entdo Z(V) = PZ(V)(1 — P) +
(1 — P)Z(V)P. Observemos que

z/ e_étTft([H, Al)dt = z/ e_&e_itH(HA — AH)e"H qt
0 0
= z/ e OtetH [ At g — z/ e Ote Tt ATt gt
0 0
Utilizando o Teorema espectral, ou seja, utilizando o fato de
HetH — / AeAE(N), etHH = / e"NE(\) e H= / AdE(X)

temos

’/Ooe _([H, A])dt—z/oo Ot (A — AH)e™ dt

/ et / e ANIE(N) A / AR (p)dt — i / st / BN A / )
/// =220 at i(j— A) dE(N) AdE(p)
// i —N) _5 dE(\)AdE(p).

Para qualquer A satisfazendo A = PA(1 — P) + (1 — P)AP, temos entao que

z'/oo Str_J([H, A))dt = // Y 6dE(A)PA(l—P)+(1—P)APdE(u)

_ // ()\)PA(l—P)dE(u)+//M5 dE(\)(1 = P)APAE(p)
:/zz/zwu /\_5d N AdE (1 /21/2“ < dE(\)AE ().
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Tragando o limite 6 — 0 e utilizando a Suposicao (4.1) (ju — A| > v > 0), temos

: i(p — >\) / /
1 _ dE JAdE (u dE(NAJE
61—I>I(1)/22/21i i Ez’blu, )\ *5 ( ) (M)

_ /22/211dE VAAE (1 //1dE )AdE (1)

= PAQ1-P)+(1-P)AP=A
Portanto,

lim i / e O y([H, A])dt = A. (5.49)
6—0 0

Tomando A = Z(V) e utilizando as Equagdes (5.48) e (5.49), entdo temos

V) = A=lmi /0 e y([H, Al)dt

= limz¢ Ooe_‘stT_t Vv
~ /O ([H,Z(V)])dt

6—0
= lim— | e % (—i[H,Z(V)))dt
6—0 0
oo ~
= lim — e (V)dt.
6—0 0

Utilizando a equagao acima, temos

Fap =i [ lim e an((r-o(7), J)dt = =iol(Z(7). 7]

6—0

Mudando V por V', obtemos
faov = —iwo([Ko, J]),

onde Ko =Z(V). O
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Capitulo 6

Conclusao

Nesse trabalho, nds dissertamos sobre o artigo [14] desenvolvido pelos Fisicos Matematicos
Sven Bachmann, Wojciech De Roeck e Martin Fraas. Nesse artigo, eles provam a validade de
um Teorema Adiabético para sistemas que s@o muito grandes. Para a validade desse teorema,
duas suposicoes foram essenciais: a suposicao do gap espectral e a suposicao da suavidade das
interagoes. Como existe uma dificuldade para encontrar teoremas adiabaticos para sistemas
muito grandes, entdo podemos afirmar que esse Teorema Adiabatico é de grande importancia.

Uma aplicacao desse teorema que é apresentada pelo artigo, é a Teoria da resposta linear.
Para o desenvolvimento dessa teoria, os autores adaptaram a estrutura de Kubo [7], a respeito
da teoria da resposta linear, para a configuracao dos sistemas quénticos de spin. Essa teoria nos
permite calcular a alteragdo sofrida por um sistema, apds esse sistema sofrer uma perturbagao
externa. E importante lembrar que essa perturbacéo é feita de maneira controlada, ou seja, essa
perturbacgao é feita de maneira lenta e a sua intensidade deve ser pequena.

Um ponto que devemos destacar, é que o artigo trabalha com o conjunto dos operadores
lineares limitados. Esse conjunto é uma C*-algebra. Portanto, o estudo que fizemos sobre a
C*-algebra, antes de ler o artigo, foi de extrema importancia. Além disso, foram necessarios
alguns exemplos “simples” de fisica para uma melhor compreensao do contetido apresentado pelo
artigo, visto que algumas explicacbes podem ser confusas devido a complexidade do contetido

apresentado.
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Capitulo 7
Apéndice

Apéndice 7.1. Vamos provar que U(t,t") = U*(t, t).
Seja o PVI
iWh(t) = He(t)
P(t') = o
tal que a sua solugao é (t) = U(t, ")) e t esta fixo. Fixando t, temos
$o = 1(t) = U(t,t')¢o.
Logo, podemos observar que ¥ (r) = U(r,t' )iy e ¢(r) = U(r,t)do sao solugdes do PVI
i) (r) = Hp(r)
¥(t) = ¢o
Pela unicidade do PVI, entao ¢(r) = 1 (r), Vr. Dai,

o(t') = (") = U, )U(t,t")po = 0.

Como isso ¢ vélido para qualquer g € H, entao U(t',t)U(t,t') = I. Como U(t',t) ¢ uma

aplicagao unitaria, ou seja, U*(¢',t)U(t',t) = I, entao concluimos que U(¢,t') = U*(t', t).

Apéndice 7.2. Vamos provar que se sup{|t|"|W, ()| : [t| > 1} < oo, Vn € N, entao vale
sup{z" f|t‘>l, W, (t)|dt : 2 > 1} < 00, Vn € N.

Defina ¢ = sup{[t|*" 1 |W,(¢)| : |t| > 1}.
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Vamos considerar x > 1. Dal,

t2n+1W t
o [ e = [ O,
lt[>e | jt[?"

© 1 ony1 [0 1
</ 75271—1—1 dt + (_1) / t2n+1 dt)
T —0o0

AN
o
8

3

Portanto, sup{z"| f|t‘>x W, (t)|dt : 2 > 1} < o0, Vn € N.

Apéndice 7.3. Como z decai mais rapido do que qualquer polinomial, entdo podemos afirmar

que existe uma constante C' positiva tal que
~ C
(<, vzl vpeN.

Logo, temos

C

2d kd 7~ 2d kd
> mHM Yy ntim) < 3 m* Yy Mo
m>mo n>m m>mo n>m
kd
7 L
< C Z m Z kd+2 2442
m>mo n>m
kd
2d n 1
< Cy omty PFRd+2 p2d+2
m>mg n>m
2d kd
m n 1 1
coy My oy Ly Lew
= m2d+2 nkd+2 m2 n2
m>mgo n>m m>mo n>m

Apéndice 7.4. Vamos demonstrar a Equacao (5.21)

k
UpHU, = e "SnHe'n = (=9) (Z eaadAa> (H) + O(" ).

k!
k=0 a=1

Primeiramente, vamos definir
f(t) = e S el vt e [0,1].
Dai, temos
F1(t) = —ie”" S, He™ ™ 4 ie” " HS, e = (—i)e " [S,,, H]e"" = (—i)e” " ads, (H)e"5".
Suponhamos que para m € N vale que

f(m) (t) — (_i)me—itSn (adsn)m<H)eitS".
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Vamos provar que para m + 1 € N também vale que

f(m—l-l) (t) — (_Z»)m—l-le—itsn (adsn)m+1 (H)eitSn ]

(=)

(=8)™ ! (e S, (ads,, )™ (H
(i)™ e 1S, (ads, )" (H))e
( Z)m—l—l —ztSn(ad )m+1(H)6itS".
Portanto, por indugao, temos que

F () = (—i)me 5 (ads, )" (H)e"™S, ¥ € N.

Agora, vamos mostrar que para todo n € N vale

+

" f(R)
) = S [0

_l’_

" f(k) . .
_ Z f (0) (_i)n+1 / efzun_HSn adg;—l—l(H)ezun_,_lSndu’
En+1

onde

1 Ul Un
/ f(n+1) (un+1)du = / / e / f(n+1) (un+1)dun+1...du1.
Sht1 0 Jo 0

De fato, observemos que

1
0 —|—/0 f’(ul)dul.

Logo, a Equagao (7.2) é valida para n = 0.

i)™ (—ie "5 S, (ads, )™ (H)e" ™" + ie” " (adg, )™ (H ) Spe'™")
d s, )eitSn _ e—itSn (adsn)m(H)SneitSn)

(7.1)

Suponhamos que a Equacao (7.2) é valida para n = m. Vamos mostrar que essa equacao €

valida para n = m + 1. Temos que

:Zf / / / £ (1) At 1.y
k=0
Como
m—+1
SO (1) = P (0) + / £ (4 oVt 4o,
0
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entao temos

f(1) = f(k / / / FomtD( /UMH FOH2) (g o) d s o dtim g1 ... duy

—0

f(k( ) m+1) Um  [Um41 m+2)
= Z il m+1 u +2)dum+2dum+1 dU1

k=0

m+1

- // /m/ m+1)+1)(um+2)dum+2dum+1...du1.

Portanto,

—~ f®)(0)
K]

f(1) = +/ O (upyq)du, Vn e N. (7.3)
Yol

k=0

Pelas Equagoes (7.1) e (7.3), garantimos a validade da Equagcao (7.2) para todo n € N.

Dessa forma, denotando
(™) :/ FU (up41)du,
En«‘fl

entao, pela equacao anterior, temos que

o5 [ eiSn — i (—i)* (ads, )" (H) + O(e™+),

Observemos que

adg, () ] Z Ze adg, (1) = (Ze ada, )

Portanto,

k
UrHU, = e "nHen = (=) (Z eo‘adAa> (H) 4+ O(e™t).

Apéndice 7.5. Sabemos que
Sn(s) =) € Ap(s).
k=1

Dai, definimos
n

Dg,(5)(2) = Z "D 4, (5 (2).

k=1
Como 0 < € < 1, entdo €* < e para todo k. Logo,

n

@5, (9 lstnt2 < €D 1P llsitniz = gni(s)e,
k=1
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onde g 1(s) = > 5 [P a, (sl 1n2:

Apéndice 7.6. Sabemos que

s(J)
n €
Dy, wllsy < D F0k2k(l+k) 1P, s lsitk - 1 ay, ()

j:s(G)>n
Ji<n, k<n

1
(n+1)!

[P (s)

+ C n+12(n+1)(l+n+2)”¢)s

”(s)ngl_}rnJrQH(I)H s 14n+2,
e sabemos que

195, (s)lls14n+2 < gni(s)e.

Além disso, também temos que €50) < "1, Utilizando as equacdes anteriores, nos temos

1
< et Y Lo e, Gl 10, sl R s o
Js@>n
7i<n, k<n
1
n T C n+12(n+1)(l+n+2)gz"}'1(S)En

= €n+1pn,l(5)7

onde

1
pa(s) = > ng?k(Hk)H‘I’Ajk(s)\ls,wk'"H‘I’ oSkl Pr(s) lls ik

js@@)>n
Ji<n, k<n

1

n+12(n+1)(l+n+2) n+1
(n+1)! ¢

+ I NP s i+nt2-

Apéndice 7.7. Vamos provar que

| XolF| X1 |"*
> > Eo e led xolled, (o)l
4 | (A, )
r,y} X0p,X1CA:
XoUX1=2Z, XoNX1#0
H<I> Xo H 1%, (X1
< Xol¥ Xk L F(d
< N P S Y Y X S R )

Xo03{z,y} ZQEXO z1€A X15{20,21}

lembrando que neste caso noés temos z,y € Xg e Xg, X1 C A.

Para nao deixar as contas carregadas, vamos denotar

| Xo|¥| X1 " "

Y= e, y)

122, (Xo) |84, (X1)]].
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Portanto, o nosso objetivo é provar que

2 2. B= > X > > B

Za{x,y} X0,X1CA: X09{337y} 20€X0 z1EA Xy B{Z(),zl}
XoUX1=Z, XoﬂXl?é@

Dessa forma, temos

3 3 | Xo|* \Xl\ 3 3
Za{x7y} X0,X1CA: C Za{x7y} X0,X1CA:
XoUX1=2, XoﬂXl#@ XoUX1=2, XoﬂXl;A@

Seja x a funcao caracteristica. Observemos que

> >, B = Y > > x(XonXi#0)B. (7.4)

Z3{zx, Xg,X1CA: Z>3{x,y} XoCA XjCA:
{w y} X0UX1:0Z,1X0ﬂX17é@ {x y} 0 XoUle =7
Como
{Xl CA:XlﬂX()?é@} - U U {Xl CcCA: X3 {ZU,Zl}},
20€Xp z1€EA
entao

(X1 N Xo 75 (Z) Z Z X1 > {Zo,Zl}). (75)

206X z1E€EA

Pelas Equagoes (7.4),(7.5), temos

2 2. B

Z>{xy} X0, X1 CA:
XoUXq =Z7 XomX17é®

IN

Z Z Z Z 2 X(X1 3 {20,21})B

Z>{zy} XoCA X1CA 2 20€X0 z1€EA
1=

-y % Z (XoUX1=2) 3 > x(X13{z2,2})B

X1CA Z>3{z,y} XoCA 20€X0 z1EA

(7.6)

Lembrando que nesse caso x,y € Xg e X1 C A, entdo podemos afirmar que

U {XocA:XuXi=Z} c{XoCA: XoUX; CAe,ye X}
Z>{z,y}

Pela equacao anterior, obtemos

Y)Y xXuxi=2)< > x(XgUX; CA).
Z>{z,y} XoCA XoCA:
Xo>{z,y}

7



Mais ainda, obtemos que

SN Y xXeuxi=2) Y Y x(X1 3 {x0.2})B

X1CA Za{x,y} XoCA 20€X0 z1EA
< Y ) x(XouXicA) D) x(X13{z0,2})B
X1CA  XgCA: 20€X0 z1EA
Xo3{zy}

= > > > > x(Xi3{z,2})B

X1CA XgCA: 2zp€EXg z1EA
Xo>{zy}

2 X2 2 B

Xo3{z,y} 20€X0 21€A X135{z0,21}

IN

Pela Equagao (7.6) e pela equagao anterior, temos

2 2. Bs > > > > B

Z>{xy} X0,X1CA: Xo3{z,y} 20€X0 21€A X13{z0,21}
XoUX1=2, Xole;é@
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