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Resumo

A formulação original do Teorema Adiabático para a mecânica quântica foi feita em 1928

pelo físico e matemático Max Born e pelo físico Valdimir Fock. Fisicamente, podemos entender

esse teorema da seguinte maneira: se um sistema quântico sofre pertubações suficientemente

lentas, então, ao longo do tempo, a configuração do sistema se mantém próxima do ponto fixo

instantâneo da pertubação. O objetivo principal desta dissertação é apresentar a formulação e

demonstração do teorema adiabático para sistemas quânticos de muitos corpos, provado pelos

físicos matemáticos Sven Bachmann, Wojciech De Roeck e Martin Fraas.

Palavras-chave: Teorema Adiabático, sistemas quânticos de spins, sistemas quânticos de

muitos corpos.



Abstract

The original formulation of the Adiabatic Theorem for quantum mechanics was made in

1928 by physicist and mathematician Max Born and physicist Valdimir Fock. Physically, we can

understand this theorem this way: if a quantum system undergoes sufficiently slow perturbations,

then, over time, the configuration of the system remains close to the instantaneous fixed point of

the perturbation. The main objective of this dissertation is to present the formulation and proof

of the adiabatic theorem for extended quantum systems, proven by mathematical physicists Sven

Bachmann, Wojciech De Roeck and Martin Fraas.

Keywords: Adiabatic theorem, spin quantum systems, many-body quantum systems.
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Introdução

A formulação original do Teorema Adiabático para a mecânica quântica foi feita em 1928

pelo físico e matemático Max Born e pelo físico Valdimir Fock. Fisicamente, podemos entender

esse teorema da seguinte maneira: se um sistema quântico sofre pertubações suficientemente

lentas, então, ao longo do tempo, a configuração do sistema se mantém próxima do ponto fixo

instantâneo da pertubação. Ao longo dos anos foram feitos muitos trabalhos provando esse

princípio. Resultados mais recentes com foco em mecânica quântica podem ser encontrados em

[28], [29], [30], [31], [32]. Além desses resultados, existe o teorema adiabático para sistemas de

muitos corpos [14] que foi provado pelos físicos matemáticos Sven Bachmann, Wojciech De Roeck

e Martin Fraas. Nessa dissertação, apresentaremos a formulação e demonstração desse teorema.

Depois que apresentarmos a demonstração do teorema adiabático [14], iremos exibir uma

prova para a validade da teoria da resposta linear. Desenvolvida inicialmente por Kubo em

[7], a teoria mais geral formulada lida com a resposta de um sistema físico depois de sofrer uma

perturbação controlada. Em um contexto típico, uma perturbação controlada (por exemplo, uma

força eletromotriz) é ligada adiabaticamente do passado infinito para atingir uma intensidade

α > 0 no tempo t = 0, onde se calcula a resposta induzida (neste caso, o valor de uma corrente

elétrica) para a primeira ordem em α. Isso cria uma relação entre a resposta e a pertubação,

com uma constante de proporcionalidade dada pela fórmula de Kubo.

Para compreensão do contexto dessa dissertação, apresentaremos no Capítulo (1) definições

e resultados que estão relacionados com o conteúdo principal desse texto. No Capítulo (2),

utilizaremos exemplos para a melhor compreensão sobre o que é um sistema quântico de spins, um

teorema adiabático e a teoria da resposta linear. Além disso, explicaremos porque é importante

um teorema adiabático para sistemas estendidos. No Capítulo (3), definiremos toda a estrutura

do sistema quântico de spins com o qual iremos trabalhar. No Capítulo (4), explicaremos

detalhadamente sobre o Teorema Adiabático e a Teoria da resposta linear. No Capítulo (5),

provaremos o Teorema Adiabático e a teoria da resposta linear.
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Capítulo 1

Preâmbulo

Nesse capítulo vamos apresentar algumas definições e resultados que podem ser encontrados

com mais detalhes em [1]. O leitor que possui um conhecimento avançado de mecânica quântica

pode pular esse capítulo.

1.1 Espaço de Hilbert

Seja H um espaço vetorial sobre C. Um produto interno em H é uma função 〈·, ·〉 : H×H → C

tal que as seguintes condições são satisfeitas:

1. 〈η, ψ〉 = 〈ψ, η〉 para todo η, ψ ∈ H;

2. 〈λη + ξ, ψ〉 = λ 〈η, ψ〉+ 〈ξ, ψ〉 para todo ψ, η, ξ ∈ H e λ ∈ C;

3. 〈ψ,ψ〉 ≥ 0 para todo ψ ∈ H, e 〈ψ, ψ〉 = 0 se e somente se ψ = 0.

Observe que pelas condições 1 e 2 temos que 〈ψ, λη〉 = λ 〈ψ, η〉.
Vamos definir a seguinte norma : ‖ψ‖ =

√
〈ψ, ψ〉. Através da norma definimos distância

(ou métrica) por d(ψ, ξ) := ‖ψ − ξ‖. Um espaço métrico é um conjunto que possui uma

métrica. Uma sequência (ψn)n em um espaço métrico é uma sequência de Cauchy se para

cada ε > 0, existe N ∈ N tal que d(ψn, ψm) < ε para todos n,m ≥ N .

Não é difícil mostrar que se uma sequência converge em um espaço métrico, então essa

sequência é uma sequência de Cauchy. Um espaço métrico tal que todas as sequências de Cauchy

convergem é dito completo.

Definição 1.1. Um espaço de Banach é um espaço vetorial normado que é completo com

respeito a norma.

Na mecânica quântica normalmente é utilizado o espaço de Hilbert, que é definido da seguinte

maneira:

Definição 1.2. Um espaço de Hilbert H é um espaço de Banach sobre C tal que a sua norma

é induzida pelo produto interno.
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Fisicamente, o vetor ψ ∈ H representa um estado em que um sistema físico pode se encontrar.

Em mecânica quântica, esse vetor representa um estado quântico, ou seja, um estado de um

sistema quântico.

1.2 Aplicações lineares

Sejam H1,H2 espaços de Hilbert. Dizemos que L : H1 → H2 é uma aplicação linear se para

todo λ ∈ C e para todo ξ, η ∈ H1 tem-se que

L(λξ) = λL(ξ) e L(ξ + η) = L(ξ) + L(η).

A partir de agora vamos omitir os parênteses, ou seja, vamos denotar L(ξ) por Lξ.

Uma aplicação limitada é uma aplicação L tal que existe uma constante M > 0 tal que

‖Lξ‖ ≤M‖ξ‖ para todos vetores ξ.

Proposição 1.1. Seja L : V → W uma aplicação linear entre dois espaços vetoriais normados.

Então são equivalentes:

1. L é contínua com respeito a norma topológica (‖ψ‖ =
√

〈ψ, ψ〉);

2. L é limitada.

Definição 1.3. Sejam H1,H2 espaços de Hilbert. Denotamos por B(H1,H2) para o conjunto

das aplicações lineares limitadas L : H1 → H2. Além disso, denotamos B(H) = B(H,H) tal que

os elementos de B(H) são denominados operadores.

Se A : H1 → H2 é uma aplicação linear limitada, então a adjunto A∗ de A é a única aplicação

linear A∗ : H2 → H1 tal que

〈ψ,A∗η〉H1
= 〈Aψ, η〉H2

, para todos ψ ∈ H1, η ∈ H2.

Não vamos provar a existência e a unicidade da aplicação A∗. Algumas propriedades elementares

da adjunta são:

1. (A∗)∗ = A para qualquer aplicação linear limitada A;

2. (λA+B)∗ = λA∗ +B∗, com λ ∈ C;

3. (AB)∗ = B∗A∗.

Um operador A é dito auto-adjunto se A = A∗ e normal se AA∗ = A∗A. Além disso, é

dito uma isometria se A∗A = I, onde I é o operador identidade. O nome “isometria” vem do

seguinte fato:

‖Aψ‖2 = 〈Aψ,Aψ〉 = 〈ψ,A∗Aψ〉 = 〈ψ, ψ〉 = ‖ψ‖2.
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Observe que uma isometria é sempre injetiva. Uma projeção P é um operador tal que

P 2 = P ∗ = P . As projeções projetam sobre subespaços fechados do espaço de Hilbert H em que

elas estão definidas. Se A é uma isometria, então é fácil verificar que AA∗ é uma projeção. Um

isomorfismo entre espaços de Hilbert U : H1 → H2 é uma isometria cuja inversa U−1 existe.

Teorema 1.1. Seja U : H1 → H2 uma aplicação linear limitada entre dois espaços de Hilbert.

Então são equivalentes:

1. U é um isomorfismo de espaços de Hilbert;

2. U é sobrejetivo e 〈Uξ, Uη〉 = 〈ξ, η〉 para todo η, ξ ∈ H1;

3. U∗U = IH1 e UU∗ = IH2 .

Uma aplicação linear limitada é dita unitária se é uma isomorfismo de um espaço de Hilbert

em si mesmo.

Em mecânica quântica os operadores auto-adjunto representam as grandezas físicas ( como

a energia, momento linear, posição, etc.) que podem ser medidas em um sistema. Para o caso

particular da energia, o operador auto-adjunto associado é denominado Hamiltoniano. As

aplicações unitárias também tem papel importante, ao descrever a dinâmica entre dois instantes

de tempo, assim como operações de simetria.

1.3 Produto tensorial

Vamos descrever uma forma de construir o produto tensorial. Primeiro tome o espaço vetorial

V consistindo de combinações lineares finitas de elementos da forma ξ ⊗ η para algum ξ ∈ H1

e η ∈ H2. Portanto, um elemento de V é da forma
∑n

i=1 λiξi ⊗ ηi. Então impomos algumas

relações, ou seja, identificamos elementos que satisfazem:

λ(ξ ⊗ η) = (λξ)⊗ η = ξ ⊗ (λη);

(ξ1 + ξ2)⊗ η = ξ1 ⊗ η + ξ2 ⊗ η; (1.1)

ξ ⊗ (η1 + η2) = ξ ⊗ η1 + ξ ⊗ η2.

Se “quocientizarmos” o espaço V por essas relações, nós obtemos um espaço vetorial H. A imagem

de ξ ⊗ η nesse espaço quociente também será denotada por ξ ⊗ η. O espaço vetorial H pode ser

construído como um espaço pre-Hilbert, basta definirmos

〈ξ1 ⊗ η1, ξ2 ⊗ η2〉H = 〈ξ1, η1〉H1
〈ξ2, η2〉H2

e estendermos por linearidade. Isso induz uma norma em H, mas em geral H não é um espaço de

Hilbert, pois H não necessariamente é completo sob essa norma. Contudo, podemos completar

H para obter um espaço de Hilbert H = H1 ⊗H2 (ver Seção 2.1.3 de [1] ).
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Suponha que Li : Hi → Ki são aplicações lineares limitadas. Podemos definir uma aplicação

L1 ⊗ L2 : H → K1 ⊗K2 por

(L1 ⊗ L2)(ξ ⊗ η) = L1ξ ⊗ L2η.

Isso está bem definido, pois Li é linear, e assim essa definição é compatível com as relações em

(1.1). Como L1 e L2 são limitadas, então L1 ⊗ L2 é limitada no subespaço H. Para definir

L1 ⊗ L2 em todo H1 ⊗H2 nós utilizamos o fato de H ser denso no produto tensorial junto com

a Proposição (1.1). Como H é denso em H := H1 ⊗H2, então definimos

(L1 ⊗ L2)ξ := lim
n→∞

(L1 ⊗ L2)ξn.

Como L1⊗L2 é limitado, então a imagem de uma sequência de Cauchy é também é uma sequência

de Cauchy. Segue que (L1 ⊗ L2)ξn converge no espaço de Hilbert K1 ⊗K2. Isso define L1 ⊗ L2

em todo H.

Não é difícil verificar que a adjunta do produto tensorial de aplicações lineares é dada por

(L1 ⊗ L2)
∗ = L∗

1 ⊗ L∗
2.

O produto tensorial de dois espaços de Hilbert possui uma interpretação física: se dois

sistemas quânticos são descritos por seus respectivos espaços de Hilbert, então o produto tensorial

descreve o sistema composto por este par de sistemas. Isto é, sejam H1,H2 espaços de Hilbert

tais que o sistema quântico 1 é representado pelo H1 e o sistema quântico 2 é representado pelo

H2. A combinação desses dois sistemas é um novo sistema que é denotado por H1 ⊗ H2. Em

particular, sejam ψ1 ∈ H1, ψ2 ∈ H2 estados do sistema 1 e do sistema 2, respectivamente. Então

ψ1 ⊗ ψ2 representa um possível estado do sistema composto.

Além disso, se A : H1 → H1 é um operador autoadjunto que descreve uma grandeza

mensurável no sistema 1 então, quando o sistema 1 é considerado conjuntamente com o sistema

2, o operador associado à mesma grandeza será A ⊗ IH2 , onde IH2 é o operador identidade em

H2.

1.4 C*-álgebra

Uma álgebra A é um espaço vetorial que possui uma operação de multiplicação. Essa

multiplicação deve satisfazer

A(B + C) = AB +AC e (B + C)A = BA+ CA, para todo A,B,C ∈ A.

Mais ainda, a multiplicação por escalar no sentido comum também é definida, ou seja, dados

λ1, λ2 ∈ C, ela satisfaz

λ1(B + C) = λ1B + λ2C e (λ1 + λ2)A = λ1A+ λ2A, para todo A,B,C ∈ A.

Uma *-álgebra é uma álgebra em que uma involução * é definida, ou seja, existe uma
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aplicação ∗ : A → A que satisfaz as seguintes propriedades:

1. (A∗)∗ = A para todo A ∈ A;

2. (AB)∗ = B∗A∗ para A,B ∈ A;

3. (λA+B)∗ = λA∗ +B∗ para A,B ∈ A e λ ∈ C.

Um exemplo familiar de *-álgebra são as matrizes n× n onde a *-operação é dada pelo adjunto

da matriz.

Definição 1.4. Uma álgebra de Banach A é uma álgebra que é completa com respeito uma

norma ‖ · ‖. Mais ainda, a norma deve satisfazer ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖. Uma *-álgebra de Banach

é uma álgebra de Banach que é uma *-álgebra tal que ‖A‖ = ‖A∗‖ para todo A ∈ A.

Uma unidade é um elemento I tal que IA = AI = A para todo A ∈ A. Se A tem uma

unidade I, então a unidade é única e ‖I‖ ≥ 1.

Definição 1.5. Uma C∗-álgebra A é uma *-álgebra de Banach tal que a norma satisfaz a

propriedade C∗ : ‖A∗A‖ = ‖A‖2 para todo A ∈ A.

Se uma C∗-álgebra possui uma unidade I, então segue que ‖I‖ = 1.

No conteúdo principal desse texto, vamos trabalhar com B(H). Não iremos provar, mas

é importante saber que B(H) é uma C∗-álgebra onde a operação * é a adjunta de aplicações

lineares definidas no espaço de Hilbert H.

1.5 Espectro, operadores positivos e estado fundamental

Definição 1.6. Sejam A uma C∗-álgebra com unidade e A ∈ A. Então o espectro de A é

definido por

σ(A) := {λ ∈ C : A− λI não é invertível}.

Definimos o raio espectral por

r(A) := sup
λ∈σ(A)

|λ|.

Proposição 1.2. Sejam A um C∗-álgebra e A ∈ A. Então r(A) ≤ ‖A‖ e σ(A) é compacto. Se

A = A∗, ou seja, se A é auto-adjunto, então σ(A) está contido na reta real.

Considere agora A ∈ B(H). Para cada ψ ∈ H temos

〈ψ,A∗Aψ〉 = 〈Aψ,Aψ〉 = ‖Aψ‖2 ≥ 0.

Dizemos que A∗A é um operador positivo. Generalizando para qualquer C∗-álgebra A:

dizemos que A ∈ A é um operador positivo se existe B ∈ A tal que A = B∗B.

Teorema 1.2. Sejam A uma C∗-álgebra e A ∈ A. Então são equivalentes:
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1. A é positivo, ou seja, existe B ∈ A tal que A = B∗B;

2. σ(A) ⊂ [0,∞) e A é auto-adjunto;

3. A = H2 para algum H ∈ A tal que H = H∗.

Definição 1.7. Dado um Hamiltoniano H ∈ B(H) tal que σ(A) é limitado inferiormente, então

dizemos que um autovetor unitário do menor autovalor de H é um estado fundamental de H.

1.6 Medidas com valor de projeção

Seja p : R → C dado por p(x) =
∑n

i=1 cix
i e seja A ∈ A onde A é uma C∗-álgebra.

Então é natural definirmos um elemento da álgebra p(A) por p(A) =
∑n

i=1 ciA
i. Vamos discutir

brevemente que essa definição pode ser estendida para qualquer função f : R → C desde que A

seja um operador normal.

Suponha que A ∈Mn(C). Então o espectro σ(A) é o conjunto de autovalores de A. Suponha

também que A está atuando em um espaço de Hilbert de dimensão finita e que A é auto-adjunto.

Então temos pela álgebra linear que A é diagonalizável.

Definição 1.8. Seja A como no parágrafo anterior e seja f : R → C uma função qualquer.

Então definimos f(A) =
∑

λ∈σ(A) f(λ)Pλ, onde Pλ é a projeção no autoespaço com autovalor λ.

Essa definição não pode ser generalizada de maneira direta para qualquer elemento de uma

álgebra-C∗. Para tanto, vamos primeiro entender a definição de f(A), sendo A matriz auto-

adjunta, de uma outra forma. Podemos considerar o espectro σ(A) como um espaço mensurável,

onde cada subconjunto é mensurável. Em outras palavras, nós induzimos em σ(A) uma medida

discreta. Para cada Λ ⊂ σ(A) nós associamos o operador

µ(Λ) :=
∑

λ∈Λ
Pλ,

onde Pλ é novamente a projeção no autoespaço do autovalor λ. Observe que µ(σ(A)) = I e que

µ(Λ1 ∪ Λ2) = µ(Λ1) + µ(Λ2) se Λ1 ∩ Λ2 = ∅. Além disso, cada µ(Λ) pode ser visto facilmente

como uma projeção. Assim, podemos interpretar µ como uma medida em σ(A) que possui valor

de projeção. Esse é um exemplo de medida com valor de projeção.

O cálculo funcional nos dá ferramentas para definir projeções espectrais. Essas projeções

são generalizações das projeções Pλ definidas anteriormente. Para defini-las, tome um

subconjunto de Borel Λ ⊂ σ(A). Então a função indicadora χΛ é Borel mensurável. Seja ψ

um autovetor de A. Então Aψ = λψ. Assim, definimos χΛ(A)ψ = χΛ(λ)ψ. Observemos

que podemos denotar PΛ := χΛ(A). Portanto, definimos uma medida com valor de projeção

µ(Λ) = PΛ para cada subconjunto Borel mensurável Λ do espectro σ(A).

As definições acima podem ser estendidas para operadores limitados e auto-adjuntos de

espaços de Hilbert.
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Teorema 1.3 (Teorema espectral). Seja A ∈ B(H) um operador auto-adjunto atuando

em algum espaço de Hilbert H. Então existe uma medida com valor de projeção µ tal que

µ(Λ) = χΛ(A) tal que A =
∫
λdµ(λ). Mais ainda, para qualquer função Borel mensurável

limitada f do espectro, existe um único operador
∫
σ(A) f(λ)dµ(λ) tal que

〈ψ,
∫

σ(A)
f(λ)dµ(λ)ψ〉 = µψ(f) =

∫

σ(A)
f(λ)dµψ(λ),

para todo ψ ∈ H.

Portanto, o Teorema espectral nos garante que qualquer operador auto-adjunto pode ser

escrito em termos de uma medida com valor de projeção. Além disso, ele nos garante a existência

de uma medida de probabilidade µψ. Na mecânica quântica, dado Λ ⊂ σ(A) um subconjunto

Borel mensurável, a medida µψ serve para calcularmos a probabilidade da grandeza (associada ao

operador A) estar no conjunto Λ, quando o sistema está no estado ψ. O valor dessa probabilidade

é dado por

µψ(χΛ) = 〈ψ,
∫

σ(A)
χΛ(λ)dµ(λ)ψ〉 = 〈ψ, µ(Λ)ψ〉 = 〈ψ, PΛψ〉 = 〈ψ, χΛ(A)ψ〉.

1.7 Funcionais lineares e estados

Definição 1.9. Um funcional linear em uma *-álgebra de Banach A é uma aplicação linear

ω : A → C. O funcional é dito positivo se ω(A∗A) ≥ 0 para todo A ∈ A, isto é, se o funcional

possui valor positivo para operadores positivos.

Um funcional linear ω é contínuo se, e somente se, ω é limitado. Podemos definir a norma

de um funcional linear por

‖ω‖ := sup
A∈A,‖A‖=1

|ω(A)|.

O conjunto dos funcionais lineares em uma *-álgebra de Banach A vai ser identificado por

B(A,C).

Teorema 1.4. Seja ω um funcional linear em uma C∗-álgebra A com unidade. Então são

equivalentes:

1. ω é uma aplicação linear positiva;

2. ω é contínuo e ‖ω‖ = |ω(I)|.

Se um dos itens anteriores é satisfeito, então temos as seguintes propriedades:

1. |ω(A)|2 ≤ ω(A∗A)‖ω‖;

2. |ω(A∗BA)| ≤ ω(B∗B)‖B‖.

para todo A,B ∈ A.
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1.7.1 Estados de uma C*-álgebra

Seja A uma C∗-álgebra. Um estado em A é um funcional linear positivo ω : A → C de

norma um (se A possui unidade, então ‖ω(I)‖ = 1). Vamos denotar o conjunto dos estados por

S(A). Se A = B(H) e ψ ∈ H tal que ‖ψ‖ = 1, então a aplicação A 7→ 〈ψ,Aψ〉 é um estado. Se

A é um observável da mecânica quântica, então dizemos que 〈ψ,Aψ〉 é o valor esperado de A.

Observe que S(A) é um espaço métrico onde a métrica é induzida pela norma dos funcionais

lineares.

Definição 1.10. Seja ϕn uma sequência de estados em alguma C∗-álgebra A. Dizemos que ϕn

converge em norma para um estado ϕ ∈ S(A) se ‖ϕn−ϕ‖ → 0, onde a norma é a norma que

definimos para funcionais lineares. Dizemos que ϕn converge para ϕ na topologia fraca-* se

para cada A ∈ A tivermos que |ϕn(A)− ϕ(A)| → 0.

Proposição 1.3. Seja ϕ ∈ S(A) e ϕn uma sequência em S(A). Então ϕn → ϕ na norma

topológica implica que ϕn → ϕ no topologia fraca-*.

Proposição 1.4. Seja A =Md(C) para algum d ∈ N− {0}. Uma matriz densidade ρ é uma

matriz tal que ρ∗ = ρ, ρ é positivo (ou seja, todos os autovalores são maiores ou igual a zero)

e o traço de ρ é igual a 1 (Tr(ρ) = 1). Os estados ω em A são um a um correspondentes com

matrizes densidades ρ tal que ω(A) = Tr(ρA) para todo A.

Definição 1.11. Dado Λ um conjunto finito, definimos HΛ = ⊗x∈ΛHx, sendo Hx espaço de

Hilbert de dimensão finita para todo x ∈ Λ.

Definição 1.12. Sejam Z ⊂ Λ e O ∈ B(HΛ) tal que O = A⊗B, com A ∈ B(HZ), B ∈ B(HΛ\Z)

e Λ finito. Definimos o traço parcial de O sobre Λ \ Z por

TrΛ\Z(O) = Tr(B)A.

Definição 1.13. Sejam O ∈ B(HΛ) e Z ⊂ Λ tal que Λ é finito. Definimos o traço parcial de

O por

ΠZ(O) =
1

Tr(IΛ\Z)
TrΛ\Z(O).

1.7.2 Automorfismo e Dinâmica

Um morfismo α : A → B entre duas C∗-álgebras é uma aplicação linear tal que α(AB) =

α(A)α(B) e α(A∗) = α(A)∗ para todo A,B ∈ A.

Definição 1.14. Um automorfismo α de uma C∗-álgebra A é um morfismo α : A → A que é

invertível tal que α−1 também é um morfismo.

Definição 1.15. Um semigrupo fortemente contínuo em um espaço de Banach H é uma

aplicação T : R+ → B(H) que satisfaz

1. T (0) = I;
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2. T (t+ s) = T (t)T (s), ∀t, s ≥ 0;

3. limt→0 ‖T (t)x0 − x0‖ → 0, ∀x0 ∈ H.

Agora, tomemos t 7→ U(t) um semigrupo fortemente contínuo de unitárias tal que ψ(t) =

U(t)ψ0 seja solução do seguinte PVI:

i
d

dt
ψ(t) = Htψ(t), ψ(0) = ψ0,

onde Ht é uma família suave de operadores auto-adjuntos e ‖ψ0‖ = 1.

Dado um observável A ∈ B(H), podemos construir um grupo de automorfismos t 7→ τt(A) =

U∗(t)AU(t), onde τt é denominado dinâmica. Calculando o valor esperado do observável A no

estado ψ(t), então temos

〈A〉t = 〈ψ(t), Aψ(t)〉 = 〈U(t)ψ0, AU(t)ψ0〉 = 〈ψ0, U
∗(t)AU(t)ψ0〉 = 〈ψ0, τt(A)ψ0〉.
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Capítulo 2

Teorema adiabático e Mecânica

quântica

2.1 Sistemas quânticos de spins

Estritamente falando, para a física, o spin é um momento angular intrínseco de partículas

como elétrons, prótons e nêutrons. Já na literatura de física-matemática, por sistema quântico

de spins normalmente se entende qualquer sistema quântico composto por muitos subsistemas,

cada um deles descrito por um espaço de Hilbert de dimensão finita.

Em [2], podemos encontrar um experimento envolvendo uma cadeia de 22 íons. O experimento

é elaborado de forma a garantir que um íon pode ocupar apenas dois do seus (infinitos) níveis de

energia. Assim, restrito a esses dois níveis, cada íon pode ser descrito por um espaço de Hilbert

de dimensão dois. Portanto, essa cadeia é um exemplo de sistema quântico de spins. Além disso,

a ocupação dos dois níveis de energia pode ser aplicada pela matriz de Pauli σz (ver Capítulo 3).

O autovalor 1 da matriz corresponde ao nível "excitado"(o maior dos níveis de energia), enquanto

o autovalor −1 corresponde ao menor deles.

Nesse experimento os pesquisadores mediram o valor esperado de um observável C ao longo

do tempo t. Devido a forma como foi construído, o observável C depende das matrizes de Pauli

σzi , ∀i ∈ {1, ..., 22} e ele dá uma estimativa da localização espacial das excitações na cadeia.

Na figura acima, podemos observar que existem três faixas azuis. Na primeira faixa, temos 22
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pontos coloridos representando a cadeia de íons. A disposição desses pontos na faixa representa

a disposição real dos íons. Além disso, a cor do i - ésimo ponto representa o valor esperado 〈σzi 〉.
Ou seja, quando o valor de 〈σzi 〉 está mais próximo de 1, então a cor do i - ésimo ponto está

mais próxima do vermelho; e quando o valor de 〈σzi 〉 está mais próximo de −1, então a cor do i

- ésimo ponto está mais próxima do azul.

Na segunda faixa, temos que o primeiro ponto está totalmente vermelho e os demais estão

totalmente azuis. Isso significa que 〈σz1〉 = 1 e 〈σzi 〉 = −1, ∀i ∈ {2, ..., 22}.
Na terceira faixa, podemos observar que nenhum ponto está totalmente azul e nem totalmente

vermelho. Além disso, os pontos da esquerda estão mais vermelhos do que os pontos da direita.

Além das faixas azuis, a figura acima possui também um gráfico azul. Esse gráfico representa

o valor esperado 〈C〉t ao longo do tempo t. No tempo t = 0, o sistema está no estado dado pela

segunda faixa. No final da evolução, ou seja, quando Jmaxt = 36 (Jmax é um dos parâmetros do

Hamiltoniano que descreve esta cadeia), então o sistema está no estado dado pela terceira faixa.

Analisando o gráfico, podemos concluir que o valor de 〈C〉 aumenta ao longo da evolução.

2.2 Teoremas adiabáticos

Um teorema adiabático se aplica a EDO’s que contém um parâmetro dependente do tempo

e cuja a variação é suficientemente lenta. Assumindo que para cada valor fixado do parâmetro a

dinâmica correspondente possui um único ponto fixo e, além disso, assumindo outras hipóteses

adequadas, a solução da equação, ao longo do tempo, fica próximo de um ponto fixo instantâneo.

O foco desta dissertação, no entanto, são os teoremas adiabáticos no contexto da mecânica

quântica, primeiramente formulados por Born, Fock e Kato [4], [5], [6]. Vamos expor nesta seção

uma formulação no mesmo espírito dos trabalhos originais, que pode ser encontrada em [3].

Seja

i
d

dt
ϕ(t) = Htϕ(t)

a equação de Schrödinger, onde t é uma variável real, Ht é um Hamiltoniano (operador linear

auto-adjunto) para todo t e ϕ(t) ∈ H tal que H é um espaço de Hilbert cuja a dimensão é finita.

Vamos assumir uma condição inicial

ϕ(0) = ϕ0

tal que ‖ϕ0‖ = 1.

Suponhamos que t ∈ [0, T ]. Tomando um parâmetro ε > 0 vamos reescalar o tempo de

maneira que s = εt, onde s ∈ [0, 1]. Logo, podemos reescrever a equação de Schrödinger da

seguinte maneira

iε
d

ds
ϕ(s) = Hsϕ(s). (2.1)

Seja {bk(s)}1≤k≤N uma base ortonormal de autovetores de Hs e Ek(s) o autovalor de Hs

correspondente ao autovetor bk(s). Além disso, defina

Dn = {j ∈ N : Ej(s) = En(s)},
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tal que 1 ≤ n ≤ N .

Tem-se então [3]:

Teorema 2.1. Sejam o Hamiltoniano Hs, os autovetores bk(s) e o autovalores Ek(s)

suficientemente suaves no intervalo s ∈ [0, 1]. Suponha que o número de estados degenerados

é constante ao longo do tempo, ou seja, suponha que o número de estados bj(s) com o mesmo

nível de energia En(s) não varia ao longo do tempo. Suponha que inf{minj |Ej(s)− En(s)|, s ∈
[0, 1]} > 0. Se ϕ(n)(s) é solução da equação de Schrödinger tal que ϕ(n)(0) = bn(0), então temos

||(I −
∑

j∈Dn

Pj,s)ϕ(n)(s)‖ ≤ Cε ∀s ∈ [0, 1], (2.2)

onde Pj,s é a projeção no autoespaço gerado pelo autovalor Ej(s).

Ou seja, o teorema garante que, se o estado inicial pertence a um autoespaço de H0,

de autovalor En(0), para algum n, então a solução da equação de Schrodinger permanece.

aproximadamente, no autoespaço de Hs, com energia En(s), desde que a variação do

Hamiltoniano seja suficientemente lenta (ε seja pequeno) e separação entre os autovalores seja

não nula

Aproveitamos para observar, e usaremos isso na formulação do teorema adiabático para

sistemas estendidos, que podemos assumir, sem perda de generalidade, que En(s) = 0 para todo

s. De fato, se φ(s) é uma solução da Equação (2.1), então

φ̃(s) = e
i
ε

∫ s
0 En(s)duφ(s)

soluciona

ε
d

ds
φ̃(s) = −iH̃sφ̃(s), (2.3)

com H̃s = Hs−En(s). A Equação (2.3) reduz o problema da evolução dos autovetores de En(s),

para o problema da evolução dos vetores do núcleo de H̃α.

2.2.1 Exemplo

Esse exemplo pode ser encontrado com mais detalhes em [3].

Tomemos a equação de Schrödinger

i
d

dt
ψ(t) = Htψ(t) (2.4)

com a seguinte condição inicial ψ(0) = ψ0, onde ψ(t) pertence a um espaço de Hilbert de dimensão

dois. Nesse caso, estamos tomando Ht = S(t)HD(t)S
−1(t), onde

HD(t) =

(
E1(t) 0

0 E2(t)

)
, S(t) =

(
cos(α(t)2 ) isen(α(t)2 )

isen(α(t)2 ) cos(α(t)2 )

)
,
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onde E1(t), E2(t), α(t) são funções suaves. Para simplificar a notação, vamos denotar H =

SHDS
−1.

Através de uma mudança de base, podemos escrever H da seguinte maneira

H ′ = S−1HS − iS−1Ṡ,

onde Ṡ = d
dtS. A explicação dessa mudança de base está bem detalhada em [3]. Logo,

H ′(t) =

(
E1(t)

α̇(t)
2

α̇(t)
2 E2(t)

)
.

A partir de agora, podemos escrever a Equação de Schrödinger (2.4) da seguinte maneira

iψ̇′(t) = H ′ψ′(t),

ψ′(0) = ψ′
0.

A solução dessa equação é dada por

ψ′(t) =

(
φ(t)e−i

∫ t
0 E1(s)ds

χ(t)e−i
∫ t
0 E2(s)ds

)
,

onde φ(t), χ(t) são funções desconhecidas. Utilizando a expressão acima na Equação de

Schrödinger, temos

iφ̇(t) =
α̇(t)

2
χ(t)e−i

∫ t
0 E2(s)−E1(s)ds; (2.5)

iχ̇(t) =
α̇(t)

2
φ(t)e−i

∫ t
0 E2(s)−E1(s)ds. (2.6)

Para α̇ 6= 0, temos

χ =
2i

α̇
exp

(
i

∫ t

0
E2(s)− E1(s)ds

)
φ̇ (2.7)

como consequência da Equação (2.5). Se derivarmos a Equação (2.7) e substituirmos a sua

derivada na Equação (2.6), então obtemos

φ̈+

(
i(E2 − E1)−

α̈

α̇

)
φ̇+

(
α̇

2

)2

φ = 0 (2.8)

Vamos definir

E1 = E
(0)
1 + εt, E

(0)
1 = const.;

E2 = E
(0)
2 + εt, E

(0)
2 = const.;

α = 2εt.
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Logo, a Equação (2.8) assume a seguinte forma

φ̈+ i∆Eφ̇+ ε2φ = 0, (2.9)

onde ∆E = E
(0)
2 −E(0)

1 é a diferença dos níveis de energia. A solução geral dessa equação depende

de duas constantes C1, C2

φ = e−it∆E(C1e
iωεt + C2e

−iωεt),

onde

ωε =
√

(∆E)2 + ε2.

A componente χ é dada pela Equação (2.7). Suponhamos que a energia inicial do sistema é

E1, ou seja,

φ(0) = 1, χ(0) = 0.

As soluções dos problemas de Cauchy (2.5), (2.6) são

φ = e−it∆E
[
cos(ωεt) +

i∆E

ωε
sen(ωεt)

]
,

χ = eit∆E
[
− iε

ωε
sen(ωεt)

]
.

Fazendo a mudança de variável v = εt, então temos que as componentes do vetor ψ′ são

ψ′
1(v) = e

−i
(

v2

2ε
+E

(0)
1

v
ε
−∆E v

ε

) [
cos
(ωεv
ε

)
+
i∆E

ωε
sen
(ωεv
ε

)]
,

ψ′
2(v) = e

−i
(

v2

2ε
+E

(0)
2

v
ε
−∆E v

ε

) [
− iε

ωε
sen
(ωεv
ε

)]
.

Seja Pv o projetor no autoespaço de E1(v). Daí, Pv(ψ′(v)) = (ψ′
1(v), 0). Logo,

lim
ε→0

‖Pv(ψ′(v))− ψ′(v)‖ = lim
ε→0

|ψ′
2(v)| = lim

ε→0

ε

ωε
= 0.

Portanto, o teorema adiabático é válido.

2.3 Sistemas estendidos

Um parâmetro chave para qualquer sistema dinâmico é o número N de subsistemas que

o sistema possui, pois um ponto importante é o entendimento da extensão espacial do sistema

físico e da sua localidade. Para entender a ideia de subsistema, vamos considerar que o sistema

é representado pelo Z
2. Na figura abaixo podemos observar que existem vértices e arestas. Os

vértices representam os subsistemas (esses subsistemas também são denominados spins ). As

22



arestas representam as interações, ou seja, se dois vértices são conectados por uma aresta, então

eles interagem; caso contrário, então eles não interagem.

O teorema adiabático sofre um problema quando o número de subsistemas é grande, pois

a constante C na Equação (2.2) cresce com N . Essa divergência é inevitável, pois o teorema

adiabático com C N -independente está errado (mais detalhes na Seção (4.3.1)).

Muitas aplicações físicas envolvem sistemas macroscópicos, onde N ∼ 1023. A termodinâmica

sempre assume que o sistema dinâmico é macroscópico, ou seja, podemos tomar o “limite

termodinâmico” N → ∞. Na dinâmica quântica, muitas considerações envolvendo o teorema

adiabático estão de acordo com as redes estendidas de spins. Logo, existe uma necessidade

prática e fundamental para encontrar uma forma do teorema adiabático que é aplicável para

sistemas grandes.

2.4 Teoria da resposta linear

Desenvolvida inicialmente por Kubo em [7], a teoria mais geral formulada lida com a resposta

de um sistema físico depois de sofrer uma perturbação controlada. Em um contexto típico,

uma perturbação controlada (por exemplo, uma força eletromotriz) é ligada adiabaticamente do

passado infinito para atingir uma intensidade α > 0 no tempo t = 0, onde se calcula a resposta

induzida (nesse caso, o valor de uma corrente elétrica) para a primeira ordem em α. Isso cria

uma relação entre a resposta e a perturbação, com uma constante de proporcionalidade dada

pela fórmula de Kubo. No exemplo considerado, a teoria da resposta linear estabelece então uma

relação de proporcionalidade entre a força eletromotriz e a corrente induzida por ela, ou seja, ela

resgata a Lei de Ohm, sendo a constante de proporcionalidade a condutividade do material.

A teoria é bem estabelecida para sistemas pequenos considerando que, para sistemas

macroscópicos, uma prova de sua validade é considerada de interesse fundamental, ver [8]. Uma

questão crucial é a ordem dos limites. No caso de sistemas estendidos, primeiro devemos tomar

o limite macroscópico N → ∞, depois o limite adiabático ε → 0, e por último o limite da

resposta linear α → 0. Os autores do artigo [14] provam que esses limites existem nessa ordem,

e explicitam uma fórmula para o coeficiente da resposta linear (igual a fórmula de Kubo, mas

rigorosamente bem definida).
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Capítulo 3

Definições e Configurações do Sistema

Neste capítulo vamos formular todas as definições e notação que serão necessárias para

formular o teorema adiabático para sistemas de spin e a teoria da resposta linear.

3.1 O sistema quântico

Primeiramente, vamos definir a classe de modelos que será abordada nesta dissertação. Seja

Γ um grafo contável onde denotamos a métrica do grafo por dist(·, ·). Assumimos que Γ é

d-dimensional, ou seja, existe κ > 0 tal que

sup
y∈Γ

|{x ∈ Γ : dist(x, y) ≤ r}| ≤ κrd, (3.1)

para todo r > 0, onde |X| denota a cardinalidade (ou o volume) de X ⊂ Γ. Para cada vértice

x ∈ Γ, nós associamos um espaço de Hilbert Hx, onde sup{dim(Hx) : x ∈ Γ} < ∞. Denotamos

o conjunto dos subconjuntos finitos de pontos do grafo Γ por F(Γ). Além disso, definimos o

diâmetro de Λ por diam(Λ) = maxx,y∈Λ{dist(x, y)}. Definimos o espaço de Hilbert e a álgebra

de observáveis, ambos dependendo de Λ, por HΛ := ⊗x∈ΛHx e AΛ := L(HΛ), respectivamente.

Para cada Λ′ ⊂ Λ, AΛ′

é isomorfo a uma sub-álgebra de AΛ, dada por AΛ′ ⊗ 1Λ\Λ′ . Para

qualquer operador O ∈ AΛ, denotamos por supp(O) o menor X ⊂ Λ tal que O ∈ AX ⊗1Λ/X (ou

seja, se O = OX⊗1Λ/X para algum OX ∈ AX). Dado que há uma identificação natural entre AX

e AX ⊗ 1Λ/X , escreveremos simplesmente O ∈ AX . Cada AΛ possui um traço TrΛ : AΛ → C.

Sendo Γ infinito, pode-se definir a denominada álgebra quase local por

A =
⋃

Λ∈F(Γ)

AΛ
‖·‖
,

onde F(Γ) é o conjunto dos subconjuntos finitos de Γ. A barra significa que é tomado o

completamento com respeito a norma para obter se uma álgebra-C∗.

Na mecânica quântica a rede Γ representa um sistema quântico onde cada x ∈ Γ representa

(tipicamente) a localização espacial de um subsistema desse sistema quântico. Os espaços de

Hilbert Hx descrevem (também tipicamente) algum grau interno de liberdade de cada um desses

24



subsistemas. Os elementos autoadjuntos de uma álgebra AX descrevem a todas as grandezas

físicas que podem ser medidas no subconjunto de subsistemas X. Como exemplo, podemos olhar

Γ como uma estrutura cristalina onde cada x ∈ Γ representa um átomo dessa estrutura. Nesse

caso, o espaço Hx pode descrever, por exemplo, níveis eletrônicos de cada átomo. Um exemplo

ainda mais concreto é o do experimento discutido na Seção (2.1). A posição fixa de cada íon

seria dada pelos pontos de Γ, enquanto os espaços de Hilbert descrevem dois dos seus níveis de

energia.

Uma interação Φt é uma aplicação que associa qualquer X ∈ F(Γ) e qualquer t ∈ R a um

operador auto-adjunto Φt(X) ∈ AX . Dado Λ ∈ F(Γ), definimos, através das interações, um

Hamiltoniano HΛ
t ∈ AΛ dado por

HΛ
t :=

∑

X⊂Λ

Φt(X).

Como foi discutido no Capítulo (2), vamos considerar a interação em termos da reescala

temporal s = εt, s ∈ [0, 1], ou seja, escrevemos Φs. Logo, o Hamiltaniano associado à essa

interação é dado por HΛ
s :=

∑
X⊂ΛΦs(X). A variação do estado quântico do sistema físico é

descrita pela equação de Schrödinger

iε
d

ds
ψε(s) = HΛ

s ψε(s), (3.2)

onde ψε(s) ∈ H, sendo H um espaço de Hilbert.

Pela Seção (1.7.2) sabemos que, dada uma condição inicial para a equação de Schrödinger,

então podemos construir uma dinâmica τΛt . Para t fixado e Λ finito, temos que τΛt : AΛ → AΛ

é uma automorfismo.

Para o sistema como um todo, e sob algumas hipóteses sobre a interação, é possível definir,

para t fixado, um limite

lim
Λ↑Γ

τΛt = τt,

de maneira que τt : A → A seja uma dinâmica na álgebra quase-local A (ver [9]).

As definições acima caracterizam o que se entende por um sistema quântico de spins (ver

Seção 6.2 de [9]).

3.2 Decaimento espacial em Γ

Dado um grafo contável Γ, seja

F (r) = (1 + r)−(d+1),

onde r ≥ 0 e d é a dimensão de Γ (ver Equação (3.1)). Usaremos a letra F para denotar essa

função até o restante do texto. Essa função possui propriedades importantes [11] como:
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i) a existência de uma constante CF <∞ tal que

∑

z∈Γ
F (d(x, z))F (d(z, y)) ≤ CFF (d(x, y)),

∀x, y ∈ Γ; e

ii)

‖F‖1 := sup
x∈Γ

∑

z∈Γ
F (d(x, z)) <∞. (3.3)

Para qualquer função limitada, não crescente, positiva ζ : [0,∞) → (0,∞) e que é superaditiva

logaritmicamente, ou seja, ζ(r + s) ≥ ζ(r)ζ(s), nós denotamos Fζ(r) := ζ(r)F (r). Vale que Fζ

possui as duas propriedades anteriores com CFζ
≤ CF .

Essas funções serão usadas para impor o qual rápido as interações (Φt(X)) decaem com a

distância entre subsistemas (d(x, y), com x, y ∈ X).

3.3 Interações

Uma família de interações {Φt(Z) : Z ∈ F(Γ), t ∈ R} define uma família de Hamiltonianos

{HΛ
t : Λ ∈ F(Γ), t ∈ R} e, consequentemente, uma família de dinâmicas.

Para as provas que virão, iremos trabalhar com famílias de interações Λ-dependentes

{ΦΛ
t : Λ ∈ F(Γ), t ∈ R} tal que ΦΛ

t (X) = 0, ∀t, a menos que X ⊂ Λ. Denotamos

{ΦΛ
t : Λ ∈ F(Γ), t ∈ R} = Φ e chamamos Φ de interação.

Para n ∈ Z e ζ, definimos uma norma para as interações Φ:

||Φ||ζ,n := sup
Λ∈F(Γ)

sup
x,y∈Γ

∑

Z3{x,y}
sup
t∈R

|Z|n ||ΦΛ
t (Z)||

Fζ(d(x, y))
.

O conjunto Bζ,n destas interações é então um espaço de Banach segundo essa norma. Observe

que Bζ,n ⊂ Bζ,m quando n > m.

Vamos trabalhar com duas classes de funções ζ. A primeira classe é a classe das exponenciais

ζ(r) = exp(−µr), onde µ > 0. A segunda classe é a classe das funções que decrescem mais rápido

do que qualquer potência inversa,

S := {ζ : [0,∞) → (0,∞) : ζ limitado, não crescente, super aditivo logaritimicamente e

sup{rnζ(r) : r ∈ [0,∞)} <∞, ∀n ∈ N}

Na sequência, a taxa de decaimento da exponencial, ou de uma função em S, será irrelevante;

mas será necessário, muitas vezes, tomar n suficientemente grande. Definimos novas classes de

interações por

Bε,n = ∪µ>0Bexp(−µ·),n, BS,n = ∪ζ∈SBζ,n,
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e

Bε,∞ = ∩n∈NBε,n, BS,∞ = ∩n∈NBS,n,

onde podemos observar que Bε,n ⊂ BS,n

3.4 Hamiltonianos Locais

Dado Λ ∈ F(Γ) e t ∈ R, construímos, através das interações, um Hamiltoniano dependente

de Λ e t

HΛ
t =

∑

Z∈F(Γ)

ΦΛ
t (Z) =

∑

Z⊂Λ

ΦΛ
t (Z) (3.4)

Dizemos que uma família de operadores H = {HΛ
t : Λ ∈ F(Γ), t ∈ R} é um Hamiltoniano

local se existe um interação ΦH tal que seja satisfeita a Equação (3.4). Dizemos que ΦH é uma

interação associada ao H, mas não é a única, pois a decomposição (Equação (3.4)) não é

única. Denotamos Lε,n,LS,n,Lε,∞,LS,∞, os conjuntos de Hamiltonianos locais H que possuem

uma interação ΦH em Bε,n,BS,n,Bε,∞,BS,∞, respectivamente.

Dizemos que H ∈ Ck se a j-ésima derivada H(j) de um Hamiltoniano existe para todo

1 ≤ j ≤ k. Observemos que mesmo se H pertencer a alguma classe L, a derivada de H não

necessariamente pertence à L. No nosso contexto, a Suposição (4.2) nos garante que, para o

Hamiltoniano que iremos trabalhar, vale H(j) ∈ Lε,∞, para todo 1 ≤ j ≤ d+ k.

3.5 Exemplo

Um exemplo de sistema de spin é o modelo de Ising transverso unidimensional [10]. A rede Γ

pode ser tomada como o conjunto dos números inteiros, Z. Para cada i ∈ Γ associamos o espaço

C
2
i (a ideia é que cada sistema é um spin-12). Em C

2
i definimos os operadores σxi e σzi pelas suas

matrizes na base canônica:

σxi =

(
0 1

1 0

)
, σzi =

(
1 0

0 −1

)
.

As interações (independentes do tempo) são definidas por: ΦΛ(X) = gσzi ⊗ IΛ/{i}(que

escreveremos, por simplicidade, como gσzi ), quando X = {i} ⊂ Λ, ΦΛ(X) = −σxi ⊗ σxi+1 ⊗
IΛ/{i,i+1} (que escreveremos, por simplicidade, como −σxi σxi+1), quando X = {i, i + 1} ⊂ Λ e

ΦΛ(X) = 0 para todos os demais X.

Para Λ = {−N, ..., N}, onde N ∈ N (esses seriam os subconjuntos de maior interesse físico,

aonde há uma “cadeia” contígua de sistemas), o Hamiltoniano é então dado por

HΛ = −
N−1∑

i=−N
(σxi σ

x
i+1 + gσzi )− gσzN .
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Neste modelo, g representa um campo magnético que é aplicado no sistema. O termo σxi σ
x
i+1

é denominado interação de troca. Além disso, o termo gσzi representa a energia de interação do

i−ésimo sistema com o campo magnético.

3.6 Comutadores

Sejam H,G ∈ LS,n Hamiltonianos locais tais que ΦH e ΦG, respectivamente, são as suas

interações associadas. Definimos o comutador de H e G como um Hamiltoniano local J tal que

JΛ = [HΛ, GΛ], Λ ∈ F(Γ).

Observemos que J ∈ LS,n−1. De fato, uma família de interações ΦΛ
J para J é dada por

ΦΛ
J (Z) =

∑

X,Y ⊂Λ:

X∪Y=Z,X∩Y 6=∅

[ΦΛ
H(X),ΦΛ

G(Y )]. (3.5)

Pelo Lema (5.1) (ii), temos que ||ΦJ ||S,n−1 <∞.

3.7 Dinâmica e Cotas de Lieb-Robinson

Um Hamiltoniano local gera uma dinâmica τΛt,t0 em AΛ, isto é, uma família de automorfismos

AΛ 7→ AΛ tal que

−i d
dt
τΛt,t0(O) = [HΛ

t , τ
Λ
t,t0(O)], τΛt0,t0(O) = O.

Essa dinâmica satisfaz uma cota de Lieb-Robinson [11], [12] se ΦH ∈ Bζ,n para algum n ∈ N∪{0}
e ζ ∈ S. Ou seja, existe uma constante Cζ tal que

‖[τΛt,t0(B), D]‖ ≤ 2‖B‖‖D‖
Cζ

e2Cζ‖Φ‖ζ,0|t−t0|
∑

x∈X,y∈Y
Fζ(d(x, y)) (3.6)

para todo B ∈ AX , D ∈ AY , com X,Y ⊂ Λ. Se d(X,Y ) > 0, então

∑

x∈X,y∈Y
Fζ(d(x, y)) ≤ ‖F‖1min{|X|, |Y |}ζ(d(X,Y )).

Em particular, no caso ζ(r) = e−µr, defini-se a velocidade de Lieb-Robinson

v :=
2Cζ ||Φ||ζ,0

µ
. (3.7)
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3.8 Aplicação Is
Agora, vamos apresentar uma ferramenta que será importante para a demonstração do

teorema principal (Teorema (4.1)).

Seja HΛ
s ∈ Lε,∞ tal que a Suposição (4.1) é satisfeita. Primeiramente, tomemos τ s,Λt a

dinâmica gerada por esse Hamiltoniano local tal que τ s,Λt (A) = eitH
Λ
s Ae−itH

Λ
s com s fixo. Seja

Wγ ∈ L1(R) uma função limitada tal que sup{|t|n|Wγ(t)| : |t| > 1} < ∞, ∀n ∈ N, e tal que sua

transformada de Fourier satisfaz

Ŵγ(ζ) =
−i√
2πζ

, se |ζ| ≥ γ.

Um exemplo dessa função pode ser encontrado em [13].

Com isso, definimos a aplicação IΛ
s : AΛ → AΛ por

IΛ
s (A) :=

∫

R

Wγ(t)τ
s,Λ
t (A)dt. (3.8)

Agora, tomemos A = GΛ, a versão finita de um Hamiltoniano local G ∈ LS,n, com interação

associada ΦG. Definimos Is, uma aplicação entre Hamiltonianos locais, por

Is(G) := {IΛ
s (G

Λ) : Λ ∈ F(Γ)}.

O Lema (5.3)(i) mostra que Is(G) ∈ LS,n−1.

Como uma aplicação dessa construção, tomemos G = Ḣs = d
dsH, onde Hs é o mesmo

Hamiltoniano, no tempo fixo s, gerando a dinâmica τ s,Λt . Então

Ks = Is(Ḣs),

é o gerador do fluxo espectral (ver Corolário (5.1)).
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hipótese natural em muitos contextos, dado que a interação entre sistemas físicos tende a decair

com a distância entre eles.

Suposição 4.2. Seja m ∈ N tal que m ≥ 1. Para qualquer X ∈ F(Γ), a função s 7→ Φs(X) é

(d +m) - vezes continuamente diferenciável. As suas derivadas definem interações dependentes

do tempo {Φ(k)
s (X) : X ∈ F(Γ)} tal que Φ

(k)
s ∈ Bε,∞ para 0 ≤ k ≤ d+m, onde Φ

(0)
s = Φs.

Para simplificar a ideia, o leitor pode manter em mente as interações de alcance finito:

existe R > 0 tal que Φs(X) = 0 a menos que diam(X) ≤ R. Nesse caso, a afirmação Φ(k) ∈ Bε,∞,

na Suposição (4.2), é equivalente a dizer que:

sup{‖Φ(k)
s (X)‖ : X ∈ F(Γ), s ∈ [0, 1]} <∞.

4.2 O Teorema Adiabático

Vamos considerar ψε(s) uma solução normalizada da Equação (3.2), tal que a condição inicial

ψε(0) pertença ao fragmento espectral Σ1
0, isto é,

P0ψε(0) = ψε(0), ‖ψε(0)‖ = 1. (4.1)

O teorema adiabático a seguir, enunciado e demonstrado em [14], é o principal teorema que

queremos apresentar nesta dissertação.

Teorema 4.1. Assuma que a Suposição (4.1) é válida.

(i) Se a Suposição (4.2) é satisfeita para m = 1, e se Φ
(k)
s (X)|s=0 = 0, ∀X ∈ F(Γ) e

1 ≤ k ≤ d + 1, então existe um vetor ψ̃ε(s) ∈ Im(Ps) com ‖ψ̃ε(s)‖ = 1 e existe C1 < ∞, que é

independente de Λ e ε, tal que

sup
s∈[0,1]

{|〈ψε(s), Oψε(s)〉 − 〈ψ̃ε(s), Oψ̃ε(s)〉|} ≤ C1|supp(O)|2‖O‖ε (4.2)

para qualquer O com supp(O) ⊂ Λ.

(ii) Se a Suposição (4.2) é satisfeita para m > 1, e se Φ
(k)
s (X)|s=0 = Φ

(k)
s (X)|s=1 = 0,

∀X ∈ F(Γ) e 1 ≤ k ≤ d+m, então

|〈ψε(1), Oψε(1)〉 − 〈ψ̃ε(1), Oψ̃ε(1)〉| ≤ Cm|supp(O)|2‖O‖εm (4.3)

Para comparar esse resultado com a Equação (2.2), é conveniente considerar o caso especial

em que Σ1
s = {0} para todo s. Então o Teorema (4.1), no caso m = 1, é a afirmação dada pela

Equação (2.2), exceto pelo fato da proximidade de ψε(s) ao subespaço espectral instantâneo Ps

ser expressa por uma topologia mais grossa. A presença do gap (Suposição (4.1)) permite que

Σ1
s contenha mais de um ponto.
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Uma questão natural, que não é explicitada pelo teorema, é entender quais são os vetores

ψ̃ε(s) ∈ Im(Ps). Em geral não é possível dizer muito sobre isso, mas um caso especial surge se

for assumido que o fragmento espectral Σ1
s é (quase) degenerado. Mais especificamente, sendo

δ = sup
s∈[0,1]

(
maxΣ1

s − minΣ1
s

)
,

os autores de [14] assumem a quase degenerecência na forma

δ ≤ Cmin{ε2, ε|Λ|} (4.4)

Muitos modelos de sistemas de spin satisfazem a Equação (4.4), como o modelo de Ising

Transverso [10]. Neste modelo (na verdade, para uma versão com condições periódicas de

contorno do exemplo que apresentamos na seção (3.5)), temos que

δ ≤ C|g|N , para |g| < 1,

onde N é o número de spins do sistema, g é o campo magnético e C é uma constante. Além

disso, é possível mostrar que existe uma constante C1 tal que

γ ≥ C1|g − 1|, para |g| > 1.

Nesse caso, Σ1
s possui dois pontos. Também é possível mostrar que existe uma constante C2 tal

que

γ ≥ C2|g − 1|, para |g| < 1.

Nesse caso, Σ1
s possui apenas um ponto.

A expansão que iremos apresentar mostra que se a Equação (4.4) é satisfeita, então ψ̃ε(s)

(satisfazendo o Teorema (4.1) (i)) pode simplesmente ser escolhido como uma solução da equação

i
d

ds
Ω(s) = −i[Ps, Ṗs]Ω(s), Ω(0) = ψ0, (4.5)

apesar de [Ps, Ṗs] não ser um Hamiltoniano local. É importante destacar que a solução Ω(s) está

na imagem de Ps, ou seja, PsΩ(s) = Ω(s).

4.3 Exemplos

Agora, vamos apresentar alguns exemplos envolvendo o teorema principal.
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4.3.1 Spins sem interação

Seja Φs uma interação tal que Φs(X) = 0 quando |X| > 1. Vamos denotar hx,s = Φs({x}).
Assim nós temos

HΛ
s =

∑

x∈Λ
hx,s.

Então ⊗x∈Λψx,ε(s) é uma solução da equação de Schrodinger para HΛ
s desde que, para cada x,

ψx,ε(s) seja solução da equação de Schrödinger

iε
d

ds
ψx,ε(s) = hx,sψx,ε(s).

Vamos assumir que hx,s possui o autovalor 0 na parte inferior do seu espectro, e seja Px,s a

projeção associada a esse autovalor. Assumindo que a condição inicial ⊗xψx,ε(0) satisfaz a

Equação (4.1), isto é, Px,0ψx,ε(0) = ψx,ε(0) e ‖ψx,ε(0)‖ = 1, denotando Ps = ⊗x∈ΛPx,s, temos

que

‖(1− Ps)⊗x∈Λ ψx,ε(s)‖2 = 1−Πx∈Λ‖Px,sψx,ε(s)‖2. (4.6)

Assumindo que para cada sítio x o teorema adiabático é satisfeito na forma da Equação (2.2),

então temos

lim
ε→0

‖(1− Ps)⊗x∈Λ ψx,ε(s)‖ = 0.

Por outro lado, deve-se esperar que supx ‖Px,sψx,ε(s)‖ ≤ 1− cε, para algum c > 0, isto é, o erro

não desaparece por completo. Nesse caso, temos que

Πx∈Λ‖Px,sψx,ε(s)‖2 ≤ (1− cε)2|Λ|.

Logo, aumentando o volume |Λ|, temos

lim
|Λ|→∞

‖(1− Ps)⊗x∈Λ ψx,ε(s)‖ = 1

Isso nos mostra que o teorema adiabático não funciona na forma da Equação (2.2) quando a

constante C depende do volume de Λ.

4.3.2 Perturbações de sistemas com gap

Exemplos triviais e não triviais para a aplicação do teorema principal, surgem de perturbações

de sistemas simples de spins com gap.

A única suposição do teorema principal que não pode ser facilmente checada é a presença

de um gap espectral separando o fragmento espectral Σ1
s do resto do espectro. A situação mais

natural acontece quando o segmento está na parte inferior do espectro. Nesse caso, podemos

chamar o fragmento Σ1
s de espaço do estado fundamental. Em muitos casos, a dimensão do

espaço do estado fundamental permanece limitada e a largura da “faixa” do estado fundamental

diminui para zero quando o volume aumenta. Não existe uma conjectura precisamente formulada
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que afirma que um Hamiltoniano local genérico possui um único estado fundamental separado

por um gap. Recentemente foi provado que o problema para definir se um Hamiltaniano possui

um gap (ou não) é indecidível [15]. Uma das ferramentas rigorosas para provar a existência de

gaps acima do espaço do estado fundamental se encontra em [16].

Nas possíveis escolhas do Hamiltoniano H0 que não sofre perturbação, podemos incluir

exemplos não interativos (ver Seção (4.3.1)) e outros exemplos que podem ser encontrados em

[17],[18], [19], [20], [21], [22]. O Hamiltoniano completo é da forma

Hs = H0 + αGs, s ∈ [0, 1], α ∈ R, (4.7)

sendo Gs um Hamiltoniano satisfazendo a Suposição (4.2), e α pequeno. Assim, nesses casos,

todas as suposições do Teorema (4.1) podem ser verificadas.

Podemos encontrar exemplos interessantes na forma da Equação (4.7) onde o fragmento

espectral Σ1
s não está na parte inferior do espectro. Em [17], onde H0 descreve spins

independentes, e em [19], onde H0 é o modelo denominado “código tórico”.

4.4 A evolução adiabática do projetor P0

O Teorema (4.1) garante que a solução ψε(s) da Equação (3.2), que inicialmente está no

fragmento espectral Σ1
0 (ou seja, ψε(0) ∈ Σ1

0), evolui no fragmento espectral Σ1
s a menos de

erros diabáticos ε muito pequenos. O método usado para provar esse teorema pode ser adaptado

para trabalharmos com o projetor espectral associado ao fragmento completo. Essa versão será

particularmente usada para discutir a relação do Teorema (4.1) com os resultados da evolução

quase-adiabática que iremos apresentar daqui a pouco.

Tomemos a equação de von Neumann para operadores de traço 1 não-negativos

iε
d

ds
ρε(s) = [HΛ

s , ρε(s)]. (4.8)

A solução dessa equação preserva a positividade, preserva o traço, e se a condição inicial for uma

projeção, então a solução é uma projeção para todo s (ver [23]). Consideraremos P0 a condição

inicial e denotaremos a solução da equação por Pε(s), ou seja,

Pε(s) = P ∗
ε (s) = (Pε(s))

2

é a solução da equação

iε
d

ds
Pε(s) = [HΛ

s , Pε], Pε(0) = P0. (4.9)

O teorema adiabático sugere então que Pε(s) permanece perto de Ps para s ∈ [0, 1], e de fato

vale o seguinte: sob as condições do Teorema (4.1)(i),

sup
s∈[0,1]

∣∣∣∣
Tr(Pε(s)O)

Tr(Pε(s))
− Tr(PsO)

Tr(Ps)

∣∣∣∣ ≤ C|supp(O)|2‖O‖ε (4.10)
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uniformemente no volume |Λ|. Além disso, similarmente ao Teorema (4.1)(ii), temos que

∣∣∣∣
Tr(Pε(1)O)

Tr(Pε(1))
− Tr(P1O)

Tr(P1)

∣∣∣∣ ≤ Cm|supp(O)|2‖O‖εm,

onde m é o grau da suavidade do Hamiltoniano HΛ
s .

4.5 Conexão com o fluxo quase-adiabático

Pelo o que foi discutido acima, os autores criaram uma versão do Teorema (4.1) de maneira

que essa nova versão afirme que o fluxo s 7→ Pε(s) é relativamente próximo da aplicação s 7→ Ps.

Um ponto importante na prova desse teorema é a possibilidade de construirmos s 7→ Ps como

um fluxo que é gerado por um Hamiltaniano local diferente de HΛ
s . Mais precisamente, existe

Ks ∈ BS,∞ tal que

Ṗs = i[Ks, Ps]. (4.11)

O Corolário (5.1) faz uma breve prova sobre essa existência. A prova original pode ser encontrada

em [13], [24]. Normalmente, Ks é denominado como ’evolução quase-adiabática’ ou ’evolução

adiabática’, mas nós iremos chamá-lo de gerador do fluxo espectral.

4.6 Idéia principal da prova do Teorema adiabático

Os autores definem uma sequência de Hamiltonianos locais {Aα : 1 ≤ α ≤ n} gerando uma

sequência de transformações “vestidas” unitárias locais de ordem n

Un,ε(s) := exp(iSn,ε(s)), Sn,ε(s) :=
n∑

α=1

εαAα(s), (4.12)

que satisfazem a seguinte equação de Schrödinger

iε
d

ds
Un,ε(s) = (Hs +Rn,ε(s))Un,ε(s),

onde Rn,ε(s) é um Hamiltoniano local de ordem εn+1. Cada Hamiltoniano local Aα(s) é uma

função polinomial de todos operadores anteriores e suas derivadas, ou seja, de todos operadores

Aw(s), Ȧw(s), ∀w ∈ N tal que 1 ≤ w ≤ α− 1.

A diferença entre a projeção vestida Πn,ε(s) := Un,ε(s)PsU
∗
n,ε e a solução ρε(s) da

Equação(4.8), é localmente de ordem εn+1−d. Por construção, Sn,ε(s) é de ordem ε. Logo, a

diferença entre o estado fundamental vestido e o próprio estado fundamental é de ordem ε.

Mais ainda, os Hamiltonianos Aα(s) e suas derivadas se anulam quando s = 0 e s = 1. Logo,

Sn,ε(s) também se anula e a transformação vestida se torna trivial. Isso permite melhorar a cota

quando s está fixo.
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4.7 Teoria da resposta linear

Os autores do artigo [14] adaptaram a fórmula de Kubo [7] (a respeito da teoria da resposta

linear) para o contexto dos sistemas quânticos de spin. Seja Hinicial o Hamiltaniano não

perturbado no passado infinito, sobre o qual uma perturbação V é feita lentamente para alcançar

uma perturbação de ordem α em t = 0. O Hamiltoniano completo seria então da forma

Hεt,α = Hinicial + eεtαV, t ∈ (−∞, 0].

Seja Pα a projeção no espaço do estado fundamental de H0,α. Observe que P0 é a projeção no

espaço do estado fundamental de Hinicial. Como na Seção (4.4), Pε,α(t) representa a solução da

equação de Schrödinger gerada por Hεt,α com a condição inicial Pε,α(−∞) = P0. No volume

finito essas projeções podem ser interpretadas como matrizes densidade. Adotando a perspectiva

de estados como funcionais em observáveis, definimos

ωε,α;t(O) =
Tr(OPε,α(t))

Tr(Pε,α)
, ωα(O) =

Tr(OPα)
Tr(Pα)

,

para qualquer observável local O, tendo em mente que que todos esse objetos são dependentes

do volume. Os denominadores são constantes nos parâmetros ε, α, t, mas, genericamente, eles

mudam com o volume.

O coeficiente de resposta é associado a um observável local J . Formalmente, o coeficiente

de resposta fJ,V é dado como a resposta linear em α para a perturbação V no seguinte limite

adiabático:

ωε,α;0(J)− ωα(J)− αfJ,V = o(α), quando α→ 0, ε→ 0. (4.13)

O que torna a afirmação da validade da resposta linear verdadeira é o fato do limite ε → 0 ser

tomado primeiro e o fato da cota o(α) ser uniforme no volume. Em particular, se o(α) depender

do volume Λ, então a afirmação resultante poderá não ter sentido físico, como é argumentado

em [25].

Agora, vamos ver como as configurações acima se conectam à teoria adiabática. Como a

dependência do tempo é lenta no limite ε → 0, então pode-se aproximar a projeção evoluída

Pε,α pela projeção instantânea do estado fundamental Pα, e assim o estado evoluído ωε,α;0 pelo

estado instantâneo ωα. Mais ainda, a substituição pode ser feita uniformemente no volume,

desde que o observável J seja um observável local fixo. Para obtermos uma expressão para o

coeficiente de resposta fJ,V , temos então que expandir ωα(J) em α. Enquanto existir o gap para

os Hamiltanianos, o termo de primeira ordem é obtido usando o gerador do fluxo espectral Kα,

ver Equação (4.11). Utilizando a ciclicidade do traço em α = 0, obtemos

ωα(J) = ω0(J)− iαω0([K0, J ]) + o(α),

identificando fJ,V = −iω0([K0, J ]).
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Mais precisamente, para garantirmos a teoria da resposta linear, os autores provam o seguinte

teorema

Teorema 4.2. Suponha que as Suposições (4.1), (4.2) são satisfeitas para a família de

Hamiltonianos Hinicial + σαV , para algum α > 0 fixo e σ ∈ [0, 1]. Seja J ∈ AX um observável,

com X ⊂ Λ, e seja fJ,V = −iω0([K0, J ]). Então a expressão

α−1(ωε,α;0(J)− ω0(J)− αfJ,V ) (4.14)

converge para 0, uniformemente no volume, tomando primeiro o limite ε → 0 e depois o limite

α→ 0.

A convergência funciona para o limite (α, ε) → (0, 0), mas é preciso ordenar os limites (ε→ 0,

α → 0) para que o teorema tenha sentido físico. A expressão dada no teorema para fJ,V , não é

muito familiar na literatura da física. Uma expressão comumente usada é dada por

fJ,V = i lim
δ→0

∫ ∞

0
e−δtω0([τ−t(V ), J ]) dt, (4.15)

onde τt(V ) = eitHinicialV e−itHinicial . No Capítulo (5), iremos provar que essa expressão coincide

com a expressão dada pelo Teorema (4.2).

Para o caso de volume infinito, uma formulação pode ser sugerida. Seja O um observável na

álgebra quase local A, sendo

A =
⋃

Λ∈F(Γ)

AΛ
‖·‖
,

onde F(Γ) é o conjunto dos subconjuntos finitos de Γ. Seja S(A) o conjunto dos estados ω em

A, ou seja, funcionais lineares ω : A → C, positivos (ω(O∗O) ≥ 0, ∀O ∈ A) e cuja norma é

um (ver Seção (1.7)). No topologia fraca-* (weak*-topology), a família de estados fundamentais

{ωΛ
α : Λ ∈ F(Γ)} possui pontos de acumulação em S(A). Vamos assumir, para simplificar, que

existe um único limite

lim
Λ→Γ

ωΛ
α (O) = ωα(O),

∀O ∈ A, sendo ωα um estado. Nesse caso, segue que os estados dinamicamente definidos ωΛ
ε,α;t

possuem limites ωε,α;t, e o teorema anterior pode ser reformulado da seguinte maneira

lim
α→0

lim
ε→0

α−1(ωε,α;0(J)− ω0(J)) = −iω0([K0, J ]), (4.16)

onde [K0, J ] = limΛ→Γ[K
Λ
0 , J ].
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Capítulo 5

Provas

Diminuímos o máximo possível, sem causar prejuízo no entendimento do conteúdo, o uso do

sobrescrito Λ em HΛ e ΦΛ. Devemos alertar que, a partir de agora, H representa um elemento

qualquer da família de Hamiltonianos locais {HΛ : Λ ∈ F(Γ)}. Isso é válido para qualquer

Hamiltoniano local, por exemplo: se dizemos que G é um Hamiltoniano local, então G representa

um elemento da família {GΛ : Λ ∈ F(Γ)}.
A notação H se refere especificamente ao Hamiltoniano do Teorema (4.1) e que satisfaz

as Suposições (4.1) e (4.2). Além disso, vamos omitir o sobrescrito s para os operadores que

dependem de s. No entanto, os operadores O não dependem de s. Quando o assunto for

diferenciabilidade, vamos denotar Ȧ = d
dsA.

5.1 Lemas Técnicos

Agora, vamos apresentar lemas técnicos que serão utilizados para a construção da prova do

Teorema principal. Fica a critério do leitor ler, ou não ler, as demonstrações desses lemas.

Lema 5.1. Pela definição da interação associada com um comutador de Hamiltanianos locais

(Seção (3.4)), segue que:

(i) Se H ∈ Lζ,0, então para qualquer O com supp(O) ⊂ Λ,

‖[H,O]‖ ≤ 2‖O‖|supp(O)|‖Fζ‖1‖ΦH‖ζ,0.

(ii) Sejam n, k ∈ N e A0, ..., Ak ∈ Lζ,n+k. Então adAk
...adA1(A0) ∈ Lζ,n e existe C > 0 que

depende de ζ, mas não depende de n e k, tal que

‖ΦadAjk
...adAj1

(A0)‖ζ,n ≤ Ck2k(n+k)‖ΦAjk
‖ζ,n+k...‖ΦAj1

‖ζ,n+k‖ΦA0‖ζ,n+k.

(iii) Se A0, ..., Ak ∈ Lζ,∞, então adAk
...adA1(A0) ∈ Lζ,∞.
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Demonstração. (i)

‖[H,O]‖ =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

[∑

X⊂Λ

ΦΛ
H(X), O

]∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣




∑

X⊂Λ:

X∩supp(O) 6=∅

ΦΛ
H(X), O




∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ 2‖O‖
∑

X⊂Λ:

X∩supp(O) 6=∅

‖ΦΛ
H(X)‖.

Observemos que

∑

X⊂Λ:

X∩supp(O) 6=∅

‖ΦΛ
H(X)‖ ≤

∑

x∈suppO

∑

X⊂Λ:
x∈X

‖ΦΛ
H(X)‖

≤ sup
Λ∈F(Γ)

∑

x∈suppO

∑

y∈Λ

∑

X⊂Λ:
x,y∈X

‖ΦΛ
H(X)‖

Fζ(d(x, y))
Fζ(d(x, y)).

Pelas duas equações acima, temos

‖[H,O]‖ ≤ 2‖O‖ sup
Λ∈F(Γ)

∑

x∈suppO

∑

y∈Λ

∑

X⊂Λ:
x,y∈X

‖ΦΛ
H(X)‖

Fζ(d(x, y))
Fζ(d(x, y))

≤ 2‖O‖‖ΦH‖ζ,0 sup
Λ∈F(Γ)

∑

x∈supp(O)

∑

y∈Λ
Fζ(d(x, y))

Pela Equação (3.3), obtemos

‖[H,O]‖ ≤ 2‖O‖‖ΦH‖ζ,0‖Fζ‖1 sup
Λ∈F(Γ)

∑

x∈supp(O)

1

= 2‖O‖‖ΦH‖ζ,0‖Fζ‖1|supp(O)|

(ii) Detonando G = [A1, A0], então, pela Seção (3.5), temos que

ΦΛ
G(Z) =

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

[ΦΛ
A1

(X1),Φ
Λ
A0

(X0)].

Como Z = X0 ∪X1, então temos

|Z|n ≤ (|X0|+ |X1|)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
|X0|k|X1|n−k,

Vamos cotar a soma ∑

Z3{x,y}

|Z|n‖ΦΛ
G(Z)‖

Fζ(d(x, y))

para dois casos: ou x, y ∈ X0 ou x ∈ X0, y ∈ X1 \X0. Os casos x, y ∈ X1 e x ∈ X1, y ∈ X0 \X1,

são cotados de maneira análoga. No caso em que x, y ∈ X0, temos:
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∑

Z3{x,y}

|Z|n‖ΦΛ
G(Z)‖

Fζ(d(x, y))
≤

∑

Z3{x,y}

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

2|Z|n
Fζ(d(x, y))

‖ΦΛ
A0

(X0)‖‖ΦΛ
A1

(X1)‖

≤ 2
n∑

k=0

(
n

k

) ∑

Z3{x,y}

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

|X0|k|X1|n−k
Fζ(d(x, y))

‖ΦΛ
A0

(X0)‖‖ΦΛ
A1

(X1)‖.

Pela equação anterior e pelo Apêndice (7.7), temos

∑

Z3{x,y}

|Z|n‖ΦΛ
G(Z)‖

Fζ(d(x, y))

≤ 2

n∑

k=0

(
n

k

) ∑

X03{x,y}
|X0|k

‖ΦΛ
A0

(X0)‖
Fζ(d(x, y))

∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ

∑

X13{z0,z1}
|X1|n−k

‖ΦΛ
A1

(X1)‖
Fζ(d(z0, z1))

Fζ(d(z0, z1))

≤ 2
n∑

k=0

(
n

k

)
‖ΦA1‖ζ,n−k

∑

X03{x,y}
|X0|k

‖ΦΛ
A0

(X0)‖
Fζ(d(x, y))

∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ
Fζ(d(z0, z1)).

Pela equação anterior e pela Equação (3.3), temos

∑

Z3{x,y}

|Z|n‖ΦΛ
G(Z)‖

Fζ(d(x, y))
≤ 2‖Fζ‖1

n∑

k=0

(
n

k

)
‖ΦA1‖ζ,n−k

∑

X03{x,y}
|X0|k

‖ΦΛ
A0

(X0)‖
Fζ(d(x, y))

∑

z0∈X0

1

= 2‖Fζ‖1
n∑

k=0

(
n

k

)
‖ΦA1‖ζ,n−k

∑

X03{x,y}
|X0|k+1

‖ΦΛ
A0

(X0)‖
Fζ(d(x, y))

≤ 2‖Fζ‖1
n∑

k=0

(
n

k

)
‖ΦA0‖ζ,k+1‖ΦA1‖ζ,n−k.

No caso em que x ∈ X0, y ∈ X1 \X0, temos que:
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∑

Z3{x,y}

|Z|n‖ΦΛ
G(Z)‖

Fζ(d(x, y))
≤

∑

Z3{x,y}

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

2|Z|n
Fζ(d(x, y))

‖ΦΛ
A0

(X0)‖‖ΦΛ
A1

(X1)‖

≤
n∑

k=0

(
n

k

) ∑

Z3{x,y}

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

2|X0|k|X1|n−k
Fζ(d(x, y))

‖ΦΛ
A0

(X0)‖‖ΦΛ
A1

(X1)‖.

Pela mesma idéia encontrada no Apêndice (7.7), temos

∑

Z3{x,y}

|Z|n‖ΦΛ
G(Z)‖

Fζ(d(x, y))

≤ 2

n∑

k=0

(
n

k

)∑

z∈Λ

Fζ(d(z, y))Fζ(d(x, z))

Fζ(d(x, y))

∑

X03{x,z}
|X0|k

‖ΦΛ
A0

(X0)‖
Fζ(d(x, z))

∑

X13{z,y}
|X1|n−k

‖ΦΛ
A1

(X1)‖
Fζ(d(z, y))

≤ 2Cζ

n∑

k=0

(
n

k

)
‖ΦA0‖ζ,k‖ΦA1‖ζ,n−k.

Portanto, definindo C = max{Cζ , ‖Fζ‖1} e utilizando o fato de que ‖Φ‖ζ,n ≤ ‖Φ‖ζ,m, sempre

que n ≤ m, então concluímos que

‖Φ[A1,A0]‖ζ,n ≤ C2n+1‖ΦA1‖ζ,n+1‖ΦA0‖ζ,n+1.

Logo, se A0, A1 ∈ Lζ,n+1, então [A1, A0] ∈ Lζ,n. O resultado segue por indução na variável k.

(iii) Consequência imediatada do item (ii). De fato, como A0, ..., Ak ∈ Lζ.∞, então A0, ..., Ak ∈
Lζ.n, ∀n ∈ N. Logo, pelo item (ii) do lema temos que adAk

...adA1(A0) ∈ Lζ,n, ∀n ∈ N. Portanto,

adAk
...adA1(A0) ∈ Lζ,∞.

Lema 5.2. Seja H ∈ Lε,0 tal que H gera a dinâmica τt,t′ , e seja v a velocidade de Lieb-Robinson

(Equação (3.7)) correspondente. Sendo Λ finito, então para qualquer O tal que supp(O) ⊂ Λ e

A ∈ Lζ,0, então existe C > 0 tal que

‖[A, τt,t′(O)]‖ ≤ C‖O‖‖ΦA‖ζ,0|supp(O)|2|t− t′|d,

sempre que |t− t′| ≥ v−1. No caso em que |t− t′| ≤ v−1, então

‖[A, τt,t′(O)]‖ ≤ C‖O‖‖ΦA‖ζ,0|supp(O)|2.
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Demonstração. Para qualquer Y ⊂ Γ e n ≥ 0, denotamos

Yn := {z ∈ Γ : d(z, Y ) ≤ n}

o “engordamento” do conjunto Y por n. Se O ∈ AX e X ⊂ Λ, então definimos

O0 := ΠXvδt (τt,t′(O)),

onde δt = |t− t′| e ΠY : A → AY é o traço parcial (Definição (1.13)), onde A é a álgebra quase

local (definida na Seção (4.7)). Para qualquer k ≥ 1,

Ok := ΠXvδt+k(τt,t′(O))−ΠXvδt+(k−1)(τt,t′(O)).

Por construção, τt,t′(O) =
∑∞

k=0O
k, onde a soma é finita pelo fato de Λ ser finito. Como Ok é

estritamente local, então o Lema (5.1)(i) nos garante que

‖[A,Ok]‖ ≤ C1‖ΦA‖ζ,0‖Ok‖|supp(Ok)|,

onde C1 = 2‖Fζ‖. Observemos que

Xvδt+k ⊂
⋃

x∈X
{z ∈ Γ : d(z, x) ≤ vδt + k}.

Utilizando a Equação (3.1) temos que

|Xvδt+k| ≤
∑

x∈X
|{z ∈ Γ : d(z, x) ≤ vδt + k}| ≤

∑

x∈X
κ(vδt + k)d ≤ |X|κ(vδt + k)d.

Mais ainda, quando 1 ≤ k, então, utilizando o fato de que 1 ≤ vδt, temos que vδt ≤ kvδt e que

k ≤ kvδt. Logo, temos

|Xvδt+k| ≤ |X|κ(2kvδt)d.

Como supp(Ok) ⊂ Xvδt+k, então temos que |supp(Ok)| ≤ |Xvδt+k|. Vamos cotar ‖[A,Ok]‖ da

seguinte maneira: se k = 0, então

‖[A,O0]‖ ≤ C2‖ΦA‖ζ,0‖O0‖|X|δdt
≤ C2‖ΦA‖ζ,0‖τt,t′(O)‖|X|δdt
≤ C2‖ΦA‖ζ,0‖O‖|X|δdt

onde C2 = C1κv
d; e se 1 ≤ k, então

‖[A,Ok]‖ ≤ C3‖ΦA‖ζ,0‖Ok‖|X|δdt kd,

onde C3 = C1κ(2v)
d.
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Com o objetivo de cotar a norma de Ok, vamos subtrair e adicionar identidades e utilizar

que ∥∥(ΠXvδt+k − I
)
(τt,t′(O))

∥∥ ≤ C4‖O‖|X|e−µk, ∀k,

onde C4 é uma constante e µ > 0. Ver [26] para entender essa inequação.

Observemos que

‖[A, τt,t′(O)]‖ = ‖[A,
∞∑

k=0

Ok]‖ ≤
∞∑

k=0

‖[A,Ok]‖

Utilizando que ‖[A,Ok]‖ ≤ C3‖ΦA‖ζ,0‖Ok‖|X|δdt kd, então temos que

‖[A, τt,t′(O)]‖ ≤ C2‖ΦA‖ζ,0‖O‖|X|δdt +
∞∑

k=1

C3‖ΦA‖ζ,0‖Ok‖|X|δdt kd

≤ C2‖ΦA‖ζ,0‖O‖|X|δdt + C3‖ΦA‖ζ,0|X|δdt
∞∑

k=1

‖Ok‖kd. (5.1)

Como

‖Ok‖ ≤
∥∥(ΠXvδt+k − Id

)
(τt,t′(O))

∥∥+
∥∥(Id−ΠXvδt+k−1

)
(τt,t′(O))

∥∥

e ∥∥(ΠXvδt+k − I
)
(τt,t′(O))

∥∥ ≤ C4‖O‖|X|e−µk,

então temos

‖Ok‖ ≤ C4‖O‖|X|e−µk + C4‖O‖|X|e−µ(k−1)

≤ 2eµC4‖O‖|X|e−µk. (5.2)

Utilizando as Equações (5.1), (5.2), então obtemos

‖[A, τt,t′(O)]‖ ≤ C2‖ΦA‖ζ,0‖O‖|X|δdt + 2eµC3C4‖O‖‖ΦA‖ζ,0|X|2δdt
∞∑

k=1

kde−µk.

Pelo teste da razão, podemos afirmar que a série
∑∞

k=1 k
de−µk converge. Definindo CX =

C2
|X| + 2eµC3C4

∑∞
k=1 k

de−µk, então temos

‖[A, τt,t′(O)]‖ ≤ C2‖ΦA‖ζ,0‖O‖|X|δdt + 2eµC3C4‖O‖‖ΦA‖ζ,0|X|2δdt
∞∑

k=1

kde−µk

= CX‖O‖‖ΦA‖ζ,0|X|2δdt
≤ C‖O‖‖ΦA‖ζ,0|X|2δdt ,
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onde C = C2 + 2eµC3C4
∑∞

k=1 k
de−µk. Vamos tomar X = supp(O). Como X = supp(O) e

δt = |t− t′|, então temos

‖[A, τt,t′(O)]‖ ≤ C‖O‖‖ΦA‖ζ,0|supp(O)|2|t− t′|d.

A prova para o caso em que 1 ≥ vδt, a prova é análoga. Basta observarmos que

|Xvδt+k| ≤ |X1+k|.

Nesse caso, obtemos

‖[A, τt,t′(O)]‖ ≤ C‖O‖‖ΦA‖ζ,0|supp(O)|2.

Lema 5.3. Se a Suposição (4.2) acontece, então

(i)Se B ∈ LS,k+1, então I(B) ∈ LS,k, e em particular B ∈ LS,∞ implica que I(B) ∈ LS,∞

(ii) O gerador K do fluxo espectral pertence ao LS,∞.

Demonstração. (i) Primeiro, observemos que para qualquer O ∈ A existem operadores ∆n(O)

tal que supp(∆n(O)) ⊂ Xn ∩ Λ e

∫ ∞

−∞
τΛt (O)Wγ(t)dt =

∞∑

n=0

∆n(O), (5.3)

e existe uma função ζ̃ ∈ S, independente de Λ e s, tal que

‖∆Λ
n(O)‖ ≤ ‖O‖|supp(O)|ζ̃(n). (5.4)

De fato, sabemos que τΛt (O) =
∑∞

n=0O
n
Λ,t, onde O0

Λ,t = ΠX0
(
τΛt (O)

)
= ΠX

(
τΛt (O)

)
e

OnΛ,t = ΠXn
(
τΛt (O)

)
− ΠXn−1

(
τΛt (O)

)
para n ≥ 1. Daí, supp(OnΛ,t) ⊂ Xn ∩ Λ, ∀n ∈ N, ∀t ∈ R.

Definindo ∆Λ
n(O) =

∫ +∞
−∞ OnΛ,tWγ(t)dt, temos

∫ +∞

−∞
τΛt (O)Wγ(t)dt =

+∞∑

n=0

∆Λ
n(O)

tal que supp(∆Λ
n(O)) ⊂ Xn ∩ Λ.

Por [26], vale que

‖ΠXn
(
τΛt (O)

)
− τΛt (O)‖ ≤ C‖O‖|X|eµ(vt−n), (5.5)
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onde C é uma constante. Calculando, temos que

‖
∫ +∞

−∞
Wγ(t)

(
ΠXn

(
τΛt (O)

)
− τΛt (O)

)
dt‖ ≤

∫ +∞

−∞
|Wγ(t)|‖ΠXn

(
τΛt (O)

)
− τΛt (O)‖dt

≤
∫

v|t|≤n
2

|Wγ(t)|‖ΠXn
(
τΛt (O)

)
− τΛt (O)‖dt+

∫

v|t|≥n
2

|Wγ(t)|‖ΠXn
(
τΛt (O)

)
− τΛt (O)‖dt.

Utilizando a Equação (5.5), então obtemos

‖
∫ +∞

−∞
Wγ(t)

(
ΠXn

(
τΛt (O)

)
− τΛt (O)

)
dt‖

≤
∫

v|t|≤n
2

|Wγ(t)|C‖O‖|X|eµ(vt−n)dt+
∫

v|t|≥n
2

|Wγ(t)|‖ΠXn
(
τΛt (O)

)
− τΛt (O)‖dt

≤ W̃γC‖O‖|X|ne
µn
2

v
+ 2‖O‖

∫

|t|≥ n
2v

|Wγ(t)|dt,

onde W̃γ = supt∈R |Wγ(t)|
Como sup{|t|n|Wγ(t)| : |t| > 1} < ∞, ∀n ∈ N, então vale sup{xn

∫
|t|≥x |Wγ(t)|dt : x > 1} <

∞, ∀n ∈ N ( ver Apêndice (7.2) ). Definindo

g(x) =

∫

|t|≥x
|Wγ(t)|dt,

então existe g1 ∈ S tal que g ≤ g1. A existência dessa função é garantida pelo Lema (5.4), basta

tomarmos f = −log(g) e g1 = exp(−f̂) . Logo,

‖
∫ +∞

−∞
Wγ(t)

(
ΠXn

(
τΛt (O)

)
− τΛt (O)

)
dt‖ ≤ W̃γC‖O‖|X|ne

µn
2

v
+ 2‖O‖

∫

|t|≥ n
2v

|Wγ(t)|dt

≤ W̃γC‖O‖|X|ne
µn
2

v
+ 2‖O‖g1(n/2v)

= ‖O‖|X|
[
W̃γC

ne
µn
2

v
+

2

|X|g1(n/2v)
]

= ‖O‖|X|g2(n),

onde g2(n) = W̃γC
ne

µn
2

v + 2
|X|g1(n/2v) e g2 ∈ S. Definindo ζ̃(n) = g2(n) + g2(n− 1) e tomando

X = supp(O), então temos

‖∆Λ
n(O)‖ = ‖

∫ ∞

−∞
Wγ(t)

(
ΠXn(τΛt (O))− τΛt (O) + τΛt (O)−ΠXn−1(τΛt (O))

)
dt‖

≤ ‖O‖|X|g2(n) + ‖O‖|X|g2(n− 1)

= ‖O‖|supp(O)|ζ̃(n).

Portanto, ‖∆Λ
n(O)‖ ≤ ‖O‖|supp(O)|ζ̃(n), onde ζ̃ ∈ S.
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Agora, seja B ∈ LS,k+1 associado com a interação ΦB ∈ Bζ,k+1 para um ζ ∈ S e tomemos

IΛ(BΛ) =
∑

Z⊂Λ

∫ ∞

−∞
Wγ(t)τ

Λ
t

(
ΦΛ
B(Z)

)
dt.

Na notação acima, definimos uma interação para I(B) por

ΦΛ
I(B)(Z) :=

∑

n≥0

∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Z)

)
, (5.6)

que satisfaz IΛ(BΛ) =
∑

Z⊂ΛΦΛ
I(B)(Z) pela Equação (5.3), e ΦΛ

I(B)(Z) ∈ AZ por construção.

Vamos checar a condição do decaimento. Pela Equação (5.6), temos que

∑

Z⊂Λ:
x,y∈Z

|Z|k‖ΦΛ
I(B)(Z)‖ ≤

∑

Z⊂Λ:
x,y∈Z

∑

n≥0

|Z|k‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Z)

)
‖.

Como

‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Z)

)
‖ ≤

∑

Y⊂Λ:n≥0,
Yn=Z

‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖,

então

∑

Z⊂Λ:
x,y∈Z

|Z|k‖ΦΛ
I(B)(Z)‖ ≤

∑

Z⊂Λ:
x,y∈Z

∑

Y⊂Λ:n≥0,
Yn=Z

|Z|k‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖

=
∑

n≥0

∑

Z⊂Λ

∑

Y⊂Λ

χ(x, y ∈ Z)χ(Yn = Z)|Z|k‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖

=
∑

n≥0

∑

Y⊂Λ

χ(x, y ∈ Yn)|Yn|k‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖ (5.7)

onde χ é a função indicadora. Da mesma forma que foi mostrado no lema anterior, temos que

para uma rede d-dimensional

|Yn| ≤ |Y |κnd. (5.8)

Devemos observar que

{Y ⊂ Λ} = {Y ⊂ Λ : x, y ∈ Y }
⋃( ∞⋃

m=1

{Y ⊂ Λ : x, y ∈ Ym e {x, y} ∩ Y c
m−1 6= ∅}

)
, (5.9)

tal que a união é uma união de conjuntos dois a dois disjuntos.

Pela Equação (5.7), temos

∑

Z⊂Λ:
x,y∈Z

|Z|k‖ΦΛ
I(B)(Z)‖ ≤

∑

n≥0

∑

Y⊂Λ

χ(x, y ∈ Yn)|Yn|k‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖.

Pela equação anterior e pelas Equações (5.8), (5.9), obtemos
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∑

Z⊂Λ:
x,y∈Z

|Z|k‖ΦΛ
I(B)(Z)‖ ≤ κk

∑

n≥0

∑

Y⊂Λ

χ(x, y ∈ Yn)|Y |kndk‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖

= κk
∑

n≥0

∑

Y⊂Λ:
x,y∈Y

χ(x, y ∈ Yn)|Y |kndk‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖

+ κk
∑

n≥0

∞∑

m=1

∑

Y⊂Λ:
x,y∈Ym,

{x,y}∩Y c
m−1 6=∅

χ(x, y ∈ Yn)|Y |kndk‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖

= κk
∑

n≥0

∑

Y⊂Λ:
x,y∈Y

|Y |kndk‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖

+ κk
∑

n≥0

∞∑

m=1

∑

Y⊂Λ:
x,y∈Ym

χ({x, y} ∩ Y c
m−1 6= ∅)χ(x, y ∈ Yn)|Y |kndk‖∆Λ

n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖

= κk
∑

Y⊂Λ:
x,y∈Y

|Y |k
∑

n≥0

ndk‖∆Λ
n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖

+ κk
∞∑

m=1

∑

Y⊂Λ:
x,y∈Ym

χ({x, y} ∩ Y c
m−1 6= ∅)|Y |k

∑

n≥m
ndk‖∆Λ

n

(
ΦΛ
B(Y )

)
‖ = S1 + S2

(5.10)

Agora, utilizando a Equação (5.4) temos que

S1 ≤ κk
∑

n≥0

nkdζ̃(n)
∑

Y⊂Λ:
x,y∈Y

|Y |k+1‖ΦΛ
B(Y )‖ ≤ C‖ΦB‖ζ,k+1Fζ(d(x, y)).

Devemos observar que se x ∈ Ym, então existe z1 ∈ Y tal que z1 ∈ Bm(x). Logo,

x ∈ Ym ⇒ d(x, Y ) ≤ m⇒ ∃z1 ∈ Y tal que d(x, z1) ≤ m⇒ ∃z1 ∈ Y tal que z1 ∈ Bm(x).

Logo,

χ (x ∈ Ym) ≤
∑

z1∈Bm(x)

χ (z1 ∈ Y ) .
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Para S2, observemos que

∑

Y⊂Λ:
x,y∈Y

χ
(
{x, y} ∩ Y c

m−1 6= ∅
)
≤
∑

Y⊂Λ:
x,y∈Y

1 =
∑

Y⊂Λ

χ (x, y ∈ Ym)

=
∑

Y⊂Λ

χ (x ∈ Ym)χ (y ∈ Ym) ≤
∑

Y⊂Λ

∑

z1∈Bm(x)

χ (z1 ∈ Y )
∑

z2∈Bm(y)

χ (z2 ∈ Y )

=
∑

Y⊂Λ

∑

z1∈Bm(x)

∑

z2∈Bm(y)

χ (z1 ∈ Y )χ (z2 ∈ Y ) =
∑

Y⊂Λ

∑

z1∈Bm(x)

∑

z2∈Bm(y)

χ (z1, z2 ∈ Y )

=
∑

z1∈Bm(x)

∑

z2∈Bm(y)

∑

Y⊂Λ:
z1,z2∈Y

1. (5.11)

Portanto, ∑

Y⊂Λ:
x,y∈Y

χ
(
{x, y} ∩ Y c

m−1 6= ∅
)
≤

∑

z1∈Bm(x)

∑

z2∈Bm(y)

∑

Y⊂Λ:
z1,z2∈Y

1.

Pela equação anterior e pela Equação (5.4) temos

S2 ≤ κk
∞∑

m=1

∑

z1∈Bm(x)

∑

z2∈Bm(y)

∑

Y⊂Λ:
z1,z2∈Y

|Y |k+1‖ΦΛ
B(Y )‖

∑

n≥m
nkdζ̃(n)

≤ κk‖ΦB‖ζ,k+1

∞∑

m=1


∑

n≥m
nkdζ̃(n)


 ∑

z1∈Bm(x)

∑

z2∈Bm(y)

Fζ(d(z1, z2)).

Seja m0 = d(x, y)/4. Como z1 ∈ Bm(x), z2 ∈ Bm(y), então para m ≤ m0 temos

d(x, y) ≤ d(x, z1) + d(z1, z2) + d(z2, y) ≤ 2m+ d(z1, z2)

≤ 2m0 + d(z1, z2) =
d(x, y)

2
+ d(z1, z2).

Portanto, d(x, y)/2 ≤ d(z1, z2). Utilizando isso, separamos sobre m0 o somatório
∑∞

m=1 da cota

de S2 e assim obtemos

S2 ≤ C1‖ΦB‖ζ,k+1Fζ(d(x, y)/2)

m1∑

m=1

m2d + C2‖ΦB‖ζ,k+1

∑

m>m0

m2d


∑

n≥m
nkdζ̃(n)


 ,

onde C1 e C2 são coeficientes que não dependem de d(x, y) (ou Λ). Usamos que Fζ é uma função

decrescente. Além disso, para garantir a convergência da série

∑

m>m0

m2d


∑

n≥m
nkdζ̃(n)


 ,

usamos que ζ̃ decai mais rápido do que qualquer polinomial (ver Apêndice (7.3)). Pelas cotas de
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S1, S2 e utilizando o decaimento rápido de ζ, nós temos que

∑

Z⊂Λ:
x,y∈Z

|Z|k‖ΦΛ
I(B)(Z)‖ ≤ S1 + S2 ≤ C‖ΦB‖ζ,k+1F (d(x, y))h(d(x, y)),

onde h é limitado, não crescente, decai mais rápido que qualquer potência inversa e pode ser

escolhido tal que h < 1 ( basta ajustar C ). Resta encontrar ξ′ ∈ S tal que h ≤ ξ′ para

concluir a prova. A existência dessa função é garantida pelo Lema (5.4) abaixo. Basta tomarmos

f = −log(h) e ξ′ = exp(−f̂).
Calculando, obtemos

‖ΦI(B)‖ξ′,k ≤ C‖ΦB‖ζ,k+1.

Portanto, como B ∈ LS,k+1, então I(B) ∈ LS,k.

(ii) Segue imediatamente de (i) visto que K = I(Ḣ) e Ḣ ∈ Lε,∞ por suposição.

Uma função g definida em R
+ é dita subaditiva se g(x+ y) ≤ g(x) + g(y), para todo x,y. A

prova acima requer o seguinte lema.

Lema 5.4. Dado uma função não-decrescente f , cujo o domínio é R
+ e f(0) > 0, existe uma

função f̂ positiva e subaditiva tal que

f̂ ≤ f.

Mais ainda, se f tem a propriedade f(x) − m log(x) → +∞, ∀m > 0, então f̂ tem essa

propriedade.

Demonstração. Ver Lema 4.9 em [14].

5.2 Prova do Teorema Principal

Primeiramente, vamos apresentar algumas propriedades da aplicação I.

Proposição 5.1. Seja H Hamiltoniano local satisfazendo as Suposições (4.1) e (4.2). A projeção

P é a projeção no fragmento espectral Σ1.

(i) Se um operador A satisfaz a condição

A = PA(1− P ) + (1− P )AP, (5.12)

então

A = −i[H, I(A)].

(ii) Para qualquer operador L,

[L,P ]− i[[I(L), H], P ] = 0.

49



(iii) Se H ∈ Lε,∞ e G ∈ LS,∞, então I(G) ∈ LS,∞.

(iv) Seja G Hamiltoniano local satisfazendo a Suposição (4.2). Se H,G dependem de um

parâmetro s, com H,G ∈ Ck e H(j) ∈ Lε,∞, G(j) ∈ LS,∞ para 0 ≤ j ≤ k, então I(G) ∈ Ck com

I(G)(j) ∈ LS,∞ para 1 ≤ j ≤ k.

Demonstração. (i) Como nas Suposições (4.1), (4.2) temos queH ∈ B(H) eH é um Hamiltoniano

(ou seja, um operador auto-adjunto), então pelo Teorema Espectral (1.3) temos H =
∫
λdE(λ)

a decomposição espectral de H, onde E é uma medida com valor de projeção. Pela definição de

I, temos que

−i[H, I(A)] = −i
(∫

R

Wγ(t)He
itHAe−itHdt−

∫

R

Wγ(t)e
itHAe−itHHdt

)
.

Utilizando o Teorema Espectral (1.3), mais especificamente, utilizando que

HeitH =

∫
λeitλdE(λ), eitHH =

∫
eitλλdE(λ), H =

∫
λdE(λ),

então temos que

−i[H, I(A)] = −i
(∫

R

Wγ(t)

∫
λeitλdE(λ)Ae−itHdt−

∫

R

Wγ(t)e
itHA

∫
e−itµµdE(µ)dt

)

= −i
(∫

R

Wγ(t)

∫
λeitλdE(λ)A

∫
e−itµdE(µ)dt−

∫

R

Wγ(t)

∫
eitλdE(λ)A

∫
e−itµµdE(µ)dt

)

= −i
∫ ∫ ∫

R

Wγ(t)e
−it(µ−λ)dt(λ− µ)dE(λ)AdE(µ).

Denotando

Ŵγ(ζ) =
1√
2π

∫

R

Wγ(t)e
−itζdt,

então temos

−i[H, I(A)] =
√
2π

∫ ∫
iŴγ(µ− λ)(µ− λ)dE(λ)AdE(µ).

Como A = PA(1− P ) + (1− P )AP , então

−i[H, I(A)] =
√
2π

∫ ∫
iŴγ(µ− λ)(µ− λ)dE(λ) (PA(1− P ) + (1− P )AP ) dE(µ)

=
√
2π

∫ ∫
iŴγ(µ− λ)(µ− λ)dE(λ)PA(1− P )dE(µ)

+
√
2π

∫ ∫
iŴγ(µ− λ)(µ− λ)dE(λ)(1− P )APdE(µ)

=
√
2π

∫

Σ2

∫

Σ1

iŴγ(µ− λ)(µ− λ)dE(λ)AdE(µ) +
√
2π

∫

Σ1

∫

Σ2

iŴγ(µ− λ)(µ− λ)dE(λ)AdE(µ).
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Utilizando o fato de Ŵγ(ζ) =
−i√
2πζ

quando |ζ| ≥ γ, temos

−i[H, I(A)] =
√
2π

∫

Σ2

∫

Σ1

i(−i)(µ− λ)√
2π(µ− λ)

dE(λ)AdE(µ) +
√
2π

∫

Σ1

∫

Σ2

i(−i)(µ− λ)√
2π(µ− λ)

dE(λ)AdE(µ)

=

∫

Σ2

∫

Σ1

1dE(λ)AdE(µ) +

∫

Σ1

∫

Σ2

1dE(λ)AdE(µ)

=

∫

Σ2

PAdE(µ) +

∫

Σ1

(1− P )AdE(µ)

= PA

∫

Σ2

dE(µ) + (1− P )A

∫

Σ1

dE(µ)

= PA(1− P ) + (1− P )AP = A.

(ii) Para qualquer operador L, o operador A = [L,P ] satisfaz a Equação (5.12). De fato,

PA(1− P ) + (1− P )AP = P [L,P ](1− P ) + (1− P )[L,P ]P =

= P (LP − PL)(1− P ) + (1− P )(LP − PL)P = 0− PL(1− P ) + (1− P )LP − 0 =

= −PL+ PLP + LP − PLP = LP − PL = [L,P ] = A

Logo, por (i), temos que

[L,P ] + i[H, I([L,P ])] = 0 (5.13)

Observemos que [H,P ] = 0. De fato, como H ∈ B(HΛ), onde é Λ é finito, e como H é auto-

adjunto, então, pelo Teorema Espectral, temos que H é diagonalizável. Logo, o espectro de H

(σ(H)) é um conjunto finito que é igual ao conjunto dos autovalores de H. Daí, Σ1 é formado

por autovalores de H. Logo, dado φ ∈ HΛ, podemos escrever φ = φ1 + φ2, onde φ1 ∈ Aut(Σ1),

φ2 ∈ Aut(σ(H)−Σ1). É fácil ver que H(φ1) ∈ Aut(Σ1), H(φ2) ∈ Aut(σ(H)−Σ1). Lembrando

que P := PΣ1 , então temos

[H,P ](φ) = HP (φ1 + φ2)− PH(φ1 + φ2) = H(φ1)− P (H(φ1) +H(φ2)) =

= H(φ1)− P (H(φ1)) + P (H(φ2)) = H(φ1)−H(φ1) + 0 = 0, ∀φ ∈ HΛ

Portanto, [H,P ] = 0.

Para simplificar, vamos denotar a Equação (3.8) por I(A) :=
∫
R
W (t)τt(A)dt. Pelo fato de
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W (t) ∈ R (pois W ∈ L1(R)) e pelo fato de [H,P ] = 0 (ou seja, HP = PH), temos

I([L,P ]) =
∫

R

W (t)τt([L,P ])dt =

∫

R

W (t)eitHLPe−itHdt−
∫

R

W (t)eitHPLe−itHdt =

∫

R

W (t)eitHLe−itHPdt−
∫

R

W (t)PeitHLe−itHdt =

∫

R

W (t)eitHLe−itHdt P − P

∫

R

W (t)eitHLe−itHdt =

I(L)P − PI(L) = [I(L), P ]

Portanto, I([L,P ]) = [I(L), P ]. Logo, a Equação (5.13) pode ser escrita da seguinte maneira

[L,P ] + i[H, [I(L), P ]] = 0 (5.14)

Pela identidade de Jacobi

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0, ∀X,Y, Z,

e pelo fato de [H,P ] = 0, então temos

[I(L), [P,H]] + [P, [H, I(L)]] + [H, [I(L), P ]] = 0 ⇒
0 + [P, [H, I(L)]] + [H, [I(L), P ]] = 0 ⇒

−[P, [H, I(L)]] = [H, [I(L), P ]]

Como [H, [I(L), P ]] = −[P, [H, I(L)]], então podemos escrever a Equação (5.14) da seguinte

maneira

[L,P ]− i[P, [H, I(L)]] = 0 ⇔ [L,P ]− i[[I(L), H], P ] = 0.

(iii) I(G) ∈ LS,∞ é um caso especial do Lema (5.3) (i).

(iv) Sabemos por [27] que

d

dλ
eA(λ) =

∫ 1

0
e(1−s)A(λ)A′(λ)esA(λ)ds =

∫ 1

0
esA(λ)A′(λ)e(1−s)A(λ)ds, (5.15)

sendo A(λ) uma aplicação, então temos que

d

ds
I(G) = I(G1), (5.16)

onde

G1 = Ġ+ i

[∫ t

0
τ−u(Ḣ)du,G

]
.
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De fato,

d

ds
I(G) = d

ds

(∫

R

Wγ(t)τ
s
t (G)dt

)
=

d

ds

(∫

R

Wγ(t)e
itHGe−itHdt

)

=

∫

R

Wγ(t)

(∫ 1

0
ite(1−v)itHḢevitHdv Ge−itH + eitHĠe−itH + eitHG

∫ 1

0
(−it)e−vitHḢe(v−1)itHdv

)
dt

tomando u = tv ⇒ du = tdv, temos

=

∫

R

Wγ(t)e
itH

(
Ġ+ i

(∫ t

0
e−uiHḢeuiHdu G−G

∫ t

0
e−uiHḢeuiHdu

))
e−itHdt

=

∫

R

Wγ(t)e
itH

(
Ġ+ i

[∫ t

0
τ−u(Ḣ)du,G

])
e−itHdt

=

∫

R

Wγ(t)τt

(
Ġ+ i

[∫ t

0
τ−u(Ḣ)du,G

])
dt = I(G1).

Se G,H ∈ Ck, então G1 ∈ Ck−1. Utilizando os Lemas (5.3)(i) e (5.1)(iii), e utilizando a

suposição sobre as derivadas de G e H, então temos que I(G1) ∈ LS,∞. Por indução, temos que

I(G)(j) = I(Gj), onde Gj ∈ C(k−j) e I(Gj) ∈ LS,∞ , provando assim o que queríamos.

Essa proposição é fundamental para provar que K = I(Ḣ) é um gerador local do fluxo

espectral (Equação (4.11)).

Corolário 5.1. Se as Suposições (4.1) e (4.2) acontecem, então Ṗ = i[I(Ḣ), P ].

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que Ṗ satisfaz a Equação (5.12). De fato,

P = P 2 ⇒ Ṗ = ṖP + PṖ . (5.17)

Logo, multiplicando a equação anterior por (1− P ), temos

Ṗ (1− P ) = PṖ (1− P ) e (1− P )Ṗ = (1− P )ṖP. (5.18)

Daí, utilizando as Equações (5.18) e a Equação (5.17), temos

PṖ (1− P ) + (1− P )ṖP = Ṗ (1− P ) + (1− P )Ṗ = Ṗ − (ṖP + PṖ ) = 2Ṗ − Ṗ = Ṗ .

Portanto, Ṗ satisfaz a Equação (5.12). Logo, pela Proposição (5.1)(i), Ṗ = −i[H, I(Ṗ )].
Observemos que I([H, Ṗ ]) = [H, I(Ṗ )]. De fato, como W (t) ∈ R, então temos

I([H, Ṗ ]) =
∫

R

W (t)τt([H, Ṗ ])dt =

∫

R

W (t)e−itHHṖeitHdt−
∫

R

W (t)e−itH ṖHeitHdt =

H

∫

R

W (t)e−itH Ṗ eitHdt−
∫

R

W (t)e−itH Ṗ eitHdt H =

HI(Ṗ )− I(Ṗ )H = [H, I(Ṗ )]
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Além disso, observemos que

[H,P ] = 0 ⇒ ([H,P ])′ = 0 ⇒
ḢP +HṖ − ṖH − PḢ = 0 ⇒
ḢP − PḢ = −HṖ + ṖH ⇒

[Ḣ, P ] = −[H, Ṗ ]

Como

Ṗ = −i[H, I(Ṗ )], I([H, Ṗ ]) = [H, I(Ṗ )] e [Ḣ, P ] = −[H, Ṗ ],

então

Ṗ = −i[H, I(Ṗ )] = −iI([H, Ṗ ]) = iI([Ḣ, P ]) = i[I(Ḣ), P ].

No lema à seguir, nós construímos a condução contra-diabática.

Lema 5.5. Considere que as Suposições (4.1) e (4.2) acontecem para algum m ∈ N. Para

qualquer n ≤ m̃ = d+m, existe {Aα : 1 ≤ α ≤ n, α ∈ N} com Aα ∈ LS,∞ tal que o projetor

Πn,ε := Un,εPU
∗
n,ε, com Un,ε = exp

(
i

n∑

α=1

εαAα

)

soluciona

iεΠ̇n,ε = [H +Rn,ε,Πn,ε] (5.19)

onde H ∈ Lε,∞, e Rn,ε ∈ LS,∞ com o potencial associado Φn,ε satisfazendo ||Φn,ε||S,k ≤
rn,k(s)ε

n+1, ∀k ∈ N, onde rn,k(s) é independente de ε. Mais ainda, Aα ∈ C(m̃−α), com

A
(j)
α ∈ LS,∞, para todo 1 ≤ j ≤ m̃− α.

Demonstração. Para facilitar a notação, vamos omitir todos os índices ε.

Primeiramente, observemos que UnU̇∗
n = −U̇nU∗

n. De fato,

UnU
∗
n = I ⇒ (UnU

∗
n)

′ = 0 ⇒ UnU̇
∗
n = −U̇nU∗

n.

Pela Equação (4.11) e pelo fato de [H,P ] = 0, temos

iεΠ̇n = iε(U̇nPU
∗
n + UnPU̇

∗
n + UnṖU

∗
n)

= iε(U̇nPU
∗
n + UnPU̇

∗
n + Un(i[K,P ])U

∗
n)

= [H,Πn]− [H,Πn] + Un[H,P ]U
∗
n + iεU̇nPU

∗
n + iεUnPU̇

∗
n − εUn([K,P ])U

∗
n.

Como U∗
nUn = I e Πn,ε := Un,εPU

∗
n,ε, então

iεΠ̇n = [H,Πn] + [−H,Πn] + [UnHU
∗
n,Πn] + (iεU̇nU

∗
nUnPU

∗
n + iεUnPU

∗
nUnU̇

∗
n) + [−εUnKU∗

n,Πn].
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Utilizando UnU̇∗
n = −U̇nU∗

n, então

iεΠ̇n = [H,Πn] + [−H,Πn] + [UnHU
∗
n,Πn] + (iεU̇nU

∗
nUnPU

∗
n − iεUnPU

∗
nU̇nU

∗
n) + [−εUnKU∗

n,Πn]

= [H,Πn] + [−H,Πn] + [UnHU
∗
n,Πn] + [iεU̇nU

∗
n,Πn] + [−εUnKU∗

n,Πn]

= [H,Πn] + [iεU̇nU
∗
n − εUnKU

∗
n + (UnHU

∗
n −H),Πn], (5.20)

onde H ∈ Lε,∞.

Vamos escrever o segundo comutador da Equação (5.20) da seguinte maneira

[iεU̇nU
∗
n − εUnKU

∗
n + (UnHU

∗
n −H),Πn] = Un[iεU

∗
nU̇n − εK +H − U∗

nHUn, P ]U
∗
n.

Seja Sn =
∑n

α=1 ε
αAα. Como pode ser visto no Apêndice (7.4), temos

U∗
nHUn = e−iSnHeiSn =

n∑

k=0

(−i)k
k!

(
n∑

α=1

εαadAα

)k
(H) +O(εn+1) = e−iadSn (H), (5.21)

onde adG(·) = [G, ·] e

O(εn+1) = (−i)n+1

∫

Σn+1

e−iun+1Snad n+1
Sn

(H)eiun+1Sndu.

Defina U∗
nHUn :=

∑n
α=0 ε

αHα + εn+1hn(ε) tal que

Hα =
∑

j:s(j)=α

(−i)k
k!

adAjk
· · · adAj1

(H), (5.22)

onde j = (j1, ..., jk), e s(j) = j1 + ...+ jk. As três primeiras ordens são dadas por

H0 = H, H1 = −i[A1, H], H2 = −i[A2, H]− 1

2
[A1, [A1, H]].

De maneira análoga ao que foi feito na Equação (5.21), a fórmula de Duhamel abaixo (ver

Equação (5.15) para entendê-la)

iU∗
nU̇n = −

∫ 1

0
e−iλSnṠne

iλSn dλ (5.23)

pode ser expandida da seguinte maneira

iU∗
nU̇n = −

∫ 1

0

n∑

k=0

(−iλ)k
k!

(
n∑

α=1

εαadAα

)k
(Ṡn) +O(εn+1)dλ

= −
n∑

k=0

∫ 1

0

(−iλ)k
k!

dλ

(
n∑

α=1

εαadAα

)k
(Ṡn) +O(εn+1).
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Calculando a integral e utilizando o fato de Ṡn =
∑n

j=1 ε
jȦj , então temos

iU∗
nU̇n =

n∑

j=1

εj
n∑

k=0

ik
(−1)k+1

(k + 1)!

(
n∑

α=1

εαadAα

)k
(Ȧj) +O(εn+1)

=

n∑

j=1

εj(−i)
n∑

k=0

(−i)k+1

(k + 1)!

(
n∑

α=1

εαadAα

)k
(Ȧj) +O(εn+1)

=

n∑

j=1

εj(−i)
n+1∑

k=1

(−i)k
k!

(
n∑

α=1

εαadAα

)k−1

(Ȧj) +O(εn+1)

:=
n−1∑

α=1

εαQα + εnqn−1(ε),

onde

Qα = −i
∑

j:s(j)=α

(−i)k
k!

adAjk
· · · adAj2

(Ȧj1), (5.24)

tal que

Q1 = −Ȧ1, Q2 = −Ȧ2 +
i

2
[A1, Ȧ1].

Vamos definir Q0 = −K. Daí, temos

iεU∗
nU̇n − εK +H − U∗

nHUn =
n∑

α=1

εα(Qα−1 −Hα) + εn+1(qn−1(ε)− hn(ε)). (5.25)

Para 1 ≤ α ≤ n, podemos observar que Hα depende apenas de {Aj : 1 ≤ j ≤ α}, e que Qα

depende de {Aj : 1 ≤ j ≤ α− 1} e {Ȧj : 1 ≤ j ≤ α}.
Vamos agora construir indutivamente Hamiltonianos locais suaves {A1, ..., An} tal que

Aα ∈ LS,∞ e A(m̃−α)
α ∈ LS,∞, e tal que

[Qα−1 −Hα, P ] = 0, (5.26)

para 1 ≤ α ≤ n. Definindo Rn := εn+1Un(qn−1(ε) − hn(ε))U
∗
n, então a Equação (5.20) se reduz

à iεΠ̇n = [H +Rn,Πn]. De fato,

iεΠ̇n = [H,Πn] + Un[iεU
∗
nU̇n − εK +H − U∗

nHUn, P ]U
∗
n (5.27)

= [H,Πn] + Un

[
n∑

α=1

εα(Qα−1 −Hα) + εn+1(qn−1(ε)− hn(ε)), P

]
U∗
n

= [H,Πn] + εn+1Un[qn−1(ε)− hn(ε), P ]U
∗
n

= [H,Πn] + [Rn,Πn] = [H +Rn,Πn].

No caso α = 1, temos que a Equação (5.26) é dada por

[K − i[A1, H], P ] = 0, (5.28)
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onde A1 ∈ LS,∞. Pela Proposição (5.1) (ii) temos que A1 = I(K). Mais ainda, pela

Suposição (4.2) e pela Proposição (5.1)(iii, iv), temos primeiro que K = I(Ḣ) ∈ C(m̃−1)

implica que A1 ∈ C(m̃−1), e segundo que todas derivadas de K definem Hamiltonianos locais

e, consequentemente, todas as derivadas de A1 também definem Hamiltonianos locais.

Indução. Seja α > 1 e suponhamos que a afirmação (Equação (5.26)) seja válida para todo

1 ≤ β < α. Isolando a dependência de Aα, podemos escrever a Equação (5.22) da seguinte

maneira

Hα = −i[Aα, H] + Lα, (5.29)

onde, como podemos observar na Equação (5.22), Lα é uma combinação linear de

multicomutadores que envolvem apenas H e {Aβ : 1 ≤ β ≤ α− 1}. Logo, a Equação (5.26) pode

ser escrita da seguinte maneira

[Qα−1 − Lα, P ] + i[[Aα, H], P ] = 0. (5.30)

Pela hipótese de indução, Lα ∈ C(m̃−α+1) com todas derivadas definindo Hamiltonianos locais, e

Lα ∈ LS,∞ (Lema (5.1)).

Tomemos

Aα = I(Lα −Qα−1), (5.31)

solução da Equação (5.30) (ver Equação (5.1)(ii)). Pela definição de Qα, pela hipótese de

indução e pelo Lema (5.1)(iii), podemos concluir que Qα−1 ∈ LS,∞ e que Qα ∈ Cm̃−α−1.

Como Qα−1, Lα ∈ LS,∞, então, pela Proposição (5.1)(iii), podemos afirmar que Aα ∈ LS,∞.

Finalmente, como Qα ∈ C(m̃−α−1) e Lα ∈ C(m̃−α+1), então Aα ∈ C(m̃−α) (ver Proposição

(5.1)(iv)).

Resta provar as estimativas locais sobre Rn. Primeiro de tudo,

εn+1hn(ε) =
∑

j:s(j)>n
ji≤n, k≤n

(−i)k
k!

εs(j)adAjk
· · · adAj1

(H) + (−i)n+1

∫

Σn+1

e−iun+1Snad n+1
Sn

(H)eiun+1Sndu,

onde Σn+1 = {u ∈ R
n+1 : 0 ≤ u1 ≤ · · · ≤ un+1 ≤ 1}. Observe que o somatório possui um

número finito de termos.

Os multicomutadores podem ser estimados pelo Lema (5.1)(ii). Já a integral
∫
Σn+1

, é estimada

por uma versão mais simples do Lema (5.3)(i) onde Wγ é substituído pela função indicadora

χ[un,0] e τt(O) é substituído por e−iun+1Snad n+1
Sn

(H)eiun+1Sn . Mais especificamente, ao invés de

calcularmos a cota para a interação de I(B) (como foi feito no Lema (5.3)(i)), devemos calcular

a cota para a norma da interação da seguinte integração

∫ ∞

−∞
χ[un,0](un+1)e

−iun+1Snad n+1
Sn

(H)eiun+1Sndun+1 =

∫ un

0
e−iun+1Snad n+1

Sn
(H)eiun+1Sndun+1.

Denotando
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B1 = e−iun+1Snad n+1
Sn

(H)eiun+1Sn

e

I1(B1) =

∫ un

0
e−iun+1Snad n+1

Sn
(H)eiun+1Sndun+1,

então, analogamente ao que foi feito no Lema (5.3)(i), temos que

‖ΦI1(B1)‖S,l ≤ cnC0‖ΦB1‖S,l+1.

Utilizando o Lema (5.1)(ii), obtemos

‖ΦI1(B1)‖S,l ≤ cnC0C
n+1
1 2(n+1)(l+n+2)‖ΦSn‖n+1

S,l+n+2‖ΦH‖n+1
S,l+n+2

= cnC
n+12(n+1)(l+n+2)‖ΦSn‖n+1

S,l+n+2‖ΦH‖n+1
S,l+n+2,

onde C n+1 = C0C
n+1
1 .

Calculando, obtemos

εn+1‖Φhn‖S,l ≤
∑

j:s(j)>n
ji≤n, k≤n

εs(j)

k!
Ck2k(l+k)‖ΦAjk

‖S,l+k · · · ‖ΦAj1
‖S,l+k‖ΦH‖S,l+k

+
1

(n+ 1)!
C n+12(n+1)(l+n+2)‖ΦSn‖n+1

S,l+n+2‖ΦH‖S,l+n+2, (5.32)

para qualquer l ∈ N∪ {0}. Tomando ε tal que 0 < ε ≤ 1, então, pelo fato de s(j) ≥ n+1, temos

que εs(j) ≤ εn+1. Além disso, pelo Apêndice (7.5), temos que ‖ΦSn(s)‖S,l+n+2 ≤ gn,l(s)ε, onde

gn,l(s) é uma função contínua. Logo, pelo Apêndice (7.6), obtemos

εn+1‖Φhn(s)‖S,l ≤ εn+1pn,l(s),

onde pn,l é uma função contínua.

Uma cota similar existe para qn−1. De maneira análoga ao que foi feito para hn, temos

εnqn−1(ε) = −i
∑

j:s(j)≥n
ji≤n, k≤n+1

(−i)k
k!

εs(j)adAjk
· · · adAj2

(Ȧj1) + (−i)n+1

∫

Σn+1

e−iun+1Snad n+1
Sn

(Ṡn)e
iun+1Sndu

Analogamente ao que foi feito para εn+1‖Φhn(s)‖S,l, obtemos

εn+1‖Φqn−1(s)‖S,l ≤ εn+1p̃n,l(s),

onde p̃n,l é uma função contínua.

Pela definição de Rn e pelo fato de Φn,ε ser a interação de Rn,ε, então
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‖Φn,ε‖S,l ≤ εn+1‖Φhn‖S,l + εn+1‖Φqn−1‖S,l
≤ εn+1pn,l + εn+1p̃n,l

= εn+1rn,l,

onde rn,l = pn,l + p̃n,l. Pela continuidade de p̃n,l e de pn,l, então rn,l é contínua. Dessa forma,

concluímos a demonstração.

Lema 5.6. Sob as condições do Lema (5.5), se existir s0 ∈ [1, 0] tal que H(α)
s0 = 0 para todo

1 ≤ α ≤ k ≤ d +m, então A(α1−α)
α (s0) = 0 para todo α tal que 1 ≤ α ≤ k e para todo α1 tal

que α ≤ α1 ≤ k.

Demonstração. Como Ḣs0 = 0, então segue da Equação (5.16) que d
dsIs(Gs)|s=s0 = Is0(Ġs0)

para todo Gs diferenciável. Como Ks = Is(Ḣs), então K(α−1)
s0 = Is0(H

(α)
s0 ). Daí, pelo fato de

H
(α)
s0 = 0, então temos que K(α−1)

s0 = 0, ∀ 1 ≤ α ≤ k. Como A1(s) = Is(Ks), então

A
(α−1)
1 (s0) = Is0(K(α−1)

s0 ) = Is0(0) = 0,

∀ 1 ≤ α ≤ k.

Observemos que para j ∈ N, tal que 1 < j ≤ k, também temos que A(α−j)
j (s0) = 0, ∀α

tal que j ≤ α ≤ k. De fato, suponhamos que para todo β tal que 1 ≤ β ≤ j − 1 temos que

A
(α−β)
β (s0) = 0, ∀α tal que β ≤ α ≤ k. Vamos mostrar que é válido que A(α1−j)

j (s0) = 0, ∀α1

tal que j ≤ α1 ≤ k.

Pela Equação (5.29), temos que

Hj(s) = −i[Aj(s), Hs] + Lj(s).

Comparando essa equação com a Equação (5.22), percebemos que Lj(s) depende de {Aβ(s) : 1 ≤
β ≤ j − 1}. Pelo fato de Aβ(s0) = 0 , ∀ 1 ≤ β ≤ j − 1, então podemos concluir que Lj(s0) = 0.

Mais ainda, L(α1−j)
j (s) depende de

j−1⋃

β=1

{A(α−j)
β (s) : j ≤ α ≤ α1},

para todo α1 tal que j ≤ α1 ≤ k. Pela suposição, temos que A(α−j)
β (s0) = 0, para todo β tal que

1 ≤ β ≤ j−1, e para todo α tal que j ≤ α ≤ α1. Logo, L(α1−j)
j (s0) = 0, ∀α1 tal que j ≤ α1 ≤ k.

Como Qj(s) depende apenas de {Aβ(s) : 1 ≤ β ≤ j−1} e de {Ȧβ(s) : 1 ≤ β ≤ j} (lembrando

que Q1(s) depende apenas de Ȧ1(s)), então, pela suposição, podemos concluir que Qj−1(s0) = 0,
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lembrando que 1 < j ≤ k. Mais ainda, Q(α1−(j+1))
j (s) depende apenas de

j−1⋃

β=1

{A(α−(j+1))
β (s) : j + 1 ≤ α ≤ α1} e de

j⋃

β=1

{Ȧ(α−(j+1)
β (s) : j + 1 ≤ α ≤ α1},

ou seja, depende apenas de

j−1⋃

β=1

{A(α−(j+1))
β (s) : j + 1 ≤ α ≤ α1 + 1} e de {A(α−j)

j (s) : j + 1 ≤ α ≤ α1}.

Observemos que Q(α1−1)
1 depende apenas de {A(α)

1 (s) : 1 ≤ α ≤ α1}. Daí, temos que Q(α1−j)
j−1 (s)

depende apenas de

j−2⋃

β=1

{A(α−j)
β (s) : j ≤ α ≤ α1 + 1} e de {A(α−j+1)

j−1 (s) : j ≤ α ≤ α1},

lembrando que 1 < j ≤ k. Pela suposição, temos que A(α−j)
β (s0) = 0, ∀α, β tal que 1 ≤ β ≤ j−2

e j ≤ α ≤ α1, e temos que A(α−j+1)
j−1 (s0) = 0, ∀α tal que j ≤ α ≤ α1. Logo, Q(α1−j)

j−1 (s0) = 0, ∀α1

tal que j ≤ α1 ≤ k.

Como Aj(s) = Is(Lj(s)−Qj−1(s)), então

A
(α1−j)
j (s0) = Is0(L

(α1−j)
j (s0)−Q

(α1−j)
j−1 (s0)) = Is0(0) = 0.

Portanto, para todo j tal que 1 ≤ j ≤ k, concluimos que A
(α1−j)
j (s0) = 0, ∀α1 tal que

j ≤ α1 ≤ k.

Agora, vamos provar o Teorema (4.1).

Teorema 5.1 (Teorema (4.1)). Assuma que a Suposição (4.1) acontece.

(i) Se a Suposição (4.2) é satisfeita para m = 1, e se Φ
(k)
s (X)|s=0 = 0, ∀X ∈ F(Γ) e

1 ≤ k ≤ d + 1, então existe um vetor ψ̃ε(s) ∈ Im(Ps) com ‖ψ̃ε(s)‖ = 1 e existe C1 < ∞,

que é independente de Λ e ε, tal que

sup
s∈[0,1]

{|〈ψε(s), Oψε(s)〉 − 〈ψ̃ε(s), Oψ̃ε(s)〉|} ≤ C1|supp(O)|2‖O‖ε (5.33)

para qualquer O com supp(O) ⊂ Λ.

(ii) Se a Suposição (4.2) é satisfeita para m > 1, e se Φ
(k)
s (X)|s=0 = Φ

(k)
s (X)|s=1 = 0,

∀X ∈ F(Γ) e 1 ≤ k ≤ d+m, então

|〈ψε(1), Oψε(1)〉 − 〈ψ̃ε(1), Oψ̃ε(1)〉| ≤ Cm|supp(O)|2‖O‖εm (5.34)
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Demonstração . Nessa demonstração, vamos restabelecer a dependênciacia de s e utilizar as

convenções da Seção (3.1). Primeiramente, pelas hipóteses do Teorema (4.1) e pelo Lema (5.6),

temos que Un,ε(0) = I ( lembrando que Un,ε(s) = exp (i
∑n

α=1 ε
αAα(s)). Seja Vn,ε(s, s′) solução

de

iε
d

ds
Vn,ε(s, s

′) = (Hs +Rn,ε(s))Vn,ε(s, s
′), Vn,ε(s

′, s′) = I.

Utilizando o fato de que d
ds(V

∗
n,ε(s, s

′)) = ( ddsVn,ε(s, s
′))∗, temos pela equação anterior a seguinte

equação

−iε d
ds
V ∗
n,ε(s, s

′) = V ∗
n,ε(s, s

′)(Hs +Rn,ε(s)), V ∗
n,ε(s

′, s′) = I.

Através das duas equações anteriores, temos que Vn,ε(s, 0)P0V
∗
n,ε(s, 0) é solução da Equação

(5.19). Sob a mesma condição inicial, temos que

Vn,ε(s, 0)P0V
∗
n,ε(s, 0) = Πn,ε(s) = Un,ε(s)PsU

∗
n,ε(s), ∀s ∈ [1, 0]. (5.35)

Seja a equação de Schrödinger

iε
d

ds
Uε(s, s

′) = HsUε(s, s
′), Uε(s

′, s′) = I.

Utilizando o fato de que d
ds(U

∗
ε (s, s

′)) = ( ddsUε(s, s
′))∗, temos que

−iε d
ds
U∗
ε (s, s

′) = U∗
ε (s, s

′)Hs, U∗
ε (s

′, s′) = I.

Para comparar Vn,ε(s, s′) com Uε(s, s
′), observemos que, para qualquer operador O, temos

V ∗
n,ε(s, s

′)OVn,ε(s, s′)− U∗
ε (s, s

′)OUε(s, s′)

= V ∗
n,ε(r, s

′)U∗
ε (s, r)OUε(s, r)Vn,ε(r, s

′)|r=sr=s′

=

∫ s

s′

d

dr
(V ∗
n,ε(r, s

′)U∗
ε (s, r)OUε(s, r)Vn,ε(r, s

′)) dr

=

∫ s

s′
(
d

dr
V ∗
n,ε(r, s

′))Uε(r, s)OU∗
ε (r, s)Vn,ε(r, s

′) dr

+

∫ s

s′
V ∗
n,ε(r, s

′)(
d

dr
Uε(r, s))OU

∗
ε (r, s)Vn,ε(r, s

′) dr

+

∫ s

s′
V ∗
n,ε(r, s

′)Uε(r, s)O(
d

dr
U∗
ε (r, s))Vn,ε(r, s

′) dr

+

∫ s

s′
V ∗
n,ε(r, s

′)Uε(r, s)OU∗
ε (r, s)(

d

dr
Vn,ε(r, s

′)) dr.

Utilizando as Equações de Schrödinger anteriores e o fato de U(s, s′) = U∗(s′, s) ,então temos
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V ∗
n,ε(s, s

′)OVn,ε(s, s′)− U∗
ε (s, s

′)OUε(s, s′)

=

∫ s

s′

d

dr
(V ∗
n,ε(r, s

′)Uε(r, s)OU∗
ε (r, s)Vn,ε(r, s

′)) dr

=

∫ s

s′

i

ε
V ∗
n,ε(r, s

′)(Hr +Rn,ε(r))Uε(r, s)OU
∗
ε (r, s)Vn,ε(r, s

′))

+
−i
ε
V ∗
n,ε(r, s

′)HrUε(r, s)OU
∗
ε (r, s)Vn,ε(r, s

′))

+
i

ε
V ∗
n,ε(r, s

′)Uε(r, s)OU∗
ε (r, s)HrVn,ε(r, s

′))

+
−i
ε
V ∗
n,ε(r, s

′)Uε(r, s)OU∗
ε (r, s)(Hr +Rn,ε(r))Vn,ε(r, s

′)) dr

=

∫ s

s′

i

ε
V ∗
n,ε(r, s

′)Rn,ε(r)Uε(r, s)OU∗
ε (r, s)Vn,ε(r, s

′))

+
−i
ε
V ∗
n,ε(r, s

′)Uε(r, s)OU∗
ε (r, s)Rn,ε(r)Vn,ε(r, s

′)) dr

=
i

ε

∫ s

s′
V ∗
n,ε(r, s

′) [Rn,ε(r), U
∗
ε (s, r)OUε(s, r)] Vn,ε(r, s

′) dr (5.36)

A igualdade U(s, s′) = U∗(s′, s) está provada no Apêndice (7.1).

Seja ψε(s) a solução normalizada da equação de Schrödinger tal que

ψε(s) = Uε(s, 0)ψ0,

com a condição inicial ψ0 na imagem de P0, ver Equação (4.1). Seja φn,ε(s) a solução da equação

de Schrödinger com a condução contra-diabática (Vn,ε(s, s′)) para a mesma condição inicial,

φn,ε(s) = Vn,ε(s, 0)ψ0.

Então, pela Equação (5.36),

〈ψε(s), Oψε(s)〉 − 〈φn,ε(s), Oφn,ε(s)〉
= 〈ψ0, U

∗
ε (s, 0)OUε(s, 0)ψ0〉 −

〈
ψ0, V

∗
n,ε(s, 0)OVn,ε(s, 0)ψ0

〉

= 〈ψ0, (U
∗
ε (r, 0)OUε(r, 0)− V ∗

n,ε(r, 0)OVn,ε(r, 0)) ψ0〉

= − i
ε

∫ s

0
〈φn,ε(r), [Rn,ε(r), U∗

ε (s, r)OUε(s, r)]φn,ε(r)〉 dr. (5.37)

Agora, pelo Lema (5.5), temos que Rn,ε(r) é um Hamiltoniano local de ordem εn+1. Mais

ainda, o comutador [Rn,ε(r), U∗
ε (s, r)OUε(s, r)] envolvido por um tempo |ε−1s− ε−1r| e pode ser

controlado usando o Lema (5.2), produzindo

|〈φn,ε(r), [Rn,ε(r), U∗
ε (s, r)OUε(s, r)]φn,ε(r)〉| ≤ Crn,0(r)|supp(O)|2‖O‖εn+1−d. (5.38)

Pela Equação (5.35) e pelo fato de Vn,ε(s, s
′) ser unitário, temos que Vn,ε(s, 0)P0 =
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Πn,ε(s)Vn,ε(s, 0). Logo,

φn,ε(s) = Vn,ε(s, 0)ψ0 ∈ Im(Πn,ε(s)) = Im(Un,ε(s)PsU
∗
n,ε(s)),

o que nos garante a existência de ψ̃n,ε(s) ∈ Im(Ps) tal que φn,ε(s) = Un,ε(s)ψ̃n,ε(s). Logo, temos

〈φn,ε(s), Oφn,ε(s)〉 − 〈ψ̃n,ε(s), Oψ̃n,ε(s)〉 = 〈ψ̃n,ε(s), (U∗
n,εOUn,ε(s)−O)ψ̃n,ε(s)〉.

Pela fórmula de Duhamel (5.23) e pela Equação (5.15) , temos

U∗
n,ε(s)OUn,ε(s)−O = U∗

n,ε(s
′)OUn,ε(s′)|s

′=s
s′=0 =

∫ s

0

d

ds′
(
U∗
n,ε(s

′)OUn,ε(s′)
)
ds′

=

∫ s

0

∫ 1

0

(
−ie(1−u)(−i)Sn(s′)Ṡn(s

′)eu(−i)Sn(s′)OeiSn(s′) + ie−iSn(s′)Oe(1−u)iSn(s′)Ṡn(s
′)euiSn(s′)

)
duds′

= i

∫ s

0

∫ 1

0

[
e−iSn(s′)OeiSn(s′), e−iuSn(s′)Ṡn(s

′)eiuSn(s′)
]
duds′. (5.39)

Pela equação anterior, obtemos

|U∗
n,ε(s)OUn,ε(s)−O| ≤

∫ s

0

∫ 1

0

∥∥∥
[
e−iSn(s′)OeiSn(s′), e−iuSn(s′)Ṡn(s

′)eiuSn(s′)
]∥∥∥ duds′

≤
∫ s

0

∫ 1

0

∥∥∥e−iuSn(s′)
[
e−i(1−u)Sn(s′)Oei(1−u)Sn(s′), Ṡn(s

′)
]
eiuSn(s′)

∥∥∥ duds′

≤
∫ s

0

∫ 1

0

∥∥∥
[
e−i(1−u)Sn(s′)Oei(1−u)Sn(s′), Ṡn(s

′)
]∥∥∥ duds′

Utilizando o Lema (5.2) e o fato de Ṡn(s) =
∑n

k=1 ε
kȦk(s), então temos

|U∗
n,ε(s)OUn,ε(s)−O| ≤

n∑

k=1

εk
∫ s

0

∫ 1

0

∥∥∥
[
e−i(1−u)Sn(s′)Oei(1−u)Sn(s′), Ȧk(s)

]∥∥∥ duds′

≤
n∑

k=1

εk
∫ s

0

∫ 1

0
C(k)‖ΦȦk

‖‖O‖|supp(O)|2|u− 1|d duds′.

onde C(k) são constantes para todo k. Observemos que |u− 1| ≤ 1. Logo,

|U∗
n,ε(s)OUn,ε(s)−O| ≤

n∑

k=1

εk
∫ s

0

∫ 1

0
C(k)‖ΦȦk

‖‖O‖|supp(O)|2 duds′.

Tomando ε tal que 0 < ε ≤ 1, então εk ≤ ε para todo k. Pelo fato da norma ‖ΦȦk
‖ ser contínua,

então temos que ‖ΦȦk
‖ é integrável. Dessa, forma a equação acima pode ser escrita da seguinte

maneira

|U∗
n,ε(s)OUn,ε(s)−O| ≤ C0‖O‖|supp(O)|2ε. (5.40)
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onde C0 é uma constante. Logo,

sup
s∈[0,1]

|〈ψε(s), Oψε(s)〉 − 〈ψ̃n,ε(s), Oψ̃n,ε(s)〉| ≤ ε‖O‖|supp(O)|2(C1ε
n−(d+1) + C0), (5.41)

onde C1, C0 são constantes. Tomando n ≥ d+ 1, então provamos o item (i).

Pela Suposição (4.2), podemos tomar n = d +m. Logo, a equação (5.37) possui ordem εm.

Como por hipótese Φ(k)
1 (X) = 0, então pelo Lema (5.6) temos que Aα(1) = 0 para 1 ≤ α ≤ m+d.

Assim, Sm+d,ε(1) = 0 e o item (ii) é provado tomando ψ̃n,ε = φn,ε.

5.3 Solução da Equação (4.5)

Vamos discutir mais explicitamente a possibilidade de escolher o vetor ψ̃n,ε(s) (ver Seção

(4.2)) como solução da Equação (4.5). Na demonstração do Teorema Principal (5.1), temos

ψ̃n,ε(s) = U∗
n,ε(s)φn,ε(s) = U∗

n,ε(s)Vn,ε(s, 0)ψ0.

Assim, ψ̃n,ε(s) é uma solução da equação diferencial

i
d

ds
ψ̃n,ε(s) = K̃n,ε(s)ψ̃n,ε(s), ψ̃n,ε(0) = ψ0, (5.42)

onde

K̃n,ε(s) = iU̇∗
n,ε(s)Un,ε(s) + ε−1U∗

n,ε(s)(Hs +Rn,ε(s))Un,ε(s). (5.43)

Observando que iU̇∗
n,ε(s)Un,ε(s) = −iU∗

n,ε(s)U̇n,ε(s) (ver Equação (5.23)) e expandindo K̃n,ε(s)

na potência de ε (ver Equação (5.25)), temos que

K̃n,ε(s) = ε−1Hs − i[A1(s), Hs] +B(s),

onde B ∈ LS,∞ é de ordem ε. Essa expansão pode parecer inútil visto que ε−1Hs é simplesmente

o gerador da equação de Schrödinger original. Contudo, podemos utilizar o fato de ψ̃n,ε(s) =

Psψ̃n,ε(s) (pois ψ̃n,ε(s) ∈ Im(Ps)) para multiplicar Ps em qualquer termo de K̃n,ε(s). Para

simplificar, vamos assumir a degeneração exata em Σ1
s , isto é, δ = 0, e estabelecer, sem perda

de generalidade, HsPs = 0 (consequentemente, como [Hs, Ps] = 0 e HsPs = 0, então PsHs = 0).

Então, quando aplicamos Ps, temos que

ε−1HsPs = 0,

enquanto o termo ε-independente fica

i[A1(s), Hs]Ps = [i[A1(s), Hs], Ps]Ps. (5.44)
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Esse último termo também é igual à [Ks, Ps]Ps (ver Equação (5.28)). Além disso, temos que

−iṖsPs = i[Ps, Ṗs]Ps. De fato,

iPs = iP 2
s ⇒ iṖs = iṖsPs + iPsṖs ⇒ iṖsPs = iṖsPsPs + iPsṖsPs

⇒ −iṖsPsPs = −iṖsPs + iPsṖsPs ⇒ −iṖsPs = −iṖsP 2
s + iPsṖsPs

⇒ −iṖsPs = i[Ps, Ṗs]Ps.

Lembrando que K = I(Ḣ), então temos pelo Corolário (5.1) que

Ṗs = i[K,Ps].

Logo,

K̃n,ε(s)Ps − i[Ps, Ṗs]Ps = [K,Ps]Ps +B(s)Ps + iṖsPs

= [K,Ps]Ps +B(s)Ps + i(i[K,Ps])Ps

= [K,Ps]Ps +B(s)Ps − [K,Ps]Ps = B(s)Ps.

Como K̃n,ε(s) e i[Ps, Ṗs] diferem por um Hamiltoniano local B(s) de ordem ε na norma local

quando está atuando na imagem de Ps, e ambos geram uma dinâmica dentro da imagem de Ps,

então, pela mesma idéia da prova do Teorema Adiabático, temos

sup
s∈[0,1]

|〈ψ̃n,ε(s), Oψ̃n,ε(s)〉 − 〈Ω(s), OΩ(s)〉 | ≤ C(O)ε

onde C(O) é uma constante que depende da escolha do operador O e Ω(s) é a solução da Equação

(4.5).

Resta explicar que essa conclusão continua válida quando a degenerecência estrita é dada

pela Equação (4.4). Sem perda de generalidade, vamos considerar que minΣ1
s = 0. Observemos

que

[i[A1(s), Hs], Ps]Ps = i([A1(s), Hs]Ps − Ps[A1(s), Hs])Ps = i[A1(s), Hs]Ps − iPs[A1(s), Hs]Ps.

Portanto,

i[A1(s), Hs]Ps = [i[A1(s), Hs], Ps]Ps + iPs[A1(s), Hs]Ps.

Nesse caso, K̃n,ε(s)Ps é expandido da seguinte maneira

K̃n,ε(s)Ps = ε−1HsPs − [i[A1(s), Hs], Ps]Ps − iPs[A1(s), Hs]Ps +B(s)Ps

Em norma, o termo ε−1HsPs é cotado por ε−1δ e o termo iPs[A1(s), Hs]Ps é cotado por

Cδ|Λ|. O termo |Λ| vem da norma de A1(s). De fato, denotando c = maxx∈Λ

(∑
X3x:
X⊂Λ

‖Φ̇s(X)‖
)
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e c1 =
∫
R
|Wγ(t)|dt, temos

‖A1(s)‖ = ‖IΛ
s (K

Λ
s )‖ ≤ ‖τ s,Λt (KΛ

s )‖
∫

R

|Wγ(t)|dt

≤ ‖τ s,Λt (KΛ
s )‖c1

≤ ‖KΛ
s ‖c1 = ‖IΛ

s (Ḣ
Λ
s )‖c1

≤ ‖ḢΛ
s ‖(c1)2 = ‖

∑

X⊂Λ

Φ̇s(X)‖(c1)2

≤
∑

X⊂Λ

‖Φ̇s(X)‖(c1)2

≤
∑

x∈Λ

∑

X3x:
X⊂Λ

‖Φ̇s(X)‖(c1)2

≤
∑

x∈Λ
c(c1)

2

≤ |Λ|c(c1)2 = |Λ|C.

Portanto, se a Equação (4.4) acontece, então ambos termos são cotados em norma por Cε e o

argumento continua válido.

5.4 Prova da Teoria da resposta linear

Agora vamos provar a Teoria da resposta linear.

Teorema 5.2 (Teorema (4.2)). Suponha que as Suposições (4.1), (4.2) são satisfeitas para a

família de Hamiltonianos Hinicial + σαV , para algum α > 0 fixo e σ ∈ [0, 1]. Seja J ∈ AX um

observável, com X ⊂ Λ, e seja fJ,V = −iω0([K0, J ]). Então a expressão

α−1(ωε,α;0(J)− ω0(J)− αfJ,V ) (5.45)

converge para 0, uniformemente no volume, tomando primeiro o limite ε → 0 e depois o limite

α→ 0.

Demonstração. Vamos denotar a família de Hamiltonianos Hinicial + σαV por Hinicial + esαV ,

onde s ∈ [−∞, 0]. Sejam Hs,α = Hinicial + esαV e Pε,α(s) a solução da Equação (4.8) com a

condição inicial Pε,α(−∞) = lims→−∞ Pε,α(s) = Pα. Devemos relembrar que Pα é a projeção no

patch espectral do Hamiltoniano H0,α. Pelo Corolário (5.1), temos que

Ṗα =
d

dα
(Pα) = i[I( d

dα
(H0,α)), Pα] = i[I(Ḣ0,α), Pα], ∀α ∈ [0,∞),

onde Kα = I(Ḣ0,α). Como Ḣ0,α = d
dα(H0,α) = V , então

Kα = I(V ), ∀α ∈ [0,∞).
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Pelo fato de H(k)
s,α = esαV para todo k ≥ 1, então a prova do Lema (5.5) pode ser reproduzida

de tal forma que rn,k(s) = Cn,kαe
s.

Utilizando a Proposição (1.4), obtemos das Equações (5.37) e (5.38) a seguinte equação

∣∣∣∣
Tr(Pε,α(s)O)

Tr(Pε,α(s))
− Tr(Πn,ε(s)O)

Tr(Πn,ε(s))

∣∣∣∣ ≤ C1α|supp(O)|2‖O‖εn−d lim
s0→−∞

∫ s

s0

es
′ |s′ − s0|dds′, (5.46)

tal que o limite é finito devido ao fator exponencial e onde C1 é uma constante.

Pela Equação (5.35), sabemos que

Πn,ε(s) = Vn,ε(s, 0)Pε,α(0)V
∗
n,ε(s, 0) = Vn,ε(s, 0)PαV

∗
n,ε(s, 0),

lembrando que Pε,α(0) = Pα. Observemos que

Tr(Πn,ε(s)) = Tr(Vn,ε(s, 0)PαV
∗
n,ε(s, 0)) = Tr(PαV

∗
n,ε(s, 0)Vn,ε(s, 0)) = Tr(Pα).

Dessa forma temos que

∣∣∣∣
Tr(Πn,ε(s)O)

Tr(Πn,ε(s))
− Tr(PαO)

Tr(Pα)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
Tr(Vn,ε(s, 0)PαV ∗

n,ε(s, 0)O)

Tr(Pα)
− Tr(PαO)

Tr(Pα)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
Tr(PαV ∗

n,ε(s, 0)OVn,ε(s, 0))

Tr(Pα)
− Tr(PαO)

Tr(Pα)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣Tr

(
Pα

Tr(Pα)

(
V ∗
n,ε(s, 0)OVn,ε(s, 0)−O

))∣∣∣∣

≤ Tr

(
Pα

Tr(Pα)

) ∣∣V ∗
n,ε(s, 0)OVn,ε(s, 0)−O

∣∣

=
∣∣V ∗
n,ε(s, 0)OVn,ε(s, 0)−O

∣∣ .

Utilizando um argumento similar ao argumento que utilizamos para a Equação (5.39), então

obtemos uma equação similar a Equação (5.39), onde a norma de Sn proporciona o fator α. Daí,

obtemos

∣∣∣∣
Tr(Πn,ε(s)O)

Tr(Πn,ε(s))
− Tr(PαO)

Tr(Pα)

∣∣∣∣ ≤ C0α‖O‖|supp(O)|2ε. (5.47)

Definindo,

ωε,α;σ(O) =
Tr(Pε,α(s)O)

Tr(Pε,α(s))
, ωα(O) =

Tr(PαO)

Tr(Pα)
,

onde σ = es; utilizando as Equações (5.46), (5.47) e tomando n = d+ 1, então temos

|ωε,α;σ(O)− ωα(O)| ≤ Cα|supp(O)|2‖O‖ε,
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uniformemente em Λ e em σ. Assim,

α−1|ωε,α;0(J)−ω0(J)+ iαω0([K0, J ])| ≤ C|supp(J)|2‖J‖ε+ |α−1(ωα(J)−ω0(J))+ iω0([K0, J ])|.

Pelo Corolário (5.1),

d

dα
ωα(O) =

d

dα

(
Tr(PαO)

Tr(Pα)

)
=
Tr(ṖαO)Tr(Pα)− Tr(Ṗα)Tr(PαO)

(Tr(Pα))
2

=
i (Tr(KαPαO)− Tr(PαKαO))Tr(Pα)− i (Tr(KαPα)− Tr(PαKα))Tr(PαO)

(Tr(Pα))
2

=
i (Tr(OKαPα)− Tr(PαKαO))Tr(Pα)− i (Tr(KαPα)− Tr(KαPα))Tr(PαO)

(Tr(Pα))
2

=
i (Tr(PαOKα)− Tr(PαKαO))

Tr(Pα)
− 0 = −iωα([Kα, O])

e pela Proposição (5.1)(iv), essa derivada é contínua em α, uniformemente no volume. Segue que

α−1(ωα(J)− ω0(J)) + iω0([K0, J ]) −→ 0, α→ 0

uniformemente no volume.

Demonstração. (Demonstração da Equação (4.15))

Abreviamos Hinicial por H e a projeção espectral correspondente P0 por P . Vamos manipular o

lado direito da Equação (4.15). Primeiramente, podemos trocar V por Ṽ = PV (1 − P ) + (1 −
P )V P sem mudar o valor de fJ,V . De fato, como HP = PH e H(1 − P ) = (1 − P )H (ver

demonstração da Proposição (5.1)), então temos que

τ−t(PV (1− P )) = Pτ−t(V )(1− P ) e τ−t((1− P )V P ) = (1− P )τ−t(V )P.

Utilizando as equações anteriores, temos

ω0([τ−t(Ṽ ), J ]) = ω0([τ−t(PV (1− P )) + τ−t((1− P )V P ), J ])

= ω0([Pτ−t(V )(1− P ) + (1− P )τ−t(V )P, J ])

=
Tr(Pτ−t(V )(1− P )J)− Tr(J(1− P )τ−t(V )P )

Tr(P )

=
Tr(Pτ−t(V )J)− Tr(Pτ−t(V )PJ) + Tr(JPτ−t(V )P )− Tr(Jτ−t(V )P )

Tr(P )

=
Tr(Pτ−t(V )J)− Tr(Jτ−t(V )P )

Tr(P )
= ω0([τ−t(V ), J ]).

Portanto, trocar V por Ṽ não altera o valor de fJ,V , ou seja, fJ,V = f
J,Ṽ

.
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Observemos que Ṽ = PṼ (1− P ) + (1− P )Ṽ P . De fato,

PṼ (1− P ) + (1− P )Ṽ P

= P ( PV (1− P ) + (1− P )V P )(1− P ) + (1− P )( PV (1− P ) + (1− P )V P )P

= PV (1− P ) + (1− P )V P = Ṽ .

Logo, pela Proposição (5.1), temos que

Ṽ = −i[H, I(Ṽ )]. (5.48)

Não é difícil vermos que como Ṽ = PṼ (1 − P ) + (1 − P )Ṽ P , então I(Ṽ ) = PI(Ṽ )(1 − P ) +

(1− P )I(Ṽ )P . Observemos que

i

∫ ∞

0
e−δtτ−t([H,A])dt = i

∫ ∞

0
e−δte−itH(HA−AH)eitHdt

= i

∫ ∞

0
e−δte−itHHAeitHdt− i

∫ ∞

0
e−δte−itHAHeitHdt.

Utilizando o Teorema espectral, ou seja, utilizando o fato de

HeitH =

∫
λeitλdE(λ), eitHH =

∫
eitλλdE(λ) e H =

∫
λdE(λ),

temos

i

∫ ∞

0
e−δtτ−t([H,A])dt = i

∫ ∞

0
e−δte−itH(HA−AH)eitHdt

= i

∫ ∞

0
e−δt

∫
e−itλλdE(λ)A

∫
eitµdE(µ)dt− i

∫ ∞

0
e−δt

∫
e−itλdE(λ)A

∫
eitµµdE(µ)dt

= −
∫ ∫ ∫ ∞

0
et(i(µ−λ)−δ) dt i(µ− λ) dE(λ)AdE(µ)

=

∫ ∫
i(µ− λ)

i(µ− λ)− δ
dE(λ)AdE(µ).

Para qualquer A satisfazendo A = PA(1− P ) + (1− P )AP , temos então que

i

∫ ∞

0
e−δtτ−t([H,A])dt =

∫ ∫
i(µ− λ)

i(µ− λ)− δ
dE(λ)PA(1− P ) + (1− P )APdE(µ)

=

∫ ∫
i(µ− λ)

i(µ− λ)− δ
dE(λ)PA(1− P )dE(µ) +

∫ ∫
i(µ− λ)

i(µ− λ)− δ
dE(λ)(1− P )APdE(µ)

=

∫

Σ2

∫

Σ1

i(µ− λ)

i(µ− λ)− δ
dE(λ)AdE(µ) +

∫

Σ1

∫

Σ2

i(µ− λ)

i(µ− λ)− δ
dE(λ)AdE(µ).
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Traçando o limite δ → 0 e utilizando a Suposição (4.1) (|µ− λ| ≥ γ > 0), temos

lim
δ→0

∫

Σ2

∫

Σ1

i(µ− λ)

i(µ− λ)− δ
dE(λ)AdE(µ) +

∫

Σ1

∫

Σ2

i(µ− λ)

i(µ− λ)− δ
dE(λ)AdE(µ)

=

∫

Σ2

∫

Σ1

1 dE(λ)AdE(µ) +

∫

Σ1

∫

Σ2

1 dE(λ)AdE(µ)

= PA(1− P ) + (1− P )AP = A

Portanto,

lim
δ→0

i

∫ ∞

0
e−δtτ−t([H,A])dt = A. (5.49)

Tomando A = I(Ṽ ) e utilizando as Equações (5.48) e (5.49), então temos

I(Ṽ ) = A = lim
δ→0

i

∫ ∞

0
e−δtτ−t([H,A])dt

= lim
δ→0

i

∫ ∞

0
e−δtτ−t([H, I(Ṽ )])dt

= lim
δ→0

−
∫ ∞

0
e−δtτ−t(−i[H, I(Ṽ )])dt

= lim
δ→0

−
∫ ∞

0
e−δtτ−t(Ṽ )dt.

Utilizando a equação acima, temos

f
J,Ṽ

= i

∫
lim
δ→0

e−iδtω0([τ−t(Ṽ ), J ])dt = −iω0([I(Ṽ ), J ])

Mudando Ṽ por V , obtemos

fJ,V = −iω0([K0, J ]),

onde K0 = I(V ).
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Capítulo 6

Conclusão

Nesse trabalho, nós dissertamos sobre o artigo [14] desenvolvido pelos Físicos Matemáticos

Sven Bachmann, Wojciech De Roeck e Martin Fraas. Nesse artigo, eles provam a validade de

um Teorema Adiabático para sistemas que são muito grandes. Para a validade desse teorema,

duas suposições foram essenciais: a suposição do gap espectral e a suposição da suavidade das

interações. Como existe uma dificuldade para encontrar teoremas adiabáticos para sistemas

muito grandes, então podemos afirmar que esse Teorema Adiabático é de grande importância.

Uma aplicação desse teorema que é apresentada pelo artigo, é a Teoria da resposta linear.

Para o desenvolvimento dessa teoria, os autores adaptaram a estrutura de Kubo [7], a respeito

da teoria da resposta linear, para a configuração dos sistemas quânticos de spin. Essa teoria nos

permite calcular a alteração sofrida por um sistema, após esse sistema sofrer uma perturbação

externa. È importante lembrar que essa perturbação é feita de maneira controlada, ou seja, essa

perturbação é feita de maneira lenta e a sua intensidade deve ser pequena.

Um ponto que devemos destacar, é que o artigo trabalha com o conjunto dos operadores

lineares limitados. Esse conjunto é uma C∗-álgebra. Portanto, o estudo que fizemos sobre a

C∗-álgebra, antes de ler o artigo, foi de extrema importância. Além disso, foram necessários

alguns exemplos “simples” de física para uma melhor compreensão do conteúdo apresentado pelo

artigo, visto que algumas explicações podem ser confusas devido a complexidade do conteúdo

apresentado.
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Capítulo 7

Apêndice

Apêndice 7.1. Vamos provar que U(t, t′) = U∗(t′, t).

Seja o PVI 


iψ̇(t) = Htψ(t)

ψ(t′) = ψ0

tal que a sua solução é ψ(t) = U(t, t′)ψ0 e t′ está fixo. Fixando t, temos

φ0 = ψ(t) = U(t, t′)ψ0.

Logo, podemos observar que ψ(r) = U(r, t′)ψ0 e φ(r) = U(r, t)φ0 são soluções do PVI




iψ̇(r) = Htψ(r)

ψ(t) = φ0

.

Pela unicidade do PVI, então φ(r) = ψ(r), ∀r. Daí,

φ(t′) = ψ(t′) ⇒ U(t′, t)U(t, t′)ψ0 = ψ0.

Como isso é válido para qualquer ψ0 ∈ H, então U(t′, t)U(t, t′) = I. Como U(t′, t) é uma

aplicação unitária, ou seja, U∗(t′, t)U(t′, t) = I, então concluimos que U(t, t′) = U∗(t′, t).

Apêndice 7.2. Vamos provar que se sup{|t|n|Wγ(t)| : |t| > 1} < ∞, ∀n ∈ N, então vale

sup{xn
∫
|t|≥x |Wγ(t)|dt : x > 1} <∞, ∀n ∈ N.

Defina c = sup{|t|2n+1|Wγ(t)| : |t| > 1}.
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Vamos considerar x > 1. Daí,

|x|n
∫

|t|≥x
|Wγ(t)|dt = |x|n

∫

|t|≥x

|t|2n+1|Wγ(t)|
|t|2n+1

dt

≤ c|x|n
(∫ ∞

x

1

t2n+1
dt+ (−1)2n+1

∫ −x

−∞

1

t2n+1
dt

)

=
2cxn

x2n
=

2c

x2
< 2c.

Portanto, sup{xn|
∫
|t|≥x |Wγ(t)|dt : x > 1} <∞, ∀n ∈ N.

Apêndice 7.3. Como ζ̃ decai mais rápido do que qualquer polinomial, então podemos afirmar

que existe uma constante C positiva tal que

ζ̃(t) ≤ C

tp
, ∀t ≥ 1, ∀p ∈ N.

Logo, temos

∑

m>m0

m2d
∑

n≥m
nkdζ̃(n) ≤

∑

m>m0

m2d
∑

n≥m
nkd

C

n2d+kd+4

≤ C
∑

m>m0

m2d
∑

n≥m

nkd

nkd+2

1

n2d+2

≤ C
∑

m>m0

m2d
∑

n≥m

nkd

nkd+2

1

m2d+2

≤ C
∑

m>m0

m2d

m2d+2

∑

n≥m

nkd

nkd+2
= C

∑

m>m0

1

m2

∑

n≥m

1

n2
<∞.

Apêndice 7.4. Vamos demonstrar a Equação (5.21)

U∗
nHUn = e−iSnHeiSn =

n∑

k=0

(−i)k
k!

(
n∑

α=1

εαadAα

)k
(H) +O(εn+1).

Primeiramente, vamos definir

f(t) = e−itSnHeitSn , ∀t ∈ [0, 1].

Daí, temos

f ′(t) = −ie−itSnSnHe
itSn + ie−itSnHSne

itSn = (−i)e−itSn [Sn, H]eitSn = (−i)e−itSnadSn(H)eitSn .

Suponhamos que para m ∈ N vale que

f (m)(t) = (−i)me−itSn(adSn)
m(H)eitSn .
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Vamos provar que para m+ 1 ∈ N também vale que

f (m+1)(t) = (−i)m+1e−itSn(adSn)
m+1(H)eitSn .

De fato,

f (m+1)(t) = (f (m))′(t) = (−i)m(−ie−itSnSn(adSn)
m(H)eitSn + ie−itSn(adSn)

m(H)Sne
itSn)

= (−i)m+1(e−itSnSn(adSn)
m(H)eitSn − e−itSn(adSn)

m(H)Sne
itSn)

= (−i)m+1e−itSn [Sn, (adSn)
m(H)]eitSn

= (−i)m+1e−itSn(adSn)
m+1(H)eitSn .

Portanto, por indução, temos que

f (m)(t) = (−i)me−itSn(adSn)
m(H)eitSn , ∀m ∈ N. (7.1)

Agora, vamos mostrar que para todo n ∈ N vale

f(1) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
+

∫

Σn+1

f (n+1)(un+1)du

=

n∑

k=0

f (k)(0)

k!
+ (−i)n+1

∫

Σn+1

e−iun+1Snad n+1
Sn

(H)eiun+1Sndu, (7.2)

onde

∫

Σn+1

f (n+1)(un+1)du =

∫ 1

0

∫ u1

0
· · ·
∫ un

0
f (n+1)(un+1)dun+1...du1.

De fato, observemos que

f(1) = f(0) +

∫ 1

0
f ′(u1)du1.

Logo, a Equação (7.2) é válida para n = 0.

Suponhamos que a Equação (7.2) é válida para n = m. Vamos mostrar que essa equação é

válida para n = m+ 1. Temos que

f(1) =
m∑

k=0

f (k)(0)

k!
+

∫ 1

0

∫ u1

0
· · ·
∫ um

0
f (m+1)(um+1)dum+1...du1.

Como

f (m+1)(um+1) = f (m+1)(0) +

∫ um+1

0
f ((m+2)(um+2)dum+2,
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então temos

f(1) =

m∑

k=0

f (k)(0)

k!
+

∫ 1

0

∫ u1

0
· · ·
∫ um

0
f (m+1)(0) +

∫ um+1

0
f ((m+2)(um+2)dum+2dum+1...du1

=
m∑

k=0

f (k)(0)

k!
+
f (m+1)(0)

(m+ 1)!
+

∫ 1

0

∫ u1

0
· · ·
∫ um

0

∫ um+1

0
f ((m+2)(um+2)dum+2dum+1...du1

=

m+1∑

k=0

f (k)(0)

k!
+

∫ 1

0

∫ u1

0
· · ·
∫ um

0

∫ um+1

0
f ((m+1)+1)(um+2)dum+2dum+1...du1.

Portanto,

f(1) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
+

∫

Σn+1

f (n+1)(un+1)du, ∀n ∈ N. (7.3)

Pelas Equações (7.1) e (7.3), garantimos a validade da Equação (7.2) para todo n ∈ N.

Dessa forma, denotando

O(εn+1) =

∫

Σn+1

f (n+1)(un+1)du,

então, pela equação anterior, temos que

e−iSnHeiSn =
n∑

k=0

(−i)k
k!

(adSn)
k (H) +O(εn+1).

Observemos que

adSn(·) = [Sn, ·] =
n∑

α=1

εα[Aα, ·] =
n∑

α=1

εαadAα(·) =
(

n∑

α=1

εαadAα

)
(·).

Portanto,

U∗
nHUn = e−iSnHeiSn =

n∑

k=0

(−i)k
k!

(
n∑

α=1

εαadAα

)k
(H) +O(εn+1).

Apêndice 7.5. Sabemos que

Sn(s) =
n∑

k=1

εkAk(s).

Daí, definimos

ΦSn(s)(Z) =
n∑

k=1

εkΦAk(s)(Z).

Como 0 < ε ≤ 1, então εk ≤ ε para todo k. Logo,

‖ΦSn(s)‖S,l+n+2 ≤ ε

n∑

k=1

‖ΦAk(s)‖S,l+n+2 = gn,l(s)ε,
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onde gn,l(s) =
∑n

k=1 ‖ΦAk(s)‖S,l+n+2.

Apêndice 7.6. Sabemos que

εn+1‖Φhn(s)‖S,l ≤
∑

j:s(j)>n
ji≤n, k≤n

εs(j)

k!
Ck2k(l+k)‖ΦAjk

(s)‖S,l+k · · · ‖ΦAj1
(s)‖S,l+k‖ΦH(s)‖S,l+k

+
1

(n+ 1)!
C n+12(n+1)(l+n+2)‖ΦSn(s)‖n+1

S,l+n+2‖ΦH(s)‖S,l+n+2,

e sabemos que

‖ΦSn(s)‖S,l+n+2 ≤ gn,l(s)ε.

Além disso, também temos que εs(j) ≤ εn+1. Utilizando as equações anteriores, nós temos

εn+1‖Φhn(s)‖S,l ≤ εn+1
∑

j:s(j)>n
ji≤n, k≤n

1

k!
Ck2k(l+k)‖ΦAjk

(s)‖S,l+k · · · ‖ΦAj1
(s)‖S,l+k‖ΦH(s)‖S,l+k

+
1

(n+ 1)!
C n+12(n+1)(l+n+2)gn+1

n,l (s)εn+1‖ΦH(s)‖S,l+n+2

= εn+1pn,l(s),

onde

pn,l(s) =
∑

j:s(j)>n
ji≤n, k≤n

1

k!
Ck2k(l+k)‖ΦAjk

(s)‖S,l+k · · · ‖ΦAj1
(s)‖S,l+k‖ΦH(s)‖S,l+k

+
1

(n+ 1)!
C n+12(n+1)(l+n+2)gn+1

n,l (s)‖ΦH(s)‖S,l+n+2.

Apêndice 7.7. Vamos provar que

∑

Z3{x,y}

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

|X0|k|X1|n−k
Fζ(d(x, y))

‖ΦΛ
A0

(X0)‖‖ΦΛ
A1

(X1)‖

≤
∑

X03{x,y}
|X0|k

‖ΦΛ
A0

(X0)‖
Fζ(d(x, y))

∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ

∑

X13{z0,z1}
|X1|n−k

‖ΦΛ
A1

(X1)‖
Fζ(d(z0, z1))

Fζ(d(z0, z1)),

lembrando que neste caso nós temos x, y ∈ X0 e X0, X1 ⊂ Λ.

Para não deixar as contas carregadas, vamos denotar

B =
|X0|k|X1|n−k
Fζ(d(x, y))

‖ΦΛ
A0

(X0)‖‖ΦΛ
A1

(X1)‖.
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Portanto, o nosso objetivo é provar que

∑

Z3{x,y}

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

B ≤
∑

X03{x,y}

∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ

∑

X13{z0,z1}
B.

Dessa forma, temos

∑

Z3{x,y}

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

|X0|k|X1|n−k
Fζ(d(x, y))

‖ΦΛ
A0

(X0)‖‖ΦΛ
A1

(X1)‖ =
∑

Z3{x,y}

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

B.

Seja χ a função característica. Observemos que

∑

Z3{x,y}

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

B =
∑

Z3{x,y}

∑

X0⊂Λ

∑

X1⊂Λ:

X0∪X1=Z

χ(X0 ∩X1 6= ∅)B. (7.4)

Como

{X1 ⊂ Λ : X1 ∩X0 6= ∅} ⊂
⋃

z0∈X0

⋃

z1∈Λ
{X1 ⊂ Λ : X1 3 {z0, z1}},

então

χ(X1 ∩X0 6= ∅) ≤
∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ
χ(X1 3 {z0, z1}). (7.5)

Pelas Equações (7.4), (7.5), temos

∑

Z3{x,y}

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

B ≤
∑

Z3{x,y}

∑

X0⊂Λ

∑

X1⊂Λ:

X0∪X1=Z

∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ
χ(X1 3 {z0, z1})B

=
∑

X1⊂Λ

∑

Z3{x,y}

∑

X0⊂Λ

χ(X0 ∪X1 = Z)
∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ
χ(X1 3 {z0, z1})B.

(7.6)

Lembrando que nesse caso x, y ∈ X0 e X1 ⊂ Λ, então podemos afirmar que

⋃

Z3{x,y}
{X0 ⊂ Λ : X0 ∪X1 = Z} ⊂ {X0 ⊂ Λ : X0 ∪X1 ⊂ Λ e x, y ∈ X0}.

Pela equação anterior, obtemos

∑

Z3{x,y}

∑

X0⊂Λ

χ(X0 ∪X1 = Z) ≤
∑

X0⊂Λ:

X03{x,y}

χ(X0 ∪X1 ⊂ Λ).
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Mais ainda, obtemos que

∑

X1⊂Λ

∑

Z3{x,y}

∑

X0⊂Λ

χ(X0 ∪X1 = Z)
∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ
χ(X1 3 {z0, z1})B

≤
∑

X1⊂Λ

∑

X0⊂Λ:

X03{x,y}

χ(X0 ∪X1 ⊂ Λ)
∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ
χ(X1 3 {z0, z1})B

=
∑

X1⊂Λ

∑

X0⊂Λ:

X03{x,y}

∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ
χ(X1 3 {z0, z1})B

≤
∑

X03{x,y}

∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ

∑

X13{z0,z1}
B.

Pela Equação (7.6) e pela equação anterior, temos

∑

Z3{x,y}

∑

X0,X1⊂Λ:

X0∪X1=Z, X0∩X1 6=∅

B ≤
∑

X03{x,y}

∑

z0∈X0

∑

z1∈Λ

∑

X13{z0,z1}
B.
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