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Resumo

O Teorema de Max Noether afirma que se w ¢é o feixe dualizante de uma curva pro-
jetiva ndo singular e nio hipereliptica, entdo os morfismos naturais Sym” H%(w) — H°(w™)
sdo sobrejetivos para todos os n > 1. O resultado foi estendido para as curvas Gorenstein por
muitos autores diferentes de maneiras distintas. Mais recentemente, foi provado para curvas
com modelos candnicos projetivamente normais e curvas cujos pontos ndo Gorenstein sdo no
maximo birramificados. Com base nestes trabalhos, abordamos o caso geral e estendemos o
resultado para curvas integrais. Também conectamos o problema com as estruturas locais
da Algebra Comutativa e derivamos diferentes caracterizacoes de ndo hiperelipticidade.

Palavras Chaves a Frases: Max Noether, Curvas Integrais, Curvas Singulares, Ideal Fraci-
onario, Ideal Canonico, Semi Grupo de Valores, Sistema Linear, Morfismo Projetivo, Modelo
Canonico, Maximal com Condutor Fixo, Gorenstein, Nearly Gorenstein, Quase Gorenstein,
Kunz.



Abstract

Max Noether’s Theorem asserts that if w is the dualizing sheaf of a nonsingular
nonhyperelliptic projective curve, then the natural morphisms Sym” H%(w) — H°%(w") are
surjective for all n > 1. The result was extended for Gorenstein curves by many different
authors in distinct ways. More recently, it was proved for curves with projectively normal
canonical models, and curves whose non-Gorenstein points are bibranch at worse. Based
on these works, we address the general case and extend the result for integral curves. We
also connect the problem with Commutative Algebra local structures, and derive different
characterizations of non-hyperellipticity.

Key-words and Phrases: Max Noether, Integral Curves, Singular Curves, Fractional
Ideal, Canonical Ideal, Semigroup of Values, Linear System, Projective Morphism, Canon-
ical Model, Maximal with Fixed Conductor Ring, Gorenstein, Nearly Gorenstein, Almost
Gorenstein, Kunz.
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Introducao

Este trabalho trata de um dos varios resultados de Max Noether sobre curvas algébricas
obtidos entre o final do século XIX e inicio do seguinte. Mais precisamente, em [32], ele estabe-
lece que toda curva candnica é projetivamente normal. Como consequéncia, pode-se calcular a
dimenséo do espaco de quéadricas que contém a curva como sendo (g —2)(g — 3)/2 onde g é seu

género, que é uma das versoes pelas quais o resultado é conhecido.

O teorema foi importante para trabalhos subsequentes de Enriques [16], sobre a relagdo
de curvas canonicas com intersegoes de quéadricas, também estudado por Babbage em [4]; para
a descrigao total do ideal canonico em termos de suas equagoes feita por Petri [33], e para véarios
artigos seguindo na mesma linha que vieram a posteriori, ver por exemplo Shokurov [40], Saint—
Donat [37], Mumford [31], Arbarello-Sernesi [3], Stoehr—Viana [42], Contiero—Stoehr [12], entre

outros.

Em [2, pag 117], o resultado de Noether, em linguagem mais atual, é enunciado da
seguinte forma: se C' é um curva suave e projetiva, ndo hipereliptica, com feixe dualizante w
entao os mapas

Sym"H(C,w) — H°(C,w") (1)

s@o sobrejetivos para todo n > 1. Em sua prova [2, pag. 113-117], fica claro que o resultado
é consequéncia de que as curvas candnicas sdo extremas, i.e., atingem a cota de Castelnuovo,
e estas sdo projetivamente normais. Na verdade é possivel estende-lo para curvas singulares

Gorenstein usando o mesmo tipo de raciocinio, como veremos abaixo.

Para curvas integrais arbitrarias, o problema é mais delicado ja que a prépria nocao de
curva candnica parece nao ser tao clara. Em [36], Rosenlicht generaliza tal conceito da seguinte
maneira. Para C' como acima, mas possivelmente singular com normalizacdo C, considere o
morfismo « : C — P91 induzido pelas se¢des globais de w. A curva-imagem C’ := x(C) é dita
modelo canénico de C. No artigo ele prova que C’ é isomorfa a C, se somente se, esta é nao
hipereliptica e Gorenstein. Além disso, C’ segue sendo extrema neste caso e o resultado de Max
Norther vale para curvas Gorenstein nao hiperelipticas. Por diferentes modos também chegaram
ao mesmo resultado Deligne e Mumford [14] em 1969, Mumford e Saint-Donat [25] em 1973,
Sakai [38] em 1977, Catanese [10] em 1982, Fujita [19] em 1983 e Hartshorne [22] em 1986.

O caso nao-Gorenstein é ainda pouco estudado em geral. E quanto a afirmacao de No-
ether, pode-se dizer que um passo no sentido de estende-la é dado no préprio artigo de Rosenlicht.
De fato, em seu teorema central, ele prova que sempre existe um morfismo birracional ¢/ — C.
Tal idéia é bastante explorada em [27], onde se chega a uma caracterizagdo das curvas C para
as quais O’ é projetivamente normal, ditas nearly Gorenstein. Curiosamente, tal propriedade,
de cunho fortemente global, determina a espécie dos anéis locais possiveis para os pontos de

tais curvas. Mais ainda, o assunto naturalmente se conecta com um ramo da algebra comutativa
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local que é o estudo de anéis ditos quase Gorenstein, tema recorrente em trabalhos de Barucci,

D’Anna e Froberg [7, 9], entre outros.

Baseado nos resultados de [27], em [29] estende-se o resultado de Noether para curvas
nearly Gorenstein nos mesmos moldes anteriores, ou seja, relacionando curvas extremas e pro-
jetivamente normais. No mesmo artigo, comeca-se também a tratar o problema de generalizar
Noether para qualquer curva integral. A perspectiva passa entdo a ser mais intrinseca, de certa
forma até reafirmando um ponto importante sobre o problema, ou seja, o fato de que a afirmacao
de Noether diz mais respeito a estrutura do feixe canénico, e portanto da propria curva, do que

a uma geometria ambiente onde a mesma possa estar.

Neste sentido de estender o resultado, em [29], mostra-se a validade da propriedade de
Max Noether para curvas cujos pontos nao-Gorenstein sdo uniramificados, no pior dos casos.
Feital em [17] e com Contiero e Martins em [11], entre vérios resultados, estendem tal estudo
para o caso de varios ramos, e provam que Noether segue verdadeiro para curvas cujos pontos

nao-Gorenstein sao até birramificados.

Fortemente baseados nestes trabalhos, estudamos aqui o caso de um ntmero arbitrario
de ramos estendendo o resultado de Noether para curvas integrais no Teorema 4.2.1 a partir do
Lema 4.1.2, que trata de sobrejecoes locais, e que se baseia no Teorema 5.2.1 e no Lema 5.3.1,
que sao resultados combinatoriais. Da mesma forma, abordamos a possibilidade de se obter tal
generalizacdo nos valendo apenas da prova geométrica e delegando a parte local a resultados
sabidos ou conjecturados da Algebra Comutativa. Fazemos isto no Teorema 6.1.4 onde o que
estudamos se conecta naturalmente ao tema da mazimalidade com condutor fizo para anéis
locais unidimensionais e Cohen-Macaulay. Por fim, no Teorema 6.2.1 estamos aptos a completar
equivaléncias ja estipuladas em [11] e que conectam o problema de Noether com o resultado
de Rosenlicht e com a conjectura de Green em nivel zero, para se obter uma caracterizagao

multivalente de ndo-hipereliticidade.

E agora descrevemos o conteido do trabalho. Os Capitulos 1 e 2 sdo essencialmente
preliminares. Neles estudamos em paralelo trés assuntos distintos: anéis locais unidimensionais,
semigrupos vetoriais e curvas integrais. Fazemos o link entre os dois primeiros na Secao 1.3 e
entre estes e o terceiro no Capitulo 2 e demais capitulos. Entre os objetos de estudo estao desde a
recapitulacao de conceitos basicos como normalizagdo e regularidade, como assuntos que dizem
mais respeito ao tema do trabalho, por exemplo, a relagao entre ideais fracionarios e relativos,
entre modulos e feixes candnicos; bem como a introducdo de conceitos bem presentes no texto

tais como anéis Gorenstein, quase Gorenstein, Kunz, etc.

No Capitulo 3 ja entramos no tema especifico deste trabalho onde levantamos os principais
aspectos de uma prova extrinseca de Max Noether, como é feita em [29], e as dificuldades em
estendé-la. Esperemos que boa parte do que foi dito no inicio desta introducao, fique ali mais
clara. O Teorema 3.3.3 é o resultado do qual nos valemos para buscar uma prova alternativa de

Noether, como dissemos acima.

Os Capitulos 4 e 5 sao bastante interdependentes e contém a prova de Noether para um

numero arbitrario de ramos. Nosso objetivo também foi o de separar as etapas da demonstracao
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em seus aspectos globais, depois locais, e por fim combinatoriais. Combinatorial aqui é usado
no sentido o mais amplo possivel, ou seja, o de que o problema é transformado em algo de facil
inteleccdo e que ndo requer pressupostos. O trabalho principal foi o de generalizar, ou, no caso,
reestruturar o Lema 3.2 de [11] de uma forma que ndo dependesse do Lema 3.1 do mesmo artigo,
cuja demonstracao é longa e de dificil adaptacdo ao caso geral. Além disso, também ajustamos
varios detalhes de [29] para o caso multirramificado. Nesse sentido, trabalhando com o feixe

candnico mergulhado, a notacdo aqui nos pareceu mais leve.

E, por fim, no Capitulo 6 mostramos a conexao existente entre nosso problema com a
propriedade de maximalidade com condutor fixo, além de uma caracterizagdo de nao hipereliti-

cidade, como dissemos acima.

Embora este trabalho se restrinja ao problema de Noether, acreditamos que suas técnicas
sao uteis para varias areas ainda em aberto no estudo de curvas singulares, tais como a descri¢do
de jacobianas via médulos locais, o estudo da conjectura de Green para curvas integrais, indices
de Clifford para feixes livres de torgao e sua relacdo com gonalidade, descrigao de ideais de

modelos candnicos via quédricas, entre outros.
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1 Anéis e Semigrupos

1.1 Anéis

Neste capitulo inicial, estudaremos alguns conceitos e resultados importantes para o nosso
trabalho, nomeadamente, anéis locais e ideais fracionarios, semigrupos vetoriais e ideais relativos,
objetivando estabelecer relagoes entre estes, além de descrigoes tteis do médulo canénico, que

serdo fundamentais nos Capitulos 4 e 5.

1.1.1 Ideais Fracionarios e Candnicos

Comegaremos com anéis, a principio gerais, para, aos poucos, irmos restringindo ao que

nos interessa.
Definicao 1.1.1. Seja A um dominio de integridade e I e J A-mddulos no corpo de fracoes
K(A) de A.

(i) Definimos o condutor de I para J em A como o A-mddulo I : J = {a € K(A) |aJ C I},

(ii) dizemos que I é um ideal invertivel se existe um A-submddulo N de K(A) tal que IN = A.

Proposicao 1.1.1. Seja A um anel e B um subanel do anel de fragées de A. Temos que
Homy (B, A) é isomorfo a A: B.

Definicdo 1.1.2. Seja A um anel e K(A) seu anel de fragoes totais, um ideal fraciondrio de A é
um A-mdédulo I C K(A) tal que al C A para algum a € A\{0} nao divisor de zero. Observe que
se I possui algum elemento nao divisor de zero, entio IK(A) = K(A) e neste caso dizemos que
ele € um ideal fraciondrio reqular de A. Observe que podemos falar de ideal fraciondrio invertivel

em acordo com o sequndo item da definicdo 1.1.1.

Para I, J ideais fracionarios I : J ndo é necessariamente um ideal fraciondrio(observe que

I:0= K(A)). A condigdo para que isso aconteca é que J seja regular.

Proposicao 1.1.2. Seja I um ideal fraciondrio de um dominio A, entdo sdo equivalentes as

sequintes condigoes:

(i) I é invertivel;
(ii) I € finitamente gerado e, para cada ideal primo P € SpecA, temos que Ip € invertivel;

(iii) I é finitamente gerado e, para cada m ideal mazimal de A, temos que Iy € invertivel.

Demonstragio. Ver [24]. O
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A partir de agora nos voltaremos ao estudo de anéis que se relacionam mais diretamente
com nosso trabalho. Entéao, para o que se segue A serd sempre um anel local, com ideal maximal
m, as vezes denotado (A, m), Cohen-Macaulay (CM) unidimensional. Para os resultados que
elencaremos, também serviria a hipétese de A ser analiticamente nao ramificado com corpo
residual k(A) = A/m infinito. Na verdade, ainda faremos hip6teses alternativas para o anel, no
Capitulo 6, onde o tomaremos como sendo um subanel de um corpo de funcoes algébricas em
uma variavel, pela sua relacdo com a geometria. E, para todos os efeitos, o que o leitor deve ter

em mente é que o prototipo de A é o anel local de um ponto de uma curva.

Proposicao 1.1.3. Sejam I, 11,15, J, J1, Jo ideais fraciondrios de A, entdo temos que:

(i) Se I, C Iy entdo (I : J) C (I : J);
(ii) se J1 C Jo entao (I :J1) 2 (I:Js);
(iii) (I:A)=1I;
() ((I:Jy):J2) = (I:J1J2) para Jy,Jy ideais fraciondrios quaisquer;

(v) JC(I:(I:J)).

Demonstragio. Ver [39]. O

Definicao 1.1.3. Um ideal fraciondrio reqular w de A € chamado ideal fraciondrio canénico,

ou ideal candénico se todo para ideal fraciondrio reqular I temos que
I=w:(w:I).

Em particular observe que A = w : w.

Em geral ideais can6nicos nao sdo inicos. Mesmo assim temos que todos eles sdo isomorfos

como A-médulos, e dois ideais canénicos se relacionam de uma forma muito préxima.

Definicao 1.1.4. Seja A um anel. Para qualquer A-mdédulo M definimos o comprimento de M

sobre A como

la(M)=sup{n |30=MyC M; C---C M, =M, M; # M1 e M; submédulos de M}.

Lema 1.1.4. Se
0—-M —-M-—M"—0

é uma sequencia exata curta de A-mddulos entio la(M) =1a(M') +1a(M").
Ver [30]
Definigdo 1.1.5. Definiremos o tipo de A como sendo:

type(A) = dimy, Exty (k, A).
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Note que
type(A) = dimy, Extl (k, A) = dimy, Homy /(q)(k, A/(a))
para a € m nao divisor de zero. Multiplicando por a obtemos
type(A) = 1a((A:m)/A) = la(w/mw),
onde w é um ideal fracionario candnico de A.

Proposicao 1.1.5. Seja w um ideal canénico e J, I ideais fraciondrios requlares de A. Entdo:

(i) (Herzog)todo ideal candnico € irredutivel;
(i) Lalw: ) = 1;
(iii) [ =J < (w:1I)=(w:J);
() para J C I temosla(I/J) =1la((w:J)/(w:1));
(v) se a € K(A) é uma unidade, entio aw € um ideal candnico de A;

(vi) se w' é um ideal canénico de A, entio existe uma unidade em K(A) tal que ' = aw.

Demonstragio. A demonstracao de todos os itens pode ser vista em [39]. Apesar disso vamos

reproduzir aqui a demonstragao do item (v).

Observe que aw : I = a(w: I) e (w:al) =a Y(w:I)logo aw : (aw : I) = a(w : (aw :
N=aw:aw:1I)=aa Y w: (w:1I))=1.

O

Defini¢ao 1.1.6. Chamaremos de normaliza¢io de A o fecho inteiro de A no seu corpo de
fragoes K(A). Denotamos a normalizacio de A por A e se A = A dizemos que A é um anel

normal.
Teorema 1.1.6. Um anel local Noetheriano de dimensdo 1 € reqular se, e somente se é normal.

Teorema 1.1.7. Eziste um ideal canonico w tal que A C w C A.

Demonstragio. Ver [23]. O

Lema 1.1.8. Seja w como no Teorema 1.1.7 ¢ B um overing(A C B C Z} de A com condutor
Cp = A : B. Entdo:

(i) 1a(B/A) <1a(A/Cp) +la(w/A);
(it) Ta(A/A) = 14(A/C7) + la(w/A);

(iii) 14(A/4) 2 14(A/C) + type(A) — 1.

Demonstragio. Ver [9]. O
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1.1.2 Anéis Gorenstein, Quase Gorenstein e Kunz

Nesta secao listaremos as condigoes pelas quais um anel é Gorenstein, quase Gorenstein

ou Kunz.

Definigdo/Lema 1.1.9. Seja w um ideal canénico de A tal que A C w C A.

(I) dizemos que A € quase Gorenstein se satisfaz as condigoes equivalentes:

(i) 1a(AJA) = 14(A/(A: A)) + type(A) — 1;
(ii) type(A) = la(w/A) +1;
(ii) mw = m;

(iv) w C m:m.
(II) dizemos que um anel A é Gorenstein se satisfaz as condigdes equivalentes:

(i) 1a(A/A) = La(A/(A: A));
(it) type(A) = 1;
(i) La(w/A) = 0;

(iv) A=w.

(II1) dizemos que um anel A é Kunz se satisfaz as condi¢oes equivalentes:

(1) 1a(A/A) = 1a(A/(A: A) + 1
(ii) type(A) =2 e A é quase-Gorenstein;
(117) la(w/A) = 1.

1.2 Semigrupos

Definigcdo 1.2.1. Um semigrupo é um par (S,+) com S um conjunto ndo vazio e + uma
operagdo bindria associativa definida em S. Um semigrupo que possui um elemento 0 € S tal que
0+a=a+0=a para todo a € S ¢ chamado monoide. Para simplificar a notagcdo sempre que
falarmos semigrupos no restante do trabalho estaremos nos referindo a semigrupos comutativos.
Um semigrupo S € dito cancelativo se a +b = ¢+ b para a,b,c € S implica que a = c. E um

monoide onde todo elemento tem inverso é chamado de grupo.

Além disso, um subconjunto I € S de um semigrupo S que é fechado na operagdo de
S é chamado subsemigrupo de S, é facil ver que um subsemigrupo é ele mesmo um semigrupo.
Observe que se S é um monoide, um subsemigrupo de S ndo precisa necessariamente conter o 0
de S, no caso disso acontecer dizemos que I é um submonoide. Observe que todo submonoide é
ele mesmo um monoide. Além disso a interse¢do de uma familia de subsemigrupos/submonoides

é um subsemigrupo/submonoide.

Definigdo 1.2.2. Dado A C S para S um semigrupo, definimos o subsemigrupo gerado por A,

denotado por < A >, como o menor subsemigrupo de S que contém A.
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Agora seja S um semigrupo, considerando os pares (n,a) € (N\{0}) x S defina por
T

recorréncia na, como la = a e (n+1)a = na+ a, neste caso, observe que < A >= {Z nia; | r €
i=1
Nen; € Nya; € A, paratodo 1 <i<r}. Se S =< A > dizemos que S é gerado por A, e se nao

existe subconjunto préprio de A que gera S dizemos que A é um sistema minimal de geradores
de S.

Definicao 1.2.3. Seja S um semigrupo. Um ideal de S € um subconjunto ndo vazio de S, I C S,
tal que I+ S C I. Um ideal I de S é chamado ideal proprio se I # S e ideal primo se para todo
x,y €S tal que x +y € I tivermos que x € I ouy € 1.

Definicao 1.2.4. Dizemos que um semigrupo S € livre de tor¢do se para todo a,b € S en €

N\{0} tivermos que na = nb implica a = b.

A propriedade de ser livre de torcao é herdada por submonoides. E interessante falarmos
que a definicdo acima vem da propriedade de que para G o grupo quociente de um semigrupo
cancelativo S ser livre de torcdo, isto é, G é abelino e 0 € G é o unico elemento de G de ordem

finita, entdo S tem que ser livre de torcao.

Definigao 1.2.5. Dados dois semigrupos S, S' um mapa f : S — S’ € um morfismo de semigru-
pos se f(a+b) = f(a)+ f(b) para todo a,b de S. Caso S e S’ forem monoides o mapa acima é

chamado morfismo de monoides se f(0) = 0.

Um morfismo de semigrupos é um monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo se ele é
injetor, sobrejetor ou bijetor respectivamente. As propriedades de ser cancelativo, livre de torcéo,

grupo ou finitamente gerado é preservada por isomorfismo.

Definigado 1.2.6. Se Sy, -+ ,Ss é uma sequéncia de monoides, podemos definir em S X -+ X S,

a operagdo (ay, -+ ,as)+ (b1, - ,bs) = (a1 +b1,--- ,as+0bs). Temos que (Sy X --- X Sg,+) € um

semigrupo chamado produto direto de Sy,--- ,Ss.
Temos que se todos os Si,---,Ss sdo cancelativos ou grupos ou livres de torcdo ou
finitamente gerados entdao S; X --- X Sg é, respectivamente, cancelativo ou grupo ou livre de

torcao ou finitamente gerado.

Teorema 1.2.1. Se S é um monoide finitamente gerado por s elementos, entdo ele é isomorfo

a um submonoide de N°;

Demonstragio. Ver [35]. O
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1.2.1 Semigrupos Bons e Locais

Definicdo 1.2.7. Seja S C N° um subsemigrupo. Se S satisfaz as sequintes condigoes:

(i) se a,b € S entio min(a,b) := (min(ay,by),...,min(as,bs)) € S;

(it) se a,b €S e a; =b; entdo existe ¢ € S tal que £; > a; = b; e ¢; > min(a;,b;) se b; # a;

vale a igualdade;

(iii) existe 5 tal que B+ N° C S;
dizemos que S € um bom subsemigrupo.

Da propriedade (iii) de bons semigrupos definimos o condutor do semigrupo S como sendo
o menor 3 € N® que a satisfaz considerando a ordenagao parcial: a < b se, e somente se, a; < b;

Viea<bsea<beas#b. Iremos denotar o condutor do semigrupo S por 3 daqui em diante.

Um bom semigrupo S onde o tinico elemento com alguma coordenada nula é o vetor nulo

é chamado bom semigrupo local.

Teorema 1.2.2. Todo bom semigrupo € o produto direto de bons semigrupos locais.

Demonstragio. Ver [7] O

Definicao 1.2.8. Chamamos E C Z° de ideal relativo de S se E+S CFE ea+ E C S para
algum o € S. Ideais relativos que satisfazem as propriedade (i) e (ii) de bons semigrupos sao

chamados bons ideais relativos de S.

Observe que um ideal relativo I ndo precisa satisfazer as condigoes (i) e (ii) de bons

semigrupos, por isso a segunda parte da definigdo acima.
Vamos estabelecer algumas denotacgoes. Dado qualquer ideal relativo £ C S e I C
{1,...,s} definimos:
A}E(a)::{bGE|bi:ai Viel e bj>aj V‘]%I},
AP(a):={beE|bj=a; e b;>a;sej#il;
AP(a):={be E|b;=a; paraalgumi e b;>a;sej#i}= U AF(a).

i=1

Além disso, para E, F ideais relativos de S definimos E— F = {a € Z° | a+ F C E} que
é um ideal relativo de S. Note que F, F' serem bons ideais relativos ndo garante que £ — F' é um

bom ideal relativo.

Considere agora um semigrupo numérico 1" , i.é, um subsemigrupo de N com comple-
mentar finito, e um ideal relativo I do semigrupo 7. Observe que n € T para todo n € N

suficientemente grande. Denotaremos por:

g(I)=max{n €Z|n¢lI},
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e chamaremos ¢(T') de nimero de Frobenius de T.

Agora faremos o mesmo mas considerando um semigrupo qualquer com condutor 5, entao
vy=p0+(1,...,1) é o vetor de Frobenios de S.

Dado a € § com a = (ay,...,as) € Z° denotaremos
la|=a1+---+as

e para « := min(S\{0}) chamamos |a| de multiplicidade do semigrupo.

1.2.2 Ideais Relativos e Candnicos
Vamos definir o ideal candnico de um semigrupo S como
K:=Kp:={acZ | AS(y—a)=10}.

Proposicao 1.2.3. Seja S um bom semigrupo e K seu ideal candénico, temos que:

(i) K € um bom ideal relativo de S (como se espera);
(ii) se S € local v € K;
(iii) AX(v) = 0.
Demonstragio. Ver [13]. O

1.2.3 Semigrupos Simétricos e Quase Simétricos

Definicao 1.2.9. Dado um ideal relativo E de um semigrupo S, e a,b € E com a < b, cha-
maremos uma cadeia a = a® < --- < a"™ = b de saturada se ela ndo puder ser estendida a uma

cadeta mais longa entre a e b em E.

Proposicao 1.2.4. Se E é um bom ideal relativo e a,b € E com a < b, entdo toda cadeia

saturada entre a e b em E possui o mesmo comprimento.
Demonstragio. Ver [8] O

A proposi¢do acima motiva a seguinte construgdo que também estd em [8]. Sejam F,
a e b como acima, denotaremos por dg(a,b) o comprimento comum das sequéncias saturadas
de a & b em E. Caso a = b, definimos dg(a,b) = 0. Agora considere F' C E ideais relativos e
mp e mg elementos minimais dos respectivos ideais, entdao para qualquer a € F — N® definimos
d(E,F)=dg(mg,a)—dp(mpg,a). Esta defini¢do é independente da escolha de a. Estd construgao

pode ser vista em [8].

Proposicao 1.2.5. Se G C F C E sdo bons ideais relativos de S entao

(i) d(E,G) =d(E,F)+d(F,G);
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(i) d(E, F) =0 se, e somente se, E = F.

Proposicao 1.2.6. Seja S um semigrupo e K seu ideal candénico. Entdao temos que d(N®,S) >
d(K, B).
Corolario 1.2.7. Seja S um semigrupo, etao d(N*®, 3) > 2d(S, ).

Lema 1.2.8. Para qualquer bom semigrupo local S temos que S — S\{0} C K U A% ().

Definicao 1.2.10. Um bom semigrupo local S é chamado simétrico se Vs € Z° temos que s € S
se, e somente se, AS(y—s) = (. Como S C K isso ¢ equivalente a dizer que S = K. E dizemos
que ele € quase simétrico se S\{0} = K+ S\{0}.

Observe que todo semigrupo simétrico é quase simétrico.

Definigao 1.2.11. Seja S um bom semigrupo local. Neste caso definimos

type(S) = d(S —S\{0},5)

Lema 1.2.9. Para um bom semigrupo local S as sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) S é quase simétrico;
(ii) S —S\{0} = KU A% ();
(iii) type(S) é bem definido e type(S) = d(K,S) + 1.

Proposicao 1.2.10. Um semigrupo S € simétrico se S € quase simétrico e type(S)=1.

1.3 Semigrupos de Anéis

Seja (A, m) como na Segao 1.1. Se A é normal, temos que m = (¢), por defini¢do, neste
caso chamamos t de pardmetro uniformizante de A. Para todo a € A existe um inteiro maximal
n tal que a € m", entdo a = u.t" com u uma unidade de A.

Vamos agora considerar o corpo de fragoes K(A) de A. Observe que para x € K(A)\{0}

b wvt™ , .
temos que x = - = P v.s ™" = rt! onde r € A\{0} é uma unidade e [ € Z. Observe
c s.
~ s s s . . U _n .
que essa representacdo é tnica pois se ut" = u’ " teriamos que — =" 7" & uma unidade de A,
U

entaion =n'eu =u'.

Agora, para todo a no grupo multiplicativo K(A)\{0} considere a sua representacao

a = ut™ e defina o mapa:

viKA ——— 7

a b *n



Capitulo 1. Anéis e Semigrupos 18

observe que v é um homomorfismo de grupos, além disso para todo a,b € K(A) temos que
v(a+b) > min{v(a),v(b)}. Um mapa v com estas propriedades é chamado valorizagio discreta
e A de Anel de Valorizag¢io Discreta ou DVR (Discreve Valuation Ring). Observe que a partir da
valorizagao discreta é possivel recuperar o DVR correspondente que serd A = {a € K(A)|v(a) >

0} e o seu maximal que serd m = {a € K(A4)|v(a) > 0}.
Temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.3.1. Todo DVR é um dominio de ideais principais.

Agora considere que A néo é necessariamente normal. Sejam Aq,...,As os DVR’s de
K(A) que contém A. Temos que
A=A1N...NA;

E, para cada i, seja v; : K(A;)* = K(A)* — Z a valorizacao de A;, definimos o semigrupo de
valores de A como sendo

S:=0v(A) = (v1(A),...,vs(A))

que, neste caso, € um bom semigrupo local.
Proposicao 1.3.2. Sejam I,J ideais fraciondrio de A, w um ideal candnico de A tal que
ACwCAeS=uv(A) o semigrupo de valores de A, temos que

(i) v(I) é um bom ideal relativo de S = v(A);

(it) v(w) = K, para K o ideal relativo canodnico de S.

Teorema 1.3.3. Sejam J C I ideais fraciondrios requlares de um anel A tais que oy € 0o menor
elemento nao nulo de I, e B é o condutor de J. Seja SU(I)(Oq, By) uma sequéncia saturada em

v(I) de ay até By. Suponha que S Nv(J) € uma sequéncia saturada em v(J), entdo existe uma
base B de I1/J tal que
v(B) =S\ v(J)

em particular

a1/ J) = d(v(I), v(]))-
Demonstragio. Ver ([7, Prp. 2.11.(iii)]) e ([23]). O
Proposicao 1.3.4. Seja S =v(A) e I,J, ideais fraciondrios requlares de A,
(i) se J C I entaola(l/J) =d(v(I),v(J));
(ii) type(A) < type(S).

Proposicao 1.3.5. Seja S o semigrupo de A. Temos o sequinte:

(i) A é quase Gorenstein se, e somente se, S € quase simétrico e type(S) = type(A);
(ii) Gorenstein se, e somente se, S € simétrico;

(iii) Kunz se, e somente se, S é quase simétrico e type(S) = 2.
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2 Esquemas e Curvas

2.1 Esquemas Integrais, Regulares e Normalizacao

Chamamos um esquema X de integral se para todo aberto U de X tivermos que O(U)

¢ um dominio de integridade.

Proposicao 2.1.1. Um esquema X € integral se, e somente se, para todo aberto U C X tivermos

que O(U) nao tem elementos nilpotentes e é irredutivel(no sentido topoldgico).

Observe que dado um morfismo dominante de esquemas integrais f : X — Y temos um

homomorfismo canénico nos pontos genéricos n € X, ( €Y, f7 : Oy, — Oxy.

Definicao 2.1.1. Um esquema X ¢é dito normal em um ponto x € X se o anel local Ox , ¢é
um dominio normal. Dizemos que o esquema X € normal, se ele for normal em todos os seus

pontos.

Definicdo 2.1.2. Seja X um esquema integral. Um morfismo © : X — X é chamado morfismo
de normalizacio se X € normal e se todo morfismo dominante f : Y — X, com Y normal, se

fatora de forma tinica por w:

X

Definigao 2.1.3. Sejam X e Y esquemas com uma quantidade finita de componentes irreduti-

veis. Um morfismo f: X — Y € dito birracional se:

(i) f induz uma bije¢io entre o conjunto dos pontos genéricos de X com os de'Y;

(i) Oy, sy = Ox ¢ para todo ponto genérico § € X.

Se f é birracional entdo f é dominante. Se £ € Y é um ponto genérico entdo X Xy
Spec(Oy¢) — Spec(Oy¢) é um isomorfismo. Se existe uma mapa birracional entre dois esquemas

dizemos que eles sdo esquemas birracionalmente equivalentes.

Definicao 2.1.4. Dizemos que um morfismo de esquemas f : X — 'Y € inteiro se para todo U
aberto afim de 'Y tivermos que f~1(U) é afim e o homomorfismo de anéis Oy (U) — Ox (f~1(U))

€ inteiro.
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Lema 2.1.2. Seja A um dominio de integridade e A sua normalizacio. Entdo o morfismo

Spec(A) — Spec(A) induzido por A — A é um morfismo de normalizag@o.

Proposicao 2.1.3. Seja X um esquema integral, entdo existe um morfismo de normalizagdo
m: X — X unico a menos de isomorfismo de X -esquemas. Além disso um morfismow:Y — X
€ 0 morfismo de normalizacao se, e somente se, Y € normal e w birracional e inteiro. Denotamos

por X a normalizacio do esquema X .

Demonstragdo. Tome uma cobertura afim |JU; de X e aplique o Lema2.1.2 sobre cada U; para

colar os mapas U; — Uj;. O

Corolario 2.1.4. Seja X um esquema Noetheriano. Entdao X € regular se, e somente se, é

reqular em seus pontos fechados.
Demonstragao. Ver [28, pag.130] O

O resultado acima nos da condigdes para usar o critério Jacobiano para determinarmos

a regularidade de um ponto de um esquema sobre um corpo algebricamente fechado.

Definigao 2.1.5. Um ponto P € X de um esquema X sobre um corpo algebricamente fechado
€ chamado ponto singular de X se o anel local correspondente Op ndo é reqular. Um esquema

X é chamado nao singular se ndo possui pontos singulares.

Dado um esquema,(variedade) X dizemos que um esquema(variedade) Y nao singular é
um modelo ndo singular projetivo de X quando existe um mapa birracional proprio entre eles.
Observe que isso nos fornece um esquema(variedade) nao singular com o mesmo corpo de fungoes
racionais, que foi a caracterizagao inicial de dessingularizacdo. No caso de curvas esse modelo é

Unico como sera justificado mais para frente.

Definicdo 2.1.6. Seja X um k-esquema préprio de dimensao n. Um feixe coerente w com um

morfismo de trago t : H"(X,w) — k € chamado feize dualizante de X se o mapa natural
Hom(F,w) x H(X,F) — H"(X,w) —> k

€ um emparelhamento perfeito para todo feixe coerente F de X.

Para qualquer k-esquema proprio X o feixe dualizante existe e é inico, uma prova pode
ser vista em [21]. Partindo do fato de que se X é um sub-esquema fechado de codimensao r em
P" entdo wy = Extpn(Ox,wpn) é o duzlizante de X e para qualquer Ox-médulo F temos o
isomorfismo funtorial

Homx (F,w) = Extpn (F, wpn).

Teorema 2.1.5. Seja X um sub-esquema de PN localmente de intersecio completa de codimen-
sdor e o feive de ideais de X. Entdo wx = wpn ® A"(Z/Z?)". Em particular wx € um feize

invertivel de X.
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Corolario 2.1.6. Se X ¢ uma variedade projetiva ndo singular sobre uwm corpo algebricamente

fechado k, entdo o feixe dualizante e o feixe canédnico de X coincidem.

Seja X um esquema integral com ponto genérico £. Definimos o corpo de fungoes racionais
de X como K(X) = Ox . Agora considere uma vizinhanca aberta U = SpecA de &, temos que
A ¢é dominio e possui apenas um primo minimal (0) logo K(X) = A(g). Definimos o feize de
funcdes racionais de X como o feixe constante I associado ao pré feixe que associa cada aberto
de X ao seu corpo de fungdes racionais, i,e, I(U) = K(X). Observe que dado um ponto P € X e
considerando uma vizinhanga afim U = SpecA de P temos Ox p = Ap — A(g) = K(X). Entao

podemos ver Ox como sub-feixe de K via estas inclusoes.

2.2 Curvas

Para o que se segue, C é um esquema unidimensional integral e completo, definido sobre
um corpo algebricamente fechado. Vimos no Teorema 1.1.6 que em anéis locais de dimensao um
ser dominio normal é equivalente a ser regular, além disso, C' é birracionalmente equivalente a
sua normalizacdo C, ¢ o mapa de normalizacdo ¢ tinico. Além disso definimos o género geométrico

de C como o género da sua normalizacao C.

Definicao 2.2.1. Chamamos os O¢-submdédulos coerentes de IC de feizes de ideais fraciondrios.

Dado um aberto U = SpecA e M um feixe de ideais fraciondrios, M(U) é um A-
submoédulo do corpo de fragoes K (C') e como A é dominio temos que M (U) é um ideal fracionério
regular de A, pela coeréncia de M obtemos ainda que ele é invertivel. Portanto um feixe de ideais
fracionarios é a feixificacdo do sub-feixe que associa cada ponto de C' a um ideal fracionério

regular e invertivel de Op.

Definicao 2.2.2. Dada uma curva integral C' e dois feizes de ideais fraciondrios F,G. O grau
de um feize de ideais fraciondrios é a relagio com os naturais determinada pelas sequintes

propriedades:

(7’) deg HPGC OP = 0;

f
(it) para G sub feive de F temos deg F —degG = > pcc dimy g—P.
P
Agora considere uma curva integral C' e seu género aritmético g = h'(O¢) = dimH'(O¢),
neste caso temos Riemann Roch para curvas singulares e a cota superior de Castelnuovo para o

género que serdo enunciados a seguir.

Teorema 2.2.1 (Riemann-Rock para curvas singulares). Para cada feize F de ideais fraciond-
rios de C temos que
X(F) =deg(F) —g+ 1.

Definicao 2.2.3. Chamamos de sistema linear L(F, V') de dimensio n e grau d, a reunido de
um feize de ideais fraciondrios F de grau d de C' e um subespago V. C H°(F) de dimensdo r+1.

Caso V = HY(F) dizemos que o sistema é completo.
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Além disso dado F um feixe de ideais fracionérios de uma curva C, sg,..., s, secdes que
geram F sem zeros em comum e C' um modelo ndo singular de C' podemos tomar C; = {p €

Cls;i(p) # 0}. Considere o seguinte homomorfismo de anéis

Az, 2] — T(C;,0F|5)

Zj

S_J’~
T $i 'Cy
observe que o feixe F pode ser visto como um feixe sobre o modelo nao singular pois as duas

curvas tem o mesmo feixe de fungoes racionais pelo morfismo birracional entre elas.

O homomorfismo de anéis induz um morfismo de esquema @ — U, onde U; = Spec(A[%il,

. fc—?]) é um aberto afim de P". Temos que os C,’s cobrem C pois F é livre de pontos de base(em
todo ponto pelo menos uma se¢ao de F se anula) sobre C. Colando estes morfismos obtemos o
morfismo

f:C—P"

além disso F = f*(O(1)). A imagem deste mapa é uma curva projetiva, integral e ndo degene-
rada. Esta construgao pode ser vista em [21, pag 150]. Uma construcao usando a linguagem de

fibrados em retas e sua trivializagdo pode ser encontrada em [43, pag 429].

No caso em que F é inversivel, estamos na situacdo standard e podemos construir um
morfismo da mesma forma
f:C =P

Observe que dado um morfismo dominante de esquemas integrais f : X — Y temos um
homomorfismo canénico nos pontos genéricos n € X, ¢ € Y, f# : Oy, — Ox, e obtemos a
inclusao K(Y) < K(X), que nos di campo para a defini¢do padrao deg f = [K(X) : K(Y)]. Se
f € induzido por um sistema linear £(F,V) em X de tal forma que Y C P" temos a seguinte
férmula bastante 1til

deg(F) = deg(Y)[K(X) : K(Y)]

Definigao 2.2.4. Uma curva C € dita hipereliptica se satisfaz as sequintes condigcdes equivalen-
tes:

(i) Eriste um morfismo de grau 2 de C — P*;

(ii) existe um feize invertivel F tal que degF = h°(F) = 2.

Se uma curva € hipereliptica entdo ela é Gorenstein, basta usar Riemann-Roch sobre o
morfismo de (i).

No caso de curvas integrais, a descri¢ao do feixe dualizante é bastante explicita. Seguindo
[15, p. 535] ou mesmo [34, p. 191 mid], pode-se usar a férmula de residuos para computé-lo. De
fato, seja 2¢ 0 0 espaco de diferenciais meromorfas de C. Fixe A € (¢, entdo w é o subfeixe do

feixe constante de diferenciais cujo stalk em P € C correspondem a

wp=WA\
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e W é o maior entre os Op-ideais fracionarios em k(C') tal que
Resz(fA) = 0 para todo f € W
A caracterizagdo independe de A, embora cada diferencial induz um mergulho de w em K.

Teorema 2.2.2 (Cota de Castelnuovo). Agora considere uma curva C de grau d em P™ e sejam
d—1
. ee=d—m(n—1)—1, entio

m =

m(m — 1)

5 (n—1) + me.

g =

Definicao 2.2.5. Uma curva C C P™ é l-normal(l > 0) se o morfismo candnico
HO(P", Opn (1)) — H?(C,0c(1))
€ sobrejetivo. E dizemos que ela é projetivamente normal se € l-normal para todo | > 0 e normal.

Proposicao 2.2.3. Seja X uma variedade afim irredutivel e 7 : X — X seu mapa de norma-
lizagio. Entdo O(X) é o fecho integral de O(X) sobre K(X). Além disso, se x € X é normal,
entdo a pre-imagem de x em X possui apenas um ponto e o homomorfismo local Ox.— Ox 3

€ um tsomorfismo.

Demonstragio. Ver [26, pag. 382] O

Proposicio 2.2.4. Seja X uma variedade irredutivel, 7 : X — X seu mapa de normalizacio e

x € X. O conjunto das pré-imagens de x € finito e nao vazio. Considere Ty,...,Tn 08 pontos de
n

X sobre z entdo Oxp = ﬂ Oxz.-
Y
=1

Demonstragio. Ver [26, pag. 382] O

Entao considere uma curva C' e P € C' um ponto possivelmente singular, seja 7 : C — C
o mapa de normalizacio e P, .., Ps a imagem inversa de P em C. Os pontos P; sdo chamados

ramos de C em P. Denotaremos O := 7r*((’)5). Sendo assim temos que Op = (’)5 B, -ﬁ(’)a B.-

Chamamos de ordem de f em P como sendo vp(f) = (vg (f),...,vp (f)) onde vp, éa
valoracdo do anel de valorizacao discreta OE,E- Neste caso definiremos o semigrupo de valores
de P como sendo o subsemigrupo(fechado na soma e contendo o zero) S := (vp(Op)) de Z°.
Além disso definimos S; = m;(S) = v;(Op/P;) como a i-ésima projegdo de S. Chamaremos
de condutor de C' o feixe C := Homo,(0,0c) = Anne,, (@/(’)C). Em [13] é mostrado que
Cp = (t’? L. t%)Op para t; um sistema de parametros de Og 5, Sendo assim vp(Cp) = B, onde

B é o condutor do semigrupo S de P.

Definigao 2.2.6. Definiremos um ponto P de um esquema C' como, quase Gorenstein, Gorens-
tein e Kunz em acordo com o seu anel local Op. Um esquema Noetheriano X € dito Gorenstein

se todos seus pontos sdo Gorenstein.
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3 Abordagem Extrinseca

Embora a afirmacdo do Teorema de Max Noether seja totalmente intrinseca, sua de-
monstragdo conhecida no caso suave é fortemente extrinseca. Neste capitulo revisitamos mais
de perto a demonstracao e como podemos generaliza-la para uma gama maior de curvas. Antes

disso, estudamos um elemento essencial para toda a analise

Para o que se segue, seja C' um esquema unidimensional integral e completo, definido
sobre um corpo algebricamente fechado k. Seja g o género aritmético da curva C' com feixe
estrutural O, ou simplesmente O. Se 7 : C — C e a normalizacio, seja O := m(Oz) e
C := Hom(O, O), o condutor de O em O. Denotaremos por wc, ou simplesmente w, o feixe
dualizante de C.

3.1 O Modelo Candénico de Rosenlicht

Dado um esquema integral A, um mapa f: A — C e um feixe G em C, defina
004G := f*G/Torsion(f*G).
e dado um feixe coerente F em C defina
F™ := Sym"F /Torsion(Sym"F)
Se F & inversivel, entdo claramente F" = F®n,

Em [36, p.188 top] Rosenlicht mostrou que o sistema linear £(Ogw, H(w)) ¢ livre de
pontos de base. Ele entdo considerou o morfismo x : C — P971 induzido por £ e definiu
C' := k(C), como sendo o modelo canonico de C. Em [36, Thm 17|, prova-se que se C' é néo
hiperelitica, o mapa de normalizacio % : C — C se fatora por um mapa ' : C' — C. Ou seja,

temos o diagrama

Ql
=N

C.

=|

C

comutativo.

Em [27] encontra-se uma outra caracterizacdo de C’ que é a seguinte. Defina C =
Proj(® w™), o qual chamaremos aqui blowup canonico de C. Ou seja, Céo blowup de C' ao longo
de seu feixe dualizante w. Devido ao Teorema de Rosenlicht temos entdo a seguinte sequéncia
de morfismos birracionais

C—C—C —cC (3.1)
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Mas como w é gerado por secoes globais, temos entdo que C' = C. A seguir faremos a andlise

local do que foi dito acima.

Defina Ow := F.(Ogw) ¢ tome A € H%w) tal que (Ow)p = OpA para todo ponto
singular P € (. Tal diferencial existe porque H’(w) gera Ow como provado em [36, p. 188
top], e porque hd um ntmero finito de pontos singulares de C' e k é algebricamente fechado. Se
mergulhamos w no feixe constante de funcoes racionais K via esta diferencial, isto é, se trocamos

w por w/A, entdo para cada ponto singular P € C' temos
CpC(’)prpC@p:(’)}Cﬁp (3.2)

onde (5, O’ e O denotam as imagens diretas em C dos feixes estruturais de C, CeC’ respectiva-
mente. Note que (3.2) é a contrapartida local de (3.1). Por um lado, Op corresponde ao menor
anel de Op que contem wp. Por outro, O) é a intersegio de localizagdes de k[H®(w)] em primos
que projetam sobre P, onde aqui, pelo mergulho de w, vemos k C H%(w) C k(C). A igualdade

entre ambos os anéis é o resultado de Rosenlicht refraseado em termos algébricos.

Um importante invariante local de P, com consequéncias globais, como veremos na

sequéncia, é a seguinte colargura de Op-mébdulos,
np = dim(wp/Op). (33)

E definimos 1 := > pcc. . np que chahamos de multiplicidade da curva. Temos que P é Gorens-

sing

tein se, e somente se, np = 0.

3.2 Demonstracao Extrinseca de Max Noether

Agora comegaremos a revisitar a demonstracdo do Teorema de Max Noether no caso
suave. Vemos que é comum menciona-la logo apds a cota de Castelnuovo para o género de uma
curva. Aqui a pomos de uma forma mais detalhada em que alguns aspectos sdo tidos como que

por pressuposto.
Entao seja uma C uma curva suave integral e completa. Como C' é suave, seu feixe
dualizante é inversivel. Logo, o par £(w, H’(w)) induz um morfismo

9:C—C cpst (3.4)

cuja imagem é precisamente o modelo candnico de C, que acabamos de estudar. Associado ao

morfismo acima temos a sequéncia de aplicagoes
Sym"H®(w) 2% H°(Ocr(n)) bn, H°%w™) para todo n > 1 (3.5)

A sobrejetividade dos morfismos «, diz respeito a projetividade normal de C' em P9~!, isto é,
se o sistema linear de hipersuperficies de grau n em C’ é completo para todo n. Por outro lado,

a sobrejetividade dos aplicagbes (), diz respeito a se o morfismo ¢ é na verdade um mergulho.

E bem sabido que se C' é suave nao-hiperelitica, entdo ¢ é um isomorfismo sobre sua

imagem. Além disso toda curva de Castelnuovo, isto é, de género maximo entre as de mesmo
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grau, é projetivamente normal. Mas também é bem sabido que C’ é de Castelnuovo, e a prova

se completa.

Na verdade, a teoria de Castelnuovo pode ser usada na prova de ambas as sobrejetivi-
dades, ver por exemplo [27, Rem. 5.6]. Mais ainda, a mesma prova se aplica verbatim no caso

Gorenstein.

Porém o problema no caso nao-Gorenstein ja aparece logo de imediato, uma vez que w
sequer é um fibrado. Em [29], hd uma tentativa de extender a demonstragao acima, mas a gama
de curvas a qual ela se aplica é bem mais restrita. Na verdade, chega a parecer que s6 mesmo
nestes casos é possivel uma prova realmente geométrica, mas isto é um problema em aberto. A
partir de agora veremos os pontos principais desta abordagem, cujo resultado sera muito 1til no

ultimo capitulo.

Se C' é nao-Gorenstein, seguindo [29], para se definir o morfismo ¢ como acima, troca-se
C por C. De [27, Prop. 5.2] temos que Oaw é um feixe inversivel e muito amplo. Entdo podemos

considerar o morfismo definido pelo sistema linear £ =| Opw |
0:C—C CP

onder := ho(Oaw)—l e C* := ¢(C), que generaliza o morfismo (3.4) para o caso nao-Gorenstein.

Ele induz os morfismos lineares abaixo, como em (3.5)

B

Sym"™HO(Ozw) = HY(Og-(n)) — HO((Ogw)®™),

Mas Oaw é muito amplo, portanto ¢ é um isomorfismo, e os [3,’s sdo sobrejetivos.

Para a sobrejetividade dos a;, usa-se o resultado geral abaixo, provado em [29]. Para tal,
diz-se que uma curva é linearmente normal se, e somente se, o sistema linear de hiperplanos
é completo. Ou seja, é a condicdo de projetivamente normal citada acima valida apenas para

n=1.

Lema 3.2.1. Seja C uma curva ndo-degenerada de grau d em P". Se d < 2r entdo C é linear-

mente normal se, e somente se, € projetivamente normal.

O préximo passo é entdo mostrar que o grau de C* satisfaz a desigualdade acima. Segue

de [27, Prop. 5.2] que hl((’)aw) = 0. Entao, por Riemann-Roch, temos
deg(C™*) = degz(Opw) = hO(Oaw) +g—-1=r+g
Por outro lado, como wp C @p, temos que g < g — 2 e portanto

r+g<r4+g—2=r+hw)-2
<r+ hO(Oaw) -2
=r+(r+1)—2<2r
e segue a desigualdade desejada. Como ¢ foi definido por um sistema linear completo, temos

que C* é linearmente normal e, portanto, projetivamente normal. Consequentemente os a’s sdo

sobrejetivos.
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E agora passamos a curva C'. Para se enunciar o resultado de Noether no caso em que C

é nao-Gorenstein, necessitamos da seguinte convengao: dado um feixe coerente F em C' seja

F" := Sym"F /Torsion(Sym"F). (3.6)

Isto posto, repare que temos um diagrama natural

Sym”Ho(Oaw)

HO((Ogw)*")

Sym" HO(w™) HO(w™)

onde os mapas ascendentes sdo injetivos. Entdo basta que H(w) = H O(Oaw) e temos uma
prova de Max Noether para curvas nao-Gorenstein. Note que esta igualdade equivale a dizer que
o modelo canénico é linearmente normal. Isto porque o morfismo C — C' é definido por pelo
sistema linear E(Oaw,H Y(w)). O problema é saber quais curvas satisfazem esta propriedade,

que é justamente o assunto da préxima se¢ao.

3.3 Curvas Nearly Gorenstein

Nesta secdo estudaremos as curvas para as quais se aplica a prova apresentada ante-
riormente. Comecamos introduzindo o conceito abaixo que corresponde ao lado algébrico das

propriedades geométricas que as caracterizam.

Definicao 3.3.1. Chame C de Nearly Gorenstein se C' possui apenas um ponto P ndao Gorens-

tein tal que o anel local Op é quase gorenstein, isto é
np = dim(ap/Op) —dim(Op/Cp) = dim(E:Btl(k‘, Op))—1

onde k é o corpo base algebricamente fechado.

O interessante é que as curvas nearly Gorenstein se conectam naturalmente com o que
estudamos no Capitulo 2 sobre anéis quase-Gorenstein e suas caracterizagées. O ponto chave

que conecta tais curvas com o que vimos na se¢ao anterior é o seguinte resultado.

Lema 3.3.1. Assuma C ndo Gorenstein. Entdo sao equivalentes as sequintes condigoes:

(i) h0(Opw) = g;
(ii) HO(w) = H(Opw);
(iii) C € nearly Gorenstein.
A equivaléncia acima permite uma caracterizacdo bem mais completa sobre curvas com

modelo candnico linearmente normal, e que enunciamos na sequéncia. Antes disso, convenciona-

mos a notagdo abaixo para o feixe definido pela sequéncia exata

0—>M{p} —>Oc—>0p/mp—>0
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O resultado abaixo corresponde a [27, Thm. 6.5].

Teorema 3.3.2. Se C € ndo-Gorenstein, entdo sdo equivalentes:

(i) C' é projetivamente normal;
(ii) C" é linearmente normal;
(iii) C" é de Castelnuovo;

(iv) deg(C') =g +7—1;

(v) C € nearly Gorenstein;

(vi) C" = Spec(Hom(Mpy, Mpy)) para algum ponto P nao-Gorenstein.

Se (v)-(vi) vale, entio C é de dimensio mdzima de mergulho em P se, e somente se, C' é
Gorenstein. Mais ainda, se (v)-(vi) vale, entdo C' € interse¢io de quddricas e cibicas; quddricas

basta se m > 2, onde n é o invariante definido em (3.3).

Por tudo o que vimos neste capitulo, fica provado o resultado que segue, crucial para o

resultado do ultimo capitulo.

Teorema 3.3.3. Se C é um curva nearly Gorenstein entdo os mapas
Sym"H(C,w) — HY(C,w"),

sao sobrejetivos para todo n > 1.
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4 Abordagem Intrinseca

Neste capitulo veremos um caminho para generalizar o resultado de Noether com ar-
gumentos intrinsecos. Ou seja, estudaremos a curva em questdo sem o uso de um feixe muito

amplo, seja na curva ou qualquer outra relacionada a ela, como fizemos no capitulo anterior.

Na auséncia de uma geometria ambiente, veremos que os aspectos locais terdo um peso
maior. O que faremos neste capitulo é justamente provar o teorema em sua generalidade maxima
a menos de “sobreje¢oes locais", por assim dizer, que serao vistas no proximo capitulo onde o

problema é posto em termos puramente combinatoriais.

Mais precisamente, o desenvolvimento dos trabalhos [27], [29] e [11] caminham para uma
generalizacdo da propriedade de Max Noether para curvas integrais. Porém o entrave era jus-
tamente a andlise mais delicada de como as segoes globais do dualizante interagem com cada
singularidade. Neste sentido, [29] resolve tal problema quando tais singluridades sdo unirramifi-

cadas, ao passo que [11] estende a andlise para o caso até birramificado.

Porém, achamos que é um exercicio interessante desenvolver uma prova em que os tais
problemas locais séo tratados separadamente. Ou, em outras palavras, tentar exibir o que [29] e
[11] tém em comum. Com isso esperamos esclarecer ao leitor qual o ponto central a ser enderegado

em uma demonstracao do teorema de Noether que possa valer a qualquer curva integral.

4.1 Resultados Auxiliares

Agora enunciaremos e comentaremos os resultados que municiam a prova da préxima
secdo. Aqui e nas demais secoes, salvo mencdo contraria, mergulharemos o feixe dualizante w no
feixe constante de fungdes racionais K via a diferencial A descrita na se¢ao anterior de forma que
vale a sequéncia de inclusoes (3.2). Isto deixa mais leve as passagens, e altera alguns resultados

aqui descritos se comparados com os artigos supracitados.

Seja P € C um ponto singular e sejam Pj,..., P, € C os pontos que projetam sobre P.
Para cada f € k(C)* defina

op(f) 1= (05, (), vp, () €N

Sejam m, h € k(C)* tais que mpOp = mOp e Cp = hOp. Tome
a = vp(m) e [B:=wvp(h).

Ao longo do texto serd comum encontrar abusos como v(mp), v(Cp), v(wp) onde se trata na
verdade da valorizagdo do mergulho no corpo de fungoes racionais. Por fim, para t+ ,...,t%
; Py » VP,
parametros locais nestes pontos usaremos, por simplicidade, a seguinte convencao: para a =
(a1,...,as) € Z°
a ,__ 301 as
tp =15 .. 15 € E(C).
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Além disso, denotamos |a| = a1 + ...+ as.

Dado P € C um ponto singular definimos C' = Cp como sendo a curva obtida resolvendo
a singularidade P de C. Denotaremos por g o seu género e para & : C — C o morfismo natural

tome w 1= ¢ (wz)-

Lema 4.1.1. Seja P € C um ponto singular, entdo:

(i) se g > 1 entdo existe f € H(w) com vp(f) = B;
(ii) se C € nio hipereliptica entio existe f € HO(w) com vp(f) = B+ u com |u| = 1;

(iii) se C ¢ hipereliptica e § > 2 entio existe f € H(w) com vp(f) = B +u com |u| =1 ou 2

Demonstragio. Seja P um ponto de C que estd sobre P. Por [29, Lem 3.3] encontramos uma
diferencial ¢ € H(@) C H%w) tal que vp(p) =0, vg(n) = 1 e vs() = 1 ou 2, se, respectiva-
mente, as condi¢oes (i), (ii) ou (iii) se aplicam. Entao escreva p = fA, como vp(\) = —f, por

construcgao, segue o resultado. O

Para o que segue se F é um feixe coerente em C e se ¢ : Sym™ H°(F) — H°(F") é o

morfismo natural, denotaremos entao

HY(F)™ := ¢(Sym™ H°(F)). (4.1)

Isto posto, estendemos abaixo o Lema 3.2 de [29], que trata do caso unirramificado, para
um numero arbitrario de ramos. Na verdade apenas enunciaremos o resultado e deixaremos
sua prova para o proximo capitulo. Este lema corresponde a parte mais ardua da prova, e nos
possibilita levar o nosso estudo para o campo local em um primeiro momento e, a posteriori,
transformar afirmacido de Noether em problema totalmente combinatorial como serd mostrado

no préximo capitulo.
Lema 4.1.2. Seja P € C' um ponto singular, entdo o mapa

wp

Ho(w)» —
(@) =

€ sobrejetivo para todo n > 2 nos sequintes casos:

(i) 1l = 20— 1,
(ii) |e| =1 se existe fo € HY(w) com vp(fo) = B;

(iii) |e| = 0 se existem fo, f1 € H(w) com vp(fy) =B e vp(fi) = B +u com |u| =1 ou 2.

Um outro resultado a ser usado adiante é o seguinte.

Lema 4.1.3. Seja P € C um ponto de multiplicidade pelo menos 3. Se C é hipereliptica e § > 2,
entao
Sym"HY(C,w) — H%C,o")

sao sobrejetivos para n > 1.
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Demonstragao. Basta observar que a demonstragao de [29, Lema 3.6], que é um pouco técnica,
ndo depende essencialmente de P ser unirramificado, mas apenas de ser um ponto ao menos
triplo. O

Agora considere um feixe livre de torgdo F de posto 1 em C. Note que se x(F) > g entdo
h'(F) = 0 do contrario, por dualidade, temos uma injecio F < w e portanto x(F) < x(w).

Seja G o lugar Gorenstein de C' ou, equivalentemente, o maior subesquema ao qual a

restricdo de w é localmente livre. Vale a férmula:
degs(w") =n(2g —2—mn) paratodon >1 (4.2)

onde 7 foi definido em (3.3). De fato, a igualdade para n = 1 vem da prépria definigao de 7, ao

passo que para n > 2 é decorrente do feixe restrito ser um fibrado. Portanto
degg(w") —degg(w) = (n—1)(29 —2—n)
=m-1g—2)+(g—mn)-

Por outro lado, pela prova de [9, Prp. 28], temos que g > 7. Logo se g > 2 entéo y(w™) > x(w) =

g — 1 e seguem, do que dissemos acima, as seguintes igualdades
hY(w™) =0 para todo n > 2 (4.3)
que serdo muito uteis no decorrer do capitulo.
Para os préximos resultados mergulharemos w em K via A. Por [27, Lem 2.8] temos
wp =Cp C wp.

Além disso wg = wg para todo @ # P, qualquer que seja o mergulho comum de w e @, posto

que tais stalks coincidem por construcao.
Lema 4.1.4. Se g > 2 entdo os morfismos
Sym"HY(C,w) — HC,w")/H°(C,a")

sao sobrejetivos paran > 1.

Demonstragdo. Forme a sequéncia exata longa
0— H'@") — H°(w") % HY(W"/&") — HY (&™) — H'(W").

Temos que h'(w) = h'(©) = 1 pois tratam-se de feixes dualizantes em C' e (a menos de imagem
direta) em C. Por outro lado g > § > 2, logo aplicando (4.3) a C e C temos h'(w™) = h*(@") = 0

para todo n > 2. Portanto u é sobrejetiva e segue que

H(w")/HO(@") = H(W" /") = wip /b
Entdo basta mostrar que Sym” H%(w) — w'b /&% sdo sobrejetivas, mas como visto acima wp = Cp
e Sym" H°(w) — HY(w)" sdo sobrejetivas por definicio, entdo basta mostrar que H°(w)® —

wp/Ch sao sobrejetivas para n > 1. Uma vez que g > 2 temos que o Lema 4.1.1.(i),(iii) nos

propicia usar o Lema 4.1.2.(iii) e segue o resultado. O
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4.2 Demonstracao Intrinseca de Max Noether

E agora provamos a afirmacdo de Noether em sua méxima generalidade, a menos da

prova do Lema 4.1.2 que faremos no capitulo seguinte.

Teorema 4.2.1. Seja C' uma curva integral , ndo hipereliptica, completa sobre um corpo alge-

bricamente fechado. Entdo os morfismos naturais
Sym"HO(C,w) — H°(C,w")

sao sobrejetivos para n > 1.

Demonstragdo. Se C' é Gorenstein ja vimos no capitulo anterior que o resultado vale, do contrario
fazemos indugdo sobre o niimero de pontos nao-Gorenstein. Suponha que C' possui apenas um

ponto nao Goreinstein P e seja C a curva que ele define como antes.

Se g = 0 entdo h%(@") = 0 para n > 1. E, como g > 2 pois C é ndao Gorenstein, temos
h'(w™) = 0 para n > 2 por (4.3). Por outro lado dim(H"(w)") > dim(wl’%/t;(%_l)(}}é) para
n > 2 e, pelo Lema 4.1.2.(i), segue que para n > 2

dim(H®(w")) = A (w™) = A (w™) — KO (&™)
= deg(w") — deg(@™) — h'(@")
= dim(wp/0p) — (2n — 1)

P
= dim(wp/Cp) — (2n — 1)
P

e obtemos assim o resultado para g = 0.

Se g = 1 entdo wz = O e, em particular, H(@)" = H%(&"). Por outro lado se § = 1,
pelos Lemas 4.1.1.(i) e 4.1.2.(ii), temos que o mapa H°(w)" — wi/tp'CR é sobrejetivo. Como
HO@) = HY(w)Nap = H(w) NCp segue que HO(w)"/HO(@)" — wib/tp'CH é sobrejetivo o que

nos leva a

dim(HO(w™)/HY@)") = dim(HO(w")/HO&"))
= ho(w") — ho(@")
= deg(w") — deg(@™) — h! (@™)

P

= dim(wp/Cph) — 1

Wp/tp Cp)
HO(w)"/H(@)").
logo dim(H°(w")) < dim(H(w)™) e segue o resultado se g = 1.

Agora assuma que g > 2, como P é nao Goreinstein entdo tem multiplicidade pelo
menos 3. Logo se C é hipereliptica, pelo Lema 4.1.3, o mapa Sym"H%(C,w) — HY(C,a") é
sobrejetivo. Se C' é ndo hipereliptica segue Sym™HY(C,&) — H°(C,&") é sobrejetivo pois Cé
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Goreinstein dado que P é o tnico ponto nao Goreinstein de C' e, j4 vimos no capitulo anterior,
as sobrejecoes de Noether valem no caso Gorenstein. Por fim, pelo Lema 4.1.4, temos que a
aplicacdo Sym"HY(C,w) — H°(C,w")/H"(C,&"™) é sobrejetiva se g > 2, entdo o Teorema é
valido para C com apenas um ponto nao Goreinstein.

Se C' tiver mais de um ponto nao Goreinstein defina C' resolvendo algum destes pontos.
Entdo, por inducdo, o mapa Sym"H°(C,@) — H°(C,&") é sobrejetivo para n > 1 e, pelo
Lema 4.1.4, temos que Sym"H(C,w) — HO(C,w™)/H(C,&") é sobrejetiva, pois C é nao-

Gorenstein, portanto g > 2 e segue o resultado. O
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5 Um Problema Combinatorial

Como dissemos antes, a partir de agora comecamos a adentrar na parte local de nosso
estudo tendo como objetivo transformé-lo em um problema totalmente combinatorial, como
indica o titulo deste capitulo. A tarefa é provar o Lema 4.1.2 que é o que falta para completar
a demonstragdo do Teorema 4.2.1. Toda a notacdo aqui usada foi herdada dos dois capitulos

anteriores.

5.1 Do Global ao Local

O ponto chave que conecta a analise que fizemos até aqui — toda ela global — com a
estrutura local da singularidade é a equagdo a seguir cuja prova pode ser encontrada em [27,
Lem.6.1] e é uma releitura de [41, p. 117 bot]

wP:HO(w)+Cp. (5.1)

Esta igualdade ja pressupGe as convengoes que fizemos com relagdo ao mergulho de w. Em

particular temos que H%(w) C Op pois wp C Op, e daf decorre que
wih = H(w)" + Cp. (5.2)
Portanto a inclusdo H%(w) C wp induz morfismos lineares sobrejetivos
HO(w)" - w"/Cp. (5.3)
Entao basta mostrar que para todo n > 2 temos a igualdade
Cp/tpCh = HO(w)" NCp (5.4)

onde € é o mesmo do enunciado do Lema 4.1.2 e a barra denota classe médulo ¢ °Cp.

Temos a seguinte sequéncia de inclusoes:
Cp DtpCh DtpCH D ... DtpCh

A nossa estratégia serd provar a igualdade (5.4) para n = 2 e, a partir dela, mostrar que
tpCp 1t /tpCh = HO(w)" N Cp para todo n > 3. Faremos isto de uma forma totalmente combi-

natorial como veremos a seguir.

5.2 Do Local ao Combinatorial

A partir de agora comegaremos a evocar algumas defini¢des e resultados da Secao 1.2

que tornarao possivel transformar o nosso estudo em problema vetorial em N°. A primeira delas
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é perceber que, se P € C é um ponto singular entdo S := vp(Op) é um semigrupo local em
N?* pela Proposi¢do 1.2.7. Note que aqui os invariantes que introduzimos no capitulo anterior
podem ser vistos como invariantes do semigrupo. De fato, a é o menor elemento nao nulo de S

e [ é seu condutor.

Além disso, temos w satisfazendo as inclusoes (3.2) para todo ponto singular e, em par-
ticular,
Op Cwp C 613. (5.5)

Esta “normalizacdo"de wp nos permite obter a seguinte igualdade, essencial para tudo o que se
segue,
vp(wp) =K (5.6)

Este resultado pode aqui ser obtido de dois modos a saber: por um lado podemos combinar [41,
Thm. 2.8] com o fato de que vp(A) = —f e por outro usar a lei de reciprocidade provada em [41,
Thm. 1.7], com ela temos que wp é um ideal canénico no sentido da Se¢do 1.1.1, mais ainda o

encaixe (5.5) implica (5.6) pela Proposicao 1.3.2.

E, por fim, usaremos o Teorema 1.3.3 para transformar o que queremos demonstrar em
um problema de encontrar “sequéncias continuas em N*". Na verdade provaremos que

Cp/tﬁ_an = H%(w)2NCp. (5.7)

Este é o ponto chave da demonstraco, o restante, como veremos no final, é consequéncia imediata
disto.

Agora apresentamos a versao combinatorial de (5.7):
Teorema 5.2.1. Seja S um semigrupo bom e local e com ideal relativo candnico K. Sejam «

e B seu menor elemento e condutor respectivamente e seja K° := {a € K|0 < a < §}. Entdo

existe uma sequéncia em N*
ap=p<az<az<...<ap_q <20-a (5.8)
tal que
a; € K°+K°:={a+0bl|a,be K}

para todo i € {1,...,|8 — «af}.

De fato, se a € K° entdo existe f € H’(w) tal que vp(f) = a por (5.1). Por outro lado,
uma sequéncia como (5.8) implica na existéncia de |3 — a| elementos em H%(w)? N Cp que sdo
linearmente independentes mod t#~*Cp pelo Teorema 1.3.3, mas |8 — a corresponde a dimensao
de Cp/t8—Cp.

Para o que se segue fixaremos as seguintes notagoes:
o' = min(ia, B);
m = o maior inteiro tal que o/ = (m 4 1)a;
= 0 maior inteiro tal que (m+ 1)a < §;

r = o menor inteiro tal que (r + 2)a > .
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5.3 Resolvendo o Problema

Vamos demonstrar o Teorema 5.2.1 em trés passos a saber: A menos de soma com j3

+1

iremos de 0 a ma, deste a & — a e por fim chegamos a § — & como mostra a figura abaixo.

r--9--0--0e@20—«a

- |
° i_ ?ﬁ—l—ma
1
- p—
o L
- p—
.rai : :
P
® ' 5
——————————— > o 69---
1 |
.ma I
|
" |
|
. I
|
o |
|
1

o
v

Figura 1 — Sequéncia saturada de § a 28 — a nas hipdteses do Teorema 5.2.1

A parte mais delicada é a primeira e a enunciaremos como um resultado independente a
seguir. O motivo é que esta é justamente uma abordagem alternativa, e um pouco mais geral,

para o Lema 3.1 de [11] que é ponto central da demonstracdo 14 encontrada.
Lema 5.3.1. Eziste uma sequéncia
ﬂ:c0<cl<...<ci<...<cm‘a|_1<,B+ma (5.9)

tal que ¢; € K° +K° para todo i € {0,...,m|a| —1}.

Demonstragdo. Para todo i € N* defina
Ri:={aeN|(i—1)a<a<ia}
e seja n o menor inteiro tal que R, NS # 0.
Pela definicao de K é imediato observar as seguintes inclusoes
A ={f—-la+b|0<b<acom|a—b>2} CK"° (5.10)
para todo 1 <[ <n — 1. Entao temos que
A1+ ja CK°+K° for 1<j<m.

E toda sequéncia como (5.9) tal que ¢;j = 8+ i estd contida em K° +K°, a menos dos pontos

Cila|—1 que tém de ser da forma f + i — e; para algum j.
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Figura 2 — Correspondéncia das regides R;s com os respectivos A;s.

Seja d € R, NS temos que
d+ ka C K° (5.11)

para 0 < k <m —n+1 e, além disso,
B+ioc—ej€ Ai+d+ka parai=n—1+kealgum j. (5.12)

De fato, um elemento genérico de A; + d + ka pode ser escrito como S+ (n—1l+k—1)a+u+b

onde d = (n — 1)a + u, tome b := (v — u) — e; tal que b > 0 e a afirmagéo segue.

Para encontrar os desejados ¢;4|—1’s, devido a (5.10), (5.11) e (5.12), basta mostrar que
para todo i € {1,...,m} podemos encontrar k € {0,...,m—n+1} el € {1,...,n—1} tais que
i =n—1+k, mas isto é imediato da variagao destes indices, logo tomando ¢;o|_1 = +ia —¢;

para todo 1 < i < m segue o resultado. O

Para irmos de 3 + ma a 3 + o'+ — « considere os elementos

a=p+am™ —a+u

2 _ o't1. Para vermos que estdo em

param§i<reO:vio<vi1<...<vi|ai+2_ai+1|<o/+
note que se m < ¢ < r entao o't — ot a portanto 8 — a + v;; 1 e,
K° + K° not <i<rentio 0 < at? -t < tant + v € A C K°

como o't! € 8° C K°, segue a afirmacao.
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ﬂ+0£m+2 —a B_I_ &H—l —a
(r+2)a o —atu
B+ ma

—
=3

Y

e e e e e e e -

Figura 3 — Caminho de 3+ maa B+a ™' —a+u

"1 _ o a 28— primeiro escreva 8 = "t 4-u, observe que 0 < u < a,

Para irmos de S+«
e considere

a=p+a" —a+u

para 0 = up < up < ... < yp—1 < u. O raciocinio ¢ semelhante ao anterior para que estejam

em K° + K° e, com isso, fica demonstrado o Teorema 5.2.1.

5.4 Completando a Demonstracao

O fim da demonstragao do Lema 4.1.2, e portanto do Teorema 4.2.1, segue essencialmente

combinatorial embora ainda vamos estar fazendo a ponte entre o anel e o semigrupo.

Primeiro denote por e; o vetor unitario encontrado no Lema 5.3.1 tal que cjo—1 = 8 +
a—epetome o:=fF—e —e, de modo que o > —aed:= [ — o0+ e. Note que 0| = 3.

Vamos mostrar que

t7C%/t7°C% = HO(w)2 Nt—C3. (5.13)
E imediato que 28 — § = 20 + e,. Considere entdo o conjunto
By:={aeN° |26 —-—a<a<20},

temos que
B, C A1 + Al,
logo vale (5.13) e obtemos o item (i) do Lema 4.1.2 para n = 2.

Agora mostraremos que se (ii) ou (iii) vale entao

t0CH/t=Ch = HO(w)2 Nt—oC. (5.14)

Se vale (ii) entdo temos que 8 € vp(H’(w)). Considere entdo o conjunto

By:={aeN°|28—-6<a<28and |28 —al>1},
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como By C Aj + [ segue que (5.14) vale se (ii) valer.
Se (iii) vale, ou seja, se 8+ v € vp(H"(w)) com |v| = 1 or 2 entdo mostra-se que

{aeN*|20—a<a<2fand0< 20 —a| <1} C A +p+v

e temos (5.14) em ambos os casos pois, similarmente ao caso anterior, f + v € vp(H%(w)). E
obtemos o Lema 4.1.2 para n = 2 por meio de (5.7), (5.13) e (5.14).

Vamos mostrar agora para n = 3. Tome a sequencia
B=bg <bg41 < .- < byg—5 < byg 4 =20 (5.15)
tal que |b;| =i e note que toda ela estd em K° 4+ K°. Entdo a sequéncia
20+en=PF—e+o<bg +o<bgy+o<...<byg_sto=30 (5.16)

estd contida em K° + K° + K° pois 0 e § — ey estdo em K°. Denote por ¢’ = 2(8 — o) + e, temos
que
38— =30+ e,

A unifio das sequencias (5.15) e (5.16) nos da Cp/t=9C3 = HO(w)3 N Cp. Além disso,
10| =2|8—c|+]e]=2%x2+1=5
e portanto (i) estd provado para n = 3.

Para provar (i) no caso de um n qualquer assuma que podemos obter uma sequencia

8= bw < b\5|+1 <...< b(n—l)\ﬁ|—(2(n—1)—1)—1 = (n - 1)0’ (517)

tal que |b;| =i e b; € (n — 1)K°. Agora, se n > 4 adicione o aos ultimos || — 2 elementos
de (5.17) e tome a unido desta sequencia com (5.17) formando uma nova sequencia ligando
8 a no. Como o € K° todos os elementos estdao em nK° e entdo provamos por inducdo que
Cp/t=<C}p = HO(w)" N Cp para € = (n — 1)(B — o) + e,. Como

lel=Mm—-1|B—0c|l+|eel=(n—1)x2+1=2n—1

temos o Lema 4.1.2.(i) para todo n. Para obtermos (ii) e (iii) o argumento é similar trocando o

por .
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6 Maximalidade com Condutor Fixo

Neste capitulo apresentaremos uma demonstracao alternativa do Teorema de Max No-
ether. Ela valerd para toda curva cujos pontos nao-Gorenstein ou sdo quase-Gorenstein ou sao
birramificados no pior dos casos. O capitulo mescla a abordagem extrinseca com caracteisticas
locais que os pontos possam ter. O ganho seria uma prova mais simples, a menos de resulta-
dos herdados da Algebra Comutativa. E o interesse, mais do que a prova em si, é o link do
resultado de Noether com uma propriedade conhecida, e desejavel, da teoria de anéis locais

unidimensionais, a saber, a mazimalidade com condutor fixo como veremos na sequéncia.

Na verdade, nao é propriamente que a prova so vale no caso até birramificado, mas sim que
ela depende de um resultado ja provado neste caso e aberto em geral. E aqui até enfraquecemos

as hipéteses de uma possivel generalizagdo que nos possa ser util.

6.1 Demonstracao

Esta segdo se baseia fortemente em [7] e [8] que tratam de anéis unidimesionais reduzidos
e analiticamente nao ramificados com (possivelmente) varios primos minimais o que, claramente,
foge ao nosso interesse, mas o leitor habituado verda que em tudo o que se refere a dimensdes
relativas e propriedades inerentes de anéis, médulos e ideais fracionarios, que é o caso aqui,
nada se perde se adotamos a convenc¢ao a seguir. Desta forma todo o material desenvolvido no

Capitulo 1 se aplica perfeitamente neste.

Convencao 6.1.1. Para o que se seque, um anel local A € um dominio local cujo corpo de
fragoes K(A) é um corpo de fungoes algébricas em uma varidvel sobre um corpo de escalares k.

O exemplo tipico € o anel local de uma curva integral que € o nosso caso.

Comegamos introduzindo o conceito principal do capitulo.

Definigio 6.1.1. Seja A um anel local e K(A) seu corpo de fracoes. E seja também A o fecho
inteiro de A em K(A). Dizemos que A é mazimal com condutor fizo se para todo anel T tal que

A G T C A, dito um sobreanel de A, temos que a seguinte inclusio de condutores é estrita

(T:A) D (A:A).

Para as definicoes de condutor e resultados correlatos ver a Seciao 1.1.1.

Abaixo apresentamos o resultado que nos possibilita conectar o tema central deste tra-
balho com um campo de pesquisa da Algebra Comutativa. Sua prova pode ser encontrada em
[8, Thm. 4.6, Cor 4.7]. Para enuncid-lo, e adaptando a linguagem para o nosso caso, definimos
como ramo de um anel local A (o ideal primo de) um anel local R que seja regular (ou equi-

valentemente normal) tal que A C R C K(A). A linguagem ¢é herdada da geometria de curvas
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algebroides singulares onde os ramos correspondem a suas componentes irredutiveis. No nosso
caso de uma curva irredutivel C singular em P, os ramos de seu anel local sdo os primos cor-
respondentes aos pontos de C' que projetam sobre P. Pedimos ao leitor que também recorde as

definicoes e resultados da Segao 1.1.2.

Teorema 6.1.2 (Barucci, D’Anna, Froberg). Seja A um anel local com ideal maximal m tal
que A/m € algebricamente fechado. Suponha que A possui no mdzximo dois ramos. Entio A é

mazimal com condutor fixo se, e somente se, A é Gorenstein ou Kunz.

O que nos permite ir adiante é que, pela Defini¢ao/Lema 1.1.9.3.(ii), temos que todo
anel Kunz é quase-Gorenstein. Por outro lado, ja vimos pelo Teorema 3.3.3 que, é possivel obter
uma prova geométrica da afirmagao de Noether para toda curva com no maximo um ponto nao-
Gorenstein cujo anel local é quase-Gorenstein, que sdo as curvas nearly Gorenstein. Mesclando
estes dois fatos com o resultado acima, pode-se pensar em uma prova independente no caso até

birramificado que é o que faremos a seguir, para tal usamos o seguinte lema.

Lema 6.1.3. Seja A um anel local e K o ideal candonico de v(A). Seja também T um anel tal
que A C T C A. Entdo

v(T)CK <= (A:A)=(T:A)

Demonstragio. Ver [8, Lem 4.1.]

E agora estamos aptos a provar o seguinte resultado.

Teorema 6.1.4. Suponha que mazimal com condutor fixo implica quase-Gorenstein para anéis
locais com até s ramos. Entdo vale a afirmagdo de Noether para curvas cujos pontos nao-

Gorenstein tém até s ramos. Em particular esta € vdlida para s < 2.

Demonstragdo. Comegamos comentando o enunciado, o “em particular'segue do Teorema 6.1.2
provado apenas para s < 2 pois, neste caso, Kunz implica quase-Gorenstein. Pelo que sabemos
o resultado geral para s arbitrario estd em aberto. Por outro lado, repare que exigimos menos
de sua generalizacao para obter o que queremos pois, como vimos, Kunz é mais forte que quase-

Gorenstein.

E agora provamos o resultado. Seja C' uma curva, P € C um ponto nao-Gorenstein e Op

o seu anel local. Se Op é maximal com condutor fixo entdao, por hipdtese, é quase Gorenstein.

Considere entdo a curva C# obtida resolvendo todas as singularidades ndo Gorenstein
distintas de P. Por construcio temos um morfismo birracional C# — C, entdo podemos
identificar k(C#) = k(C) e tomarmos

H(w#) ¢ H(w) (6.1)

onde w# é o dualizante de C#.
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Agora utilize a mesma diferencial \, usada para C até aqui, para mergulhar w?# em

K. Por [27, Lems. 2.8 e 6.1], temos que wﬁ ¢é determinado pelo condutor do anel local, mas
Oc# p = Oc,p por construgao, logo

wﬁ = wp. (6.2)

Por outro lado, C# tem apenas um ponto niao-Gorenstein e que é quase-Gorenstein. Segue que
C# ¢ nearly Gorenstein e satisfaz a afirmacao de Noether pelo Teorema 3.3.3. Agora, repare
o leitor que pela demonstracdo do Teorema 4.2.1, pode-se ver que o Lema 4.1.2 ndo é apenas
suficiente para se obter a igualdade H°(w)" = H°(w") (que prova o teorema); ele é também

necessario. Logo o lema é valido para C*# e temos, por (6.1) e (6.2), a seguinte relagio
HO(w)" > HO(W#)" — ()" /tCp = wp/t™CP (6.3)
onde a aplicacdo do meio é sobrejetiva, pois C# satisfaz Noether, e onde ¢ é como no Lema

4.1.2.

Entao vamos a prova. Tome P € C' nao-Gorenstein, se Op é maximal com condutor fixo,

pelo que foi dito acima, temos (6.3) que é o que queremos. Do contrério existe, O} tal que
Op & (9}3 C 613

e, por outro lado,

Cp = (O : Op) = (Op : Op) = Cp

Entao podem acontecer trés coisas:

(I) Op élocal e maximal com condutor fixo;
(II) O3 é semilocal;
(III) O3 é local, mas nao é maximal com condutor fixo.

Se vale (I) entdo considere a, Ginica a menos de isomorfismo, dessingularizacao parcial C*

de C' com morfismo ¢* : C* — C satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) existe um unico ponto P* € C* com ¢*(P*) = P;
(ii) Oc-,p- = Op;
(iii) C*\{P*} = C\ {P}.
Como Cp+ = Cp = Cp aplica-se o mesmo raciocinio inicial trocando C' por C* até chegarmos em
(6.3).

Se vale (IT), do Lema 6.1.3, temos que vp(Op) C K, mas se Op nao ¢é local temos que
vp(Op) tem algum elemento com componente nula, em particular K tem algum elemento com
componente nula, mas a obtencdo dos mapas sobrejetivos que queremos é imediata neste caso,

como observado em um comentéario que aparece na prova de [11, Lema 3.1].

E, por fim, se vale (III) considere C* e P* como definidos em (I). Troque C por C* e P

por P* e recomece o processo, que naturalmente termina pois dim(Op/Op) < oc. O
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6.2 Equivaléncias

Terminamos o trabalho apresentando uma caracterizacao, no fundo, de hipereliticidade,
que j& aparece em [11], e cuja prova depende da generalizagao de Max Noether. Para tal, recor-

damos os conceitos de indice de Clifford e cohomologia de Koszul.

Seja F um feixe livre de torgao de posto 1 em C. De acordo com [5, p. 363 Dfn. 2.2 (7)],

introduzimos o indice de Clifford de C' como:

Cliff(C) = min{deg F — 2(h°(F) — 1); h°(F) > 2 e h'(F) > 2}.
De acordo com [1, 20|, considere o complexo

AN HY(F) o HO(FT ) frg NP HC(F) ® HY(F?) #rg NPITHY(F) @ HO(FTHY). (6.4)

O quociente
K, .(C,F) = ker(gbiq)/im( 1)

pq

é a (p, q)-ésima cohomologia de Koszul de F.

Relembremos a conjectura de Green para curvas suaves [20]:

K,2(C,w) =0 < p < Cliff (C).

Ela foi provada para curvas regulares em geral por C. Voisin em [44, 45] e também para

uma classe de curvas singulares como pode ser visto em [6, 18].

O interessante é que se costuma dizer, no caso suave, que a conjectura para p = 0
corresponde precisamente ao resultado de Noether. Na verdade isto pode ser estendido até o

caso Gorenstein, no maximo, como veremos.

De fato, tomando p =0, ¢ =2 e F = w em (6.4) temos

1
0,2

H(w) ®» H(w) =3 HY(w?*) — 0

Dizer que Ko 2 = 0 equivale entao a dizer que qbéz é sobrejetiva, ou seja, Noether para n = 2. Mas
vimos no capitulo anterior que se temos a afirmagao para n = 2 deduz-se desta as sobrejetividades

de ordem superior imediatamente.

Por outro lado, em [15, App| prova-se que Cliff(C') = 0 se, e somente se, C' é hipereliptica
ou tem um unico ponto singular e ideal maximal coincide com o condutor e, além disso, é
racional. Tais curvas (mesmo nao-racionais) com esta propriedade aparecem muito na literatura.
H4 quem as chame de “curvas de Serre", que as tratava por “curvas definidas por um maédulo".
Em [27, Thm. 3.4] sao ditas nearly normais e caracterizadas geometricamente no caso em que
sdo racionais. Como tais curvas sdo necessariamente nao-Gorenstein, temos de inclui-las na
equivaléncia se quisermos generalizar a conjectura de Green para p = 0 e C' integral. Na verdade
podemos ampliar as equivaléncias, como no resultado abaixo que fecha este trabalho, e completa
as que ainda dependiam de birramificidade. A primeira delas (i)<(ii) corresponde ao resultado

de Rosenlicht [36, Thm. 17]; as outras foram comentadas acima.
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Teorema 6.2.1. Sdo equivalentes:

(i) C é ndo hipereliptica;

(ii) Existe um morfismo birracional C' — C;

(iii) Os mapas Sym™H°(w) — HO(w") sdo sobrejetivos;

(iU) K072(C’,w) = 0,‘

(v) Cliff(C') > 0 ou C € racional nearly normal.
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