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Resumo

Consideramos o peso monomial |z1|4t - |z,[4" em R", onde A4; > 0 é um ntimero
real para cada i = 1,...,n, e fazemos uma exposicao das desigualdades isoperimétrica,
de Sobolev, de Morrey e de Trudinger-Moser envolvendo esse peso. Estas sao andlogas as
desigualdades classicas com a medida de Lebesgue dx substituida por |zt - - - |2, |4 dz.
Para as desigualdades isoperimétrica e de Sobolev, descrevemos a melhor constante e as

fungoes extremais.

Palavras-chave: Desigualdade de Sobolev com peso. Desigualdades isoperimétricas com

uma densidade. Peso monomial.



Abstract

We consider the monomial weight |z1|41 - - - |z,,|** in R", where A; > 0 is a real number
for each ¢ = 1,...,n, and we present the isoperimetric, Sobolev, Morrey, and Trudinger-
Moser inequalities involving this weight. They are the analogue of the classical ones

.

with the Lebesgue measure dz replaced by |z, - |zn |4 dz. For the isoperimetric and

Sobolev inequalities, we describe the best constant and the extremal functions.

Keywords: Weighted Sobolev inequality. Isoperimetric inequalities with a density.

Monomial weight.
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Introducao

Desde a antiguidade, problemas envolvendo desigualdades isoperimétricas tem
chamado a atencao dos pesquisadores. Talvez, o mais famoso destes problemas seja o
que hoje chamamos de Problema de Dido; o qual consistia em determinar a forma de
um dominio com &area maxima, dado o seu perimetro. A resposta para esta questao foi
que o circulo maximiza a area para um dado perimetro. Equivalentemente, dada uma
area fechada por uma curva simples fechada, o circulo minimiza o perimetro. No caso
do plano, a propriedade isoperimétrica do circulo foi estabelecida por Steiner [18] [Veja
também [I10], Capitulo 7].

Um outro modo de ver este problema é através de sua formulacao analitica. Se L é o

perimetro de uma regiao no plano e A sua area, entao
L? > 47 A. (1)

A desigualdade motiva a questao da existéncia e unicidade da forma 6tima da regiao
. 1 s . L2 4 C 1 ~ d ~ .

que atinge o valor maximo m. Como uma generalizacao para dimensoes maiores,

seja w, denotando o volume da esfera unitaria no R”, e 2 C R™ um dominio limitado.

Denotando por 02 seu bordo, entao temos a seguinte desigualdade:
1 1
L, 1(09) > nwy L£,(Q) 7, (2)

onde £,,(E) denota a n—dimensional medida de Lebesgue de E C R”. Seja Br(0) a bola
de raio R, tal que £,(2) = L£,(Bgr(0)). Entao, podemos reescrever ([2) do seguinte modo:

n—1 1
En_l((‘?Ql) > nwy R o 3)
L () 7w (W R

Em geral, a prova destas desigualdades utilizam ferramentas muito sofisticadas de teoria



da medida geométrica. Entretanto, em anos recentes, X. Cabré em [3], [5] forneceu uma
prova alternativa para , além de estender estes resultados para novas desigualdades

isoperimétricas. Neste sentido, estamos interessados nas seguintes desigualdades. Sejam
m(Q) = / zrdr e P(Q) = / 2 do,
Q o9
onde, dado = = (z1,...,2,) E R" e A= (A;,..., A,), definimos o peso monomial
o= | M |2,|?, onde A; >0, parai=1,...,n (4)

e denotaremos

R? = {(z1,...,2,) € R" : 2; > 0 quando A; > 0}. (5)

Entao foi provado em [5], que

: (6)

onde Bf = Bi(0)NR e D= A, +---+ A, +n. Note que, se A =0, isto ¢, A; = 0 para
t=1,---,n, entao de @ reobtemos .

Neste trabalho, faremos uma exposicao das desigualdades de Sobolev, Morrey,
Trudinger-Moser e isoperimétrica em R™ com o peso monominal definido em .

O interesse por essas desigualdades surgiu em [6], onde foi tomado n = 2 em .
Neste artigo, os autores estudaram a regularidade de solugoes estaveis para problemas de
reacao-difusao em dominios limitados de dupla revolucao em R”. Isto é, dominios em RY
que sao invariantes sob rotacao nas primeiras m varidveis e nas tltimas N — m varidveis,
isto é,

ﬁ: {(131,1‘2) cR™ XRN_m: (S: |Z‘1|,t: |ZL’2|) Gﬁz},

onde €y C (R, )? é um dominio limitado.
O primeiro passo para obter o resultado em [0] consistia em obter limitagoes para

algumas integrais da forma

{s7oul + t_ﬁuf} dsdt,
Qo

onde u é qualquer solucao estavel e s e t sao as duas coordenadas radiais descrevendo



(2. Entdo, a partir dessa cota, era necessario que u € L%(£2), com ¢ tdo grande quanto
possivel. Apo6s uma mudanca de variaveis da forma s = o7, t = 772, estabeleceu-se
a seguinte desigualdade de Sobolev. Dados a > —1 e b > —1, foi encontrado o maior

expoente g para o qual

1 1
(/ U“Tb\u]qdadT) ' <C </ J“Tb\Vu|2dad7')
52 ﬁg

¢ valida para todas as funcoes suaves u que somem em €2 N (R,)?, onde Qy = {(o,7) €
(Ry)?: (s=0",t =17172) € Qp} é um dominio limitado arbitrario de (R, ).

Por um lado, obteve-se que u € Loo(fvlg) sempre que o lado direito da equagao ¢é finito
para alguns a, b com a + b < 0. Por outro lado, no caso a + b > 0 foi estabelecido o

seguinte resultado.

Proposicao 0.1 (Veja [6]). Sejam a e b nimeros reais tais que
a>-1, b>-1, e a+b>0.
Seja u uma fungio nao-negativa em CH(R?) tal que
U, <0 e u, <0 em {o>0,7>0}, (7)

com desigualdades estritas no conjunto {u > 0}. FEntdo, existe uma constante C,

dependendo apenas de a e b, tal que
1

3 ;
(/ o7 |u 2*d0d7) <C (/ aaTb|Vu|2dadT) ) (8)
{o>0,7>0} {o>0,7>0}

ondeQ*:% eD=a+0b+2.

Neste trabalho, apresentaremos uma extensao da desigualdade (8)) em R? para o caso
em R™ com qualquer peso da forma 24 = |z;|* - - - |z,|*". Quando A; sdo nimeros nao-
negativos reais, mostraremos na Secao 2.2 que essa desigualdade de Sobolev com pesos é
vélida para qualquer funcao u € C}(R™), e assim a hipotese ((7]) nao é necessaria. Também
demonstraremos as desigualdades de Sobolev com |Vu|? substituida por outras poténcias,
ou seja, |VulP. Na Secao 2.3, descreveremos a melhor constante e as fungoes extremais

envolvidas nestas desigualdades. Para isso, um resultado crucial é a nova desigualdade

4



4 e com melhor constante, exibida na Secdo 2.1. Além disso,

isoperimétrica com o peso x
na Se¢ao 2.4 e 2.5, provamos as desigualdades de Morrey e Trudinger-Moser envolvendo
0 peso monomial.

Antes disso, no Capitulo 1 apresentamos alguns temas que serao importantes no
decorrer do trabalho. Primeiramente, os espagos L?, Holder, Sobolev e Orlicz, definigoes e

propriedades interessantes. Em seguida enunciamos as desigualdades cléssicas de Sobolev,

Morrey e Trudinger-Moser.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao usados no

decorrer do trabalho.

1.1 Espacos L*

No decorrer desta se¢ao, €2 denota um dominio limitado de R™. Para p > 1, LP(Q)
denota o espaco de Banach classico que consiste de classes de equivaléncia de funcoes
mensuraveis em {2 que diferem a menos de um conjunto de medida nula e sao p-integraveis,

isto &, |ulP possui integral finita sobre §2. A norma em LP(2) é definida por

lull, = el o e = ( / ru|de) . (L.1)

Normalmente sao bastante utilizadas as seguintes desigualdades quando estamos
trabalhando com estimativas integrais.

Primeiramente, a desigualdade de Young:

p q
ab < %—I—%; (1.2)

esta desigualdade é valida para ntimeros reais positivos a, b, p, ¢ satisfazendo

1 1
S+ =1
P q

O caso p = ¢ = 2 da desigualdade (|1.2)) é conhecida como desigualdade de Cauchy.



Além disso, temos a desigualdade de Holder, apresentada a seguir.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hélder). Sejam 1 < p, g < oo,
ue LP(Q), ve L), temos

1,1 ~
st = 1. Entao, se

| tuvlde < ey Bl

Demonstragao. Veja [12, Apéndice B.2., p. 622]. [ |

Quando p = ¢ = 2, a desigualdade de Holder se reduz a expressao conhecida como
desigualdade de Schwarz. O fato de que (l.1)) define uma norma em LP(2) ¢ uma
consequéncia da desigualdade de Holder.

Normalmente também utilizamos uma generalizacao da desigualdade de Holder para

m fungoes, uq, ..., u,,, que pertencem respectivamente aos espacos LP', ..., LPm, onde
1 1
—_ . 4+ — =1.
h Pm

A desigualdade resultante, obtida a partir do caso m = 2 por um argumento de
inducao, é

Lmmesmm;wwm,

Agora definiremos a convolugio de uma fungao f € L'(R™) com uma fungao g €

LP(R™).
Teorema 1.2 (Young). Seja f € L*(R") e g € LP(R") com 1 < p < co. Entdo para

quase todo v € R™ a funcdo y — f(x —y)g(y) € integrdavel em R™ e definimos

(Fxo)@) = | Fle=y)gly)dy.
Além disso fxg € LP(R") e
1F*gll, < 11 Mlgll, -

Demonstragao. Veja |2, Teorema 4.15, p. 104]. [ |

Dizemos que uma funcao f : Q@ — R pertence a L} () se fxx € LP(Q) para todo

loc

conjunto compacto K contido em {2.



Além disso, precisamos agora da notagao de multi-indice.
Definigao 1.1. Um vetor da forma o = (ay,--- ,a,), onde cada componente «; é um
inteiro nao-negativo, é chamado multi-indice de ordem

Dado um multi-indice «, definimos

N dllu(z
D) = g G
1 n

Teorema 1.3. Seja f € CH(R"), k > 1, e seja g € L, .(R"). Entdo fxg € C*(R") e,

loc

para todo |a] < k,
D(fxg) = (D*f)*g.

Demonstragao. Veja |2, Proposi¢ao 4.20, p. 107]. [ |

1.2 Espacos de Holder

Dada a equacao de Laplace

Au =0,z € R",
sabemos que sua solucao fundamental I' é dada por

1
Do —y) = T(lz —y)) = § "2~ e
—loglz —y|, n=2.
2m

|l‘_y|2ina n > 27

Para uma funcao integravel f em um dominio €2, o potencial Newtoniano de f ¢é a

funcao w definida em R”™ por

w(z) = / I(z — )£ (y)dy. (1.3)

Além disso, o estudo da equacao de Poisson

Au=f



pode ser fortemente afetado pelo estudo do potencial Newtoniano de f.

Desse modo, se f em (1.3]) pertence a C'2°; escrevemos

w@) = [ Te=9)swdy= [ Tla=)fdy
- [ re) -2,

e assim podemos ver que a fun¢ao w pertencera a C*>°(€2). Se, por outro lado, f é apenas
continua, o potencial Newtoniano w nao é necessariamente duplamente diferenciavel.
Acontece que uma classe de fungoes f convenientes para trabalhar com o potencial
Newtoniano é a classe de fungoes Holder continuas que serao introduzidas agora.

A definicao de continuidade nao é uma definicao quantitativa pois nao nos diz o
quao rapidamente os valores u(y) se aproximam de u(z) quando y — z. O modulo

de continuidade w : [0,00) — [0, 00) de uma fungao continua u, satisfazendo

u(z) = u(y)] < wllz —yl),

pode decrescer arbitrariamente devagar.

Uma maneira tutil de fortalecer a definicao de continuidade é exigir que o moédulo
de continuidade seja proporcional & poténcia |x — y|? para algum expoente 0 < v <
1. Tais fungbes sao ditas Holder continuas, ou Lipschitz continuas, quando v = 1.
Grosseiramente, podemos pensar nas fungoes Holder continuas com expoente vy como
sendo funcoes com derivadas fracionarias limitadas de ordem +.

Assim, seja 2 C R™ abertoe 0 <y < 1. Se u: 2 — R é uma fungao tal que
‘U(JZ‘) - U(y)’ < Clx - yl’Y’ T,y € Qa

para alguma constante C, dizemos que tal fungao é Hdélder continua com expoente 7.

Definigao 1.2. (i) Se u: ) — R é continua e limitada, escrevemos

ullo) = sup u(z)].
€N



(ii) A ~-ésima Holder seminorma de u: Q@ — R ¢é

[ulcor@) == sup {M}a

2yeQ, ay |z —y]
e a y-ésima Holder norma é
ullcon@) = lull @ + [Wcor@)-
Definicao 1.3. O espaco de Holder
ch(Q)
consiste de todas as fungoes u € C*(Q) para as quais a norma

lulloea@ = Y 1D ulle@ + D [DUlcos

|| <k lo|=k
¢é finita.

O espaco C*7(Q) consiste de funcdes u que sdo k vezes diferenciaveis e cujas k-ésimas

derivadas parciais sao Holder continuas com expoente +.

1.3 Espacos de Sobolev

Nesta secao faremos uma breve apresentacao dos espagos de Sobolev. Considere o

seguinte problema. Dada f € C([a,b]), encontre uma funcdo u satisfazendo

—u”‘i‘U:f em [aab]7 (14)

Um solugdo cléssica — ou forte — ¢ uma fungao C? em [a,b] satisfazendo (1.4) no
sentido usual. Agora, multiplique por ¢ € C!([a,b]) a primeira equagao no problema

(1.4) e integre por partes. Obtemos

b b b
/ u' —i—/ wp = / fo, para toda o € C*([a,b]), ¢(a) = p(b) =0. (1.5)

10



Note que faz sentido desde que u € C'([a,b]) (onde necessita que u possua
duas derivadas). Com efeito, ¢ suficiente que u,u’ € L'(a,b). Dizemos que uma fungio
u € C' que satisfaz é uma solucao fraca de . E possivel obter uma solucio
classica ao mostrar que qualquer solucao fraca que ¢ C? é uma solucao classica.

Desse modo, os espacos de Holder introduzidos na secao anterior normalmente nao sao
convenientes para a teoria elementar de EDPs, pois nao conseguimos fazer estimativas
analiticas para demonstrar que as solucoes que construimos de fato pertencem a tais
espacos. O que precisamos sao outros tipos de espagos contendo fungoes "menos suaves",
isto é, que consistem de fungoes que possuem algumas, mas nao muitas, propriedades
de suavidade. Isso nos motiva a definir o espago de Sobolev W?(I), onde I = (a,b) e

1 <p< oo

Wt (1) = {u € LP(I);3g € LP(I) tal que /ugp’ = —/ggp Vo € Cé(])}
I I

Para v € WP, denotamos u’ = g.

O espaco W' munido da norma

lullwrs = Nl o + 1wl

é um espaco de Banach para 1 < p < oo.

Agora, podemos generalizar ainda mais a defini¢cao de espago de Sobolev. Para fazer
isso, comecamos enfraquecendo a definicao de derivada parcial.

Seja C2°(Q2) o espago de fungoes infinitamente diferenciaveis ¢ : 2 — R com suporte

compacto em {2. Chamamos a funcao ¢ € C2° de funcao teste.

1

loe(£2), € @ & um multi-indice. Dizemos que v ¢ a

Definicao 1.4. Suponha que u,v € L

a-ésima derivada parcial de u, denotada por
D% = v,

se

/QuDo‘god:v: (—1)|al/wd:c (1.6)

Q

para todas as fungoes teste ¢ € C'°().

11



Em outras palavras, se dada uma funcao u, existe uma funcao v para a qual
é valida para toda ¢, dizemos que D“u = v no sentido fraco. Dizemos que uma
funcao ¢é fracamente diferencidvel se todas as suas derivadas fracas de primeira ordem
existem e k vezes fracamente diferencidvel se todas as suas derivadas fracas existem para
ordens menores ou iguais a k. Denotamos o espago linear de fungoes k vezes fracamente
diferenciaveis por W*(€Q).

Fixe 1 < p < o0 e k um inteiro nao-negativo. Definimos agora certos espacos de
funcoes cujos elementos possuem derivadas fracas de varias ordens que pertecem a varios

espacos LP.

Definicao 1.5. O espacgo de Sobolev
Whe(Q)

consiste de todas as funcoes localmente soméaveis u : €2 — R tal que para cada multi-indice

a com |a| < k, D*u existe no sentido fraco e pertence a LP(€2), isto &,
WEP(Q) = {u € W*(Q); D*u € LP(Q) para todo |a| < k}.
O espago W#P(€)) munido da norma

<Z|0¢\Sk fQ |Da“|pdm>; (1<p<o0)

ngk ess supg|D%| (p = 00).

||u||wk»p(Q) =

é um espaco de Banach.

Uma norma equivalente ¢é

lllyrsiey = > 1Dl

o<k

Definigao 1.6. Seja {u,,}5°_;, v € W*P(Q). Dizemos que u,, converge para u em
WHkP(Q), denotado

Uy — u em WHP(Q),

se

T = ey = 0

12



Definicao 1.7. Denotamos por

Wy ()
o fecho de C>°(Q) em W*P(Q).

Portanto, u € Wi?(Q) se e somente se existem funcoes u,, € C°() tal que u,, — u

em WHP(Q). Interpretamos W, (€) como sendo as funcoes u € W*P(Q) tais que
D% = 0 em 0f para todo |a] < k — 1.
Além disso, temos um resultado que nos garante uma aproximacao global por fungoes
suaves dada uma fungao u € W?(Q).
Teorema 1.4. O subspago C*(Q2) N W*P(Q) ¢ denso em WFP(Q).

Demonstragao. Veja [13, Teorema 7.9, p. 154]. [ |

A seguir enunciamos algumas propriedades que sao claramente validas para fungoes

suaves, porém fungoes no espaco de Sobolev nao sao necessariamente suaves.

Teorema 1.5 (Propriedades da derivada fraca). Assuma que u,v € W*P(Q), |a| < k.

Entao

(i) D € Wk=lelr(Q) e DP(D*u) = D*(DPu) = D**Pu para todos os multi-indices
a, B com |al + |B] < k.

(ii) Para cada N\, € R, Au+ pv € WFP(Q) e D¥(Au + pv) = AD%u + uD, |a| < k.

Demonstra¢ao. Veja [12, Teorema 1, p. 247]. [ |

1.4 Espacgos de Orlicz

Os espagos de Orlicz foram introduzidos como uma generalizagao natural dos espagos
classicos de Lebesgue LP, 1 < p < co. Para essa generalizagao, a funcao = que aparece
na definicao do espaco LP é substituida por uma funcao convexa mais geral A, a qual é

chamada N-fung¢ao. Definimos uma N-fungao da seguinte maneira.

Definigao 1.8. Seja a uma fungao real definida em [0, 00) com as seguintes propriedades:

13



(a) a(0) =0, a(t) > 0set >0, limy_, a(t) = oo;
(b) a & nao-decrescente, isto é, s > t implica a(s) > a(t);
(c) a é continua pela direita, isto é, se t > 0, entao lim, 4+ a(s) = a(t).

Entao a fungao real A definida em [0, c0) por

é chamada uma N-funcao.
Podemos verificar que tal N-fungao A possui as seguintes propriedades:
(i) A ¢é continua em [0, 00);
(ii) A é estritamente crescente, isto ¢, s >t > 0 implica A(s) > A(t);

(iii) A é convexa, isto é, se s,t > 0e 0 <\ < 1, entdo

AXs + (1 = M)t) < NA(s) + (1 — N A(%);

(iv) limy0 A(t)/t =0, e lim; o A(t)/t = o0
(v) se s >t >0, entao A(s)/s > A(t)/t.

As propriedades (i), (iii) e (iv) podem ser usadas para definir uma N-fun¢do pois
elas implicam a existéncia de uma representacao de A na forma ((1.7) onde a possui as
propriedades (a)-(c).

As funcgoes a seguir sao exemplos de N-funcoes:

)
)
y=¢e" -1, 1<p<oo,
)

14



Dizemos que uma N-funcao satisfaz uma condi¢ciao As global se existe uma constante

positiva k tal que para todo t > 0,
A(2t) < EA(t). (1.8)

Este é o caso se, e somente se, para todo r > 1 existe uma constante positiva k = k(r) tal
que para todo t > 0,
A(rt) < kA(t). (1.9)

Similarmente, A satisfaz uma condiciao Ay prozimo do infinito se existe to > 0 tal que
(1.8) (ou equivalentemente (1.9) com r > 1) é valida para todo t > t,. Além disso, t,

pode ser substituido por qualquer niimero positivo menor ¢;, pois se t; <t < tj, entao

A(rt) <

Podemos verificar que A satisfaz uma condigao A, global (ou proximo do infinito) se,

e somente se, existe uma constante positiva finita ¢ tal que

%ta(t) < A(t) < talt)

é valida para todo t > 0 (ou para todo t >ty > 0), onde A é dado por ((1.7)).
Agora definimos a classe de Orlicz K4(£2). Seja 2 um dominio em R” e seja A uma
N-fungao. A classe de Orlicz K4(£2) é o conjunto de todas as fungées mensuraveis u

definidas em €2 que satisfazem

/QA(]u(I)Ddx < .

Como A é convexa, K 4(€2) é sempre um conjunto convexo de fung¢oes mas pode nao
ser um espago vetorial, isto é, pode existir u € K4(2) e A > 0 tal que Au ¢ K4(2).

Dizemos que o par (A,Q) é A-regular se
(a) A satisfaz uma condi¢do A, global, ou
(b) A satisfaz uma condigado Ay proximo do infinito e  possui volume finito.

Lema 1.1. K4(Q2) é um espago vetorial (sob adi¢ao pontual e multiplicagao escalar) se,
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e somente se, (A, Q) é A-regular.
Demonstrac¢ao. Veja [1, Lema 8.8, p. 267.] [

O espago de Orlicz La(§2) é o span linear da classe de Orlicz K4(Q2), isto é, é o
menor espago vetorial (sob adigdo pontual e multiplicagdo escalar) que contem K 4(€2).
Evidentemente, L4(€2) contem todos os multiplos escalares Au de elementos u € K4(£2).
Portanto, K4(€2) C L4(£2), onde os conjuntos sao iguais se, e somente se, (A,Q) é A-
regular.

O funcional

[ —inf{K >0 /QA (‘“;f)’) dr < 1}

¢ uma norma em L(Q2). Esta é chamada norma de Luxemburgo. O infimo ¢é atingido.

De fato, se K decresce para ||u|| , na desigualdade

/QA <@) do <1, (1.10)

obtemos por convergéncia monotona

/QA <%) do < 1. (1.11)

A igualdade pode nao ser atingida em ((1.11)) mas se a igualdade vale em ((1.10)), entéo
K = [|ull,-

Teorema 1.6. L4(Q2) é um espago de Banach com respeito a norma de Luzemburgo.

Exemplo 1.1. A N-funcdo A,(t) = t"/p, 1 < p < oo, satisfaz uma condi¢do A, global.
Desse modo,

LP(Q) = La (Q) = Ka ().

Além disso, ull , = p~7 [|ull,.

1.5 Desigualdades Classicas de Sobolev

Considerando inicialmente o espago de Sobolev WP(), nos perguntamos o seguinte:

se uma fungao u pertence a W1P(Q), ela pertence automaticamente a algum outro espago?
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A resposta sera "sim", mas & qual espaco depende se

I <p<n,
p=n,

n <p < oo.

Esta pergunta é respondida usando como ferramentas as desigualdades de Sobolev,

que estabelecem estimativas para funcoes arbitrarias nos espagos relevantes.

Teorema 1.7 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Assuma que 1 < p < n.

Entao existe uma constante C, que depende apenas de p e n, tal que

||u||LP*(]R”) <C HVUHLP(R”) ’

1 1 1
para todo u € CH(R™), onde — = = — —.
P« P N
Demonstragao. Veja [12, Teorema 1, p. 263]. [ |

Teorema 1.8 (Desigualdade de Morrey). Dado u € Wol’p(Q), p > n, para qualquer bola
B = BR;

v
Q88 U S CR [|[Vul| ony
onde y=1—n/p e C depende apenas de n e p.
Demonstragao. Veja [13, Teorema 7.17, p. 163] [ |
Teorema 1.9 (Teorema de Trudinger-Moser). Para qualquer dominio limitado Q@ C R"

com n > 2, existe uma constante positiva C' := C(N) tal que, para qualquer 0 < a <
1

Q= nw,"1, onde w,_1 denota a drea da superficie da bola unitdria em R™, entio temos
[ explalut))do < clo
Q

n—1"

para toda u € Wy () com [Vull gy <1, onde N = 2

Demonstragao. Veja [17] e [21]. |
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Capitulo 2

Desigualdades Isoperimétricas com

pesos monomiais

2.1 Desigualdade Isoperimétrica

Nesta secao faremos uma exposicao da demonstracao da desigualdade isoperimétrica
com um peso monomial. A prova estende a demonstragao da desigualdade isoperimétrica

classica também devida a X. Cabré [7], [8], onde consideramos o problema linear

Au=c em (), 2.1)
2.1

% =1 sobre 011,

ov

tal que ¢ é a tnica constante para a qual o problema tem solucao. Quando 2 = By, a
solugao de ¢ u(zr) = |z|?/2 e todas as desigualdades da prova se tornam igualdades.
Aqui consideramos um problema semelhante a , mas o Laplaciano é substituido pelo
operador

A A,
o Adiv(zVu) = Au+ g, + -+ Ly, (2.2)
I e

Um fato essencial para obter a melhor contante na desigualdade isoperimétrica com

pesos ¢ que a fungao u(z) = |x|?/2 é solugao do problema de Neumann

div(22Vu) = bgz?  em Q,
S (2.3)
r4— =24 sobre 01,

ov
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para alguma constante bg > 0 onde €2 = B; N R}.

Teorema 2.1. Seja A um vetor nio-negativo em R, 4 dado por , eD=A+---+
A, +n. Seja Q C R™ um dominio de Lipschitz limitado. Denote

Entao,

D=1 D=1 2.4
m(Q)%" ~ m(By) 24

onde Bf = B1(0) NR?, e R? € dada por (F).

Demonstragao. Por simetria, podemos assumir que A = (A4, ..., A, 0,...,0),com A; >0
para ¢ = 1,...,k onde 0 < k < n. Com efeito, suponhamos que existam A;, A;, tal que

0<i,j<neA; =A;=0. Assim podemos reescrever
e = Ja [ [P g [ e[ g [ [

onde z; ; = (z;,2;) e A;j = (0,0).

Desse modo, podemos redefinir A = (Ay,..., A, 0,0). O processo é feito de modo
anélogo caso tenhamos A; = 0 para um nimero maior de entradas.

Além disso, podemos afirmar que €2 C R”. De fato, dividimos o dominio {2 em no
méximo 2% subdominios disjuntos ;, j = 1,...,J, tal que cada ©; esta contido no cone
{e;x; > 0,i =1,...,k} para diferentes ¢; € {—1,1}, e Q = Q; U--- U Q;. Mostraremos

que

Para a primeira igualdade, note que
P(Q;) = / zdo
0%

= / 24do + / xdo.
aﬂﬂﬁj Qﬁaﬂj

Como o peso € zero em 2 N 9 ja que ¢é zero em {x; = 0} para cada i = 1,...,k,
temos
J J
SP@) =3 [ atio=r@),
j=1 =1 8QﬂQj
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Para a segunda igualdade:
m();) = / zdx
Q;

1/ A

= — div(z”x)dx

5, s
1

= — Mz, v(x))do
5, # )

- % [/anQj o @ v(@))do + /Qﬂ@ﬂj we, y(x»d(j] .

Note que:

e em 2N 0JQ;, 0 peso é zero ja que {x; =0} C QN OQ; para alguns ¢ = 1,..., k, logo

e temos que

Logo

P(Q; P(Q;
Agora, seja #OD)A = minj<j<y {#D)l} :
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Assim

para todo 1 <75 < J

usando que % < 1 na ultima desigualdade. Além disso, a desigualdade é estrita a menos
que J = 1.

Apos algumas reflexdes, podemos assumir que §2;, C R7.

Além disso, como €2, ¢ a intersec¢ao de um dominio de Lipschitz de R™ com R,
2, pode ser aproximado em &rea e perimetro com peso por dominios suaves (). com
re) n
Q. CQ;, CREL.

Assim, podemos assumir que €2 é suave e Q C R?. Em particular, 4 > ¢ em Q para
alguma constante positiva c.

Seja u uma solucao do problema de Neumann

div(z4Vu) = oz em (,

%:1 em Of),

(2.5)

onde a constante b é escolhida tal que o problema tem uma tnica solucao a menos de

uma constante aditiva, isto é,

bg = 2 (2.6)

Sobre a existéncia dessa funcao u, veja [0, Teorema 4.22, p. 78|. Sobre a constante
ba, temos o seguinte.

Integrando a primeira equagao de (2.5)) sobre €2 temos

bg/mAdx:/div(xAVu)dx:/ z(Vu, V)da:/ zdo,
0 0 B B)

assim obtemos (12.6)).
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Agora suponha que existam fungoes u e v satisfazendo ([2.5)). Desse modo

0= /Qdiv(:EAV(u —v))(u—v)dr = —/QxA]V(u —v)|*dz,

logo V(u —v) =0, e assim u = v + ¢, onde ¢ é uma constante.

Dizemos que um operador
Lu = a” (x) Diju + b'(x) Dju + c(z)u

¢ uniformemente eliptico se 4/x é limitado em (2, onde A(z) e A denotam o menor e o
maior autovalor de [a%].

A primeira equagao de (2.5)) pode ser reescrita

A div(2 V) = 27 Adiv (o | | (s ug,))
.l 0
= A 8—1'1<|1’1|A1...|l’n|’4"uwl)+...+axn (|x1|A1...|wn|Anuxn)

bt (] Azl g, + 2, ,)]
mn

A A

T T,

logo esse operador é uniformemente eliptico em €2, onde u é suave em (2.

Algumas observagoes tteis:

(i) o problema (2.5 é equivalente a (2.3)) pois 92 C R”;

(ii) quando Q = B} = B; NRY a solugdo para ¢ dada por u(z) = %, pois
Ju 2 2
eV (v, Vu) = ((z1,...,2,), (x1,...,2p)) =27+ -+ 25 =1
e
div(z*Vu) = div (x‘fh+1 cooghn gpfetlogdn Lo gt gt = i(z‘lZ +1)z?

=1

(iii) todas as desigualdades no resto da prova sao igualdades para 2 = Bj.
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Considere o conjunto de contato inferior de u, definido por
[, ={z€Q:u(y) >ul@)+ Vu(z) - (y — z) para todo y € Q}.

Esse é o conjunto dos pontos onde o hiperplano tangente ao gréafico de u situa-se abaixo
de u em todo .

Defina também
I ={zely:upy >0, uy >0} =T, N (Vu)H(RY).

Afirmamos que

B C Vu(I?), (2.8)

onde B} = B;(0) NRY.

Para mostrar (2.8)), mostraremos inicialmente que B;(0) C Vu(I',).

Sejap € R tal que |p| < 1 esejax € Q tal que min, 5{g(y) := u(y)—p-y} = u(z)—p-z.

Suponha que z € 0. Assim, a derivada normal exterior de u(y) — p-y em x sera nao
positiva. De fato, se v(z) é o vetor normal unitario apontando pra fora em x, temos que
Vg(z) - v(x) <0 pois g esta decrescendo nessa diregao em z.

Logo

0>Vyg(z) v(z)=Vu(z) v(z)—p-v(z)

e assim

v
uma contradi¢do com (2.5]).

<0u) (r) = Vulz) v <p-v<|p <1,

Portanto, = € ), e assim x é ponto minimo interior da funcao u(y) — p - y.
Em particular p = Vu(x) e z € T',. Logo B;(0) C Vu(l',). Intersectando ambos os
lados com R7,

B: = B(0)NR? C Vu(l,) NR? = Vu(T?).
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A partir de (2.8)), temos

m(By)

I
T

xdr < / rdr
* v

1 u(ly)

IN

(Vu(x))? det D*u(x)dx (2.9)

M det D?u(z)2z"dx

— 5

T

U Al U Ak
(ﬂ) (ﬂ) det D*u(x)zdz. (2.10)

*
u

=),

A desigualdade ([2.9) segue de acordo com a observagao feita no Teorema ja que

x Tk

*
u

Vu : T — R™ é um mapa suave e o jacobiano det D*u é nao-negativo em I',,. De fato,
mostraremos que D?u é nao-negativa, isto é, para todo & € R", £T D?u(z)¢ > 0.

Seja t pequeno o suficiente tal que x + t£ € €, £ € R™, entao
t2
u(z +t€) = u(z) + tVu(z)€ + §fTD2($)§ + o(t?)

e como z € [',, temos

2T D?(2)€ + o(t?) > 0.

Dividindo por #? e fazendo t — 0, a afirmacao segue.

Agora usamos a versdo com pesos da desigualdade aritmética-geométrica (Teorema

A1),

MWy + 4 Aty \ T
)\1'“ )\m< 1W1 mWm 211
wy Wi, —( /\1_|_..._|_)\m ) ’ ( )

Uy,

onde \; e w; sdo nimeros arbitrarios ndo-negativos. Aplicamos (2.11]) ao ntimeros w; =
i

e\ = A;, parai=1,---,k, e aos autovalores D*u(x) e \; =1, paraj =k+1,-- ,k+n.

Estes sao todos nao-negativos quando z € I':. Obtemos

Uzq Uz

A A Ap++Aptn
% 1... % kdetD2u§ A1H+"'+Aka::+Au emrzl
1 T A+ + A +n

Isso, combinado a ([2.7))

Ug

; A
+---+Ak%+Au:MAVU)EbQ,
T X

Ay
T
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nos da

/F Mdet D?u(z)adx < / <%Q)D:c‘4da:.

T

*
u

Portanto, por (2.10) e (Z.0),

m(B;) < /F (bQ>DxAdx= /F (Dif(g))])mx

Assim concluimos que
Dm(B})p < — 4. (2.12)
. |z
Finalmente, usando que 3 resolve (2.3) com by = D em Q = BY, temos P(B]) =
Dm(By). Logo

P(BY) i

e a desigualdade isoperimétrica (2.4]) segue.

Dm(B;)» =

2.2 Desigualdade de Sobolev

O objetivo desta secao é apresentar a demonstracao da desigualdade de Sobolev com
um peso monomial. Note que o expoente p, ¢ o mesmo da desigualdade de Sobolev
classica, mas neste caso a "dimensao" é dada por D ao invés de n. Além disso, quando
Ap=---= A, =0 temos que D = n e ([2.14]) é exatamente a desigualdade de Sobolev
classica.

Na Proposicao apresentamos uma prova alternativa para a desigualdade de

Sobolev, adicionando algumas hipoteses, porém perdendo a melhor constante.

Teorema 2.2. Seja A um vetor nao-negativo em R", D = A1 +---+A,+n, el <p<D

um numero real. Entdo existe uma constante C, tal que para toda u € C}(R™),

(/ :EA|u|p*dx) " <dC, (/ a:A|Vu|pdx) ’ : (2.14)
Ry R?
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D
onde p, = e x4 € dado por .
p

D —
Demonstrag¢ao. Provaremos primeiramente o caso p = 1. Podemos assumir v > 0 e por
argumentos de densidade, u € C°(R").

Além disso, podemos supor u € C°(R”). De fato, considere 4. = un., onde
n. € C*(R?) é uma fungao satisfazendo 7. = 1 no conjunto {z; > ¢ quando A; > 0}
e |Vn| < CJe.

Entao

lune|| o = |lull 2,

LD-T(R7,zAdx) (R7,zAdx)

quando € — 0. Além disso, seja 2 = supp(u). Assim

19 () 51 ) = / 1V (un.) | de
— [ IVun + uVafotds
9]

§/\Vu\nga:Ada:—l-/||uHOO]V77€|xAd:E,
Q Q

logo

< Jlull.. / Vn.|oAda

<G / Int|z?da
(; QON{0<z;<e} :

n

/R (IV (une)| — |Vuln:)z?de

<4 Z ngdx, onde QN{0<x; <e}:=Q,

Q; €

A1+l A+l " i
SC’E <n}2ax{x‘l41“-~xi_1l e R “})gA -0

quando € — 0. Portanto,

”v(un€>HL1(RQ,z‘4dz) - HquLl(RI},xAdx) :
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Assim, se a desigualdade (2.14]) é vélida no caso p = 1 para todo u € C(RY), temos

[l 2

LD-T (R} z4d) < G lIVulig aaa)

logo, dado u € C°(R"™), temos un. € C°(RY) e

lune|l o < Cp IV (une)ll 1 gy wrar) -

LD-T(R7 xAdz)

Portanto, fazendo ¢ — 0, obtemos a desigualdade (2.14) quando p = 1 para u € C°(R").
Assim, basta considerar u € C2°(RY).

Depois dessas consideragoes, mostraremos o caso p = 1. Para cada t > 0, defina
{u>t} ={x eR}:ulx) >t} e {u=t}:={zeRl: ulx)="t}

Como u > 0 e u € C*(R"), pelo Teorema de Sard (Teorema [A.6|), para quase todo ¢
na imagem de u, temos que |Vu| # 0 no conjunto de nivel {u = t}. Portanto, {u =t} é
uma superficie (n — 1)-dimensional e, além disso, {u =t} = 0{u > t}.

Assim, pelo Teorema [2.1], temos

m(fu > )% < O P({u > 1)) = O /{ e (2.15)

para quase todo t (onde {u =t} é suave). Aqui C é a constante 6tima em ([2.4)), isto &,

C) = % = Dm(B})7. (2.16)
m(By) D

o=

Seja x4 a fungao caracteristica do conjunto A. Assim

+o0
0
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Logo, pela desigualdade integral de Minkowski (Teorema [A.2))

D—1 00 _D_
A2 D _ " D—1
x|u|PTdx = T X{u(z)>7}dT dx
Rn R 0
+00 25t
S/ (/ X{u(x)>7}$Adx) dr
0 R7
+oo 25t
= / ( / :L"Ad[E) dr
0 {u(z)>7}

_ /0 e > ) S

D—-1

D

A desigualdade (2.15)) e a formula da co-area (Teorema |A.4), nos da
Ay |52 = e D_1
x| u|P-1dx < m({u>71}) D dr
R 0
+oo
< 01—1/ / tAdodr = C7Y | 2| Vuldz, (2.17)
0 {u=1} Ry

e o teorema estd provado para p = 1.

Provaremos o caso 1 < p < D. Tome u € C!(R") e defina v = |u|?, onde v = %

*

Como .
T D—-1
VZDDPZM )>1, pois pD —p> D —p,
1 D-r

temos que v € C}(R™) e podemos aplicar a desigualdade de Sobolev com expoente p = 1:

1 D—1
Ty "D
(/ | p*da:) = (/ mA|y|DDld:c) < co/ 4| Vy|dx.
Rp RP Rp

Agora, |Vv| = v|u|""!|Vul, e pela desigualdade de Holder (Teorema :

1 1
/ 2|\ Vvlde < C </ a:A]Vu|pda:> ’ (/ :z:A]u|(7_l)p/dx) "
Ry Ry Ry

Pelas definigoes de v e p., segue que

1
= (7_1)p/:p*a

1 1
L P b

1 1 1
vy v N\
(/ xA|u|p*dx) <C </ xA|Vu]pdac) </ A u|O~HP dx) )
Ry RP R?
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e portanto,

</ 2 |u
R7

1 1
P A T
Prdx = / x| u|Pdx
R

e

<, (/ :1:‘4|Vu|pdx)p :
R

Agora apresentaremos uma prova alternativa e mais curta do Teorema [2.2] porém sem

a melhor constante na desigualdade, sob algumas hipo6teses adicionais.

Proposigao 2.1. Seja A um vetor positivo em R" e 1 < p < D um numero real. Entao

existe uma constante C tal que para toda u € CH(R™) satisfazendo

Uz, <0 em (Ry)" parai=1,...,n, (2.18)

temos

(/ |
R)™

eD=A+---+ A, +n.

onde p, =
D—p

p*dx) " <C (/ xA|Vu|pda:> ’ ,
Ry )™

Demonstrag¢ao. Provaremos inicialmente o caso p = 1. Pela hipotese (2.18)), temos que

u >0 em (R4 )™ Agora, integrando por partes (Teorema [A.3]), temos

/ xA(|ux1|+---+|uxn|)dx: —/ xA(ugg1 + -+, )de
(Ryp)™ (Ry)™

A

Tn

A,
+ —) dx

Tn

+ i) da, (2.19)

Tn

e portanto,
/ | Vulde > = T ([t | + -+ |t |)d
- 1 Tn
@) Vi Sy
1 A
Vi e 1
1 1
> — zu (— +
K Jeon 1
onde K = \/ﬁ
min; A;
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Seja A > 0 tal que
/ wAupidy = bAP, (2.20)
(Ry)™

ondeb:/ zAdz. Aqui {0<z; <1}={2eR":0<g; <lparai=1,...,n}.
{0<=z; <1}
Afirmamos que, para cada z € (R,)" temos u(z)ﬁ < — paraalgum¢=1,...,n.

(2

De fato, suponha que exista y € (R, )™ tal que u(y)ﬁ > — para cada i, e assim
Yi

D AP
wy) 7 > Ta

onde A+1=A+(1,...,1) = (A4 +1,...,A, +1). Mas, pela condigao ([2.18]), se

0<uz; <y paratodor=1,...,n,
u(@) —uly) = Vu(e)(@ —y) = Yt (c)(x; — y;) > 0.
i=1

Assim

/ xAu(x)%dx > AD/ Ay dy = )\D/ Az = bAP,
{0<z;<y;} {0<z;<y;} {0<z<1}

0 que é uma contradi¢ao com a suposigao ([2.20)).

para algum ¢ =1,...,n.

A
Portanto, para cada z € (R;)"™ temos u(x)ﬁ < —
T

Desse modo,

logo

1 1
/ aunidy < )\/ iy (— +- 4 —) dx. (2.21)
®4)" ®4)" 71 Tn
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assim, deduzimos de (2.19) e (2.21)

D
B D=1 B B -
(/ :EAuDDldx> = / a:AuDDldx> (/ xAuDDlda:)
Ry )™ Ry )™ Ry)"
1
Sbé/ :cAu<—+----|—
(Ry)™ 1

gKb—é/ 2| Vulda.
(Ry)™

o=

1
—) dx
T

Isso completa a prova e nos da a constante K b=D calculada explicitamente.

Para 1 < p < D, a desigualdade segue aplicando a desigualdade de Holder, como em

Teorema 2.2l

Observacao 2.1. E possivel pensar em adaptar a prova classica da desigualdade de

Sobolev feita por Gagliardo e Nirenberg (veja Teorema pro caso de pesos monomiais.

Mostraremos que isso nos leva a desigualdade

n—1
(/ :I:Aunﬁlcw) S/ xn%A|Vu|d:v,

(2.22)

mas nao a desigualdade de Sobolev (2.14)) com o mesmo peso em ambas as integrais.

De fato, temos que

n=1 4. n—1 4.
2| m A’|U($)| < / |yz‘|n" A1|VU(3717"' S Tim1, Yir Tig1, - T) | Y.
R

Isso segue integrando wu,, em (x;,+00) se z; > 0 e em (—o0,z;) se z; < 0, e usando que

|z;| < |y;| nestas semirretas.

Portanto,

o0

n
A A (e sH(/ V(-

[e.9]

Ay An n %
PRERRPNE e H / Ve, o
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n=1 4.
)|yl Aldyi),

1

n—1 4 n—1
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Integrando ambos os lados com respeito a medida 2" Ad:

A n A
n Rn

Chamando dpu;(x;) = ||+ Hidg; e dui(y;) = ]yz|nn Aidy;, e integrando (2 com

relagao a dyy(r1):

e A An _n_
/ 2121 | 2 () |57

oo

< /_oo ﬁ </_OO [Vulzy, -y, ,xn)\dui(y¢)> T dm(n)

n

-(/. ‘V“'d‘“(%))él /- 11 (/[ rwdm(y@-))"h din(in)
: </_Z Veuldpa(y: ) (ﬁ /OO /00 ‘Vu‘dﬂl($1)dui(yi)> . .

1=

Integrando com relagao & dpo(2):

An _n_
//\fvl!“‘l\x A2 | () |77 vy day
1

S/ (/ |Vl dp ( yl) (H/ / |Vuldp (21 dm(%)) . dpra(2)

o)

) </ / [Vuldyur (y dﬂ2(y2)) . /Z (/OO |Vu|d,u1(y1))n11

_1

(ﬁ / A |Vurdu1<:c1>dui<yz->> " dalr

(/ / \Vuldpy (21)dpa(y2 > / Hfimd/m(ﬂh),
=1
z;éQ

onde

I= / Valdi(y), T = / / IVl (1) dps(g:).
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Assim

0o [e's) A N
/ / 1 [ a2 - - | fu(e) [T da dy
—o0 J —00

(/ / | Vuldp (z1)dpa(y2) ) H/ Lidps (o)
27é2

(/ / |Vuldp (1) dpsa( y2> (/ / |V uldpy xl)duz(yg)) =
([ o)

Continuando a integrar com respeito a dus(ys), ..., dp,(yn), temos

1

/ xA|u|nf1d:vsH(/ - |Vu|du1<x1>---dm(yi)---dun(xn)) i
R™ i=1 ) —00

= (/ xn—lA|Vu|d:v) :

Para terminar esta se¢ao, apresentaremos uma consequéncia do Teorema [2.2]

Corolario 2.1. Sejam oy, . .., o, nimeros reais tais que o; € [0,1). Existe uma constante

C tal que para todo u € CH(R™),

1 1
D p
p*d:r:) <C </ {z1 [P g, [P+ -+ - + ]xn]po‘”\uxn|p}d:v> ,
Ry

(/W

ondep*:g—i)eD:n_|_ 5 W I <

1—a; l—apn”

Demonstracao. Considere a mudanca de variavel y; = le 4 Assim dy; = (1— o)z “dz;.

Desse modo, aplicando o Teorema tomando A; = 7%, temos
1

3 1 1
(/ lu p*dx) "¢ (/ yA|up*dy> " <C (/ yA|Vyu|pdy)p

Note que

U U
Vyu = (ty,, ..., uy,) = < e ——L ) = (g, (1 —aq)x, . o uy, (1 — ay)zo™) .

ylyxl yn,xn
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Logo

|Vyu’p = (|tg, (1 — 041):1:?1]2 ot U, (1 — an)xgn’2)§

< Cfua, [P(1 = a)? [ [P 4 - - o+ ua,

P(1 — an)P|a,|P)

< Cfug, [Pl [P [ 4 - - o fua,

Pl P).

Portanto,

(.

p*da:) " < (/ yA|Vyu|pdy)p
Ry

P
= ( ([P g, [P+ - + |xn|pan|u%|p}d“’>
R%

2.3 Melhor constante e funcoes extremais na
desigualdade de Sobolev

Nesta se¢ao descreveremos a melhor constante e as fungoes extremais na desigualdade

de Sobolev com pesos ([2.14]).

O primeiro passo é calcular a medida da bola unitaria em R” com peso z4. A partir
disso, obtemos a constante 6tima na desigualdade isoperimétrica e, portanto, a constante

6tima na desigualdade de Sobolev para p = 1.

Lema 2.1. Seja A um vetor nao-negativo em R™ e Bf = B1(0) NR”. Entao

[l oRC
5 P+ AT)

1
onde D=A;+---+ A, +n ek é o nimero de entradas estritamente positivas de A.

Demonstrag¢ao. Provaremos por indugao sobre n que

[ ot TCRIT L. 2
B1

34



onde B; é a bola unitaria em R™. O lema segue pois

o _ m(B1)
Para n = 1, temos que por um lado
L) D) 2

D+ 20~ ()T (3) ~ ATl

: o+
/ A de :/ x| de =
B -1 Ar+1

Assuma que a afirmagao é verdadeira para n — 1, provaremos que é valida para n.

e por outro
1

2
A+ 1

Denote z = (2/,1,), A= (A, A,),comaz/, A’ e R e D=A+--+ A, 1 +n+ 1

Denotemos

Y={y/eR": |y <1}, f@@)=a" e hy)=y1-22

Pelo Teorema da Mudanga de Variaveis (Teorema [A.5))

/ f(a')d’ = / ()| det 1 ()| dy
R(Y) Y
logo

/ 2 da! = / (V1 — a2yttt AT — a2y ay
jar]< /122 l<1

n

Portanto,

1
/ PAdr = / | / A | de,,
B -1 Iw’\Sm
1 , ,
= [l (0= [y i,
-1 ly’|<1

1
/ D’
:/ = dy / 2ol (1 — 22) % da,
ly'|<1 -1

e assim nos resta calcular

1 /
/ [ (1 — 22) % da,.

1
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Fazendo a mudanca de varidveis 2 = ¢, obtemos

1 , 1 )
[t - ¥an =2 [ a0 - a2 Fae,
- 0

1
1 I
:/ £ (1 —t) T dt
0

onde B é a funcao Beta. Como

entao

1 !
/ i dr :/ x'A/dy’/ || A (1 — 22) T day,
By lv'|<1 -1
An_1+1
_I‘(A12+1)--T< 2*) F(A”+1)F(1+

r(1+2) ' ;(1+§)
_ (AT () T ()
r(1+2) ’

e o lema segue.

(2.24)

Para provar nosso objetivo, usaremos dois resultados estabelecidos por G. Talenti. O

primeiro é uma versao com peso de um resultado apresentado em [19]. A proposigao diz

que sempre que bolas minimizam o quociente isoperimétrico com um peso w, existe um

rearranjamento radial de u, o qual preserva [ f(u)wdz e faz [ ®(|Vu|)wdz decrescer (sob

algumas condigdes para ®). Quando w = z*

, o resutado é ununciado da seguinte maneira.

Proposigao 2.2. Seja u uma fungao continua Lipschitz em R com suporte compacto em

R~. Entdo, denotando

m(E) = / zdr,
E
existe um rearranjamento radial u, de u tal que
(1) m({|u| > t}) = m({u. > t}) para todo t,
(1) u, € radialmente decrescente,
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(i1i) para cada fungao de Young ® (isto €, uma fung¢ao convera e crescente que se anula
em 0),

/<I>(|Vu*|)x‘4dx§/ d(|Vu|)r?ds.
Ry

Ry

O segundo resultado que usaremos, apresentado em [20], ¢ um resultado em dimensao

1 que caracteriza os minimizantes do funcional

sy = U T i
(fo rm=tu(r)

onde p, = g?p.

Lema 2.2. Sejam m, p e ¢ numeros reais tais que

m
l<p<m eq:—p.

m—=p

Seja u qualquer funcao real com varidvel real r, que é continua Lipschitz e tal que

/ ™ (r)|Pdr < 0o e u(r) — 0 quando r — oo.
0

Entao
(Jo ™ Mu(r)|%dr)
(Jo rm=tu/(r)|Pdr)

onde p € qualquer funcao da forma

< (Jo ™ e(r)|%dr)
(Jo rm=te!(r)[pdr)

= J(p),

S| =
SIS

o(r) = (a+ br7)'"5

9

com a e b constantes positivas. Aqui p' = Ll
p —
Além disso,

onde B € a fung¢ao Beta.

Agora podemos encontrar a melhor constante e as fungoes extremais na desigualdade

de Sobolev com peso. A prova é baseada na Proposigao [2.2] que nos permite reduzir o

problema a fungoes radiais em R?. Entao o funcional que devemos minimizar é tal qual
podemos aplicar o Lema [2.2]
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Proposigao 2.3. A melhor constante na desigualdade de Sobolev (2.14]) é dada por

1
F(A1+1)F(A2+1)---F(A"+l) D
C, =D 2 2 2 =1 2.25
1 < QkF (1 + g) para p ( )
e por
1
AN o)\’
C, = C’lel_%_% (p > S A para 1 <p < D. (2.26)
=) T
p p
Aqui, p' = e k € o numero de entradas positivas do vetor A.

Além disso, a constante nao € obtida por nenhuma func¢ao em WOI’I(R”, xAdz) quando

p=1. Mas, quando 1 < p < D, essa constante é atingida em Wol’p(]R”, xAdz) por
Uap(x) = (a + b7 1), (2.27)

onde a e b sao constantes positivas arbitrdrias.

Demonstracao. Para p = 1, a melhor constante na desigualdade de Sobolev é igual a
inversa da obtida na desigualdade isoperimétrica. Com efeito, note que por (2.17)), na

demonstragao do Teorema [2.2] temos

Al 52T E -1 A
x| u|P=1dx <C x| Vuldz,
R R

onde C' é a constante 6tima em ([2.4)), isto é,

P(B* 1
o= LB __ psnb,
m(B)%

Portanto, se C; é a constante 6tima na desigualdade de Sobolev para p = 1, temos
C,<C L

Agora mostraremos que C~1 < C). Para isso, obtemos a desigualdade isoperimétrica
a partir da desigualdade de Sobolev.

Para cada dominio de Lipschitz E, seja u. = xg % p, onde p.(z) = ginp (g),
p € CZ(R"), supp(p) C B(0,1), p>0e [p=1.
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Note que

D—1 D—1

b b D-1
e | = vAu.? do — ([ 2w =m(E)7,
LD D-T(R7,xAdx) n B

*

quando £ — 0.
Agora mostraremos que ||V gn a4,y < P(E), para todo £ > 0.

Dada v € C°,

|Vo|zddz = sup {/ v - div(z?p)dr, o € CHR™,R™), |p(z)] < 1} ,
Rn n

assim ¢ suficiente mostrar que [y, u. - div(z4p)dz < P(E), para toda ¢ € CL(R",R"),

lp(z)] < 1.

Seja X = 2. Entdo

/ wedivX (z)de = Z / WX
> / (e y)p.y)dyX ()
- Z [ [ xetnte - ayxi@ps
- Z [ [ xet)onte = px@)say
= Z/n X (y / p(& — y) X (2)drdy
= ; [E / plx = y) X (2)dedy

=3 [ (oo X))
= [ divto = X))y

:/ (pe x X) - vdo
oF

< / ol IX 1, do
oFE

g/ tde = P(E).
oF
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Seja (' a constante 6tima na desigualdade de Sobolev com p = 1. Assim

”uf” < Cl HVUEHLl(RQ,xAdx) < ClP(E)

D
LD-T(R7 xAdz)

Fazendo ¢ — 0, temos

Desse modo, C; < C~ 1.

Por ([2.16), C = Dm(B})? e pelo Lema

DA (37) T (457

O

m(By) =

assim segue o valor de Cf.
Seja agora 1 < p < D, u € C'(R?) com suporte compacto em R”, e seja u, seu

rearranjo radial dado pela Proposi¢ao Entao, pela mesma proposicao,

||vu*||LP(RQ,xAdI) < ||vu||LP(RQ,xAdx) € ||u*||LP*(RI},xAdx) = ||u||LP* (Rp,zAdz)

De fato, pela Parte (iii), tomando a fun¢ao de Young ® como a identidade, obtemos a

primeira equacao. Além disso

i*p* (R wAdz) — /Rn \u PpAdy = /n Q}A/O X {Julp+ >t}dtda:' = /@ /Rn X{|u\p*>t}xAd:L'dt.

P>t = A{x|u

[

Pe >t} = {x;|u| > t'/7}. Seja t'/P* = 5, logo t = sP* e

Note que {|u
dt = p,.sP*~1ds. Assim

[e.e]
* A e—1
[u ip*(RQ,xAdx) :/0 /R X{lul>s} T drp, s’ ds

Px

Px A .
“rdr = ||u. L= (R0 2Adz)

0
Ry
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Logo

Hvu* HLP(RQ,xAdx) HVUHLP(RQ,xAdx)

||u*||LP*(RZ;,xAdm) B ||u||LP*(RZ;,xAdm).

Além disso, usando a formula da co-area (Teorema |A.4)):

/ x4 |u, p*dx:/ </ o |u, p*da) dr
n 0 oB}
:/ ro- Px / 2do | dr
0 OB

—P(Bf)/ rD’llu*
0

Py

e, analogamente,

/ xA|Vu*|pdx:P(B’f)/ TD_1|u;|pdr.
n 0

Portanto, a melhor constante na desigualdade de Sobolev pode ser calculada como

B =

HVUHLP(RQ,xAdx)

e PBYRT e )
ueCL(R") ||u||LP*(RQ,xAd$) u€CL(R) P(B*>’%(f rD— 1|U

Px(dy

—_ —
3
N

D—-1 /pd
_pyb e e
UEC&(R) (fooo TD_l |u Px dr

Tl ==

~—

11 _ 1
onde usamos que =

Usando (2.13), temos P(B}) = Dm(B}) e por (2.16), temos C; = Dm(B;)D, assim

Pelo Lema [2.2] temos

fooo rD=Yu!' |Pdr)

f Z 1
in -
u€CL(R f D=1y p*dr)p% J()
e assim,
Vu 7 2 Ade 1
inf IVerlz ey e = P(BT)%
weCt®R™) [[ul| . (R7,zAdz) T(e)
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Portanto, temos que

1

1
-1 l—i _1 p_l o’ 1 D D D
-t () e (5

_coipeber (2L [ _pTD)
sy (D—p) r(2jr(z)

Do Lema também segue que as fungoes u,;, em ([2.27) atingem a melhor constante
C.

o=

Para p = 1, do uso da desigualdade integral de Minkowski na demonstracao do
Teorema [2.2] se a igualdade é obtida por uma funcao u, entao essa funcao extremal
deve ser a caracteristica X {u(z)>1}, t € (0, maxu), o que mostra que a fun¢ao 6tima nao é
obtida por qualquer fungao em I/VO1 (R, zAdr).

[ |

2.4 Desigualdade de Morrey

Nosso objetivo nesta secao é apresentar a demonstragao da desigualdade de Morrey

qup @) ZuWl (/R xAyvuypda;) ’

zy, ©,ycRy |z —y|®

para todo u € C}(R"), onde « = 1 — %.

Para isso primeiramente mostraremos o seguinte lema, que estabelece essa

desigualdade quando y = 0.

Lema 2.3. Seja A um vetor nao-negativo em R", D =A; +---+ A, +n ep>D. Seja
u € CHR™) e x € R?. Entao

lu(z) —u(0)] < C (/ \Vu\pzAdz) ’ ]a;\l_%,
Ry

onde C € uma constante dependendo apenas de p e D.

42



Demonstracao. Provaremos primeiramente que

1
)~ a0 < € ( [ 19uPlepaz)” o=, (229
Rp
ondep>D =n+|A|:=n+1.
Como 24 = |24 -+ |z, < |24 - |2|4 = |2|l4], entdo a desigualdade do Lema

¢ mais forte que a desigualdade ([2.28]).

Para xz € R™ com |z| = r temos que |2|” > ¢r” em B, 5(x), onde ¢ € uma constante. De
fato, seja z € B, 2(x), ou seja, |x — z| < r/2. Logo |z]/2 > |z — 2| > ||z| = |2|| > || — |z,
assim |z| > |z|/2.

Desse modo, usando a desigualdade de Morrey cléassica (Teorema ,

u(r) —u(5)| <C Vulrdz )
2 By a(@)
1
<C </ |Vu]pdz) rert T
R”

3 =

+v

C ( |Vu|pr7dz) I
RTL

P n
<C < |Vu]p\z|“’dz) P
RTL

Escrevendo a mesma desigualdade para x/2, x/4, x/8 etc, obtemos

jute) = ()| < [ut@) = ()] + e (3) -« ()] +
Ho(G) @l (a=) ()
sc(/n yvu|p\z|vdz) i s

J=1

S =

l\Dl&

Fazendo k — oo,

1

lu(z) — u(0)] < C (/R ]Vu]p|z|7dz> ' ; z

2i

gc(/ yvumzwdz) [
Rn

Provaremos agora a desigualdade do Lema [2.3] Assuma sem perda de generalidade
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que z = (x1,...,%,), cOm T > Ty > -+ > x, > 0. Também denote ' = (z1,..., 2y, ).

Para qualquer ntimero y tal que 0 <y < x,,_1, temos que z4 > c|y[4 em By (', y).

Com efeito, seja z € By(a',y), isto é, [(a',y) — 2| < y/2 . Logo y/2 > |(2/,y) — 2| >

1@ y)l = 2]l = |2, y) = 2], assim |2 > |2, 9)] = /2 = |y| —y/2 = [y]/2.

Desse modo, usando a desigualdade de Morrey classica,

B =

u(a') —u (. Y) | < / VuPdz | |y
2 By/2(x/7y)
% 14| 1,2
_c /B IS N
y/2xl7y
—c( [ vl )
By/2(xl7y)

P
<C / |Vu|pzAdz> y|"~ 7
By/Q(w/7y)

<C (/ |Vu|pzAdz> ’ |y|1_%.
Ry

Logo, usando o mesmo argumento de (2.28)),

=

) = utat 0 < € ([ wupstaz) i,
R

para todo 0 <y < x,_1. Em particular

fule!, ) — u(a,0)] < C </ |vu|pzAdz)p 2a1%.
R

n
*

A partir disso,

lu(a', ) — u(z', xp1)| < Ju(@’, z,) —u(@’,0)| + |u(z, xp—1) — u(2’,0)]

<C (/ |Vu|pzAdz) (|xn\1’% + ]:En_1|1’%>
Ry

<C (/ |Vu|pzAdz> ’ |x|1_%.
Ry

Podemos repetir o mesmo argumento comparando u(xi,...,Tp_2,Y,Y)

3=
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w(zy, ..., Tn_2,y/2,y/2) para qualquer y < x,,_5 e entdo com u(xy,...,r,_2,0,0) e obter

1
P D
|u(z1, ooy Ty, Tty ) — W(T1y oy Up—2, T2y Tpya| < C (/ \Vu|pzAdz> ]m\l v
R

n
*

Procedendo analogamente para o resto das coordenadas e somando todas as

desigualdades

lu(xy, ..., 21) —u(z)| < C (/ |Vu|pzAdz) : ml—%
Ry

Resta controlar |u(xq,...,21) —u(0,...,0)|.

Mostraremos que existe A > 1 dependendo apenas de n tal que para qualquer y > 0

u(y,...,y) —u (%,,%)‘ <C (/Rn |Vu|pzAdz); |x|1_%.

Primeiramente, note que |z[l4 > c|y|/4l na bola B a1y (Y, - y) = Bg, cujo
fecho contém o ponto (y/A,...,y/A). De fato, seja z € Bg, isto &, /n(1 — 1/\)y >

|<y,,y)—Z| 2 |(y?7y)’ o ‘Z| :\/ﬁy_ |Z|7 assim |Z| > cy.

Desse modo, aplicando a desigualdade classica de Morrey,

u(y,-..,y)—u<%,... ’%H SC(/B |vu|pdz> 13
R
C (/ |Vu|pdz) N
Br
o[ rvurie:) i
Br
¢ </ |Vulp|zl'AdZ)p yl' >
Br
1
<C (/ \Vu|pzAdz> |y|1_%
R?

Além disso, z; > y/2 para todoi =1,...,ne 2 € B zu_1/2,(¥, - .,y), se tomarmos

IN

A > 1 perto o suficiente de 1, ja que |z, —y| < |z — (y,...,y)| < v/n(1 —1/N)y, assim

z >y — v/l —1/Ny =yl —/n(1/X)).
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Aplicando essa desigualdade para xq, z1 /X, 21 /X%, ..., 21 /\F etc,

T

1 T1 I
U(Z’l,...,$1)—u<ﬁ,...,ﬁ>‘ S ‘u(ajl,...,xl)—u(x,...,yﬂ—i—
T il T L1
oG 3 G Bl
T I T T
oo (G qm) —u G )]

<’ / VupzAdz)
([ 1vur=taz)" S

Jj=1

3=

_D
P

T
2\

Fazendo k — oo, temos

1

o) = @) <€ ( [ 19uaz) ol

Ry

Portanto,

lu(z) — u(0)| < |u(x) — u(zy, ..., z1)| + |u(zy, ..., 2z1) — u(0)]

<C ( |Vu|pzAdz) "z 7.
R?

Teorema 2.3. Seja A um vetor nao-negativo em R", D = Ay +---+A,+nep>D um

numero real. Entao existe uma constante C, dependendo apenas de p e D, tal que

Ty, T,yeRP |z — y|*

sup Jutz) = uly)] <C (/R :cA|vu|de); (2.29)

para todo u € C}(R"), onde a =1 — 2.

Como consequéncia, se @ C R™ é um dominio limitado e u € C}(Q) entdo
1
sup |u| < C’diam(Q)l_% (/ IA|Vu\pdx) : (2.30)
Q Q
Demonstracao. Mostraremos que

ly — 2| "7 z

Ju(y) — 1“_@' <0 (/nxAWu|pdx>i | (2.31)
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para todos y, z € R”. Dividiremos a prova em trés passos.

Passo 1. Pelo Lema , temos que é valido para z = 0.

Passo 2. Agora provaremos para y e z em R? tal que y — z € R?. Aplicando a
desigualdade provada no Passo 1 a fun¢ao v(9) = u(g+z), § € R", no ponto y = y—z € R,

deduzimos

ju(e) — u(z)| < C ( / N z>A|Vu<x>\de); y— 2%,

onde z+R! ={zx e R": z —z € R'}.

Como (z — 2)* < 24 se v e z — z pertencem a R”, esse caso de segue.

Passo 3. Agora provaremos para todos y e z em R?. Definamos w € R} como
w; = min{y;, z;} para todo i. Entao, temos y —w € R e z — w € R?. Assim, podemos

aplicar a desigualdade provada no Passo 2 e obter

)~ ) <€ ([ v ) 1y - w3
Rp

ute) —utw) < € [ o vupar) e a5
R

Como |y —w]* + |z — w|* = |y — 2|?, dessas desigualdades temos
1
p
)~ <€ ([ o9upan)” (I = ol % 41 - wF)
R}

1
<20 (/ xA\VuP’dx) Ty — 27
RY

para todos y, z € R].

Provaremos agora (2.30). Seja zp € Q C R" tal que supg |u| = |u(zo)|. Apés um
numero finito de reflexdes com respeito aos hiperplanos coordenados, podemos assumir
que xg € R?. Denotemos @ a fungao u apos fazer tais reflexoes, definida no dominio
refletido . Como @ = 0 em 95, temos

sup [uldiam ()7 = [d(zo)|diam(Q) FF < sup ja(x) — U(?LJ))|
@ zyeRr |z —y|'Tr

O lado direito da desigualdade ¢ limitado usando (2.29). A prova é concluida

47



controlando a integral sobre R em ([2.29)) por uma integral sobre 2 C R™.

2.5 Desigualdade de Trudinger-Moser

Nesta secao faremos uma exposicao da prova da desigualdade de Trudinger-Moser
com peso e um corolario que estabelece algumas imersoes continuas entre espagos, que
sao versoes analogas das imersoes classicas de Sobolev.

A prova da desigualdade de Trudinger-Moser é baseada no lema seguinte, que apresenta

um limite para a melhor constante da desigualdade de Sobolev quando p tende a D.

Lema 2.4. Seja A um vetor nao-negativo em R", D = A1+---+A,+nel <p < D. Seja
C, a constante dtima da desigualdade de Sobolev (2.14), dada por (2.25)-(2.26). Entdo

1

C, < Cops ?,

D
onde p, = Dp e Cy € uma constante que depende apenas de D.
-P

Demonstrag¢ao. A constante 6tima é dada por

_ 11 (p—1 v PT(D)
Cp—C1D1 (D—p) F<%>F<§> s

1 e (1 é uma constante que depende apenas de A e n. A constante C), é

onde p' =

limitada quando p | 1. De fato, note que

onde podemos escrever
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Desse modo temos

Gy =D B (p =) H(D —p) ¥ pP Gg) (F<12>>
= D' F T (p = )P (D —p) P pP (?Eﬁ;)

— 0 quando p| 1.

Assim, precisamos analisar o limite quando p T D. Segue da expressao acima que

1
o

Cpy <C(D—p) 7,

onde C' nao depende de p. Portanto, levando em conta que 1% =1-

deduzimos que
1 1 1

1 1—
Cp < Cop. © ™ < Cops P

Além disso, (' pode ser limitada por uma constante dependendo apenas de D, assim
podemos escolher uma constante Cy que depende apenas de D.

Agora apresentaremos a prova da desigualdade de Trudinger-Moser. A ideia da
demonstracao é expandir exp(-) como uma série de poténcia e usar a desigualdade de

Sobolev para cada um dos termos, onde usamos o Lema para provar a convergéncia

da série.

Teorema 2.4. Seja A um vetor nao-negativo em R*, D = Ay +---+ A, +n e Q2 CR"”

um dominio limitado. Entdo, para cada u € CH(Q),

D1
/ exp cajul zidr < Cym(Q),
Q IVull o (0 24
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onde m(Q2) = fQ z4dz e c; e Cy sao constantes que dependem apenas de D.

Demonstragao. Seja u € C}(2). A partir do Teorema , temos

1 at+D
q q D
(/ xA|u|qu> <, (/ xA|Vu|q+DDdx> ,
Q Q

para cada ¢ > 1, onde ¢ = pr.

1
Pelo Lema ., 4, C, < C’Op* , assim

/a:A]u\qda: < Clg=D (/ a:A|Vu]qq+%dx> ,
0 0

onde Cy é uma constante que depende apenas D. Além disso, pela desigualdade de Holder,
e i
qD q q+
/CIZA|VU|‘1+DdSU < </ :CAd:c) (/ :cA|Vu]Dda:> :
Q Q Q

/ e < m@)CL " IVl g nge (2.32)
Q

5
it

e portanto,

Agora, dividindo a fungao u por alguma constante, se necesséario, podemos assumir

H VUHLD(Q,IAdz) =1

Seja ¢; uma constante a ser escolhida. Entao, usando com q = %, k =

1,2,3,..., obtemos

/QeXp{(cl|u|)D Adx— Z C1|u|

Q k>0

+ch /|u|w

k>1

ch kD_ ED \*
o m g L (12)

k>1

k 5 \*
— () +m(2) S % (Dlz 1 (chO)D—l> (233

k>1

D1
Escolhemos ¢;, que depende apenas de D, satisfazendo (%) b ocCy < % Entao,
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pelo teste da razao para convergéncia de séries,
e ( 1 )k
Z T\ D
k>1 K\ en

é convergente, logo a série ([2.33]) é convergente e, portanto,

D1
/ exp caful ide < Com(Q).
Q ||quLD(Q,xAdx)

Finalmente, juntando os resultados dos Teoremas [2.2] e [2.4] obtemos imersoes

continuas, que sao versoes com pesos das imersoes classicas de Sobolev.

Coroléario 2.2. Seja A wm vetor néio negativo em R™, 24 como em eD=A+---+
A, +n. Seja k > 1 um inteiro e p > 1 um nimero real. Entdao para qualquer dominio

limitado 2 C R™ temos as sequintes imersoes continuas:

(i) Se kp < D entao
WP (Q, z4dx) ¢ LY(Q, z4dx),

onde q € dado por % =

ol

1
P
(ii) Se kp = D entdo

WyP(Q, 2dx) C Ly(Q, 24dx),

onde L, (S, zAdz) € o espaco de Orlicz associado a funcéo

p(t) = exp(tp-1) — 1.

(111) Se kp > D entao
WiP(Q, zdz) € C™(Q),

D D

onder =k — L;J -1, ea= L%J —|—1—% sempre que nao € um inteiro ou o €

qualquer nimero positivo menor que 1 caso contrdrio.
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Demonstragdo. Segue como consequéncia dos Teoremas 2.2] e Para um dominio
2 C R™ que nao esta contido em R”, estes resultados precisam ser aplicados nas intersegoes
de Q com cada um dos 2* quadrantes, onde k£ é o nimero de entradas positivas do vetor
A.

Parte 1. Usaremos o Teorema para mostrar . Seja u € Wf’p(Q,xAd:U), onde
kp < D. Entao DPu € WHP(Q, x4dz), para todo |3| <k —1e

HDBUHWLP(Q,zAdr) < HUHW(;W(Q,:EAdx)'
Usando o Teorema [2.2]

||D6u||LP*( ) SCHDIB |/8| Sk—27

QzAde UHWLP(Q,rAdm) ;

S ¢ HuHWéC’p(Q,xAdx) .

Desse modo,

||u||Wé€*1»P* (Q,:BAd:B) S C HUHW(;C’Z)(Q,wAdx)

1 1 1
e u € WP (Q,24dz), onde — = = — —.
Similarmente, u € Wy~ 2P (Q, zdz), onde 111

p D
Indutivamente, depois de k passos, temos que u € Wg’q(QwAdx) = L9(Q,2dx) e

[l Log@atar) < C llullyyrr g pagn):
Parte 2. Agora usaremos o Teorema para mostrar .

Se k > 1, kp = D, entdo Wy — Wy, Portanto, é suficiente mostrar o resultado
paraocaso k=1,p=D > 1.
ro1 "
Seja C3 = Z ( ) . Temos dois casos pra analisar: m(Q)C3 < 1 ou

= -
= M \ep

Para o primeiro caso, pela demonstragdo do Teorema temos

D

/Qexp <| ciful >D1 a:Adem(Q)—i-m(Q)ZZ—T( ! )k7

logo

/ 0| — [ul zidr <m(Q)Cs < 1.
Q 1 HVUHLD(Q,xAdm)
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Portanto,

HUHLW(Q,xAdx) < Cfl ||VUHLD(Q,zAdz) < CII HU’HLD(Q,mAdz) :

. C1 .
Para o segundo caso, considere Cy = ——— 5. Assim

(m(Q)C3) >

D

Calul c1lul o
/gp 4 i dx :/ exp ! —1
Q HVUHLD(Q,:pAdx) Q HVUHLD(Q,mAdx)

@Y 8 (e

k>1

Escolhemos ¢ tal que

D—-1

D b 0100 < 1

Desse modo

Cyul s kk( 1 )’f 1
%) z%dx < m(€) — 5
/. (uwuwm,ﬁd@) @2 577 ) moar

1 k_k( 1 )’“ 1
3 1 k! 6% (m(Q)Cg>k_1
1 o1 \"
SETTER
3>t oNebt

Portanto,

[ull Lo paan < Cyt IVull 10440y < Cyt lull o0,z 4az) -

Parte 3. Por ultimo, usaremos o Teorema para provar .

Suponha que % nao ¢ um inteiro. Escolhemos um inteiro [ tal que
D
l<—<l+1,
p
isto é, [ = LQJ.
p
Para
I 1 l
r p D’



sempre que Ip < D, temos u € W*7(Q, 24dz). Com efeito, como u € WEP(Q, zdx),
temos DPu € WP (Q, xAdx) para todo |8] < k —1l e

HDﬁuHW(l)’p(Q,xAda:) < HUHW(;C’Z)(Q,:EAdx) :

Como [ < %, podemos aplicar a Parte 1 e obter

HDﬁ Qohds) <C’HD5u||sz QuAdyy s Dara todo |B| <k —1,
onde 1 = 117 — . Portanto,
‘ Q,zAdr) <C HUHWkp QzAdg) Para todo || <k—1L.
Desse modo
||u||Wk*lvT(Q71‘AdI) S C ||u||W§’p(Q,$Ad$) . (234)

Portanto, u € W*=tr(Q, z4dx).

1

Noteque%ZE—— Logo, r = p

D—
aplicar o Teorema 2.3 - para DAy € W”(Q, :EAdx), |8 < k—1—1 e obter

Como Z < [+1, temos r > D. Assim, podemos

DB — D"
Diuloos = sup {| u(x) u<y>|}
2y, a7y [z =yl
< D%/l g iy < Cllullrtoaoras (2:35)

ondefyzl—Q.

Portanto, usando e - temos
lullgein = Y 1D+ > D] 0n-p

|a| <k—1—-1 la|=k—1—1
<C ||u|‘Wk*l77"(Q,xAdx) <C HUHWW(Q,zAdz) :

Assim,comol—%:l_%_H:{Q

J—Q,temosueCk_L%J [7]+-2
p p

Suponha que kp > D, com % um inteiro. Seja [ = {%J —1= %— 1. Assim, [ < % <k
e, analogamente ao caso anterior, temos u € W*='"(Q, 24dx), onde r = % = D. Como
Q| < oo, temos u € W*14(Q, x4dx) para todo ¢ < r. Portanto, D € W4(Q, 24dx)
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para todo |a| < k — [ — 1. Aplicando o Teorema obtemos

HDauHL‘Z* (Q,xAdz) <C HDau”Wl’q(Q,xAdx)

< Cllullyr-ra@ptanry < Cllullweir@pdn -

Note que a ultima constante depende de |U|. Logo, para todo |a| <k —-1—1=Fk — %,
temos D%u € L*(Q, xdx), D < s < oo.
Desse modo, u € Wk_%’S(Q, zdz) e Du € W1#(Q, z4dx) para todo |a] < k— % -1

Seja D < s < 00, aplicando o Teorema [2.3] temos

D
(D*ulcos < ClID ullysoiopnany, Jo] Sk =71,

D_
onde vy =1— % Analogamente ao caso anterior, temos u € ch e 17 onde 0 < vy<1, e

HUHC;C,%,LA/ <C Hu”Wk—l’q(Q,wAdx) <C HUHW’“»P(Q,:EAd:):) :
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Apéndice A

Nesta secao apresentamos uma miscelanea de resultados que foram usados no decorrer

do trabalho.

Teorema A.1 (Desigualdade aritmética-geométrica com pesos). Sejam \; e w; nimeros

arbitrarios nao-negativos. Entao

Demonstragao. Veja [14], Teorema 9, p. 17]. [ |

Teorema A.2 (Desigualdade Integral de Minkowski). Seja 1 < p < oo, entao

(/Y (/X|F(I,y)|dx)pdy);S/}((/Y|F(m,y)|pdy>;dm

Aqui, F(z,y) € uma fungao mensurdvel no espago medida produto o-finito X XY, dx e

dy sao medidas em X eY respectivamente.
Demonstragao. Veja [14, Teorema 202, p. 148]. [ |

Teorema A.3 (Férmula da integracio por partes). Seja Q C R™ e u,v € C*(Q). Entdo

/uwivdx:—/uvxidx—i—/ wor'dS  (i=1,...,n).
Q Q )

Demonstragao. Veja [12], Teorema 2, p. 628|. [ |

26



Teorema A.4 (Féormula da Co-area). Seja u: R™ — R Lipschitz continua e assuma que

para quase todo v € R, o conjunto
{z € R"|u(x) =r}

seja uma hipersuperficie (n—1)-dimensional suave em R"™. Suponha também que f : R" —

R € continua e somdvel. Entao

[ vudas= [" ([ gas)ar

Demonstragao. Veja [11], Teorema 2, p. 117]. [ |

Dado um conjunto limitado X C R", seja A um bloco n-dimensional contendo X. A
fungao caracteristica de X é uma fungao {x : A — R, definida por {x(z) = 1sex € X
e {x(x) =0se x ¢ X. Quando a fungao caracteristica £y : A — R é integravel, dizemos

que X é J-mensuravel.

Teorema A.5 (Mudanga de Variavel). Sejam X C R" um conjunto compacto J-
mensurdvel, h : U — V um difeomorfismo de classe Ct (isto é, f € invertivel e f e f~1
sao transformagoes C*) entre abertos U,V C R™ e f : h(X) — R um funcgao integrdvel.

Entao

/ fly)dy :/ f(h(z))| det b’ (z)|dz.
h(X) X

Demonstragao. Veja [16, Teorema de Mudanca de Variaveis, p. 385]. [ |

Observacao A.1. Seja T' = (11, T3,...,T,) : @ — T(2), onde 2 é um conjunto aberto
em R™, um difeomorfismo de classe C*, entdo para um subconjunto S de €2, pelo teorema

de mudanca de variaveis

/T(S) dw:/g!det(T’(x))\dx,

%(x). Porém, se T nao é um
2

onde T'(z) ¢ a matriz Jacobiana cujas entradas sao
difeomorfismo, temos que a igualdade na relacao acima é substituida por uma desigualdade

7 <77
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Um subconjunto A C R™ é dito de medida zero se para qualquer € > 0, existe uma

unido contéavel de conjuntos abertos U; C R™ tal que A C U;U; e >, vol(U;) < e.

Teorema A.6 (Teorema de Sard). Seja U um conjunto aberto em R™ e f : U — R™ uma

aplicagao continuamente diferencidvel. Seja C' o conjunto de pontos criticos de f, isto €,

C={zxeU : det(f'(x)) =0}. Entao f(C) tem medida zero.

Demonstragao. Veja [16, Teorema de Sard, p. 359]. [ |

o8



Referéncias Bibliograficas

[1] Adams, R. A.; Fournier, J. J. F. Sobolev Spaces. Pure and Applied Mathematics, Vol.
140. Academic Press, 2003.

[2] Brezis, H. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations.

Springer, 2010.

[3] Cabré, X. Elliptic PDEs in Probability and Geometry. Symmetry and regularity of
solutions, Discrete Contin. Dyn. Syst. 20, 2008, 425-457.

[4] Cabré, X. Isoperimetric, Sobolev, and eigenvalue inequalities via the Alexandroff-

Bakelman-Pucci method: a survey. arXiv:1507.04563v3 [math.AP|.

[5] Cabré, X. Partial differential equations, geometry, and stochastic control (in Catalan),

Bult. Soc. Catalana Mat. 15, 2000, 7-27.

[6] Cabré, X.; Ros-Oton, X. Regularity of minimizers up to dimension 7 in domains of

double revolution, Comm. Partial Differential Equations 38 (2013) 135-154.

[7] Cabré, X.; Ros-Oton, X. Sobolev and isoperimetric inequalities with monomial weights,

J. Differential Equations, 255 (2013), 4312-4336.

[8] Cabré, X.; Ros-Oton, X. Sobolev and isoperimetric inequalities with monomial weights.

arXiv:1210.4487v2 [math.AP].

[9] Cioranescu, D.; Donato, P. An Introduction to Homogenization. Oxford lecture series

in mathematics and its applications, Vol. 17. Oxford University Press. 1999.

[10] Courant, R.; Robbins, H. What is Mathematics?, Second Edition (revised by Ian
Stewart). Oxford University Press, 1996.

29



[11] Evans, L. C.; Gariepy, R. F. Measure Theory and Fine Properties of Functions. Boca
Raton, FL: CRC, 1992.

[12] Evans, L. C. Partial Differential Equations. Graduate Studies in Mathematics Vol.
19. American Mathematical Society, 1990.

[13| Gilbarg, D.; Trudinger, N. Elliptic Partial Differential Equations of Second Order,
Springer-Verlag, 1983.

[14] Hardy, G. H.; Littlewood, J. E.; Polya, G. Inequalities. Cambridge Mathematical
Library (second ed.). Cambridge: Cambridge University Press, 1952.

[15] Kesavan, S. Symmetrization € Applications, Series in Analysis Vol. 3. World
Scientific, 2006.

[16] Lima, E. L. Curso de andlise vol.2. 11 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2015.

[17] Moser, J. A sharp form of an inequality by N. Trudinger, Indiana Univ. Math. J. 20
(1970) 1077-1092.

[18] Steiner, J. Finfacher Beweis der isoperimetrischen Hauptsdtze, J. reine angew Math.

18, (1838), 281-296; and Gesammelte Werke Vol. 2, 77-91, Reimer, Berlin, (1882).

[19] Talenti, G. A weighted version of a rearrangement inequality, Ann. Univ. Ferrara 4

(1997) 121-133.

[20] Talenti, G. Best constant in Sobolev inequality, Ann. Mat. Pura Appl. 110 (1976)
353-372.

[21] Trudinger, N. S. On imbeddings into Orlicz spaces and some applications, J. Math.
Mech. 17 (1967) 473-483.

60



	e1edfc7c1e3152202bc89ae10c0df47de5e8eda0ffff7bbbe0f1db1c15782243.pdf
	e1edfc7c1e3152202bc89ae10c0df47de5e8eda0ffff7bbbe0f1db1c15782243.pdf
	e1edfc7c1e3152202bc89ae10c0df47de5e8eda0ffff7bbbe0f1db1c15782243.pdf
	Introdução
	Preliminares
	Espaços Lp
	Espaços de Hölder
	Espaços de Sobolev
	Espaços de Orlicz
	Desigualdades Clássicas de Sobolev

	Desigualdades Isoperimétricas com pesos monomiais
	Desigualdade Isoperimétrica
	Desigualdade de Sobolev
	Melhor constante e funções extremais na desigualdade de Sobolev
	Desigualdade de Morrey
	Desigualdade de Trudinger-Moser

	Apêndice
	Referências Bibliográficas


