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Resumo

Seja g uma élgebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo [F de caracteristica prima
pesejal(g) adlgebra envolvente universal de g. Sabemos da literatura que o centro Z(g) da
dlgebra envolvente U (g) ¢ um dominio integralmente fechado. Nesta tese, descrevemos Z(g)
para todas as algebras de Lie nilpotentes indecomponiveis de dimensdo menor ou igual a 6

sobre um corpo F de caracteristica prima p assumindo que a classe de nilpoténcia cl(g) < p.

Apresentamos exemplos em que Z(g) = Z,(g), onde Z,(g) é o p-centro de U(g).
No entanto, encontramos casos em que Z(g) # Z,(g). Nestes casos, vamos lidar com
extensdes integrais Z,(g)[z1, ... 2] € Z(g) onde zy,...,2s € Z(g) \ Z,(g). Nas condi¢des
em que Z,(g)[z1, ... 2zs] € Z(g) é uma extensdo integral cujos corpos de fracdes coincidem,
para ocorrer a igualdade Z,(g)[z1, ... 2] = Z(g), é suficiente que Z,(g)[z1,. .. z5] seja um
dominio integralmente fechado. Boa parte de nosso trabalho é mostrar essa propriedade.
Nesse ponto, precisamos dos conceitos de anéis regulares e anéis Cohen-Macaulay.

Denotamos por S(g) a dlgebra simétrica de g. Em caracteristica zero, os espagos
U(g) e S(g) sdo g-mddulos isomorfos com respeito a representacdo adjunta. O conjunto de
invariantes do g-médulo U(g) € o seu centro Z(g) e o conjunto de invariantes do g-médulo
S(g) € denotado por S(g)9. Nesta tese, também, explicitamos a dlgebra de invariantes S(g)?
para todas as dlgebras de Lie nilpotentes indecomponiveis de dimensdao menor ou igual a
6 sobre um corpo [ de caracteristica prima p com cl(g) < p. Bem como, mostramos a

incidéncia de um isomorfismo de dlgebras entre Z(g) e S(g)®.

Particularmente, determinamos Z(g) e S(g)? para as dlgebras de Lie standard filiform
de dimensdo até 6 em caracteristica prima p. Para essas dlgebras, em geral, ndo € uma tarefa
facil determinar geradores explicitos para Z(g) e S(g)? por causa da complexidade de seus

geradores e suas relacdes.

Palavras-chave: algebras de Lie nilpotentes, algebra envolvente

universal, centro, centro Poisson, anéis Cohen-Macaulay.
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Abstract

Let g be a finite-dimensional Lie algebra over a field [ of prime characteristic p and
let U(g) be the universal enveloping algebra of g. We know from the literature that the
center Z(g) of the enveloping algebra U (g) is an integrally closed domain. In this thesis, we
describe Z(g) for all indecomposable nilpotent Lie algebras of dimension less than or equal

to 6 over a field IF of prime characteristic p assuming that cl(g) < p.

We present examples where Z(g) = Z,(g), where Z,(g) is the p-center of U(g).
However, we found cases where Z(g) # Z,(g). In these cases, we will deal with integral ex-
tensions Z,(g)[z1, ... zs)] € Z(g) where z1,..., 25 € Z(g)\ Z,(g). When Z,(g)|[z1,. .. 2s) C
Z(g) is an integral extension whose fraction fields coincide, for equality Z,(g)[z1, ... 25| =
Z(g) to occur, it is sufficient that Z,(g)[21, . .. z5] is an integrally closed domain. A good
part of our job is to show this property. At this point, we need the concepts of regular rings
and Cohen-Macaulay rings.

We denote by S(g) the symmetric algebra of g. In characteristic zero, the spaces
U(g) and S(g) are isomorphic g-modules with respect to the adjoint representation. The set
of invariants of the g-module U(g) is its center Z(g) and the set of invariants of the g-module
S(g) is denoted by S(g)?. In this thesis, we describe the algebra of invariants S(g)®? for all
indecomposable nilpotent Lie algebras of a dimension less than or equal to 6 over a field
of prime caracteristic p with cl(g) < p. Furthermore, we show the existence of an algebra
isomorphism between Z(g) and S(g)°.

We also describe Z(g) and S(g)? for the standard filiform Lie algebras of dimension
up to 6 in prime characteristic p. For these algebras, in general, it is not an easy task to de-
termine explicit generators for Z(g) and S(g)? because of the complexity of their generators

and their relations.

Keywords: nilpotent Lie algebras, universal enveloping algebra,

center, Poisson center, Cohen-Macaulay rings.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 O centro da algebra envolvente universal

Seja g uma dlgebra de Lie de dimenséo finita sobre um corpo F e seja U(g) sua
dlgebra envolvente universal. Associando todo elemento de g com sua imagem em U (g)

consideramos g como uma subalgebra de Lie de U(g). O centro de U(g) é denotado por
Z(9)-

A descrigdo do centro Z(g) é uma questdo importante na teoria de representacdes
de dlgebras de Lie estando vinculada ao estudo de variedades algébricas como os grupos
de Lie. A titulo de exemplo, em caracteristica zero, determinar Z(g) é uma ferramenta
para indicar as representacoes unitdrias irredutiveis dos grupos de Lie [9]. Em caracteristica
prima, o estudo das representacdes de uma dlgebra de Lie estd ligado com especializacao
(ou reducgdo) de uma variedade algébrica [34]. Em particular, se g é uma élgebra de Lie de
dimensédo n sobre um corpo F de caracteristica prima, entdo Spec(Z(g)) é uma variedade

algébrica normal de dimensao n sobre [F [34].

Existem alguns fatos importantes que diferem as dlgebras de Lie de dimensao finita
sobre um corpo de caracteristica prima p das algebras de Lie de dimensdo finita sobre um

corpo de caracteristica zero. Por exemplo:

« O anel de fragdes da édlgebra envolvente universal de uma dlgebra de Lie de dimensao
finita sobre um corpo de caracteristica prima € uma algebra de divisdo de dimensdao
finita sobre seu centro (Teorema 3.3.4(2)), enquanto que este ndo € o caso em caracte-

ristica zero.

. Para cada dlgebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica prima,
existem representacoes indecomponiveis de dimensao finita que nao sdo irredutiveis
[19, Teorema 2], enquanto que pelo Teorema de Weyl, toda representagcdo indecompo-

nivel de dimensao finita de uma dlgebra de Lie semissimples sobre um corpo algebri-
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camente fechado de caracteristica zero € irredutivel [17, Secao 6.3, p. 28].

. Toda élgebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica prima possui
uma representagcao de dimensao finita fiel e completamente redutivel [32, Teorema 5.2,
p. 220]. Em caracteristica zero, o Teorema de Weyl aborda a situacdo em que todas
as representacdes de dimensao finita de uma dada dlgebra de Lie sdo completamente
redutiveis. Nesse caso, as dlgebras de Lie semissimples e dlgebras de Lie abelianas
admitem representagdes completamente redutiveis [17, Secdo 6.3, p. 28] e [32, Lema
5.6, p. 31].

Contudo, algumas propriedades das dlgebras de Lie em caracteristica zero siao pre-
servadas quando passamos para caracteristica positiva. Por exemplo, se g é uma algebra de
Lie nilpotente de dimensio finita sobre um corpo de caracteristica zero, entdo o centro Z(g)
¢ um dominio fatorial [11] e cada ideal primo em U(g) de altura um é um ideal principal
gerado por um elemento central [27]. Estas propriedades também sao validas em caracteris-
tica prima [4]. Aqui a nilpoténcia de g € importante, pois em [6, Exemplo 9.1], encontramos
uma 4lgebra de Lie soldvel g de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteristica prima em que o centro Z(g) ndo é fatorial. No caso semissimples, se g = gl,,
ou g = sl, e o corpo considerado é algebricamente fechado de caracteristica p com p 1 n,

entdo Z(g) é um dominio fatorial [30].

Denotamos por S(g) a dlgebra simétrica da dlgebra de Lie g. Se g é de dimenséo n
sobre IF, entdo S(g) € isomorfa a dlgebra de polindmios em n varidveis sobre F. Em caracte-
ristica zero, os espacos U(g) e S(g) sao g-moédulos isomorfos com respeito a representacio
adjunta [13, Proposi¢do 2.4.10]. O espaco de invariantes do g-médulo U(g) € precisamente
o seu centro Z(g). Os elementos de Z(g) sdo também chamados invariantes de Casimir de
g. O conjunto de invariantes do g-mdédulo S(g) é denotado por S(g)? (veja Segdo 6.17).
Desperta interesse descrever a estrutura do centro Z(g) e da édlgebra de invariantes S(g)9,

tanto quanto estudar a existéncia de um isomorfismo de dlgebras Z(g) = S(g)°.

1.2 Resultados conhecidos

Se g é uma das dlgebras sl,,, pgl,,, psl,,, entdo o centro Z(g) é calculado em carac-
teristica prima em [5]. O célculo de Z(g) para a dlgebra de Lie das matrizes triangulares
estritamente inferiores n X n sobre R pode ser encontrado em [12]. Ainda em caracteristica
zero, considerando g a dlgebra de Lie das matrizes triangulares superiores, Z(g) foi calcu-
lado em [3]. O centro Z(g) em caracteristica prima para g uma dlgebra de Lie semissimples
foi calculado em [33] e [26].

Se g € uma dlgebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo [ algebricamente fe-

chado de caracteritica zero, entdo M. Duflo mostrou que existe um isomorfismo de dlgebras
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entre Z(g) e S(g)?, o chamado Isomorfismo de Duflo [15, Teorema 2].

O isomorfismo de algebras entre Z(g) e S(g)? também € interessante nos casos parti-
culares. Se g € semissimples, entdo esse isomorfismo € uma soma dos teoremas de Chevalley
e Harish-Chandra [13, Teoremas 7.3.7 e 7.4.5]. Para g nilpotente, o mapa de simetrizacao
dd um isomorfismo entre Z(g) e S(g)? (veja [13, Proposicdo 4.8.12]). No caso em que g é
solivel, o isomorfismo é uma consequéncia de [21, Proposicdes 4.0 e 4.1]. Em todos esses

casos, o corpo considerado € algebricamente fechado de caracteristica zero.

No entato, considerando um corpo de caracteristica p > 3 e tomando g = sly, é
conhecido que Z(g) 2 S(g)? (veja [2, Exemplos 6.1]). Nessa direcdo, A. Braun (ver [2,
p- 204]) apresentou a seguinte conjectura:

Conjectura (A. Braun) Se g € uma élgebra de Lie nilpotente de dimensao finita sobre
um corpo [ de caracteristica prima, entdo Z(g) = S(g)°.

Em caracteristica positiva, se g € o nilradical (ideal nilpotente maximal) da subdlge-
bra de Borel (subdlgebra solivel maximal) de uma dlgebra de Lie simples classica (do tipo
A,, By, C,, D,,), entdo as édlgebras Z(g) e S(g)? sdo isomorfas [2]. Isto é, para essas dlge-
bras a conjectura de A. Braun € verdadeira. No trabalho [2], Ben-Shimol toma o p-centro
Z,(g) de U(g) (ver Defini¢ao 3.3.1), constrdi elementos centrais z1, ..., zs € Z(g) \ Z,(g)
e mostra, em cada uma das dlgebras de Lie simples classicas, que Z(g) = Z,(g)[21, - - -, 2s)-

Ben-Shimol mostrou que, em cada caso, tem-se Z(g) = Z,(g)[#1, . . ., 2s) € isomorfo
a um anel Cohen-Macaulay integralmente fechado da forma R/I, onde R = Z,(g)[t1, . . .t
¢ o anel de polindmios sobre Z,(g) nas varidveis ¢1,...,t, ¢ [ = (f1,..., fs) é o ideal
gerado pela sequéncia regular fi,..., fs,onde f; = t¥ — 2, i = 1,...s. Para tanto, ele fez
uso do Critério Jacobiano para regularidade (Teorema 2.3.8(2)) e do Critério de Serre para
integridade (Teorema 2.4.5(2)).

J. Dixmier em [10], estudando as representagdes unitdrias dos grupos de Lie nilpo-
tentes, apresenta todas as dlgebras de Lie nilpotentes indecomponiveis de dimensao menor
ou igual a 5 (a menos de isomorfismo) e usa o Isomorfismo de Duflo para exibir o centro
Z(g) para essas algebras sobre um corpo de caracteristica zero. Em particular, ele concluiu
que se g é uma dlgebra de Lie nilpotente de dimensao menor ou igual a 5 sobre um corpo F
de caracteristica zero, entdo Z(g) é isomorfo a uma dlgebra de polinémios, exceto quando

temos a algebra de Lie standard filiform de dimensdo 5.

Alfons Ooms em [28], calculando o centro e o semi-centro de U(g) para g uma &l-
gebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica zero, e em [29], também
em caracteristica zero, coletando resultados gerais sobre a dlgebra de invariantes S(g)? de
algebras de Lie de dimensdo finita, descreve Z(g) para todas as dlgebras de Lie nilpotentes
indecomponiveis de dimensao no maximo 7 sobre C. Devido a quantidade e ao tamanho dos
geradores de Z(g), o autor utilizou as ferramentas computacionais MAPLE e SINGULAR



para expressar esses geradores.

Estes trabalhos de J. Dixmier e Alfons Ooms determinam o centro Z(g) para g uma
algebra de Lie nilpotente indecomponivel de dimensao até 7 sobre um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero (C).

1.3 Resultados novos

Em nosso trabalho, fazendo uso das técnicas empregadas por Oz Ben-Shimol em
[2], vamos explicitar a estrutura do centro Z(g) e da édlgebra de invariantes S(g)?, bem
como a incidéncia de um isomorfismo de dlgebras entre Z(g) e S(g)9, para todas as dlgebras
de Lie nilpotentes indecomponiveis de dimensdao menor ou igual a 6 sobre um corpo [ de

caracteristica prima p. Efetivamente vamos demonstrar os seguintes teoremas:

Teorema A. Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente de dimensdao menor ou igual a 6 sobre um
corpo F de caracteristica prima p com cl(g) < p, onde cl(g) € a classe de nilpoténcia de g.

Entao

1. Z(g) é o fecho integral do anel gerado sobre F pelos geradores dados na Tabela 1.1 no

seu corpo de fragoes.

2. Se g # 055, 06,18, 06,25, entdo Z(g) é um anel Cohen-Macaulay gerado sobre F pelos
geradores dados na Tabela 1.1.

No caso das trés dlgebras explicitadas no item 2 do Teorema A, o centro Z(g) ndo
€ gerado pelos geradores dados na Tabela 1.1. Veja as discussdes nas Secoes 4.2.1, 5.2.1 e
5.2.2.

Teorema B. Se g € uma élgebra de Lie nilpotente de dimensdao menor ou igual a 6 sobre
um corpo F de caracteristica prima p com cl(g) < p, entdo Z(g) = S(g). Em particular, a

conjectura de A. Braun é verdadeira nesta classe de dlgebras.

Veja as Tabelas 4.1 e 5.1 para as tdboas de multiplicacdo das dlgebras aparecendo na
Tabela 1.1.

Tabela 1.1: Invariantes de Casimir de g

g Geradores P
g3 xzf’ xIQ)’ xs3 p Z 2
g4 o, b, ak, xy, 23 — 2womy p>3
95,1 o, b, bk, xs p>2

Continua na proxima pdgina



Tabela 1.1 — Continuagdo da tabela

g Geradores P
95,2 o, o, o, x4, x5, Toxs — 2374 p=>2
95,3 o, ab, ak, o, xs p>3
O54 | 2f, ab, 2k, w4, 5, 12 + 27175 — 201y p>3
055 | xf, ab, 2k, oh, x5, 23wy — 22, 3w0w? — wzwyTs + 13 p>5
05,6 o, b, ah, o, xs p>5

oer(n) | ab, ah, ab, 2, w5, 15 (n € F) p=2
G610 | o, xb, 2k, ok, ot xe, 15 — 2x0m6 p>3
g611 | o, b, ab, ol 2b, x, 23 + 2w576 — 23376 p>5
G612 | o, b, b, o, 2F, v, 23 — 21376 p>5
9613 | o, b, b, o, of, e, 23 — 3w3wsxe + 3w00E p>5
G614 | o, 2b, 2k, ko, xe, 223 + 3w3x6 — 630506 — 6122 p>5
G615 | o, 2b, ab, ok, o, xe, 23 — 3x4w506 + 3372 p>5
G616 | o7, b, ab, ah, 2, w6, 22 — 27116 — 23375 p>5
go17 | o, xb, xb, ko, xe, 12 — 2x476 p>5

p P P P P 2 3 2
o Ty, Ty, Ty, Tys Tsy Ty Ty — 2T4T6, Ty — 3T4T5T6 + 3T3T§, p>5
6,18 >
12 + 279w — 27375

O6190() | o, a8, 2k, oh), 28, xe, 22 + ex? + 2exi16 — 22376 (6 €F*) | p>3

D D D D p 2
96,20 xla $27 xg, x47 x5, 'TG’ ms - 21’31’6 p Z 3
p .p P P D 2 2
96.21(€) T, Ty, Ty, Ty, Ty, Te, Tz + T] — 2ex306 (€ € FF) )
p b P P
O6,22(¢) | o, 28, 2k, 2!, x5, 26 (¢ €F) p=>2
p D p D
9623 | T1, Ty, T3, Ty, T, T p=>3
p D D D
g6,24(8) | ¥, 2, 2k, of), x5, 16 (¢ € F) p=>3
D D D D 2
U625 | X1, Ty, T3, Ty, T, Te, T3 — 2T9T5, T3Le — T4T5 p=>3
D D D
96,26 | Ty, Ty, T3, Ta, Ty, Te, T1Te — Tols + T3y p=>2
D D D D
9627 | T, Ty, T3, Ty, Ts, T p=3
G628 | o, x5, ab, af, w5, x6 p=>5

Fim da tabela

Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente de dimensdo finita sobre um corpo [ de ca-
racteristica prima p e seja Z,(g) o p-centro de U(g). O dominio Z,(g) é uma édlgebra de
polindmios e a extensdo Z,(g) C Z(g) é uma extensdo integral de dominios. Determinando
Z(g) para g uma algebra de Lie nilpotente indecomponivel de dimensdo menor ou igual a 6
sobre um corpo de caracteristica prima p, vamos mostar exemplos onde Z(g) = Z,(g) (veja
as Secoes 4.2 e 5.2).

Pode, no entanto, acontecer que Z(g) # Z,(g). Nestes casos, vamos tratar de exten-
soes integrais Z,(g)[z1, ... zs] € Z(g) com zy,...,2s € Z(g) \ Z,(g) onde Z,(g)|z1,- - -, 25|
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ndo ¢ uma dlgebra de polindmios. Vamos calcular o corpo de fracdes de Z,(g)[z1, - .. 2]
e lidando com extensdes puramente insepardveis, estabeleceremos um critério para que os

corpos de fragdes de Z(g) e Z,(g)[z1, . . . zs] coincidam (ver Teorema 3.3.6).

Nas condi¢des em que Z,(g)[z1, - .. 2s) C Z(g) € uma extensdo integral cujos corpos
de fragdes coincidem, para ocorrer a igualdade Z(g) = Z,(g)[z1, - . . 25 serd suficiente que
Z,(9)[#1, - . - zs) seja um dominio integralmente fechado. Boa parte de nosso trabalho serd
mostrar essa propriedade (Teoremas 4.2.1 € 5.2.1). Assim como Oz Ben-Shimol, recorremos
aos conceitos de anéis regulares e anéis Cohen-Macaulay, bem como, ao Critério Jacobiano

para regularidade e ao Critério de Serre para integridade.

Em nosso trabalho, vamos determinar o centro Z(g) para todas as dlgebras de Lie
nilpotentes indecomponiveis de dimensdo até 6 sobre um corpo de caracteristica prima p,
limitando p > cl(g). Também serd necessario o uso de recursos computacinais para calcu-
lar os geradores do centro em alguns casos (veja as Secoes 4.2.1 e 5.2.1). Utilizaremos o
software Macaulay?2 [16].

Para calcular os geradores da dlgebra de invariantes S(g)?, em qualquer caracteristica,
€ necessdrio determinar solugdes de certas equacdes diferenciais parciais. Isso acontece
porque se g é uma élgebra de Lie com base {1, ..., z,} sobre um corpo [, entdo podemos
identificar sua dlgebra simétrica S(g) com a dlgebra de polindmios F[x,] = F[z1,..., z,).
Considerando a ac¢o adjunta de g em F[x,,] (ver Equag@o 3.4), o conjunto de invariantes de
F[x,] por essa agdo é chamado centro de Poisson de F[x,] e é denotado por F[x,]?. Para
todo f € [F[x,] vale que

n

0
f € F[x,]? se e somente se Z[x“ x]]a—f =0, paratodo 1 < i < n.
Lj

j=1

(veja Proposicao 3.2.3). Vamos utilizar essas equagdes diferenciais para calcular os gerado-

res de F[x,,]% (ou S(g)?) em todos os casos que consideraremos.

1.4 Casos interessantes

E particularmente interessante o célculo de Z(g) e S(g)¢ quando g = g(n) (n > 3) é
a dlgebra de Lie standard filiform de dimensdo n sobre um corpo F (veja [2, Exemplo 6.4]).
Se {x1,...,x,} é uma base para g, entdo g ¢ a dlgebra de Lie definida pelos comutadores
[z, 2;] = 41, parai = 2,...,n — 1. Nesse caso, g € uma dlgebra de Lie nilpotente com
classe de nilpoténcia cl(g) = n — 1. Para essas dlgebras, ndo é uma tarefa fécil determinar
Z(g) e S(g)? por causa da complexidade de seus geradores e suas relagdes. Por exemplo,
podemos ver isso em [10, Caso g3, g4, g5 5] € [28, Caso 25], onde os autores mostraram que

se g € a dlgebra de Lie standard filiform de dimensdo n < 6 sobre um corpo algebricamente



fechado de caracteristica zero, entdo para

N
oS
©
e

5)) = Flxs, 21, 22, 23],
onde

21 = 2I3$5 — I‘Z,
_ 2 3
29 = 3Toxs — 3T3X4T5 + Ty,
23 = 9x§x§ — 18293145 + 6x2xi + 8:17§x5 — 3:10%%21,

e é valida a relagdo 2} + 22 — x223 = 0. Ademais, Z(g(6)) = F|xg, 21, 22, 23, 24], onde

= :1:% — 2147,

_ .3 2
2o = Xy — 3T4T5Te + 3T3Tg,
zg3 = xi + 22926 — 21375,

2y = 2xi + 6x2x§ + 9:1:§x6 — 12z9x426 — 6237475,

e é valida a relagdo 25 — 22 — 3w22125 + 2324 = 0.

O centro Z(g(7)) sobre C possui um conjunto minimal de geradores com 23 elemen-
tos satisfazendo 168 relacdes [29, Caso 159].

Sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, as dlgebras de Lie
standard filiform gozam da propriedade que Z(g) (ou S(g)?) é uma élgebra de polindmios
se n < 4 [29, Exemplo 27]. Em caracteristica positiva, as dlgebras de Lie standard filiform
formam um exemplo importante de dlgebras de Lie nilpotentes onde a conjectura de A.
Braun € verdadeira. Isto é, também em caracteristica positiva, essas dlgebras satisfazem

Z(g) = S(g)® como dlgebras comutativas [2, Exemplo 6.4].

Em nosso trabalho, vamos explicitar Z(g) para as dlgebras de Lie standard filiform
de dimensdo até 6 em caracteristica positiva. Nesse caso, Z(g) (ou S(g)?) € uma algebra de
polindmios apenas para a dlgebra standard filiform de dimensao 3 (veja nas Secdes 4.1 e 4.2
os casos g(3) e g(4), e as Se¢des 4.2.1 € 5.2.2).

Em caracteristica zero, o Isomorfismo de Duflo mostra que o conhecimento da dlgebra
de invariantes S(g)? determina o centro Z(g). Em caracteristica positiva, para as dlgebras
de Lie nilpotentes indecomponiveis de dimensdo até 6, utilizaremos de conceitos de dlgebra
comutativa para determinar a integridade dos anéis Cohen-Macaulay que consideraremos, e

assim, explicitar os centros Z(g) e deduzir a incidéncia de um isomorfiso de dlgebras entre
Z(g) e S(g)*.



1.5 A estrutura da tese

O texto desta tese estd dividida em cinco capitulos.

No Capitulo 2, apresentaremos alguns conceitos de dlgebra comutativa essenciais
em nosso trabalho. Nesse capitulo vamos brevemente tratar de defini¢des e propriedades
das extensoOes insepardveis, da localizacdo de um anel, dos anéis Cohen-Macaulay e dos
anéis regulares, do fecho integral e da integridade de anéis e apresentaremos também alguns
resultados sobre polindmios primos. No fim desse capitulo vamos dar uma condicao para que
um dominio seja integralmente fechado e vamos exibir uma lista de dominios integralmente
fechados que aplicaremos nos Capitulos 4 e 5 no calculo do centro das dlgebras envolventes

universais.

No Capitulo 3, vamos falar sobre a dlgebra envolvente universal de uma édlgebra de
Lie e seu anel de divisdo, falaremos da édlgebra de invariantes de uma algebra de Lie e seu
corpo de fracdes. Aqui explicaremos o conceito e as principais propriedades do p-centro da
algebra envolvente universal de uma algebra de Lie. Nesse capitulo abordaremos sobre os
graus das extensoOes do anel de divisdo da dlgebra envolvente universal sobre seu centro e

sobre o corpo de fracdes do seu p-centro.

No Capitulo 4, seré calculado o centro Z(g) para todas as dlgebras de Lie nilpotentes
indecomponiveis de dimensdo menor ou igual a 5 em caracteristica prima p. Apresentaremos
os dois casos: o centro coincinde com o p-centro ou o centro é uma extensdo prépria do p-
centro. Concluiremos esse capitulo apresentando o caso particular quando g € a dlgebra de
Lie standard filiform g(5) = g5 5 de dimensdo 5. Nesse caso, para z1, zo € Z(g) dados por

21 = 2x3705 — xi,
29 = 33:233% — 3r3x475 + xi,
temos que Z(g) € o fecho integral de Z,(g)[z1, 22] no seu corpo de fragdes. Geradores ex-

pressos no caso p = 5 foram determinados usando o software Macaulay?2 e sdo apresentados
na Se¢ao 4.2.1.

No Capitulo 5, faremos o célculo de Z(g) para todas as dlgebras de Lie nilpotentes
indecomponiveis de dimensdo igual a 6 em caracteristica prima p. Primeiro obtemos dois
casos: o centro € igual ao p-centro ou o centro € uma extensao propria do p-centro. Depois,

destacam-se dois casos complicados:
Se g = g¢,25 € a dlgebra definida pelos comutadores
(21, 22] = X3, [71, 73] = 75 € [11, 74] = 6,
entdo para z1, 2o € Z(g) dados por
Z1 = x§ — 22975,

29 = X3Xg — T4ls,



temos que Z(g) € o fecho integral de Z,(g)|z1, 2] no seu corpo de fracoes. Geradores para
Z(g) sdo determinados computacionalmente nos casos p = 3 e p = 5 e sdo apresentados na
Secdo 5.2.1.

Se g = g6.18 = 9(6) é a dlgebra de Lie standard filiform de dimensao 6, entdo para os

elementos 21, 22, 23 € Z(g) definidos por

z1 = Ig — 22476,
29 = xg — 3z4x56 + 33531:2,

23 = xi + 2x9x¢ — 22375,

temos que Z(g) € o fecho integral de Z,(g)|z1, 22, 23] no seu corpo de fragdes. Infelizmente
nem por meios computacionais nés conseguimos determinar geradores explicitos para Z(g)

neste caso (veja Se¢do 5.2.2).

No Capitulo 6, determinaremos a dlgebra de invariantes S(g)? para todas as dlgebras
de Lie nilpotentes indecomponiveis de dimensdo até 6 sobre um corpo de caracteristica prima
p. Em particular, concluiremos que a conjectura de A. Braun é verdadeira para todas as

algebras de Lie nilpotentes de dimensao até 6 com classe de nilpoténcia menor ou igual a p.

1.6 Para o futuro...

. Se g é uma 4dlgebra de Lie nilpotente de dimensao finita 7 sobre um corpo [ de carac-
teristica prima p, com p > cl(g), entdo 2P € Z(g) para todo = € g. Por isso, em nosso
trabalho, em todos os casos, assumimos que p > cl(g). Mas, para cada = € g, a nilpo-
téncia de ad, garante que 2?7 € Z(g) para algum > 0. Como g é de dimensdo finita,
sempre podemos tomar um nimero r minimal com essa propriedade. Assim, seria in-
teressante considerar no futuro os casos em que p é pequeno p < cl(g). Nesse sentido,
se g € uma 4dlgebra de Lie standard filiform de dimensao n sobre um corpo de carac-
teristica positiva ja sabemos que Z(g) = S(g)? sem restringdes sob a caracteristica p

(Proposigdo 6.2.1). Também, A. Braun em [4] nos mostra um caminho.

. Se g € uma algebra de Lie nilpotente indecomponivel de dimensdo 7 sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero (C), entdo Z(g) foi calculado em [28]
e [29]. Dadas as tabelas de multiplicacdo e os geradores de Z(g) em caracteristica
zero, percebemos que as estratégias que utilizamos com as dlgebras de dimensao até
6 em caracteristica p podem ser aplicadas para essas dlgebras. Assim, fica a possibili-
dade de continuar esse trabalho para as algebras de Lie nilpotentes de dimensdo 7 em
caracteristica p. Mas, claro que a quantidade de geradores e relagdes em alguns casos

nessa dimesao assustam.



Capitulo 2
Uns conceitos de algebra comutativa

Grande parte de nosso trabalho serd mostrar a integridade de dlguns anéis que consi-
deraremos. Com esse fim, precisamos recorrer a alguns topicos da dlgebra comutativa como
a integridade e localizacdo de anéis, os anéis regulares, os anéis Cohen-Macaulay, as exten-
sOes insepardveis e também, o Critério Jacobiano para regularidade e o Critério de Serre para
integridade. No fim desse capitulo apresentaremos uma lista de anéis integralmente fechados
importantes no decorrer de nosso trabalho.

Vamos iniciar essa secdo tratando de extensdes de corpos. Particularmente vamos
definir e apresentar algumas propriedades de extensdes de corpos puramente insepardveis em
caracteritica positiva. Depois vamos apresentar o conceito de sequéncia regular, definir anéis
regulares e CM anéis, vendo que os anéis regulares sdio CM anéis fatoriais. Vamos apresentar
o Critério de Serre para integridade e o Critério Jacobiano para regularidade. Usaremos

desses dois critérios para mostrar regularidade e integridade dos anéis que consideraremos.

Os conceitos e resultados que apresentaremos nessa se¢ao visam, em resumo, possi-
bilitarem a demonstracido do Teorema 2.6.1, que sera aplicado na Se¢do 2.6, onde apresen-
taremos exemplos de anéis integralmente fechados. A integridade desses anéis serd ttil nos
Capitulos 4 e 5, onde determinaremos os centros Z(g) em caracteristica prima p, para g uma
dlgebra de Lie nilpotente de dimensdo até 6. Todos os anéis que consideramos nesse capitulo
sdo comutativos com identidade.

Se R é um anel, entdo R[x,] = R[z1,...,2,] é o anel de polindmios sobre R em n
varidveis. Isto é, o conjunto de expressdes polinomiais em x4, . . ., ,, com coeficientes em
R. Se F C E € uma extensdo de corpos e z1, ..., z, € E, entdo denotamos por F(x,) =

F(xy,...,xz,)ao corpo geradopor Fe z1, ..., z,. O grau da extensdo IF C [E é denotado por
[E : F].
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2.1 Extensoes Inseparaveis

Nessa se¢do nossa principal referéncia € [18, Capitulo 19]. Se F C [E € uma exten-
sdo de corpos, entdo um elemento o € [ algébrico sobre [F, € dito separdvel sobre [ se
ming(«) (0 polindmio minimal de « sobre [F) € separdvel, ou equivalentemente, se as raizes
de ming(«) no fecho algébrico de T sdo distintas. Uma extensdo algébrica F C E € sepa-
rdvel, se todo elemento o € E € separdvel sobre [, ou equivalentemente, se as raizes de

ming () sdo distintas para todo « € E.

Definicao 2.1.1. Seja F C E uma extensdo de corpos de grau finito. Se nenhum elemento de

E \ [ é separdvel sobre F, entdo dizemos que E é puramente insepardvel sobre F.

Note que a extensdo trivial F C [F é considerada como puramente insepardvel.

Teorema 2.1.2. [18, Teorema 19.10] Seja F C [E uma extensdo algébrica com I um corpo

de caracteristica prima p. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

1. E é puramente insepardvel sobre .
2. Para cada elemento o € E, existe n > 1 tal que o®" € F.

3. Cada elemento de E tem polindmio minimal sobre F da forma ming(z) = 2" — a

para algum inteiron > 1 e algum a € F.

Particularmente estamos interessados em extensdes puramente inseparaveis em carac-
teristica prima p. O proximo corolario reune as propriedades bésicas de extensdes puramente

insepardveis que precisamos.

Corolario 2.1.3. [18, Coroldrios 19.11-19.13] Seja IF um corpo de caracteristica prima p.

As seguintes afirmagoes sdo vdlidas:

1. Suponha que E = F(a) e que o*" € F para algum n > 1. Entdo E é puramente

insepardvel sobre F.

2. Suponha que F C E ¢é puramente insepardvel. Entdo as seguintes afirmagoes sao

verdadeiras:

(a) Se F C K C E ¢é uma extensdo de corpos, entdo K é puramente insepardvel

sobre [ e £ é puramente insepardvel sobre K.

(b) Se [E : F] < oo, entdo [E : F] é uma poténcia de p.

3. Suponha que F C K C E é um extensdo de corpos com F C K e K C E ambas

puramente insepardveis. Entdo E é puramente insepardvel sobre IF.
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2.2 Localizacao

Em [22, Capitulo 6] e [25, Capitulo 2], encontramos as principais defini¢des e pro-

priedades basicas da localiza¢do de um anel.

Seja R um anel ¢ S C R um subconjunto multiplicativo. Denotamos por S™'R a
localizag@o de R por S. Seja P € Spec(R) um ideal primo de R. Denotamos por Rp a
localizag@o de R pelo conjunto multiplicativo S = R\ P. Agora, dado = € R, denotamos
por R, a localizagdo de R pelo conjunto multiplicativo S = {1,z, 22, ... 2% ...} gerado

por .

O préximo Lema é uma consequéncia da definicdo da localizagdo de um anel por
um subconjunto multiplicativo e serd ttil em nosso trabalho. Como ndo encontramos sua

demonstracao na literatura, vamos demonstra-lo.

Lema 2.2.1. Seja R C B uma extensdo de anéis e considere a extensdo R[b] com b € B. Se
S C R é um subconjunto multiplicativo de R, entdo S~'(R[b]) = (S~'R)[b)].

Demonstragdo. Se 0 € S, entdo por defini¢@o a localizacio é nula. Assumimos que 0 ¢ S.
Por um lado, dado z € S™!(R[b]) temos que z = ¢/s com ¢ € R[b] e s € S. Logo,
c=37_orib’ comr; € R. Daf

_Z;'l:()rjb] _ Ty -1
x_T_;;b]e(S R)[b).

Por outro lado, dado y € (S~ R)[b] temos que

y=> = % e STU(R[Y),

comr, € Res, €5. O

Do Lema 2.2.1 obtemos por indugdo sobre n que
STHRIbr, ..., ba)) = (ST'R) by, ..., by),

para todo by, ...,b, € B.

Uma propriedade importante de localizagdo de anéis € que a localizagcdo comuta com

a passagem ao quociente. Mais precisamente temos que:

Teorema 2.2.2. [25, Teorema 4.2] Seja R um anel, S C R um subconjunto multiplicativo e
I um ideal de R. Denote por S a imagem de S em R/I. Entdo (S™*R)/(IS7'R) = (R/I)s.
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2.3 Anéis Cohen-Macaulay e regulares

Agora vamos apresentar conceitos e propriedades referentes aos anéis Cohen-Macaulay
e aos anéis regulares que utilizaremos em nosso trabalho. Nossas principais referéncias nessa

secdo sdo [7, Capitulos 1 e 2] e [25, Capitulos 6, 7 e 11].

Definicao 2.3.1. Seja R um anel e sejam ay,...,a, € R. Diz-se que aq,...,a, é uma

sequéncia regular se as seguintes condicoes sdo satisfeitas:

1. aq ndo é um divisor de zero.
2. A imagem de a; ndo é um divisor de zero em R/(ay, ... ,a;_1) parai > 2.

3. R# (ay,...,ap).

Um exemplo de sequéncia regular € a sequéncia z1,...,x, de indeterminadas no
anel de polindmios R = S[x,] para S um anel. Se R é um anel noetheriano e ay, ..., a, é
uma sequéncia regular, entdo qualquer permutacdo de ag, . . ., a,, € uma sequéncia regular [7,
Proposi¢do 1.1.6]. Ainda nesse caso, um ideal gerado por uma sequéncia regular tem altura

maxima:

Corolario 2.3.2. Sejam R é um anel noetheriano, a1, . . . , a, uma sequéncia regular em R e
I = (ay,...,a,). Entdo, ht(I1) = n, onde ht(I) € a altura do ideal I.

Demonstragcdo. Por um lado, por [22, Teorema 7.5] temos que ht(/) < n. Por outro lado,
por [7, Proposi¢do 1.2.14] temos que ht(/) > n. Logo, ht(]) = n. O

Agora estamos em condi¢des de introduzir os anéis Cohen-Macaulay. Em um anel
noetheriano local R, o comprimento maximo de uma sequéncia regular no ideal maximal de
R, é no mdximo, a dimensao de Krull de R (denotada dim(R)). Anéis Cohen-Macaulay sdo

tais que o comprimento méximo de uma sequéncia regular é dim(R).

Definicao 2.3.3. Seja R um anel noetheriano local com ideal maximal m. Dizemos que R
¢ um anel Cohen-Macaulay local (ou CM anel local) se R = 0 ou se existe uma sequéncia
regular de comprimento dim(R) contida em m. Além disso, um anel noetheriano R é dito ser
um anel Cohen-Macaulay (ou CM anel) se Ry, é um CM anel local para todo ideal mdximal
mde R.

Pela Defini¢ao 2.3.3, um corpo F é um CM anel local. Se R € um CM anel, entdo
todo anel de polindmios R|[x,| é também um CM anel [25, Teorema 17.7, p. 137]. Se R
um CM anel e S C R é um subconjunto multiplicativo, entdo a localizagio S~ R também
¢ um anel Cohen-Macaulay [7, Teorema 2.1.3(b)]. Os anéis Cohen-Macaulay também sao

preservados por quocientes por ideais gerados por sequéncias regulares. Isto é, se R é um
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CM anel e [ é um ideal gerado por uma sequéncia regular, entdo o quociente R/I também é
um CM anel. Mais geralmente temos que:

Teorema 2.3.4. [25, Exercicio 17.4, p. 139] Sejam R um CM anel, a,, . . ., a, uma sequén-
cia regularem R e I = (ay,...,ay,). Entdo, para todo inteiro r > 0, o anel R/I" é um CM

anel.

Agora vamos mostrar uma importante propriedade dos ideais primos de um CM anel.

Lema 2.3.5. Se R é um CM anel e P C Q) sdo ideais primos de R, entdo ht(Q)) = ht(P) +
hi(Q/P).

Demonstragdo. Assuma sem perda de generalidade que R = Rg. Por [7, Corolario 2.1.4]
vale que dim(R) = ht(P) + dim(R/P). Logo,

ht(Q) = dim(R) = ht(P) + dim(R/P) = ht(P) + ht(Q/P),
e o lema é verdadeiro. [

Definicao 2.3.6. Um anel noetheriano local R com ideal maximal m é um anel local regular
se
dimg (m/m?) = dim(R),

onde K = R/m e dimg(m/m?) é a dimensdo de m/m?* como um espaco vetorial sobre K.
Além disso, um anel noetheriano R é dito ser um anel regular se a localizagdo Rp é um anel

local regular para todo P € Spec(R).

Observe que um corpo [ é um exemplo de anel local regular. Segue de [7, Corolario
2.2.9], que se R é um anel local regular, entdo a localiza¢do Rp, para todo P € Spec(R), é
um anel local regular, isto €, a localizacdo por ideais primos preserva a regularidade de um

anel local regular.

Teorema 2.3.7. Seja R um anel regular. As seguintes afirmagées sdo verdadeiras.

1. O anel de polindmios R[x,) € regular.

2. Se x € R é um elemento ndo divisor de zero, entdo R, é um anel regular, onde R, é a

localizacdo de R pelo conjunto multiplicativo gerado por .

3. Réum CM anel.
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Demonstracdo. Para parte 1, veja [25, Teoremas 19.5]. Para parte 2, seja P € Spec(R,).
Entdo, x ¢ P, caso contrdrio 1 € P. Temos que

(Rx)P:{% . a€ R, beRz\P}

c/xt .
:{d/xj .cER,dER\P,Z,]ZO}

cx? : - .
:{d - cx’ € R, dIZGR\P,Z,jZO}
xl

Z{EZUER,UER\P}

u

= Rpnp.

Como P N R € um ideal primo de R, temos que Rpnpr € um anel local regular, isto €, (Rz) P

¢ um anel local regular. Portanto, 12, € um anel regular.

Para parte 3, veja em [25, Teoremas 17.8], que o resultado € valido para R anel local
regular, isto é, se R € um anel local regular, entio R é um CM anel local. Mas, se R € um
anel regular, entdo temos que Rp é local regular para todo P € Spec(R). Logo, Rp é um
CM anel local para todo P € Spec(R). Em particular, R,, ¢ CM anel local para todo ideal

maximal m € R. Sendo assim, pela Defini¢do 2.3.3 temos que R é um CM anel. U
Uma derivagao de uma F-dlgebra A é um endomorfismo linear d : A — A tal que
d(zy) = d(z)y + xd(y), paratodo z,y € A.

Denotamos por Der(A) o conjunto de derivagdes de A.

Seja R um anel (F-dlgebra), Der(R) o conjunto de derivacdes de R e seja P €
Spec(R). Sejam dy, .. .,ds € Der(R) e fi,..., f € R. Escrevemos

J(flyu-;ft;dh---;ds)(P):(difj—i_P)iJ

a matriz s X t com entradas em R/P. O posto dessa matriz, isto é, o nimero de linhas
ou o nimero de colunas, linearmente independentes em relacio ao corpo F, € denotado por
rank J (f1,..., fi;d1, ..., ds) (P). Oitem 2 do préximo resultado é conhecido como Critério
Jacobiano para regularidade.

Teorema 2.3.8. [25, Teorema 30.4] Sejam R um anel regular, P € Spec(R), e I C P um
ideal de R. Suponha que ht(IRp) = r. Entdo

1. Para quaisquer dy,...,ds € Der(R) e f1,..., f; € I temos que
rank J (f1,..., fe;dy, ..., ds) (P) <.

2. Se existem dy,...,d, € Der(R) e fi,...,f, € I tais que det(d;f;) ¢ P, entdo
Rp/IRp é regular.

O Teorema 2.3.8(2) € conhecido como Critério Jacobiano para regularidade.
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2.4 O fecho integral e anéis integralmente fechados

As principais referéncias utilizadas nessa secao sio [22], [24] e [25].

Sejam S um anel, R C S um subanel de S e um elemento s € S. Um polindmio
monico
g(x) = 2" + ap_ 12" + -+ a1x + ap € R[7]
com g(s) = 0 é chamado equacdo integral para s sobre R. Um elemento s € S é chamado
integral sobre R se existe uma equacgdo integral para s sobre R (a diferenca para a defini¢do
de elemento algébrico é que o polindmio g(z) é mdnico). O anel S € dito integral sobre R se
todos os elementos de S s@o integrais sobre R. Nesse caso, dizemos que S € uma extensao

integral de R.

Definicao 2.4.1. [22, Definicdo 8.7] Seja S um anel e R C S um subanel de S. O conjunto
C ={s €S : séintegral sobre R} é chamado o fecho integral de R em S. Se C' = R,
entdo dizemos que R é integralmente fechado em S. Um dominio R é chamado integralmente

fechado se é integralmente fechado no seu corpo de fragcoes Frac(R).

Teorema 2.4.2. [22, Proposicdo 8.10] Seja R um dominio. As seguintes afirmacoes sdo

equivalentes.

1. R é integralmente fechado.

2. Para todo subconjunto multiplicativo S C R com 0 € S a localizagdo S™'R é um

dominio integralmente fechado.

Kemper em [22] usa o termo normal para dominios integralmente fechados. Fazendo
essa observacdo usamos as referéncias [22] e [25] em nosso trabalho sem o risco de falta de

compatibilidade de defini¢ao.

Teorema 2.4.3. Seja R um dominio fatorial. As seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:

1. O anel de polinémios R[x,) é um dominio fatorial.

2. R éintegralmente fechado.

Demonstragdo. Para a afirmacdo 1, veja [25, Exercicio 20.2, p. 168] e para a afirmagdo 2,
veja [24, Proposicao 1.7, p. 337]. [

Uma consequéncia imediata das afirmacdes do Teorema 2.4.3 é que se R € um do-
minio fatorial, entdo o anel de polindmios R[x,] é integralmente fechado. Em particular, a

dlgebra de polindmios [F[x,,| é integralmente fechada.

Definicao 2.4.4. [25, p. 183] Seja R um anel Noetheriano e k > 0 um inteiro.
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(Ry) Dizemos que o anel R satisfaz a condigdo de Serre (Ry,) se para todo ideal primo P

de R com ht(P) < k, temos que Rp é um anel regular.

(Sk) Dizemos que o anel R satisfaz a condig¢do de Serre (Sy) se para todo ideal primo P
em R tem-se que r > min {k, ht(P) } onde r é o comprimento comum das sequéncias

regulares maximais no ideal maximal de Rp.

Como veremos no préximo teorema, CM anéis satisfazem a condi¢io de Serre (Sk)
para todo k£ > 0. Ademais as condi¢des de Serre estabelecem um critério para integridade

de anéis noetherianos.

Teorema 2.4.5. [25, p 183 e Teorema 23.8] As seguintes afirmacdes sdo verdadeiras:

1. Todo CM anel satisfaz a condigdo de Serre (Sy) para todo k > 0.

2. Se R é um dominio noetheriano satisfazendo as condicdes de Serre (Ry) e (S2), entdo

R é integralmente fechado.

3. Se R é um dominio Cohen-Macaulay que satisfaz a condi¢do de Serre (R,), entdo R

¢ integralmente fechado.

O Teorema 2.4.5(2) é conhecido como Critério de Serre para integridade. E esse

critério que usaremos para mostrar a integridade dos anéis que consideraremos na Se¢do 2.6.

2.5 Polinomios primos

Vamos apresentar algumas propriedades dos polindmios primos que precisamos em

nosso trabalho. Nossas principais referéncias nessa secao sao [2] e [24].

Se A é um anel e k € natural, entdo A* = {a* : a € A}. O préximo lema serd muito
proveitoso em nosso trabalho quanto a irredutibilidade de um polindmio.

Lema 2.5.1. [24, Teorema 9.1] Sejam F um corpo, n > 2 um inteiro e um elemento ndo

nulo a € F — {0}. Assuma que para todo primo p tal que p|n temos a & FP, e se 4|n, entdo

a & —AF%. Entdo x™ — a é irredutivel em F[x].

O préximo lema apresenta um método para identificar quando um elemento € primo

em um anel de polind6mios.

Lema 2.5.2. [2, Lema 1.5] Seja A um dominio e Frac(A) seu corpo de fracdes. Seja
[ € Alt] um polindmio monico sobre A. Entdo f é um elemento primo de Alt| se, e somente

se, | € um elemento primo de Frac(A)[t].
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Observe que, se A é um anel fatorial, entdo o Lema 2.5.2 € uma consequéncia do
Lema de Gauss [24, Teorema 2.1]. O préximo teorema nos serd muito 1til no calculo do
centro Z(g) das dlgebras envolventes universais das dlgebras de Lie nilpotentes de dimensio

até 6 sobre um corpo de caracteristica prima p.

Teorema 2.5.3. Seja A um dominio integralmente fechado, p um niimero primo e a € A\ AP.

Entdo x* — a € Alx] é um polinémio primo. Em particular, x’ — a é irredutivel em Alz].

Demonstracdo. Seja K = Frac(A) o corpo de fragdes de A. Sejaa € A\ AP. Afirmamos
que a ¢ KP. Se sim, existiria u € K tal que a = u?. Logo, g(z) = 2P — a seria uma
equacdo integral para u sobre A. Como A € integralmente fechado, teriamos que u € A.
Portanto, a = u? € AP que nao ocorre. Assim, a afirmagdo € verdadeira. Segue do Lema
2.5.1 que 2P — a ¢ irredutivel sobre K [z]. O Teorema 2.4.3 parte 1 diz que K [z] é fatorial.
Em um anel fatorial um elemento irredutivel também € primo [24, p. 113]. Logo, ¥ —a é um
elemento primo em K[z]. Pelo Lema 2.5.2 vemos que 2 — a um elemento primo em A[z].
Em particular, como primo implica irredutivel [24, p. 111], temos que x¥ — a € irredutivel
em Alz]. O

Lema 2.5.4. Seja A um dominio noetheriano e seja A C B extensdo integral de dominios.
Seja Alx] o anel de polinémios sobre A e seja f(x) um elemento primo de Alx]. Se a € B\ A
é raiz de f(x), entdo Alz]/(f(x)) = Alal.

Demonstragdo. Considere ¢ : Alx] — Alal, = — «, homomorfismo sobrejetor de anéis.
Sabemos que (f(z)) C Ker(p). Como f(z) é um elemento primo de Afz] temos que
ht((f(z))) = 1. Logo, (f(x)) é um ideal primo de A[z] de altura 1 contido em Ker (). Dat,
ht(Ker(y)) > 1. Utilizando que dim(A) = dim(A[a]) e que dim(A[z]) = dim(A) + 1 [22,
Corolarios 7.13 e 8.13] temos
dim(A) + 1 = dim(Az])
> ht(Ker(y)) + dim (A[z]/Ker(¢))
= ht(Ker(y)) + dim (A[c])
= ht(Ker(p)) + dim(A)
)
(

> dim(A) + 1.
Isso implica igualdade em todo lugar e ht(Ker(p)) = 1. Portanto, Ker(p) = (f(z)), e
assim, Az]/(f(z)) = Alal. O
Observe que o Lema 2.5.4 continua sendo verdadeiro se A é um dominio noetheriano
fatorial e f(z) é um polindmio irredutivel de A[z]. Assim, podemos enunciar o coroldrio:

Corolario 2.5.5. Seja A um dominio noetheriano fatorial e seja A C B extensdo integral
de dominios. Seja A[z| o anel de polindmios sobre A. Se o« € B\ A é raiz de um polinémio
irredutivel f(z) € Alz], entdo Alx]/(f(z)) = Ala].
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2.6 Exemplos de anéis integralmente fechados

Seja A C B uma extensio integral de dominios. Assuma que Frac(A) = Frac(B). E
fato que, se A € integralmente fechado, entdio A = B. Pensando nisso, isto €, em extensdes
integrais de dominios onde os respectivos corpos de fracdes coincidem e buscando saber se
os dominios também coincidem, utilizando o Critério de Serre para integridade e o Critério
Jacobiano para regularidade, enunciaremos e demonstraremos o0 seguinte teorema que nos

oferece uma condi¢do para que um dominio seja integralmente fechado.

Teorema 2.6.1. Seja At um anel de polindmios em s varidveis sobre um dominio regular
A. Seja [ € Alts] um polinémio primo néo nulo e seja I = (f) o ideal primo gerado por f.
Se o ideal

J = (F.d() | d € Der(Alt.]) )

é tal que ht(J) > 3, entdo R = Altq, ..., ts|/1 é um dominio integralmente fechado.

Demonstragdo. Pelos itens 1 e 3 do Teorema 2.3.7 temos que Afts] é um CM anel. Do
Teorema 2.3.4 temos que R também é um CM anel. Vamos mostrar que R satisfaz a condicao
de Serre (R;). Seja P € Spec(R) com ht(P) < 1. Isto é, P = P/I para algum P €
Spec(A[t,]) com I C P. Pelo Lema 2.3.5 temos que ht(P) < 2. Se paratodo d € Der(A[t])
tivéssemos d(f) € P, entdo P DO J e assim ht(P) > 3, por hipétese. Portanto, existe
d € Der(At;]) tal que d(f) ¢ P. Pelo Critério Jacobiano para regularidade, Teorema
2.3.8(2), temos que A[ty]p/(LA[ts])p € regular, isto é, (A[ts]/I)p € regular, pelo Teorema
2.2.2. Como é vdlido para todo P € R com ht(P) < 1 temos que R satisfaz a condigio de

Serre (R;). O Teorema 2.4.5(3) garante que R é um dominio integralmente fechado. 0

Com o Teorema 2.6.1 podemos apresentar uma lista de exemplos de dominios inte-
gralmente fechados que serdo fundamentais no nosso trabalho. Comegamos com o seguinte

teorema:

Teorema 2.6.2. Se IF' é um corpo de caracteristica prima p > 3, entdo os seguintes dominios

sdo integralmente fechados
1. R=TFts]/(t8 — 3 + 2tot}),
2. R=TFlto]/(tf — ta1§ + tt]) (p > 2),

3. R =TFlte]/(t§ — 2t1t% + 2tot} — 13).

Demonstracdo. Seja F[ts] com s = 5noitem 1 e s = 6 nos itens 2 e 3. Seja f o gerador do

ideal pelo qual quocientamos que aparece no enunciado e seja
J = (f.d(f)| d € Der(Flt,)) ).
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O polindmio f é primo em F[t;] pelo Teorema 2.5.3 e assim o anel R é um dominio em
todos os casos. Afirmamos que ht(.JJ) > 3 em todos os casos.

Caso 1: Nesse caso f = t£ — ¢3 + 2t,t!]. Considere as seguintes deriva¢des de F[t,]

9, 0

dy = — dy = —.
Yo ¢ T o

Entdo, di(f) = —2t3 e da(f) = 2t}. Veja que, se P é um ideal primo que contém .J,
entdo t§ € P implica que t; € P. Coloque J; = (t3) e Jy = (t3,t4). Entdo J; e J; s@o
ideais primos de F[t,] contidos em J. Como 0 C J; C Jo C P, para todo ideal primo P
contendo J, pois f € P\ Jo, temos que ht(J) > 3. Assim, pelo Teorema 2.6.1 segue que R

¢ um dominio integralmente fechado.

Caso 2: Aqui f =t — tot? + t3t!]. Considere as seguintes derivagdes de [t ]

0 0
=S e dy=—.
o, © T ot
Entdo, di(f) = —t¢ e do(f) = t}. Assim, se P é um ideal primo contendo J, entéo

ty,t5 € P. Coloque J; = (t5) e Jo = (t5,14). Entdo J; e .J, sdo ideais primos de
F[t,] contidos em J. Como 0 C J; C Jo C P, para todo ideal primo P contendo .J, uma
vez que f € P\ Jy, temos que ht(.J) > 3. Assim, pelo Teorema 2.6.1 segue que R é um
dominio integralmente fechado.

Caso 3: Nesse caso [ = th — 2t1tL + 2tot) — t3. Tome as seguintes derivagdes de
Flt,]

Entao,
di(f) = =2t5, do(f) =2t] e ds(f) = —2t3,

e assim, J; = (t5), Jo = (t5,t4) e J3 = (I5,t4,13) dd uma cadeia de ideais primos
0 C J; C Jy C Jscontidos em J. Dai, ht(.J) > 3 e o resultado segue do Teorema 2.6.1. [

N3ao apresentamos o Teorema 2.6.2 de modo aleatério, ele implicard que o centro das
algebras envolventes universais das algebras de Lie nilpotentes de dimensdo até 5 pode ser
calculado, exceto em um exemplo que possui centro mais complicado (veja a Secdo 4.2.1),

o qual € calculado com o seguinte teorema:

Teorema 2.6.3. Seja F[t;| a dlgebra de polinomios em 7 varidveis sobre um corpo T de
caracteristica prima p > 3. Considere R = F[t7],. Isto é, R = F[t|, ty,t3,t4,t5, 15", tg, t7]

é a localizac¢do pelo conjunto multiplicativo gerado por t5. Para

fi=th — 2ttt + 17,
fo =10 — 3tot’ + Btytath — t]

em R temos que R/(f1, f2) é um CM anel que satisfaz a condicdo de Serre (Ry,) com k > 0.
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Demonstragdo. Primeiro, pelo Teorema 2.3.7(2) temos que 2 € um anel regular e assim,
pelo Teorema 2.3.7(3) temos que R é um CM anel. Note que f, f> € uma sequéncia regular
em R, pois fi ndo é um divisor de zero em R e f» ¢ (f1) em R, uma vez que tem um termo
dependendo apenas de ¢;. Segue do Teorema 2.3.4 que R/ ( f1, f2) ¢ um CM anel. Ainda,
o Corolario 2.3.2 nos diz que ht((fl7 fg)) = 2. Vamos mostrar que R/ (fl, fg) satisfaz a
condigdo de Serre (Ry) com k > 0.

Considere as seguintes derivagdes de R:

0 0

Dy = — -
LT oty Ot

Entao,

Di(fi) =0, Di(f2) =—=3t, Dyo(fi) =218, Dy(fo) = 3tutL.

0 -3t
Dif;) = y
(D:fy) (—275’5’ 3t4t§>

com det(D; f;) = —6t2” # 0, pois p > 3.

Seja P € Spec(R/(f1, f2)). Entdo, P = P/(f1, f>) para algum P € Spec(R) com
ts ¢ P e (fi,f2) C P. Consequentemente, det(D; f;) ¢ P, caso contrdrio, t; € P. Pelo

Critério Jacobiano para regularidade, Teorema 2.3.8(2), temos que Rp/ ( f1, f2) P é um anel

Temos a matriz jacobiana

regular, ou seja, (R/(f1, f2)) » ¢ um anel regular, pelo Teorema 2.2.2. Segue que R/(f1, f2)
satisfaz a condic@o de Serre (Ry) para todo k£ > 0. O

No Teorema 2.6.3 foi necessario considerar a localizagdo R = [F[t;];, e depois o quo-
ciente R/ ( f1, fg) , pois o quociente F[t;]/ ( 11, fg) ndo é um dominio integralmente fechado,
mas segue da Proposi¢do 4.2.4(3) que o anel R/ ( f1s fg) no Teorema 2.6.3 é um dominio
e assim (pelo Teorema 2.4.5(3)) € integralmente fechado (veja discussdo em Observacao
4.2.6).

Seja F um corpo de caracteristica prima p e F[t;] o anel de polindmios em 7 va-
ridveis sobre [F. Utilizando o Teorema 2.6.1 e demonstragdes analogas a demonstragdo do
Teorema 2.6.2, vamos apresentar uma lista de anéis integralmente fechados que utilizaremos
no cdlculo do centro das dlgebras envolventes universais de dlgebreas de Lie nilpotentes de

dimensdo 6 em caracteristica positiva.

Teorema 2.6.4. Seja ' um corpo com caracteristica prima p. Os seguintes dominios sdo

integralmente fechados:
1. R =Flts]/ (£ — 15 + 2ta1g) (p > 3),
2. R=TFltq]/(t7 — t] — 25t} + 2t515) (p > 5),
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3. R=TF[t:]/ (& — 3+ 2t5t%) (p > 5),
4. R =T[t7]/ (2 — 2 + 3tststh — 3tot’) (p > 5),
5. R =TF[ty]/ (2 — 2t — 3345 + Gtytsth + 6taty’) (p > 5),
6. R =TFt;]/(th — t3 + Statsth — 3tste?) (p > 5),
7. R=TFlt7]/ (8 — 3 + 2185 + 2t5t5) (p > 5),
8 R =TF[ts]/(th — 2+ 2t4t%) (p > 5),
9. R =TFltq]/(th — t2 — et} — 2et1tg + 2t5tf), onde € € F* (p > 3),
10. R =TF[t;]/(t5 — 2+ 2t5t%) (p > 3),
11. R =TF[ty]/(th — 2 — et + 2¢t3t}), onde £ € F* (p > 5),
(¢

12. R =TFltq]/(th — tstf + toth — t5t}) (p > 2),

Demonstragcdo. Seja f o gerador do ideal pelo qual quocientamos que aparece no enunciado
e seja

J= (f, d(f)|de Der(IE‘[t7])>.

Em todos os casos o polindmio f é primo em F[t;] (pelo Teorema 2.5.3) e o quociente R é

um dominio. Afirmamos que ht(.J) > 3 em todos os casos.

Caso 1: Nesse caso f = th — t2 + 2t,t%. Tome as seguintes derivagdes de F|t]

0 0
dl = a_tg € dQ = a—tZ
Entdo, di(f) = —2t3 e do(f) = 2t§. Para J; = (t3) e Jo = (t3,1) temos que

J1 e Jy sdo ideais primos com 0 C J; C Jo, C P, para todo ideal primo P contendo
J, pois f € P\ Jy. Logo, ht(J) > 3. Segue do Teorema 2.6.1 que R é um dominio
integralmente fechado.

Caso 2: Aqui f = t5 — 12 — 2t5tE + 2t3t% e consideramos as seguintes derivagdes

0 0
1= o e do o, € Der(F[t;]).
Entdo, di(f) = —2t4 e dao(f) = 2t§. Entdo, J; = (t4) e Jo = (L4, 1) sdo ideais

primos com 0 C J; C Jy C P, para todo ideal primo P contendo J, pois f € P\ J,. Assim,
ht(J) > 3. O Teorema 2.6.1 assegura que R é um dominio integralmente fechado.

Caso 3: Nesse caso f = t5 — ¢ + 2t5tE. Tome as derivagdes

0
d1 = 8_754 € dg = 8_3 c DCI'(]F[t'yD
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Entdo, di(f) = —2t4 e do(f) = 2t;. Coloque J; = (t4) e Jo = (t4,ts). Entdo
0 C J; C Jo C P ¢ uma cadeia de ideais primos para todo ideal primo P contendo .J.

Portanto, ht(.J) > 3. Pelo Teorema 2.6.1 vemos que R é um dominio integralmente fechado.

Caso 4: Nesse caso f = t2 — t2 4 3tststh — 3tt2” e tomamos as derivagdes

0 0
= — = — €& Der(F|t;|).
. e do a0 € Der(F[t-])

Entdo, d,(f) = 3tsth —3t2 e do(f) = —3t’. Seja P um ideal primo contendo .J. Entio,
3tath — 3t e — 3t§p estdo em P°. Como P € primo, —3t§p € P significa que tg € P, e assim,
3tsth — 3t2 € P implica que —3t2 € P,isto é,t5 € P. Sejam J; = (t5) € Jo = (I5,t6)
ideais primos contidos em P. Como f € P\ J; temos que 0 C J; C Jo C P é uma cadeia
de ideais primos, e assim, ht(P) > 3. Isto é, ht(.JJ) > 3. Segue do Teorema 2.6.1 que R é
um dominio integralmente fechado.

dq

Caso 5: Aqui f = t£ — 2t3 — 3137 + 6tst5th + 6t,t;” e definindo

0

0
= 8_t5 € dg = — € Der(F[tﬂ),

o

temos que d; (f) = 6t5th—6t2 e dy(f) = 6t2". Seja P um ideal primo contendo .J. Entéo,
627 € P donde ts € P. E 6tsth — 6t2 € P dizque ts € P. Para J, = (t5) e Jy = (t5,16)
temosque f € P\ Jy e 0 C J; C Jy C P ¢ uma cadeia de ideais primos. Isto é, ht(P) > 3.

Ou melhor, ht(.JJ) > 3. O Teorema 2.6.1 diz que R é um dominio integralmente fechado.

dy

Caso 6: Aqui f = t£ — 12 + 3t,t5t5 — 3tte”. Para as derivagdes

0 0
= 8_155 € d2 = 8_2f3 c Der(F[tﬂ),

temos que d (f) = 3tyth — 3t2 e dy(f) = —3t. Se P é um ideal primo contendo J,
entdo —3t;” € P donde tg € P. Também, 3t,t" — 3t2 € P donde 3t2 € P, isto é, t5 € P.
Colocando J; = (t5) e Jo = (t5,16), 0 fatode f € P\ Jy implicaque 0 C J; C Jo, C P é
uma cadeia de ideais primos, e portanto, ht(P) > 3. Em outras palavras, ht(.J) > 3. Segue

d

que 12 € um dominio integralmente fechado (Teorema 2.6.1).

Caso 7: Entdo [ = t& — ¢ + 2t;tf, + 2t3t5 e considerando as derivagdes

9 dy = % e ds3= 8%3 € Der(IF[t7]),

temos que d;(f) = 2t3, do(f) = —2t4 e ds(f) = 2t5. Se P é um ideal primo contendo
J, entdo os ideais primos J; = (t3), Jo = (t3,t4) e J3 = (t3,t4,15) estdo contidos em
P. Assim, acadeia0 C J; C Jo C J3 C P garante que ht(J) > 3. O Teorema 2.6.1 diz que
R € um dominio integralmente fechado.

Caso 8: Nesse caso f = tb — t2 + 2t,£. Sejam

0

d =
YT oty

e dy= % € Der(F[t7]).
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Entdo, di(f) = —2t; e da(f) = 2t§. Logo, para todo ideal primo P contendo .J, os
ideais J; = (t5) e Jy = (ts5,16) sdo ideais primos contidos em P, e além disso, 0 C J; C
Jo C P. Portanto, ht(.J) > 3. Pelo Teorema 2.6.1 temos que R é um dominio integralmente
fechado.

Caso 9: Aqui f = th — 12 — et3 — 2118 + 2t3t%, onde ¢ € F*. Tome as deriva¢des
0 0 0
—, dy=— e d3=— € Der(F[t;]).

> oty 57 oty (Flez)
El’ltglO, dl(f) = th, dg(f) = —2€t4 € d3(f) = —2t5 Coloque Jl = (t6), JQ =
(ts,tg) e J3 = (ty,ts,t6). Entdo, Ji,Jo e J3 sdo ideais primos contidos em todo
ideal primo P contendo J. Além disso, 0 C J; C Jo C J3 C P, para todo ideal primo

P contendo J. Segue que ht(J) > 3. Pelo Teorema 2.6.1 segue que R é um dominio
integralmente fechado.

Caso 10: Nesse caso f = t& — t2 + 2t5tf. Tome as seguintes derivagdes de F|t;]

0 0
- = dy = —.
Ot s 27 Dty

Entdo, di(f) = —2t5 e ds(f) = 2t;. Denotando J; = (t5) e Jo = (ts5,t6). Entdo,

0 C J; C Jo C P € uma cadeia de ideais primos para todo ideal primo P contendo .J, e

di

assim, ht(.JJ) > 3. Segue novamente do Teorema 2.6.1 que R é um dominio integralmente
fechado.

Caso 11: Nesse caso f =t — t2 — et3 + 2et3th, onde € € F*. Entdo, definindo

0 0 0
=2 4 =2 ds = — € Der(F[t
o BT ¢ BT g, < Pl
temos que di(f) = —2t5, do(f) = —2ety e ds(f) = 2etf. Para os ideais primos

J1=(ts), Jo=(ts,t5) e J3 = (ty,ts5,1¢) temosacadeiaO C J; C Jo C J3 C P, para
todo ideal primo P contendo J, que garante ht(.J) > 3. Pelo Teorema 2.6.1 vemos que R é

um dominio integralmente fechado.

Caso 12: Nesse caso [ = th — 11§ + tott — t3t}. Para

0 0 0

temos di(f) = —t§, do(f) =t e ds(f) = —t}. Fazendo J, = (t5), Jo = (t5,%6)
e Js = (ty,ts,t6) temos 0 C J; C Jo C J3 uma cadeia de ideais primos em P, para todo

d1:

ideal primo P contendo J, e assim, ht(.J) > 3. Logo, o Teorema 2.6.1 garante que R é um

dominio integralmente fechado. [

Os préximos dois teoremas contribuirdo para que o centro Z(g), nos casos mais com-
plicados, quando g é uma &lgebra de Lie nilpotente de dimensdo 6 sobre um corpo [ de

caracteritica positiva seja determinado.
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Teorema 2.6.5. Seja F[ts| a dlgebra de polindomios em 8 varidveis sobre um corpo I de
caracteristica prima p > 3. Seja R = Fltg,. Isto é, R = F[ty, ta,t3, 4, t5,15 ' 16, tr,15] € a

localizacdo pelo conjunto multiplicativo gerado por ts. Sejam
fi =1 — 1+ 2,12,
fo = t§ — t3th + tat?.

Entdo, R/ ( f1, fg) é um CM anel que satisfaz a condi¢do de Serre (Ry) com k > 0.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.3.7(2) temos que 12 é um anel regular e assim, pelo Teorema
2.3.7(3) temos que R é um CM anel. A sequéncia f;, f> € uma sequéncia regular em R, pois
f1 ndo é um divisor de zeroem Re fy ¢ (f1) em R, uma vez que tem um termo dependendo
apenas de tg. O Teorema 2.3.4 garante que R/ ( f1, f2) ¢ um CM anel. O Corolario 2.3.2 nos
diz que ht((f1, f2)) = 2. Vamos mostrar que R/(f1, f>) satisfaz a condi¢do de Serre (Ry,)
com k > 0.

Considere D; = a% e Dy= a%' Entéo,

Di(fi1) =2t5, Di(fo) =0, Dy(f1)=0 e Da(f) =15

(2 0
(Dif;) = (O t§>

com seu determinante ndo nulo, det(D; f;) = 225?’ =+ 0, pois p > 3.

Temos a matriz jacobiana

Seja P € Spec(R/(f1, f2)). Entdo, P = P/(f1, f>) para algum P € Spec(R) com
ts € P e (f1, f) C P. Consequentemente, det(D;f;) ¢ P, caso contrdrio, t; € P. Pelo
Critério Jacobiano para regularidade, Teorema 2.3.8(2), temos que Rp/ ( f1, f2) p€um anel
regular, ou seja, (R/ (fl, fg))p ¢ um anel regular, pelo Teorema 2.2.2. Segue que R/ (fl, fg)
satisfaz a condic@o de Serre (Ry) para todo k£ > 0. O

No Teorema 2.6.5 foi necessario considerar a localizagdo R = F[tg);. e depois o quo-
ciente R/(f1, f2), pois o quociente F[ts]/(f1, f2) ndo é um dominio integralmente fechado,
mas segue da Proposi¢do 5.2.4(3) que o anel R/ ( f1s f2) no Teorema 2.6.5 € um dominio
e assim (pelo Teorema 2.4.5(3)) € integralmente fechado (veja discussdo em Observacao
5.2.6).

Teorema 2.6.6. Seja F[ty| a dlgebra de polindomios em 9 varidveis sobre um corpo T de
caracteristica prima p > 5. Seja R = F[tg|;,. Isto é, R = Ft1, to, 3,14, t5, ts, t5 ", tr, ts, to]
é a localizacdo pelo conjunto multiplicativo gerado por tg. Para

fi =15 — 12 + 2488,

fo = th — 13 4 3tytsth — 3tste,

f3 =t — 3 — 2toth + 2tsts.
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em R, temos que R/ ( fi, fas fg) é um CM anel que satisfaz a condi¢do de Serre (Ry) com
k> 0.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.3.7(2) temos que 12 é um anel regular e assim, pelo Teorema
2.3.7(3) temos que R € um CM anel. A sequéncia fi, fo, f3 € uma sequéncia regular em R,
pois fi ndo é um divisor de zero em R, fo ¢ (f;) em R, uma vez que tem um termo
dependendo apenas de ts e f3 € (f1, f2) em R, uma vez que f3 possui um termo apenas na
varidvel tg. O Teorema 2.3.4 garante que R/(f1, f2, f3) ¢ um CM anel. O Coroldrio 2.3.2
nos diz que ht(( f1, fo, fg)) = 3. Vamos mostrar que R/ ( f1, fo, f3) satisfaz a condigdo de
Serre (Ry) com k > 0.

Considere as derivagdes: D = a%, Dy = aitg e D;= aim' Entao,
Di(f1) =0, Di(f2) = 0, Di(fs) = —2th,
Dy(f1) =0, Dy(f2) = =3t¢", Ds(f3) = 2ts,
Ds(f1) = 215, Ds(fy) = 3tstg, Ds(f3) = —2t,.

Temos a matriz jacobiana

0 0 -2t
(Dif)) =1 0 =3t> 25
2t 3tsth  —2ty

com o determinante ndo nulo, det(D; f;) = —12tép # 0, pois p > 5.

Seja P € Spec(R/(f1, f2, f3))- Entdo, P = P/(fi, fo, f3) para algum P € Spec(R)
comts & P e (fi, f2, f3) C P. Consequentemente, det(D; f;) ¢ P, caso contrdrio, ts € P.
Pelo Critério Jacobiano para regularidade, Teorema 2.3.8(2), temos que Rp/ ( f1, fa, f3) p€
um anel regular, ou seja, (R/(f1, f2, f3)) p € um anel regular, pelo Teorema 2.2.2. Segue
que R/(f1, fo, [3) satisfaz a condigdo de Serre (Ry) para todo k > 0. O

No Teorema 2.6.6 foi necessario considerar a localizagdo R = F[ty];, e depois o
quociente R/ ( f1, fo, f3), pois o quociente F[tg]/(f1, f2, f3) ndo é um dominio integralmente
fechado, mas segue da Proposi¢do 5.2.9(3) que o anel R/ ( f1, fa, f3) no Teorema 2.6.6 é
um dominio e assim (pelo Teorema 2.4.5(3)) € integralmente fechado (veja discussao em
Observacdo 5.2.11).
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Capitulo 3

Algebra Envolvente Universal

3.1 A algebra envolvente universal de uma algebra de Lie

Consideramos [F um corpo arbitréario (exceto onde indicado em contrdrio). Associa-
remos a cada dlgebra de Lie g sobre [ uma dlgebra associativa com unidade (de dimensao
infinita, em geral), que é gerada o mais livremente possivel por g, sujeita as relagdes de co-
mutacdo em g. Essa dlgebra é chamada dlgebra envolvente universal e denotada por U (g).
O estudo das édlgebras envolventes depende, € claro, de um conhecimento bastante detalhado
das algebras de Lie. Por outro lado, certas propriedades das dlgebras de Lie podem ser conve-
nientemente estabelecidas pelo uso de dlgebras envolventes, pois o estudo das representacdes
para g pode ser transformado em um problema de dlgebra associativa por passagem para a
dlgebra envolvente universal U(g) de g.

Seja V um F-espaco vetorial de dimenséo finita. Definimos 7'(V) a dlgebra tensorial
do espaco vetorial V' por

TWV)=T"V)eT'V)®---oT" V)&,

onde T"(V) =V ®---®V (n-vezes). Em particular, 7°(V) = F e T (V) = V. Se
MR- Qu. €T(V) e w1 ®---@ws € T°(V), entdo introduzimos um produto associativo
definido pela regra

(Ul®"'®vr)'(w1®“'®ws):Ul®"‘®vr®w1®"'®wsETTJFS(V)'

A multiplica¢do em T'(V') é obtida por extensdo linear desta multiplica¢do. Isso faz de T'(V)

uma algebra graduada associativa com unidade, gerada por uma base de V.

Seja I o ideal de T(V') gerado por todos os elementos em 7(V') na forma v ® w —
w®vcomuv,w € V. A dlgebra quociente S(V) = T'(V)/I é chamada dlgebra simétrica
de V. Note que pela defini¢do do ideal I temos que S(V') é uma dlgebra comutativa com

unidade. Ainda, se {v1, ..., v,} é umabase de V, entdo a dlgebra simétrica S(V") é isomorfa
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a dlgebra de polindmios F[v,]. Assumindo que F € um corpo infinito, entdo podemos pensar
em S(V') como o anel das fungdes polinomiais no espago vetorial V/, isto é,

SV)y={f :V —=F | fépolinomial}.

Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo F. Entdo podemos
considerar 7'(g) sua dlgebra tensorial. Seja J o ideal de T'(g) gerado por todos os elementos
TRy —yRx—[r,yl comx,y € g. A édlgebra quociente U(g) = T(g)/J é uma élgebra
associativa sobre IF. A dlgebra U(g) é chamada édlgebra envolvente universal de g. Se g é
uma élgebra de Lie abeliana ([a;, yl =0, Yo,y € g), entdo o ideal J acima é gerado por
todos os elementos * ® y — y ® x com z,y € g, e assim, U(g) coincide com a édlgebra

simétrica S(g).

Se 1, z3, ..., € @, entdo na projecdo candnica 7 : T'(g) — U(g), usamos a nota¢ao
(T R@Te @+ Q) = T1Ta ... Tp.

Teorema 3.1.1 (Poincaré-Birkhoff-Witt). [13, Teorema 2.1.11] Seja g uma dlgebra de Lie
sobre um corpo F com base ordenada {x; : i € I}. Uma base para a dlgebra U(g) é dada
por

{aft - ap? - iy <dip <. <lip, n>0eaq; > 0paratodoi € I}.

Veja que uma consequéncia do Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt € que podemos
identificar todos os elementos de g com suas imagens candnicas em U(g). Consequente-
mente, g é canonicamente embutida em U(g), além disso, como toda algebra associativa,
U(g) pode ser considerada como uma dlgebra de Lie com o comutador [a,b] = ab — ba e g
pode ser visto como uma subdlgebra de Lie de U(g).

Denotamos por Z(g) o centro de U(g), ou seja,
Z(g)={a€U(g) | ab=>ba paratodo beU(g)}.

E ficil verificar que Z(g) é um dominio com identidade.
Para cada £ > 0 definimos o subespago Uy da dlgebra envolvente universal U(g)
como o subespago gerado por:

U(k):<x1---xl L <k, xj€g>1F,

onde U(g) = FF. A sequéncia de subespagos (U (k)) 4o € crescente e sua unido € U (g). Temos
que U(n) U(m) g U(m+n). Assim, (U(k))
filtracdo candnica de U (g).

yso € uma filtragdo crescente de U (g), chamada

Seja G™ o espago vetorial U, 41)/Uny € G = grlU(g) a dlgebra graduada P, ., G

Por [13, Afirmagdo 2.3.4] temos que G € uma édlgebra associativa comutativa com unidade.
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Assim, G ¢é a dlgebra graduada associada a dlgebra filtrada U(g). Em [13, Proposi¢ao 2.3.6]
vemos que S(g) é isomorfa a dlgebra GG, e portanto, podemos afirmar que a dlgebra simétrica
S(g) é a dlgebra graduada associada a dlgebra filtrada U(g). Isto é, S(g) = grU(g).

Em [13, p. 76], temos as seguintes propriedades de U(g):

Teorema 3.1.2. Seja U(g) a dlgebra envolvente universal de uma dlgebra de Lie g sobre um

corpo F. Entdo

1. Se g tem dimensdo finita, entdo a dlgebra U(g) é noetheriana.

2. A dlgebra U(g) ndo possui divisores de zero.

Observe que o item 2 do Teorema 3.1.2 € uma consequéncia de podermos afirmar que
a dlgebra simétrica S(g) (que claramente ndo possui divisores de zero) é a dlgebra graduada
associada a dlgebra filtrada U(g). Uma questdo interessante é saber se é possivel que a dl-
gebra envolvente universal de uma dlgebra de Lie de dimensio infinita ndo seja noetheriana.
Sierra e Walton demonstraram em [31] que U(g) pode ndo ser noetheriana se g tem dimensao

infinita.

Como U(g) é uma dlgebra noetheriana sem divisores de zero, podemos construir seu
anel de fragdes (veja [13, Se¢do 3.6]), que é um anel de divisdo e que denotamos por D(g).
Uma vez que Z(g) é um dominio de integridade, seu anel de fragdes é um corpo, o qual
denotamos por K(g) e chamamos corpo de fragdes de Z(g). O corpo K (g) é um subcorpo
do centro de D(g).

O conceito de dominio integralmente fechado foi apresentado na Defini¢do 2.4.1. Um
teorema importante no estudo do centro das 4lgebras envolventes universais de dlgebras de

Lie € o seguinte:

Teorema 3.1.3. [32, Coroldrio 5.4] Seja g é uma dlgebra de Lie de dimensdo finita sobre
um corpo F de caracteristica prima p. Entdo o centro Z(g) é um dominio integralmente
fechado.

Nos casos particulares em que g é semissimples ou nilpotente, temos as seguintes

propriedades no anel de divisdo D(g):

Teorema 3.1.4. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita sobre um corpo F. As seguintes

afirmacgodes sdo verdadeiras:

1. Se g é semissimples e F um corpo algebricamente fechado, entdo K (g) coincide com
o centro de D(g) e, se n € o rank de g (dimensdo da sua subdlgebra de Cartan), entdo

Z(g) é isomorfo a uma dlgebra de polindomios em n indeterminadas sobre F.

2. Se g é nilpotente, entdo K (g) coincide com o centro de D(g).
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Demonstragdo. Para 1 veja[13, Corolario 4.2.3 e Teorema 7.3.8] e para 2 veja [13, Corolério
4.7.2]. [

Um fato importante para o nosso trabalho que extraimos do Teorema 3.1.3 e do Te-
orema 3.1.4 item 2 é que se g € uma dlgebra de Lie nilpotente de dimensao finita sobre
um corpo [ de caracteristica prima p, entdo Z(g) ¢ um dominio integralmente fechado cujo

corpo de fragdes coincide com o centro do anel de divisdo de U(g).

3.2 Algebra de invariantes de uma lgebra de Lie

Seja g uma élgebra de Lie sobre um corpo F. Para cada x € g definimos a aplicacdo
linear ad,, : g — g como ad,(y) = [z, y| para cada y € g. Por [32, Teorema 1.2] temos que
para cada x € g a aplicacdo linear ad, € uma derivacdo de g. As derivacdes de g da forma
ad, sdo denominadas derivacOes internas de g. O conjunto de todas as derivagdes internas

de g € denotado por ad,. Ainda, temos o centro de g definido por

C(g) ={zr €g:ad,(y) =0, Vy € g}.

Também para y € g temos o centralizador de y em g definido por
Cyy) ={z € g+ ad,(y) = 0}.

Seja A uma [F-dlgebra associativa. Entdo podemos obter uma dlgebra de Lie com o
comutador [z,y] = zy — yx, Yo,y € A. Por abuso de notagdo, também denotamos por
A essa dlgebra de Lie. Para cada v € A definimos a aplicagdo linear ad, : A — A como
ad,(y) = [z,y] = vy—yx. Assim definida, € facil ver que ad,, ¢ uma derivagdo de A, ou seja,
para cada y, z € A obtemos ad,(yz) = ad,(y)z + yad,(z). Ainda, sendo A uma dlgebra
associativa, em [32, Proposi¢ao 1.3] temos a férmula

(ad,)"(y) = Z(—l)m’j <T) yx™ I Va,y € A. (3.1)

=0
Logo, se F € um corpo de caracteristica prima p e substituindo m = p obtemos que

(adz)p(y) = 2Py — yaP = adw (y), Vo,y € A. (3.2)

Dado = € g, em U(g), definimos a aplicagdo linear ady )« : U(g) — U(g) por
ady(gyr(u) = [z, u] = vu — uz.

Assim, para cada x € g temos que ady (g2 é uma derivacdo de U(g). Em particular, a agdo

adjunta z - v = zu — ur = adyge(u) mune U(g) de uma estrutura de g-médulo [13,
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Afirmagdo 2.2.21]. Como todo elemento = € g pode ser identificado por x/1 no anel de
divisao D(g), podemos definir a aplicacdo linear adp(g)x : D(g) — D(g) por

adp(gyz(v) = [z,v] = zv — va.
Observacao 3.2.1. Uma observac@o importante é que para todo z € g vale as igualdades

adp(g)? |v(g)= adu(gz e adp(gr |;= ad,.

Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita n sobre um corpo F. Seja {x1,...,z,}
uma base para g sobre [F com relagdes

[, 7] = Z ap, onde CF, €Fel<ijk<n. (3.3)

Considere a dlgebra de polindmios F[x,]. Como consequéncia de ad, ser uma derivacdo de
U(g) para todo = € g, podemos considerar a a¢do adjunta de g em F[x,,], definida na base
da seguinte forma:

xyp- le : -Tzk Zmzl . xzj 1 xlaxzj]xszrl c Ty, (34)
e por linearidade para todo x € ge paratodo f € F[x,]. Essa acdo mune F[x,,| de uma estru-

tura de g-médulo (veja [13, Afirmacdo 1.2.14]). Observe ainda que a imagem ;- (z;, - - - 2, )

¢ 0 ou um polindmio homogéneo de grau k.

Teorema 3.2.2. [13, Proposicdo 2.4.10] Se ¥ é um corpo de caracteristica zero, entdo os

g-modulos U(g) e F[x,] sdo isomorfos.

Considere os conjuntos:

U(g)* ={ueU(g) : adygz(u) =0, Vz € g}
Fx,*={f€Fx,] : - f=0, Vz € g}.

Pelo Teorema 3.2.2, sobre um corpo de caracteristica zero, U(g)? e F[x,]9 sdo isomorfos
como espagos vetoriais (ver [13, Afirmagdo 2.4.11]). Eles sdo os g-invariantes em U(g) e
[F[x,], respectivamente, sobre a agdo adjunta de g. Os elementos em U(g)? sdo chamados
invariantes de Casimir de g. Note que Z(g) C U(g)®. Por outro lado, se z € U(g)? entdo
x comuta com todos os elementos de g. Como U(g) é gerada por g temos que = € Z(g).
Portanto, Z(g) é precisamente o conjunto de invariantes de Casimir de g. Denominamos o

espaco F[x,]? por centro de Poisson de F[x,,].

Proposicao 3.2.3. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita sobre um corpo F qualquer

e seja {x1,...,x,} uma base para g sobre F. Se f € F[x,], entdo
z- f = Z[%,%]a—
j=1
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Em particular,

n

0
f €F[x,]° se esomente se, E [xi,xj]a—f =0, paratodo1 < i < n.
L

J=1

Demonstracdo. Vamos provar a primeira afirmacdo. Inicialmente considere um monomio

x§ € F[x,] com a > 0 (para @ = 0 o teorema é valido). Entdo, pela Equagéo (3.4) temos

d(z2)

a—1
J o
Ox;

zi - (25) = alrg, vy]af ™ =[x, 75
Agora tomemos um mondmio zi* - - - 2% € F[x,] com a; > 0 para cada 1 < i < n. Entao,

pela regra de Leibniz temos
n
(8 ) = ar N (e Y YL 0
i (2)"an) = E a2 (w2 ) 2l
j=1
n
_ o aj—1 =Ll ajir o
= E o ety g wglayt wyae
Jj=1

n
— . . . al ) aj_l aj_l aj+1 Y a
= E [, 2] a2 T;Zq Ty Ty x,"
Jj=1

Portanto, por linearidade, segue que z; - f = Z?Zl[xi,xj]% para cada f € F[x,|. A

J
segunda afirmacdo segue diretamente da primeira. 0

Seja F(x,,) o corpo de fragdes de F[x,]. Os elementos de [F(x,,) sdo da forma f /g tal
que f,g € F[x,] e g # 0. Também escrevemos g~ f para denotar f/g. Podemos estender a
acdo adjunta de g para o corpo F(x,,) como segue:
Paratodo f/g € F(x,) e 1 <i<mn,
.. ot . . 71_
v (Ff9) =Y lee) (975

=1 i

— g5, (3.5)
e por linearidade para todo x € g. Observe que 3.5 pode ser escrita como

zi-(f/g) = i[m ;] (glg—xj - nga—x])

Jj=1



onde na dltima igualdade z; - f e x; - g € a acdo adjunta de g em F[x,]. Como a a¢do adjunta
em F[x,,| é uma derivagdo, segue que a acdo

zi-(fl9) =9 (i f) =9 f(zi - 9) (3.6)

¢ uma derivagdo de F(x,,) que estende a a¢do adjunta de g em [F[x,,], pois claramente x - f =
x-(f/1) paracada f € F[x,]. A acdo (3.6) estd bem definida. Com efeito, se f1/g1 = f2/go

em F(x,,), entdo temos que f; = g, 'g1.f>. Com isso,

zi - (fi/gq1) = Qfl(iﬁi : fl) - ngfl(Hfi : 91)
= 91_1(%‘ : (gg_lglfQ)) — 91_2(92_191f2)(93i : 91)
=g g2 (i - (g1f2)) — 95201 fo (i - 02)] — 91 95  fo (i - 1)
=g7' [951 <f2 (xz : 91) + 01 (3Cz : f2)> — 95291f2($i : 92)] — 9795 f2 (331 : 91)
=979 folzi-91) + 95 (i - fo) — 952 fa (i - g2) — 97 95 ' fo(zi - 1)
= ggl(xi : f2) - 952f2($i : 92)
=i (f2/92)

A afirmacdo do Teorema 3.1.3 é que o centro Z(g) da dlgebra envolvente universal
U(g) de uma élgebra de Lie g de dimens@o finita sobre um corpo I é um dominio integral-
mente fechado. Vamos mostrar que o mesmo acontece com F[x,]?, isto é, vamos mostrar

que F[x,]9 é igual ao seu fecho integral no seu corpo de fragdes.

Proposicao 3.2.4. F[x,|? é um dominio integralmente fechado.

Demonstragdo. SejaF[x,]¢ o fecho integral de F[x,]? no seu corpo de fragdes Frac (F[x,]?).
Escrevemos K = Frac (]F [Xn]g> . Como F[x,,| é integralmente fechado (Teorema 2.4.3) temos

que

Flx,]® C F[x,] = F[x,],

onde F[x,] € o fecho integral de F[x,] em F(x,,).

Observe que K C F(x,,)9, onde

F(x,)" ={f/g € F(xn) = x-(f/g9) =0, Vo c g}

Logo,
K NF[x,] CF(x,)*NF[x,] = F[x,]°.

Como a inclusdo F[x,]? C K N F[x,] é 6bvia, temos
K NF[x,] = F[x,]°.

Em vista que

Flx,J8 C (K N F[xn]> _ Fix,]",

concluimos a igualdade F[x, |8 = F[x,]°. O
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Uma questdo interessante ¢ determinar o nimero maximo de invariantes de Casimir
algebricamente independentes. Considere a matriz antissimétrica My = ((Mg)i]) com en-

tradas
(My)ij = [xi, x4] = ZC’k 1, € Fx,),

onde os escalares C k. sdo definidos na Equagio (3.3).

Consideramos a matriz My como uma matriz com entradas no corpo F(x,,). Escreve-
mos 7(g) = rank(M,). Se F é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e 7
¢ o nimero maximo de invariantes de Casimir algebricamente independentes, entdo temos a

relagdo 7 < n — r(g) [1, Teorema 1].

A dlgebra simétrica S(g) € isomorfa a dlgebra de polindmios em n = dim g varidveis
sobre o corpo I, em particular um dominio, assim estd definido seu corpo de fragdes Q(g) =
Frac(S(g)). A dlgebra S(g) também é um g-mddulo sob a a¢do adjunta de g [13, Afirmagio
1.2.14]. O conjunto de invariantes do g-médulo S(g), isto €, o conjunto de elementos de
S(g) que sdo anulados sob a representacdo adjunta de g em S(g) é denotado por S(g)e.
Denotamos por () o corpo de fragdes de S(g)?. Como S(g)? C S(g) temos que Qo C Q(g)

€ uma extensao de corpos.

Na verdade, se {x1, ..., z,} é umabase de g, entdo as dlgebras de polindmios F[x,] e

S(g) sdo isomorfas, bem como o centro de Poisson F[x,, ]9 € isomorfo a dlgebra de invariantes
S(g)®.
Algebras de Lie nilpotentes de classe de nilpoténcia menor ou igual a p (cl(g) < p)

sdo exemplos de dlgebras de Lie restritas (veja definicdo em [32, p. 64] e [32, Exemplo 2,
p. 72]).

Teorema 3.2.5. Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente com cl(g) < p de dimensdo finita sobre

um corpo I de caracteristica prima p. Entdo

[Q(g) : Qo] =p",

onde r(g) = rank(My).

Demonstracdo. A condigdo que g € nilpotente com cl(g) < p implica que g € restrita e que

g € um g-moédulo restrito para a agdo adjunta. O teorema segue de [5, Proposi¢do 3.3]. [

Quando F € um corpo algebricamente fechado de caracteritica zero, M. Duflo usando
a estrutura das dlgebras de Lie mostra que existe um isomorfismo de dlgebras entre Z(g) e
S(g)?, o chamado Isomorfismo de Duflo [15, Teorema 2]. M. Kontsevich, em [23, Teorema
7], utilizando cohomologia, deu uma nova prova para esse isomorfismo. Uma demonstra-
¢d0 mais algébrica do isomorfismo de Duflo € apresentada por J. Dixmier em [13, Teorema
10.4.5].
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Teorema 3.2.6 (Isomorfismo de Duflo). Se g é uma dlgebra de Lie de dimensdo finita so-
bre um corpo F algebricamente fechado de caracteristica zero, entdo Z(g) = S(g)? como

dlgebras comutativas.

Se [F é um corpo de caracteritica positiva p > 0, ndo é sempre verdade que temos um
isomorfismo de dlgebras comutativas Z(g) = S(g)%. Por exemplo, exemplos de dlgebras de
Lie ndo nilpotentes de dimensao finita sdo conhecidos onde esse isomorfismo nao acontece

(veja [2, Exemplos 6.1 € 6.2]). A. Braun (ver [2, p. 204]) apresentou a seguinte conjectura:

Conjectura (A. Braun) Se g € uma élgebra de Lie nilpotente de dimensao finita sobre

um corpo [ de caracteristica prima, entdo Z(g) = S(g)? como dlgebras comutativas.

Uma das consequéncias deste trabalho € que se g é uma algebra de Lie nilpotente de
dimens@o menor ou igual a 6 sobre um corpo F de caracteristica prima p com cl(g) < p,
entdo Z(g) = S(g)?. Em particular, a conjectura de A. Braun é verdadeira nesta classe de
algebras. Esse resultado serd demonstrado no Capitulo 6.

3.3 p-Centro

Seja g uma 4lgebra de Lie nilpotente de dimensao finita n sobre um corpo [ de caracte-
ristica prima p. Para cada x € g, a nilpoténcia de ad, garante que z*° € Z(g) para algum
r > 0. Secl(g) < p, entdo 2? € Z(g) paratodo = € g.

Considere o [F-subespaco vetorial de U(g)

G=g+Fg" +Fg" +-- =) (&)
n>0
O F-espago g independe da escolha da base de g sobre F, pois é gerado por todos os elemen-
tos z” com z € g e 7 > 0 inteiro, onde para cada 7 > 0 temos que gpj denota o F-mddulo
gerado por todos os elementos 2P com z € g (ver [34, Lema 3] e [32, p. 202]). Ademais, se
{x1,...,x,} é uma base para g sobre F, entdo {xfj 1<i<n;j> O} ¢ uma base para
g sobre IF. [ver [34], Lema 2].

Definicao 3.3.1. Chamamos de p-centro de U(g) a dlgebra gerada sobre T pela intersegdo
9N Z(g), isto €,
Zy(9) = (8N Z(9))-

O p-centro Z,(g) é uma F-subdlgebra do centro Z(g) de U(g).

O anel Z,(g) é um subanel de Z(g) que ndo depende da base escolhida para g, pois
estd contido em g que € independente da base escolhida para g. Strade e Farnsteiner em [32,
p. 202] também definem o p-centro (notacdo: O(g)) para uma édlgebra de Lie g qualquer

sobre um corpo [ de caracteristica prima p e apresentam algumas propriedades dessa dlgebra.
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Teorema 3.3.2. Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente com cl(g) < p de dimensdo finita sobre
um corpo F de caracteritica p > 0. Seja {x1,...,x,} uma base de g tal que {xy1,...,x,}
¢ uma base do centro C(g). Entdo, Z,(g) = Flzt,..., 2%, Xx41,...,2,]. Em particular,
Z,(g) € isomorfo a uma dlgebra de polindmios em n varidveis. Além disso, U(g) é um

Z,(9)-mddulo livre de posto p".

Demonstragdo. As condi¢Oes implicam que g € restrita. Assim, o teorema segue de [32,
Teorema 1.3, p. 203]. U

Lembre-se que K (g) denota o corpo de fragdes de Z(g) e seja K,(g) o corpo de
fragdes de Z,(g).

Corolario 3.3.3. Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente com cl(g) < p e dimensdo finita sobre

um corpo I de caracteristica prima p. As seguintes afirmacoes sdo verdadeiras

1. Z,(g) € um anel integralmente fechado.
2. Z,(9) € Z(g) é uma extensdo integral de anéis.

3. Se K(g) = K,(9), entdo Z(g) = Z,(9).

Demonstragdo. Para 1, veja que o Teorema 3.3.2 diz que Z,(g) € isomorfo a uma dlgebra
de polinémios sobre . Pelo Teorema 2.4.3 segue que Z,(g) ¢ um anel integralmente fe-
chado. Para 2, sabemos que Z,(g) ¢ isomorfo a dlgebra de polindmios, e assim, ¢ um anel
noetheriano (veja [22, Corolério 2.13, p. 40]). Pelo Teorema 3.3.2 temos que U(g) é um
Z,(g)-mddulo finitamente gerado, e portanto, U(g) também é um Z,(g)-médulo noetheri-
ano. Como Z(g) é um Z,(g)-submédulo em U (g) segue que ele também € noetheriano. Isto
¢, Z(g) ¢ um Z,(g)-modulo finitamente gerado. Por [22, Teorema 8.4] isso acontece se, €

somente se, Z,(g) C Z(g) é uma extensdo integral de anéis. O item 3 segue de 1 e 2. O

O anel de fragdes D(g) de U(g) foi abordado na Se¢do 3.1. Em [34, p. 15 e 16],
Hans Zassenhaus construiu o anel de fragdes D(g) de U(g) considerando apenas denomina-
dores em Z,(g) — {0}. Com essa construgdo, ele mostra que D(g) ndo possui divisores de
zero e que existe uma base finita de D(g) sobre K,,(g) contida em U(g). Ou seja, D(g) é
uma K, (g)-dlgebra de dimensdo finita. Obtemos por [14, Corolario 1.2.2] que D(g) é uma
dlgebra de divisdo. Portanto, as dlgebras de divisdo D(g) e D(g) coincidem.

Teorema 3.3.4. Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente de dimensdo finita sobre um corpo [F
de caracteristica prima p. Sejam D(g) o anel de divisdo de U(g), K(g) o corpo de fracoes
de Z(g) e K,(g) o corpo de fracées de Z,(g). Entdo

1. O anel de divisao D(g) é um K,(g)-mddulo de dimesao p, onde d = dimg (g/g N
Z(g)). Em particular, se cl(g) < p, entdo d = dimg g/C(g).
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2. Para algum inteiro positivo m, temos que D(g) é um K (g)-médulo de dimensdo p*™.

3. A extensdo de corpos K,(g) C K(g) é puramente insepdravel.

Demonstragdo. Para 1 veja [ [34], p. 16]. A parte 2 segue do fato que uma algebra de divisao
considerada sobre seu centro é uma dlgebra central simples e a dimensdo de qualquer dlgebra
central simples € um nimero quadrado, veja [ [20], p. 222]. O item 3 encontra-se em [ [34],
Teorema 9]. L]

Lema 3.3.5. Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente de dimensdo finita sobre um corpo F
de caracteristica prima p tal que cl(g) < p. Suponha que existem x,y € g linearmente

independentes tais que x,y & C(g), [v,y] = 0ey & K(g)(x). Entdo dimg g D(g) > p°.

Demonstragcdo. Com efeito, suponhamos que existem x,y € g linearmente independentes
tais que z,y & C(g), [z,y] = Oey & K(g)(x). Sejam Dy = K(g)[z] e Dy = K(g)[x,y]
as K (g)-subdlgebras de D(g) geradas por {z} e {z,y}, respectivamente. Como [z,y] = 0
temos que D7 e D sdo comutativas. Com o Teorema 3.3.4(2) vemos que D(g) é uma K (g)-
algebra de divisdao de dimensao finita. Os anéis D, e Dy s@o dominios de dimensao finita so-
bre o corpo K (g) e assim sdo corpos (veja [14, Corolério 1.2.3]). Como y ¢ K (g)(z) segue
que Dy # Ds. A desigualdade cl(g) < p implica que x7, 7 € K(g) donde dimg (g D1 < p
e dimp, Dy < p. Pelo Coroldrio 2.1.3(1) temos que K(g) C D; e D; C D, sdo exten-
sOes puramente insepardveis. Ademais, do Coroldrio 2.1.3(2b) vemos que dimg g D =
dimp, D> = p. Logo, dimg ) Dy = p?. Portanto, dimg ) D(g) > p?, sendo terfamos
D(g) = D5, mas isso ndo ocorre, pois D(g) ndo é comutativo. O

Nesse trabalho vamos apresentar exemplos onde Z(g) é uma extensdo simples do p-
centro Z,(g) para g uma dlgebra de Lie nilpotente de dimens@o finita sobre um corpo F de

caracteristica positiva. Precisamos do seguinte resultado.

Teorema 3.3.6. Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente de dimensdo finita sobre um corpo F
de caracteristica prima p com cl(g) < p. Suponha que g é uma dlgebra ndo abeliana e seja
d = dimy g/C(g). Assuma que existem zy, ..., zq—> € Z(g) tais que =z} € Z,(g) para cada
1<i<d—2e

Ky(9) C Kp(g)(21) C Kp(0)(21,22) C - -+ C Kp(9)(215- -5 20-2) © K(g) € D(g).
Nessas condigoes temos que K(g) = K,(g)(z1, ..., 2d—2).

Demonstragdo. Com efeito, como 2] € Z,(g) para cada 1 < i < d — 2, segue que a de-
sigualdade [K,(g)(#1,...,2) : Ky(21,...,2i-1)] < p é verdadeira. Pelo Teorema 3.3.4
temos que /,(g) C K(g) é uma extensdo puramente inseparavel (ver Definicdo 5.1). Logo,
pelo Coroldrio 2.1.3 item 2, a extensdo K,(g)(z1,...,2i-1) C Ky(g)(z1,...,2;) também
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¢ puramente insepardvel e obtemos [K,(g)(z1,...,2;) @ K,(g)(21,...,2i-1)] = p" para
)

algum r > 1. Decorrente disso, [K,(g)(%1,...,2) @ Ky(g)(#1,...,2-1)] = p donde
[Kp(9) (21, - 20) - Kp(@)] = '

Com isso,

p' = [D(g): K,(g)]
= [ (9) - K(9)][K(9) : Kp(g) (21, - -, 2a2)[[Kp(9) (21, - - -, 2a-2) : K(9)]
= pM[K(g): Kp(9) (21, 2a2)]p"
= pd“m VK (9) : Kp()(21, -5 2a2)):

Como m > 1 temos que 2(m — 1) > 0. Como K,(g) C K(g) é puramente insepara-
vel (Teorema 3.3.4), temos que [K(g) : K,(g)(21, ..., 24—2)] é uma poténcia de p. Com-
parando temos que m = 1 e [K(g) : K,(g)(21,...,24—2)] = 1. Consequentemente,
K(g) = Ky(g)(21,- -+, 2a-2)- N

38



Capitulo 4

O centro Z(g) para g nilpotente de
dimensao menor ou igual a 5

Neste capitulo, nds verificaremos as afirmacdes do Teorema A para as dlgebras de

Lie nilpotentes de dimens@o menor ou igual a 5.

Uma élgebra de Lie g € dita indecomponivel, se ndo pode ser escrita como uma soma
direta de quaisquer de suas subdlgebras ndo triviais de Lie, isto &, se g = b @ ho, entdo
bl =(0ou hg = 0.

Seja {z1,...,x,} uma base para a dlgebra de Lie de dimensad finita g sobre um
corpo IF. Escrevemos o colchete [z;, z;] apenas parai < j e somente se esse colchete for ndo
nulo (os produtos [z;, z;] que sdo iguais a zero sdo omitidos). A Tabela 4.1 apresenta todas
as dlgebras de Lie nilpotentes indecomponiveis de dimensao menor ou igual a 5 sobre um

corpo [ qualquer.

Tabela 4.1: algebras de Lie nilpotentes indecomponiveis de

dimensao < 5

g Comutadores cl(g)
03 | [z1,22] = 23 2
g1 | [, 20) = @3, [T1, 23] = 24 3
951 | [T1, %) = w5, (23, 24] = 5 2
052 | [T1, 2] = 24, (21, 23] = 25 2
053 | [T1,22] = x4, [11, 4] = x5, [0, 23] = 25 3
954 [371,96’2] = T3, [351,333] = T4, [9527353] = Ts 3
055 | (21, %) = @3, (21, T3] = 24, (11, 24] = 25 4
056 | (71, 2] = 23, [21, 23] = 24, [T1, T4] = X5, (22, 73] = 75 4

Fim da tabela
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Seja g1 a dnica dlgebra de Lie de dimensao 1 sobre um corpo F. O teorema seguinte
mostra que a dlgebra g; juntamente com as dlgebras da Tabela 4.1 sdo as unicas algebras
de Lie nilpotentes indecomponiveis de dimensdo até 5 (a menos de isomorfismo) sobre um
corpo qualquer, assim elas determinam todas as édlgebras de Lie nilpotentes de dimensao

menor ou igual a 5:

Teorema 4.0.1 ( [10], Proposi¢ao 1). Todas as dlgebras de Lie nilpotentes de dimensdo < 5

sobre um corpo qualquer F sdo isomorfas a uma das seguintes dlgebras de Lie:

Dimensdo 1 : g,

Dimensdo 2 : g = g1 D g1

Dimensdo 3 : g1 D g1 P ¢1, 93

Dimensdo 4 : g1 S g1 D g1 D g1, 93P g1, G4

Dimensdo 5 : g1 © g1 ® g1 D g1 D 91, 93D 92, 94D 91, 95,15 95,2, 053, 054, 055, 056-

(As dlgebras nessa lista sdo ndo isomorfas).

Sejam by, ..., by dlgebras de Liee g = b, & --- ® by, sua soma direta. Por [13,
Coroldrio 2.2.12], existe um isomorfismo de dlgebras U(g) = U(h,)®- - -®@U(hy). Portanto,

Z(g) = Z(h1) ® - @ Z(hy).

Pelo pardgrafo anterior, nosso foco é descrever o centro Z(g) de U(g) para dlgebras

indecomponiveis.

Para calcular o centro das dlgebras envolventes universais das dlgebras de Lie € su-
ficiente calcular o centro das algebras indecomponiveis. Em [10, Proposi¢do 2], J. Dixmier
determina explicitamente o centro das dlgebras envolventes universais de dlgebras de Lie

nilpotentes indecomponiveis de dimensao menor ou igual a 5 em caracteristica zero:

2
=F T5,T4,T3 + 2ZB1I5 - 2$2$4],

) = F[
) = F[
) = F[
95,2) = F[xt'); T4, To2X5 — 953374]7
) = F|
) = F[
) = F[

2 2 3
O55) = Flxs, 20375 — 2y, 30205 — 3x324T5 + T,

2.2 3 3 2.2
9z5w: — 18xexswyms + 69wy + S8xyws — 3x50%],

Assim, os centros Z(g3), Z(95.1), Z(953) € Z(g56) sdo isomorfos a dlgebra de po-

lindmios em uma varidvel sobre [F; o centro Z(g,) é isomorfo a dlgebra de polindmios em
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duas varidveis sobre F e os centros Z(gs2) € Z(gs,4) sdo isomorfos a dlgebra de polindmios

em trés variaveis sobre FF.

O centro Z(gs5) = x5, 21, 22, 23], onde

21 = 2x3%T5 — .CEZ,
_ 2 3
Z9 = 3Tax; — 3T3x4T5 + Ty,

23 = 9x§x§ — 18x9x32475 + 63)2332 + 8x§x5 — 33:3@21,

no € uma dlgebra de polindmios, pois € vélida a relagdo 23 + 25 — z2z3 = 0.

Nosso objetivo neste capitulo é determinar o centro Z(g) para todas as dlgebras de

Lie nilpotentes indecomponiveis de dimensdo menor ou igual a 5 em caracteristica prima p.

4.1 Caso 1: Centro igual ao p-Centro

Seja [F um corpo de caracteristica prima p e g uma dlgebra de Lie de dimensao finita
sobre F. Nio ¢ sempre verdade que o centro Z(g) e o p-centro Z,(g) da dlgebra envolvente
universal U(g) coincidem. Mas, as dlgebras gs, g51, 53 € g5 s30 exemplos onde esse

evento acontece.

Teorema 4.1.1. Seja g uma das dlgebras g3, 95,1, 95,3 € 956, sobre um corpo I de caracte-
ristica prima p. Assuma ainda, p > 3 se g = gs3 ep > b se g = g5 6. Entdo Z(g) = Z,(9).

Em particular, supondo as condigcoes sobre a caracteristica de T,

Z(g3) = Flal, 2b, 3],
Z(g51) = Flaf, 28, a8, off) x5],
Z(gs53) = Flaf, ab, ok, 2], 5],
Z(g56) = Flot, a3, oy, o, a5

Demonstragdo. Relembramos que D(g) denota o anel de divisao de U(g), K (g) denota o

corpo de fracoes de Z(g) e K,(g) denota o corpo de fragdes de Z,(g).

1. Caso: g
Considere g = g3. Temos que cl(g) = 2. Segue do Teorema 3.3.2 que Z,(g) =

F[z, 25, 23] € o p-centro de U(g). Afirmamos que os corpos de fragdes de Z(g) e
Z,(g) coincidem, isto &, que K(g) = K,(g). Com efeito, pelo Teorema 3.3.4 temos
que as extensdes de anéis K,(g) € D(g) e K(g) C D(g) sdo de graus p* e p*™,

respectivamente, para algum inteiro m > 1. Portanto,



Sendo assim, m = 1e [K(g) : K,(g)] = 1. Isto é, K(g) = K,(g). Assim, pelo
Coroldrio 3.3.3(3) concluimos que Z(g) = Z,(g).

2. Caso: g51,0953€ 056

Seja g uma das dlgebras g5 1,953 € g56. Como cl(gs1) = 2, cl(gs3) = 3ecl(gsg) =
4, supondo as condi¢des sobre a caracteristica de [, temos pelo Teorema 3.3.2 que

Zp(g) = F[Q?]f, QZJQJ, '77]337 xia 1‘5]-

Afirmamos que K (g) = K,(g). De fato, pelo Teorema 3.3.4 vemos que as extensdes
de anéis K,(g) C D(g) e K(g) C D(g) sdo de graus p* e p*™, respectivamente, para
algum inteiro m > 1. Portanto,

Temos as possibilidades: m = 1 e [D(g) : K(g)] = [K(g) : K,(g)] = p> oum = 2
e K(g) = K,(g). Observe que a primeira possibilidade ndo ocorre, pois em cada
caso, a algebra g satisfaz as condi¢gdes do Lema 3.3.5. Com efeito, se g = g5 1, en-
tdo x1, 23 € g sdo linearmente independentes, z1,x3 ¢ C(g), [r1,23] = 0 e tam-
bém z3 & K(g)(z1), pois 24 € Cp(g) (K (g)(z1)) (centralizador de K(g)(z1) em
D(g)), mas [x3,24] = 5. Também, se g = gs3 ou g = g5, N0 T3, 74 € ¢
sdo linearmente independentes, z3, 24 & C(g), [v3,24] = 0 e x5 & K(g)(z4), pois
x5 € Cp(g) (K (g)(24)), mas [z, 23] = 5. Em todo caso, pelo Lema 3.3.5 temos que
dimg g D(g) > p®. Consequentemente, m = 2 e K(g) = K,(g). Nessa situagio o
Coroldrio 3.3.3(3) garante que Z(g) = Z,(g).

Segue que em todo caso Z(g) = Z,(g) e o teorema é demonstrado. O

4.2 Caso 2: Centro é uma extensao propria do p-Centro

Mostraremos agora que as dlgebras g4, g5 2 € g54 (ver Tabela 4.1) sdo exemplos onde o

centro Z(g) é uma extensdo propria do p-centro Z,(g).

Teorema 4.2.1. Seja g uma das dlgebras g4, g5 2 € g5 4, sobre um corpo I de caracteristica
prima p. Assuma ainda, p > 3 se § = g4 ou § = g54. Entdo Z(g) é uma extensdo prdpria

de Z,(g). Mais precisamente,

Z(g4> = F[xZL wga :Uga Ty, ."L'?)) - 2.%'2.(174],

p p .p
[:L'l) Lo, T3, T4, X5, Lol — ZE3I4],

©
ot
[\
~—
I
=

p P P 2
Flaf, ab, ah, x4, x5, 5 + 20125 — 2x924].

N
—~
©
o ¢
i~
N~—

I

Demonstragdo. Seja g uma das dlgebras g4, gs 2, 954 € suponhamos as condi¢des sobre a

caracteristica de F. Porque cl(gs) = 3,cl(gs2) = 2 e cl(gs4) = 3 o Teorema 3.3.2 afirma
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que para g = g4 temos Z,(g) = Flaf, 25, 25, 24] e para g = g5 ou g = g54 obtemos

Z,(g) = F[af, 25, 2%, x4, x5]. Considere o seguinte elemento z € U(g):

Z =13 — 20974 se 9= g4
Z = X2y — X34 Se g = 9572,
z = 2%11]5 — 2:L'2134 + ZE% S€ g=954.

Afirmamos que z € Z(g). Vejamos isso em cada caso.

Seja z = a3 — 2xox4 € U(ga). Como 29, 3, 24 € Cp(g,)(2), para ver que z € central

basta verificar que ad,, (z) = 0. De fato, como ad,, é uma derivagdo temos que

ad,, (z) = ad,, (73 — 2m9my) = ad,, (¥3) — 2ad,, (zo74)
= [z, 3]z + ws(zr, 25] — 2([@1, 2] ms + T2[21, 34])
= X4x3 + T3x4 — 2(T374)
= 2T37x4 — 27374

= 0.

Seja z = xox5 — w314 € U(gs2). Temos que xa, 73, 74, 75 € Cy(gs,)(2). Assim z é

central se ad,, (z) = 0. De fato,

ad,, (z2) = ad,, (o5 — x324) = ad,, (vox5) — ad,, (v324)
= [z, mo)as + wafzr, w5) — (21, 23]Ts + T3[21, 24))

= T4T5 — (965$4)

= 0.
Agora seja z = 2125 — 20224 + 23 € U(gs4). Entdo 24,25 € Cyg,,
que z é central se ad,, (z) = ad,,(z) = ad,,(z) = 0. Temos que
ad,, (2) = ad,, (2z175 — 22004 + 73)
2ad,, (1175) — 2ad,, (v914) + ad,, (23)
= 2([w1, m1]ws + @@y, x5) — (21, Bo] Wy — W[, T4])

+ [z1, z3]xs + x3[21, 23]
= 2(— z374) + Tax3 + T374

= 0.
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Também,

ad,,(z) = ad,,(2z175 — 22974 + 23)

2ad,, (r125) — 2ad,, (ro24) + ad,, (xg))

2([w2, 21]ws + @1 (22, T5) — [0, To] T4 — T2[2, 74])
+  [22, 23]23 + 23]70, 73]
= 2( — .1731'5) + T5x3 + T3T5

0.

ad,,(z) = ad,,(2z175 — 27974 + 73)

2ad,, (2125) — 2ad,, (v274) + ad,, (23)

= 2([zs, m1]ws + @1 (73, T5) — (23, W] W4 — T2 [W5, T4])
+  [w3, w3]a3 + w3]73, 73]

2( — 3:4955) — 2( — $5£L‘4)

0.

Portanto, em cada caso, z € Z(g). Note que z € Z(g) \ Z,(g), mas 2* € Z,(g). Assim, z
¢ integral sobre o anel integralmente fechado Z,(g) (Coroldrio 3.3.3(1)), donde =z ¢ K,(g),
sendo z € Z,(g). Seja Z,(g)][t] anel de polindmios sobre Z,(g) na varidvel ¢. Pelo Teorema
2.5.3, o polindmio f = ¥ — 2P ¢ irredutivel em Z,(g)[t]. O Coroldrio 2.5.5 assegura o
isomorfismo Z,(g)[t]/(f) = Z,(g)[z]. Portanto, Z,(g)[z] é isomorfo aos respectivos anéis

integralmente fechados do Teorema 2.6.2:

Zy(9)[2] = Flts)/ (15 — 15 + 2tat}) se =04,
Zy(9)[2] = Flts]/ (1§ — totf + tst}) se g =02,
Zy(9)[2] = Flte]/ (t§ — 201t + 2toth — 13) se g =054
Assim, Z,(g)[z] é um anel integralmente fechado. Por fim, Z,(g)[z] C Z(g) ¢ uma extensio

integral de anéis (Coroldrio 3.3.3(2)) e se K,(z) é o corpo de fracdes de Z,(g)[z], entdo pelo
Teorema 3.3.6 temos que K (g) = K,(g)(z). Sendo assim, Z(g) = Z,(g)[2]. O

Com o Teorema 4.2.1 completamos o cdlculo de Z(g) para g uma dlgebra de Lie

nilpotente de dimensdo menor ou igual a 5 sobre um corpo [F de caracteristica prima p,
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exceto no caso em que g € a dlgebra g5 5. Concluimos que

Z(gs) = Fla¥, #5, x3] (p 2 2),

Z(g4) = Flat, ab, o, w4, 25 — 22924] (p > 3),
Z(g51) = Flaf, o8, a8, o x5] (p > 2),
Z(g52) = Flaf, xb, 25, 4, 5, 225 — x374] (P > 2)
Z(gs3) = Flaf, ab, ok, 2, z5] (p > 3),
Z(gs5.4) = Flaf, ah, o, x4, w5, 25 + 22125 — 23924) (p > 3)
Z(956) = Flay, 23, 3, 2y, x5] (p > 5).

As dlgebras Z(gs3), Z(g51), Z(853) € Z(gs6) sdo dlgebras de polindmios, e portanto,
anéis Cohen-Macaulay (Teorema 2.3.7(1)(3)). As dlgebras Z(g4), Z(gs2) € Z(g54) sdo

isomorfas aos respectivos anéis Cohen-Macaulay do Teorema 2.6.2:

Z(g4) = Flts]/ (8 — 1 + 2ta17),
Z(9s2) = Flte]/ (th — tath + t5t}),
(95.4) = Flte)/ (t5 — 26,82 + 2tot} — 12).

4.2.1 O centro Z(gs5)

Sobre um corpo [ a dlgebra de Lie nilpotente g = g5 5 € definida pelos colchetes
[z, 2] = 2441, 2 < i < 4. Isto é, g é a dlgebra de Lie standard filiform de dimenséio 5. Note
que cl(g) = 4. Assumindo que F é um corpo de caracteristica prima p > 5, o Teorema 3.3.2
afirma que Z,(g) = F[z, 25, 2%, 21, x;5] é o p-centro de U(g). Considere os elementos em

Ulg)

z1 = 2x37T5 — xi,

29 = 3x2x§ — 3x3x475 + xi.

Teorema 4.2.2. Seja F um corpo de caracteristica prima p > 5. Ponha R = Z,(g)|z1, 22).
Entdo, o fecho integral de R em Frac(R) coincide com o fecho integral de R na localiza¢do

R,.. Além disso, este fecho integral é igual a Z(g).

No resto dessa se¢do nés provaremos o Teorema 4.2.2. Ele descreve o centro Z(g)
como o fecho integral de Z,(g)[z1, 22| no seu corpo de fragdes. Primeiro vamos mostrar que
21,22 € Z(g). De fato, uma vez que temos o, 3, 4, 25 € Cy(g)(2i), ¢ = 1,2, para ver que

21 € 2z s30 centrais, precisamos apenas verificar que ad,, (z1) = ad,, (22) = 0. Usando que

45



ad,, é uma derivacdo de U(g) vemos que

ad,, (z1) = ad,, (2z325 — 23) = 2ad,, (v325) — ad,, (27)
= 2([zy, wslws + x3lwy, w5)) — [21, 2a]ws — 2421, 24]
= 2x4x5 — 2T4T5

= 0.
Também,

ad,, (22) = ady, (3w222 — 3wsmaws + af)
= 3ad,, (v223) — 3ad,, (z37425) + ad,, (23)
= 3([w1, 2o]a? + molw, 23]) — 3([21, ws]wazs + w3[w1, Talws + w34[T1, T5))
+  [wy, wa]7] + 24wy, 4] + 25 [0, T4
= 3wyrs — 3(xws + 2322) 4 w52] + TaTsT4 + TT5
= 3x3x§ — 3xix5 — ngxg + 3xix5

0.

Com isso, concluimos que 21,22 € Z(g). Como consequéncia (Corolério 3.3.3(2)) temos

que Z,(g)[z1, 22] C Z(g) € uma extensdo integral de anéis.

Proposicio 4.2.3. Os corpos de fragdes de Z,(g)|z1, 22) e Z(g) sdo iguais. Além disso, Z(g)
é o fecho integral de Z,(g)|z1, 22| no seu corpo de fracées K,(g)(z1, z2).

Demonstracdo. O primeiro passo da demonstracdo € mostrar que temos a inclusio estrita
K,(g)(z1) C K,(g)(21,22), onde K,(g)(z1) e K,(g)(z1,22) sdo os respectivos corpos de
fracoes de Z,(g)[z1] e Z,(g)[21, 22]. De fato, veja que

21 € Zp(0)[rs, 74,
22 € Zy(9)|w2, 33, 34] € 20  Z,(9)[w3, 4]

Com isso, Z,(g)[z1] C Z,(g)[#1, z2] estritamente. Logo, K,(g)(z1) C K,(g)(21, 22). Segue
do Teorema 3.3.6 que K (g) = K,(g)(21, 22).

Para a segunda parte da proposicdo, seja S o fecho integral de Z,(g)[z1, 22] em
K,(g)(21, 22). Por um lado, dado y € S, entdo y também € integral sobre Z(g) e y € K (g).
Conhecemos do Teorema 3.1.3 que Z(g) integralmente fechado, desse modo, y € Z(g) e
S C Z(g). Por outro lado, dado = € Z(g), segue que x € integral sobre Z,(g)[z1, 22] € como
Z(g) C K(g) = Kp(g)(z1, 22) temos também que x € K,(g)(21,22). Logo, z € S e vale
que Z(g) C S. O

Conclue-se da Proposi¢do 4.2.3 que os elementos de K (g) sdo expressdes polinomi-
ais em z; e z com coeficientes em K,(g). Claramente Z(g) C K(g), e assim, os elemen-

tos de Z(g) sdo polinomomios em K,(g)[z1, 22|. Ainda, a Proposicao 4.2.3 apresenta uma
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melhor descrigdo de Z(g) como o fecho integral de Z,(g)[z1, 22] no seu corpo de fragdes

Ky(g)(21, 22)-

Considere Z,(g)[21, 22).; a localizacao pelo conjunto multiplicativo gerado por xs.
Com o Lema 2.2.1 temos a igualdade Z,(g)[z1, 22)zs = Zp(8)xs |21, 22). Vamos mostar que
Z(8)zs 21, 22) € integralmente fechado. Considere os polindmios f; = t]—z] e fo = th—2%

em Z,(g)[t1] e Z,(g)[z1][t2], respectivamente.

Proposicao 4.2.4. As seguintes afirmacdes sdo verdadeiras.

1. Os polinémios f e fa sdo elementos primos de Z,(g)[t1] e Z,(g)[z1][t2]-
2. O anel Z,(9)[z1, z2] é um CM anel com Z,(g)|z1, z2) = Z,(9)[t1, t2]/(f1, f2).

3. A localizagdo Z,(9)., (71, 22) € um dominio integralmente fechado. Em particular,
Z(g>9ﬂ5 = Zp(g)% [Zh 22]'

Demonstragdo. Para 1, denotamos A, = Z,(g), Ay = Z,(g)[z1] e As = Z,(g)[21, 22]-
Entéo, z; ¢ Frac(A;) = K,(g). Isso implica que 2} ¢ <Kp(g)>p, pois se 2z = u? com
u € K,(g), entdo (z; — u)? = 0 donde z; = u € K,(g), que ndo ocorre. Entdo, pelo Lema
2.5.1, fi é irredutivel em K,(g)[t1]. O Lema 2.5.2 garante que f; é um elemento primo de
Z,(g)[t1]- Similarmente, porque z» ¢ Frac(A2) = K,(g)(z1) temos que z5 ¢ (Kp(g)(zl)>p
Pelo Lema 2.5.1 temos que f> € irredutivel em K, (g)(21)[t2] e pelo Lema 2.5.2 segue que f;

¢ um elemento primo de Z,(g)[z1][t2].

Para 2, primeiramente pela parte 1 e o Corolério 2.5.5 obtemos o isomorfismo de anéis
Zy(9)[t1]/(f1) = Z,(g)[z1]. Também, a parte 1 e o Lema 2.5.4 nos garante o isomorfismo

de anéis Z,(g)[z1][ta]/(f2) = Z,(g)[21, 22]. Dai,

Zy(9)[t1, ta] o, Zp(@)[21][ts] .
(fi, f2) (f2) Zy(9)[21, 22]-

Ademais, f, f, € uma sequéncia regular em Z,(g)[t1,t2]. Pelo Teorema 2.3.4 temos que

12

Z,(9)[21, 22) € um CM anel.

Para 3, observe que (Z (9)[t1,t2)/(f1, f2)> ¢ isomorfo ao anel do Teorema 2.6.3.

x5
Pela parte 2 temos que Z,(g)[z1,22] = Z,(9)[t1,t2]/(f1, f2) e assim Z,(g).;[21, 22] =
<Z (9)[t1, t2]/(f1, f2)> . O anel do Teorema 2.6.3 ¢ um CM anel que satisfaz a condi-
¢do de Serre (Ry) com k > 0. Além disso, como Z, »(8) 2521, 22] € um dominio, segue pelo

Teorema 2.4.5(3) que Z,(g) .5 (21, 22] € um dominio integralmente fechado.

Para a segunda afirmac@o da parte 3, considere a localiza¢do Z(g),,. Pelo Teorema
2.4.2, Z(g)., também € integralmente fechado. Observamos que Z,(g)[z1, 22]zs € Z(9)s
¢ uma extensdo integral de anéis, pois Z,(g)[z1, 22] € Z(g) é uma extensdo integral, e que
pela Proposigao 4.2.3 os corpos de fragdes de Z(g)., e Z,(g)[21, 22)., coincidem. Ja que
Z,y(9) 521, 22) € integralmente fechado, recebemos que Z(g) ., = Z,(8)zs 21, 22]- O

47



Com tudo que apresentamos até aqui € o proximo coroldrio chegamos a prova do
Teorema 4.2.2.

Corolario 4.2.5. O fecho integral de Z,(g)[z1, 22] em K,(g) coincide com seu fecho integral
em Zy(9)as (21, 22| Além disso, este fecho integral € igual a Z(g).

Demonstragdo. Seja S o fecho integral de Z,(g)[z1, 22] na localizagdo Z,(g)., (21, 22]. Por
um lado, como Z,(g),,[21, z2] € um subanel de K,(g)(z1, 22), segue da Proposi¢do 4.2.3
que S C Z(g). Por outro lado, sabemos que Z,(g)[z1, 22] C Z(g) é uma extensdo integral e
conhecemos da Proposi¢io 4.2.4(3) que Z(g) ., = Z,(8)x5(21, 22). Dado que Z(g) C Z(g)a,»
concluimos que Z(g) C S. Logo, Z(g) é o fecho integral de Z,,(g)[21, 22] em Z,(g) ., [21, 22]-
Ja mostramos na Proposi¢do 4.2.3 que o fecho integral de Z,(g)[z1, 22] em K,(g)(z1, 22) é

igual ao centro Z(g). O

Observacio 4.2.6. Vimos que o centro Z(g) e o dominio Z,(g)[21, 22] possuem o mesmo
corpo de fracdes. Além disso, Z,(g)[z1,22] € Z(g) é uma extensdo integral. Assim, se
Z,(9)[21, 2] fosse integralmente fechado terfamos que Z(g) = Z,(g)[z1, 22), mas isso ndo
ocorre, pois Z,(g)[z1, 22| ndo é integralmente fechado. Primeiro, pela Proposigdo 4.2.4(2)
temos que Z,(g)[z1, 22] = Flt7]/(f1, f2), onde F[t7]/(f1, f2) € 0 quociente do Teorema 2.6.3.
Considere o elemento

3 2
Z1 + 25

2
Ty

23 = = 9r3ws — 1879w374w5 + 6075 + 87375 — 373075 € K,(g)(21, 22).

Dessa forma, 2 € Z,(g) e z3 é integral sobre Z,(g)[z1, 22).

Afirmamos que z3 € Z,(g)[z1,22). De fato, seja b a dlgebra de Lie nilpotente de
dimenséo 7 sobre I definida pelos comutadores [z, z;] = x;11, 2 < i < 4, [29,76] = 27,
onde {x1, T2, x3, x4, T5, Tg, 7} € uma base de . Entdo g pode ser vista como a subélgebra
de Lie de h com base {1, x2, x3, x4, x5 }. Note que cl(h) = cl(g) = 4. Como p > 5, vem do
Teorema 3.3.2 que o p-centro de U(h) é dado por Z,(h) = Flz¥, 2b, a4, 2, x§, x5, 27]. Note
que 21 € Z(h), pois z6, 27 € Cyy)(21). Como Z,(g) C Z,(h) segue que Z,(g)[z1] C Z(b).
Veja que

ad,,(22) = ady, (31277 — 3237475 + 73) = ad,, (37972) = 337 € Z(h).
Logo, zo ¢ Z(h), mas ad,, (Zp(g)[zl,zQD C Z(h). Agora,
ad,,(2z3) = adxﬁ(ngxg — 18xw31475 + 62925) = 18x2x§x7 — 18232475 + 62527

= 6%722 ¢ Z(h)

Assim, z3 ¢ Z,(g)[21, 22]. Sendo assim, Z,(g)[z1, 22] ndo € integralmente fechado.

Com o exposto no Teorema 4.2.2, concluimos que Z(g) é gerado sobre Z,(g) por

expressdes da forma f(zy, z2)/22, onde f(z1,22) € Z,(g)[z1, 22) e n > 0 inteiro. Essa é a
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melhor descri¢cdo que conseguimos obter para Z(g). Veja em [10, Proposi¢do 2] que con-
siderando [F um corpo de caracteristica zero, precisamos apenas de uma destas expressoes,
pois nessa caracteristica o centro é dado por F[z5, 21, 22, z3]. Observe que nesse caso o centro
ndo € um anel de polindmios, pois 2§ + 23 — x223 = 0.

Utilizando o software Macaulay?2, conseguimos calcular os geradores de Z(g) para
p = 5. Calculamos também para p = 7, mas os geradores sdo complicados e parece dificil

demais determinar os geradores para um p arbitrdrio. O conjunto gerador parap = 5 € o

seguinte:
4 2 2
5 5 5 5 2129 + xi 2] — 2175 — 220222 zfzz — xizl + 225’
T, Loy Lgy Ty, L5, 21, 225 23, P} ) 4 ) 4 )
Ty Ty Ty

2izg + 20528 — 22028 — w325 223a327 + 32020 — 2] + 22323
x3 ’

5,4 10,4 _ 25..5,.4
205X 52129 — Ty Ts — $2£C4$5}

b

2 5.2
T52122 + T3x5

21 — 2125 — 22520

Observamos que os geradores de Z(g) dependem do primo p fixado. Por exemplo,
para p = 5 o gerador le;—jxi é dado pela expressdo
5

5

2172 + Ty 3 2, 2 2,2 3 3 2, .2 2,2

— 2 Oxrowsxy — 6250405 — 3Tox x5 + DXy W5 = 6T2x375 — 6X304%; — 3T275T5.
5

Com os Teoremas 4.1.1, 4.2.1 e 4.2.2, segue o Teorema A no caso de dlgebras de Lie
nilpotentes de dimensdo menor ou igual a 5.
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Capitulo 5

O centro Z(g) para g nilpotente de
dimensao 6

Neste capitulo, nds verificaremos as afirmacdes do Teorema A para as dlgebras de
Lie nilpotentes de dimensao igual a 6.

Em [8], S. Cicalo, W.A. de Graaf e C. Schneider apresentam uma classificacdo com-
pleta das dlgebras de Lie nilpotentes de dimensdo 6 sobre um corpo arbitrario. Seguindo a
notagdo de [8], para [F um corpo de caracteristica diferente de 2 (IF um corpo de caracteristica
2 para a dlgebra gg%(n)), a menos de isomorfismo, temos a seguinte listagem das dlgebras de

Lie nilpotentes indecomponiveis de dimensao 6:

Tabela 5.1: algebras de Lie nilpotentes indecomponiveis de

dimensdo 6
g Comutadores cl(g)

(21, 22] = x5, [11,23] = X6, (X2, x4] = N6, [T3,24] =

ga(m) | Y ’ ’ ’ 2
Ty + Tg (T} & F)

96,10 [371, 902] =23, [901,353] = T , [554,375] = T¢ 3
(21, 22] = x5, (X1, 23] = 24, [T1, 4] = w6, [T2, T3] = @,

96,11 4
[xz, $5] = Tp

6,12 [$1,9€2] = T3, [5171,56'3] = Ty, [CE1,$4] = Zg, [902,3175] = T¢ 4
[1’1,1’2] = T3, [$1>333] = Ts, [1’1,1’5] = Ts; [3527334] = Ts;

96,13 4
[$3, $4] = Tp
[371,902] = X3, [CC1,373] = T4, [371,954] = s, [5132,373] = s,

96,14 5
[$2,$5] = Tg, [$3,$4] = —Tg
[$1,$2] = X3, [$1,$3] = Iy, [551,1’4] = s, [901,I5] = ¢,

96,15 5
[$2,$3] = Ts, [IQ,M] = Ts¢

Continua na proxima pdgina
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Tabela 5.1 — Continuagdo da tabela

9 Comutadores cl(g)
g (w1, 20] = @3, (w1, 23] = @4, [w1, 74] = @5, [32,25] = w6, )
6,16
[CCg, .ZL'4] = —Xg
g [21, %3] = 3, [21, 23] = @4, (201, 24] = @5, [21,35] = w5, )
6,17
[1'2, ZL‘3] = Tg
96,18 [xlaxQ] = :E?)’ [3171,1’3] == x4, [[E17x4] = 1‘5, [1'1,[)35] — IG 5
Yo 19(5) [xlij] - [xhx?)] = s, [x17‘r5] = e, [ZU27[L'4] = Tg, 3
7 [13,75] = ez (¢ € F¥)
96,20 [xlaxQ] = :E4’ I:xlyx?)] = x5, [[El,l‘5] = 1‘6’ I:x27x4] — IG 3
J6 21(5) [Il,l‘g] = T3, [xhx?)] = Xy, [xl,l'4] = Tg, [ZU27.T3] = x5, A
7 (2, 25] = cx6 (¢ € F*)
g 22(5) [1’1,1‘2] = Ts, [.171,1'3] = Tg, [$271}4] = £Tg, [1‘3’334] = x5 2
: )
96,23 [1'1;1'2] = 3, [l’l,l'g] = s, [$1,$4] = Tg, [IL'Q,.CE4] — 15 3
J6 24(5) [1’1,1‘2] = I3, [$17x3] = Is, [.171,1'4] = exg, [xQ,ng] = Ig, ;
7 (19, 24] = 25 (¢ €F)
G625 | (21,22 = 3, [w1, 03] = w5, [21, 4] = w6 3
96,26 [xla 1‘2] = T4, [xl, xg] = Ts, [x27x3] = Tg 2
96,27 [171,1‘2] prmnd xs, I:x17a;'3] e x5’ [x27x4] — ~r6 3
96,28 [111;1’2] = I3, [xl,xg] = T4, [131,,1‘4] = 5, [1,2"%,3] = 76 4

Fim da tabela

A familia de algebras gé?%(n) ¢ definida sobre um corpo de caracteristica 2 e depende
de um parametro 7. Nas familias g¢ 19(¢), g6.21(¢), g622(€) € g624(c) as dlgebras dependem
de um parametro ¢, as condicdes para isomorfismo entre duas dlgebras na mesma familia sdo

determinadas em [8].

Para a lista completa das familias das dlgebras de Lie nilpotentes de dimensao 6 sobre
um corpo F, incluindo os demais casos quando [ é um corpo de caracteristica 2, veja [8,

Teorema 3.1].

O célculo do centro Z(g) das dlgebras envolventes universais de dlgebras de Lie nil-
potentes de dimensdo 6 sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero (C)
foi feito por Alfons Ooms em [28]. Em todo caso, ele concluiu que Z(g) ¢ uma élgebra
de polindmios exceto quando g = gg,13 € quando g = gg 25 (essas dlgebras sdo denotadas

em [28] por gs 16 € g6 6. respectivamente). Nesses casos mais complicados, Alfons Ooms
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concluiu que Z(ge 15) = Flzs, w1, wa, w3, wy|, onde

wy = 13 — 22476,

_ .3 2
Wy = Ty — 3T4T5T6 + 3T3Tg,
wg = xi + 22926 — 21375,

Wy = 2;152 + 6:1:295% + 93:%3:6 — 12292426 — 63245

A dlgebra Z(gs1s) ndo € uma dlgebra de polindmios, pois temos a seguinte relagdo entre

seus geradores: w? — w? — 3ziw w3 + xiws = 0.

Ele também concluiu que Z(gs 25) = F[z5, 26, 21, 22, 23], onde

Z1 = x% — 22975,
g = X3X¢ — T4ls,

23 = 2X3T4%g — 2x2x§ — xix5.

A dlgebra Z(gs25) ndo é uma dlgebra de polindmios, pois temos a seguinte relagdo entre

seus geradores: x22; — 22 — x523 = 0.

Para a lista completa de Z(g), das dlgebra de Lie g nilpotentes indecomponiveis de

dimenbsdo 6 sobre C, veja [28, Secdo 5].

5.1 Caso 1: Centro igual ao p-Centro

Com o calculo do centro das algebras envolventes universais das dlgebras de Lie
nilpotentes de dimensdo menor ou igual a 5, em caracteristica positiva, obtivemos exemplos
onde o centro é uma dlgebra de polindmios com Z(g) = Z,(g). Veremos que em dimenséo
6 também obtemos exemplos onde o centro e o p-centro das dlgebras envolventes universais

coincidem.

Teorema 5.1.1. Seja g uma das seguintes dlgebras de Lie g((f%(n), 06.22(€), G623 96.24(€),

G627 € @628 Sobre um corpo I de carateristica p primo. Assuma que p = 2 se g =
9&?(77)’ p > 3seg = go23 U624(€), G627 € que p > 5 se g = geos. Entdo Z(g) =
Z,(9). Em particular, supondo as condigoes sobre a caracteristica de F temos que Z(g) =
F[le)v Jfg, Ztg, CL“Z, Ty, x6]-

Demonstragdo. Seja g uma das algebras 9((3?%(77)’ 06,22(€), 96,23, 96,24(€), 6,27, F6,28 € SUpo-
nhamos as condigoes sobre a caracteristica de IF. Observe na Tabela 5.1 que C(g) = (x5, z6)F
para todas as dlgebras que aparecem neste teorema. Portanto, o Teorema 3.3.2 afirma que

Zy(g) = Flaf, o, o8 ol x5, x6]. Afirmamos que K(g) = K,(g). De fato, pelo Teorema
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3.3.4 vemos que as extensdes de anéis K,(g) C D(g) e K(g) C D(g) sdo de graus p* e p*™

(m > 1 inteiro), respectivamente. Portanto,

As possibilidades sdo: m = 1e [D(g) : K(g)] = [K(g) : K,(g)] = p>oum = 2e
K(g) = K,(g).

Para g = gg%(n): Se n = 0, entdo temos que x9, 23 ¢ C(g), [z2, 23] = 0e xz3 &
K(g)(z2), pois x4 € Cy (K(g)(mz)), mas [z3,24] = x5 + z6. Nesse caso, o Lema 3.3.5
fornece que dimg gy D(g) > p?. Ouseja,m =2, [D(g): K(g)] =p* e K(g) = K,(g).

Se n # 0, entdo considere a dlgebra de Lie h® (1) com uma base sobre F dada por
{21, 9, 23, 24, 5, 6, 7, 18} € definida pelos comutadores [z1,xs] = x5, [v1,23] = w6,
(9, x4) = nue, [x3,24] = x5 + w6, [x2, 7] = xs. Entdo podemos considerar g como uma
subalgebra de Lie de h®(n). Assim, K(g) é um subcorpo de K (h®(n)). Observe que
z7 € Gy (K(g)(:cg)), mas [z2, 27| = 5. Logo, 22 & K (g)(x3). Pelo Lema 3.3.5 temos
que dimg g D(g) > p®. Eassim,m =2, [D(g): K(g)] =p* e K(g) = K,(g).

Segue do Coroldrio 3.3.3(3) que temos a igualdade Z(g) = Z,(g).

Seja g = gex(c), onde k € {22,24}. Suponhamos que ¢ = 0. Se k = 22, entdo
temos que x2,x3 € C(g), [re, 23] = 0e x5 & K(g)(z2), pois x4 € CQ<K(g)(x2)>, mas
[x3, 4] = 5. Se k = 24, entdo temos que 3,24 € C(g), [r3,24] = 0e x3 & K(g)(z4),
pois z; € (| <K(g)(a:4)>, mas [z, 23] = x5. Nesses dois casos, o Lema 3.3.5 garante que
dimg g D(g) > p* Ouseja,m =2, [D(g): K(g)] =p* e K(g) = K,(g).

Suponhamos que € = 1. Se k = 22, entdo considere os seguintes elementos em g:
T=21+Ty, Y=21+2T2+2T3 € 2zZ=2o4.
Para esse elementos temos que

[l’,y] = [:Cl + T4, T1 + a2 + x3] = [:ClaxZ] + [l‘l,l’g} + [l'4,£lf2] + [$47$3]

=25+ 26 — x5 — x5 = 0.

[y, 2] = [x1 + 22 + @3, T4] = [T2, x4 + 23, 4]
= Tg + T5.
[z, 2] =0.

Se k = 24, entdo considere os seguintes elementos em g:

T=xT3+2xy4, Y=—T1+2Tog+T3, € 2Z=2Ty.
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Para esse elementos temos que

[, y] = [23 + T4, =21 + 2y + 23] = —[23,21] + [¥3, T2 — [24, 71] + [24, T2
=x5 —Tg+ g — 5 = 0.

[y, 2] = [—x1 + @2 + @3, 4] = —[21, T4] + [0, T4]
= —T¢ + T5.

[z,z] = 0.

Nos dois casos, esses elementos x,y € g satisfazem as hipéteses do Lema 3.3.5,
comy ¢ K(g)(x), pois z € C, (K(g)(m)) mas [y,z] # 0. Como antes, segue que
dimg ) D(g) > p* Isto é,m =2, [D(g): K(g)] =p* e K(g) = K,(g).

Agora suponhamos que € € {0,1}. See € (F*)?, isto é, se ¢ = o? para algum @ € F*
e a # 1, entdo por [8, p. 166] temos que ge () = g1 (1). Esse isomorfismo de dlgebras de

Lie induz o isomorfismo de dlgebras Z(gsx(c)) = Z(g6x(1)). Assim, recorremos ao caso
e=1

Se e € F*\ (F*)?, entdo considere a extensdo E = F[t|/(t* — ¢) de grau 2 de F,
onde ¢ é uma indeterminada sobre F. Logo, sobre E, a dlgebra de Lie g¢ 1 (¢) é dada por
96.1(e) ®E = g6 1 (). Novamente, por [8, p. 166] temos que e 1 (c) = g6, (1). Como ge ()
e g.1(¢) possuem a mesma tdboa de multiplicagdo, recorremos ao caso € = 1 e obtemos que
K(gox(e)) = Kp(g6.x(€)). Segue do Coroldrio 3.3.3(3) que Z(gex(c)) = Z,(86.x()).

Agora note que temos a inclusdo de F-dlgebras de Lie gg () C g (), € portanto,
também temos a inclusdo de F-algebras U(ge () C U(gsx(¢)). Logo,

Z(g6x(€)) = Z(g6,x(c)) NU(g6k(€))
Zp(86,k(€)) N U(g6,x(€))
(96 k(€))-

Segue que em todo caso, para a dlgebra g = g¢ x(c) obtemos que m = 2 e K(g) =
K,(g). O Coroldrio 3.3.3(3) nos dd que Z(g) = Z,(g).

Para as demais dlgebras do teorema afirmamos que também temos m = 2 e K(g) =
K,(g). Com efeito,

Para 9 = go,23: temos que x3,74 € C(g), [v3,24] = 0 e x4 & K(g)(x3), pois z2 €
Og K , Imas [[L’Q,CL’4] = Ts.

Para g = gg27: temos que 3, 14 & C( )7 [$37$4] =0ewxy & K(B)(%)’ pois Ty €
Og <K ) mas [ZEQ, 174] = Tg.

Parag = gp08° temos que x3, x4 & C(g), [x3,24) = 0e x3 & K(g)(x4), pois z2 €
Cg K ) mas [I27$3] = Tg.
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Entdo, nesses casos, pelo Lema 3.3.5 temos que dimg) D(g) > p?. Resta que
m =2e K(g) = K,(g), como afirmamos. O Corolério 3.3.3(3) nos dd que Z(g) = Z,(g).

Em particular, supondo as condigoes sobre a caracteristica de [F segue que Z(g) =

p D p D
F[$1,$2,$3,x4,$5,x6]. ]

Em todos os casos do Teorema 5.1.1 o centro Z(g) é uma dlgebra de polindmios.
Na proxima se¢do vamos ver exemplos onde Z(g) ndo é uma dlgebra de polindmios, em

particular, Z(g) é uma extensdo simples do p-centro Z,(g).

5.2 Caso 2: Centro é uma extensao propria do p-Centro

Teorema 5.2.1. Seja g uma das dlgebras ge10, 96,11, 96,12, 96,13 96,14, 96,15 96,16, 96,17
06.19(€), G620, 96.21(€) € @o26 sobre um corpo I de caracteristica prima p. Assuma que

p > 3 quando g = g6 10, 96,19(), G620 € que p > 5 se § = G611, §6.12> 06,13, 96,14, 96,15 96,16,
96,17, 96,21(€). Entdo Z(g) é uma extensdo propria de Z,(g). Mais precisamente,

Z(g6.10) = Flaf, ab, af af af 26, 25 — 2251¢),
Z(gs11) = Flaf, ob, of o 28 w6, 25 + 20516 — 22376],
Z(g6.12) = Flaf, o, 2%, 28, 28, w6, 75 — 2237¢),
Z(g6.13) = Flat, ab, a8, o, o%, wg, 2 — 3wsw516 + 3w027),
Z(go14) = Flaf, o, a8, o), af w6, 222 + 3xiwe — 6230506 — 61127,
Z(g6,15) = Flo?, oh, 2%, 2, vF, w6, 565 347576 + 3963336],
Z(g6.16) = Flaf, x5, 2%, 28, 2%, w6, 75 — 22176 — 22375),
Z(96,17) = Flaf, 5, o5, 24, 2%, 6, I5 2147¢),

Z(g6.10(c)) = F[a}, b, a8, o}, 28 26, 22 + e} + 2em136 — 22376],
Z(g6.20) = Flaf, o, 2%, 28, 28, w6, 12 — 2237¢),

Z(g6.21(c)) = Flal, o, a%, o}, af, w6, 25 + ex] — 2ew376],
Z(g6.26) = Fla, x5, 25, w4, 5, 16, 1106 — 2275 + w374

Demonstragdo. Seja g uma das dlgebras listadas neste teorema. Se g = g 26, entdo C'(g) =
(x4, x5, x6)p. Portanto, o Teorema 3.3.2 afirma que Z,(g) = Flaf, 28, 2%, x4, 25, 26]. Em
todos os outros casos, temos que C(g) = (xg)r. Supondo as condi¢des sobre a caracteris-

tica de IF, o Teorema 3.3.2 mostra que, nestes casos, temos o p-centro dado por Z,(g) =
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Flaf, b, ak, ! «f x6]. Agora, considere o seguinte elemento z € U(g):

2
z2 = x5 — 2Ta%g se g = 06,10,
2
2z = Ty + 2T576 — 27376 se g = 96,11,
.2 9 _
Z =Xy — 2T3T6 se g = 06,12,
3 2
2 = Ty — 3T3%5%6 + 3T2Tg se g = 06,13,
z = 223 + 3xiw6 — 6737576 — 6717 se 9 = 96,14,
3 2
2 = x5 — 3T4T5%6 + 3T3T4 se g = J6,15,
2
z =Ty — 2T1T¢ — 27375 se g = Je,16,
— 22 _9 _
Z = X5 — 2T4T6 se g = 06,17,
2 2
2 =Xy +exy + 2ex 106 — 27376 se g = g6,19(¢),
_ .2 9 _
Z = X5 — 2T3%¢ se g9 = 06,20,
2 2
Z =I5+ Ty — 2ex3T6 N g= 96,21<5)7
Z = T1Tg — ToXs + T3y se 9 = 96,26-

Afirmamos que z € Z(g). Com efeito, seja 2 = 23 — 2z916 € U(gg,10). Como os elementos
Ty, T3, T4, 75, T € Cgq 1, (2) para ver que z € central basta mostrar que ad,, (2) = 0. Por ad,,

ser uma derivagdo de U(ge 10), temos que
ad,, (2) = ad,, (23 — 2w916) = ad,, (23) — 2ad,, (z276)

= [l’l, l‘g]Ig + ZL’3[ZL’1, 5(73] - 2[5[’1, 1’2]1’6 = 21‘31’6 - 2[E31}6 =0.

Se z = af + 2x5x6 — 220326 € U(ge11), entdo por a3, x4, 25, 26 € Cyq,, (%) temos

que z é central se ad,, (z) = ad,,(z) = 0. De fato, obtemos as igualdades

ad,, (2) = ad,, (2] + 22526 — 22376) = ad,, (23) + 2ad,, (v526) — 2ad,, (v376)
= (21, 2a|Ts + 2471, T4] = 2[11, W3] 76 = 22476 — 27476 = 0,
ad,,(z) = ad, (23 + 2w536 — 22376) = ad,, (27) + 2ad,, (v576) — 2ad,, (v376)

= 2[$2, IE5]?E6 - 2[$27$3]$6 = 2952 - ng =0.

Seja z = x] — 2x3w6 € U(ge,12), entdo por zo, T3, T4, 5, Tg € Cyq,,(2) temos que z

¢ central se ad,, (z) = 0. Vemos que

ad,, (z) = adzl(xi — 2w316) = adl,l(xi) — 2ad,, (r3x6)

= [z, 24wy + 2411, 4] — 2[21, T3] 6 = 20476 — 22426 = 0.

Se z = 2} — 3w3wsx6 + 31225 € U(ge13). Entdo z é central. Com efeito, porque
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Ty, T3, 75,76 € Oy, (2) basta verificar que ad,, (z) = ad,,(z) = 0. Temos

ad,, (z2) = adxl(arg — 337526 + 393217%) = adxl(:vg) — 3ad,, (x3x576) + 3adx1(:1:293§)

(1, T3]3 + 5[y, w5)ws + 2d[wy, @5) — 3([%, T3]x526 4 T3[21, 955]%)
+ 3[371,1’2]1‘%

3viwg — 3576 — w375 + w377 = 0,

ad,,(z) = ad,, (xg — 3x3w5T6 + ngxg) = adm(xg) — 3ad,, (z3x576) + 3ad,, (xgxg)

—3[xy, v3]x506 + 3|24, a:z]xg = 3:651:2 — 3x5x§ =0.

Se z = 222 + 3wirg — 6x30506 — 62103 € U(gs14), entdo z € central. Para ver isso,

devemos verificar que ad,, (z) = ad,,(z) = ad,,(z) = ad,, (z) = 0. Isso ocorre pois,

ad,,(z) = ad,, (223 + 32576 — 6737576 — 61127

= 2ad,, (23) + 3ad,, (z3z¢) — 6ad,, (v37576) — 6ad,, (7,27)

= 3([x1, T4lTaT6 + 24|21, x4]x6) — 6[z1, x3]r506 = 6142506 — G456 = 0,
ad,,(z) = ad,,(22% + 32576 — 6737576 — 61177

= 2ad,,(x3) + 3ad,, (22x¢) — 6ad,, (v37576) — 6ad,, (7,27)

= 2([$2, T5]22 + T5[T0, T5]T5 + T2 [0, x5]) — 6([@, x3)rsTe + T3]Ta, x5]x6)

— 6o, 71)7f

= 6aiwg — 6wiwg — 6w32 + 62322 = 0,
ad,,(z) = ad,, (222 + 32376 — 6237576 — 61177

= 2ad,,(z3) + 3ad,, (v}zs) — 6ad,, (v37576) — 6ad,, (7,27)

= 3([ws, zawaze + xa[ws, xawe) — 6[x3, 21]2f = —6x42] + 6x47F = 0,
ad,,(z) = ad,, (222 + 32326 — 6237576 — 61177

= 2ad,,(23) + 3ad,, (v}zs) — 6ad,, (v37576) — 6ad,, (7,27)

= —6[.1'4, x3]x5x6 - 6[1'4, xl]i[f% = —6375%% + 6,%53;'% =0.

Se z = a3 — 3wawsx6 + 3wsxg € U(ge,s). Como a3, x4, x5, 26 € Cyqy (%) temos que
z é central se ad,, (z) = ad,,(z) = 0. De fato,

ad,, (2) = ad,, (23 — 3z42576 + 31377) = ad,, (v3) — 3ad,, (v42576) + 3ad,, (v377)
= |w1,w5)22 + T5]71, T5)T5 + TE[201, 5] — 3([$1, x4]T526 + 24|71, x5]x6)
+ 31, z3)7E
= 32216 — 3Tiw6 — dw4wh + 31475 = 0,

ad,,(z) = ad,, (v — 3wywsz6 + 32375) = ad,, (v3) — 3ad,, (v4w576) + 3ad,, (v377)

= —3[xy, z4]wsx6 + 3|2, 23)2E = —3w522 + 3572 = 0.

57



Se z = 27 — 2r1w6 — 22325 € U(ge16), €ntdo ele é um elemento central. Para ver

isso, temos de verificar que ad,, (2) = ad,,(z) = ad,,(z) = ad,,(z) = 0. De fato,

ad,, (2) = ad,, (] — 22126 — 20375) = ad,, (27) — 2ad,, (v176) — 2ad,, (v375)
= [z, 24wy + 421, 4] — 2|71, T3) 5 = 20475 — 20475 = 0,
ad,,(z) = ad,, (xi — 2wy16 — 2x37T5) = adm(xi) — 2ad,, (z176) — 2ad,, (z375)

= —2[513'2, 1'1]1'6 — 21’3[1’2, 1'5] = 21’31’6 — 21’31‘6 = 0,

ad,,(2) = ad,, (23 — 27106 — 2w375) = ad,, (v3) — 2ad,, (z176) — 2ad,, (z375)
= [173, 134]134 -+ ZE4[Z)§3, 1’4] — 2[[L’3, 5(71]1]6 = —21’4ZE6 + 2[E4l’6 = O,
ad,,(2) = ad,, (2] — 2z126 — 2w375) = ad,, (v7) — 2ad,, (v176) — 2ad,, (7375)

= —2[xy,x1|x6 — 2[T4, T3|T5 = 20506 — 20576 = 0.

Se z = x% — 2476 € U(ge,17), entdo z € central. Para ver isto, basta verificar que

ad,, (z) = 0, pois g, ¥3, T4, T5, T6 € Cyq ,,(2). Temos

ad,,(2) = ad,, (22 — 2w476) = ad,, (22) — 2ad,, (z476)

= [1’1, I5](L’5 + ZL’5[ZL’1, 1’5] — 2[[[‘1, Igdl’ﬁ = 2[E5l’6 — 2%51’6 = 0

Seja z = w2 +cxi+2ex 06 —2x326 € U(gs0(e)). Umavez que x4, 16 € Cyy 1o()(2),

para ver que z é central devemos verificar que ad,, (z) = ad,,(z) = ad,,(z) = ad,,(z) = 0.

Segue que
ad,, (z) = ad,, (22 +ex? + 2ex 26 — 27376) = ad,, (v2) — 2ad,, (v376)
=[x, z5)25 + x5[11, 5] — 2[21, T3]T6 = 20576 — 22516 = 0,
ad,,(2) = ad,, (22 + ex] + 2ex126 — 20376) = cad,, (v7) + 2cad,, (2176)
= e([xe, m4]ra + 24|20, 24]) + 28[20, 21|26 = 2674706 — 262476 = 0,
ad,,(z) = ad,, (22 +ca] + 262176 — 27376) = ad,, (1) + 2cad,, (7126)
= [x3, 5|25 + x5[13, 5] + 26[X3, 116 = 26506 — 262516 = 0,
ad,.(z) = ad,, (22 +ca? + 2em126 — 22376) = 2cad,, (v176) — 2ad,, (v376)

= 2e([zs, 21]w) — 2[5, w376 = —25:5% + 2gx§ =0.

Seja z = 22 — 2x376 € U(ge.20). Entdo por xq, 73, T4, T5, T6 € Cyo.20(2) segue que z

¢ central se ad,, (z) = 0. Vemos que

ad,, (z) = ad,, (22 — 21376) = ad,, (v2) — 2ad,, (v376)

= [iL’l, £I§'5]x5 + .1'5[.1'1, 1'5] — 2[.1'1, 1’3}1’6 = 2%51'(; — 2!1351’6 =0.
Se z = a2 + ex] — 2ex316 € U(geo1(c)), entdo z é central. Para ver isso devemos
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verificar que ad,, (2) = ad,,(z) = 0, pois 3, 74, T5, 76 € Cy,,,(-)(2). Temos

ad,,(z) = ad, (x§ + sxi — 2exgwg) = ady, (93%) + ead,, (:BZ) — 2ead,, (r3xg)
= 5([1’1, I4]I4 —+ ZL’4[ZL’1, 5(74]) — 25[%17 1’3]1/’6 = 251’4[E6 — 2€I4[E6 = 0,
ad,,(z) = ad,, (22 + ex] — 2ex316) = ad,, (v3) + cad,, (v3) — 2cad,, (z376)

= [@o,x5|T5 + X5[10, 5] — 26[X9, x3|T6 = 262516 — 262516 = 0.

Seja z = x1w6 — T2x5 + 374 € U(ge26). Uma vez que C(geo6) = (T4, 5, Te)F
temos que z ¢ central se ad,, (z) = ad,,(z) = ad,,(z) = 0. Temos que

ad,, (2) = ad,, (z106 — Tax5 + T324) = ady, (T176) — ady, (Tax5) + ady, (374)
= —[x1, zo|as + |21, 23]y = —2475 + 1425 = 0,

ad,,(z) = ad,, (r126 — Tax5 + 324) = ady, (T126) — ady, (Tax5) + ady, (324)
= |29, T1]T6 + |22, X3]T4 = —2426 + 426 = 0,

ad,,(z) = ad,, (x106 — T2x5 + T374) = ad,, (v126) — ad,, (x2x5) + ad,, (v324)

= [$3,$1]I6 — [133,372]375 = —X5Tg + Tslg — 0.

Portanto, em cada caso, z € Z(g). Agora observe que para cada z definido temos z ¢
Z,(g), mas obtemos que z” € Z,(g). Logo, z é integral sobre Z,(g). Pelo Corolario 3.3.3(1)
sabemos que Z,(g) € integralmente fechado, donde =z ¢ K),(g), do contrdrio z € Z,(g).

Seja Z,(g)[t] anel de polindmios sobre Z,(g) na varidvel ¢. Pelo Teorema 2.5.3, o

polindmio f = ¥ — 2 é irredutivel em Z,(g)[t]. O Coroldrio 2.5.5 assegura o isomorfismo

Zp(9)[t)/ (f) = Z,(g)[2].

Seja F[t] o anel de polindmios em 7 varidveis sobre F. Segue que Z,,(g)[z] € isomorfo
aos respectivos anéis integralmente fechados do Teorema 2.6.4:
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Zp(9)[2] = Flt7]/ (17 — 13 + 2tatg) se g = 96,10,
Zp(9)[2] = Flt7]/ (17 — 11 — 2t5tg + 2st) se 9= 0611,
Zp(9)[2] = Flt7]/ (17 — t§ + 2t3t5) s g= 0612,
Zy(9)[2] = Flt7)/ (5 — t3 + 3tststh — 3taty?) se g = 06,13
Zy(9)[2] = Fltq]/ (12 — 263 — 36345 + 6Latsth + 61115") s §= G614
Zy(9)[2] =2 Flt7]/ (t8 — 3 + 3tatsth — 3tsty’) s g= 615
Zy(9)[z] = Flt7]/ (5 — ] + 2t,1f + 2t3ts5) se g = 6,16,
Zp(9)[2] = Flt7]/ (17 — 12 + 2tatg) se 9 = 96,17,
Zy(9)[z] 2 Fltq]/ (85 — 12 — et} — 2etity + 215tF) se g = g6.10(¢),
Zp(9)[2] = Flt7]/ (17 — 12 + 2tstg) se g = 06,20,
Zp(g)[z] = F[tﬂ/(t? - t% - 575421 + 25?5375@) s€ g = g621(¢),
Zy(9)[2] = Fltq]/ (th — t1af + totf — t5th) se g = 6.26-

Até aqui, concluimos que, em cada caso, Z,(g)[z] é um anel integralmente fechado.
Agora vamos mostrar que Z(g) e Z,(g)[z] possuem o mesmo corpo de fracdes. Isto ¢,

K(g) = Kp(g)(2).
Se g = g6.26, entdo dimp g/C(g) = 3. Nesse caso, o Teorema 3.3.6 garante que
K(g) = K,(g)(z). Nos outros casos dimg g/C(g) = 5. Pelo Teorema 3.3.4 segue que

P’ = [D(g) : Ky(9)] = [D(g) : K(9)][K(9) : K,(9)(2)][K,(9)(2) : Ky(g)]
= p*"([K(g) : Kp(0)(2)lp = p*" "' [K(g) : K,(9)(2)]-

Entdo temos duas possibilidades: m =1, [K(g) : K,(g9)(2)] =p* e dimgy D(g) = p?
ou m=2e K(g) = K,(g)(2). A primeira possibilidade ndo ocorre, pois em cada caso, a

algebra g satisfaz as condi¢des do Lema 3.3.5. Vejamos isto.

Se g = g6.10, €NtA0 3,24 € @ sdo tais que x3,x4 & C(g), [r3,24) = 0 e xy &
K(g)(z3), pois z5 € Cy (K(g)(xg,)) mas [xy, x5] = z6 # 0.

Se g = g110ugs21(€), entdo 1, x5 € g sdo tais que z1, x5 € C(g), [r1,25] =0e
z1 & K(g)(xs), pois x4 € C, (K(g)(xg,)), mas [x1, z4] = 26 # 0.

Se g = gp.12, €ntd0 3,25 € ¢ sdo tais que x3,x5 ¢ C(g), [r3,25] = 0e x5 &
K(g)(x3), pois z2 € C, <K(g)(x3)>, mas [xo, x5] = z # 0.

Se g = ge.13, €ntd0 3,25 € g sdo tais que x3,x5 € C(g), [r3,25] = 0e x5 &
K(g)(xs), pois x4 € C, <K(g)(x5)>, mas [x3,24] = z6 # 0.

Se g = g6.14, €NtAO 1,75 € ¢ sdo tais que x1,x5 € C(g), [r1,25] = 0exy &

K(g)(z5), pois x4 € Cj <K(g)($5)>, mas |1, x4] = x5 # 0.
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Se g = 615, entdo 3,25 € g sdo tais que x3,x5 ¢ C(g), [r3,25] = 0e xg &
K (g)(ws), pois w2 € Cy (K (g)(ws) ), mas w2, 3] = 25 # 0,

Se g = 616, €NAO 9, 3 € g sd0 tais que xo,x3 & C(g), [r2, 23] = 0 e xy &
K (g)(ws), pois w5 € Cy (K (g)(ws) ), mas w2, 3] = 25 # 0,
Se g = ge.17, entdo 3,24 € g sdo tais que x3, x4 ¢ C(g), [r3,24] = 0 e x5 &

K(g)(x4), pois z2 € C <K(g)(a:4)), mas [xq, 23] = xg # 0.

Se g = g6.10(¢), entdo x5, x4 € g sdo tais que x3, 24 & C(g), [r3,24] = 0e x4y &
K(g)(z3), pois z2 € Cy <K(g)(x3)), mas [xo, x4] = g # 0.

Se g = @620, €NtA0 1,24 € ¢ sdo tais que 1,24 € C(g), [r1,24) = 0e xy &
K(g)(z4), pois z5 € Cy <K(g)(x4)>, mas [z, 25] = zg # 0.

Portanto, em cada caso, pelo Lema 3.3.5, dimgq) D(g) > p?. Dai, nos resta que
m = 2e K(g) = K,(g)(z). Por fim, reunindo os fatos, o que mostramos foi que Z,(g)[z] é
integralmente fechado e que K(g) = K,(g)(z). Dado que Z,(g)[z] C Z(g) é uma extensdo
integral de anéis, sucede que Z(g) = Z,(g)[#]. O

Com o Teorema 5.2.1 completamos o cdlculo de Z(g) para g uma édlgebra de Lie nil-
potente de dimensdo menor ou igual a 6 sobre um corpo [F de caracteristica prima, exceto
nos casos mais complicados em que g € uma das dlgebra gg 15 ou gg 25. Concluimos que as
algebras Z(g((f;(ﬁ))’ Z(86.22(¢)), Z(86,23)s Z(86,24(€)), Z(@6,27) € Z(ge,28) sao dlgebras de
polindmios, e portanto, anéis Cohen-Macaulay (Teorema 2.3.7(1)(3)). As dlgebras Z(gg.10),

Z(9611)s Z(8612)> Z(96.13), Z(96,14), Z(96,15)s Z(86,16)s Z(86,17)s Z(86,19(€))s Z(86:20),
Z(ge21(¢)) e Z(gsz26) sdo isomorfas aos respectivos anéis Cohen-Macaulay do Teorema

2.64.

5.2.1 O centro Z(gs25)

Sobre um corpo [F a dlgebra de Lie g = g¢ 25 (ver Tabela 5.1) € uma dlgebra de Lie
nilpotente de classe cl(g) = 3 e centro C(g) = (5, 26)p. Assim, assumindo que F é um
corpo de caracteristica prima p > 3 vemos pelo Teorema 3.3.2 que o p-centro de U(g) é
dado por Z,(g) = F[af, 25, o}, 2!, x5, x]. Considere os seguintes elementos em U (g)

z1 = xg — 22975,

Z9 = X3Xg — T4T5.
O principal resultado dessa secdo € o seguinte teorema:

Teorema 5.2.2. Sejap > 3 e F um corpo de caracteristica prima p. Ponha R = Z,(g)[z1, 22).
Entdo, o fecho integral de R em Frac(R) é igual ao fecho integral de R na localizagdo R,..

Além disso, este fecho integral é igual ao centro Z(g).
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A partir de agora, no que resta dessa secdo, vamos demonstar o Teorema 5.2.2. Inici-
almente vamos verificar que 21, 2o € Z(g). Observe que 2, T3, T4, 5, 6 € Cy(2;), @ = 1, 2.
Assim, z; e zy sdo centrais se ad,, (21) = ad,,(z2) = 0. Usando que ad,, é uma derivagdo
de U(g) e a tabela de multiplicagdo de g dada na Tabela 5.1, vemos que

ad,, (21) = ad,, (23 — 2mow5) = ad,, (23) — 2ad,, (vaxs5)
=[x, x3)w3 + x3[11, 23] — 2([21, T2]25)
= 2x3x5 — 223705 = 0,

ad,, (20) = ady, (z376 — 245) = ady, (v326) — ady, (vaz5)
= [w1, m3]a6 — [21, 24]T5

= XI5 — T5Lg — 0.

Portanto, 21,2, € Z(g). Note que 21,22 ¢ Z,(g), mas 27,25 € Z,(g). Logo, a extensdo
Z,(9)[21, 22) € Z(g) é uma extensdo integral de anéis (Coroldario 3.3.3(2)).

Proposicio 5.2.3. Os corpos de fragdes de Z,(g)|21, 22) e Z(g) sdo iguais. Além disso, Z(g)
é o fecho integral de Z,(g)|z1, 22| no seu corpo de fracées K,(g)(z1, 22).

Demonstragdo. Primeiro afirmamos que K,(g)(z1) C K,(g)(21, 22) é uma inclusio estrita,
onde K, (g)(z1) e K,(g)(21, 22) sdo os corpos de fragdes de Z,(g)[z1] € Z,(g)[z1, 22, respec-

tivamente. De fato, veja que

21 € Zy(9)|xe, x3),
z9 € Zy(9)[w3, 74].

Com isso, Z,(g)[z1] C Z,(g)[#1, 22] é uma inclusdo estrita. Consequentemente, vale que
K,(g)(z1) C K,(g)(z1, 22). Segue do Teorema 3.3.6 que K (g) = K,(g) (21, 22).

Agora vamos mostrar a segunda parte da proposi¢do. Para isso, seja .S o fecho integral
de Z,(g)[#1, 22] em K,(g)(21,22). Sejay € S. Entdo y também ¢ integral sobre Z(g) e
y € K(g). E fato que Z(g) é integralmente fechado (Teorema 3.1.3), por isso y € Z(g).
Assim, S C Z(g). Para a inclusdo contrdria, lembramos que Z,(g)[z1, 22] € Z(g) é uma

extensdo integral e como Z(g) C K(g) = K,(g)(21, 22) temos também que Z(g) C S. [

A Proposigdo 5.2.3 descreve os elementos de K (g) como expressdes polinomiais em
21 € 2o com coeficientes em K,(g). Como Z(g) C K(g), temos também que os elementos
de Z(g) sao polindmios em K, (g)|[z1, 22).

Seja Z,(g)[#1, 22, alocalizagio pelo conjunto multiplicativo gerado por z5. O Lema

2.2.1 garante a igualdade Z,(g)[21, 22]zs = Zp(8)x5[21, 22). Sejam também os polindmios
fi=1 =2 € Zy(g)lth] e fo =13 — 2} € Zy(a)[z][ta]-

Proposicao 5.2.4. As seguintes afirmacoes sdao verdadeiras.
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1. Os polinémios fy e fy sdo elementos primos de Z,(g)[t1] e Z,(g)[21][t2]-
2. O anel Z,(9)[z1, z2] € um CM anel com Z,(g)[z1, 22] = Z,(9)[t1, 2]/ (f1, fo).

3. O dominio Z,(g)., |21, 22| € integralmente fechado e ainda Z(9) ., = Z,(9) x5 [21, 22).

Demonstragdo. Para 1, denotamos A, = Z,(g), As = Z,(g)[z1] e As = Z,(9)[21, 22].
Como z; ¢ Frac(A;) = K,(g) temos que 2} ¢ <Kp(g)>p, pois se 2z} = u” com u € K,(g),
entdo terfamos (z; — u)? = 0 donde z; = u € K,(g), que ndo ocorre. Pelo Lema 2.5.1
temos que f; € irredutivel em K,(g)[t1] e pelo Lema 2.5.2 segue que f; € um elemento
primo de Z,(g)[t1]. Do mesmo modo, dado que z ¢ Frac(A,) = K,(g)(z1) vemos que
2h ¢ (Kp(g)(zl))p. Pelo Lema 2.5.1 também f5 é irredutivel em K,(g)(21)[t2] e pelo Lema
2.5.2 segue que f> é um elemento primo de Z,(g)[z1][t2).

Para 2, a parte 1 e o Coroldrio 2.5.5 dé o isomorfismo Z,(g)[t1]/(f1) = Z,(g)[#1]-
Também, a parte 1 e o Lema 2.5.4 nos cede que Z,(g)[z1][t2]/(f2) = Z,(g)[z1, 22). Com
1SS0,

Zp(9)[t, o] o Zp(9)[21][t2]

12

(f1, f2) - (f2) Zy(9)[21, 22|

Além disto, f1, f é uma sequéncia regular em Z,(g)[t1, t2]. Pelo Teorema 2.3.4 temos que
Zy(9)[21, 22) € um CM anel.

Para 3, primeiro temos que (Z (9)[t1, t2]/(f1, f2)> é isomorfo ao anel do Teorema
2.6.5. Pela parte 2 temos que Z,(g)|[z1, 22] = Z,(9)][t1, tg]/x(sfl, fa) e assim Z,(9),[21, 22] =
(Z (9)[t1,t2]/(f1, f2)> . O anel do Teorema 2.6.5 é um CM anel que satisfaz a condigio de
Serre (Ry) com k > 0. Além disso, como Z,(g).. (21, 2] € um dominio, segue pelo Teorema
2.4.5(3) que Z,(9).5[21, 22) € um dominio integralmente fechado.

Para a segunda afirmac@o da parte 3, considere a localiza¢do Z(g),,. Pelo Teorema
2.4.2 também Z(g)., é integralmente fechado. A extensdo Z,(g)[z1, 22)zs € Z(9).; € inte-
gral, pois Z,(g)[z1, 22] € Z(g) € uma extensdo integral. Pela Proposic¢do 5.2.3 os corpos de
fragdes de Z(g)., € Z,(g)[21, 22).; coincidem. Ja que Z,(g),,[21, 22| € integralmente fechado
obtemos a igualdade Z(g).; = Z,(9)5[21, 22 O

Corolario 5.2.5. O fecho integral de Z,(g)[z1, z2] em K,(g) coincide com seu fecho integral
em Zy,(§)zs 21, 22]. Além disso, este fecho integral é igual a Z(g).

Demonstracdo. Primeiramente lembramos que ja mostramos na Proposi¢do 5.2.3 que Z(g)
¢ o fecho integral de Z,(g)[z1, 22] em K,(g)(z1, 22). Agora, seja S o fecho integral de
Z,(9)[z1, 22] na localizagdo Z,(g).,[21, 22]. Por um lado, Z,(g).,[#1, 22] é um subanel de
K,(g)(#1,22), e portanto, segue da Proposi¢do 5.2.3 que S C Z(g). Por outro lado, a
extensdo Z,(g)[z1,22] C Z(g) é integral e temos pela Proposicdo 5.2.4(3) a igualdade
Z(9)zs = Zp(8) 2521, 22]. Como Z(g) C Z(g)., concluimos que Z(g) C S. Logo, Z(g) é o

fecho integral de Z,(g)[z1, 22] em Z,(g) .5 [21, 22)- O
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Com o Coroldrio 5.2.5 concluimos a prova do Teorema 5.2.2.

Observacio 5.2.6. Os corpos de fragdes do centro Z(g) e do dominio Z,(g)[z1, 22| sdo iguais
(Proposicao 5.2.3) além disso, Z,(g)[#1,22] € Z(g) é uma extensdo integral. Portanto,
se Z,(g)[z1, 22] fosse integralmente fechado terfamos que Z(g) = Z,(g)[21, 22]. Isso ndo
ocorre, pois Z,(g)[z1, 22] ndo € integralmente fechado. Primeiro, pela Proposi¢ao 5.2.4(2)
temos que Z,(g)[z1, 22] = Flts]/(f1, f2), onde Fts]/(f1, f2) € o quociente do Teorema 2.6.5.
O seguinte elemento

T — 2

23 = T = 2X304T6 — 2m2x§ — xi% € K,(g)(21, 22)
5

satisfaz a relagdo 3z, — 23 — w523 = 0. Observe que z; € Z,(g). Logo, z3 € integral sobre
Zp(9)[21, 22].

Afirmamos que z3 & Z,(g)[z1,22]. De fato, seja b a dlgebra de Lie nilpotente de
dimenséo 8 sobre I definida pelos comutadores [z, 22| = x3, [x1,23] = x5, [x1,24] =
xg € [y, 7] = xg, onde {xy,x9, T3, 24, x5, T6, T7, 23} € uma base de . Entdo g é uma
subdlgebra de Lie de h com base {x1, z9, 3, x4, T5, x6}. Agora,p > 3 e cl(h) =cl(g) =3

da com o Teorema 3.3.2 que
— p .p ,.p P P
Zp(b) - ]F[xlv Loy, T3y, Ty, L7, L5, L6, l'g].

Note que z; € Z(b), pois x7, x5 € Cyn)(21). Por Z,(g) C Z,(h) temos Z,(g)[z1] € Z(b).
Com 2z, temos que

ad,. (22) = ad,, (v376 — x425) = —ad,, (v425) = x528 € Z(h).

Portanto, ad,., <Zp(g)[z1, z2]> C Z(h). Mas,

ad,., (23) = ad,., (2037426 — 2190f — x725) = ad,., (2237476 — T5T5)
= 2ad,. (v37476) — ad,. (2325) = —2376Ts + 2047575

= —2x8(x3:€6 — I4$5) = —2132 ¢ Z(h)

Assim, z3 ¢ Z,(g)[z1, 22]. Portanto, Z,(g)[z1, 22] ndo € integralmente fechado.

Em suma o Teorema 5.2.2 diz que Z(g) € gerado sobre Z,(g) por expressdes da forma
f(z1,22) /28 com f(z1,22) € Z,(g)[21,22] e n > 0 inteiro. Essa é a melhor descri¢do do
centro Z(g) que conseguimos obter em caracteristica prima p. Quando o corpo conside-
rado ¢ algebricamente fechado de caracteristica zero, Alfons Ooms em [28] concluiu que
Z(g6.25) = Flxs, xe, 21, 22, 23]. A dlgebra Z(ge 25) também em caracteristica zero ndo é uma
dlgebra de polindmios, pois r2z; — 25 — w523 = 0. Em [28] a dlgebra g o5 € denotada por

g6,6 € possul uma apresentagdo diferente. Seguimos a notagdo de [8].
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Utilizando o software Macaulay?2, conseguimos calcular os geradores de Z(g) para
p = 3 e p=>5. O conjunto gerador para p = 3 € o conjunto

3 2 3
L1, Lo, T3, Ty, L5, L6, 21, 22, 23, ) )
Ts Ts

$§l‘i$52’1 — JZ%IL‘5I‘GZ§ ZEiI’g)Z% — $%$5l‘%22 }
T3r6 — 2129 T xdxe — 2129 ‘

O conjunto gerador para p = 5 € o seguinte:
2.3 5.3 2.3 5, .2
TgaiRe — 2T3X521 + 22125 — T3T625

3 )
Ty

5,5 .5 .5
{xla Lo, X3, Ty, X5, L6, 21, 225 23,

2 5 3_ .5 2.3 4 2.2 5 2.2 5.3 3
2i%9 — T3Te TeZ] — T30 T§2| + 2125 — 2XT3Te2e X§zize + T3xg — 22125

T5 ’ Ts5 ’ x2 ’ x2 ’
T2 2y + 2052k + 20323 w2l — w6223 + 203akz 2 — 2523
2 ’ 3
L5 L5
4.3 2.2,2 _ 5.3 4 5 ik 5 2.3 _ 25 A
Tg2] + 2T52125 — T3Xga — 22125 —2T5T5T52122 — 2THT5T525 — TT52]
x3 ’ 2229 — X306

—2w5ws iz 25 — 20515 T 62y — xgxixng}

5

2229 — 236

5.2.2 O centro Z(gs1s)

Sejam F um corpo e g = gg,15 a dlgebra de Lie com base {1, xo, 3, T4, T35, T} sobre
IF e definida pelos comutadores [z, z;] = x;11, 2 < i < 5 (ver Tabela 5.1). Note que C'(g) =
(z¢)r € que g é uma dlgebra de Lie nilpotente standard filiform com cl(g) = 5. Assuma que
[F € um corpo de caracteristica prima p > 5. Entéo pelo Teorema 3.3.2, o p-centro de U(g) é
dado por Z,(g) = F[a}, 25, o, 2!, 2, x4]. Considere os seguintes elementos em U(g)

z = x% — 2x426, (5.1)
Zy = T3 — 3147576 + 3137, (5.2)
23 = T3 + 2976 — 27375, (5.3)

Nessa secao nosso trabalho serd demonstrar o seguinte teorema

Teorema 5.2.7. Seja F um corpo de caracteristica prima p > 5 e seja R = Z,(g)|z1, 22, 23)-
Entdo, o fecho integral de R em Frac(R) é igual ao fecho integral de R na localizagcdo R,,.

Além disso, este fecho integral é igual ao centro Z(g).

No resto dessa secdo vamos demonstrar o Teorema 5.2.7. Primeiro vamos mostrar
que 21, 22,23 € Z(g). Pela defini¢do dos comutadores em g temos que z; € Cy(z;) para

cada2 <i<6el < j < 3. Assim, cada z; serd central se adzl(zj) = 0. Usando que ad,,
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¢ uma derivagdo de U(g) vemos que

ad,, (21) = ad,, (23 — 2z426) = ad,, (27) — 2ad,, (v4z6)
= [z1, m5)ws5 + w51, 25) — 2([21, wa] w6 + T4 [0, 76])
= 21’6335 — 2135.736

= 0,

ad,, (22) = ady, (23 — 3zawswe + 3T327)
= ad,, (¥3) — 3ad,, (z47576) + 3ad,, (v375)
= [z, z5]22 + z5[21, T5] 25 + TE[21, X5
— 3([z1, wa)wswe + wa[z1, T5)36 + TaTS[T1, 6] )
+ 3([w1, zs)ag + x3lw, 7))
= 3xix6 — 3Tiwg — 3w4xh + 37475

= 0,

ad;, (z3) = ad (a:i + 2T916 — 2x3x5)
= ad,, (73) + 2ad,, (r276) — 2ad,, (v375)
= [x1, x4)xy + 2421, 24)
4+ 2([z1, Bo]wg + @2[m1, 6]) — 2([21, T3)T5 + 23[21, T5))
= 2514 + 20306 — 20425 — 23T

= 0.

Portanto, 21,292,235 € Z(g). Ainda observe que 21,292,235 € Z(g) \ Z,(g). Note que
22828 € Z,(g). Além disso, Z,(g)[z1, 22, 23] € Z(g) é uma extensdo integral de do-
minios , pelo Corolério 3.3.3(2).

Proposicio 5.2.8. Os corpos de fracoes de Z,(9)(z1, 22, 23] e Z(g) sdo iguais. Ademais,
Z(g) € o fecho integral de Z,(g)(z1, 22, 23] no seu corpo de fragcées K,(g)(z1, 22, 23).

Demonstragdo. Afirmamos que K,(g)(z1) C K,(g)(21,22) C K,(g)(#1, 22, #3) sdo inclu-
soes estritas, onde K,(g)(21), K,(g)(z1, 22) e K,(g)(21, 22, 23) sdo os corpos de fragdes de
Zy(9)[21], Zp(9)[21, 22] € Z,(8)[21, 22, 23], respectivamente. De fato, perceba das Equagaoes
(5.1),(5.2) e (5.3) que

z1 € Zp(g)[x47x5]7
22 € Zp(9)[ws, w4, 5] € 20 & Zp(9)[w4, 3],

z3 € Zp(g)[$2,$3,$47$5] €23 ¢ Zp(ﬂ)[$3,$4,x5].
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Com isso, segue que Z,(g)[z1] C Z,(9)[z1,22] C Z,(g)[z1, 22, 23] sdo inclusdes estritas e
consequentemente K,(g)(z1) C K,(g)(21,22) C K,(g)(21,22,23). Com essa afirmagdo,
segue do Teorema 3.3.6 que K (g) = K,(g)(z1, 22, 23).

Para a segunda parte da proposi¢do, seja S o fecho integral de Z,(g)|z1, 22, 23] em
K,(g)(21, 22, 23). Dado y € S temos que y também ¢ integral sobre Z(g) e que y € K (g).
Como Z(g) é integralmente fechado (Teorema 3.1.3) devemos ter que y € Z(g). Logo,
S C Z(g). A inclusdo contrdria é verdadeira. Com efeito, Z,(g)[21, 22, 23] € Z(g) é uma
extensdo integral e por Z(g) C K(g) = K,(g)(#1, 22, 23) temos que Z(g) C S. O

A Proposi¢do 5.2.8 da uma descri¢do de K (g) como expressdes polinomiais em
21, 29 € z3 com coeficientes em K,(g). Como Z(g) C K(g), obtemos também que os ele-

mentos de Z(g) sdo polindmios em K, (g)[z1, 22, 23).
Seja Z,(g)[z1, 22, 23], a localizagdo pelo conjunto multiplicativo gerado por zg. O
Lema 2.2.1 garante a igualdade Z,(g)[z1, 22, 23]us = Zp(8)a6[21, 22, 23]. Sejam também os
polindmios
fi=t -2 € Z,(g)[ta],
fa =15 — 25 € Zy(g)[=]ta],
fs =15 — 25 € Zy(g)[21, 2] [ts]-
Proposicao 5.2.9. As seguintes afirmacoes sdo verdadeiras.

1. Os polinémios fi, fo e f3 sdo elementos primos de Z,(g)[t1], Z,(g)[z1][t2] e de

Z,(9)[21, 22 [ts], respectivamente.

2. Z,(9)|z1, 22, 23] é um CM anel com Z,(g)[z1, 22, 23] = Z,(9)[t1, t2,t3]/(f1, f2, [3).

3. O dominio Z,(9).s[21, 22, 23] € um dominio integralmente fechado e vale a igualdade

Z(8)ze = Zp(8)g[21, 22, 23]-

Demonstragdo. Considere as notacdes
Ay = Z,(9), A2 = Zp(9)[21], As = Zp(9)[21, 22, As = Zp(9)[21, 20, 23]
esejai € {1,2,3}.

p
Para 1, como z; ¢ Frac(A;) temos que z! ¢ <Frac(Ai)> , pois se z; = u? com
u € Frac(A4;), entdo terfamos (z; — u)? = 0 donde z; = u € Frac(A4;), que ndo ocorre. Pelo
Lema 2.5.1, temos que f; é irredutivel em Frac(A;)[t;] e pelo Lema 2.5.2 segue que f; é um

elemento primo de A;[t;].

Para 2, observe que a parte 1 ¢ o Lema 2.5.4 nos cede para cada i € {1,2,3} os

isomorfismos

Ailts]/(fi) = A (5.4)
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Com isso,
Aty ta,t3] o Aslte, ts] o, Aslts]

(fi, f f3) — (fasfs)  (fs)

Além disto, os isomorfismos (5.4) implicam que fi, fo, f3 € uma sequéncia regular em

= Ay (5.5)

Ajty, ta, t3]. Pelo Teorema 2.3.4, temos que A4 é um CM anel.

Vamos mostrar 3. Pelos isomorfismos (5.5) temos Ay = Aj[ty, to,t3]/(f1, f2, f3)-
Segue disso que (A4)$6 ¢ isomorfo ao anel do Teorema 2.6.6, o qual € um CM anel que
satisfaz a condi¢do de Serre (Ry) com k£ > 0. Além disso, como (A4)x6 ¢ um dominio,
segue pelo Teorema 2.4.5(3) que (A4)x6 ¢ um dominio integralmente fechado.

Por fim, considere a localizagdo Z(g),,. Pelo Teorema 2.4.2 temos Z(g)., integral-
mente fechado. A extensdo (A1), C Z(g)s, € integral, pois Ay C Z(g) é uma extensdo
integral. Pela Proposi¢do 5.2.8 os corpos de fracoes de Z(g)., (A4) coincidem. Dado
que (A4) ¢ integralmente fechado segue a igualdade Z(g)., = (A4) 0

Por altimo, o préximo corolério conclui a prova do Teorema 5.2.7.

Corolario 5.2.10. O fecho integral de Z,(g)|z1, 22, 23] em K,(g) coincide com seu fecho

integral em Z,(g§)zs[%1, 22, 23]. Além disso, este fecho integral é igual a Z(g).

Demonstracdo. Por um lado, mostramos na Proposi¢do 5.2.8 que Z(g) é o fecho inte-
gral de Z,(g)[#1, 22, 23] em K,(g)(#1, 22, 23). Por outro lado, seja S o fecho integral de
Zy(9)[21, 22, 23] em Z,(@8)z[21, 22, 23]. Primeiro, Z,(g).,[21, 22, 23] € um subanel do corpo
K,(g)(z1, 22, 23), e portanto, segue da Proposi¢do 5.2.8 que S C Z(g). Agora, a ex-
tensdo Z,(g)[z1, 22, 23] C Z(g) ¢é integral e temos pela Proposicdo 5.2.9(3) a igualdade
Z(9)us = Zp(8)aglz1s 22, 23). Uma vez que Z(g) C Z(g),, concluimos que Z(g) C S.
Logo, Z(g) = S. O

Observacio 5.2.11. Os corpos de fragdes do centro Z(g) e do dominio Z,(g)][z1, 22, 23] sd0
iguais (Proposi¢ao 5.2.8) além disso, Z,(g)[z1, 22, 23] C Z(g) € uma extensdo integral. Por-
tanto, se Z,(g)[z1, 22, 23] fosse integralmente fechado terfamos que Z(g) = Z,(g)|[z1, 22, 23)-
Isso ndo ocorre, pois Z,(g)[z1, 22, 23] ndo é integralmente fechado. Primeiro, pela Propo-

Sigao 529(2) temos que Zp(g)[zlu 292, Z3] = F[tg]/(fh f27 f3)a onde ]F[t9]/(f17 f27 f3) €o
quociente do Teorema 2.6.6. O seguinte elemento

2y = 275 + 62002 + 9rix6 — 12090476 — 637475 € U(g)

satisfaz a relagdo 23 — 22 — 322123 + zgz4 = 0. Isto é, podemos escrever z, da seguinte

forma ) ) .
25 + 3xEz123 — 23

3
Tg

Z4 =

Portanto, z4 € K,(g)(z1,22,23). Observe que z; € Z,(g). Logo, z, é integral sobre
Zp(8)[21, 22, 23]

68



Afirmamos que z4 & Z,(g)|[21, 22, 23). De fato, considere h a dlgebra de Lie nilpotente
de dimenséo 8 sobre [ definida pelos comutadores [z, z;] = 41, 2 <@ <5, [29, x7] = xs.
Entdo g é uma subdlgebra de h e a defini¢do dos comutadors de b dd que Z,(g)[z1, 22] C
Z(h). Também,

ad,. (z3) = ad,. (25 + 22906 — 22375) = ad,. (22976) = —2z678 € Z(b).
Assim, ad,., (Zp(g)[zl, 29, 23]> C Z(h). Temos também que

adm (2’4) = adm (2.%'2 + 6$2I§ + 9$§(L’6 - 121’21‘41’6 - 6I3I4I5)

ad,. (62927 — 12292476) = 6ad,, (v272) — 12ad,., (v22476)

— —6x§x8 + 12247678 @é Z(b)

Portanto, z4 ¢ Z,(g)[21, 22, 23]. Logo, Z,(g)[21, 22, 23] ndo € integralmente fechado.

Em suma o Teorema 5.2.7 diz que Z(g) é gerado sobre Z,(g) por expressoes da
forma f (21, 22, 23) /xg com f(z1, 22, 23) € Z,(g)[21, 22, 23] € n > 0 inteiro. Essa é a melhor
descrigdo do centro Z(g) que conseguimos obter em caracteristica prima p. Quando o corpo
considerado é algebricamente fechado de caracteristica zero, Alfons Ooms em [28] concluiu
que Z(g618) = Flzg, 21, 29, 23, 24). A dlgebra Z(ges15) também em caracteristica zero ndo é
uma algebra de polindmios, pois 27 — 25 — 3z32123 + x5z, = 0. Em [28] a dlgebra gg 15 €

denotada por gg 16. Seguimos a notacdo de [8].

Para a dlgebra g4 15 também tentamos utilizar o software Macaulay?2 para calcular os
geradores de Z(gg15) para p = 5. Mas, o programa nio conseguiu realizar os calculos.
Figura ser dificil expressar os gerados do centro nesse caso, dada a quantidade e o tamanho
deles.

Juntando os Teoremas 4.1.1, 4.2.1,4.2.2 e 5.1.1, 5.2.1, 5.2.2 ¢ 5.2.7, a demonstracao
do Teorema A € completa.
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Capitulo 6

O Isomorfismo entre Z(g) e S(g)? em
caracteristica positiva

Neste capitulo, nosso objetivo € completar a demonstragdo do Teorema B.

Nesse capitulo vamos mostar que, sobre um corpo de caracteritica prima p impar,
o centro Z(g) das dlgebras envolventes universais U(g) das dlgebras de Lie nilpotentes de
dimensdo menor ou igual a 6 é isomorfo a dlgebra de invariantes S(g)? (ver pagina 34).
Isto é, que a conjectura de A. Braun (ver péagina 35) € verdadeira para as dlgebras de Lie

nilpotentes de dimensdo menor ou igual a 6 em caracteristica suficientemente grande.

6.1 Consideracoes gerais

Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente de dimensao finita sobre um corpo [ de carac-
teristica prima p e suponhamos que cl(g) < p. Seja {x1,...,z,} uma base de g. Como as
dlgebras de polindmios F[x,] e S(g) sdo isomorfas, bem como o centro de Poisson F[x,,]?
¢ isomorfo a dlgebra de invariantes S(g)?, nesse capitulo, sem perda de generalidade, va-
mos trabalhar com as dlgebras F[x,] e F[x,]|® para mostrar que a conjectura de Braun é

verdadeira na classe de dlgebras que tratamos.

Assuma que {zj.1,...,x,} ¢ uma base de C(g) e considere a seguinte subdlgebra
Flz), ... 2}, k41, ..., 2,] da dlgebra de invariantes F[x,]®. Para faciliatar a notagdo, no

decorrer desse capitulo escrevemos:

F[X"] :F[xlv"- 7xn] € F(Xn) :F(l’l,...,l’n),
P(g) =Flz1,..., 2, e L(g) = Frac(F[a1,...,z,)%),
Pp(g):F[xgljw'-awivxk—l—lp--,xn] € Lp(g):F(xlf,...,xi,xkﬂ,...,xn),

Segue que L,(g) C F(x,) é uma extensdo puramente insepardvel (Teorema 2.1.2)
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com grau [F(x,) : L,(g)] = p*. Observe que P,(g) € P(g) é uma extensdo integral,
uma vez que, w? € P,(g) para todo w € P(g). Ainda pelo Teorema 3.3.2, temos que

Zy(9) = Fy(9).

No resto deste capitulo demonstraremos o teorema:

Teorema B. Se g ¢ uma dlgebra de Lie nilpotente de dimensdo menor ou igual a 6 sobre
um corpo F de caracteristica prima p com cl(g) < p, entdo Z(g) = S(g)?. Em particular, a

conjectura de A. Braun € verdadeira nesta classe de dlgebras.

6.2 Algebras standard filiforms

Seja g = g(n) a dlgebra de Lie standard filiform de dimensdo n sobre um corpo [F
de caracteristica prima p e seja {x1,...,2,} uma base para g. Isto é, g é a édlgebra de Lie

definida pelos comutadores [z, z;| = z;41, parai = 2,...,n — 1.

As algebras de Lie standard filiform sdo um exemplo importante de 4lgebras de Lie
nilpotentes onde a conjectura de A. Braun € verdadeira.

Proposicao 6.2.1. [2, Exemplo 6.4] Seja g = g(n) a dlgebra de Lie standard filiform de
dimensdo n sobre um corpo I de caracteristica prima p. Nesse caso, Z(g) = S(g)® como

dlgebras.

Corolario 6.2.2. Seja I um corpo de caracteristica prima p. Seja g = g3, 94, 955 OU F6,13.
Entdo, Z(g) = S(g)°.

Demonstragdo. Observando as tabelas de multiplicagdo que definem as dlgebras g3, g4, 955
(Tabela 4.1) e g6 15 (Tabela 5.1) vemos que estas dlgebras sao algebras de Lie standard

filiforms. Logo, se g é uma destas algebras, entdo a Proposi¢do 6.2.1 afirma que temos
Z(g) = 5(g)". B

Note que a Proposi¢do 6.2.1 e o Corolério 6.2.2 sdo validos em qualquer caracteristica

prima.

6.3 O caso Z(g) = Z,(g)

Nas Secoes 4.1 e 5.1 calculamos os exemplos onde Z(g) = Z,(g), para g uma dlgebra
de Lie nilpotente de dimensao até 6 sobre um corpo de caracteritica prima p, assumindo que
p > cl(g). Para essas dlgebras temos o teorema.
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Teorema 6.3.1. Seja IF um corpo de caracteristica prima p. Seja

9=051, 953, 956, gé?(n), 06.22(€), 96,23, 96,24(€), J6.27 OU G628

Assuma que p > cl(g) (p = 2 para gg) (n)). Entdo, Z(g) = S(g)°.

Demonstragdo. Seja g uma das dlgebras do teorema. Pelos Teoremas 4.1.1 e 5.1.1 temos que
Z(g) = Z,(g). Considere {z1,..., Tk, Tf41, ..., T, uma base de g tal que {xy41,...,2,}
¢ uma base de C'(g). Estas bases sdo explicitamente apresentadas nos Capitulos 4 ¢ 5 nas
paginas 39 e 50.

Seja f € F[x,]. Pela Proposi¢do 3.2.3 temos que f € P(g) se, e somente se, f é
solugdo do sistema de equagdes diferenciais ) J7_ [z;, ;] (57]; =O0parai =1,...,n. Usando
as tabelas de multiplicacdo para estas dlgebras (ver Tabelas 4.1 e 5.1) obtemos que este

sistema tem a seguinte forma nestes casos

Algebra g5.1°
of _ of _ of _ of _
T5 axQ = 0, T5 axl = O, i ax4 =0 e 581‘3 =0.
Algebra 053"
f of _ of of _
Py Ty 0 gy, T, =0
—1'5% =0 e — 5ﬁ =0
X9 014
Algebra 056"
af of _ of of _
[EgaxQ + £E4a X + x5 8334 0, T3 811?1 + x5 8.273 = 0,
L OF o of
481‘1 x58$2 B x58x1 N
Algebra: 06,23°
af of af B of of _
i 81'2 + x58$3 + T 81’4 n 07 x38$1 + T @374 n 07
of of af _
Ts axl =0 e l‘ﬁaxl Ty axz =0.
Algebra: 96,27°
of of of of _
$382+$5ax3—0, $3al+l‘6ax4—0,
of of
- 56_1‘1 =0 e Jfﬁa—xz =0



Algebra: U6,28°
of of of

of af _
xgal'g + $4ax3 + x5 8564 0, 1’38—1 + $68£C3 0,
g o L
481‘1 68ZL‘2 (91‘1

Considerando estas equagdes e considerando que F[x,,| ndo tem divisores de zero, nestes

casos pode-se concluir que f € P(g) se, e somente se,

0
f—O paratodoj =1,... k.
Oz,
Algebra: géQ;(n)
of of
— — =0 6.1
af of
e ) A 6.2
of of
e I a— 6.3
6 3, + (x5 + I6)8x4 ; (6.3)
af of
g — — — =0. 6.4
ey, (25 + zﬁ)@wg (6.4)
Se n = 0, entdo _%g_f = —(z5 + x6)§x = 0. Como x5,x5 + 26 # 0 e como F[x,] ndo
tem divisores de zero temos que af = (,;9 zfg = 0. Logo, M = g $f4 = 0.

Se 1 # 0, entdo multiplicando a Equagdo (6.1) por —nxg, a Equacido (6.2) por —xg e
as Equacdes (6.3) e (6.4) por x5 obtemos

f , 0f
NTsTe 7 O — NTs 8x3 =0, (6.5)
of , Of
TTo—=—— o, —nx 68954 =0, (6.6)
of of
—$5$68—1 + (ZL‘% + $5$6)8—x4 = O, (67)
0 0
—NT5Te—— / — (22 + 2576) =—— / = 0. (6.8)
0T 0xs3
Agora, somando as Equacdes (6.5) e (6.8) e somando as Equagdes (6.6) e (6.7) temos que
of of

2 2 2 2
+ - — =0 e + - -+ =0
(z5 + w526 77%)8:173 (75 + 7576 nIG)am

Como F[x,] ndo tem divisores de zero temos que 2L = 9L —
oxs3 O0xy

Observe que a segunda op¢do ndo acontece, pois se T2 + x5xq — nra = 0, entdo 2 + r576 =

3f of _
T Ox4

0 ou 22 + z516 — i = 0.

nx3 € Fxg), que ndo € verdade. Portanto, = 0 e substituindo essa informagdo nas
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Equacgdes (6.1) e (6.2) concluimos que 88_51 = 867]; = 0. Neste caso, f € P(g) se, e somente

se,(%zo, paratodo j =1,...,4.

Algebra: g6 ,22(€):

of of
o - =0 6.9
ST T 6.9)
of of
g 3. =0 6.10
Ts5 O + exg 9z, , ( )
of of
65 - - =0 6.11
Rr T (6.11)
of of
—ET6 5 — T = 0. 6.12
=6 aZL'Q s 8:[‘3 ( )
Se £ = 0, entdo _%% = _375% = 0. Como x5 # 0 e como F[x,] ndo tem divisores de
Zero temos que g—afl = % = 0. Logo, g_xJ; _ 5_;‘4 —0.

Se € # 0, entdo multiplicando as Equagdes (6.9) e (6.11) por z5 e as Equacdes (6.10)
e (6.12) por x4 obtemos

xgg—ai + x5x6§_:£; =0, (6.13)
—sTeg+ sxég—i =0, (6.14)
—$5x6§—£ + asgg—:i =0, (6.15)
—exgg—ai - xg,x@aa—ai =0. (6.16)

Agora, somando as Equacdes (6.13) e (6.16) e subtraindo a Equacdo (6.14) da Equacdo
(6.15) temos que

of of
(z2 — 51’2)8—1_2 =0 e (22— 53:2)8_1:4 = 0.
Como x2 — ex2 # 0 e como F[x,] ndo tem divisores de zero temos que g—mj; = 88—2{1 = 0.
Substituindo nas Equacdes (6.9) e (6.10) concluimos que % = {% = (. Neste caso,
f € P(g) se, e somente se, 2= = 0, paratodo j =1,...,4.
Algebra: geo4(¢):
of of 0
o a =0 6.17
l’gaxQ + T3 81}3 + 8£C6ax4 s ( )
af of of
A3 a- =0 6.18
s Ory T O3 T Oy ’ (6.18)
of of
—Z5 o~ — 25— =0 6.19
" Oy o 0xs ’ (6.19)
of af
—ers— — L5~ = 0. 6.20
=6 81’1 i 6.1‘2 ( )
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Se ¢ = 0, entdo —z5 8‘9 = 0. Como z5 # 0 e como F[x,] ndo tem d1V1sores de Zero temos

que 3 8f = 0. Logo, substituindo nas Equag¢des (6.17) e (6.19) temos que 8—@ = (%; =0

Aphcando na Equacio (6.18) chegamos que % =
Se ¢ # 0, entdo Multiplicando a Equagao (6.19) por —z5 e a Equacdo (6.20) por xg
e, depois somando as equagde resultantes, obtemos

(a2 — ext)

— = 0.
(3:151

Como % —cxg # 0 e como F[x,,] ndo tem divisores de zero temos que af = 0. Substituindo
nas Equacdes (6.19) e (6.20) concluimos que e af = 0. Aplicando isso nas equagdes (6.17)
e (6.18) chegamos que

of af _

ZL’58—$3 + €x6al’4 = 0, (621)
of of

Tog + 5 = 0. (6.22)

Multiplicando a Equagdo (6.21) por —z¢ € a Equagdo (6.22) por x5 e, depois somando as

equagoe resultantes, obtemos

of
(‘/L% - 8._'23'6) ax4 =0.
Como antes vemos que 8f = 0 que implica em 88—;; = 0. Neste caso, f € P(g) se, e
somente se, = 0, para todo jg=1...,4.

Avaliando todos os casos, vimos que f € P(g) se, e somente se,

0
f—O paratodo j =1,... k.
Oz,
Isso significa que f € P(g) se, e somente se, f € F[z], ... 2}, xpi1,..., 2, = Py(g).
Logo, P(g) = B,(g) = Z,(0)- =

Em particular, o Teoremas 6.3.1 nos fornece exemplos onde o centro de Poisson P(g)

¢ uma élgebra de polindmios.

6.4 Z(g) é uma extensao prépria de Z,(g)

Nesta se¢do consideramos o caso quando existe um elemento z € Z(g)\ Z,(g) tal que
Z(g) = Z,(9)|z]- Isto é, Z(g) € uma extensdo simples do p-centro Z,(g) (veja os Teoremas
4.2.1e5.2.1).

Teorema 6.4.1. Seja IF um corpo de caracteristica prima p. Seja

g = 052,954, 96,10, 96,11, 96,12 96,13 86,14, 86,15, 96,16, 96,17, 96,19(5)> 96,20, 96,21(5) ou g .26-

Assuma que p > cl(g). Entdo, Z(g) = S(g)°.
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Demonstragcdo. Seja g uma das dlgebras do teorema. Para estes casos temos

Ly(g) C L(g) € F(x,),

onde temos o grau [F(x,) : L,(g)] = pimr#/C@® ¢ pelo Teorema 3.2.5 também temos
[F(x,) : L(g)] = p"®@ com r(g) = rank(M,) (ver pagina 34).

Pode-se verificar por inspecdo da Tabela A.1, para todas estas dlgebras, que temos
rank(M,) = dimy g/C/(g) — 1. Portanto,

pe W = [F(x,) : Ly(g)] = [F(x,) : L(9)][L(g) : Ly(g)]
= plim /WL (g) : L,(g)].

Assim,
[L(9) : Ly(9)] = p- (6.23)
Dado f € F[x,], pela Proposi¢do 3.2.3, temos que f € P(g) se, e somente se, [ é
solugdo do sistema de equagdes diferenciais ) J7_ [z;, ;] % =0parai=1,...,n. Usando

as tabelas de multiplica¢@o para estas dlgebras, considerando que F[x,,| ndo tem divisores de
zero e escolhendo [ € F[x,|, adequadamente, em cada caso, f € P(g) se, e somente se, f
€ solugdo do respectivo sistema de equacdes diferenciais presente na Tabela A.1. Em cada
caso tomamos a seguinte solucdo:

Para gso 1 [ = xox5 — x324.
De fato,

Ty7— + 2057 = 2425 + x5(—x4) =0

Para g5 4 : [ = 2x1205 — 22074 + x%

De fato,
o 0
Pog g =yl =2) + y(2) =0,
) 0
—wsaq{l + x5 832 = —x3(2x5) + 75(223) = 0,
) 0
_m—afl - a_f = —4(2v5) — w5(~224) = 0,

Para 6,10 - f = IE?)) — 2$2$6.
De fato, 2L = 9L — 9 _ () ¢ também

> Oxy  Oxy  Oxs

T3—— + Tg=— = (L’3(—2I6) + I6(2$5) =0.

o2
Para ge 11 [ = xi + 2w516 — 20376.
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Defato,aa—f:%zo e
:vaf +x +x = 23(0) + 24(—216) + 26(224) = 0
0wy toxs | COmy 4 6 6(274) =0,
0 o o
_xgajl +x68;3 +x6(f)xf5 = —x3(0) + z6(—2x6) + z6(226) = 0.

. — 2
Para g6,12 © f =Ty — 21’3336.

of _ of _ of _
Defato,a—m—a—m—a—%—()e

0 0 0
T3 83{2 + $48:Z; + ch‘?q{; = 23(0) + z4(—2x6) + z6(224) = 0.

Para ge13 : [ = x3 — 3x37576 + 31272

De fato, g_f =9 —. Também,

z1  Ozy
0 0 o
x38xf + msaxf + xg 8; = 23(37%) + x5(—37576) + 16(372 — 3w376) = 0,
2 3 5
of of
— g)a—x2 - xﬁa—xs = 3:'5(3:172) — 3:6(_3;553;6) =0

. f_ 0.3 2 2
Para ge 14 © [ = 2235 + 3xiwe — 6x30506 — 621775

Veja que g—xJ; = 0. Além disso,

0 0 0
3 8:52 o 6;3 + x5 5;54 = 14(—6x526) + 75(62476) = 0,
0 0 0
—a—f * a_f " ”fa—f = —y(—61F) + w5(—6u5x) + (623 — bsxs) = 0,
of of of
TGy a0y gy~ 2a(0%) ~ s(bnia) =0,
0 0
_a_f - xa—f = —5(—622 + w4(—6a526) = 0.

Para 96,15 - f = ng — 3]743351‘6 -+ 31‘3]7%

Veja que O — 9L — (). Além disso,

Oz Oxo -
of of of of
S + e tsg T o g 24(322) + 25(—3x526) + 26(372 — 32476) = O,
9, 0 9]
—T3 aai + x5 8xj;, + xﬁax]; = x5(373) + 16(—37576) = 0.

o2
Para ge 16 © [ = xf — 201206 — 22375.
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Veja que 86_;; = 0. Além disso,

T3 ;{2 + 3348853 + :Eg,gai = 23(0) + z4(—22x5) + x5(224) = 0,
—xgg—xfl + xﬁg—gi = —w3(—2x6) + x6(—223) = 0,
—x4§—£ - x6§—i = —24(—216) — w6(224) = 0,
—x5§—xfl + xﬁg—i = —x5(—2x6) + x6(—225) = 0.

L2
Para ge 17 © [ = x5 — 2x4%.

. 0 0 d <
Veja que % = 8—30’; = 8—501; = 0. Também,

0 0 0
f + x5 f + Zg f = $3(0) + 1’4(0) + 1’5(—2.1'6) + $6(2£L'5) =0.
8374 8135

T3—— + 24

81’2 8333

Para gs10(€) : [ = 2% + exf + 2ex126 — 22376.

De fato, —x6§—£ = (. Também,

14552 + x5 5;3 + 1:6;5 = 24(0) + 25(—2w6) + v6(225) = 0,
_1:48_951 + xﬁg—xj; = —x4(2ex6) + x6(2cx4) = 0,
—x58—£ - 5x6§—£} = —x5(2ew6) + ex6(225) = 0,
—xﬁg—xfl — axﬁg—xf:i = —x6(2exg) — exg(—216) = 0.

> Oz 3_582 Oy
0 0 0
x4aa{2 + x5 81]; + x6ﬁa{5 = 24(0) + x5(—2x6) + x6(225) = 0.

Para ge21(€) : [ = a2 + ex? — 2ex376.

De fato, 2L = 2L — . Também,

> Oz - Oxo
0 0
x38$fg + M@xfg + xaa:i = x3(0) + x4(—2¢cx6) + w6(2c4) = 0,
0 0 0
—x‘”’a—:zi + 51358—53 + 5$68_:LJ’C5 = —23(0) + x5(—2exg) + cx¢(225) = 0.

Para 96,26 - f = T1X¢ — Loy + T32T4.
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De fato,

0 0
33’48—3{2 + $5a—l']; = 1’4(—$5) + 1'5(1’4) = 0,
0 0
—1’46—1{‘1 + xga—:i = —J]4(ZL’6) + 1’6(1‘4) = O,
0 0
—.7758—3{1 — $68—Q{I2 = —1’5($6) — .1'6(—1'5) = O

Portanto, analisando cada caso, vemos que f € P(g).

Agora, note que, em cada caso, f ¢ L,(g) e f* € L,(g). Como L,(g) C F(x,)
¢ puramente insepardvel, temos do Coroldrio 2.1.3(2) que L,(g) C L,(g)(f) é puramente
inseparédvel e [L,(g)(f) : L,(g)] = p. Vimos na Equagdo (6.23) que [L(g) : L,(g)] = p.
Com isso, L,(g)(f) = L(g). Por P,(g)[f] C P(g) ser uma extensdo integral e também por
P,(9)[f] = Z,(g)[#] ser integralmente fechado (ver em cada caso os Teoremas 4.2.1 ¢ 5.2.1)
temos que P(g) = P,(g)[f]. Segue dos Teoremas 4.2.1 ¢ 5.2.1 que Z(g) = P(g). O

Para completar o célculo do isomorfismo Z(g) = S(g)? para g uma dlgebra de Lie
nilpotente indecomponivel de dimensao até 6 sobre um corpo [ de caracteritica prima p tal

que p > cl(g) resta o caso em que g = g 25. Abordamos esse ultimo caso na préxima segdo.

6.5 A algebra de invariantes de g; 25

Nessa se¢do assumimos que g = gg 25 € I € um corpo de caracteritica prima p tal que
p > cl(g) = 3. Nesse caso, o cédlculo do centro Z(g) foi realizado na Sec@o 5.2.1. Nosso

trabalho nessa sec¢do serd mostar que Z(g) = P(g). Isto é, que Z(g) = S(g)°.
Lema 6.5.1. A extensdo de corpos L,(g) C L(g) é uma extensdo de grau p*.
Demonstragdo. Lembramos da Tabela 5.1 que os colchetes

(21, @] = w3, [11, 23] = x5, (21, 74] = w6

definem g. Entdo, P,(g) = F[z7, 2}, 2%, 2}, x5, 1] € com isso a extensdo L,(g) C F(x,) é
de grau [F(x,) : L,(g)] = p?m#9/C@® = p* Também temos que

0 Trs T5 Tg 0 0
-3 0 0 0 00
r(g) = rank(M,) = rank “rs 00000y 2
-z 0 0 0 00
0 0 0 0 00O
0O 0 0 0 00O
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Segue do Teorema 3.2.5 que [F(x,,) : L(g)] = p*. Por
p'=[F(xn) : Lp(9)] = [F(xa) « L(9)][L(g) : Ly(9)] = p*[L(9) : Ly(g)].
Temos [L(g) : L,(a)] = p*. 0
Para o restante desta se¢do considere os seguintes elementos em F[x,,]:
fi= -73;2; —2x9x5 € f2 = T3T6 — Tys.
Lema 6.5.2. Os elementos f1 e fy sdo invariantes. Isto é, f, fo € P(g).

Demonstragdo. De fato, considerando a tabela de multiplicacdo de g e a Proposi¢do 3.2.3,
temos que f1, fo € P(g) se, e somente se, para i = 1,2, vale que f; é solu¢do do seguinte
sitema de equagdes diferenciais:

3f 0fi fi

a +x58x3 +-T68$4 =0,
. dfi . af; _ ofi 4
0r,  P0x, C0x,
De fato, veja que para cada i = 1, 2 temos gf =0e
afr df1 P
a£2 * i (9£3 . x6a£z - $3(—2x5> + 'r5(2$3) + I’ﬁ(O) = 07
0 0 o
T3 aZ + x5 ai + $Ga£i = 23(0) + x5(x¢) + 26(—25) = 0.
Portanto, f1, fo € P(g). -

Lema 6.5.3. Os corpos de fragdes de P(g) e de P,(g)|f1, f2] coincidem.

Demonstragdo. Primeiro, f1 & P,(g)[f2]. pois se f € P,(g)[f2] entdo 3f = 0, mas temos
que 3 af L = 2z5. Também, veja que

f1 € Py(g)[x2, 73],
f2 € Py(g)[xs, 4.

Com isso, P,(g)[f1] C P,(g)[f1, f2] é uma inclusdo estrita e também vale que L,(g)(f1) C
L,(9)(f1, f2). Observe que para cada i = 1,2 temos f; & L,(g) e f’ € L,(g). Como
L,(g) C F(x,) é puramente insepardvel, temos do Coroldrio 2.1.3(2) que L,(g) C L,(g)(f)
é puramente inseparavel e grau [L,(g)(f;) : L,(g)] = p. Como [L(g) : L,(g)] = p* (Lema
6.5.1) nos resta que L(g) = L,(g)(f1, f2)- O

Com o Lema 6.5.3, temos que P,(g)[f1, fo] € P(g) é uma extensdo integral cujos
corpos de fracdes coincidem.
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Lema 6.5.4. O centro de Poisson P(g) ¢é o fecho integral de P,(g)|f1, f2] no seu corpo de

fracoes.

Demonstragdo. Com efeito, seja S o fecho integral de P,(g)[f1, f2] em L,(g)(f1, f2). Seja
y € S. Entdo y também € integral sobre P(g) e y € L(g). Sabemos que P(g) € integralmente
fechado (Proposi¢do 3.2.4), e portanto y € P(g). Logo, S C P(g). Para a inclusdo contraria,
lembramos que P,(g)[f1, fo] € P(g) ¢ uma extensdo integral. Pelo Lema 6.5.3, temos

P(g) € L(g) = Ly(g)(f1, f2)- Logo, P(g) C S. Assim, P(g) = S. O

Corolario 6.5.5. Temos o isomorfismo Z(g) = P(g).

Demonstragdo. Pela Se¢do 5.2.1 vemos o isomorfismo Z,(g)[z1, 22] = P,(g)[f1, f2], pois
esses dominios possuem os mesmos geradores e relacdes. Com o Teorema 5.2.2 vemos que
Z(g) € o fecho integral de Z,(g)[z1, z2] no seu corpo de fragdes. Como consequéncia do

Lema 6.5.4, temos o isomorfismo Z(g) = P(g). O
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Apéndice A

Tabela A.1

Neste apéndice apresentamos uma tabela usada na demonstracdao do Teorema 6.4.1.
Para a tabela seguinte adotamos a notacao:
d = dimy g/C(g);
M, = ((Mg)zj), onde (My)i; = [, ;];
r(g) = rank(M,).
As equagdes diferenciais sdo dadas por 7 [z, xj]%fj =0, paratodo 1 < i <n.

Tabela A.1: Tabela para a demonstra¢do do Teorema 6.4.1

g M, r(g) | d Eq. Diferenciais
0 x4 25 0 O
-z, 0 0 00 5
05,2 -z 0 0 0 0 2 |3 “anaf* T5 s af: 0,
0 0 0 00 Tagey = U T =
0 0 0 00
0 z3 x4 0 0
—x3 0 x5 0 O 1’3% + % _ ’
954 —r4 —x5 0 0 0 2 |3 —x38—:fl + 1;5% - 0,
0 0 0 00 g2l a2 g
0 0 0 00
0 x3 z¢ O 0 0
—x3 0 O 0 0 0
—z¢ 0 0 0 0 0 xgafaf T T f?ﬂﬁffs 8f: ’
96,10 415 —mg,r = 0, =g, = 0,
0 0 0 0 x 0 g2 — 0, —zg 2 =0
0 0 0 —z¢ 0 O dz5 da
0 0 O 0 0 0

Continua na proxima pdgina
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Tabela A.1 — Continuagdo da tabela

g M, r(g) | d Eq. Diferenciais
0 T3 T4 Tg 0 0
—Is3 0 Te 0 T 0 1;35‘?—52 + .T4§—£3 + xﬁg_:i; = 0,
96,11 ~% —2¢ 0000 4 |5 _z?’g_ffl * $6§Tf3 T IG@% -
’ —x 0 0O 0 0 O 0, _x4g_a£ _ '73688_35]; - 0,
of _ of _
0 —Xg 0 0 0 0 _xﬁa_:m =0, _'r68_5132 =0.
0 0 0O 0 0 O
0 T3 T4 Tg 0 0
—x3 O 0 0 Tg 0 qjgg—fo + x4aa_zf3 —+ x6§_x{; —
- 0 0 0 0 0 0, —az2L 9 =,
96,12 = 4 |5 ;;3811 + %’am%f
’ —Tg 0 0 0 0 0 —Tap,s = 0, _xﬁa_a:l = 0,
0 —z6 0 0 0 0 —16 4L =0
0 0 O 0 0 O
0 T T 0 z¢ O
—I3 0 0 zs 0 0 2 of 3 of 5
_ Oa _:E3(9_xl + T 8_134 == 0,
rzs O 0 x2¢ 0 O o7 of
96,13 4 10| =55 + wez- = 0,
0 —T5 —Tg 0 0 0 833‘1 ;];1 B 0
—xg 0 0 0O 0 0 ~ 50z 0025 T >
_ 6ﬁ —0
0 0 0 0O 0 0 dx1
0 T T T 0 0
S wsll + ol + sl =0,
—a3 0 Ty 0 T O 2 3 4
—w3 2l p s 2L g2l =0,
—x4 —25 0 —z¢ 0 0 %r]g Masf 8rsb ;
96,14 4 5 —Tyg — Tsg — Tepi =
—Ty 0 Te 0 0 0 T1 of T2 of T4
o Oa _:C5a_221 _'_ 8_563 - O,
0 zeg O 0 0 0 or ',
0 0 0 0 00 650,
0 T3 Ty T Tg 0 of of o7
30s; T Tapy, T Tsp,, T
—T3 0 Ty Tg 0 0 of of o
655, = U0, —T35- + 55—+
—x4 —2x5 0 0 0 O af’ 8f1 8f3
96,15 4 15| ze5- =0, —my5-—T55— =
’ —T5 —Tg 0 0 0 O Oy 8 83“18 Ox2
2% 0 0 0 0 0 0 _558_51 - Tohs = 0,
0O 0 0 0 0 0 ~To5m; =0
0 T T T 0 0
’ ! ° Igng + I’4aazf + [)35% =
—T3 0 0 0 Te 0 2 of 3 of 4
_ . Oa —$38—ml + ‘%68_:% = 0,
zsa O 0 zg 0 O o7 of
96,16 4 5| — 4907 e 0,
—Ts5 Tg 0 0 O 83} 893‘4
—JAo55 + Tea- = 0,
0 —zg O 0 0 O dxy dz3
6 B 66_f 0
0 0 0 0 0 O Ox2
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Tabela A.1 — Continuagdo da tabela

g M, r(g) | d Eq. Diferenciais
0 I3 Ty IT5 g 0
—25 0 1z 0 0 0 Tsgl + wmagl + o Pl +
of _ of of _
o7 —Ty4 —Xg 0 0 0 0 4 5 x68_r5 = 0, _x38_m+x68_m =
—2¢ 0 0 0 0 0 —z5 9L =0, —z 2L = 0.
0 0O 0 0 0 0
0 x x 0 x2¢ O
4 5 6 (L’4§Tf 4 xsaan 4 xﬁng _
—z4 0 0 x 0 O 2 3 5
O, —$4ﬁ + Jfﬁa—f = 0,
—Is 0 0 0 ETg 0 of 9z 8](?I4
g6,19(€) 4 10| —w55- + exeg- = 0,
0 —uxg 0 0O 0 0 of 5 of
—Teh,- = 0, —zez- —
—x¢ 0 —exg 0 0 O 8f2 1
81’6% =0
0 0 0 0O 0 O 3
0 Ty Ty 0 T 0
—Ty 0 0 Te 0 0 x4§—mf2 —+ '175869{3 —+ x6§_€1§; —
96,20 4 5 of by
—z 0 0 0 0 0 —z9L =0
0 0O 0 0 0 0
0 Z3 T4 Tg 0 0
—T3 0 rzs 0 exg O $3aa—£2 + :L‘4((;9—j3 =+ xG(gL =0,
of of of _
g6.21(¢) -4 —x5 0 0 0 O 1 |5 —Taga- + Tsg- + ETeq =
’ —Tg 0 0O 0 0 0 0, —1;488—;1 — g—zf; = 0,
0 —ex¢ 0 0 0 O —zoak =0, —cxe oL =
0 0 0O 0 0 0
0 Ty Ty 0 0 0
— 0 z¢ 0 0 O
! ’ vl + oxs 2l =,
—T x = ,
go20 0 0 0000 192 T T0das
—$5—f C) S—
0 0O 0 0 0O Oz O3
0 0O 0 00O
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Fim da tabela




