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Resumo

Modelos geoestatisticos sao utilizados para analisar dados espacialmente correla-
cionados sob um dominio continuo. A metodologia tradicional de geoestatistica supoe
que o desenho amostral é realizado de forma independente do fenomeno em estudo e
denominamos esse processo de amostragem como nao preferencial. Quando o desenho
amostral é construido com base em informagoes da variavel de interesse, certos locais tem
maior chance de serem escolhidos em detrimento a outros. A esse tipo de amostragem
denominamos preferencial. Sob essa amostragem, o processo latente que modela os dados
e o processo pontual que modela a configuracao espacial da amostra nao sao indepen-
dentes. Nao podemos ignorar a distribuicao conjunta desses processos, pois obteremos
resultados viesados na estimacao e na predicao. Sendo o algoritmo EM um método que
trata o problema de dados faltantes, é natural pensar em utilizar essa ferramenta como
um método de estimacao para esse modelo. Dessa forma, o primeiro ponto abordado
nesta tese é o desenvolvimento de um algoritmo SAEM para estimagao dos parametros
do modelo, sob abordagem classica. Além disso, na presenca de dados atipicos, o modelo
Gaussiano nao é adequado e temos que recorrer a distribuicoes de caudas mais pesadas
que a normal. Desenvolvemos o modelo com amostragem preferencial com distribuicao
t-Student para lidar com esse problema, sendo o segundo ponto abordado nesta tese. Na
literatura existente, é assumida como funcao de intensidade para o processo pontual a
funcao exponencial, tendo como consequéncia a intratabilidade da funcao de verossimi-
lhanca. Nesse caso, a inferéncia é realizada através de aproximacoes por discretizacao da
regiao de estudo, o que pode levar a erros dificeis de serem mensurados. Dessa forma,
como terceiro ponto abordado nessa tese, desenvolvemos o modelo Bayesiano exato para
os dados de geoestatistica com amostragem preferencial. Estudos de simulacoes sao rea-
lizados para avaliar a metodologia proposta pelos trés pontos considerados, assim como
a aplicacao em conjunto de dados reais, sendo um deles os dados de poluicao em Galicia,
conjunto de dados bastante conhecido na literatura. Os modelos propostos apresentaram
melhor estimacao dos parametros do modelo e melhor predicao da variavel de interesse em
locais nao observados comparados aos métodos ja existentes, principalmente em regioes
distantes de pontos da amostra cuja quantidade de informacao é baixa.

Palavras chaves: Geoestatistica. Amostragem Preferencial. Inferéncia Cléssica. In-

feréncia Bayesiana. Qutlier. t-Student.



Abstract

Geostatistical models are used to analyze spatially correlated data under a conti-
nuous domain. The traditional methodology of geostatistics supposes that the sampling
design is constructed independently of the phenomena in the study and we denominate
this sampling process as non preferential. When the sampling design is constructed with
information about the variable of interest, some locals have more chance of being selected
in comparison to others. This kind of sampling we denominate preferential. Under the
preferential sampling, the latent process that models data and the pontual process that
models the spacial configuration of the sample are not independent. We can not ignore
the join distribution of those processes, because we will obtain biased results under esti-
mation and prediction. Since the EM algorithm is a method that deals with latent data,
it is natural to consider it as a tool of estimation for this model. In this way, the first aim
in this thesis is the development of an SAEM algorithm for parameter estimation of the
model under preferential sampling, in the classic approach. Besides this, in presence of
outliers, the Gaussian model is not adequate and we have to consider heavier tails distri-
butions. We developed a geostatistical model under preferential sampling with t-Student
distribution to deal with this problem, beign this the second aim of this thesis. In the
existent literature, it assumes the exponential function as the intensity function of the
pontual process, which has intractable likelihood function. In this case, the inference is
realized considering discrete approximation of the region in study, which can lead to errors
that are difficult to measure. In this way, as the third aim of this thesis, we developed
an exact Bayesian model for geostatistical data under preferential sampling. Simulated
examples are considered to evaluate the methodology proposed for the three aims of this
thesis, as well application on real data, one of them being the moss data of Galicia, a
dataset well known in the literature. The proposed models provided better results in
parameter estimation and prediction of the variable of interest on locals that were not
sampled compared to the existing methods, mainly in regions that are distant of locals
sampled which the quantity of information is low.

Keywords: Geostatistics. Preferential Sampling. Classic Inference. Bayesian Inference.

Outlier. t-Sudent.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, apresentamos o tema da presente tese, introduzindo o problema de
amostragem preferencial no contexto geoestatistico. Discutimos os trabalhos ja realizados
nessa area e alguns problemas que nao foram abordados. A partir dessa discussao, apre-
sentamos os objetivos desse trabalho, evidenciando nossa contribuicao para a sociedade

cientifica. Por fim, descrevemos a organizacao desta tese.

1.1 Contexto

Na area de geoestatistica, estudamos fenomenos que estao espacialmente correla-
cionados em uma regiao continua. A dependéncia espacial é modelada através de uma
funcao de covariancia que determina a lei comportamental da associagao da variavel em
estudo. Podemos citar como exemplos: o teor de um elemento na terra, a temperatura
de uma noite em uma determinada regiao, medidas de polui¢ao monitoradas por estagoes
em uma cidade, entre outros.

Em seu trabalho sobre crescimento populacional urbano (Tobler, 1970), Tobler in-
voca a primeira lei da geografia: “Todas as coisas estao relacionadas, mas coisas mais
préximas sao mais parecidas do que coisas mais distantes”. E nesse sentido que a asso-
ciagao espacial se caracteriza. Por exemplo, se estamos interessados em estudar o teor de
um elemento presente no solo em uma determinada regiao, é provavel que pontos proximos
a um local com alto teor apresentarao valores elevados, ao passo que pontos proximos a
um local com baixo teor também apresentarao valores reduzidos, e pontos distantes nao
fornecerao valores tao semelhantes.

Em seu trabalho “Principios da geoestatistica”, Matheron (1963) critica o uso de
métodos que nao consideram a dependéncia espacial em estudos na area da industria de
mineragao (por exemplo, concentragdo de minério). Dessa forma, o autor desenvolve a
teoria das varidaveis regionalizadas com o objetivo de considerar em sua analise o aspecto
aleatorio e estruturado do fenomeno em estudo. Apesar do estudo ter sido desenvolvido
sobre problemas de mineracao, a geoestatistica tem uma vasta area de aplicagao, por

exemplo, em estudo de fatores ambientais, como poluicao, temperatura e precipitacao.
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No modelo tradicional de geoestatistica, a variavel de interesse é modelada pela
soma de trés componentes: uma deterministica referente a media do processo, uma
aleatéria espacialmente correlacionada (que chamamos de processo latente) e uma re-
presentando um ruido aleatério. E comum considerar que a variavel de interesse seja
normalmente distribuida e Diggle and Ribeiro (2007) apresentam resultados de inferéncia
e predicao do modelo geoestatistico Gaussiano. Nesse modelo, assume-se que tanto o
processo latente quanto o erro aleatério sao normalmente distribuidos. Exemplos de
aplica¢oes podem ser consultados em Lopez-Granados et al. (2005), que utilizam o mo-
delo para mapear carateristicas de solo (como matéria organica e pH), e em Biondi et al.
(1994), que abordam o problema de mapeamento de recursos florestais, modelando tama-
nho e crescimento de arvores.

Em estudos geoestatisticos, é comum considerar que o desenho amostral seja re-
alizado de forma independente do fenomeno em estudo, o que significa que nenhuma
informagao sobre o fenomeno ¢é utilizada na escolha dos locais amostrados. Esse tipo de
amostragem é denominado nao preferencial pois, a priori, nenhuma localizagao possui
preferéncia em ser escolhida. Um exemplo seria escolher de forma totalmente aleatéria os
pontos na regiao de estudo que farao parte da amostra.

H4 casos em que se opta por escolher locais na amostragem considerando o fenémeno
em questao, por exemplo, escolher regioes em que se espera alto valor da variavel de in-
teresse. Como exemplo, podemos citar a alocacao de estacoes de monitoramento de
poluentes atmosféricos proximas a possiveis fontes de poluicao ou alocar méaquinas de
extracao de minério onde se espera maior concentracao do minério de interesse. Nesse
caso, o desenho amostral é construido com base em informacgoes do problema e esse tipo
de amostragem é denominado amostragem preferencial. Os métodos usuais de andlise
geoestatistica para esse tipo de amostragem nao sao adequados, sendo necessaria outra
abordagem. Nesse contexto, Diggle et al. (2010) apresentam uma metodologia para tratar
o modelo geoestatistico com amostragem preferencial, introduzindo um processo pontual
(PP) para modelar o desenho amostral. Essa modelagem é realizada através de processos
de Cox. No caso de amostragem nao preferencial, o PP que gera os locais amostrados
nao depende do processo latente e a inferéncia pode ser realizada sem a informacao do
mesmo. Na presenca de amostragem preferencial, o PP depende do processo latente e sua

distribui¢do conjunta nao pode ser ignorada. Diggle et al. (2010) mostram que, quando hé
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preferéncia de locais amostrados, as estimativas dos parametros do modelo sao viesadas
e, mais importante, a predicao também se torna viesada. Visto que o principal objetivo
em geoestatistica é a predigdo em regioes nao amostradas (normalmente para construgao
de mapas), o impacto da amostragem preferencial nos valores preditos da varidvel res-
posta se torna um problema grave. Dessa forma, a informagao da configuracao espacial
da amostra nao deve ser ignorada.

Um exemplo real de amostragem preferencial pode ser observado na Figura 1.1,
cujos dados sao referentes a amostras de musgo em Galicia para biomonitoramento de
metais pesados. A pesquisa realizada no ano de 1997 teve como planejamento amostral
escolher locais em que se esperava maior concentra¢ao de chumbo (Fernandez et al., 2000),
o que torna a amostragem potencialmente preferencial. Em relagao ao ano 2000, os dados
foram coletados em uma malha aproximadamente regular, o que torna a amostragem
nao preferencial e o uso das técnicas convencionais de geoestatistica sao adequadas. Os
dados foram analisados por Diggle et al. (2010) e Dinsdale and Salibian-Barrera (2019) e

também serao analisados neste trabalho sob a nossa proposta.
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Figura 1.1: Aplicagdo 1: Mapa de Galicia e locais amostrados em 1997 e 2000 para os
dados de biomonitoramento de metais pesados.

Diggle et al. (2010) propoe modelar a configuragdo espacial da amostra através
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de um processo de Cox log-Gaussiano (Mgller and Waagepetersen, 2003) cuja funcao de
intensidade depende do processo latente do modelo geoestatistico. O grau de preferéncia
na amostragem ¢é controlado por um parametro na funcao de intensidade, sendo positivo
se as regioes com maiores valores da variavel de interesse tem maior chance de pertencer
a amostra, negativo caso contrario e zero indica amostragem nao preferencial. Sem obter
forma fechada para os estimadores de maxima verossimilhanca, os autores utilizam a
abordagem de aproximagao de verossimilhanga por Monte Carlo. Através desse trabalho,
outros tem sido desenvolvidos na area de amostragem preferencial. Pati et al. (2011)
iniciam o estudo do modelo na area de inferéncia Bayesiana, apresentando propriedades
tedricas do modelo. Em particular, os autores provam que uma posteriori propria para
o parametro de preferéncia é obtida mesmo sobre uma priori impropria nao informativa,
indicando que os dados possuem informagao sobre esse parametro. Gelfand et al. (2012)
avaliam o efeito da amostragem preferencial na predicao espacial do modelo em dados
de concentracao de ozonio na Califérnia, também na abordagem Bayesiana, comparando
os mapas de predicao obtidos pelo modelo que considera a amostragem preferencial e o
modelo usual de geoestatistica. Shaddick and Zidek (2014) aplicam a metodologia em
dados de poluicao de ar no Reino Unido, discutindo o efeito da escolha dos locais para
adicao ou remocao de estacoes de monitoramento na estimacao da exposicao de poluicao
do ar ao longo do tempo. Ferreira and Gamerman (2015) analisam o efeito de amostragem
preferencial no problema de planejamento amostral 6timo, isto é, quando a escolha de
novos locais é o principal interesse do pesquisador.

Em relacao a estatistica classica, ha poucas metodologias para a estimacao dos
parametros do modelo geoestatistico com amostragem preferencial. Além do método de
estimagao de Diggle et al. (2010), Dinsdale and Salibian-Barrera (2019) propoe realizar
a estimacao dos parametros do modelo e predicao da variavel de interesse através da
aproximacao de Laplace. Visto que a componente responsavel por modelar a estrutura
espacial é um processo latente, o algoritmo EM (Expectation—Mazimization) (Dempster
et al., 1977) se torna uma ferramenta possivel para estimacao dos parametros. Como
veremos posteriormente, a primeira etapa do algoritmo EM nao podera ser realizada de
forma fechada e recorremos aos algoritmos MCEM (Monte Carlo EM) (Wei and Tanner,
1990) e SAEM (Stochastic Approxzimation EM) (Delyon et al., 1999). Ambos algorit-

mos sao iterativos e baseados em simulagoes da distribuicao preditiva do processo latente
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condicionado aos dados do modelo e possuem propriedades distintas. Os estimadores do
MCEM convergem em distribuicao para um méaximo local ao passo que os estimadores
do SAEM convergem quase certamente para os estimadores de maxima verossimilhanga.
Dessa forma, o primeiro objetivo da presente tese é desenvolver os algoritmos de estimacao
MCEM e SAEM para o modelo geoestatistico com amostragem preferencial, proporcio-
nando mais uma ferramenta para solucao desse problema. Mostramos que os resultados
obtidos para ambos algoritmos sao similares, sendo computacionalmente mais eficiente
o MCEM. Além disso, aprimoramos o algoritmo de geracao de amostras da distribuicao
preditiva do processo latente presente em Ferreira and Gamerman (2015), que utiliza um
algoritmo MCMC (Markov chain Monte Carlo) para gerar de cada elemento do vetor do
processo latente individualmente, para uma amostragem em blocos, reduzindo o tempo
computacional sem perder qualidade preditiva.

Apesar de muito utilizado, o modelo Gaussiano nao é adequado para todos os
fenomenos. Isso ocorre pela propria caracteristica da variavel de interesse, podendo ser
continua mas nao possuir distribuicao normal ou ser discreta. Em relacao ao modelo sem
amostragem preferencial, ha uma vasta literatura de alternativas para tratar dados nao
Gaussianos. Uma possibilidade ¢é realizar uma transformagao a partir da qual a distri-
buigao dos dados transformados pode ser considerada normal e Diggle and Ribeiro (2007)
apresentam uma analise sobre modelos Gaussianos transformados. Outra alternativa,
presente no artigo de Diggle et al. (1998), é utilizar modelos lineares generalizados em
geoestatistica para acomodar distribui¢oes nao Gaussianas.

A presenca de observacoes atipicas também podem comprometer a andlise geoes-
tatistica quando utilizado o modelo Gaussiano. As estimativas podem se tornar viesadas
e outra abordagem se faz necessdria. Como alternativa, De Bastiani et al. (2015) propoe
a classe de distribuicao da familia de contornos elipticos no modelo geoestatistico como
uma extensao robusta do modelo normal para acomodar tais observacoes. Para o mo-
delo com amostragem preferencial, nao identificamos estudos com o objetivo de propor
solugoes para esse problema. Dada a importancia de termos uma modelagem que forneca
resultados confidaveis e nao viesados e motivados pela falta de literatura para o problema
de dados atipicos, o segundo objetivo dessa tese ¢ desenvolver o modelo geoestatistico
com amostragem preferencial utilizando a distribui¢ao t-Student.

A funcao de densidade do processo de Cox log-Gaussiano possui uma integral in-
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tratavel com dominio em toda a regiao de estudo. Dessa forma, esse termo precisa ser
aproximado e o usual é realizar uma discretizacao da regiao, o que acarreta em trabalhar-
mos com uma aproximacao do processo latente do modelo geoestatistico. Essa alternativa
¢ utilizada em todos os trabalhos mencionados acima que envolvem amostragem preferen-
cial. Apesar de ser uma solucao para se realizar inferéncia sobre esse tipo de processo, a
discretizacao acarreta uma fonte de erros dificil de mensurar, podendo produzir resulta-
dos viesados (Simpson et al., 2016). Outro problema estd no custo computacional, pois a
simulacao de processos Gaussianos sao da ordem de n? e rapidamente se tornam ineficien-
tes. Dessa forma, é necessario ter um balanco entre custo computacional e a qualidade da
aproximacao do processo latente na regiao de estudo. Gongalves and Gamerman (2018)
apresentam uma metodologia para realizar inferéncia exata em processos de Cox sob o
enfoque Bayesiano, sendo que o termo “exata” é utilizado no sentido de que nenhuma
aproximacao por discretizacao é realizada. Para isso, os autores consideram que a fungao
de intensidade ¢ limitada superiormente e que o PP que gera a configuracao dos locais
da amostra é parte de um PP maior com funcao de intensidade homogénea. Os autores
também apresentam um algoritmo MCMC capaz de realizar a geragao do processo latente
nos locais exatos amostrados. Dessa forma, a inferéncia é livre de erros de discretizacao.
Motivados pela ideia dos autores, o terceiro objetivo dessa tese é desenvolver uma me-
todologia para realizar inferéncia exata sobre o modelo geoestatistico com amostragem
preferencial, sob o enfoque Bayesiano. A partir de simulacoes, mostramos o efeito de se
ignorar a amostragem preferencial na estimacao e predi¢ao do modelo, obtendo melhores

resultados quando a amostragem preferencial é considerada.

1.2 Objetivos da tese

Motivados pela falta de estudos e trabalhos que abordam os problemas citados
e pela importancia de se ter solugoes para tais, destacamos os trés objetivos principais
desta tese, cujas metodologias sao novas no contexto de geoestatistica com amostragem

preferencial:

1. Desenvolver um algoritmo SAEM, sob abordagem cléssica, com a finalidade de pro-
duzir um método de estimacao para o problema que considere a informacao da
amostragem preferencial e que tenha boas propriedades dos estimadores, como con-

vergéncia para os estimadores de maxima verossimilhanca;
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2. Desenvolver o modelo t-Student para os dados de geoestatistica com amostragem
preferencial a fim de acomodar, na modelagem, dados atipicos e realizar inferéncia

correta na presenca destes;

3. Desenvolver um modelo exato, sob abordagem Bayesiana, com o objetivo de realizar
inferéncia sem erros de aproximacao por discretizagao e fornecer resultados mais

precisos.

Além dos objetivos principais, outros pontos foram abordados e desenvolvidos neste
trabalho. Podemos citar o aprimoramento do algoritmo de geracao de amostras da dis-
tribuicao preditiva do processo latente condicionado aos dados, presente em Ferreira and
Gamerman (2015), passando da geracdo de elemento por elemento para a geracao de
blocos, com o objetivo de torné-lo mais eficiente. Essa etapa foi fundamental para o
desenvolvimento pratico do nosso algoritmo SAEM para estimacgao dos parametros, pois
necessitamos das simulagoes da distribuicao preditiva do processo latente na etapa “E”
do algoritmo. Dado que o algoritmo ¢ iterativo, a geracao de amostras elemento por ele-
mento dessa distribuicao tornaria sua execucao extremamente ineficiente. Dessa forma, o
desenvolvimento da geracao de amostras por blocos da distribui¢ao preditiva do processo
latente nao apenas reduziu o tempo de obtencao das amostras, como possibilitou boa
execucao do nosso algoritmo na pratica.

Dado que, na inferéncia classica, a predicao é realizada utilizando os parametros
estimados como verdadeiros, outro ponto abordado nesta tese é a analise dos resultados
fornecidos quando combinamos métodos de estimacao com métodos de predicao diferentes.
Em outras palavras, comparamos a predicao obtida plugando o vetor de parametros esti-
mados de cada método de estimacao abordado em um determinado método de predicao,

possibilitando uma andlise de quais combinacoes fornecem os melhores resultados.

1.3 Organizagao da tese

No Capitulo 2 apresentamos uma revisao de resultados que serao a base para
construcao das metodologias presentes nesta tese. A teoria de simulagao via cadeias de
Markov ¢é importante para a geracao de amostras de uma distribuicao que nao possui
forma fechada. Naturalmente aparece no contexto Bayesiano mas também é importante

sob a abordagem classica, como veremos, na estimacao dos parametros do modelo pro-
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posto. Apresentamos uma revisao sobre o algoritmo EM e suas variagoes que sao a base
do algoritmo SAEM que propomos e comparamos a estimagao por aproximagao de La-
place, método ja existente na literatura para o problema de amostragem preferencial. Por
fim, introduzimos os conceitos de processos pontuais, cuja realizacao representard a con-
figuragao espacial da amostra obtida. E por essa ligacao que a amostragem preferencial é
modelada.

No Capitulo 3 apresentamos uma revisao do modelo geoestatistico tradicional,
isto é, sem amostragem preferencial, sob as abordagens classica e Bayesiana. Discutimos
como os dados com estrutura espacial em dominio continuo sao modelados, introduzindo
os conceitos de processo geoestatistico, correlograma e variograma. Apresentamos os
métodos de estimacgao por maxima verossimilhanca, no caso classico, e por inferéncia
Bayesiana e como realizamos predicao para, por exemplo, construir mapas da variavel
de interesse sob a regiao de estudo. A partir dessa teoria, introduzimos o problema de
amostragem preferencial no contexto da geoestatistica e discutimos os principais desafios
desse problema e as limitacoes das metodologias da literatura existente.

Apresentamos nossa metodogia sob a abordagem classica no Capitulo 4, em que de-
senvolvemos os algoritmos MCEM e SAEM para o modelo Gaussiano e t-Student. Dessa
forma, revisamos as metodologias existentes, como as presentes nos trabalhos de Diggle
et al. (2010) e Dinsdale and Salibian-Barrera (2019), para compararmos com a desenvol-
vida nesta tese. Um estudo de simulagao é realizado no Capitulo 5, em que mostramos
os efeitos de alguns fatores no processo de estimacao e predi¢cao: blocagem na geracao do
processo latente, fixacao do parametro de correlacao e malhas de diferentes tamanhos no
processo de estimacao. Por fim, comparamos os métodos de predi¢ao propostos.

Sob a abordagem Bayesiana, no Capitulo 6 desenvolvemos a metodologia para
inferéncia exata sobre o modelo Gaussiano com amostragem preferencial e discutimos
a modelagem considerando a distribui¢ao t-Student. Apresentamos a modelagem e a
computacao, como obtemos as distribuicoes a posteriori e como realizamos predigao para
o modelo exato. No Capitulo 7, realizamos um estudo de simulacao para analisar os
efeitos da amostragem preferencial, o impacto ao fixar o parametro de correlacao sob
a abordagem Bayesiana e o comportamento do modelo quando ha falta de informagao.
Também verificamos o impacto dos resultados fornecidos pelo modelo proposto quando

a funcao de intensidade real nao é a considerada pelo modelo e analisamos o ganho que
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a inferéncia exata possui sobre a inferéncia com aproximagao por discretizacao. Por fim,
apresentamos resultados preliminares considerando o modelo com distribuicao t-Student.
No Capitulo 8 apresentamos trés aplicagoes a conjuntos de dados reais para ilus-
trar a metodologia desenvolvida. A primeira se refere ao dados de biomonitoramento
de metais pesados em Galicia, como apresentado anteriormente. A segunda aplicacao se
refere aos dados de radiacdo gamma na Alemanha, cujo conjunto de dados foi parte do
SIC 2004 - um exercicio de comparagao de interporlacdo espacial (Spatial Interpolation
Comparison). Esses dados nao possuem efeito da amostragem preferencial, tendo como
objetivo apresentar os resultados do nosso modelo desenvolvido mesmo em situacoes que
nao temos preferéncia na amostragem. A terceira aplicacao se refere aos dados de preci-
pitagao da cidade do Rio de Janerio, em que a amostragem ¢é potencialmente preferencial
e apresenta dados atipicos, servindo como ilustracao da aplicacao do modelo t-Student.
Por fim, apresentamos nossas conclusoes e direcionamentos de trabalhos futuros

no Capitulo 9.
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Capitulo 2

Preliminares

O objetivo deste capitulo é introduzir alguns conceitos sobre simulacoes via cadeias
de Markov, métodos de estimacgao por algoritmo EM e por aproximacao de Laplace e
resultados sobre processos pontuais, que serao necessarios para o desenvolvimento da

presente tese.

2.1 Simulacao via cadeias de Markov

Uma sequéncia 6y, 6o, ... de variaveis aleatérias é uma cadeia de Markov se a distri-
buigao condicional de 6,,,1 dado 64, ..., 6, depende apenas de 6,,. Em outras palavras, uma
cadeia de Markov é um processo estocéastico em que, dado o presente, passado e futuro sao
independentes (Gamerman, 1997). A distribui¢ao p(6,+1|0,) é chamada de distribuicao
de transicao, também denotada por p(6,,0,+1). Uma cadeia de Markov é aperiddica se
todos seus estados sao aperiédicos, isto é, ha probabilidade positiva de a cadeia continuar
no mesmo estado para todos os estados, e é recorrente se seus estados sao recorrentes, ou
seja, a probabilidade de a cadeia visitar cada um dos estados infinitas vezes é igual a 1.
Se a cadeia de Markov é aperiddica e recorrente, entao dizemos que é ergddica.

A ideia da simulacao via MCMC é construir uma cadeia de Markov cuja distri-
buicao de equilibrio é igual a distribuicao alvo m. Considere uma cadeia de Markov
ergédica (6™),>¢ com espaco de estados S C RY, com distribuicio de transicdo p(z,v)
e distribuicao inicial 7(?. O primeiro valor gerado da cadeia corresponde gerar () de
7. O préximo valor, 0V, é gerado pela distribuicio p(0®),.). Em seguida, §? é gerado
pela distribuicdo p(6"),.), e assim por diante. Apés um niimero finito de simulacoes,
digamos N*, as amostras geradas se aproximam de amostras que seriam geradas pela dis-
tribuicao de interesse. A partir desse ponto, as amostras geradas podem ser consideradas
provenientes da distribuicao 7, pois a convergeéncia foi atingida.

Apresentaremos dois métodos para construcao de cadeias de Markov: o amostra-

dor de Gibbs e o Metropolis-Hastings.

Amostrador de Gibbs



2.1 Simulacao via cadeias de Markov 21

Suponha que o vetor de parametros é @ = (04, ...,0;) e que a distribuigao de inte-
resse é 7(0). A distribuigdo 7(6;|0_;), em que 6_; = (0y,...,6;,_1,0;11, ...,04), é chamada
de condicional completa de ;. O amostrador de Gibbs (Gibbs Sampling) é um método
MCMC cuja distribuicao de transicao é dada pelas distribuicoes condicionais completas,
baseado em geragoes sucessivas das distribuigoes 7(6;|0_;), para cada i = 1,...,d. Dessa
forma, considera-se que ¢é possivel simular de todas as distribui¢oes condicionais completas
em questao.

O processo ¢ realizado da seguinte forma:

1. Inicie as cadeias com valores iniciais ¥ = (950), - 9((10)) e o contador j = 1.

2. Obtenha um novo valor 8Y) = (9?), ...,QEIj)) a partir de 8Y~Y através da

geracao sucessiva de valores:

07 ~ w(@]0Y V.. 097Y),

05 ~ w(0]6, 097V, .. 057V,

09 ~ w(046,...,09)),

3. Altere o contador para j = j + 1 e repita o passo 2 até que a convergéncia

seja atingida.

Apoés a convergéncia ser atingida, os valores gerados pelo algoritmo sao provenientes da

distribuigao alvo 7(8).

Metropolis-Hastings

O método de Metropolis-Hastings (MH) utiliza distribuigoes auxiliares para gerar
amostras compativeis com a distribuigdo de alvo m(0). Nesse caso, deve-se construir
uma distribuicdo de transi¢ao tal que a distribui¢ao de equilibrio da cadeia seja 7(8).

Considere uma cadeia reversivel tal que 7(0)p(0,0') = 7(0")7(0’,6), para todo 0 ¢ 0'.
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A condicao de reversibilidade é suficiente para que 7 seja a distribuicao de equilibrio da
cadeia (Gamerman, 1997).
A distribuicao p(0,0’) é composta por dois elementos: uma distribui¢ao arbitraria

q(0,0"), que chamamos de distribuigao de proposta, e uma probabilidade (6, 8") tal que
p(0,0') =q(6,0)a(0,0'), 6+86.
Para @ = 0’, temos que
p(0,0) =1— /q(O,H’)a(0,0’)dQ'.
A probabilidade «(.) é chamada de probabilidade de aceitacao, dada por

0(0,0) = win {1, ZEIEI

Basicamente, dado o estado atual da cadeia em 6, geramos um valor proposto 6’
para o préximo passo da cadeia através da distribuicao de proposta q(8,0’) e aceitamos
esse valor com probabilidade (0, 0"). Se o valor é aceito, a cadeia se move de 0 para 6'.
Caso contrario, ela se mantém no estado 6.

O processo é realizado da seguinte forma:

1. Inicie a cadeia com valor inicial 8 e o contador j = 1.
2. Gere um valor proposto 6’ da distribuicao de proposta q(H(j_l), o).
3. Calcule a probabilidade de aceitar o movimento da cadeia (Y=Y, 6").

4. Gere uma variavel aleatoria uniforme U. Se u < «, entao o movimento

proposto é aceito e 0Y) = @'. Caso contrario, V) = gUY,

5. Altere o contador para j = j+1 e repita os passos 2-4 até que a convergéncia

seja atingida.

Apoés a convergéncia ser atingida, os valores gerados pelo algoritmo sao provenientes da

distribuicao alvo .
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No método MH nao é necessario conhecer a constante normalizadora da distri-
buicao alvo, permitindo a geragao de amostras de uma distribui¢ao que apenas se conhece
o nucleo. A probabilidade de aceitacao nao pode ser muito baixa, pois haveria poucos mo-
vimentos da cadeia e o algoritmo levaria muito tempo para convergir. Taxas de aceitacao
entre 20% e 50% indicam taxas razodveis, que permitem uma convergéncia mais rapida
do algoritmo garantindo que a cadeia passeie por grande parte do espacgo da distribuicao
alvo (Gamerman, 1997).

Quando trabalhamos com modelos de alta dimensao, pode ser dificil encontrar
distribuicoes de propostas apropriadas e, normalmente, a probabilidade de aceitagao é
pequena. Nesse caso, uma variacao do algoritmo propoe gerar de cada componente do
vetor @ = (64, ...,0,), a partir das distribuigoes de propostas ¢(6;, 6;) com probabilidades de
aceitacao a(0;,0.),i = 1,...,d. Uma outra variagao é escolher blocos entre os componentes
de 0, {601,0,,...,04}, de acordo com a facilidade de amostragem de cada bloco.

Os algoritmos amostrador de Gibbs e MH podem ser combinados. Quando nao ha
como gerar amostras de alguma condicional completa no amostrador de Gibbs, podemos
utilizar um passo de MH. De fato, o amostrador de Gibbs é um caso particular do método
MH, quando a distribui¢ao de proposta ¢(6;,.) é igual a distribui¢ao condicional completa

7(0;].). Nesse caso, o valor proposto é aceito com probabilidade 1.

2.2 Algoritmo EM e variacoes

O algoritmo EM ficou bastante conhecido apds publicacao do artigo Dempster
et al. (1977). Apesar de ter sido proposto vdrias vezes por autores anteriores para si-
tuagoes especificas, foi nesse trabalho que o algoritmo foi consolidado para uma forma
mais geral. O nome do método é dado pelas etapas do algortimo: a etapa E, de esperanca
(expectation), e a etapa M, de maximizacao (mazimization), resultando no algoritmo
Expectation-Maximization.

O algoritmo EM ¢é um processo iterativo para obtengao dos estimadores de méaxima
verossimilhanca quando trabalhamos com dados incompletos. O contexto de dados in-

completos pode ser definido por algumas situacoes:

e quando ha dados faltantes, devido a limitacoes de observagao ou censuras, por exem-

plo;
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e quando ha no modelo processos latentes nao observados;

e quando introduzimos variaveis latentes no modelo apenas para simplificar a funcao
de verossimilhanca. Nesse caso, a variavel latente nao tem interpretacao do modelo,

servindo apenas para facilitar a estimacao dos parametros do modelo.

Seja X um vetor aleatério com fungao de densidade g(x|@) indexada por um vetor
de parametros 0, @ € ©, que corresponde ao vetor de dados completos. No contexto de
dados incompletos, apenas uma parte de X é observada, denotamos por Y = h(X) que
possui fungao de densidade g(y|@) e corresponde ao vetor de dados incompletos. A fungao

de log-verossimilhanca dos dados completos ¢ denotada por
1.(0;x) = logg(x|). (2.1)

Para obter os estimadores de maxima verossimilhanca, devemos maximizar a fungao
(2.1). Como o vetor  nao é totalmente observado, utilizamos a fungdo de densidade mar-

ginal dos dados observados, isto €,

9(y]6) = / o(|0)dz,. (2.2)

em que x;,. denota o vetor de dados nao observados de x. O algoritmo EM maximiza in-
diretamente g(y|@) de forma iterativa utilizando g(x|@). Na iteracao (j+1) do algoritmo,

as etapas sao realizadas da seguinte forma:

Passo E: Calcule a funcio Q(8]8"Y)) dada por
Q(8]6Y) = /logg(wIH)p(wmc\y,H(j))dwmc = Ellogg(x0)6", y};

Passo M: Escolha Y%V como o valor de 8 € © que maximiza a fungao Q(G\H(j)),
isto é,

60U = argmax Q(0]0Y)).
0

Os passos E e M sao repetidos até que haja convergéncia das estimativas de 6.
Dempster et al. (1977) mostram que cada passo do algoritmo aumenta a funcao

de verossimilhanga dos dados observados, ¢g(y|€). Dessa forma, mostram que a sequéncia
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{9(0), oW, 6 ...} converge para um ponto estaciondrio de g. A convergéncia para um
maximo global nao é garantida, ou seja, nao é certo que a convergéncia se dé em um
EMV. Se a funcao de verossimilhanca ¢ unimodal, entao o algoritmo converge para o
EMV. Mas se a func¢ao é multimodal, o algoritmo converge para um valor de méximo
local que dependerd do valor inicial 0,

Em alguns casos, nao é possivel calcular a funcao () de forma analitica no passo
E. Algumas variagoes do algoritmo foram propostas para contornar esse problema. Wei
and Tanner (1990) propuseram substituir o passo E por uma integracao de Monte Carlo,

resultando no algoritmo MCEM (Monte Carlo EM). A ideia é aproximar a func¢ao @) por

- . 1 & .

Qo0Y) = — ; 10gg(@ine,,, y|09), (2.3)
em que &;,., ¢ uma simulac¢ao do vetor nao observado x;,. com distribui¢ao p(x;n.,, |y, QU )).
No passo M, deve-se maximizar a funcao Q) e alternar entre os passos iterativamente.
Segundo Wei and Tanner (1990), um valor de m alto é ineficiente quando a cadeia de es-
timacao est4 longe do valor verdadeiro. E recomendado aumentar m quando a cadeia se
aproxima da regiao do valor verdadeiro de . Para monitorar a convergéncia do algoritmo,
uma opcao é construir o grafico de cada componente de Hz(j ) versus iteragao, 1 = 1,...,d.
Apo6s um certo numero de iteracoes, o grafico revela uma flutuagdo em torno de 6; = 0.
Nesse ponto, pode-se encerrar o algoritmo ou realizar mais iteracoes com um valor maior
de m, que diminuiréd a variabilidade da cadeia. Como a convergéncia do algoritmo se da
em torno de 0}, deve-se tomar um conjunto dos tltimos valores da cadeia e obter, por
exemplo, o valor médio.

Outra variacao que ficou bastante conhecida foi a aproximacao estocastica do al-
goritmo EM (SAEM - Stochastic Approzimation EM), proposta por Delyon et al. (1999).
Assim como no MCEM, a ideia é separar o passo E em duas etapas: uma de simulagao
e uma de integracao. Geramos um valor da variavel nao observada x;,. e a integracao
de Monte Carlo é substituida por uma média estocastica. A fungao () é aproximada da

seguinte forma:

Q(616) = Q(6167) + 7, (% 3 logg (i, yl6) - @<ere@—”>> Y
=1
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em que {7;};>1 é uma sequéncia de pesos positivos tal que Y32, v = oo e Y22, 77 < oo,

Os pesos v;’s controlam a importancia dos valores simulados na iteracao j. Se
v; = 1, V7 > 0, entao o algoritmo SAEM n&o tem memdria (nao utiliza a informacao de
nenhuma iteracdo anterior) e se resume ao MCEM. Caso contrario, o algoritmo utiliza a
informacao gerada das iteragbes anteriores para aproximar a funcao ). A importancia
das iteragoes nessa aproximacao depende da escolha da sequéncia {v;};>1. Assim como

proposto em Galarza et al. (2017), consideramos a seguinte sequéncia:

1, sel <j < cW;

Vi =

1 : )
v secW +1< 5 <W;

em que W é o nimero maximo de iteracoes e ¢ é a porcentagem de iteragoes iniciais
sem memoria. Se ¢ = 0, entao o algoritmo tem memoria para todas as iteragoes e
convergira lentamente. Por outro lado, se ¢ = 1 o algoritmo nao tera memoria e convergira
rapidamente para a regiao de um valor maximo. Um valor de ¢ € (0,1) permite que
o algoritmo convirja rapidamente em distribuicao para uma solucao nas iteracoes sem
memoria e, em seguida, convirja quase certamente para essa solugdo (Galarza et al.,
2017).

Se desenvolvermos a recursao em (2.4), obtemos

Q0169) = " w.Q(816), (2.5)

r=cW

em que w; = v € Wy = Y [ (1 =) para r = cW,...,j — 1. Se consideramos a

sequéncia proposta por Galarza et al. (2017), entdo w, = 0 parar = cW ew, = 1/(j—cW)
para r = cW + 1,..., 7, ou seja, todos os valores amostrados entre as iteracoes cW + 1
e j possuem a mesma importancia na obtenciao de 8Y). Os valores de ¢ e W dependem
do modelo e do problema em questao. Para avaliar os melhores valores, recomenda-se
monitorar graficamente a cadeia de o).

Para termos informacao sobre a incerteza da estimativa dos parametros, precisamos
conhecer a matriz de informacao de Fisher, que nos permite calcular o erro padrao de suas
estimativas. A matriz de informagao observada é definida por 1(6) = —921(0;y), em que
0y denota o diferencial em relacao a 6.

Segundo o principio da informacao de Louis (1982), o vetor gradiente da funcao
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de log-verossimilhanca incompleta [(0) é igual a esperanga condicional do vetor gradiente

da fungao de log-verossimilhanga completa,
Hl(O;y) = E [5’elc(9§m))%9] :

Dada uma amostra @;,. = (€1, ..., 1) da distribui¢do preditiva de x;,. na iteragdo atual

do algoritmo, o vetor gradiente pode ser aproximado por

L
1
89[(9;3/) = Z E 89lc<9; CCl). (26)
=1

em que &; = (Y, Tine,)’ . Essa aproximacao é realizada por Wei and Tanner (1990) no
contexto do algoritmo MCEM. Delyon et al. (1999) propoe aproximar o vetor gradiente

pela aproximacao estocastica

L
1
Vi =Vio1 + % (f Z Ople(0; ;) — Vkl) , (2.7)

=1

em que {7x} é a sequéncia de pesos utilizada no algoritmo SAEM. Segundo Louis (1982),

a matriz Hessiana pode ser expressa por

H(0) = E|[031.(0:2)|y.6°] + E [(00l.(6:)) (20l.(6:2))' |y, 6] -

(E [89[0(9; w)‘y,BOD (E [8916(0;38))3/,00})

/

: (2.8)
O primeiro termo de (2.8) corresponde a esperanca condicional da matriz de informagao
observada para os dados completos e os termos restantes produzem a informacao espe-

rada para a distribuicao condicional de X dado Y. Esses termos podem ser facilmente

aproximados por

1 L

A - % S B0 ) + 7 D [(00(6: @) (le(6: )] ~

=1
<%289[C(07$)) <%Zaglc<9, m)) , (29)

proposto por Wei and Tanner (1990). Note que essa aproximacao considera apenas a

informacao da simulacao de x;,. na iteracao atual do algoritmo (MCEM). Para incorporar
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a informacao contida das simulacoes da varidavel nao observada nas iteragoes anteriores,

no contexto do algoritmo SAEM, Delyon et al. (1999) propuseram utilizar

L

Gy = G+ (% > (802[0(0; ;) + (Oplc(0; )) (Dol (6; w))'> - Gk—1> )

=1

H, = Gj,—V,V,. (2.10)

Dado que o algoritmo SAEM converge para um vetor 8% e que 8 — [(0) é sufi-
cientemente suave, Hj converge para a matriz Hessiana em 6*. Dessa forma, podemos
utilizar o valor limite de Hj, para avaliar o erro padrao do estimador. Note que, se v, = 1
Vk, a aproximagao equivale a do trabalho de Wei and Tanner (1990), pois o algoritmo

SAEM corresponde ao MCEM nesse caso.

2.3 Aproximagao de Laplace

Suponha que queremos calcular a integral fRn g(x)dx, em que x € R" e que
esse calculo seja dificil de realizar. Nesse caso, o uso de aproximacao é desejavel. Seja

h(x) = log g(x). A aproximacao de Laplace sera dada por

/exp(h(m))dm ~ exp(h(xz))(2m)"?|X|V2, (2.11)

2

 dxdx!
da funcao. Esse resultado é obtido expandindo a funcao h(x) em série de Taylor em torno

-1
em que X = [ h(wo)] ¢ menos a inversa da matriz Hessiana avaliada na moda
da moda da distribuigdo @y e detalhes podem ser consultados em Gamerman (1997) e
Tierney et al. (1989).

Logo, a aproximacao de Laplace para a integral em (2.11) é dada pelo valor da
fungao g(x) aplicada em sua moda multiplicado por uma constante que depende da cur-
vatura da fungao log(g(z)). Essa aproximacao funciona bem para fungdes de quadrado
integravel, ou seja, [ g(x)*dx < oo, que decrescem rapidamente em ambas as caudas da
funcao.

Note que substituimos o problema de integragao por um problema de maximizacao:
necessitamos da moda da fungao g(x) para poder calcular a aproximacao de Laplace. Em
geral, esse método é utilizado quando o problema de encontrar o maximo da fungao é

mais facil do que integrar a funcao em si.



2.4 Processos pontuais 29

2.4 Processos pontuais

Processos Pontuais espaciais sao utilizados para modelar padroes pontuais em que
os pontos usualmente sao posicoes em uma regiao bi ou tridimensional. Sua aplicagao
abrange varias areas, como astronomia, ecologia, silvicultura e epidemiologia. Com o
desenvolvimento tecnoldgico e computacional, o uso de métodos como MCMC se intensi-
ficou e permitiu o crescimento no estudo de processos pontuais. Mgller and Waagepetersen
(2003) apresentam uma revisao teérica abrangendo varios modelos de processos pontuais
espaciais e varias aplicagoes.

Considere um espaco B C R?, usualmente d = 2 ou 3. Um processo pontual X é
um subconjunto aleatério enumeravel do espago B e o nimero de eventos em B é uma
variavel aleatéria denotada por N(B). Nessa tese trabalhamos com subconjuntos finitos
e, consequentemente, N(B) < co. Uma realiza¢ao do processo pontual X é denotada por
r = (x1,...,2,), em que n representa o nimero de pontos de X. Chamamos x de uma

configuracao pontual e cada x; de evento.

2.4.1 Processo de Poisson

Para definir um processo de Poisson, vamos primeiramente definir a medida de
intensidade em B. Seja A : B — [0,00) a fungao de intensidade no espago B e suponha
que seja localmente integravel, isto é, [, A(z)dz < oo para toda regido limitada B’ C B.

A medida de intensidade em uma regiao B’ é dada por

m(B) = /B Aa)de.

Seja f uma fungao de densidade em B’ C B. Um processo pontual X que consiste
em n pontos independentes e identicamente distribuidos (iid.) com densidade f é chamado
de processo pontual binomial de n pontos em B com densidade f. Denotamos X ~
binomial(B’,n, f). O caso mais simples ocorre quando os n pontos tem distribuigao
uniforme em B’ ou seja, f(x) = 1/|B’| é a fungao de densidade uniforme em B’, sendo

|B'| o volume de B'.

A seguir, definimos o processo pontual de Poisson.

Definicao 2.1 Um processo pontual X em B € um processo pontual de Poisson com

funcao de intensidade A se as sequintes propriedades sao satisfeitas:
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e para qualquer subconjunto B' C B, N(B') ~ Pois(m(B')), a distribui¢io Poisson

com média m(B') < oo,

e para qualquer n € N e B' C B com 0 < m(B) < oo, condicional em N(B') = n,
X g~ binomial(B',n, f), em que f(x) = X x)/m(B).

Denotamos X ~ Poisson(B,\).

Para qualquer regiao limitada B’ C B, m(B’) determina o nimero de pontos
esperado em B’', isto é, E(N(B')) = m(B’). Note que A(z)dz é a probabilidade de
ocorréncia de um ponto em uma bola infinitesimal de centro x e volume dz. Se a fungao
de intensidade é constante, A(z) = A, Vo € B e A > 0, entdao X é chamado de processo
de Poisson homogéneo em B com funcao de intensidade A. Caso contrario, é chamado
de processo de Poisson nao homogéneo. O caso em que f(x) é a fungdo de densidade
uniforme em B representa um exemplo de um processo de Poisson homogéneo. A Figura

2.1 apresenta exemplos simulados de processos de Poisson homogéneo e nao homogéneo.

(a) (b)

Figura 2.1: Simulagao de um processo de Poisson (a) homogéneo e (b) ndo homogéneo no
quadrado unitario. Em ambos os casos, o nimero esperado de pontos é igual a 150. Para
o0 processo nao homogeéneo, foi considerada a fungao de intensidade A(x) = 750e7° /(1 —
e5), sendo ¢, a coordenada vertical do ponto z.

Um processo pontual X em B é estacionario se sua distribui¢dao é invariante sob
translacoes e é isotrépico se sua distribuicao é invariante sob rotagoes em relagao a origem
em R

A distribuicao de um processo pontual X em uma regiao B é equivalente a distri-
bui¢ao conjunta do nimero de pontos N(B) que ocorrem nessa regiao e a configuragao

dos N(B) pontos em B. Assim, a fungao de densidade do processo de Poisson X pode
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ser construida a partir da Definicao 2.1, tomando a seguinte forma:

n

f(n,z|\) = P(X =2z|N =n,\) x P(N =n|\)
T M) () UB)
Hm(B) 7 n!

H)\(xi)] . (2.12)

X e

Para o processo de Poisson homogéneo, a funcao de densidade se reduz a

e—)\|B|)\n

fald) = —— (2.13)

em que |B| é o volume do regiao B.
No caso em que o nimero de pontos N(B) nao é tratado como varidvel aleatdria,
apenas a posicao dos pontos no espaco é desconhecida. Dessa forma, a funcao de densidade

se d& apenas pela distribuicao dos n pontos no espaco B, ficando

f(x[A) = m(B)™

H A(x,;)] . (2.14)

Vamos definir duas operagoes sobre processos pontuais: superposicao e thinning

(Mgller and Waagepetersen (2003)).

Definigao 2.2 A unido disjunta \J;-, X; de processos pontuais X1, Xo, ... € chamada de

SUPETPOsI¢ao.

Defini¢ao 2.3 Seja p : B — [0,1] uma fun¢ao e X um processo pontual em B. O

processo pontual X € X € obtido da sequinte forma:
e cada ponto b € X ¢é incluido em Xypi,, com probabilidade p(b),
e 0s pontos sao incluidos/excluidos de forma independente.

O processo Xipin € chamado de thinning independente de X com probabilidades de reten¢ao

p(b), b € B.

Da Definigao (2.2), a superposigao é a uniao de processos pontuais disjuntos. Por

exemplo, o processo resultante da superposicao dos processos pontuais disjuntos X; e X,



2.4 Processos pontuais 32

consiste da uniao dos pontos de ambos processos. De forma geral, se X é o processo
resultante da superposicao de processos pontuais disjuntos X, Xs, ..., entdo Nx(B) =
Nx,(B) + Nx,(B) + ....

Da Definigao (2.3), a operagao de thinning se da ao eliminar pontos de um processo
pontual. Por exemplo, seja Z ~ Bernoulli(p(b)), b € X, X um processo pontual em B.
Realizar um thinning em X significa que, para cada ponto de X, b serd retido ou eliminado
de acordo com uma realizagao da varidvel Z. O ponto é retido se Z = 1 (com probabilidade
p(b)) e eliminado caso contrério.

Os processos pontuais Xipi, € X\ Xinin s@0 independentes e disjuntos. Logo, X
pode ser visto como a superposicao de ambos processos. Nesse sentido, a operagao de
thinning pode ser considerada como a operagao inversa a superposicao. A Figura 2.2

apresenta um exemplo dessas operacoes.

A A oA A
A A
A A
s ® . . N
A A
A A A AA A
AN Ay
A A
A A - A - A
A A
A A
EN . EN
A . A
A A
A . A

(a) (b) (c)

Figura 2.2: Simulacao de dois processos pontuais (a) X e (b) X5 e o processo resultante
da superposigao (c) X. Podemos observar a operagao inversa, em que o processo pontual
X, é o resultado de se aplicar o thinning no processo X e o processo X, é composto pelos
pontos eliminados de X.

A classe de processos de Poisson é fechada sob as operagoes de superposicao e

thinning, como apresentam as proposigoes a seguir (Mgller and Waagepetersen, 2003).

Proposicao 2.1 Suponha que X; ~ Poisson(B, \;), i = 1,2, ... séo mutuamente indepen-
dentes e que A =Y \; seja localmente integrdvel. Entio X = J;-, X; € wma superposi¢do

de processos disjuntos e X ~ Poisson(B, \).

Proposicao 2.2 Suponha que X ~ Poisson(B,\) é um processo que serd aplicado a

operacdo de thinning com probabilidades de retencdo p(b), b € X C B. Seja Apin(b) =
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p(D)A(D). Entdo, Xipin € X\ Xihin sGo processos de Poisson independentes com fungoes de

intensidade dadas por Aipin € A — Apin, TESpEctivamente.

Das Proposicoes 2.1 e 2.2, temos que ao aplicar qualquer uma das operacgoes de
thinning e superposi¢ao em processos de Poisson, obtemos como resultado um processo
de Poisson. Esse é um resultado bastante 1til na simulacao de processos de Poisson nao

homogéneos, como veremos a seguir.

2.4.2 Simulacao de processo de Poisson

Para simular de um processo de Poisson, vamos considerar primeiramente o caso
homogéneo. Da Definigao 2.1 e da Equacao (2.13), é facil ver que a simula¢ao de um

processo de Poisson homogéneo é trivial e é descrita pelo Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Simulagao de um processo de Poisson homogéneo

1. Simule N(B) ~ Pois(A\|B|) o nimero de pontos do processo X, em que

|B| é o volume de B,
2. Dado N(B) = n, distribua uniformemente os n pontos em B.

3. Compute os locais {xy, ...,z }.

Ou seja, para realizar uma simulagao de um processo de Poisson homogéneo, basta
simular o nimero de pontos do processo através de uma distribuicao de Poisson com média
A|B| e distribuir uniformemente os pontos na regiao B. A Equagao (2.13) representa a
versao analitica do algortimo 1.

A simulacao nao é tao direta para processos de Poisson nao homogéneos. Seja
A(z) a fungao de intensidade de um processo de Poisson nao homogéneo X e assuma que
A(z) seja limitada superiormente por A*. Nesse caso, a simulagao do processo X pode ser
obtida considerando a realizacao de thinning em um processo de Poisson homogéneo X*
cuja fungao de intensidade é igual ao sup(A(z)) = A*. O Algoritmo 2 apresenta o processo

de simulacao nesse caso.
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Algoritmo 2: Simulacao de um processo de Poisson nao homogéneo com fungao

de intensidade limitada

1. Simule o processo de Poisson homogéneo X* com funcao de intensidade

constante \* na regiao B:

e simule Nx«(B) ~ Pois(A\*|B|) o numero de pontos do processo X*,

em que |B| é o volume de B,

e dado Nx«(B) = nx-~, distribua uniformemente os ny+ pontos em B,

obtendo os locais {1, ...,y . },
2. retenha cada ponto com probabilidades A(z;)/\*, i = 1,...,nx=,

3. compute os locais retidos na etapa 2.

A versao analitica do Algoritmo 2 é representada pela distribuicao conjunta dos

processos X e X*, que pode ser escrita como

P(x,z*|\) = P(zlx*,nx, \)P(x"|nx, \)P(nx-

A)

_ Piﬁ]&:*,)\)P(w*in(*)P(nX* ) B
- (AL = g
I e

Dessa forma, a saida do Algoritmo 2 é uma simulacao do processo nao homogéneo X.
Basta notar que, ao final do passo 1 obtemos uma simulagao de um processo homogéneo
com funcao de intensidade A*. Ao final do passo 3, realizamos um thinning em que a
probabilidade de retencao dos pontos de X* é dada por A(z)/A\*. Logo, obtemos um
processo de Poisson com funcao de intensidade A*A(z)/\* = A(x).

Podemos estar interessados em gerar um nimero especifico de pontos do processo
de Poisson. Nesse caso, Nx(B) nao é considerado aleatério e é fixado em n. No caso do
processo de Poisson homogéneo, basta distribuir uniformemente n pontos sobre a regiao
B. Para o processo de Poisson nao homogéneo, basta gerar um numero de pontos do

processo X * maior que n e selecionar n pontos com probabilidades A(z;)/\*.



2.4 Processos pontuais 35

2.4.3 Processo de Cox

Muitas vezes o processo de Poisson é simples demais para analisar dados reais.
Uma extensao do processo de Poisson é o processo de Cox, que apresenta uma funcao de
intensidade estocastica. A seguir, apresentamos a definicao do processo de Cox presente

em Moller and Waagepetersen (2003).

Defini¢ao 2.4 Suponha que S = {S(b) : b € B} seja um campo aleatorio nao negativo
em B. Se a distribuicao condicional do processo pontual X dado S € um processo de
Poisson em B com fungao de intensidade S, entao X é chamado de processo de Cox

iduzido por S.

Da Definicao 2.4, um processo de Cox é um processo pontual cuja funcao de in-
tensidade é dada por um campo aleatério. Quando S é constante, o processo de Cox se
resume a um processo de Poisson com func¢ao de intensidade A = S. Para o processo de
Cox X, utilizaremos a notacdo A(z) para denotar sua fungao de intensidade, diferenci-
ando, assim, da func¢do de intensidade do processo de Poisson X |S, denotada por A(x).

A funcao de intensidade do processo de Cox é dada por

e do processo de Poisson X|S é

Usualmente o campo aleatério S nao é observado e nao é possivel diferenciar o pro-
cesso de Cox X do processo de Poisson X|.S com apenas uma realizagao de X. Nesse caso,
um conhecimento sobre o fenomeno em estudo é importante para decidir qual dos dois
processos utilizar para modelagem. Em outras palavras, considerar que S seja aleatério
ou deterministico depende do problema em maos.

Uma classe particular do processo de Cox é o processo de Cox log-Gaussiano (Mgller

and Waagepetersen, 2003).

Defini¢ao 2.5 Suponha que S = {S(b) : b € B} seja um processo Gaussiano em B e que
X seja um processo de Cox induzido por exp{S}. Entio, X é chamado de processo de

Cox log-Gaussiano (LGCP - log Gaussian Cox process).
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A fungao de intensidade de um LGCP ¢é dada por

A(z) = Elexp{S(2)}] = exp{pu(z) + o*(x)/2}, (2.16)

em que () e 0?(x) sdo a média e variancia do processo Gaussiano S no ponto .

A simulagao de LGCPs se dd em duas etapas: (a) a simulagao do processo Gaus-
siano S e (b) a do processo de Poisson X|S. Como o processo Gaussiano ¢ infinito
dimensional, simular S na regiao B significa simular infinitos pontos S(b), b € B. Com-
putacionalmente nao é possivel, entao é necessario utilizar uma malha refinada o sufi-
ciente para aproximar o processo Gaussiano S. Seja b, o centréide da i-ésima célula,
i =1,...,n4, e considere que o processo S ¢ constante dentro de cada célula. Se assumi-
mos S = (S(b,), S(bh), s S(by,))', entdo, S~ NM(u,X), em que e ¥ sdo o vetor de
médias e a matriz de covariancias de S. Dessa forma, simulamos de forma aproximada o
processo S através de uma realizacao de uma distribuicao normal multivariada.

Dada a amostra gerada de S, utilizamos o algortimo 1 para gerar de um processo
de Poisson homogéneo em cada célula (pois, internamente, a fun¢ao de intensidade é
constante). A cole¢ao dos pontos gerados serda uma realizagao do LGCP desejado. Note
que, se tomarmos como sup(\) = max(exp(S)) e utilizarmos o Algoritmo 2 para simular
do processo de Poisson nao homogéneo, o niimero de pontos obtidos serd pequeno, pois

as probabilidades de retencao serao muito pequenas para a maioria dos pontos.

2.4.4 Inferéncia em processos pontuais

Dada uma realizagdo * = (x1,...,x,)" de um processo de Poisson, sua fungao de

verossimilhanga é dada por

LO\z) o exp{—/B/\(u)du} L]jwi)], (2.17)

em que a integral é calculada sobre toda a regiao B. Nota-se, entao, que a complexidade
da funcao de verossimilhanca depende da escolha da funcao de intensidade. Para um

processo de Poisson homogéneo, a Equagao (2.17) se resume a

L(\|z) o exp{—=A|B|} \". (2.18)
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e a inferéncia sobre A, nesse caso, é trivial. Considerando a abordagem classica, o esti-
mador de maxima verossimilhanca para A serd A = n /|B|. Para a abordagem Bayesiana,
se consideramos como distribui¢ao a priori para A uma distribuigdo Gama(«,f3), a distri-
buigao a posteriori serda Gama(a+n, 5+ |B]).

Para fungoes de intensidade mais complexas, a integral em (2.17) pode nao possuir
forma fechada e a inferéncia se torna complicada. A func¢ao de verossimilhanca para o

processo de Poisson X|S, em que marginalmente X é um LGCP, é dada por

L(\|z) o exp{—/BeXp{S(u)}du} [gexp{S(aﬁi)}] (2.19)

e a integral acima nao possui forma analitica. Porém, se discretizarmos a regiao B, pode-
mos aproximar tal integral e realizar inferéncia sobre o modelo. Dessa forma, trabalhamos

com a funcao de verossimilhanca aproximada

n
L(\|z) o exp {— Z exp{S(b')}} [H exp{S(mi)}] , (2.20)

veB i=1
em que b’ representa os centrdides das células da malha em B. Vérios autores utilizam
a discretizacao para realizar inferéncia sobre LGCPs, veja como exemplos Diggle et al.
(2010), Dinsdale and Salibian-Barrera (2019), Ferreira and Gamerman (2015). Porém,
tal aproximacao é uma fonte de erros de dificil mensuragao, podendo produzir resultados
viesados (Simpson et al., 2016). Além disso, é necessirio se ter um balango entre o
refinamento da malha e o custo computacional, pois a simulagao de processos Gaussianos
sdo da ordem n?, tornando-se impraticével ja para tamanhos de malha moderados. Como
consequencia, o nivel de discretizacao necessaria para se obter bons resultados pode nao

ser alcancéavel.
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Capitulo 3

Geoestatistica com Amostragem Preferencial

Neste capitulo, revisamos os conceitos basicos de geoestatistica, discutindo como
incorporar a estrutura de correlacao espacial na modelagem desse tipo de dado, como
estimar os parametro do modelo via inferéncia classica e Bayesiana e, mais importante,
como realizar predicao para locais nao observados da regiao de estudo. Entao, introdu-
zimos a abordagem da amostragem preferencial aplicada na geoestatistica, apresentando
resultados ja obtidos na literatura e suas principais limitagoes e, a partir dessa discussao,

abordamos nossas contribuigoes da tese para esse problema.

3.1 Processo geoestatistico

Um processo geoestatistico {S(b);b € B} é um processo estocdstico em que b
representa um ponto que se desloca continuamente sobre uma regiao B C R?, com d > 1.
A regiao B é denominada dominio do processo geoestatistico e usualmente é uni, bi ou tri-
dimensional. O ponto b é denominado localizacao e contém a informacao das coordenadas
em B, isto é, b = (b, bs,...,by)". A natureza continua do processo se da pela continuidade
da regido em estudo e ndo da varidvel aleatéria em si. Por exemplo, se S(.) for uma
varidvel aleatéria discreta, ha infinitas varidveis aleatérias S(b) no espago continuo B.

Um processo S(b) é caracterizado através de sua fungao de distribuigao de proba-

bilidade (f.d.p.) conjunta, definida para um nimero finito de localizacoes,

For, b, (515, 8) = P[S(b1) < s1,...,5(by) < 85,

em que by, ..., b, sao localizacoes do dominio B, s1, ..., s, pertencem a R e n é um nimero
inteiro.

Para duas localizacoes b; e b;, as varidveis aleatérias S(b;) e S(b;) nao possuemn,
necessariamente, a mesma distribuicao e normalmente nao sao independentes. E comum
conhecermos apenas uma realizagdo do processo S(b), o que torna impossivel realizar in-
feréncia sobre o mesmo. Portanto, é necessario admitir hipéteses restritivas: as condi¢oes

de estacionariedade. Essas garantem a regularidade do processo estocastico em todo o
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dominio da regiao em estudo. Algumas admitem fortes suposicoes ao passo que outras
tem suposicoes consideradas mais fracas. A seguir apresentamos a definicao da condigao

de estacionariedade forte.

Definigao 3.1 Seja um processo geoestatistico S(b) com dominio B C R%. O processo
S(b) apresenta estacionariedade forte se, para qualquer conjunto finito de localizagioes
{b1,...,b,}, para qualquer conjunto finito de nimero reais {si,...,s,} e para qualquer

vetor h € R? tal que b; +h € B, i=1,...,n, entdo

thm’bn(sl, ceey Sn) = Fb1+h,...,bn+h(317 ceey Sn), Vn c N.

A Definigdo 3.1 diz que a lei de distribuigdo do processo S(b) é invariante por
translacao e os fatores do seu comportamento agem de forma similar em toda a area
de estudo. Em outras palavras, as variaveis aleatérias do processo sao identicamente
distribuidas. Essa é uma hipdtese forte para ser assumida em diversos fenomenos naturais.
Por isso, uma hipdtese menos restritiva deve ser assumida, a estacionariedade de segunda

ordem.

Definigao 3.2 Um processo S(b) com dominio B C R? apresenta estacionariedade de
sequnda ordem se possui primeiro e sequndo momentos constantes. Para dois pontos b; e

b;, seja h o vetor de distancia de b; a b;. Entao, temos que
(i) E[S(b)] = p, Vb € B;
(i) Cov[S(b;),S(b;)] = Cov[S(b),S(b+ h)| =C(h);

(iii) Var[S(b)] = E[(S(b) - u)?] = C(0).

A primeira condi¢ao da Defini¢ao 3.2 garante que o processo possui média constante
em todo dominio D. A segunda condicao garante que a covariancia entre duas observacoes
depende apenas da distancia entre elas. A fungao C/(.) é definida como o covariograma
do processo ou funcao de covariancia estacionaria.

Apesar de ser menos restritiva, a estacionariedade de segunda ordem supoe que a
variavel aleatéria tenha variancia finita, o que as vezes é falso. Quando a variavel aleatoéria
possui uma capacidade infinita de dispersao, precisamos de outra hipdotese mais fraca, a

hipdtese intrinseca.
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Definigao 3.3 Um processo S(b) com dominio B C R? apresenta estacionariedade intrinseca

(i) E[S(b)) — S(b))] =0, Vbi,b; € B;
(ii) Var[S(b) — S(by)] = 29(b; — b;) = 29(h) , Vb,,b; € B.

Sob hipdtese intrinseca, sao os acréscimos da variavel aleatéria que obedecem a
estacionariedade de segunda ordem e nao a propria variavel. As varidveis aleatérias S(b;)—
S(bj), Vb;,b; € B, sao chamadas de incrementos do processo. A primeira condicao
da Defini¢ao 3.3 garante que os incrementos possuem média nula. Caso S(b) possua
esperanca finita, esta é apenas outra forma de garantir que o processo € estacionario na
média, como visto na primeira condi¢ao da Defini¢ao 3.2. A segunda condic¢ao da Defini¢ao
3.3 garante que os incrementos tenham variancia constante definida apenas pelo vetor de
distancia h que separa as duas observagoes. A funcao 2y(h) é definida como o variograma
do processo, e a fungao y(h) como o semivariograma.

Um processo fortemente estacionario é, logicamente, estacionario de segunda or-
dem, uma vez que todos os momentos sao invariantes por translacao. O contrario pode
nao ser verdade. No caso de um processo Gaussiano (em que a f.d.p conjunta segue uma
distribuigao normal), a estacionariedade de segunda ordem implica em estacionariedade
forte, ja que os primeiro e segundo momentos definem completamente a distribuicao do
processo. Se o processo verifica estacionariedade de segunda ordem, verifica a hipotese
intrinseca, mas o inverso pode nao ser valido. Isso se deve ao fato de que os semivari-
ogramas para a estacionariedade de segunda ordem sao sempre limitados, ao contrario
que ha semivariogramas de processos que se enquadram na hipdtese intrinseca e nao sao

limitados.

3.2 Covariograma e variograma

Seja S(b) um processo geoestatistico sob estacionariedade de segunda ordem.
Como visto na Defini¢ao 3.2, o processo possui uma funcao de covariancia estacionaria,
C(.), denominado covariograma. Para que a funcao C(.) seja um covariograma valido,

deve satisfazer algumas propriedades, como

(i) C(0) = Var[S(b)], Vb € B;
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(i) C(h) = C(—h), Vh € R

(iii) o covariograma é positivo definido, isto é,

> Y aa;C(bi—b;) >0, Vn €N, Vay, ....a, €R,Vb;, ... b; € B.

i=1 j=1

A condigao (i7i) é necessaria e suficiente para que se defina uma familia de cova-
riogramas validos, porém nao é uma condigao facil de ser verificada (Diggle and Ribeiro,
2007). Existem familias paramétricas de covariogramas que satisfazem as propriedades
citadas, como veremos posteriormente. Um covariograma € isotrépico quando depende
apenas do vetor h atraves de seu médulo, nao dependendo de sua direcao. Nesse caso,
para qualquer localizacao b, a covariancia entre o processo em b e em qualquer localizacao
sobre uma circunferéncia de raio ||h|| é constante. Caso contrario, temos anisotropia.

O correlograma é definido por p(h) = C(h)/C(0), desde que C(0) seja finito e
nao nulo. Essencialmente, o correlograma fornece a mesma informagcao do covariograma.
Apesar disso, as vezes é melhor trabalhar com o correlograma na modelagem espacial,
como veremos posteriormente.

A funcao variograma é definida por
27v(b,b") = Var[S(b) — S(b')] = Var[S(b+ h) — S(b)] = 2v(h), (3.1)

em que 2v(b,b") = 2v(h) pelo fato do processo ser estaciondrio. Supondo a existéncia do

covariograma, podemos expressar a funcao de variograma como

2y(h) = Var[S(b+ h)— S(b)],
= Var[S(b+ h)] + Var[S(b)] —2Cov[S(b+ h), S(b)],
= 2C(0) —2C(h). (3.2)

Note que o variograma pode ser definido pelo covariograma quando este existe. A

funcao de variograma deve satisfazer algumas propriedades, como
(i) 27(0) = 0;

(i) 2v(h) = 2v(—h), Vh € R%;



3.2 Covariograma e variograma 42

(iii) o variograma é negativo definido, isto é,

iiaiaﬂv(bi —b;) <0, Vn €N,

i=1 j=1
~ . n
em que, ai, ..., G, sao tais que » . ,a; =0eb;,....,b; € B.
(iv) o variograma cresce mais lentamente que ||h||?, isto é,

2v(h) _
Inll=ee ||R[[>

Se um variograma satisfizer as propriedades (i) a (iv), é dito um variograma valido.
O semivariograma ¢ definido como metade do variograma, (||h||) = C(0) — C(||h|]),
e possui as mesmas propriedades que o variograma. Desse modo, é comum utilizar o
semivariograma em vez do variograma (Cressie, 1993). Assim como o covariograma, um
variograma é isotrépico quando depende apenas do vetor h atraves de seu modulo, nao
dependendo de sua direcao. Desse modo, o valor do variograma é o mesmo para quaisquer
pares de variaveis aleatorias equidistantes. Uma forma de verificar isotropia é estudar o
comportamento do variograma nas direcoes 0°, 45°, 90° e 135°, em que 0° é a direcao
Norte-Sul com sentido para o Norte.

Note que o variograma ¢ definido para qualquer processo que obedega a hipdtese
intrinseca, ja o covariograma somente existe para processos sob estacionariedade de se-
gunda ordem. Assim, se o processo possui covariograma, existe também seu variograma
como visto em (3.2). Porém, a existéncia do variograma nao implica a existéncia do
covariograma. Esse é um dos motivos pelo qual a fungao de variograma é preferida. E
usual utilizar a funcao de semivariancia, uma vez que possui as mesmas propriedades que
o variograma.

Apesar da propriedade (i) do semivariograma dizer que seu grafico comega na ori-
gem, na pratica pode haver descontinuidade nesse ponto. Esse efeito é chamado de efeito
pepita (nugget effect). Se pudéssemos coletar duas amostras no mesmo local (||h|| = 0),
os valores observados deveriam ser exatamente os mesmos. Porém, haverd uma variagao
entre essas amostras, seja por erro de medida, de amostragem ou outros. Assim, o grafico
do semivariograma nao converge para zero quando ||h|| se aproxima da origem. Podemos

definir o efeito pepita como o valor 72 = limj |00 Y(P). Quando nao ha correlacao espa-
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cial, a variacao da varidvel aleatoria se da apenas pelo efeito pepita e é chamado de efeito
pepita puro.

A Figura 3.1 apresenta um gréfico de semivariograma limitado. No grafico de

v(h)
Alcance (a)

Contribuicao Patamar

Efeito pepita (rz)

|1l

Figura 3.1: Parametros do semivariograma.

semivariograma 7y (h), podemos observar os seguintes parametros:
e Efeito pepita ou nugget effect (7?): representa a variabilidade nao espacial.
e Contribuigao ou partial sill (c%): representa a variabilidade espacial.

e Patamar: é o valor do semivariograma correspondente ao seu alcance a partir do
qual o semivariograma se estabiliza, dado por 72 + ¢?. Quando o semivariograma

nao ¢ limitado, nao existe patamar.

e Alcance ou range (a): distancia a partir da qual as amostras passam a ser con-
sideradas independentes, ou seja, a partir da qual a variacao média entre duas
observagoes nao € mais funcao da distancia entre elas. Quando essa distancia tende
a 0o, condidera-se que o semivariograma atinge um patamar apenas assintotica-
mente. Entao, é utilizado um alcance chamado de alcance pratico. Diggle and
Ribeiro (2007) definem o alcance préatico como sendo o valor de ||h|| tal que o valor

da correlacao seja 0,05.

O modelo paramétrico Matérn é muito utilizado na literatura e suas fungoes de
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semivariogramas, covariogramas e correlogramas isotrépicos sao dadas por

0 se ||| = 0;
(h) = 72 4+ 02 {1 — (2°710(r)) 71 <||%||>HK,{ (@ﬂ se ||h]| > 0;
o se [[h]| = 0;
= o250 (k)" (@)HKK (%) s [[h|] > 0;
1 se [[h]| = 0;
)= (oerrey) <@>KKH (@) se ||h]] > 0;

em que 0 = (72,0%,¢,k), ¢ > 0, k > 0, K, ¢ a fungao de Bessel modificada de ordem
ke I' é a fungdo Gama. Esse modelo foi proposto por Matérn (1960) e é valido em
qualquer dimensao d > 1. Os modelos exponencial e Gaussiano sao casos particulares
do modelo Matérn, em que k = 0,5 no primeiro caso e k tende a 0o no segundo caso.
Pela dificuldade de identificabilidade de todos os parametros desse modelo, normalmente
o valor de k é fixado e avaliado em varios valores. A Figura 3.2 apresenta exemplos de

graficos de semivariogramas.

e — i
) _
S
S o |
g °
g < |
£ 3
[} .
(7] Exponencial
(QV]
o Matern x = 1
Matern k= 1.5
o _ - Gaussiano
o
I I I I I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Distancia

Figura 3.2: Exemplos de semivariograma.
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3.3 Modelo geoestatistico

Tendo como base o processo geoestatistico, nosso interesse ¢ modelar o processo
e realizar inferéncias a partir de dados coletados em pontos conhecidos do espaco. Na
etapa de coleta de dados, é natural que haja variacao entre o verdadeiro valor do processo
geoestatistico e o valor medido ocasionada, por exemplo, por erros na medicao devido
a precisao de instrumento utilizado. Um conjunto de valores observados sera denotado
por (b;,y;), i = 1,...,n, em que b;’s sdo as coordenadas dos locais amostrados e y;’s sdo
os valores medidos associados aos locais b;. Dessa forma, vamos denotar como S(b) (ou
simplesmente S, deixando a dependéncia do espago B implicita) o processo geoestatistico
desconhecido e como Y (b), ou Y, o valor medido na localizacdo b, b € B.

O modelo mais simples considera o processo geoestatistico como um processo Gaus-

siano, o qual definimos a seguir.

Definigao 3.4 Um processo Gaussiano é um processo estocdstico {S(b);b € B}, B C R,

com d > 1, no qual qualquer conjunto finito de pontos seque uma distribuicao normal.

Como vimos na Secao 3.1, precisamos considerar hipoteses sobre o processo para
podermos realizar inferéncia. Neste trabalho, vamos considerar processos que obedecam
a condicao de estacionariedade de segunda ordem, isto é, processos cujos primeiro e se-
gundo momentos sao constantes. Se S é um processo Gaussiano estacionario, sua média e
variancia sao constantes em toda regiao B. E usual trabalhar com a fungao de correlagao
ao invés da funcao de covariancia. Dessa forma, dizemos que S é um processo Gaussiano
estacionério com variancia o2 e fungao de correlacao p(S(b), S(b')).

A seguir introduzimos a definicao do modelo geostatistico.

Definicao 3.5 Definimos o sequinte modelo geoestatistico

em que
e Y, representa o valor observado no local b;,

e S(.) € um processo Gaussiano estaciondrio com dominio B C R™, m > 1, média

zero, variancia o e fungdo de correlagao p(S(b), S(b')),
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e u(b;) = E[Y;] é um componente deterministico que representa a média de Y no local

bi7

e ¢, ¢ um componente de erro. Assume-se que as varidveis €;’s sao independentes com

distribuicao N(0,7%). A varidncia desse termo representa o efeito pepita.

Observe que a variavel aleatoria Y; — u(b;) representa o processo Gaussiano S em
b; acrescido de um ruido aleatério. Do modelo geoestatistico, temos que o processo S é
responsavel por modelar a associagao espacial da variavel de interesse e a incerteza nao
espacial esta relacionada ao componente €. Se nao houvesse estrutura espacial, o modelo
em (3.3) se reduz a um modelo de regressao normal. A funcdo de correlacao deve ser
positiva definida.

Observe que S ~ N,(0,0%R(¢)), em que R(¢) = [(r;)] representa a matriz de
correlagao de dimensao n x n, com elementos r;; = p(S(b;), S(b;)). Dessa forma, Y possui

distribuicao normal com vetor de médias g e matriz de covariancias
Y =X(1% 0% ¢) =1, + 0> R(d). (3.4)

Os parametros 72, 02 e ¢ sao os parametros do semivariograma discutidos na Secao

3.2.

3.4 Estimacao via método de maxima verossimilhanca

Denotamos o vetor de parametros do modelo como 8 = (u, 72,02, ¢) e p = pl,.

A fungao de log-verossimilhanga do modelo (3.3) é dada por

n 1 1 P
[(6;y) = —5log(2m) — Slog|E| — 5 (y — p1,)'S Yy — uly), (3.5)

em que |X| corresponde ao determinante da matriz X.
A estimacao dos parametros se da maximizando a funcao de log-verossimilhanca em
(3.5). A funcao escore é definida como o vetor gradiente da funcao de log-verossimilhanga,

isto é,

U(6) - (aZ(e,y) o108, y) 0l(6,y) 6Z(O,y))'. (3.6)

ou = 9tz 7 9o T 09
Quando igualamos a fungao escore a zero, podemos encontrar o estimador do

parametros de interesse caso esse tenha forma analitica. O estimador de p possui forma



3.5 Estimacao via inferéncia Bayesiana A7

fechada e pode ser expresso como
= (1,571,) 715y, (3.7)

Nao é possivel calcular o estimador de forma fechada para os demais parametros e
suas estimagoes devem ser realizadas numericamente. Desse modo, o vetor de parametros

(12,02, ¢) deve ser estimado por

(72,6%,6)' = argmax (I(7%,0% 61 1,y) ).
(12,0%,0)

3.5 Estimacao via inferéncia Bayesiana

Na abordagem Bayesiana, o modelo (3.3) toma a seguinte forma

Y|S,, 7 ~ Np(ul,+S,,7°1,), (3.8)
S,lo*, ¢ ~ N,(0,0°R(¢)) (3.9)
0 ~ w(6), (3.10)

em que S, = (S(by),...,5(byn)), 1, é um vetor de 1’s de tamanho n, I, é a matriz
identidade de dimensao n e 8 = (u, 72,02, ¢)".

As quantidades desconhecidas do modelo sao S, e 8. Sob o paradigma Bayesiano,
a inferéncia sobre os parametros do modelo € realizada através da distribuicao a posteriori.

Desse modo,

m(0,S.nly) < 7(y,S,,0),
x L(yl|S,,0)r(S,|0)r(0),

1\"? 1 & )
x (=) &P _ﬁZ(yi_Si_ﬂ) X

=1

(%)W Wexp {-%zng(@—lsn} «7(0)  (3.11)

em que L(y|S,0) é a funcdo de verossimilhanga do modelo e (@) ¢é a distribuicao a priori
de 6.
Como a distribuicao a posteriori (3.11) néo possui forma fechada, vamos aproximé-

la utilizando MCMC. As distribuicoes condicionais completas sao dadas por
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=1

m(pl.) o eXp{_%Z( -—Si—u)Q}ﬂ(u) (3.12)

() o <i2) exp{ %Zn Si—u)2}7r(7'2) (3.13)
(02 o (Ui) exp{ SR 15} r(0?) (3.14)
"(ol) ;mexp{ 2; (@78, |70 (3,19

n

T(Su]) exp{—2L }exp{—%ﬂs;R(qs)—lsn} (3.16)

=1

Dessa forma, a geragao de amostras foi realizada pelo seguinte amostrador de
Gibbs.
Passo 1: p. Considerando como distribuigao a priori para g uma distribuigao N (uo, ai),

a distribuicao condicional completa de p é dada por

(M|.)~N<(M+Z_§) (%+Uia)l(%+giz)l> (3.17)

Passo 2: 72. Considerando como distribuicio a priori 72 ~ GI(a,,b,), em que GI(a,b)

representa a distribuicao Gama Inversa com funcao de densidade

flz) = mr~e (/)"

['(a)

a distribuicao condicional completa de 72 ¢ dada por

(72\.)~Gl<g+a7;2?1( — S’ +b7). (3.18)

2

Passo 3: o2 Considerando como distribuigao a priori 02 ~ GI(a,,b,), a distribuicao

condicional completa de 02 é dada por

(3.19)

/ —1
(0°].) ~ G1(2+ U,—S”R(q;) S"+bg>.

Passo 4: ¢. Considerando como distribuicdo a priori ¢ ~ Gama(ae,b,), em que
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Gamal(a, b) representa a distribui¢ao Gama com funcao de densidade

a distribuicao condicional completa de ¢ é dada por

(01 ~ IR 200 exp |~ LS, R0) S, — o . (3.20)

Para amostrar dessa distribuicao serd implementado um passo de Metropolis-
Hastings (MH). Assumimos a distribuicao Lognormal(log(¢.); d4) como distribuicao de
proposta ¢(¢,|d.), em que ¢, é o valor proposto de ¢ e ¢. é o valor de ¢ no estado

corrente da cadeia. A funcao de densidade de probabilidade de g(¢,|¢.) é expressa por:

I S U (log(¢p) — log(ee))?
q(cbplcbc)—% 55 p{ 2, }

De forma equivalente, log(¢,) ~ N(log(¢.),ds). A probabilidade de aceitacao é
A, =min{l, p,}, em que

po = (IO ()" el - L (50t — R0, oty 00}

Passo 5: S,,. Remanejando os termos referentes a S, em (3.16), obtemos que (S,|.) ~

Nn(lJ’*7 E*)7 el que

. 1 1 N\
> = ( In+§R(¢) 1)

72

pto= X (%In> (y — n).

Os passos 1-5 fornecerao, apds convergéencia da cadeia, amostras da distribuigao
a posteriori de (0, S). A partir dessas amostras é possivel realizar a inferéncia sobre os

parametros do modelo.

3.6 Predicao

Na andlise geoestatistica, a confeccao de mapas tematicos é importante para des-

cricao da variavel resposta em todo o espaco de dominio. Para isso, os valores observados
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sao utilizados para predizer o valor da variavel resposta em pontos que nao foram amos-
trados e que sao internos a regiao de estudo. Nesse caso, é realizado um processo de
interpolagao espacial. Esse processo, em geoestatistica, ¢ chamado de krigagem, desen-
volvido por Matheron em homenagem a Daniel Krige pelo seu trabalho de minas de ouro
na Africa do Sul (Cressie, 1993).

Considerando o modelo (3.3), assumindo um processo Gaussiano, sejam Y, =
(Yo, ..., Yo, )" o vetor de Y nos locais nao observados {b,,,...,b,, } ¢ Y o vetor de Y nos

locais observados {by, ..., b, }. A distribuigdo conjunta de Y, e Y serd

H, X X
12 o1 g

(Yo, Y) ~ NMp,, 1n)

em que p, € o vetor de médias de Y, p é o vetor de médias do vetor Y, 3i1; corresponde
a matriz de covariancias de Y ,, Yoo corresponde a matriz de covariancias de Y, X
corresponde & matriz de covariancias de Y, e Y e 3g; = X7,.

Através de resultados relacionados a distribuicao normal multivariada, é possivel

mostrar que a distribuicao de Y ,|Y é normal com

E[Y Y] = p,+ 3035 (Y —p), (3.21)

VarlY,|Y] = S — 21535, Sy (3.22)

Dessa forma, para realizar predicao em locais nao observados para o modelo Gaus-
siano, utilizamos os parametros estimados como verdadeiros e substituimos na Equacao
(3.21).

Sob o enfoque Bayesiano, necessitamos da distribuicao preditiva a posteriori de

Y ,, dada por

A(Yoly) = / (Yo, S, Sy, 0]y)dS,dS.d6.

= /W(YO|SO,0)7T(SO|SR,B)W(Sn,O)dSOdSndO,

em que (S, 0) é a distribuigao a posteriori do modelo, 7(S,|S,,,€) ¢ uma distribuicao
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normal com vetor de médias e matriz de covariancias dadas por

Bs,js, = Ro(@)Ru(6)™'Sy,
ZSO|Sn = 0'2(Ro(¢)_Ren(¢)Rn(¢)_1(Ron(¢)),)7

sendo R,(¢) a matriz de correlagao de S,, R, (¢) a matriz de correlacao de S,, ¢ Ro,(¢)
a matriz de correlagao entre os elementos de S, e S,; e (Y ,|S,,0) uma distribuigao
normal com vetor de médias Ky, s, = Hlo + S, e matriz de covariancias Xy, s, = 1,
A partir das amostras geradas de (S,,, @) no processo de estimagao dos parametros
do modelo, geramos amostras de S,|S,,, 0 para realizar previsdo do processo Gaussiano
nos locais nao amostrados e, em seguida, geramos amostras de Y ,|S,, 0 para realizar
previsao sobre o processo observado Y. Note que, se trabalhamos com a distribuicao
marginal de Y no modelo Bayesiano, a distribuicao preditiva (Y ,|y) coincide com a

distribuicao preditiva no caso classico.

3.7 Modelo geoestatistico com amostragem preferencial

Em estudos geoestatisticos, é comum considerar que nenhuma informagao sobre
o fenomeno é utilizada na escolha dos locais amostrados. Esse tipo de amostragem ¢é
denominado nao preferencial e o modelo com essa caracteristica foi abordado na Segao
3.1. No entanto, ha casos em que se opta por escolher locais na amostragem considerando
o fenomeno em questao, como exemplo podemos considerar alocar estagoes de monitora-
mento de poluentes atmosféricos préoximas a possiveis fontes de poluigao. Nesse caso, o
desenho amostral é construido com base em informacoes sobre o problema e esse tipo de
amostragem é denominada preferencial. Desse modo, os métodos de andlise discutidos na
Secao 3.1 nao sao mais adequados e outro tipo de modelagem se torna necessaria. Neste
secao, vamos abordar como incluimos a informacao de dependéncia do desenho amostral
com o fenomeno em estudo na modelagem do problema.

Quando falamos de desenho amostral em geoestatistica, nos referimos a confi-
guracao dos locais da amostra na regiao de estudo. Logo, a realizacao de um processo
pontual X na regiao B representa o desenho amostral nessa regiao. Quando dizemos que
a amostragem é realizada de modo nao preferencial, significa que o processo pontual X in-

depende do processo Gaussiano S (que representa o fenomeno em estudo). Porém, quando
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estamos no contexto de amostragem preferencial, f(.S, X) # f(S)f(X). Vale lembrar que
S é um processo latente (nao observado) e que observamos o processo de medida Y que
representa os valores observados nos pontos amostrados de X. Desse modo, o modelo é

especificado pela distribuicao conjunta de S, X e Y, dada por

f(8, X, Y) = fS)F(XIS)F(Y]X, S) = f(S)F(X]|S)F(Y]S(X)). (3.23)

No caso nao preferencial, a Equagao (3.23) se resume a f(S)f(X)f(Y[S(X)) e a
dependéncia de S e X no termo f(Y]S(X)) pode ser ignorada. No caso preferencial,
desconsiderar a caracteristica estocastica do processo X pode resultar em uma inferéncia
incorreta. No pioneiro artigo de Diggle et al. (2010), os autores definem uma classe de

modelos para o presente problema que apresentamos a seguir.

Definicao 3.6 O modelo geoestatistico Gaussiano com amostragem preferencial € defi-

nido pela sequinte forma hierdrquica:

1 : S € um processo Gaussiano estaciondrio e isotropico em uma regiao B com média
0, variancia o e funcgao de correlagao p(h,d), em que h = ||x — &'|| € a distdncia
euclidiana entre os pontos € e &', ¢ é o parametro da funcao de correlagao e x,x’ €

B

)

2 : Condicional em S, X € um processo de Poisson nao homogéneo com tara \(x) =

exp(a + BS(x)), em que o e  sGo nimeros reais.

3 : Condicional em S e X, Y € um conjunto de v.a. Gaussianas independentes com

Y(x;) ~ N(p+ S(x;), 7%).

Das suposicoes (1) e (2) da Definicao 3.6, segue que, marginalmente, X é um
processo de Cox log-Gaussiano (Mgller and Waagepetersen, 2003). O parametro /5 define
a intensidade de preferéncia do modelo. Se § = 0, a fun¢ao de intensidade A(z) se
torna constante e o processo de Poisson X se torna homogéneo significando que nao ha
preferéncia na amostragem. Além disso, marginalmente Y tera distribuicao Gaussiana
multivariada com vetor de média p1, e matriz de covariancia 721, + 0*R/(¢), em que 1,,
é o vetor de 1’s de tamanho n, I,, é a matriz identidade de ordem n e R(¢) é a matriz de

correlagao n X n com elementos 7;; = p(||z; — x|, ¢). Caso 8 # 0, a distribui¢do marginal
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de Y nao possui forma fechada. Um valor positivo de § indica uma associacao positiva
entre S e X e os pontos de maior valor sao preferencialmente amostrados. Um valor
negativo de f indica uma associacao negativa entre S e X no sentido de que os pontos
de menor valor de S possuem preferéncia na amostragem. A Figura 3.3 exemplifica o
efeito do parametro  no desenho amostral no espaco bidimensional. O parametro « esta
associado ao numero médio de pontos do processo X. Da Secao 2.4, o valor esperado do

nimero de pontos de X na regiao B ¢ dado por

E[N(B)] :/B/\(u)du:/Bexp{a—i—BS(u)}du:eo‘/Bexp{ﬁS(u)}du.

Se f = 0, entao E[N(B)] = e*|B|, em que |B| é o volume da regiao B. Se ( é nao
nulo, podemos dizer que o nimero esperado de pontos de X flutuarda em torno de e?,

dependendo do processo S.
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Figura 3.3: Exemplos de amostragem considerando (a) 8 =0, (b) f=1,5¢(c) f = —1,5.
Os pontos marcados indicam os locais pertencentes a amostra.

Note que a distribuicao do processo S é infinito dimensional. Para realizar in-
feréncia, Diggle et al. (2010) consideram uma malha regular na regidao B composta de N
células. Desse modo, o processo Gaussiano S é aproximado por S ~ Ny(01y, 02 Ry(¢)).
Quanto maior o refinamento da malha, melhor serd a aproximacao do processo real S.
Porém, o tempo computacional cresce de forma nao linear no processo de estimagao (como
veremos adiante) e um balanco entre refinamento e custo devera ser levado em conta.

A distribuigao do processo de Poisson X|S depende da abordagem do problema,

isto é, se consideramos o ntimero de pontos da amostra n como fixo ou nao. Diggle et al.
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(2010) consideram o tamanho da amostra como fixo e, entao,

exp{a + BS(z)}
f(X]S,n) H fB oxplo £ BS(u)du (/ exp{5S(u }du) Hexp{ﬁS xi)}

(3.24)

Por conveniéncia, a dependéncia sobre o tamanho de amostra serd omitida, denotando
a distribuicao em (3.24) como f(X|S). Note que o termo [, exp{3S(u)}du é infinito-
dimensional, pois depende de S em todos os pontos da regiao B. Utilizando uma malha

fina na regiao B, esse termo sera aproximado por

/Bexp{ﬂS w) pdu =~ Z Asexp{BS(z;)} (3.25)

em que A; corresponde ao volume da i-ésima célula e a funcao de intensidade é considerada
constante em toda volume da célula. Quando consideramos uma malha regular, entao

A; = A, Vi. A distribuigao de XS fica aproximada por

F(X|S) =~ (ZA@Xp{BS(@)}) [Hexp{ﬁS(xi)}”i], (3.26)

em que n; denota o niimero de pontos de X da i-ésima célula da malha e Zfil n; = n. Note
que, ao considerar o tamanho de amostra n fixo, o parametro a nao se torna necessario
na analise.

Se ha mais de um valor observado em uma determinada célula, havera mais de um
valor de Y; para um determinado S;. Se a drea A; for reduzida de tal forma que seja
esperado no maximo um ponto em cada célula, a aproximacao corresponde a utilizada
por Diggle et al. (2010).

A funcao de verossimilhanca do modelo é dada por

LOy.x) = f(yx/0)= /B f(ylz. $.0) [ (x]S.0)£(S|6)dS

_ 2 2

€m que 0 - (M?T O a¢75)‘
Sob a abordagem classica, precisamos encontrar os estimadores de maxima veros-
similhanca para realizar inferéncia. A integral acima é intratavel e nao é possivel obter

os estimadores de méxima verossimilhanca de forma analitica. Assim, formas alternati-
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vas de estimagao devem ser consideradas. Diggle et al. (2010) realizam a estimagao dos
parametros do modelo utilizando aproximacao da verossimilhanca por Monte Carlo. A
principal critica sobre essa abordagem é sobre os autores utilizarem a distribuicao de S|Y
como distribuicao preditiva no processo de estimacao, ignorando a informacao do pro-
cesso pontual X. Dinsdale and Salibian-Barrera (2019) utilizam aproximagao de Laplace
para a funcao de verossimilhanca no intuito de considerar a informacao do processo X
corretamente na estimacao dos parametros do modelo. A aproximacao de Laplace fun-
ciona bem para distribui¢oes semelhantes a normal, porém nao conhecemos a forma da
funcao de verossimilhanca devido a intratabilidade da integral, o que se torna a principal
critica sobre essa abordagem. Dessa forma, nesta tese, propomos e desenvolvemos um al-
goritmo SAEM para estimacao dos parametros do modelo geoestatistico com amostragem
preferencial, gerando amostras da distribui¢ao preditiva correta de S|Y, X.

Sob o enfoque Bayesiano, a inferéncia acerca do vetor de parametros é realizada

através da distribuicao a posteriori. Assumimos o seguinte modelo:

YIS, 11,7 ~ Np(pl, + S,,7°1,), (3.27)
X|S, A ~ PP()\); (3.28)
Mz) = exp{a+pS(z)}; (3.29)
Slo?. ¢ ~ PG(0,0%p(¢)); (3.30)
(3.31)

9 ~ 7(0)7 02(#’77—270_2a¢7a7ﬂ)’

em que S, = (S(x1), ..., 5(x,))". A distribuicdo a posteriori é dada por

(0, S|ly,x) x =(y,x,S,0),
o< L(y|Sn,x,0)m(x|S,0)7(S|0)7(6).

Ferreira and Gamerman (2015) utilizam a distribuigao do processo de Poisson X |

considerando o tamanho da amostra como aleatério. Temos entao que
f(X|S) ox exp {—/ exp{a + BS(U)}du} Hexp{a + B8S(z)}. (3.32)
B

=1

Novamente temos o problema da intratabilidade da integral em (3.32) e recorremos a
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aproximagcao em (3.25) para tornar a inferéncia possivel.

Desde o artigo de Diggle et al. (2010), muito tem sido desenvolvido sobre o modelo
geoestatistico Gaussiano com amostragem preferencial, porém pouco ha na literatura so-
bre o modelo considerando um processo latente com caudas pesadas. Isso significa que
os modelos, até o presente momento, nao comportam dados atipicos e nao ha tratamento
para outliers, havendo duas alternativas possiveis: a remocao do dado atipico e a perda
de informacao relevante ou o ajuste do modelo com a possibilidade de viesar os resul-
tados. Motivados pela falta de estudo nessa area, propomos, no Capitulo 4, o modelo
geoestatistico t-Student com amostragem preferencial, considerando o processo S como
um processo t-Student para acomodar dados atipicos e fornecer uma inferéncia correta
sobre o problema.

Note que, sobre ambas as abordagens classica e Bayesiana, utilizamos aproximacao
do processo S. Apesar do uso de discretizacao ser uma forma de contornar o problema
da intratabilidade da integral do processo de Poisson nao homogéneo, tal aproximacgao é
uma fonte de erros dificil de mensurar, podendo produzir resultados viesados (Simpson
et al., 2016). Outro problema estd no custo computacional, pois a simulacao de processos

Gaussianos sao da ordem de n?

e rapidamente se tornam ineficientes. Dessa forma, é
necessario ter um balanco entre custo computacional e a qualidade da aproximacao do
processo S. No artigo de Gongalves and Gamerman (2018), os autores, sob a abordagem
Bayesiana, realizam inferéncia exata sobre processos de Cox, considerando que a funcgao
de intensidade do processo pontual é limitada, contornando os possiveis erros que a apro-
ximagcao possa acarretar. Motivados pela ideia dos autores, no Capitulo 6, propomos
realizar a inferéncia exata sobre o modelo geoestatistico com amostragem preferencial,

sob abordagem Bayesiana, evitando a discretizacao do processo latente S e seus possiveis

€rros.
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Capitulo 4

Inferéncia classica - Modelagem e computacao

Neste capitulo apresentaremos a estimacao e predicao do modelo geoestatistico
com amostragem preferencial via estatistica cldssica. Desse modo, na Secao 4.1 apresen-
tamos o modelo geoestatistico Gaussiano com amostragem preferencial, na qual revisamos
os métodos de estimacgao existentes e propomos um algoritmo SAEM para estimagao dos
parametros do modelo. Na Secao 4.2, desenvolvemos nossa proposta do modelo consi-
derando a distribuicao t-Student para o processo latente S, elaborando a estimacao e a

predicao.

4.1 Modelo Gaussiano

O modelo geoestatistico Gaussiano com amostragem preferencial foi elaborado por
Diggle et al. (2010) e apresentado no Capitulo 3. Dessa forma, a estimacao serd desen-
volvida sobre o modelo referido na Defini¢ao (3.6). Descrevemos, a seguir, a estimacao
por aproximacao da verossimilhanga por Monte Carlo (MCLA - Monte Carlo likelihood
approximation), presente em Diggle et al. (2010), por aproximagao de Laplace, presente
em Dinsdale and Salibian-Barrera (2019), e por SAEM, nossa proposta nesse trabalho.

Vamos considerar as seguintes notagoes: y = (y1, ..., y») 0 vetor do processo ob-
servado, @ = (21, ..., &y,)" 0 vetor de localizagdes da amostra, S o processo aproximado

por discretizacao, S|,y significando S| X =z, Y = y.

4.1.1 Estimagao via MCLA

A fungao de verossimilhanga do modelo da Defini¢ao (3.6) é dada por

LO) = fla.y)= / F(,y, 5)ds

- /fylfvs (]s) £ (5)ds
— Elf(yle. 5)f(x]s) (4.1)

Como a integral em (4.1) ndo possui forma fechada, é necessério o uso de técnicas

de integracao. Uma alternativa seria aproximar a funcao de verossimilhanca por integral
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de Monte Carlo, ficando

m

Lue(6) = - > f(wle.5)(els) (4.2)
em que s; é a j-ésima simulacao de S.

Para estimar o vetor de parametros 6, sao simuladas m amostras de S para entao
maximizar a fungao em (4.2). Segundo Diggle et al. (2010), essa estratégia falha quando
72 ¢ igual a zero, pois as simulacdes de S nos pontos de X serdo incompativeis com os
valores observados Y. Essa estratégia também falha quando o erro de medida é pequeno
em relacao a variancia de S, que é o caso da maioria dos problemas reais. Para corrigir
isso, os autores utilizam amostragem por importancia, utilizando a distribuigao de S|y
como distribuicao de importancia. Desse modo, as simulacoes de S serao compativeis com
os valores observados de Y. Nesse ponto, os autores utilizam a distribuigao de S|y no
contexto nao preferencial, que é um problema que sera discutido adiante.

Seja S = {So, S1}, em que Sy denota os valores de S nos pontos de X e S; denota
os valores de S nos pontos restantes da regiao B. A func@o de verossimilhanga em (4.1)
é reescrita como

7 (sly)
F(aly)? %

f(ylso)
/ Flals) 5 200 (o) (sl

. f(ylso)
f(soly)

f(s0) (4.3)

Observe que

_ f(ya 30)
f(s0ly)

= f(y),

e (4.3) fica
L(0) = Esiy [f(|s)f(y)] (4.4)

em que f(y) é a fungdo de densidade marginal de Y (no contexto nao preferencial). A
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aproximagcao da funcao de verossimilhanga por Monte Carlo fica dada por

Luc(8) = —f(y) > flals) (15)
Para gerar amostras da distribuigao de S|y, Diggle et al. (2010) utilizam a seguinte cons-
trucao considerando o processo aproximado S. Os locais de X = {xy,...,x,} sdo um
subconjunto dos N > n locais de X* = {x],...,x}} que compoe a malha da regido B.
Defina C' como a matriz n x N com i-ésima linha consistindo em N — 1 0’s e um tnico
1 identificando a posi¢ao de x; em X*. Marginalmente, S ~ Ny(0,X), ¥ = 0?R(¢), ¢
Y ~ N,(ul,,Zy), Ty = CEC' + 72I,,. Rue and Held (2005) mostram que a varidvel
S+XC'E (y —pul, + Z — CS) tem distribuicao S|y, em que Z ~ N, (0,7%I,,). Entdo,

uma amostra da distribuigao S|y pode ser obtida da seguinte forma:

Algoritmo: Simulagao de S|y
1. Simule uma varidvel Z ~ N,(0,72I,,),
2. Simule uma amostra de § ~ Ny(0, X).

3. Calcule § + XC'Sy (y — ul, + Z — CS).

A partir de m amostras de S|y, a estimativa de 6 é obtida pela maximizacao da

fungao de verossimilhanga (4.5), isto é,

A

6 = argmax (Lyc(0)).
0

Dinsdale and Salibian-Barrera (2019) apontam o problema dessa metodologia: Dig-
gle et al. (2010) nao consideram o processo pontual X na distribuigao de importancia,
utilizando a distribuicao de S|y do modelo tradicional de geoestatistica. Segundo Dins-
dale and Salibian-Barrera (2019), essa abordagem fornece boas estimativas apenas no

contexto nao preferencial. Assim, os autores apresentam a versao corrigida da funcao de
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verossimilhanga, utilizando f(s|x,y) como distribui¢ao de importancia, dada por

10) = [l 1)L Hele.y)

f(slz, )

Esja.y [f (yle, s)% : (4.6)

Apesar da distribuigdo S|@,y ser geralmente intratdvel, é possivel gerar amostras
utilizando métodos de Monte Carlo, como sera discutido adiante. Porém, se observarmos
o termo dentro da esperanga da Equagao (4.6), percebemos que este nao depende de S,

pois

f(xls)f(s)  fly,z,s)  f(slz,y)f(z,y)

sl y) — flsley)  fls|e,y) = f(z,y).

f(ylz, s)

Ou seja, voltamos ao inicio do problema. Dessa forma, o desenvolvimento da estimagao

por esse caminho se torna inviavel.

4.1.2 Estimacao via aproximacao de Laplace

Alternativamente a proposta de estimacao por MCLA, Dinsdale and Salibian-
Barrera (2019) propdem utilizar aproximagao de Laplace para a estimagao dos parametros

do modelo. Podemos reescrever a funcao de verossimilhanga em (4.1) como

:/Bﬂy’m’s)d‘s:/BeXp{f(S,O)}ds,

em que f(s,0) = log(f(y,x,s)). Novamente vamos recorrer a aproximagao do processo
infinito dimensional S por uma malha na regiao B. Assim, escrevemos o processo apro-

ximado por S e a aproximacao de Laplace sera dada por

L(6) = (2m)"*| H(8)|'* exp{f(3(6),6)}, (4.7)

em que N é o tamanho da malha considerada, §(8) é o valor de S que maximiza a fungao
f(s,0), isto é,
5(0) = argmax f(s,0),

S
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e H(0) é a matriz Hessiana de f(s,0) com respeito a S aplicada em 5(0), ou seja,

1) = [ g t60)]

S=5(0)

A estimacao do vetor de parametros 8 se dd4 maximizando a funcao de verossimi-
lhanga aproximada L em (4.7). O método é iterativo e, a partir de um valor inicial para o
vetor de parametros 0(0), podemos esquematizar o processo de estimagao com o seguinte

algoritmo:

Algoritmo: Estimacao de parametros via aproximagcao de Laplace.
1. Encontre o valor que maximiza a funcao f(s,0% V), seja 5(0)*).
2. Calcule a Hessiana H () como funcio de 6 aplicada em 5(8)*).
3. Maximize a funcao L em relacdo a 6 e obtenha %),

4. Se foi observada convergéncia, compute 8%, Caso contrério, repita os

passos de (1) a (3).

Para encontrar a matriz Hessiana H (0), necessitamos das derivadas de segunda
ordem de f(s,0) em relacao a S. Apesar de conseguirmos calcular essas derivadas de
forma analitica, podemos utilizar métodos automaticos de diferenciagdo para obter a
matriz Hessiana. Diferenciagao automatica (Automatic Differentiation - AD) é a érea
em que se estuda e desenvolve métodos capazes de calcular e avaliar derivadas de fungoes
especificadas por um programa de computador (Griewank and Walther, 2008). Para
fazer uso da AD, utilizamos o pacote TMB (Kristensen et al., 2016), que utiliza AD para
computar a aproximacao de Laplace de uma funcao de verossimilhanca e a maximiza com
respeito ao vetor de parametros de interesse. Dessa forma, o pacote realiza a integral em
relagao ao processo latente S na fungao de verossimilhanga em (4.1) e obtém a estimativa
de 6.

Foi comparado o tempo de estimacao para obtencao das estimativas dos parametros
via pacote TMB e via construgao explicita da matriz Hessiana e, em nossas simulagoes,
obtemos resultados mais rédpidos quando utilizamos o primeiro. Uma implementacao

mais eficiente da matriz Hessiana exata talvez inverta esse resultado, porém esse nao foi
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o foco do presente trabalho. Dessa forma, os resultados de estimacao via aproximacao de
Laplace apresentados nessa tese foram obtidos utilizando o pacote TMB.

Note que 5(0) ¢ a moda da distribui¢do de S|z, y para um determinado valor do
vetor de parametros @ (pois essa distribuicao é proporcional a f(y, x, s)). Dessa forma, se
0 ¢ a estimativa do vetor de parametros do modelo, entao é(é) fornece um preditor para
o processo S dados (x,y). Esse método de predi¢ao considera a informagao dos dados
observados e do processo pontual, corrigindo a predicao realizada por Diggle et al. (2010).

Como visto na Secao 2.3, a aproximacao de Laplace funciona bem para distribuicoes
que se assemelham a distribuicao Gaussiana na vizinhanga de sua moda. Além disso, nao
sabemos se a distribuigdo de (S, X,Y’) é unimodal. Como nao conhecemos a distribuigao
conjunta de (S, X,Y), considerar essa aproximagao pode nao ser uma boa escolha. Dessa
forma, apresentamos a seguir nossa proposta de estimacao para contornar esse possivel

problema.

4.1.3 Estimacao via SAEM

Como outra alternativa para o método de estimacao, podemos utilizar o algoritmo
EM se pensarmos os dados do processo S como dados faltantes. Dessa forma, a funcao

de log-verossimilhanca completa é dada por

le(0) =logf(y, @, s) = log [f(ylz, s)f(x]s) [ (s)] = logf(ylx, s) + logf (x|s) + logf(s).

Pelo modelo apresentado na Definigao (3.6), a fungao de log-verossimilhanga com-

pleta toma a forma

O) = —Hlog(r?) = 55 > (= = (@) + 5 sl
—nlog(/jgexp{ﬁs(u)}du) +log f(s) + ¢, (4.8)

em que ¢* é uma constante em relacao aos parametros. Considerando S o processo

aproximado para S em uma malha sobre a regiao B e substituindo a aproximagao do
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termo da integral em (3.26) na Equagao (4.8), obtemos

n N

L(6) = —Flog(r”) = 55 >y — = s(@))’ + B3 nys(x))

al N, o1
—nlog(Z Ajexp{ﬁs(mj)}> — S log(0*) — Slog(IR))

—LS/R_lvac*, (4.9)
202
em que n; € o numero de locais amostrados que se encontram na j-ésima célula da malha
e (x1,...,£n) sdo os centrdides das células da malha.
No primeiro passo do algoritmo EM, calculamos o valor esperado da funcao de log-
verossimilhanca completa condicionado aos dados e a estimativa do vetor de parametros

0 na k-ésima iteracio. Esse passo é dado pela funcio Q(0]0%)) = E[I.(0)|y, x,0"], e

sera
n 1 &
QO18W) = —Jlog(r?) — 55 D Elly: — p— S(x))*ly, . 0] +
=1
N N
+5 Z n;E[S(x))|y, x, O(k)] —nkE [log( Z Ajexp{ﬂS(a:j)}> )y, x, 9(’“)}
j=1 j=1
N 0g0? — Log(IR)) — - B[RSy, @, 8P + ¢ (4.10)
2 2 202 T

Os valores esperados necessarios nao possuem forma fechada, inviabilizando essa
etapa do algoritmo. Métodos de Monte Carlo para aproximar essas esperancas se tornam
lteis e recorremos ao algoritmo SAEM, proposto por Delyon et al. (1999). No algoritmo

SAEM, a funcao Q(0|0(k)) ¢ substituida pela aproximacao

. . 1 & .
QO16Y) = QO18“) + % (z Z 1o(6; 51,2, y) — Q(9|9(k‘1))) ,
L
= Y (% > L(6; Sl,w,y)) + (1= 7)Q(6]6" V) (4.11)
i=1

em que {7;};>1 é uma sequéncia de pesos positivos tal que > 2 v, =00 e Y 77, v; < o0

e §; ¢ uma simulagao de S|z, y, [ =1, ..., L.
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Para o modelo Gaussiano, a funcao Q é dada por
A - (k)
By~ Moe(r?) b ( L sl 2)
Q(616"™) Slog(7) — o ; (i —p—s(@)?) |+
N " N (k)
+5 Z n; (s(a:j))SA — n(log( Z Ajexp{ﬁs(:cj)})>
Jj=1 j=1 SA
——logo” — §log(|R\) — @(S/R s) +c". (4.12)

2 SA

em que

(s@)gy = %l S sils) + (1= ) (s(z)) s,
L

=1

(== s@))?) ) = g Do — sl +
- (k=1)

SA

(1= ) (s = 1o — s())?)
(1o i Aexp{ds(a,)) ) R Z log i Ajexp{Bsi(a)}) +

SA
(1= ) (1og( i Ajexp{@s<wj>}))

(k) 1 &
(S/R_l.S) = T Z sR's;+ (1 — ) <S/R_1S>
=1

SA

SA

(k—=1)

(k=1)

SA

O segundo passo do algortimo - Maximizacao - é constituido em encontrar o valor de

parametros 8 que maximiza a func¢ao em (4.12). Derivando a fungao Q em relagao a cada

parametro de interesse, obtemos

0, Quc(010%) = =3 (5 — u— (s(z)®),

1 1 (4
My — _ _ o s(m)?
0Que(010%) = ——( i (=0 =s(@)?) ).
1 1,
0:2Que(010) = — (N = —(sRs){)).
1 d 1 /d
k)y —1 B -1\ (k)
05Quc(00") = —str(R _dgbR) —202(—d¢(sR 8) )

05Quc(016™) = > n;(s() gy - n% (bg( i Ajexp{ﬁs(w»}))

(k)

SA
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em que Jy denota a derivada em relagao a 6.

Os estimadores dos parametros p, 72 e 02 possuem forma fechada e sdo dados por

3, (v = (s(@) )

ﬂ(k) —
n 7
o (@)?)"
. i — — S(X;
7:2(]‘3) _ ? Yy K SA
n )
-1\ (k)
g™ _ (sR 8)5,4'

N

Os parametros ¢ e [ nao possuem estimadores de forma fechada e devem ser estimados

numericamente, isto €,

) = argmax (Q(@\G(k))).
(¢,8)

>

(¢,
A estimacao é realizada recursivamente até que se observe convergéncia. Note que a

funcao @) possui termos que englobam parametros e que dependem de iteragoes anteriores,

(k)

como o termo (s'R(p)'s) ).

Dessa forma, a estimacao numérica deve levar em conta
os termos que contém os parametros nas iteragoes anteriores. Por isso, escrevemos (4.12)

de forma recursiva

k
Q(016"W) = > " w,Q(06"), (4.13)

r=ko

em que wy = Vg, Wy = Yr H];:Hl(l —s) para r = ko, ...,k —1 e kg é o niimero de iteragoes

sem memoéria do algoritmo. Consideramos a sequéncia proposta por Galarza et al. (2017),
em que w, =0 parar =ko e w, = 1/(k — ko) parar = ko + 1, ..., k.

Para termos informacao sobre a incerteza da estimativa dos parametros, precisamos
conhecer a matriz de informagao de Fisher, que nos permite calcular o erro padrao das
estimativas dos parametros. A matriz de informagao observada ¢é definida por 1(6) =
—031(0;y).

No Capitulo 2, vimos como aproximar a matriz de informagao observada quando
utilizamos os algoritmos MCEM e SAEM. Para isso, devemos conhecer o vetor gradi-

ente da funcao de log-verossimilhanca dos dados completos e a matriz de Hessiana. As
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derivadas de primeira ordem para [.(0) sao dadas por:

0,(6) = = (51— (s())

0.21,(0) = —2%+2—i4 (i = = (@),

0,20.(0) = —%+%‘45’R‘13,

0,1.(0) = —%tr(R18¢(R)>+%3’R18¢(R)R13,
s ()

Considerando a funcao de correlacdo exponencial, temos que 0,R = RD(1/¢), em que
D ¢é a matriz de distancias dos IV centréides da malha utilizada. As derivadas de segunda

ordem sao dadas por

9 B n
l0) = .
n 1
0%1.(0) = 51 6 Z(Z/ﬁ —p—s(x:))?,
N 1
nglc(e) = W — —68/R718,
o o

2140) = str(R(Ou(RIR0,(R) - 2(R)) +

is’R*( —20,(R)R™'0,(R) + a;(R)>R—1s,

202
2LO) — n (ZLAjeXpws@j)}s(wj))Z_zjilAjeXp{ﬂsmj)}s@j)z
e (N, Ajexp{fs(x;)}) SV Ajexp{Bs(a;)} |
0,041(6) = ~= Y (i — 1 s(a),
0,204.(0) = —%S’R_l(%(R)R_ls,

0020, = 0,0,
0502 = 0,20y,

As demais derivadas cruzadas de segunda ordem sao nulas. Dessa forma, obtemos a matriz
Hessiana aproximada pelas equagdes (2.8) ou (2.10) e conseguimos estimar o erro padrao
dos estimadores por diag((1(8))~")"/2, em que I(0) é a matriz de informacao observada

aproximada.
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4.1.4 Predicao

Como visto anteriormente, Dinsdale and Salibian-Barrera (2019) corrigem a fungao
de verossimilhanga apresentada em Diggle et al. (2010) substituindo a distribuigao de
importancia S|y por S|x,y. Utilizar a distribuigao S|,y corrigiria a estimagao no caso
preferencial, porém esta nao possui forma fechada, o que dificulta sua utilizacao. Ferreira
and Gamerman (2015) realizam a amostragem dessa distribuigao utilizando o algoritmo
de Metropolis Hastings (MH) e esse serd o método abordado nesse trabalho.

Considerando o modelo Gaussiano da Defini¢ao (3.6), a distribuigao preditiva

Slx,y é dada por

Fsle,y) o flyle,s)f(ls)f(s)
x exp {—%(:y L, s(@)) (L) My — i, s<w>>} 9

exp{fBs(x;)} s
[H [z exp{Bs( u)}du] I (s). (4.14)

Utilizando o processo aproximado S, obtemos

ola) o exp{ =5 =t~ @) (L) -l - o) |

(;élexp{iiw(j)}:;>n X exp {_%3/(02R(¢))_13} 1)
i1 Ajexp{Bs(z;

A distribuigdo em (4.15) nao possui forma fechada e, assim, nado obtemos seus
valores esperados de forma analitica. Técnicas de integracao de Monte Carlo se tornam
necessarias para avaliar E[S|x,y|, que corresponde aos valores preditos de S. Como
alternativa, utilizamos o algoritmo MH. Note que a dimensao de S depende do tamanho
da malha e, para boa aproximacao, serda uma dimensao grande. Como consequéncia, a
probabilidade de aceitacao do algoritmo é muito baixa e o torna extremamente ineficiente.
Ferreira and Gamerman (2015) propoe gerar cada observagao de S por sua condicional
completa para contornar esse problema. No nosso trabalho, vamos realizar a amostragem
por blocos para reduzir o tempo computacional do algoritmo da abordagem de Ferreira
and Gamerman (2015).

Sejam ngy o nimero de blocos do vetor § e G o tamanho do bloco e denote S,

como o g-ésimo bloco, g = 1,...,n,. A distribui¢do de Sy|s_,, x,y, em que S_, = S\ S,
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é dada por

f(sgls-g,2,y) o exp {—L > i — p—s(x))*1{s(x;) € S,}] } X

272 4
=1

-n

[H(exp{ﬁs(%)ﬂ{s(%)659}})nj] Zﬁjexp{ﬁs(%‘)}] x

J=1

exp {—%s’(azR(qﬁ))ls} | (4.16)

Dessa forma, ¢ gerado um valor proposto para cada elemento de S, com distri-
buicao de proposta Gaussiana univariada centrada no seu valor na iteracao anterior e

variancia d;. A probabilidade de aceitagao do bloco S, ¢ dada por

Ps, OC exp {—2% Z [((yi — = sp(®:))? — (i — 1 — se(:))?) 1{s(x;) € Sg}} } x
al | [0 Ajexp{Bs,(x;)}]
ex Splxj) — Sc(T; S\ Sy l ]N
[H( p{B(sp(x;) — sc(x;))1{s(x;) € Sy}}) ] [ZH Ajexp{ﬁsc(mj)}] X

J=1

1
exp {——(S;Rlsp — S’CRlsc)} .

202

Como alternativa e discutido na Secao 4.1.2, dado o vetor de parametros estimados

0, podemos realizar a predi¢ao do processo Gaussiano S através da moda da distribuicao

de S|z,y. Logo, §(0) fornece valores de predigao dados os parametros estimados e os

dados.

4.2 Modelo t-Student

Ha pelo menos duas maneiras de induzir uma distribuicao de t-Student no mo-
delo Gaussiano da Definigdo (3.6). A primeira é considerar o processo latente S como
um processo t-Student. Dessa forma, estamos definindo que a densidade dos valores do
processo S nas caudas da distribuicao é maior quando comparada ao processo Gaussiano,
isto é, observacoes que eram consideradas atipicas passam a ser consideradas plausiveis
pelo modelo. A segunda forma é considerar que, dados o processo S e o processo pontual
X, Y possui distribuicao t-Student. Nesse sentido, dizemos que o processo de medida

possui caudas mais pesadas e os valores considerados atipicos pelo modelo Gaussiano sao
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interpretados como valores em que houve um erro maior na mensuracao. Também pode-
mos incluir a distribuigao t-Student no processo S e no processo Y, mas o modelo fica
mais complexo.

Nessa tese, trabalhamos com a distribuicao t-Student no processo latente .S, signifi-
cando que os valores reais do processo tem distribuicao com caudas pesadas. Dessa forma,
vamos definir o processo t-Student e o modelo geoestatistico t-Student com amostragem

preferencial.

Definicao 4.1 Um vetor aleatério 8 € R? possui distribuicio t-Student com v graus de
liberdade (gl), vetor de locagio p e matriz de escala ¥ se sua fungdo de densidade de

probabilidade € dada por

L((v+d)/2) - (s — p)S~(s — p) —(v+d)/2 |

1) = Sy omye s v

em que I'(.) € a fungdo gama. Se v > 1, entao a distribuicdo possui média p e se v > 2,

v(v —2)713 € a matriz de covariancias.

Defini¢ao 4.2 Um processo t-Student com v gl é um processo estocdstico {S(b);b € B},
B C R%, com d > 1, no qual qualquer conjunto finito de pontos seque uma distribuicdo

t-Student com v gl.

Definicao 4.3 O modelo geoestatistico t-Student com amostragem preferencial € definido
pela sequinte forma hierdrquica:

1 : S € um processo estaciondrio e isotropico t-Student com v gl em uma regiao

2 e fungdo de correlagao p(h,d), em que

B com média 0, parametro de escala o
= ||lx — @'|| € a distancia euclidiana entre os pontos x e ', ¢ € o parametro da

fungao de correlagio e x,x’' € B,

2 : Condicional em S, X € um processo de Poisson nao homogéneo com tara \(x) =

exp(a + BS(x)), em que o e  sGo nimeros reais.

3 : Condicional em S e X, Y € um conjunto de v.a. Gaussianas independentes com

Y(x;) ~ N(p+ S(x;), 7%).

Vale ressaltar que os graus de liberdade (v) nao serao estimados, sendo considerados
fixos durante toda a tese. A estimacao de v foi considerada para trabalhos futuros, como

sera discutido posteriormente.
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4.2.1 Estimacgao via aproximacao de Laplace

Considerando que o processo latente S seja um processo t-Student com v gl, vamos
aproximé-lo por uma malha na regiao B. O processo S aproximado possui distribuigao

t-Student com v gl com funcao de densidade dada por

I

o (v + N)/2) sRls] T2
9= s amat e [

vo

em que R = R(¢) é a matriz de correlagdo do processo aproximado S.

A estimacao via aproximagao de Laplace para o modelo t-Student é equivalente a
estimacao para o modelo Gaussiano, alterando a funcao de densidade do processo apro-
ximado S para a distribuicao t-Student. A alteracao também se dd na matriz Hessiana
H(0), cujas derivadas dependem da distribui¢ao de S. O pacote TMB constrdi essas de-
rivadas utilizando AD, nao sendo necessdrias calculd-las analiticamente. Porém, para o
caso do modelo t-Student com amostragem preferencial, o uso de meméria RAM para ar-
mazenar as derivadas e a matriz Hessiana ¢ alto, sendo essa uma limitacao computacional
do método. Em nossas simulagoes, o tamanho de malha maximo utilizado foi de 20 x 20,
utilizando cerca de 26 Gb de memoéria RAM.

Dessa forma, foi utilizado o pacote TMB para estimacao dos parametros do modelo

t-Student, recorrendo-se ao algoritmo apresentado na Segao 4.1.2.

4.2.2 Estimacao via SAEM

Desenvolvemos a seguir a estimacao dos parametros do modelo geoestatistico t-
Student com amostragem preferencial. Construindo uma malha sobre a regiao B, a funcao

de log-verossimilhanca completa do modelo é dada por

l(0) = log[f(yle,s)f(x[s)f(s)] = logf(yle,s) +logf(x|s) +logf(s)

n N
a _glog(TQ) - 2_; 2 (yi — e — s(x:))* + 6 ; n;s(e;)
al N, .1
~nlog( Y- Ajexp{Bs(a;)}) — Flog(0?) ~ Slog(|R)

N 'R
—(’”L >10g {1+8 S]Jrc:, (4.17)

2 vo?



4.2 Modelo t-Student 71

em que A; é o volume da j-ésima célula da malha, n; é o nimero de observacoes na

j-ésima célula e c¢; é uma constante em relacao aos parametros. A fungao () é dada por

Q(016%) = —Flog(r?)

T

+BZ“1(S(%))§

1 — (k)

5 ()
/)1 —n (log( i Ajexp{ﬁs(a;j)}>>

(k)

SA

N 1 v+ N sR's\ " .
—3logcr2 - 510g(|R|) - ( 5 ) (log {1 + 5 }) + ¢,

em que

(s()) )

(k)
SA

(== s(@))?)

(k)

(1o i sexpdsta,)})

SA

/R—l (k)
(s [1+ 557
vo SA

vo SA

(4.18)

e D@ + (1= s(a) &,

1 L

’Ykz lz;(yz‘ — M= 51(5'3z‘))2
(k=1)

=) (s == s@)?)

SA

L N
e Solos( 3 Ajexp(Bsi()}) +
=1 Jj=1

(k=1)

N
() (le( X Ao}
j=1 SA
1< 'R
'ykz ;log [1 + SlT‘QSZ] +

/Rfl (k=1)
(1—'yk)(log{1+s 28]> :

ve SA

Os estimadores dos parametros ;. e 72 possuem forma fechada e sao dados por

(k)

7:2(k) _

3, (v = (s(@) )

(5 — = s(w)?)

Y

n
(k)

SA
n

Diferente do modelo Gaussiano, o estimador do parametro o para o modelo t nao

possui forma analitica. Assim, os parametros o2, ¢ e 3 devem ser estimados numerica-
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mente, isto é,

~

( 27&7

=

) = argmax (Q(G!O(k))).
(02,¢,8)

A estimacao é realizada recursivamente até que se observe convergéncia. Assim como no
modelo Gaussiano, a func¢ao Q possui termos que englobam parametros e dependem de
valores das iteracoes anteriores. A forma recursiva da funcao Q em (4.13) é adotada.

Para avaliar a incerteza sobre a estimacao dos parametros, vamos calcular a matriz
de informacao observada, que serd aproximada como visto no Capitulo 2. Para isso,
necessitamos das derivadas de primeira e segunda ordem da funcao de verossimilhanca
completa dos dados.

Para os parametros p, 72 e 3, as derivadas de primeira e segunda ordem (inclusive
as derivadas cruzadas) sdo idénticas as do modelo Gaussiano. Em relac¢do aos parametros

0% e ¢, obtemos

N v+ N SsR7's

Do2Le(0) = 202 202 vo?+ sR7's’
- 1 -1 v+ N I -1 1
0ul(0) = —5tr (R0,R) + s et S B RIR s,

1 [N (v+ N)sR™'s 1 v
0%1.(0) = — |= S+ —
21e(0) 202 {02 * ( vo?+ sR7's oz vo2+sR7's)]’

031.(8) = %tr(R1(0¢(R)R15¢(R)—8£(R)>>+

_w+N) z ) [(y02 +8R7's) (S R'9,(R)R 's)* +

(vo® + sR71s) 'SR (—20,(R)R0,(R) + 05(R)) R’ls}
viv+ N ) _
0,20,1,(0) — _2(y02(+ s/R)ls)Qs R(0,R)R s,
0,20, = 0s0e.

Dessa forma, obtemos a matriz Hessiana aproximada pelas equagoes (2.8) ou (2.10)

1/2

e conseguimos estimar o erro padrao dos estimadores por diag(I(0)~")/2, em que I(0) é

a matriz de informagao observada aproximada.
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4.2.3 Predigao

Considerando o processo aproximado S, a distribuigao preditiva de S|z, y para o

modelo t-Student com amostragem preferencial é dada por

fsloy) x flylzs)f(els)f(s)
x exp {—§<y il s(@)) (L) My — i, s(w»} <

ij:l exp{fs(z;)}"™ §
(Zjvzl Ajexp{ﬂs(wj)}> n

S’R_ls} *(VEN)

vo?

[1 + (4.19)
Para gerar amostras da distribuicao em (4.19), serd utilizado o método MH em
blocos. Novamente, sejam n, o nimero de blocos do vetor § e G o tamanho do bloco

e denote S, como o g-ésimo bloco, g = 1,...,n,. A distribui¢do de Sy|s_,, x,y, em que

S_,=8S\S,, é dada por

i=1

F(Syls-g @ y) x exp {—2—;2 (s — 10— s(@0)*1{s(z:) € Sg}]} x

—n

I T (exp{Bs(x;)1{s(x;) € Sg}})nj]

Lj=1

ZAjeXp{ﬁsm)}] x

1/+N)

s’Rls} (%

1 4.2
B (4.20)

Dessa forma, ¢ gerado um valor proposto para cada elemento de S, com distri-
buicao de proposta Gaussiana univariada centrada no seu valor na iteracao anterior e

variancia d;. A probabilidade de aceitagao do bloco S, ¢ dada por

n

ps, o exp {—2% > [((yi — 1= sp(®:)* = (yi — = se(@i))?) U{s(z;) € Sg}} } X

i=1

i w] [Z0 Asexp{Bsy(@)}]
ex sp(x;) — se(x; s(xz;) € S, J . X
[T (exp{B(sy () = sela)2{s(x,) € 8,3}) ”zj_l Ajexp{ﬁsc(mj)}]

Lj=1

v+ N )

Vo + S;R_lsp] (4

vo?+ s R 's,
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Capitulo 5

Inferéncia classica - Estudo de simulacao

Apresentamos a seguir resultados de simulagoes para avaliar a metodologia apre-
sentada. Discutimos o comportamento das cadeias de Markov da distribuicao preditiva
S|z, y obtidas via Metropolis Hastings. Além disso, estudamos o efeito da blocagem no
algoritmo MH para gerar amostras da distribuicao preditiva na estimacao dos parametros
pelos métodos MCEM e SAEM e verificamos também o impacto de se fixar o parametro
de correlacao nas estimativas dos parametros do modelo. Para comparacao dos métodos
de estimacao, realizamos um estudo comparativo entre os métodos MCLA, TMB, MCEM

e SAEM. Por fim, comparamos os métodos de predicao a partir dos parametros estimados.

5.1 Distribuigao preditiva de S|z,y

A distribuicao preditiva de S|x,y é obtida através de simulagbes, pois nao pos-
sui forma analitica, e foi apresentado na Se¢ao 4.1.4 um algoritmo MCMC com passo
de Metropolis-Hastings para gerar amostras de tal distribui¢ao. Dessa forma, torna-se
necessaria a avaliacao da convergéncia das cadeias de Markov para identificarmos se a
distribuicao alvo foi atingida. E a partir da convergéncia que se obtém as amostras
da distribuicao de interesse, sendo desconsideradas as amostras geradas antes da con-
vergéncia, o que chamamos de burn in. No caso, temos a cadeia de Markov de cada S;
gerado, i = 1,..., N, N o tamanho da malha de predicao. Como sao muitas cadeias, veri-
ficar cada uma se torna impraticavel e uma alternativa é verificar se a cadeia de Markov
de uma funcao de todas as varidaveis converge. Dessa forma, verificamos se a cadeia da
funcao de log-densidade de S converge e o tamanho de burn in necessario para alcancar
a convergencia.

Para gerar uma amostra do processo Gaussiano, foi utilizada uma malha 50 x 50
no quadrado unitario, totalizando 2500 células. Nessa malha, foi gerada uma realizacao
do processo Gaussiano S. A partir da amostra de S, uma realizacao do processo pontual
X de tamanho 100 foi gerada através do Algoritmo 2 da Segao 2.4.2 considerando n fixo.
Dados S e X, uma amostra do processo Y foi simulada. Dessa forma, obtemos uma

amostra do modelo geoestatistico Gaussiano. Os parametros considerados foram p = 4,
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72 = 0,10, 02 = 1,5, ¢ = 0,15 e B = 2. Para o processo t-Student, a simulacao foi
realizada de forma andloga, considerando v = (1, 3,5, 7, 10) graus de liberdade na geragao
do processo S.

Para realizar a predi¢ao, foram consideradas malhas regulares de tamanhos N
iguais a 225, 400, 625 e 900 e considerados tamanhos de blocos 1, 5 e 10. Dessa forma,
podemos verificar o efeito do tamanho da malha e do tamanho do bloco nas cadeias de
predi¢ao. Como valor inicial para o vetor S, foi gerado um valor de uma distribuigao
Normal padrao para cada S;, i = 1,..., N e foram realizadas 1000 iteragoes do algortimo
MH.

A Figura 5.1 apresenta o mapa do processo S simulado para N = 625 e os pontos do
processo pontual X para os modelos Gaussiano e t-Student com 3 gl. Como esperado, os
pontos da amostra de X sdo compostos, em sua maioria, por valores altos (pois escolhemos

um valor positivo para o parametro de preferéncia f3).
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Figura 5.1: Mapas de S para N = 625 e o processo pontual X (pontos marcados) para
os modelos (a) Gaussiano e (b) t-Student com 3 gl.

A Figura 5.2 apresenta as cadeias da funcao de log-densidade de S para ambos
modelos, considerando tamanho de bloco igual a 1 e diferentes tamanhos de malha N.
Observamos réapida convergéncia para todos os tamanhos de malha considerados para
ambos modelos, sendo que as cadeias de S do modelo Gaussiano apresentaram menor
variabilidade. Notamos também um burn in necessario de 100 iteracoes para visualizar
convergéncia da cadeia de log-densidade de S para o modelo Gaussiano e 200 iteragoes para

o modelo t-Student. Considerando o modelo t-Student, observamos maior variabilidade
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Figura 5.2: Gréfico das cadeias de Markov da log-densidade de S para os modelos Gaus-
siano e t-Student considerando varios valores de N e graus de liberdade.

das cadeias para maiores valores de N considerados.

A Tabela 5.1 apresenta o tempo computacional que foi necessario para se realizar
as 1000 iteracoes do algoritmo MH para ambos modelos. Para um N fixo, o tempo
é semelhante para os modelos Gaussiano e t-Student. Considerando os valores de N,
percebemos um aumento nao linear no tempo computacional, chegando a cerca de 20
minutos para N = 900.

A Figura 5.3 apresenta as cadeias da funcao de log-densidade de S para ambos
modelos, considerando N = 225 e tamanhos de bloco iguais a 1, 5 e 10. Observamos que
a convergeéncia é mais rapida para a geracao de elemento por elemento. Quanto maior o

tamanho do bloco, mais lenta é a convergéncia, porém menor o tempo computacional como
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Tabela 5.1: Tempo computacional (em segundos) para realizar 1000 iteragdes do algoritmo
MH para os modelos Gaussiano e t-Student considerando simulacao de elemento por
elemento de S.

N Normal t1 ts ts tr tio
225 21,25 21,34 20,83 20,79 20,78 20,78
400 11048 107,35 107,59 106,91 107,47 107,20
625 398,62 391,26 394,79 391,46 394,74 391,44
900 1176,48 1159,14 1167,35 1159,44 1167,43 1159,05
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Figura 5.3: Gréfico das cadeias de Markov da log-densidade de S para os modelos (a)
Gaussiano e t-Student com (b) 3, (¢) 5 e (d) 10 gl, considerando varios valores de G.

mostra a Tabela 5.2. Logo, um balanco entre o tempo de burn in e tempo computacional
deve ser levado em consideracao para realizar predigoes.

A importancia em escolher a melhor combinacao de tamanho de malha e tamanho
de blocos se da, principalmente, na estimacao dos parametros do modelo. Pelo algoritmo

SAEM, necessitamos gerar amostras da distribuicao preditiva S|, y para toda iteragao do
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Tabela 5.2: Tempo computacional (em segundos) para realizar 1000 iteragdes do algoritmo
MH para os modelos Gaussiano e t-Student com 3 e 5 gl, considerando tamanhos de malha
225 e 900.

N = 225 N =900
G Normal t3 ts Normal ts ts
1 21,41 2148 21,49 1331,92 1369,32 1370,46
5 428 441 4,39 271,15 269,89 274,93

10 2,17 2,16 221 13518 136,44 135,65

algoritmo e, se escolhemos uma malha refinada e tamanho de bloco igual a 1, por exemplo,
o algoritmo sera bastante ineficiente em relacao a tempo computacional. Por outro lado,
se admitimos um tamanho de malha e de bloco tal que nao comprometa a estimacao dos
parametros e aumente a velocidade para obtencao das estimativas, tornamos o algoritmo
mais eficiente. Por exemplo, considere realizar 300 iteracoes do algoritmo SAEM para o
modelo Gaussiano com N = 225 e G = 5. Com essa combinac¢ao, o tempo para gerar
uma amostra da distribuicao preditiva com burn in de 100 iteracoes é 2,4 segundos, o
que significa que seriam necessarios 12 minutos do algoritmo para realizar predicao. Por
outro lado, se escolhemos N = 900 e G = 1 e mesmo tamanho de burn in, o algoritmo
levaria quase 12 horas somente na etapa de predicao.

Apéds a convergéncia da cadeia da log-densidade de S, obtemos amostras da dis-
tribuigao preditiva S|z, y que nos permite realizar a predigao do processo S na regiao de
estudo e construir mapas de predicao. Para avaliar a qualidade da predicao obtida, foram
consideradas as amostras do processo Gaussiano e t-Student com 3 gl, tamanho de malha

900 e calculadas duas medidas de erro, sendo elas:
e Frro Médio Absoluto: o
EMA = N; 1S; — Sil,
em que S; é a estimativa de S na i-ésima localiza¢do da malha.

e Raiz quadrada do Erro Quadréatico Médio de Predicao:

REQMP = \/%(S - S) (8- 8),

sendo S a estimativa do vetor S.

As amostras foram simuladas considerando valores de § iguais a zero (amostragem
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nao preferencial), 1 e 2. Dessa forma, podemos comparar a predigao realizada pela distri-
buigao preditiva e pelo método de krigagem para diferentes forcas de preferenciabilidade.
Foram realizadas 300 iteracoes na predicao pela distribuicao preditiva e descartadas as
100 primeiras.

A Figura 5.4 apresenta o mapa do processo S original, considerando distribui¢ao
normal, e os mapas preditos pela distribuicao preditiva e por krigagem, considerando os
vérios valores de . Para o processo com amostragem nao preferencial (f = 0), observa-
mos que as predicoes obtidas pelos métodos se diferem em vérias regioes do mapa, como no
quadrante inferior esquerdo, em que a predigao realizada pela distribuicao preditiva apre-
senta valores menores comparado aos valores obtidos pela krigagem. Para os processos
com amostragem preferencial, notamos que as estimativas pela krigagem sao superesti-
madas, nao recuperando os menores valores do processo S. Ja para as predicoes obtidas
pela distribuicao preditiva, obtemos estimativas mais préximas das verdadeiras. Observe
que, a medida que o valor de § aumenta, a amostra é composta cada vez mais por valores
altos do processo, reduzindo a informacao sobre os menores valores do mesmo. Desse
modo, nao possuimos informacao suficiente para estimar os valores na cauda inferior do
processo S. Apesar disso, o método de predicao pela distribuicao preditiva consegue obter
um alcance da cauda inferior do processo maior que o método de krigagem, tornando-o
mais adequado e menos viesado na presenca de amostragem preferencial.

A Tabela 5.3 apresenta as medidas de qualidade de predi¢ao para o modelo Gaus-
siano considerando amostras com os diferentes valores de 5. Notamos que o método de
krigagem resultou em menores EAM e REQMP na situacao de nao preferenciabilidade,
indicando melhor predicao que a obtida pela distribuicao preditiva. A justificativa para
esse resultado é que a krigagem fornece a predigao exata (de forma analitica) no caso nao
preferencial, fornecendo melhores resultados comparados aos de simulagao. Na presenca
de amostragem preferencial, o método que apresenta menores valores de EMA e REQMP
¢ o da distribuicao preditiva. Nesses casos, o método de krigagem nao considera a in-
formagao do processo pontual, resultando em estimativas com maiores medidas de erro.
Observe que, quanto maior o grau de preferenciabilidade, maior serd o viés da predicao,
pois nao possuimos informacao suficiente para recuperar completamente o processo S
original. Porém, notamos que as medidas de erro de predicao aumentaram mais para o

método de krigagem do que para o método da distribuicao preditiva, quando § aumentou
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Figura 5.4: Mapas do processo S Gaussiano simulado (primeira coluna) e preditos pela
distribuigao de S|x,y (segunda coluna) e por krigagem (terceira coluna), considerando
amostras com (a) =0, (b) f=1e (c) f=2.

de 1 para 2, indicando que esse é mais adequado no caso de amostragem preferencial que
0 primeiro.

A Figura 5.5 apresenta os graficos de valores preditos versus valores verdadeiros do
processo Gaussiano S considerando os dois métodos de predicao. O método de krigagem
apresentou melhores estimativas no caso nao preferencial, apresentando pontos que se

concentram mais ao redor da reta de 45° comparado ao método da distribuigao preditiva,
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Tabela 5.3: Medidas de qualidade de predicao para o modelo Gaussiano.

6] Método EMA REQMP
Dist. Preditiva 0,635 0,826
Krigagem 0,583 0,754

Dist. Preditiva 0,613 0,793
Krigagem 0,744 0,971

Dist. Preditiva 0,623 0,817
Krigagem 1,007 1,279
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Figura 5.5: Grafico de valores preditos versus valores verdadeiros do processo Gaussiano S
considerando (a) a distribui¢@o preditiva S|z, y e (b) o método de krigagem para valores
de ( iguais a 0 (primeira coluna), 1 (segunda coluna) e 2 (terceira coluna).

corroborando com o mapa e os valores de erro de medida apresentados. Para o caso prefe-
rencial, observamos claramente que o método de krigagem nao consegue recuperar a cauda
inferior do processo S, tornando as estimativas viesadas. O método da distribucao predi-
tiva conseguiu recuperar parte da cauda inferior do processo, proporcionando estimativas
melhores.

Para o modelo t-Student com 3 gl, foram realizadas 400 iteragoes do método de
distribuicao preditiva e descartadas as 200 primeiras. A Figura 5.6 apresenta o mapa

de S simulado e os mapas de predi¢ao obtidos pela distribuigao preditiva S|z, y e pelo
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método de krigagem. Assim como no modelo Gaussiano, a predicao realizada por krigagem
apresenta melhores resultados na situacao nao preferencial e a distribuigao preditiva nas
situagoes de presenca de amostragem preferencial. A Tabela 5.4 apresenta as medidas de
qualidade de predi¢ao para o modelo t-Student com 3 gl e a Figura 5.7 mostra os graficos de
valores preditos versus valores verdadeiros do processo S considerando os dois métodos de
predi¢ao. Novamente notamos que o método de krigagem nao recupera a cauda inferior do
processo S, apresentando maiores medidas de erro quando comparadas as da distribuigao
preditiva. Vale ressaltar que o método de distribuicao preditiva recupera apenas uma
parte da cauda inferior do processo S devido a falta de informacao dos menores valores

que a amostra prove.

Tabela 5.4: Medidas de qualidade de predi¢ao para o modelo t-Student com 3 gl.

o) Método EMA REQMP
Dist. Preditiva 0,631 0,817
Krigagem 0,563 0,736

Dist. Preditiva 0,615 0,795
Krigagem 0,743 0,968

Dist. Preditiva 0,763 1,015
Krigagem 1,045 1,323
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5.2 Efeito da blocagem na estimacao dos parametros do modelo

Ferreira and Gamerman (2015) utilizaram blocos de tamanho 1 na geragao de
amostras de S|x,y, ou seja, geraram elemento por elemento do vetor S do processo
Gaussiano. Em nosso trabalho, consideramos blocos de tamanho maior a fim de melhorar
o desempenho computacional e, dessa forma, uma analise do efeito do tamanho dos blocos
na estimacao dos parametros do modelo deve ser considerada.

Foi realizado um estudo Monte Carlo no qual amostras do processo foram simu-
ladas no quadrado unitario utilizando uma malha 50 x 50, totalizando 2500 células. Os
parametros considerados foram p = 4, 72 = 0,10, 0> = 1,5, ¢ = 0,15 ¢ 3 = 2. Para
a estimacao dos parametros, foi considerada malha de tamanho 15 x 15 totalizando 225
células. Foram simuladas 50 amostras e, apesar de pequeno, essa quantidade foi escolhida
devido ao tempo computacional para realizar todas as estimagoes.

A Figura 5.8 apresenta os graficos de boxplot das estimativas dos parametros do
modelo Gaussiano por MCEM para diferentes tamanhos de simulagoes (L) da distribuigao
preditiva de S|z, y e diferentes tamanhos de bloco considerando tamanho de malha igual
a 225. Observamos resultados semelhantes entre o nimero de simulagoes da distribuigao
preditiva e também entre os blocos. A diferenca na estimacao dos parametros para blocos
diferentes da distribuicao preditiva estd no tamanho do burn in necessario para a con-
vergencia da cadeia de S, como visto na secao anterior. Para os blocos 1 e 5, foi utilizado
um burn in de tamanho 150, ao passo que para o tamanho de bloco 25, esse tamanho foi
de 500. Por isso, notamos através da Tabela 5.5 que a reducao do tempo computacional
nao foi tao grande entre os blocos 5 e 25.

Por proporcionar resultados semelhantes entre os blocos e pela redugao do tempo
computacional, escolhemos trabalhar com tamanhos de bloco iguais a 25 para realizar a
estimagao.

Tabela 5.5: Tempo médio (em minutos) para estimagao dos parametros do modelo Gaus-
siano considerando tamanho de malha 225.

ING 1 5 25
1 59 25 1,7
10 64 21 1,8
20 82 28 18
50 7,9 2,7 21
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Figura 5.8: Graficos de boxplot de 50 estimativas dos parametros do modelo pelo MCEM
considerando uma malha regular de tamanho 225 e o modelo Gaussiano. Alguns pontos
foram omitidos do grafico do parametro 3 cujos valores estavam abaixo de 0 ou maior que
4, correspondendo a, no méaximo, 4% em relacao as 50 estimativas.

5.3 Efeito de fixar o parametro de correlacao

Zhang and Wang (2010) mostram empiricamente que nao se perde qualidade nas

estimativas dos parametros do modelo tradicional Gaussiano ao fixar ¢, ganhando tempo
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computacional e evitando possiveis problemas numéricos, uma vez que ¢ seria estimado
numericamente. Nesta secao, investigamos o efeito de fixar o parametro de correlagao no
modelo geoestatistico com amostragem preferencial.

A estimacao foi realizada de duas formas: a primeira estimando o parametro ¢
e a segunda considerando um valor fixo para ¢. Para a segunda forma de estimagao,
assumimos os valores 0,05, 0,15 (verdadeiro), 0,5 e 1,0. Dessa forma, analisamos as
estimativas dos parametros quando subestimamos e superestimamos o valor do parametro
de correlagao.

Realizamos 100 iteragoes do algoritmo MCEM, considerando uma malha regular de
tamanho 15x15, um tamanho de burn in 500 para simulacao da distribuicao preditiva mais
20 simulacoes. Foram realizadas 50 estimagoes, sendo que as estimativas dos parametros
foram calculadas pela média das tltimas 50 iteragoes do algoritmo e a Figura 5.9 apresenta

o grafico de boxplot das estimativas. Observamos que fixar o valor de ¢ nao altera muito
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Figura 5.9: Graficos de boxplot de 50 estimativas dos parametros do modelo pelo MCEM
considerando uma malha regular de tamanho 225 e o modelo Gaussiano. O parametro ¢
foi fixado nos valores 0,05, 0,15 (verdadeiro), 0,5 e 1.
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as estimativas dos parametros considerando ambos tamanhos de bloco. Analisando o
grafico para o2, percebemos, empiricamente, que nosso modelo nao estima os parametros
o2 e ¢ de forma consistente, corroborando com o resultado de Zhang (2004) para processos
Gaussianos: a estimativa de o depende do valor de ¢.

A Figura 5.10 apresenta o grafico de boxplot das estimativas da razao o%/¢ e,
exceto para o valor fixo subestimado (0,05), os resultados sao semelhantes ao resultado

obtido quando estimamos ¢. Em ambos os casos de estimar ou fixar o parametro de
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Figura 5.10: Gréficos de boxplot de 50 estimativas de 02/¢ pelo MCEM considerando
uma malha regular de tamanho 225 e o modelo Gaussiano. O parametro ¢ foi fixado nos
valores 0,05, 0,15 (verdadeiro), 0,5 e 1.

correlagio, a razao 02/¢ é subestimada e, para o caso do parametro ¢ fixado, isso ocorre
porque o modelo nao consegue estimar o2 no ponto que corresponde ao valor verdadeiro
da razao de 0%/, que no caso é igual a 10. Por exemplo, para ¢ = 1, as estimativas de
o? deveriam estar em torno de 10, porém os resultados estao bem abaixo desse valor. A
justificativa se da pelo fato de que, no modelo, temos outras relacoes de o2 além de ¢.
Comparar os dois casos (parametro de correlagao fixo ou nao) nos dé uma nogao de como
o modelo se comporta, pois a razao o2/¢ foi subestimada em ambos.

Considerando o método SAEM com as tltimas 50 iteragoes com memoria, a Figura
5.11 apresenta a mesma analise e observamos que os resultados obtidos sao semelhantes
aos do método MCEM.

A Tabela 5.6 apresenta o tempo médio em minutos da estimacao dos parametros
do modelo.

Em relagao ao MCEM, observamos que ha uma reducao consideravel de mais

de 90% quando consideramos tamanho de bloco igual a 5 e fixamos o parametro de
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Figura 5.11: Graficos de boxplot de 50 estimativas dos parametros do modelo pelo SAEM
considerando uma malha regular de tamanho 225 e o modelo Gaussiano. O parametro ¢
foi fixado nos valores 0,05, 0,15 (verdadeiro), 0,5 e 1.

correlacao e de cerca de 60% para tamanho de bloco igual a 25. Analisando o tempo para
o método SAEM, notamos uma reducao de 97% do tempo necessario para a estimacao dos
parametros. Vale ressaltar que, no caso SAEM, a forma recursiva da funcao @) é levada
ao processo de otimizacgao, o que significa que o tempo cresce de forma nao linear quanto

maior o numero de iteragoes com memoria.

Tabela 5.6: Tempo médio (em minutos) para estimagao dos parametros do modelo Gaus-
siano.

¢
Método Bloco Estimado 0,05 0,15 0,5 1
5 13,89 1,16 1,16 1,16 1,17
MCEM 25 1,82 0,75 0,75 0,75 0,79
SAEM 25 3220 0,85 0,84 0,84 0,84

A Figura 5.12 apresenta a mesma analise para os dados gerados sem amostragem
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preferencial e observamos resultados equivalentes.
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Figura 5.12: Gréficos de boxplot de 50 estimativas dos parametros do modelo pelo MCEM
considerando uma malha regular de tamanho 225 e o modelo Gaussiano sem preferencia-

bilidade. O parametro ¢ foi fixado nos valores 0,05, 0,15 (verdadeiro), 0,5 e 1.
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5.4 Estimacao dos parametros do modelo

Apresentaremos agora a analise da qualidade de estimacao dos parametros do
modelo geoestatistico com amostragem preferencial pelo pacote TMB e através dos al-
goritmos MCEM e SAEM. Comparamos as estimativas obtidas por esses métodos com
as obtidas pelo método de aproximagao da funcao de verossimilhanca por Monte Carlo
(MCLA) presente em Diggle et al. (2010).

Para gerar uma amostra do processo Gaussiano, foi utilizada uma malha 50 x 50 no
quadrado unitario, totalizando 2500 células. Nessa malha, foi gerada uma realizacao do
processo Gaussiano S. A partir da amostra de S, uma realizacao do processo pontual X
de tamanho 100 foi gerada e, dados S e X, uma amostra do processo Y foi simulada. Os
parametros considerados para foram p =4, 72 = 0,10, 02 = 1,5, ¢ = 0,15 ¢ B = 2. Para
o processo t-Student, a simulacao foi realizada de forma andloga, considerando 3 graus de
liberdade na geracao do processo S. A partir da amostra gerada, foram construidas malhas
regulares de tamanho 225 e 400 para estimacao. As localizacoes dos valores observados
foram substituidas pelas coordenadas do centréide mais préximo da malha utilizada, como
pode ser observado na Figura 5.13. Foram, entao, realizadas 200 estimacoes através dos

métodos considerados.
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Figura 5.13: Exemplo da etapa de alocar os valores observados na malha considerada
para estimacdo. (a) malha e amostra (225 pontos da malha mais 50 locais observados) e
(b) 225 pontos da malha na qual os pontos destacados contém informagao de Y.

Modelo Gaussiano
Para comparar os métodos de estimacao, a Figura 5.14 apresenta o grafico de

boxplot das estimativas dos parametros do modelo Gaussiano para os métodos descritos.



5.4 Estimacao dos parametros do modelo 92

Notamos que considerar a informacao do processo pontual na distribuicao preditiva de
S|z, y melhora a estimativa do parametro de média, apresentando valores mais préximos
do verdadeiro em comparacao com o método MCLA. O efeito pepita foi superestimado
nos métodos TMB e MCEM, mas apresentam melhores estimativas de o?. O parametro

de correlacao e o parametro de preferenciabilidade foram melhores estimados pelo nosso

método MCEM, evidenciando a qualidade do método.
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Figura 5.14: Graficos de boxplot das estimativas dos parametros do modelo Gaussiano

pelos métodos MCLA, TMB e MCEM considerando malhas de tamanho 225 e 400.

A Tabela 5.7 apresenta o tempo médio para estimacao dos parametros do modelo
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para cada método utilizado. Observamos que o método MCEM fornece resultados em
tempo muito superior aos demais métodos para os dois tamanhos de malha, tornando-o

menos atrativo em relagao ao método TMB no quesito computacional.

Tabela 5.7: Tempo médio (em minutos) para estimacao dos parametros do modelo Gaus-
siano.

N\Método MCLA TMB MCEM
225 0,02 0,14 4,06
400 0,03 0,63 13,96

Como utilizamos a forma recursiva da funcao Q na etapa de maximizagao numérica
do método SAEM, esse apresenta tempo computacional muito superior aos demais métodos
quando estimamos o parametro de correlagao. Por exemplo, o tempo médio de execucao
do SAEM com 100 iteragoes, sendo as iltimas 50 com meméria, em uma grid de tamanho
225 foi de 32 minutos. Como devemos inverter a matriz de correlacao quando estimamos
¢ e carregamos a forma recursiva de Q na etapa de otimizacao, isso causa um grande
aumento no tempo computacional, tornando o método pouco atrativo. Dessa forma, para
comparar as estimativas obtidas por MCEM e SAEM, realizamos o estudo considerando
o parametro ¢ fixo em seu valor verdadeiro (0,15). Consideramos 150 iteragoes, sendo
as ultimas 50 com memoria para o SAEM. Como pode ser observado na Figura 5.15, os
resultados sao similares para ambos os modelos. O tempo médio de execucao foi de 2,69
minutos para MCEM e 2,92 minutos para SAEM, evidenciando o ganho computacional

que obtemos ao fixar ¢. Segundo Zhang (2004), nao ha grandes impactos ao fixar o
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Figura 5.15: Graficos de boxplot das estimativas dos parametros do modelo Gaussiano
pelos métodos MCEM e SAEM, considerando uma grid de tamanho 225. O parametro
de correlagao foi fixado em seu valor verdadeiro (0,15).
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parametro de correlagdo em um valor razoavel (e maior que o valor verdadeiro) e, nesse

cenario, o método SAEM se torna uma boa opcao.

Modelo t-Student

Para o modelo t-Student, nao é possivel estimar os parametros pelo método MCLA.
Em relacao a estimacao pelo pacote TMB, a diferenciacao automatica utiliza a mémoria
RAM para armazenar o processo de derivacao. No caso do modelo t-Student com amos-
tragem preferencial, esse processo demanda muita memoria, o que nao ocorreu com o
modelo Gaussiano. Em um computador com 28 GB de memoria RAM, foi possivel es-
timar os parametros do modelo com uma malha de tamanho maximo 400, sendo uma
limitacao desse método no nosso contexto.

Pela Figura 5.16, observamos que o efeito pepita é superestimado para todos os
métodos. As estimativas do parametro u foram melhores para o método MCEM, apresen-
tando valores mais préximos do valor verdadeiro para ambos tamanhos de malha, ao passo
que o método TMB apresentou estimativas subestimadas. Em relacao ao pardmetro o2,
o método MCEM apresentou resultados proximos do real, ao passo que o método TMB
superestima o2 e também apresenta maior variabilidade nas estimacoes, indicando maior
incerteza ao estimar esse parametro. Assim como no modelo Gaussiano, o método MCEM
se mostrou melhor para estimar os parametros de correlacao e de preferenciabilidade no
modelo t-Student.

A Tabela 5.8 apresenta o tempo médio para estimagao dos parametros do modelo
para cada método utilizado. Observamos que o método TMB apresentou, novamente,
menor tempo médio para obtencao das estimativas dos parametros do modelo. Também
é o que apresenta o menor aumento no tempo quando passamos de uma malha de tamanho
225 para uma de tamanho 400. Porém, a qualidade da estimacao é melhor para os método

MCEM, sendo mais atrativo mesmo apresentando tempo computacional maior.

Tabela 5.8: Tempo médio (em minutos) para estimagao dos parametros do modelo t-
Student com 3 gl.

N\Método TMB MCEM
225 0,35 3,40
400 2,18 15,94

Para comparar as estimativas obtidas por MCEM e SAEM, realizamos novamente o
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Figura 5.16: Graficos de boxplot das estimativas dos parametros do modelo t-Student
com 3 gl pelos métodos TMB e MCEM considerando malhas de tamanho 225 e 400.

estudo considerando o parametro ¢ fixo em seu valor verdadeiro. Como podemos observar
na Figura 5.17, os resultados obtidos sao similares para ambos métodos. O tempo médio
de estimacao para o MCEM foi de 0,88 minutos e para o SAEM foi de 2,09 minutos.
Diferente do modelo Gaussiano, para o modelo t-Student o método SAEM apresenta
tempo de execug¢ao muito maior que o MCEM (aproximadamente 2,5 vezes maior), o que
é justificado pela estimacao numérica de o?. Além disso, notamos a grande reducao de

tempo quando fixamos o parametro de correlagao, tornando o algoritmo mais eficiente.
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Figura 5.17: Gréficos de boxplot das estimativas dos parametros do modelo t-Student
com 3 gl pelos métodos MCEM e SAEM, considerando uma malha de tamanho 225. O
parametro de correlagdo foi fixado em seu valor verdadeiro (0,15).

5.5 Comparagao dos métodos de predicao

Apés a estimacao dos parametros, a proxima etapa de uma analise geoestatistica
é realizar a predicao do processo de interesse em locais nao amostrados, no caso o pro-
cesso Y. Dessa forma, se faz necessdario um estudo comparativo entre os métodos de
predigao utilizados nesse trabalho. O primeiro método é a krigagem. O segundo método
é maximizar a distribuigao conjunta f(s,x,y) em relagdo a S, ou seja, encontrar o valor
correspondente a sua moda. Note que esse processo ¢ equivalente a maximizar a distri-
bui¢ao preditiva de S|z, y, pois f(s|x,y) < f(s,z,y). O terceiro método é o algoritmo
MH para gerar amostras da distribuicao de S condicionado aos dados, em que o valor
predito é calculado pela média dos valores gerados.

Os métodos utilizam os valores dos parametros estimados como os verdadeiros
das distribuicoes e podemos realizar combinagoes de método de estimacao e método de
predicao para verificar qual par fornecera a melhor predigao. Por exemplo, podemos es-
timar os parametros por aproximacao de Laplace e utilizar o algoritmo MH para realizar
a predicao. Dessa forma, estudamos, para dez conjuntos de dados, as predicoes obtidas
combinando os métodos de estimacao MCLA, TMB e MCEM e os métodos de predicao
considerados, totalizando nove pares. Vale ressaltar que nao realizamos o estudo para
SAEM devido ao maior tempo computacional do algoritmo e pela similaridade de es-
timagao com o MCEM. A Figura 5.18 apresenta o mapa simulado de Y para as amostras
1 e 2 considerando o modelo normal.

Os métodos de predicao geram valores para o processo latente S e a predicao para



5.5 Comparacao dos métodos de predigao 97

Figura 5.18: Mapas do processo Y simulado para as amostras 1 (esquerda) e 2 (direita)
dos dados simulados com distribuicao normal.

o processo Y é realizada por Y,|x,s ~ N(i + S(wp),TAQ), em que x, ¢ um local nao
observado. As Figuras 5.19 e 5.20 apresentam os valores de EMA e REQMP para as
predicoes realizadas por cada combinacao para dados gerados com distribuicao normal

sobre uma malha 20 x 20. Podemos observar que o método de krigagem fornece piores
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Figura 5.19: Graficos de EMA para 10 conjuntos de dados simulados com distribuigao
normal para predi¢oes realizadas por (a) krigagem, (b) moda da distribui¢ao preditiva e
(¢) algoritmo MH.

medidas de qualidade de predicao, mesmo considerando os parametros estimados por
MCEM e TMB. A predicao pela moda da distribuicao preditiva e pelo algoritmo MH
produzem medidas de qualidade semelhantes. Para os dez conjuntos de dados, 7 foram
melhor preditos considerando os valores estimados dos parametros por TMB. Desses, 4
foram preditos pela moda de S e 3 por MH.

Os mapas de predicao de Y para a amostra 1 podem ser observados na Figura
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Figura 5.20: Graficos de REQMP para 10 conjuntos de dados simulados com distribuigao
normal para predigoes realizadas por (a) krigagem, (b) moda da distribuicao preditiva e
(c) algoritmo MH.

5.21. Como indica as medidas de qualidade de predicao, os valores do processo nao
sao bem estimados quando utilizamos a krigagem, independente da estimativa do vetor
de parametros utilizado. Quando consideramos realizar predi¢oes que consideram a in-
formacao do processo pontual, obtemos melhores estimativas, principalmente em areas
com pouca informacgao. Analisando a Figura 5.22, observamos que a predi¢ao realizada
por MH apresenta menores erros de predicao, indicando que é um método mais preciso.

Em relagao ao modelo t-Student, os mapas simulados para as amostras 1 e 2 podem
ser observados na Figura 5.23. As medidas de qualidade de predicao sao apresentadas
nas Figuras 5.24 e 5.25. Notamos que as medidas com menores vieses sao associadas, em
maioria, a combinacao de estimacao de parametros por TMB e moda de S para predicao,
com 5 e 4 das melhores medidas por EMA e REQMP, respectivamente. Porém, essas
sao medidas que nao levam em conta a incerteza dos valores preditos. Como visto na
secao anterior, o parametro o2 é superestimado pelo TMB, o que aumenta a incerteza das
predicoes.

As Figuras 5.26 e 5.27 apresentam os mapas dos valores preditos e erro padrao
de predicao para o processo Y. Podemos observar o efeito da superestimacao de o2 na
incerteza dos valores preditos nos mapas associados ao método de estimacao TMB. Os
baixos valores preditos por esse método em regices de pouca informacao estao associados
a subestimacao da média e nao, necessariamente, em uma predigao mais precisa. Os
valores dos parametros estimados para a amostra 1 sao apresentados na Tabela 5.9, na

qual podemos observar a magnitude do erro padrao da estimativa de o2. Dessa forma, uma
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Figura 5.21: Mapas de predicao do processo Y para a amostra 1 dos dados simulados com
distribuicao normal considerando as combinagoes de métodos de estimacao e de predicao.

Tabela 5.9: Parametros estimados do modelo t-Student com 3 gl para a amostra 1.

Parametro Real MCEM TMB

1 4,00 4,632 (0,135) 1,911 (0,896)
72 0,10 0,525 (0,043) 0,371 (0,058)
o? 1,50 1,984 (0,283) 37,314 (22,908)
0] 0,15 0,087 (0,013) 0,053 (0,012)
I5; 2,00 1,631 (0,087) 1,164 (0,158)

predi¢ao mais confiavel esta associada ao método de estimagao MCEM. Observe também

que nao ha informagao de valores baixos do processo na amostra, o que, naturalmente,
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Figura 5.22: Mapas de erro de predicao do processo Y para a amostra 1 dos dados
simulados com distribuigao normal considerando as combinagoes de métodos de estimacao

e de predigao.

reflete nos valores preditos do processo, em que nao conseguimos recuperar 0s menores

valores de Y.
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Figura 5.23: Mapas do processo Y simulado para as amostras 1 (esquerda) e 2 (direita)
dos dados simulados com distribuicao t com 3 gl.
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Figura 5.24: Graficos de EMA para 10 conjuntos de dados para predicoes realizadas por
(a) krigagem, (b) moda da distribuigao preditiva e (c¢) algoritmo MH.
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Figura 5.25: Graficos de REQMP para 10 conjuntos de dados para predicoes realizadas
por (a) krigagem, (b) moda da distribuigao preditiva e (c) algoritmo MH.
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Figura 5.26: Mapas de predicao do processo Y para a amostra 1 dos dados simulados
com distribuicao t com 3 gl considerando as combinacoes de métodos de estimacao e de

predicao.
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Figura 5.27: Mapas de erro de predicao do processo Y para a amostra 1 dos dados simu-
lados com distribuicao t com 3 gl considerando as combinagoes de métodos de estimagcao

e de predigao.
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Capitulo 6

Inferéncia Bayesiana - Modelagem e computacao

Sob o enfoque Bayesiano, a inferéncia é realizada a partir da distribuicao a poste-
riori dos parametros do modelo. Ferreira and Gamerman (2015) realizam a inferéncia do
modelo geoestatistico com amostragem preferencial recorrendo a discretizacao da regiao
S, pois a fungao de verossimilhanga nao possui forma analitica. Goncalves and Gamerman
(2018) apresentam uma inferéncia exata para o processo de Cox, utilizando como fungao
de intensidade a funcao probito, o que possibilita também a geracao exata do processo de
pontual.

Na Secgao 6.1 apresentamos o modelo geoestatistico Bayesiano com amostragem
preferencial e como realizamos inferéncia exata, desenvolvemos um algortimo MCMC
para a estimacao dos parametros do modelo e mostramos como realizar predicoes nesse
contexto. Apresentamos, na Secao 6.2, uma extensao da funcao de intensidade utilizada.

A extensao do modelo para t-Student é discutida na Secao 6.3 .

6.1 Modelo Bayesiano Exato

O modelo geoestatistico com amostragem preferencial foi apresentado no Capitulo
3. Alguns problemas persistem quando passamos da abordagem classica para a abordagem
Bayesiana, sendo o principal a dificuldade de trabalhar com a funcao de densidade do

processo pontual X, dada por

N

m(z]S,0) exp{—/B)\(u)du}H)\(xi).

=1

Para realizar inferéncia sobre o modelo geoestatistico com amostragem preferen-
cial, foi necessério utilizar aproximagao do processo S devido a intratabilidade da integral
acima. Apesar do uso de discretizagao ser uma forma de contornar o problema, veja por
exemplo Mgller and Waagepetersen (2003), Diggle et al. (2010) e Dinsdale and Salibian-
Barrera (2019), tal aproximagao é uma fonte de erros dificil de mensurar, podendo produ-
zir resultados viesados (Simpson et al., 2016). Além disso, é necessério se ter um balango

entre o refinamento da malha e o custo computacional, pois a simulacao de processos
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Gaussianos sao da ordem de n?, tornando-se impraticdvel ji para tamanhos de malha
moderados. Como consequéncia, o nivel de discretizacao necessaria para se obter bons
resultados pode nao ser alcangavel.

Gongalves and Gamerman (2018) realizam simulagao e inferéncia exata sobre pro-
cessos de Cox, admitindo que a funcao de intensidade do processo pontual é limitada
superiormente (condicionada nos parametros). Dessa forma, o processo pontual nao ho-
mogéneo X ¢é considerado como o resultado da aplicagao de um Poisson thinning em
um processo pontual homogéneo W. No caso da funcao de intensidade exponencial, esse
método nao pode ser aplicado basicamente por dois motivos: (1) a fungao nao é limitada
superiormente e (2) se truncarmos o valor da fungdo em um valor alto, as probabilidades
de retencao sao baixas devido ao comportamento da funcao exponencial. Logo, conside-
rar que A(z) possui um limite superior (condicionada nos parametros) foi a estratégia que
permitiu aos autores contornar o problema da aproximacao, obtendo uma inferéncia mais
precisa.

Dessa forma, propomos aplicar a metodologia presente em Gongcalves and Gamer-
man (2018) no modelo geoestatistico com amostragem preferencial. Assumimos o seguinte

modelo:

Y|X,S ~ N,(ul,+S(x),1,), (6.1)
X|S,A ~ PP(N), (6.2)
AMz) = NO(BS(x)/0), (6.3)
Slo*. ¢ ~ PG(0,0%p(0)), (6.4)
0 ~ w(0), 0=\,pn7°0%00), (6.5)

em que PG = Processo Gaussiano, PP = Processo de Poisson, 1, é um vetor de 1’s de
tamanhos n, I, é a matriz identidade de tamanho n, p(¢) é a funcdo de correlacao de S
indexada pelo parametro ¢ e A\* = sup{A(x)}. Qualquer fungao continua limitada poderia
ser utilizada ao invés de ® na funcao de intensidade como, por exemplo, a funcao logistica.
A escolha particular da fungao probito auxilia na construcao do algoritmo MCMC, como
serd visto posteriormente.

Seja W um processo de Poisson homogéneo na regiao B com funcao de intensidade

A* e suponha que o processo X é obtido através do processo W pelo método Poisson
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thinning. Isto é, dividimos o processo W nos processos X e X tais que

X = {(z,z):x € W, z, ~ Bernoulli(®(5S(x))), 2z, = 1},
X = {(&2):& €W,z ~ Bernoulli(®(35(%))), 2z = 0}.

Denotamos o niimero de pontos da realizagao do processo W por k, do processo X
por n e do processo X por k—n. X representa o processo composto pelos pontos descarta-
dos de W apés aplicar o método Poisson thinning e os processos X e X sio independentes
condicionados aos parametros do modelo com X |\ ~ PP(\), M(z) = X*®(—BS(x)/0).

A funcao de verossimilhanca do modelo aumentado é dada por
1(5,8;y,x) = n(y,w, x|5,0) = n(y|S, @, 0)r(x, w|S5, 0), (6.6)

em que w, x e Yy sao os valores observados de W, X e Y, respectivamente.

O primeiro termo do lado direito da Equagao (6.6) é dado por

w(ylS.2.0)= (50 ) ew {—QL (11— s<mi>>2}. (67

=1

Ou seja, o primeiro termo da fungao de verossimilhanca depende de S = (S,,, S_,,) apenas
através de S,,, que representa S nos n valores observados.

O segundo termo de (6.6) é dado por w(x, w|S, @), que é equivalente a P(x, w, k|5, 0),
como visto no Algoritmo (1) supondo uma fungao de intensidade genérica. Considerando

a fungao de intensidade em (6.3), podemos escrever

P(x,w,k|S,0) = P(zlw,k,S.0)P(wlk,S,0)P(k0).
- wrwsm (w|k)P <k|A*>,

0]

i=n+1

it
(R (o) L ()

8 Bo . g (A"
( Sn; I ><I>k_n (—;Sk_n,Ik_n> eI (6.8)

em que Py(.;I;) é a fungao de distribuicao acumulada de uma distribuigao Gaussiana
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k-dimensional com vetor de média 0 e matriz de covariancia I},.

Note que a fungao de verossimilhanga depende de S = (S}, S_;) apenas através de
St = (Sn, Sk_n)’, que representa o processo Gaussiano S nos k pontos do processo pontual
W. Dessa forma, podemos construir um algoritmo MCMC apenas com S} aplicando
amostragem retrospectiva. A inferéncia para pontos de S_; pode ser realizada através da
posteriori. Dessa forma, a computacao para nosso problema se torna finito-dimensional e
evitamos o uso de discretizagao, sendo Sy ~ N (0,02 R(9)), em que R(¢) é a matriz de
correlagdo de Sy. Para simplificar a notagao, denotaremos R = R(¢).

A distribuicao a posteriori do modelo sera

W(Skvelyuw) X Z(Skﬁ,% )X W(Skv )7
(y|Sn, x, 0)r(x, w kz\Sk, 0)n(Sk|0)m(6

o (72) ™ 2ex { | — - Sm)}
{H@( 0 )HEIF( ) o

1 .,
(6%) 2| R| ™ exp {—ﬂskR 1Sk} 7(6), (6.9)

)

2

em que 7(0) é a distribui¢ao a priori de 6.

Note que a distribui¢ao a posteriori (6.9) nao possui forma fechada e nao identifi-
camos nenhuma distribuicao conhecida. Dessa forma, é necessario o uso de aproximagao
da distribuicao a posteriori que sera realizada via MCMC, como sera visto na préxima

Secao.

6.1.1 Computagao

Como nao conhecemos a distribuicao a posteriori de forma analitica, devemos
realizar uma inferéncia baseada em aproximacao por amostragem. Para isso, construimos

um amostrador de Gibbs para poder gerar amostras de cada distribuicao condicional. As
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distribuicoes condicionais completas do modelo sao dadas por:

: (6.10)

(
W(Skl) X CI)n < SmIn> Cbk_n <__Sk—n;Ik—n) 7r(y|Sn,:13,0)7r(Sk|w,0), (611)

T(A) o e MBIk (A, (6.12)
7(8.) x @, fsn,I) (—?Sk_n;Ik_n) m(6), (6.13)
(%) oc (Y| S, x, 0)7(n, 7), (6.14)
m(0?.) x @, <§sn;1n) - <—§sk_n;1k_n) 7(Si|w, )7 (c?), (6.15)
m(¢].) o w(Sklw, )7 (o) (6.16)

A geracao de A\* fornece o valor do nimero médio de pontos que serao gerados
para o processo X. Note que os k — n pontos do processo X sio gerados aleatoriamente
sobre a regiao continua B, ou seja, a cadeia do processo dos pontos descartados passeia
sobre o dominio continuo da regiao. Apds a geracao dos pontos do processo descartado, o
processo Gaussiano infinito-dimensional é gerado apenas nos k pontos do processo W. Em
outras palavras, a abordagem continua sendo infinito-dimensional, porém necessitamos
apenas de um subconjunto de k pontos para construir o algoritmo MCMC, o que ¢é a
vantagem da amostragem retrospectiva. A partir da amostra de S} e dos locais xy, os
demais parametros sao amostrados. Inferéncia para S_j é realizada através da posteriori
(condicionada nos S}, pontos).

Dessa forma, a geracao de amostras das distribuicoes condicionais completas foram

realizadas considerando os seguintes passos.

Passo 1: \*. Se escolhemos como distribuicao a priori para \* uma distribuicao

Gama(ay-,by), (6.12) serd uma distribuigdo Gama(ax- + k, by» + |B|).

Passo 2: X. Essa amostragem foi realizada utilizando o algortimo 2 (Secao 2.4.2):
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1. simulou-se K* ~ Pois(\*|B]),

2. os K* = k* pontos foram distribuidos uniformemente em B, obtendo os locais

{5317 "'753/€*}7

3. simulou-se Sy« retrospectivamente de w(S«|Sk, 0), em que Sy é o valor de S

nos k* locais gerados,

4. aplicou-se o Poisson thinning com probabilidades de retengao ®(—35(&;)/0),

j=1,.., k"

5. foram computados os locais retidos na etapa 4.

Note que simulamos da distribuigdo de Si- condicional a Sy = {S,, Sk_n}, em
que Sj_, é o processo Gaussiano S simulado nos k& — n pontos de X do passo anterior.

Dessa forma, agregamos a informacao dos pontos de X do passo ¢ — 1 para o passo i.

Passo 3: S),. Mostramos a seguir que a distribuicao condicional completa de S},
pode ser escrita como o niucleo de uma distribuigdo Skew normal (SN). Utilizaremos a
definicao da distribuigao SN presente no artigo de Gongalves and Gamerman, 2018. Sejam
um vector m-dimensional &, uma matrix W m’ x m e uma matriz E m X m, definimos

U= (U(]a U1>/ ~ Nm”rm(oa E*)a

r B
B FE

emquel'=1,,+WEW'’e B =WE. Sejaa = (ay,...,a,) > b= (by, ..., b,) no sentido
de que a; > b;, Vi, e defina v = WE. Dizemos que (U, + €|Uy > —~) possui distribuigao
SN (&, E, W) cuja densidade é dada por

1

M) =5 5D

Om(u — & E)O,y(Wu; I,,),

em que ¢, (.; Q) e O,,(.; Q) sdo as fungdes de densidade e de probabilidade, respectiva-
mente, de uma distribuicao Gaussiana m-dimensional com vetor de médias 0 e matriz de

covariancias 2.
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O termo 7(y|S,, x, 0)7(Sk|w, @) na distribui¢gdo em (6.11) pode ser escrito como
o nicleo de uma fungao de densidade de probabilidade em Sj. Considerando X, = 721y,

temos que

7(y|Sn, x,0) exp{—

X exp{ —
o exp{ —

em que S, = CSi, C é uma matriz n X k com i-ésima linha consistindo em n — 1 0’s

(y —pln — Sn)/zgjl(y —ply — Sn)} }

2y - 11,)'5, 'S, + 55,5, |

N~ N~ N~

2(y - Mln)’EJICS’k + S%CIEy_ICSk} },

e um unico 1 identificando a posicao de S; em Sy, ¢ = 1,..., N. Dessa forma, podemos

escrever

7(y|Sn, x,0)7(Silw,0) exp{— [S;C’zjcsk—2(y—u1n)’2;lcsk
+8.(0*R)" 154}
o9 exp{ % 3, 'C+(c°R)™")Sk
2((y — p1,)'2 IC)Sk]}

~ exp{ L8, — @)D (S, - ,ﬁ)}, (6.17)

em que D = (C'S'C+(0*R)™)™, p* = DC'S, ' (y— pl,) e R = R(¢). Dessa forma,

DN | —

podemos reescrever a distribuicao condicional completa em (6.11) como

em que G = /o x diag(I,,, —I\_,).
A distribuigao em (6.18) corresponde ao nticleo de uma distribuicao SN (u*, D, G)

e pode ser amostrado pelo Algoritmo 4 apresentado em Gongalves and Gamerman (2018).

Passo 4: (. Foi implementado um passo de MH para gerar amostras de [.

Assumindo como distribuicao a priori 8 ~ N (ug, UZ), a distribui¢ao condicional completa
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é dada por

w(01) o @ (st ) v (=80T ) 005 03

Considerando como distribui¢do de proposta B,|5. ~ N(B.,d3), em que [, é o valor
proposto para 3 e 3. é o valore corrente da cadeia, a probabilidade de aceitagao é Ag =

min{1,ps}, em que

q)n (%Sna In) q)k;—n (_%Sk‘—ﬂn Ik:—n) ¢(6p, MB’ O%)

pg = 3 5 |
D, (;CSH;In) Dy (—;CSkakn) ¢(ﬁc;uﬁ,a§)

2. Vamos considerar que, a priori, p é independente de 72 e

Passo 5: per
m(p, 7%) = w(p)7(7?). Assumimos que p ~ N(po,07) e 72 ~ GI(ar,b;). Dessa forma, as

distribuicoes condicionais completas de e 72 sao dadas por

(u]) ~ N((Z?:l(yi — S(=i)) I @>02*,02*);02* _ (ﬁ X i>_17

2 2 2
T JH T o

(72]) ~ GI(% +ay, Zml = S@) Z ) bT).

2

Passo 6: o02. Foi implementado um passo de MH para gerar amostras de o2. Se

2

escolhemos como distribui¢ao a priori para ¢ uma distribuigao G1(a,, b, ), a distribuigao

condicional completa é dada por:
7T(02|~) X (I)n (ésn71n> <I>k:—n <_ésk—n71—k—n) X
o o

1\ F/2teett S'R°'S, 1
@) () )

Considerando a distribuigao de proposta g(o7|o?) como Lognormal(log(a?); d,2),
em que a}% é o valor proposto para o? e 02 é o valor corrente da cadeia, a probabilidade
de aceitagao é A, = min{1, p,}, em que

_ ®((8/0,)SiTis Ti) (_) {_ (s;R-lsk ) ) (L ) i)}
Do = q)k((ﬂ/ac)skIz; Ik) 03 exp B o o2 O'g .

p

Passo 7: ¢. Assumindo uma distribuicao a priori Gama(as,bs), a distribuicao
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condicional completa fica dada por

— a,— 1 ] —
m(¢|.) oc |R|7Y2 ¢ 1exp{ — 5351k 'S) — b¢¢}.

Para amostrar dessa distribuicao sera implementado um passo de MH. Assumimos
a distribuicdo de proposta g(¢,|¢.) como distribuicdo Lognormal(log(¢.); ds), em que ¢,
¢ o valor proposto de ¢ e ¢. é o valor de ¢ no estado corrente da cadeia. De forma
equivalente, log(¢,) ~ N(log(¢.),ds). A probabilidade de aceitacdo é Ay = min{l, p,},

em que

o= (IR (9) "l L (sh(R06,) "~ R0 ™)81) bl 0}

Os passos 1-7 fornecerao, apés convergéncia das cadeias, amostras da distribuigao
a posteriori de 6. A partir dessas amostras é possivel realizar a inferéncia sobre os
parametros do modelo.

O parametro \* controla o nimero esperado de pontos na simulacao de X, isto
é, E[N(B)] = X\|B|. Isso significa que valores altos de A* impactam na eficiéncia do
algoritmo, pois precisamos realizar simulagoes do processo Gaussiano nos pontos gerados.
Logo, truncar a regiao dos possiveis valores desse parametro ¢ uma alternativa para se
evitar o problema de simular S de uma dimensao alta. Neste trabalho, utilizamos como
distribui¢ao a priori para \* uma distribuigao gama truncada GamaT (ay«, by, Amaz), €m
que A4 € 0 valor maximo que A* pode assumir.

Podemos acrescentar uma estrutura de regressao na média, tomando
p
p(bi) =m0 + andj(bi)7 (6.19)
j=1

em que 1, ..., 1), sa0 parametros de regressao a serem estimados e d;(.) sao fungoes conhe-

cidas para j = 1,...,p. A Equagao (6.1) do modelo toma a forma

Y|X,S ~ N,(Dn+ S(x),mI,),

0 ~ ’/T(@), 0:()‘*7n7727027¢75)’

em que D é a matriz de delineamento N x (p+1) e n = (n9, M1, ..., Mp). As distribuicoes
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2

condicionais completas de S; e 7° sao equivalentes ao caso anterior, alterando p pela

estrutura de regressao. A distribuicao condicional completa de n é dada por

m(nl.) o 7(y|Sn,x,0)7m(n).

Se consideramos como distribuigao a priori para 17 uma distribuigdo normal (p+1)-variada
com vetor de médias m, e matriz de covariancias O'%I (p+1), sua distribuigao condicional
completa serda normal (p+ 1)-variada com vetor de médias e matriz de covariancias dados

por

. L1 1
K, = X (ﬁD/(y -8, + ;I(pﬂ)) ,

n

1 1 !
2;‘] = (ﬁD/D‘i_;I(p—H)) .
n

6.1.2 Predicao

O principal objetivo em geoestatistica é realizar predicao da varidvel de interesse
em locais nao observados. No nosso modelo, estamos interessados em predizer o valor de Y
em locais distintos dos da amostra. Geralmente é considerada uma malha regular na area
de estudo para a construgao de mapas. Seja x, = (€1, X2, ..., Tp,) 0 vetor de localizacoes
que queremos predizer Y, em que cada z; = (b, by, ...,bs) € B CR% i =1,..,n, Assuma
que S, e Y, sejam os valores de S e Y nas localizacoes x,.

A distribuicao preditiva a posteriori de Y, serd dada por

(VoY) — / (Y, S, Sk, 0|z, y)dS,dSd0
_ / w(V,|S,,0)7(S,|Ss, 0)7(Sk, O]z, y)dS,dSkd0,  (6.20)

em que w(Sy,0|x,y) é a distribuicdo a posteriori de (Sk,0). Como S é um processo

Gaussiano, (S, Sk|0) possui distribui¢do Normal multivariada, ou seja,

0 R R
(SP’SK|0) ~ N(np+k) 702 H - )
0 R21 R22

em que I%;; corresponde a matriz de correlagao de S,, Rjy corresponde a matriz de

correlagao de Sy, Ry, corresponde a matriz de correlacao de S, e Sj e Ry = R),. Dessa
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forma, (Sp|Sk,0) ~ Ny, (kg 5., 0" Rs,is,), em que pg s, = RipRy; Sy, Rs,s, =
Ry — R12R2_21R21. Dados S, e 8, Y, possui distribuicao normal com média S, + ul,,
e matriz de covariancias 721, . Logo, obter uma amostra da distribui¢ao preditiva de Y’
equivale a, dada uma amostra de (Sy, 8|z, y), gerar uma amostra de (S,|0) e, em seguida,
obter uma amostra de (Y ,|S,, 0).

Em resumo, a informacao do processo pontual X é utilizada na distribuicao a
posteriori de (S, @) para obtermos estimativas corretas dos parametros e dos valores do
processo Gaussiano nos locais observados. A partir dessas estimativas “corrigidas” pela
informacao de X, a predigao do processo Gaussiano é realizada de forma independente de
X, ou seja, de forma convencional (krigagem). E dados os valores de S, a predicdo para
a variavel de interesse Y também ¢é dada de forma convencional.

Uma outra predicao importante no contexto de processos pontuais € estimar a
funcao de intensidade em locais nao observados. Denotando o vetor dos valores da fungao
de intensidade nos locais x, como A(x,) = (A(xp1), ..., A(Tn,))" , precisamos de amostras
a posteriori de A(x,). Para isso, necessitamos de amostras de S nos locais de interesse
(S,), B, 0% e A*. Para cada amostra a posteriori de (S}, 8), simulamos um valor de S, e,
em seguida, calculamos o valor de A(x) nos locais nao observados. Assim, obtemos uma
amostra da distribuicao a posteriori de A\(x,) e podemos realizar inferéncia sobre a funcao
de intensidade.

Podemos também estimar a fun¢ao de intensidade integrada A(.) em uma su-
bregiao de B, dada por A(B') = [, A(¢)d¢, B C B e ¢ € B', que representa 0 numéro
médio de pontos em B’. Essa estimacao pode ser realizada via Monte Carlo, introdu-
zindo uma varidvel auxiliar A com distribuigdo uniforme em B’. Note que E4[\(B')] =

|B'|7! [5 AM&)dC (Beskos et al., 2006) e um estimador nao viciado para A(B') é dado por

L

A / / 1

A(B') = |B |Z > N(A),
=1

em que \(A;) é a l-ésima amostra de A(.) no local A;. Essas amostras sdo obtidas pela

distribuicao a posteriori.
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6.2 Modelo com intercepto na funcao de intensidade

No modelo proposto, a func¢ao de intensidade em (6.3) nao possui intercepto e,
como consequéncia, para o valor do processo Gaussiano igual a zero a taxa serd \*/2.
Essa caracteristica impacta na estimacgao da funcao de intensidade quando a taxa real
nao segue o modelo proposto, isto é, se a funcao de intensidade para o valor nulo do
processo Gaussiano possui valor diferente de A*/2, nosso modelo nao é capaz de captar
esse comportamento.

De fato, a fungao de intensidade proposta em (6.3) é um caso particular da seguinte

funcao de intensidade,

AMz) = NO(a+pS(x)/0), (6.21)

em que « representa o intercepto da curva. No nosso caso, o é nulo. A Figura 6.1 apresenta
o efeito do intercepto na fungao de intensidade e percebemos que, a partir de «;, podemos

deslocar a curva da taxa ao passo que, para « nulo, a curva passa necessariamente no

ponto (0, A*/2).

150 200
\ \

S
100
|

50

Figura 6.1: Efeito do parametro « na func¢ao de intensidade (8 =1 e \* = 200).

A computacdo para o modelo com intercepto na funcao de intensidade foi de-
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senvolvida e mostraremos as mudancas em relagao ao modelo anterior. As distribuigoes
condicionais completas de \*, j1, 72 e ¢ permanecem iguais as apresentadas na Secao 6.1.1.
Em relacao aos demais parametros, suas distribuicoes condicionais completas serao dadas

por

7(X]) ~ PP\ (6.22)
W(Sk| ) X (I)n (a + — Sn,I ) q)k n < o — _Sk—n;Ik—n) X
7r(y|Sn,:1: 0)7(Sk|w, ), (6.23)

m(a, fl.) o< @,

m(0?.) x @,

em que \(z) = N*®(—a — 3S(x)/0).

2 ¢ realizada por passo de MH, da mesma forma do

A geracao de amostras de o
modelo anterior (Passo 6), apenas alterando o argumento da fungao probito.
Em relacao aos parametros « e 3, assumimos independéncia a priori e distribuicoes

a priori o ~ N(ag,03) e f ~ N(fo,03). A distribuicao condicional completa é dada por

F(Oé,ﬁ’.) X (I)n <Oé + §Sn7 In) (I)kfn (—Oé — gskny-[kn> gb(Oé Qp, 0 >¢(6 ﬁ(ho-ﬁ)

A geracao de amostras desses parametros é realizada conjuntamente por passo de MH,
em que consideramos como distribuicao de proposta (o, Bylac, B:) ~ Na((ae, Be), Lag),
em que X, g ¢ uma matriz diagonal com diag(3,3) = (0a,08) € @, ac, [, € [ sd0 os
valores propostos e correntes das cadeias de « e 3, respectivamente. A probabilidade de

aceitagdo ¢ dada por A, s = min{1,p, s}, em que

d, <ap + &Sn; In) Dp_p <_ap - &Sk—m Ik—ﬂ) ¢(ap7 Qo, 0 )Qb(ﬁpv Do, Uﬁ)

P B E
(I)n (CYC + CSn7I ) (I)k—n (_ac - Csk ns Ik n) ¢(a07a07 )¢(5ca 5070-5)

Em relagao a Sy, poderiamos gerar amostras a partir de um passo de MH. Porém,

se quisermos utilizar a distribuicao Skew Normal, precisamos realizar a seguinte trans-



6.3 Modelo t-Student 116

formacao
B
o
A distribuicao condicional completa de T’y sera

m(Txl.) = 7(Sk|)|n-1(50) X |J]

k
X (I)n (Tm In) (I)k—n (_Tk—n; Ik—n) 7T(y|Tn7 Z, O)W(Tk’wa 0) X <%> 9

em que J é o Jacobiano da transformagao. De forma andloga ao modelo anterior, a

distribuicao condicional completa de T’y pode ser escrita como
em que

A [ B
b - (Tosie: La)

p' = D (%C'E;l(y —ul, + a%ln) + %R_llk) ,
G = diag(I,, —I;_,), X, = 721,, e C é uma matriz n x k com i-ésima linha consistindo em
n—1 0’s e um unico 1 identificando a posicao de S; em Sy, i = 1,...,n. A distribui¢do em
(6.27) corresponde ao nicleo de uma distribuicao Skew Normal SN (p*, D, G) e pode ser
amostrado pelo Algoritmo 4 apresentado no artigo de Gongalves and Gamerman (2018).
Algumas dificuldades foram encontradas na estimacgao do intercepto desse modelo

e serao discutidas na se¢ao de simulagoes.

6.3 Modelo t-Student

Como visto na Secao 4.2, podemos induzir a distribuicao t-Student no modelo de
duas maneiras: considerando que o processo latente S é o um processo t ou considerando
que o processo de medida Y é um processo t. Enquanto a primeira significa que é plausivel
termos dados que estao localizados na cauda da distribuicao, a segunda sugere que po-

demos obter alguns erros na mensuracao maiores que o normal. Dessa forma, conhecer o
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contexto para o qual se considera o modelo t-Student se torna importante.

Vamos construir o modelo t-Student para os dois casos, apontando suas diferencas
com o modelo Gaussiano, apresentado pelas equagoes (6.1) a (6.5). Vale ressaltar que os
graus de liberdade (v) nao serao estimados, sendo considerados fixos durante toda a tese.
A estimacao de v foi considerada para trabalhos futuros, como serd discutido posterior-

mente.

Primeiro caso: processo S t-Student
Nesse caso, o modelo Gaussiano sofre alteracao na Equacao (6.4) referente ao
processo S e na Equacao (6.3) referente a funcao de intensidade, tomando a seguinte

forma:

ANz) = NO(BVUS(z)/o),
Slo*.¢.U ~ PG(0,5°U™" p(¢)),
Uv ~ Gama(v/2,v/2), v >0,

em que v é o numero de graus de liberdade (gl) da distribuigdo t-Student. Note que,
marginalmente, S|o?, ¢ é um processo t. A fungao de verossimilhanga do modelo nao se

altera e depende apenas de Si. Dessa forma,
Sk|027 ¢7 U ~ Nk(ov 02U_1R(¢))'
A distribuicao a posteriori do modelo sera

W(Sk>Ua0|y7w) (S8 l(‘s’k?Uaan)w) XW(SkaUag)a
< 7(y|Sn,x, 0)n(x, w, k|Sy, 0)n(Sk|U,0)r(U)r(0)

x (72 2exp {—2—; i (yZ — = S(:I:J)z} X

i=

e (02) L o (-57%2) e -

i=n-+1

Uk/2(0.2>fk/2|R|*1/2€Xp {_Q_UYQS;CR—lsk}
o

exp {—gU} U1z (0),
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em que 7(60) ¢é a distribui¢ao a priori de 6.

Novamente vamos aproximar a distribuicao a posteriori por métodos de amostra-
gem, construindo um amostrador de Gibbs para gerar de cada distribui¢ao condicional.
As distribuicoes condicionais de \*, i e 72 permanecem as mesmas do modelo Gaussiano.

Para os demais parametros, as distribuicoes condicionais completas sao dadas por

P, <@Sn,In ﬁ\/ﬁsk_n;Ik_n w(y|Sn,m,0)7r(Sk|w, U, 0),
g

(I)k—n -
g

W(@’) 0.8 (Dn <@Sn;1—n (I)k—n _ﬁ\g/ﬁsk—nal—k—n 7-((/6)7
n(d?) < @, (@Sm[n Dy_,, —5ZUSk_n;Ik_n 7(Sy|w, U, 0)n(c?),

w(6) o m(Sklw,U,0)m (),
7(U].) & 7(Silw,U,0)r(U).

Para geracao de amostras de Sy, 3, 0% e ¢, basta utilizar os Passos 2, 4, 6 e 7,
considerando o?U~! como variancia de S}, em suas respectivas distribuicoes condicionais.

Em relagao ao parametro U, sua distribuicao condicional completa é dada por

S;Rilsk 14 (ktv) 4
7(U].) o exp{—<T+§>U}U 2,

L . i k S,R™'S Lopso
que é o ntcleo de uma distribuicao Gama (%, S g) e é facil de amostrar.
Considerando Y, e §,, os processos Y e S nos x, locais nao observados que que-

remos realizar predicao, a distribuigao preditiva de Y, sera

T(Y,lz,y) = /W(Yp,Sp,Sk,U,0|w,y)dSpdSkdUd0

- /W(Yp|sp, 0)7(S,| Sy, U,0)r(Sy, U, 0|z, y)dS,dS,dUde,

em que 7(Sg, U, 0|x,y) é a distribuigao a posteriori de (S, U, 0). Como S|U é um pro-
cesso Gaussiano, (Sp|Sy, U, 0) ~ Ny, (kg (s, 0°U ™ Rg,s, ), em que pg |5 = RisRoy Si,
Rg s, = Ri1 — R12R2_21R21. Dados S, e 6, Y, possui distribui¢ao normal com média
S, + pl,, e matriz de covaridncias 72I,, . Logo, obter uma amostra da distribuicao pre-

ditiva de Y equivale a, dada uma amostra de (Sy, 8|z, y), gerar uma amostra de (S,|0)
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e, em seguida, obter uma amostra de (Y ,|S,,0).

Note que acomodamos observagoes atipicas tanto no processo de estimagao quanto
no de predicao considerando caudas pesadas na distribuicao finita de S, mas mantemos
a variancia do erro de medida com distribuicao normal. Isto implica que, mesmo para
valores preditos, um valor atipico representa, provavelmente, um valor extremo do dado

real e nao de uma medida grosseiramente errada.

Segundo caso: processo Y t-Student
Nesse caso, o modelo Gaussiano sofre alteracao na Equacao (6.1) referente ao

processo Y, tomando a seguinte forma:

Y|X,S,U ~ N,(ul,+ S(x),7*U"'I,),
Uy ~ Gama(v/2,v/2), v>0.

Note que marginalmente Y possui distribui¢ao t n-variada com v gl. A distribuicao a

posteriori do modelo sera

W(Sk,U,9|'y733> (8 l(SkaUaeay’w) XW(Sk7U70)7
o< 7(y|Sn,®, U, 0)7(x,w, K|Sy, 0)7(Sk|0)7(U)7(0)

n U < 2
x U”/2(7'2) ﬂexp{—ﬁ (yi—u—S(a}i)> }x

=1

‘ S(x) . S(xi) —XN|B| [ y*\k
{H@(ﬂ—a )HH (== ) [P x

i=1 i=n+1

_ _ 1 _
(0®) 72| R~ ?exp {—TﬂSZ;R lsk}
exp {—gU} U 1r(0),
em que (@) é a distribuicao a priori de 6.
Novamente vamos aproximar a distribuicao a posteriori por métodos de amostra-

gem, construindo um amostrador de Gibbs para gerar de cada distribuicao condicional. As

distribuicdes condicionais de \*, o2, ¢ e ermanecem as mesmas do modelo Gaussiano.
) )
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Para os demais parametros, as distribuicoes condicionais completas sao dados por
Ba. Be .
7T<Sk|) X (I)n _Sn,In cbk—n __Sk—nka—n W(y"s’naw>Ua Q)W(SM’LU,O),
o o
(7)) o 7w(y|Sn, 2, U, 0)m(n,7°),
m(U|.) o 7(y|Sn, =, U, 0)n(U).

Para geracao de amostras de Sy, p e 72, basta utilizar os Passos 2 e 5, considerando
72U~ como variancia de y em suas respectivas distribuicoes condicionais. Em relacao ao

parametro U, sua distribuicao condicional completa é dada por

7(U]) o exp {_ (Z?:l(yi — S(@:) — p)° X Z) U} U@A’

272 2

. . C e~ k n (@) — )2
que é o nicleo de uma distribuicao Gama <( ;”’), Zl—l(yZQTQ(m’) D %) e é facil de amos-
trar.
Considerando Y, e §,, os processos Y e S nos x, locais nao observados que que-

remos realizar predicao, a distribuigao preditiva de Y, sera

(Y, |z, y) = /w(Yp,Sp,Sk,U,0|w,y)dSpdSkdUd0

= /W(Yp|s,,, U,0)7(S,|Sk, 0)7(S. U, 0|z, y)dS,dS,dUde,

em que 7m(Sy, U, 0|z, y) é a distribuigao a posteriori de (S, U, 8). Como S é um processo
Gaussiano, a distribuicao de S,|S, € serd normal com mesmos parametros do caso Gaus-
siano. Dados S, U e 6, Y, possui distribui¢ao normal com média S, + p1,,, e matriz de
covariancias 72U 'I,, . Logo, obter uma amostra da distribui¢ao preditiva de Y equivale
a, dada uma amostra de (Sy, 8|z, y), gerar uma amostra de (S,|0) e, em seguida, obter
uma amostra de (Y ,|S,, 0).

Observe que observacoes atipicas sao acomodadas tanto no processo de estimagao
quanto no de predicao considerando caudas pesadas na distribuicao de Y. Isto implica
que, mesmo para valores preditos, um valor atipico representa, provavelmente, uma me-
dida grosseiramente errada e nao um valor extremo do dado real. Obviamente, nao co-
nhecemos a magnitude desse erro, pois nao possuimos observagoes do processo S. Dessa

forma, vale discutir com o pesquisador responsavel da area para analisar se o outlier é
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um dado real ou um dado viesado, devendo incorpora-lo no modelo ou retira-lo da amostra.
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Capitulo 7

Inferéncia Bayesiana - Estudo de simulagao

Apresentamos a seguir estudos de simulagoes para avaliar a metodologia apresen-
tada. O estudo foi dividido em etapas, cada uma com o objetivo de estudar o comporta-

mento do modelo em determinadas situagoes. Essas etapas sao:

1. Comparar os resultados de estimacao e predicao obtidos pelos modelos com amos-
tragem preferencial e sem amostragem preferencial a partir de dados simulados

provenientes de amostragem preferencial e nao preferencial;
2: Analisar o efeito de fixar o parametro de correlacao do modelo;
3: Estudar o comportamento do modelo quando hé pouca informacao;

4: Avaliar o modelo quando os dados sao gerados a partir da funcao de intensidade

exponencial;

5: Analisar o processo de estimacao quando consideramos a funcao de intensidade

probito com intercepto;

6: Comparar os resultados obtidos pelo modelo exato com o modelo aproximado por

discretizacao;
7: Apresentar alguns resultados sobre a extensao para o modelo t-Student.

Para realizar as simulagoes, foi considerado o quadrado unitério [0, 1] x [0, 1] como
regiao de estudo. A menos que se mencione o contrario, assumimos que S é um processo
Gaussiano com funcao de correlacido exponencial, 02 = 3 e ¢ = 0, 15, consideramos 3 = 2
e \* = 150 para a funcao de intensidade e = 4 e 72 = 0, 10 para o processo Y. No caso
da simulacao de dados sem amostragem preferencial, foi assumido § = 0.

As distribuigoes a priori consideradas foram: A\* ~ GamaT'(0.001,0.001, 250), p ~
N(0,109), 72 ~ GI(0.001,0.001), 02 ~ GI(0.001,0.001), ¢ ~ Gama(2,4) e B ~ N(0,1).
A computacao foi realizada utilizando a linguagem R (R Core Team, 2018) integrada a

linguagem C++ (Eddelbuettel and Frangois, 2011).
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7.1 Amostragem preferencial e nao preferencial

Para realizar esse estudo de simulagao, foram considerados 10 conjuntos de dados
simulados. Desse modo, evitamos obter resultados apenas para uma amostra especifica,
que pode ser ruim ou boa para o modelo. A Tabela 7.1 apresenta o niimero de observagoes

obtidas para cada conjunto de dados.

Tabela 7.1: Numero de observacoes obtidas em cada conjunto de dados.

Conjuntodedados 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
g =2 58 63 89 72 8 80 75 108 55 87
B=0 67 70 77 87 73 70 78 80 66 70

A Figura 7.1 apresenta o mapa do processo Gaussiano simulado e os locais amostra-
dos considerando amostragem preferencial e nao preferencial do conjunto de dados 1. Fica
claro que, na amostragem nao preferencial, os locais escolhidos estao espalhados de forma
homogénea enquanto que, na amostragem preferencial (no caso com f = 2 positivo), os

locais selecionados tendem a ter maiores valores do processo Guassiano.
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Figura 7.1: Mapa do processo Gaussiano simulado do modelo (a) nao preferencial (8 = 0)
e (b) preferencial (5 = 2) do conjunto de dados 1.

A Figura 7.2 apresenta o mapa da funcao de intensidade no quadrado unitario,
considerando amostragem nao preferencial e preferencial para o conjunto de dados 1. No
caso da amostragem nao preferencial temos um processo de Poisson homogéneo, por isso

todos os pontos possuem o mesmo valor de A\(x). No caso da amostragem preferencial, é
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interessante notar que, para valores de S acima de 3 ou abaixo de -3, o valor da funcao de
intensidade fica préximo dos extremos (A* e 0, respectivamente). Isso se deve pela carac-
teristica da funcao probito, que tem valores proximos de zero para argumentos menores

que -3 e proximos de 1 para argumentos maiores que 3.

1.0

~ 140

— 120

— 100

40 40

0.2

20 20

0.0

Figura 7.2: Mapa da fungao de intensidade A(x) simulada do modelo (a) ndo preferencial
e (b) preferencial do conjunto de dados 1.

A partir dos conjuntos de dados simulados, procedeu-se a etapa de inferéncia.

Dados simulados com amostragem preferencial

Para a estimacao dos parametros, foram monitoradas duas cadeias com 200 mil
iteracoes, das quais descartamos as 20 mil iniciais e a amostra a posteriori foi constituida
pelas iteracoes restantes com lag de 60, resultando em uma amostra de tamanho 6 mil.
A convergeéncia das cadeias de Markov foi verificada por andlise grafica e os graficos das
trajetorias dos parametros para o conjunto de dados 1 podem ser observados no Apéndice
B.

A Figura 7.3 apresenta as densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros
estimados pelo modelo com amostragem preferencial (AP). Podemos observar que a es-
timacao do parametro \* é satisfatéria, com grande densidade a posteriori em torno de
seu valor verdadeiro. Percebemos também que nao ha grande densidade a posteriori na

regiao de truncamento, ou seja, o truncamento em 250 nao afetou negativamente a es-
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timacao do parametro, aumentando a eficiéncia do MCMC. Para os demais parametros,
obtemos estimagcao satisfatoria, com altas densidades a posteriori em torno de seus valores
verdadeiros. Vale notar que o parametro de preferenciabilidade S foi bem recuperado em
metade dos conjuntos de dados considerados, sendo que nos demais obtemos estimativas
subestimadas porém maiores que zero (na maior densidade da distribui¢do a posteriori),

indicando a presenca de amostragem preferencial.
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Figura 7.3: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo com
amostragem preferencial para os dados simulados com amostragem preferencial. A linha
horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.
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Através do grafico de dispersao bidimensional dos parametros, podemos analisar
como estes se relacionam no modelo. A Figura 7.4 apresenta o grafico para alguns pares
de parametros. Observamos uma relagao positiva entre o2 e ¢ (que ja ¢ conhecida na lite-
ratura) e entre o2 e 3, que estao relacionados pela Equacao 6.3 do modelo. Considerando
que os dados possuem amostragem preferencial, a relagao entre i e 5 é explicada pelo fato
de que, menores valores de (8 (e préximos de zero) indicam menor forga de preferéncia, o
que acarreta na superestimagao de g (em médulo). Valores mais altos de  vao proporci-
onar uma melhor corre¢cao nas estimativas de p. Notamos também uma relagao positiva

entre i e A\*. Essa relagao precisa ser melhor investigada em estudos posteriores.
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Figura 7.4: Graficos de dispersao de alguns pares de parametros da amostra a posteriori
para os dados simulados do conjunto de dados 1.

A Figura 7.5 apresenta as densidades das distribui¢oes a posteriori dos parametros

estimados pelo modelo sem amostragem preferencial (SAP). Podemos observar que o
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parametro p é superestimado na maioria dos conjuntos de dados. Isso ocorre porque a
amostra possui, em sua maioria, valores altos do processo e o modelo nao consegue captar

essa caracteristica. Apesar disso, os demais parametros tem estimacao satisfatoria.
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Figura 7.5: Densidades das distribuigcoes a posteriori dos parametros do modelo sem
amostragem preferencial para os dados simulados com amostragem preferencial. A linha
horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.

A Figura 7.6 apresenta a fungao de intensidade estimada pelo modelo em fungao
do processo S. Observamos que a curva estimada acompanha a curva real, porém subes-
tima os maiores valores da taxa tanto para a média quanto para a mediana a posteriori.
Notamos grande incerteza através da banda de 95% de credibilidade, porém a curva real
se encontra dentro da banda em toda trajetoria. Através do mapa estimado da funcao de
intensidade (Figura 7.7), podemos observar valores subestimados nas regioes de alta in-
tensidade, comparado com a Figura 7.2 (b), e valores superestimados em regioes de baixa
intensidade. Apesar disso, identificamos um padrao semelhante dos mapas. Observamos
também que o desvio padrao a posteriori da funcao de intensidade é menor nos locais
amostrados, como esperado.

Para analisar a qualidade preditiva dos modelos, foi considerado um local com valor
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Figura 7.6: Gréfico da fungao de intensidade estimada pela média (linha continua) e
mediana (linha tracejada) a posteriori e banda de 95% de credibilidade para os dados
simulados do conjunto de dados 1.
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Figura 7.7: Mapas (a) da média a posteriori e (b) do desvio padrao a posteriori da funcao
de intensidade estimada para os dados simulados do conjunto de dados 1.

baixo do processo S que nao possui locais amostrados proximos. Esse ponto foi escolhido
para cada conjunto de dados simulados, denotado por x,, e a Figura 7.8 apresenta o local
do ponto escolhido para os conjuntos de dados 1 e 2. Foram considerados também dois
locais fixos para todos os conjuntos de dados: z,; = (0,49; 0,49) e 2,2 = (0,91; 0,09).
Foram realizadas as predigoes para o processo Gaussiano S e para o processo Y para
cada um dos conjuntos de dados e calculado o viés de predi¢ao, dado pela subtragao do

valor predito pelo valor verdadeiro do processo. A Figura 7.9 apresenta o intervalo de



7.1 Amostragem preferencial e nao preferencial 129

Qe
— + +
* = ]
*+ il o -4
F+ + +++
[e¢] + ‘
o -ﬂ'++ Sz .l
- 2
i 3 -
©
S Ht + -
+ + n
iy
+
~ |
3, p ot -2
+ i + +
++ 4 + 4
+ —
N +
o + Ty, " &
IS gt n +
+t k +.p -6
Q | + | 4
o I I I I

(b)
Figura 7.8: Mapa do processo S dos conjuntos de dados (a) 1 e (b) 2 para os dados

simulados com amostragem preferencial. Os pontos em azul, vermelho e preto indicam os
locais de xp, x,, € x,,, respectivamente.

credibilidade de 95% para o viés de predicao do processo S e do processo Y nos trés
locais de predicao, considerando os modelos AP e SAP. Podemos observar que a predicao
realizada pelo modelo AP é mais satisfatoria que a realizada pelo modelo SAP, pois o
IC cobre o viés nulo em mais conjuntos de dados, principalmente para o local z,. Nesse
local, notamos que, dos dez conjuntos de dados, apenas um IC do viés de predigao sob o
modelo sem amostragem preferencial cobre o valor nulo, ao passo que, sob nosso modelo
com amostragem preferencial, temos 6 intervalos que contém o zero. Além disso, notamos
que o viés médio esta mais proximo de zero no modelo AP, indicando melhor predicao.
A partir de uma malha regular de tamanho 30 x 30, foi realizada a predi¢ao do
processo Gaussiano S e do processo Y para os modelos com amostragem preferencial e
sem amostragem preferencial. A partir dos valores preditos para cada local da malha,

foram calculados a raiz quadrada do Erro Quadratico Médio de Predigdo (REQMP)

REQMP = 1 > (S(xi) — S(a:))?

P =1

e a Proporgao de Cobertura dos Intervalos de Predigao (PCIP) de 95%

np

PCIP - ni S 1{S(1) € 1C(S(x), 95%) .
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Figura 7.9: Intervalos de credibilidade de 95% do viés de predi¢ao dos processos S e Y
nos locais (a) x,, (b) 2,1 = (0,49;0,49) e (c) z,2 = (0,91;0,09), considerando os modelos
AP e SAP para os dados simulados com amostragem preferencial.

Para medidas globais, integramos as medidas locais sobre a regiao de interesse, no caso,

dadas pela média das medidas locais, resultando em REQMP Global (REQMPG) e PCIP
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Global (PCIPG). As mesmas quantidades sao utilizadas para analisar a qualidade de

predi¢ao do processo Y. Os resultados sao apresentados nas Figuras 7.10 e 7.11.  Em
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Figura 7.10: Medidas de qualidade de predigao para o processo S dos modelos AP (linha
continua) e SAP (linha tracejada) considerando os conjuntos de dados simulados com
amostragem preferencial.

REQMPG PCIPG

1.0

2.2
'

|
0.9
|

1.4

0.7

1.0
0.6

Conjunto de dados Conjunto de dados

Figura 7.11: Medidas de qualidade de predi¢ao para o processo Y dos modelos AP (linha
continua) e SAP (linha tracejada) considerando os conjuntos de dados simulados com
amostragem preferencial.

relacao a predicao do processo latente S, podemos observar que o modelo AP possui menor
EQMPG para todos os conjuntos de dados e maior PCIPG para nove dos dez conjuntos
de dados (em torno do valor nominal), indicando melhor predigao. Quando observamos
a predigao realizada para o processo Y, o modelo AP se sobressai em relacao ao modelo
SAP em todos os conjuntos de dados, apresentando menor viés e melhor cobertura de
intervalos de predigao. Isso indica que o modelo AP é melhor que o modelo SAP na
presenca de amostragem preferencial em relagao a predigao, que é o principal objetivo da

geoestatistica.
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As Figuras 7.12 e 7.13 apresentam os mapas estimados dos processos S e Y do

conjunto de dados 1 para ambos os modelos.  Como o modelo SAP nao considera a
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Figura 7.12: Mapa do processo S (a) original, (b) estimado pelo modelo com amostragem
preferencial e (c) estimado pelo modelo sem amostragem preferencial, ambos utilizando a
mediana da distribuicao preditiva a posteriori para o conjunto de dados 1.
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Figura 7.13: Mapa do processo Y (a) original, (b) estimado pelo modelo com amostragem
preferencial e (c¢) estimado pelo modelo sem amostragem preferencial, ambos utilizando a
mediana da distribui¢ao preditiva a posteriori para o conjunto de dados 1.

informagao do processo pontual na predicao, sua predicao nao é capaz de recuperar os
menores valores do processo latente S. Esse efeito é acentuado quando consideramos o
processo Y, em que o mapa possui apenas cores que correspondem a valores altos. Ja para
o modelo AP, observamos no mapa regices de menores valores dos processos preditos, tanto
para S quanto para Y, se aproximando melhor dos processos originais principalmente em

areas de pouca informagao.
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Dados simulados sem amostragem preferencial

Para a estimacao dos parametros, foram monitoradas duas cadeias com 200 mil
iteracoes, das quais descartamos as 20 mil iniciais e a amostra a posteriori foi constituida
pelas iteragoes restantes com lag de 60, resultando em uma amostra de tamanho 6 mil.

A Figura 7.14 apresenta as densidades das distribui¢oes a posteriori dos parametros
estimados pelo modelo AP. Podemos observar que a estimacgao do parametro A\* é satis-
fatéria, com grande densidade a posteriori em torno de seu valor verdadeiro. Para os
demais parametros, obtemos estimacao satisfatéria, com altas densidades a posteriori em
torno de seus valores verdadeiros. Vale notar que o parametro de preferenciabilidade [ foi
bem recuperado em todos os conjuntos de dados, isto é, o modelo foi capaz de identificar
que os dados ndo provém de uma amostragem preferencial (3 igual a zero).

A Figura 7.15 apresenta as densidades das distribui¢oes a posteriori dos parametros
estimados pelo modelo SAP. Podemos observar que o parametro p é estimado de forma
satisfatéria, porém possui maior variabilidade se comparamos com a estimacao obtida
pelo modelo AP. Os demais parametros tem estimacao satisfatoria.

A Figura 7.16 apresenta a fungao de intensidade estimada pelo modelo em fungao
do processo S. Observamos que a banda de 95% de credibilidade contém a curva real em
toda trajetéria. Como estamos lidando com incertezas, era esperado que nossa funcao de
intensidade estimada apresentasse inclinagao no caso de amostragem nao preferencial.

Para analisar a qualidade preditiva dos modelos, foi considerado um local com valor
baixo do processo S que nao possui locais amostrados préoximos. Esse ponto foi escolhido
para cada conjunto de dados simulados, denotado por z,, e a Figura 7.17 apresenta o
local do ponto escolhido para os conjuntos de dados 1 e 2. Foram considerados também
dois locais fixos para todos os conjuntos de dados: z,1 = (0,49; 0,49) e z,, = (0,91;
0,09). A predigao foi realizada e calculou-se o viés de predigdo para o processo S e o
processo Y, dado pela subtragao do valor predito pelo valor verdadeiro do processo. A
Figura 7.18 apresenta o intervalo de credibilidade de 95% para o viés de predicao do
processo S e do processo Y nos trés locais de predicao, considerando os modelos AP e
SAP. Podemos observar que a predicao é bem semelhante para ambos modelos, com a
maioria dos intervalos contendo o valor de viés igual a zero.

A partir de uma malha regular 30 x 30, foram calculadas as medidas de qualidade
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Figura 7.14: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo com
amostragem preferencial para os dados simulados sem amostragem preferencial. A linha
horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.

de predicao REQMPG e PCIPG para ambos modelos. Os resultados sao apresentados nas

Figuras 7.19 e 7.20. Observamos que os valores sao semelhantes para ambos os modelos,

tanto para o processo S quanto para o processo Y, indicando que o modelo AP possui

poder de capacidade preditiva similar a do modelo SAP na auséncia de amostragem

preferencial. As Figuras 7.21 e 7.22 apresentam os mapas dos processos S e Y preditos

por ambos modelos. Notamos que a predicao é equivalente quanto utilizamos o modelo
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Figura 7.15: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo sem
amostragem preferencial para os dados simulados com amostragem preferencial. A linha

horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.
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Figura 7.16: Gréfico da fungao de intensidade estimada pela média (linha continua) e
mediana (linha tracejada) a posteriori e banda de 95% de credibilidade para os dados
simulados sem amostragem preferencial do conjunto de dados 1.

com amostragem preferencial ou sem.

Concluimos, nessa analise, que nosso modelo com amostragem preferencial se so-



7.1 Amostragem preferencial e nao preferencial 136

o e
4 4
[e0] [e0]
pad S
2 2
© ©
[S) 0 S} 0
< <
S 2 S 2
(qV) (V) _4
S -4 S
-6
o o
S S

00 02 04 06 08 1.0 0.0 0.2 04 06 08 1.0

(a) (b)

Figura 7.17: Mapa do processo S dos conjuntos de dados (a) 1 e (b) 2 para os dados
simulados sem amostragem preferencial. Os pontos em azul, vermelho e preto indicam os
locais de xp, x,,, e x,,, respectivamente.

bressai, tanto na estimacao dos parametros quanto na predi¢ao, quando os dados provém
de amostragem preferencial. No caso da auséncia de preferenciabilidade na amostra, nosso
modelo tem melhor estimacao dos parametros e capacidade preditiva tao boa quanto o

modelo sem amostragem preferencial.
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Figura 7.18: Intervalos de credibilidade de 95% do viés de predicao dos processos S e Y
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AP e SAP para os dados simulados sem amostragem preferencial.
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continua) e SAP (linha tracejada) considerando os conjuntos de dados simulados sem
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Figura 7.20: Medidas de qualidade de predi¢ao para o processo Y dos modelos AP (linha
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Figura 7.21: Mapa do processo S (a) original, (b) estimado pelo modelo com amostragem
preferencial e (¢) estimado pelo modelo sem amostragem preferencial, ambos utilizando a
mediana da distribuicao preditiva a posteriori para o conjunto de dados 1 simulado sem

amostragem preferencial.
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7.2 Efeito de fixar o parametro de correlacao

Para avaliar o efeito de fixar o parametro de correlacao, foi realizada a estimacao
dos parametros do modelo para varios valores fixos de ¢, sendo 0,05, 0,15 (verdadeiro)
e 0,50. Foram consideradas duas cadeias partindo de valores iniciais distintos, com 200
mil iteracoes cada. Foram descartadas as primeiras 20 mil iteracoes de cada cadeia e
a amostra a posteriori foi construida a partir de um lag igual a 60, totalizando 6 mil
observagoes.

A Figura 7.23 apresenta as distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo con-
siderando os valores fixos de ¢. Percebemos que, quanto maior o valor fixo do parametro
de correlacao, maior sao os valores estimados de A*. Esse fato ocorre porque, quanto maior
o valor de ¢, maior sera a correlacao entre os valores de .S gerados, o que pode aumentar
a quantidade de pontos retidos do processo X e, consequentemente, elevar a estimativa
de \*. Sobre os parametros de média e de preferenciabilidade, obtemos estimativas se-
melhantes, porém ha maior variabilidade a posteriori para ¢ igual a 0,50. As estimativas
de 0% sao maiores para valores superiores considerados de ¢. Zhang (2004) mostra que,
para o processo Gaussiano com funcao de correlacao Matérn, ha falta de identificabilidade
dos parametros o2 e ¢, sendo que a razao o?/¢ seria consistentemente estimada quando
consideramos a funcao de correlacio exponencial. Dessa forma, a estimativa de o2 sofre
influéncia do valor fixado de ¢, como observamos graficamente.

A superestimagao da variancia de S para valores de ¢ acima do verdadeiro in-
fluencia diretamente a estimacao do semivariograma, uma vez que necessita dos valores
estimados dos parametros da funcao de covariancia. Esse efeito pode ser visualizado na
Figura 7.24, em que o semivariograma estimado possui valores superiores a medida que
se aumenta o valor fixo de ¢. Apesar desse efeito, observamos que apenas o valor subesti-
mado de ¢ acarreta em um intervalo de credibilidade a posteriori do semivariograma que
nao contém o valor real. Os valores de ¢ iguais a 0,15 e 0,50 resultam em IC a posteriori
que contém o semivariograma real, porém o tultimo possui maior variancia, chegando a
quase o dobro para distancias maiores que 1 unidade. Notamos esse impacto também
na média e na mediana dos semivariogramas, se afastando do semivariograma real. Por
isso, deve-se tomar cuidado ao escolher o valor de ¢ que serad fixado, assumindo valores
razoaveis de acordo com o problema em estudo.

As Figuras 7.25 e 7.26 apresentam as medidas de predi¢ao em relacao aos processos
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Figura 7.23: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo com
amostragem preferencial para os dados simulados com amostragem preferencial. O valor
de ¢ foi fixado em 0,05 (coluna esquerda) e em 0,50 (coluna direita). A linha horizontal

representa o valor verdadeiro do parametro.

S e Y para os modelos considerando os varios valores fixos de ¢. Podemos observar que

o modelo que subestima o valor de ¢ apresenta maior valor de EQMPG para todos os

conjuntos de dados, para ambos processos. Ainda em relacao ao EQMPG, os modelos
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Figura 7.24: Semivariograma estimado e intervalo de credibilidade de 95% (area em ver-
melho) considerando os valores de ¢ fixos em 0,05 (primeira coluna), 0,15 (segunda coluna)
e 0,5 (terceira coluna) para os conjuntos de dados (a) 1, (b) 2 e (¢) 3. Os pontos repre-
sentam o semivariograma amostral e a linha continua representa o semivariograma real.

com o valor verdadeiro e o valor superestimado de ¢ apresentam medidas semelhantes.

Ao analisar a PCIPG, percebemos que o modelo que superestima o parametro de cor-

relacao possui medidas menores que os demais modelos para alguns conjuntos de dados

considerando o processo S. Essa medida melhora quando analisamos a predicao para o



7.2 Efeito de fixar o parametro de correlacao 143

processo Y, que é o nosso interesse principal, e os trés modelos possuem performance
semelhante para a maior parte dos conjuntos de dados. Esses resultados indicam que
fixar o valor do parametro de correlacao em um valor superior ao verdadeiro nao acarreta

grandes impactos na predicao do processo de interesse.
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Figura 7.25: Medidas de qualidade de predicao para o processo S dos modelos conside-
rando a estimagao de ¢ (linha continua) e com valores de ¢ fixos em 0,05 (linha tracejada),
0,15 (linha pontilhada) e 0,50 (linha ponto-trago).
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Figura 7.26: Medidas de qualidade de predicao para o processo Y dos modelos conside-
rando a estimagao de ¢ (linha continua) e com valores de ¢ fixos em 0,05 (linha tracejada),
0,15 (linha pontilhada) e 0,50 (linha ponto-trago).

As Figuras 7.27 e 7.28 apresentam os mapas dos processos S e Y preditos pelos
modelos considerando os vérios valores fixos do parametro de correlagao. Claramente
observamos que o modelo que subestima o valor do parametro de correlacao nao obteve
boa performance, apresentando valores altos nas regioes que o processo original possui
valores baixos, tanto para o processo S quanto para o processo Y. Ja os mapas dos modelos

que consideram ¢ igual a 0,15 e 0,50 apresentam melhores predicoes, principalmente nas
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regides onde nao ha valores amostrados. Percebemos também que a predicao é semelhante
para os dois tltimos, reforcando o resultado de que utilizar um valor superestimado do
parametro de correlacao nao resulta grandes impactos sobre os valores preditos do processo

de interesse.

08
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0.2

Figura 7.27: Mapa do processo S (a) original e predito pelos modelos fixando ¢ em (b)
0,05, (c¢) 0,15 (valor verdadeiro) e (d) 0,50 utilizando a mediana da distribuigao preditiva
a posteriori para o conjunto de dados 1 simulado com amostragem preferencial.

Figura 7.28: Mapa do processo Y (a) original e predito pelos modelos fixando ¢ em (b)
0,05, (c) 0,15 (valor verdadeiro) e (d) 0,50 utilizando a mediana da distribui¢ao preditiva
a posteriori para o conjunto de dados 1 simulado com amostragem preferencial.

Para concluir a secao, percebemos que, caso seja de interesse fixar o valor do
parametro de correlagao, devem ser considerados valores razoaveis para o problema em
questao. O grafico de semivariograma pode indicar uma boa estimativa para o valor de ¢

a partir do alcance obtido pelo semivariograma tedérico considerado.
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7.3 Desempenho do modelo para poucos dados

Para analisar o desempenho do nosso modelo quando ha pouca informacgao sobre
o processo em estudo, foi realizado um estudo de simulacao considerando os valores de
A* iguais a 30 e 50. Os valores dos demais parametros foram (u, 7%, 0%, ¢, ) = (4; 0,10;
3; 0,15; 2) e a Tabela 7.2 apresenta o nimero de observagoes obtidas para cada conjunto
de dados. Foram consideradas duas cadeias partindo de valores iniciais distintos, com
200 mil iteragoes cada. Foram descartadas as primeiras 20 mil iteracoes de cada cadeia
e a amostra a posteriori foi construida a partir de um lag igual a 60, totalizando 6 mil

observagoes.

Tabela 7.2: Numero de observacoes obtidas em cada conjunto de dados.

Conjuntodedados 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A =30 128 13 10 15 20 16 20 13 13
A =50 20 21 20 41 22 32 17 29 23 30

A Figura 7.29 apresenta as densidades das distribuigoes a posteriori dos parametros
estimados pelo modelo considerando o valor de \* igual a 30. Podemos observar que a
estimacao do parametro \* é satisfatéria, com grande densidade a posteriori em torno de
seu valor verdadeiro. Em relacao ao parametro de média, notamos que é superestimado
na maioria dos conjuntos de dados, evidenciando o efeito de se ter pouca informacao
nos dados. O efeito pepita e o parametro de correlacao também sao superestimados,
mas obtemos estimacao satisfatéria para o?. O parametro de preferenciabilidade 3 é
subestimado em todos os conjuntos de dados e podemos observar que a centralidade da
distribuicao a posteriori estd em torno de zero, indicando erroneamente que os dados nao
provém de uma amostragem preferencial.

A Figura 7.30 apresenta as densidades das distribuigoes a posteriori dos parametros
estimados pelo modelo considerando o valor de A* igual a 50. Observamos comportamento
semelhante & simulacao anterior, sendo os parametros p, 72 e ¢ superestimados e o2 e f3,
subestimados. Porém, podemos observar em relacao ao parametro de preferenciabilidade
que sua distribuicao a posteriori se deslocou positivamente para quase todos os bancos
de dados quando comparado a simulacao com A\* igual a 30. Ou seja, ao agregar mais
informacao, a estimacao do parametro 3 se torna melhor.

As Figuras 7.31 e 7.32 apresentam as medidas de qualidade de predi¢ao dos pro-

cessos S e Y para os modelos. A medida referente ao modelo com A* igual a 150 foi
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Figura 7.29: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo com
amostragem preferencial para os dados simulados com amostragem preferencial e \* igual
a 30. A linha horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.

apresentada para comparagao, uma vez que obtemos boa predigao para esse modelo. Em
relacao ao EQMPG, observamos que os modelos com poucos dados apresentam valores
semelhantes e superiores ao modelo de referéncia para ambos processos. Analisando os
graficos de PCIPG, notamos que a cobertura de intervalos de predi¢ao para os modelos
com poucos dados é semelhante para os processos S e Y e sao menores que a cobertura do

modelo de referéncia, principalmente em relagao ao processo Y. Esses resultados indicam
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Figura 7.30: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo com
amostragem preferencial para os dados simulados com amostragem preferencial e \* igual
a 50. A linha horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.

que a falta de informagao afeta a capacidade preditiva do modelo.

Para concluir a se¢ao, percebemos que a capacidade do modelo de corrigir o viés
proporcionado pela amostragem preferencial depende da quantidade de informacao dos
dados. Quanto mais informacao, ou seja, mais locais amostrados, melhor serd a estimagao.
Se a amostra nao fornece informacao suficiente, o modelo nao serd capaz de identificar

a amostragem preferencial, obtendo estimagoes viesadas como no modelo tradicional. O
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7.31: Medidas de qualidade de predicao para o processo S dos modelos com A*

igual a 150 (linha continua), 30 (linha tracejada) e 50 (linha pontilhada), considerando
os conjuntos de dados simulados com amostragem preferencial.
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7.32: Medidas de qualidade de predi¢ao para o processo Y dos modelos com \*

igual a 150 (linha continua), 30 (linha tracejada) e 50 (linha pontilhada), considerando
os conjuntos de dados simulados com amostragem preferencial.

mesmo ocorre com a capacidade preditiva do modelo, fornecendo predigoes pobres quando

ha falta de informacao nos dados.
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7.4 Especificagao incorreta da funcao de intensidade

O modelo escolhido pode nao ser o mais correto para representar a geracao dos
dados do fendmeno em estudo. Dessa forma, vale estudar como nosso modelo se comporta
quando os dados sao gerados a partir de uma funcao de intensidade diferente da probito.

A funcgao de intensidade do modelo log-linear é bastante conhecida em geoes-
tatistica com amostragem preferencial, visto que é a funcao considerada no trabalho
pioneiro de Diggle et al. (2010) e utilizada por outros, como Ferreira and Gamerman
(2015) e Dinsdale and Salibian-Barrera (2019). Assim, nesta segao estudamos o compor-
tamento das estimativas dos parametros e valores preditos do nosso modelo quando os

dados sao gerados a partir da funcao de intensidade exponencial, isto é,

Mx) = exp{y+ 05(x)}.

Consideramos os seguintes valores para os parametros: (i, 72,02, ¢) = (4; 0,10; 3;
0,15). Para gerar o processo pontual, consideramos dois cendrios que diferem na intensi-

dade do parametro de preferéncia,
1. (v,9) = (3,5; 1) resultando em 89 observagoes e
2. (v,6) = (1;2) resultando em 61 observagoes.

A funcao de intensidade exponencial tedrica nao é limitada, o que diferencia da
funcao utilizada no nosso modelo que é limitada por A\*. Dessa forma, espera-se que as
estimativas de \* sejam altas para compensar a diferenca de comportamento das fungoes.
Porém, isso resultarda em uma grande demanda computacional, aumentando o tempo de
execucao do algoritmo exponencialmente. Para evitar esse problema, uma priori gama
truncada foi adotada, mas devemos ter em mente que, ao realizar o truncamento, nao
obteremos taxas estimadas acima do valor escolhido. Logo, analisar o efeito de tal trun-
camento se torna necessario principalmente sobre a predi¢ao em valores nao observados,
que é o principal objetivo da geoestatistica.

Para isso, considerando o cenario 1, a estimacao foi realizada para trés valores de
truncamento do parametro \* iguais a 150, 250 e 350. Além disso, consideramos realizar
a estimagao também pelo modelo sem amostragem preferencial (SAP) a fim de comparar

com os resultados do nosso modelo quando a funcao de intensidade é diferente da probito.
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As densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo sao apresentadas

na Figura 7.33.
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Figura 7.33: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo com
funcao de intensidade probito, considerando o cenario 1 de dados simulados com funcao
de intensidade exponencial. A linha horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.

Podemos observar que a estimacao para os parametros que definem a estrutura de

2 0% e ¢, é semelhante para os trés valores de truncamento con-

variancia e covariancia, 7
siderados. O resultado obtido para esses parametros pelo modelo SAP apresenta maior
variabilidade a posteriori. Em relagao ao parametro A*, aumentar o valor do truncamento
resultou em estimativas maiores, como era esperado. Esse fato também resultou em des-
locar a distribuicao a posteriori de p para uma regiao de maiores valores e essa relagao
pode ser observada na Figura 7.34, em que podemos notar uma tendéncia crescente nas
estimativas desses dois parametros, assim como observado na Segao 7.1. Para compen-
sar a estimativa de p, o modelo também altera a estimativa de S e notamos o mesmo
comportamento para S; e Sip. Em relagdo ao modelo SAP, a superestimagao de p era
esperada, pois nao ha correcao do viés que a amostra apresenta nesse modelo. Sobre o

parametro de preferéncia [, notamos estimacao semelhante do nosso modelo para os trés

valores de truncamento considerados. Ou seja, a regiao de truncamento nao afeta muito
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Figura 7.34: Grafico de dispersao das estimativas de p e A*. A linha vertical representa
o valor verdadeiro de pu.

a estimacao dos parametros, exceto por u e, obviamente, \*. Devemos entao analisar esse
efeito sobre as predicoes.
A Figura 7.35 apresenta a fungao de intensidade estimada para os dados gerados no

cenario 1 em funcao do processo Gaussiano S. Notamos que ha diferenga significativa entre
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Figura 7.35: Taxa estimada pela média (linha continua), mediana (linha tracejada) e

intervalo de credibilidade de 95% considerando os dados gerados pelo cendrio 1. A linha

preta representa a taxa exponencial (verdadeira). Para melhor visualizacao, o eixo vertical
[k

foi limitado em 300. Os pontos marcados em “x” correspondem aos valores simulados do
processo S na amostra.
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a funcao estimada pelo nosso modelo e a funcao real, sendo que o intervalo de credibilidade
de 95% nao contém o valor verdadeiro da funcao na maior parte apresentada. Isso se d4
pelo fato de que a fun¢ao de intensidade do nosso modelo nao possui intercepto dentro da
funcao probito, o que nao possibilita a curva de se deslocar para a direita, por exemplo,
para “acompanhar” a curva real exponencial. Em outras palavras, para o valor s =0, a
fungao de intensidade obrigatoriamente terd como valor A*/2; o que deixa a curva distante
da curva exponencial considerada para a maior parte do intervalo de S considerado.
Para incorporar a incerteza da estimacao de S, foram construidos os mapas da
funcao de intensidade estimada a partir da média a posteriori, como pode ser observado

na Figura 7.36. Os valores se encontram na escala logaritmica. Percebemos que os valores
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Figura 7.36: Funcao de intensidade (a) simulada pelo cendrio 1 e estimada pela média a
posteriori considerando os valores de truncamento para A\* iguais a (b) 150, (c¢) 250 e (d)
350. Os valores estao na escala logaritmica.

mais altos da taxa nao foram recuperados, como era de se esperar, mas os menores valores
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foram superestimados, corroborando com o resultado da Figura 7.35. A estimacao da taxa
foi semelhante para os trés valores de truncamento considerados.

Foram calculadas as proporc¢oes de cobertura de intervalos de credibilidade de 95%
da taxa estimada, resultando em 73,7%, 82,2% e 85,6% para os valores de truncamento
150, 250 e 350, respectivamente. Esse resultado indica que temos grande proporcao de
cobertura dos ICs para a funcao de intensidade, apesar da estimacao pobre pela média e

mediana a posteriori, como podemos observar na Figura 7.37. Nessa Figura, escolhemos
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Figura 7.37: Distribuicoes a posteriori da funcao de intensidade estimada considerando
o cenério 1 para os locais de baixa intensidade real xgs = (0,750; 0,083), 2367 = (0,217,
0,417), xge5 = (0,817; 0,683), xge0 = (0,317; 0,917) e de alta intensidade real xgs = (0,250;
0,117), x371 = (0,350; 0,417), x513 = (0,083; 0,583), zse6 = (0,850; 0,950).

quatro pontos em que a fungao de intensidade apresenta valores baixos (primeira linha
de gréficos) e quatro pontos de valores altos (segunda linha de gréficos). Em relagao aos
pontos de baixa intensidade, notamos boa estimativa para uns e valores superestimados
para outros. Em relagao aos pontos de alta intensidade, nao conseguimos recuperar o valor
verdadeiro, como esperado quando consideramos como taxa real a fungao exponencial.
Para avaliar a predicao para o processo de interesse Y, foram construidos mapas
estimados pela média a posteriori dos valores preditos, como podemos observar na Figura

7.38. Notamos boa predicao pela média a posteriori e também notamos que os mapas
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para ambos valores de truncamento sao semelhantes. Notamos também que a predicao
em regides sem valor observado é superestimado pelo modelo SAP; ao passo que nosso

modelo corrige esse viés mesmo quando a fungao de intensidade real é exponencial.
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Figura 7.38: Mapa do processo Y (a) simulado pelo cendrio 1 e estimado pela média a
posteriori da distribuicao preditiva considerando os valores de truncamento para A\* iguais
a (b) 150, (c) 250, (d) 350 e considerando (e) o modelo sem amostragem preferencial.

A Figura 7.39 apresenta as distribuicoes preditivas a posteriori de alguns locais
nao observados para Y, em regioes sem observagoes, e percebemos que a predicao resul-
tante do modelo considerando todos valores de truncamento de A* sao muito semelhantes.
Isso significa que, mesmo existindo uma diferenca na estimagao do parametro p para os
diferentes truncamentos de \*, o processo de predicao corrige esse viés pois considera a
quantidade p + S(x) e a informagao do processo pontual. Dessa forma, podemos traba-
lhar com valores de truncamento nao muito altos sem perda de qualidade de predicao,
tornando o processo de estimacao mais eficiente. Note que as distribui¢des a posteriori
dos valores de Y se encontram préximas de seus valores verdadeiros, significando que é
possivel utilizar o modelo com funcao de ligagao probito para dados originados de uma
fungao de ligagao exponencial. Sobre o modelo SAP, as predigoes sao viesadas, como era

esperado quando hé amostragem preferencial.
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Figura 7.39: Distribuicoes a posteriori do processo Y para os locais nao observados dis-
tantes de pontos amostrados (primeira linha) e préximos de pontos amostrados (segunda
linha). As coordenadas do locais escolhidos sao xg3 = (0,750; 0,083), 315 = (0,483; 0,350),
Te20 — (0,650, 0,683), T702 — (0,383, 0,783), T3 = (0,183, 0,050), T189 = (0,283, 0,217),
z512 = (0,050; 0,583) e wg65 = (0,817; 0,950), considerando o cenério 1.

Observamos, entao, que o fato de nao conseguirmos boas estimativas para a fungao
de intensidade nao impossibilita o modelo de realizar boas predi¢oes para o processo de
interesse. Isso se da pelo fato de que a funcao de intensidade impacta, principalmente,
na geracao de locais do processo X. Se observarmos a Figura 7.35, concluimos que,
pela funcdo de intensidade exponencial, serao retidos os pontos de X que apresentarem
baixissimos valores de S. Pela fungao de intensidade probito, pontos que apresentarem
baixos valores de S, mas nao muito baixo, também tem uma probabilidade considerdvel
de serem retidos e a informacao desses pontos é suficiente para realizarmos boa inferéncia
para o processo Y.

Os resultados obtidos para o cenario 2 foram semelhantes. Considerando uma
maior forca na preferéncia em relagao ao cenario 1, obtemos um viés nos valores preditos
para o processo Y pelo nosso modelo pelo fato de haver menos informacgao de valores
baixos (viés pela falta de informagao). Os resultados estdo no Apéndice A.

Para concluir a se¢ao, podemos dizer que, quando o processo pontual é gerado
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pela funcao de intensidade exponencial, os resultados obtidos através do nosso modelo
com funcao de intensidade probito sao satisfatérios para o processo de interesse, que é a

predicao de Y em locais nao observados.

7.5 Modelo com intercepto na funcao de intensidade

A estimagao dos parametros do modelo com intercepto na funcao de intensidade
apresentou um problema de identificacao, sendo dificil estimar a sob priori pouco infor-
mativa. Os dados foram simulados considerando o valor de « igual a 1 e consideramos
distribuicoes a priori para o normais centradas em seu valor verdadeiro com variancias 1,
0,1.

As distribuigoes a posteriori dos parametros do modelo podem ser observadas na
Figura 7.40. Podemos notar que os resultados obtidos para os parametros de variabilidade
sao semelhantes nos dois casos. Porém, para variancia a priori igual a 1, a estimacao de
a se deu em torno de zero e, como consequéncia, os parametros \* e u foram estimados
em torno de seus valores verdadeiros. Para a variancia a priori igual a 0,1, conseguimos
estimagao satisfatéria para a, mas \* é subestimado e u é superestimado. A relacao desses
dois parametros com « pode ser observada na Figura 7.41. E interessante notar que a
tendéncia crescente entre os valores estimados de A\* e u se perde quando, neste modelo,
o parametro « foi estimado em torno de zero. Nesse caso, a relagao de dependéncia passa
para pu e o. Quando a estimacao do intercepto se da longe de zero, nao observamos relagao
entre seus valores estimados e os de p e voltamos a perceber essa relacao entre \* e p.
Como resultados preliminares, ainda nao esta claro o porqué desse comportamento, sendo
que um estudo mais aprofundado sobre esse modelo se torna necessario.

Podemos observar na Figura 7.42 a funcao de intensidade estimada pela media e
mediana a posteriori e os intervalores de credibilidade de 95%. Notamos que, ao estimar
corretamente o intercepto a;, obtemos uma curva estimada mais adequada, pois consegui-
mos desloca-la para se ajustar melhor a curva real. A Figura 7.43 apresenta os mapas
estimados da funcao de intensidade. Notamos que os mapas sao semelhantes para os dois
casos, sendo que para o caso em que « foi estimado como nulo, obtemos valores maiores
da taxa nos locais de alta intensidade. Isso é corroborado com o resultado da Figura 7.42,
em que o valor maximo estimado pela média a posteriori da funcao de intensidade é mais

proximo do valor real para a variancia a priori de « igual a 1.
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Figura 7.40: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo com

funcao de intensidade probito.
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Figura 7.42: Taxa estimada pela média (linha continua), mediana (linha tracejada) e
intervalo de credibilidade de 95% considerando como variancia a priori para « os valores
(a) 1 e (b) 0,1 para os dados gerados com o valor de « igual a 1. A linha preta representa
a taxa real e os pontos marcados em “x” correspondem aos valores simulados do processo
S na amostra.

Figura 7.43: Mapas da fungao de intensidade (a) real e estimada pela média a posteriori
considerando as variancias a priori para « iguais a (b) 1 e (c¢) 0,1 para os dados gerados
com o valor de « igual a 1.

Para analisar a predicao da funcao de intensidade e do processo Y, foram escolhidos
locais nao amostrados da malha de predicao de 30 x 30 com trés caracteristicas distintas:
locais distantes de pontos da amostra, locais proximos de pontos da amostra e locais cuja
intensidade real esta entre 120 e 130. O objetivo de se escolher pontos com a iltima
caracteristica é analisar a distribuicao preditiva da fun¢ao de intensidade e do processo Y
em locais cuja taxa estimada no caso em que « foi estimado em torno de zero esta distante
da taxa real. As coordenadas dos pontos escolhidos podem ser observadas na Tabela 7.3.
A Figura 7.44 apresenta a distribuicao a posteriori da funcao de intensidade estimada nos

locais escolhidos. Apesar do comportamento distinto da taxa estimada na Figura 7.42



7.5 Modelo com intercepto na fungao de intensidade 159

Tabela 7.3: Locais escolhidos para predi¢cao sobre uma malha 30 x 30.

Locais distantes Locais préximos Taxa real entre 120 e 130
g3 = (0,750; 0,083) @36 = (0,183; 0,050) x9 = (0,283; 0,017)
X320 = (0,650; 0,350) @912 = (0,050; 0,250) 210 = (0,983; 0,217)
508 — (0,917, 0,550) 587 — (0,550, 0,650) LT435 — (0,483, 0,483)
702 = (0,383; 0,783)  @g54 = (0,450; 0,950) Zge4 = (0,117; 0,750)

para os dois casos considerados, observamos que a estimacgao da funcao de intensidade é
semelhante quando consideramos a incerteza associada a estimacgao do processo Gaussiano.
Dessa forma, na maioria dos locais escolhidos, obtivemos estimacao semelhante da taxa

quando « foi estimado em torno de zero e quando foi estimado corretamente.
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Figura 7.44: Distribuicoes a posteriori da fungao de intensidade estimada em locais dis-
tantes de pontos amostrados (primeira linha), em locais préximos de pontos amostrados
(segunda linha) e em locais cuja intensidade real estd entre 120 e 130 (terceira linha).



7.5 Modelo com intercepto na funcao de intensidade 160

A Figura 7.45 apresenta o mapa predito do processo Y e podemos notar que a
predicao para esse processo € similar para os dois casos considerados. Observando a
Figura 7.46, concluimos que as distribuigoes preditivas para Y sao muito semelhantes
independente se o foi estimado corretamente ou nao. Esse resultado é importante pois,
apesar de nao conseguirmos recuperar bem a fungao de intensidade no primeiro caso («
estimado em torno de zero), a predi¢ao obtida para o processo de interesse Y nesse caso

7

¢ andloga a predicao obtida quando obtemos boa estimagao do intercepto.
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Figura 7.45: Mapas do processo Y (a) simulado e estimado pela média a posteriori con-
siderando as variancias a priori para « iguais a (b) 1 e (c¢) 0,1 para os dados gerados com
o valor de « igual a 1.
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Figura 7.46: Distribuicoes preditivas a posteriori do processo Y em locais distantes de
pontos amostrados (primeira linha), em locais préximos de pontos amostrados (segunda
linha) e em locais cuja intensidade real esté entre 120 e 130 (terceira linha).



7.6 Modelo com discretizacao 162

7.6 Modelo com discretizagao

Para comparar os resultados obtidos pelo nosso modelo com os resultados do mo-
delo que possui aproximagao por discretizagdo (modelo aproximado), foi realizada a es-
timacao dos parametros do conjunto de dados 1 da Secao 7.1 considerando uma malha re-
gular de tamanho 15 x 15 sobre o quadrado unitario. A construcao do modelo aproximado
se deu de forma similar ao modelo apresentado em Ferreira and Gamerman (2015), subs-
tituindo a funcgao de intensidade exponencial pela funcao probito. Dessa forma, podemos
identificar o ganho da modelagem que permite realizar inferéncia exata em comparagao
com o modelo aproximado.

A Figura 7.47 apresenta as distribui¢oes a posteriori dos parametros do modelo.
Podemos observar que a estimagao é semelhante para os parametros \*, ;e 5. Em relagao
aos parametros de variancia e ao de correlacao, notamos que o modelo exato fornece uma

estimativa a posteriori mais concentrada em torno de seus valores verdadeiros.
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Figura 7.47: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros dos modelos exato
e aproximado com func¢ao de intensidade probito, considerando o conjunto de dados 1. A
linha horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.

A Figura 7.48 apresenta a funcao de intensidade estimada para ambos modelos.
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Notamos uma melhor estimacao pela média a posteriori do modelo com aproximacao,
porém este apresenta maior variabilidade a posteriori, como pode ser observado pela
banda de credibilidade de 95%. A estimacao de maiores valores da taxa acarretou uma
estimacao maior para a média a posteriori do modelo aproximado, ou seja, mesmo estando
mais proxima da taxa real, a incerteza é maior quando comparada com a taxa estimada

pelo modelo exato.
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Figura 7.48: Taxa estimada pela média (linha continua), mediana (linha tracejada) e
intervalo de credibilidade de 95% considerando os dados do conjunto de dados 1. (a)
modelo exato e (b) modelo com aproximagcao. A linha preta representa a taxa real. Os

[ah]

pontos marcados em “x” correspondem aos valores simulados do processo S na amostra.

Através de uma malha regular 30 x 30, foi realizada a predicao para os modelos.
A Figura 7.49 apresenta a distribuigao a posteriori da funcao de intensidade estimada
em locais nao observados na malha de predi¢ao que estao distantes ou proximos de pon-
tos amostrados (suas coordenadas estdo presentes na Tabela 7.3). Podemos observar
estimacao semelhante para a funcao de intensidade nos locais considerados para os dois
modelos.

Observamos o mapa predito pelo média a posteriori do processo Y na Figura 7.50
e obtemos melhores predicoes para o modelo exato, principalmente em regioes que nao
possuem informacao.

As Figuras 7.51 e 7.52 apresentam as medidas de qualidade de predi¢ao para ambos
modelos a partir de dez conjuntos de dados simulados. Em relacao ao processo S, obtemos
melhores valores de PCIPG para o modelo exato. Para o processo Y, observamos melhores

medidas associadas ao modelo exato para quase todos os conjuntos de dados considerados,
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Figura 7.49: Distribuicoes a posteriori da fungao de intensidade estimada em locais dis-
tantes de pontos amostrados (primeira linha) e em locais préximos de pontos amostrados
(segunda linha).

Figura 7.50: Mapa do processo Y (a) simulado pelo conjunto de dados 1 e estimado
pela média a posteriori da distribuigao preditiva considerando os modelos (b) exato e (c)
aproximado.

evidenciando a melhor performance da nossa modelagem.

A Figura 7.53 apresenta a distribuicao preditiva a posteriori de Y em alguns locais
da malha de predi¢ao. Para pontos distantes de locais amostrados, observamos predicao
semelhante para os dois modelos. Porém, para pontos proximos aos locais da amostra,
o modelo exato fornece predicao mais precisa, apresentando distribuicao preditiva mais

concentrada em torno do valor verdadeiro.
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Figura 7.51: Medidas de qualidade de predigao para o processo S dos modelos exato (linha
continua) e aproximado (linha tracejada) considerando os conjuntos de dados simulados
com amostragem preferencial.
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Figura 7.52: Medidas de qualidade de predi¢ao para o processo Y dos modelos exato (linha
continua) e aproximado (linha tracejada) considerando os conjuntos de dados simulados
com amostragem preferencial.

Logo, podemos concluir que o modelo exato fornece valores preditos do processo de
interesse mais precisos, tornando-o mais atraente. Isso ocorre pela capacidade do modelo
de realizar inferéncia sobre locais exatos da regiao de estudo e nao apenas em localizacoes

aproximadas.
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Figura 7.53: Distribuicoes preditivas a posteriori do processo Y em locais distantes de

pontos amostrados (primeira linha) e em locais préximos de pontos amostrados (segunda
linha).
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7.7 Modelo t-Student

Para avaliar o desempenho do modelo quando incorporamos a distribuicao t-
Student, foi realizado um estudo de simulacao considerando o modelo t no processo S
e os parametros foram estimados pelos modelos t nos processos S e Y e pelo modelo nor-
mal. Os valores assumidos para os parametros foram (\*, u, 72,02, ¢, 8) = (160; 4; 0,10;
3; 0,15; 2) e 3 graus de liberdade para a distribuicao t. Dessa forma, foram gerados cinco
conjunto de dados, resultando em um nimero de observacoes igual a 84, 55, 114, 72, 64.
Consideramos duas cadeias partindo de valores iniciais distintos, com 200 mil iteragoes
cada. Assumimos um burn in de tamanho 20 mil e a amostra a posteriori foi construida
a partir de um lag igual a 60 de cada cadeia, totalizando 6 mil observacoes. A analise
de convergéncia das cadeias foi realizada visualmente a partir dos graficos de valor versus
iteracao.

As Figuras 7.54 e 7.55 apresentam a distribuicao a posteriori dos parametros dos
modelos. Podemos observar que os resultados obtidos sao semelhantes para os trés mode-
los considerados, sendo que o modelo que assume a distribuicao t no processo Y fornece
maior variancia a posteriori. Apesar disso, esse modelo apresenta melhor estimacao do
parametro de preferéncia, tendo sua distribuicao a posteriori melhor centrada em torno
do verdadeiro valor de .

Em relacao a predicao, as Figuras 7.56 e 7.57 apresentam os valores de REQMPG
e PCIPG para os modelos considerados para os cinco conjuntos de dados. Notamos que
a predicao realizada pelo modelo correto com distribuicao t no processo S é similar a
predicao fornecida pelo modelo normal, apresentando valores proximos de REQMPG e
PCIPG tanto para os valores preditos do processo S quanto para os valores preditos do
processo Y. O modelo com distribui¢ao t no processo Y apresenta maior erro de predigao,
porém apresenta valores de PCIPG muito proximos de 1, indicando que quase todos os
intervalos de credibilidade de 95% contém o verdadeiro valor do processo (ou S ou Y).
Isso se da pela maior variancia da distribuicao a posteriori dos valores preditos por esse
modelo, como podemos observar na Figura 7.58 que apresentam as densidades a posteriori
dos processos S e Y para o conjunto de dados 5.

Logo, o modelo com processo t em S e o modelo normal possuem performance
similares. Veremos posteriormente, na Aplicagdo 3, que considerar o modelo t-Student

(em S) forneceu melhores predigoes e melhor ajuste comparado ao modelo normal. Porém,
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Figura 7.54: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros \*, i e 72 do modelo
com distribuigao t-Student no processo S (primeira coluna) e no processo Y (segunda
coluna) e do modelo Gaussiano (terceira coluna) para os dados simulados com amostragem
preferencial e distribuigao t-Student no processo S. A linha horizontal representa o valor
verdadeiro do parametro.

uma analise mais aprofundada se torna necessaria para verificar as diferencas na utilizacao

dos dois modelos.
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Figura 7.55: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros o2, ¢ e 8 do modelo
com distribuigao t-Student no processo S (primeira coluna) e no processo Y (segunda
coluna) e do modelo Gaussiano (terceira coluna) para os dados simulados com amostragem
preferencial e distribuigao t-Student no processo S. A linha horizontal representa o valor
verdadeiro do parametro.
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Figura 7.56: Medidas de qualidade de predicao para o processo S dos modelos com
distribuigao t em S (linha continua), em Y (linha tracejada) e modelo Gaussiano (linha
pontilhada), considerando os conjuntos de dados simulados com distribui¢ao t no processo

S.
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Figura 7.57: Medidas de qualidade de predicao para o processo Y dos modelos com
distribuigao t em S (linha continua), em Y (linha tracejada) e modelo Gaussiano (linha
pontilhada), considerando os conjuntos de dados simulados com distribui¢ao t no processo

S.
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Figura 7.58: Densidades a posteriori de Y3 e Y5 preditos pelos modelos com distribuicao
t em S (linha continua), em Y (linha tracejada) e modelo Gaussiano (linha pontilhada),
considerando os conjuntos de dados simulados com distribuicao t no processo S.
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Capitulo 8

Aplicacoes a dados reais

Este capitulo ¢é destinado a aplicacao da metodologia discutida em trés conjuntos
de dados reais. A Aplicacao 1 se refere aos dados de poluicao em Galicia, que apresenta
o estudo em dois anos, sendo que em um deles a amostragem é preferencial e no outro é
nao preferencial. Apresentamos na Aplicacao 2 os dados de radiacdo da Alemanha, cujo
desenho amostral é nao preferencial. Por fim, desenvolvemos na Aplicagao 3 a andlise dos
dados de precipitacao da cidade do Rio de Janeiro, que apresenta possivel amostragem

preferencial e outlier.

8.1 Aplicacao 1: Dados de poluicao em Galicia

O conjunto de dados de monitoramento de metais pesados em Galicia é bastante
conhecido e utilizado na literatura, veja Fernandez et al. (2000), Diggle et al. (2010) e
Dinsdale and Salibian-Barrera (2019). Os dados se referem a concentragao de chumbo em
amostras de musgo, em micrograma por grama de peso seco, realizadas em outubro de
1997 e julho de 2000. O acimulo de metais pesados em musgos ocorre, em sua maioria,
pela deposigao pelo ar, o que os torna um indicador de biomonitoramento (Ferndndez
et al., 2000). Os dados estao disponiveis no pacote PrevMap (Giorgi and Diggle, 2017)
no software R.

A Figura 8.1 apresenta o mapa de Galicia e os locais amostrados em ambos 0s
anos da pesquisa. A escolha dos locais para amostragem no estudo de 1997 foi realizada
considerando as regidoes em que se espera maior concentracao de chumbo, tornando o
desenho amostral potencialmente preferencial. Em relacao ao ano 2000, a amostragem se
deu em uma malha aproximadamente regular e esperamos que a preferenciabilidade seja
nula (ou quase nula).

A transformacao logaritmica foi aplicada aos dados para torné-los mais simétricos.
A Figura 8.2 apresenta os graficos de histograma para os dados transformados e a Tabela
8.1 apresenta estatisticas descritivas. E importante observar que, mesmo apds a trans-
formagao logaritmica, ha duas observagoes atipicas como evidencia o boxplot dos dados

da Figura 8.3.
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Tabela 8.1: Estatisticas descritivas para os dados de log-concentracao de chumbo em
amostras de musgo.

Ano n Min  Quartil 1 Mediana Média Quartil3 Max D.p. CV
1997 63 0,515 1,091 1,385 1,440 1,851 2,252 0,480 0,333
2000 132 -0,223 0,336 0,587 0,661 0,955 2,163 0,432 0,653
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Figura 8.1: Mapa de Galicia e locais amostrados em ambos anos. O diametro do circulo
é proporcional ao valor amostrado.
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Figura 8.2: Histogramas dos dados de log-concentragao de chumbo em musgos.

Para verificar se o processo analisado ¢ isotrépico, construimos os gréaficos de semi-
variancia em funcao das direcoes principais para os dois anos que podem ser observados
na Figura 8.4. Note que, em todas as quatro direcoes, o semivariograma apresenta com-
portamento semelhante, o que indica isotropia. Dessa forma, procedemos com a analise

para modelos isotropicos.



8.1 Aplicagao 1: Dados de polui¢gao em Galicia 173

73 0
032

1.5

1.0

0.5

\ \
1997 2000

Figura 8.3: Gréfico de boxplot dos dados de log-concentracao de chumbo em musgos em
Galicia.
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Figura 8.4: Grafico de semivariograma dos dados de log-concentracao de chumbo em
musgos em Galicia.

Inferéncia classica

A estimacao dos parametros do modelo foi realizada considerando funcao de cor-
relacao exponencial, tamanho de malha 400 e através dos métodos MCLA, TMB e MCEM.
Para comparagao, foi considerado o modelo nao preferencial Gaussiano (NPG). A Tabela
8.2 apresenta os resultados da estimacao. Note que as estimativas dos parametros em
comum dos modelos NPG e MCLA sao iguais, diferindo apenas o erro padrao. Isso ocorre
porque a estimacao por MCLA utiliza a distribuicao nao preferencial marginal de Y, que
nao depende dos valores simulados de S. Analisando os resultados da pesquisa de 1997,
podemos observar que o valor de i é maior para os métodos TMB e MCEM, que conside-

ram a distribui¢ao preditiva correta de S|x,y. Como temos uma amostragem preferencial
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nesse ano, estes métodos fornecem uma estimativa mais correta do parametro de média.
Por outro lado, os métodos NPG e MCLA resultam em estimativas viesadas, uma vez que
nao consideram a caracteristica preferencial do processo na estimacao desse parametro.
Sobre o parametro de preferéncia, a estimativa fornecida pelo TMB é maior em com-
paragao as fornecidas por MCEM e possui maior erro padrao. Dessa forma, obtemos
estimativas mais precisas utilizando MCEM.

Tabela 8.2: Estimativas dos parametros dos modelos ajustados para os dados de concen-

tragdo de chumbo nos anos de 1997 e 2000 considerando distribuigdo normal (erro padrao
em parénteses).

1997 2000
NPG MCLA TMB MCEM NPG MCLA TMB MCEM
1542 1542 1,708 1,985 0,724 0,724 0,923 0,702
(0,113) (0,113) (0,159)  (0,050) (0,100)  (0,100) (0,191)  (0,026)
> 008 008 0171 0,38 0,000 0,000 0,057 0,056
(0,042) (0,042) (0,039) (0,027) (0,047)  (0,001) (0,026)  (0,010)
2 0047 0146 0059 0,194 0,192 0,192 0,174 0,144
(0,062) (0,062) (0,062) (0,033) (0,058) (0,037) (0,073) (0,015)
0,193 0,193 0521 0,268 0,206 0206 0,425 0,137
¢ (0,120) (0,120) (0.836) (0.046) (0,082) (0,052) (0,260) (0,018)
- 1514  -3.896  -2,754 - 0481 -0,847  -0,269
b (0,346) (2,785) (0,371) (0,254)  (0,308)  (0,246)

O principal objetivo em geoestatistica é predizer a varidvel de interesse (Y) em
locais nao observados e a Figura 8.5 apresenta os mapas preditos de log-concentracao de
chumbo em uma malha 20 x 20 sobre a regiao de Galicia em 1997. Para a construcao dos
mapas, utilizamos os valores estimados dos parametros como verdadeiros e os plugamos
na distribuicao preditiva considerada. Para comparacgao, realizamos a predicao para cada
combinagao de método de estimagao (MCLA, TMB e MCEM) e de predicao (krigagem,
moda da distribuigao preditiva de S e algoritmo MH). Como esperado, nao conseguimos
predizer valores longe da média estimada quando utilizamos a krigagem, para cada método
de estimacao. Por outro lado, quando consideramos a predi¢ao pela moda da distribuicao
preditiva e pelo algoritmo MH desenvolvido, que consideram a distribuicao de X, obtemos
um intervalo maior de valores preditos e valores maiores nas regioes nao amostradas. Em
comparagao aos métodos de estimacao, a predicao realizada com os parametros estimados
pelo MCEM apresentou os maiores valores nos locais distantes de pontos amostrados,
também apresentando menor suavidade do mapa. Com os parametros estimados pelo
TMB, obtemos uma predicao mais suave. Vale ressaltar que essa diferenca se da, em

grande parte, pelas médias estimadas pelos métodos, que apresentam uma diferenga de
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quase 0,3 entre a estimada pelo MCEM e pelo TMB. A Figura 8.6 apresenta o erro de
predi¢ao para as combinagoes de método de estimacao e de predigao. Obtemos maior
erro de predicao através dos parametros estimados pelo MCEM, o que ¢ justificado por

apresentar maior valor estimado do efeito pepita.
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Figura 8.5: Mapas de predicao do processo Y para as combinacgoes de métodos de es-
timacao e métodos de predi¢ao dos dados de log-concentracao de chumbo em Galicia no
ano de 1997.

5.0

Como sabemos que a amostragem realizada no ano de 2000 é nao preferencial,
o melhor modelo dentre os discutidos é o modelo NPG, pois sabemos que o parametro
p é igual a zero. Como os parametros estimados por NPG e MCLA sao iguais (nos

parametros comuns), o mapa predito para o modelo NPG é o mesmo que o mapa para o
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Figura 8.6: Mapas de erro de predi¢ao do processo Y para as combinagoes de métodos de
estimagao e métodos de predi¢ao dos dados de log-concentragao de chumbo em Galicia
no ano de 1997.

método MCLA combinado com a krigagem. Dessa forma, podemos comparar os mapas
obtidos com o mapa do modelo MCLA-KRIG. A Figura 8.7 apresenta os mapas preditos
do processo Y para cada combinacao de método de estimacao e de predicao. Notamos que
a combinacao TMB-MODA, que é fornecida pelo pacote TMB, se aproxima mais da predicao
do modelo nao preferencial. No caso do MCEM, os valores preditos foram superestimados
em comparagao ao modelo referéncia. Para esse ano, se considerdassemos analisar os dados
por um modelo com amostragem preferencial, o mais adequado seria utilizar o pacote TMB

para obter os valores preditos. A Figura 8.8 apresenta o erro de predi¢do do processo
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Y e observamos que este é maior para os métodos de estimacao TMB e MCEM em
relacao ao modelo de referéncia. E importante notar que, mesmo utilizando a krigagem,
o erro de predicao é maior quando consideramos os parametros estimados pelos métodos
que consideram a amostragem preferencial, o que é esperado pois hé mais incerteza no

modelo devido ao parametro de preferéncia.
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Figura 8.7: Mapas de predicao do processo Y para as combinacgoes de métodos de es-
timacao e métodos de predigao dos dados de log-concentracao de chumbo em Galicia no
ano de 2000.
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Inferéncia Bayesiana

Os dados também foram analisados a partir da estatistica Bayesiana. Para o
modelo com amostragem preferencial, o valor do parametro de correlacao foi fixado em
0,5. Esse valor foi escolhido através da andlise do variograma e da funcao de correlagao
exponencial, cujo alcance (distancia em que o variograma estabiliza) é dado por ¢/3.
Para o parametro \*, foi considerada uma distribuigao a posteriori GammaT(0,001; 0,001;
500/|B|), indicando que o nimero médio maximo de pontos do processo descartado é igual
a 500. A convergéncia das cadeias de Markov foi verificada por andlise grafica e os graficos
das trajetorias dos parametros podem ser observados no Apéndice B.

A Tabela 8.3 apresenta as medidas resumo das distribuicoes a posteriori dos para-
metros para os modelos com amostragem preferencial (AP) e sem amostragem preferencial
(SAP) para os dados do ano de 1997. E interessante notar que ambos modelos apresen-
taram estimativas semelhantes do parametro de média. Como esperado, o parametro
de preferéncia foi estimado negativo e o intervalo de credibilidade de 95% nao contém o
valor zero, indicando que os dados do ano de 1997 possuem amostragem preferencial. As

densidades a posteriori dos parametros podem ser observadas na Figura 8.9.

Tabela 8.3: Medidas resumo a posteriori para os parametros dos modelos com amostragem
preferencial (AP) e sem amostragem preferencial (SAP) para os dados de Galicia de 1997.

Modelo Parametro Média Mediana Desvio Padrao HPD(95%)

% 61,336 58,457 17,910 [ 34,751 ; 103,215 ]
[ 1,590 1,582 0,139  [1,326; 1,892 ]
AP 72 0,138 0,134 0,046  [0,055; 0,235 |
o2 0,211 0,173 0,150 [ 0,030 ; 0,604 |
3 1,414 -1,355 0,437  [-2,436 :-0,733 ]
[ 1,551 1,547 0,242 [ 1,018 ; 2,061 ]
AP 72 0,105 0,102 0,044  [0,023 ;0,202 ]
o2 0,251 0,209 0,168 [ 0,055 ; 0,690 ]
¢ 0,514 0,430 0,320 [0,116; 1,385 |

A Figura 8.10 apresenta os mapas de predicao pela média a posteriori e o erro
de predicao a posteriori do processo Y para os dados do ano 1997. Os graficos estao
na mesma escala dos mapas obtidos pela abordagem classica. Apesar de as estimativas
para i dos modelos AP e SAP serem semelhantes, observamos que o modelo AP fornece
valores preditos maiores que o modelo SAP em locais nao observados distantes dos pon-

tos da amostra. Logo, notamos que o modelo AP é mais adequado para os dados de
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Figura 8.9: Distribuicoes a posteriori dos parametros dos modelos AP e SAP para os
dados de Galicia de 1997.

1997. Ao se comparar com os mapas obtidos pela abordagem clédssica, notamos que a
transigado dos menores valores (em locais amostrados) para os maiores valores (em locais
nao amostrados) se dd de forma mais suave no modelo Bayesiano.

A Tabela 8.4 apresenta as medidas resumo das distribuigoes a posteriori dos pa-
rametros para os modelos AP e SAP para os dados do ano 2000. E interessante notar
que o modelo AP apresentou um valor superestimado de p e também indicou presenca
de amostragem preferencial, apresentando um intervalo de credibiliade de 95% para S
que nao contém o valor zero. Uma justificativa provavel seria que, no ano de 2000, a
maior parte dos valores medidos sao baixos comparados com a amplitude de valores da
amostra. Esse resultado também indica que devemos ter cuidado ao utilizar um modelo
com amostragem preferencial sob um plano amostral sem preferéncia, principalmente
quando temos uma amostra em malha regular. As densidades a posteriori dos parametros
podem ser observadas na Figura 8.11.

A Figura 8.12 apresenta os mapas de predicao pela média a posteriori e o erro de

predi¢ao a posteriori do processo Y para os dados do ano 2000. Observamos o efeito da
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Figura 8.10: Mapa de predicao de Y (primeira coluna) e erro de predigao (segunda coluna)
dos dados de log-concentragao de chumbo em Galicia no ano de 1997.

Tabela 8.4: Medidas resumo a posteriori para os parametros dos modelos com amostragem
preferencial (AP) e sem amostragem preferencial (SAP) para os dados de Galicia de 2000.

Modelo Parametro Média Mediana Desvio Padrao IC(95%)

% 48321 47.796 8,120 [ 34,049 ; 65,615 |
i 1,042 1,054 0,195 [0,639 ; 1,402 |

AP 72 0,029 0,023 0,024 [ 0,001 ; 0,084 |
o? 0,320 0,324 0,099  [0,135; 0,504 |
B -0,754 -0,697 0,369 [-1,638;-0,189 |
[ 0,751 0,741 0,170 [0,442 ; 1,104

SAD 72 0,018 0,009 0,019 [ 0,001 ; 0,068 ]
o 0,249 0,224 0,104 [0,130 ; 0,520 |

[

o) 0,371 0,314 0,204 0,165 ; 0,906 |
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Figura 8.11: Distribuig¢oes a posteriori dos parametros dos modelos AP e SAP para os
dados de Galicia de 2000.

amostragem preferencial pelo modelo AP, fornecendo valores preditos maiores nas regices
distantes da amostra em relagao ao modelo SAP. Internamente a malha, as predigoes
sao semelhantes para ambos modelos. O erro de predi¢ao para o modelo AP para locais
nao observados distantes de pontos amostrados é maior que o erro para o modelo SAP.
Nesse caso, o melhor modelo seria o SAP, uma vez que sabemos que nao ha preferéncia
na amostra. Nessa aplicagdo, o modelo AP nao conseguiu captar a caracteristica nao

preferencial da amostra, assim como nos modelos da abordagem classica.
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Figura 8.12: Mapa de predicao de Y (primeira coluna) e erro de predigao (segunda coluna)

dos dados de log-concentracao de chumbo em Galicia no ano de 2000.
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8.2 Aplicacao 2: Dados de radiacao na Alemanha

O grupo de Monitoramento Radioativo Ambiental (Radioactivity Environmental
Monitoring - REM) desenvolveu uma plataforma de dados para que os dados de moni-
toramento radioativo na Europa ficasse disponivel para pesquisadores. Esse sistema é
chamado de EURDEP (EUropean Radiological Data Exchange Platform) e a atualizagao
dos dados se da quase em tempo real. Dessa forma, se torna interessante o mapeamento
automatico a partir dos dados atualizados, pois se torna impraticavel ter profissionais para
construir mapas a cada atualizacao. Nesse sentido, o grupo REM organizou o exercicio de
comparagao de interpolagao espacial (Spatial Interpolation Comparison - SIC') de 2004,
em que foi fornecido parte de um banco de dados para participantes realizarem a predicao
para locais nao observados (cujos valores haviam sido observados no conjunto de dados
completo). Os dados se referem a média didria de taxas de radiacdo gamma na Alemanha
e o conjunto contém 1008 locais de monitoramento, sendo que apenas uma amostra de
tamanho 200 foi fornecida. A partir dessa amostra, os participantes deveriam prever a
taxa média de radiacao gamma nos 808 locais restantes.

A Tabela 8.5 apresenta as estatisticas descritivas para os dados de taxa de radiacao
gamma. A varidvel foi medida em nanoSievert/hora - nSv/h e, por simplificacao, deno-
taremos unidades de medida - u.m. Observamos um valor minimo de 55,8 e maximo de
150,0 u.m e que os valores de média e mediana sao semelhantes. O coeficiente de variagao

de 18,3% indica homogeneidade nos dados.

Tabela 8.5: Estatisticas descritivas para os dados de radiacao gama na Alemanha.

n  Min Quartil1 Mediana Média Quartil 3 Maximo D.p. CV
200 55,20 82,20 97,55 96,23 109,50 153,00 17,65 0,183

A Figura 8.13 apresenta uma analise descritiva grafica. Percebemos que a dis-
tribuicao dos dados é simétrica e nao apresenta um possivel dado atipico. Pelo grafico
de postplot, nao observamos nenhum ponto com didmetro “muito” alto. As medidas de
localizagoes foram fornecidas em metros e, para evitarmos possiveis erros computacionais,
a unidade de medida foi redimensionada para km*10~!.

A fim de verificar isotropia do processo, a Figura 8.14(a) apresenta o semivario-
grama direcioinal para as direcoes principais. Observamos comportamento semelhante do

semivariograma para todas as quatro diregoes, indicando isotropia do dados. Podemos,
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Figura 8.13: Graficos de (a) histograma, (b) boxplot e (c) postplot dos dados de taxa

média de radiacao gamma na Alemanha.

entao, trabalhar com o semivariograma omnidirecional, que considera apenas o moédulo

do vetor de distancia sem considerar o sentido. A Figura 8.14(b) apresenta o grafico de

envelope simulado construido a partir de permutagoes aleatérias dos dados (foram con-

sideradas 99). Para cada permutacdo, o valor do semivariograma empirico é calculado

e a banda é construida a partir dos valores maximo e minimo (considerando também os

valores do semivariograma original). Notamos que varios pontos se encontram fora dos

limites do envelope, indicando a existéncia de dependéncia espacial.
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Figura 8.14: Graficos de (a) semivariograma para as quatro dire¢oes principais e (b)
envelope simulado do semivariograma omnidirecional dos dados de taxa média de radiacao
gamma na Alemanha.

A partir dessa andlise, prosseguiu-se com a etapa de inferéncia.
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Inferéncia Bayesiana

Foram ajustados os modelos geoestatistico Bayesiano com amostragem preferencial
(AP) e sem amostragem preferencial (SAP) aos dados. O valor de ¢ foi fixado em 2 para
ambos modelos e esse valor foi escolhido pela analise do variograma.

Consideramos duas cadeias de Markov com 50 mil iteragoes cada, descartando as
20 mil primeiras e, das iteragoes restantes, obtemos uma amostra de tamanho 2 mil (lag
de 30). O tempo médio para obtengao das duas cadeias foi de 694,0 e 5,7 minutos para os
modelos AP e SAP, respectivamente. A convergéncia das cadeias de Markov foi verificada
por analise grafica e os graficos das trajetorias dos parametros podem ser observados no
Apéndice B.

A Tabela 8.6 apresenta as medidas resumo das distribuicoes a posteriori dos para-
metros dos modelos AP e SAP e a Figura 8.15 apresenta as densidades das distribuigoes
a posteriori dos parametros de ambos modelos. Observamos que as estimativas foram
semelhantes para ambos modelos, sendo que o modelo AP apresentou estimativas de 8 em
torno de zero, indicando que a amostragem é nao preferencial (o intervalo de credibilidade
de 95% contém o valor zero), o que era esperado para esses dados.

Tabela 8.6: Medidas resumo a posteriori para os parametros dos modelos com amostragem

preferencial (AP) e sem amostragem preferencial (SAP) para os dados de radiagdo na
Alemanha.

Modelo Parametro ~ Média Mediana Desvio Padrao IC(95%)

A* 17.012 17.004 1.479 [ 14.026 ; 20.015 ]
7 94.670 94.571 7.795 [ 80.165 ; 110.662 |

AP 72 75.979 75.294 12.848 [ 53.320 ; 104.075 |
o2 261.953  256.650 69.170 [ 148.104 ; 418.897 |
o] -0.084 -0.082 0.111 [-0.315; 0.130 |
Iy 04.660  94.437 8496 [ 78.233; 112.714 ]

SAP 72 76.194 75.96 12.378 [ 53.181 ; 101.849 |
o? 259.59  251.229 67.085 [ 155.017 ; 403.486 |

Realizamos a predicao nos 808 locais fornecidos pelo SIC e a Figura 8.16 apresenta
o grafico de valores preditos versus valores reais para ambos modelos. Podemos observar
que a maioria dos valores preditos se encontram em torno da bissetriz, sendo que alguns
pontos de maior valor real nao foram recuperados. As predicoes realizadas sao seme-
lhantes para ambos modelos. Ao calcular o REQMP, obtemos os valores 352,54 e 353,18

para os modelos AP e SAP, respectivamente. Ou seja, apesar de os dados nao apresenta-
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Figura 8.15: Histogramas das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo com
amostragem preferencial para os dados de radiagao na Alemanha.

rem amostragem preferencial, nosso modelo forneceu predigoes levemente melhores que o

modelo sem amostragem preferencial.
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Figura 8.16: Grafico de valores preditos versus valores reais do processo de interesse Y
para os 808 locais fornecidos pelo SIC considerando os modelos (a) AP e (b) SAP.

A Figura 8.17 apresenta os mapas preditos do processo Y por ambos modelos.

Podemos observar que o modelo AP fornece valores ligeiramente menores em regioes nao
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amostradas em comparacao com o modelo AP e apresenta menor erro de predicao, o que

o torna mais atrativo mesmo no contexto nao preferencial.
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Figura 8.17: Mapas de predicao do processo Y (primeira coluna) e erro de predigao
(segunda coluna) para os dados de radiacao na Alemanha.

Em relacao a estatistica classica, houve problema de identificagdo entre os termos
de variancia, em que o efeito pepita foi estimado em torno da variancia total do processo.
Foi realizada também a estimagao do nosso modelo com aproximacao por discretizacao e
notamos o mesmo comportamento. Nessa aplicacao, observa-se um cenario em que o efeito
pepita nao é proximo de zero, podendo ser esse um fator problematico para a estimacao
de modelos que consideram aproximacao por discretizacao no contexto de amostragem
preferencial. Logo, temos evidéncias da importancia e relevancia de um modelo exato

para os dados com amostragem preferencial.



8.3 Aplicagao 3: Dados de precipitacao pluviométrica no Rio de Janeiro 189

8.3 Aplicagcao 3: Dados de precipitacao pluviométrica no Rio
de Janeiro

Os dados se referem a precipitagao total (em mm) observada no més de Janeiro
de 2015 na cidade do Rio de Janeiro. As observacoes foram obtidas por 33 estacoes de
monitoramento distribuidas pela cidade do Rio de Janeiro e, através do Instituto Pereira
Passos, os dados estao disponiveis no site do DATA.RIO (data.rio, acessado em 25 de julho
de 2021). A Figura 8.18 apresenta o mapa da cidade do Rio de Janerio e a localizagao

das estacoes de monitoramento.

Figura 8.18: Mapa da cidade do Rio de Janeiro e estagoes de monitoramento alocadas. A
estacao marcada em vemelho representa uma observagao atipica.

A Tabela 8.7 apresenta as medidas descritivas dos dados e a Figura 8.19, os graficos
de histograma e de boxplot. Podemos notar que ha uma obsevacao atipica que corresponde
ao dado da estacao 29 (“Av.Brasil/Mendanha”), com valor de 243,20 mm, destacada na
Figura 8.18. Percebemos uma leve assimetria na distribuicao dos dados e um coeficiente

de variacao que indica heterogeneidade.

Tabela 8.7: Estatisticas descritivas para os dados de precipitagao na cidade do Rio de
Janeiro em Janeiro de 2015.

n  Min Quartil 1 Mediana Média Quartil 3 Maximo D.p. (GAY
33 36,80 59,00 78,80 90,32 104,40 243,20 46,508 0,515

A analise do variograma indicou comportamento semelhante nas quatro diregoes

principais (Figura 8.20 (a)), evidenciando isotropia do processo. Ao verificar o envelope
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Figura 8.19: Gréficos de (a) histograma e (b) boxplot dos dados de precipitagao na cidade
do Rio de Janeiro.

simulado para o variograma (Figura 8.20 (b)), obtemos indicios de que ha dependéncia

espacial nos dados. Dessa forma, prosseguimos com o processo de inferéncia.
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Figura 8.20: Graficos de (a) semivariograma para as quatro dire¢oes principais e (b)
envelope simulado do semivariograma omnidirecional dos dados de precipitacao na cidade
do Rio de Janeiro.

Inferéncia Bayesiana

Foram ajustados os modelos com amostragem preferencial normal (AP-n) e t-
Student com 3 graus de liberdade (AP-t3) e sem amostragem preferencial normal (SAP-n)

para os dados. Em relagao ao modelo AP, assumimos como distribuicao a priori para \*
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a distribu¢ao GamaT(0,001; 0,001; 500/|B]) e para ¢, a distribuigao Gama(2,10).

Consideramos duas cadeias de Markov com 100 mil iteracoes cada, descartando as
40 mil primeiras e, das iteragoes restantes, obtemos uma amostra de tamanho 3 mil (lag
de 40). O tempo médio para obtengao das duas cadeias foi de 26,11, 19,26 e 0,74 minutos
para os modelos AP-n, AP-t3 e SAP-n, respectivamente. A convergéncia das cadeias
de Markov foi verificada por andlise grafica e os graficos das trajetérias dos parametros
podem ser observados no Apéndice B.

A Tabela 8.8 apresenta as medidas resumo das distribuicoes a posteriori e a Fi-
gura 8.21 apresenta as densidades a posteriori dos parametros dos modelos. Podemos
observar que as estimagoes sao semelhantes, sendo que o parametro de média ¢é estimado
ligeiramente maior nos modelos AP. Como obtemos um valor negativo para 3, indicando
preferéncia para observagoes com valores baixos, o modelo tenta corrigir o viés da amos-
tragem preferencial e, consequentemente, obtemos estimativa de p maior comparada ao
modelo SAP. A diferenga nao é grande, pois o valor estimado do parametro de preferéncia
é pequeno. Apesar disso, o intervalo de credibilidade de 95% para 8 nao contém o valor
zero, tanto para o modelo normal quanto para o modelo t-Student, indicando que ha

efeito da amostragem preferencial. A estimativa de o2 fornecida pelo modelo t-Student

Tabela 8.8: Medidas resumo a posteriori para os parametros dos modelos com amostragem
preferencial normal (AP) e t-Student com 3 graus de liberdade (AP t3) e sem amostragem
preferencial (SAP) para os dados de precipitagao na cidade do Rio de Janeiro.

Modelo Parametro Média Mediana Desvio Padrao IC(95%)
A* 527,426 485,780 207,956 [ 262,822 ; 1071,672 |
" 104,384 108,097 44971 [ 2,712 ; 179,106 ]
AP-n 72 247897 138,637 299,168 [ 0,874 ; 1079,506 ]
o? 0436,373  4634,836 3185,463 [ 1427,003 ; 13882,230 |
) 0,280 0,252 0,141 [ 0,097 ; 0,627 |
Ié] -0,823 -0,784 0,424 [-1,738 ; -0,144 ]
i 101,622 98,717 18272 [ 12,990 ; 218,838 ]
SADP-1 72 172,334 85,349 226,493 [ 0,212 ; 781,080 |
o2 5418782 4594441 3136,348 [ 1589,856 ; 13474,450 ]
) 0,272 0,241 0,139 [ 0,089 ;0,623 ]
X 520,062 491,334 159,032 [ 291,047 ; 898,655 |
I 106,380 106,353 25,497 [ 55,195 ; 156,755 |
AP-t3 72 485,232 357,891 461,443 [ 2,662 ; 1624,719 |
o? 4389,112  3630,915 3176,343 [ 718,304 ; 12889,120 |
) 0,275 0,245 0,145 [ 0,092 ; 0,638 |
3 0,882 -0,841 0,402 [-1,751 ;-0,209 ]




8.3 Aplicagao 3: Dados de precipitacao pluviométrica no Rio de Janeiro 192

apresentou menor valor em relacao ao modelo normal, devido a consideracao das caudas
pesadas, uma vez que a variancia é sensivel a dados atipicos. Como consequéncia, o efeito

pepita apresentou maior valor no modelo t-Student.
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Figura 8.21: Histogramas das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo com
amostragem preferencial para os dados de radiagao na Alemanha.

A Figura 8.22 apresenta os mapas de predicao pela média a posteriori e erro de
predi¢ao do processo Y. O modelo AP fornece valores preditos ligeiramente maiores nas
regioes distantes das estacoes dentro da cidade do Rio de Janeiro. Como identificamos a
presenca do efeito da amostragem preferencial, sua predi¢ao é mais precisa que a obtida
pelo modelo SAP. Analisando o mapa obtido pelo modelo AP t-Student, notamos que os
valores preditos em torno da estagao 29 (marcada em branco) sao ligeiramente menores
em relacao aos demais modelos, diminuindo o impacto que essa observacao causa nos re-
sultados. Em relacao ao erro de predicao, os modelos apresentam valores similares. Dessa
forma, o modelo com caudas mais pesadas que a normal e que considera a amostragem
preferencial foi mais adequado aos dados de precipitacao.

Os modelos foram ajustados novamente aos dados, porém excluindo o dado da

observacao 29. Em seguida, foi realizada a predi¢ao de Y para essa estacao e a distribuigao
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Figura 8.22: Mapa predito do processo Y pelos modelos (a) AP-n, (b) AP-t3 e (¢) SAP-n
para os dados de precipitacao no Rio de Janeiro.

preditiva a posteriori pode ser observada na Figura 8.23. Notamos que, ao retirar a
informacao da estacao 29 do conjunto de dados, os modelos nao conseguem capturar bem
seu verdadeiro valor. Esse fato era esperado, uma vez esse dado é o tnico outlier e sua
exclusao acarreta na falta de informacao de valores nessa regiao. O grafico a direita da
Figura 8.23 apresenta uma ampliacao da distribuicao em torno do valor verdadeiro de Yag
e podemos observar que o modelo que apresentou maior densidade preditiva a posteriori
foi 0 modelo AP-t3 (0,000662), quase o dobro da densidade do modelo AP-n (0,000344)

e quase quinze vezes maior que a densidade do modelo AP-n (0,000045). Dessa forma,
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evidenciamos novamente a relevancia da distribuicao t-Student no ajuste aos dados dessa

aplicacao.
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Figura 8.23: Densidades preditivas a posteriori de Y para a estacao 29 a partir dos dados
em a informagao dessa estacao. A figura a direita corresponde a uma ampliacao em torno
do valor verdadeiro de Yag.

Em relacao a estatistica classica, assim como na Aplicacao 2, houve problema de
identificacao entre os termos de variancia, em que 72 foi estimado em torno da variancia
total do processo. Foi realizada também a estimacao do nosso modelo com aproximacao
por discretizagao e notamos o mesmo comportamento. Novamente, observamos o cenario
em que o efeito pepita nao é préximo de zero, podendo ser esse um fator problematico
para a estimacao de modelos que consideram aproximagao por discretizagao. Logo, temos
evidéncias da importancia e relevancia de um modelo exato para os dados com amostragem

preferencial.
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Capitulo 9

Discussao e trabalhos futuros

Quando tratamos dados espacialmente correlacionados, a geoestatistica nos auxi-
lia para realizar inferéncia de forma correta. Se o planejamento amostral nao depende
do fenomeno em estudo, entao as técnicas usuais em geoestatistica sao suficientes para a
analise do problema. Porém, quando os locais da amostra sao escolhidos tendo como base
caracteristicas do fenomeno, observamos uma amostragem preferencial e outra aborda-
gem deve ser considerada. Diggle et al. (2010) desenvolvem o modelo geoestatistico com
amostragem preferencial e seu trabalho serve como base para esse ramo da geoestatistica.

A modelagem se d4 considerando um processo latente S responsavel pela estrutura
espacial dos dados, um processo pontual X que depende de S e representa a realizacao
do plano amostral e o processo de medida Y, que sao os valores medidos da variavel
de interesse nos locais de X. O processo observado é o processo Y e é nele que reside
o principal interesse: realizar predicoes em locais nao observados, normalmente com o
objetivo de construcao de mapas sobre a regiao de estudo.

Visto que S é um processo nao observado, é natural se pensar no algoritmo EM
como uma ferramenta de estimagao. Em relacao a estatistica classica, na presente tese,
desenvolvemos um algoritmo MCEM/SAEM para estimagao dos parametros do modelo
e comparamos com alguns dos ja existentes: aproximacao da verossimilhanca por Monte
Carlo (MCLA) e aproximagcao de Laplace, propostos para esse modelo por Diggle et al.
(2010) e Dinsdale and Salibian-Barrera (2019), respectivamente. Para aproximagao de
Laplace, foi utilizado o pacote TMB (Kristensen et al., 2016), que recorre a diferenciagao
automatica para criacao da matriz Hessiana. Nosso algoritmo forneceu resultados se-
melhantes aos obtidos por aproximacao de Laplace e melhor estimacao da média e do
parametro de preferéncia em relacao ao MCLA no estudo de simulagoes.

A partir dos parametros estimados, partimos para a etapa de predicao. Baseados
no trabalho de Ferreira and Gamerman (2015), desenvolvemos um algoritmo MH para
geracao de amostras da distribuicao preditiva de S por blocos, tornando o algoritmo mais
eficiente com uma reducao de cerca de 80% no tempo computacional quando passamos

da geragao de blocos de tamanho um para blocos de tamanho cinco. Esse resultado
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foi primordial para podermos realizar a estimacao por MCEM ou SAEM, tornando esse
processo factivel na pratica.

Para realizar predigoes, plugamos os parametros estimados como se fossem os ver-
dadeiros e obtemos os valores preditos do processo S nos locais nao observados de in-
teresse. A partir desses valores, obtemos a predicao para o processo Y. Dessa forma,
podemos combinar métodos de estimacao com métodos de predicao para obtermos os
melhores resultados. A krigagem é o método de predicao mais comum utilizado no con-
texto nao preferencial. Mostramos, na Secao 5.5, que a krigagem nao forneceu valores
preditos razoaveis, sofrendo efeito do viés da amostragem preferencial, isto é, para uma
preferéncia positiva (em que os locais de maior valor tem maior chance de serem escolhi-
dos), os valores preditos foram superestimados. Dessa forma, na presenca de amostragem
preferencial, a krigagem nao é um método de predicao adequado, corroborando com os
resultados apresentados por Diggle et al. (2010) e Dinsdale and Salibian-Barrera (2019).

Como alternativas, trabalhamos com dois métodos que consideram o processo pon-
tual no processo de estimacgao: a moda da distribuicao preditiva de S e o algoritmo MH
desenvolvido. Mostramos que, quando utilizamos os métodos de predi¢ao que consideram
0 processo pontual, obtemos uma correcao do viés ocasionado pela amostragem preferen-
cial e valores preditos mais préximos dos valores verdadeiros. Também mostramos que,
apesar do método MCLA apresentar viés nas estimativas da média, se utilizamos seus
valores estimados dos parametros conjuntamente com um processo de predi¢ao que con-
sidera o processo pontual, obtemos valores preditos corrigidos. Combinando a estimagao
por aproximacao de Laplace ou MCEM com um desses métodos de predicao, obtemos
uma predi¢ao ainda mais precisa.

Tanto para estatistica classica quanto para Bayesiana, os métodos de estimacao
desenvolvidos recorrem ao uso de discretizacao da regiao de estudo para aproximar o pro-
cesso S que é infinto-dimensional (vide como exemplos Diggle et al. (2010), Pati et al.
(2011) e Gelfand et al. (2012)). Essa alternativa é necessaria visto que a funcao de densi-
dade do processo de Cox log-Gaussiano X possui uma integral intratavel que depende de
S em toda a regiao de estudo. Apesar da aproximacao ser uma solucao, esta pode carregar
vieses dificeis de mensurar e produzir resultados viesados (Simpson et al., 2016). Dessa
forma, motivados pelo trabalho de Gongalves and Gamerman (2018), desenvolvemos o

modelo com funcao de ligacao probito para a funcao de intensidade do processo pontual
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X, o que tornou possivel realizar inferéncia exata para o modelo geoestatistico com amos-
tragem preferencial sob a abordagem Bayesiana. Dessa forma, evitamos os possiveis erros
que a aproximacao por discretizacao possa acarretar.

A inferéncia para o modelo Bayesiano se deu via amostragem por MCMC. Uma
limitacao encontrada foi o custo computacional na geracao de processos Gaussianos, que
sao da ordem de n3. Dessa forma, controlar o parametro \* se torna necessario em
aplicagoes cuja geracao de pontos do processo descartado esteja alta, tornando o algo-
ritmo ineficiente. Como alternativa, Gongalves and Gamerman (2018) propoe utilizar
uma distribuicao truncada em um valor razoavel como distribui¢ao a priori que possa tor-
nar a execucao do algoritmo factivel. Essa solucao deve ser analisada para cada aplicacao
pois, como consequéncia, podemos nao gerar dados do processo descartado suficientes
para realizar uma boa inferéncia. Além disso, foi necessario controlar o parametro de
preferéncia a priori para podermos identificar A\* e 5.

Assim como no trabalho de Gongalves and Gamerman (2018), a particular escolha
da funcao probito na funcao de intensidade possibilitou a construcao de um algoritmo
mais eficiente, gerando amostras do processo Gaussiano a partir de uma distribuicao
condicional completa Skew Normal e nao por uma geracao aproximada por MH, como é
realizada em Ferreira and Gamerman (2015).

O modelo Bayesiano exato desenvolvido nao possui intercepto na funcao de ligagao
e, como consequéncia, a fungao de intensidade quando o processo Gaussiano é nulo sera,
obrigatoriamente, metade de seu supremo. Dessa forma, se a funcao de intensidade origi-
nal nao passa pelo ponto (0, A*/2), nosso modelo nao serd capaz de realizar boa estimagao
da taxa em torno de S = (. Dessa forma, um modelo com intercepto na fungao de inten-
sidade poderia auxiliar no ajuste da taxa estimada. Realizamos uma anéalise com este mo-
delo na Segao 7.5 e apresentamos alguns resultados preliminares. Observamos dificuldade
de identificar o parametro « (intercepto) sob priori pouco informativa, sendo necessaria
uma priori informativa para obtermos uma estimacao satisfatéria desse parametro. A
partir da estimagcao correta do intercepto, fomos capazes de ajustar melhor a funcao de
intensidade estimada em relagao a real. Porém, quando comparamos a predi¢ao para o
processo Y do modelo com boa e ruim estimagao do intercepto, obtemos resultados se-
melhantes para ambos os casos. Esse resultado traz evidéncia de que, mesmo com uma

aproximacao nao tao boa da fungao de intensidade, podemos obter boas predi¢oes do mo-
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delo. Verificamos esse “efeito” também quando consideramos como funcao de intensidade
a fungao exponencial, em que nao obtemos um bom ajuste da fun¢ao de intensidade mas
obtemos boa predi¢ao para o processo Y. Como sao resultados preliminares, um estudo
mais aprofundado sobre essa modelagem deve ser realizada.

A partir de estudos de simulacao, mostramos que o modelo Bayesiano exato para o
problema de amostragem preferencial se mostrou eficaz tanto na estimacao dos parametros
do modelo quanto na predicao do processo de interesse Y. A eficiéncia do modelo foi ve-
rificada no estudo de simulacao em situagoes em que a amostragem preferencial estd
presente e também no caso nao preferencial, sendo um modelo que produziu étimos re-
sultados em ambas situacoes. Também mostramos que o modelo se sobressai em relagao
ao modelo tradicional (ndo preferencial) quando ha amostragem preferencial. Sobre a mé
especificacao da funcao de intensidade, isto é, quando os dados provém de uma funcao de
intensidade diferente da probito, analisamos o comportamento do modelo quando o pro-
cesso de Cox log-Gaussiano é o verdadeiro e verificamos que, apesar de nao conseguirmos
estimar bem a funcao de intensidade na maior parte dos valores do processo S, obtemos
6timos resultados sobre a predicao do processo Y, que é o principal interesse. Quando
comparamos nosso modelo exato com o modelo com aproximagao, ambos com fun¢ao de
intensidade probito, observamos que o modelo exato fornece valores preditos mais precisos
que o modelo com aproximacao, o que o torna mais atrativo.

Quando consideramos dados com observagoes atipicas, necessitamos de outra dis-
tribuigdo além da normal, seja para o processo latente ou para o processo de medida (ou
ambos). Nesta tese, desenvolvemos o modelo geoestatistico t-Student com amostragem
preferencial, sob as abordagens classica e Bayesiana. Em ambas, consideramos que o pro-
cesso latente S segue uma distribuicao t-Student. No caso classico, através de estudos
de simulacao, obtivemos boa estimacao pelos métodos MCEM e SAEM. Em relacao a
aproximagao de Laplace, a alocagao de memoria pelo pacote TMB foi alta, chegando a
utilizar 26 Gb de memoédria RAM quando consideramos uma malha de estimagao 20 x 20,
sendo a principal limitagao desse método. Além disso, obtivemos estimativas ruins por
aproximagao de Laplace, sendo que nosso método MCEM/SAEM se sobressaiu para esse
modelo. Em relagdo a predig¢ao, os valores preditos foram semelhantes quando consi-
derados os parametros estimados de ambos métodos de estimacao. Porém, a predicao

realizada a partir dos valores dos parametros fornecidos pela aproximacao de Laplace
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apresentou alta variancia em comparacao com a predicao realizada a partir dos valores
dos parametros fornecidos pelo MCEM, sendo a ultima mais precisa. Dessa forma, nossa
metodologia de estimacao se mostrou melhor tanto na estimacao quanto para fornecer
predicao a partir de suas estimativas. Sob a abordagem Bayesiana, obtivemos apenas
resultados preliminares, sendo que uma melhor andlise do modelo se faz necessaria.

Sobre a andlise com dados reais, em relagao aos dados de biomonitoramento de
metais pesados em Galicia, observamos que os modelos cléssico e Bayesiano foram capa-
zes de identificar a amostragem preferencial da pesquisa de 1997, fornecendo resultados
semelhantes. Para o ano 2000, ambos modelos acusaram uma preferéncia negativa na
auséncia de amostragem preferencial. Esse efeito pode ter sido causado pelo fato de que
a amostra do ano 2000 possui poucos valores “altos” em relacao a amostra como um
todo. Em relacao aos dados de radiacao da Alemanha, o modelo classico e o modelo
Bayesiano, ambos com aproximacao por discretizacao, nao foram capazes de identificar
corretamente a variancia do processo latente, aumentando a estimativa no efeito pepita.
Ja o modelo Bayesiano exato foi capaz de identificar corretamente os valores das duas
variancias separadamente. O uso do termo “corretamente” aqui se faz no sentido de as
estimativas serem coerentes com a andlise do variograma. Problemas computacionais fo-
ram encontrados na estimacao dos parametros por MCLA e por aproximacao de Laplace,
como valores nao finitos para a funcao de verossimilhanca, nao sendo possivel obter as
estimativas por esses métodos. Para a aplicacao dos dados de precipitacao na cidade
do Rio de Janeiro, novamente a estimagao do modelo classico por MCEM nao foi capaz
de identificar corretamente os termos de variancia. O modelo Bayeasiano exato estimou
coerentemente esses parametros, de acordo com a andlise do variograma. Em relagao a
essa aplicacao, observamos um dado atipico, que pode viesar as estimativas do modelo
normal. Dessa forma, ajustando um modelo t-Student, mostramos que o impacto dessa
observacao é reduzido em seus arredores, melhorando a predicao pelo modelo. Em relacao
aos modelos com aproximacao por discretizacao, pretendemos realizar uma analise mais
aprofundada para esses casos, a fim de que esses modelos sejam capazes de identificar
corretamente o efeito pepita e a contribuicao.

Como trabalhos futuros, planejamos implementar formas de melhorar a simulagao
de processos Gaussianos nos algoritmos propostos. Sabemos que esse ¢ um dos principais

problemas computacionais e sofremos dele sob ambas abordagens, classica e Bayesiana.
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Dinsdale and Salibian-Barrera (2019) utilizam campo Markoviano Gaussiano para aproxi-
mar o processo Gaussiano S através da abordagem SPDE (Stochastic Partial Differential
FEquation). Uma limitacao dessa alternativa é a restrigdo do valor de x da fungdo de
covariancia Matérn para valores inteiros, excluindo, por exemplo, a funcao de covariancia
exponencial.

Uma extensao do nosso modelo seria considerar a distribuigao da familia de contor-
nos elipticos no modelo, em que a distribuicao t-Student é um caso particular. De Bastiani
et al. (2015) desenvolvem o modelo geoestatistico com essa familia de distribuigdes para o
caso nao preferencial, cuja distribuicao marginal de Y possui forma fechada. No contexto
de amostragem preferencial, a distribuicao marginal de Y nao possui forma analitica e
extender o modelo para considerar a distribucao de familia de contornos elipticos se torna
um desafio, principalmente sob a abordagem classica.

Almejamos futuramente a possibilidade de estimar os graus de liberdade da dis-
tribuicao t-Student, que foram considerados fixos nesta tese. Uma forma de realizar
essa estimagao é considerar modelos com diferentes graus de liberdade (uma sequéncia
de valores, por exemplo) e escolher o melhor modelo segundo algum critério. Para essa
alternativa precisamos estimar os parametros de varios modelos, o que pode ser muito
custoso, principalmente sob a abordagem Bayesiana. Logo, estimar o parametro v seria
mais eficiente. Fonseca et al. (2008) consideram como distribuigoes a priori para os graus
de liberdade as prioris obtidas pela regra de Jeffreys e Jeffreys independente, mostrando
para o modelo de regressao t-Student que as distribuicoes a posteriori obtidas sao proprias.
Essa pode ser uma alternativa para aplicarmos no nosso modelo para poder estimarmos
os graus de liberdade.

Mostramos que o ajuste do modelo t-Student forneceu melhores resultados na
presenca de outlier, mas ainda nao temos uma ferramenta para medir o impacto dessa
observacao nos resultados do modelo. Assim, pretendemos desenvolver a andlise de di-
agnostico para os modelos propostos.

Planejamos realizar uma andlise mais aprofundada sobre o modelo com intercepto
na funcao de intensidade. Os resultados presente na tese foram obtidos a partir de uma
analise preliminar e alguns fatores devem ser estudados, como a identificabilidade dos
parametros a e A\*. Também podemos considerar outras modelagens, como acrescentar

um parametro aditivo na funcao de intensidade, denotemos por o*. Dessa forma, a taxa
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do processo de Poisson estd no intervalo o e (o + A*). Nesse contexto, o parametro
A* perde a interpretagao de ser o supremo da funcao de intensidade, porém tornamos o
modelo mais flexivel. Pretendemos também comparar a eficiéncia do nosso modelo com
funcao de ligagao probito e modelos com outras funcoes de limitadas, como a logistica e
a complemento log-log.

Uma extensao natural do nosso modelo seria considerar o tempo como variavel.
As Aplicagoes 2 e 3 possuem, em seu banco de dados, medidas repetidas, mensuradas em
diferentes meses. Essa informacao poderia ser incorporada para melhorar os resultados
de predicao, considerando as medidas de tempos anteriores. Dessa forma, planejamos
desenvolver o modelo espago-temporal com amostragem preferencial.

Seria interessante realizar a aplicacao do modelo em outros conjuntos de dados, a
fim de maior validacao da importancia desse trabalho. Por fim, pretendemos desenvolver
um pacote na linguagem R integrada com a linguagem Cpp a fim de possibilitar qualquer
pesquisador a utilizar a metodologia proposta nesta tese, tanto sob enfoque classico quanto

Bayesiano.
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APENDICE A — Especificagio incorreta da funcio
de intensidade: cenario 2

Nesta secao estudamos o comportamento das estimativas dos parametros e valores
preditos do nosso modelo quando os dados sao gerados a partir da fungao de intensidade

exponencial, isto é,

Az) = exp{y + S(x)}.

para o caso em que (v,0) = (1;2), o que chamamos de cendrio 2. Consideramos os se-
guintes valores para os parametros: (u, 72,02, ¢) = (4; 0,10; 3; 0,15). A amostra simulada
resultou em 61 observagoes.

O cendrio 2 apresenta maior forca de preferéncia na amostragem que o cendrio 1
(6 =1). A estimagao dos parametros foi realizada utilizando o modelo probito com distri-
buicao a priori truncada em 150 para A* e também o modelo sem amostragem preferencial
(SAP). As distribuigoes a posteriori dos parametros do modelo podem ser observadas na
Figura A.1 e, assim como no caso anterior, observamos estimacao satisfatéria para os
parametros de covariancia. Nesse cendrio, o modelo SAP subestima o2 e ¢. O parametro
i € superestimado devido a amostra ser composta, em sua maioria, por valores altos, nao
possuindo informacao dos menos valores. Note que o viés é maior para o modelo SAP,
como esperado. Novamente, devemos analisar se esse viés do parametro (e dos valores de
S) impactam negativamente na predigao do processo Y.

A Figura A.2 apresenta a fungao de intensidade estimada (em funcao de S) pelo
modelo e observamos grande diferenca em comparagao com a curva real. Novamente,
esse viés ¢ ocasionado pela falta de intercepto na funcao de intensidade do nosso mo-
delo. Observe que a amostra é constituida, em sua maioria, de valores de S entre 2 e 4,
apresentando um viés forte da amostragem preferencial nesse cenario.

Para incorporar a incerteza da estimacao de S, foram construidos os mapas da
funcao de intensidade estimada a partir da média e da mediana a posteriori, como pode
ser observado na Figura A.3. Os valores se encontram na escala logaritmica. Percebemos
que os valores mais altos da taxa nao foram recuperados, como era de se esperar, mas

os menores valores foram superestimados pela média, corroborando com o resultado da
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Figura A.1: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo com
funcao de intensidade probito, considerando o cenario 2 de dados simulados com funcao
de intensidade exponencial. A linha horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.

Figura A.2. Nesse caso, um melhor estimador seria a mediana a posteriori.

Foi calculada a proporcao de cobertura de intervalo de credibilidade de 95% da
taxa estimada, resultando em 87,7%. Esse resultado indica que temos grande proporc¢ao
de cobertura dos ICs para a funcao de intensidade, apesar da estimagao pobre pela média
e mediana a posteriori, como podemos observar na Figura A.4. Nessa Figura, escolhemos
quatro pontos em que a fungao de intensidade apresenta valores baixos (primeira linha
de gréficos) e quatro pontos de valores altos (segunda linha de gréficos). Em relagao aos
pontos de baixa intensidade, notamos boa estimativa para uns e valores superestimados
para outros. Em relagao aos pontos de alta intensidade, nao conseguimos recuperar o valor
verdadeiro, como esperado quando consideramos como taxa real a funcao exponencial.

Para avaliar a predicao para o processo de interesse Y, foram construidos mapas
estimados pela média a posteriori dos valores preditos, como podemos observar na Figura
A.5. Notamos que os menores valores do processo nao sao recuperados pelo nosso modelo,
porém sao mais préximos que a predicao obtida pelo modelo SAP. Note que, dos locais

que compode a amostra, nao ha valores baixos do processo, o que induz uma falta de
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Figura A.2: Taxa estimada pela média (linha continua), mediana (linha tracejada) e
intervalo de credibilidade de 95% considerando os dados gerados pelo cendrio 2. A linha
preta representa a taxa exponencial (verdadeira). Para melhor visualizacao, o eixo vertical
foi limitado em 200. Os pontos marcados em “x” correspondem aos valores simulados do
processo S na amostra.
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Figura A.3: Funcao de intensidade (a) real e estimada pela (b) média e (c¢) mediana a
posteriori para os dados gerados pelo cenério 2. Os valores estao na escala logaritmica.

informacao e resulta em uma predigao viesada. Dessa forma, podemos dizer que nosso
modelo forneceu boas predicoes visto a amostra fornecida.

A Figura A.6 apresenta as distribuicoes preditivas a posteriori de alguns locais nao
observados para Y, em regioes sem observacoes. Notamos que as distribuigoes a posteriori
dos valores preditos de Y se encontram mais préximas de seus valores verdadeiros no
modelo AP do que no modelo SAP. Apesar de apresentar viés nas predicoes pelo nosso

modelo, esse erro é resultante da forte preferéncia na amostragem que produz falta de
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Figura A.4: Distribui¢es a posteriori da funcdo de intensidade estimada considerando
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0,150), 2625 = (0,817; 0,683), x790 = (0,317; 0,883) e de alta intensidade real xq5 = (0,250;
0,117), x371 = (0,350; 0,417), x513 = (0,083; 0,583), zs66 = (0,850; 0,950).
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Figura A.5: Mapa do processo Y (a) real e estimado pela média a posteriori considerando
(b) o modelo probito e (¢) o modelo sem amostragem preferencial, para os dados gerados
pelo cenario 2.

informacao dos menores valores dos processos.
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considerando o cenério 2.
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APENDICE B — Trajetérias das iteracgées das cadeias
de Markov por estimacao Bayesiana

Apresentamos a seguir alguns gréaficos de trajetérias das cadeias de Markov no
processo de estimacao dos parametros do modelo Bayesiano. As Figuras B.1 e B.2 apre-
sentam as trajetorias das cadeias para o conjunto de dados 1 simulado na Secao 7.1 para

os modelos com e sem amostragem preferencial, respectivamente.
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Figura B.1: Graficos da trajetoria dos parametros considerando o modelo AP e os dados
simulados com amostragem preferencial, para o conjunto de dados 1. A linha horizontal
representa o valor verdadeiro do parametro.
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Figura B.2: Gréficos da trajetoria dos parametros considerando o modelo SAP e os dados
simulados com amostragem preferencial, para o conjunto de dados 1. A linha horizontal
representa o valor verdadeiro do parametro.
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As Figuras B.3 e B.4 apresentam as trajetérias das cadeias para o conjunto de
dados simulado na Se¢ao 7.5 para os modelos com intercepto considerando como variancia

a priori para « os valores 1 e 0,1, respectivamente.
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Figura B.3: Graficos da trajetoria dos parametros considerando o modelo AP e os dados
simulados com intercepto igual a 1, para variancia a priori de « igual a 1. A linha
horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.
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Figura B.4: Graficos da trajetoria dos parametros considerando o modelo AP e os dados
simulados com intercepto igual a 1, para varidncia a priori de a igual a 0,1. A linha
horizontal representa o valor verdadeiro do parametro.
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As Figuras B.5 e B.6 apresentam as trajetérias das cadeias para a Aplicacao 1
sobre os dados de Galicia no ano de 1997, considerando os modelos com e sem amostragem

preferencial, respectivamente.
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Figura B.5: Graficos da trajetoria dos parametros considerando o modelo AP e os dados
de Galicia no ano de 1997.
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Figura B.6: Gréficos da trajetoria dos parametros considerando o modelo SAP e os dados
de Galicia no ano de 1997.
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As Figuras B.7 e B.8 apresentam as trajetérias das cadeias para a Aplicagao 1
sobre os dados de Galicia no ano de 2000, considerando os modelos com e sem amostragem

preferencial, respectivamente.
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Figura B.7: Graficos da trajetoria dos parametros considerando o modelo AP e os dados
de Galicia no ano de 2000.
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Figura B.8: Gréficos da trajetoria dos parametros considerando o modelo SAP e os dados
de Galicia no ano de 2000.
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As Figuras B.9 e B.10 apresentam as trajetorias das cadeias para a Aplicacao 2
sobre os dados de radicagao na Alemanha, considerando os modelos com e sem amostragem

preferencial, respectivamente.
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Figura B.9: Graficos da trajetoria dos parametros considerando o modelo AP e os dados
de radiacao na Alemanha.
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Figura B.10: Graficos da trajetoria dos parametros considerando o modelo SAP e os dados
de radicacao na Alemanha.
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As Figuras B.11 a B.13 apresentam as trajetorias das cadeias para a Aplicacao 3

sobre os dados de precipitacao na cidade do Rio de Janeiro, considerando os modelos AP

normal, SAP normal e AP t-Student com 3 graus de liberdade, respectivamente.
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Figura B.11: Graficos da trajetoria dos parametros considerando o modelo AP-n e os
dados de radiacao na Alemanha.
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Figura B.12: Graficos da trajetéria dos parametros considerando o modelo SAP-n e os
dados de radicacao na Alemanha.
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Figura B.13: Graficos da trajetéria dos parametros considerando o modelo AP-t3 e os
dados de radiacao na Alemanha.



