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Resumo

Um plano de Minkowski é um espaco vetorial X de dimensao dois dotado de uma norma ||-||.
Trés conceitos de curvatura neste plano sdo: curvatura normal, curvatura circular e curvatura
de Minkowski. O principal objetivo desta dissertagdo é estudar a evolugdo de curvas planas
pela curvatura de Minkowski. Em particular, fechamos uma lacuna em aberto na teoria de
fluxos geométricos de curvas planas em espagos de Minkowski. Para isto, inicialmente, iremos
compreender a geometria de curvas planas em espaco de Minkowski seguindo o artigo “Concepts
of curvatures in normed planes” [1], o qual aborda a teoria em linguagem moderna de forma
bastante organizada. Posteriormente, usando ferramentas de EDP, mostraremos que curvas
convexas evoluem ao longo do tempo, para curvas de curvatura de Minkowski constante (néo

nula).

Palavras-chave: Plano de Minkowski. Tipos de curvatura. Curvas com curvatura de
Minkowski constante. Fluxo pela curvatura de Minkowski. Evolucao de curvas planas pela

curvatura de Minkowski.



Abstract

A Minkowski plane is a two-dimensional X vector space with a norm || - ||. Three concepts
of curvature in this plane are: normal curvature, circular curvature and Minkowski curvature.
The main objective of this dissertation is to study the evolution of planar curves by Minkowski
curvature. In particular, we closed an open gap in the theory of geometric flows of planar curves
in Minkowski spaces. For this, we will first understand geometry of planar curves in Minkowski
space following the article “Concepts of curvatures in normed planes” 1], which deals with the
theory in modern language in a very organized way. Later, using EDP theory, we will show that

convex curves evolve over time to constant (non-zero) Minkowski curvature curves.

Keywords: Minkowski plane. Curvature types. Curves with constant Minkowski curvature.

Flow through Minkowski curvature. Evolution of plane curves by Minkowski curvature.
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Capitulo 1

Introducao

Existem na literatura algumas extensoes importantes da geometria Fuclidiana, denominadas
de geometrias nao-Fuclidianas. Uma delas e bem conhecida é a geometria de Minkowski a qual
generaliza os conceitos geométricos FKuclidianos a correspondentes em espacgos de Banach reais
de dimensao finita.

Considerando a geometria de Minkowski, existem diferentes nocbes de ortogonalidade em
planos normados e também diferentes tipos de curvatura de curvas planas nestes ambientes.
Em relacdo aos varios conceitos de ortogonalidade, existe um vasto material sobre o assunto e,
em relagdo aos diferentes tipos de curvatura, até bem pouco tempo, eram pouco difundidos na
literatura.

Recentemente, em 2018, Balestro, Martini e Shonoda [!|, apresentaram, de maneira
sistemética e conectada, a teoria de curvas planas em espacos de Minkowski.  Mais
especificamente, eles introduziram propriedades geométricas dos diferentes tipos de curvatura,
relacionaram essas curvaturas e até mesmo desenvolveram um pouco de teoria em linguagem
moderna. Esses conceitos de curvatura em planos normados foram introduzidos e tratados no
século XX por matemadticos como Biberstein, Busemann, Ghandehari e Petty.

Referindo-se a essas extensoes da curvatura Euclidiana, os autores de |1| caracterizaram as
curvas com cada curvatura constante, caracterizacao presente nos planos Radon ou do subcaso
Euclidiano, e estabeleceram resultados andlogos, como o teorema dos quatro vértices e o teorema
fundamental de curvas planas. Completando os estudos, eles também obtiveram resultados para
curvas de largura constante, nocoes de evolutas e involutas e curvas paralelas do ponto de vista
da teoria de singularidades.

Nos artigos [8] e [35], Busemann e Petty, respectivamente, utilizaram uma estrutura
Euclidiana auxiliar para trabalhar com os chamados isoperimetros, que sao solucdes dos
problemas isoperimétricos em planos normados. Na abordagem de [!], o isoperimetro induz
uma nova norma, e nessa norma ele é o circulo unitario.

Biberstein definiu a curvatura medindo a variacao (no sentido de rotacao) do vetor tangente
em relacdo ao comprimento do arco da curva. Ele reobteve a curvatura de Minkowski de Petty
de um outro modo (veja também [5] e [35]). Da mesma forma, Biberstein definiu anticurvatura
medindo a variacao da rotagdo do vetor normal com relagdo ao comprimento de arco ( “normal”
nao tem um significado tnico na geometria de Minkowski). Acontece que, como veremos, a

anticurvatura de Biberstein é a curvatura isoperimétrica de Petty. Desse modo, ambos autores



deduziram, de maneira andloga ao caso Euclidiano, as férmulas de Frenet.

Petty [35] definiu um outro conceito de curvatura que ele chamou de curvatura circular. Como
veremos, essa curvatura pode ser vista como o inverso do raio do circulo osculatorio (circulo de
Minkowski que tem contato de segunda ordem com a curva no ponto considerado). Esse tipo de
curvatura tambeém foi utilizada por Craizer [12], Balestro, Craizer e Teixeira [13] e Ghandehari
[21, 22]. Guggenheimer |23] trabalhou com um anticirculo osculatoério, obtendo, como veremos,
a curvatura isoperimétrica.

Na primeira parte da dissertacao, apresentaremos os conceitos de curvatura e a teoria
basica de curvas planas em espagos de Minkowski, tendo [4] como referéncia principal. O
desenvolvimento dessa parte é fundamental para a segunda parte, que consiste no estudo do
fluxo pela curvatura de Minkowski. Este fluxo é um problema ainda em aberto e por isso, o
estudaremos detalhadamente. Nosso objetivo é fechar o estudo de fluxos no contexto da geometria
plana de Minkowski. Com o propdsito de posicionar historicamente essa segunda parte, a seguir,
apresentaremos um breve panorama do fluxo de curvas planas no contexto Euclidiano e do fluxo
pela curvatura normal em planos de Minkowski.

Na década de 80, Gage e Hamilton [19] estudaram a evolugao de curvas planas pela curvatura
Euclidiana. Eles provaram que no plano Euclidiano, o fluxo pela curvatura Euclidiana converge
homoteticamente para o circulo Euclidiano. Gage [20], em 1993, também estudou a evolucao de
curvas planas pela curvatura normal em planos de Minkowski e, como veremos, consequentemente
estudou a evolucao de curvas planas pela curvatura circular. Ele provou que o fluxo pela
curvatura normal converge homoteticamente para o anticirculo de Minkowski (também chamado
isoperimetro).

Gage e Yi Li [20], em 1994, demonstraram que toda curva convexa que evolui pela equagao

0Z

s keNea
5 = 1(0)

onde v € C?(T), evolui para um ponto em tempo finito, e se a familia de curvas for normalizada de
tal forma que a area se torne constante, cada sequéncia infinita de curvas tem uma subsequéncia
convergente, que converge a uma solu¢ao auto-similar. A demonstragdo seguiu as ideias do artigo

de Gage [18], onde ele estudou o fluxo pela curvatura normal em planos de Minkowski. De fato,

A . h ~ ~
em [20], Gage e Yi Li mostraram que « pode ser escrita como v = —, onde h e k sdo a fungao
suporte e a curvatura Euclidiana, respectivamente, do bordo de algum corpo convexo suave e
simétrico com relacdo a origem K. Além disso, eles mostraram que as curvas evoluem para

OK. S0 que, como veremos na Secao 3.3, K é o anticirculo em algum plano de Minkowski e

h
—keNe = kN, onde k, e N sdo a curvatura normal e o vetor normal direito das curvas Z(t,-)

no plano de Minkowski que tém 0K como sendo o anticirculo. Deste modo, o fluxo estudado
por Gage e Yi Li ndo partiu de um plano de Minkowski, como é o nosso caso. Na verdade, eles
estudaram um fluxo no caso Euclidiano e utilizaram o fato que as solugdes auto-similares deste
fluxo, é o anticirculo em algum plano de Minkowski, levando assim, a um problema de fluxo pela
curvatura normal em algum plano de Minkowski.

Gage e Hamilton utilizaram como ferramenta em seus estudos o fato de que o circulo
Euclidiano resolve o problema isoperimétrico no plano Euclidiano. No plano de Minkowski, as

curvas de curvatura de Minkowski constante sao homotéticas a curva centroide da bola unitaria.



Estas curvas nao resolvem o problema isoperimétrico em planos de Minkowski. Desta forma,
as técnicas utilizadas por eles ndo nos permitem estudar o caso da curvatura de Minkowski.
Contudo, em [11], Levi estudou a evolugao de curvas planas pela curvatura Euclidiana utilizando
ferramentas de EDP, que nos permite estudar a evolucao de curvas planas pela curvatura de
Minkowski. Vale salientar que o fluxo que introduziremos nao é uma contra-partida aos fluxos

mencionados.



Capitulo 2
Preliminares

Para comodidade do leitor, neste capitulo apresentaremos alguns resultados bésicos, dentre
eles um breve resumo da teoria de curvas no plano Euclidiano, para que possamos posteriormente
obter resultados em planos normados, tendo o plano Euclidiano como caso particular. Sao
referéncias para esse capitulo: 2], [4], [6], [14], [27], [30] e [36].

2.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Teorema 2.1 ([6], Segao 2.8). (Eristéncia e Unicidade) Consideremos o sistema

n
T, = E :a”x],
Jj=1

onde cada a;j : I CR — R € continua em um intervalo I1,i,5 = 1,...,n. Tal sistema € equivalente

ao sistema
¥ = A(t)x, Vt e, (2.1)

onde A(t) = (aij(t))nxn- Para todo (to,zo) € I xR", existe uma unica solug¢ao p(t) = p(t,to, zo)
de (2.1) definida em I tal que p(ty) = xo.

Teorema 2.2 (|6], Teorema 3.6.1). (Método de Variagcao dos Pardmetros) Consideremos a EDO

de sequnda ordem

y' +pt)y +q(t)y =g(t), Vel (2.2)

onde p,q,g sao continuas para cada t € I.
Consideremos também y1 e yo solugoes fundamentais da equacdo homogénea associada d

equagao (2.2). Seja Wyi,y2| o Wronskiano enire y1 e yo, isto €, o determinante da matriz

yr Y2
Yi Yo

A solugao geral da equagao (2.2) é dada por



2.2. ANALISE FUNCIONAL

y2(D)g(t)

nel)
Wlr,92](0)

4920 |yl

y(t) = iy (t) + caya(t) — v1 () t, (2.3)

onde c1,co € R.

2.2 Andalise Funcional

As defini¢oes e resultados desta secao podem ser encontrados em [27] e [30].

Definicao 2.1. Uma norma em um espago vetorial X é uma funcao real definida em X denotada

por || - || satisfazendo as seguintes propriedades:
i) l|lz]| > 0, VazeX;
i) ||z|]| =0 < x=0;
i) || Az]| = Al [|z]], V (A z) € R x X;
w) |z +yll < llzll +lyll, vV 2,y € X.

Defini¢ao 2.2. Um espago normado X ¢ um espaco vetorial com uma norma definida || - ||.

Neste caso, denotamos (X, || - ||).

Definigao 2.3. Dizemos que um espaco normado (X, || -||) com respeito a métrica induzida
d(xz,y) = ||z — y|| é completo se toda sequéncia de Cauchy em X converge para um elemento de
X.

Definicao 2.4. Um espago de Banach é um espaco normado completo (completo com relagao

a métrica induzida pela norma).

Teorema 2.3 ([27], Teorema 2.5-3). Em um espago normado X de dimensdo finita, um

subcongunto M C X é compacto se e somente se M é fechado e limitado em X.

Defini¢ao 2.5. Um espaco vetorial simplético ¢ um par (V,Q) onde V' é um espago vetorial
e 2 :V xV — R & uma forma bilinear antissimétrica e nao-degenerada, isto é, para todo
z,y €V, Qz,y) = —Q(y,x) e se Qx,y) = 0 para todo y, entao x = 0. Neste caso, dizemos que

) é uma forma bilinear simplética.
Exemplo 2.1. O determinante 2 x 2 é uma forma bilinear simplética.

Proposicao 2.1. Seja Q : V x V. — R uma forma bilinear antissimétrica e ndo-degenerada.

Entao eziste a € R tal que, para quaisquer vi,vy € V, vale Q(v1,v2) = adet(vy, v2).

Demonstragdo: Seja {er,ea} a base canonica de R2. Se vy = (x1,y1),v2 = (22,12) € R? entdo

v1 = xi1e1 tyies

v2 = Tge1 + yoe2.



2.3. TEORIA DE CURVAS NO PLANO EUCLIDIANO

Dai, como  é uma forma bilinear antissimétrica,

Qvi,v2) = Qz1e1 + y1e2, x2e1 + Y2€2)
= z1220(e1, e1) + 21y2Q(e1, e2) + y122Q(e2, e1) + y1y2Q(e2, e2)
= ($1y2 - $2y1)9(61a62)

= adet(v,v9).

|
Um funcional em X é uma transformacao linear ¢ : X — R. O conjunto de todos os
funcionais em X é chamado espaco dual de X e denotado por X*. Entdo X* é também um

espago vetorial real de mesma dimensao de X (ver [27]). A norma dual ¢ definida por

[lpl[* = sup {(z) : |lz|| =1}.

Teorema 2.4 ([27], Teorema 3.8-4). Seja h : R? x R? — R uma forma bilinear limitada. Entdo
h tem uma representacio h(z,y) = (Sxz,y) onde S : R? — R? é um operador linear limitado. S

é unicamente determinado por h e ||h||* = ||S||*.

Teorema 2.5 ([27]|, Teorema 4.3-3). Seja X um espago normado e xo um elemento de X \ {0}.

Entao eziste um funcional linear limitado f em X tal que ||f||* =1 e f(xo) = ||xo]|.

Teorema 2.6 ([30], Pag 5). (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer z,y € R™, tem-
se {x,y)| < |z|- |y|. Além disso, vale a igualdade se, e somente se, x e y sdo linearmente

dependentes.

2.3 Teoria de curvas no plano Euclidiano

Nesta secao iremos fazer um breve resumo da teoria de curvas no plano Euclidiano para que
posteriormente possamos fazer comparacdes com a teoria de curvas desenvolvida para planos

normados. As principais referéncias para essa se¢ao sao |2, [4] e [14].

Definicdo 2.6. Uma curva continua no plano R? é uma aplicacio continua ~ : I — R? definida
num intervalo I € R. A aplicacdo v dada por v(t) = (z(t),y(t)) é continua se cada fungao

coordenada x,y : I — R é uma funcao continua.

O conjunto imagem C da aplicacao -, dado por

C={y(t) = (x(t),y(t)) : t € I},

é chamado trago de . Nesse caso, v é dita uma parametrizagdo de C e denominamos t o
parametro da curva .

Se a curva 7 esta definida em um intervalo fechado I = [a,b], os pontos v(a) e v(b) sdo
chamados de ponto inicial e ponto final de 7, respectivamente. Se y(a) = (), dizemos que a

curva é fechada.

Definicdo 2.7. Uma curva v : I — R? & dita simples se v é injetiva. v ¢ dita fechada e
simples se v(s) # v(t) para todo s # t em [a,b) e y(a) = v(b). Nesse caso, v ¢ dita curva de

Jordan.



2.3. TEORIA DE CURVAS NO PLANO EUCLIDIANO

Observacio 2.1. Neste trabalho, diremos que uma curva v : I — R? é suave quando ela tiver

todas as derivadas necessarias continuas.

Defini¢ao 2.8. Uma curva parametrizada suave ou um caminho no plano R? ¢ uma aplicacio

suave 7 : I — R? que para cada t € I associa y(t) € R2.

O vetor tangente (ou vetor velocidade) de v em ty € I é dado por

7' (to) = (2’ (o), ¥'(t0))-
v é dita regular em ¢ty € I sev'(tg) # (0,0). Se ~y é regular para todo ¢t € I, dizemos simplesmente
que v é regular em I. Se 7/(t9) = (0,0), dizemos que v é singular em t.
2.3.1 Reparametrizacao e Comprimento de Arco

Seja vy : I — R? uma curva parametrizada definida por y(t) = (2(t),y(t)) esejah : J CR — I

uma funcio suave. Podemos entdo considerar uma nova curva 3 : J — R? definida por

B(t) = (voh)(t) = y(h(t)).

A curva (8 é, portanto, uma curva parametrizada suave. Dizemos que a curva [ é uma

reparametrizacao de ~. Pela regra da cadeia,

B'(t) = (yo h)'(t) = v (h(£))N' (D).

Se h é estritamente crescente, dizemos que a reparametrizacdo 8 = -y o h preserva orientagao
de . Se h é estritamente decrescente, dizemos que S inverte orientacao de +.

Seja v : I — R? uma curva parametrizada por v(t) = (z(t),y(t)). A fungdo I, : I — R
definida por

L) = [ I (&Ild, (2.4)

to

to € I, é denominada comprimento de arco. Como ||7/(t)|| é uma fungdo continua, L, é de

classe C!, daf

() = 1@l

Definicdo 2.9. Dizemos que uma curva v : I — R? esta parametrizada pelo comprimento de

arco (p.p.c.a), se o parametro ¢ é, a menos de constante, igual a I(¢), isto &, I, (t) =t +c.

Proposicdo 2.2 ([2], Proposicio 1.3). Uma curva v : I — R? estd parametrizada pelo

comprimento de arco se e somente se ||y (t)|| = 1.

Teorema 2.7. Toda curva regular v : I — R? pode ser reparametrizada pelo comprimento de

arco.



2.3. TEORIA DE CURVAS NO PLANO EUCLIDIANO

Demonstragao: Como 7 é regular, entao I/, (t) = [|7/(¢)|| > 0. Logo, L, ¢ estritamente crescente
e, portanto, injetiva. Devido & continuidade de [,, temos ainda que I,(I) é um intervalo J.
Concluimos entao, pelo teorema da funcao inversa, que [, possui inversa diferencidvel h : J — I.
Digamos que 0 € J, h(0) =tg e t
L) = [ [V(©llds.
to
Entao, [, (tg) = 0. Vamos mostrar que =« o h estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Com efeito, visto que h é a inversa de [, temos

P S
MO = T mw) T W mo
dai,
B() = (70 B () =+ (W(H)H (D).
Portanto,

1B DI = [ (R A () | = 1.

Defini¢ao 2.10. Um campo de vetores de classe C” ao longo de 7 ¢ uma aplicacio X : I — R?
de classe C". Geometricamente, o campo de vetores X ¢ dado, em cada ponto (t), pelo vetor
de extremidades y(t) e () + X (¢).

Se v é uma curva parametrizada e regular dada por v(t) = (x(¢),y(t)), entdo T definido por
T(t) = (2/(t),y'(t)) € um campo de vetores ao longo de v chamado campo tangente. O campo
N dado por N(t) = (—=y/(t),2'(t)) ¢ também um campo ao longo de . Observemos que para

todote I, T L N,isto é, N é perpendicular a T. Neste caso, N é chamado campo normal.

Definicao 2.11. Seja v : I — R? uma curva de Jordan, regular e de classe C?. Dizemos que
~ estid orientada positivamente se seu campo normal aponta para a regifo limitada de R?

determinada pelo traco de 7.

2.3.2 Curvatura e Equagoes de Frenet

Seja C' um circulo de raio r e A a area do setor de angulo 6. Entao, a area do setor de angulo

0é % e o comprimento do arco L de angulo 6 é rf. Portanto,

A== (2.5)

Observemos que a area do setor de angulo 0 é proporcional ao comprimento deste arco. E quando
r =1, temos 2A = L.



2.3. TEORIA DE CURVAS NO PLANO EUCLIDIANO

Figura 2.1: A area varrida pelo campo tangente da curva -.

Fonte: Concepts of curvatures in normed planes, 2018.

Seja v : [0,c] — R? uma curva suave parametrizada pelo comprimento de arco s, e seja
w : [0,l(y)] = R a func@o que associa a cada s € [0,1(~y)] duas vezes o valor da éarea do setor

entre 7'(0) e 7/(s). Definimos a curvatura k(s) de v em 7(s) por
k(s) :='(s), s €[0,c].

Esta definigdo pode ser reescrita em outros termos. Em [2], por exemplo, a curvatura é
definida como sendo o comprimento da derivada do campo tangente em cada ponto, como veremos
a seguir.

Como ~/(s) pertence ao circulo unitéario, entao ||7/(s)|| =1, Vs € [0, ¢], daf

IV ($)I? =1= (4'(5),7(5)) = 1= (7/(5),7"(s)) = 0= () L"(s), Vs.

Como {7/(s),n(s)} forma uma base de R?, onde n(s) é o vetor normal orientado positivamente

por 7/(s), de comprimento unitéario, devemos ter 7”(s) // n(s). Escrevemos
V'(s) = k(s)n(s), Vs € [0,1(7)].

Para verificar que as defini¢des coincidem, seja ¢(u) : [0,27] — R? uma parametrizagao do
circulo unitério orientada positivamente, onde o parametro u é duas vezes a area do setor (que
também é uma parametrizacdo pelo comprimento de arco do circulo unitario, devido a equagao

(2.5)). Considerando que ¢(u(s)) =~'(s), temos

F(5) =/ (5) 5 (uls)) = (5)n(s),

logo,

ou seja, as defini¢bes dadas de curvatura coincidem.
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2.3. TEORIA DE CURVAS NO PLANO EUCLIDIANO

Figura 2.2: Curvaturas “grandes” e “pequenas”.

Fonte: Concepts of curvatures in normed planes, 2018.

Quando a curva v nao estd parametrizada pelo comprimento de arco, a curvatura Euclidiana

de v em t é dada por

A0
"= e

onde [+, -] é a forma determinante padrao.

(2.6)

Seja y(s) = (z(s),y(s)) uma curva de classe pelo menos C?, parametrizada pelo comprimento

de arco, entdo
7'(s) = (2'(5),4/(s)) = ¥"(s) = (2"(s),4"(s)),

n(s) = (=y/(s),2'(s)) = n'(s) = (=1/"(s),2"(s)). (2.7)

Como

(@"(s), 9" (s)) = 7" (s) = k(s)(=y/(s), 2/ (s)), (2.8)

entao de (2.7) e (2.8), temos

n'(s) = —k(s)7'(s)

(2.9)
t'(s) = k(s)n(s)

As equagoes em (2.9) sdo chamadas férmulas de Frenet.

Existe uma terceira maneira de obter curvatura no plano Euclidiano que mais tarde dara
sentido a um certo tipo de curvatura nos planos normados, chamada curvatura circular.

Seja v : [0, ] — R? uma curva suave de curvatura positiva parametrizada positivamente pelo
comprimento de arco s e seja ¢ : [0, 27] — R? uma parametriza¢do positiva pelo comprimento de
arco u (ou duas vezes a area do setor) do circulo unitario. Entao podemos considerar localmente
uma reparametrizagao s = s(u) de v de tal maneira que o vetor tangente de v em ~(s(u)) aponta
na dire¢ao de ¢'(u). Escrevemos

Ly (su) = plu)g(u).

Geometricamente, estamos colocando um circulo (de raio p(u)) “preso” no ponto y(s(u)) da

11
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curva, de tal maneira que os vetores tangentes da curva e do circulo coincidam neste ponto. O

nimero p(u) é chamado raio de curvatura de v em s(u).

Observacao 2.2. Temos que

1
k(s(u)) = ma
onde k(s(u)) é a curvatura de y em s(u).
Com efeito,
()9 () =~ (s(u)) = 5 ()5 (5(u),
e como ¢ (u) e Z—Z(s(u)) sao unitarios, temos
ds 1 ds 1 du
pl) = o) = s = (o)) = ) = kst

O circulo de raio p(u) passando por v(s(u)) é chamado circulo osculatério de v em v(s(u)).

A Figura 2.3 ilustra essa construgao.

Figura 2.3: Um circulo osculatério de v(s(u)).

Fonte: Concepts of curvatures in normed planes, 2018.

Defini¢ao 2.12. Sejam v: I — R? e a : J — R? curvas regulares tais que v(so) = a(sp) onde
so € I N J. Dizemos que v e a tém contato de ordem n em sg se todas as derivadas de ordem

menor que n coincidem em sy e as derivadas de ordem n diferem em sg.

Teorema 2.8. Seja k : [0,¢] — R? uma fungdo de classe C*. Entdo dados P € R? e V € R?
com ||Vo|| = 1, existe uma tinica curva parametrizada pelo comprimento de arco 7y : [0,c] — R2,

tal que a curvatura em cada ponto v(s) € dada por k(s),v(0) = P e ~'(0) = V.

Demonstragao: Encontrarmos uma curva v : [0, ¢] — R? parametrizada pelo comprimento de

arco e com curvatura k é equivalente a resolvermos o sistema de equagoes diferenciais ordinérias

; (2.10)

onde y(s) = (z(s), y(s))-

12



2.3. TEORIA DE CURVAS NO PLANO EUCLIDIANO

Observemos que o sistema (2.10) é equivalente ao sistema

((w’<s>>'>:< 0 —k(s))(m'(s)) 2.11)
(/(s)) k(s) 0 /(s)

Como k(s) é de classe C'! em [0, c], em particular k(s) é continua em [0, ¢]. Dai, pelo Teorema
2.1, existe uma unica solugdo v'(s) = (2/(s),4/(s)) de (2.11) tal que 7/(0) = (2/(0),4'(0)) = Vb.
Agora, dado o ponto inicial v(0) = (x(0),y(0)) = P, como o campo tangente ¢ unicamente
determinado, também pelo Teorema 2.1, a curva ~ é unicamente determinada.

De (2.10), temos

Logo,

Portanto,

IVOIP) = ()7 ()
= 2(y"(5),7'(5))
= 2((a"(s),y"(s)), (' (s),/(5)))
2 (2'(s)2"(s) + 9/ (s)y"(s))
— 0,
ou seja, |7/ (s)|| = cte = ¢. Observemos que ¢ = ||[7/(0)|| = [|Vo]| =1
[

Definicao 2.13. Um conjunto X C R? diz-se convexo quando contém qualquer segmento de
reta cujos extremos pertencam a X, ou seja, se x,y € X, entdo (1 — t)x + ty € X para todo
t €0,1].

Definicdo 2.14. Dizemos que uma curva regular v : [0,c] — R? ¢ convexa se, para cada
so € [0, c], o trago de vy esté inteiramente contido em um dos semiplanos determinados pela reta
tangente & v em sg. A curva « é dita estritamente convexa em g, se o traco de 7y, exceto
pelo ponto v(sp), esté inteiramente contido no semiplano aberto determinado pela reta tangente

a curva vy em 7(sp).

Teorema 2.9 (|2, Proposigao 5.1). Seja 7 : [0,c] — R2 uma curva regular de classe C%. Se a

curvatura de v em s € [0, c| é nao-nula, entio y é estritamente convera em s.

Definicao 2.15. Um corpo convexo em R? é um conjunto compacto e convexo com interior

nao vagzio.

Definicao 2.16. Sejam A C R? ¢ P € A (fecho de A). Dizemos que uma, reta r passando por P
é uma reta suporte para A em P, se A estiver totalmente contido em um dos semiplanos fechados

determinados por r.

13



2.3. TEORIA DE CURVAS NO PLANO EUCLIDIANO

Proposicao 2.3 (|2], Proposicdo 5.4). Se Q é convexo e P € 0S), entdo existe uma reta suporte

para ) passando por P.

Lema 2.1 ([2], Lema 5.1). Seja v : [0,¢] — R? uma curva de Jordan, regular e de classe C! e
seja § o fecho da regidgo limitada pelo trago de v. Se ) é um conjunto convezo, entao, para todo

s € [0,c], a reta tangente a curva vy em s € a inica reta suporte para Q0 passando por y(s).

Teorema 2.10 ([2], Teorema 5.1). Uma curva regular, fechada e simples v : [0,c] — R? ¢

convera se e so se sua curvatura nao muda de sinal.

Teorema 2.11 ([11], Teorema 5.1.4). Uma curva fechada localmente conveza é conveza se e
somente se € simples.
2.3.3 Evolutas e Involutas

Consideremos v : [0, ¢] — R? parametrizada pelo comprimento de arco, tal que sua curvatura
k nao se anula em [0, ¢]. Nesse caso, para cada s € [0, ¢, estd bem definido o centro de curvatura

de v em s, dado por
1
76(8) - /7(5) + k(S)n(S)’

onde n é o campo normal unitario de 7. A aplicacdo que a cada s € [0, c] associa 7.(s) define

uma curva diferenciavel em R?, e é chamada evoluta da curva 7.
Exemplo 2.2. Consideremos a cicléide dada pelo trago da curva -, definida por
v(s) = (s —sens, 1 —coss), s € [0,2n].
A evoluta de v é a curva definida por
Ye(s) = (s +sens,coss —1).

Observemos que
V(s +7) = e(s) + (,2).
Logo, a menos de uma translagao, a evoluta de v é a prépria cicldide.

Figura 2.4: Evoluta da ciclbide.

(7 \

B8Y

Fonte: Geometria das Curvas Planas, 2002.
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Se derivarmos a curva evoluta, pelas férmulas de Frenet, obtemos

')/é(s) = _k2<8)n(8)7

ou seja, a reta normal & curva y em 7(s) coincide com a reta tangente & v, em v.(s). Um outro
modo de interpretar esse fato é dizer que a evoluta de uma curva tem a propriedade de, em cada
instante, ser tangente as retas normais da curva. Nesse caso, dizemos que a evoluta de uma curva
é a envoltoria da famflia de retas normais dessa curva.

Vamos agora introduzir uma nogao dual a de evoluta de uma curva regular.

Definicdo 2.17. Uma involuta da curva regular v : [0,¢] — R? parametrizada pelo
comprimento de arco ¢ uma curva =, : [0, c] — R? tal que para todo s € [0, ¢], v;(s) intercepta a

reta tangente a vy em y(s) ortogonalmente.

Vamos obter a familia das involutas de v. Como 7;(s) pertence a reta tangente a v em ~(s),

entao
vi(s) = (s) + f(s)7'(s),
para alguma funcao f : [0,¢] — R. Além disso, 7.(s) deve ser ortogonal a +/(s), isto é,

(' (s) + £/ ()7 (s) + f(s)7"(s),7'(s)) = 0.

Portanto,
1+ f'(s) =0,

ou seja,

f(S) =a—=3,
onde a é uma constante arbitraria. Daf, concluimos que uma involuta de v é dada por
i(s) = () + (a = s)7'(s).
Como a é arbitraria, essa equacao representa uma familia infinita de involutas de ~.

2.3.4 Teorema dos Quatro Vértices

Seja v : [0,¢] — R? uma curva regular de classe C? parametrizada pelo comprimento de
arco. Um vértice de v é um ponto critico da fun¢do curvatura k de -, isto ¢, um ponto onde a

derivada da funcao curvatura se anula.

Teorema 2.12 ([2], Teorema 6.1). (Teorema dos Quatro Vértices) Seja v : [0,¢] — R? uma

curva de Jordan, reqular e de classe C3. Entdo v possui pelo menos quatro vértices.

2.4 Resultados Adicionais

Teorema 2.13 ([36], Teorema 6.3). (Teorema de Green) Seja v : [0,c] — R? uma curva plana,

simples e fechada dada por v(t) = (x(t t)). Suponhamos que v tenha orientacao positiva, seja
P J por ~y 'Y P que vy ¢ao p , €]
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C o trago de vy, e seja R o interior de C. Sejam p = p(x,y), q¢ = q(x,y) fungées reais com

derivadas parciais continuas em R. Entdo,
dx dy
e — Py)dxdy = — — | dt.
//R(q py)dzdy /C(pdt +th>

Lema 2.2. Se f : [a,b] — R € uma funcdo continuamente diferencidvel tal que f(a) = f(b),
f'(a) = f'(b) e f nao € constante em nenhum subintervalo, entio f possui o mesmo nimero
de minimos e mdzimos locais, convencionando que, se eles ocorrem nos extremos, sao contados

como 1.

Demonstragdo: Se f’(a) # 0, como por hipotese f' é continua, entdo f’ possui um niamero
par de zeros que mudam de sinal em [a, b], uma vez que que f’(a) = f'(b). Logo, em (a,b), a
funcao f possui o mesmo niimero de minimos locais e maximos locais. Como um dos extremos
é, certamente, méximo local e o outro é minimo local, chegamos ao desejado.

Se f'(a) = f'(b) =0 e o numero de zeros de f’ que mudam de sinal em (a,b) é par, 0 mesmo
raciocinio utilizado anteriormente é aplicado. Se o numero de zeros em (a,b) for impar, entao
os extremos sdo ou maximo ou minimo, e em ambos casos, o resultado segue, ji que existe a
convencdo de que neste caso contabiliza-se somente um dos extremos.

Teorema 2.14 ([30], Pag 311). Seja f : U C R"® — R"™™ de classe C* no aberto U. Sec € R"™™
¢ valor regular de f entdo f~'(c) ¢ uma superficie de classe C* e dimensio m em R"™. Em cada
ponto p € f~1(c), o espago tangente Ty[f~1(c)] ¢ o niicleo da derivada f'(p) : R™ — R"~™.
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Capitulo 3

Geometria de Curvas Planas em Espaco
de Minkowski

Esse capitulo é voltado para geometria de Minkowski de curvas planas, isto é, a geometria

dos espacos reais normados de dimensao dois. Boas referéncias para este Capitulo sdo: |4], [32],

[33] e [34].

3.1 Geometria de Minkowski no plano

As defini¢oes e resultados dessa secao podem ser encontrados em [1] e [33].
Um plano de Minkowski é um espaco vetorial X de dimensao dois dotado de uma norma,
denotado por (X, || -||). A bola fechada centrada em a e de raio r em (X, || -||) é definida como

sendo o conjunto
B(a,r)={zx € X : ||z —al| <r},

e o circulo de centro a e raio r é definido como sendo o bordo de B(a,r), isto €,
S(a,r)={z e X: ||lx—a||=r}.

Quando a = (0,0) e » = 1, denotamos simplesmente por B e S a bola unitaria e o circulo

unitario, respectivamente.
Teorema 3.1. B € conveza.

Demonstragao: Se z, y € B, entdo ||z||, ||y|| < 1. Dai, para qualquer ¢ € [0, 1], temos
(L =D)z +tyl| < A=Dfz|[+ tlyl| < A=) +i=1.

Logo, (1 —t)x + ty € B para todo t € R.

[
Observemos que como B ¢é fechada e limitada em (X, || - ||), entdo, pelo Teorema 2.3, B
é compacta. Além disso, como [|(0,0)|| = 0 < 1, B contém pontos interiores. Com estas

observacoes feitas e com o Teorema 3.1, temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.1. B ¢ um corpo convezo e simétrico com relagdo a origem.
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Observagao 3.1. Ao longo deste trabalho, vamos sempre assumir que S é de classe (pelo menos)

C? e ¢ uma curva convera estrita, isto ¢, delimita uma regido convexa sem segmentos no bordo.

Observacao 3.2. Geralmente a palavra suave é usada para descrever uma bola unitaria que
possui uma tnica reta suporte em cada ponto do seu bordo. Como estamos assumindo que S
¢é sempre pelo menos de classe C2, segue que todas as bolas consideradas sdo suaves. Quando
se trata de curvas, a mesma palavra suave denota aquelas que sdo de classe C°°. Aqui, sempre
que dissermos que uma curva é suave, queremos dizer que ela tem a diferenciabilidade suficiente

para todas as expressdes envolvidas fazerem sentido.

Queremos ao longo deste capitulo descrever os conceitos de curvatura em planos normados
de forma a enfatizar seu significado geométrico.

Para estudar as curvaturas precisamos da nocdo de comprimento de curvas e de medida de
area. O comprimento de uma curva v : [0, ¢] — X é definido de maneira similar a que definimos
em (2.4),

L(s) = /0 @) llde,

onde || - || é a norma definida em X. Com esta defini¢do podemos, de maneira anéloga a feita ao
caso Euclidiano, provar que qualquer curva regular em (X, || - ||) pode ser reparametrizada pelo
comprimento de arco de Minkowski.

A medida de area em um plano normado é obtida fixando uma forma bilinear simplética
[,] + X x X — R. A escolha de tal forma é unica, a menos de multiplicacdo por escalar
(Proposigao 2.1), ela fixa um elemento de 4rea e uma orientagdo no plano.

Aqui aparece a primeira diferenca entre a geometria Euclidiana e a geometria de Minkowski e
isso é o que vamos trabalhar com relagao as curvaturas: podemos parametrizar o circulo unitario
de Minkowski pelo comprimento de arco e por duas vezes a area do setor, mas as parametrizacoes
nao coincidirdo, necessariamente. Como veremos mais adiante, a parametrizacdo por duas vezes
o parametro de area ¢ igual & parametrizacao pelo pardmetro comprimento de arco, mas em uma
norma diferente. A segunda diferenca é que trabalhamos com um conceito de ortogonalidade

que nao é necessariamente simétrico.

Definicao 3.1. Sejam z,y € X. Dizemos que z é ortogonal Birkhoff a y, e denotamos x -p v,
quando ||z|| < ||z + ty||, para todo t € R.

Geometricamente, isso significa que a reta suporte da bola unitaria (que pelo Lema 2.1

sabemos ser tnica) em H%H ¢é paralela a y.

Figura 3.1: z 4p y.

Fonte: Antinorms and Radon curves, 2006.
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Com efeito, se y estd na direcao da reta suporte da bola unitiria em H»%H’ entao

1:' ,Vt € R,

HHH+w

pois como S é uma curva estritamente convexa entao a reta suporte nao intersecta S em mais

de um ponto, consequentemente nenhum ponto da bola unitaria, além de |i pode pertencer a

Ellk
reta suporte. Observemos que,

o Y © 1_H ’ H|H+w TER
@\@|§|MHH”+wNWeR
< lz|l| < ||lz+ty||, VtER
& xpy.

Consequentemente, a ortogonalidade Birkhoff é homogénea e x - y. Por outro lado, se supormos
que H%H B y e que y ndo esta na direcdo da reta suporte, entdo a reta ﬁ +ty, t € R, intersecta

S em mais de um ponto, devido a unicidade da reta suporte de B em ﬁ e como B é convexa,

contrariando

esta reta contém pelo menos um z € B, da forma 7 +toy, com 2] < 1= HHIEH

IIfE\

x
o fato de =0 B y.

Observagao 3.3. Com essa ideia geométrica concluimos que dado = € X, existe y € S tal que x
é ortogonal Birkhoff a y, além disso, existe um z € S tal que z é ortogonal Birkhoff a . Como ja
mencionado, a ortogonalidade Birkhoff nem sempre é simétrica, ou seja, nao vale necessariamente
que y 1p x ou x 1p z. Mais adiante iremos classificar os planos onde a ortogonalidade Birkhoff

é simétrica.

Observacao 3.4. Dada uma parametrizacao ¢(t) : [0,c¢] — S do circulo unitario, como ¢'(t)

esta na diregdo da reta suporte de B em ¢(t), entdo ¢(t) 4 ¢'(t).

Exemplo 3.1. Consideremos o plano normado (R?,13) onde a norma I3 ¢ dada por

12, 9)l1s = (|2 + y1*)1/2.

Seja @(t) = (t'/3,(1 — t)¥/3), t € [0,1], parametrizacio da parte do circulo unitério que fica no

primeiro quadrante (as outras partes sdo simples reflexdes deste). Dali,

—2/3 _n-2/3
@’(t)=<t3 -4 ? ) te(0,1).

Como ¢ (15) =~ (0.97,0.46) e ¢’ (35) ~ (0.36, —1.55), entéo

J# Go)l =50l (i) 3 (o)

Portanto, ¢’ (%) nao é ortogonal Birkhoff a ¢ (%). Mas, pela Observacao 3.4, ¢ (1%) é ortogonal

~ 1.45.

~ 1.56 e
3

Birkhoff a ¢’ (). Ouseja, (R2,13) é um exemplo onde a ortogonalidade Birkhoff nio é simétrica.
¥ \10 g
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Na proxima se¢ao, iremos definir um novo tipo de norma a partir da norma inicial || - ||, onde
teremos que se x é ortogonal Birkhoff a y entdo nessa nova norma definida y é ortogonal Birkhoff

a xX.

3.1.1 Antinorma

Consideremos (X, || - ||) um espaco vetorial normado e [-,-] uma forma bilinear simplética

fixada, entdo, pelo Teorema 2.4, existe um isomorfismo 7' : X — X* tal que [z,y] = T(y)z.

Definimos em X uma nova norma identificando X* com X via [-,:] como segue abaixo.
lzlla = [IT@)]]" =sup {| [y, 2] | : [lyll = 1}. (3.1)
Chamamos || - ||, de antinorma.

Observemos que

|zlla = sup { | [z, 9] | = [lyll =1} (3.2)
e
[y, 2l [ =Tz gl [ = [Tz | < Tzl = llyllalll] (3-3)
Proposicao 3.2. || - ||, é uma norma em X.
Demonstragao: Primeiramente || ||, > 0, pois | [-,+] | > 0. Também temos
|zlla =0 < sup {|[z,y][: y€ S} =0
& [[zyl[=0,Vyes
& [r,y]=0,VyelsS
& z=0.
Esta ultima equivaléncia vém do fato de [-,-] ser nao degenerada. Além disso,
Azlla = sup {| [Az,y] [ y €S}
= sup {[ Alz,y] | : y €S}
= sup {[A|[[z,y]]: yeS}
= [Alsup {|[z,9]]: y €5}
= [A]]z]la-
Por fim,
lz+ylla = sup{[[z+y2l]: z€5}

= sup {[ [z, 2] +[y,2] [ : z2€ 5}
< sup {|[z,2]|:z2€ S} +sup {| [y,2]|: z €S}
= alla + [|ylla-
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3.1. GEOMETRIA DE MINKOWSKI NO PLANO

Portanto, || - ||, € uma norma em X.

Proposicao 3.3. A antinorma da antinorma é a norma.

Demonstragao: Seja ||z||q, a antinorma da antinorma. Consideremos o supremo em (3.3)

sobre todos os ¥'s, com ||y||, = 1. Entéo,

|#llaa = sup {| [z,9] [ : [lylla =1} < [la]]. (3.4)

Agora consideremos ¢ o funcional tal que ||¢||* =1 e |p(z)| = ||z||. Este funcional existe pelo

Teorema 2.5. Como ¢ € X*, entao existe y € X tal que ¢ = T(y). Observemos que

L= Al = [ITWI" = llylla
e
[yl | =Tz | = o) | =[]
Por outro lado,
lzll = [ [z,y] | < sup{|[z, 9]l : |lylla =1} = [|2lla,a- (3.5)
De (3.4) e (3.5), segue que
lzll = {lz[la.a
n
Quando |p(z)| = ||¢|I* ||z]| para algum funcional ¢ € X*, vamos abreviar essa igualdade
por x Ly .
Proposicao 3.4. x SRTH] T(y) & y Ll T(z).
Demonstracao:
zlyy T) < [Tz = ITWI" )l = llyllallzllaa = [T@)IG]y]la
& | Tyl =yl =lzyll=1THz|= [IT)allylla
< vy T(x).
n
Proposicao 3.5. y € S mazimiza [z,)]: S - R < y -p z.
Demonstragao: (=) Como [z,y] = [z, y+tx] paratodot € R ([-, -] é uma forma antissimétrica),
entao
[x,y] {x Y+t ]
Iy + ta] Ny + tal |
Por absurdo, suponhamos ||y +tz|| < ||y|| = 1 para algum ¢t € R. Entao,
y+itx
xr,Yy|l = x7y+tx = |:.’I},:| > x,Yl,
e = Loy ta] = [T > (o

21



3.1. GEOMETRIA DE MINKOWSKI NO PLANO

o que contraria o fato de y € S maximizar [z,-]. Logo, ||y|| < ||y + tx|| para todo ¢t € R.
(<) Suponhamos, por absurdo, que y € S ndo maximiza [z,-]. Entdo existe z € S tal que

[z,y] < [z, 2]. Como y Hp x, entdo {z,y} forma uma base de R?. Dai, existem «, 8 € R tal que

z = ax + Py.
Portanto,
[z, 2] = [z, az + By] = Blz, y].
Como ||z]| = 1, entdo
a
1= Hy+ﬁx 18]. (3.6)

E como y -p z, entdo 1 < ||y + tz|| para todo t € R, em particular para ¢t = % Logo, em (3.6),

devemos ter 5 < 1, o que é um absurdo, pois se assim o fosse teriamos

[z,y] < [z, 2] = Bz, y].

Portanto, y maximiza [z, -].

[
Proposicao 3.6. x dpy < = L T(y).
Demonstragao: Se x = 0, nao ha nada a se fazer. Se ||z|| = 1, como z g y, entdo, pela
Proposigao 3.5, x maximiza [y, -|. Dai,
zpy & |yl = [[TWI =[lzy] [ =[T(y)z |
s Ly T().
Se ||z|| # 1, ent@o pelo que fizemos acima,
x x T
ey @ Dl = IO = |25 = [t
||| ‘ ||| |||
< [ ITWI" =T (y)w |
& Ly T().
Como H%II -p y < = -p y, segue o resultado.
[ |

Denotaremos a bola unitaria e o circulo unitirio na antinorma por B, e S, respectivamente.

A antinorma inverte a ortogonalidade Birkhoff, como mostra a Proposi¢ao a seguir.
Proposicao 3.7. x 4p y & y 4% x, onde 4% denota a ortogonalidade Birkhoff na antinorma.

Demonstragao: Segue diretamente das Proposi¢oes 3.4 e 3.6, pois

rdpy & wJ_H.” T(y) = yJ‘H'Ha T(x) <:>y—|aB xT.
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3.1. GEOMETRIA DE MINKOWSKI NO PLANO

Figura 3.2: A antinorma inverte a ortogonalidade Birkhoff.

S

Fonte: Concepts of curvatures in normed planes, 2018.

Na Figura 3.2, = e y representam diregoes ao invés de vetores. Isso se deve pois a
ortogonalidade Birkhoff é homogénea, logo podemos considerar a relagdo entre x e y como uma

relagdo entre direcoes ao invés de vetores.

Definicao 3.2. Dizemos que um plano é um plano Radon quando além de normado a

ortogonalidade Birkhoff é simétrica.

Observemos que quando a ortogonalidade Birkhoff é simétrica, temos pela Proposicao 3.6

que
zllallyll = llyllallll;

pois,

zApy = [Ty | = lyllallz|

ydpz=|T@yl = Ilxlallyll-

2 g2 3

Exemplo 3.2. Consideremos X = (R2|| - [|), onde [|(z,y)|| = <4+ 9> . Observemos
primeiramente que || - || ¢ uma norma. Com efeito,

22 2

) A-1=20ell@y)ll=0& 1+ =0sa=y=0s (z,y) = (0,0)

iwHMmm|=(“f2+‘%y>%:<v<§7+§))a=w(i3+f)é=Mumumn

1 1 1
ZE2 22 2 2 Y y2 22 2 y2 22 5
ZWW%“F(4+9><<4+9+4+9>3< > <4+9)

= |l Il + Iy, )1,
onde usamos que va + b < y/a + v/b na tltima desigualdade. Portanto, || - || é uma norma em
R2. Agora vamos determinar a antinorma, considerando [-, -] a forma determinante padrao.
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3.1. GEOMETRIA DE MINKOWSKI NO PLANO

Dai, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz (Teorema 2.6),
1
1@z, y)lle = (927 + 4y%)>2.

Logo,
(2, 9)lla = 6 [I(z, y)]]-

Portanto, X é um plano Radon.
Observemos que tanto o circulo unitirio em X quanto o anticirculo sdo elipses.
A partir de agora, sempre que estivermos trabalhando com plano Radon (ver [33]), vamos

sempre assumir que [-, -] estd escalonada de maneira a se ter || || = || -|]a-

3.1.2 Relacao entre o paradmetro de area e o pardmetro de comprimento de
arco

Vamos denotar o comprimento de uma curva v na norma || - || por {(y) e na antinorma || - ||4
por l4(7y). A drea no plano de Minkowski é, a menos de multiplicagdo por escalar, definida da
mesma forma que é definida a area no plano Euclidiano. Vamos denotar a area induzida pela
forma simplética fixada do circulo e do anticirculo por A(S) e A(S,), respectivamente.

Consideremos 7 : [0,¢] — X uma curva plana simples e fechada dada por (t) = (z(t), y(¢)).
Suponhamos que 7 tenha orientagdo positiva, seja C' o traco de «, e seja R o interior de C.

Sabemos que a area Euclidiana de uma regidao R é dada por

MM—/LM@

Dai, tomando ¢ = z e p = —y no Teorema 2.13, temos

2A(R):2//Rd:z:dy:/c<—y§§+xjg> dt:/cdet(v(t),’y'(t))dt.

Logo, pela Proposicao 2.1,

AR) = Lhwmwmw (3.7)

Seja @(u) : [0,2X\(S)] — X uma parametrizagdo positiva do circulo unitario S, onde o

parametro ¢ duas vezes a area do setor. Entdo, por (3.7),
u
u = [l @l ue 0,205 (38)
0
Pela Observacao 3.4, temos que ¢(u) g ¢'(u), e pela Proposicao 3.5,

o), ' (w)] = {|¢'(W)lla-

Dai, derivando a Equacdo (3.8) com relagdo a u, temos

1= [p(u),¢'(w)] = [|¢'(@)]la- (3.9)
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3.2. DEFININDO TIPOS DE CURVATURA EM UM PLANO NORMADO

Pela equacdo (3.9), concluimos que uma parametrizacdo do circulo unitario pelo parametro
de area é uma parametrizagdo pelo comprimento de arco em relagdo & antinorma. Como a
antinorma da antinorma é a norma, segue que o parametro de 4rea no anticirculo unitario é igual

ao parametro comprimento de arco no circulo unitario.

Observacao 3.5. De agora em diante, ao lidarmos com mais de um parametro, iremos utilizar o
simbolo ’ para a derivada com rela¢do ao comprimento de arco Minkowski (que seré geralmente a
letra s). Quando nao houver confusdo no contexto podemos usar ’ para indicar diferenciabilidade
com relacdo a outros parametros. Além disso, quando estivermos tratando do parametro duas

vezes a area do setor vamos apenas dizer pardmetro de area.

3.2 Definindo tipos de curvatura em um plano normado

Agora apresentaremos conceitos ja definidos na literatura para planos normados, e

explicaremos como cada um destes conceitos é obtido na perspectiva descrita na Secao 2.3.

As principais referéncias para essa segao sao: [4], [5], [12], [34] e [35].
O primeiro conceito é chamado curvatura de Minkowski introduzido por Petty em [35] e
é 0 mesmo que Biberstein chama simplesmente de curvatura em [5|. Este conceito de curvatura

é baseado na primeira ideia descrita na Secdo 2.3, vamos estudar a variacao da area varrida no
circulo unitario pelo campo tangente & curva ~.

Seja y(s) : [0,1(y)] — X uma curva suave parametrizada positivamente pelo comprimento
de arco na norma || - || e ¢(u) : [0,2A(S)] — S uma parametrizagao positiva do circulo unitario
pelo parametro de area na norma || - ||. Iremos identificar a area “varrida” pelo campo tangente

~" escrevendo

7'(s) = e(u(s)), s €[0,(v)]- (3.10)

Em outras palavras, o vetor 7/(s) é identificado dentro do circulo unitario no parametro de érea.
A fungao u(s) : [0,1(y)] — [0,2A(S)] associa o comprimento percorrido em 7 com a area dentro
de B.

Defini¢ao 3.3. A curvatura de Minkowski de v em 7(s) é definida por
km(s) :=4'(s), s €10,1(7)] (3.11)

Observacao 3.6. ¢(u(s)) é uma reparametrizagao de ¢(u) que preserva orientacdo, pois

e dai, como v 4p 7" e v/ € S para cada s, entdo

u'(s) = [v(5),7" ()] = 1V (9)l]a > 0, Vs € [0,1(v)].

Observacao 3.7. A partir de agora, sempre que estivermos considerando as parametrizagoes

das curvas em questdo, vamos estar supondo que elas estdo orientadas positivamente.
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3.2. DEFININDO TIPOS DE CURVATURA EM UM PLANO NORMADO

No plano Euclidiano também podemos obter a curvatura Euclidiana derivando o campo
tangente e tomando sua norma, como vimos em (2.9). Em um plano Minkowski podemos fazer
algo parecido, mas temos mais de uma escolha possivel para o campo normal (lembrando que
a ortogonalidade Birkhoff ndo é simétrica). Como o parametro de area em S na norma é o
parametro pelo comprimento de arco na antinorma, definimos o campo normal & v em 7(s) da

seguinte forma.

Definicao 3.4. A aplicacio 7,(s) : [0,{(y)] = S que associa a cada s € [0,[(7)] o tnico vetor

ny(s) tal que

ny(s) 48 7' (s) e [V (5), 7ty (5)] = [|7/(5)lla, (3.12)
¢ chamada de campo normal esquerdo.

Definicao 3.5. O campo normal direito de v é definido como a aplicacao n(s) : [0,1(y)] = S,

que associa a cada s € [0,1(y)] o tnico vetor n,(s) tal que

7' (s) 4B ny(s) e [ (s),mq(s)] = 1. (3.13)

Em outras palavras, esta tltima igualdade diz que n,(s) é tnico na antinorma e que a base

{7/ (s),n4(s)} esta orientada positivamente. Derivando a igualdade (3.10), temos

7 (s) = U'(S)Z%(U(S)) = km(s)n4(s), s €[0,1(7)]. (3.14)

Esta tltima igualdade vém da unicidade do vetor normal direito, ja que

19 = plu(s) o G ) e pluto), G (s = || o)

=1
a

7'(8) 4B 1y(s) € [ (s),m5(5)] = 1.
A Figura 3.3 ilustra a situacdo.

Figura 3.3: O campo tangente e o campo normal direito de ~.

p(uls))

n()

Fonte: Concepts of curvatures in normed planes, 2018.

Como o campo tangente 7/(s) “varre” o circulo unitéario, entdo o campo normal direito de ~y
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3.2. DEFININDO TIPOS DE CURVATURA EM UM PLANO NORMADO

n(s) varre o anticirculo. Como esses campos vetoriais nao “varrem” necessariamente a mesma
area, entdo eles podem produzir diferentes curvaturas, diferente do caso Euclidiano.

Agora para lidar com a é4rea varrida no anticirculo unitario pelo campo vetorial n,(s), seja
P(v) 1 [0,2X(S,)] — S, uma parametrizagao pelo parametro de area do anticirculo unitario. Para
cada s € [0,1(y)], consideremos a fungao v(s) € [0,2A(S,)] tal que ny(s) = (v(s)).

Em outras palavras, o vetor n.(s) é identificado dentro do anticirculo unitério no parametro
de area. A fungao v(s) : [0,1(y)] — [0,2\(S,)] associa o comprimento percorrido em ~ com a

area dentro de B,.

Definigao 3.6. A curvatura normal de v em v(s) é definida por
kn(s) :=='(s), s €[0,1(7)]. (3.15)

Este conceito é chamado curvatura isoperimétrica introduzido por Petty em [37]
(motivado pelo fato que para qualquer plano normado, o anticirculo resolve o problema

isoperimétrico) e anticurvatura por Biberstein em [5].

Observagao 3.8. A funcao v (v(s)) é uma reparametrizacdo de 1(v) que preserva orientacao,

pois
o) = [ o (o). )
e dai, como n, 4% nl,n,y € S, para todo s € [0,1(7)], entdo
V'(s) = [ny(s),n4(s)] = [Inf(s)[] > 0, Vs € [0,1(~)].

Se derivarmos a igualdade n,(s) = 1 (v(s)), podemos reobter a curvatura normal,

dy

L (0() = —Ral(s)7'(5), 5 € [0,107)] (3.16)

nl (s) =v'(s)
Esta ultima igualdade ocorre, pois

o A dyp

P(0($) = my(5) 1 (0(5)) e [m(s),dv(v@)] :' dy

)| =1

ou seja, %(v(s)) = —9/(s).

Notemos que as equagoes (3.14) e (3.16) podem ser consideradas como as Formulas de
Frenet para um plano normado (como apontado em [1], [1&], [35] e [40]).

Agora vamos definir curvatura circular. Este conceito é definido por Petty [35]. Para
defini-la, seja y(s) : [0,i(y)] — X uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e

assumamos que ¢(t) : [0,1(S)] — S é uma parametrizacdo pelo comprimento de arco do circulo
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unitario. Consideremos t(s) a funcao que associa cada s € [0,1(~)] com t(s) € [0,1(S)] tal que

dp
V() = Z2(1(5)).
Em outras palavras, t(s) ¢ o comprimento percorrido ao longo do circulo unitario quando o

campo vetorial 4/(s) percorre o circulo unitario. A Figura 3.4 ilustra isso.

Figura 3.4: +/(s) = (jl—f(t(s))
7 (s)
(i(s))

S
y

Fonte: Concepts of curvatures in normed planes, 2018.

Defini¢ao 3.7. A curvatura circular de v em v(s) é definida por
ke(s) :=t(s). (3.17)

Observagao 3.9. No caso em que a curva v é o proprio circulo unitario segue, pela definicao,
que a curvatura circular de v é constante e igual a 1.

d d
Observacao 3.10. A funcao d—f(t(s)) ¢ uma reparametrizacao de d—f(t) que preserva orientacio,

pois
o) = [ Iveliag
e dai,
¢(s) = I(s)]| > 0. Vs € 0.1(3)]

Em [12], Craizer define a curvatura circular inspirado na geometria de contato. A ideia é
considerar um circulo de Minkowski com contato de segunda ordem em cada ponto da curva e
definir a curvatura pelo inverso do raio de curvatura. Com este ponto de vista é possivel definir
circulo osculatoério.

Notemos que a reparametrizacao ¢(s) := ¢(t(s)) é tal que a tangente no circulo osculatério
em ¢(s) e a tangente a v em y(s) sao paralelas. Consequentemente, para cada so € [0,1(7)],

temos

=&

¢'(s0) = t'(s0)—-(t(s0)) = ke(s0)7'(s0)- (3.18)

Consideremos a curva a(s) = v(so) — k.1 (s0)p(s0) + k2 (s0)e(s). Observemos que o

)
parametriza um circulo de centro y(so) — k2 (s0)¢(s0) e raio k. *(sg). Além disso, o tem contato
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de segunda ordem com 7 no ponto y(sg), pois

a(so) = v(s0) — kz " (s0)e(s0) + k' (s0)e(s0) = 7(s0)
o (s0) = k. (50)#'(s0) =7 (s0)-

Este circulo transladado ¢ chamado circulo osculatério de v em «(s). O ntmero k. 1(s) é o
raio de curvatura de v em (s).

Vale ressaltar que demos uma interpretagdo da curvatura circular por meio da geometria
de contato, mas a curvatura circular em um plano normado Minkowski pode ser definida de
outra maneira. Consideremos ¢(6) : [0,c] — X uma parametrizacao regular qualquer do circulo
unitario e seja v uma curva suave dotada de uma parametrizacao y(0) : [0,c] — X tal que para
cada @ € [0, c], o vetor 7/(0) & paralelo a ¢'(6), orientados na mesma diregdo. Em outras palavras,

existe uma funcio p : [0, ] — [0, +00) tal que

V'(6) = p(0)¢'(0), 0 € [0,c].

De fato p pode ser interpretado como o raio de curvatura e é tal que k.(8) = p~1(0).
Para mostrarmos isso, seja y(s) : [0,1(y)] — X uma parametrizagao pelo comprimento de

arco de -y, daf

V(s) = ()T 00s)

— Ql(s)p(Q(S))%(e(s))
= p(0(s))¢(s)-

Proposicao 3.8. A curvatura circular é a curvatura normal na antinorma.

Demonstragao: Seja v uma curva suave e admitamos que 7(s) : [0,i(y)] — X esteja
parametrizada pelo comprimento de arco. Seja ¢(t) : [0,{(S)] — S uma parametrizagdo do
circulo unitario pelo comprimento de arco e seja t(s) : [0,1(y)] — [0,1(S)] a funcdo que associa a

cada s o namero t(s) tal que

+(5) = 2u(s)).

Por definicao, k.(s) = t/(s) para cada s € [0,1(7)].
Para obtermos a curvatura normal na antinorma, consideremos v(sg) : [0,l5(7)] — X uma
parametrizacao de v pelo comprimento de arco na antinorma (orientada positivamente). Primeiro

notemos que, como
d
7(5) = s4(5) .- (sa(s)),

entao

[56.(8) = 117 (9)]a- (3.19)
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Agora, para cada s, € [0,l(7)], seja n5(sq) o tinico vetor tal que

(ZZ(SQ) B n5(sa) € [j;(sa),nfy(sa)] =1

Neste caso, n(s,) € S, pois C%(SQ) € S,. Para obtermos a curvatura normal na antinorma, seja
o(u) : [0,2A(S)] — S uma parametrizacdo pelo parametro de area de S e seja u(s,) a funcao tal

que

n(sa) = plu(sa). (3.20)

Seguindo a defini¢do, a curvatura normal na antinorma é dada por

du

k’Z(Sa) = ds.

(5a)- (3.21)

Tendo descrito as duas curvaturas que queremos relacionar, sé precisamos de dois passos.

Primeiramente, derivando (3.20) com relacdo a s, temos

dn du dp

() = 4o (s0)

_ 1.0 dSO
dsq 5, (50) gy (u(sa)) = Ki(sa) 7 (ulsa)).

du

Segundo, como u é o parametro pelo comprimento de arco na antinorma, temos

dp dng dn%
a a > a - a a a)| = a 22
kool | G| = || G| = tracen = || G| 522
Como a antinorma inverte ortogonalidade Birkhoff, temos
a dy
nw(sa) -5 g(sa).
Por outro lado,
d dry
p(t(s)) 5 7 (1)) = 7(5) 7' (s) = s6,(5) 7 (su(s))
dt dsg
Como a ortogonalidade Birkhoff € homogénea,
d
Pl1(5)) 4 .- (5a(5))
e como
[1n5(sa ()] = [l (t(s)]] = 1,
segue que
n3(sa(s)) = @(t(s))- (3.23)
Derivando (3.23) com relagdo a s, temos
¢ (s)dnf‘;(s () = ()22 (1(s)) = ko(s)'(5)
s, dt AT
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A equacdo acima juntamente com as equagoes (3.19) e (3.22) diz que

[Fn(sa(s))] = [ke(s)]-

Como ¢(t) e p(u) estao orientadas positivamente, segue que k%(sq(s)) = ke(s).
[

Observagao 3.11. Devido a dualidade da ortogonalidade Birkhoff, a curvatura circular na

antinorma é a curvatura normal na norma.

Exemplo 3.3. Consideremos como no Exemplo 3.2, o plano normado X = (R2 || - ||), onde
1
2 2\ 2
||(z, )| = % + % . Entdo ¢(s) = (2coss,3sens) parametriza o circulo unitario nesse
plano, onde s € [0,27]. Como ¢'(s) = (—2sens,3coss), entdo ||¢'(s)|| = 1. Logo, ¢ estéa

parametrizada pelo comprimento de arco.
Vimos no Exemplo 3.2 que ||(z,9)|l = (922 + 4y2)%. Logo, ||l¢'(s)|la = (9(4sen?s) +
4(9 cos? 5))1/2 = 6. Sendo assim,

o(sq) = (2 cos (%a) , 3sen <%a>> , Sa € [0, 127],

parametriza o circulo unitario pelo pardmetro comprimento de arco na antinorma, pois

#or= (g (3) 3o (3))

Seja ng,(sa) = (¢, d) o vetor normal direito & ¢(s,). Entdo,

[(—;sen (%) ,%cos (Sg)> ,(c,d)] =1 = —%dsen <%a> - %ccos (%a) =1

N c= —2cos (%‘1)
d = —3sen (%‘1)
Logo,
dn? 1 1
ng(sa) = (—2 cos (%) , —3sen (%)) e ds: (Sa) = (3 sen (%) )~ €08 (?)) .
Portanto,
dv dn S S
ki) = ) = [50). S22 00| = cos? (32) s (32) =1

Como k.(s) = 1 para todo s € [0,27], entdo mostramos neste exemplo que de fato vale

kn(sa(s)) = ke(s)-

Definicao 3.8. Dois didmetros do circulo unitario de um plano Minkowski sdo conjugados se
suas diregoes sao mutualmente ortogonais Birkhoff, isto é, x 4p y € y 1p = onde = e y sdo as

direcoes dos dois didmetros.

Proposicao 3.9 ([31], Proposicao 39). O circulo unitdrio de um plano Minkowski tem um par

31



3.3. USANDO UMA ESTRUTURA EUCLIDIANA AUXILIAR

de didmetros conjugados. FEsses didmetros podem ser escolhidos de tal forma que seus pontos

finais sejam pontos extremos do disco unitdrio.
Corolario 3.1. As sequintes afirmacées sdo equivalentes:

a) X é um plano Radon;

b) as curvaturas circular e normal do circulo unitdrio coincidem;

¢) as curvaturas circular e normal de qualquer curva coincidem.
Demonstragao: Se X ¢é plano Radon, entdo || - || = || - ||o. Portanto, a) = ¢). E imediato que
¢) = b). Falta entdo mostrarmos que b) = a).

Seja o(t) : [0,1(S)] — S parametrizacao pelo comprimento de arco do circulo unitéario, tal
que ©(0) é um ponto final de um didmetro conjugado (podemos fazer essa consideragdo pela

Proposi¢ao 3.9). Consideremos a curva 7y como sendo a curva ¢, isto é, 7 = ¢ para todo
s € [0,1(S)]. Dai, pela Observagao 3.9,

k.(s) =1, Vs € [0,1(S)].
Supondo valido b), pelas formulas de Frenet,
—(s) = nfp(s) = ny(s) = —p(s) +v, velX.

Como ¢(0) é um ponto final de um didmetro conjugado e vale que ¢(0) - ¢'(0) e ¢'(0) - ny,(0),

entdo pela Proposicao 3.9, n,(0) = —¢(0) e consequentemente v = 0.
Logo, ||ny(s)|] = |l¢(s)|| = 1 para todo s € [0,1(7y)]. Por outro lado, ||ny(s)|la = 1. Donde
segue que

[Ing ()l = Il (8)llas Vs € [0,1()].

Como S ¢é fechado, o campo normal aponta em todas as dire¢oes, portanto ||- || = || - ||, ou seja,

o plano X é Radon.

3.3 Usando uma estrutura Euclidiana auxiliar

Seria mais interessante se a geometria diferencial de curvas em planos normados fosse
desenvolvida sem considerar nada além de conceitos gerais de espagos vetoriais. De fato, na
secao anterior obtivemos definigoes dos tipos de curvaturas sem usar um sistema de coordenadas,
embora em quase todos os artigos sobre geometria de Minkowski de alguma forma é usada uma
estrutura Euclidiana auxiliar. As principais referéncias para essa secao sao: [1], [1], [21] e [35].

Se K é um conjunto simétrico com relagao a origem e convexo de X tal que a intersecdo
entre ele e cada reta que passa pela origem é um segmento limitado e fechado de comprimento

positivo, entao podemos definir um funcional || - || sobre X por

|z||x =inf {£E € RT: z € (K}
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Definicao 3.9. O funcional || - ||g é chamado o funcional de Minkowski associado & K.

Exemplo 3.4. A Figura 3.5 nos ajuda a compreender a definicdo. Considere X = (R?,||-||) o
plano Euclidiano e S! o circulo unitario Euclidiano. Seja K = {(x,%); 92% + 43? = 1} o traco

0 0
1) = (222,229 0 e fo.2a],

da curva

que sabemos ser convexo e simétrico com relagdo a origem. Se P = (0,2) e Q = (—2,0), entdo
P =4v(5) e @ = 6y(m). Portanto, [|P|le = [|Q|lc =2 e [|P|lx =4 # 6 = ||Q|x-

Figura 3.5: ||P[[c = ||Q|lc, mas [|P[[x # [|Q]|x-

Fonte: Compilacao do autor.

Teorema 3.2. Se K é um conjunto simétrico com rela¢ido a origem e convero de X tal que a
intersegao entre ele e cada reta que passa pela origem é um segmento (ndo trivial) limitado e

fechado, entdo || - ||k € uma norma em X.

Demonstragao: Por defini¢do, || - ||[x > 0. Por hipotese, se  # 0 entdo existe uma semireta
partindo da origem 0 que passa por = e que cruza K, em um ponto az com 0 < a < +00.
Assim, por definigao, ||z||[x = ™! > 0 e segue que || - ||k é um ntimero estritamente positivo.
Isto prova que ||z||x = 0 se e 86 se x = 0.

Se A > 0, entdo ||Az||x = A||z||x por defini¢do. Se A < 0,

el = || = A=)l = =Allzllx = Al [|2]|,

pois —A > 0 e K é simétrico. Logo, || \z||x = |\| ||z|| k-

.- . ~ €T
Por fim, suponhamos z e y elementos distintos de X. Consideremos os vetores & = ] e
Z||K
Y= ﬁ E claro que Z e § estdo em K e, por hipotese, a intersecio entre a reta suporte de
Yl

0r e K é um segmento de reta fechado com extremos — e T. Existe um vetor z que pode ser

escrito da seguinte forma

ol lyllx = 1
= x y = (llzllx + llyll=)™" (x +y)-
ol + [yl Mallx + [yl
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Logo, pela convexidade de K, z € K, pois

B Il _
Tellic + ollee * Tallie + o1l

Deste modo, ||z||x < 1. Como ||z||x = (||2]|x + ||yl|x) " ||z + y||x, temos:

(lll + llyllz) " e + yllx < 1= llz +yllx < l2llx +[ylx-

Esta desigualdade é trivial quando = 0 ou y = 0. Provamos portanto que || ||x ¢ uma norma.
]

O Teorema acima, juntamente com o fato de que a bola unitaria de X é um corpo convexo,
mostram que existe uma correspondéncia biunifvoca entre norma de X e os conjuntos convexos,
simétricos e fechados com interior ndo-vazio em X. Esta correspondéncia faz da convexidade uma,
propriedade essencial nos estudos de planos Minkowski. Assim, podemos associar uma norma a
qualquer curva plana convexa, centralmente simétrica, fechada com o seu centro na origem, de
modo que esta curva se torne o circulo unitario com respeito a esta norma.

Como qualquer espago vetorial real bidimensional é isomorfo a R? (ver mais em [9]), entdo
qualquer geometria de Minkowski pode ser estudada identificando sua bola unitiria com um
corpo convexo K centrado na origem do plano R?, dotado da base de coordenadas usual {ej,es},
e assumindo que a forma bilinear simplética é a forma determinante padrao.

Com essas observagoes feitas, consideramos o circulo unitério S parametrizado na forma polar
©(0) = p(0)(cosb,send), 0 € [0,2n], (3.24)

onde p : [0,27] — R ¢ uma funcio 7w-periédica de classe pelo menos C?. Desta maneira, para
obtermos o anticirculo unitario a partir da parametrizacao polar do circulo vamos precisar apenas

lembrar que

(0) 4B ¢'(0) e [0(0), ¢'(0)] = ll¢'(0)lla-

Lembrado isso, vamos considerar o anticirculo parametrizado por ¢ : [0,27] — X em que

_ ¢
N EOREI))

Como

©'(0) = p'(0)(cos §,sen ) + p()(— sen 6, cos §)

[0(0), ¢ (0)] = [p(0)(cosh,send),p'(0)(cosh,sen ) + p(6)(—sen b, cos 9)]

= p(9)*

entao
P(0) = A0 (cos@,senf) — i(— senf,cosf), 0 € [0,2n]. (3.25)

p(0)
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Observemos que esta ndo é uma equagao polar de S,. Agora vamos obter a fungdo suporte
Euclidiana da curva 1, isto é, a fun¢do que associa a cada direcdo orientada a distdncia Euclidiana
da reta tangente ortogonal de uma dada curva & origem, que iremos denotar por hy,. Esta funcao
ird ser bastante 1til ao longo deste trabalho, nos ajudando a obter resultados significativos.

Para determinarmos essa funcio, primeiramente definamos g(6) = p~1(6). Dai,
¥(0) = g'(0)(cos B, sen0) — g(0)(—sen b, cosb). (3.26)
Seja v = (cosf,sen ) uma diregdo qualquer. Entao a funcao suporte nesta diregao é dada por

hy(8) = sup {((cosf,senf),p) : p € Sy}
= sup {((cosf,sen®), g’ (a)(cos a,sen a) — g(a)(—sena,cosa)) : a € [0,27]}
= sup {¢'(a)cos(a —0) + g(a)sen(a — 0) : «a € [0,27]}.

Counsideremos fy : [0,27] — R dada por fg(a) = ¢'(a) cos(a — 0) + g(a) sen(av — 0). Como fy &
soma e produto de func¢oes diferenciaveis, fy também o é. E,
fola) = g¢"(a)cos(a —0) + ¢'(a)sen(a — 0) — ¢'(a) sen(a — 6) + g(a) cos(a — 6)
= ("(0) + (@) cos(a— ).

Dai,

fé(a)zo(:)a—ezgoua—ﬂz%r.

Como o — ¢ = 5 ¢ o unico ponto de méximo de fy, concluimos que
_ : — ™ = N =t il
ho0) =sup {fo(a) s ac0,2n)} = fy (647 ) =g (0+5) =p' (0+7).  (327)

Portanto, a dire¢do normal em S, no ponto (6 + %) é (cosf,sen ), isto ¢, hy(0) = p! (9 + %)

no ponto de S, cuja diregdo normal é (cosf,sen@).

Figura 3.6: ¢ ¢ o ponto ¥( + §), onde a dire¢do normal em S, é vy = (cos6,sen6).

A

Fonte: Concepts of curvatures in normed planes, 2018.

Nosso proximo objetivo é obter uma expressao para a curvatura de Minkowski de uma curva

suave em termos de sua curvatura Euclidiana, de maneira semelhante a utilizada por Petty em
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[35]. Para tanto, seja y(s) : [0,1(v)] — R? uma curva suave parametrizada pelo comprimento de
arco Minkowski. Para cada s € [0,1(7)], seja 6(s) € [0,2n] tal que

7' (5) = p(0(s))(cos O(s),sen d(s)). (3.28)

A fungao 60(s) : [0,1(y)] — [0, 27] é dada pelo angulo Euclidiano que +/(s) faz com o vetor e;.
Por (3.28), temos

7' (s) = 9’(8)%(9(8))(003 0(s),sen0(s)) + 0 (s)p(0(s))(—senb(s), cos O(s)).

Agora para obter a curvatura de Minkowski de v em v(s), precisamos apenas escrever o campo
normal direito n,(s) de v(s), definido em (3.13), em termos da estrutura Euclidiana auxiliar.

Como
7' (s) 4B ¢'(0(s)),

entdo v/ (s) g ¥(0(s)) e

Por outro lado,
Logo,

Entao, de (3.25), temos

7#@ s))(cost(s),sent(s !
ny(s) = pQ(H(S))de(e( ) {eosb(s), senf(s)) +p(0(8))

(—senf(s),cosb(s)). (3.29)

Portanto, podemos escrever v (s) = €/(s)p*(0(s))n(s). Pelas férmulas de Frenet, segue que a

curvatura de Minkowski de v em v(s) é dada por
kin(s) = 0/ (s)p*(6(s)) (3.30)

para cada s € [0,(v)].

Para determinarmos a curvatura Euclidiana de v vamos estabelecer a seguinte notacao:
Se, le, ke, e || - ||e s30 respectivamente o parametro pelo comprimento de arco Euclidiano, o
comprimento de arco Euclidiano, a curvatura Euclidiana e a norma Euclidiana. Desse modo,
seja y(se) @ [0,1.(y)] — R? uma parametrizacio pelo comprimento de arco Euclidiano e, dado
Se € [0,1c(7)], seja O(se) € [0, 27] tal que

DY (6.) = (cos 0(s.), sen B(s.)).
dse
Consequentemente,
d?~ do
@(Se) = E(Se)(— sen 9(86)) COS 9(56)))
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do
e assim, a curvatura Euclidiana de v em 7(s¢) é dada por ke(s.) = d—(se).

Para relacionarmos as duas curvaturas, primeiro notemos que Se(s) : [0,1(y)] — [0,l(7)]

/ (€)ll.de

é tal que s.(s) = 7/(s)e > 0. Logo, s — s.(s) é uma reparametrizacao de v que preserva

dada por

orientagao e,

V(s) = 82(8)5;(%(8)) = 5¢(s)(cos 0(sc(s)), senB(sc(s))).

Dai,
[Ip(0(s))(cos O(s), send(s))|le = ||sc(s)(cos O(se(s)), senb(se(s)))lle,

donde segue que s.(s) = p(6(s)) para todo s, pois s.(s), p(f(s)) > 0. Agora,

o df

0'(s) = s, () 5

(se(s)) = p(0(s)) ke(se(s))- (3.31)

Substituindo (3.31) em (3.30), temos que as curvaturas de Minkowski e a curvatura Euclidiana

de v em v(s) estdo relacionadas pela equagao

k() = p*(0(3))ke(se(5)), s € [0,1()]- (3.32)

Para obtermos uma expressdo para a curvatura normal, temos que derivar o campo normal
direito expresso em (3.29). Para simplificar a notagdo, definamos g(f) = p~1(#) e reescrevamos

o campo normal por

ny(s) = jg(@( ))(cosB(s), senf(s)) + g(6(s))(—senb(s), cosb(s)).

Derivando esta ultima equacdo com respeito a s, obtemos:

(s) = 016) (=00 — 006D ) (cos(s). sen(s)

) (PN
— p(6(s)) < 792 0(5)) — g (6( ))> 7' (s)
d%g

= u(su(s) (- G000 ~ 90066 ) 7

onde a ultima igualdade vém de (3.31). Segue-se de (3.16) que
d%g
buls) = kelse(9)) (220050 + a(0(s)) ).

Lembrando que o anticirculo unitario é parametrizado por

P(0) = ¢g'(0)(cos 6, senf) — g(0)(—senf, cosb),
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entao

¥(6) = (g"(8) + 9(6))(cos b, senb).

A interpretacdo geométrica dessa parametrizagdo é que os pontos v¥'(0) estdo na diregdo de

(cos@,send). Assim a reta tangente ao anticirculo unitario em ¥ (6(s)) é paralela a 7/(s), j& que
7'(s) = p(0(s))(cos O(s), senb(s)).

Por (2.6), a curvatura Euclidiana do anticirculo unitario em v (6) é dada por

[0/(6) v (6)]

WO = T
Como
P"(0) = (9"(0) + ¢'(0))(cos b, sen) + (g"(0) + g(6))(—sen, cosb),
entao
W 0), 6" (0)] = (911(9) +9(0)) cos 0 (9:::(9) + g:(9)) cost — (9//”(9) +9(0)) sen?
(9"(0) +g(0))send (9" (0) + g'(0)) sent + (¢"(0) + g(0)) cost
= (¢"(0) + 4'(6))(9"(0) + g(0))(cos O sen 6 — cos O sen ) + (¢"(0) + g(0))”
= (9"(6) +9(6))

Alem disso, [[¢/(6)]I? = (4"(6) + g(6))%, e daf

d2

-1
g
b6) = (580 +90)) (3.33)
Portanto, temos que

Ea(s) = helzel)) (3.34)

ky (6(s))
Em outras palavras, a curvatura normal de uma curva v em (s) é a razao entre a curvatura
Euclidiana de v em 7(s) e a curvatura Euclidiana do anticirculo unitério no ponto em que a reta
suporte contém ~/'(s).
Para finalizarmos, como a curvatura circular é a curvatura normal na antinorma, temos que

a curvatura circular de v em ~y(s) ¢ dada por

ke (se(5))

Kol = 005)

(3.35)
onde k,(6(s)) é a curvatura Euclidiana do circulo unitario em um ponto onde a reta suporte
contém +'(s). Essa foi a definico usada por Ghandehari em [21].

Em [35], Petty mencionou que se a curvatura de Minkowski e a curvatura normal coincidem
para toda curva, entdo a geometria ¢ a Euclidiana. No artigo [], eles apresentam uma prova

formal para um resultado similar, como veremos a seguir.

Teorema 3.3. Seja (X,||-||) um plano normado. Se existe uma curva suave v : [0,c] = X cujo
campo tangente aponta em todas as diregoes do plano, e cuja curvatura de Minkowski e curvatura

normal coincidem em cada ponto, entdo a norma € o Fuclidiana.

38



3.3. USANDO UMA ESTRUTURA EUCLIDIANA AUXILIAR

Demonstragao: Se tal curva v existe, entdo, pelas igualdades (3.32) e (3.34), temos que

ke(se(s))

=p3(0(s e(Se(s s)) =
) =P Okl = Ko(6(5)

p*(6(s))

Como vale a igualdade (3.33), entdao g(6) = p~1(0) restrita & [0, 27] ¢ solucido do problema

y'(0) +y(0) =y~>(0), 0 € [0,27]

(3.36)
y(0) = y(m), y'(0) = ¢/(m)
Vamos mostrar que g() = 1. Para tanto, como y” +y — =3 = 0, entdo
y/
vy +y'y — g 0. (3.37)

Integrando de 0 a z, = € [0, 7], esta tltima igualdade e usando as condi¢des de contorno, temos

W)+ +y 2 =y?(0) +y*(0) + y *(0), Va € [0, 7], (3.38)
Por outro lado, como " +y —y~3 = 0, entdo
vy +y* —y 2 =0. (3.39)
Fazendo z = 32, temos
"
S (2yy/)/ _ 2y/2 + 2yy// - yy// _c _ y/2. (3.40)

2
Usando (3.37), (3.38) e (3.40) em (3.39), temos

Z//

c )2 2 _ -
B Yy oty -y

2

Z// _ _
=0= 5 =y =" +y% = "+ (07 +47(0) +y7(0).

Portanto, se y ¢ solucdo de (3.36), entdo z = y? ¢ solucdo do sistema

2 422 = 2(y/(0)2 + y2(0) + y~2(0))

(3.41)
2(0) = y*(0), 2'(0) = 2y(0)y'(0)

Como o sistema acima, é linear, ele admite uma tnica solucéo pelo Teorema 2.1. Observemos que
y = £1 sao solugoes de (3.36), sendo portanto as tnicas solugoes do sistema (3.36), caso contrario
(3.41) teria mais de uma solucao. Como ¢(f) é solucao de (3.36) e g(#) > 0 para todo 6 € [0, 7],
entdo devemos ter g(6) = 1, isto ¢, p(d) = 1. Como o campo tangente a v aponta em todas as
direcoes, entao o circulo unitario é o circulo unitario Fuclidiano. Dai, como para todo p € X,

existem A € R e g € S tal que p = Aq, entao

pll = [IAgqll = [A] llgll = [A] [lglle = lAglle = [|p]]e-

Donde segue que a norma é a Euclidiana.
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3.4 Curvas de curvatura constante

No plano Euclidiano, uma curva com curvatura constante ndo nula é um arco de um
circulo Euclidiano. Estudaremos nesta secao, as curvas de curvatura constante em planos
Minkowski. Sao referéncias para essa segao: [3], [1], [28], [31], [33] e [35]-

Considerando os trés tipos de curvatura que definimos na Secdo 3.2, comecaremos com as
curvas que tém curvatura circular e normal constante, j4 que nestes casos nao é necesséirio usar
uma estrutura Fuclidiana auxiliar, diferente da curvatura de Minkowski e por isso a deixaremos

por ultimo.

Teorema 3.4. Uma curva v : [0,c] — X tem curvatura circular constante se e sé se é um arco

de um circulo de Minkowski.

Demonstragao: Suponhamos que = seja uma curva de curvatura circular constante. E suficiente
considerarmos o caso em que a curvatura circular é 1, pois os outros casos sdo anélogos a este.

Consideremos ¢(t) uma parametrizacdo pelo comprimento de arco do circulo unitario e ¢(s)

d
a funcao tal que ¢(0) = 0 e 7/(s) = d—f(t(s)) para cada s € [0,c]. Como k.(s) = t'(s) = 1 para
cada s € [0, ¢, entao segue que

e dai,
¥(5) = L)) = ¢/(5)

para cada s € [0,c]. Logo, v(s) = ¢(s) + v para algum v € X. Portanto, v é um arco de um
circulo centrado em v. Inversamente, suponhamos, sem perda de generalidade, que v é um arco
de um circulo unitario. Como ja vimos, a curvatura circular do circulo unitario é constante e
igual a 1. Portanto, v tem curvatura constante.

]

Corolario 3.2. Uma curva em um plano normado tem curvatura normal constante se e somente

se € um arco de um anticirculo.

Demonstragao: Como a curvatura normal é a curvatura circular na antinorma, qualquer curva,
de curvatura normal constante tem curvatura circular constante na antinorma. Portanto, pelo
Teorema 3.4, segue que a curva é um arco de um anticirculo. Por outro lado, se a curva é um arco
de um anticirculo, entdo também pelo Teorema 3.4, a curva tem curvatura circular constante na
antinorma, donde segue que a curvatura normal é constante.
]
Sabemos que se todas as retas normais de uma curva no plano FEuclidiano se intersectam em
um ponto, entdo esta curva estd contida em um circulo. Agora iremos classificar as curvas de
um plano normado cujas retas normais direita, respectivamente, esquerda, se intersectam em um

dnico ponto.

Proposicdo 3.10. Seja v : [0,¢] — X uma curva de classe C%. Se todas as retas normais

esquerda de vy se intersectam em um ponto, entdo 7y estd contida em um circulo. Analogamente,
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se todas as retas normais direita de vy se intersectam em um ponto, entdo v estd contida em um

anticirculo.

Demonstragao: Assumamos que v esteja parametrizada pelo comprimento de arco. Seja ()

uma parametrizagao pelo comprimento de arco do circulo unitério e ¢(s) a funcdo tal que

+(5) = u(s)).

Uma parametrizagdo para a reta normal esquerda que passa por «y(s) é dada por

rs(A) = 7(s) + Ay (s),

onde 71 (s) € o vetor normal esquerdo a v em y(s), A € R. Como todas as retas se intersectam

em um ponto P, para cada s € [0, ¢] existe um A tal que
P =7(s) + Ay (s),

e consequentemente,
Y(s) = P — AgTiy(5).

Como

entdo M, (s) = —p(t(s)).
Definindo f(s) = As, s € [0, ¢], temos

v(s) = P+ f(s)e(t(s))-
Portanto,

9 (1(5)) =+ (5) = F()(t(5)) + 1'(5) F(5) 22 (1(5). (3.42)

Como @(t(s)),(fif(t(s))] # 0, entdo {gp(t(s)),tf;:(t(s))} forma uma base de R? para cada

s € [0, c]. Dai, em (3.42),

f'(s)=0
t'(s)f(s)—1=0

Dai, pelo Teorema 3.4, v esta contida em um circulo.

= f(s) = (H'(5)) 7! = (ke(s)) ! = cte = ke(s) = cte.

Para o segundo caso, consideremos 1 (v) uma parametrizacdo por duas vezes a area do setor
do anticirculo e v(s) a funcdo tal que ny(s) = (v(s)).

Como feito no primeiro caso, as retas normais direita podem ser parametrizadas por
rs(A) = v(s) + Any(s), A € R.
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Como todas as retas normais direita se intersectam em um ponto @, para cada s € [0,c| vai
existir A tal que
Q@ =7(s) + Asny(s),

e dafi,

’Y(S) =Q - /\51/1(0(3))~

Definindo ¢ : [0,¢] — R por ¢(s) = —\s, temos

V(s) = Q@ + q(s)¥(v(s)).

Dai,

() = (1 (0(5)) + 0/ (5)a(s) 5 (u(5). (3.43)
Como

/() s () = $(0(s)) com [/ (s), ma(5)] = 1
) ) 0 ) v

(006D 4 09 com [w(o(s). 5 )| =[5 0t =1,
entdo v/(s) = —%(v(s)). Logo, em (3.43),
S 0(s) = ¢ (D (0(5)) + v (9)a(s) o (0(5)). (3.44)
dy

Como [w(v(s)),flf(v(s))} £ 0, entiio {z/;(v(S))a -

Dai, em (3.44),

(v(s))} forma uma base de R? para cada s.

Dai, pelo Corolario 3.2, v esta contida em um anticirculo.

Para obtermos as curvas de curvatura de Minkowski constante, iremos seguir Petty [35].
Seja v : [0,¢] — X uma curva cuja curvatura de Minkowski é igual a 1 (os outros casos
sao homotéticos). De (3.32), segue que a curvatura Euclidiana de v é dada por ke(sc(s)) =
(p(6(s)))~3. Como 6(s) é a diregio do vetor tangente & v em 7(s), entdo, no ponto em que a
normal de 7 estd na direcdo do vetor (cos 6, sen ), a curvatura Euclidiana é dada por (p( + 5)) -
(ja vimos que a dire¢do onde a normal é (cosf,senf) é em 6 + %)

Como a fungao curvatura ke é definida positivamente sobre o intervalo [0, 27| e é 7— periodica,
podemos procurar uma curva que é fechada, convexa (ver Teorema 2.9) e, a menos de translagao,

simétrica com relacao a origem.

Observacao 3.12. Para aproveitarmos os célculos feitos para o anticirculo, como pelo Teorema

3.2 toda curva com as caracteristicas acima induz uma norma, vamos considerar a curva 7y sendo
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o anticirculo nessa norma induzida, e considerar a parametrizacao polar
o(0) = q(0)(cos b, senb)

do circulo unitario na norma induzida onde ¢ é w-periédica.

Sabemos que a curvatura Euclidiana de v é dada por

[V'(6),7"(9)]

N NTOIIE

Dai, se §(f) = ¢ 1(), fazendo calculos andlogos aos feitos para se chegar na equacdo (3.33),
concluimos que k() = (5" () + g(f))~!. Da mesma forma, fazendo cdlculos anélogos aos feitos
para se determinar a igualdade (3.27), concluimos que a func¢ao suporte de v em y(6) é dada por
hy(0) = g (6 + 5). Portanto,

R (0+ g) = (B(0) + By (0)) .

Donde segue, que h, é solugao do problema de Sturn-Liouville com condigoes de contorno

Y +y=(pO+3)°

(3.45)
y(0) = y(m), y'(0) =y'(m)

Observemos que a equacao homogénea associada a (3.45) é ¥ + y = 0, com solugdes LI
y1(0) = cosf e y2(0) = senf. Portanto, y,(0) = c¢1cos0 + casenb, c1,ca € R, é solugao geral
da equacao homogénea. Observemos que o Wronskiano é 1, isto ¢, Wy, y2] = 1. Logo, pelo

método de variagao de parametros (Teorema 2.2), uma solugao particular de (3.45) é

) = =oont st (o o+ 3)) s sns oo (5 (1 5))
0

= /()sen(@—u)(p(u-i-;))gdu-

Sendo, portanto, a solucao geral de (3.45) dada por

y(0) =1 cost9—|—025en9—|—/ogsen(9 —u) (p <u+ g))gdu.

Impondo as condicoes de contorno e fazendo algumas manipulagoes, concluimos que

y(0) = ;/:er sen(u — 6) (p (u + g)>3 du.

Portanto,

h~(8) = % /90+7r sen(u — 6) (p <u + g))B du. (3.46)

Definicao 3.10. O ponto de uma regidao que tém a distribuicdo homogénea de area em torno de
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si é chamado centroéide.

Tragando retas que passam pela origem, cada uma delas divide a bola B em pedagos de
mesma area. O centrdide de cada pedago constitui uma curva fechada convexa com centro na
origem, chamada curva centréide de B.

Petty [35] observou que a curva com fungao suporte igual & encontrada em (3.46), € homotética
a curva centréide da bola unitaria. De fato, por [28], a curva centréide da bola unitaria é

parametrizada por

10 =g ([ " L costup / " L sen(udu).

Dai, se v = (cos a,sen «) é uma dire¢ao qualquer, a funcdo suporte Euclidiana de v é dada

por
hy(c) = sup {{(cosa,sena),v(0)): 6 € [0,2n]}
0+m
= sup {SAQ(S) /0 cos(u — a)p®(u)du : 0 € [0,2%]}
0+m
= 3A2(S) sup {/0 cos(u — a)p3(u)du : 6 € [0, 2%]} )
Definamos b
fa(0) = /0 cos(u — a)p®(u)du.
Dai,
fal8) = cos(u—a)p’(u) g
= cos(0 + 71— a)p*(0 + ) — cos(6 — a)p*(6)
= —cos(f — a)p?(#) — cos(6 — a)p*(h)
= —2p3(0) cos(f — ).
Logo,
f(’l(Q):O@H—a:gouH—azgg.
Como

o) = —6p%(0)p'(0) cos( — o) + 2p3(0) sen(h — a),

entdo, pelo teste da derivada segunda, 0 = « —|— T & 0 Unico ponto de maximo de f,. Dali,

2
(@) = 3a0s)
+5

I
(e ) (o fur )Y
Lt (o)

3A(S)
Como as curvas em questao sdo convexas, as retas tangentes coincidem com as retas suporte em

l
2
3r

cos(u — a)p®(u)du

w

w
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cada ponto da curva. Logo, v e a curva centroide da bola unitaria sao homotéticas. Com todas

essas observagoes feitas, temos o seguinte resultado.

Proposigao 3.11. Curvas com curvatura Minkowski constante sao homotéticas a curva centrdide

da bola unitdria.

Em [35], existe uma prova de que se um anticirculo tem curvatura Minkowski constante, entao
o plano é o Euclidiano. L4 também é mencionado que se um circulo tem curvatura Minkowski
constante, entdo o plano deve ser o plano Euclidiano. O primeiro resultado pode ser considerado

como consequéncia do Teorema 3.3, como veremos a seguir.

Proposicao 3.12. Se o anticirculo tem curvatura Minkowski constante, entdo o plano € o

FEuclidiano.

Demonstragao: Seja v : [0,c] — S, uma parametrizagdo pelo comprimento de arco Minkowski

do anticirculo unitario. Suponhamos que v tenha curvatura Minkowski constante. Como

km(s) = '(s) = [y'(5),7"(s)],

entdo a menos de reescalonamento, podemos supor que a curvatura Minkowski é igual a 1. Pelo
Corolario 3.2, ky(s) = 1 para todo s € [0, c].

Portanto, kn(s) = kn(s) = 1 para todo s € [0,¢]. Como o anticirculo unitario é tal que seu
campo tangente aponta em todas as dire¢oes do plano (pois é uma curva fechada), pelo Teorema
3.3, segue que o plano (X, || -||) é o plano Euclidiano.

]

Petty ndo apresentou uma prova para o segundo resultado. A seguir ha uma prova deste

resultado, devido a Balestro, Martini e Shonoda.

Teorema 3.5. Se o circulo unitdrio de um plano normado tem curvatura Minkowski constante,

entdo o plano é o Euclidiano.

Demonstragao: Notemos primeiramente que, a menos de multiplicagdo por constante
(Proposigao 2.1), podemos supor que a curvatura Minkowski é unitaria. Consideremos ¢(s) :
[0,1(S)] — X uma parametrizagdo pelo comprimento de arco do circulo unitario e seja
u(s) : [0,1(S)] — [0,2A(S)] a fungao tal que ¢'(s) = ¢(u(s)), onde u é o parametro de area
usual em S. Como k,(s) = 1, segue que v'(s) = 1. Dai, u(s) = s + ¢ para algum ¢ € R.

Agora iremos fazer uso da seguinte definicdo. Dizemos que uma curva C' ¢ uma curva
equiframed se C é centralmente simétrica, fechada, convexa e que é tocada em cada um de
seus pontos por algum paralelogramo circunscrito de area minima. FEsta definicdo pode ser
encontrada em [31].

Como
u(s) = s+ c e u(s) = /0 lo(w), o' (w)d,

entdo u/'(s) = [p(s),¢'(s)] = 1 = cte. Dai, pela Proposi¢ao 2 em [31], segue que S é uma curva
equiframed. Por outro lado, como S é uma curva suave equiframed, segue do Corolario 6 em [31],

que S é uma curva Radon (ver [33] e [31]).
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Além disso, ¢'(s) = p(u(s)) = ¢(s + ¢), s € [0,1(S)]. Entao, como ¢(s) 4p ¢'(s), vale que
©(s) 4B (s +¢).

Geometricamente, isso significa que para encontrarmos a direcdo ortogonal Birkhoff direita
de um dado vetor, sempre percorremos o mesmo comprimento de arco sobre o circulo unitario.

Observemos que

w(s) 1B ¢'(s) e (), #'(s)] = [1€'(5)lla- (3.47)

Como ¢'(s) € S, vale que ¢'(s) 1 ¢"(s) e [¢'(s),¢"(s)] = [|¢"(8)]|a- Como o plano é Radon,
¢"(s) 4B ¢'(s). Logo,

"(s) 4B ¢'(s) e [¢'(5), " (s)] = ll¢" (5)]a- (3.48)
De (3.47) e (3.48), devemos ter (s) = —m]go’(s)\]a. Considerando ¢ = [(5)/4, temos

O O N (2R AN (R
o(s) = oI @l = BT @l = S

Essa ultima igualdade vem do fato de ¢'(s) = ¢(s+c¢) e do plano ser Radon, pois ||¢/'(s+¢)||a =

¢'()]la = ©(s+ 2¢).

o' (s + o)l =1 =|l¢"(9)]] = |l¢'(9)]]a. Para finalizarmos a demonstragdo, iremos precisar da
seguinte afirmacao.
Afirmagao: Dois vetores ndo nulos sdo ortogonais Birkhoff se e s6 se os didmetros em suas
direcées dividem o dominio limitado do circulo em quatro partes de dreas iguais.

Esta afirmacdo segue da proporcionalidade entre a drea e o comprimento de arco no circulo

unitario e da unicidade da direcao da ortogonalidade Birkhoff. Com efeito,

o(t1) "B @(t1 + ¢) "B @(t1 + 2¢).

Consideremos A; a area no circulo unitario compreendida entre ¢(t1) e ¢(t; + ¢) e Ag a area no
circulo unitario compreendida entre ¢(t1 + ¢) e ¢(t1 + 2¢). Como o comprimento de arco entre
©(t1) e p(t1+c¢) éigual ao comprimento de arco entre p(t14c¢) e p(t1+2¢) e u(s) = s+c¢, onde u
é o parametro de drea, entdo concluimos que A; = Ay. Como p(t1 +2¢) = —p(t1) e pela simetria
do circulo com relagdo a origem, concluimos que os didmetros nas diregoes de p(t1) e p(t1 + ¢)
dividem o cfrculo em quatro partes de areas iguais. Por outro lado, se os diametros de dois
vetores nao nulos dividem o dominio em quatro partes de areas iguais, entdo também dividem
em quatro comprimentos iguais. Como ¢ = [(S)/4, entdo cada “pedaco” tem comprimento ¢ e
portanto tais vetores sao da forma ¢(t1) e ¢(t1 +¢) ou p(t1) e p(t1 —¢). Em qualquer dos casos,
tais vetores sao ortogonais Birkhoff.

Chegamos ao término da demonstragao, pois de acordo com a Proposigao 3 de [3], esta é uma
caracterizagao do plano Euclidiano.

|
Proposicao 3.13. Se wm anticirculo tem curvatura circular constante entdo o plano € Radon.

Demonstragao: Se um anticirculo tem curvatura circular constante, entdo ele tem curvatura

normal constante na antinorma. Dai, pelo Corolario 3.2, o anticirculo é também o circulo. Dai,
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pelas equagoes (3.34) e (3.35), vale que

Portanto, pelo Corolario 3.1, X é um plano Radon.
]

Observagao 3.13. Se o circulo tem curvatura normal constante entdo o plano também é Radon.

Para finalizar esta secdo, observemos que uma curva para o qual um certo tipo de curvatura

¢ zero, ¢ um segmento de reta, pois pelas equagoes (3.32), (3.34) e (3.35) vale que
k=0 k. =0,

onde i = m,n,c, respectivamente. E k. = 0 se e s0 se a curva em questdo é uma reta. Além
disso, se uma curvatura se anula em um ponto sg, entdo todas as outras curvaturas se anulam

neste ponto.

3.5 O Teorema Fundamental e Isometrias

Nessa secao, iremos utilizar as relagbes obtidas na Secdo 3.3 juntamente com o Teorema 2.8
para encontrar o teorema fundamental das curvas para os conceitos de curvatura em um plano
normado. Além disso, iremos definir, de maneira similar ao caso Euclidiano, isometrias em planos

normados e estudar suas acoes sobre os tipos de curvatura. As referéncias utilizadas nessa secdo

sao: [1], [24], [31], [39] e [12].

Teorema 3.6. Seja k : [0,c] — R uma fungio de classe C* e seja (X, || -||) um plano normado.
Entao existe uma curva v : [0,c] — X cuja fungao curvatura de Minkowski no pardmetro
comprimento de arco é k. Tal curva € idnica dados o ponto inicial e o vetor tangente inicial.

O mesmo vale para a curvatura normal e a curvatura circular.

Demonstragao: Consideremos
©(0) = p(0)(cosb, senb), 0 € |0, 2],
parametrizacao do circulo uniario. Escrevamos

k(s) = p3<9(3))ke(36(3))7

para alguma funcio k. de classe C! e tal que s.(s) = f(f 117/ (€)]|ed€. Dai, pelo Teorema 2.8, existe
uma curva (se) : [0,l(7)] — R? cuja curvatura Euclidiana no parametro comprimento de arco
Euclidiano é k.. Dai, considerando ~ parametrizada pelo comprimento de arco de Minkowski e
tal que

V(5) = p(6(s))(cos B(s), sen(s)), 0(s) € [0,27],

concluimos pela equagao (3.32) que a curvatura de Minkowski de v no pardmetro comprimento

47



3.5. O TEOREMA FUNDAMENTAL E ISOMETRIAS

de arco de Minkowski é dada por

k(s) = p°(0(3))ke(se(5))-

Pelo Teorema 2.8, dados o ponto inicial e o vetor tangente inicial, ~y(s.) estd unicamente
determinada. Logo, (s) esta unicamente determinada.

De maneira anéloga, prova-se a existéncia da curva 7y(s) com curvatura normal k, ou
curvatura circular k., usando as relacoes obtidas em (3.34) ou (3.35), respectivamente. E a
unicidade segue do mesmo argumento utilizado para curvatura de Minkowski.

]

Definigao 3.11. Uma isometria entre os planos normados (X, || - ||x) e (Y] - ||ly) é uma

aplicagao sobrejetiva T : X — Y tal que ||Tu — Tv||y = ||u — v||x para u,v € X quaisquer.

Teorema 3.7 ([12], Teorema 3.1.2). (Mazur-Ulam) Toda isometria entre espagos normados é

uma transformagao afim.

Qualquer isometria no plano Euclidiano é uma combinacao de translactes, rotacoes e
reflexbes. Em relagdo as isometrias de um plano normado, o Teorema 3.7 garante que a menos
de translacoes, as isometrias sdo lineares e por isso vamos sempre considerar as isometrias como
sendo lineares.

Dizemos que uma isometria de um plano normado preserva orientacdo quando o sinal da
forma bilinear simplética ndo muda de sinal sob sua acao, caso contrario, dizemos que a isometria,

inverte orientacdo. A seguir, apresentaremos um importante resultado.

Lema 3.1. Sejam (X, || - ||) um plano normado com a forma bilinear simplética fizada [-,-], a
antinorma associada ||+ ||, e consideremos T : X — X uma isometria. Entao T é uma isometria

na antinorma.

Demonstragao: Como 7T é uma isometria, entdo 7'(0) = 0 (estamos supondo que isometrias

sao sempre lineares). Logo,
lullx = [lu—0l[x = |[Tu —T0[[x = |[Tul|x

para todo u € X. Em particular, T(S) = S e pelo Teorema 11 em [24], T" é uma rotagao.
Portanto, |[x,y]| = |[Tz, Ty]| para todo xz,y € X. Como T é uma isometria, T deixa todas as
propriedades de X, que s@o definidas somente em termos da norma, invariante.

Afirmagao: T(B,) = B,.

Com efeito, seja x € B,. Entao,
T (@)lla = sup { |[T(2),2]| : z €S}
Como T'(S) = S, podemos escrever a igualdade acima como

T (@)lla = sup { |[T(2), T(W)]| : y € S}
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Por outro lado, |[z,y]| = |[T(x),T(y)]|, entao

I T@)lla = sup { |[T(2), TW)]I: y €S}
= sup { [[z,9]]: y € 5}

= lzlla-
Dai, para todo z,y € X, temos

T () = TW)lla = IT(x = y)lla = llz = ylla-

Portanto, T' é uma isometria na antinorma.

Observacao 3.14. Como a antinorma da antinorma é a norma, segue que uma isometria na

antinorma também é uma isometria na norma.

No plano Euclidiano, duas curvas tem a mesma curvatura Fuclidiana se e s6 se elas sao
iguais a menos de movimento rigido. Geometricamente, elas tém a mesma forma e existe uma
composicao de translacdo (que relaciona seus respectivos pontos iniciais) e rotagao (que relaciona
seus respectivos vetores tangentes) produzindo uma posi¢ao coincidentes dos mesmos. Quando
se trata de reflexdes, a curvatura Fuclidiana muda de sinal, uma vez que o sinal depende da
orientacdo do vetor normal, mas o valor absoluto é preservado. Em outras palavras, uma
isometria no plano Euclidiano age na curvatura de uma curva preservando seu valor absoluto e

alterando ou mantendo seu sinal de acordo com sua orientagao. Daf surgem duas perguntas:

1. Qual a acdo de uma isometria em um plano Minkowski nas curvaturas de uma determinada

curva?

2. Duas curvas com mesma curvatura (de qualquer um dos trés tipos definidos) sao

isométricas?
Vamos responder essas perguntas ao longo desta secao.

Teorema 3.8. As curvaturas de Minkowski, normal e circular de wma curva sdo, a menos de
sinal, invariante sobre uma isometria no plano normado considerado. Os sinais sao preservados

se e s0 se a isometria preserva orientacao.

Demonstragao: Seja y(s) : [0,1(7)] — X wma curva parametrizada pelo comprimento de arco
e seja T : X — X uma isometria. Seja o(s) : [0,1(y)] — X a imagem da curva y por T, isto é,
o(s) = T(1(s)).

Comecaremos com a curvatura de Minkowski. Iremos denotar por &, - e ko as curvaturas
de Minkowski de v e o, respectivamente.
Afirmacao: s é o pardmetro pelo comprimento de arco de o.

Com efeito,

(Ty(s))" = 0'(s) = dT(57'(s) = 0'(s) = T'(s) = o'(s),
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e dai, como T é isometria,

L=l (s)ll = 1T (s)I| = [lo"(s)Il-

Portanto, s é o pardmetro pelo comprimento de arco de o.
Para obtermos as curvaturas de Minkowski das curvas 7 e o, consideremos p(u) : [0,2A(S)] —
S uma parametrizacao pelo pardmetro de area do circulo unitario e u., u, : [0,1(y)] = R funcoes

tais que

7'(8) = @(uy(s))
o'(s) = ¢(uo(s)),

onde s € [0,1(7)].

Como T é linear, temos
(T (5))" = (¢(5)) = dTy5)7"(s) = 0" (s) = T"(s) = 0" (s) = ug(s)no(s),

onde a dltima igualdade vem das férmulas de Frenet da curva o. As férmulas de Frenet da curva

~v também nos diz que
V() = 1 (s) ().
Dai,
ul, ()T (s) = T"(s) = uy (s)nq(s). (3.49)
Pelo Lema 3.1,
T (s)lla = [Iny(s)lla = 1.
Logo,
[l (s)] = [l (s)] (1T (8)l]a = lug ()] [Ine(s)lla = [ug(s)]-

Portanto,
[Fmn (8)] = [Fm,o(s)]-

Falta mostrarmos que o sinal é preservado se e s6 se a isometria preserva orientagdo. Como

T+'(s) = d'(s) e, pela equagao (3.49), vale que Tny(s) = £ny(s), entao
1= [0'(s),n0(s)] = £[T'(5), Ty (s)]

para todo s € [0,1(7)], onde + significa que T preserva orientacdo e — significa que T inverte

orientagdo. Portanto, n,(s) tem a mesma orientacdo que T'n(s) se e s6 se T preserva orientacao,

dai, pela equacao (3.49), kmy € km o possuem mesmo sinal se e s6 se T preserva orientagao.
Agora consideremos k,~ € k,, as curvaturas normais de vy e o, respectivamente. Entdo,

pelas férmulas de Frenet,

ny(s) = ~kn(5)7(s)
n,(s) = —kno(s)o'(s).
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Como T/(s) = o'(s) e Tny(s) = £ny(s), onde o sinal depende se T" preserva orientagao ou nao,

entao
—kno(s)o'(s) =n,(s) = :tTniY(s) = 2T (—knn~(5)7(8) = Fhn ()T (8) = Fhnq(s)0'(s).

Portanto,
kn.o(s) = £kn~(s),

onde o sinal positivo permanece se e somente se T’ preserva orientacao.

Para curvatura circular, basta lembrarmos que ela é a curvatura normal na antinorma e que
uma isometria na norma também é uma isometria na antinorma. Logo, o valor absoluto da
curvatura circular é invariante sobre uma isometria. Quanto ao sinal, basta observarmos que
a orientacao de uma aplicacdo linear nao depende da norma no plano, ou seja, os sinals serdao
preservados se e s6 se a isometria preserva orientagao.

]

Portanto, respondemos a pergunta 1. Falta respondermos a pergunta 2, isto é, vale a reciproca
do Teorema anterior? A resposta é ndo. Para encontrarmos exemplos que nos convenca disso
vamos precisar do seguinte resultado (que é uma caracterizacgdo métrica do plano Euclidiano

dentre todos os planos de Minkowski):

Proposicao 3.14. Se quaisquer dois arcos de comprimentos iguais no circulo unitdrio de um
plano normado coincidem sobre alguma isometria linear que preserva orientacdo, entdo o plano

€ o plano Euclidiano.

Demonstragao: Vimos na demonstracao do Lema 3.1, que [z, y] = [Tz, T'y| para todo z,y € X,
ou seja, T preserva area. Além disso, estamos supondo que para alguma isometria, dois arcos
de mesmo comprimento no circulo unitario coincidem. Logo, quaisquer dois arcos de mesmo
comprimento sempre terao a mesma area, ou seja, a area é proporcional ao comprimento do arco
correspondente e pela Proposi¢ao 2 em [31], esta ¢ uma caracterizagio dos planos Radon. Agora
observemos que, se quaisquer dois arcos de mesmo comprimento podem ser mapeados um sobre
o outro por uma isometria linear que preserva orientacao, em particular, quaisquer dois pontos
do circulo unitario podem ser mapeados um no outro via uma isometria linear, ja que qualquer
ponto tem comprimento igual a zero.

Denotemos por b(-) a ortogonalidade Birkhoff direita de um vetor unitario tal que [-,b(-)] > 0
eb(-)esS.
Afirmagao: Dados x,y € S, se T é uma isometria que preserva orientacdo tal que T(x) = vy,
entao T(b(x)) = b(y).

Com efeito,

x g b(z) = [z,b(z)] > 0 ¢ ||z]| < ||z +tb(x)||, Vt € R.

Como

[lz[| = [T ()] = [lyl|

||z + tb(z)[| = ||T (2 + tb(x))|| = ||T () + tT(b(x))]], Vt € R,
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entao
yll = l|=]| < [|lz + tb(x)|| = ||T(z) + tT(b(x))|| = |ly + tT(b(x))]|, vt € R.

Portando, y 4p T'(b(x)). Como T preserva orientagao,
[,0(x)] > 0 = [T'(x),T(b(z))] = [y, T(b(z))] >0,

e como T'(S) = S, entao T'(b(x)) € S. Dai, pela unicidade da ortogonalidade Birkhoff direita em
S, temos que T'(b(z)) = b(y).

Entao, pelas observacoes feitas acima, existe uma isometria T que preserva orientacdo tal
que, T(x) = y e T'(b(x)) = b(y) para todo =,y € S. Usaremos essa isometria para finalizar a

demonstracao. Para tanto vamos precisar da seguinte defini¢ao.

Definicao 3.12. Dizemos que z,y € X sdo ortogonal isésceles, denotado por x - y, sempre

que [[z +yl| = [|z —yl|.

Se quaisquer dois vetores unitarios ortogonal Birkhoff sdo também ortogonal is6sceles, entéo
segundo [39], Teorema 2, o plano é o plano Euclidiano.

Sejam, entao, z,b(x) € S par de vetores ortogonais Birkhoff. Vimos que existe uma aplicagao
T satisfazendo T'(z) = b(z) e T'(b(x)) = b(b(x)). Como o plano é Radon, temos que

x g b(z) = b(x) 4p =.
Logo, b(b(x)) = —x, pois definimos b(b(x)) € S tal que [b(x),b(b(z))] > 0. Portanto,
lb(x) + xl| = [T (b(x) + 2)[| = |T(b(z)) + T(@)|| = || — 2 + b(z)|| = [[b(x) — ||

Assim, a ortogonalidade Birkhoff de vetores unitario implica a ortogonalidade is6sceles desses
vetores. Isso conclui a demonstracao.
]
Como mencionamos, essa proposicao garante que, em qualquer plano Minkowski nao-
Euclidiano existem curvas com curvatura normal ou circular iguais que nao coincidem sobre
nenhuma isometria no plano. Na verdade, qualquer arco do circulo unitario tem curvatura
circular igual a 1, e, portanto, temos apenas que escolher dois arcos que nao podem ser levados
um no outro via uma isometria. Para a curvatura normal fazemos o mesmo, mas substituimos o

circulo unitario pelo anticirculo unitario. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.5. Consideremos o plano normado (R?,13), como no Exemplo 3.1. A bola unitaria

deste plano estéa ilustrada abaixo.

52



3.6. VALORES DE CURVATURA EXTREMA E LARGURA CONSTANTE

Figura 3.7: A bola unitéria B), na norma [,.

1

.y

Fonte: Concepts of curvatures in normed planes, 2018.

-
_—

Consideremos as curvas 7, como sendo o arco de S em que ¢t € [1/3,5/12] e 2 0 arco de
S em que t € [1/2,0.5881]. Essas curvas possuem o mesmo comprimento. Sabemos que essas
curvas possuem curvatura circular constante igual a 1. Como as isometrias do plano I3 sdo
composicoes de translacoes, reflexdes e rotagdes, entdo se supormos que existe uma isometria 7T’

tal que Ty; = 79, esta isometria deverd ser uma rota¢ao ou uma reflexao.
1\ 1 3\ /3 1\ 1
@ <3) 3 ( 3 ey |5 ) =357 ),
1 1
- ~ 0.75 "= ~ 0.67.
l# Gl ~ome [+ G
Dai, se T’ L L d i ter T'¢' L /(L M
1 -] = — riam T — | = — .
af, se Top | 2 ¢ | 5 |, deverfamos ter Ty’ | 2 ¢35 as,
1 1 1
T / - / - / -
7 (3)], - G) #(3)

o que é um absurdo. Por outro lado, como ¢’ (0.5581) = <(0.5881)*2/3, - (0.5881)_2/3>, entao

Como

entao

)

3

~ 0.75 # 0.67 =~ ‘

3 ‘ 3

W

||’ (0.5581)]|, ~ 0.69.

O

Portanto, ndo existe uma isometria 7', tal que Tvy; = o.

Deste modo,

~ 0.75 # 0.69 ~ ||¢ (0.5581)], .
3

3 ‘

3.6 Valores de curvatura extrema e largura constante

Existem muitos resultados em relacdo & funcdo curvatura de uma curva fechada e convexa
(que sempre assumimos ser de classe pelo menos C?) no plano Euclidiano e suas propriedades
geométricas. Como exemplo simples, o Teorema 2.10. Esse teorema se estende para planos
normados, ja que se algum tipo de curvatura é estritamente positiva, entao a curvatura Euclidiana
é estritamente positiva. Essa é uma consequéncia imediata das igualdades (3.32), (3.34) e (3.35).

O Teorema dos Quatro Vértices 2.12 para o caso Euclidiano é, possivelmente, o resultado mais
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conhecido e estudado em relacdo a funcao curvatura de curvas planas, fechadas e convexas.
Petty [35] provou o Teorema dos Quatro Vértices para curvatura de Minkowski e a demonstracéo
adequa-se também para as curvaturas circular e normal, como veremos. As referéncias de mais

relevancia para essa se¢ao sao: [1], [10], [23], [35] e [11].

Definicao 3.13. Dois pontos distintos de uma curva simples, fechada e convexa sdo ditos opostos

se as retas tangentes & curva nestes pontos sao paralelas.

Definicao 3.14. Dois arcos de uma curva sao ditos opostos se seus pontos iniciais e finais sdo

opostos, respectivamente.

A demonstragao do Teorema dos quatro vértices para planos normados se bageia no seguinte

resultado.

Teorema 3.9 (Wilhelm Stiss, [11]). Uma curva simples, fechada e estritamente convera tem

pelo menos trés pares opostos com a mesma curvatura Euclidiana.

Teorema 3.10. (O Teorema dos Quatro Vértices para planos normados) Seja v : [0,c] — X
uma curva simples, fechada e estritamente convera em um plano normado. Entdo cada funcdo

curvatura de v tem pelo menos quatro extremos locais.

Demonstragao: Como « é simples, fechada e estritamente convexa, pelo Teorema 3.9, existem

pelo menos trés pares opostos com a mesma curvatura Euclidiana. Pela equacao (3.32),

k() = p*(0(s))ke(se(3)),

onde p(6(s)) é tal que p(f) = p(f)(cosh, sen ) parametriza o circulo unitario e 0(s) é a direcao
cuja reta suporte do anticirculo unitario em v (6(s)) contém ~/(s). Consideremos a = v(s1) e
a’ = v(s2) dois pontos opostos com mesma curvatura Euclidiana. Entdo, p(6(s1)) = p(0(s2)),
pela definigao de 6(s). Donde segue que ky,(s1) = km(s2). Logo, pelo Teorema 3.9, k,, possui
trés pares opostos com mesma curvatura de Minkowski.

Sabemos que k,, possui dois extremos locais, um de maximo e um de minimo, ji que k,,
é uma funcdo continua em [0,c| e é diferenciavel em (0,c¢). Suponhamos, por absurdo, que
m = mink,, e M = maxk,, sejam os tnicos extremos de k,,. Entao k,, decresce no “arco”
compreendido entre M e m, e cresce no outro “arco”.
Afirmagao: Se ky, possui somente m e M como extremos locais, entdo so existe um par de pontos
opostos em vy com mesma curvatura.

Com efeito, suponhamos que x1, '} e x2, 2% sejam dois pares de pontos opostos cuja curvatura
em cada par coincida e que eles estao dispostos conforme mostra a Figura abaixo . Como k,,
decresce ao longo do arco MR, entao, ki, (r2) < ky(x1). Como ky, cresce ao longo do arco mM
e a curva ¢ estritamente convexa, devemos ter ky,(x1) = kp(2)) < kn(xh) = kn(z2), 0 que é
um absurdo. Os outros casos (em que os pontos estdo dispostos de outra maneira) seguem de

argumentos anélogos, provando assim a afirmacao.
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m

M

/
Ty

Fonte: Compilagdo do autor.

Portanto, se k,, possui somente dois extremos locais, entao existe no maximo um par de
pontos opostos com mesma curvatura de Minkowski. Mas isso contradiz o Teorema 3.9. Logo,
k. possui mais extremos locais. Pelo Lema 2.2, k,, possui pelo menos quatro extremos.

A demonstragdo para as curvaturas normal e circular segue de maneira andloga, atraves das
equacoes (3.34) e (3.35), respectivamente.

]

Como estamos considerando as curvas e o circulo unitario sempre de classe pelo menos C?, a
funcdo curvatura circular de uma curva simples, fechada e estritamente convexa tem maximo e
minimo absoluto. Eles estao associados aos menores e maiores circulos de curvatura (no sentido
do raio de curvatura), respectivamente. Os pontos de méximo e minimo da curvatura normal
sdo, naturalmente, associados aos menores e maiores anticirculos de curvatura, ja que a curvatura
normal é a curvatura circular na antinorma.

As questOes naturais que aparecem sao:
1. A regido limitada por uma curva contém seu menor circulo de curvatura?

2. A regido limitada por uma curva estd contida dentro da regido delimitada pelo seu maior

circulo de curvatura?

Guggenheimer [23] abordou essas questoes enquanto Balestro, Martini e Shonoda [!] deram

resultados semelhantes como consequéncia de um resultado mais geral, como veremos a seguir.

Teorema 3.11. Sejam ~,0 : [0,27] — X curvas simples, fechadas, estritamente convezas
de classe C? possuindo os mesmos pontos iniciais e a mesma direcio tangencial inicial.
Assumamos que estas curvas estao parametrizadas pelo dngulo (orientado) de seus respectivos
vetores tangentes com as mesmas direcoes fizadas, e que elas estao orientadas positivamente. Se
ke~y(0) < keo(0) para cada § € [0,27], entdo a curva o estd contida na regido delimitada pela

curva .

Demonstragao: A estratégia desta prova é mostrarmos que a funcao suporte Euclidiana de ~
é sempre maior ou igual & fungdo suporte de o. Por simplicidade, vamos adotar uma estrutura
Euclidiana de posicao de tal maneira que a origem estd dentro da regidao delimitada por o e o
vetor v = (1,0) é o normal unitario & v(0) (na norma Euclidiana).

Sejam h(0) e ho(0) as funcdes suporte de vy e o, respectivamente (onde o vetor (cos,sen )

d4 a dire¢do normal, como de costume). Pela Observagao 3.12, juntamente com (3.26) e (3.27),
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podemos considerar as parametrizagoes de v e ¢ como sendo

v (0) = ¢.,(0)(cos 0,sen 6) + g (6)(—sen 6, cos )
o (0) = g, (0)(cos 0,sen ) + g,(0)(— sen d, cos 9),

onde 0 € [0,27], ¢4(0 + 7/2) = h(0) e g5(0 + 7/2) = hs(#). Notemos que como o(0) = v(0) e

(cosf,sen @), (—senf,cosf) sdo vetores linearmente independentes, entao

9+(0) = 95(0) e g, (0) = g;(0).

De (3.35), temos que a curvatura Euclidiana de v e o sdo dadas por

ke (0) = kp(0)kc(0)
ke,o(e) = k<ﬂ(0)k0,a(‘9)v

respectivamente, onde k,(6) é a curvatura Euclidiana do circulo unitario no ponto cujo vetor

normal unitario é (cosf,senf). Por (3.33),

95(0) + g4(0) = [k (0) ke (0))7F (3.50)
95 (0) + go(0) = [k (0) ke (0)] " (3.51)

Para resolver essas equactes, que possuem mesmas condicoes de contorno, utilizamos o método
de variacao de parametros.
A equagdo homogénea associada & (3.50) & hZ(0) + h,() = 0, cuja solugdo geral é dada

por y(0) = cicosf + casenf, com yi(0) = cosf e y2(0) = senB solugoes particulares. Dai,

Wly1,y2] = 1. Uma solucao particular de (3.50) é

0
wel0) = [ sen(t— w [k () ey )]
0
Portanto, a solucdo geral de (3.50), devido ao método de variacdo de parametros, é dada por:
0
yG(0) = c1cos 0 + cysen b + / sen(f — u) [k, () ke (w)] 7" du.
0
Impondo as condi¢oes de contorno,
0
ye(0) = ya(0) cos 0 + y(0) sen 6 + / sen(0 — u) [ky (u) ke (u)]f1 du,
0

ou seja,
0
9(0) = g,(0) cos O + g-,(0) sen § + / sen(0 — u) [ky (u) ke (w)]~* du.
0

Da mesma forma, mostra-se que

0
9o (0) = go(0) cos 0 + g..(0) sen 6 + /0 sen( — u) [ky (u) keo (u)]f1 du.
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Portanto,

0
0) =9 0) = [ (I (@) ey (]! = B (1) R ()] (9 = w)

Por hipotese, ky,(0)ker(0) < kp(0)keo(0). Logo, [ky (0) kery (0)] 7" — [ky () koo (0)] 71 > 0 para
todo 0 € [0, 7]. Além disso, sen(f — u) > 0 para todo 6 € [0, 7], u € [0,0]. Sendo assim,

9+(0) — go(0) >0, V6 € [0, 7).

Agora notemos que invertendo a orientacdo das curvas e repetindo os argumentos, obtemos
o mesmo resultado para a outra parte das curvas (veja a Figura 3.8). Portanto, temos que
g+(0) > g,(0) para todo 6 € [0,27] e consequentemente, h(8) > h,(0) para todo 6 € [0, 27].

Donde segue que a regiao delimitada por v contém a curva o.

Figura 3.8: Teorema 3.11.

\

Fonte: Concepts of curvatures in normed planes, 2018.

Observacao 3.15. O Teorema 3.11 também vale se considerarmos a curvatura de Minkowski ou
a curvatura normal ao invés da curvatura circular, basta utilizarmos as equacoes (3.32) e (3.34)

em vez de (3.35) e entdo a prova segue de maneira analoga.

Corolario 3.3. Seja v : [0,27] — X uma curva simples, fechada e estritamente conveza de classe
C?. Entdo a regido delimitada por v contém sew menor circulo e anticirculo de curvatura. Além

disso, v estd contida nas regides delimitadas pelo seu mator circulo e anticirculo de curvatura.

Demonstragao: Consideremos 6 € [0, 27] tal que

kern(0) > kerny(0), VO € [0, 27].

Consideremos @ o circulo osculatorio de v em 6. Entao o raio de curvatura em 6 é p = — e
ke (6)
portanto a curvatura circular de ¥ é, em cada ponto, %. Dai,

kern(8) < keg(8), VO € [0, 27],
e pelo Teorema 3.11, segue que v contém o, isto é, v contém o menor circulo de curvatura. De

57



3.6. VALORES DE CURVATURA EXTREMA E LARGURA CONSTANTE

maneira andloga mostra-se que v contém o menor anticirculo de curvatura.
Seguindo a mesma ideia, também mostra-se que  estd contida na regido delimitada pelo

maior circulo e anticirculo de curvatura, respectivamente, bastando observarmos que nestes casos

k‘C,Lpl (0) S kc}fy(e), V@ E [0, 27T]
kepy (0) < ken(0), VO € [0,27],

onde 1 é o maior circulo de curvatura e @9 é 0o maior anticirculo de curvatura.
]
Vale ressaltarmos que por diferentes métodos, Guggenheimer [23]| provou que, sob mesma
hipotese, a regiao delimitada pela curva contém pelo menos dois de seus circulos de curvatura.
Terminamos esta se¢do com um resultado de Petty [35] sobre a importante classe de curvas

de largura constante.

Definigao 3.15. Seja v : [0,¢] — X uma curva fechada, simples e estritamente convexa. A
largura de v em uma determinada direcao é a distancia (Minkowski) entre as duas linhas

tangentes & v nessa direcao.

Para uma curva no plano Euclidiano cuja largura é constante, sabe-se que a soma dos raios de
curvatura Fuclidiana de qualquer par de pontos opostos é igual a essa largura, veja a discussio
na se¢ao 6 do artigo [10]. A seguir ha uma prova para planos normados, devido a Balestro,
Martini e Shonoda [1].

Proposicao 3.15. Seja v : [0,¢] = X uma curva simples, fechada e estritamente conveza de
largura constante d € R, que € pelo menos de classe C?. Entdo a soma dos raios de curvatura

de qualquer par de pontos opostos € d.

Demonstragdo: Primeiramente consideremos ¢(u) : [0,2A(S)] — S uma parametrizacdo do

circulo unitario por duas vezes a area do setor e reparametrizemos v de modo que

Feito isso, temos que k.(u) = p~!(u), isto é, p(u) é exatamente o raio de curvatura de y em ~(u).
Nosso primeiro passo é provar que a reta unindo um par de pontos opostos € normal direita &
direcao tangente de v nesses pontos.

Sabemos que a distancia (Minkowski) entre as retas tangentes associadas aos pontos opostos
é d. Além disso, como p(u) 4 ¢'(u) entdo ¢(u) 4 7/ (u). Como a distancia entre as retas é d,
entdo vai existir ¢(u) na reta r — y(u + A(S)) + 9/ (u) tal que y(u) — q(u) = do(u).

Consideremos g : [0,2X(S)] — R uma fungao tal que q(u) = vy(u+A(S))+g(u)y (u). Queremos
mostrar que g = 0. Como v(u) — q(u) = dp(u), entao 7' (u) — ¢'(u) = dy’(u). Dai,

') =7 (u+ MS)) = g’ (u)'(u) — g(u)y"(u) = de'(u).

Logo,
(p(u) + p(u+ A(S)) = ¢'(w)p(u) — d)¢'(u) — g(u)y" (u) = 0.
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Como +'(u),~”(u) sdo vetores linearmente independentes e ¢'(u)//'(u), entdo na igualdade

acima devemos ter g(u) = 0 para todo u. Portanto, g(u) = y(u + A(S)) e dai,
Y(w) = y(u+ A(S)) = dp(u), Vu € [0,2A(S)].
Derivando essa tltima igualdade,

dg'(u) = 7'(u) =7 (u+A(S))
= p(u)¢'(w) — p(u+ A(S))¢' (u+ A(S))
= (p(u) + p(u+ A(S)))¥ (w).
Portanto,

d = (p(u) + p(u + A(S)))

para todo u € [0,2A(S)], o que conclui a demonstragao.
[

Corolario 3.4. Seja vy : [0,c] — X uma curva fechada, simples e estritamente conveza de largura
constante d € R. Entdao,

Mais ainda, se cada par de pontos opostos divide v em duas partes de comprimento igual, entdo

v € um circulo de Minkowski.

Demonstracgao: Para primeira parte, temos

2(S)
i) = /0 1 ()|
2A(S)
:/ o)’ ()]s
(S 2A(5)
:/ w)|¢( )||du+/ p(w)]|¢’(u)]|du
0 A(S)

(S A(S)
= [ s [t A+ A
0
A(S
= [t ot NI
= [ i
0
)
= a2

Para segunda parte vamos precisar da seguinte afirmagao.
Afirmacao: Qualquer arco com comprimento dl;i’), n > 1, € tal que seu arco oposto tem o
mesmo comprimento.

Essa afirmacao segue por indugio sobre n. Como os casos n = 1 e n = 2 sqo imediatos, vamos
fazer o caso n = 3. Consideremos o arco [; compreendido entre (s1) e y(s2) de comprimento

I(S
d(23). Seja Iy o arco compreendido entre y(s]) e y(sh), oposto a I;.
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Como v(s1) € oposto a y(s}), entdo, por hipdtese, o comprimento do arco compreendido entre

2

l
v(s1) e y(s)) é T) Da mesma forma, o comprimento do arco compreendido entre y(s2) e v(s5)

()

é 5 Consideremos 1] o comprimento do arco compreendido entre y(s5) e v(s1). Ento, por

hipotese,

i)+ 1) = " iy 1,

e dai,
() =1Ul) = dlg).

Figura 3.9: [(l1) = I(l2).

Fonte: Compilagdo do autor.

Suponhamos que valha a afirmacdo para todo k& < n. Queremos mostrar que vale para n.

Consideremos [, o arco de comprimento d2T e Il 0 seu arco oposto. Como

JUS) <dz(5)> 1

2n on—1 ] 9’

1(5)

2n71

que contém [, (tendo o mesmo ponto
1(5)

oan—1’
contém I/, (tendo mesmo ponto inicial). Usando o mesmo argumento utilizado no caso n = 3,

1(5)

n

entdo temos que se L, é o arco de comprimento d

inicial), o seu arco oposto L/ também tem comprimento d por hipoétese de inducao, e

concluimos que I/, tem comprimento d . Provando assim a afirmacéo.

Agora vamos supor, por absurdo, que 7 ndo é um circulo de Minkowski. Entao, pelo Teorema
3.4, sua curvatura circular nao é constante. Pelo Corolario 3.3, v esta contida no seu maior circulo
de curvatura. Digamos que tal circulo seja aquele que tem raio p(up),up € [0,2A(S)]. Dai, este
circulo deve ter largura em qualquer dire¢cao maior que d (pois este circulo contém ~ que tem
largura constante igual a d). Portanto, p(ug) > %.

Por continuidade, podemos escolher € > 0 tal que p(u) > g em [ug, up + €| e o comprimento

1(S)

de 7y entre y(ug) e y(ug +¢€) é igual & d— = para algum n € N. Logo, pela afirmagio feita, temos

que o arco compreendido entre y(ug + A(S)) e v(ug + € + A(S)) também possui comprimento

(S
d(zn). Além disso, pela Proposicao 3.15, como p(u) > % para todo u € [ug,up + €], entdo
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p(u) < 4 para todo u € [ug + A(S),uo + € + A(S)]. Portanto,

up+e€ up+e€ up+e
[ sl @lidn> [ Sl @lide > [ plat S w)llda

0 uo uo

ug+e+A(S) ,
- / o)l ()]s
u0+/\(S)

Como a primeira e a ultima integral sao comprimentos de dois arcos opostos, temos uma
contradicao. Portanto, v é um circulo de Minkowski.
|

Observagao 3.16. O mesmo vale para uma curva com antilargura constante (isto é, a largura

na antinorma) se considerarmos o raio da anticurvatura (ou seja, o inverso da curvatura normal).

3.7 Evolutas, Involutas e Paralela

Como temos a nocao do circulo osculatorio relacionado com a curvatura circular (e, claro,
a nocao de anticirculo osculatorio relacionado com a curvatura normal), é natural definirmos e
estudarmos a evoluta de uma dada curva regular (isto é, uma curva cujo campo tangente nao
se anula). As principais referéncias para esta se¢do sao: [2], [4], [5] e [12].

Seja v : [0,¢] — X uma curva regular suave cuja curvatura circular ndo se anula (entdo as
curvaturas de Minkowski e normal também nao se anulam). Suponhamos, por simplicidade, que

~ esteja parametrizada pelo comprimento de arco s e assuma que t(s) é a fungao tal que
dip
/
s) = —(t(s)),
V() = 2 (1(s))
onde t é o pardmetro pelo comprimento de arco do circulo unitario.

Definigao 3.16. A evoluta de 7 é definida como sendo a curva & : [0,¢] — X dada por

£(s) = (s) — p(s)e(t(s)), (3.52)

onde p(s) = k_1(s) é o raio de curvatura de v em (s).

Em outras palavras, a evoluta de v é a uniao de todos os seus centros de curvatura (isto &,
centros de seus circulos osculatorios).

Vamos dar um exemplo para ilustrar a ideia.

Exemplo 3.6 ([4], Exemplo 9.1). Consideremos o plano normado (R?,1,) onde 1 < p < +oo.
Seja ¢ € R tal que % + % = 1 e consideremos a parametrizacio t € [0,1] — (t'/?, (1 — t)V/?) da
parte do circulo unitario que fica no primeiro quadrante (as outras partes sdo simples reflexdes
deste). Fazendo bastante calculos mostra-se que a evoluta da parte do primeiro quadrante do

circulo unitario em [,
Sy =A{(z,y) € R? : x|+ [y|* = 1},
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é a curva cujas coordenadas sao

2 p/a—1/q p/a\ /P2
a(t) =1 - (B) 1 T
q (1— t)p/q—l/tﬁ-l 1-—1¢

== (2 (o (5)7)

onde ¢t € (0,1), e tomamos limite para definir a evoluta nas extremidades do intervalo. Para

obtermos a evoluta de todo o circulo em [4, basta refletirmos a curva acima com relagao aos eixos

e com relacdo & origem. A Figura 3.10 ilustra essa evoluta para o caso p = 3.

Figura 3.10: A evoluta do circulo I3 na norma 3.
2

B

Fonte: Concepts of curvatures in normed planes, 2018.

Ainda considerando a parametrizacao usual para a curva < e para o circulo unitario, para
cada s € [0, ¢|, chamamos a reta
r = (s) +ro(t(s))

de reta normal esquerda de vy em 7(s).
Vale a pena dizer que Biberstein [5] e Craizer [12] definiram a evoluta de uma curva para
ser a envoltoria da familia de retas normais esquerdas da curva. E facil ver que as definicoes

coincidem. Basta derivarmos (3.52),

(5) 7/ (5)e(t(5)) — ¥/ (5)0(5) 5 (1(5))
((s) = (8)p(t(s)) — kels)ky  (5)7/(s)
= P (s)(t(s)). (3.53)

§ls) = () =/
V'(s) = o/

Entéo, £(s) 4p 7/(s). Em outras palavras, a reta tangente da evoluta em £(s) é exatamente a
reta normal esquerda de v em ~y(s).
Uma terceira definigdo equivalente para a evoluta de uma curva foi dada por Craizer [12] e

vém do ponto de vista da teoria de singularidades (ver [25]).
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Definicao 3.17. A funcao distancia quadrada de v para um ponto a € X \ {7} é definida por
f(s) = [l (s) —all*.

Proposicao 3.16. O ponto a € X \ {7} encontra-se na reta normal esquerda de vy em sy se e sd

se f'(so) = 0. Além disso, a € o centro de curvatura de vy em sg se e s6 se f'(so) = f"(s0) = 0.

Demonstragao: Consideremos a funcdo D, : X — R dada por D,(z) = ||z — al|?>. Entdo as
curvas de nivel de D, sao os circulos centrados em a. Pelo Teorema 2.14, o ntucleo da derivada
de D, em um ponto b € X \ {7} é dado pela diregdo tangente em b no circulo com centro em a
e passando por b.

Como f(s) = Dg 0 7(s), entao

f'(s) = dDa(v(s))7'(s).

Logo, f'(s0) = 0 se e s6 se 7/(sp) esta na direcdo tangente ao circulo de centro a que passa por
v(s0). Mas isso é equivalente a vy(so) — a 4p 7/(s¢). Portanto, v(sp) — a encontra-se na linha
normal esquerda de v em sp se e s6 se f'(s9) = 0. Consequentemente, a encontra-se na linha
normal esquerda de v em s se e s6 se f'(s9) = 0.

Agora vamos assumir que f'(sp) = 0 (e consequentemente v(so) —a g 7' (s0)) e provaremos
que, nesse caso, f”(sg) = 0 se e somente se a é o centro de curvatura de v em y(sg). Como a nao

pertence a 7, podemos escrever

a=(s) = g(s)p(0(s)), (3.54)

onde g é uma func¢io positiva e § é 0 mesmo parametro comprimento de arco t. Essa distingao
ocorre para indicarmos que t(s) é a funcao tal que 7/(s) = Ccll—f(t(s)) e a funcao 6(s) é tal que

©(0(s)) esta na direcao (orientada) de v(s) — a. Derivando (3.54), temos

V() = o (5)p(0(s)) + 9()0'(5) 2 (015)). (3.59)

dt
v(s0) — a 4B 7' (s0). Consequentemente, 0(sy) = t(sp) e pela equagio (3.55),

d d
Como +/(sg) = —(p(t(so)), entao {cp(t(so)), df(t(so))} forma uma base para R? e vale que

9'(50) =0
9(s0)8'(s0) = 1

(3.56)

Derivando (3.55),

2
V/(5) = o (s)p(0(5)) + 26/ (5)g'(5) 52 (0(5)) + 9()0" ()2 (0(5)) + g(3) (0 (5))* 72 (0(5))

Usando as informacoes obtidas em (3.56), temos que

" (50) = o (s0)p(1(50)) + 9(50)0" (50) 2 (t(50)) + (50) T2 (t(50). (3.57)

63



3.7. EVOLUTAS, INVOLUTAS E PARALELA

_de

Como ~/(s) = g

(t(s)), entao
d2

7" (s0) = kel(s0) 2 (¢(s0).

2
Como quaisquer dois vetores dentre {gp(t(so)), (Z—f(t(so)), Cclit;p(so)} formam uma base de R? e
vale
d? d d?
ke(s0) 5 (#(s0)) = 7" (s0) = 9" (s0) p(t(s0)) + g(0)8" (s0) 2 ((50)) + 6 (s0) 2 (¢(50):

g"(s0) =0 0 (s0) = ke(s0)-

Observemos que valendo a equivaléncia acima, também vale que 6”(sg) = 0 (essa informagéo

serd utilizada na demonstragao da proxima proposicao). Além disso,

a=(s) = g(s)p(0(s)) = v(s) —a = g(s)p(0(s)) = g(s) = |[1(s) —al|, Vs.

Portanto, f(s) = ¢g?(s). Como ¢'(sg) =0 e

"(s) = 29" (s)9(s) +2(¢'())?,

entao
f"(s0) =0« ¢"(s0) = 0.

Por outro lado,
0/ (s0) = ke(s0) < g(s0)ke(s0) = 1€ g(s0) = k' (s0).

Portanto,
f"(s0) =0 % ¢"(s0) = 0 ¢ 6'(s0) = ke(50) & g(s0) = k2 ' (s0) & [[7(s0) — al| = p(s0),

ou seja, a é o centro de curvatura de v em sg se e s6 se f'(sg) = f"(sp) = 0.
[
Seguindo nessa dire¢do, um ponto y(s) de v é dito vértice se k.(s) # 0 e kl.(s) = 0. Um
vértice ¢ dito vértice ordinario se k!(s) # 0. Analogamente ao caso Euclidiano (ver [25]),

temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.17. Seja f(s) = ||v(s) — a||? a funcio distancia quadrada de v com respeito d a.
Entao,

f/(so) — f//(so) — f///(SO) — 0
se e sd se o ponto a € o centro de curvatura de v em y(so) e Y(sg) € um vértice de .

Demonstragao: Pela Proposicao 3.16, é suficiente assumirmos que a é o centro de curvatura
de v em 7(sp) e mostrarmos que f"”'(sp) = 0 se e s6 se kL(sp) = 0. Usaremos a mesma notagao

da Proposigao 3.16.
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Vimos que no caso em que a é o centro de curvatura de v em (sp), vale que

g'(s0) = g"(s0) = 0, 8(s0) = t(s0), g(50)0(s0) =1, 0'(s50) = ke(s0), 6" (50) = 0.

Como d?
Vo= ki 2o

2
F(5) = o (3)0(05)) + 0'()9'(5) S (0(5)) + 9510 (5) 55 (0(s) + 9()(0/())* T2 (0(5)),
entao temos por um lado

m ’ ’ d330
77 (8) = ke(s) o5 (0(s)) + ke(s)0(s)—p5 (0(s))

e por outro lado

P(s) = g"($)p(05)) + 9" (5)0'() 50 05)) + <>e”<>Z§<9<s>>+g<s>0/"<>f;§<e< )+
2
o) (1 ()22 0(5) + 29/ (5)(0/(5) 22 0(5)) + 20()0' ()07 (5) -2 0()) +
/ 3d90 1 d2§0
9(5) 0 (5))° 52 015)) + 26" (5)g (5) S5 (0(5)).

Portanto, usando as duas igualdades de v em sg e usando as relagoes em sg, temos

2
KL (50) T2 (8(50)) = 9" (50} (50)) + 9(50)6" (50) "L (1(50)).
d*¢

Como quaisquer dois vetores do conjunto {cp(t(so)), d—w(t(so)) (t(so))} formam uma base

dt T de?

de R?, segue que
g"(s0) =0 kL(sp) = 0.

Observemos que a equivaléncia acima também implica que 6”(sg) = 0 (essa informagdo seré

utilizada na proxima proposi¢do). E como

f"(s) = 29" (s)g(s) + 64'(s)g" (s)

e g'(s0) = g"(s0) = 0, entdo
f/”(SO) _ O = g///( ) _ 0

Portanto,
" (s0) =0 ¢"(s0) =0 kl.(so) =0,

ou seja,

f'(s0) = f"(s0) = f"(s0) = 0

se e 80 se 0 ponto a é o centro de curvatura de v em y(sp) e y(sp) € um veértice de .
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No plano Euclidiano, um ponto y(sg) é um vértice ordinario de y se e s6 se f'(so) = f"(s0) =
"(s0) =0 e f*(s9) # 0. Em um plano normado, temos um resultado parecido, como veremos

a seguir.

Proposicao 3.18. Seja v(so) um vértice de v e a € X \ {v} o centro de curvatura associado.
Consideremos f(s) = ||v(s) — al||*>. Entdo, v(so) € um vértice ordindrio se e s6 se f'(sq) =

F"(s0) = f"(s0) =0 e fW(sg) # 0.

Demonstragao: Se y(sg) é um veértice de v e o ponto a é o centro de curvatura associado, entao

temos que

f'(50) = f"(s0) = f"(s0) = 0,

pela Proposicio 3.17. Queremos mostrar que se y(sg) é um vértice ordinario, entdao £ (sq) # 0.

Para tanto, lembremos que sobre essas hipoteses, temos

g'(50) = g"(50) = g""(s0) = 0=0"(s0) = 0" (s0), O(s0) = t(50), g(50)8'(s0) =1, 0'(50) = ke(50)-

"

Derivando " obtida na Proposi¢ao 3.17, temos por um lado

2 3 3
AO(s) = KLLs) S (B(s) + K (5) o (0)) + Rels)0” (5) S5 (0(s)) +

4
F R(s)(0(5) 2 0(5))

e por outro lado,

T = 2()g"(5)22 (0(5)) + 20" ()9 (5) 226(s)) + 29" (5) (0 ()* L 0(s)) +

do do do
2
+24(5)6"(5) 2 (0(5)) + 6/ (5)0" (58" (5) T2 (6(5)) + 9 ()8 0(5) 52 (015)) +
2 2
+ 39()0' (90" () 52 (0(9)) + 39(5) (0" (5))2 T (0()) + 9O (3)0(015)) +
3 3 4
+24/(5)(0/(5)) S22 (0(3)) + 69(5) (0 ()70 (5) 22 05)) + (3) (0 (5))* 2 (0(5)).
Portanto,
" d2%0 3 d4%0 (4)
i 50) 2 (1(50)) + K50) S (1(50)) = 79 (50) =

4
= 49 (s0)(t(50)) + 95008 (50) 2 (1(50)) + (0'(50))° S (1(50)),

donde segue que,

1) oF — @ @) (59) %P
k¢ (s0) 72 (t(s0)) = 9"V (s0)p(t(s0)) + g(50)0"" (s0) 7 (t(s0))-
. . dyp ¢ 2
Como quaisquer dois vetores dentre < ¢(t(so)), E(t(so)), ﬁ(t(so)) formam uma base de R,

segue que
K!(s0) # 0 < 9(4)(80) #0.
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Por fim, como

entao

FW(s0) # 0 gW(s0) # 0 & kl/(s0) # 0,

como queriamos.
[
Pela equacao (3.53), temos que a evoluta de uma curva regular é regular, exceto nos pontos
associados aos vértices de . Examinemos com mais cautela as singularidades da evoluta (isto é,

os pontos onde &’(s) = 0).

Defini¢ao 3.18. Uma curva o : J — X tem uma cuspide ordinaria em ¢y € J se o/(tp) =0 e

se o’ (tog) e 0" (to) sdo linearmente independentes.

No plano Euclidiano, a evoluta tem cispides ordinaria em pontos correspondentes aos vértices
ordinérios de ~ e isso também é verdade em um plano normado, como mostra a proposicao a

seguir.

Proposicao 3.19. Seja v : [0,c] = X uma curva regular suave e £ : [0,¢] = X sua evoluta. Se

v(s0) € um vértice ordindrio de vy, entao sy € uma cispide ordindria de §.

Demonstracao: Primeiramente, observemos que

g(s) = p(s)p(t(s))

) = (s)elt(s)) + P () (5) L (1(5)

2
§'(s) = 0" (5)plts)) + 20 ()0 (5) S (H(3)) + ()" () 52 () + ' (5)(F ()* 2 (1(5)).

Dai, se v(so) € um vértice de v, entao k.(sg) = t"(sg) =0 e

ke(s0)

- = 0.
kg(SO

p'(s0) =

~—

Logo,

(s0) = 0
§"(s0) = p"(s0)e(t(s0))

£"(s0) = P/"(So)w(t(so))+2P'/(80)t/(50)%(t(80))-

Como &"(sp) tem uma componente na dire¢ao de Cfi—f(t(so)) e £’ (sp) nao o tém, entdo sy € uma
ctspide ordinéria de &.

]

Agora queremos considerar as cuspides da evoluta de um ponto de vista geométrico. Para

fazer isso, seja y(sp) um vértice ordinario de =y, e assumamos que sg € (0, c). Entao sabemos que
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&'(sp) = 0. Como & ¢é a envoltoria das retas normais esquerda de v, segue que os limites

o €(s)
1 >N/
st €]

existem e apontam na direcao de ¢(t(sp)). Por outro lado, observemos que

€. 57 10| =~/ (6) [ott(o), o)

Como 7(sp) é um vértice ordinario, segue que p'(s) muda de sinal em sg. Assim sendo,

d
{{’(s), c;t0<t(80))] muda de sinal em sg, ou seja,

e €  E)

= — lim ——+%—

ot TEGN T oo €@

O significado geométrico dessa mudanca de sinal é que a evoluta muda sua orientagdo em uma

cuspide ordinaria (veja Figura 3.11).

Figura 3.11: Uma cuspide ordinéria.

Fonte: Concepts of curvatures in normed planes, 2018.

Isso pode ser entendido através da equagao (3.53), uma vez que o sinal de p/(s) muda quando
passamos por uma cispide ordinaria. Como consequéncia, temos aqui, como no caso Euclidiano,
que o comprimento da evoluta de uma curva fechada com curvatura positiva é zero.

De fato, como

, k.(s
P =5

e ke(s) > 0 para todo s, entao

1€ )T =11 = p'(s)p () = 16 (s)] = —p'(5)-

Dai,
C
/0 —p(s)ds = —p(c) + p(0) = 0.
Isso significa que a soma dos dois comprimentos separados pela cispide sao iguais.

Defini¢ao 3.19. Uma curva n: [0,¢] — X é dita involuta de uma curva v : [0,¢c] - X se vy éa

evoluta de 7.
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Para encontrar as involutas de uma curva em um plano normado, Balestro, Martini e Shonoda
[4] seguiram [12]. Suponhamos v(s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e, para
evitar qualquer confusao, consideremos u o pardmetro comprimento de arco do circulo unitério.
Seja u(s) : [0,¢] — [0,1(7)] tal que 7/(s) = p(u(s)) para cada s € [0,c]. Afirmamos que
n:[0,¢] - X dada por

n(s) = 7(s) + (a = s)p(u(s)), (3.58)

onde a € R, é uma involuta de . Para verificarmos isso, notemos que

() = (5) — plu(s)) + (0 — 5) - olu(s)) = (a— ) - o(u(s)).

Entdo, (a — s) é o raio de curvatura de n em 7(s). Mais ainda, a dire¢do normal esquerda de 7

em 7)(s) é ¢(u(s)). Por defini¢ao, temos que a evoluta &, de n é dada por

A Proposigao a seguir mostra que todas as involutas de v sdo parametrizadas pela equagao (3.58)

para algum a € R.

Proposicao 3.20. Seja v : [0,¢] — X wma curva parametrizada pelo comprimento de arco e
seja u(s) : [0,¢] — [0,1(S)] tal que v/ (s) = p(u(s)) para cada s € [0, c]. Entdo qualquer involuta
de 7y deve estar na forma (3.58) para algum a € R.

Demonstragao: Seja n uma involuta de 4. Como v é a envoltéria das retas normais esquerda
d

de 7, segue que +'(s) g 7'(s) para qualquer s € [0, ¢|. Portanto, n/(s) = f(s)d—go(u(s)) para
s

alguma fungao f : [0,¢] — R. A evoluta v de 7 é entao dada por

V(s) = n(s) — f(s)p(uls)).

Derivando essa tltima igualdade,

p(u(s)) =7'(s) = 1'(s) = f'(s)e(u(s)) - f(S)%sO(U(S)) = —f'(s)p(u(s)),

e portanto, f'(s) = —1, ou seja, f(s) = a — s para algum a € R. Logo,

Definicao 3.20. Seja v uma curva regular. Como de costume, assumamos que s é o parametro

d
pelo comprimento de arco de v e que +/(s) = d—(':(t(s)) A curva obtida movendo todos os

pontos de v & mesma distancia ao longo de cada campo normal esquerdo é chamada de paralela

esquerda de v.

Formalmente, uma curva paralela esquerda de v é uma curva da forma

d(s) = 7(s) + dp(t(s)),
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para alguma constante d € R. Observemos que, todas as involutas de uma determinada curva

sdo paralelas esquerda da curva. Além disso, como

Ya(s) = (1 + dke(s))y'(s),

temos que uma curva paralela esquerda de v ¢ singular quando d = —k_ (s). Segue dai que a
evoluta de v é exatamente a curva cujos pontos sao as singularidades da paralela esquerda de ~
(como no caso Euclidiano, veja [25]).

E claro que nossa pequena teoria acima pode ser completamente analisada para a antinorma,
apenas substituindo a curvatura circular pela curvatura normal e o campo de reta normal

esquerda pelo campo de reta normal direita.
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Capitulo 4

A evolucao de Curvas Planas pela

Curvatura de Minkowski

Na década de 80, Gage e Hamilton [19] estudaram a evolucdo de curvas planas pela curvatura
Euclidiana. Eles provaram que no plano Euclidiano, o fluxo pela curvatura Euclidiana converge
homoteticamente para o circulo Euclidiano. Gage [20], em 1993, também estudou a evolugao
de curvas planas pela curvatura normal em planos de Minkowski e, como a curvatura circular
é¢ a cuvatura normal na antinorma, ele também estudou a evolucdo de curvas planas pela
curvatura circular. Em particular, Gage provou que o fluxo pela curvatura normal converge
homoteticamente para o anticirculo de Minkowski. Nosso objetivo neste capitulo é mostrar
que o fluxo pela curvatura de Minkowski converge para as curvas de curvatura de Minkowski
constante, isto é, para as curvas homotéticas a curva centréide da bola unitaria. Esta é uma
contribuicao nova na literatura.

Levi [14] exibiu um estudo sobre a evolugao de curvas planas pela curvatura Euclidiana usando
fortemente EDP, diferente de Gage e Hamilton [19] que utilizaram a desigualdade isoperimétrica.
Deste modo, como a curva centréide da bola unitaria ndo resolve o problema isoperimétrico em
planos normados, iremos seguir a abordagem de Levi [14].

As referéncias utilizadas nessa segao sao: [14], [15], [16], [17], [19], [20], [26], [29], [37] e [38].

4.1 Preliminares

Nesta secao, apresentaremos ferramentas necessarias para as secoes seguintes. Iremos iniciar
com alguns exemplos de espagos vetoriais normados que serdo utilizados ao longo do capitulo.

1. Seja CY(T) o espago vetorial das funcdes continuas f : T — C, onde T = [0, 27]. Entdo
[f[lco(ry = sup[f(0)]
0eT

define uma norma em C°(T).
2. Se k > 1 e C*(T) ¢ o subespaco de CY(T) formado pelas funcdes de classe C*, entdo

k

1 flleemy =D 1FDlleorm

=0
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define uma norma em C*(T).
3.8 jam 0 < a<le f:T = C. Seby €T, dizemos que f é Hélder-continua com

expoente a em fy se a quantidade
£(6) — (60|
a: = Su
[[f]] ;00 e#g) ‘9 _ Qo‘a

é finita. Se isso vale para qualquer 0y € T, diremos que f é de classe C'*. Definimos entdo

_ o LF0) = f(0)]
Hf]]Ca(T) = ging

e o espago vetorial formado pelas fungdes f : T — C tais que [[f]]ce(r) < +00 & denotado por
C(T). Mais ainda,
[ fllcacry = Ifllcoery + [[fllca(r)

define uma norma em C%(T). Além disso, para k > 1, seja C*T*(T) o subespaco de C*(T)

constituido pelas func¢bes cuja derivada de ordem k é de classe C'*. Entao

| fllerteey = Ifllckery + [[flloa)

define uma norma em C*+<(T).

4. No cilindro [0,7T") x T, introduzimos a distancia parabélica

dp((t1,61), (to, 00)) = ([t1 — to| + (61 — 60)*)"/2,

que pode ser usada para definir espacos de Hélder para funcdes no cilindro. Com efeito, se
0<a<l u:[0,T)xT — C e (ty,bp) € [0,T) x T, dizemos que u é Holder-continua com
expoente (a/2,a) em (tg,0y) se a quantidade

\u(t, 9) — u(to, 60)|

Ul](a/2,0); = sup
lla/2eittoo (t,0)%(t0.00) dp((t: 0), (to, 00))™

é finita. Se isto vale para qualquer (to,6) € [0,7) x T, diremos que u é de classe C*/2.
Definimos entao

[[u]] a2 _ aup ) —ulta, 60)]
oD (t1,01)#(t2,02) dp((t1,61), (t2,02))

e 0 espago vetorial formado pelas fungdes u : [0,T) x T — C tais que [[u]]ca/2.0(p, )5y < +00 €
denotado por C*/22([0,T) x T). Mais ainda,

|ullgarz.a o<y = |ullcoqoryx) + [[Ull gorze o<

define uma norma em C®/%%([0,T) x T). Além disso, de maneira analoga ao item 3, definimos

para k > 1 e 0 < a < 1 o espago CH*+a)/2k+e([0,T) x T) com a respectiva norma

|- Hlot+ar/204a 0,1y xT) -

Teorema 4.1 ([26], Teorema 1). (Ascoli-Arzeld) Se k+a < k'+a’ entio a inclusio CF T (T) <
Ck+(T) ¢ compacta.
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Seja F' : [0,400) x C x C — C uma fungio que suporemos suave em cada um de seus
argumentos. Nas proximas segOes serd necessario analisarmos o comportamento local e global

(no tempo) de solugoes de equagoes diferenciais do tipo
ug = ugg + F(t,u(0),ug(0)). (4.1)

Tais equagoes sao denominadas quase-lineares pois as nado linearidades concentram-se nas
derivadas até primeira ordem de u e ndo afetam wugg.

Consideremos o PVI

up = ugg + F(t,u(6),ug(0))
u(0,0) = g(0)

onde g : T — C é suave.

Teorema 4.2 ([11]|, Teorema 2.1.1). Se F' e g sao ambas suaves, entao existem T > 0 e uma
aplicagio u € CO([0,T) x T) N C>((0, +00) x T) que satisfaz (4.1) identicamente em (0,T) x T.
Mais ainda, u € uma solugao do PVI (4.2) no sentido de condigao inicial

R, 43
At u(t.) — g0)lleo (43)

Finalmente, se existem T' > 0 e v € C°([0,T") x T) N C>°((0,T") x T) solucio de (4.2), entio

u=vem [0,T), T =min {T,T'}, isto ¢, u ¢ tinica.

Proposicdo 4.1. Seja u € C°([0,T) x T) N C*®((0,T) x T) uma solucdo local de (4.2) e
suponhamos que para cada k > 0 e 0 < a < 1 existe Cro > 0, que depende de k e o, mas
nao de T, tal que

|l lc(k+a)/2,k+a([o,T)XT) < Cka- (4.4)

Entdo u estende-se unicamente a uma solucao global.

Demonstragao: Suponhamos que u nao se estende unicamente a uma solu¢do global. Seja
T* < +oo0 o tempo maximal de definicdo de u. Pelo Teorema 4.1, as estimativas (4.4)
implicam que, quando ¢t — T™, u(t,-) converge em C*°(T) para uma funcao que denotaremos
por u(T*,-), de modo que na verdade temos uma solugdo em [0,7*]. Podemos entdo, usando
o Teorema 4.2, resolver o PVI (4.2) com dado inicial u(7™,-) e encontrar uma solugdo local
v e CU[T*, T* +n) x T)NC>®((T*, T* +n) x T), n > 0. Por (4.3),

li t,) —u(T*,)||ceo(m) =0
T [lu(t, ) = u(T", o= cr) = 0,

de modo que a justaposi¢ao de u e v define uma solugdo de (4.2) em [0,7* + 7). Isso contradiz

a hipétese de T™ ser o tempo maximal.
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Agora consideremos o PVI

Ut = D(t> 9)“99 + E<t7 0)“9 + F(tv 9)@6 + G(tv 9)

(4.5)
u(0,6) = g(0)

que suporemos ser uniformemente parabdlico no sentido que existem 0 < A < A tais que
A< D(t,x) <A, (t,z) €[0,T) x R.
Notagao: Up =10,T) x T, T > 0.
Teorema 4.3. (Estimativas de Schauder) Suponhamos que G € C*/2*(Ur), g € C?t*(T) e
Dllcarzewyy + |Ellcarawyy + [|1Fllcaraw,y < M,

para algum M > 0. Entao existe C = C(a, M, X\, A) > 0 tal que

lullgnseszaraquzy < C (Illoowe) + lgllczraq) + IGllceraws)) (46)

para qualquer u € CO(Ur) solugdo de (4.5).
Além disso, se G € Ck+a)/2kte () g € CF2+e(T) ¢

Dl ctstrorzitawyy + Bl ctererznreny + |[Fllcteter 2oy < Mk,

para k > 1, entao existe C = C(k, a, M, \,A) > 0 tal que

ullgtesasarziszrawyy < C (ulloowy + lgllorasa + 11Gllowrarzrraun ), (&7)

para qualquer u € CO(Ur) solugio de (4.5).

Demonstragao: A demonstracao destas estimativas é bastante técnica. Na secdo 2.3 de |14]
existe a estratégia a ser adotada para se demonstrar este resultado tendo como referéncia auxiliar
a secao 3.8 de [17].

]

Observagao 4.1. Chamemos a atencao para o fato de C' = C(a, M, A\, A) e C = C'(k, o, My, X\, A)

dependerem das constantes explicitadas mas nao de T ou w.

Teorema 4.4. (Estimativas de De Giorgi-Nash) Sejauw € C*°(Ur) uma solugdo suave da equagao
ur = a(t, 0)uge + b(t, O)ug + d(t,0), (4.8)
onde supomos que (4.8) € uniformemente parabdlica, ou seja, existem 0 < A\ < A tais que
A<af(t,0) <A,
para (t,0) € [0,T) x T, e que vale
16l copy + ldllcoyy < C.
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Admitamos ainda que

ullcowyy < C.

Entio ezistem 0 < oo <1 e C' > 0, dependendo somente de X\, A,C e C', mas nio de T, tal que
ullgarz.a@yy < C. (4.9)

Demonstragao: Semelhante as estimativas de Schauder, a demonstracao deste resultado é
bastante técnica e pode ser encontrada em [29].

]

Seja v uma curva convexa. Entdo 7 delimita um subconjunto do plano, digamos K, que é

convexo. Neste caso, definimos para § > 0,

Ks=|J{aeR? |g—p| <}
peK

A distancia de Hausdorff (ver mais em [16], pagina 60) entre convexos K ¢ K2 &
definida por
a (KD, K@) =inf {5>0; KV ¢ kP e K& c KV}

Teorema 4.5 ([16], pag 64). (Teorema de selecio de Blaschke) Seja {KD} uma sequéncia de
subconguntos compactos e convezos de R? com a propriedade que KO C D, para qualquer i, onde
D ¢ limitado. Entdo existe uma subsequéncia de {K(i)} que converge, na distdncia de Hausdorff,

para algum convexo compacto K C R2.

Seja
Lu = F(t,0,u,up, upp) — uy

um operador ndo-linear, onde
F:0,T)xTxRxRxR =R, F=F(0u,p,q),

¢ suave em seus argumentos. Diremos que £ é parabolico em [0,7) x T com respeito a
u:[0,T) x T — R, se vale
fq(t,ﬁ,u,ue,uag) >0

em [0,7) x T.

Teorema 4.6. Suponhamos que u é solugio de Lu = H em [0,T) x T com u(0,-) = g(-). Sejam
ainda v e V satisfazendo
LV <H < Lv

em [0,T) x T e suponhamos que L é parabdlico em [0,T) x T com respeito a qualquer fungao
da forma nu + (1 — n)v ou nu + (1 — )V, com 0 < n < 1. Assumamos também que,
v(0,0) < g(0) <V(0,0), 8 € T. Entao,

em [0,T) x T.
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4.2. O FLUXO PELA CURVATURA DE MINKOWSKI

Demonstragao: Este resultado pode ser encontrado no Apéndice C de [11], onde faz-se
necesséario o uso do principio do méximo parabolico que pode ser encontrado em [37].

Teorema 4.7 ([38], Teorema 3.5). (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p,q < +oo com
1/p+1/g=1. Sejam f: D — R, g: D — R fungées com f € LP e g € L. Entao

<(/ If(w)l”dl“)l/p (f g<x>|‘Idx)1/q-

Proposicao 4.2 ([38], Teorema 3.3). (Desigualdade de Jensen) Seja ¢ : (a,b) C R — R conveza

/D f(2)g(z)dz

e f: K CR— R mensurdvel no compacto K, com f(z) € (a,b), para todo x € K. Entdo vale a

go( / f(w)dw) < s L et

onde A\(K) € a medida de lebesque de K C R.

desigualdade:

Teorema 4.8 ([15]). Considere a equagao

ue9+u—“f)=o (4.10)

em R. Se a(0) é uma funcao positiva, continua e w-periddica em R, entdo existe uma tunica

solugdo 2m- periddica de (4.10).

Proposicao 4.3 ([19], Teorem 4.3.3 ). (Desigualdade de Wirtinger) Se f : [a,b] — R ¢é de classe
Ct, com f(a) = f(b) =0 e b—a < 7, entio vale:

/abfzdeg/ab <3§>2d9'

4.2 O fluxo pela curvatura de Minkowski

Definicao 4.1. Seja v : I — X uma curva fechada. Uma variacao de v é uma aplicacao suave
Z :(—0,0) x I — X satisfazendo:

1. Z(0,u) = y(u), para qualquer u € I;

2. Para qualquer ¢ € (—6,0), a aplicagdo que a cada u € I associa Z(t,u) é uma curva fechada

regular.

Sendo assim, uma variacdo descreve uma familia a um pardmetro, no caso t € (—4,0) —
Z(t,-), de curvas. E instrutivo pensar em t como o tempo ao longo do qual v evolui.

Para determinarmos a velocidade de evolucao de v ao longo de Z, basta derivarmos Z em
relagdo a t. Derivando esta curva em relacao a t, obtemos a velocidade com que as curvas da

variagao evoluem.
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4.2. O FLUXO PELA CURVATURA DE MINKOWSKI

Se T' e N sao, respectivamente, os vetores tangente e normal direito das curvas da variagao,

entdo podemos descrever a variacdo através da lei de evolucdo

0z
o = oV +oT. (4.11)

Aqui a e b sao fungoes de (t,u) que representam as velocidades de evolucao nas dire¢des normal
e tangente, respectivamente.

Iremos deformar a curva na dire¢do do vetor curvatura de Minkowski f(0)k,, N, onde
f:10,27] — R é solugdo do PVI:

2fy dp 1d?p 2 [dp 2 _
f%_pdeJr(_pde?er?(de) “)f—p4 , (412)
f(0) = f(m), fo(0) = fo(n)

lembrando que p é a fungao que satisfaz (3.24).

Isso da origem ao fluxo pela curvatura de Minkowski

Z
%—t = fkmN, (4.13)

que serd nosso objeto de estudo a partir de agora. Observemos que 6 = 6(s;) devido a (3.28).
Vamos pensar em (4.13) como um problema de valor inicial, ou seja, comegaremos com uma
curva fechada 7 e tentaremos encontrar uma aplicacao Z : [0,7) x I — X satisfazendo (4.13) e

Z(0,-) = 7v(+). Noutras palavras, estudaremos o fluxo determinado pelo PVI:

07
E (4.14)
Z(07 ) = ’Y()

Sera conveniente definir, neste contexto, YV (-) = Z(t,-) de forma que v(0) = +.
Observacao 4.2. Na Secao 3.4, estudamos o problema de Sturn-Liouville

Yoo +y =p°

y(0) = y(m), y9(0) = yo()

e verificamos que sua solucao é dada por

Deste modo, a solu¢do deste problema ¢é positiva para todo 6 € [0,27]. A solucdo de (4.12) é
dada por f = py. Como p & uma fungdo positiva para todo 6 € [0, 27|, segue que f > 0 para
todo 6 € [0, 27].

As questOes que surgem sao:
1. O problema (4.14) possui uma solucao local no tempo, isto ¢, existe 6 > 0 tal que (4.14)

terd solucao Z :[0,0) x T — X7 Se este for o caso, esta solu¢ao é tnica?
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2. Se as perguntas acima tiverem respostas positivas, é imediato que existe uma tinica solugao
maximal definida em ¢ € [0,7*). Como devido a seu carater nao-linear, (4.14) em geral nao pode
ser resolvida explicitamente para dados iniciais arbitrarios, é natural questionar ao menos sobre o
que acontece com ’y(t) quando ¢t — T*7 Dito de outro modo, qual é o comportamento assintotico
das solugoes de (4.14)7

Nosso objetivo é estender para a curvatura de Minkowski um dos mais belos resultados da
Geometria Diferencial nas ultimas décadas devido a Gage e Hamilton [19], que oferece uma

resposta perfeitamente satisfatoria as questdes acima.

Teorema 4.9. Seja v uma curve estritamente convexa. Entdo o fluxo pela curvatura de
Minkowski (4.14) contrai v a um ponto em tempo finito igual a T* = %{)R), onde Ay € a
drea de v e 2A(R) = fT fp?dh, a curva permanecendo simples e estritamente conveza ao longo
da contragao. Mais ainda, se para cada t € [0,T%) aplicarmos uma homotetia a 'y(t) de modo
a obter uma curva T que possua a mesma drea que v, entdo IV converge em C™ para uma

curva homotética a curva centréide da bola unitdria de mesma drea que 7.

Uma demonstracao deste resultado sera apresentada nas proximas segoes.

4.3 Existéncia de solucoes

Na secdo anterior, introduzimos o fluxo pela curvatura de Minkowski

(Z = fknN, (4.15)

onde Z = Z(t,u) : [0,7%) x I — X & uma familia a um parametro de curvas fechadas no plano,
km = km(t,u) e N = N(t,u) sao a curvatura de Minkowski e o vetor normal direito de cada uma
destas curvas, respectivamente, ¢ f ¢ solucao de (4.12).

O proposito desta se¢ao ¢é iniciar a analise do comportamento assintotico de solugoes de (4.15)

correspondentes as primeiras etapas da demonstracao do Teorema 4.9.

Observacao 4.3. Quando a curva é estritamente convexa, k. > 0. Como k. = % > 0, entao
0 € T é um parametro regular para a curva, isto é, Zy nunca se anula. A partir de agora,

entenderemos por curva convexa uma curva que é fechada, regular e estritamente convexa.

Estudaremos entao solugbes Z = Z(t,6) : [0,7%) x T — X de
Z, = aN, (4.16)

onde para futura referéncia suporemos que a é uma funcdo arbitraria de (t,6) e que depende da
curva Z.

Por simplicidade, diferente da Secéo 3.3, iremos denotar por h a funcao suporte Euclidiana,
de Z(t,-) e sera conveniente utilizar a outra definicao de h, onde h = (Z, —N,). E claro que esta
definicdo coincide com a definicdo dada na Segao 3.3.

Pela equacao (5.38) de [14],

hoo(0) + h(0) = (4.17)

ke(se)
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Como por (3.32) vale k,,(s) = p3(0(s))ke(se(s)), entdo

3
p°(0)
hgg(0) + h(0) = . 4.18
0) +1(0) = 12 (415)
Esta equagdo sera muito importante na andlise de (4.15).

Proposicao 4.4. Uma funcio positiva de classe C' e 2m-periddica k,, representa a funcdio

curvatura de Minkowsk:i de uma curva plana, simples, fechada, estritamente convexa de classe

/27r p3cost9d0: /27’ p3sen9d9:0.
0o km 0o km

C? se e somente se

Demonstragao: Suponhamos primeiro que k,, seja a funcdo curvatura de Minkowski de uma

curva com as caracteristicas mencionadas. Uma vez que a curva é fechada, vale que

/Z T(s)ds = 0.

Isso significa por (3.28) que

/ p(6(s)) cosb(s)ds = / p(0(s))sen(6(s))ds = 0,
VA z
e por (3.30), fazendo uma mudanga de variavel,

27 3 27 3
/ P cos@dez/ p;en@dQZO.
0 0

K m

Agora, dada uma fungao k,, conforme o enunciado da proposi¢do, a curva associada (isto é,
aquela cuja fungao curvatura é k,,), a menos de translacdo, fica inteiramente determinada por
7(6) = (2(6),y(6)) : [0,27] — X, onde

0,3 0,3
2(0) :/ D cosada’ y(@):/ pseng ,
o Fkm 0o Fm

d 3,16
Com efeito, como il
do km

, entdo v é uma curva regular. Além disso, como

7'(s) = p(6(s))(cos 0(s), sen 6(s))

d—’y(é)— p2cos@ pisend
g’ km 7 km

entdo, se ky, é a curvatura de Minkowski de 7, temos novamente por (3.30),

dO d~y

! — -
B Eﬂ p2cos@ pisend
PP\ kT km )
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km
Logo, —

e =1, isto é, ky, = k. A hipotese

/Q’Tp?’cosede:/2”p3:en9d0:0
0 0

km m

garante que a curva é fechada, pois

z(0) = z(27) = 0 = y(27) = y(0).

E pelo Teorema 2.11, a curva y é simples.

Agora vamos expressar a drea de Z em termos da func¢ao suporte. Pelo Teorema 2.13,

1 1
A(Z) = /dedy = 2/Z(:Uyse — Yxs, )dse = 2/Z<Z, —Ne)ds, = / hds, = /de

Dai, por (4.17),

A(Z) = ;/Th(h + hgg)df = ;/T(hQ — h2)de, (4.19)

onde estamos usando integracao por partes na ultima igualdade e a periodicidade de h.

Da mesma forma, o comprimento de Minkowski de Z é dado em funcao de h

2
—/ds—/de—/(thh%)dH.
Z Tkm T p

Como a fun¢do p admite minimo pm, > 0 e hg é 2m-periddica, entao

/h”de< /hggd@z 1 he
Pmin JT Pmin

Da mesma forma, como p admite maximo pyq. > 0, entao

h 1 1
/ ~99 46 > / hoodf = he
T P Pmazx JT Pmax

/lmde_o
T P

L(Z) = /T Zd&. (4.20)

21
=0.
0

2
=0.
0

Logo,

e dai,

Retornemos ao céalculo da evolucao dos invariantes de Z por (4.16). Comecemos calculando
a variagao temporal de h. Ja vimos que s.(s) = p(6(s)), entdo T = pT,. Sejam « e (3 reais tais
que
N =T, + BN, = %T+ﬁNe.
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Dai,
1= [T,N] = |:T, 2T+BN3:| - /B[TaNE]a

donde g =

. Por outro lado,
[T, Ne]

[T, Ne] = [pTe;Ne] :p[Te>Ne] =p-

1
Assim, 8 = —. Logo,
p

1 1
<N7 Ne> = <aTe + pNeyNe> = <pNe7Ne> = -

Sendo 6 e t variaveis independentes, temos (N¢); = (—sen#,cosf); = —0;(cosf,send) = 0.
Como h = (Z,—N,.), temos

hi = (Zy,—Ne) +(Z,(—Ne)t)
= (aN,—N,)

= - (4.21)

Observemos que isto nos permite calcular a variagdo do comprimento

/w_/—w (4.22)

Podemos agora calcular a variagdo de k,,. Derivando a equacdo (4.18) em relagao a t, e

usando que % =0 e (4.21), obtemos

5 (hogt + he)

(hgg + h)?
k2
= —Pg??(heet + hy)

- 5(0.-0)

Quando a evolucgdo é pela curvatura de Minkowski temos que a = fk,,, dai

(km)t -

h = &= _Ihm
P P
h _ f@km f(km)e fkm dp.
o — - > 19
D P p* dof

B Jokm J(km)o Jkm dp
o = = ()= (52),+ (57 ),
foo | 2fodp 1d? 2 [dp
( )9 +{ p+pgde+<p2(W_ <d9>>f}km+

_fu
p
2fdp  2fp
+ (2% -2 G
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Sendo assim,

_ K [ (fRn f’fm}
(m)e = pg{( p >ee+ p

_fE 2fpk2,  2fk2, dp foo  2fodp  2f (dp\?
- p4 (km)GG + p4 p5 d9 (km>9 =+ p4 p5 d9 + p6 d9
f d2p f 3
L o4l )k
p5 d92 +p4 m
fk2, 2fok2,  2fk2, dp 3
_ - _ e N _ 4.24
p4 (k )99+ p4 p5 4o (k )9+km ( )

A ultima igualdade deve-se por (4.12).

A proposicao a seguir ilustra a importancia de (4.24).

Proposicao 4.5. Eziste uma correspondéncia biunivoca entre solugoes Z(t,0) : [0, T*) x T — X
de

Zy = [kmN, (4.25)

onde cada curva Z(t,-) é conveza, e solugdes positivas ky, = kp,(t,0) : [0,T*)x T — R da equagao

de evolucao

k2 km km
(km)t—’;}<<f ) 4 fom ) (4.26)
p p 00 p
satisfazendo a condi¢ao
3,i6
/p =0, telo,T. (4.27)
T km

Mais ainda, Z estd bem definida a partir de k,,, a menos de movimentos rigidos.

Demonstrac¢ao: Seja Z uma solugdo de (4.25). Se k,, ¢ a curvatura de Minkowski de
Z = Z(t,0), entdao cada ky,(t,-) é positiva e satisfaz (4.26) por (4.23). Pela Proposicao 4.4,
a condigdo (4.27) simplesmente expressa o fato de que a curva na evolucao é fechada e regular.

Reciprocamente, se k,, = kp,(t,0) é uma solugao positiva de (4.26), definamos

0 3000 t ot
Z(t,@):/ pke d0+<—/ (fkm> dt,/ Som
0 m 0 P Jole=o o P

Entao, (4.27) e a Proposi¢ao 4.4 implicam que cada Z(t,-) é fechada e convexa e a curvatura de
Z(t,-) é exatamente Ky, (t, ).

. dt> . (4.28)
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Falta mostrarmos que Z; = fk,,IN. Temos

0 3 if .
fo () ()L )
o dt \ Fm P Jolo=o P lo=0
0 3.0 -
- [ ()] )
0 K, P Jelo=o P lo=0

Usando o método de integragdo por partes, temos que

/eio~ (fkm> do = eié <fkm) —/iew~ <fkm) do
P Jag P /g P Ja

fkm
0:07 p

fkm
9:07 p

)
)

e
- - 0 0 N
Jots)s - U )
p g p ¢ P Jg
Portanto,
i o 0 b o 0 if
7 o (1) [ () o (B[ (1)
P Jalo 0 V] ? p 0 o ¢ b /g
km km
()L )
P Jelp=o P lo=0
i
S L (fkm> : (4.29)
p p 0
Vimos que

N,
N =aT, + BN, = aT, + —=.
p

1 . .

Por [18], Proposigao 1.1, temos que o = — () . Além disso, sabemos que T, = ¥ e N, = ie®,
P/

entao

ieiefkm _ ei@ <fkm) — (N— OéTe) fkm T, <fkm>
0 D Je

p p
— Sl — <afkm+ (f’“m> )T
b o) P

o () ()
P/ b Jo/ P

De maneira similar a Proposicdo 4.6 abaixo, é possivel mostrarmos que adicionando termos

1 k T
tangenciais como <— <> fkm + <fm> > a velocidades geométricas como fk,,IN, os
D/ P Jo) P

tragos das curvas da evolugdo nao sdo afetados e os fluxos associados sdo geometricamente
equivalentes.
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Com efeito, consideremos o PVI:

-5 (- () e

0(0,u) = 2mu

Observemos que

= (tu) = 2 (fm)o- (4.30)

Para cada u € [0, 1], definamos

Notemos que ¢,(0) = 27. Derivando em u, a equagao (4.30), encontramos

“ault) = Cgult)

onde

() = (’;’1)9 (Fhm)a + ’;’Z(fkmm.

Deste modo,
d

Zngy(t) = C(t).
S ngu(t) = (1)

Integrando em ¢, esta tltima equagao, temos
gu(t) = 9melo SO - ¢

Logo,
00

ou

isto &, 0 = 0(t, u) ¢ uma mudanca regular de parametros. Deste modo, definindo Y (¢,u) = Z(t,0),

> 0,

temos
oy _ 0200 0z
ot 00 0Ot ot
0Z 06 1
= oo = (<), et
3
p°> 00 (1) (fkm >
= kmN+<+ — km — | ——
f kmat p ef p 0

—  fknN.

3

E pelo Teorema 3.6, a curva Z estd bem definida, a menos de movimentos rigidos.

Proposicao 4.6 ([11], Proposi¢ao 5.4.1). Seja Y = Y (t,v) uma famdlia a um parémetro de

curvas fechadas que € solu¢do da equacao de evolugao

oy -
i fN. +gTe, (4.31)
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onde f € geométrica no sentido que depende somente da curva e ndo de wma particular

parametrizacdo da curva (por ezemplo, f = k.) e g € qualquer funcdo. Entdo existe uma mudanca

, ai” >0, tal que Z = Z(t,w) = Y (t,w(t,v)) = Y (¢, v)
v

reqular de parametros w = w(t,v), isto é

€ uma solugdo de

0z

Em outras palavras, os tragos das curvas da evolucdo nao sdo afetados adicionando termos
tangenciais como GT, a velocidades geométricas como fN. e os fluros (4.31) e (4.32) sdo

geometricamente equivalentes.

A Proposicao 4.5 é uma ferramenta para estabelecer a existéncia e unicidade de solugoes
locais do PVI (4.14) associado ao fluxo pela curvatura de Minkowski. Comecemos com uma

curva convexa Zp : T — X e seja ky,, > 0 sua curvatura de Minkowski. A ideia consiste em

=32 ((57), 5 o

km(oa ) = kmo(')

resolver o PVI

=

obtendo-se uma funcao ky,, = ky,(t,0), t € [0,9) para algum 6 > 0 e § € T. Lembrando que f é
solucao positiva do problema de contorno (4.12).

Por continuidade, podemos admitir que k,,(¢,0) > 0 para todo (¢,6) € [0,6) x T. Definimos
entdo Z : [0,6) x T — X por (4.28), de modo que a curvatura de Minkowski de Z(t,-) é
exatamente ky, (¢, -). Pela Proposigao 4.4, Z & simples, fechada, estritamente convexa e de classe
C?.

Teorema 4.10. Se ky,, : T — R € positiva e suave, entdo existem T* > 0 e ky, € C([0,T*)xT)

que € solugdo tnica de (4.33).

Em [11], Teorema D.0.13, é provado que o PVI

uy = A(u)ugg + B(u)

(4.34)
u(0,-) = g(-)

onde A, B : R — R sao suaves e g € C?7(T), admite uma tnica solucio suave em [0,T*) x T
para algum 7% > 0, sempre que o PVI (4.34) é parabolico relativamente a g, isto é, sempre que
A(g) > 0. Se substituirmos em [14], Teorema D.0.13, o PVI (4.34) pelo PVI

ue = A(u)uge + B(u)ug + C(u)

u(0,-) = g(-)
onde A, B,C : R — R sio suaves e ¢ € C*T%(T), a demonstracio do Teorema 4.10 segue de
maneira analoga.

Como consequéncia do Teorema 4.10, o PVI (4.33) possui uma solu¢do maximal definida em

[0, 7). Infelizmente, para qualquer dado inicial convexo, temos T < +o00, ou seja, o fluxo pela
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4.3. EXISTENCIA DE SOLUCOES

curvatura de Minkowski sempre desenvolve uma singularidade em tempo finito. Para vermos

isso, observemos que para k,,, uma constante positiva,

o () = —— (4.35)

km2 — 2t

é uma solugao de (4.33) com kn, (0, ) = k-

Com efeito, como ki, = cte, entdo (kpy)g = 0. E, (k) = k3,. Por outro lado, por (4.24),

ko (( fhm fkm> 3
“m 4m — ) =k = (k).
7 ((5)y+75) == o

Portanto, (4.35) é solucao de (4.33).

Isso corresponde a evolucdo pela curvatura de Minkowski das curvas homotéticas a curva
centroide da bola unitaria. Concluimos entao que estas curvas contraem-se em tempo finito, a
saber T = ﬁ, para um ponto, pois quando t — T™, entao k,,(t) — +00 e consequentemente
ke(t,0) — +o<;n Noutras palavras, (4.35) torna-se singular para t = T*. A proposi¢do a seguir é

uma consequéncia importante da existéncia desta solucdo especial.

Proposicao 4.7. Para quaisquer t € [0,7*) e § € T, vale
km(t,0) > kmin(0). (4.36)

Em particular, as curvas da evolucao permanecem convezas.

Demonstragao: Por (4.24), a equacao de evolugao para a curvatura de Minkowski &, pode ser

colocada na forma

ki
F (1,0, 1) = F (0,6, oy (), Gion) = 2 (o + () + K

2fok2  2/k2 dp

de A; = d d
onde A, o 5o e modo que
k2
]-'q:fpi">0. (4.37)

Como a curva inicial é estritamente convexa, por continuidade, qualquer solucao de (4.33)
permanece positiva para 0 < t < tg, tg > 0 e isso implica por (4.37) e o Teorema 4.6, nao
somente que a solu¢ao é unica, mas também que a equagdo é parabdlica em [0, tp) x T em relagao
a solucao. Seja

ko = min{k,,(0,0); § € T} > 0.
Entao
ko

V1 — 2kt

¢ solucio de (4.33) com condicdo inicial kp,(0,0) = k. Tal funcio é estritamente crescente

%m(tv 9) = ]me(t) =

e estd definida no intervalo [0,2—]162). Podemos agora comparar as solugoes em [0,¢1), onde
0
tl = min {to, ﬁ}
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Para qualquer n € (0,1), temos
Mk + (1= )k > min{n, (1= )} (km + km) > 0

donde

_ 7

Fa(€) = ok + (1 - Mkm)? >0,

de modo que pelo Teorema 4.6,
ko < km(t,0) < kp(t,0), 0 <t < t1,

o que implica
; = < mi t .
0< kmm(O) ko < min km( ,9)

E isso ndo somente comprova que a convexidade é preservada, mas fornece uma demonstragao
da estimativa (4.36).

Verifiquemos como a area evolui ao longo de (4.15). Por (4.19),

“a_ /(hth— highg)df :/ (—a/H— <a> ha) db = —/ S(h+ hoo)do,
dt T T p D/ TP

onde usamos integracao por partes na ultima igualdade e a periodicidade de a,p e h. Por (4.18),

dA 2
i / &P ap.
dt .

Se a = fk,, temos finalmente
dA
— = _/ fp*do = —2A(R). (4.38)
dt T

Logo, A(t) = A(0) — 2A(R)t.

Definicao 4.2. Seja v : T — X uma curva cuja curvatura de Minkowski é k,, : T — R.

Definimos a curvatura mediana k;, de v como sendo:

SEm

ky, = sup {b : —— > b em algum intervalo de comprimento 7T} .
p

Proposicao 4.8. (Estimativa Geométrica) Nas condi¢oes da Definicao 4.2 a curvatura mediana

satisfaz k:n < fmaxpgnamf :

~ . : : k
Demonstracao: Seja 0 < M < k. Dai, existe um intervalo (a, a+m) no qual temos L > M.

Da convexidade vem que a curva estd inteiramente contida entre as retas paralelas tangentes em
a e a+m. A distancia Euclidiana entre essas retas, que é uma das larguras da curva, é dada em

termos da funcdo suporte h, por

w(®) = h(0) + hin + 6).
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Noutros termos, fixado a, temos
T+a
w(a) = —cos(@—a)hl]

= /ﬂ+a(— cos(0 — a)hg + sen(f — a)h)do

T+a
= / sen(0 — a)(hgg + h)do

B a*T p3(0) sen( — a)
= /a T ) do. (4.39)

Deste modo,

a+m 3 _
/ p°(0) sen(f — a) g0 <

a+m 3 _ 2
< / p (9) Sen(e a) d9 < fmllrpmaz
km(e) a

a+m
T ) < i /a sen(f — a)df
2 2

= M fma:cpma:r'

Agora, seja D o didmetro Euclidiano da curva, isto é, a méxima distancia Euclidiana entre dois

pontos no traco da curva. Sabemos que
L
D<=,
-2

onde L. é o comprimento Fuclidiano da curva, e que a area é limitada pelo produto entre o

diametro Euclidiano e uma largura Euclidiana qualquer. Assim,

a+m 3
p°(0) sen(d — a) L. 2 9 L. 9
< d < —— marPmazr — 7 5JmaxPmazx-
A_D/a " (0) < 5 fmasap 77 fmazP

Le

A

Donde seque que M < fmaxP?,qs- Como M foi tomado arbitrariamente, fazendo M — kZ,

temos o desejado.

Iremos denotar por k() a curvatura mediana da curva correspondente ky, (¢, -).

Proposicao 4.9. (Estimativa Integral) Se k},(t) é limitada em [0,T%), entao temos que

/ fp*log kp, (t,0)do
T

também o é.

Demonstragao: Usando a equagao de evolugao (4.24) e integragao por partes temos, para cada
t,

9 2 _ 2 (km)t
at/Tfp log km (t,0)d0 = /Tfp . do

L))
() )
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km
Vamos fixar t e estimar a tltima integral no conunto J = {0 f >k } e 1o seu complementar
p

J¢em [0, 27]. Como J é um conjunto aberto, entao J pode ser escrito como uma unido enumeravel
de intervalos abertos disjuntos, digamos J = | J;cyy I;- Pela definicao de kj, segue imediatamente
que cada um desses intervalos deve ter comprimento menor ou igual a 7, e que nas extremidades

fhm

dos fechos desses intervalos devemos ter k', (t) =

Dessa forma, podemos usar a Desigualdade de Wirtinger (Proposi¢do 4.3) para as restri¢oes

Sk

da fungao 6 — — — k a cada um desses intervalos I;

[ (e >2d9_2k:;<t> [Ty s [ 000 <fkm—k:;‘n(t)>2d9

Fon )
Imm g do
S /Iz< p m(t)>9
B 9 fkm\”
_ / <89p> .

Il
o

Deste modo,

/1i<<@1>2_(aaeﬂzn>2> db < 2k:;§1(t)/li ff)d@ /Ii(k;;(t))zd,,

fkm
I, D

IN

ok* (t) | L™ de,

uma vez que / (kX (t))%dO é ndo negativa. Agora, somando as integrais, obtemos
I

i

=Gl ) - (05 - (7))

« fkm

< 2k ZEN/de

= i) JT

< ok (1) Tf’;mde (4.40)

Em J¢, vale f—m < k},. Dai
p
Jm Thn )Y ap < TRm )" g9
/c<<p> (6?919)2) /c(p>2

< [ iy
< [ ra
= 2m(k,(t)% (4.41)
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Somando (4.40) e (4.41) e usando (4.22), ficamos com

9 / Ftlogkmdd < 2k5(1) [ L5map + 2m (ke (1))2
ot Jy T P
< 2050 D e+ 20k (1)

Finalmente, como k7, (¢) é limitada por hipotese, seja M cota superior para k (t). Temos:

t
/T fp?logkmdd = /0 (gt /T fp2logkmd0) dt

t
< [ (20 G s + 27005, a

t t
< / 2K (1) P | i + / 2 (K, (1)) 2t

0 0
t
< mw@mw/ aLMﬁ+2mM%
o | ot

t
L
—2M Pimaz / ({;tdt+27rM2t
0

= 2MPumar(L(0) — L(t)) + 2r M>t
< 2MpuazL(0) + 20 M>T*,

oL
pois 5 < 0e L(t) > 0. Logo, temos o desejado.
[ ]

Proposicao 4.10. (Estimativa Pontual) Se /fp2 log ky,df é limitada em [0,T%), entao k,, é
T

uniformemente limitada em [0,T%).

Para demonstrarmos a Proposicao 4.10 vamos precisar de dois Lemas.

Lema 4.1. Se / fp?log kndf € limitada em [0,T%), entdo para todo 6 > 0 existe uma constante

T
C tal que nao existe intervalo de comprimento maior do que 6 onde k., > C' em todo o intervalo.

Demonstragao: Seja [a,b] C T intervalo de comprimento maior do que §. Suponhamos que
kpm > C em [a,b]. Dai, por (4.36), temos

a b 21
/ p?logkmdd = / p?log kpdb + / fp*log kymdd + fp*log ky,df
T 0 a b

2 afminpznin IOg km'm(o) + 5fmmp$mn IOg C + (27T - b) fminpzm'n IOg kmm (O)
- 5fmmp3mn log C + (27T - 5)fmmp72nm log kmm(o)

Dessa forma, tomando C' suficientemente grande temos uma contradi¢gdo, uma vez que

/ fp*log k,,d ¢ limitada em [0, T™).
T

Lema 4.2. A fungdo

Fe () (5 ) )
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¢ nao decrescente. Em particular existe uma constante D tal que para todo t € [0,T*) wvale a

0 fhn)? <f’fm>2
/11‘(09 p>d0§/T ’ dé + D.

Demonstragao: Observemos que

Lo (B () ()0 e

Usando que (ky,); é 2m-periodica na variavel 6 para cada t e aplicando o método de integracao

destgualdade

por partes, temos

), 5 = [ (2), () o

donde segue que

=2 Lo () r (52),,) e

dF fkm f JEm fkm

T =2 <pp<’“m>t * <p> <p)> 0
/
p
D

= 2

> 0.

A terceira igualdade segue de (4.23). Logo, F ¢ nao decrescente. Em particular, F(0) < F(t)
para todo t € [0,77), ou seja,

[ () - () = [ ( (o)

t=0
Dessa forma, pondo
2 2
e
T p t=0 p t=0
temos que
2 2
(3 e [ ()
T\00 p T\ P
em [0,7).

|
Para provarmos a Estimativa Pontual 4.10 encontraremos uma cota superior para a funcao

t — kmaz(t). Sabemos que f admite maximo positivo e p admite minimo positivo. Logo, existe
2 2
1 .
uma constante positiva N tal que () < N. Tomemos § < ﬁ% e seja C' como no Lema
TIN.D

max
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ko (t

4.1. Por essa lema, existe a € T tal que f(a) <m§ @) < fmm(j” =C=C0)e0<]|a—6 <.
pbla Pmin

Sem perda de generalidade, podemos supor a < #y. Dai, em 6, temos

fhm _ (fhm " fkm) <<‘9f’<fm>2
p —(p >9=a+/a (p = C+\/S</T o6 p ) "
i 9 1/2
0+\/5</ <pm> d9+D> :
T

onde a desigualdade de Holder (Teorema 4.7) foi usada na primeira desigualdade.

1/2

IA

Logo,

Fhmas _ oy \/GoaNk2, + D)2 < C 4 V2N /3R + VoD,
p

onde usamos va + b < /a + Vb, a,b > 0. Dai,

< Pmaz (C+m%+@).

kmax >~
f min

2

Como 6 < ﬁ%, entao
TIND

max

mwn

Fonas (1 — V2rNgPhma ) < bmee (¢4 J/5D)

fmin

e portanto,

(¢ +voD)
=

pmaz

kmaz S

Como o lado direito da desigualdade nao depende de t segue a Estimativa Pontual 4.10.

As estimativas anteriores resultam na seguinte Proposigio.

Proposicao 4.11. (Estimativa de drea) Seja ky, : [0,7%) x T — R wma solu¢do de (4.33) e
suponhamos que eziste A > 0 tal que A(t) > A para 0 < t < T*. Entdo eziste C > 0 tal que
km(t, )] < C, 0 <t < T

Demonstragao: Uma vez que o comprimento de Minkowski das curvas diminuem com o tempo
(4.22), entdo o comprimento Euclidiano das curvas também diminuem com o tempo. Entao,
pela Estimativa Geométrica 4.8, temos que uma cota inferior positiva para a area nos da uma
cota superior para k,(t) em [0,7*). Dai, temos o desejado como consequéncia das estimativas

Integral e Pontual.

Proposicao 4.12. O tempo mazimal T* ¢é dado por %(OR), para qualquer solucao de (4.33).

Demonstragao: Enquanto as curvas da evolugdo limitarem alguma &rea, a curvatura de

Minkowski permanece limitada, pela Proposicao 4.11. Isso significa, em particular, que k,, é
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solucao limitada da equacao

fha, 2fokn,  2fk, dp 3
km == — i km - n km km,
(K )t po (km)oo + o 5 (km)o +
cujos coeficientes sao uniformementes limitados, pois p, %, f e fo sdo limitados e k2, k3 sdo

uniformemente limitados. Logo,

k2 2fok2  2fk% dp 3
T >0, A2 p? poode) P i

sdo uniformemente limitadas.

Pela estimativa de De Giorgi-Nash (Teorema 4.4), k;,, é uniformemente limitada na norma
C*/22, Usando indutivamente as estimativas de Schauder (Teorema 4.3), concluimos que ki,
é controlada na topologia C! para qualquer [ > 0. Pelo argumento usado na demonstracio da

Proposicao 4.1, a solugdo existe enquanto existir drea limitada pelas curvas da evolucdao. Como

Ag
TAR)

em T" = temos A = 0, segue que este é o tempo maximal.

Proposicao 4.13. Para qualquer solu¢io de (4.33), as curvas da evolugio convergem na

topologia de Hausdorff para um ponto quando t — T*.

Demonstragao: Pela Proposicdo 4.11, necessariamente A(t) — 0 quando t — T™. Assim,
pelo Teorema de selecao de Blaschke (Teorema 4.5), existe uma sequéncia t; — 400 ao longo
da qual as curvas da evolucao convergem para uma curva convexa de 4rea nula. Temos entao
duas possibilidades para a curva limite: um segmento de reta ou um ponto. No primeiro caso, a

curvatura de Minkowski convergiria para zero, o que contraria (4.36).

4.4 Normalizando o fluxo

Vimos na secao anterior, Proposicao 4.13, que o fluxo pela curvatura de Minkowski
Zy = fkm N (4.43)

contrai uma curva convexa a um ponto em tempo finito, no sentido que a area delimitada pelas
curvas da evolucao se anula precisamente em t = T*. O propésito desta secdo é iniciar a andalise
do comportamento assintotico da solucdo quando ¢ — T™. Normalizaremos o fluxo de tal forma
que as curvas da evolugdo possuam todas a mesma area.

Seja Z = Z(t,0) : [0,7*) x T — X uma solu¢do maximal de (4.43). Definamos o fluxo
Z =Z(t,0) : [0,+00) x T — X por

Z(1.0) = uZ(t,9), (4.44)

e 0 novo pardmetro temporal relaciona-se com o tempo original através de
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dt
pri p~2. Logo,

A= A(t) = 24(R)(T* —t)
p= (2T — 2t)~1/2 . (4.45)
T = —2log(2T* — 2t)

Observacgao 4.4. O fluxo Z estd definido para 7 € [0, +00). Geometricamente, o que fizemos

foi aplicar uma homotetia de fator p as curvas do fluxo original Z, de tal modo que
A(Z) = y*A(Z) = A(R).

Observacao 4.5. Embora o pardmetro espacial que aparece em Z seja denotado por 6, ele nao
corresponde necessariamente a algum parametro angular definido sobre as curvas normalizadas,

ja que homotetias nao preservam angulos em geral.

Sendo assim, vamos escrever a normalizacdo como
Z(1,0) = nz(t,0),

onde f = 0(0) é uma mudanca regular de parametros. Sejam k., e k. as curvaturas de Minkowski e

Euclidiana das curvas normalizadas, respectivamente. Sabemos que, no caso Euclidiano, k. = —,
o 12
ja que Z e Z sdo homotéticas com fator de homotetia p. Dai, por (3.32),
— — k
km :pgke :p3 ==,
nooop
Logo,
0Z 0Zdt du 0Z\ _,
e _ e (22 i
ar _ ot dr (dt +“8t>“
= (2 + pfhkmN)p™>
km N
= Z+ fkmN. (4.46)
Pela equagdo (5.36) de [14], se h ¢ a funcdo suporte Euclidiana de Z, entdo
Z = hgT. — hN..

1
Como ja vimos, T = pl, e N = a1, + SN, com = —, dai
p
(T,N) = (pTe,aT. + BN.) = ap.

Deste modo,

apT

T,N)T
N, =pN — — pN_u
p

p
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Z (h@ h<T’N>> T — hpN.
p p

Donde segue,

0Z (hy WT,N - -
e (9 + { >> T + (fkm — hp)N. (4.47)
or D

Como fk,, — hp é geométrica, pela Proposicao 4.6, o fluxo (4.47) é geometricamente equivalente

ao fluxo
Z7 = (fkm — hp)N, (4.48)

onde agora o parametro espacial em Z voltou a ser o parametro angular § e o subindice T
representard, a partir de agora, derivadas com relacao a 7 com 6 fixado.

Diremos que o fluxo (4.48) é o fluxo pela curvatura de Minkowski normalizado.
Notemos que esta normalizagdo implica que a convergéncia de uma curva convexa pelo fluxo
original a um ponto “redondo” é equivalente a convergéncia da normalizagdo desta curva a uma
curva I" homotética a curva centréide da bola unitaria, de drea A(R), pelo fluxo normalizado.
Nosso objetivo serd entdo mostrar que, para qualquer curva inicial convexa Z(0,-) de area A(R),
Z(t,-) converge em C'™ para I' quando 7 — +00.

Antes de comecar a analise assintotica de (4.48), determinemos as equagoes de evolugao dos
diversos invariantes geométricos de uma curva que evolui de acordo com (4.48). Estas equagoes

sdo obtidas fazendo a = fk,, — hp nas férmulas correspondentes para (4.16).

Proposicao 4.14. A func¢do suporte, a curvatura de Minkowski, o comprimento ¢ a drea das

curvas normalizadas evoluem por (4.48) de acordo com

fhm

i 2ok 2fk dp 3
_ _ o _ _ _
. m)r = —(kpm m = (ky k., — km; 4.
b (Rl = 2 (F >99+< LBk d0>( Jo + (4:50)
dL fkm
. —=L- | ——db; 4.51
e [ Lo (451)
dA
d —=0. (4.52)
dr
Demonstragao: Temos:
a. Por (4.21),
_ [
hT = _g = _L +h
p p
b. Como 7
T Jokm  f(km)o | fhkmdp
70 — — - 7Y h 5
hro » + 02 db + ng
entao
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e por (4.23) e (4.24),

-2 -2 -2 -2
_ ko 2ok 2fkdp\ ~ . - K
e = L5 Eonlon + ( fom 23 dg) (oo + o = =5 (oo + )
' 2ok 2fk dp 5
= pff(km)ee + ( ;47" - p5m d0> (km)o + kpy — km

c. Por (4.20) e (4.22),

dL:/(h—fkm>1d9:/hd9— ﬂ#d@zf— ﬂc—md&
T p p TP T P T P
d. Como A(Z) = A(R), entdao — = 0.
]
Vimos que o fluxo pela curvatura de Minkowski desenvolve uma singularidade em tempo
finito. Agora queremos demonstrar que, para qualquer curva convexa de area A(R) como dado
inicial, a solugao correspondente ao fluxo normalizado (4.48) converge, quando 7 — 400, para
uma solugdo estacionaria do problema, ou seja, um dado inicial que possui a propriedade de
permanecer invariante ao longo da evolugao. Dito isso, tentaremos entao classificar as solugdes
estacionarias de (4.48), pois isto apontarad que possiveis comportamentos assintoticos podem

efetivamente ocorrer. A proposi¢ao a seguir caracteriza as solucoes estacionérias de (4.48).

Proposicao 4.15. Seja vy uma curva estritamente conveza de drea A(R) e seja Z = Z(7,0) a

solugio mazimal de (4.48) com condicio inicial Z(0,-) = yo(-). Entdo sdo equivalentes:
(1) ~o € uma solugdo estaciondria de (4.48), ou seja, Z,; = 0;

e b,

—2 —2 —2
7 . fkm 7 2f9km 2fkm dp N -3 - .
(3) (km)r =0, ou seja, e (km)oo + o — 5o (km)o + k., = km;

(4) Yo € uma solugao homotética de (4.43), isto é, se Z = Z(t,0), t € [0,T*), 6 € [0,27], é
solugao de (4.43) com Z(0,-) = ~o(-), entao cada Z(t,-) difere de vo por uma homotetia

centrada em algum ponto que nao depende de t.

Demonstragao: Mostremos que (1) implica (2). Se Z, = 0, entdo por (4.48), fk,, — hp = 0,

isto &,

Por (4.49),
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Logo, (km)r = 0.
Mostremos que (3) implica (4). Como (k) = 0, entdo as curvas Z(7,-) sdo invariantes ao
longo da evolugdo. Sendo Z = uZ, entdo as curvas Z(t,-) sao homotéticas & o com fator de

homotetia — e estao centradas em algum ponto que nao depende de ¢.

Por fim, mostremos que (4) implica (1). Como 7y é uma solu¢ao homotética de (4.43) e as

curvas Z(0,-) estdo centradas num ponto que nao depende de ¢, entao
Z = a(t)yo
para alguma func¢ao positiva a. Dali,
A(Z(t,) = a*(t) A0 ("))

Como A(yo(+)) = A(R), entao

B A(R) 1 A(R) 1
P\ @A)~ a)\ A(o) ~ alt)
Dai, .
Z=puz = ait)Z = @a(t)% =0,

donde segue que (Z); = (70)r = 0.
]
A conclusdo é que a analise assintética do fluxo pela curvatura e, portanto, a demonstragao

do Teorema 4.9 estard concluida se demonstrarmos os seguintes resultados.

Teorema 4.11. Sejam o uma curva conveza de drea A(R) e Z = Z(7,0) a solugdo de (4.48) com
condigio inicial Z(0,-) = vo(-). Entdo Z(r,-) converge em C° para uma solugdo estaciondria
de (4.48) quando T — +00.

Teorema 4.12. Seja v uma curva simples que é uma solu¢ao homotética de (4.43). Entdao v é

homotética a curva centrdide da bola unitdria.

Na proxima secao demonstraremos estes resultados.

4.5 Comportamento no infinito

Como, pela Proposigao 4.15, a caracterizagdo de solugdes estacionéarias do fluxo normalizado
(4.48) envolve tanto a funcdo suporte como a curvatura de Minkowski, a correspondente andlise
assintotica depende do estabelecimento de controles uniformes para estas quantidades quando
T — +00.

Proposicao 4.16. k,, ¢ uniformemente limitada para todo (7,0) € [0, +00) x T.

Demonstragao: A demonstracao desta proposicao nao é simples, mas segue de maneira analoga

ao Teorema 7.5 em [20], tomando v = fp?.
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Proposicao 4.17. Para cada l > 0, existe C; > 0 tal que HEmHCl([o,Jroo)x?r) <.

Demonstragao: Sabemos que

— -2 —2
— k,, — 2fok 2fk,, d
) _fpm(km)90+<fem_ [ dp

— i3 —
)y = Lo LY o + oo, — Fom, 4.
( ) 1 p4 p5 d9> ( )6’ + ( 53)

&,

onde —* > 0. Como, pela Proposigio 4.16, ky € limitada, entdo E?n e Eil também sao limitadas.

<2f9k 2k, dp -
Logo,

— k) estdo controladas na norma C°(Ur).

k,
pt p> df e

Podemos entao aplicar De Giorgi-Nash (Teorema 4.4), que garante que existe a € (0,1)
tal que k, esta controlada na norma C*/2*(Ur). Deste modo, Efn € C¥2(Ur), km(0,-) €

C2ta (']T) e

para algum M > 0. Portanto, podemos aplicar Schauder (Teorema 4.3) a (4.53).

2fokn,  2fFn dp
pt P> db

[,
p4

1= Uz < M,
Ce/2e(Ur)

Co/2e(Ur)

Aplicando recursivamente estas estimativas, concluimos o desejado.

Proposicao 4.18. Eziste uma escolha da origem para R? tal que h1 < h(r,0) < hy para qualquer

(1,0) € [0,400) x T, para algumas constantes positivas hy e hs.

Vimos em (4.39) que a largura Euclidiana de uma curva Z na dire¢ao (cos 6y, sen ) ¢ dada

por

m+0o _ 3
w™ (8y) = / sen(6 = 6o)p” 4y
0o km

Pela desigualdade de Jensen (Proposicao 4.2) aplicada a ¢ = —log,

T+0 _ 3
logw(T)(Ho) = log <1/ Sen(ﬁ fo)p (6)d9> + log
™ Je

o K (T, 0)
T 3
= log <1/ Sen(910((9+(90)d6> +logm
T Jo  kn(r,0+00)
1 (7 1 /7 _
> — / log(sen p* (6 + 6;))dd + log m — / log k(7,0 + 6p)de.
™ Jo ™ Jo
Por outro lado,
1 271+6o — 6 3 0
logw(T)(90+7r) = log </ sen(0 0)p( )d9> + log
7T T+6o (T 9)
2
= log <1 sen(0 P*(0 + 6o) d9> + log 7,
™ Jr 7' 9 + 90)
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donde, novamente pela desigualdade de Jensen,

2w 2w

1 1 _
logw ™ (0 +7) > — / log(sen(6 — 7)p>(0 + 60))df + log m — — / 10g K (7, 0 + 6)d6.
s s

™ ™

Como logw ™ () = logw(™ (fy + ), temos

logw(™(6y) = logw( )(60) + log w'™ (6 + W)}

vV
l\')\l—‘[\')\H

[ log sen 0p® (0 + 09))d6 + log T — 1 / log k(1,6 + 00)dO+
T Jo

2

— / log(sen(6 — m)p*(0 + 6p))d6O + log m — 1 / log km (7,0 + 0)do
T . T

™

1 [7 1 —
= / log(sen 0p>(6 4 6g))db + log 7 — /log ko (T,6)d6.
™ Jo 2T T

Queremos mostrar que

/logkm(r, 0)dh > —oo,
T

para obtermos uma cota inferior independente de 7 para a largura de Z.

Para tanto, iremos precisar de alguns resultados.

Lema 4.3. Seja u = (log k). Entdao u satisfaz
k2 2k k
Uy = f 99+;n<fm) ue—|—2u2.
p p D Je

Demonstracao: Como u = (log ky, )¢, entao pela equacao (4.24),

U= (k:m)t = pT(km)é)@ + < ;4 - » dg> (km)o +k72n
e dai,
w = Lmemdon+ Tk ndan + (2 = 2L (il +
2y 2fd
n (1;’;9 _ §d§> Ko (K)ot -+ 2k (k).
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(km)t

Usando novamente que u =

km
_ I 2fo _ 21 dp (K1
u = ki <p4 (km)oo + o 5 dd (km)o + Em P Fon (o )t +
f 2fg  2fdp
+p4 km(km)é'ﬁt + p4 p5 d0> km(km)Gt
2 g2 f 2fp  2fdp

= 2 + k;?nu + Zj;(k‘?nu% + k‘m(k‘m)ggu + ka</€m)9u6)) + <4 _ 4 r
+km (km)ou)

Em 2fokm  2fkm d k2,
= utu (k?n + fp4(km)99 + < f]‘; - f5 p) (km)9> - fp4u99 -

p° db
2km Em
p p 0

como queriamos.

Consideremos o funcional entropia )
e(t) = /T fp*log ky,,df.
Proposicao 4.19.
£t = /Tfp2(log km)edf < Jr f;)QdQ T*l_ 2 (4.54)

onde T € o tempo em que a curvatura se torna infinita.

Demonstragao: Usando o Lema 4.3, a demonstragao desta proposicao segue de maneira analoga

a demonstracao da Proposicao 5.1 em [20)].

|
Proposicao 4.20.
Z(1) = /T fp*logk,df < C, (4.55)
onde C depende somente da curva inicial, e
(1) = (/T fp? logkmd9> <0. (4.56)

Demonstragao: Demonstraremos primeiro (4.56).

g (1) = ( /T fp? logk‘md0>T = < /T pr(]j:n)Td9> .
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— k
Dai, pela equacio (4.50), e usando que k,, = —=, temos
i

_ fhm — 2fokm  2fkmdp\ _
gr(r) = Tfp2< . (k‘m)gg—l-( ;)4 » d]99> (km, )94‘]{53”_

1) de

2 [ fkm 2fokm  2fkm d
= flg <fp4 (km)ee + < fz4 - f dg) (km)@ + k%) df — /]Tfp2d9

p5

Por (4.45) e (4.54), temos

Jr [p*do (2T*

er(r) < S /fp2d9<0

Resta demonstrarmos (4.55). Como &, < 0, entdo £ é nao-crescente.

T € [0, +00), existe C' > 0, que depende somente da curva inicial, tal que
Z(1) <&(0) = /T fp*log k., (0,60)d < C,
pois f,p e kpn(0,) sdo limitadas em [0, 27].
Como consequéncia desta proposicao,

FrminD2in /T log k,df < &(1) < C.

™

Dai, para todo

Definindo C := L temos que C nio depende de 7 e /10g kmdd < C. Logo,
mmpmm T
(v) L[ 3 1 T
logw'™(0) > — [ logsen®p’(6 + 6y)df +logm — — [ log ky,df

T Jo 21 Jr
1, 1 (" o -

> — log p° (0 + 6p)df + — log sen 0df + logm — —C'
T Jo T Jo 27
1 ™ 1 ™ ~

> / logp3(0—|—90)d9+/ log sen 0df + logm — C > —o0,

0 T Jo

ja que / logsen 8df > —2.2.
0
(1)

Portanto, existe uma cota inferior positiva para a largura minima w,;
curvas da evolucao que independe de T,

w(T) >C"'>0,0<7< +00.

min

Em particular, existe p > 0 tal que para cada 7 > 0 existe um disco aberto

(")

raio p inteiramente contido no interior de Z

Afirmacao: Este disco pode ser escolhido independentemente de T

, = min w(7,0) das

Euclidiano D, de

Existe uma demonstracdo dessa afirmagao em [20], Teorema 7.2, para o caso da evolucdo de
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curvas planas pela curvatura Euclidiana. O nosso caso é verificado de maneira anéloga, tendo
uma pequena variagdo nos calculos e por isso, seréd omitida.
Deste modo, se usarmos o centro deste disco como origem teremos automaticamente a cota

inferior

onde E(T)(-) = h(7,-) e hy aparece na Proposicio 4.18.

. P . . .
Para estimarmos h( ) superiormente vamos precisar do seguinte resultado:

Lema 4.4 ([20], Lema 6.4). Seja v uma curva conveza. Entao

onde D ¢é o didmetro Buclidiano de v ¢ A ¢ a drea de vy

Pelo Lema 4.4 e pela escolha da origem, se D(7) ¢ o diametro de Z(r,-), entdo

7 < p) < 2A(R)

>~ ' = h27

como queriamos.

Infelizmente, o controle obtido na norma C° sobre a funcdo suporte ndo é suficiente para
controlarmos suas derivadas. A razdo é que a equacao de evolucdo para h ndo é muito tratével.
De fato, em (4.18) e (4.49), vimos que

e = =L + 7)1 T = 1P g + )+ (4.57)
Derivando a equacao acima com respeito a 6, temos

(oo (n + T 2 (hago + ho)
= (—fp*)o(hog + 1) + fp (g + T2 + hy.

Fazendo v = hy, encontramos

% [ [
vr = (—fp2)9£+fp2ﬁvee+fp2p%v+v

= v+ | —+1|v—(fp)o—=- 4.58
- = ()" (4.5%)
Proposicao 4.21. Para cada | > 0, existe D; > 0 tal que |‘E‘|Cl([07+oo)><jr) <Dy.

Demonstragao: Por (4.58), a Proposicao 4.16 e as estimativas de De Giorgi-Nash e Schauder,
basta estimarmos v = hy uniformemente no tempo. Como, para cada 7, h assume um maximo

em algum 6., podemos integrar (4.18) entre 6, e 6 e obter, uniformemente em 7,

ol g/d0+/hd9_/de+/hde<27r( DO 4 hy) < drchs,
T T

m
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pela Proposicao 4.18 e pelo Lema 4.4.
|
De posse das estimativas sobre h e k,,, podemos agora estudar o comportamento assintético

de solugdes de (4.48). Consideremos o funcional
I(r) = /T (ho — 1° + 2fp? log h)df.
Pela Proposicao 4.18 e por (4.19),
I(r) = —2A+2 /T fp?loghdf > —2A(R) + 4w 10g h1 frninD2uin

I(1) = —2A + 2/ fp*loghdf < —2A(R) + 4rlog hgfmmpfnm,
T

isto é, Z é limitado inferiormente e superiormente por constantes independentes de 7. Por outro
lado,

7. — 2 / <h9h97—hh7+ fpﬂ“) i
T h
o JTor

= -2 (hgo + h)h, — fp*= ) df
T h

, _
b= 2h7'

= -2 =—h; — — | df
/T<km ke h)

37 1 27. 1
_ _2/phh7 Ip kmhfde
T

kmh
P + /o7 7
= -2 [ —=—=h,(p°h — fpk,,)do.
T (p°h — fpkm)
Usando (4.49),
b fEm > 27 7.
7, = -2 L (=22 4R (p2h — fpk,,)do
/Tkme( » (p°h — fpkm)
p T T . 272 272 7
_ —2/(—fp/-cmh+f B R — ol )d6
T kmh
_ _Q/p(ph_fkm>2d9,
T kmh

e como h, ky, e p estdo controladas na norma C!, existe uma constante C' > 0 tal que
A11=(T))12
I, < =C|s7| |35 (r) <0,

()

onde 5(7) = ph'"’ — fﬁg), ou seja, Z é uma quantidade monétona para o fluxo normalizado. Dai,

como Z é limitado inferiormente e superiormente e é ndo-crescente,

“+o0
| I B eydr < +oc,
0
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donde segue que existe uma sequéncia 7; — 400 tal que |[5(7)| |z2(r) — 0. Pelas Proposiges 4.17
e 4.21 temos estimativas do tipo ||§(Ti)||CI(T) < Dy para todo | > 0, entdo, pelo Teorema 4.1, 5(7)
converge em C*(T) para todo s < I. Como HE(”)HLz(T) — 0, entao devemos ter HE(”)HCZ(T) —0
para qualquer [ > 0. Novamente, pelas Proposicoes 4.17 e 4.21, podemos usar Ascoli-Arzela
(Teorema 4.1) para, eventualmente passando a uma subsequéncia, concluir que pﬁ(n) — phe

fﬁ(ff — fkm em C>°(T), onde h e ky, sdo funcoes positivas satisfazendo
ph = fkm. (4.59)

Mais ainda, como valem

N 3 3,6
B B = 2 /pev do = 0,
T

no limite também valem

. . 3 3 i
hoo +h = ,/pe 9 = 0,
T

donde pela Proposicao 4.4, he kpy sao, respectivamente, a funcdo suporte e a curvatura de
Minkowski de uma curva convexa que € uma solucdo estacionaria de (4.48), em virtude de (4.59)
e da Proposicao 4.15. Com isso demonstramos o Teorema 4.11.

Resta demonstrarmos o Teorema 4.12, ou equivalentemente, pela Proposicao 4.15,

entendermos a estrutura do espaco de solucdes periddicas k., : T — R da equacdo diferencial

ordinaria
=2 =2 =2
fkm 1. 2f9km 2fkm dp 7. 3 7.
—(km — — | (km k., =kmn. 4.60
p4 ( )99+ p4 p5 de ( )0 + m ( )
Desenvolvendo a equacgao
km km _ P°
(f > PRI (4.61)
P /e p km

e usando (4.12), verificamos que (4.60) e (4.61) sao equivalentes.

Sendo assim, para demonstrarmos o Teorema 4.12, basta mostrarmos que a tinica solugao de
(4.61) com periodo 27 & ky, = 1.

Com efeito, considere a funcio positiva , continua e w-periédica a(f) = f(0)p(). Dai, a

equacao (4.61) pode ser reescrita como

fkm> fRw 0
< w o

P p km
p

m , L, . ~ ., -
Pelo Teorema 4.8, —— ¢é a tnica solucao 2w-periédica de

Ugg + U — agf) =0, (4.62)

onde k,, é solucao de (4.61). Como k,, = 1 é solu¢do 27-periédica de (4.60), entdo também &
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solucao 2m-periddica de (4.61) e portanto deve ser tnica, caso contrario (4.62) possuiria mais de
uma solugdo 27-periddica, contrariando o Teorema 4.8.

Demonstramos portanto o Teorema 4.12.
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