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Resumo

Nesta dissertacao fazemos um estudo da técnica de expansdo em polimeros, a qual desempenha
um papel fundamental em mecénica estatistica rigorosa, no estudo de transigoes de fase em
sistemas fisicos. Discutimos a analiticidade da pressao para o modelo do gds de polimeros abstrato
e, baseados nas ideias discutidas neste modelo, fazemos algumas aplica¢bes da técnica em outros
modelos tais como o gds de subconjuntos na rede Z* e o modelo de Ising. Também aplicamos
expansao em polimeros ao modelo Blume-Emery-Griffiths, na regido de parametros conhecida
como desordenada e obtivemos resultados sobre a analiticidade da energia livre deste modelo

para qualquer valor de temperatura.

Palavras-chave: FExpansao em polimeros. Transicoes de fase. Sistemas de spins.
Analiticidade da energia livre. Modelo BEG.



Abstract

In this dissertation we study the polymer expansion technique, which plays a fundamental role
in rigorous statistical mechanics, in the study of phase transitions in physical systems. We discuss
the pressure analyticity for the abstract polymer gas model and, based on the ideas discussed in
this model, we make some applications of the technique in other models such as the subset gas
on the lattice Z% and the Ising model. We also applied polymer expansion to the Blume-Emery-
Griffiths model, in the region of parameters known as desordered and we obtained results about

analyticity of free energy of this model for all temperature.

Keywords: Polymers expansion. Phase transitions. Spins systems. Analyticity of free

energy. BEG model.
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Capitulo 1

Introducao

Mecdnica estatistica ¢ um campo da fisica que tem como objetivo obter informacoes
macroscopicas de um sistema de particulas interagentes a partir de informagdes microscodpicas
de seus constituintes (4tomos, moléculas, fons, etc), o que é feito por meio de uma abordagem
probabilistica.

No caso de cristais, as suas redes cristalinas podem ser modeladas pela rede Z¢, onde em cada
sftio da mesma temos um atomo. Em particular, uma amostra de um cristal pode ser modelada
por um subconjunto A C Z? finito e as propriedades microscopicas expressando as interacoes
entre os atomos em A sdo dadas pelo seu Hamiltoniano, Hp, o qual pode depender de vérios
pardmetros, tais como a temperatura, campo magnético, dentre outros. A partir deste, definimos
a energia livre no volume A, a qual é dada por ¥a=(logZy,)/|A|, onde Zp = Zwe%\ e Halw) g
chamada de func¢ao de parti¢io em A e Qg € o espaco de estado de um atomo (por exemplo, dado
i € A, w; € Qy pode ser um dos possiveis estados do spin no sitio 7). Na pratica, |A| é muito
grande (> 10%%) e precisamos estudar o limite A 1 Z?, chamado de limite termocliin(izmico. Em
0g 4Lz

particular, temos a energia livre no volume termodinadmico, ¢, dada por = limd Al
AZ

Um dos problemas centrais em mecénica estatistica é o estudo dos fenémenos de transigoes
de fases em sistemas fisicos, os quais fazem parte do nosso cotidiano (por exemplo, a transigao
da fase ferromagnética para paramagnética em materiais como Fe, Co e Ni). Uma possivel
caracterizagdo de uma transicdo de fase é a nao-analiticidade da energia livre 1 em relagdo a
algum dos parametros que a define.

Com intuito de estudarmos o fendmeno de transigao fase, utilizaremos uma técnica chamada
expansdo em polimeros que, com origem na mecanica estatistica, através de Mayer, hoje
desempenha um papel importante em diversas outras areas do conhecimento tais como: teoria
de campos, teoria de grafos, combinatoria, etc., permitindo a obten¢do de resultados rigorosos
que nenhum outro método até entdo fora capaz de fornecer.

Para usarmos a expansao em polimeros, buscamos inicialmente reescrever a funcdo de particao
do sistema original (expressa em termos, por exemplo, de configuragdes de spins) em termos
de objetos geométricos (grafos, contornos na rede, etc), chamados polimeros, cujas defini¢oes
dependem do regime de interesse do parimetro ao qual analisamos a analiticidade da energia
livre; por exemplo, se o parametro for a temperatura, podemos procurar representacées para a
funcao de particdo no regime de altas ou baixas temperaturas, nos levando a diferentes nogoes

de polimeros.
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12 CAPITULO 1. INTRODUGCAO

Na representagdo em polimeros, as funcoes de partigdes geralmente possuem uma estrutura
comum que pode ser explorada para fornecer, sob certas condicdes, uma informacao detalhada
dos seus logaritmos, em termos de séries, através da expansdo em polimeros. Ou seja, ao
realizarmos uma sequéncia de operacoes obtemos uma representacao para Z, como a exponencial
de uma série. Em seguida buscamos critérios para garantir a convergéncia absoluta dessa série,
justificando os rearranjamentos feitos na sua prova e assim garantirmos a analiticidade da energia
livre do sistema, portanto, mostrando a auséncia de transicao de fase do mesmo.

A seguir descreveremos a organizacao desta dissertacao.

Comecgamos com alguns conceitos preliminares no Capitulo 2, relativos ao que serd discutido
no resto do texto. Neste capitulo encontram-se defini¢des e propriedades da teoria de grafos,
incluindo resultados sobre grafos tipo 4rvores que serdo muito usados em nossos calculos, por
exemplo, a formula de Cayley, onde damos uma demonstracdo para esse resultado que nos permite
contar o namero de arvores com veértices no conjunto {1,2,...,n}. Na se¢do seguinte do mesmo
capitulo demonstramos a existéncia da pressdo (equivalentemente da energia livre, pois estas
diferem por uma constante) no limite termodinamico e a sua independéncia das condicoes de
fronteiras, para um modelo particular conhecido como modelo de Ising, mas os argumentos
usados podem ser facilmente generalizados para modelos bem mais gerais, onde em particular
a interacdo entre as particulas ndo precisam ocorrer entre vizinhos mais préximos, mas cujo
alcance seja finito. Na proxima secdo, demonstramos uma importante identidade grafo-arvore,
conhecida como identidade de Penrose, e usando-a demonstramos um recente resultado, obtido
no trabalho de Procacci e Yuhjtman [20], que fornece uma cota superior para uma soma sobre
grafos conexos em termos de uma soma sobre arvores.

No Capitulo 3, baseados essencialmente em [7] e [19], discutimos um dos modelos de expansao
em polimeros que merece destaque, o modelo de gds de polimeros abstrato. Trata-se de um
modelo que tem um papel fundamental em mecénica estatistica e teoria dos campos, pois
inimeros modelos nessas areas podem ser reformulados a partir deste. Discutimos os critérios
de convergéncia para a série da pressao desse modelo, a saber os critérios de Kotecky-Preiss,
Dobrushin e, por fim, o critério de Fernandez-Procacci. Ainda no Capitulo 3 consideramos
aplicacoes da expansdo em polimeros, baseados nas ideias discutidas para o modelo de gas de
polimeros abstrato, em modelos como o modelo gas de subconjuntos finitos na rede e o modelo
de Ising no regime de altas temperaturas.

No Capitulo 4, fazemos uma anélise de modelos de spins limitados na rede Z¢ e, sob certas
hipéteses, obtemos um critério para a analiticidade da pressdo nesses tipos de modelos, este
resultado é expresso no Teorema 4.1.

Por fim, no Capitulo 5, usamos a expansao em polimeros, através do critério de Fernandez-
Procacci para a convergéncia da série do logaritmo da funcao de particao, bem como a identidade
grafo-arvore obtida na Proposigdo 2.2 e obtemos um resultado, expresso no Teorema 5.1, que
nos da a analiticidade da energia livre do modelo Blume-Emery-Griffiths (BEG) na regido de
pardmetros chamada de desordenada. Este resultado trata-se de uma contribuicao original

desenvolvida nesta dissertacao.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capftulo estabelecemos alguns conceitos bésicos necessarios ao desenvolvimento desta
dissertagdo. Inicialmente, daremos algumas definigoes e propriedades sobre grafos, em seguida,
provaremos a existéncia da pressdo no limite termodindmico. Por fim, usando a identidade
de Penrose, demonstraremos uma identidade grafo-arvore, obtida no trabalho de Procacci e
Yuhjtman [20], que permite substituir uma soma sobre grafos conexos por uma sobre grafos tipo

arvore, que é melhor sob o ponto de vista de contagem.

2.1 Grafos

Defini¢cao 2.1. Um grafo G é um par (V,E), onde V. = V(G) é um conjunto enumeravel,
chamado conjunto de vértices de G e E = E(G) = {{z,y} : x,y € V,x # y} é o conjunto de elos

(ou arestas) de G.

Defini¢ao 2.2. Um grafo é dito simples quando ndo possui elos paralelos (mais de um elo entre
dois vértices) nem lacos (elos cujos extremos estejam no mesmo vértice). Um grafo que nao é

simples chama-se multigrafo.

Definicao 2.3. O nimero de vértices em um grafo é chamado de ordem do grafo e ao numero

de elos chamamos dimensao do grafo.

Na Figura 2.1 ilustramos a representacdo geométrica do grafo G = ({1,2,3,4,5},
{{1,2},{1,3},{2,3},{2,4},{4,5}}), de ordem e dimensao iguais a 5 e 5, respectivamente, por
meio de uma figura plana, constituida de pontos (os vértices de G) e de elos (um segmento de
reta entre x e y em V), tais que {z,y} € E(G)).

1 2
@ @

~ @

Figura 2.1: Exemplo de grafo.
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14 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Definicao 2.4. Dado um grafo G, um elo diz-se incidente em um vértice v, se v é um dos

extremos desse elo; dois vértices u e v sdo chamados adjacentes se {u,v} € E(G).

Defini¢ao 2.5. Dados dois grafos G ¢ G'. Dizemos que G’ é um subgrafo de G e que G é um
supergrafo de G’ quando V(G') C V(G) e E(G') C E(G). Por sua vez, chamamos de subgrafo de
G induzido por um subconjunto de vértices V’, as vezes denotado por G[V'], o subgrafo obtido
de G ignorando o subconjunto de vértices V(G) \ V' e, consequentemente, os elos incidentes a
eles. A Figura 2.2 mostra um exemplo de um subgrafo do grafo da Figura 2.1, induzido pelo
subconjunto de vértices {1, 2,3}, ou seja, G[{1,2,3}].

1 2
@ (]

e
3
Figura 2.2: Exemplo de subgrafo do grafo da Figura 2.1.

Defini¢ao 2.6. Dizemos que um grafo G é rotulado em vértices (ou elos) quando a cada vértice
(ou elo) estiver associado um rétulo. A Figura 2.1 exemplifica essa defini¢ao, onde os vértices do

grafo estdo rotulados através de nameros naturais.

Definicao 2.7. Denominamos por grafo completo de ordem n e denotamos por K, um grafo com
n vértices dois a dois adjacentes. Por outro lado chamamos de grafo nulo (ou wazio) de ordem n,
denotado por N,, um grafo com n vértices dois a dois ndao adjacentes, em outras palavras, sem

nenhum elo (Veja Figura 2.3).

Figura 2.3: Um grafo completo K¢ e grafo nulo ou vazio Ng.

Definicao 2.8. Designa-se por grafo complementar de um grafo G e denota-se por G, um grafo
com o mesmo conjunto de vértices de G tal que dois vértices sdo adjacentes se, somente se, eles
nao sao adjacentes em G. A Figura 2.4 abaixo, mostra um exemplo de grafo complementar de

um grafo dado G.

Ao conjunto de todos os grafos rotulados com n vértices (ordem n) denotaremos por G,.
Sendo C a relacdo binaria definida em G, tal que G; C G4 se, somente se, (G; é subgrafo de
G2, pode-se concluir que (G,, C) é um conjunto parcialmente ordenado. Neste conjunto o inico
elemento maximal, com respeito a relacdo C, é o grafo completo K, enquanto o Gnico elemento
minimal é o grafo nulo N,. Dois grafos sdo comparaveis, segundo a relacdo C, se um é subgrafo

do outro. Note que, se G € G, \ {Kn, Ny}, G e G nio sdo comparaveis.
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N A

Figura 2.4: Grafos complementares.

Q)

Defini¢ao 2.9. Dado um grafo G e um vértice v € V(G), diz-se grau ou valéncia de v e
denotamos por deg(v), o numero de elos de G incidentes em v. O grau méaximo dos vértices de
G é denotado por A(G) e o minimo por §(G). Um vértice de grau 1 é chamado uma folha do
grafo.

Defini¢ao 2.10. Um grafo ¢ dito ser regular (de grau r ou r-regular) quando todos os seus
vértices tém o mesmo grau (r). Por exemplo, a Figura 2.5 mostra um grafo 3-regular (O grafo

K¢ na Figura 2.3 é outro exemplo de grafo regular, nesse caso de grau 5).

Figura 2.5: Grafo 3-regular.
Dados dois grafos G e H, a uniao desses dois grafos, GU H, é o grafo
GUH = (V(G)UV(H),E(G)UE(H))
e a intersecdo de G ¢ H, denotada por G N H, é o grafo
GNH=(V(GnNV(H),EG)NEH).

A partir disso é possivel particionar um grafo G em grafos Gy = (V1, E1), ..., Gy, = (Vi, Ex) se
G = U?ZlGj e G;NG; = @ para i # j, onde @ representa o grafo dado pelo par (&, @).

Com isso podemos definir um grafo conexo.

Definicao 2.11. Um grafo G é dito conexo quando a tnica particdo que ele admite é a trivial,

ou seja, G = G U @. Caso contrario, dizemos que o grafo ndo é conexo ou desconezo.

Uma outra maneira de dizer que um grafo é conexo é dizer que, qualquer par de vértices esté
conectado por um caminho (conjuntos de elos) ao longo do grafo. Caso um grafo G nao seja
conexo, podemos construir uma particao de G em subgrafos que sejam conexos. Isso é expresso

na préxima definicgo.

Defini¢dao 2.12. Um subgrafo de um grafo G é dito uma componente coneza (ou simplesmente
uma componente) de G, se ¢ um subgrafo conexo maximal, no sentido que, sendo induzido pelo

conjunto de vertices V', para todo x € V(G) \ V', o grafo G[V' U {z}] ndo ¢é conexo.



16 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Chama-se de passeio em um grafo G, entre os vértices u e v, a qualquer sequéncia de vértices

e elos (ndo necessariamente distintos) da forma

u = vq, {Uh vz},vz, vy Uk—1, {kahvk}, Vg = .

Aqui, u é dito vértice inicial e v vértice final do passeio. Chama-se de trajeto em um grafo G,
entre os vértices u e v, um passeio no qual nao exista elos repetidos (podendo haver vértices
repetidos). Um caminho em G, entre os vértices u e v, é um trajeto entre v e v no qual nao
exitem vértices repetidos (exceto possivelmente o primeiro e o dltimo). Um trajeto fechado, onde
o vértice inicial coincide com o final, é chamado de circuito e se os inicos vértices que coincidem

no trajeto fechado sao os iniciais e finais, entdo chamamos este trajeto de ciclo.

Definicao 2.13. Dado um grafo G, dizemos que G é bipartido, quando podemos particionar
o conjunto de vértices de G em dois subconjuntos V' e V" de modo que ndo exista elos entre
qualquer par de vértices de V/ nem entre qualquer par de vértices de V" e que todo elo de G
conecta um vértice de V/ com um de V" (veja Figura 2.6). Um tal grafo bipartido ¢ usualmente

denotado por G(V', V" E), onde E é seu conjunto de elos.

Figura 2.6: Exemplo de grafo bipartido.

A préoxima defini¢do nos da uma classe de grafos conexos muito usada ao longo da dissertacgao

e que é também uma classe especial de grafos bipartidos.

Definigao 2.14. Os grafos conexos que ndo possuem ciclos (aciclicos) sdo denominados drvores.
Por sua vez, chama-se floresta a todo grafo aciclico constituido por componentes conexas que

sao arvores.

arvore floresta

A seguir, temos um teorema que caracteriza grafos do tipo drvore. Mas antes provaremos um

lema a ser usado na demonstracao desse teorema.

Lema 2.1. Seja G um grafo conexo de ordem n. Entio, G possui ao menos n — 1 elos.
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Demonstragao: Faremos por inducao em n: Se n = 1, temos que G ndo possui elos e vale a
afirmagdo. Supondo agora que seja verdade para grafos conexos com niimero de vértice menor
que n, devemos mostrar que vale para um grafo conexo com n vértices, seja H esse grafo. Ao
tirarmos um vértice de H temos dois casos a analisar: o grafo resultante ainda permanece conexo
e assim teriamos um grafo H' com niimero de vértices n—1 e, por hipotese de indu¢ao, H' possui
no minimo (n — 1) — 1 elos e, consequentemente, H deve ter no minimo n — 1 elos. O outro caso
é se o grafo resultante nao for conexo. Nesse caso consideramos as componentes conexas de H,
digamos que existam k. Sejam nq,...,n; 0 nimero de vértices em cada componente, é claro que
n; < n e, pela hipdtese de indugao, a componente ¢ terd no minimo n; — 1 elos. Ao somarmos
todos esses elos, temos ny +ng+ ... +np —k =n—1—k e olhando de volta para H, o vértice que
foi retirado estava conectado a cada componente por no minimo k elos. Logo, H tem no minimo

n—1—k+k=mn—1elos e segue a afirmagio do lema.

Teorema 2.1. Seja T um grafo. As sequintes condigdes sdo equivalentes:
1) T é wma drvore;
2) T € conezo e possui |V (T)| — 1 elos;

3) T nao tem ciclos, mas acrescentado um elo a T obtém-se um unico ciclo.

Demonstragao: Vamos mostrar inicialmente que 1) = 2) : Por defini¢do de arvores, temos
que T é conexo. Agora procedemos por indugao em |V(T)|. Se |[V(T)| = 1, temos que T
possui 0 = |[V(T)| — 1 elos. Supondo que a afirmacao é verdadeira para grafos arvores com
nimero de vertices menor que |V(T)|, devemos mostrar que vale também para arvores com
|[V(T)| vértices. Com efeito, como 7' é uma arvore, a retirada de um elo {u,v} € E(T) divide
T em duas componentes conexas que sdo também &arvores, digamos 17 e T», cujos respectivos
conjuntos de vértices tém cardinalidade menor que |V (T')|. Por hipétese de inducao, 77 possui
|[V(T1)| — 1 elos e Ty possui |V(T2)] — 1. Por sua vez, |E(T)| = |E(Th)| + |E(T2)| + 1 =
(V)] = 1)+ (V(T)| = 1) +1 = [V(T)| - 1.

Mostremos agora que 2) = 3) : Suponha que T possui ciclos. Entao deve existir um par
de vértices que sao ligados por mais de um caminho. Desta forma, retirando-se um dos elos em
um dos caminhos entre esse par de vértice, sobrariam |V (T")| — 2 elos o que nao é suficiente para
que T seja conexo e, portanto, T' nao pode conter ciclos. Note que provamos também que nao
pode existir, sob as mesmas hipoteses, mais de um caminho ligando dois vértices. Isso nos leva
a concluir que, se houvesse mais de um ciclo ao se adicionar um elo {u,v} em T, deveriamos
ter também mais de um caminho ligando u e v quando considerassemos T\ {u,v}, o que nao
acontece.

Por fim, para 3) = 1), basta mostrar que 7' é conexo. Mas se esse nao fosse o caso, ao
adicionarmos um elo ligando duas componentes conexas, ndo gerariamos um ciclo contrariando,
assim, a hipotese 3).

]

O resultado que enunciaremos a seguir é conhecido como formula de Cayley e tem grande
utilidade pois nos permite calcular a cardinalidade do conjunto de todas as arvores com vértices

em {1,...,n} que denotamos por 7,,. Essa formula foi introduzida em 1889 por Arthur Cayley e,
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na literatura, existem varias demonstracoes para ela. Aqui daremos uma demostracao devido a
Priifer [23].

Teorema 2.2. (Férmula de Cayley (1889)). Seja T, o conjunto de todas as drvores com vértices
em [n] ={1,...,n}. Entao,
#T, =n" 2.

Demonstragao: (Prifer, (1918)). Seja & o conjunto de todas as sequéncias numéricas da
forma (t1,t2,...,tn—2), com t; € {1,...,n}. Temos, pelo principio multiplicativo, que existem
n"~? sequéncias dessa forma em 3. Basta construirmos uma bijecdo entre S e T, e o resultado
segue. Para calcular a sequéncia de Priifer f(T') para uma arvore rotulada 7', iterativamente
delete a folha com menor rétulo e acrescente o rétulo vizinho a sequéncia. Depois de n — 2
iteracoes sobrara apena um elo e temos produzido uma sequencia f(7') de comprimento n — 2.

Para a arvore abaixo, por exemplo, a sequéncia correspondente é 744171, e o elo que sobra é

{1,8).

Para provar que f é uma bijecdo, provaremos que a sequéncia pode vir apenas de uma
arvore e que toda sequéncia surge dessa maneira. Suponha que em cada passo, ao calcular f(7),
marcamos a folha deletada como “encerrado”. Seja S o conjunto de folhas restantes na arvore;
estes sdo vértices nao encerrados cujos roétulos nao aparecem no resto da sequéncia, devido o
processo de construgdo. A proxima folha deletada é o menor nimero que estd em S. Assim
podemos recuperar a arvore 1" da sequéncia a = f(7') como segue: comecando com o conjunto
de vértices [n] e sem elos. No passo i-ésimo, seja x o rotulo que aparece na posigao i de a.
Seja y o menor rétulo que nao aparece nas posicoes depois da i-ésima e que ainda nao foi usado.
Adicionamos o elo {y, z} e marcamos y como “encerrado”. No passo n—2, unimos os dois veértices,
que ainda ndo foram encerrados, por um elo.

Temos provado que se estes n — 1 elos formam uma arvore T, entao a = f(T), pois
determinamos os elos que devem ter sido deletados de T' em cada passo. Para ver que os
elos formam uma &rvore, note que comegamos com um grafo (o grafo ndo trivial) em que toda
componente tem um vértice ndo encerrado. Em cada passo, adicionamos um elo unindo vértices
em componentes distintas e marcando-o como encerrado; isso reduz o niimero de componentes em
1 e deixa um vértice ndo encerrado em cada componente. O tltimo elo une as duas componentes
remanescentes. Assim, produzimos um grafo com n — 1 elos e apenas uma componente, ou seja,
uma arvore. Provamos assim que esse procedimento reverso ¢, de fato, f~!, e isso conclui o

teorema.

2.2 Existéncia da pressao no limite termodinamico

Nesta se¢do provaremos a existéncia da energia livre no limite termodinamico e, sem perda

de generalidade, vamos nos restringir ao modelo de Ising.
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O modelo de Ising foi proposto em 1920 por Wilhelm Lenz [12] como um modelo matematico
para descrever a transigdo de fase em materiais ferromagnéticos, tais como Fe, Co e Ni, descoberta
por Pierre Curie, em 1895. Para tais materiais existe uma temperatura 7., chamada de
temperatura de Curie, abaixo da qual ao aplicarmos um campo magnético no material ele fica
permanentemente imantado, mesmo ap6s a retirada do campo magnético, o que nao acontece
para temperaturas acima de T.. KEstes dois regimes correspondem as fases ferromagnética e
paramagnética, respectivamente. FEste modelo foi resolvido em uma dimensdao em 1925 por
Enerst Ising [10], aluno de doutorado de Lenz. E, desde entao, ele recebe o nome de modelo de
Ising. Ising concluiu que a energia livre no limite termodindmico é analitica nos seus parametros,
portanto o modelo ndo apresenta transicdo de fase, uma vez que esta pode ser definida como a
nao analiticidade da energia livre em relacao aos parametros que a define. Baseado neste fato,
Ising concluiu que o mesmo valia para toda dimensao (portanto que o modelo nao era adequado
para descrever os materiais ferromagnéticos), o que foi mostrado nao ser verdade para dimensao
maior ou igual a dois, por Rudolf Peierls [1&], em 1936. A partir de entdo este modelo se tornou

o modelo de mecanica estatistica mais estudado na descricdo do fendmeno de transicao de fase.

No modelo de Ising a rede cristalina é modelada por Z¢, ou seja, em cada sitio da mesma
existe um atomo, cada dos quais interage apenas com os seus vizinhos préximos, através dos seus
spins (ao dtomo o sitio i € Z¢ associamos a variavel aleatoria w; € {—1,1}, representando os
dois possiveis estados do spin do 4tomo). Se os 4tomos de uma amostra estdo num subconjunto
A C Z%, entdo uma configuracio w dos seus spins é um elemento de Qp = {—1, 1}A. Se em cada
sitio de A tivermos um campo magnético externo h € R, entdo a energia ou Hamiltoniano de

uma configuracao w com condigoes de fronteira livre, denotada por HIQ s (W), é definida como

HAﬁh ):i=—0 Z wzw]—thl, (2.1)

{ij}eE €A
lli—jlI=1

onde 8 € o inverso da temperatura. Neste caso ndo consideramos a interagio entre os atomos de
A e A°. Se o quisermos fazé-lo, temos que especificar os spins na fronteira de A, denotada por
OA, onde OA = {j € A : ||j —i|l1 = 1,Vi € A}. Em particular, se w; = n;, para todo i € JA,
entdo a energia de uma configuracao w com condigao de fronteira 1, denotada por HX; 5, p(w), é
definida como

HX;B(W) HAﬁ Z wilj . (2:2)

ze'A j4€8A
lli—sll=1

A pressao do modelo de Ising no volume A com condicao de fronteira arbitraria #, denotada
por wf, ghr € definida como
¢}J€5,h = (log Zf;57h)/|1\\,

onde
#
Zf;/ih = E : e i)

wENA

é chamada de func¢do de particio do modelo de Ising. A pressdo do modelo de Ising no limite

termodindmico, denotada por @bgh, é definida como
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#
Y%, = lim 108 Z:5.n
B:h AﬂZd ’A‘ ’
onde no limite acima, } denota que o limite é tomado no sentido de van Hove, ou seja, tomamos
uma sequéncia (A,), satisfazendo A, C Apy1, Ups1A, = Z% e lim, oo |B‘IXA|”‘ = 0, onde

OmA={i € A : 3 j ¢ A j~ i} (veja [7]). Um exemplo simples de sequéncia que satisfaz

essa definicdo é a sequéncia de caixas B(n)={-n,...,n}%

Teorema 2.3. No limite termodindmico, a pressao
#(8,h) == lim o7 (B, h
,l/} (57 ) AﬂZd w/\ (/87 )

estd bem definida, independe da sequéncia A convergindo para Z no sentido de van Hove e do

tipo de condi¢oes de fronteira.

Demonstragao: Faremos a demonstracao do teorema inicialmente para condicées de fronteira
livre e um tipo de sequéncia de subconjuntos de Z? e, em seguida, generalizamos para condicdes
de fronteira qualquer e qualquer sequéncia convergindo a Z¢ no sentido de Van Hove.

Comecaremos entdao mostrando a existéncia do limite

lim % h
DnfZ4 ¥p, (8, 1),
onde, por definicio, D,, = {1,2,...,2"}¢ e @ significa condi¢bes de fronteira livre. Omitiremos
o par (8,h) a titulo de simplificar a notacao. A ideia é mostrarmos que a pressao associada a
caixa Dy fica “proxima” da pressao associada a caixa D,,. Para isso, decompomos D, em

d
24 translacoes disjuntas de D,, e as denotamos por DS), D,(f), vy D,(f ) (veja Figura 2.7, extraida

de [7]).

Figura 2.7: Particao da caixa D,1 em 2d translacoes de D,,.

Desta forma, para uma configuracdo w em D,y 1, podemos escrever sua energia

correspondente por

2d
@ _ 1]
HDn+1 - Z HD“) + R,
i=1 "
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onde R, representa a energia de interagdo entre pares que pertencem a caixas distintas. Agora,

observando que cada face de D,,1 contém (2"T1)4~1 pontos (a drea da face), podemos controlar

o termo de fronteira fazendo |R,(w)| < Bd(2"+1)?~1. Logo,

24 od
+1\d—1 %] o T1vd-1 .
B YT HD G < HP < Bd2M ) YT H
=1 " =1 "
Usando a desigualdade da esquerda, obtemos uma cota superior para a funcao de particao
_HZ
Z%n+l = EWEQDn+1 € Prt1 (W); a Saber

2d
(n+1)(d—1)
Z%n+1 < P2 Z Hexp (—Hg(i) (w)) .

weﬂDn+1 =1

Usando a decomposigao feita em D, 11, podemos substituir a soma nas configuragoes, que aparece

na equacio acima, por 2¢ somas sobre w(®) ¢ D,(f ) ¢ distribui-las nos blocos correspondentes,

24 od
> ew(-m@) =11 X e (-, @) = (25,)"

wEQDn_H =1 =1 w(i)GQDg)

%]
D, ®

d . .
agora que Hgn+1 < pd(2rt)yd-t 4 2?21 Hgm, podemos encontrar uma cota inferior para a
n

onde na ultima igualdade usamos que Z = Z% , para todo ¢. De maneira similar, usando
n

funcao de particdo Z%n+1 e teremos, desta forma,

—Bd2(n (A=) 1 27 o Bd2(n+D(d=1) 1o \2¢
€ (ZDn) SZD,LHSQ (ZDn) :

Aplicando o logaritmo, dividindo por |Dy, 1| = 24"*D e fazendo n suficientemente grande,
concluimos que

Wy . —vp | < pd2= ),

n+1

Isto implica que w%n é uma sequéncia de Cauchy: para todo n < m,

V5, — VB <8d Y 27F = pd 27,

k=n-+1
Portanto, limp, 474 w%n(ﬂ, h) existe e o denotaremos por .

Vamos considerar agora uma sequéncia arbitraria A, f+ Z¢ Fixamos algum inteiro k e
consideramos uma particio de Z? formada por uma translacio de blocos Dy, como anteriormente,
que sejam adjacentes e disjuntos. Para cada n, consideremos uma cobertura minima de A,, (veja

Figura 2.8) por elementos D,ij) da particdo, e seja [A,]=U; D,(Cj).

Pela desigualdade triangular,

g, — vl < WF, — &+ 10f., — 5|+ W, — vl (2.3)
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[An]

Figura 2.8: Cobertura de A,, por translagoes de Dj.

Fixando € > 0, como w%k — 1 quando k — oo, existe kg, dependendo de 3, h e €, tal que

5, — ¥l < 3, (2.4)

para todo k > kg.

Para wﬁ\n], podemos escrever

%)
J

onde o termo de fronteira |[W,| < B%d(?k)d_l = Bd27%|[A,)]|, com Wgﬂ' sendo o namero de

caixas necessarias para cobrir A,,. Portanto, existe um k; (dependente de 8 e €) tal que

€
o)

VR, — VB, < Bd2 < 2

(2.5)

para todo k > k1. A partir de agora fixaremos k > max{ko, k1}.

Escrevendo A, =[A,]\A, e observando que

Hing = Hal=1=8 Y wwj—h Y wil < @2dB+[h])|A),
{t.j}eénn00n, i€ln
ou seja,
—(2dB + |h])| An| + Hyp,, < Hip,) < (2d53 + [h])|An| + Ha,.
Portanto,

Zﬁ\n]: Z e—Hfin](w) < Z e—Hﬁ’n(w) Z o(24B+R])| A

WGQ[An] wEQAn UJ’EQAn
UJIEQA”

22 LABHADI A gl

n

29 (dBtHAITI0E) A
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De maneira similar, podemos obter uma cota inferior para ZﬁX | a saber,
@ —(2dp+|h|—log2)|An 1o}

Z3 e (2dp+|h|-log2)| An| < Z[An]'

Como —(2dfS + |h| + log2)|An| < —(2dB + |h| — log 2)|A,|, temos que

25 e~ CAFIHIEDIAN < 78 | < 78 B HoED A

De onde tiramos que,
—(2dB + |h| +10g 2)| Ay | 4 log ZF < log Z?An] < (2dB + |h] 4 log 2)| Ap| + log ZF .

)

Observe que a cada vértice na fronteira de A,, podemos associar um bloco D,(cj de maneira que

A, possui no méaximo |0 A,,||Dg| vértices. Desse fato, e dividindo a expressdo acima por |A,|,

temos

" A,||D A 9" A,||D

| Anl " Anl | A |An| "

Note que ' ‘

B 0 Y Y [ R 2 W 1=

T Al T A Anl

e como estamos tomando sequéncias que convergem para Z% no sentido de Van Hove, ou seja,
limy, 00 |6;Z£|"‘ = 0, temos que % — 1 quando n — oo. Com isso, segue que, para n

suficientemente grande,
|1/}[%n - wﬁ\n]‘ <

€
3 (2.6)
Portanto, combinando as equagoes (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6), temos que

[y — bl <e

e temos provado o teorema para uma sequéncia arbitraria A, f Z¢, com condicdes de fronteira
livre. Resta apenas mostrar que para uma condicdo de fronteira qualquer o resultado também é

verdade.

Consideremos A € Z% arbitrario e 7 uma condicio de fronteira qualquer. Podemos escrever
o Hamiltoniano em A, sob a condicdo de fronteira 7, em termos do Hamiltoniano em A com
condicoes de fronteira livre, olhando apenas as ligacGes internas a A e adicionando um termo que

é da ordem da fronteira de A. Em outras palavras,
H} = HY + Ra,

onde Rj, analisando como anteriormente, é tal que |Rp| < 2dB|0™A|. Assim, concluimos

facilmente que
—B2d|0"" A rp @ n B2d|0"" A| @
e PN 7D < 7} < P2IOTNZT

E aplicando isso para cada subconjunto A que converge a Z% no sentido de Van Hove, concluimos
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que limy7a Y7 =lim Az Y% = 1. Isso conclui o teorema.
]

Na secao seguinte demonstraremos uma identidade, conhecida como identidade de Penrose,

que tem um papel muito importante para a teoria ao se estimar a soma sobre grafos conexos

S I Ve -y,

9€Gn {i,jIeEy

Em seguida enunciaremos e provaremos um outro resultado que permite limitar a soma sobre
grafos conexos por uma soma sobre arvores, o que é conveniente do ponto de vista de contagem,
uma vez que o namero de grafos conexos é maior do que o de &rvores. Com o intuito de
demonstrarmos essa identidade, comecaremos estabelecendo algumas notagoes e obtendo alguns
resultados particulares que nos levarao a obter a identidade em questao. Esse resultado para
a soma sobre grafos serd usado em outras partes da dissertagao com destaque para o Capitulo
5, onde discutiremos o modelo Blume-Emery-Griffiths e apresentamos um resultado a respeito

deste modelo.

Denotemos por [n] o conjunto {1,2,...,n} e E,={{i,j} : i,j € [n],i < j}. G, denotara
o conjunto de todos os grafos conexos com vértices no conjunto [n], T;, as arvores rotuladas
com vértices em [n] e E, os elos de g € G,,. Note que, (G, C) é parcialmente ordenado onde
g C g’ se g & um subgrafo de ¢', isto ¢, E; C Ej. Dados g,¢' € Gy, com g C ¢/, o conjunto
9,91 ={¢" € G, : g C ¢" C ¢’} é chamado um intervalo em (G, C).

Provaremos a identidade de Penrose a seguir, baseados na existéncia de um mapeamento de

T, para G,, chamado de particdo esquema .

2.3 Identidade Grafo-arvore de Penrose

Definicao 2.15. Um mapeamento M : T,, — G,, é chamado uma parti¢ao esquema do conjunto

G, se, para todo 7 € T),, tivermos 7 C M (7) (como subgrafo) e G,, = Urer, [T, M (7)].

Teorema 2.4. (Identidade Geral de Penrose ) Sejam V um potencial em pares e n > 2. Seja
M : T, — G, uma particio esquema de Gp. Entdo, para todo (x1,...,x,) € 29, a sequinte

tdentidade € vdlida,

-8 > V(xi,xs)

Z H (e AV @izi) _ 1) = Z H (e BV izs) _ 1)e €PN \Er

gEGH {i,j}E€E, €T, {i,j}EES

Demonstragao: Seja Vj; = BV (x;,2;). Uma vez que M é uma particdo esquema, temos
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Gpn = Urer, [1, M(7)] e assim

2. 1l

9€Gn {i,j}EE,

7,]_1

7,]_1

> > Il

TE€Ty, ge[r,M(7)] {i,j}E€E,

onde em (2.7) usamos o fato que a cada grafo g esta associado um conjunto de elos E.

> I et-n ¥ I et
T€T {i,j}€ B, g€(r, M (7)) {i,j}€EG\E>
I -1 > II -1 (@7
7€ {i,j}€E- ECEM<T>\E7— {i,j}€E
> Il - I e -1)+1
7€y {i,j}€E; {z,j}EEM(T)\ET
Z H (efvij — e 2 i By )\ Er Vij’
T€Tn {i,j}€E;
|

Decorre desse teorema o seguinte resultado,

Corolario 2.1. Sejam V' um potencial em pares e n > 2. Seja M : T, — Gy, uma particdo

esquema de G,. Entao, para todo (x1, ...,

> I «

g€Gn {1, j}EEg

—BV (xj,x5) _

T,) € 79" a sequinte desigualdade ¢ vdilida,

V(wi@j)

)

<> 1l ( e xz’%)l) R

T€T {i,j}€E,

onde Ef = {{i,j} € E; : V(x;,2;) > 0}.

Demonstracao:

temos

> 11

gEGn {i’j}eEQ

(e*V” -1

=2 1l

Usando a identidade do teorema anterior, ainda fazendo Vi; = BV (x4, x;),

e 2tig)e By (ry\Br Vid (2.8)

€T, {i,j}€E;

Como E; = EfU(FE; \ E), obtemos que

II I -

{i,5}€E;

Observando agora que, se {i,j} €

[T ™= I [l -1
{ijyeEs {i,jYeEN\ET
IT a-e%) JI % -1
{ijyeEf {i,j}EENET
I[[ t-cV) T @-éu)es
{i.jyeES {ijYeE\ET
H (1-— eiVU) H (1- ev”') H e Vi,
{ij}eBs {i,j}eE\ES {i,j}YeENES

Ef, temos Vi

-, = |Vij| e que, por outro lado, se
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{i,j} € E; \ EF, temos que V;; = —|V;;|. Chegamos na seguinte expressao
H ‘(e*Vu ~-1)] = H (1 — e Val) H (1 — e 1l H e Vii
{i.j}eb- {ig}eBs {igyeB\EF {ijYeE\EF
— H (1 — e Vasly H e Vii
{ij}eE; {i,jYeBNET
- H (1—e Vislye™ 2tigyennst Vi (2.9)
{i,j}€Er

Uma vez que (Epy(r) \ Er) U (E- \ Eff) = Enry \ B, vale que

_ - . Vis -, + Vij
e i jyer\BF Vwe 2 (Y (r)\Br Vi _ e TlaYeBEN(n\ET Y (2.10)

Substituindo (2.9) e (2.10) na expressao do lado direito da desigualdade (2.8),

Z H e - Dle: FDeE e Z H (1—eMilye 2 idye By () \BY Vij’

€Ty {i,j}€E, T€Th {i,j}€E-

concluindo a afirmacao do corolario.
]
Nosso objetivo agora é encontrar um tal mapeamento particao esquema M do conjunto G,

de modo que possamos limitar o termo

exp =B Y V()
{ivj}eE]VI(T)\Ei
Em geral, nao é facil verificar se um mapeamento M : T,, — G, é uma particdo esquema.
Entao construiremos tal mapeamento a partir de um mapeamento auxiliar 7' : G,, — T}, ¢

baseados na seguinte proposigao:

Proposicao 2.1. As sequintes afirmacgées sio equivalentes:

1. Emistem dois mapeamentos
Gn 5T, e T, 2L G,

tais que T~ (1) ={g € G, : 7 C g C M(7)}, para toda T € T,,.
2. M ¢ uma particio esquema de G,,.

Demonstracio: Vamos mostrar inicialmente que 1 == 2. Temos que g € T~1(T(g)) o
que implica T(g) C g, para todo g € Gy,. Em particular, qualquer arvore 7 € G, e, portanto
T(7) € 7. Como ambas sdo arvores, temos necessariamente que T(7) = 7, ou seja, 7 € T~ (7).
Esta relacdo implica 7 C M(7) e que T é sobrejetiva, assim os intervalos T~!(7) sdo ndo vazios e
Gy = Urer, T7Y7) = Urer, [1, M(7)]. Da Definigdo 2.15, temos que M é um partigdo esquema
em G,,.

Mostremos agora que 2 = 1. Supondo M : T, — G, uma particdo esquema, temos
que Gy, = Urer, [T, M(7)]. Assim, para cada g € G, existe uma tinica arvore 7 € T), tal que
g € [7,M(7)]. Basta definir 7" : G, — T}, de modo que T'(g) = 7,Vg € [7, M(7)]. ]
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Construiremos inicialmente o mapeamento T : G,, — T),.

Para (z1,...,4,) € Z% fixada e um potencial em pares V, munimos F, de uma relagio
de ordem total dizendo que {i,j} > {k,i} = V(zj,2z;) > V(a,2;). Usando esta relacao,
podemos associar a cada grafo g € G, uma arvore geradora minima 7'(g) baseados no algoritmo
de Kruskal. Por esse algoritmo, T'(g) é a arvore gerada de g escolhendo seus elos no conjunto
E, tal que, a cada passo, escolhe-se o elo de menor peso, através da relacao >, de modo que nao
tenhamos ciclos. Caso tenhamos elos com mesmo peso, escolhe-se aquele cujo indice lexicografico
seja o menor. Na Figura 2.9, supondo que V1 < Vi < V3 <V < V3, temos que os elos {1, 2},
{3,6} e {4,5}, no grafo conexo dado em (1), tém mesmo peso V; e escolhemos inicialmente
o elo {1,2}, em seguida {3,6} e entdo escolhemos {4,5}, como mostrado em (2). Como nao
resta elos com peso Vi, escolhemos agora o de peso V5 e, uma vez que nao queremos que
hajam ciclos, devemos isolar o elo {2,6}. Agora escolhemos elos de peso V3 que, por {2,6}
nao poder ser escolhido, s6 nos resta o elo {1,4}, veja a Figura 2.9—(4). Novamente, para que
nao haja ciclos, devemos isolar os elos {2,5} e {3,5}, como mostrado em (5) da figura e, por
fim, escolhemos o elo de menor peso entre os elos restantes que é {2, 7}, como mostrado em (6).
Caso tivéssemos igualdade de pesos para elos partindo de um mesmo vértice, por exemplo {2, 3}
e {2,5} escolheriamos o elo no qual o segundo vértice tenha menor rétulo, isto ¢, {2,3}. Dito

isso, podemos dar a seguinte observacao:

(4) (5) (6)
Figura 2.9: Gerando a arvore T'(g) a partir do grafo g.

Observagao 2.1. O mapeamento T : G, — 1, associa a qualquer grafo g € G, sua arvore

geradora minima 7'(g) com relacdo > via o algoritmo de Kruskal.
Agora definimos 0 mapeamento M:

Defini¢ao 2.16. M : T,, — G, ¢é tal que M(7) é o grafo cujos elos {i,j} sdo tais que
{i,j} > {k,l} para todo {k,l} € E; no caminho de 7 até j.



28 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Assim, temos os mapeamentos entre T, ¢ Gy, e note ainda que 7 C M(7) e que T(g) C g.

Vamos verificar agora que esses mapeamentos satisfazem as hipdteses da Proposigdo 2.1.

Lema 2.2. Sejam T e M dados nas definigdes acima. Entdo, para qualquer T € T,
T r)={ge€Gn:7CgcC M(1)},

e assim, M é uma particao esquema de Gy,.

Demonstragao: Seja A = {g € G, : 7 C g C M(7)}. Vamos mostrar que T-1(7) C A e que
A C T7Y(r), obtendo a igualdade dos conjuntos.

Seja g € T~Y(r), temos que 7 = T(g) e pela observagio feita no final da definicio de M,
T(g) Cy.

Afirmamos que g C M(7). De fato, tome {i,j} € E;\ E; e e € E., qualquer elo em 7
entre ¢ e 7. Substituindo e por {7, } em 7 obtemos um grafo conexo 7" com n — 1 elos, ou seja,
uma arvore. Como, 7 € a arvore minima geradora de g, devemos ter que {i,j} > e. Assim, por
definigdo de M (1), temos que {i,j} ¢ um elo de M (1) e, portanto, g C M (7).

Por outro lado, suponhamos que g € A e T C g C M(7) e devemos mostrar que T(g) = 7.
Basta entao mostrar que T'(g) C 7 e usar o fato que ambas sao arvores em T,,. Procedemos por
contradi¢do na minimalidade de T'(g). Seja {i,j} € Ep(y)\Er e consideremos o caminho p” ({7, j})
em 7 ligando ¢ & j. Como T'(g) C M(7), temos que {i,5} = {k,l} para todo {k,l} € p"({i,j}).
Se removemos {i,j} de T'(g), a arvore T'(g) se fatora em duas arvores e necessariamente, ao
menos um dos elos de p™({i,;}) liga um vértice de uma arvore com um vértice de outra, pois
do contrario, T seria desconexa. Assim, adicionando esse elo, obtemos um grafo conexo com
n—1 elos, uma nova arvore com um elo menor que {4, j}, contradizendo a minimalidade de T'(g).
Assim, temos que Ep(,) = Er,ou seja T(g) = 7, como queriamos.

Temos as duas continéncias demonstradas e com isso M é uma parti¢cdo esquema de G,,. =

Os ultimos ingredientes para completar nosso objetivo nesta secdo sdo a defini¢do e o lema a

seguir:

Definicao 2.17. Dizemos que V(x;,x;) é um potencial estavel se existe uma funcao B(z) > 0

tal que, para todo n € N e todo (x1, 22, ..., ,) € Z%™, vale
n
> V(i) ==Y BM).
1<i<j<n i=1

Lema 2.3. Sejam V : Z4" x 74" — R U {oo} um polencial em pares estdvel com constante de

estabilidade B e T € Ty,. Entdo, para qualquer (x4, ...,x,) € Z%, vale
> V(w,z;) > —Bn, (2.11)
{Z'vj}EE]M(T)\Ei
onde M(T) € o grafo dado na Defini¢io 2.16 e Ef = {{i,j} € E; : V(x;,x;) > 0}.

Demonstragao: Denotemos V;; = V(z;,2;). Uma vez que 7 é uma arvore, o conjunto de elos
E; \ E} forma um conjunto de drvores menores que chamaremos de floresta {71, ...7}. Seja v,,

o conjunto de vértices da arvore 7, na floresta obtida.
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Assumindo que i € v,, e j € v, temos dois casos a analisar, a saber, a #be a=Db.

Se a # b, o caminho que liga 7 a j deve conter ao menos um elo e € E}. Se além disso
{i,7} € Eng(r), temos que {i, j} = e = Vi; >V, > 0 e podemos descartar esse elo pois a soma
sem ele j& é menor que o considerando.

Se por outro lado ¢ = b, o caminho ligando ¢ a j estd totalmente contido em v, .
Além disso, se {i,j} & Ep(r), deve existir ao menos um elo e € 7, no caminho, tal que
{i,j} <e = V;; <V, <0 e este elo podemos considerar na soma, pois se a desigualdade vale
com ele, que subtrai a soma do lado esquerdo, por mais forte razao serd valida sem considera-lo,
de modo que podemos somar sobre todos os elos presentes em 7.

Assim, temos que

{i.5Y€En )\ BT s=1{i,j}€vr, s=1

na segunda desigualdade usamos o fato de V ser estavel (Definigdo 3.2).
]
Agora estamos prontos para enunciar o resultado mais importante desta se¢do, cuja prova

decorre imediatamente do Corolario 2.1 e do Lema 2.3.

Proposigao 2.2. Seja V um potencial estavel com constante de estabilidade B. Entao, para todo

n > 2 e qualquer (x1,...,z,) € Z9, a sequinte desigualdade ¢ vdlida,

oI eVeE) —nl <P ST ] (1_6—6|V(mi,zj)\),

9€Gn {i,j}€E, T€Ty, {i,j}€E,






Capitulo 3

Expansao em Polimeros

Este capitulo é dedicado a discussao da técnica expansdo em polimeros que desempenha
um papel muito importante na mecénica estatistica no estudo dos fendémenos de transicao de
fase. A teoria discutida aqui é essencialmente baseada nas referéncias [7] e [19]. Iniciaremos
nosso estudo com o modelo de gds de polimeros abstrato e o trataremos em um contexto mais
geral assumindo que a interagdo entre polimeros é dada por um potencial em pares. Ele foi
originariamente introduzido por Gruber e Kunz em 1971. No artigo original, os polimeros eram
subconjuntos finitos da rede cubica d-dimensional. Em 1986, Kotecky e Preiss [11] propuseram
uma generalizacao do modelo no qual os polimeros eram simplesmente elementos pertencentes
a um conjunto enumeravel P, cuja 1inica estrutura era constituida por uma relagao simétrica e
reflexiva em P, que eles chamaram de relagdo de incompatibilidade.

No modelo do gés de polimeros, o objetivo é encontrar uma representacao da pressao como
uma série em termos dos polimeros e analisar sua convergéncia. Conhecendo a atividade de cada
polimero, buscamos critérios para controlar esta série e assim garantir a analiticidade da pressao
termodindmica do modelo. Os critérios que estudaremos nessa dissertagdo sdo os critérios de
Kotecky-Preis (KP), Dobrushin (Dob) e critério de Fernandez-Procacci (FP).

3.1 Gas de Polimeros Abstrato

Seja P um conjunto enumerédvel cujos elementos sdo chamados polimeros. Entenderemos
polimeros como entes geométricos que dependem da configuracao que estamos considerando, no

decorrer do texto esse conceito ficard mais claro. Temos entdo,
P ={v :7 éum polimero possivel}.

A cada polimero v € P associamos um nimero complexo z, que serd chamada atividade do
polimero .

Denotaremos z = {zy},ep uma sequéncia de atividades de polimeros em P e para um
subconjunto A C P, zp = {2y }en.

Um potencial em pares ¢ uma fungdo V : P x P — RU{oo}. Em geral polimeros interagem

através de um potencial em pares. A saber, a energia E de uma configuracdo de n polimeros

31
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Y1, Y2, ---, Tn € dada pela expressao

E(717727"‘777l) = Z V(7177])7

1<i<j<n

onde V'(7;,7;) € uma funcdo simétrica. Uma tal fungao induz sobre P uma relacdo Ry . A saber,
o par (74,7j) € Ry < V(vi,7;) = +oo. Uma vez que V é uma funcdo simétrica, teremos que a
relacdo induzida sera simétrica, ou seja, V (v, v;) = V(74,7) = +o0o. Para estabelecer notagéo,
se (74,7j) € Ry escreveremos v; »~ y; e dizemos que 7;,y; sdo incompativeis. Se, por outro lado,
(74,75) ¢ Ry dizemos que os polimeros sao compativeis e escrevemos y; ~ ;. Se V é tal que a

relagdo Ry & reflexiva, entdo v = v, Vy € P; ou seja, V(v,7) = +oc.
Definicao 3.1. A relacdo Ry induzida por V é dita relacdo de incompatibilidade.

Seja A C P finito e fixado (“volume” de um gés). Para z, > 0, a probabilidade de vermos a

configuragao de n polimeros (1, ...,7,) € A™ é dada por
1 L
Prob(1,...,m) = =2y 2992y, € Zagicisa Vi), (3.1)
EA

onde o fator de normalizagdo =, € a funcao de particdo gra-canénica no volume A dada por

o
1 —_ . .
EA(ZA) =1+ Z ol Z 2oy 2oy e By € Yi<ici<n V(%v”/])' (3.2)
n>1 " (y1,92,07m ) EAT

Observacao 3.1. Para (v1,72,...,7,) onde existe algum par +;,7; incompativel, temos que
Prob(vy1,7v2,...,7) = 0, ja que V(v;,7;) = +00 e portanto e~ Zasicizn V%) = . Significa que

n-uplas dessa natureza sao proibidas.

Definicao 3.2. V(v;,7;) € dito ser um potencial estavel se existe uma funcao B(y) > 0 tal que,

para todo n € N e todo (71,72, ..., ) € P"

n

> V) ==Y B (3.3)

1<i<j<n i=1
Note que a defini¢do acima nos permite, em principio, desacoplar os polimeros. Observemos
ainda que se existe algum par 7;, y; incompativel, teremos que V' (7;,7;) = 400 e a desigualdade

acima é satisfeita naturalmente. A proxima definicdo nos da uma condicdo mais forte que a

definicao anterior.

Definicao 3.3. Diremos que um potencial V'(v;,7;) é ultra-estavel quando existir uma funcao
B(v) > 0 tal que, para todo n € N e toda n-upla (y1,72,...,7n) € P", nao contendo pares

incompativeis, temos que:

> Vi) = —2B(n). (3.4)
j=2

Defini¢ao 3.4. Diremos que um potencial V'(7;,7;) é repulsivo se para todo (v,7") € P x P,

V(v,7') > 0. (3.5)
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Defini¢ao 3.5. Diremos que um potencial V(v;,7;) é puramente hard core, se a relacdo de
incompatibilidade Ry, induzida por V', é reflexiva e V(y,7') = 0 para todos os pares (v,v') ¢ Ry,

ou seja, os pares compativeis v ~ «/.

Observacao 3.2. Um potencial repulsivo é ultra estavel, pois se V(v,7') > 0, temos que
> j=a V(7i,7;) = —2B(m), bastando tomar B(y1) = 0.

Observacao 3.3. Todo potencial ultra-estavel é estével, pois

1 n 1 n n
Y. Vo) =52 [ 2V | =5 (—223@)) ==Y B, (36
1<i<j<n i=1 \ jer, i=1 i=1
i#]
onde usamos a Definigdo 3.3 para obter a desigualdade .

Note que a condigao de estabilidade implica que Z5 é (absolutamente) convergente pois,

=1
_ . V(v;,7
14 Y leullenl e Dz VO
n>1 " (y1,92,,7n) EA™

> n
1 .
I DD DN | P B EAY | P20
=1

n2l " (41,72, 7m) EAT

— 1+Z%H Z ‘Z%|€B(%:)

n>1 i=1yEN

= 1+Z% D Iz

n>1" " |y €A

= exp Z ’Z’Y ’eB(’Y)
v €A

< exp (]A]max{\zv\eB(V)}> . (3.7)
YEA

IN

n

Em particular,
|ZA(20)] < exp (\A\ ma/>\<{|zv|eB(7)}> . (3.8)
vE

Temos que a estabilidade implica que Z5(z) é analitica em todo CIAl onde |A] € a
cardinalidade de A.

Defini¢ao 3.6. Definimos a fungao pressio (no volume finito A C P) do gés de polimeros pela

expressao

1
Pp(zp) = WlogEA(zA, (3.9)

com zp := {2y }yen.

Mostraremos que Pp(zp) converge quando A — P, onde |zy| < py, com p = {py}iep

independente de A. Para isso, obteremos uma representacio formal da funcdo de particio =
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em termos de uma exponencial de uma soma, usando para isso um processo conhecido como
expansao de Mayer do fator de Gibbs e~ Zasici=n V) | Ao fazermos isso, este serd expresso
em termos de grafos com vértices no conjunto I,, = {1,2,...,n}. Ilustraremos o processo para

n = 3 e o caso geral, quando n é arbitrario, é similar.

Exemplo 3.1. (Expansio do fator de Gibbs para n = 3) Fazendo e~V (%) — 1 = fij, temos

- 2 V()

¢ 1<ii<s = I Vo= I [(e—V(%m) _ 1) + 1] = I s+

1<i<j<3 1<i<j<3 1<i<j<3

= 1+ fio+ fiz + fo3 + fi2f13 + fi2foz + fizfoz + fi2f13f23

= 1+ Z fij + Z fijfrs + H fij- (3.10)

1<i<y<3 1<i<j<3 1<i<j<3
1<r<s<3: i<r ou i=r e j<s

Podemos associar a cada termo de (3.10) um grafo com veértice em I3 = {1,2,3} e ligagdes
correspondentes aos pares {4, j} provenientes dos produtos dos f;;’s, veja Figura 3.1. A parcela

1 associamos o grafo vazio (sem ligacoes) isto é E; = (). Com isso, podemos escrever

6*21§i<,;‘<3 (vivs) Z H fU_Z H ( V(i) —1). (3.11)

9€Gs {i,j}EE, 9€Gs {i,j}EE,
[
(]
/ 3 4
1 R R /
’ Al \ A

Figura 3.1: Grafos possiveis com 3 vértices.

Para n arbitrario, de maneira analoga, temos

e~ Laci<i<n Vi) H e~V (i)
1<i<j<n
= ] a+rp)
1<i<j<n
= 14+ Y fy+ > fites++ 11 fa
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

1<r<s<n: i<r ou i=r e j<s

e podemos associar cada termo que aparece na soma acima com uma soma sobre grafos possiveis
g cujo conjunto de vértices é I, e conjunto de elos E,. Sendo entdao G, o conjunto de todos os

grafos possiveis com vértice em I, e elos Ejy, convencionando que o grafo vazio contribui com 1,

e~ Li<i<i<n Vi) — Z H ( V(i) 1) . (3.12)

9€Gn {i,j}EE,

temos
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Uma pergunta que podemos nos fazer é quantos termos existem na soma sobre grafos em

(3.12) e a resposta ¢ que existirao tantos quantos forem os subconjuntos de pares no conjunto de

g) _ n(nQ—l)

de grafos possiveis com n vértices.

vértices I,,. Como existem ( elos, existem 27 2 subconjuntos de pares e portanto

No6s podemos ainda reescrever a soma do lado direito de (3.12) apenas em termos de grafos
conexos. Para tal, iremos considerar particbes do conjunto I, em subconjuntos Iy, Io, ..., I de
modo que U?Zlfj =1I,e;NI; =0, Vi# jcom cada I; # () e olhamos para os grafos conexos

em cada I;.

Observacao 3.4. Note que cada grafo possivel induz uma particao de I, em componentes

conexas.

Definamos a funcao,

SOOI (e*V(%m‘) 1), sel|l|>1
¢TI, 1) = { 9€C1 {ij}eE, ,
1, se |Il=1

onde G denota o conjunto dos grafos conexos em I e y7 = (Y1, .-, V1))

Uma parti¢do do conjunto I,, em n subconjuntos disjuntos deve ser tal que cada subconjunto
tenha exatamente 1 elemento e deste modo ¢* = 1. Para n — 1 subconjuntos, um deles deve ter
cardinalidade 2. Digamos sem perda de generalidade que seja |[I1| =2e |[;| =1,V j=2,...,n—1.

Desta maneira podemos ver que, para particdes em n subconjuntos,

> ") (o) (I yr,) = 1.

{117[2’“-[71,}

Para todas as particoes em n — 1 subconjuntos, temos

> 6 ) T vn) et (Tnn, v,y ) = Y, (e V0 1)),

{I1,Dz,...In—1} 1<i<j<n

De modo geral, chamando II,, o conjunto de todas as particdes possiveis de I,,, podemos

reescrever (3.12) em funcao de grafos conexos da seguinte forma,

n k
6_21§i<j<n (virvs) Z H < Vi) 1) = Z Z H¢T ]»'71) (3 13)

gegn {Z7J}EE k=1 {117[27 Ik}CHn .7:1

Exemplo 3.2. (Voltando & n = 3 para soma sobre grafos conexos)

Z > H¢ Livg) = Yo" (Tun)+ Y. 6" ()" (T, )

k=1{I,I2,.. I} }CII3 j=1 I {I1,12}

+ Z ¢T(Ilv’YI1)¢T(IQ7’712)¢T(I37’713)‘

{I1,I2,I3}
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Olhando novamente a Figura 3.1, se necessario, vemos que

> ¢TI vn) = frofis + fiafas + fisfos + frafisfos,
I

> ¢TI0 (T2 v) = fiz+ fis+ fas

{I1,12}

e por fim,

> 6 )" (Tay )" (Is,vr) = 1.

{I1,12,I3}

Seguindo que a equacao (3.11) pode ser reescrita como,

6*219<]‘<3 (virvs) Z Z H ¢ ],’71

k=1{I1,I2,.. I, }€llI3 j=1

Voltando a nossa expressao geral e substituindo (3.13) na equacgao (3.2), obtemos

o0
NERISIEES SETRD SRR SN DU | (AU

n>1 " (y1,72,070) EAT k=1{I1,I2,...;}CIln j=1
Sy iy oy | S @l
7L>1 T k= 1{[1712, Ik}CHn] 1 ’Y EA‘I‘ ZGI
Seja
_ T
d)u | ZA Z ¢ ],’7[ H By = Z ¢ (Ija'yl’ ""7|Ij\)271"'27\]j|'
'YIJ'EA‘I | lel; (717-~'»’Y|Ij\)eAuj|
Fixando as cardinalidades de k subconjuntos de uma parti¢ao de I, digamos |I1| = nq,
|Is| = na,..., |Ix| = ng, temos que Z?:l |I;| = n1+ ... +ng = n. E possivel contar quantas

particOes existem com essa caracteristica. Este ntumero é dado por:

n!

Cn,nl ' Cnfnl,ng teee Cnfnlfngf...fnk,l,nk = 1 I
ning:.. Nk

Para compensar o niamero de particoes que sdo obtidas umas das outras por permutacdo de

ni,ng, ..., N, devemos introduzir o fator 1/k!. Assim,

n!

k
1
> lome =5 X H On; (20 ) T

{11712,...Ik}CHn 7j=1 ni,ng,..., ngng>1 j=1
ni+ns+...4+n=n
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Assim,

k
1 n!
H Z nl'ng'nk' Hd)nJ(ZA)
j=1

n>1 " k=1 ny,ng,...,ngin;>1
n1+n2+...+nk—n

anjz
= 1+ k.Z > H :

k>1 n=~k ], ey nying;>1 _] 1
ni+ns+...4+n=n

[o.¢] oo k
— 14 ;;‘ [Zl %SA)] . (3.14)

Observacao 3.5. Na segunda igualdade acima a troca nas varidveis dos somatoérios é possivel
A M P o0 ~ 2 .

desde que tenhamos convergéncia de cada uma das séries > ° ,(---), o que ndo é garantida

em geral. Mas no nosso caso valerd, uma vez que tenhamos condigoes de convergéncia bem

estabelecidas como é o objetivo desse capitulo.

Portanto, a equagao (3.14) nos fornece

Za(zn) = exp { 3 Onlea) } ,

onde
On(zp) = Z O (V15725 +oes V) 2y -2
(71,72, ) EA™

E obtemos assim

o0

— 1
].Og\:A(ZA) = Z —_ Z ¢T(717727 "‘7fyn)Z’Yl"'Z’Yn7 (315)

n!
n=1 """ (y1,72,...,yn) EA"

com a funcao ¢! dada por

ST (V1,1 m) = § 9ECn ij}ER, . (3.16)
1, sen=1

A equacio (3.15) tem sentido apenas para z € CF tais que a série formal do lado direito
da igualdade seja absolutamente convergente. Para estudarmos a convergéncia absoluta dessa

série, consideraremos para qualquer A, a série de termos positivos definida, para p € (0, 00)”

polidisco {|zy| < py}yea, por

no

00
1
‘IOgHA‘ ,OA = Zil Z |¢T(717727"'7771)’p71"‘p7n'

n=1 (V172557 ) EA™

Note que |logZx(zp)| < |logZEA|(pa)- Isto nos diz que se provarmos que a série de termos
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positivos converge a uma funcao p = {p,},cp teremos entdo provado que a série do log =a(2zn)

converge absolutamente e, consequentemente, converge para qualquer A no polidisco.

Definindo, para um polimero g fixado, a funcao

o0

|H|’Yo (p) = Z

n=0

1

— (3.17)

|¢T(71¢ V25 - 7n)|p71 -Pyn s

>

("}’1 7"/2»“'7'777,)67)”

teremos que, para todo polidisco {|zy| < py}yep,

o0

D

n=1

1

|log ZA|(pA) ]

67 (V1,724 - ) [ P1 -+ P

>

2.

('}’17"/27~-~7'Yn)6An

=1
ZPVOZE

|¢T(’YO7 ’ylu ey ’Yn—l)‘p»yl...p’yn_l

YoEA n=1""" (y1,72,...,yn—1)EA"!
=1
< Z Pyo Z m Z 6" (70,71, ooy Yn=1) | Py1 Py
YoeA n=1 ’ (’\/1»727“'777171)673"71
=1
= D o 2. 190wy,
/YOEA n=0 ' (’717727"'7771)67311
= D ool (p) < A sup {py[T]0 ()} -
YoEA EP
Consequentemente,
- 1 -
[Pa(za)] = W' log Zp(za)| < W' log Ex|(pa) < sup {pq [T (p)} -

Desta forma, se provarmos que a série |II|,,(p) converge para alguma fun¢ao p € (0,00

estaremos provando que |Pp(zy)]
no volume A.
A seguir discutimos um caso

estudar a analiticidade do gas de

3.2 Caso Hard Core

YoEP
)7,

converge e com isto a pressdo serd uniformemente convergente

especifico de potencial, que em geral serd o considerado para

polimeros e que aparece em muitos outros modelos.

Da Definicdo 3.5, um potencial hard core é tal que V(v,7') = 0,V v ~ 4/ e a relagdo de

incompatibilidade induzida por V : P x P — {0,000} &é reflexiva, v = 7, V v € P, em outras

palavras, V(v,7) = 0o, V. De maneira geral, na presenca de um potencial hard core temos que

se (v,7') € Ry entdo V(v,7) =

oo e escrevemos 7y ~ 7' significando que o par de polimeros é

incompativel. Caso tenhamos que (v,7’) ¢ Ry, necessariamente teremos V(v,v') = 0, dizemos

que 7y e 7/ sdo compativeis e escrevemos y ~ 7.

A fung¢io de Particdo gra-canonica para o gas hard core é dada por

Ealza) =14

n>1

Zoy e Zl§i<j§n V(visvs) .

by

(71572557 ) EA™

1
H Z’Yl Z’YZ"'



3.2. CASO HARD CORE 39

Esta funcio ¢ naturalmente inteira em C/A pois como V(v,7) > 0, tem-se
e~ Lisicjsn V(i) <1 e assim

n
_ 1 <1
IEA(zA)\SlJrZ; Z IZVIIIZWI‘--!ZM:Z; Z’Zv’ :

n>1 " (y1,72,07m ) EAT n=0  |~eA

Ou seja, |Ex(zp)| < e2rer 1l que 6 um niimero fixo uma vez que tomamos A finito.

Dado uma n-upla de polimeros (71, ...,7,) € P"™ podemos definir o grafo g(y1,...,n) € Gn
tendo elo {i,j} <= ~; » 7;, ou seja, sempre que (7;,7;) € Ry. Mais adiante provaremos um
resultado conhecido como identidade de Penrose que nos permitird, para o caso hard core com

n > 2, junto com a expressao

> (=1)Fol, se (1, 7) € G
AT (Y15 e Yn) = { 9€CGn + 9Cg(1107m) ,

07 se 9(717"'7'.)%) ¢Gn

escrever ¢ (1, ...,7n) cOmo

T (V1s s ) = (=17 > 1,

TGTnZ;(C‘rg)(;l;...,’yn)

quando g(v1, ..., Yn) € Gy. Acima, T;, denota o conjunto de todas as arvores com vértices em I,,.

Usando grafos arvores, obteremos a identidade de Penrose para um potencial hard core. Seja
T,? o conjunto de todas as arvores rotuladas enraizadas com vértices em {0, 1,2, ...,n} cuja raiz é
escolhida como sendo 0. Para cada arvore rotulada 7 € T nés podemos associar um desenho no
plano e o chamaremos drvore plana enraizada associado a 7. Obtemos o desenho de 7 colocando
os pais & esquerda dos filhos, comecando da raiz, e em seguida ordenando os filhos de cima para
baixo com ordem coerente aos seus respectivos niveis. Na Figura 3.2, as drvores com 5 vértices
(n+1=>5) (i) com elos {0,2}, {1,2}, {2,4}, {3,4}, (ii) com elos {0,3}, {2,3}, {3,4}, {1,2} e (iii)

com elos {0,1}, {0,4}, {1,2}, {1,3} o desenho das arvores planas enraizadas sdo dadas.

() (ii) (iii)
Figura 3.2

Aqui se faz necessario chamar atencio ao fato que, devido a regra de ordenamento dos filhos
de cima para baixo, as arvores planas enraizadas (i) e (ii) sdo consideradas distintas embora se
tratando de arvores seriam essencialmente a mesma, realizando uma rotacao no plano.

A partir disso, podemos definir um mapeamento m : 7 — m(7), que associa a cada arvore
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enraizada 7 € T um tnico desenho t = m(7) que é chamado drvore plana enraizada (a unicidade
advém do ordenamento). O conjunto de todas as arvores planas enraizadas com n vértices sera
denotado por 7,2 e o conjunto de 4rvores planas enraizadas com ntimero de geracio maximo igual
a k denotamos por T%*. Note que Ukzo']l‘o’k = Unzoﬁ? e a esta igualdade chamamos de 79, o
conjunto de todas as &rvores planas enraizadas. Um elemento ¢ € 7,2 pode ser visto ainda como
uma classe de equivaléncia no conjunto T com a seguinte relacio: dados 7,7' € T | diremos
que eles sao equivalentes se produzem a mesma arvore plana. Sendo assim, quando escrevermos
7 €t,onde t € T, significard que 7 ¢ o elemento do conjunto de todas as arvores rotuladas em
T? que produzem a mesma arvore plana enraizada em T,0.

Outra maneira de definir uma relacio de equivaléncia em T ¢ por meio de uma permutacio
nos niveis {1,2,...,n}. A saber, dizemos que T e 7’ 830 equivalentes se existir uma permutagio o
em {1,2,...,n} preservando a ordem dos filhos em cada vértice de 7 de modo que 7" = o(7), onde
o(1) é o grafo com conjunto de vértices V = {0,0(1),0(2),...,0(n)} e elos E = {{c(i),0(j)} :
{i,j} € E;}. E claro que o conjunto de todas as classes de equivaléncias é precisamente o conjunto
de todas as arvores planas enraizadas com n vértices distintos da raiz. Observe que podemos
ter varias arvores rotuladas em T0 gerando a mesma arvore plana enraizada. Note também que
podemos calcular a cardinalidade da pré-imagem do mapeamento m : 7 — m(7), bastando
contar o numero de permutagdes o do conjunto {0, 1,2, ...,n} que deixam a raiz inalterada e que
respeitam a ordem dos filhos de qualquer vértice. Portanto, sendo 7 € T e t = [1] a sua arvore

plana associada, caracterizada por {s, }y<y,, temos que

n!

(7]l = Mooyl

onde n! conta todas as permutagdes do conjunto {1,2,...,n} e para cada vértice v, s,! € o nimero
de permutacdes de seus filhos. Assim, a expressdo acima é justamente o nimero de permutagoes
dos vértices de 7, diferentes da raiz, que ndo alteram a ordem dos filhos em qualquer vértice.
Dado um vértice v # 0 (diferente da raiz), em uma arvore rotulada, a profundidade de v, que
denotamos por d(v), é o numero de elos do caminho da raiz até esse vértice. Podemos atribuir
niveis de forma natural para os vértices de uma arvore plana enraizada t € 7,0 de tal modo que os
filhos da raiz sejam rotulados pelos niveis 1,2, ..., 59 de cima para baixo. Em seguida ao vértice
mais alto, ou seja 1, tendo filhos com niveis sg+ 1, s9 + 2, ..., sg + $1, 0 vértice i tendo filhos com
niveis so +s1+...+si—1+1,...,80 + 51 + ... + S;—1 + s, e assim por diante. A Figura 3.3 abaixo

ilustra esse processo.

s +1
s+ 2
et 81+ s

Figura 3.3: Ordenamento em arvores planas enraizadas.

Estaremos supondo sempre que os vértices de uma arvore plana enraizada t € 79 sdo nivelados

desta maneira. Assim, com este nivelamento, o conjunto de vértices V; em uma &rvore enraizada
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7 € T? admite uma ordem total: dado dois vértices u e v de 7, temos que v < u se o nivel
natural de v é menor que o nivel natural de u. Em outras palavras, v < u se ou d(v) < d(u) ou
d(v) = d(u), mas v estd acima de u no plano de arvore enraizada associada a 7 dado por ¢.

Se {u,v} é um elo de 7, como a ordem é total, dois vértices sdo sempre comparaveis, ou seja,
u < v ou v < u. Portanto, qualquer elo {u,v} em uma arvore enraizada é, na verdade, um par
ordenado e podemos escrever (u,v), se u < v.

Seja (u,v) um elo direcionado em uma arvore enraizada 7, entao w é chamado pai (ou
predecessor) e v é chamado filho (ou sucessor). Note que todo vértice em 7 diferente da raiz tem
um, e apenas um, pai. Vértices com mesmo pai sdo chamados de irmaos.

A raiz nfo tem pal e é um extremo com respeito a relacdo de ordem. A fim de estabelecer
notagao, seja v # 0 um vértice diferente da raiz, v' serd o pai de v e s, serd o nimero de filhos

L., v%. Se s, =0, diremos que v é ponto final ou uma folha de 7.

de v, denotados por v
Note que também podemos ordenar os vértices de uma arvore rotulada enraizada 7 € T2 de
maneira natural de modo que os filhos de qualquer vértice sejam ordenados seguindo a ordem de

L., v% seria v! < ... < v* de cima para baixo

seus niveis. Por exemplo, o ordenamento para v
comegando de v!. De agora em diante estaremos supondo 7 € T2 como arvore ordenada segundo
a ordem de seus niveis como discutido acima, isto ¢, os filhos de qualquer vértice (interno) estao
ordenados.

Fixemos (70,71, -, Yn) € P" ! tal que G(70,71, -+, Tn ), Um grafo com vértices em {0,1,...,n}
e elos E(y0, 71, Yn) = {{i,7} : 7 »~ 7}, seja conexo. A seguir, daremos a defini¢do de uma
classe de arvores importante que usaremos no decorrer do texto, esta classe é conhecida como
conjunto de arvores de Penrose.

Seja T y ={r e T} : 7 C G(o, .y m)}. Para o vértice i € Vr, d(i) € a

Y0,y Y

profundidade do vértice 4, isto é, o nimero de elos de ¢ & raiz e ¢’ é o pai de .

Definicao 3.7. O conjunto de arvores de Penrose de G(vy,71, .-, Vn ue denotaremos por
) b ) 3

PG(vom,..ym)s € formado pelas arvores T € T, tais que
0) Se {i,j} € E;, entdo {i,j} € E(70,71, .-, Yn), OU S€JA, Vi % V;;
1) Se dois vértices i e j sdo irmaos, entao {4,j} ¢ E(v0,71, ..., Yn), €m outras palavras, v; ~ 7;;

(
(
(2) Se dois vértices i e j s@o tais que d(i) = d(j), entdo {7,5} € E(70,71,---»n), isto &, v; ~ 7;;
(3) Se dois vértices i e j sao tais que d(j) =d(i) — 1 e j >4, entdao {i,j} ¢ E(v0,71, -, Tn), isto
€ i ~ ;-

Observe que na definicdo acima, temos que numa arvore de Penrose, pais e filhos sdo sempre
incompativeis e elementos de uma mesma geracao sdo sempre compativeis, bem como sobrinhos
com tios mais velhos em decorréncia da condicao (3) da Defini¢do 3.7. Note ainda que a defini¢do

depende apenas do plano de arvore enraizada associado a T.

Exemplo 3.3. Se os polimeros Yo, 71, ..., Yn 830 escolhidos de modo que o grafo G(vp, Y1, .-, Vn)

seja completo, temos que todos os polimeros sao incompativeis e assim o conjunto TGy ;,....yn)
. . O . P 2

coincide com T}/, enquanto o conjunto de Penrose Pg(y, s,...7,) ¢ formado por todas as arvores

lineares.

Enunciaremos agora um resultado que nos permitiré reescrever a série (3.17) em termos de

arvores enraizadas em T,
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Proposicao 3.1. (0. Penrose 67) Considere ¢* como definida em (3.16), temos que

T —
S (10,715 ) = (=D D Ipg (7,

T€TY

€ a fungdo caracteristica do conjunto de Penrose, ou seja,

) = L se T € Patyon,.ym)
0, caso contrdrio

Antes de provar a proposicdo acima, notemos que ela nos diz que o sinal do termo @7
depende apenas do namero de polimeros fixados e ainda, esta expressao leva em conta os possiveis
cancelamentos que ocorre na soma de ¢! dada na Definicio 3.16.

Demonstragao: Seja p : Tgrpq,n) — G(Y0,71, ---»¥n) um mapeamento que a cada
T € Ta(yom,.vn) associa p(t) C G(y0,71,--,7n) formado adicionando a 7 todos os elos
{i,7} € E(yom,..vm) \ Er tais que ou d(i) = d(j) ou d(j) = d(i) — 1 e j > i’. Reciprocamente

definimos também um outro mapeamento g : G(70,71, -, %) — Ty que a cada

’Y0>’le"'7fyn)
G C G(70,71, -+, n) associa uma tnica arvore ¢(G) € T

Y0 VLseVn) "

Construimos ¢(G) da seguinte maneira: primeiro deletamos todos os elos {7, j} de 7 tais que
d(i) = d(j). Depois disso, note que teremos um grafo G’ onde dg/ (i) = dg(i), Vi=1,...,n. E
ainda, cada elo {i,j} em G’ é tal que |dg/ (i) — der(7)] = 1. Em seguida, para cada vértice 4 75 0,
excluimos os elos tais que d(j) = d(i) — 1 exceto um deles, quando j & minimo visto como um
nimero natural. O grafo resultante sera ainda um grafo conexo contido em G(7y9, 71, - Yn) que,
por construcdo, ndo tem ciclos, ou seja, uma arvore ¢(G).

Por outro lado, dado 7 € Tg(yom,..7e) 8¢ G € G(70,71, -, ) € tal que ¢(G) = 7, por
definicdo do mapeamento p, temos que 7 C G C p(7), i.e., p(7) é o grafo maximal, com respeito
a relagdo de ordem parcial “C 7, entre todos os grafos G C G(y0,71, ---, V) tais que ¢(G) = 7.

Com isso temos que

D D L D DI ) D SR G et

GCG(¥0:V15++ ) TE€ETG (vg 715 rvn) GCG(v0:¥1»+++»Ym)
G conexo q(G)=1

= (-1 Z Z (—1)/Fal=IE]

T€TG(vg 71 - vn) GCC(Y0;715++7m)
q(G)=r

= (-1 Z Z (—1)/Fel-IE]

TETG("/U Yl seens vn) GCG(v0 V150 n)
" TCGCp(T)

S D SRS DIV

TETG('YO Y1seeIm) ECE (T)\E‘r

D DR SRR | Cattid)

TETG(vg,v1 50 vm) ECEp()\Br {4,j}€E

DY [T [ —1)+1]

TeTG(’Y()»’Yl ----- n) {i7j}EECEp(T)\ET

= (=" Z -1+ 1]|Ep(f)|—|Er\ )

V15w Yn)
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Nas expressoes acima F é um subconjunto de elos e na anti-pentltima igualdade usamos
a expansao de Mayer. Como o termo que estd no dltimo somatério contribuird apenas se
Ey, \ E: = 0, ou seja, Ey,;y = Er = p(T) = 7, em outras palavras, apenas quando

T € PG(yo1,...7n) € temos provada a proposigao.

Uma vez provado esta identidade, podemos reescrever a série |II|,,,

o0
1
1y, (p) = E ] E g LPg 1 my (T) P P
n=0

(1,72, Yn)EP™ TETY

oo
1
- z;) ﬁ Z Z HPG(Wo,Wl ..... n) (T) p'Yl e p'}’n
n=

TETY (Y1,72,-¥n ) EP™

= Z% Z (b’Yo(Tv p), (3'18)
n=0

=0 " 7eT?

onde

(b"fo (77 p) - Z ]IPG(’Y(),’U ----- n) (T) Pyi -+ Pyn-
(717’727"-’7n)€pn

.....

soma em (3.18) sobre todas as arvores rotuladas em 7. Note também que, devido & condigao
(3) para arvores de Penrose na Definicao 3.7, o termo ¢, depende apenas dos niveis de 7. Uma
vantagem explicita da utilizagdo da proposi¢do acima é que ela nos permite reorganizar a série
formal |II|,, em termos de uma soma sobre termos associados apenas a arvores rotuladas, em
outras palavras, reduzimos a quantidade de termos que ha quando consideramos a soma sobre
grafos conexos.

Uma vez que temos a identidade de Penrose, podemos obter novas cotas para ¢, escolhendo
uma familia de arvores fg(%m,,,_%), tal que Pgyg1,.vm) C fg(%m’_”,%) C TG (o1, im)-

Consideramos a seguir trés escolhas possiveis de fg(%mw%) que estao relacionadas com
os trés critérios ja conhecidos para convergéncia em expansdo de polimeros do gas de polimero

abstrato.

Definicao 3.8. O conjunto de arvores de Penrose fraco de G(v9,71, ..., ), denotado por

*
PG(vom,---n/n)’
E,, tais que

¢ formado por todas as arvores 7 com vértices em {0, 1,...,n} e conjunto de elos

(0) Se {i,j} € E;, entdo 7; = 7; (ou seja, 7 C G(70,71, s Yn))-
(1)* Se i e j sdo irmaos, entdo v; ~ ;.
Note que esta definicdo ndo menciona nada a respeito dos tios mais velhos na arvore, de modo
que PGrom,m) S Patrom . im):

Definicao 3.9. O conjunto de &arvores de Dobrushin de G(v9,71,-..,7n), denotado por

PC[?)(Ojo n)? ¢ formado por todas as arvores 7 com vértices em {0, 1,...,n} e conjunto de elos
b 3ty [T
E; tais que

(0) Se {i,j} € Er, entdo v; = v; (ou seja 7 C G(70, V1, -+ ¥n))-
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(1)P Se i e j sdo irmdos, entdo v; # ;.

Note que, uma vez que Ry é reflexiva para o potencial em pares hard

1 . . 3 . . *
Assim, se y; ~ 7}, temos necessariamente que 7; # y; € PG(W’%_._%)

Defini¢ao 3.10. O conjunto de arvores de Kotecky-Preiss de G(vyo,71, .-

PK(I;) ) € formado por todas as arvores 7 com vértices em {0, 1, ...,
’ vty M
E;, tals que

(0) Se {i,j} € E-, entao ~; = v; (ou seja 7 C G(70, V1,5 -, Tn))-

Por definigao, temos as seguintes condicdes:

PDob

PDob

core V, temos y ~ 7.

(’YO Y15 7’Yn)

,n), denotado por

n} e conjunto de elos

*
Patonim) € Patomm) E PaGom,mm) S PG(vom, ) € LGomm)-
Note que, da Defini¢ao 3.10, segue imediatamente que PK(vo oerym) = =TG(0m1,....7)s POIS 1O

conjunto T vo1,...vm

a cardinalidade do conjunto de Penrose, pela Proposi¢ao 3.1, temos

) toda arvore satisfaz a condigao (0) desta. Denotando POT | P01, 7m) |

T
|p (70,-.-,7n)|:|7DG(70,71,...,%)| = |Pg(“/om,---7% Z P&vom ’Yn)(T)

-----

TETO
Dob
S |PG "/0,’)/17 7’}’n Z ]lpg(o'ﬁ) V1seeos n)(T)
TETY
< ’,PG (Y0715 7'771)‘ - Z ]lTG(vow1 ----- WH)(T)'

Deste modo, podemos usar o conjunto de Penrose fraco, que nos da a melhor cota entre os

trés apresentados e limitar superiormente a série |II|,,. Temos assim,

o0
1
LNCIED SESED SR DY ERNL I
n=

(715725 Yn) EP™ TETY

Z n! Z Z ]lpé(wo,ﬂ ,,,,, “m)(T) Py -

= T7€TY (V1,727 Yn ) EP™

Z Z%OT/)

n= 0 " reTo

onde

d)f/() (7_7 IO) = Z ﬂpé(’m,’u,m,"/n) (T) IO'YI s p'Yn

(V15725 ) EP™

Fazendo,

Z Zd)voTp

n=0 TETO

temos que |II|,,(p) < II5 (p).

Algo semelhante pode ser feito se consideramos as outras classes de ar

Py

 Pyn
(3.19)
(3.20)
(3.21)

vores definidas acima.
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A saber, podemos limitar |II|,,(p) superiormente por

o0
. 1
) = 3 1 S B8 )
n=0 """ reT?
onde
%Ob(T, p) = Z Lppob (T) Pyi -+ Py

G(v0,715+++5Yn)
(’Yl 1727"'77’&)67}”

E também limitar |II|,,(p) superiormente por

=1
W)= — > ok,
n=0

= TETY

onde

KP -
o (7—7 p) N Z ]lpg(im"u ----- n) (T) P - Prw:
(V1,72501m ) EP™

Observacao 3.6. Diferentemente de ¢.,, definida para o conjunto de Penrose, temos que os
#,Dob, K P

fatores ¢-, nao dependem dos rétulos das arvores, mas apenas da estrutura topologica.
: . : . ~

Isto nos diz que os termos de ¢ (1,p) podem ainda ser agrupados em termos de arvores nao

rotuladas. Essa independéncia nos rétulos advém da definicdo de cada conjunto considerado, em

contraste com a definigao de Pg( . Por exemplo, como os niveis sao “mudos”, podemos

Y0, VL Vn)
distribuir os polimeros atentando a condi¢do do conjunto de Penrose fraco, e as duas arvores na

Figura 3.4 geram o mesmo termo ¢3 (7, p).

3 4
i 4 - 5

5 7

0 0

6 1
2 3

7 6

Figura 3.4

Com as consideragoes acima, podemos escrever as seguintes desigualdades
* Dob KP
|, < 15 < I < I (3.22)

3.2.1 Reorganizando a série I (p)

Motivados pelo fato que ¢ (1, p) nao depende dos niveis associados aos vértices de 7 mas
apenas da sua estrutura topologica, podemos reorganizar (3.21) em termos de arvores enraizadas

planas associadas a 7. Temos assim,

¢%, (1. p) = 6%, ([7], p) = %, (t, ) = [ | > Py - Py | - (3.23)

v=0 (V1172 Vys0 ) EPSY
Yo V0 Voyi ~V g



46 CAPITULO 3. EXPANSAO EM POLIMEROS

Duas coisas precisam ser observadas na expressao acima. Convencionamos que para um
vértice v tal que s, = 0 o termo em colchetes seja igual a 1 e ao associar os polimeros
Yol s Vo2 -y Yosv A0S vértices filhos de v, temos uma dependéncia do polimero +,, o que faz com
que a ordem no produto acima seja relevante. Portanto o produto é organizado de tal maneira
que produtos associados aos ancestrais estdo & esquerda dos correspondentes a descendentes. Por

exemplo, na arvore da esquerda na Figura 3.4, temos

%, (t,p) = > P P > Prs P s ST Pybw

(v1,72)EP2 (13,74,75)EP3 (v6,v7)EP?
Y17Y0,Y27%Y05Y1~Y2 Y3,7Y4,Y5 7 Y1Y3~ Y45 V6,7 V256~ YT

Reorganizando a soma do lado direito de (3.21),

I, (p) = Zn,z%w

= TETY
- Z Z Z¢vo (t,p)
n=0 teTO TEL
- an Zgb%tp Zl
n=0 teT? TEL
- Z t§0¢% (t.) H >03v
1
- > Y et 0
n=0¢eT? U>0
=025 501 (SRR SN,
n=0¢eT9 v=0 (Vp1 725> Ty )EPSY

Vot V05 Vi Vi

- ZH Z Py Prgse | o

teTOv>=0 (’Y 157,200 Vyso JEPSY
'sz ”"'Yv Vi ~ Vi

onde usamos que ) ., 1 =|[7]| = H ol © também T° = U,,>07,0. Portanto,
Q°v:

Z H Z H {71)1"7"'71)} H ]]‘{’YUiN')/Uj}p"/Ul c 'p’}’vsv . (324)

teTOv=0 (w 107,25 Yypsv )EPSY 1=1 1<i<j<sy

De maneira inteiramente anéloga,

Sv
H%Ob Z H Z H ]l{’)’vi”“’)’v} H H{vvi#%j}p%l o Pypso (3.25)

teT0 >0 <m 12Ty JEPY (=1 1<i<j<sy
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Sv
) = > 11 31, > | | TSRS (3.26)

teT70v>0 (V172 Vysw )EPSV =1

3.2.2 Arvores e convergéncia

Agora comecaremos a fazer algumas consideracGes com o intuito de provarmos critérios de
convergéncia para a expansao em polimeros. Comecamos definindo o que vem a ser um dominio
proprio no espaco de funcdes (0,00)” = {a : P — (0,00)}. Diremos que dado duas funcdes u
evem (0,00, p<v < py < vy, Vy€P.

Para todo n € N e toda (70,71, -, 1) € P!, consideremos nimeros by, (Yo, Y1, ..., Yn) tais

que by (70,71, -, Yn) = 0. Dados os nameros b,’s podemos definir uma fungao

P

cpb : (0,00)73 — (0, 00]" s u —> gpb(u),

com entradas,

PP@IM =@ =1+ D by e m)u(n)u(m)- (3.27)

lel (717’727"'7771)67971'

Definimos o conjunto,

D = {u € (0,00)" : gog(u) < o0,V vy € P}

Desta maneira ¢”|p ¢ uma funcio em (0, 00)%. Em outras palavras, ¢’(u) < 00,V v € P, sempre

que u € D°.
Note que, se u € D’ e v’ < u, temos ¢! (u') < b (u) < 00, logo u’ € D°.
Seja p : P — (0,00) uma funcio em DP e seja r = (p%(“).

Como ~ varia em P, temos que as entradas de r sdo da seguinte forma,

r(y) = :b((’yu)) (3.28)
g

Por construcio, podemos observar que, como p < ¢’(j), temos r < p. Juntando o fato que
p(y) > 0,¥y € P, pois pn : P — (0,00), com o fato que u € D?, ou seja, gpg(u) <oo,VvyeP,
segue que r(y) > 0,V v € P e assim 7 € (0,00)”. Em particular, r» € D°.

Agora, para qualquer p € D’ consideremos o mapeamento 7% : (0,00)" — (0, 00]%;u —

T?(u), que associa cada u & sequéncia T”(u) = p ©’(u), cuja a y-ésima é da forma

[T (w)](7) = T4 (u) = p(7) 5 (w),

com v € P. Comparando essa ultima relagdo com a equagao (3.28), concluimos que p é um

ponto fixo do mapeamento 1", ou seja,

p="T"(). (3.29)
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Desta forma, para todo v € P,

b
N'YO = T’:o (u) = T’YOSD’YO (lu’)
= oot T D 0+ Y (3057 ) e
11EP (m1:72)€P?
e D DYV Y oy b (3.30)

('Yl 7727---7771)67371

Podemos representar a expressao acima na forma de diagramas. Digamos que o,, = 7,

e, = [l € para qualquer n > 1

71
Y2
=Ty > b (V03 Y15 -5 Y ) gy - Hoy -
IYO f}/n (71,727"'7771)673'”

Assim (3.30), na forma de diagramas, é representada por:

71 71
. 72

o= =T =0 +0—@ + +-- 4 : +---
yo He T S () Y% Y 7 0 o Y0 "

Note que p = T" () = T"(T"(n)) = [T"]*(1), entao
pvo) = To (T (1) = r(v0)e% (T (1))

= () [1+D, D ba(iv )T () - T (1) ()

n>1 (y1,..,1m ) EP™

§ : 2 : b b
= Ty + Ty bn('707 RIEERR ,’Yn)r'yl@'yl (M) ce T’Yn(p’yn (M)
n21 (y1,...,7n ) EP™

b b b
= T+ D 01105 P (1) + e D ba(705 71, 72) P T 0 (1), (1)
TEP (71,72)€P?

bt Y b At e ()G () ()
('Yl 7’727"'77”)673”
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Vamos analisar

Ty O 0101 @ (1) = e D0 b ) (LY D (3G Gt - i)

neP 7€eP 121 (¢1,.0G)EP
= 7 > b0+ D bi(Y057)7 Y b e
meP mnerP GLEP
1o Y b0 ) Y b3 Gl ek
MneP (C1,¢2)€P?
e Y (i) > ba(yai G Gy Gty e
ner (C1.62,63)€P?

Hre Y (o) Y b(sCe Qbe -- Hg

mMEP (C15esCr)EP!

Substituindo a varidvel (; por ~;, para ¢ > 1, temos

Ty Y b1(1057)m @0 (1) = 7o D b0 )Ty e D b1(Y03 )Ty b1 (15 92) s
TeP 7 EP (v1,72)EP?

+7y Z by ('YOQ ’Yl)rm be ('715 Y2, '73)”72 My
(y1,72,73)€P?

o > b(90590) 703 (905 V2 Y30 Va) o s o
(71,72:73,74) EP4

0 > (05T ba (592 Yt
(717---7771)673”

Na forma de diagramas, o lado direito da expressao acima é representado por:

72 Y2
73

O O +0 ® + +-- 4+ o+
Yo 71 Y0 71 Y2 Y0 Al 73 Yo 71 Yn

A iteracdo do mapeamento T7 ¢ tal que [T7])?(u) = T"(T"(u)) corresponde a substituir, em
cada termo, uma bola cheia por uma bola aberta e a essa bola aberta associar todos os diagramas
da expansao de T". Note que a iteracao leva uma &rvore enraizada plana até a segunda geragao
com bolas abertas na primeira geragdo e fechadas na segunda. Da mesma forma, a k-ésima
iteragdo envolve todas as possiveis arvores planas enraizadas com até k geragoes. Em cada
arvore da expansao, os vértices da ultima geracdo sdo ocupados por bolas fechadas e todos os

demais por bolas abertas.

Seja T%* o conjunto de arvores planas com geracio maxima k. Podemos representar a k-ésima
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iteragdo do mapeamento 17" de forma compacta pela seguinte expressao:

k—1
[T (1) = 10 | Y @) + RE) (1) | (3.31)
=0
onde
e Z H Z bsv (71), 'yvl, ceny ’Y’USU )T‘,yvl . T'Yq;sv
teTOLvz0 | (7,172 Vysw ) EPSY
[
. t,vl t,osv
Z H Z bs'u (711771117 ceey US”)X’le . X%}% ,
tGTO‘k 'UEO ("/,Ul ,’ng ,,,,, ’YUSU)EPS’U
com

tw ) Ty ose di(v) <k
X’YUSU - ,LL»y, se dt(v) — k

Na equagao acima d¢(v) é a profundidade do vértice v na arvore plana enraizada t. As expressoes

(k)

R,(y’;) (ryp) e <I>(7l0) (r) sao semelhantes, diferindo apenas que Ry, (r, i) envolve p como atividade

dos polimeros da k-ésima geragdo. Se v é tal que s, = 0, convencionamos by(vp) = 1.

Pela equagao (3.29), temos que [Tr}ljo () = py, € pela equacao (3.31), concluimos que
oo Z W (r) < piy, ¥ k € N. (3.32)
A partir desta equagdo podemos enunciar o seguinte resultado,

Proposicio 3.2. Seja i uma funcio em (0,00)F e, para cada v € P, seja @Z(,u) definida como
m (3.27), satisfazendo gog(u) < +00. Sejar € (0,00)F definida por (3.28). Entdo, para todo
p < r, vale que

(i) A série
n=>_11I ) D, (Yo Yoty s Yoo )Py <+ Py | (3:33)
teTOVED | (v,17y25 - Ypsw ) EPSY

converge para cada o € P e admite, ¥ vy € P, a cota
b b by
q)’YO( ) < (I)'yo (T) S 9070 (,u)7

(it)
Pro®y (p) = lim [T7) (1) (3.34)

n—oo

e p,m@go(,o) ¢ solugao da equagao (3.29), ou seja,

T (o @5, (p)) = pro @2, () (3.35)
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Demonstragao: De (3.32) temos que

n

T Z@gg(r) < fny, V€N
1=0
Como 7 € (0,00), Vv € P, temos
Z<I>(l) gogo(,u),VnGN.

Tyo

Fazendo n — oo na expressao acima, o lado direito permanece inalterado enquanto que o lado

esquerdo fica

oo oo
Z Q’YO = Z Z H E bSv (71); 7”17 ceey ’YUS’U )T'Vvl e T'Y'US’U
=0 =0 tETO’l Uto (—yvl V2o Yosv yePsv

= Z H Z bSv (Fyva Yols oo Yosv )r’yv1 s Ty

teTOvZ0 | (7,172 Vysw ) EPSY

= @ ().

Logo,
@, (r) < ¢, ().

Por monotonicidade, para todo p < r, vale que py < r,, Vy € P e, desta forma,

o (p) < B (r) < b (),

o que conclui o item (i) da proposicao.

Agora, para o item (ii), utilizamos novamente a equacao (3.31) . Note que

[Tp = Py Z CI)%) ) + RS’(}”) (s 1) p=p
Mas,
R (o, m)l=p = >_ I > B, (V03 Yot oo Yoou )Py 1 -+ - Pres | = DS (p).

teTOn V=0 | (7,172 Yys0 ) EPSY

E assim, temos

[T715,(p) = pro D B0 (0)-

Portanto, para qualquer p <,

n
: l
i (T 6) = oo fiz ) () = o EZ% p) = P (o)
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E por fim,

p®y(p) = i [T](

= lim [T7),([T"]5,(p))

= lim Pw@%([Tﬂ 15, ()
ProPo, ( lim [T715 (p))
10850 (010D, ()

= Tf (p3®5, ().

A seguir, discutiremos critérios que nos permitem garantir convergéncia para expansao em

polimeros.

3.2.3 Critérios de Convergéncia

Iniciaremos discutindo o critério de Fernadndez-Procacci e, em seguida, falaremos de outros
dois critérios devido a Dobrushin e a Kotecky-Preiss. Todos esses critérios baseiam-se em escolhas

“inteligentes” para os ntimeros b,’s que definimos na sec¢do anterior e na Proposicao 3.2.

Critério de Fernandez-Procacci.

Fazendo a escolha

bn(vo;%,---’%):bTL(VOWl,- oY) = 'H {vi=v0} H 1{%‘"’%‘}’
1<i<j<n

teremos

b (1 —1+Z S by, =Ep, (1)

’Vl> 1 (wl ,,,,, yn)EPT
VitY0, Vi~V

Pela Proposigao 3.2, segue que a série

. 1
CHOED NI > S0 I Lpmpprs - v | (3:36)

tETOVZ0 | (vy1 720 mysp)EPSY ¢ i=1 1<i<j<s,
é convergente para todo p < r*, com

R
T Ep,(w)

”
Comparando (3.36) com (3.24), observamos imediatamente que
I3, (p) = @3, (),

e temos o seguinte resultado para a convergéncia da expansao em polimeros.
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Teorema 3.1 (Fernandez-Procacci). Escolha pn € D* C (0,00)" e seja r* € (0,00)7 tal que
Hyo
pro= P (3.37)
o Epy (k)

Seja p tal que, py < 73, ¥y € P. Entdo, a série |Il],,(p) definida em (3.17) € finita para cada
Yo € P e vale
|y, (p) < Ep,, (1)

Portanto, py, |11y (p) < oy, V0 € P.

Demonstracao: Como IT; (p) = q)gz (p), pela Proposigio 3.2, segue que I (p) ¢ finita para
cada 79 € P e todo py <77, onde 1} ¢ dado por (3.37). Além disso,

I, (p) < Ep,, (1), Y70 € P.

De (3.22),
1T}, (p) < II5, (),

o que nos leva a concluir os mesmos resultados para |II|,(p).

Critério de Dobrushin.

FEscolhendo agora

1 n

Dob .

b (90715 ¥) = 3 (0, 15 Tm) = — 1 1T Tewsny
Ti=1 1<i<j<n

teremos

Dob 1
oy (W =1+ = D pypye = [ ) (3.38)

n>1 " (yy,...yn)EPP Y0
Vi® Y0 Vi AV

Para verificar a ultima igualdade em (3.38), podemos proceder por indu¢ao na cardinalidade do
conjunto de polimeros.

Seja A C P, com |A| = 2. Sejam 71,72 € A tais que 1,72 * Yo, temos que,

bDob 1
Po (W) = 1+ Z Hoyy + 21 Z Hoyy Hyo
e

1
= 1+ py +pyp + 5[#71#72 + gy oy ]

= 14 foyy + Ly F oy Py

Por outro lado,

H (L4 py] = L+ by [+ ] = 1+ gy + fiyy + Ly Sy
%Yo

E neste caso segue gog]j()b(u) =111+ 4]
Denotemos por Ay um subconjunto A tal que |A| = k e suponhamos que a igualdade 3.38
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seja valida para este subconjunto. Devemos mostrar que vale também para Agiq (um conjunto

A com |A| =k +1), ou seja, k + 1 polimeros com y; = yg € v # ;.

[Ho+e] = [J[0+m]] 0+,

>0 LY>*70 Ay

— 1+Z Z Moy == Py, [1+:u”wc+1]

(’Yl ~~~~~ 'yn)EAk

Uy US|
= 1+ﬂ7k+1+§ ol E Hoyy = Moy, T fygig 55 E R 7
n=1 (Y15 7n ) EAT n=1 (Y15 1n) EAR
wwvoﬁﬁéw ViV0,ViFE Vs
k+1
= 1+ E Nﬂ/1+§ § Foyy =+ Hoyn, T By § Hoyy
16Ak+1 ("/1 ,,,,, ’Yn)EA 'YleAk:
7170 '71'”’707’71#’7] 71770
k
1
a7 E , nl § , R 7
n=2 (V150 ’YWL)eAZ
Vi*V0 Vi FE Y
k+1
= 1+ > pyt > F"nﬂfyz"‘E > f b
’Yleik+l ('yl,'yQ)GA (’Yl vvvvv ’Yn)EAk
ne %‘*707717572 VY0, Vi EYs
k
1
+M'Yk+1 E : Moy T+ Hypeqn E :ﬁ E : By = By,
“/1;50/\1@ n=2""" (31, yn)EAY
70 YiY0, i
k+1
= 1+ § Mgy + § oy Moy § § Hoyy = Py,
Wleik+1 (wl,wQ)eA (71 ----- Tn)EAL
71770 «mwom#w ViV, ViV

k
1 1
+5 Z Py Hoygegr T Hyega Z nl Z Hoyy = foyy

(71»’Yk+1)€Ai n=2 (RIS Wn)GAE
T1#V0, V1 FE V41 ViV0,YiE Y
k+1 k 1
= 1+ Z Hoyy E : Hoyy Hyp § ol § Moy =0 oy,
Y1EA 41 ('yl,'yQ)eAg n=3 [GARTS ’Yn)EAZ’
Y1770 k1
Vi®V0, 1 FV2 VN0 ViEYs

k
1
+/’L'Yk+1 Z ﬁ Z lu"Yl e /’L'Yn
n=2

Vi*V0 ViV

Procedendo desta maneira, obtemos todos os termos do somatoério referentes agora aos polimeros
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em Api1, de modo que

k+1 1
[To+ml=1+> = > m b
Y*Y0 n=1 (V15 7n) EATL )

Vi V0, YiFEY;

concluindo assim o passo de inducao e temos que a equagao (3.38) é valida para |A| = k + 1.

Usando novamente a Proposicao 3.2, temos que

Sv

. 1
q)%f b(P) = Z H Z 5! H L} H Lt} Py -+ - Pryasu | (3.39)
i=1

teTOVZ0 | (7,172 Vpsw )JEPSY 1<i<j<sy

Dob

converge para todo p < % onde

Dob __ Hyg

T = 7.
70 H'yoo'yo []‘ + IU’V]

Comparando (3.39) com (3.25), temos

bDob

0 (p) = %" (p)-
Logo, podemos enunciar o seguinte resultado:
Teorema 3.2 (Dobrushin). Escolha € DP C (0,00)7 e seja 1P € (0,00)7 tal que
Dob Hoy
Y = ——— (3.40)
K Hﬂ'/ow/[l + N’V]
Seja p € [0,00)7 tal que, py < T$Ob, Vy € P. Entao, a série |1}, (p) definida em (3.17) € finita

para cada vo € P e vale
Ty (p) < JT 11+ 5]

Y0
Portanto, py, |11, (p) < iy, Y0 € P.

Demonstragao: De maneira anédloga ao que foi feito para o critério de Fernandez-Procacci,
. .~ Dob
basta aplicar a Proposi¢ido 3.2 em H%"b(p), usar que H%Ob(p) = <I>f’m (p) e de (3.22), segue o
resultado, pois
Dob
|H"‘/0(p) S H'}/OO *

Observacao 3.7. Na literatura a condicao de Dobrushin é geralmente encontrada como
Py < T’YDOb = (epﬂY - 1)67 Z’VEP:'VW-\/ /7*’7.

Em particular, no préprio artigo de Dobrushin é encontrado assim, mas esta expressao é

equivalente a usada no teorema acima, bastando apenas fazer

fiy = log[1 + p].
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Critério de Kotecky-Preiss.

O terceiro critério que discutiremos é o de Kotecky-Preiss e para estabelecé-1o basta tomarmos

1
b (905 70+ %) = b T (0057050 90) = — [ [ Dgimne)-
Ti=1

Assim,
n

¢2§P(u):1+2% > uw--u%:lJrZ% S| = | Y u| . (341)

n>1 " (y1,.n)EPT n>1 | veP YEP
Yi*y0,1<i<n 70 T70

Entao,
KP 1
b _ E | | E | |
(I)’YO (p) = ; ]]'{'Yi”“’)/v}p'yvl e p»vav s (342)
teTO V=0 | (v, 17,25 Vpsw )EPSY U i=1

KP

converge para todo p < r®% onde

KP _ Fyo

r%

exp [Z YEP ,u'y:|
Y*0
Comparando (3.42) com (3.26), temos
KP
57 (0) = 95 (p)-

Logo, segue o seguinte critério:

Teorema 3.3 (Kotecky-Preiss). Escolha i € DX C (0,00)7 e seja r5F € (0,00)7 tal que

7!
P = 0 . (3.43)
exp [ er ]

Y0

Seja p € [0,00)7 tal que, p, < T,pr, Vy € P. Entao, a série |lI|,(p) definida em (3.17) € finita
para cada yo € P e

o (p) < exp | D g

YEP
Y0
Portanto, py, |11 (p) < iy, V70 € P.
Demonstracao: E similar a dada nos dois teoremas anteriores. [

Resumindo os critérios que discutimos acima, as condigdes de convergéncia sdo da forma
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com

exp [2%5% /Jl'y:| , (Kotecky-Preiss)
b _
SO’\/ ('u) N H’yoo’yo [1 + :u'y]a (DObrushin) ’

Ep,, (1), (Fernéandez-Procacci)

onde cada condicdo ¢ mais fraca, no sentido de ter mais hipdteses sobre os polimeros, que a

precedente. A saber, fixado u € (0,00)%

aleadal( YEP
>0
o que implica que,
KP Dob *
Ty < Ty < Y-

Devemos notar que os critérios nos fornecem também um raio de convergéncia para a expansao

em polimeros.

A seguir discutiremos alguns modelos como aplicacao da técnica que acabamos de desenvolver

até aqui e como os critérios de convergéncias se aplicam a esses modelos.

3.3 Aplicacoes da Expansao em Polimeros

3.3.1 Modelo Dominé em Z?

Comegaremos com o modelo Dominé onde o conjunto de polimeros, P, é formado por elos de
vizinhos préximos na rede ctibica bidimensional. Para todo v € P tomamos p, = €, com € > 0
e diremos que, para v;,v; € P, 7 = v, <= 7viN~; # 0. Em outras palavras, a relagdo de

incompatibilidade é a intersecao nao vazia.

Por simetria, é razoavel assumir que a atividade dos polimeros é a mesma em toda rede e

chamaremos esse valor de u, para todo v € P.

Note que, fixado um polimero 7 (veja Figura 3.5), através da relacdo de incompatibilidade
desse modelo, existem 6 elos de vizinhos préximos que intersectam -, ou seja, que sio
incompativeis com este. Como a relacao é reflexiva, isto é, todo polimero é incompativel a

ele mesmo, teremos que existem ao todo 7 polimeros que sao incompativeis com ~.

Figura 3.5
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Assim, para Kotecky-Preiss, o critério de convergéncia no modelo dominé é

<:>6S%.
e’

P < 7,ﬂI/gP — Hyo

P [Z%%% “7}

O ponto de maximo na parte direita da desigualdade acima ocorre quando pu = % e assim, na
melhor das hipéteses, poderiamos ter

1
e < — =~ 0.0525.
Te

E garantirfamos a convergéncia.

Enquanto isso, a condi¢cao de Dobrushin deve ser tal que

Mo H
prp < =t €<
70T Tng [T+ 127 [T+ )7
E novamente, o valor méximo da parte direita na desigualdade ocorre em p = é, 0 que nos leva

a concluir que na melhor das hipéteses poderiamos ter garantia de convergéncia, no critério de

Dobrushin, desde que satisfeito
1

e< —5  ~0.0566.
1+ 5]

Na condicao de Fernandez-Procacci, temos

Hyg I
<—F— <—= e —.
P =20 () L+ 7+ 92

)

E depois de calcular o maximo, como nos outros casos,

1
< = ~0.0769.
=13

3.3.2 Géas na rede em um grafo de grau limitado

Consideraremos agora um gas distribuido em uma rede triangular no plano em um grafo de
grau limitado e potencial em pares do tipo hard core.

Seja G = (V,E) um grafo infinito com conjunto de vértice V e conjunto de elos E, com G
sendo de grau limitado e grau méaximo A. Vamos especificar agora os polimeros e a relagao de
incompatibilidade.

Diremos que P =V, ou seja, os polimeros sao os vértices de G. E diremos também que dois
polimeros 7,7’ sdo incompativeis se, e somente se, ou v =+ ou {7,7'} € E.

A este sistema chamamos de gas na rede do tipo hard core auto-repulsivo em G.

Em geral, como os polimeros ndo possuem estrutura, sdo apenas os vértices de G, podemos
supor que a atividade de cada polimero x € P é constante, ou seja, p, = p ,V x € P. Além
disso, como a relacao de incompatibilidade leva em conta a incidéncia no vértice, é de se esperar
que as condicoes de convergéncia sejam dadas em funcao do grau do grafo, isto é, em termos
de A. Consideramos o caso em que G é tal que os vizinhos proximos de qualquer vértice sejam

compativeis dois a dois. Exemplos de grafos desse tipo sio arvores ou uma rede cibica em Z<.
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Note que para Kotecky-Preiss e Dobrushin, essa nossa escolha de grafo nao faz diferenca
alguma, enquanto para Fernandez-Procacci sim, pois esse tltimo leva em conta compatibilidade
nos polimeros.

Para analisar o critério de Kotecky-Preiss nesse casso, temos
. He
€xp [Zyep My}

Y*x

Pz <

Notemos que a condicao acima deve ser verificada para todo x € P, em particular para o polimero
que da a menor cota para p, que é justamente o vértice de grau A. Assim, em analogia com o

que foi feito no exemplo anterior (modelo Domind), a condi¢do acima se resume em

<pe Bt 0y H< =
p= e P=1A+1)e

A condi¢ao de Dobrushin nos déa

K H
P . S S —
T Ty 14 1] [1+ p]A+

E de maneira anédloga ao exemplo anterior, temos

BT ATDAT T A (14 5

1 A

N A 1 1
1

A

Note que, como (1 + %)” 1 e quando n — o0, a condigdo acima ji é um pouco melhor que a
condigdo de Kotecky-Preiss no sentido que p pode ser um “pouquinho” maior.

Para a condicao de Fernandez-Procacci, vamos supor novamente o pior caso em que o polimero
x € aquele que possui grau maximo, ou seja, namero de incidéncia em x igual a A. Como qualquer
quantidade de polimeros y incidentes em x é incompativel com = e compativeis entre si, para obter
=p, (1), basta escolher a quantidade de polimeros até no maximo A e contar suas permutagcoes.

Deste modo,

A
Ep, (1) = 1+Zﬂy1+2% Do by,

y1EP n=2""" (y1,...,yn)EP™
yi~x Yi*T,Yi~Y

21 (A
= 1+(A+1)u+zn'n!<n)u”
n=2

2 /A

n=2
A
A n
= w3 ()
n=0
= p+ (14"
Resultando a condicao
B H
pe < = — p<—r
* 7 Ep, (1) (1 4+ p)A
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E, como no exemplo anterior,

1
_ X1 1 1
p= = = -
agt U+ a9)® 1+ ghae Al+z) 41

_l’_

que é uma cota melhor que a dos critérios anteriores.

Discutiremos a seguir um modelo que aparece na maioria das aplicacoes de mecéanica

estatistica e que nos serd 1util nos modelos que consideramos no decorrer do trabalho.

3.3.3 Modelo de um géas de subconjuntos finitos de um conjunto enumeravel

Seja V um conjunto infinito enumeréavel. Seja Py = {R C V : |R| < 400} e para quaisquer

v, € Py diremos que v = v < yNv #0.

Note que agora os polimeros sdo subconjuntos de um conjunto enumeravel e podemos falar
de tamanho de um polimero, no sentido de cardinalidade. Isso seré tratado com maior atencao,
uma vez que ja ¢ um modelo mais proximo da realidade, enquanto que os exemplos que discutimos

até agora os polimeros eram apenas objetos abstratos satisfazendo determinada relacao.

Aqui também, a cada polimero v € P, associaremos uma atividade p,. Neste caso,
permitimos p, podendo ser nula, sendo assim p : Py — [0,00). Para um sistema de spins,
por exemplo, a expansdo de polimeros em altas temperaturas é tal que o espaco de polimeros é

sempre Py para um V adequado e se tem p, = 0 sempre que |y| = 1.

Seja A C V finito. Uma configuracao de gas de polimeros em A é dada uma vez especificado
o espago de polimeros presentes em A. Devemos ter necessariamente que esses polimeros sejam
compativeis aos pares, ou seja, sejam disjuntos. Assim, uma configura¢do em A é uma n-upla
nao ordenada {71, ..., 7} tal que v; Ny; = 0, para todo ¢ # j com 4,5 = 1,...,n. A funcdo de

particdo desse modelo é definida por

EAp)=14+> > oy po (3.44)

n2>1 {1, vn iy CA
Yy =0

Novamente estaremos interessados em estudar a convergéncia da série |II|,,(p), pois sabemos
que sua convergéncia implica na convergéncia da pressdo do gas. Assim, aplicaremos os trés

critérios que estudamos para um modelo abstrato, neste caso especifico. Comecamos por Kotecky-

Preiss. Escolhendo p., = pyeaw, a > 0, teremos que a condigao p, < rfp, no Teorema 3.3, é
py < ~ — py < - )
exp |:E~/’e7? 'uﬂ/:| exp |:zw’e7> pﬂ//€“|7’|:|
vy vy
0 que é equivalente a
> ppel < aly), Yy e P. (3.45)

v eP
v ey
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Usando que ' ~ v, neste modelo, significa 4/ N~y # 0. Seja v = {x1, ..., 2}, }, entdo

Z p’ylea|"/| < Z p,ylea|"//|+ Z pyeah/'-l---'—l- Z p’ylea|'y’|'

v/ eP y'eP y'eP v eP

¥ Oy #£D 1€y xoEy Ty €Y
Note que, a direita da desigualdade acima, podemos estar contando o mesmo polimero vérias
vezes, porém isso nao afeta nosso interesse pois estamos majorando a soma do lado esquerdo.

Além disso, cada

ZPW’GGW‘Ssup Z pw/eah/\

zeVv
v er v ePy

i€y’ zey

Portanto,

Z p,y/ean §|’}/|Sup Z p7/6a|’Y’|
eV

~y'eP ’YIGPV
¥y #D zey

A condigao (3.45) ¢ satisfeita, desde que,

sup Z pvle“W' <a. (3.46)
zeV ,

Py

ey

Por outro lado, a condicao de Dobrushin pode ser escrita como segue,

Hy
Py S .
K H'y’EPV[]' + /’Lfy]
7y

Escolhendo p., = pveaw, a condicdo acima fica,

[T (4 pyety <ehl, vy epy,

v ePy
'y

ou de maneira equivalente,

Z log (1 + pwfea‘7l|> < aly|.

v ePy
'y

De forma anéloga a condicao de Kotecky-Preiss, essa expressao é sempre valida, se

sup Z log (1 + pye“h/l) <a. (3.47)
eV ,

vy €Py

xey’

Finalmente, para condigao de Fernandez-Procacci, novamente escolhendo 1, = pw“'”', temos

= Zp, () < el
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onde Py ={y € Py:~v Ny #0}e

v

n
=, =1+> o S Lol

n=1 (Y150 Yn)EPy =1
ViV Vi~V

Usando que y; ~ y; <= v;N~; = 0, vamos estimar o fator

Z f[ p%eaml,

(Y15 n)EPy t=1
Vi Yin;

Note que, fixado um subconjunto v C V, cujo nimero de elementos é |y|, ndo podemos
escolher n subconjuntos 7; que intersectem -~y e sejam disjuntos entre si caso n > |y|, pois para
isso ser possivel, devemos ter no maximo que cada ~; contenha um elemento de . Deste modo,

para n > |v|, o fator que queremos estimar vale 0, enquanto que, para n < ||, temos

3 ﬁ ol < S gl ST el S e,

(Y1) EPy 1=1 y'eP ~ep ' eP
ViV €Y v'2x2\x1 Y3z \{®1,....xn—1}

onde {1, ...,z,} C 7. Como observado anteriormente

Z p’y/eah’\ < sup Z p’y/eah/‘

zeV
vy er v ePy

z; €y x€ry
e observamos que podemos escolher |y| polimeros contendo exatamente um ponto z; de ; em
seguida, podemos escolher |y| — 1 polimeros contendo exatamente um ponto zo de ~ diferente
daquele escolhido inicialmente e continuando até o passo n, podemos escolher |y|—n+1 polimeros
contendo exatamente um ponto de v diferente dos n — 1 j& escolhidos, de modo a satisfazer que

esses polimeros sejam todos incompativeis com v e compativeis aos pares. Assim segue que
n

n
ST Iewe™ < Wi =1 (hl—n+1) [sup{ S ppet]

(Y1500 Yn)EPy i=1 zeV SV ePy
Vi Vi~V vy

n
‘ | /
) | , o0l
( N n! [sup g p~€

eV VePy
xey
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Portanto,

n

(1]
|

2
=
N
—_
+
=
-
S =2
N———
0

=
T
)

@

Q

=y

E, desta forma, temos que a condi¢ao de Fernandez-Procacci é satisfeita, se

]
/
zeV ePy
zey!
uu equivalentemente,
/
sup E pwleah b <e®—1. (3.48)
eV ,
~'ePy
ey’

Do Teorema 3.1, sabemos que |II|,(p) < Zp, (1), logo temos também a cota superior
1], (p) < eI,

Temos assim provado o seguinte resultado

Teorema 3.4. Seja V um conjunto enumerdvel e seja Py = {y C V : |y| < oo} o espago de
polimeros com relagao de incompatibilidade v = v < vy N~ # 0 e atividade £(7y). Assuma

que exista um numero positivo a > 0 tal que para todo x €'V,

> g e < et —1. (3.49)

YEPyY

xey
Entao, para todo subconjunto finito A de V, temos que ﬁlog EA(§), onde Ep(E) € a fungao
de particao definida em (3.44), pode ser escrita como uma série uniforme e absolutamente

convergente em A.

3.4 Modelo de Ising em altas temperaturas

Relembramos aqui alguns fatos sobre este modelo que serdo tteis nesta secao, mas se for
de interesse do leitor ele pode voltar & Secdo 2.2 do Capitulo 2 deste trabalho para ter mais

detalhes. Dada uma configuragdo o do sistema em A, a energia de tal configuragdo é dada pelo
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Hamiltoniano

A) =—J Z Uny—hZUx+B(UA)a

|lze—y|=1 TzEA
{zy}cA

onde h é um “campo magnético externo”, J é uma constante e B(c) representa a interacdo dos
spins dentro da caixa A com o exterior da caixa. Note que B(o) pode ser tomado arbitrariamente
uma vez que a energia livre termodindmica, ou equivalentemente a pressao, do modelo de Ising

independe das condigoes de fronteira, como mostrado na Segao 2.2.

Desenvolveremos agora uma expansao em polimeros, em altas temperaturas, para a fungao de
particdo do modelo de Ising bidimensional com h = 0. Vamos supor agora que A é um quadrado
de lado L e, portanto, contendo L? sitios na rede. Também assumiremos condicdo de fronteira
livre, ou seja, B(op) = 0. Desta forma, o Hamiltoniano de campo magnético nulo e condi¢ao de

fronteira livre para o modelo de Ising é

op) =—J Z 020y = —J Z Op,

lz—yl=1 beB(A)
{zy}cA

onde B(A) é o conjunto de todos os pares de vizinhos proximos em A. Portanto, |B(A)| =
2L(L —1). Para b = {z,y} denotamos &, = 0,0y.

A funcao de partigao, em termos de § (inverso da temperatura), ¢ dada por

Za(B) = Za(B,0) = Y H e,

opACAbeEB(A

Note que g = £1, entao
e?7% = cosh B.J5}, + sinh B85, = cosh BJ + &3, sinh 8J = cosh 8.J [1 4 63 tanh 5] .
Logo,

Zy(B) = leosh BJ]PME N T] [1+ 6y tanh BJ]

oACAbEB(A)

= [cosh 3J] |B ol Z Z H op tanh 8J (lembrando da expansao de Mayer)
oACA ECB(A) beE

= [cosh,BJ]lB ol Z [tanh 5] |E| Z H&b.

ECB(A) oACEbEE

Definindo I(i, E) = #{j € Z? : {i,j} € E}, ou seja, I(i,E) é o numero de incidéncia
de elos no sitio i, podemos reescrever o [[,c G de forma desacoplada, isto ¢, avaliando cada
sitio separadamente. Note que, neste produto, existem tantos termos o;, quantos forem os elos

incidentes no sitio 3.

Portanto,

Zp(B) = leosh fJ)EM ST ftanh ] 3T T ol (3.50)

ECB(A) oACE i€
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Note que podemos somar sobre as configuragoes separadamente em cada vértice i € E (em

particular em A, tomando a incidéncia sendo zero), com isso desacoplamos os spins:

Z H O’f(i’E)Z Z af(l’E) Z 0_5(2,13),.. Z U@TE"E): H Z af(i’E).

(0-17"'70-\VE\)CEiEVE 0’1::|:1 ng:tl U‘VE|::|:1 ’LEVE G’i:ﬂ:l

Temos ainda,

0, caso contrario.

16,E) ) 2, sel(i, E) & par;
Z i =
==+1

e assim a equagao (3.50) fica,

Zp(B) = [cosh BJ)*E~D 2l Z [tanh 8.J]1E]. (3.51)
ECB(A):I(i,E) é par Vi € A

A cada FE estd associado um grafo em A que pode ser conexo ou nao. Dado um grafo
qualquer, podemos dividi-lo em componentes conexas disjuntas e a cada uma dessas componentes

chamaremos de animal na rede. A Figura 3.6 mostra um exemplo de grafo com 3 componentes

o
C

conexas, ou seja, 3 animais na rede.

]
]

Figura 3.6: Animais na rede.

Denotaremos um animal na rede como um grafo conexo v = {1, ..., \¢}, onde A = {z,y}
é uma ligacdo de vizinhos proximos presentes em . Note que, por serem conexos e estarmos
considerando condicoes de fronteira livre, os animais na rede que contribuem para a funcao de
particao sao aqueles v em que o nimero de incidéncia em qualquer um dos seus sitios seja 2 ou

4 (Figura 3.7), enquanto todos os outros grafos nao contribuem (Figura 3.8).

gl
)
L

11

n
- ]

Figura 3.7: Um grafo que contribui possuindo seis componentes conexas.
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—i] Hl
0

Figura 3.8: Um grafo que nao contribui.

Ao conjunto de sitios em A onde v esté suportado chamaremos de supp(7y) e diremos que dois
animais -y e 7/ ndo se intersectam , escrevendo YN~y = () se, e somente se, supp(y) Nsupp(v’) = 0.
Denotaremos também por |y| o ntmero de ligagoes de vizinhos proximos que constituem -, isto ¢,
se v = {A1, ..., \p }, entdo |y| = k. Como ja mencionado, uma vez que estamos usando condigoes
de fronteira livre, apenas sobrevivem os animais tais que o ndmero de incidéncia em seus sitios
sejam 2 ou 4, isso também nos diz que devemos ter |y| > 4.

Definindo £ = {polimeros permitidos em Z?} e L5 = {polimeros permitidos em A} podemos

escrever

Z [tamhﬁJ]‘E| = 1+ Z [tanhBJ]hl'—i— Z [tanh,BJ]'“’l‘[tanhﬂJ]'”‘-i—

ECB(A) {m1}cCLp {v1:72}CLp
[v1]>4 [vi|>4; y1My2=0

+ ot >0 ftanh g tanh g 4

{7172, ICLA
[vil>4; viny;=0

onde o termo 1 esté associado a F = (). Denotando [tanh BJ]M =£(y) = &, e fazendo

EAB) =1+ D> &uby,

n>1 {y1,..., Yn}CLA
[Vil>4; vi~yj
temos que a funcao de parti¢do em (3.51) fica,
Zx(B) = [cosh BJJETD 2L =, (). (3.52)

Observe que =, é semelhante a fungao de particdo que j& trabalhamos anteriormente, com a
sutileza que os polimeros aqui sdo elementos de £ e ndo de A, como no gas de subconjuntos.
Neste caso os polimeros sao animais na rede submetidos a relacdo de incompatibilidade v ~
7" <= suppy Nsuppy’ # 0.

Para aplicarmos os critérios, devemos ter ntimeros p, € (0,+00) tais que, para Fernandez-
Procacci,

onde L, ={v € L:+ =~}

Como no caso do gas de subconjuntos, escolhemos p, = 576“‘7‘, com & = [tanh ﬁJ]M. Assim,
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temos

Eg, (u) < e, (3.53)

onde
V4

n
= (u) = 1+Z% S [[e.
n=1 1

C (V1 yn)ELT =
1yil>45 viry;

Analisando o fator

> e

(V15 yn) €LY 1=1
[vil>4; vi~vys

temos que escolher n animais na rede que sejam incompativeis com um animal dado v e que
sejam compativeis aos pares. Como dois animais sdo incompativeis se eles compartilham pelo
menos um vértice de Z?2, percebemos que o fator acima é zero se n > |V, |. Por outro lado, para

n < \V,y|, podemos cotar superiormente este fator por

S e ™ < IV = 1) (V3] =+ 1) | sup Y &petl]

zeZ?

(Y15 m)ELT 1=1 ’Y’Eﬁ/
[vil>4; vy ey
Implicando assim em
n [V~
= Y a . al~’
Ec,(u) <1+ ( n ) sup E Eye Il 1+ sup E &el
n—1 TEZ Ser TEZ Jer
xey! rey!

Portanto, teremos (3.53) satisfeita, se

V4|

1+ sup Z Ev/€a|’y’| < e,

2
TEL Ser
xey

Uma vez que, qualquer sitio em 7 possui incidéncia 2 ou 4, temos que |V,| < |v|, valendo a

igualdade apenas quando v é um ciclo. Logo,

sup Z 57/6‘1‘7/‘ <e -1 (3.54)

Considere

f(fL') = E g’y/ea"YI‘a
~y'eL
zey!

por invariancia translacional f(x) é constante. Desta forma, podemos tomar = = 0, a origem em
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Z? e (3.54) se resume em

D et <er -1, (3.55)

y'eL

0ey’
A equagf@o acima trata-se de uma condicdo, em altas temperaturas, para a analiticidade
da energia livre do modelo Ising num campo magnético nulo e condigdo de fronteira livre.

Relembrando a defini¢ao de &/, temos

Z [tanh BJ])17 eI = Z [tanh BJ]" e Z 1= Z [tanh BJ]" € C,,.
yecL n>4 yecL n>4
0ey/ 0ey:|'|=n

A constante C,, conta os animais na rede que passam pelo 0 cujos niimeros de elos sdo n, mas
note que partindo de um ponto, temos 4 diregoes possiveis de serem tomadas inicialmente e,
em seguida, temos 3 possibilidades de dire¢bes enquanto que na tltima, como deve formar uma
curva fechada no plano, s6 ha uma possibilidade. Assim, C,, =4-3-...-3-1 < 3" e temos que

(3.55) é certamente satisfeita se

> [Btanh BJ]" e < e — 1, (3.56)
n>4

onde, fazendo x = 3tanh 8J, equivale a

Z[xea]n:x4€4a Z(wea)n Sea_L

n>4 n>0

se xe® < 1, comparando com a série geométrica, a expressao acima é equivalente &

I464a

a
1—1‘6“Se -1

ou
ztetd 4 (€2 — ez — (" — 1) < 0.

Tomando a = 0.21, resolvemos numericamente a condi¢ao acima e, voltando o valor de x, temos
3tanh 5J < 0.4577.

Logo, temos a convergéncia da energia livre, uniformemente em A, desde que

1 .152
B < Boij arctan(0.1525) ~ 0 ; 5.

A titulo de comparacdo faremos a andlise de convergéncia através do critério de Kotecky-

Preiss, que consiste em tomar p., = 576‘1‘7',

p oy’
57 S W R Z fye v S a]'y\ (357)
'y
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Novamente, 7/ = v <= suppy’ Nsuppy # (. Podemos entao escrever,

! /
E Eye® < |V;] sup E :Ev/eah :
T€Z2?

Yy Yec
zey!

de modo que a equacdo (3.57) ¢é satisfeita se também o for

V| sup » &e! < alyl.

2
€L Ser

zey!

Usando que |V| < ||, certamente a desigualdade acima é valida se

sup Z fwleahll < a. (3.58)

Fazendo as mesmas observacoes que o caso anterior temos,
et 4 % —a < 0.

Para a = 0.21, teremos

0.1687

3tanh 8J < 0.1687 = tanh 8J < = 0.0562.

Portanto a energia livre é convergente uniformemente em A, para Kotecky-Preiss, desde que

1 0.0563
B < bo=7 arctan(0.0562) ~ T

Comparando com o resultado de Fernandez-Procacci, vemos que a cota de Kotecky-Preiss para

B é pior e com isso acabamos a andlise do modelo de Ising em altas temperaturas.
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Denotamos por Z% a rede unitaria d —dimensional, isto é, um elemento z € Z% ¢ uma d —apla
x = (ni,...,nq); n; € Z. Nos consideramos Z¢ imerso, de forma natural, em R?. Seja A um
subconjunto finito de Z¢, que usualmente o tomamos como sendo o conjunto
A ={(ny,....,ng) : n; € Z; _TL <n; < %; Vi =1,...,d}, ou seja, todos os sitios (vértices) da rede
unitaria dentro de um cubo com centro na origem e lado L. A defini¢do de um sistema de spins
em Z¢ é dada associando a cada sitio x € A uma variavel ¢, o “spin” no sitio z. O spin ¢, assume
valores em algum espago (2 equipado com uma medida de probabilidade du(¢,) e com a norma
[|p2]|- O espaco de spin tnico 2 depende do tipo de sistema que estamos tratando e, em geral, sua
estrutura pode ser muito complicada e diferente de caso para caso. A medida de probabilidade
du(ps) € as vezes chamada de distribuicdo a priori de spin unico. A escolha mais simples do
espaco ) é assumir que ele é um conjunto finito, com dy assumindo igual probabilidade para
qualquer valor de spin no conjunto €. Por exemplo, a escolha Q = {+1, —1} (ou seja, o spin ¢,

em um sitio z pode tomar apenas os valores ¢, = +1) e du(¢y) = %5¢x7+1 + %5%7_1 (ou seja, a

probabilidade do spin assumir o valor +1 é % assim como também a probabilidade de assumir
-1) corresponde a sistemas tipo Ising. Para tais sistemas a variavel aleatoria ¢, é usualmente
denotada na literatura por o, e quando o, = 1, costuma-se dizer que o spin ¢ “up” e quando
0r = —1 o spin é chamado “down”.

A escolha Q = {0,+1} e du(¢z) = 304, +1 + 504, 0 corresponde ao chamado gds de Rede.
Neste caso a varidvel ¢, é usualmente denotada por n, e interpretada como um nimero de
ocupacao, isto é, se n, = 1 entdo dizemos que uma particula estd presente no sitio x e este sitio
estd ocupado, enquanto que n,; = 0 a particula nao estd presente e o sitio nao esté ocupado.

A escolha Q = {1,2,....q}, com q € ZT, e du(¢,) = %[5%7“ + -+ d4, 4] corresponde ao
chamado modelo Potts com g estados.

Uma escolha menos simples para ) é assumir que ele seja um conjunto infinito, porém
compacto. Um exemplo tipico é o modelo classico de Heisenberg, onde Q@ = {¢, € R? -
l|pz]| = 1}, isto é, Q é a esfera unitaria d-dimensional, e a medida de probabilidade du(¢,) =
[volume Q] ~1d€2(¢,), onde d2(¢,) ¢ a medida de Lebesgue usual na esfera.

Sistemas de spins para os quais ) é um espaco compacto, sdo usualmente chamados de
sistemas de spins limitados. Mas podemos também considerar o caso em que €2 ndo é um espaco
compacto. Sistemas de spin para os quais o espaco de spin tnico ndo é compacto sdo, em geral,

conhecidos como sistemas de spin ndo limitados. Geralmente, sistemas de spins limitados podem

71



72 CAPITULO 4. MODELOS DE SPINS NA REDE 7P

ser tratados mais facilmente.

Dado A C Z¢ finito, consideramos nosso sistema de spins restrito a este conjunto A. Assim,
uma configuracdo ¢ do sistema restrito a A é dado uma vez que tenha sido especificado o
valor de ¢, € Q para todo x € A. ¢p é um elemento do espago de configuragdes restrito a A,
D) =TT,eny. Agora a medida produto du(¢py) = Myeadp(¢,) em Py é rigorosamente definida
sem grandes dificuldades. Se X é qualquer subconjunto de A, &5 e du(¢px) sao definidos de

maneira trivial.

Uma interacdo é dada uma vez que, para cada subconjunto finito X C Z¢, especificamos
uma func¢ao de valores reais ¥(X, ¢x), chamada intera¢ao de muitos corpos, que depende em
geral do conjunto X e dos valores de spins ¢, para cada sitio x € X . Consideraremos apenas
interagbes em pares, isto €, ¥(X,¢x) = 0 sempre que |X| # 2. Assim teremos interagoes da
forma ¥({z,y}, ¢z, ¢y), para z,y € Z%.

Suporemos existir uma funcao positiva J(z,y) tal que

U({z,y}, du, )| < J({z, y DGl [0y (4.1)
e
sup Z J{z,y}) =D < 40 (4.2)
xeZd Jezd
y#FT
Exemplos de fungbes J({z,y} que satisfazem essas condicbes sao J({z,y}) = W e

J({z,y}) = JOzy:|z—y|=1, onde J uma constante positiva. O ultimo exemplo ¢ o caso do modelo
de Ising. Podemos com isto cobrir um niimero grande de modelos e aplicar as considerages que

discutiremos neste capitulo.

Uma vez dada ¥ com as propriedades acima, podemos construir o Hamiltoniano do sistema.
Fixemos uma configuracao de spins ¢4 fora da caixa A, ou seja, no conjunto A° = Z4 — A. Tsto
equivale a especificarmos uma condicio de fronteira para o sistema no interior da caixa A. Essa
escolha é totalmente livre no caso de spins limitados. Uma vez especificada ¢§ podemos definir,

para qualquer ¢, o Hamiltoniano do sistema por

H(b;\(éb/\) = Z \I/({Jf,y};éf)q;,d)y)'

{z,y}NA#0
A quantidade acima fornece a energia associada & configuragao ¢ do sistema de spins, fixada
P
Note que
HP\(¢n) = Hpur(¢1) + W (a, dac),

onde Hyup(da) = > iz y1cn Y{@, 4}, ¢z, ¢y) representa a energia associada aos spins em A,

enquanto W (on, oac) = D en 2oyenc Y({2, v}, ¢, ¢y) representa a energia da interagao entre
os spins de A e A°.

A partir das equagoes (4.1) e (4.2), temos
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W(da,ne)l < Y leall D Tz, yhlleyl

zeA yeA®

CY > J(zyh)

reEAN yeAe

IN

IN

Q

S
g

onde C' = sup,ep |[¢z|] - supyepe [|#y]| € D vem da condigao (4.2). Note que estamos supondo o

sistema, com spins limitados.

A funcao de partigao do sistema é dada por

Zn(B) = /dﬂ(%)e_ﬂz{w}m#@‘I’({w»y}’%%)' (4.3)

A energia livre termodindmica do sistema é definida por

F(B) = lim ——log Z(8), (1.4)

A—oo ‘A‘

onde A — oo é interpretado no sentido de Van Hove. Como o limite acima nao depende da

condicdo de fronteira, podemos toma-la livre.

Mostraremos em seguida que log Zx (/) pode sempre ser escrita em termos de uma expansao
em série formal que converge absolutamente, se 8 é suficiente pequeno. Devido a isto, esta

expansao é denominada expansdo a altas temperaturas.

Relembrando o “truque” da expansdao de Mayer que utilizamos para o gis de polimeros

abstrato, reescrevemos (4.3), com condicao de fronteira livre, da seguinte forma

206 = [duton) T] [(e?vemeso 1))

{z,y}CA

=1 +/du(¢A) Z H (e PYUzwhdety) _ 1),

9€GA {z,y}EE,
onde G sao os grafos conexos ou nao em A. O fator 1 é obtido, por convengao, a partir do grafo
vazio e por [du(pa)l =1 .

Passando & particoes de A para avaliarmos a soma sobre grafos em componentes conexas,

ainda com a convencao que grafos vazios contribuem com o fator 1, temos

Z(...): Z ﬁZ(...),

ISGN {Ry,...Rp}cA i=1g€GR;
Riij:@ﬂqu‘ZQ

com {Rq, ..., Ry} uma k-upla de subconjuntos mutuamente disjuntos em A. Como du(¢p) é uma
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medida produto, du(oa) = [[,cp di(dz), temos que

/du ) Z H e PYUewhoedy) _ 1) = Z ps(R1) - ps(Ry),

9€GA {z,y}EE, {Rq,...,RL}CA
R;NR;=0;|R;|>2

com a atividade do polimero dada por

1 [t 3o TT e omeneen ) (4.5)

TER geGRr {ac,y}GEg
Visto que
1
D, pe(B)pp(B) =) o > pa(R1) - pa(Re),
(R, R }CA E>1"" (Ry...Rp)eAk
RiNR;=0;|R;|>2 RiNR;=0 e |R;|>2

obtemos a func¢do de parti¢do (4.3) escrita como uma funcdo de particdo gra-candnica para o
gds de polimeros abstrato, onde os polimeros sdo subconjuntos de A com cardinalidade maior ou
igual que 2, relagdo de incompatibilidade dada pela intersecao nao vazia e atividade dada por
(4.5)

=1+ 0 X ealRa)pa(Ry), (4.6

E>1 " (Ry,..Ry)enk
R;NR;=0 e |R;|>2

que pode ainda ser vista como a funcdo de particdo de um potencial tipo hard core,

1 _ R,
INB) =1+D 5 D pa(BRi) e pp(By)e” Zrsimn V),

com

0 R,NR; =0;
UR,R)=4{ = /
+oo, se R;NR; #0.

Podemos assim, aplicar os critérios que estudamos em 3.2.3 e analisar a convergéncia de (4.6) e

consequentemente, obter informacao sobre a analiticidade da energia livre (4.4).

Aplicando o critério de Kotecky-Preiss (3.46), devemos ter que

su rlefl < ¢ — su r|| e < a.
P> lex D p

T€L R n—2 |T€LZ4 Ry
z€ER zER:|R|=n

Fazendo a = 1 temos,

o0

Z sup Z lpr|| e < 1. (4.7)

n=2 z€Zd RCA
zE€R:|R|=n
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Nessa direcdo temos o seguinte resultado,

Teorema 4.1. Dado um sistema de spins como o constderado aque, tal que

V({z,y}, ¢as y)| < J({z,}) (4.8)
e
sup Z J{z,y}) < J < 40 (4.9)
zEZ? yezd
yF#T
ou equivalentemente,
> W(z,y, 6, ¢y) > —|RIJ, VR, (4.10)
{z,y}CR

entao, a condi¢ao (4.7) € satisfeita e ‘Tl‘log ZA(B) € uma série absolutamente convergente,

uniformemente em A para 3 tal que:
0.016

5<7J

Note que (4.8) e (4.9) sdo satisfeitas para os sistemas de spins limitados mais populares como
modelos tipo Ising, modelo Potts e o modelo de Heisenberg.
Demonstragao: A condigao (4.10) do teorema nos diz que o potencial de interacdo em pares
U(x,y, ¢z, py) € um potencial estével, o que nos permite usar o Corolario 4.5 em [19], para
limitarmos a atividade |pg|, dada por (4.5) (obs. Vj; = J, para todo i). O corolario afirma que,

para um potencial em pares estavel V;; assumindo valores reais, vale o seguinte:

SRR I CEEI R ol | i

9€GR {i,j}EE, T€ET, {i,j}eT

onde 7T, é o conjunto de todas as arvores enraizadas com n + 1 vértices, sendo 0 a raiz.
Usaremos ainda que, ao somar sobre R contendo um ponto x e |R| = n, podemos dizer

que R = {x1,x9,...,x,} e tomar o ponto x como sendo, sem perda de generalidade, o primeiro

elemento de R, ou seja, 1 = x. Como temos n posicoes para escolher uma a ser ocupada por z,

temos um fator de multiplicagdo n ao efetuar essa restricao. Desta forma,

> lerl= )] |p{x1,...,xn}’:% > |P{z1, o nt |

RCA {xlwlfn}CA (z1=a,...,an)EAT
zE€R:|R|=n T=T;j T F£T;
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Assim,
s S I /dﬂ(@) SO (e mese) 1)
z€L? RCA zER 9€GR {2/ y}€E,
zE€R:|R|=n
n
ST ID SN | f £7703%1 D DN | IRt
T€Z T (4 e am)eAn i=1 9€Gn {ij}EE,
T FT;
n
n n
< sup ] Z H/d,u(d)xi)ezl'ﬂw Z H BY (i, 5, ays Pa;)|
IGZd ’ (z1=wz,...,xn)EAT =1 T7€TH {i,j}ET
TiFT
anlenﬁJ n

< W SUZP H/dﬂ(gbxl) Z Z H J (@i, z;). (4.11)
zez? i=1

TGTn (x1=z,...,xn)EAT {i,j}ET
T, FT

(=1 ndo depende mais dos spins)

Agora, a ultima soma em (4.11) pode ser realizada da seguinte forma: fixando um vértice da
arvore partindo das folhas até a raiz, digamos que fixamos o vértice z;, realizamos a soma em
todos os filhos deste vértice, ou seja, todos os outros vértices que estao ligados a este e temos

que o somatoério satisfaz

> " J(wi,x) < sup > J({miy}) < T
z; xiGZd yEZd
YFT;

Este processo pode ser realizado para cada vértice da arvore, bem como para qualquer que seja

a arvore em T;,. Obtemos assim, a seguinte cota

Z H J(iL’i,l’j) S Jn_l,

(e1=,...,.an) A" {i,j}ET
Ti AT

para qualquer que seja a arvore 7 em T,,. Portanto, a expressao em (4.11) é tal que

ﬂnfl enBJ Jnfl

sup Z H /du(qﬁz) Z H (e—ﬁ\ll(x’,y,qbzu%) -1 < W sup Z 1

zez? xe]lgﬁ%\\*n ZER 9EGR {a' ,y}EE, z€Z? reT,
n—2
_ n n—1_npBJ n—1
= = _pgnlenBlg
(n—1)!
(/BjeBJ+1)"

< Y
= 8

onde usamos a formula de Cayley (Teorema 2.2), > 1 = n" 2 e, na ultima desigualdade,

7T,
usamos a identidade de Stirling ?TT < €". Substituindo na equacdo (4.7) a cota que obtivemos
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acima, ficamos com

e" <1,
n=2 BJ
ou, equivalentemente,
o n
> (BIe77+2)" < 5.
n=2

Usando a soma da série geométrica e resolvendo para 3, encontramos que a condicdo acima é

satisfeita se 0 < 8 < %]16, concluindo a prova do teorema.






Capitulo 5

Analiticidade da energia livre do

modelo BEG na regiao desordenada

O modelo Blume-Emery-Griffiths (BEG) é um sistema de spins introduzido em 1970 para
explicar algumas das propriedades fisicas da mistura 3He — *He [3] e desde entdo tem atraido
muita atencao e tem sido usado em varias aplicacoes como fluidos ternarios [16, 8|, transigao de
fase em UOz [9] e DyV Oy [22] e mudanca de fase em microemulsao [17].

O modelo BEG é definido na rede d-dimensional ctbica Z¢ supondo que em cada sitio = € Z¢
existe uma variavel aleatoria o, (o spin em z) tomando valores no conjunto {—1,0,+1}. Para
U c Z% uma configuracio de spins o em U é uma funcio o : U — {-1,0,+1} : 2+ o, e
Y denotard o conjunto de todas as configuracoes de spins em U. Dado um conjunto finito
A C Z¢ (tipicamente uma caixa ctibica centrada na origem), o Hamiltoniano do sistema em A

(com condicoes de fronteira 0 e campo magnético zero) tem a seguinte expressao:

Ha(o) = — Z (0204 + Yagag)é‘x_yu — 2dXZ o2, (5.1)
{x,y}CA TEA

onde |-| & a norma usual L' em Z¢, dz—y1 € 0 simbolo de Kronecker (i.e. dj,_y; = 1se [z—y| =1
e zero caso contrario) e X,Y € R.

O espaco de pardmetros XY do modelo é particionado em trés regides distintas
(ferromagnética, desordenada, anti-quadrupolar) (veja por exemplo [!]). Focaremos nossa

atencao na regiao desordenada, definida como
D={(X,Y)eR*:X <0, 1+2X+Y <0},

onde apenas a configuragao constante o, = 0, para todo x, ¢ um estado fundamental.

A funcio de particdo do modelo é dada por

AX Y, B) = ) e PHale (5.2)

oEX)\

Finalmente, a energia livre (de fato, a pressdo) no limite termodinamico é definida como

f(XaYa B) lim log ZA<X Y B) (53>
ANZ !A\

79



S80CAPITULO 5. ANALITICIDADE DA ENERGIA LIVRE DO MODELO BEG NA REGIAO DESORDENADA

onde |A| é a cardinalidade de A (este limite é tomado, por exemplo, no sentido de van Hove, neste
caso ele esta bem definido, é independente da sequéncia A+ Z¢ e das condicdes de fronteira, veja
o Teorema 2.3 da Segao 2.1).

Em [13], Lima obteve uma regido de parametros Up, C D, onde o critério de Unicidade
de Dobrushin é satisfeito para toda temperatura, mostrando a unicidade da medida de Gibbs
para toda temperatura. A unicidade da medida de Gibbs assegura a auséncia de transi¢ao de
fase de primeira ordem; entretanto, ela ndo prevé a possibilidade de ter transicoes de fase de
ordem superior. Uma maneira de assegurar que este nao é o caso, seria analisar propriedades
de analiticidade da energia livre. Em [15], usando técnicas de expansdo em polimeros e em
particular expansdo em polimeros a altas temperaturas (veja por exemplo [5]), é mostrado que
para certa classe de sistemas de spins interagindo via potencial em pares, a energia livre pode
ser analitica em qualquer temperatura se algumas condicoes sobre o potencial sao satisfeitas.

Usando o esquema descrito em [15] e a recente identidade grafo arvore, Proposigao 2.2,
provada em [20] e que discutimos no Capitulo 2, estabelecemos uma regiao Dapnaiytic C D onde
a energia livre do modelo BEG é analitica para toda temperatura. Nosso resultado pode ser

resumido pelo seguinte teorema:

Teorema 5.1. Seja d > 2 e Dopaiytic C D a regido cuja fronteira € a curva poligonal

—k(Yy+1), se Y>0
X=¢ (k—1)Y—k, se—-1<Y<O0, (5.4)

kE(y—1), se vy<-—1

onde k = %j‘l ek = %, veja Figura 5.1. Se (X,Y) € Danaiytic, €ntao a energia livre do

modelo BEG definida em (5.3) é analitica para toda temperatura.

X+kYy+k=0
-

Figura 5.1: A regidao de analiticidade da energia livre para toda temperatura.

No resto desta secdo nos concentramos na prova do Teorema 5.1.
Demonstragao: Comecamos reescrevendo a fungdo de partigdo do modelo definida em (5.2)

através da expansao em polimeros a altas temperaturas. De (5.1) e (5.2), temos

ZA(X, Y’ ﬁ) = Z eQdﬁXZzeA U?DeﬂZ{LH}CA(UIUZ’/J’-YUQQJO’Z%)(S‘I*M1‘ (55)
oEXA
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Pela expansao de Mayer, a segunda exponencial no lado direito de (5.5) pode ser escrita como

6'8Z{m,y}CA(UIJ’fFY‘T?BUg)‘;IZ—y\1 - H [eﬂ(gzay"‘Y"ggi)‘s\rﬂ;ll —1+1]
{zy}ca

— Z H (eﬂ(%%-&-YUiUg)ﬂ%yu_1),

9€GA {z,y}EE,

onde Gp é o conjunto de todos os possiveis grafos (conexos ou nao) com conjunto de vértices A
e dado g € Ga, E, denota seu conjunto de elos. Seja II3(A) o conjunto de todas as partigdes
possiveis de A em s elementos, s = 1,2,. .., |A], onde |A| denota o volume de A. E uma observagio

padr@o no quadro de técnicas de expansdo em polimeros (veja por exemplo [5, 7]),

Al

RISEED SEND SE | D S

9EGA s=1 {R,...,Rs}€lls(A) I=1 geGR,

onde do lado direito G'g, denota o conjunto de todos os grafos conexos com conjunto de vértices

R;. Assim, temos

Al

P Ltz yca 20y +Y0200)010 )1 _ Z Z H Z H eBlo2oy+YoZ00)0, i _ 1),

s=1{Ry,...,Rs}€lls(A) I=1 g€GR, {z,y}€E,

Temos portanto a seguinte representagdo para a func¢ao de partigdo (5.5)

|A]
ZCST I SRR DU DI | D DI | (R Gk
ocXp s=1{Ri,...,Rs}€lls(A) I=1 g€GR, {z,y}€E,y
|A]
_ Z Z Z He2dBXZJL€RJ 2 Z H a@ay—i-Ya%aZ)éh,yu —1)
a€¥p s=1 {Ry,...,Rs}eIl4(A) I= 9€Gr, {z,y}€E,
Al
S 3 ( ¥ p(Rl)ezdﬁxzzeRlai)_._( 3 p(Rs)ezdﬁxzmeRscri)’
s=1 {Rl,...,RS}GHS(A) O'EZRl O'EZRS
(5.6)
onde
1 se |[R| =1
p(R) = 2 o
Z H (eﬁ(gz0y+YO’zUy)6|zfy\1 — 1) se ‘R| 2 2
9€GR {z,y}€E,
Definindo

pR) = D p(R)e X Eeer,

ocEXR

a funcdo de parti¢ao (5.6) pode ser reescrita como
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Al

ZNXY,B) =) > p(R1) - -~ p(Rs).

s=1 {Rl,...,Rs}GHs(A)

Note que, se |R| =1 e assim R = {z} com = € A, temos

pR)=p({z}) = > 2XE =14 9e209X
0:€{0,£1}

além disso, para qualquer g € G o fator H{Iyy}eEg(eB(“““’y‘FY”%”%) — 1) é igual a zero sempre

que o, = 0 para algum x € R. Entao, definindo
2R2{0'62320'$::|:1, Vl’ER},

podemos escrever, para |R| > 2

pR)= > p(R)e*¥Eecnt = N p(R)e2 W XIA (5.7)

O'REX_)R UREER

Portanto, chamando

1, se |[R| =1

£(R) = , (5.8)
(22" 5 5 [ (e e 1), e R 22

142¢2dB8 X ‘.
e orRESR 9EGR {,y}EE,

podemos reescrever a funcao de particdo como

Al

ZAX,Y,B) = (1+22)NN" N E(Ry) - €(Rs)

s=1 {R17~~~7RS}GHS(A)

= (1422143 N (R €(Rn)

n>1 {Rq,..,Rpn}CA
|Ri‘22,RiﬂR]‘:@

1
= (2P TS YT (R 6(Rn)
n>1 " (Ry,...,Rp)EAn
‘Ri|22,Riij:@

(1 + 228X =, (x, v, ),

onde Z,(X,Y, 3) corresponde a fungao de partigao padrao de um modelo de polimeros abstratos
com interacao hard core, no qual os polimeros R sio subconjuntos de Z? com cardinalidade maior

que 1, atividade £(R) e relagdo de incompatibilidade sendo a interse¢do nao vazia. Portanto, a
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energia livre do sistema (no volume finito A) é dada por

1
log ZA(X, Y, 8) = log(1 + 26" %) 4+ Py(x, Y, 8),

FACSY,B) =

onde

1 -
TAT lOg :‘A(XvYa ﬁ)

PA(XvaB) = ’A|

Como log(1 + 2e2%) ¢ analitica para todo § € R, é suficiente estudar a analiticidade
da pressao PA(X,Y, () do gas de polimeros descrita acima como uma fung¢do de [ para obter
informacao sobre analiticidade da energia livre no limite termodinamico. As condigbes para a
convergéncia absoluta e limitacdo da pressao de um gés de polimeros abstrato tal como descrito
acima tém sido estudadas ha muito tempo (veja por exemplo [!] e referéncias neles). Aplicamos
aqui o critério de Fernandez-Procacci (FP) (Teorema 3.4), afirmando que a pressdo Py (X,Y, )
pode ser escrita como uma série que converge absoluta e uniformemente no volume A, desde que

a condigao seguinte seja satisfeita

Z‘msup Z R)| <e®—1,

n>2 €27 RCzd:zeR

onde £(R) é definida em (5.8). Escolhendo a = log2 (que esta longe de ser o valor 6timo), esta

condicao fica

"sup  » | (5.9)

n>2 2€Le RCZ4:z€R
|Rl=n

Fazendo
02d8X

a(X, ) = 1 4 202d8X"

(5.10)

temos

D S IECERIECTED DI DN D DN | I G et

"Rczd:zeR * e, 2eRoRESR |9€GR {z,y}€E,
|R|=n |R|=n

(5.11)

Agora precisamos de uma cota superior para o fator

> I -1y, (5.12)

9geGR {z,y}€Ey

onde estamos denotado abreviadamente
Vay = —(Umdy + Y>5|:(;—y\l~ (5.13)

Deixe-nos primeiro observar que o potencial em pares V,, definido em (5.13) goza da propriedade

de estabilidade (veja Definicdo 3.2 e [21]) de forma que podemos facilmente provar o seguinte
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lema.

Lema 5.1. Para qualquer R C Z% e qualquer o € ) ¢ vdlido que

> Vay = —h(V)|R], (5.14)
{z,y}CR

onde
d(l4+7Y) seyY>-—1
h(Y) = ( ) . (5.15)
0 se vY< -1

Demonstragao: Considere primeiro o caso Y > —1. Observe que 0,0, > —1 e portanto

Viy 2 —(1 4+ Y)0jp—y1- Além disso, para cada R C A e x € R temos que Y yer 6jp_y;; < 2d.
y#z

Assim, dado R C Z¢ e o € ¥, podemos cotar

Z 1 Z 1 Z Z (1+Y
{z,y}CR (z,y)ER? TER YER TER yER
y#z y7w y#z

O caso Y < —1 & mais facil. De fato, quando Y < —1 temos V,;, > 0 para todo o € ¥y, .y e
portanto, para qualquer R e qualquer o € X

> V>0

{z,y}CR

Isto conclui a prova do lema.
]

Voltando agora para o problema de encontrar uma cota superior para (5.12). Uma vez
que o potencial em pares V,, é estavel (i.e. satisfaz (5.14)), é muito conhecido que estimativas
eficientes para fatores da forma (5.12), envolvendo somas sobre grafos conexos, podem ser obtidas
via identidades grafo arvores e desigualdades grafo arvores. Aqui usaremos a desigualdade da
Proposigao 2.2, discutida nas preliminares, que trata-se de uma recente desigualdade grafo arvore
devido a Procacci e Yuhjtman (Proposi¢ao 1 em [20]). Por esta desigualdade podemos cotar, em

nosso presente caso, para qualquer R C Z¢ e qualquer o € Xp,

S I - ) S T (1 — e BVarly

9€GR {z,y}€E, T€TR {z,y}eE-

eBnh(Y Z H BOA+NYDIja—yi1) (5.16)

7€TR {z,y}€E,

IN

IN

onde TR denota o conjunto de todos os grafos arvores com conjunto de vertices R (i.e. grafos
conexos sem ciclos) e na tltima linha usamos que |[Vay| < (1 + [Y[)djp—yp1-
Voltando agora para (5.11), primeiro observe que o lado direito da desigualdade (5.16) ndo

tem dependéncia nos spins e assim podemos somar livremente do lado direito de (5.11) sobre
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todas configuracoes em X ganhando um fator 2/4l = 2. Em segundo lugar, note que

1 — e BAHIYDOo—y1 — (1-— eiﬁ(lHYl))(ﬂz,yu,

implicando que, para qualquer arvore 7 € T,,,

H (1 — e BUHYDIeyi1) = (1 — = BUHYDYIRI-L H So—y1-
{zy}eEr {eylely

Estes dois fatos, juntos com (5.16) implicam que (5.11), pode ser reescrita como

sup Y [E(R)] < 2a(x, B)eM (1 — e P gup - NN T Gy

d
2€Z Rczd:2eRTETR {z,y}€E,
|R|=n |R|=n

(5.17)
Defina agora

n—SUP Z Z H 5\ry|1

RCZd 2eRTETR {z,y}€E-
|R|=n

e note que

)DEDINE | IESVIESTE U DD D | [

Rczd:zerTETR {z,y} €L, (x1,....xn)e@dyn TETh {z,y}€E,
|R|=n TiFx T =2

Entao, sendo T, o conjunto de todas as arvores com vértices no conjunto {1,2,...,n}, temos

C n _ 1 Sup Z Z H 5|17_5’3]|1

d
2€Z T7€TH (T1,s zn)e(zZd)n {Z,]}EE

Agora observe que, para qualquer arvore 7 € T;,, vale

||
Z H 5‘$1_3¢]|1 < Sup Z 5\w z|1 = (2d)n_1 . (518)
(@1,zn)e@dyn {i,jE€EL ¢ pezd
TiFTj =2 wH#z

n—2

Desta forma, usando também a formula de Cayley (que diz que » 5 1 =n""%) podemos cotar

C,, superiormente por
n—2

Cn (n—1)!

IN

(2d)" 1

e assim (5.17) é escrito como

_ n—1 nn72
sup > [E(R)] < [2a(x, B 2d(1 — e PUHYD) T ———
z€Z4 4 (n 1)

"R

n—1

Pela Férmula de Stirling, temos a desigualdade ﬁ < “— que, usada na expressao acima,
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implica que a condigdo (FP) (5.9) é satisfeita desde que também seja

© n—1 n—1
> la(x, B)eM ) [2d(1 — PO T < 1,
n
n=2
ou
> 1 n—1
4a(X, B)eh) Z — [8dea(X,,8)e*Bh(Y)(1 - e_B(I'HYD)} <1
n=2 n
Sendo ¢ = a(X, 8)eMY) e ¢ = (1— e BU+NYD) e usando o fato que 3307, Tn,;l = 77«7105(14) para
Ir] < 1, a desigualdade acima sera satisfeita, desde que
[—8dede — log(1 — 8dede)]
46 <1
8dede -
ou, equivalentemente,
45 (-1 —1log(1— Sdeae)ﬁ] <1. (5.19)

Na ultima condico assumimos que 8 > 0 assim podemos dividir por €; quando 8 = 0, a condi¢io
(5.19) ¢ satisfeita trivialmente. Como 0 é uma funcao da constante de estabilidade h(Y) definida

em (5.15) que assume dois valores, dependendo de Y, analisaremos os dois casos separadamente.

Comecamos analisando (5.19) quando Y > —1. Neste caso, h(Y) = d(1 +Y) e portanto
e2dBX eBI(Y) = Pd2X+(1+Y)]  Como na regido desordenada 1+ 2X +Y < 0, temos § < 1. Logo,
(5.19) vale se

—log (1 — 8dede)saes < °. (5.20)

| Ot

Note que a funcio f(z) = —In[(1 — )'/%] é crescente para 0 < z < 1 com lim,_,o+ f(z) = 1 e
lim, ;- f(x) = +00. A solucao de f(z) = 5/4 é (ligeiramente) maior que 0.37137. E entdo, a

condicdo (5.20) vale, desde que
< 0.37137 < 1

= TRde = Beard
Chamando —d[2X + (1 +Y)] = k1, 1 + |Y| = ko, e 58.57d = C, a condic¢ao acima fica

1
—k18 —k2p8

e 1—e < —.

( )< o

Note que ko > 0 por defini¢do e k; > 0 pois estamos na fase desordenada onde 2X + (1+7Y) < 0.

Observe além disso que o maximo da funcio g(8) = e ¥18(1 — e7#28), como S varia no intervalo

(0,400), é atingido em 8 = f. onde fB. ¢ a solugio de e~#28 = k’llj—lkz' Entao, para qualquer
B8 > 0, temos

kq |

= k Rk k
< _kQBc kg 1 _ _kQBc — 1 2 < 2
g(ﬁ)_(e ) (1-e ) k1 + ko ki+ke = k1+ko
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k 1 . s A
e S oo ou equivalentemente, k1 > (C4 — 1)k, a condi¢do para convergéncia

seré satisfeita para todo § > 0. Levando em conta a expressdo de ki e ko, temos

Portanto, se

—d2X 4+ (L4 Y)] > (O — 1)(1+]]),
isto &,

X < —(Cg;”u ) - %(1 ).

Como temos dependéncia em |Y|, temos que considerar os casos Y > 0 e —1 <Y < 0
separadamente (lembrando que estamos ainda considerando o caso Y > —1). Para Y > 0,

temos (C 1) )
< _ |72 2
Xs [ 2d 2] (1+7Y)

e para —1 <Y <0, temos

x<-|

o) [

Consideremos agora o caso Y < —1. Neste caso a constante de estabilidade é h(Y) = 0 e
eQd,@X

T55max temos que § < 3. Portanto,
€

assim, relembrando que § = a(X, 3)e?"Y) e que a(X, 8) =
a condicao (5.19) fica

7
—log (1 — 8dede) saese < 7

ou ainda,
0.7127 1
de < < i
— 8de T 30.52d
Sendo k1 = 2d|X|, k2 = 1 —Y e C_ = 30.52d e procedendo como no primeiro caso, temos a
seguinte condicao
-1
X < —M(l -Y).

- 2d
Resumindo, concluimos que a energia livre é analitica para todo 8 para (X,Y) na porcao de

D cuja fronteira é a curva poligonal dada por

—k(Yy +1), seY >0
X=4¢ (k—1)Y—Fk, se-1<Y<O0 ,

E(y —1), seY < -—1

onde k = %@d*l ek= %jfl, e isto conclui a prova do Teorema 5.1.
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