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Resumo

Nesta dissertação fazemos um estudo da técnica de expansão em polímeros, a qual desempenha

um papel fundamental em mecânica estatística rigorosa, no estudo de transições de fase em

sistemas físicos. Discutimos a analiticidade da pressão para o modelo do gás de polímeros abstrato

e, baseados nas ideias discutidas neste modelo, fazemos algumas aplicações da técnica em outros

modelos tais como o gás de subconjuntos na rede Zd e o modelo de Ising. Também aplicamos

expansão em polímeros ao modelo Blume-Emery-Gri�ths, na região de parâmetros conhecida

como desordenada e obtivemos resultados sobre a analiticidade da energia livre deste modelo

para qualquer valor de temperatura.

Palavras-chave: Expansão em polímeros. Transições de fase. Sistemas de spins.

Analiticidade da energia livre. Modelo BEG.



Abstract

In this dissertation we study the polymer expansion technique, which plays a fundamental role

in rigorous statistical mechanics, in the study of phase transitions in physical systems. We discuss

the pressure analyticity for the abstract polymer gas model and, based on the ideas discussed in

this model, we make some applications of the technique in other models such as the subset gas

on the lattice Zd and the Ising model. We also applied polymer expansion to the Blume-Emery-

Gri�ths model, in the region of parameters known as desordered and we obtained results about

analyticity of free energy of this model for all temperature.

Keywords: Polymers expansion. Phase transitions. Spins systems. Analyticity of free

energy. BEG model.
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Capítulo 1

Introdução

Mecânica estatística é um campo da física que tem como objetivo obter informações

macroscópicas de um sistema de partículas interagentes a partir de informações microscópicas

de seus constituintes (átomos, moléculas, íons, etc), o que é feito por meio de uma abordagem

probabilística.

No caso de cristais, as suas redes cristalinas podem ser modeladas pela rede Zd, onde em cada

sítio da mesma temos um átomo. Em particular, uma amostra de um cristal pode ser modelada

por um subconjunto Λ ⊂ Zd �nito e as propriedades microscópicas expressando as interações

entre os átomos em Λ são dadas pelo seu Hamiltoniano, HΛ, o qual pode depender de vários

parâmetros, tais como a temperatura, campo magnético, dentre outros. A partir deste, de�nimos

a energia livre no volume Λ, a qual é dada por ψΛ=̇(logZΛ)/|Λ|, onde ZΛ =
∑

ω∈ΩΛ
0
e−HΛ(ω) é

chamada de função de partição em Λ e Ω0 é o espaço de estado de um átomo (por exemplo, dado

i ∈ Λ, ωi ∈ Ω0 pode ser um dos possíveis estados do spin no sítio i). Na prática, |Λ| é muito

grande (> 1023) e precisamos estudar o limite Λ ↑ Zd, chamado de limite termodinâmico. Em

particular, temos a energia livre no volume termodinâmico, ψ, dada por ψ=̇ lim
Λ↑Zd

logZΛ

|Λ|
.

Um dos problemas centrais em mecânica estatística é o estudo dos fenômenos de transições

de fases em sistemas físicos, os quais fazem parte do nosso cotidiano (por exemplo, a transição

da fase ferromagnética para paramagnética em materiais como Fe, Co e Ni). Uma possível

caracterização de uma transição de fase é a não-analiticidade da energia livre ψ em relação a

algum dos parâmetros que a de�ne.

Com intuito de estudarmos o fenômeno de transição fase, utilizaremos uma técnica chamada

expansão em polímeros que, com origem na mecânica estatística, através de Mayer, hoje

desempenha um papel importante em diversas outras áreas do conhecimento tais como: teoria

de campos, teoria de grafos, combinatória, etc., permitindo a obtenção de resultados rigorosos

que nenhum outro método até então fora capaz de fornecer.

Para usarmos a expansão em polímeros, buscamos inicialmente reescrever a função de partição

do sistema original (expressa em termos, por exemplo, de con�gurações de spins) em termos

de objetos geométricos (grafos, contornos na rede, etc), chamados polímeros, cujas de�nições

dependem do regime de interesse do parâmetro ao qual analisamos a analiticidade da energia

livre; por exemplo, se o parâmetro for a temperatura, podemos procurar representações para a

função de partição no regime de altas ou baixas temperaturas, nos levando a diferentes noções

de polímeros.
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12 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Na representação em polímeros, as funções de partições geralmente possuem uma estrutura

comum que pode ser explorada para fornecer, sob certas condições, uma informação detalhada

dos seus logaritmos, em termos de séries, através da expansão em polímeros. Ou seja, ao

realizarmos uma sequência de operações obtemos uma representação para ZΛ como a exponencial

de uma série. Em seguida buscamos critérios para garantir a convergência absoluta dessa série,

justi�cando os rearranjamentos feitos na sua prova e assim garantirmos a analiticidade da energia

livre do sistema, portanto, mostrando a ausência de transição de fase do mesmo.

A seguir descreveremos a organização desta dissertação.

Começamos com alguns conceitos preliminares no Capítulo 2, relativos ao que será discutido

no resto do texto. Neste capítulo encontram-se de�nições e propriedades da teoria de grafos,

incluindo resultados sobre grafos tipo árvores que serão muito usados em nossos cálculos, por

exemplo, a fórmula de Cayley, onde damos uma demonstração para esse resultado que nos permite

contar o número de árvores com vértices no conjunto {1, 2, ..., n}. Na seção seguinte do mesmo

capítulo demonstramos a existência da pressão (equivalentemente da energia livre, pois estas

diferem por uma constante) no limite termodinâmico e a sua independência das condições de

fronteiras, para um modelo particular conhecido como modelo de Ising, mas os argumentos

usados podem ser facilmente generalizados para modelos bem mais gerais, onde em particular

a interação entre as partículas não precisam ocorrer entre vizinhos mais próximos, mas cujo

alcance seja �nito. Na próxima seção, demonstramos uma importante identidade grafo-árvore,

conhecida como identidade de Penrose, e usando-a demonstramos um recente resultado, obtido

no trabalho de Procacci e Yuhjtman [20], que fornece uma cota superior para uma soma sobre

grafos conexos em termos de uma soma sobre árvores.

No Capítulo 3, baseados essencialmente em [7] e [19], discutimos um dos modelos de expansão

em polímeros que merece destaque, o modelo de gás de polímeros abstrato. Trata-se de um

modelo que tem um papel fundamental em mecânica estatística e teoria dos campos, pois

inúmeros modelos nessas áreas podem ser reformulados a partir deste. Discutimos os critérios

de convergência para a série da pressão desse modelo, a saber os critérios de Kotecký-Preiss,

Dobrushin e, por �m, o critério de Fernández-Procacci. Ainda no Capítulo 3 consideramos

aplicações da expansão em polímeros, baseados nas ideias discutidas para o modelo de gás de

polímeros abstrato, em modelos como o modelo gás de subconjuntos �nitos na rede e o modelo

de Ising no regime de altas temperaturas.

No Capítulo 4, fazemos uma análise de modelos de spins limitados na rede Zd e, sob certas

hipóteses, obtemos um critério para a analiticidade da pressão nesses tipos de modelos, este

resultado é expresso no Teorema 4.1.

Por �m, no Capítulo 5, usamos a expansão em polímeros, através do critério de Fernández-

Procacci para a convergência da série do logaritmo da função de partição, bem como a identidade

grafo-árvore obtida na Proposição 2.2 e obtemos um resultado, expresso no Teorema 5.1, que

nos dá a analiticidade da energia livre do modelo Blume-Emery-Gri�ths (BEG) na região de

parâmetros chamada de desordenada. Este resultado trata-se de uma contribuição original

desenvolvida nesta dissertação.



Capítulo 2

Preliminares

Neste capítulo estabelecemos alguns conceitos básicos necessários ao desenvolvimento desta

dissertação. Inicialmente, daremos algumas de�nições e propriedades sobre grafos, em seguida,

provaremos a existência da pressão no limite termodinâmico. Por �m, usando a identidade

de Penrose, demonstraremos uma identidade grafo-árvore, obtida no trabalho de Procacci e

Yuhjtman [20], que permite substituir uma soma sobre grafos conexos por uma sobre grafos tipo

árvore, que é melhor sob o ponto de vista de contagem.

2.1 Grafos

De�nição 2.1. Um grafo G é um par (V,E), onde V = V (G) é um conjunto enumerável,

chamado conjunto de vértices de G e E = E(G) = {{x, y} : x, y ∈ V, x ̸= y} é o conjunto de elos

(ou arestas) de G.

De�nição 2.2. Um grafo é dito simples quando não possui elos paralelos (mais de um elo entre

dois vértices) nem laços (elos cujos extremos estejam no mesmo vértice). Um grafo que não é

simples chama-se multigrafo.

De�nição 2.3. O número de vértices em um grafo é chamado de ordem do grafo e ao número

de elos chamamos dimensão do grafo.

Na Figura 2.1 ilustramos a representação geométrica do grafo G = ({1, 2, 3, 4, 5},
{{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {2, 4}, {4, 5}}), de ordem e dimensão iguais a 5 e 5, respectivamente, por

meio de uma �gura plana, constituída de pontos (os vértices de G) e de elos (um segmento de

reta entre x e y em V , tais que {x, y} ∈ E(G)).

1 2

3
4

5

Figura 2.1: Exemplo de grafo.
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14 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

De�nição 2.4. Dado um grafo G, um elo diz-se incidente em um vértice v, se v é um dos

extremos desse elo; dois vértices u e v são chamados adjacentes se {u, v} ∈ E(G).

De�nição 2.5. Dados dois grafos G e G′. Dizemos que G′ é um subgrafo de G e que G é um

supergrafo de G′ quando V (G′) ⊆ V (G) e E(G′) ⊆ E(G). Por sua vez, chamamos de subgrafo de

G induzido por um subconjunto de vértices V ′, as vezes denotado por G[V ′], o subgrafo obtido

de G ignorando o subconjunto de vértices V (G) \ V ′ e, consequentemente, os elos incidentes a

eles. A Figura 2.2 mostra um exemplo de um subgrafo do grafo da Figura 2.1, induzido pelo

subconjunto de vértices {1, 2, 3}, ou seja, G[{1, 2, 3}].

1 2

3

Figura 2.2: Exemplo de subgrafo do grafo da Figura 2.1.

De�nição 2.6. Dizemos que um grafo G é rotulado em vértices (ou elos) quando a cada vértice

(ou elo) estiver associado um rótulo. A Figura 2.1 exempli�ca essa de�nição, onde os vértices do

grafo estão rotulados através de números naturais.

De�nição 2.7. Denominamos por grafo completo de ordem n e denotamos por Kn um grafo com

n vértices dois a dois adjacentes. Por outro lado chamamos de grafo nulo (ou vazio) de ordem n,

denotado por Nn, um grafo com n vértices dois a dois não adjacentes, em outras palavras, sem

nenhum elo (Veja Figura 2.3).

Figura 2.3: Um grafo completo K6 e grafo nulo ou vazio N6.

De�nição 2.8. Designa-se por grafo complementar de um grafo G e denota-se por Ḡ, um grafo

com o mesmo conjunto de vértices de G tal que dois vértices são adjacentes se, somente se, eles

não são adjacentes em G. A Figura 2.4 abaixo, mostra um exemplo de grafo complementar de

um grafo dado G.

Ao conjunto de todos os grafos rotulados com n vértices (ordem n) denotaremos por Gn.

Sendo ⊆ a relação binária de�nida em Gn tal que G1 ⊆ G2 se, somente se, G1 é subgrafo de

G2, pode-se concluir que (Gn,⊆) é um conjunto parcialmente ordenado. Neste conjunto o único

elemento maximal, com respeito a relação ⊆, é o grafo completo Kn, enquanto o único elemento

minimal é o grafo nulo Nn. Dois grafos são comparáveis, segundo a relação ⊆, se um é subgrafo

do outro. Note que, se G ∈ Gn \ {Kn, Nn}, G e Ḡ não são comparáveis.
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G Ḡ

Figura 2.4: Grafos complementares.

De�nição 2.9. Dado um grafo G e um vértice v ∈ V (G), diz-se grau ou valência de v e

denotamos por deg(v), o número de elos de G incidentes em v. O grau máximo dos vértices de

G é denotado por ∆(G) e o mínimo por δ(G). Um vértice de grau 1 é chamado uma folha do

grafo.

De�nição 2.10. Um grafo é dito ser regular (de grau r ou r-regular) quando todos os seus

vértices têm o mesmo grau (r). Por exemplo, a Figura 2.5 mostra um grafo 3-regular (O grafo

K6 na Figura 2.3 é outro exemplo de grafo regular, nesse caso de grau 5).

Figura 2.5: Grafo 3-regular.

Dados dois grafos G e H, a união desses dois grafos, G ∪H, é o grafo

G ∪H = (V (G) ∪ V (H), E(G) ∪ E(H))

e a interseção de G e H, denotada por G ∩H, é o grafo

G ∩H = (V (G) ∩ V (H), E(G) ∩ E(H).

A partir disso é possível particionar um grafo G em grafos G1 = (V1, E1), ..., Gk = (Vk, Ek) se

G = ∪k
j=1Gj e Gi ∩Gj = ∅ para i ̸= j, onde ∅ representa o grafo dado pelo par (∅,∅).

Com isso podemos de�nir um grafo conexo.

De�nição 2.11. Um grafo G é dito conexo quando a única partição que ele admite é a trivial,

ou seja, G = G ∪∅. Caso contrário, dizemos que o grafo não é conexo ou desconexo.

Uma outra maneira de dizer que um grafo é conexo é dizer que, qualquer par de vértices está

conectado por um caminho (conjuntos de elos) ao longo do grafo. Caso um grafo G não seja

conexo, podemos construir uma partição de G em subgrafos que sejam conexos. Isso é expresso

na próxima de�nição.

De�nição 2.12. Um subgrafo de um grafo G é dito uma componente conexa (ou simplesmente

uma componente) de G, se é um subgrafo conexo maximal, no sentido que, sendo induzido pelo

conjunto de vértices V ′, para todo x ∈ V (G) \ V ′, o grafo G[V ′ ∪ {x}] não é conexo.
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Chama-se de passeio em um grafo G, entre os vértices u e v, a qualquer sequência de vértices

e elos (não necessariamente distintos) da forma

u = v1, {v1, v2}, v2, ..., vk−1, {vk−1, vk}, vk = v.

Aqui, u é dito vértice inicial e v vértice �nal do passeio. Chama-se de trajeto em um grafo G,

entre os vértices u e v, um passeio no qual não exista elos repetidos (podendo haver vértices

repetidos). Um caminho em G, entre os vértices u e v, é um trajeto entre u e v no qual não

exitem vértices repetidos (exceto possivelmente o primeiro e o último). Um trajeto fechado, onde

o vértice inicial coincide com o �nal, é chamado de circuito e se os únicos vértices que coincidem

no trajeto fechado são os iniciais e �nais, então chamamos este trajeto de ciclo.

De�nição 2.13. Dado um grafo G, dizemos que G é bipartido, quando podemos particionar

o conjunto de vértices de G em dois subconjuntos V ′ e V ′′ de modo que não exista elos entre

qualquer par de vértices de V ′ nem entre qualquer par de vértices de V ′′ e que todo elo de G

conecta um vértice de V ′ com um de V ′′ (veja Figura 2.6). Um tal grafo bipartido é usualmente

denotado por G(V ′, V ′′, E), onde E é seu conjunto de elos.

V ′ V ′′

Figura 2.6: Exemplo de grafo bipartido.

A próxima de�nição nos dá uma classe de grafos conexos muito usada ao longo da dissertação

e que é também uma classe especial de grafos bipartidos.

De�nição 2.14. Os grafos conexos que não possuem ciclos (acíclicos) são denominados árvores.

Por sua vez, chama-se �oresta a todo grafo acíclico constituído por componentes conexas que

são árvores.

árvore �oresta

A seguir, temos um teorema que caracteriza grafos do tipo árvore. Mas antes provaremos um

lema a ser usado na demonstração desse teorema.

Lema 2.1. Seja G um grafo conexo de ordem n. Então, G possui ao menos n− 1 elos.
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Demonstração: Faremos por indução em n: Se n = 1, temos que G não possui elos e vale a

a�rmação. Supondo agora que seja verdade para grafos conexos com número de vértice menor

que n, devemos mostrar que vale para um grafo conexo com n vértices, seja H esse grafo. Ao

tirarmos um vértice de H temos dois casos a analisar: o grafo resultante ainda permanece conexo

e assim teríamos um grafo H ′ com número de vértices n−1 e, por hipótese de indução, H ′ possui

no mínimo (n− 1)− 1 elos e, consequentemente, H deve ter no mínimo n− 1 elos. O outro caso

é se o grafo resultante não for conexo. Nesse caso consideramos as componentes conexas de H,

digamos que existam k. Sejam n1, ..., nk o número de vértices em cada componente, é claro que

ni < n e, pela hipótese de indução, a componente i terá no mínimo ni − 1 elos. Ao somarmos

todos esses elos, temos n1+n2+ ...+nk−k = n−1−k e olhando de volta para H, o vértice que

foi retirado estava conectado a cada componente por no mínimo k elos. Logo, H tem no mínimo

n− 1− k + k = n− 1 elos e segue a a�rmação do lema.

Teorema 2.1. Seja T um grafo. As seguintes condições são equivalentes:

1) T é uma árvore;

2) T é conexo e possui |V (T )| − 1 elos;

3) T não tem ciclos, mas acrescentado um elo a T obtém-se um único ciclo.

Demonstração: Vamos mostrar inicialmente que 1) =⇒ 2) : Por de�nição de árvores, temos

que T é conexo. Agora procedemos por indução em |V (T )|. Se |V (T )| = 1, temos que T

possui 0 = |V (T )| − 1 elos. Supondo que a a�rmação é verdadeira para grafos árvores com

número de vértices menor que |V (T )|, devemos mostrar que vale também para árvores com

|V (T )| vértices. Com efeito, como T é uma árvore, a retirada de um elo {u, v} ∈ E(T ) divide

T em duas componentes conexas que são também árvores, digamos T1 e T2, cujos respectivos

conjuntos de vértices têm cardinalidade menor que |V (T )|. Por hipótese de indução, T1 possui

|V (T1)| − 1 elos e T2 possui |V (T2)| − 1. Por sua vez, |E(T )| = |E(T1)| + |E(T2)| + 1 =

(|V (T1)| − 1) + (|V (T2)| − 1) + 1 = |V (T )| − 1.

Mostremos agora que 2) =⇒ 3) : Suponha que T possui ciclos. Então deve existir um par

de vértices que são ligados por mais de um caminho. Desta forma, retirando-se um dos elos em

um dos caminhos entre esse par de vértice, sobrariam |V (T )| − 2 elos o que não é su�ciente para

que T seja conexo e, portanto, T não pode conter ciclos. Note que provamos também que não

pode existir, sob as mesmas hipóteses, mais de um caminho ligando dois vértices. Isso nos leva

a concluir que, se houvesse mais de um ciclo ao se adicionar um elo {u, v} em T , deveríamos

ter também mais de um caminho ligando u e v quando considerássemos T \ {u, v}, o que não

acontece.

Por �m, para 3) =⇒ 1), basta mostrar que T é conexo. Mas se esse não fosse o caso, ao

adicionarmos um elo ligando duas componentes conexas, não geraríamos um ciclo contrariando,

assim, a hipótese 3).

O resultado que enunciaremos a seguir é conhecido como fórmula de Cayley e tem grande

utilidade pois nos permite calcular a cardinalidade do conjunto de todas as árvores com vértices

em {1, ..., n} que denotamos por Tn. Essa fórmula foi introduzida em 1889 por Arthur Cayley e,
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na literatura, existem várias demonstrações para ela. Aqui daremos uma demostração devido a

Prüfer [23].

Teorema 2.2. (Fórmula de Cayley (1889)). Seja Tn o conjunto de todas as árvores com vértices

em [n] = {1, ..., n}. Então,
#Tn = nn−2.

Demonstração: (Prüfer, (1918)). Seja ℑ o conjunto de todas as sequências numéricas da

forma (t1, t2, ..., tn−2), com tj ∈ {1, ..., n}. Temos, pelo princípio multiplicativo, que existem

nn−2 sequências dessa forma em ℑ. Basta construirmos uma bijeção entre ℑ e Tn e o resultado

segue. Para calcular a sequência de Prüfer f(T ) para uma árvore rotulada T , iterativamente

delete a folha com menor rótulo e acrescente o rótulo vizinho à sequência. Depois de n − 2

iterações sobrará apena um elo e temos produzido uma sequencia f(T ) de comprimento n − 2.

Para a árvore abaixo, por exemplo, a sequência correspondente é 744171, e o elo que sobra é

{1, 8}.

2 7 1 4 3

586

Para provar que f é uma bijeção, provaremos que a sequência pode vir apenas de uma

árvore e que toda sequência surge dessa maneira. Suponha que em cada passo, ao calcular f(T ),

marcamos a folha deletada como �encerrado�. Seja S o conjunto de folhas restantes na árvore;

estes são vértices não encerrados cujos rótulos não aparecem no resto da sequência, devido o

processo de construção. A próxima folha deletada é o menor número que está em S. Assim

podemos recuperar a árvore T da sequência a = f(T ) como segue: começando com o conjunto

de vértices [n] e sem elos. No passo i-ésimo, seja x o rótulo que aparece na posição i de a.

Seja y o menor rótulo que não aparece nas posições depois da i-ésima e que ainda não foi usado.

Adicionamos o elo {y, x} e marcamos y como �encerrado�. No passo n−2, unimos os dois vértices,

que ainda não foram encerrados, por um elo.

Temos provado que se estes n − 1 elos formam uma árvore T , então a = f(T ), pois

determinamos os elos que devem ter sido deletados de T em cada passo. Para ver que os

elos formam uma árvore, note que começamos com um grafo (o grafo não trivial) em que toda

componente tem um vértice não encerrado. Em cada passo, adicionamos um elo unindo vértices

em componentes distintas e marcando-o como encerrado; isso reduz o número de componentes em

1 e deixa um vértice não encerrado em cada componente. O último elo une as duas componentes

remanescentes. Assim, produzimos um grafo com n− 1 elos e apenas uma componente, ou seja,

uma árvore. Provamos assim que esse procedimento reverso é, de fato, f−1, e isso conclui o

teorema.

2.2 Existência da pressão no limite termodinâmico

Nesta seção provaremos a existência da energia livre no limite termodinâmico e, sem perda

de generalidade, vamos nos restringir ao modelo de Ising.
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O modelo de Ising foi proposto em 1920 por Wilhelm Lenz [12] como um modelo matemático

para descrever a transição de fase em materiais ferromagnéticos, tais como Fe, Co e Ni, descoberta

por Pierre Curie, em 1895. Para tais materiais existe uma temperatura Tc, chamada de

temperatura de Curie, abaixo da qual ao aplicarmos um campo magnético no material ele �ca

permanentemente imantado, mesmo após a retirada do campo magnético, o que não acontece

para temperaturas acima de Tc. Estes dois regimes correspondem às fases ferromagnética e

paramagnética, respectivamente. Este modelo foi resolvido em uma dimensão em 1925 por

Enerst Ising [10], aluno de doutorado de Lenz. E, desde então, ele recebe o nome de modelo de

Ising. Ising concluiu que a energia livre no limite termodinâmico é analítica nos seus parâmetros,

portanto o modelo não apresenta transição de fase, uma vez que esta pode ser de�nida como a

não analiticidade da energia livre em relação aos parâmetros que a de�ne. Baseado neste fato,

Ising concluiu que o mesmo valia para toda dimensão (portanto que o modelo não era adequado

para descrever os materiais ferromagnéticos), o que foi mostrado não ser verdade para dimensão

maior ou igual a dois, por Rudolf Peierls [18], em 1936. A partir de então este modelo se tornou

o modelo de mecânica estatística mais estudado na descrição do fenômeno de transição de fase.

No modelo de Ising a rede cristalina é modelada por Zd, ou seja, em cada sítio da mesma

existe um átomo, cada dos quais interage apenas com os seus vizinhos próximos, através dos seus

spins (ao átomo no sítio i ∈ Zd associamos a variável aleatória ωi ∈ {−1, 1}, representando os

dois possíveis estados do spin do átomo). Se os átomos de uma amostra estão num subconjunto

Λ ⊂ Zd, então uma con�guração ω dos seus spins é um elemento de ΩΛ = {−1, 1}Λ. Se em cada

sítio de Λ tivermos um campo magnético externo h ∈ R, então a energia ou Hamiltoniano de

uma con�guração ω com condições de fronteira livre, denotada por H∅
Λ;β,h(ω), é de�nida como

H∅
Λ;β,h(ω) := −β

∑
{i,j}∈EΛ
||i−j||=1

ωiωj − h
∑
i∈Λ

ωi, (2.1)

onde β é o inverso da temperatura. Neste caso não consideramos a interação entre os átomos de

Λ e Λc. Se o quisermos fazê-lo, temos que especi�car os spins na fronteira de Λ, denotada por

∂Λ, onde ∂Λ = {j ∈ Λc : ||j − i||1 = 1,∀i ∈ Λ}. Em particular, se ωi = ηi, para todo i ∈ ∂Λ,

então a energia de uma con�guração ω com condição de fronteira η, denotada por Hη
Λ;β,h(ω), é

de�nida como

Hη
Λ;β(ω) := H∅

Λ;β(ω)− β
∑

i∈Λ,j∈∂Λ

||i−j||=1

ωiηj . (2.2)

A pressão do modelo de Ising no volume Λ com condição de fronteira arbitrária #, denotada

por ψ#
Λ;β,h, é de�nida como

ψ#
Λ;β,h := (logZ#

Λ;β,h)/|Λ|,

onde

Z#
Λ;β,h =

∑
ω∈ΩΛ

e−H#
Λ;β,h(ω)

é chamada de função de partição do modelo de Ising. A pressão do modelo de Ising no limite

termodinâmico, denotada por ψ#
β,h, é de�nida como
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ψ#
β,h := lim

Λ⇑Zd

logZ#
Λ;β,h

|Λ|
,

onde no limite acima, ⇑ denota que o limite é tomado no sentido de van Hove, ou seja, tomamos

uma sequência (Λn)n satisfazendo Λn ⊂ Λn+1, ∪n≥1Λn = Zd e limn→∞
|∂inΛn|
|Λn| = 0, onde

∂inΛ=̇{i ∈ Λ : ∃ j /∈ Λ, j ∼ i} (veja [7]). Um exemplo simples de sequência que satisfaz

essa de�nição é a sequência de caixas B(n)=̇{−n, ..., n}d.

Teorema 2.3. No limite termodinâmico, a pressão

ψ#(β, h) := lim
Λ⇑Zd

ψ#
Λ (β, h)

está bem de�nida, independe da sequência Λ convergindo para Zd no sentido de van Hove e do

tipo de condições de fronteira.

Demonstração: Faremos a demonstração do teorema inicialmente para condições de fronteira

livre e um tipo de sequência de subconjuntos de Zd e, em seguida, generalizamos para condições

de fronteira qualquer e qualquer sequência convergindo à Zd no sentido de Van Hove.

Começaremos então mostrando a existência do limite

lim
Dn⇑Zd

ψ∅
Dn

(β, h),

onde, por de�nição, Dn = {1, 2, ..., 2n}d e ∅ signi�ca condições de fronteira livre. Omitiremos

o par (β, h) a título de simpli�car a notação. A ideia é mostrarmos que a pressão associada a

caixa Dn+1 �ca �próxima� da pressão associada a caixa Dn. Para isso, decompomos Dn+1 em

2d translações disjuntas de Dn e as denotamos por D(1)
n , D

(2)
n , ..., D

(2d)
n (veja Figura 2.7, extraída

de [7]).

Figura 2.7: Partição da caixa Dn+1 em 2d translações de Dn.

Desta forma, para uma con�guração ω em Dn+1, podemos escrever sua energia

correspondente por

H∅
Dn+1

=

2d∑
i=1

H∅
D

(i)
n

+Rn,
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onde Rn representa a energia de interação entre pares que pertencem a caixas distintas. Agora,

observando que cada face de Dn+1 contém (2n+1)d−1 pontos (a área da face), podemos controlar

o termo de fronteira fazendo |Rn(ω)| ≤ βd(2n+1)d−1. Logo,

−βd(2n+1)d−1 +

2d∑
i=1

H∅
D

(i)
n

≤ H∅
Dn+1

≤ βd(2n+1)d−1 +

2d∑
i=1

H∅
D

(i)
n

.

Usando a desigualdade da esquerda, obtemos uma cota superior para a função de partição

Z∅
Dn+1

=
∑

ω∈ΩDn+1
e
−H∅

Dn+1
(ω)

; a saber

Z∅
Dn+1

≤ eβd2
(n+1)(d−1)

∑
ω∈ΩDn+1

2d∏
i=1

exp
(
−H∅

D
(i)
n

(ω)
)
.

Usando a decomposição feita emDn+1, podemos substituir a soma nas con�gurações, que aparece

na equação acima, por 2d somas sobre ω(i) ∈ D
(i)
n e distribuí-las nos blocos correspondentes,

∑
ω∈ΩDn+1

2d∏
i=1

exp
(
−H∅

D
(i)
n

(ω)
)
=

2d∏
i=1

∑
ω(i)∈Ω

D
(i)
n

exp
(
−H∅

D
(i)
n

(ω(i))
)
=
(
Z∅
Dn

)2d
,

onde na última igualdade usamos que Z∅
Dn

(i) = Z∅
Dn

, para todo i. De maneira similar, usando

agora que H∅
Dn+1

≤ βd(2n+1)d−1 +
∑2d

i=1H
∅
D

(i)
n

, podemos encontrar uma cota inferior para a

função de partição Z∅
Dn+1

e teremos, desta forma,

e−βd2(n+1)(d−1)(
Z∅
Dn

)2d ≤ Z∅
Dn+1

≤ eβd2
(n+1)(d−1)(

Z∅
Dn

)2d
.

Aplicando o logaritmo, dividindo por |Dn+1| = 2d(n+1) e fazendo n su�cientemente grande,

concluímos que

|ψ∅
Dn+1

− ψ∅
Dn

| ≤ βd2−(n+1).

Isto implica que ψ∅
Dn

é uma sequência de Cauchy: para todo n ≤ m,

|ψ∅
Dm

− ψ∅
Dn

| ≤ βd
m∑

k=n+1

2−k = βd(2−n − 2−m).

Portanto, limDn⇑Zd ψ∅
Dn

(β, h) existe e o denotaremos por ψ.

Vamos considerar agora uma sequência arbitrária Λn ⇑ Zd. Fixamos algum inteiro k e

consideramos uma partição de Zd formada por uma translação de blocosDk, como anteriormente,

que sejam adjacentes e disjuntos. Para cada n, consideremos uma cobertura mínima de Λn (veja

Figura 2.8) por elementos D(j)
k da partição, e seja [Λn]=̇ ∪j D

(j)
k .

Pela desigualdade triangular,

|ψ∅
Λn

− ψ| ≤ |ψ∅
Λn

− ψ∅
[Λn]

|+ |ψ∅
[Λn]

− ψ∅
Dk

|+ |ψ∅
Dk

− ψ|. (2.3)
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Figura 2.8: Cobertura de Λn por translações de Dk.

Fixando ϵ > 0, como ψ∅
Dk

→ ψ quando k → ∞, existe k0, dependendo de β, h e ϵ, tal que

|ψ∅
Dk

− ψ| < ϵ

3
, (2.4)

para todo k ≥ k0.

Para ψ∅
[Λn]

, podemos escrever

H∅
[Λn]

=
∑
j

H∅
D

(j)
k

+Wn,

onde o termo de fronteira |Wn| ≤ β |[Λn]|
|Dk| d(2

k)d−1 = βd2−k|[Λn]|, com |[Λn]|
|Dk| sendo o número de

caixas necessárias para cobrir Λn. Portanto, existe um k1 (dependente de β e ϵ) tal que

|ψ∅
[Λn]

− ψ∅
Dk

| ≤ βd2−k <
ϵ

3
, (2.5)

para todo k ≥ k1. A partir de agora �xaremos k ≥ max{k0, k1}.
Escrevendo △n=̇[Λn]\Λn e observando que

|H[Λn] −HΛn | = | − β
∑

{i,j}∈E△n∪∂Λn

ωiωj − h
∑
i∈△n

ωi| ≤ (2dβ + |h|)|△n|,

ou seja,

−(2dβ + |h|)|△n|+HΛn ≤ H[Λn] ≤ (2dβ + |h|)|△n|+HΛn .

Portanto,

Z∅
[Λn]

=
∑

ω∈Ω[Λn]

e
−H∅

[Λn]
(ω) ≤

∑
ω∈ΩΛn

e−H∅
Λn

(ω)
∑

ω′∈Ω△n

e(2dβ+|h|)|△n|

= Z∅
Λn
e(2dβ+|h|)|△n|

∑
ω′∈Ω△n

1

= Z∅
Λn
e(2dβ+|h|)|△n|2|△n|

= Z∅
Λn
e(2dβ+|h|+log 2)|△n|.



2.2. EXISTÊNCIA DA PRESSÃO NO LIMITE TERMODINÂMICO 23

De maneira similar, podemos obter uma cota inferior para Z∅
[Λn]

; a saber,

Z∅
Λn
e−(2dβ+|h|−log 2)|△n| ≤ Z∅

[Λn]
.

Como −(2dβ + |h|+ log 2)|△n| ≤ −(2dβ + |h| − log 2)|△n|, temos que

Z∅
Λn
e−(2dβ+|h|+log 2)|△n| ≤ Z∅

[Λn]
≤ Z∅

Λn
e(2dβ+|h|+log 2)|△n|.

De onde tiramos que,

−(2dβ + |h|+ log 2)|△n|+ logZ∅
Λn

≤ logZ∅
[Λn]

≤ (2dβ + |h|+ log 2)|△n|+ logZ∅
Λn
.

Observe que a cada vértice na fronteira de Λn podemos associar um bloco D(j)
k de maneira que

△n possui no máximo |∂inΛn||Dk| vértices. Desse fato, e dividindo a expressão acima por |Λn|,
temos

−(2dβ + |h|+ log 2)
|∂inΛn||Dk|

|Λn|
+ ψ∅

Λn
≤ ψ∅

[Λn]

|[Λn]|
|Λn|

≤ (2dβ + |h|+ log 2)
|∂inΛn||Dk|

|Λn|
+ ψ∅

Λn
.

Note que

1 ≤ |[Λn]|
|Λn|

≤ |Λn|+ |∂inΛn||Dk|
|Λn|

= 1 +
|∂inΛn||Dk|

|Λn|
,

e como estamos tomando sequências que convergem para Zd no sentido de Van Hove, ou seja,

limn→∞
|∂inΛn|
|Λn| = 0, temos que |[Λn]|

|Λn| → 1 quando n → ∞. Com isso, segue que, para n

su�cientemente grande,

|ψ∅
Λn

− ψ∅
[Λn]

| < ϵ

3
. (2.6)

Portanto, combinando as equações (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6), temos que

|ψ∅
Λn

− ψ| < ϵ

e temos provado o teorema para uma sequência arbitrária Λn ⇑ Zd, com condições de fronteira

livre. Resta apenas mostrar que para uma condição de fronteira qualquer o resultado também é

verdade.

Consideremos Λ ⋐ Zd arbitrário e η uma condição de fronteira qualquer. Podemos escrever

o Hamiltoniano em Λ, sob a condição de fronteira η, em termos do Hamiltoniano em Λ com

condições de fronteira livre, olhando apenas as ligações internas a Λ e adicionando um termo que

é da ordem da fronteira de Λ. Em outras palavras,

Hη
Λ = H∅

Λ +RΛ,

onde RΛ, analisando como anteriormente, é tal que |RΛ| ≤ 2dβ|∂inΛ|. Assim, concluímos

facilmente que

e−β2d|∂inΛ|Z∅
Λ ≤ Zη

Λ ≤ eβ2d|∂
inΛ|Z∅

Λn
.

E aplicando isso para cada subconjunto Λ que converge a Zd no sentido de Van Hove, concluímos
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que limΛ⇑Zd ψ
η
Λ = limΛ⇑Zd ψ∅

Λ = ψ. Isso conclui o teorema.

Na seção seguinte demonstraremos uma identidade, conhecida como identidade de Penrose,

que tem um papel muito importante para a teoria ao se estimar a soma sobre grafos conexos∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(e−βV (xi,xj) − 1).

Em seguida enunciaremos e provaremos um outro resultado que permite limitar a soma sobre

grafos conexos por uma soma sobre árvores, o que é conveniente do ponto de vista de contagem,

uma vez que o número de grafos conexos é maior do que o de árvores. Com o intuito de

demonstrarmos essa identidade, começaremos estabelecendo algumas notações e obtendo alguns

resultados particulares que nos levarão a obter a identidade em questão. Esse resultado para

a soma sobre grafos será usado em outras partes da dissertação com destaque para o Capítulo

5, onde discutiremos o modelo Blume-Emery-Gri�ths e apresentamos um resultado a respeito

deste modelo.

Denotemos por [n] o conjunto {1, 2, ..., n} e En=̇{{i, j} : i, j ∈ [n], i < j}. Gn denotará

o conjunto de todos os grafos conexos com vértices no conjunto [n], Tn as árvores rotuladas

com vértices em [n] e Eg os elos de g ∈ Gn. Note que, (Gn,⊂) é parcialmente ordenado onde

g ⊂ g′ se g é um subgrafo de g′, isto é, Eg ⊂ E′
g. Dados g, g′ ∈ Gn, com g ⊂ g′, o conjunto

[g, g′] = {g′′ ∈ Gn : g ⊂ g′′ ⊂ g′} é chamado um intervalo em (Gn,⊂).

Provaremos a identidade de Penrose a seguir, baseados na existência de um mapeamento de

Tn para Gn, chamado de partição esquema .

2.3 Identidade Grafo-árvore de Penrose

De�nição 2.15. Um mapeamentoM : Tn −→ Gn é chamado uma partição esquema do conjunto

Gn se, para todo τ ∈ Tn, tivermos τ ⊂M(τ) (como subgrafo) e Gn = ∪̇τ∈Tn [τ,M(τ)].

Teorema 2.4. (Identidade Geral de Penrose ) Sejam V um potencial em pares e n ≥ 2. Seja

M : Tn −→ Gn uma partição esquema de Gn. Então, para todo (x1, ..., xn) ∈ Zdn, a seguinte

identidade é válida,

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(e−βV (xi,xj) − 1) =
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(e−βV (xi,xj) − 1)e

−β
∑

{i,j}∈EM(τ)\Eτ

V (xi,xj)

.

Demonstração: Seja Vij = βV (xi, xj). Uma vez que M é uma partição esquema, temos
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Gn = ∪̇τ∈Tn [τ,M(τ)] e assim∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(e−Vij − 1) =
∑
τ∈Tn

∑
g∈[τ,M(τ)]

∏
{i,j}∈Eg

(e−Vij − 1)

=
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(e−Vij − 1)
∑

g∈(τ,M(τ)]

∏
{i,j}∈Eg\Eτ

(e−Vij − 1)

=
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(e−Vij − 1)
∑

E⊂EM(τ)\Eτ

∏
{i,j}∈E

(e−Vij − 1) (2.7)

=
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(e−Vij − 1)
∏

{i,j}∈EM(τ)\Eτ

[(
e−Vij − 1

)
+ 1
]

=
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(e−Vij − 1)e
−

∑
{i,j}∈EM(τ)\Eτ

Vij
,

onde em (2.7) usamos o fato que a cada grafo g está associado um conjunto de elos E.

Decorre desse teorema o seguinte resultado,

Corolário 2.1. Sejam V um potencial em pares e n ≥ 2. Seja M : Tn −→ Gn uma partição

esquema de Gn. Então, para todo (x1, ..., xn) ∈ Zdn, a seguinte desigualdade é válida,

∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(e−βV (xi,xj) − 1)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(
1− e−β|V (xi,xj)|

)
e
−β

∑
{i,j}∈EM(τ)\E

+
τ

V (xi,xj)
,

onde E+
τ = {{i, j} ∈ Eτ : V (xi, xj) ≥ 0}.

Demonstração: Usando a identidade do teorema anterior, ainda fazendo Vij = βV (xi, xj),

temos ∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(e−Vij − 1)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

∣∣(e−Vij − 1)
∣∣ e−∑

{i,j}∈EM(τ)\Eτ
Vij
. (2.8)

Como Eτ = E+
τ ∪̇ (Eτ \ E+

τ ), obtemos que∏
{i,j}∈Eτ

∣∣(e−Vij − 1)
∣∣ =

∏
{i,j}∈E+

τ

∣∣(e−Vij − 1)
∣∣ ∏
{i,j}∈Eτ\E+

τ

∣∣(e−Vij − 1)
∣∣

=
∏

{i,j}∈E+
τ

(1− e−Vij )
∏

{i,j}∈Eτ\E+
τ

(e−Vij − 1)

=
∏

{i,j}∈E+
τ

(1− e−Vij )
∏

{i,j}∈Eτ\E+
τ

(1− eVij )e−Vij

=
∏

{i,j}∈E+
τ

(1− e−Vij )
∏

{i,j}∈Eτ\E+
τ

(1− eVij )
∏

{i,j}∈Eτ\E+
τ

e−Vij .

Observando agora que, se {i, j} ∈ E+
τ , temos Vij = |Vij | e que, por outro lado, se
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{i, j} ∈ Eτ \ E+
τ , temos que Vij = −|Vij |. Chegamos na seguinte expressão∏

{i,j}∈Eτ

∣∣(e−Vij − 1)
∣∣ =

∏
{i,j}∈E+

τ

(1− e−|Vij |)
∏

{i,j}∈Eτ\E+
τ

(1− e−|Vij |)
∏

{i,j}∈Eτ\E+
τ

e−Vij

=
∏

{i,j}∈Eτ

(1− e−|Vij |)
∏

{i,j}∈Eτ\E+
τ

e−Vij

=
∏

{i,j}∈Eτ

(1− e−|Vij |)e
−

∑
{i,j}∈Eτ \E+

τ
Vij
. (2.9)

Uma vez que
(
EM(τ) \ Eτ

)
∪ (Eτ \ E+

τ ) = EM(τ) \ E+
τ , vale que

e
−

∑
{i,j}∈Eτ \E+

τ
Vij
e
−

∑
{i,j}∈EM(τ)\Eτ

Vij
= e

−
∑

{i,j}∈EM(τ)\E
+
τ

Vij

(2.10)

Substituindo (2.9) e (2.10) na expressão do lado direito da desigualdade (2.8),

∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

∣∣(e−Vij − 1)
∣∣ e−∑

{i,j}∈EM(τ)\Eτ
Vij

=
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(1− e−|Vij |)e
−

∑
{i,j}∈EM(τ)\E

+
τ

Vij

,

concluindo a a�rmação do corolário.

Nosso objetivo agora é encontrar um tal mapeamento partição esquema M do conjunto Gn

de modo que possamos limitar o termo

exp

−β
∑

{i,j}∈EM(τ)\E+
τ

V (xi, xj)

 .

Em geral, não é fácil veri�car se um mapeamento M : Tn −→ Gn é uma partição esquema.

Então construiremos tal mapeamento a partir de um mapeamento auxiliar T : Gn −→ Tn e

baseados na seguinte proposição:

Proposição 2.1. As seguintes a�rmações são equivalentes:

1. Existem dois mapeamentos

Gn
T−→ Tn e Tn

M−→ Gn,

tais que T−1(τ) = {g ∈ Gn : τ ⊂ g ⊂M(τ)}, para toda τ ∈ Tn.

2. M é uma partição esquema de Gn.

Demonstração: Vamos mostrar inicialmente que 1 =⇒ 2. Temos que g ∈ T−1(T (g)) o

que implica T (g) ⊂ g, para todo g ∈ Gn. Em particular, qualquer árvore τ ∈ Gn e, portanto

T (τ) ⊂ τ . Como ambas são árvores, temos necessariamente que T (τ) = τ , ou seja, τ ∈ T−1(τ).

Esta relação implica τ ⊂M(τ) e que T é sobrejetiva, assim os intervalos T−1(τ) são não vazios e

Gn = ∪̇τ∈TnT
−1(τ) = ∪̇τ∈Tn [τ,M(τ)]. Da De�nição 2.15, temos que M é um partição esquema

em Gn.

Mostremos agora que 2 =⇒ 1. Supondo M : Tn −→ Gn uma partição esquema, temos

que Gn = ∪̇τ∈Tn [τ,M(τ)]. Assim, para cada g ∈ Gn, existe uma única árvore τ ∈ Tn tal que

g ∈ [τ,M(τ)]. Basta de�nir T : Gn −→ Tn de modo que T (g) = τ,∀g ∈ [τ,M(τ)].
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Construiremos inicialmente o mapeamento T : Gn −→ Tn.

Para (x1, ..., xn) ∈ Zdn �xada e um potencial em pares V , munimos En de uma relação

de ordem total dizendo que {i, j} ≻ {k, l} =⇒ V (xi, xj) ≥ V (xk, xl). Usando esta relação,

podemos associar a cada grafo g ∈ Gn uma árvore geradora mínima T (g) baseados no algoritmo

de Kruskal. Por esse algoritmo, T (g) é a árvore gerada de g escolhendo seus elos no conjunto

Eg tal que, a cada passo, escolhe-se o elo de menor peso, através da relação ≻, de modo que não

tenhamos ciclos. Caso tenhamos elos com mesmo peso, escolhe-se aquele cujo índice lexicográ�co

seja o menor. Na Figura 2.9, supondo que V1 ≤ V2 ≤ V3 ≤ V4 ≤ V5, temos que os elos {1, 2},
{3, 6} e {4, 5}, no grafo conexo dado em (1), têm mesmo peso V1 e escolhemos inicialmente

o elo {1, 2}, em seguida {3, 6} e então escolhemos {4, 5}, como mostrado em (2). Como não

resta elos com peso V1, escolhemos agora o de peso V2 e, uma vez que não queremos que

hajam ciclos, devemos isolar o elo {2, 6}. Agora escolhemos elos de peso V3 que, por {2, 6}
não poder ser escolhido, só nos resta o elo {1, 4}, veja a Figura 2.9−(4). Novamente, para que

não haja ciclos, devemos isolar os elos {2, 5} e {3, 5}, como mostrado em (5) da �gura e, por

�m, escolhemos o elo de menor peso entre os elos restantes que é {2, 7}, como mostrado em (6).

Caso tivéssemos igualdade de pesos para elos partindo de um mesmo vértice, por exemplo {2, 3}
e {2, 5} escolheríamos o elo no qual o segundo vértice tenha menor rótulo, isto é, {2, 3}. Dito

isso, podemos dar a seguinte observação:

\\

\

\\

\ \\
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(4) (5) (6)

\\

\\
\\
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Figura 2.9: Gerando a árvore T (g) a partir do grafo g.

Observação 2.1. O mapeamento T : Gn −→ Tn associa a qualquer grafo g ∈ Gn sua árvore

geradora mínima T (g) com relação ≻ via o algoritmo de Kruskal.

Agora de�nimos o mapeamento M :

De�nição 2.16. M : Tn −→ Gn é tal que M(τ) é o grafo cujos elos {i, j} são tais que

{i, j} ≻ {k, l} para todo {k, l} ∈ Eτ no caminho de i até j.
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Assim, temos os mapeamentos entre Tn e Gn e note ainda que τ ⊂ M(τ) e que T (g) ⊂ g.

Vamos veri�car agora que esses mapeamentos satisfazem às hipóteses da Proposição 2.1.

Lema 2.2. Sejam T e M dados nas de�nições acima. Então, para qualquer τ ∈ Tn,

T−1(τ) = {g ∈ Gn : τ ⊂ g ⊂M(τ)},

e assim, M é uma partição esquema de Gn.

Demonstração: Seja A = {g ∈ Gn : τ ⊂ g ⊂ M(τ)}. Vamos mostrar que T−1(τ) ⊂ A e que

A ⊂ T−1(τ), obtendo a igualdade dos conjuntos.

Seja g ∈ T−1(τ), temos que τ = T (g) e pela observação feita no �nal da de�nição de M ,

T (g) ⊂ g.

A�rmamos que g ⊂ M(τ). De fato, tome {i, j} ∈ Eg \ Eτ e e ∈ Eτ , qualquer elo em τ

entre i e j. Substituindo e por {i, j} em τ obtemos um grafo conexo τ ′ com n− 1 elos, ou seja,

uma árvore. Como, τ é a árvore mínima geradora de g, devemos ter que {i, j} ≻ e. Assim, por

de�nição de M(τ), temos que {i, j} é um elo de M(τ) e, portanto, g ⊂M(τ).

Por outro lado, suponhamos que g ∈ A e τ ⊂ g ⊂ M(τ) e devemos mostrar que T (g) = τ .

Basta então mostrar que T (g) ⊂ τ e usar o fato que ambas são árvores em Tn. Procedemos por

contradição na minimalidade de T (g). Seja {i, j} ∈ ET (g)\Eτ e consideremos o caminho pτ ({i, j})
em τ ligando i à j. Como T (g) ⊂ M(τ), temos que {i, j} ≻ {k, l} para todo {k, l} ∈ pτ ({i, j}).
Se removemos {i, j} de T (g), a árvore T (g) se fatora em duas árvores e necessariamente, ao

menos um dos elos de pτ ({i, j}) liga um vértice de uma árvore com um vértice de outra, pois

do contrário, τ seria desconexa. Assim, adicionando esse elo, obtemos um grafo conexo com

n−1 elos, uma nova árvore com um elo menor que {i, j}, contradizendo a minimalidade de T (g).

Assim, temos que ET (g) = Eτ ,ou seja T (g) = τ , como queríamos.

Temos as duas continências demonstradas e com isso M é uma partição esquema de Gn.

Os últimos ingredientes para completar nosso objetivo nesta seção são a de�nição e o lema a

seguir:

De�nição 2.17. Dizemos que V (xi, xj) é um potencial estável se existe uma função B(x) ≥ 0

tal que, para todo n ∈ N e todo (x1, x2, ..., xn) ∈ Zdn, vale

∑
1≤i<j≤n

V (γi, γj) ≥ −
n∑

i=1

B(γi).

Lema 2.3. Sejam V : Zdn × Zdn −→ R ∪ {∞} um potencial em pares estável com constante de

estabilidade B e τ ∈ Tn. Então, para qualquer (x1, ..., xn) ∈ Zdn, vale∑
{i,j}∈EM(τ)\E+

τ

V (xi, xj) ≥ −Bn, (2.11)

onde M(τ) é o grafo dado na De�nição 2.16 e E+
τ = {{i, j} ∈ Eτ : V (xi, xj) ≥ 0}.

Demonstração: Denotemos Vij = V (xi, xj). Uma vez que τ é uma árvore, o conjunto de elos

Eτ \E+
τ forma um conjunto de árvores menores que chamaremos de �oresta {τ1, ...τk}. Seja ντs

o conjunto de vértices da árvore τs, na �oresta obtida.
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Assumindo que i ∈ ντa e j ∈ ντb , temos dois casos a analisar, a saber, a ̸= b e a = b.

Se a ̸= b, o caminho que liga i a j deve conter ao menos um elo e ∈ E+
τ . Se além disso

{i, j} ∈ EM(τ), temos que {i, j} ≻ e =⇒ Vij ≥ Ve ≥ 0 e podemos descartar esse elo pois a soma

sem ele já é menor que o considerando.

Se por outro lado a = b, o caminho ligando i a j está totalmente contido em ντa .

Além disso, se {i, j} /∈ EM(τ), deve existir ao menos um elo e ∈ τa no caminho, tal que

{i, j} ≺ e =⇒ Vij ≤ Ve ≤ 0 e este elo podemos considerar na soma, pois se a desigualdade vale

com ele, que subtrai a soma do lado esquerdo, por mais forte razão será válida sem considerá-lo,

de modo que podemos somar sobre todos os elos presentes em τa.

Assim, temos que

∑
{i,j}∈EM(τ)\E+

τ

Vij ≥
k∑

s=1

∑
{i,j}∈ντs

Vij ≥
k∑

s=1

−|ντs |B = −Bn,

na segunda desigualdade usamos o fato de V ser estável (De�nição 3.2).

Agora estamos prontos para enunciar o resultado mais importante desta seção, cuja prova

decorre imediatamente do Corolário 2.1 e do Lema 2.3.

Proposição 2.2. Seja V um potencial estável com constante de estabilidade B. Então, para todo

n ≥ 2 e qualquer (x1, ..., xn) ∈ Zdn, a seguinte desigualdade é válida,∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(e−βV (xi,xj) − 1)

∣∣∣∣∣∣ ≤ eβnB
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(
1− e−β|V (xi,xj)|

)
.





Capítulo 3

Expansão em Polímeros

Este capítulo é dedicado a discussão da técnica expansão em polímeros que desempenha

um papel muito importante na mecânica estatística no estudo dos fenômenos de transição de

fase. A teoria discutida aqui é essencialmente baseada nas referências [7] e [19]. Iniciaremos

nosso estudo com o modelo de gás de polímeros abstrato e o trataremos em um contexto mais

geral assumindo que a interação entre polímeros é dada por um potencial em pares. Ele foi

originariamente introduzido por Gruber e Kunz em 1971. No artigo original, os polímeros eram

subconjuntos �nitos da rede cúbica d-dimensional. Em 1986, Kotecký e Preiss [11] propuseram

uma generalização do modelo no qual os polímeros eram simplesmente elementos pertencentes

a um conjunto enumerável P, cuja única estrutura era constituída por uma relação simétrica e

re�exiva em P, que eles chamaram de relação de incompatibilidade.

No modelo do gás de polímeros, o objetivo é encontrar uma representação da pressão como

uma série em termos dos polímeros e analisar sua convergência. Conhecendo a atividade de cada

polímero, buscamos critérios para controlar esta série e assim garantir a analiticidade da pressão

termodinâmica do modelo. Os critérios que estudaremos nessa dissertação são os critérios de

Kotecký-Preis (KP), Dobrushin (Dob) e critério de Fernández-Procacci (FP).

3.1 Gás de Polímeros Abstrato

Seja P um conjunto enumerável cujos elementos são chamados polímeros. Entenderemos

polímeros como entes geométricos que dependem da con�guração que estamos considerando, no

decorrer do texto esse conceito �cará mais claro. Temos então,

P = {γ : γ é um polímero possível}.

A cada polímero γ ∈ P associamos um número complexo zγ que será chamada atividade do

polímero γ.

Denotaremos z = {zγ}γ∈P uma sequência de atividades de polímeros em P e para um

subconjunto Λ ⊂ P, zΛ = {zγ}γ∈Λ.
Um potencial em pares é uma função V : P ×P −→ R∪{∞}. Em geral polímeros interagem

através de um potencial em pares. A saber, a energia E de uma con�guração de n polímeros

31
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γ1, γ2, ..., γn é dada pela expressão

E(γ1, γ2, ..., γn) =
∑

1≤i<j≤n

V (γi, γj),

onde V (γi, γj) é uma função simétrica. Uma tal função induz sobre P uma relação RV . A saber,

o par (γi, γj) ∈ RV ⇔ V (γi, γj) = +∞. Uma vez que V é uma função simétrica, teremos que a

relação induzida será simétrica, ou seja, V (γi, γj) = V (γj , γi) = +∞. Para estabelecer notação,

se (γi, γj) ∈ RV escreveremos γi ≁ γj e dizemos que γi, γj são incompatíveis. Se, por outro lado,

(γi, γj) /∈ RV dizemos que os polímeros são compatíveis e escrevemos γi ∼ γj . Se V é tal que a

relação RV é re�exiva, então γ ≁ γ, ∀γ ∈ P; ou seja, V (γ, γ) = +∞.

De�nição 3.1. A relação RV induzida por V é dita relação de incompatibilidade.

Seja Λ ⊂ P �nito e �xado (�volume� de um gás). Para zγ ≥ 0, a probabilidade de vermos a

con�guração de n polímeros (γ1, ..., γn) ∈ Λn é dada por

Prob(γ1, ..., γn) =
1

ΞΛ
zγ1zγ2 ...zγne

−
∑

1≤i<j≤n V (γi,γj), (3.1)

onde o fator de normalização ΞΛ é a função de partição grã-canônica no volume Λ dada por

ΞΛ(zΛ) = 1 +
∞∑
n≥1

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Λn

zγ1zγ2 ...zγne
−

∑
1≤i<j≤n V (γi,γj). (3.2)

Observação 3.1. Para (γ1, γ2, ..., γn) onde existe algum par γi, γj incompatível, temos que

Prob(γ1, γ2, ..., γn) = 0, já que V (γi, γj) = +∞ e portanto e−
∑

1≤i<j≤n V (γi,γj) = 0. Signi�ca que

n-uplas dessa natureza são proibidas.

De�nição 3.2. V (γi, γj) é dito ser um potencial estável se existe uma função B(γ) ≥ 0 tal que,

para todo n ∈ N e todo (γ1, γ2, ..., γn) ∈ Pn

∑
1≤i<j≤n

V (γi, γj) ≥ −
n∑

i=1

B(γi). (3.3)

Note que a de�nição acima nos permite, em princípio, desacoplar os polímeros. Observemos

ainda que se existe algum par γi, γj incompatível, teremos que V (γi, γj) = +∞ e a desigualdade

acima é satisfeita naturalmente. A próxima de�nição nos dá uma condição mais forte que a

de�nição anterior.

De�nição 3.3. Diremos que um potencial V (γi, γj) é ultra-estável quando existir uma função

B(γ) ≥ 0 tal que, para todo n ∈ N e toda n-upla (γ1, γ2, ..., γn) ∈ Pn, não contendo pares

incompatíveis, temos que:
n∑

j=2

V (γ1, γj) ≥ −2B(γ1). (3.4)

De�nição 3.4. Diremos que um potencial V (γi, γj) é repulsivo se para todo (γ, γ′) ∈ P × P,

V (γ, γ′) ≥ 0. (3.5)
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De�nição 3.5. Diremos que um potencial V (γi, γj) é puramente hard core, se a relação de

incompatibilidadeRV , induzida por V , é re�exiva e V (γ, γ′) = 0 para todos os pares (γ, γ′) /∈ RV ,

ou seja, os pares compatíveis γ ∼ γ′.

Observação 3.2. Um potencial repulsivo é ultra estável, pois se V (γ, γ′) ≥ 0, temos que∑n
j=2 V (γi, γj) ≥ −2B(γ1), bastando tomar B(γ1) = 0.

Observação 3.3. Todo potencial ultra-estável é estável, pois

∑
1≤i<j≤n

V (γi, γj) =
1

2

n∑
i=1

∑
j∈In
i ̸=j

V (γi, γj)

 ≥ 1

2

(
−2

n∑
i=1

B(γi)

)
= −

n∑
i=1

B(γi), (3.6)

onde usamos a De�nição 3.3 para obter a desigualdade .

Note que a condição de estabilidade implica que ΞΛ é (absolutamente) convergente pois,

1 +
∞∑
n≥1

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Λn

|zγ1 | |zγ2 |...|zγn |e
−

∑
1≤i<j≤n V (γi,γj)

≤ 1 +
∞∑
n≥1

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Λn

|zγ1 | |zγ2 |...|zγn |
n∏

i=1

eB(γi)

= 1 +

∞∑
n≥1

1

n!

n∏
i=1

∑
γi∈Λ

|zγi |eB(γi)

= 1 +
∞∑
n≥1

1

n!

∑
γ ∈Λ

|zγ |eB(γ)

n

= exp

∑
γ ∈Λ

|zγ |eB(γ)


≤ exp

(
|Λ|max

γ∈Λ
{|zγ |eB(γ)}

)
. (3.7)

Em particular,

|ΞΛ(zΛ)| ≤ exp

(
|Λ|max

γ∈Λ
{|zγ |eB(γ)}

)
. (3.8)

Temos que a estabilidade implica que ΞΛ(z) é analítica em todo C|Λ|, onde |Λ| é a

cardinalidade de Λ.

De�nição 3.6. De�nimos a função pressão (no volume �nito Λ ⊂ P) do gás de polímeros pela

expressão

PΛ(zΛ) =
1

|Λ|
log ΞΛ(zΛ, (3.9)

com zΛ := {zγ}γ∈Λ.

Mostraremos que PΛ(zΛ) converge quando Λ −→ P, onde |zγ | ≤ ργ , com ρ = {ργ}γ∈P
independente de Λ. Para isso, obteremos uma representação formal da função de partição ΞΛ
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em termos de uma exponencial de uma soma, usando para isso um processo conhecido como

expansão de Mayer do fator de Gibbs e−
∑

1≤i<j≤n V (γi,γj). Ao fazermos isso, este será expresso

em termos de grafos com vértices no conjunto In = {1, 2, ..., n}. Ilustraremos o processo para

n = 3 e o caso geral, quando n é arbitrário, é similar.

Exemplo 3.1. (Expansão do fator de Gibbs para n = 3) Fazendo e−V (γi,γj) − 1 = fij , temos

e
−

∑
1≤i<j≤3

V (γi,γj)

=
∏

1≤i<j≤3

e−V (γi,γj) =
∏

1≤i<j≤3

[(
e−V (γi,γj) − 1

)
+ 1
]
=

∏
1≤i<j≤3

[fij + 1]

= 1 + f12 + f13 + f23 + f12f13 + f12f23 + f13f23 + f12f13f23

= 1 +
∑

1≤i<j≤3

fij +
∑

1≤i<j≤3
1≤r<s≤3: i<r ou i=r e j<s

fijfrs +
∏

1≤i<j≤3

fij . (3.10)

Podemos associar a cada termo de (3.10) um grafo com vértice em I3 = {1, 2, 3} e ligações

correspondentes aos pares {i, j} provenientes dos produtos dos fij 's, veja Figura 3.1. À parcela

1 associamos o grafo vazio (sem ligações) isto é Eg = ∅. Com isso, podemos escrever

e−
∑

1≤i<j≤3 V (γi,γj) =
∑
g∈G3

∏
{i,j}∈Eg

fij =
∑
g∈G3

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V (γi,γj) − 1

)
. (3.11)

1
2 3 4

5 6 7 8

Figura 3.1: Grafos possíveis com 3 vértices.

Para n arbitrário, de maneira análoga, temos

e−
∑

1≤i<j≤n V (γi,γj) =
∏

1≤i<j≤n

e−V (γi,γj)

=
∏

1≤i<j≤n

(1 + fij)

= 1 +
∑

1≤i<j≤n

fij +
∑

1≤i<j≤n
1≤r<s≤n: i<r ou i=r e j<s

fijfrs + · · ·+
∏

1≤i<j≤n

fij ,

e podemos associar cada termo que aparece na soma acima com uma soma sobre grafos possíveis

g cujo conjunto de vértices é In e conjunto de elos Eg. Sendo então Gn o conjunto de todos os

grafos possíveis com vértice em In e elos Eg, convencionando que o grafo vazio contribui com 1,

temos

e−
∑

1≤i<j≤n V (γi,γj) =
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V (γi,γj) − 1

)
. (3.12)
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Uma pergunta que podemos nos fazer é quantos termos existem na soma sobre grafos em

(3.12) e a resposta é que existirão tantos quantos forem os subconjuntos de pares no conjunto de

vértices In. Como existem
(
n
2

)
= n(n−1)

2 elos, existem 2
n(n−1)

2 subconjuntos de pares e portanto

de grafos possíveis com n vértices.

Nós podemos ainda reescrever a soma do lado direito de (3.12) apenas em termos de grafos

conexos. Para tal, iremos considerar partições do conjunto In em subconjuntos I1, I2, ..., Ik de

modo que ∪k
j=1Ij = In e Ii ∩ Ij = ∅, ∀i ̸= j com cada Ij ̸= ∅ e olhamos para os grafos conexos

em cada Ij .

Observação 3.4. Note que cada grafo possível induz uma partição de In em componentes

conexas.

De�namos a função,

ϕT (I, γI) =


∑

g∈GI

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V (γi,γj) − 1

)
, se |I| > 1

1, se |I| = 1
,

onde GI denota o conjunto dos grafos conexos em I e γI = (γ1, ..., γ|I|).

Uma partição do conjunto In em n subconjuntos disjuntos deve ser tal que cada subconjunto

tenha exatamente 1 elemento e deste modo ϕT = 1. Para n− 1 subconjuntos, um deles deve ter

cardinalidade 2. Digamos sem perda de generalidade que seja |I1| = 2 e |Ij | = 1, ∀ j = 2, ..., n−1.

Desta maneira podemos ver que, para partições em n subconjuntos,

∑
{I1,I2,...In}

ϕT (I1, γI1)ϕ
T (I2, γI2)...ϕ

T (In, γIn) = 1.

Para todas as partições em n− 1 subconjuntos, temos∑
{I1,I2,...In−1}

ϕT (I1, γI1)ϕ
T (I2, γI2)...ϕ

T (In−1, γIn−1) =
∑

1≤i<j≤n

(e−V (γi,γj) − 1).

De modo geral, chamando Πn o conjunto de todas as partições possíveis de In, podemos

reescrever (3.12) em função de grafos conexos da seguinte forma,

e−
∑

1≤i<j≤n V (γi,γj) =
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V (γi,γj) − 1

)
=

n∑
k=1

∑
{I1,I2,...Ik}⊂Πn

k∏
j=1

ϕT (Ij , γIj ). (3.13)

Exemplo 3.2. (Voltando à n = 3 para soma sobre grafos conexos)

3∑
k=1

∑
{I1,I2,...Ik}⊂Π3

k∏
j=1

ϕT (Ij , γIj ) =
∑
I1

ϕT (I1, γI1) +
∑

{I1,I2}

ϕT (I1, γI1)ϕ
T (I2, γI2)

+
∑

{I1,I2,I3}

ϕT (I1, γI1)ϕ
T (I2, γI2)ϕ

T (I3, γI3).
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Olhando novamente a Figura 3.1, se necessário, vemos que∑
I1

ϕT (I1, γI1) = f12f13 + f12f23 + f13f23 + f12f13f23,

∑
{I1,I2}

ϕT (I1, γI1)ϕ
T (I2, γI2) = f12 + f13 + f23

e por �m, ∑
{I1,I2,I3}

ϕT (I1, γI1)ϕ
T (I2, γI2)ϕ

T (I3, γI3) = 1.

Seguindo que a equação (3.11) pode ser reescrita como,

e−
∑

1≤i<j≤3 V (γi,γj) =

3∑
k=1

∑
{I1,I2,...Ik}∈Π3

k∏
j=1

ϕT (Ij , γIj ).

Voltando à nossa expressão geral e substituindo (3.13) na equação (3.2), obtemos

ΞΛ(zΛ) = 1 +
∞∑
n≥1

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Λn

zγ1zγ2 ...zγn

n∑
k=1

∑
{I1,I2,...Ik}⊂Πn

k∏
j=1

ϕT (Ij , γIj )

= 1 +
∞∑
n≥1

1

n!

n∑
k=1

∑
{I1,I2,...Ik}⊂Πn

k∏
j=1

 ∑
γIj∈Λ

|Ij |

ϕT (Ij , γIj )
∏
l∈Ij

zγl

 .

Seja

ϕ|Ij |(zΛ)
.
=

∑
γIj∈Λ

|Ij |

ϕT (Ij , γIj )
∏
l∈Ij

zγl =
∑

(γ1,...,γ|Ij |)∈Λ
|Ij |

ϕT (Ij , γ1, ..., γ|Ij |)zγ1 ...zγ|Ij | .

Fixando as cardinalidades de k subconjuntos de uma partição de In, digamos |I1| = n1,

|I2| = n2,..., |Ik| = nk, temos que
∑k

j=1 |Ij | = n1 + ... + nk = n. É possível contar quantas

partições existem com essa característica. Este número é dado por:

Cn,n1 · Cn−n1,n2 · ... · Cn−n1−n2−...−nk−1,nk
=

n!

n1!n2!...nk!
.

Para compensar o número de partições que são obtidas umas das outras por permutação de

n1, n2, ..., nk, devemos introduzir o fator 1/k!. Assim,

∑
{I1,I2,...Ik}⊂Πn

k∏
j=1

ϕ|Ij |(zΛ) =
1

k!

∑
n1,n2,...,nk:ni≥1

n1+n2+...+nk=n

k∏
j=1

ϕnj (zΛ)
n!

n1!n2!...nk!
.
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Assim,

ΞΛ(zΛ) = 1 +
∞∑
n≥1

1

n!

n∑
k=1

1

k!

∑
n1,n2,...,nk:ni≥1

n1+n2+...+nk=n

n!

n1!n2!...nk!

k∏
j=1

ϕnj (zΛ)

= 1 +
∞∑
k≥1

1

k!

∞∑
n=k

∑
n1,n2,...,nk:ni≥1

n1+n2+...+nk=n

k∏
j=1

ϕnj (zΛ)

nj !

= 1 +

∞∑
k≥1

1

k!

∞∑
n1=1

∞∑
n2=1

...

∞∑
nk=1

k∏
j=1

ϕnj (zΛ)

nj !

= 1 +

∞∑
k≥1

1

k!

[ ∞∑
n=1

ϕn(zΛ)

n!

]k
. (3.14)

Observação 3.5. Na segunda igualdade acima a troca nas variáveis dos somatórios é possível

desde que tenhamos convergência de cada uma das séries
∑∞

n=k(· · · ), o que não é garantida

em geral. Mas no nosso caso valerá, uma vez que tenhamos condições de convergência bem

estabelecidas como é o objetivo desse capítulo.

Portanto, a equação (3.14) nos fornece

ΞΛ(zΛ) = exp

{ ∞∑
n=1

ϕn(zΛ)

n!

}
,

onde

ϕn(zΛ) =
∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Λn

ϕT (γ1, γ2, ..., γn)zγ1 ...zγn .

E obtemos assim

log ΞΛ(zΛ) =
∞∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Λn

ϕT (γ1, γ2, ..., γn)zγ1 ...zγn , (3.15)

com a função ϕT dada por

ϕT (γ1, ..., γn) =


∑

g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V (γi,γj) − 1

)
, se n ≥ 2

1, se n = 1
. (3.16)

A equação (3.15) tem sentido apenas para z ∈ CP tais que a série formal do lado direito

da igualdade seja absolutamente convergente. Para estudarmos a convergência absoluta dessa

série, consideraremos para qualquer Λ, a série de termos positivos de�nida, para ρ ∈ (0,∞)P no

polidisco {|zγ | ≤ ργ}γ∈Λ, por

| log ΞΛ|(ρΛ) =
∞∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Λn

|ϕT (γ1, γ2, ..., γn)|ργ1 ...ργn .

Note que | log ΞΛ(zΛ)| ≤ | log ΞΛ|(ρΛ). Isto nos diz que se provarmos que a série de termos
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positivos converge a uma função ρ = {ργ}γ∈P teremos então provado que a série do log ΞΛ(zΛ)

converge absolutamente e, consequentemente, converge para qualquer Λ no polidisco.

De�nindo, para um polímero γ0 �xado, a função

|Π|γ0(ρ) =
∞∑
n=0

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

|ϕT (γ1, γ2, ..., γn)|ργ1 ...ργn , (3.17)

teremos que, para todo polidisco {|zγ | ≤ ργ}γ∈P ,

| log ΞΛ|(ρΛ) =
∞∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Λn

|ϕT (γ1, γ2, ..., γn)|ργ1 ...ργn

=
∑
γ0∈Λ

ργ0

∞∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn−1)∈Λn−1

|ϕT (γ0, γ1, ..., γn−1)|ργ1 ...ργn−1

≤
∑
γ0∈Λ

ργ0

∞∑
n=1

1

(n− 1)!

∑
(γ1,γ2,...,γn−1)∈Pn−1

|ϕT (γ0, γ1, ..., γn−1)|ργ1 ...ργn−1

=
∑
γ0∈Λ

ργ0

∞∑
n=0

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

|ϕT (γ0, γ1, ..., γn)|ργ1 ...ργn

=
∑
γ0∈Λ

ργ0 |Π|γ0(ρ) ≤ |Λ| sup
γ0∈P

{ργ0 |Π|γ0(ρ)} .

Consequentemente,

|PΛ(zΛ)| =
1

|Λ|
| log ΞΛ(zΛ)| ≤

1

|Λ|
| log ΞΛ|(ρΛ) ≤ sup

γ0∈P
{ργ0 |Π|γ0(ρ)} .

Desta forma, se provarmos que a série |Π|γ0(ρ) converge para alguma função ρ ∈ (0,∞)P ,

estaremos provando que |PΛ(zΛ)| converge e com isto a pressão será uniformemente convergente

no volume Λ.

A seguir discutimos um caso especí�co de potencial, que em geral será o considerado para

estudar a analiticidade do gás de polímeros e que aparece em muitos outros modelos.

3.2 Caso Hard Core

Da De�nição 3.5, um potencial hard core é tal que V (γ, γ′) = 0, ∀ γ ∼ γ′ e a relação de

incompatibilidade induzida por V : P × P −→ {0,∞} é re�exiva, γ ≁ γ, ∀ γ ∈ P, em outras

palavras, V (γ, γ) = ∞, ∀γ. De maneira geral, na presença de um potencial hard core temos que

se (γ, γ′) ∈ RV então V (γ, γ′) = ∞ e escrevemos γ ≁ γ′ signi�cando que o par de polímeros é

incompatível. Caso tenhamos que (γ, γ′) /∈ RV , necessariamente teremos V (γ, γ′) = 0, dizemos

que γ e γ′ são compatíveis e escrevemos γ ∼ γ′.

A função de Partição grã-canônica para o gás hard core é dada por

ΞΛ(zΛ) = 1 +
∑
n≥1

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Λn

zγ1zγ2 ...zγne
−

∑
1≤i<j≤n V (γi,γj).
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Esta função é naturalmente inteira em C|Λ|, pois como V (γ, γ′) ≥ 0, tem-se

e−
∑

1≤i<j≤n V (γi,γj) ≤ 1 e assim

|ΞΛ(zΛ)| ≤ 1 +
∑
n≥1

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Λn

|zγ1 ||zγ2 |...|zγn | =
∞∑
n=0

1

n!

∑
γ∈Λ

|zγ |

n

.

Ou seja, |ΞΛ(zΛ)| ≤ e
∑

γ∈Λ |zγ |, que é um número �xo uma vez que tomamos Λ �nito.

Dado uma n-upla de polímeros (γ1, ..., γn) ∈ Pn podemos de�nir o grafo g(γ1, ..., γn) ∈ Gn

tendo elo {i, j} ⇐⇒ γi ≁ γj , ou seja, sempre que (γi, γj) ∈ RV . Mais adiante provaremos um

resultado conhecido como identidade de Penrose que nos permitirá, para o caso hard core com

n ≥ 2, junto com a expressão

ϕT (γ1, ..., γn) =


∑

g∈Gn : g⊂g(γ1,...,γn)

(−1)|Eg |, se g(γ1, ..., γn) ∈ Gn

0, se g(γ1, ..., γn) /∈ Gn

,

escrever ϕT (γ1, ..., γn) como

ϕT (γ1, ..., γn) = (−1)n−1
∑

τ∈Tn:τ⊂g(γ1,...,γn)

p(τ)=τ

1,

quando g(γ1, ..., γn) ∈ Gn. Acima, Tn denota o conjunto de todas as árvores com vértices em In.

Usando grafos árvores, obteremos a identidade de Penrose para um potencial hard core. Seja

T 0
n o conjunto de todas as árvores rotuladas enraizadas com vértices em {0, 1, 2, ..., n} cuja raiz é

escolhida como sendo 0. Para cada árvore rotulada τ ∈ T 0
n nós podemos associar um desenho no

plano e o chamaremos árvore plana enraizada associado a τ . Obtemos o desenho de τ colocando

os pais à esquerda dos �lhos, começando da raiz, e em seguida ordenando os �lhos de cima para

baixo com ordem coerente aos seus respectivos níveis. Na Figura 3.2, as árvores com 5 vértices

(n+1 = 5) (i) com elos {0,2}, {1,2}, {2,4}, {3,4}, (ii) com elos {0,3}, {2,3}, {3,4}, {1,2} e (iii)

com elos {0,1}, {0,4}, {1,2}, {1,3} o desenho das árvores planas enraizadas são dadas.

(i) (ii) (iii)

Figura 3.2

Aqui se faz necessário chamar atenção ao fato que, devido à regra de ordenamento dos �lhos

de cima para baixo, as árvores planas enraizadas (i) e (ii) são consideradas distintas embora se

tratando de árvores seriam essencialmente a mesma, realizando uma rotação no plano.

A partir disso, podemos de�nir um mapeamento m : τ 7−→ m(τ), que associa a cada árvore
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enraizada τ ∈ T 0
n um único desenho t = m(τ) que é chamado árvore plana enraizada (a unicidade

advém do ordenamento). O conjunto de todas as árvores planas enraizadas com n vértices será

denotado por T 0
n e o conjunto de árvores planas enraizadas com número de geração máximo igual

a k denotamos por T0,k. Note que ∪k≥0T0,k = ∪n≥0T 0
n e a esta igualdade chamamos de T 0, o

conjunto de todas as árvores planas enraizadas. Um elemento t ∈ T 0
n pode ser visto ainda como

uma classe de equivalência no conjunto T 0
n com a seguinte relação: dados τ, τ ′ ∈ T 0

n , diremos

que eles são equivalentes se produzem a mesma árvore plana. Sendo assim, quando escrevermos

τ ∈ t, onde t ∈ T 0
n , signi�cará que τ é o elemento do conjunto de todas as árvores rotuladas em

T 0
n que produzem a mesma árvore plana enraizada em T 0

n .

Outra maneira de de�nir uma relação de equivalência em T 0
n é por meio de uma permutação

nos níveis {1, 2, ..., n}. A saber, dizemos que τ e τ ′ são equivalentes se existir uma permutação σ

em {1, 2, ..., n} preservando a ordem dos �lhos em cada vértice de τ de modo que τ ′ = σ(τ), onde

σ(τ) é o grafo com conjunto de vértices V = {0, σ(1), σ(2), ..., σ(n)} e elos E = {{σ(i), σ(j)} :

{i, j} ∈ Eτ}. É claro que o conjunto de todas as classes de equivalências é precisamente o conjunto

de todas as árvores planas enraizadas com n vértices distintos da raiz. Observe que podemos

ter várias árvores rotuladas em T 0
n gerando a mesma árvore plana enraizada. Note também que

podemos calcular a cardinalidade da pré-imagem do mapeamento m : τ 7−→ m(τ), bastando

contar o número de permutações σ do conjunto {0, 1, 2, ..., n} que deixam a raiz inalterada e que

respeitam a ordem dos �lhos de qualquer vértice. Portanto, sendo τ ∈ T 0
n e t = [τ ] a sua árvore

plana associada, caracterizada por {sv}v≤v0 , temos que

|[τ ]| = n!∏
v≥0 sv!

,

onde n! conta todas as permutações do conjunto {1, 2, ..., n} e para cada vértice v, sv! é o número

de permutações de seus �lhos. Assim, a expressão acima é justamente o número de permutações

dos vértices de τ , diferentes da raiz, que não alteram a ordem dos �lhos em qualquer vértice.

Dado um vértice v ̸= 0 (diferente da raiz), em uma árvore rotulada, a profundidade de v, que

denotamos por d(v), é o número de elos do caminho da raiz até esse vértice. Podemos atribuir

níveis de forma natural para os vértices de uma árvore plana enraizada t ∈ T 0
n de tal modo que os

�lhos da raiz sejam rotulados pelos níveis 1, 2, ..., s0 de cima para baixo. Em seguida ao vértice

mais alto, ou seja 1, tendo �lhos com níveis s0 +1, s0 +2, ..., s0 + s1, o vértice i tendo �lhos com

níveis s0 + s1 + ...+ si−1 +1, ..., s0 + s1 + ...+ si−1 + si, e assim por diante. A Figura 3.3 abaixo

ilustra esse processo.

0

2

...

...

1

i

s0

s0 + 1

s0 + 2
...
s0 + s1

s0 + s1 + ...+ si−1 + 1

s0 + s1 + ...+ si−1 + 2
...
s0 + s1 + ...+ si−1 + si

Figura 3.3: Ordenamento em árvores planas enraizadas.

Estaremos supondo sempre que os vértices de uma árvore plana enraizada t ∈ T 0 são nivelados

desta maneira. Assim, com este nivelamento, o conjunto de vértices Vτ em uma árvore enraizada
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τ ∈ T 0
n admite uma ordem total: dado dois vértices u e v de τ , temos que v < u se o nível

natural de v é menor que o nível natural de u. Em outras palavras, v < u se ou d(v) < d(u) ou

d(v) = d(u), mas v está acima de u no plano de árvore enraizada associada a τ dado por t.

Se {u, v} é um elo de τ , como a ordem é total, dois vértices são sempre comparáveis, ou seja,

u < v ou v < u. Portanto, qualquer elo {u, v} em uma árvore enraizada é, na verdade, um par

ordenado e podemos escrever (u, v), se u < v.

Seja (u, v) um elo direcionado em uma árvore enraizada τ , então u é chamado pai (ou

predecessor) e v é chamado �lho (ou sucessor). Note que todo vértice em τ diferente da raiz tem

um, e apenas um, pai. Vértices com mesmo pai são chamados de irmãos.

A raiz não tem pai e é um extremo com respeito a relação de ordem. A �m de estabelecer

notação, seja v ̸= 0 um vértice diferente da raiz, v′ será o pai de v e sv será o número de �lhos

de v, denotados por v1, ..., vsv . Se sv = 0, diremos que v é ponto �nal ou uma folha de τ .

Note que também podemos ordenar os vértices de uma árvore rotulada enraizada τ ∈ T 0
n de

maneira natural de modo que os �lhos de qualquer vértice sejam ordenados seguindo a ordem de

seus níveis. Por exemplo, o ordenamento para v1, ..., vsv seria v1 < ... < vsv de cima para baixo

começando de v1. De agora em diante estaremos supondo τ ∈ T 0
n como árvore ordenada segundo

a ordem de seus níveis como discutido acima, isto é, os �lhos de qualquer vértice (interno) estão

ordenados.

Fixemos (γ0, γ1, ..., γn) ∈ Pn+1 tal que G(γ0, γ1, ..., γn), um grafo com vértices em {0, 1, ..., n}
e elos E(γ0, γ1, ..., γn) = {{i, j} : γi ≁ γj}, seja conexo. A seguir, daremos a de�nição de uma

classe de árvores importante que usaremos no decorrer do texto, esta classe é conhecida como

conjunto de árvores de Penrose.

Seja TG(γ0,γ1,...,γn) = {τ ∈ T 0
n : τ ⊂ G(γ0, γ1, ..., γn)}. Para o vértice i ∈ Vτ , d(i) é a

profundidade do vértice i, isto é, o número de elos de i à raiz e i′ é o pai de i.

De�nição 3.7. O conjunto de árvores de Penrose de G(γ0, γ1, ..., γn), que denotaremos por

PG(γ0,γ1,...,γn), é formado pelas árvores τ ∈ T 0
n , tais que

(0) Se {i, j} ∈ Eτ , então {i, j} ∈ E(γ0, γ1, ..., γn), ou seja, γi ≁ γj ;

(1) Se dois vértices i e j são irmãos, então {i, j} /∈ E(γ0, γ1, ..., γn), em outras palavras, γi ∼ γj ;

(2) Se dois vértices i e j são tais que d(i) = d(j), então {i, j} /∈ E(γ0, γ1, ..., γn), isto é, γi ∼ γj ;

(3) Se dois vértices i e j são tais que d(j) = d(i)− 1 e j > i′, então {i, j} /∈ E(γ0, γ1, ..., γn), isto

é, γi ∼ γj .

Observe que na de�nição acima, temos que numa árvore de Penrose, pais e �lhos são sempre

incompatíveis e elementos de uma mesma geração são sempre compatíveis, bem como sobrinhos

com tios mais velhos em decorrência da condição (3) da De�nição 3.7. Note ainda que a de�nição

depende apenas do plano de árvore enraizada associado a τ .

Exemplo 3.3. Se os polímeros γ0, γ1, ..., γn são escolhidos de modo que o grafo G(γ0, γ1, ..., γn)

seja completo, temos que todos os polímeros são incompatíveis e assim o conjunto TG(γ0,γ1,...,γn)

coincide com T 0
n , enquanto o conjunto de Penrose PG(γ1,γ2,...,γn) é formado por todas as árvores

lineares.

Enunciaremos agora um resultado que nos permitirá reescrever a série (3.17) em termos de

árvores enraizadas em T 0
n .
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Proposição 3.1. (O. Penrose 67) Considere ϕT como de�nida em (3.16), temos que

ϕT (γ0, γ1, ..., γn) = (−1)n
∑
τ∈T 0

n

1PG(γ0,γ1,...,γn)
(τ),

onde 1PG(γ0,γ1,...,γn)
é a função característica do conjunto de Penrose, ou seja,

1PG(γ0,γ1,...,γn)
(τ) =

{
1, se τ ∈ PG(γ0,γ1,...,γn)

0, caso contrário
.

Antes de provar a proposição acima, notemos que ela nos diz que o sinal do termo ϕT

depende apenas do número de polímeros �xados e ainda, esta expressão leva em conta os possíveis

cancelamentos que ocorre na soma de ϕT dada na De�nição 3.16.

Demonstração: Seja p : TG(γ0,γ1,...,γn) −→ G(γ0, γ1, ..., γn) um mapeamento que a cada

τ ∈ TG(γ0,γ1,...,γn) associa p(τ) ⊂ G(γ0, γ1, ..., γn) formado adicionando a τ todos os elos

{i, j} ∈ E(γ0,γ1,...,γn) \ Eτ tais que ou d(i) = d(j) ou d(j) = d(i) − 1 e j > i′. Reciprocamente

de�nimos também um outro mapeamento q : G(γ0, γ1, ..., γn) −→ TG(γ0,γ1,...,γn) que a cada

G ⊂ G(γ0, γ1, ..., γn) associa uma única árvore q(G) ∈ TG(γ0,γ1,...,γn).

Construímos q(G) da seguinte maneira: primeiro deletamos todos os elos {i, j} de τ tais que

d(i) = d(j). Depois disso, note que teremos um grafo G′ onde dG′(i) = dG(i), ∀ i = 1, ..., n. E

ainda, cada elo {i, j} em G′ é tal que |dG′(i)− dG′(j)| = 1. Em seguida, para cada vértice i ̸= 0,

excluímos os elos tais que d(j) = d(i) − 1 exceto um deles, quando j é mínimo visto como um

número natural. O grafo resultante será ainda um grafo conexo contido em G(γ0, γ1, ..., γn) que,

por construção, não tem ciclos, ou seja, uma árvore q(G).

Por outro lado, dado τ ∈ TG(γ0,γ1,...,γn) se G ⊆ G(γ0, γ1, ..., γn) é tal que q(G) = τ , por

de�nição do mapeamento p, temos que τ ⊆ G ⊆ p(τ), i.e., p(τ) é o grafo maximal, com respeito

à relação de ordem parcial �⊆ ”, entre todos os grafos G ⊆ G(γ0, γ1, ..., γn) tais que q(G) = τ .

Com isso temos que

ϕT =
∑

G⊂G(γ0,γ1,...,γn)

G conexo

(−1)|EG| =
∑

τ∈TG(γ0,γ1,...,γn)

(−1)|Eτ |
∑

G⊂G(γ0,γ1,...,γn)

q(G)=τ

(−1)|EG|−|Eτ |

= (−1)n
∑

τ∈TG(γ0,γ1,...,γn)

∑
G⊂G(γ0,γ1,...,γn)

q(G)=τ

(−1)|EG|−|Eτ |

= (−1)n
∑

τ∈TG(γ0,γ1,...,γn)

∑
G⊂G(γ0,γ1,...,γn)

τ⊆G⊆p(τ)

(−1)|EG|−|Eτ |

= (−1)n
∑

τ∈TG(γ0,γ1,...,γn)

∑
E⊂Ep(τ)\Eτ

(−1)|E|

= (−1)n
∑

τ∈TG(γ0,γ1,...,γn)

∑
E⊂Ep(τ)\Eτ

∏
{i,j}∈E

(
e−V (γi,γj) − 1

)
= (−1)n

∑
τ∈TG(γ0,γ1,...,γn)

∏
{i,j}∈E⊂Ep(τ)\Eτ

[(
e−V (γi,γj) − 1

)
+ 1
]

= (−1)n
∑

τ∈TG(γ0,γ1,...,γn)

[−1 + 1]|Ep(τ)|−|Eτ | .
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Nas expressões acima E é um subconjunto de elos e na anti-penúltima igualdade usamos

a expansão de Mayer. Como o termo que está no último somatório contribuirá apenas se

Ep(τ) \ Eτ = ∅, ou seja, Ep(τ) = Eτ =⇒ p(τ) = τ , em outras palavras, apenas quando

τ ∈ PG(γ0,γ1,...,γn) e temos provada a proposição.

Uma vez provado esta identidade, podemos reescrever a série |Π|γ0 ,

|Π|γ0(ρ) =
∞∑
n=0

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

∑
τ∈T 0

n

1PG(γ0,γ1,...,γn)
(τ) ργ1 . . . ργn

=
∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈T 0

n

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

1PG(γ0,γ1,...,γn)
(τ) ργ1 . . . ργn

=
∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈T 0

n

ϕγ0(τ, ρ), (3.18)

onde

ϕγ0(τ, ρ) =
∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

1PG(γ0,γ1,...,γn)
(τ) ργ1 . . . ργn .

Observe que, como 1PG(γ0,γ1,...,γn)
(τ) conta apenas árvores de Penrose, podemos realizar a

soma em (3.18) sobre todas as árvores rotuladas em T 0
n . Note também que, devido à condição

(3) para árvores de Penrose na De�nição 3.7, o termo ϕγ0 depende apenas dos níveis de τ . Uma

vantagem explicita da utilização da proposição acima é que ela nos permite reorganizar a série

formal |Π|γ0 em termos de uma soma sobre termos associados apenas a árvores rotuladas, em

outras palavras, reduzimos a quantidade de termos que há quando consideramos a soma sobre

grafos conexos.

Uma vez que temos a identidade de Penrose, podemos obter novas cotas para ϕγ0 escolhendo

uma família de árvores PG(γ0,γ1,...,γn), tal que PG(γ0,γ1,...,γn) ⊂ PG(γ0,γ1,...,γn) ⊂ TG(γ0,γ1,...,γn).

Consideramos a seguir três escolhas possíveis de PG(γ0,γ1,...,γn) que estão relacionadas com

os três critérios já conhecidos para convergência em expansão de polímeros do gás de polímero

abstrato.

De�nição 3.8. O conjunto de árvores de Penrose fraco de G(γ0, γ1, ..., γn), denotado por

P∗
G(γ0,γ1,...,γn)

, é formado por todas as árvores τ com vértices em {0, 1, ..., n} e conjunto de elos

Eτ , tais que

(0) Se {i, j} ∈ Eτ , então γi ≁ γj (ou seja, τ ⊂ G(γ0, γ1, ..., γn)).

(1)∗ Se i e j são irmãos, então γi ∼ γj .

Note que esta de�nição não menciona nada a respeito dos tios mais velhos na árvore, de modo

que PG(γ0,γ1,...,γn) ⊆ P∗
G(γ0,γ1,...,γn)

.

De�nição 3.9. O conjunto de árvores de Dobrushin de G(γ0, γ1, ..., γn), denotado por

PDob
G(γ0,γ1,...,γn)

, é formado por todas as árvores τ com vértices em {0, 1, ..., n} e conjunto de elos

Eτ tais que

(0) Se {i, j} ∈ Eτ , então γi ≁ γj (ou seja τ ⊂ G(γ0, γ1, ..., γn)).
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(1)D Se i e j são irmãos, então γi ̸= γj .

Note que, uma vez que RV é re�exiva para o potencial em pares hard core V , temos γ ≁ γ.

Assim, se γi ∼ γj , temos necessariamente que γi ̸= γj e P∗
G(γ0,γ1,...,γn)

⊆ PDob
G(γ0,γ1,...,γn)

.

De�nição 3.10. O conjunto de árvores de Kotecký-Preiss de G(γ0, γ1, ..., γn), denotado por

PKP
G(γ0,γ1,...,γn)

, é formado por todas as árvores τ com vértices em {0, 1, ..., n} e conjunto de elos

Eτ , tais que

(0) Se {i, j} ∈ Eτ , então γi ≁ γj (ou seja τ ⊂ G(γ0, γ1, ..., γn)).

Por de�nição, temos as seguintes condições:

PG(γ0,γ1,...,γn) ⊆ P∗
G(γ0,γ1,...,γn)

⊆ PDob
G(γ0,γ1,...,γn)

⊆ PKP
G(γ0,γ1,...,γn)

⊆ TG(γ0,γ1,...,γn).

Note que, da De�nição 3.10, segue imediatamente que PKP
G(γ0,γ1,...,γn)

= TG(γ0,γ1,...,γn), pois no

conjunto TG(γ0,γ1,...,γn) toda árvore satisfaz à condição (0) desta. Denotando por |PG(γ0,γ1,...,γn)|
a cardinalidade do conjunto de Penrose, pela Proposição 3.1, temos

|ϕT (γ0, ..., γn)| = |PG(γ0,γ1,...,γn)| ≤ |P∗
G(γ0,γ1,...,γn)

| =
∑
τ∈T 0

n

1P∗
G(γ0,γ1,...,γn)

(τ)

≤ |PDob
G(γ0,γ1,...,γn)

| =
∑
τ∈T 0

n

1PDob
G(γ0,γ1,...,γn)

(τ)

≤ |PKP
G(γ0,γ1,...,γn)

| =
∑
τ∈T 0

n

1TG(γ0,γ1,...,γn)
(τ).

Deste modo, podemos usar o conjunto de Penrose fraco, que nos dá a melhor cota entre os

três apresentados e limitar superiormente a série |Π|γ0 . Temos assim,

|Π|γ0(ρ) ≤
∞∑
n=0

1

n!

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

∑
τ∈T 0

n

1P∗
G(γ0,γ1,...,γn)

(τ) ργ1 . . . ργn

=
∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈T 0

n

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

1P∗
G(γ0,γ1,...,γn)

(τ) ργ1 . . . ργn

=
∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈T 0

n

ϕ∗γ0(τ, ρ), (3.19)

onde

ϕ∗γ0(τ, ρ)
.
=

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

1P∗
G(γ0,γ1,...,γn)

(τ) ργ1 . . . ργn . (3.20)

Fazendo,

Π∗
γ0(ρ)

.
=

∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈T 0

n

ϕ∗γ0(τ, ρ), (3.21)

temos que |Π|γ0(ρ) ≤ Π∗
γ0(ρ).

Algo semelhante pode ser feito se consideramos as outras classes de árvores de�nidas acima.
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A saber, podemos limitar |Π|γ0(ρ) superiormente por

ΠDob
γ0 (ρ)

.
=

∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈T 0

n

ϕDob
γ0 (τ, ρ),

onde

ϕDob
γ0 (τ, ρ)

.
=

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

1PDob
G(γ0,γ1,...,γn)

(τ) ργ1 . . . ργn .

E também limitar |Π|γ0(ρ) superiormente por

ΠKP
γ0 (ρ)

.
=

∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈T 0

n

ϕKP
γ0 (τ, ρ),

onde

ϕKP
γ0 (τ, ρ)

.
=

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

1PKP
G(γ0,γ1,...,γn)

(τ) ργ1 . . . ργn .

Observação 3.6. Diferentemente de ϕγ0 , de�nida para o conjunto de Penrose, temos que os

fatores ϕ∗,Dob,KP
γ0 não dependem dos rótulos das árvores, mas apenas da estrutura topológica.

Isto nos diz que os termos de ϕ∗γ0(τ, ρ) podem ainda ser agrupados em termos de árvores não

rotuladas. Essa independência nos rótulos advém da de�nição de cada conjunto considerado, em

contraste com a de�nição de PG(γ0,γ1,...,γn). Por exemplo, como os níveis são “mudos”, podemos

distribuir os polímeros atentando a condição do conjunto de Penrose fraco, e as duas árvores na

Figura 3.4 geram o mesmo termo ϕ∗γ0(τ, ρ).
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Figura 3.4

Com as considerações acima, podemos escrever as seguintes desigualdades

|Π|γ0 ≤ Π∗
γ0 ≤ ΠDob

γ0 ≤ ΠKP
γ0 . (3.22)

3.2.1 Reorganizando a série Π∗
γ0
(ρ)

Motivados pelo fato que ϕ∗γ0(τ, ρ) não depende dos níveis associados aos vértices de τ mas

apenas da sua estrutura topológica, podemos reorganizar (3.21) em termos de árvores enraizadas

planas associadas a τ . Temos assim,

ϕ∗γ0(τ, ρ) = ϕ∗γ0([τ ], ρ) = ϕ∗γ0(t, ρ) =
∏
v⪰0

 ∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

γvi≁γv ,γvi∼γ
vj

ργv1 . . . ργvsv

 . (3.23)
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Duas coisas precisam ser observadas na expressão acima. Convencionamos que para um

vértice v tal que sv = 0 o termo em colchetes seja igual a 1 e ao associar os polímeros

γv1 , γv2 , ..., γvsv aos vértices �lhos de v, temos uma dependência do polímero γv, o que faz com

que a ordem no produto acima seja relevante. Portanto o produto é organizado de tal maneira

que produtos associados aos ancestrais estão à esquerda dos correspondentes a descendentes. Por

exemplo, na árvore da esquerda na Figura 3.4, temos

ϕ∗γ0(t, ρ) =

 ∑
(γ1,γ2)∈P2

γ1≁γ0,γ2≁γ0;γ1∼γ2

ργ1ργ2


 ∑

(γ3,γ4,γ5)∈P3

γ3,γ4,γ5≁γ1;γ3∼γ4∼γ5

ργ3ργ4ργ5


 ∑

(γ6,γ7)∈P2

γ6,γ7≁γ2;γ6∼γ7

ργ6ργ7

 .

Reorganizando a soma do lado direito de (3.21),

Π∗
γ0(ρ) =

∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈T 0

n

ϕ∗γ0(τ, ρ)

=
∞∑
n=0

1

n!

∑
t∈T 0

n

∑
τ∈t

ϕ∗γ0(t, ρ)

=
∞∑
n=0

1

n!

∑
t∈T 0

n

ϕ∗γ0(t, ρ)
∑
τ∈t

1

=
∞∑
n=0

1

n!

∑
t∈T 0

n

ϕ∗γ0(t, ρ)
n!∏

v⪰0 sv!

=
∞∑
n=0

∑
t∈T 0

n

ϕ∗γ0(t, ρ)
∏
v⪰0

1

sv!

=

∞∑
n=0

∑
t∈T 0

n

∏
v⪰0

 1

sv!

∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

γvi≁γv ,γvi∼γ
vj

ργv1 . . . ργvsv



=
∑
t∈T 0

∏
v⪰0

 1

sv!

∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

γvi≁γv ,γvi∼γ
vj

ργv1 . . . ργvsv

 ,
onde usamos que

∑
τ∈t 1 = |[τ ]| = n!∏

v⪰0 sv !
e também T 0 = ∪n≥0T 0

n . Portanto,

Π∗
γ0(ρ) =

∑
t∈T 0

∏
v⪰0

 1

sv!

∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

sv∏
i=1

1{γvi≁γv}
∏

1≤i<j≤sv

1{γvi∼γ
vj

}ργv1 . . . ργvsv

 . (3.24)

De maneira inteiramente análoga,

ΠDob
γ0 (ρ) =

∑
t∈T 0

∏
v⪰0

 1

sv!

∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

sv∏
i=1

1{γvi≁γv}
∏

1≤i<j≤sv

1{γvi ̸=γ
vj

}ργv1 . . . ργvsv

 (3.25)
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e

ΠKP
γ0 (ρ) =

∑
t∈T 0

∏
v⪰0

 1

sv!

∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

sv∏
i=1

1{γvi≁γv}ργv1 . . . ργvsv

 . (3.26)

3.2.2 Árvores e convergência

Agora começaremos a fazer algumas considerações com o intuito de provarmos critérios de

convergência para a expansão em polímeros. Começamos de�nindo o que vem a ser um domínio

próprio no espaço de funções (0,∞)P = {α : P −→ (0,∞)}. Diremos que dado duas funções µ

e ν em (0,∞)P , µ < ν ⇐⇒ µγ < νγ ,∀ γ ∈ P.
Para todo n ∈ N e toda (γ0, γ1, ..., γn) ∈ Pn+1, consideremos números bn(γ0, γ1, ..., γn) tais

que bn(γ0, γ1, ..., γn) ≥ 0. Dados os números bn's podemos de�nir uma função

φb : (0,∞)P −→ (0,∞]P ;u 7−→ φb(u),

com entradas,

[φb(u)](γ)
.
= φb

γ(u) = 1 +
∑
n≥1

∑
(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

bn(γ; γ1, ..., γn)u(γ1)...u(γn). (3.27)

De�nimos o conjunto,

Db = {u ∈ (0,∞)P : φb
γ(u) <∞,∀ γ ∈ P}.

Desta maneira φb|Db é uma função em (0,∞)P . Em outras palavras, φb(u) <∞, ∀ γ ∈ P, sempre

que u ∈ Db.

Note que, se u ∈ Db e u′ < u, temos φb
γ(u

′) < φb
γ(u) <∞, logo u′ ∈ Db.

Seja µ : P −→ (0,∞) uma função em Db e seja r = µ
φb(µ)

.

Como γ varia em P, temos que as entradas de r são da seguinte forma,

r(γ) =
µ(γ)

φb
γ(µ)

. (3.28)

Por construção, podemos observar que, como µ < φb(µ), temos r < µ. Juntando o fato que

µ(γ) > 0,∀γ ∈ P, pois µ : P −→ (0,∞), com o fato que u ∈ Db, ou seja, φb
γ(µ) < ∞,∀ γ ∈ P,

segue que r(γ) > 0, ∀ γ ∈ P e assim r ∈ (0,∞)P . Em particular, r ∈ Db.

Agora, para qualquer ρ ∈ Db, consideremos o mapeamento T ρ : (0,∞)P −→ (0,∞]P ;u 7−→
T ρ(u), que associa cada u à sequência T ρ(u) = ρ φb(u), cuja a γ-ésima é da forma

[T ρ(u)](γ)
.
= T ρ

γ (u) = ρ(γ)φb
γ(u),

com γ ∈ P. Comparando essa última relação com a equação (3.28), concluímos que µ é um

ponto �xo do mapeamento T r, ou seja,

µ = T r(µ). (3.29)
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Desta forma, para todo γ0 ∈ P,

µγ0 = T r
γ0(µ) = rγ0φ

b
γ0(µ)

= rγ0 + rγ0
∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)µγ1 + rγ0
∑

(γ1,γ2)∈P2

b2(γ0; γ1, γ2)µγ1µγ2 + . . .

+rγ0
∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

bn(γ0; γ1, ..., γn)µγ1 ...µγn + . . . . (3.30)

Podemos representar a expressão acima na forma de diagramas. Digamos que ◦γ0
.
= rγ0 ,

•γi
.
= µγi e para qualquer n ≥ 1

γ0

γ1
γ2...
γn

= rγ0
∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

bn(γ0; γ1, ..., γn)µγ1 ...µγn .

Assim (3.30), na forma de diagramas, é representada por:

γ0

.
= µγ0 = T r

γ0(µ)
.
=
γ0

+
γ0 γ1

+
γ0

γ1

γ2
+ · · ·+

γ0

γ1
γ2...
γn

+ · · · .

Note que µ = T r(µ) = T r(T r(µ)) = [T r]2(µ), então

µ(γ0) = T r
γ0(T

r(µ)) = r(γ0)φ
b
γ0(T

r(µ))

= r(γ0)

1 +
∑
n≥1

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

bn(γ0; γ1, . . . , γn)T
r(µ)(γ1) . . . T

r(µ)(γn)


= rγ0 + rγ0

∑
n≥1

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

bn(γ0; γ1, . . . , γn)rγ1φ
b
γ1(µ) . . . rγnφ

b
γn(µ)

= rγ0 + rγ0
∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)rγ1φ
b
γ1(µ) + rγ0

∑
(γ1,γ2)∈P2

b2(γ0; γ1, γ2)rγ1rγ2φ
b
γ1(µ)φ

b
γ2(µ)

+ . . .+ rγ0
∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

bn(γ0; γ1, γ2, . . . , γn)rγ1rγ2 . . . rγnφ
b
γ1(µ)φ

b
γ2(µ) . . . φ

b
γn(µ) + . . .
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Vamos analisar

rγ0
∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)rγ1φ
b
γ1(µ) = rγ0

∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)rγ1(1 +
∑
l≥1

∑
(ζ1,...,ζl)∈Pl

bl(γ1; ζ1, . . . , ζn)µζ1 . . . µζl)

= rγ0
∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)rγ1 + rγ0
∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)rγ1
∑
ζ1∈P

b1(γ1; ζ1)µζ1

+rγ0
∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)rγ1
∑

(ζ1,ζ2)∈P2

b2(γ1; ζ1, ζ2)µζ1µζ2

+rγ0
∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)rγ1
∑

(ζ1,ζ2,ζ3)∈P3

b3(γ1; ζ1, ζ2, ζ3)µζ1µζ2µζ3

...

+rγ0
∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)rγ1
∑

(ζ1,...,ζl)∈Pl

bl(γ1; ζ1, . . . , ζl)µζ1 . . . µζl

...

Substituindo a variável ζi por γi, para i > 1, temos

rγ0
∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)rγ1φ
b
γ1(µ) = rγ0

∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)rγ1 + rγ0
∑

(γ1,γ2)∈P2

b1(γ0; γ1)rγ1b1(γ1; γ2)µγ2

+rγ0
∑

(γ1,γ2,γ3)∈P3

b1(γ0; γ1)rγ1b2(γ1; γ2, γ3)µγ2µγ3

+rγ0
∑

(γ1,γ2,γ3,γ4)∈P4

b1(γ0; γ1)rγ1b3(γ1; γ2, γ3, γ4)µγ2µγ3µγ4

...

+rγ0
∑

(γ1,...,γn)∈Pn

b1(γ0; γ1)rγ1bn(γ1; γ2, . . . , γn)µγ2 . . . µγn

...

Na forma de diagramas, o lado direito da expressão acima é representado por:

γ0 γ1
+
γ0 γ1 γ2

+
γ0 γ1

γ2

γ3
+ · · ·+

γ0 γ1

γ2
γ3...
γn

+ · · · .

A iteração do mapeamento T r é tal que [T r]2(µ) = T r(T r(µ)) corresponde a substituir, em

cada termo, uma bola cheia por uma bola aberta e a essa bola aberta associar todos os diagramas

da expansão de T r. Note que a iteração leva uma árvore enraizada plana até a segunda geração

com bolas abertas na primeira geração e fechadas na segunda. Da mesma forma, a k-ésima

iteração envolve todas as possíveis árvores planas enraizadas com até k gerações. Em cada

árvore da expansão, os vértices da última geração são ocupados por bolas fechadas e todos os

demais por bolas abertas.

Seja T 0,k o conjunto de árvores planas com geração máxima k. Podemos representar a k-ésima
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iteração do mapeamento T r de forma compacta pela seguinte expressão:

[T r]kγ0(µ) = rγ0

[
k−1∑
l=0

Φ(l)
γ0 (r) +R(k)

γ0 (r, µ)

]
, (3.31)

onde

Φ(l)
γ0 (r) =

∑
t∈T 0,l

∏
v⪰0

 ∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

bsv(γv; γv1 , ..., γvsv )rγv1 . . . rγvsv


e

R(k)
γ0 (r, µ) =

∑
t∈T 0,k

∏
v⪰0

 ∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

bsv(γv; γv1 , ..., γvsv )χ
t,v1

γv1
. . . χt,vsv

γvsv

 ,
com

χt,v
γvsv

=

{
rγ , se dt(v) < k

µγ , se dt(v) = k
.

Na equação acima dt(v) é a profundidade do vértice v na árvore plana enraizada t. As expressões

R
(k)
γ0 (r, µ) e Φ

(l)
γ0 (r) são semelhantes, diferindo apenas que R(k)

γ0 (r, µ) envolve µ como atividade

dos polímeros da k-ésima geração. Se v é tal que sv = 0, convencionamos b0(γ0) = 1.

Pela equação (3.29), temos que [T r]kγ0(µ) = µγ0 e pela equação (3.31), concluímos que

rγ0

k−1∑
l=0

Φ(l)
γ0 (r) ≤ µγ0 ,∀ k ∈ N. (3.32)

A partir desta equação podemos enunciar o seguinte resultado,

Proposição 3.2. Seja µ uma função em (0,∞)P e, para cada γ ∈ P, seja φb
γ(µ) de�nida como

em (3.27), satisfazendo φb
γ(µ) < +∞. Seja r ∈ (0,∞)P de�nida por (3.28). Então, para todo

ρ ≤ r, vale que

(i) A série

Φb
γ0(ρ) =

∑
t∈T 0

∏
v⪰0

 ∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

bsv(γv; γv1 , ..., γvsv )ργv1 . . . ργvsv

 , (3.33)

converge para cada γ0 ∈ P e admite, ∀ γ0 ∈ P, a cota

Φb
γ0(ρ) ≤ Φb

γ0(r) ≤ φb
γ0(µ);

(ii)

ργ0Φ
b
γ0(ρ) = lim

n→∞
[T ρ]nγ0(µ) (3.34)

e ργ0Φ
b
γ0(ρ) é solução da equação (3.29), ou seja,

T ρ
γ0(ργ0Φ

b
γ0(ρ)) = ργ0Φ

b
γ0(ρ) (3.35)
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Demonstração: De (3.32) temos que

rγ0

n∑
l=0

Φ(l)
γ0 (r) ≤ µγ0 , ∀ n ∈ N.

Como rγ ∈ (0,∞), ∀γ ∈ P, temos

n∑
l=0

Φ(l)
γ0 (r) ≤

µγ0
rγ0

.
= φb

γ0(µ),∀ n ∈ N.

Fazendo n → ∞ na expressão acima, o lado direito permanece inalterado enquanto que o lado

esquerdo �ca

∞∑
l=0

Φ(l)
γ0 (r) =

∞∑
l=0

∑
t∈T 0,l

∏
v⪰0

 ∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

bsv(γv; γv1 , ..., γvsv )rγv1 . . . rγvsv


=

∑
t∈T 0

∏
v⪰0

 ∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

bsv(γv; γv1 , ..., γvsv )rγv1 . . . rγvsv


.
= Φb

γ0(r).

Logo,

Φb
γ0(r) ≤ φb

γ0(µ).

Por monotonicidade, para todo ρ ≤ r, vale que ργ ≤ rγ , ∀γ ∈ P e, desta forma,

Φb
γ0(ρ) ≤ Φb

γ0(r) ≤ φb
γ0(µ),

o que conclui o item (i) da proposição.

Agora, para o item (ii), utilizamos novamente a equação (3.31) . Note que

[T ρ]nγ0(ρ) = ργ0

[
n−1∑
l=0

Φ(l)
γ0 (ρ) +R(n)

γ0 (ρ, µ)|µ=ρ

]
.

Mas,

R(n)
γ0 (ρ, µ)|µ=ρ =

∑
t∈T 0,n

∏
v⪰0

 ∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

bsv(γv; γv1 , ..., γvsv )ργv1 . . . ργvsv

 .
= Φ(n)

γ0 (ρ).

E assim, temos

[T ρ]nγ0(ρ) = ργ0

n∑
l=0

Φ(l)
γ0 (ρ).

Portanto, para qualquer ρ ≤ r,

lim
n→∞

[T ρ]nγ0(ρ) = ργ0 lim
n→∞

n∑
l=0

Φ(l)
γ0 (ρ) = ργ0

∞∑
l=0

Φ(l)
γ0 (ρ) = ργ0Φ

b
γ0(ρ).
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E por �m,

ργ0Φ
b
γ0(ρ) = lim

n→∞
[T ρ]n+1

γ0 (ρ)

= lim
n→∞

[T ρ]γ0([T
ρ]nγ0(ρ))

= lim
n→∞

ργ0φ
b
γ0([T

ρ]nγ0(ρ))

= ργ0φ
b
γ0( limn→∞

[T ρ]nγ0(ρ))

= ργ0φ
b
γ0(ργ0Φ

b
γ0(ρ))

= T ρ
γ0(ργ0Φ

b
γ0(ρ)).

A seguir, discutiremos critérios que nos permitem garantir convergência para expansão em

polímeros.

3.2.3 Critérios de Convergência

Iniciaremos discutindo o critério de Fernández-Procacci e, em seguida, falaremos de outros

dois critérios devido a Dobrushin e a Kotecký-Preiss. Todos esses critérios baseiam-se em escolhas

�inteligentes� para os números bn's que de�nimos na seção anterior e na Proposição 3.2.

Critério de Fernández-Procacci.

Fazendo a escolha

bn(γ0; γ1, ..., γn) = b∗n(γ0; γ1, ..., γn)
.
=

1

n!

n∏
i=1

1{γi≁γ0}
∏

1≤i<j≤n

1{γi∼γj},

teremos

φb∗
γ0(µ) = 1 +

∑
n≥1

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

γi≁γ0,γi∼γj

µγ1 · · ·µγn = ΞPγ0
(µ).

Pela Proposição 3.2, segue que a série

Φb∗
γ0(ρ) =

∑
t∈T 0

∏
v⪰0

 ∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

1

sv!

sv∏
i=1

1{γi≁γv}
∏

1≤i<j≤sv

1{γi∼γj}ργv1 . . . ργvsv

 , (3.36)

é convergente para todo ρ ≤ r∗, com

r∗γ =
µγ

ΞPγ (µ)
.

Comparando (3.36) com (3.24), observamos imediatamente que

Π∗
γ0(ρ) = Φb∗

γ0(ρ),

e temos o seguinte resultado para a convergência da expansão em polímeros.
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Teorema 3.1 (Fernández-Procacci). Escolha µ ∈ D∗ ⊂ (0,∞)P e seja r∗ ∈ (0,∞)P tal que

r∗γ0 =
µγ0

ΞPγ0
(µ)

. (3.37)

Seja ρ tal que, ργ ≤ r∗γ , ∀γ ∈ P. Então, a série |Π|γ0(ρ) de�nida em (3.17) é �nita para cada

γ0 ∈ P e vale

|Π|γ0(ρ) ≤ ΞPγ0
(µ).

Portanto, ργ0 |Π|γ0(ρ) ≤ µγ0 , ∀γ0 ∈ P.

Demonstração: Como Π∗
γ0(ρ) = Φb∗

γ0(ρ), pela Proposição 3.2, segue que Π∗
γ0(ρ) é �nita para

cada γ0 ∈ P e todo ργ ≤ r∗γ , onde r
∗
γ é dado por (3.37). Além disso,

Π∗
γ0(ρ) ≤ ΞPγ0

(µ), ∀γ0 ∈ P.

De (3.22),

|Π|γ0(ρ) ≤ Π∗
γ0(ρ),

o que nos leva a concluir os mesmos resultados para |Π|γ0(ρ).

Critério de Dobrushin.

Escolhendo agora

bn(γ0; γ1, ..., γn) = bDob
n (γ0; γ1, ..., γn)

.
=

1

n!

n∏
i=1

1{γi≁γ0}
∏

1≤i<j≤n

1{γi ̸=γj},

teremos

φbDob

γ0 (µ) = 1 +
∑
n≥1

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn =
∏
γ≁γ0

[1 + µγ ]. (3.38)

Para veri�car a última igualdade em (3.38), podemos proceder por indução na cardinalidade do

conjunto de polímeros.

Seja Λ ⊂ P, com |Λ| = 2. Sejam γ1, γ2 ∈ Λ tais que γ1, γ2 ≁ γ0, temos que,

φbDob

γ0 (µ) = 1 +
∑
γ1∈Λ
γ1≁γ0

µγ1 +
1

2!

∑
(γ1,γ2)∈Λ2

γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1µγ2

= 1 + µγ1 + µγ2 +
1

2
[µγ1µγ2 + µγ2µγ1 ]

= 1 + µγ1 + µγ2 + µγ1µγ2 .

Por outro lado, ∏
γ≁γ0

[1 + µγ ] = [1 + µγ1 ][1 + µγ2 ] = 1 + µγ1 + µγ2 + µγ1µγ2 .

E neste caso segue φbDob

γ0 (µ) =
∏

γ≁γ0
[1 + µγ ].

Denotemos por Λk um subconjunto Λ tal que |Λ| = k e suponhamos que a igualdade 3.38
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seja válida para este subconjunto. Devemos mostrar que vale também para Λk+1 (um conjunto

Λ com |Λ| = k + 1 ), ou seja, k + 1 polímeros com γi ≁ γ0 e γi ̸= γj .

∏
γ≁γ0

[1 + µγ ] =

[∏
γ≁γ0

[1 + µγ ]

]
Λk

[1 + µγk+1
]

=

1 +
k∑

n=1

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn

 [1 + µγk+1
]

= 1 + µγk+1
+

k∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn + µγk+1


k∑

n=1

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn


= 1 +

k+1∑
γ1∈Λk+1
γ1≁γ0

µγ1 +
k∑

n=2

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn + µγk+1

∑
γ1∈Λk
γ1≁γ0

µγ1

+µγk+1


k∑

n=2

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn


= 1 +

k+1∑
γ1∈Λk+1
γ1≁γ0

µγ1 +
1

2!

∑
(γ1,γ2)∈Λ2

k
γi≁γ0,γ1 ̸=γ2

µγ1µγ2 +
k∑

n=3

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn

+µγk+1

∑
γ1∈Λk
γ1≁γ0

µγ1 + µγk+1


k∑

n=2

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn


= 1 +

k+1∑
γ1∈Λk+1
γ1≁γ0

µγ1 +
1

2!

∑
(γ1,γ2)∈Λ2

k
γi≁γ0,γ1 ̸=γ2

µγ1µγ2 +
k∑

n=3

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn

+
1

2!

∑
(γ1,γk+1)∈Λ2

k
γ1≁γ0,γ1 ̸=γk+1

µγ1µγk+1
+ µγk+1


k∑

n=2

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn


= 1 +

k+1∑
γ1∈Λk+1
γ1≁γ0

µγ1 +
1

2!

∑
(γ1,γ2)∈Λ2

k+1
γi≁γ0,γ1 ̸=γ2

µγ1µγ2 +
k∑

n=3

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn

+µγk+1


k∑

n=2

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn

 .

Procedendo desta maneira, obtemos todos os termos do somatório referentes agora aos polímeros
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em Λk+1, de modo que

∏
γ≁γ0

[1 + µγ ] = 1 +

k+1∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

k+1
γi≁γ0,γi ̸=γj

µγ1 · · ·µγn ,

concluindo assim o passo de indução e temos que a equação (3.38) é valida para |Λ| = k + 1.

Usando novamente a Proposição 3.2, temos que

ΦbDob

γ0 (ρ) =
∑
t∈T 0

∏
v⪰0

 ∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

1

sv!

sv∏
i=1

1{γi≁γv}
∏

1≤i<j≤sv

1{γi ̸=γj}ργv1 . . . ργvsv

 , (3.39)

converge para todo ρ ≤ rDob, onde

rDob
γ0 =

µγ0∏
γ≁γ0

[1 + µγ ]
.

Comparando (3.39) com (3.25), temos

ΠDob
γ0 (ρ) = ΦbDob

γ0 (ρ).

Logo, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.2 (Dobrushin). Escolha µ ∈ DDob ⊂ (0,∞)P e seja rDob ∈ (0,∞)P tal que

rDob
γ =

µγ∏
γ̄≁γ [1 + µγ̄ ]

. (3.40)

Seja ρ ∈ [0,∞)P tal que, ργ ≤ rDob
γ , ∀γ ∈ P. Então, a série |Π|γ0(ρ) de�nida em (3.17) é �nita

para cada γ0 ∈ P e vale

|Π|γ0(ρ) ≤
∏
γ̄≁γ0

[1 + µγ̄ ].

Portanto, ργ0 |Π|γ0(ρ) ≤ µγ0 , ∀γ0 ∈ P.

Demonstração: De maneira análoga ao que foi feito para o critério de Fernández-Procacci,

basta aplicar a Proposição 3.2 em ΠDob
γ0 (ρ), usar que ΠDob

γ0 (ρ) = ΦbDob

γ0 (ρ) e de (3.22), segue o

resultado, pois

|Π|γ0(ρ) ≤ ΠDob
γ0 .

Observação 3.7. Na literatura a condição de Dobrushin é geralmente encontrada como

ργ ≤ rDob
γ = (eµ̄γ − 1)e−

∑
γ̄∈P:γ̄≁γ µ̄γ̄ .

Em particular, no próprio artigo de Dobrushin é encontrado assim, mas esta expressão é

equivalente a usada no teorema acima, bastando apenas fazer

µ̄γ = log[1 + µγ ].
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Critério de Kotecký-Preiss.

O terceiro critério que discutiremos é o de Kotecký-Preiss e para estabelecê-lo basta tomarmos

bn(γ0; γ1, ..., γn) = bKP
n (γ0; γ1, ..., γn)

.
=

1

n!

n∏
i=1

1{γi≁γ0}.

Assim,

φbKP

γ0 (µ) = 1 +
∑
n≥1

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

γi≁γ0,1≤i≤n

µγ1 · · ·µγn = 1 +
∑
n≥1

1

n!

∑
γ∈P
γ≁γ0

µγ


n

= exp

∑
γ∈P
γ≁γ0

µγ

 . (3.41)

Então,

ΦbKP

γ0 (ρ) =
∑
t∈T 0

∏
v⪰0

 ∑
(γ

v1
,γ

v2
,...,γvsv )∈Psv

1

sv!

sv∏
i=1

1{γi≁γv}ργv1 . . . ργvsv

 , (3.42)

converge para todo ρ ≤ rKP , onde

rKP
γ0 =

µγ0

exp

[∑
γ∈P
γ≁γ0

µγ

] .
Comparando (3.42) com (3.26), temos

ΠKP
γ0 (ρ) = ΦbKP

γ0 (ρ).

Logo, segue o seguinte critério:

Teorema 3.3 (Kotecký-Preiss). Escolha µ ∈ DKP ⊂ (0,∞)P e seja rKP ∈ (0,∞)P tal que

rKP
γ0 =

µγ0

exp

[∑
γ∈P
γ≁γ0

µγ

] . (3.43)

Seja ρ ∈ [0,∞)P tal que, ργ ≤ rKP
γ , ∀γ ∈ P. Então, a série |Π|γ0(ρ) de�nida em (3.17) é �nita

para cada γ0 ∈ P e

|Π|γ0(ρ) ≤ exp

∑
γ∈P
γ≁γ0

µγ

 .
Portanto, ργ0 |Π|γ0(ρ) ≤ µγ0 , ∀γ0 ∈ P.

Demonstração: É similar a dada nos dois teoremas anteriores.

Resumindo os critérios que discutimos acima, as condições de convergência são da forma

ργ ≤ rγ =
µγ

φb
γ(µ)

,
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com

φb
γ(µ) =


exp

[∑
γ∈P
γ≁γ0

µγ

]
, (Kotecký-Preiss)∏

γ≁γ0
[1 + µγ ], (Dobrushin)

ΞPγ0
(µ), (Fernández-Procacci)

,

onde cada condição é mais fraca, no sentido de ter mais hipóteses sobre os polímeros, que a

precedente. A saber, �xado µ ∈ (0,∞)P ,

ΞPγ0
(µ) ≤

∏
γ≁γ0

[1 + µγ ] ≤ exp

∑
γ∈P
γ≁γ0

µγ

 ,
o que implica que,

rKP
γ ≤ rDob

γ ≤ r∗γ .

Devemos notar que os critérios nos fornecem também um raio de convergência para a expansão

em polímeros.

A seguir discutiremos alguns modelos como aplicação da técnica que acabamos de desenvolver

até aqui e como os critérios de convergências se aplicam a esses modelos.

3.3 Aplicações da Expansão em Polímeros

3.3.1 Modelo Dominó em Z2

Começaremos com o modelo Dominó onde o conjunto de polímeros, P, é formado por elos de

vizinhos próximos na rede cúbica bidimensional. Para todo γ ∈ P tomamos ργ = ϵ, com ϵ > 0

e diremos que, para γi, γj ∈ P, γi ≁ γj ⇐⇒ γi ∩ γj ̸= ∅. Em outras palavras, a relação de

incompatibilidade é a interseção não vazia.

Por simetria, é razoável assumir que a atividade dos polímeros é a mesma em toda rede e

chamaremos esse valor de µ, para todo γ ∈ P.

Note que, �xado um polímero γ (veja Figura 3.5), através da relação de incompatibilidade

desse modelo, existem 6 elos de vizinhos próximos que intersectam γ, ou seja, que são

incompatíveis com este. Como a relação é re�exiva, isto é, todo polímero é incompatível a

ele mesmo, teremos que existem ao todo 7 polímeros que são incompatíveis com γ.

γ

Figura 3.5
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Assim, para Kotecký-Preiss, o critério de convergência no modelo dominó é

ργ0 ≤ rKP
γ0 =

µγ0

exp

[∑
γ∈P
γ≁γ0

µγ

] ⇐⇒ ϵ ≤ µ

e7µ
.

O ponto de máximo na parte direita da desigualdade acima ocorre quando µ = 1
7 e assim, na

melhor das hipóteses, poderíamos ter

ϵ ≤ 1

7e
≈ 0.0525.

E garantiríamos a convergência.

Enquanto isso, a condição de Dobrushin deve ser tal que

ργ0 ≤ µγ0∏
γ≁γ0

[1 + µγ ]
⇐⇒ ϵ ≤ µ

[1 + µ]7
.

E novamente, o valor máximo da parte direita na desigualdade ocorre em µ = 1
6 , o que nos leva

a concluir que na melhor das hipóteses poderíamos ter garantia de convergência, no critério de

Dobrushin, desde que satisfeito

ϵ ≤
1
6

[1 + 1
6 ]

7
≈ 0.0566.

Na condição de Fernández-Procacci, temos

ργ0 ≤ µγ0
ΞPγ0

(µ)
⇐⇒ ϵ ≤ µ

1 + 7µ+ 9µ2
.

E depois de calcular o máximo, como nos outros casos,

ϵ ≤ 1

13
≈ 0.0769.

3.3.2 Gás na rede em um grafo de grau limitado

Consideraremos agora um gás distribuído em uma rede triangular no plano em um grafo de

grau limitado e potencial em pares do tipo hard core.

Seja G = (V,E) um grafo in�nito com conjunto de vértice V e conjunto de elos E, com G

sendo de grau limitado e grau máximo ∆. Vamos especi�car agora os polímeros e a relação de

incompatibilidade.

Diremos que P = V, ou seja, os polímeros são os vértices de G. E diremos também que dois

polímeros γ, γ′ são incompatíveis se, e somente se, ou γ = γ′ ou {γ, γ′} ∈ E.
A este sistema chamamos de gás na rede do tipo hard core auto-repulsivo em G.

Em geral, como os polímeros não possuem estrutura, são apenas os vértices de G, podemos

supor que a atividade de cada polímero x ∈ P é constante, ou seja, ρx = ρ ,∀ x ∈ P. Além

disso, como a relação de incompatibilidade leva em conta a incidência no vértice, é de se esperar

que as condições de convergência sejam dadas em função do grau do grafo, isto é, em termos

de ∆. Consideramos o caso em que G é tal que os vizinhos próximos de qualquer vértice sejam

compatíveis dois a dois. Exemplos de grafos desse tipo são árvores ou uma rede cúbica em Zd.
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Note que para Kotecký-Preiss e Dobrushin, essa nossa escolha de grafo não faz diferença

alguma, enquanto para Fernández-Procacci sim, pois esse último leva em conta compatibilidade

nos polímeros.

Para analisar o critério de Kotecký-Preiss nesse casso, temos

ρx ≤ µx

exp

[∑
y∈P
y≁x

µy

] .
Notemos que a condição acima deve ser veri�cada para todo x ∈ P, em particular para o polímero

que dá a menor cota para ρx que é justamente o vértice de grau ∆. Assim, em analogia com o

que foi feito no exemplo anterior (modelo Dominó), a condição acima se resume em

ρ ≤ µe−(∆+1)µ ⇐⇒ ρ ≤ 1

(∆ + 1)e
.

A condição de Dobrushin nos dá

ρx ≤ µx∏
y≁x [1 + µy]

⇐⇒ ρ ≤ µ

[1 + µ]∆+1
.

E de maneira análoga ao exemplo anterior, temos

ρ ≤
1
∆

(1 + 1
∆)∆+1

=
∆∆

(∆ + 1)∆+1
=

1

(∆ + 1)

1

(1 + 1
∆)∆

.

Note que, como (1 + 1
n)

n ↑ e quando n→ ∞, a condição acima já é um pouco melhor que a

condição de Kotecký-Preiss no sentido que ρ pode ser um �pouquinho� maior.

Para a condição de Fernández-Procacci, vamos supor novamente o pior caso em que o polímero

x é aquele que possui grau máximo, ou seja, número de incidência em x igual a∆. Como qualquer

quantidade de polímeros y incidentes em x é incompatível com x e compatíveis entre si, para obter

ΞPx(µ), basta escolher a quantidade de polímeros até no máximo ∆ e contar suas permutações.

Deste modo,

ΞPx(µ) = 1 +
∑
y1∈P
y1∼x

µy1 +
∆∑

n=2

1

n!

∑
(y1,...,yn)∈Pn

yi≁x,yi∼yj

µy1 · · ·µyn

= 1 + (∆ + 1)µ+
∆∑

n=2

1

n!
n!

(
∆

n

)
µn

= µ+ 1 +∆µ+

∆∑
n=2

(
∆

n

)
µn

= µ+

∆∑
n=0

(
∆

n

)
µn

= µ+ (1 + µ)∆.

Resultando a condição

ρx ≤ µx
ΞPx(µ)

⇐⇒ ρ ≤ µ

µ+ (1 + µ)∆
.
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E, como no exemplo anterior,

ρ ≤
1

∆−1
1

∆−1 + (1 + 1
∆−1)

∆
=

1

1 + ∆∆

(∆−1)∆−1

=
1

∆(1 + 1
∆−1)

∆−1 + 1
,

que é uma cota melhor que a dos critérios anteriores.

Discutiremos a seguir um modelo que aparece na maioria das aplicações de mecânica

estatística e que nos será útil nos modelos que consideramos no decorrer do trabalho.

3.3.3 Modelo de um gás de subconjuntos �nitos de um conjunto enumerável

Seja V um conjunto in�nito enumerável. Seja PV = {R ⊂ V : |R| < +∞} e para quaisquer

γ, γ′ ∈ PV diremos que γ ≁ γ′ ⇐⇒ γ ∩ γ′ ̸= ∅.

Note que agora os polímeros são subconjuntos de um conjunto enumerável e podemos falar

de tamanho de um polímero, no sentido de cardinalidade. Isso será tratado com maior atenção,

uma vez que já é um modelo mais próximo da realidade, enquanto que os exemplos que discutimos

até agora os polímeros eram apenas objetos abstratos satisfazendo determinada relação.

Aqui também, a cada polímero γ ∈ P, associaremos uma atividade ργ . Neste caso,

permitimos ργ podendo ser nula, sendo assim ρ : PV −→ [0,∞). Para um sistema de spins,

por exemplo, a expansão de polímeros em altas temperaturas é tal que o espaço de polímeros é

sempre PV para um V adequado e se tem ργ = 0 sempre que |γ| = 1.

Seja Λ ⊂ V �nito. Uma con�guração de gás de polímeros em Λ é dada uma vez especi�cado

o espaço de polímeros presentes em Λ. Devemos ter necessariamente que esses polímeros sejam

compatíveis aos pares, ou seja, sejam disjuntos. Assim, uma con�guração em Λ é uma n-upla

não ordenada {γ1, ..., γn} tal que γi ∩ γj = ∅, para todo i ̸= j com i, j = 1, ..., n. A função de

partição desse modelo é de�nida por

ΞΛ(ρ) = 1 +
∑
n≥1

∑
{γ1,...,γn}:γi⊂Λ

γi∩γj=∅

ργ1 · · · ργn . (3.44)

Novamente estaremos interessados em estudar a convergência da série |Π|γ0(ρ), pois sabemos

que sua convergência implica na convergência da pressão do gás. Assim, aplicaremos os três

critérios que estudamos para ummodelo abstrato, neste caso especí�co. Começamos por Kotecký-

Preiss. Escolhendo µγ = ργe
a|γ|, a > 0, teremos que a condição ργ ≤ rKP

γ , no Teorema 3.3, é

ργ ≤ µγ

exp

[∑
γ′∈P
γ′≁γ

µγ′

] ⇐⇒ ργ ≤ ργe
a|γ|

exp

[∑
γ′∈P
γ′≁γ

ργ′ea|γ′|
] ,

o que é equivalente a ∑
γ′∈P
γ′≁γ

ργ′ea|γ
′| ≤ a|γ|, ∀γ ∈ P. (3.45)
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Usando que γ′ ≁ γ, neste modelo, signi�ca γ′ ∩ γ ̸= ∅. Seja γ = {x1, ..., x|γ|}, então∑
γ′∈P

γ′∩γ ̸=∅

ργ′ea|γ
′| ≤

∑
γ′∈P
x1∈γ′

ργ′ea|γ
′| +

∑
γ′∈P
x2∈γ′

ργ′ea|γ
′| + · · ·+

∑
γ′∈P

x|γ|∈γ′

ργ′ea|γ
′|.

Note que, à direita da desigualdade acima, podemos estar contando o mesmo polímero várias

vezes, porém isso não afeta nosso interesse pois estamos majorando a soma do lado esquerdo.

Além disso, cada

∑
γ′∈P
xi∈γ′

ργ′ea|γ
′| ≤ sup

x∈V


∑

γ′∈PV
x∈γ′

ργ′ea|γ
′|

 .

Portanto,

∑
γ′∈P

γ′∩γ ̸=∅

ργ′ea|γ
′| ≤ |γ| sup

x∈V


∑

γ′∈PV
x∈γ′

ργ′ea|γ
′|

 .

A condição (3.45) é satisfeita, desde que,

sup
x∈V


∑

γ′∈PV
x∈γ′

ργ′ea|γ
′|

 ≤ a. (3.46)

Por outro lado, a condição de Dobrushin pode ser escrita como segue,

ργ ≤ µγ∏
γ′∈PV
γ′≁γ

[1 + µ′γ ]
.

Escolhendo µγ = ργe
a|γ|, a condição acima �ca,∏

γ′∈PV
γ′≁γ

(1 + ργ′ea|γ
′|) ≤ ea|γ|, ∀γ ∈ PV,

ou de maneira equivalente, ∑
γ′∈PV
γ′≁γ

log
(
1 + ργ′ea|γ

′|
)
≤ a|γ|.

De forma análoga à condição de Kotecký-Preiss, essa expressão é sempre válida, se

sup
x∈V


∑

γ′∈PV
x∈γ′

log
(
1 + ργ′ea|γ

′|
) ≤ a. (3.47)

Finalmente, para condição de Fernández-Procacci, novamente escolhendo µγ = ργe
a|γ|, temos

ργ ≤ µγ
ΞPγ (µ)

⇐⇒ ΞPγ (µ) ≤ ea|γ|,
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onde Pγ = {γ′ ∈ PV : γ′ ∩ γ ̸= ∅} e

ΞPγ (µ) = 1 +

|γ|∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈PV
γi≁γ,γi∼γj

n∏
i=1

ργie
a|γi|.

Usando que γi ∼ γj ⇐⇒ γi ∩ γj = ∅, vamos estimar o fator

∑
(γ1,...,γn)∈PV
γi≁γ,γi∼γj

n∏
i=1

ργie
a|γi|.

Note que, �xado um subconjunto γ ⊂ V, cujo número de elementos é |γ|, não podemos

escolher n subconjuntos γi que intersectem γ e sejam disjuntos entre si caso n > |γ|, pois para
isso ser possível, devemos ter no máximo que cada γi contenha um elemento de γ. Deste modo,

para n > |γ|, o fator que queremos estimar vale 0, enquanto que, para n ≤ |γ|, temos

∑
(γ1,...,γn)∈PV
γi≁γ,γi∼γj

n∏
i=1

ργie
a|γi| ≤

∑
γ′∈P
x1∈γ′

ργ′ea|γ
′|
∑
γ′∈P

γ′∋x2\x1

ργ′ea|γ
′| · · ·

∑
γ′∈P

γ′∋xn\{x1,...,xn−1}

ργ′ea|γ
′|,

onde {x1, ..., xn} ⊂ γ. Como observado anteriormente

∑
γ′∈P
xi∈γ′

ργ′ea|γ
′| ≤ sup

x∈V


∑

γ′∈PV
x∈γ′

ργ′ea|γ
′|

 ,

e observamos que podemos escolher |γ| polímeros contendo exatamente um ponto x1 de γ; em

seguida, podemos escolher |γ| − 1 polímeros contendo exatamente um ponto x2 de γ diferente

daquele escolhido inicialmente e continuando até o passo n, podemos escolher |γ|−n+1 polímeros

contendo exatamente um ponto de γ diferente dos n− 1 já escolhidos, de modo a satisfazer que

esses polímeros sejam todos incompatíveis com γ e compatíveis aos pares. Assim segue que

∑
(γ1,...,γn)∈PV
γi≁γ,γi∼γj

n∏
i=1

ργie
a|γi| ≤ |γ|(|γ| − 1) · · · (|γ| − n+ 1)

sup
x∈V


∑

γ′∈PV
x∈γ′

ργ′ea|γ
′|



n

=

(
|γ|
n

)
n!

sup
x∈V


∑

γ′∈PV
x∈γ′

ργ′ea|γ
′|



n

.
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Portanto,

ΞPγ (µ) ≤ 1 +

|γ|∑
n=1

(
|γ|
n

)sup
x∈V


∑

γ′∈PV
x∈γ′

ργ′ea|γ
′|



n

=

1 + sup
x∈V


∑

γ′∈PV
x∈γ′

ργ′ea|γ
′|



|γ|

.

E, desta forma, temos que a condição de Fernández-Procacci é satisfeita, se

1 + sup
x∈V


∑

γ′∈PV
x∈γ′

ργ′ea|γ
′|



|γ|

≤ ea|γ|,

uu equivalentemente,

sup
x∈V


∑

γ′∈PV
x∈γ′

ργ′ea|γ
′|

 ≤ ea − 1. (3.48)

Do Teorema 3.1, sabemos que |Π|γ(ρ) ≤ ΞPγ (µ), logo temos também a cota superior

|Π|γ(ρ) ≤ ea|γ|.

Temos assim provado o seguinte resultado

Teorema 3.4. Seja V um conjunto enumerável e seja PV = {γ ⊂ V : |γ| < ∞} o espaço de

polímeros com relação de incompatibilidade γ ≁ γ′ ⇐⇒ γ ∩ γ′ ̸= ∅ e atividade ξ(γ). Assuma

que exista um número positivo a > 0 tal que para todo x ∈ V,∑
γ∈PV
x∈γ

|ξγ |ea|γ| ≤ ea − 1. (3.49)

Então, para todo subconjunto �nito Λ de V, temos que 1
|Λ| log ΞΛ(ξ), onde ΞΛ(ξ) é a função

de partição de�nida em (3.44), pode ser escrita como uma série uniforme e absolutamente

convergente em Λ.

3.4 Modelo de Ising em altas temperaturas

Relembramos aqui alguns fatos sobre este modelo que serão úteis nesta seção, mas se for

de interesse do leitor ele pode voltar à Seção 2.2 do Capítulo 2 deste trabalho para ter mais

detalhes. Dada uma con�guração σΛ do sistema em Λ, a energia de tal con�guração é dada pelo
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Hamiltoniano

HΛ(σΛ) = −J
∑

|x−y|=1

{x,y}⊂Λ

σxσy − h
∑
x∈Λ

σx + B(σΛ),

onde h é um �campo magnético externo�, J é uma constante e B(σΛ) representa a interação dos

spins dentro da caixa Λ com o exterior da caixa. Note que B(σΛ) pode ser tomado arbitrariamente

uma vez que a energia livre termodinâmica, ou equivalentemente a pressão, do modelo de Ising

independe das condições de fronteira, como mostrado na Seção 2.2.

Desenvolveremos agora uma expansão em polímeros, em altas temperaturas, para a função de

partição do modelo de Ising bidimensional com h = 0. Vamos supor agora que Λ é um quadrado

de lado L e, portanto, contendo L2 sítios na rede. Também assumiremos condição de fronteira

livre, ou seja, B(σΛ) = 0. Desta forma, o Hamiltoniano de campo magnético nulo e condição de

fronteira livre para o modelo de Ising é

HΛ(σΛ) = −J
∑

|x−y|1=1

{x,y}⊂Λ

σxσy = −J
∑

b∈B(Λ)

σ̃b,

onde B(Λ) é o conjunto de todos os pares de vizinhos próximos em Λ. Portanto, |B(Λ)| =

2L(L− 1). Para b = {x, y} denotamos σ̃b = σxσy.

A função de partição, em termos de β (inverso da temperatura), é dada por

ZΛ(β) = ZΛ(β, 0) =
∑
σΛ⊂Λ

∏
b∈B(Λ)

eβJσ̃b .

Note que σ̃b = ±1, então

eβJσ̃b = coshβJσ̃b + sinhβJσ̃b = coshβJ + σ̃b sinhβJ = coshβJ [1 + σ̃b tanhβJ ] .

Logo,

ZΛ(β) = [coshβJ ]|B(Λ)| ∑
σΛ⊂Λ

∏
b∈B(Λ)

[1 + σ̃b tanhβJ ]

= [coshβJ ]|B(Λ)| ∑
σΛ⊂Λ

∑
E⊂B(Λ)

∏
b∈E

σ̃b tanhβJ (lembrando da expansão de Mayer)

= [coshβJ ]|B(Λ)| ∑
E⊂B(Λ)

[tanhβJ ]|E| ∑
σΛ⊂E

∏
b∈E

σ̃b.

De�nindo I(i, E) = #{j ∈ Zd : {i, j} ∈ E}, ou seja, I(i, E) é o número de incidência

de elos no sítio i, podemos reescrever o
∏

b∈E σ̃b de forma desacoplada, isto é, avaliando cada

sítio separadamente. Note que, neste produto, existem tantos termos σi, quantos forem os elos

incidentes no sítio i.

Portanto,

ZΛ(β) = [coshβJ ]|B(Λ)| ∑
E⊂B(Λ)

[tanhβJ ]|E| ∑
σΛ⊂E

∏
i∈Λ

σ
I(i,E)
i . (3.50)
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Note que podemos somar sobre as con�gurações separadamente em cada vértice i ∈ E (em

particular em Λ, tomando a incidência sendo zero), com isso desacoplamos os spins:

∑
(σ1,...,σ|VE |)⊂E

∏
i∈VE

σ
I(i,E)
i =

∑
σ1=±1

σ
I(1,E)
1

∑
σ2=±1

σ
I(2,E)
2 · · ·

∑
σ|VE |=±1

σ
I(|VE |,E)
|VE | =

∏
i∈VE

∑
σi=±1

σ
I(i,E)
i .

Temos ainda,

∑
σi=±1

σ
I(i,E)
i =

{
2, se I(i, E) é par;

0, caso contrário.

e assim a equação (3.50) �ca,

ZΛ(β) = [coshβJ ]2L(L−1) 2L
2

∑
E⊂B(Λ):I(i, E) é par ∀i ∈ Λ

[tanhβJ ]|E| . (3.51)

A cada E está associado um grafo em Λ que pode ser conexo ou não. Dado um grafo

qualquer, podemos dividi-lo em componentes conexas disjuntas e a cada uma dessas componentes

chamaremos de animal na rede. A Figura 3.6 mostra um exemplo de grafo com 3 componentes

conexas, ou seja, 3 animais na rede.

Figura 3.6: Animais na rede.

Denotaremos um animal na rede como um grafo conexo γ = {λ1, ..., λk}, onde λ = {x, y}
é uma ligação de vizinhos próximos presentes em γ. Note que, por serem conexos e estarmos

considerando condições de fronteira livre, os animais na rede que contribuem para a função de

partição são aqueles γ em que o número de incidência em qualquer um dos seus sítios seja 2 ou

4 (Figura 3.7), enquanto todos os outros grafos não contribuem (Figura 3.8).

Figura 3.7: Um grafo que contribui possuindo seis componentes conexas.
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Figura 3.8: Um grafo que não contribui.

Ao conjunto de sítios em Λ onde γ está suportado chamaremos de supp(γ) e diremos que dois

animais γ e γ′ não se intersectam , escrevendo γ∩γ′ = ∅ se, e somente se, supp(γ)∩supp(γ′) = ∅.
Denotaremos também por |γ| o número de ligações de vizinhos próximos que constituem γ, isto é,

se γ = {λ1, ..., λk}, então |γ| = k. Como já mencionado, uma vez que estamos usando condições

de fronteira livre, apenas sobrevivem os animais tais que o número de incidência em seus sítios

sejam 2 ou 4, isso também nos diz que devemos ter |γ| ≥ 4.

De�nindo L = {polímeros permitidos em Z2} e LΛ = {polímeros permitidos em Λ} podemos

escrever∑
E⊂B(Λ)

[tanhβJ ]|E| = 1 +
∑

{γ1}⊂LΛ
|γ1|≥4

[tanhβJ ]|γ1| +
∑

{γ1,γ2}⊂LΛ
|γi|≥4; γ1∩γ2=∅

[tanhβJ ]|γ1| [tanhβJ ]|γ2| +

+ · · ·+
∑

{γ1,γ2,...,γn}⊂LΛ
|γi|≥4; γi∩γj=∅

[tanhβJ ]|γ1| · · · [tanhβJ ]|γn| + · · · ,

onde o termo 1 está associado a E = ∅. Denotando [tanhβJ ]|γ| = ξ(γ) = ξγ e fazendo

ΞΛ(β) = 1 +
∑
n≥1

∑
{γ1,...,γn}⊂LΛ
|γi|≥4; γi∼γj

ξγ1 · · · ξγn ,

temos que a função de partição em (3.51) �ca,

ZΛ(β) = [coshβJ ]2L(L−1) 2L
2
ΞΛ(β). (3.52)

Observe que ΞΛ é semelhante a função de partição que já trabalhamos anteriormente, com a

sutileza que os polímeros aqui são elementos de LΛ e não de Λ, como no gás de subconjuntos.

Neste caso os polímeros são animais na rede submetidos a relação de incompatibilidade γ ≁
γ′ ⇐⇒ suppγ ∩ suppγ′ ̸= ∅.

Para aplicarmos os critérios, devemos ter números µγ ∈ (0,+∞) tais que, para Fernández-

Procacci,

ξγ ≤ µγ
ΞLγ (µ)

,

onde Lγ = {γ′ ∈ L : γ′ ≁ γ}.
Como no caso do gás de subconjuntos, escolhemos µγ = ξγe

a|γ|, com ξγ = [tanhβJ ]|γ|. Assim,
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temos

ΞLγ (µ) ≤ ea|γ|, (3.53)

onde

ΞLγ (µ) = 1 +

|Vγ |∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,...,γn)∈Ln

γ

|γi|≥4; γi∼γj

n∏
i=1

ξγie
a|γi|.

Analisando o fator ∑
(γ1,...,γn)∈Ln

γ

|γi|≥4; γi∼γj

n∏
i=1

ξγie
a|γi|,

temos que escolher n animais na rede que sejam incompatíveis com um animal dado γ e que

sejam compatíveis aos pares. Como dois animais são incompatíveis se eles compartilham pelo

menos um vértice de Z2, percebemos que o fator acima é zero se n > |Vγ |. Por outro lado, para

n ≤ |Vγ |, podemos cotar superiormente este fator por

∑
(γ1,...,γn)∈Ln

γ

|γi|≥4; γi∼γj

n∏
i=1

ξγie
a|γi| ≤ |Vγ |(|Vγ | − 1) · · · (|Vγ | − n+ 1)

 sup
x∈Z2

∑
γ′∈L
x∈γ′

ξγ′ea|γ
′|


n

.

Implicando assim em

ΞLγ (µ) ≤ 1 +

|Vγ |∑
n=1

(
|Vγ |
n

) sup
x∈Z2

∑
γ′∈L
x∈γ′

ξγ′ea|γ
′|


n

=

1 + sup
x∈Z2

∑
γ′∈L
x∈γ′

ξγ′ea|γ
′|


|Vγ |

.

Portanto, teremos (3.53) satisfeita, se1 + sup
x∈Z2

∑
γ′∈L
x∈γ′

ξγ′ea|γ
′|


|Vγ |

≤ ea|γ|.

Uma vez que, qualquer sítio em γ possui incidência 2 ou 4, temos que |Vγ | ≤ |γ|, valendo a

igualdade apenas quando γ é um ciclo. Logo,

sup
x∈Z2

∑
γ′∈L
x∈γ′

ξγ′ea|γ
′| ≤ ea − 1. (3.54)

Considere

f(x) =
∑
γ′∈L
x∈γ′

ξγ′ea|γ
′|,

por invariância translacional f(x) é constante. Desta forma, podemos tomar x = 0, a origem em



68 CAPÍTULO 3. EXPANSÃO EM POLÍMEROS

Z2 e (3.54) se resume em ∑
γ′∈L
0∈γ′

ξγ′ea|γ
′| ≤ ea − 1. (3.55)

A equação acima trata-se de uma condição, em altas temperaturas, para a analiticidade

da energia livre do modelo Ising num campo magnético nulo e condição de fronteira livre.

Relembrando a de�nição de ξγ′ , temos

∑
γ′∈L
0∈γ′

[tanhβJ ]|γ
′| ea|γ

′| =
∑
n≥4

[tanhβJ ]n ean
∑
γ′∈L

0∈γ′:|γ′|=n

1 =
∑
n≥4

[tanhβJ ]n eanCn.

A constante Cn conta os animais na rede que passam pelo 0 cujos números de elos são n, mas

note que partindo de um ponto, temos 4 direções possíveis de serem tomadas inicialmente e,

em seguida, temos 3 possibilidades de direções enquanto que na última, como deve formar uma

curva fechada no plano, só há uma possibilidade. Assim, Cn = 4 · 3 · ... · 3 · 1 ≤ 3n e temos que

(3.55) é certamente satisfeita se

∑
n≥4

[3 tanhβJ ]n ean ≤ ea − 1, (3.56)

onde, fazendo x = 3 tanhβJ , equivale a

∑
n≥4

[xea]n = x4e4a

∑
n≥0

(xea)n

 ≤ ea − 1,

se xea < 1, comparando com a série geométrica, a expressão acima é equivalente à

x4e4a

1− xea
≤ ea − 1,

ou

x4e4a + (e2a − ea)x− (ea − 1) ≤ 0.

Tomando a = 0.21, resolvemos numericamente a condição acima e, voltando o valor de x, temos

3 tanhβJ ≤ 0.4577.

Logo, temos a convergência da energia livre, uniformemente em Λ, desde que

β ≤ β0=̇
1

J
arctan(0.1525) ≈ 0.1525

J
.

A título de comparação faremos a análise de convergência através do critério de Kotecký-

Preiss, que consiste em tomar µγ = ξγe
a|γ|,

ξγ ≤ µγ

e
∑

γ′≁γ µγ′
⇐⇒

∑
γ′≁γ

ξγ′eaγ
′ ≤ a|γ|. (3.57)
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Novamente, γ′ ≁ γ ⇐⇒ suppγ′ ∩ suppγ ̸= ∅. Podemos então escrever,

∑
γ′≁γ

ξγ′eaγ
′ ≤ |Vγ | sup

x∈Z2

∑
γ′∈L
x∈γ′

ξγ′ea|γ
′|,

de modo que a equação (3.57) é satisfeita se também o for

|Vγ | sup
x∈Z2

∑
γ′∈L
x∈γ′

ξγ′ea|γ
′| ≤ a|γ|.

Usando que |Vγ | ≤ |γ|, certamente a desigualdade acima é valida se

sup
x∈Z2

∑
γ′∈L
x∈γ′

ξγ′ea|γ
′| ≤ a. (3.58)

Fazendo as mesmas observações que o caso anterior temos,

x4e4a + eax− a ≤ 0.

Para a = 0.21, teremos

3 tanhβJ ≤ 0.1687 =⇒ tanhβJ ≤ 0.1687

3
= 0.0562.

Portanto a energia livre é convergente uniformemente em Λ, para Kotecký-Preiss, desde que

β ≤ β0=̇
1

J
arctan(0.0562) ≈ 0.0563

J
.

Comparando com o resultado de Fernández-Procacci, vemos que a cota de Kotecký-Preiss para

β é pior e com isso acabamos a análise do modelo de Ising em altas temperaturas.





Capítulo 4

Modelos de Spins na rede Zd

Denotamos por Zd a rede unitária d−dimensional, isto é, um elemento x ∈ Zd é uma d−úpla

x = (n1, ..., nd); ni ∈ Z. Nós consideramos Zd imerso, de forma natural, em Rd. Seja Λ um

subconjunto �nito de Zd, que usualmente o tomamos como sendo o conjunto

Λ = {(n1, ..., nd) : ni ∈ Z; −L
2 ≤ ni ≤ L

2 ; ∀i = 1, ..., d}, ou seja, todos os sítios (vértices) da rede

unitária dentro de um cubo com centro na origem e lado L. A de�nição de um sistema de spins

em Zd é dada associando a cada sítio x ∈ Λ uma variável ϕx, o �spin� no sítio x. O spin ϕx assume

valores em algum espaço Ω equipado com uma medida de probabilidade dµ(ϕx) e com a norma

||ϕx||. O espaço de spin único Ω depende do tipo de sistema que estamos tratando e, em geral, sua

estrutura pode ser muito complicada e diferente de caso para caso. A medida de probabilidade

dµ(ϕx) é as vezes chamada de distribuição a priori de spin único. A escolha mais simples do

espaço Ω é assumir que ele é um conjunto �nito, com dµ assumindo igual probabilidade para

qualquer valor de spin no conjunto Ω. Por exemplo, a escolha Ω = {+1,−1} (ou seja, o spin ϕx
em um sítio x pode tomar apenas os valores ϕx = ±1) e dµ(ϕx) = 1

2δϕx,+1 +
1
2δϕx,−1 (ou seja, a

probabilidade do spin assumir o valor +1 é 1
2 assim como também a probabilidade de assumir

-1) corresponde a sistemas tipo Ising. Para tais sistemas a variável aleatória ϕx é usualmente

denotada na literatura por σx e quando σx = 1, costuma-se dizer que o spin é �up� e quando

σx = −1 o spin é chamado �down�.

A escolha Ω = {0,+1} e dµ(ϕx) = 1
2δϕx,+1 +

1
2δϕx,0 corresponde ao chamado gás de Rede.

Neste caso a variável ϕx é usualmente denotada por nx e interpretada como um número de

ocupação, isto é, se nx = 1 então dizemos que uma partícula está presente no sítio x e este sítio

está ocupado, enquanto que nx = 0 a partícula não está presente e o sítio não está ocupado.

A escolha Ω = {1, 2, ..., q}, com q ∈ Z+, e dµ(ϕx) = 1
q [δϕx,+1 + · · · + δϕx,q] corresponde ao

chamado modelo Potts com q estados.

Uma escolha menos simples para Ω é assumir que ele seja um conjunto in�nito, porém

compacto. Um exemplo típico é o modelo clássico de Heisenberg, onde Ω = {ϕx ∈ Rd :

||ϕx|| = 1}, isto é, Ω é a esfera unitária d-dimensional, e a medida de probabilidade dµ(ϕx) =

[volume Ω]−1dΩ(ϕx), onde dΩ(ϕx) é a medida de Lebesgue usual na esfera.

Sistemas de spins para os quais Ω é um espaço compacto, são usualmente chamados de

sistemas de spins limitados. Mas podemos também considerar o caso em que Ω não é um espaço

compacto. Sistemas de spin para os quais o espaço de spin único não é compacto são, em geral,

conhecidos como sistemas de spin não limitados. Geralmente, sistemas de spins limitados podem

71
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ser tratados mais facilmente.

Dado Λ ⊂ Zd �nito, consideramos nosso sistema de spins restrito a este conjunto Λ. Assim,

uma con�guração ϕΛ do sistema restrito a Λ é dado uma vez que tenha sido especi�cado o

valor de ϕx ∈ Ω para todo x ∈ Λ. ϕΛ é um elemento do espaço de con�gurações restrito a Λ,

ΦΛ = Πx∈ΛΩx. Agora a medida produto dµ(ϕΛ) = Πx∈Λdµ(ϕx) em ΦΛ é rigorosamente de�nida

sem grandes di�culdades. Se X é qualquer subconjunto de Λ, ΦΛ e dµ(ϕX) são de�nidos de

maneira trivial.

Uma interação é dada uma vez que, para cada subconjunto �nito X ⊂ Zd, especi�camos

uma função de valores reais Ψ(X,ϕX), chamada interação de muitos corpos, que depende em

geral do conjunto X e dos valores de spins ϕx para cada sítio x ∈ X . Consideraremos apenas

interações em pares, isto é, Ψ(X,ϕX) = 0 sempre que |X| ̸= 2. Assim teremos interações da

forma Ψ({x, y}, ϕx, ϕy), para x, y ∈ Zd.

Suporemos existir uma função positiva J(x, y) tal que

|Ψ({x, y}, ϕx, ϕy)| ≤ J({x, y})||ϕx||||ϕy|| (4.1)

e

sup
x∈Zd

∑
y∈Zd
y ̸=x

J({x, y}) = D < +∞ (4.2)

Exemplos de funções J({x, y} que satisfazem essas condições são J({x, y}) = 1
|x−y|d+ϵ e

J({x, y}) = Jδxy:|x−y|=1, onde J uma constante positiva. O último exemplo é o caso do modelo

de Ising. Podemos com isto cobrir um número grande de modelos e aplicar as considerações que

discutiremos neste capítulo.

Uma vez dada Ψ com as propriedades acima, podemos construir o Hamiltoniano do sistema.

Fixemos uma con�guração de spins ϕcΛ fora da caixa Λ, ou seja, no conjunto Λc = Zd − Λ. Isto

equivale a especi�carmos uma condição de fronteira para o sistema no interior da caixa Λ. Essa

escolha é totalmente livre no caso de spins limitados. Uma vez especi�cada ϕcΛ podemos de�nir,

para qualquer ϕΛ, o Hamiltoniano do sistema por

Hϕc
Λ(ϕΛ) =

∑
{x,y}∩Λ ̸=∅

Ψ({x, y}, ϕx, ϕy).

A quantidade acima fornece a energia associada à con�guração ϕΛ do sistema de spins, �xada

ϕcΛ.

Note que

Hϕc
Λ(ϕΛ) = Hbulk(ϕΛ) +W (ϕΛ, ϕΛc),

onde Hbulk(ϕΛ) =
∑

{x,y}⊂ΛΨ({x, y}, ϕx, ϕy) representa a energia associada aos spins em Λ,

enquanto W (ϕΛ, ϕΛc) =
∑

x∈Λ
∑

y∈Λc Ψ({x, y}, ϕx, ϕy) representa a energia da interação entre

os spins de Λ e Λc.

A partir das equações (4.1) e (4.2), temos
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|W (ϕΛ, ϕΛc)| ≤
∑
x∈Λ

||ϕx||
∑
y∈Λc

J({x, y})||ϕy||

≤ C
∑
x∈Λ

∑
y∈Λc

J({x, y})

≤ CD
∑
x∈Λ

1

= CD|Λ|,

onde C = supx∈Λ ||ϕx|| · supy∈Λc ||ϕy|| e D vem da condição (4.2). Note que estamos supondo o

sistema com spins limitados.

A função de partição do sistema é dada por

ZΛ(β) =

∫
dµ(ϕΛ)e

−β
∑

{x,y}∩Λ̸=∅ Ψ({x,y},ϕx,ϕy). (4.3)

A energia livre termodinâmica do sistema é de�nida por

f(β) = lim
Λ→∞

1

|Λ|
logZΛ(β), (4.4)

onde Λ → ∞ é interpretado no sentido de Van Hove. Como o limite acima não depende da

condição de fronteira, podemos tomá-la livre.

Mostraremos em seguida que logZΛ(β) pode sempre ser escrita em termos de uma expansão

em série formal que converge absolutamente, se β é su�ciente pequeno. Devido a isto, esta

expansão é denominada expansão a altas temperaturas.

Relembrando o �truque� da expansão de Mayer que utilizamos para o gás de polímeros

abstrato, reescrevemos (4.3), com condição de fronteira livre, da seguinte forma

ZΛ(β) =

∫
dµ(ϕΛ)

∏
{x,y}⊂Λ

[
(e−βΨ({x,y},ϕx,ϕy) − 1) + 1

]
= 1 +

∫
dµ(ϕΛ)

∑
g∈GΛ

∏
{x,y}∈Eg

(e−βΨ({x,y},ϕx,ϕy) − 1),

onde GΛ são os grafos conexos ou não em Λ. O fator 1 é obtido, por convenção, a partir do grafo

vazio e por
∫
dµ(ϕΛ)1 = 1 .

Passando à partições de Λ para avaliarmos a soma sobre grafos em componentes conexas,

ainda com a convenção que grafos vazios contribuem com o fator 1, temos

∑
g∈GΛ

(· · · ) =
∑

{R1,...,Rk}⊂Λ

Ri∩Rj=∅;|Ri|≥2

k∏
i=1

∑
g∈GRi

(· · · ),

com {R1, ..., Rk} uma k-úpla de subconjuntos mutuamente disjuntos em Λ. Como dµ(ϕΛ) é uma
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medida produto, dµ(ϕΛ) =
∏

x∈Λ dµ(ϕx), temos que∫
dµ(ϕΛ)

∑
g∈GΛ

∏
{x,y}∈Eg

(e−βΨ({x,y},ϕx,ϕy) − 1) =
∑

{R1,...,Rk}⊂Λ

Ri∩Rj=∅;|Ri|≥2

ρβ(R1) · · · ρβ(Rk),

com a atividade do polímero dada por

ρβ(R) =
∏
x∈R

∫
dµ(ϕx)

∑
g∈GR

∏
{x,y}∈Eg

(e−βΨ(x,y,ϕx,ϕy) − 1). (4.5)

Visto que ∑
{R1,...,Rk}⊂Λ

Ri∩Rj=∅;|Ri|≥2

ρβ(R1) · · · ρβ(Rk) =
∑
k≥1

1

k!

∑
(R1,...,Rk)∈Λk

Ri∩Rj=∅ e |Ri|≥2

ρβ(R1) · · · ρβ(Rk),

obtemos a função de partição (4.3) escrita como uma função de partição grã-canônica para o

gás de polímeros abstrato, onde os polímeros são subconjuntos de Λ com cardinalidade maior ou

igual que 2, relação de incompatibilidade dada pela interseção não vazia e atividade dada por

(4.5)

ZΛ(β) = 1 +
∑
k≥1

1

k!

∑
(R1,...,Rk)∈Λk

Ri∩Rj=∅ e |Ri|≥2

ρβ(R1) · · · ρβ(Rk), (4.6)

que pode ainda ser vista como a função de partição de um potencial tipo hard core,

ZΛ(β) = 1 +
∑
k≥1

1

k!

∑
(R1,...,Rk)∈Λk

|Ri|≥2

ρβ(R1) · · · ρβ(Rk)e
−

∑
1≤i<j≤n U(Ri,Rj),

com

U(Ri, Rj) =

{
0, se Ri ∩Rj = 0;

+∞, se Ri ∩Rj ̸= 0.

Podemos assim, aplicar os critérios que estudamos em 3.2.3 e analisar a convergência de (4.6) e,

consequentemente, obter informação sobre a analiticidade da energia livre (4.4).

Aplicando o critério de Kotecký-Preiss (3.46), devemos ter que

sup
x∈Zd

∑
R⊂Λ
x∈R

|ρR|ea|R| ≤ a ⇐⇒
∞∑
n=2

 sup
x∈Zd

∑
R⊂Λ

x∈R:|R|=n

|ρR|

 ean ≤ a.

Fazendo a = 1 temos,

∞∑
n=2

 sup
x∈Zd

∑
R⊂Λ

x∈R:|R|=n

|ρR|

 en ≤ 1. (4.7)
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Nessa direção temos o seguinte resultado,

Teorema 4.1. Dado um sistema de spins como o considerado aqui, tal que

|Ψ({x, y}, ϕx, ϕy)| ≤ J({x, y}) (4.8)

e

sup
x∈Zd

∑
y∈Zd
y ̸=x

J({x, y}) ≤ J < +∞ (4.9)

ou equivalentemente, ∑
{x,y}⊂R

Ψ(x, y, ϕx, ϕy) ≥ −|R|J, ∀R, (4.10)

então, a condição (4.7) é satisfeita e 1
|Λ| logZΛ(β) é uma série absolutamente convergente,

uniformemente em Λ para β tal que:

β ≤ 0.016

J
.

Note que (4.8) e (4.9) são satisfeitas para os sistemas de spins limitados mais populares como

modelos tipo Ising, modelo Potts e o modelo de Heisenberg.

Demonstração: A condição (4.10) do teorema nos diz que o potencial de interação em pares

Ψ(x, y, ϕx, ϕy) é um potencial estável, o que nos permite usar o Corolário 4.5 em [19], para

limitarmos a atividade |ρR|, dada por (4.5) (obs. Vii = βJ , para todo i). O corolário a�rma que,

para um potencial em pares estável Vij assumindo valores reais, vale o seguinte:∣∣∣∣∣∣
∑
g∈GR

∏
{i,j}∈Eg

(e−Vij − 1)

∣∣∣∣∣∣ ≤ e
∑n

i=1 Vii
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈τ

|Vij |,

onde Tn é o conjunto de todas as árvores enraizadas com n+ 1 vértices, sendo 0 a raiz.

Usaremos ainda que, ao somar sobre R contendo um ponto x e |R| = n, podemos dizer

que R = {x1, x2, ..., xn} e tomar o ponto x como sendo, sem perda de generalidade, o primeiro

elemento de R, ou seja, x1 = x. Como temos n posições para escolher uma a ser ocupada por x,

temos um fator de multiplicação n ao efetuar essa restrição. Desta forma,

∑
R⊂Λ

x∈R:|R|=n

|ρR| =
∑

{x1,...,xn}⊂Λ
x=xj

|ρ{x1,...,xn}| =
n

n!

∑
(x1=x,...,xn)∈Λn

xi ̸=xj

|ρ{x1,...,xn}|.
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Assim,

sup
x∈Zd

∑
R⊂Λ

x∈R:|R|=n

∣∣∣∣∣∣
∏
z∈R

∫
dµ(ϕz)

∑
g∈GR

∏
{x′,y}∈Eg

(e−βΨ(x′,y,ϕx′ ,ϕy) − 1)

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

x∈Zd

n

n!

∑
(x1=x,...,xn)∈Λn

xi ̸=xj

n∏
i=1

∫
dµ(ϕxi)

∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(e−βΨ(xi,xj ,ϕxi ,ϕxj ) − 1)

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

x∈Zd

n

n!

∑
(x1=x,...,xn)∈Λn

xi ̸=xj

n∏
i=1

∫
dµ(ϕxi)e

∑n
i=1 βJ

∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈τ

|βΨ(xi, xj , ϕxi , ϕxj )|

≤ βn−1enβJ

(n− 1)!
sup
x∈Zd

n∏
i=1

∫
dµ(ϕxi)︸ ︷︷ ︸

(= 1 não depende mais dos spins)

∑
τ∈Tn

∑
(x1=x,...,xn)∈Λn

xi ̸=xj

∏
{i,j}∈τ

J(xi, xj). (4.11)

Agora, a última soma em (4.11) pode ser realizada da seguinte forma: �xando um vértice da

árvore partindo das folhas até a raiz, digamos que �xamos o vértice xi, realizamos a soma em

todos os �lhos deste vértice, ou seja, todos os outros vértices que estão ligados a este e temos

que o somatório satisfaz ∑
xj

J(xi, xj) ≤ sup
xi∈Zd

∑
y∈Zd
y ̸=xi

J({xi, y}) ≤ J.

Este processo pode ser realizado para cada vértice da árvore, bem como para qualquer que seja

a árvore em Tn. Obtemos assim, a seguinte cota

∑
(x1=x,...,xn)∈Λn

xi ̸=xj

∏
{i,j}∈τ

J(xi, xj) ≤ Jn−1,

para qualquer que seja a árvore τ em Tn. Portanto, a expressão em (4.11) é tal que

sup
x∈Zd

∑
R⊂Λ

x∈R:|R|=n

∣∣∣∣∣∣
∏
z∈R

∫
dµ(ϕz)

∑
g∈GR

∏
{x′,y}∈Eg

(e−βΨ(x′,y,ϕx′ ,ϕy) − 1)

∣∣∣∣∣∣ ≤ βn−1enβJJn−1

(n− 1)!
sup
x∈Zd

∑
τ∈Tn

1

=
nn−2

(n− 1)!
βn−1enβJJn−1

≤
(
βJeβJ+1

)n
βJ

,

onde usamos a fórmula de Cayley (Teorema 2.2),
∑

τ∈Tn
1 = nn−2 e, na última desigualdade,

usamos a identidade de Stirling nn

n! ≤ en. Substituindo na equação (4.7) a cota que obtivemos
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acima, �camos com

∞∑
n=2

(
βJeβJ+1

)n
βJ

en ≤ 1,

ou, equivalentemente,

∞∑
n=2

(
βJeβJ+2

)n
≤ βJ.

Usando a soma da série geométrica e resolvendo para β, encontramos que a condição acima é

satisfeita se 0 ≤ β ≤ 0.016
J , concluindo a prova do teorema.





Capítulo 5

Analiticidade da energia livre do

modelo BEG na região desordenada

O modelo Blume-Emery-Gri�ths (BEG) é um sistema de spins introduzido em 1970 para

explicar algumas das propriedades físicas da mistura 3He − 4He [3] e desde então tem atraído

muita atenção e tem sido usado em várias aplicações como �uídos ternários [16, 8], transição de

fase em UO2 [9] e DyV O4 [22] e mudança de fase em microemulsão [17].

O modelo BEG é de�nido na rede d-dimensional cúbica Zd supondo que em cada sítio x ∈ Zd

existe uma variável aleatória σx (o spin em x) tomando valores no conjunto {−1, 0,+1}. Para

U ⊂ Zd, uma con�guração de spins σ em U é uma função σ : U → {−1, 0,+1} : x 7→ σx e

ΣU denotará o conjunto de todas as con�gurações de spins em U . Dado um conjunto �nito

Λ ⊂ Zd (tipicamente uma caixa cúbica centrada na origem), o Hamiltoniano do sistema em Λ

(com condições de fronteira 0 e campo magnético zero) tem a seguinte expressão:

HΛ(σ) = −
∑

{x,y}⊂Λ

(σxσy + Yσ2xσ
2
y)δ|x−y|1 − 2dX

∑
x∈Λ

σ2x, (5.1)

onde |·| é a norma usual L1 em Zd, δ|x−y|1 é o símbolo de Kronecker (i.e. δ|x−y|1 = 1 se |x−y| = 1

e zero caso contrário) e X,Y ∈ R.
O espaço de parâmetros XY do modelo é particionado em três regiões distintas

(ferromagnética, desordenada, anti-quadrupolar) (veja por exemplo [4]). Focaremos nossa

atenção na região desordenada, de�nida como

D = {(X,Y) ∈ R2 : X < 0, 1 + 2X+ Y < 0},

onde apenas a con�guração constante σx = 0, para todo x, é um estado fundamental.

A função de partição do modelo é dada por

ZΛ(X,Y, β) =
∑
σ∈ΣΛ

e−βHΛ(σ). (5.2)

Finalmente, a energia livre (de fato, a pressão) no limite termodinâmico é de�nida como

f(X,Y, β) = lim
Λ⇑Zd

1

|Λ|
logZΛ(X,Y, β), (5.3)

79



80CAPÍTULO 5. ANALITICIDADE DA ENERGIA LIVRE DOMODELO BEGNA REGIÃO DESORDENADA

onde |Λ| é a cardinalidade de Λ (este limite é tomado, por exemplo, no sentido de van Hove, neste

caso ele está bem de�nido, é independente da sequência Λ ⇑ Zd e das condições de fronteira, veja

o Teorema 2.3 da Seção 2.1).

Em [13], Lima obteve uma região de parâmetros UDob ⊂ D, onde o critério de Unicidade

de Dobrushin é satisfeito para toda temperatura, mostrando a unicidade da medida de Gibbs

para toda temperatura. A unicidade da medida de Gibbs assegura a ausência de transição de

fase de primeira ordem; entretanto, ela não prevê a possibilidade de ter transições de fase de

ordem superior. Uma maneira de assegurar que este não é o caso, seria analisar propriedades

de analiticidade da energia livre. Em [15], usando técnicas de expansão em polímeros e em

particular expansão em polímeros a altas temperaturas (veja por exemplo [5]), é mostrado que

para certa classe de sistemas de spins interagindo via potencial em pares, a energia livre pode

ser analítica em qualquer temperatura se algumas condições sobre o potencial são satisfeitas.

Usando o esquema descrito em [15] e a recente identidade grafo árvore, Proposição 2.2,

provada em [20] e que discutimos no Capítulo 2, estabelecemos uma região Danalytic ⊂ D onde

a energia livre do modelo BEG é analítica para toda temperatura. Nosso resultado pode ser

resumido pelo seguinte teorema:

Teorema 5.1. Seja d ≥ 2 e Danalytic ⊂ D a região cuja fronteira é a curva poligonal

X =


−k(Y+ 1), se Y ≥ 0

(k − 1)Y− k, se −1 < Y < 0

k̄(Y− 1), se Y ≤ −1

, (5.4)

onde k = 59.56d−1
2d e k̄ = 30.52d−1

2d , veja Figura 5.1. Se (X,Y) ∈ Danalytic, então a energia livre do

modelo BEG de�nida em (5.3) é analítica para toda temperatura.

X

Y

X+ kY+ k = 0

X− k̄Y+ k̄ = 0

X− (k − 1)Y+ k = 0

−1Danalytic

Figura 5.1: A região de analiticidade da energia livre para toda temperatura.

No resto desta seção nos concentramos na prova do Teorema 5.1.

Demonstração: Começamos reescrevendo a função de partição do modelo de�nida em (5.2)

através da expansão em polímeros a altas temperaturas. De (5.1) e (5.2), temos

ZΛ(X,Y, β) =
∑
σ∈ΣΛ

e2dβX
∑

x∈Λ σ2
xeβ

∑
{x,y}⊂Λ(σxσy+Yσ2

xσ
2
y)δ|x−y|1 . (5.5)
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Pela expansão de Mayer, a segunda exponencial no lado direito de (5.5) pode ser escrita como

eβ
∑

{x,y}⊂Λ(σxσy+Yσ2
xσ

2
y)δ|x−y|1 =

∏
{x,y}⊂Λ

[eβ(σxσy+Yσ2
xσ

2
y)δ|x−y|1 − 1 + 1]

=
∑
g∈GΛ

∏
{x,y}∈Eg

(eβ(σxσy+Yσ2
xσ

2
y)δ|x−y|1 − 1),

onde GΛ é o conjunto de todos os possíveis grafos (conexos ou não) com conjunto de vértices Λ

e dado g ∈ GΛ, Eg denota seu conjunto de elos. Seja Πs(Λ) o conjunto de todas as partições

possíveis de Λ em s elementos, s = 1, 2, . . . , |Λ|, onde |Λ| denota o volume de Λ. É uma observação

padrão no quadro de técnicas de expansão em polímeros (veja por exemplo [5, 7]),

∑
g∈GΛ

(. . .) =

|Λ|∑
s=1

∑
{R1,...,Rs}∈Πs(Λ)

s∏
l=1

∑
g∈GRl

(. . .),

onde do lado direito GRl
denota o conjunto de todos os grafos conexos com conjunto de vértices

Rl. Assim, temos

eβ
∑

{x,y}⊂Λ(σxσy+Yσ2
xσ

2
y)δ|x−y|1 =

|Λ|∑
s=1

∑
{R1,...,Rs}∈Πs(Λ)

s∏
l=1

∑
g∈GRl

∏
{x,y}∈Eg

(eβ(σxσy+Yσ2
xσ

2
y)δ|x−y|1 − 1),

Temos portanto a seguinte representação para a função de partição (5.5)

ZΛ(X,Y, β) =
∑
σ∈ΣΛ

e2dβX
∑

x∈Λ σ2
x

|Λ|∑
s=1

∑
{R1,...,Rs}∈Πs(Λ)

s∏
l=1

∑
g∈GRl

∏
{x,y}∈Eg

(eβ(σxσy+Yσ2
xσ

2
y)δ|x−y|1 − 1)

=
∑
σ∈ΣΛ

|Λ|∑
s=1

∑
{R1,...,Rs}∈Πs(Λ)

s∏
l=1

e
2dβX

∑
x∈Rl

σ2
x
∑

g∈GRl

∏
{x,y}∈Eg

(eβ(σxσy+Yσ2
xσ

2
y)δ|x−y|1 − 1)

=

|Λ|∑
s=1

∑
{R1,...,Rs}∈Πs(Λ)

( ∑
σ∈ΣR1

ρ(R1)e
2dβX

∑
x∈R1

σ2
x

)
...
( ∑

σ∈ΣRs

ρ(Rs)e
2dβX

∑
x∈Rs

σ2
x

)
,

(5.6)

onde

ρ(R) =


1 se |R| = 1

∑
g∈GR

∏
{x,y}∈Eg

(eβ(σxσy+Yσ2
xσ

2
y)δ|x−y|1 − 1) se |R| ≥ 2

.

De�nindo

ρ̄(R) =
∑

σ∈ΣR

ρ(R)e2dβX
∑

x∈R σ2
x ,

a função de partição (5.6) pode ser reescrita como
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ZΛ(X,Y, β) =

|Λ|∑
s=1

∑
{R1,...,Rs}∈Πs(Λ)

ρ̄(R1) · · · ρ̄(Rs).

Note que, se |R| = 1 e assim R = {x} com x ∈ Λ, temos

ρ̄(R) = ρ̄({x}) =
∑

σx∈{0,±1}

e2dβXσ2
x = 1 + 2e2dβX,

além disso, para qualquer g ∈ GR o fator
∏

{x,y}∈Eg
(eβ(σxσy+Yσ2

xσ
2
y) − 1) é igual a zero sempre

que σx = 0 para algum x ∈ R. Então, de�nindo

Σ̄R = {σ ∈ ΣR : σx = ±1, ∀ x ∈ R},

podemos escrever, para |R| ≥ 2

ρ̄(R) =
∑

σR∈Σ̄R

ρ(R)e2dβX
∑

x∈R σ2
x =

∑
σR∈Σ̄R

ρ(R)e2dβX|R|. (5.7)

Portanto, chamando

ξ(R) =


1, se |R| = 1

(
e2dβX

1+2e2dβX

)|R| ∑
σR∈Σ̄R

∑
g∈GR

∏
{x,y}∈Eg

(eβ(σxσy+Y)δ|x−y|1 − 1), se |R| ≥ 2

, (5.8)

podemos reescrever a função de partição como

ZΛ(X,Y, β) = (1 + 2e2dβX)|Λ|
|Λ|∑
s=1

∑
{R1,...,Rs}∈Πs(Λ)

ξ(R1) · · · ξ(Rs)

= (1 + 2e2dβX)|Λ|

1 +
∑
n≥1

∑
{R1,...,Rn}⊂Λ

|Ri|≥2,Ri∩Rj=∅

ξ(R1) · · · ξ(Rn)



= (1 + 2e2dβX)|Λ|

1 +
∑
n≥1

1

n!

∑
(R1,...,Rn)∈Λn

|Ri|≥2,Ri∩Rj=∅

ξ(R1) · · · ξ(Rn)


≡ (1 + 2e2dβX)|Λ| ΞΛ(X,Y, β),

onde ΞΛ(X,Y, β) corresponde à função de partição padrão de um modelo de polímeros abstratos

com interação hard core, no qual os polímeros R são subconjuntos de Zd com cardinalidade maior

que 1, atividade ξ(R) e relação de incompatibilidade sendo a interseção não vazia. Portanto, a
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energia livre do sistema (no volume �nito Λ) é dada por

fΛ(X,Y, β) =
1

|Λ|
logZΛ(X,Y, β) = log(1 + 2e2dβX) + PΛ(X,Y, β),

onde

PΛ(X,Y, β) =
1

|Λ|
log ΞΛ(X,Y, β).

Como log(1 + 2e2dβx) é analítica para todo β ∈ R, é su�ciente estudar a analiticidade

da pressão PΛ(X,Y, β) do gás de polímeros descrita acima como uma função de β para obter

informação sobre analiticidade da energia livre no limite termodinâmico. As condições para a

convergência absoluta e limitação da pressão de um gás de polímeros abstrato tal como descrito

acima têm sido estudadas há muito tempo (veja por exemplo [1] e referências neles). Aplicamos

aqui o critério de Fernandez-Procacci (FP) (Teorema 3.4), a�rmando que a pressão PΛ(X,Y, β)

pode ser escrita como uma série que converge absoluta e uniformemente no volume Λ, desde que

a condição seguinte seja satisfeita

∑
n≥2

ean sup
z∈Zd

∑
R⊂Zd:z∈R

|R|=n

|ξ(R)| ≤ ea − 1,

onde ξ(R) é de�nida em (5.8). Escolhendo a = log 2 (que está longe de ser o valor ótimo), esta

condição �ca

∑
n≥2

2n sup
z∈Zd

∑
R⊂Zd:z∈R

|R|=n

|ξ(R)| ≤ 1. (5.9)

Fazendo

α(X, β) =
e2dβX

1 + 2e2dβX
, (5.10)

temos

sup
z∈Zd

∑
R⊂Zd:z∈R

|R|=n

|ξ(R)| ≤ [α(X, β)]n sup
z∈Zd

∑
R⊂Zd:z∈R

|R|=n

∑
σR∈Σ̄R

∣∣∣∣∣∣
∑
g∈GR

∏
{x,y}∈Eg

(eβ(σxσy+Y)δ|x−y|1 − 1)

∣∣∣∣∣∣ .
(5.11)

Agora precisamos de uma cota superior para o fator∣∣∣∣∣∣
∑
g∈GR

∏
{x,y}∈Eg

(e−βVxy − 1)

∣∣∣∣∣∣ , (5.12)

onde estamos denotado abreviadamente

Vxy = −(σxσy + Y)δ|x−y|1. (5.13)

Deixe-nos primeiro observar que o potencial em pares Vxy de�nido em (5.13) goza da propriedade

de estabilidade (veja De�nição 3.2 e [21]) de forma que podemos facilmente provar o seguinte
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lema.

Lema 5.1. Para qualquer R ⊂ Zd e qualquer σ ∈ ΣΛ é válido que∑
{x,y}⊂R

Vxy ≥ −h(Y)|R|, (5.14)

onde

h(Y) =

d(1 + Y) se Y > −1

0 se Y ≤ −1
. (5.15)

Demonstração: Considere primeiro o caso Y > −1. Observe que σxσy ≥ −1 e portanto

Vxy ≥ −(1 + Y)δ|x−y|1. Além disso, para cada R ⊂ Λ e x ∈ R temos que
∑

y∈R
y ̸=x

δ|x−y|1 ≤ 2d.

Assim, dado R ⊂ Zd e σ ∈ ΣR, podemos cotar

∑
{x,y}⊂R

Vxy =
1

2

∑
(x,y)∈R2

y ̸=x

Vxy =
1

2

∑
x∈R

∑
y∈R
y ̸=x

Vxy ≥ −(1 + Y)

2

∑
x∈R

∑
y∈R
y ̸=x

δ|x−y|1 ≥ −d(1 + Y)|R|.

O caso Y ≤ −1 é mais fácil. De fato, quando Y ≤ −1 temos Vxy ≥ 0 para todo σ ∈ Σ{x,y} e

portanto, para qualquer R e qualquer σ ∈ ΣR∑
{x,y}⊂R

Vxy ≥ 0.

Isto conclui a prova do lema.

Voltando agora para o problema de encontrar uma cota superior para (5.12). Uma vez

que o potencial em pares Vxy é estável (i.e. satisfaz (5.14)), é muito conhecido que estimativas

e�cientes para fatores da forma (5.12), envolvendo somas sobre grafos conexos, podem ser obtidas

via identidades grafo árvores e desigualdades grafo árvores. Aqui usaremos a desigualdade da

Proposição 2.2, discutida nas preliminares, que trata-se de uma recente desigualdade grafo árvore

devido a Procacci e Yuhjtman (Proposição 1 em [20]). Por esta desigualdade podemos cotar, em

nosso presente caso, para qualquer R ⊂ Zd e qualquer σ ∈ ΣR,

∣∣∣∣∣∣
∑
g∈GR

∏
{x,y}∈Eg

(e−βVxy − 1)

∣∣∣∣∣∣ ≤ eβnh(Y)
∑
τ∈TR

∏
{x,y}∈Eτ

(1− e−β|Vxy |)

≤ eβnh(Y)
∑
τ∈TR

∏
{x,y}∈Eτ

(1− e−β(1+|Y|)δ|x−y|1), (5.16)

onde TR denota o conjunto de todos os grafos árvores com conjunto de vértices R (i.e. grafos

conexos sem ciclos) e na última linha usamos que |Vxy| ≤ (1 + |Y|)δ|x−y|1.

Voltando agora para (5.11), primeiro observe que o lado direito da desigualdade (5.16) não

tem dependência nos spins e assim podemos somar livremente do lado direito de (5.11) sobre
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todas con�gurações em Σ̄R ganhando um fator 2|R| = 2n. Em segundo lugar, note que

1− e−β(1+|Y|)δ|x−y|1 = (1− e−β(1+|Y|))δ|x−y|1,

implicando que, para qualquer árvore τ ∈ Tn,∏
{x,y}∈Eτ

(1− e−β(1+|Y|)δ|x−y|1) = (1− e−β(1+|Y|))|R|−1
∏

{x,y}∈Eτ

δ|x−y|1.

Estes dois fatos, juntos com (5.16) implicam que (5.11), pode ser reescrita como

sup
z∈Zd

∑
R⊂Zd:z∈R

|R|=n

|ξ(R)| ≤ [2α(X, β)eβh(Y)]n(1− e−β(1+|Y|))n−1 sup
z∈Zd

∑
R⊂Zd:z∈R

|R|=n

∑
τ∈TR

∏
{x,y}∈Eτ

δ|x−y|1.

(5.17)

De�na agora

Cn = sup
z∈Zd

∑
R⊂Zd:z∈R

|R|=n

∑
τ∈TR

∏
{x,y}∈Eτ

δ|x−y|1

e note que ∑
R⊂Zd:z∈R

|R|=n

∑
τ∈TR

∏
{x,y}∈Eτ

δ|x−y|1 =
1

(n− 1)!

∑
(x1,...,xn)∈(Zd)n
xi ̸=xj :x1=z

∑
τ∈Tn

∏
{x,y}∈Eτ

δ|x−y|1.

Então, sendo Tn o conjunto de todas as árvores com vértices no conjunto {1, 2, ..., n}, temos

Cn =
1

(n− 1)!
sup
z∈Zd

∑
τ∈Tn

∑
(x1,...,xn)∈(Zd)n
xi ̸=xj :x1=z

∏
{i,j}∈Eτ

δ|xi−xj |1.

Agora observe que, para qualquer árvore τ ∈ Tn, vale

∑
(x1,...,xn)∈(Zd)n
xi ̸=xj :x1=z

∏
{i,j}∈Eτ

δ|xi−xj |1 ≤

 sup
z∈Zd

∑
w∈Zd
w ̸=z

δ|w−z|1


|Eτ |

= (2d)n−1 . (5.18)

Desta forma, usando também a fórmula de Cayley (que diz que
∑

τ∈Tn
1 = nn−2) podemos cotar

Cn superiormente por

Cn ≤ nn−2

(n− 1)!
(2d)n−1

e assim (5.17) é escrito como

sup
z∈Zd

∑
R⊂Zd:z∈R

|R|=n

|ξ(R)| ≤ [2α(X, β)eβh(Y)]n
[
2d(1− e−β(1+|Y|))

]n−1 nn−2

(n− 1)!

Pela Fórmula de Stirling, temos a desigualdade nn−2

(n−1)! ≤
en−1

n que, usada na expressão acima,
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implica que a condição (FP) (5.9) é satisfeita desde que também seja

∞∑
n=2

[4α(X, β)eβh(Y)]n
en−1

n

[
2d(1− e−β(1+|Y|))

]n−1
≤ 1,

ou

4α(X, β)eβh(Y)
∞∑
n=2

1

n

[
8deα(X, β)eβh(Y)(1− e−β(1+|Y|))

]n−1
≤ 1.

Sendo δ = α(X, β)eβh(Y) e ϵ = (1−e−β(1+|Y|)) e usando o fato que
∑∞

n=2
rn−1

n = −r−log(1−r)
r para

|r| < 1, a desigualdade acima será satisfeita, desde que

4δ
[−8deδϵ− log(1− 8deδϵ)]

8deδϵ
≤ 1,

ou, equivalentemente,

4δ
[
−1− log (1− 8deδϵ)

1
8deδϵ

]
≤ 1. (5.19)

Na última condição assumimos que β > 0 assim podemos dividir por ϵ; quando β = 0, a condição

(5.19) é satisfeita trivialmente. Como δ é uma função da constante de estabilidade h(Y) de�nida

em (5.15) que assume dois valores, dependendo de Y, analisaremos os dois casos separadamente.

Começamos analisando (5.19) quando Y > −1. Neste caso, h(Y) = d(1 + Y) e portanto

e2dβXeβh(Y) = eβd[2X+(1+Y)]. Como na região desordenada 1 + 2X + Y < 0, temos δ ≤ 1. Logo,

(5.19) vale se

− log (1− 8deδϵ)
1

8deδϵ ≤ 5

4
. (5.20)

Note que a função f(x) = − ln[(1 − x)1/x] é crescente para 0 < x < 1 com limx→0+ f(x) = 1 e

limx→1− f(x) = +∞. A solução de f(x) = 5/4 é (ligeiramente) maior que 0.37137. E então, a

condição (5.20) vale, desde que

δϵ ≤ 0.37137

8de
≤ 1

58.57d
.

Chamando −d[2X+ (1 + Y)] = k1, 1 + |Y| = k2, e 58.57d = C+, a condição acima �ca

e−k1β(1− e−k2β) ≤ 1

C+
.

Note que k2 ≥ 0 por de�nição e k1 ≥ 0 pois estamos na fase desordenada onde 2X+(1+Y) < 0.

Observe além disso que o máximo da função g(β) = e−k1β(1− e−k2β), como β varia no intervalo

(0,+∞), é atingido em β = βc onde βc é a solução de e−k2β = k1
k1+k2

. Então, para qualquer

β > 0, temos

g(β) ≤
(
e−k2βc

) k1
k2 (1− e−k2βc) =

(
k1

k1 + k2

) k1
k2 k2
k1 + k2

≤ k2
k1 + k2

,
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Portanto, se k2
k1+k2

≤ 1
C+

, ou equivalentemente, k1 ≥ (C+ − 1)k2, a condição para convergência

será satisfeita para todo β ≥ 0. Levando em conta a expressão de k1 e k2, temos

−d[2X+ (1 + Y)] ≥ (C+ − 1)(1 + |Y|),

isto é,

X ≤ −(C+ − 1)

2d
(1 + |Y|)− 1

2
(1 + Y).

Como temos dependência em |Y|, temos que considerar os casos Y ≥ 0 e −1 < Y < 0

separadamente (lembrando que estamos ainda considerando o caso Y > −1). Para Y ≥ 0,

temos

X ≤ −
[
(C+ − 1)

2d
+

1

2

]
(1 + Y)

e para −1 < Y < 0, temos

X ≤ −
[
(C+ − 1)

2d
+

1

2

]
+

[
(C+ − 1)

2d
− 1

2

]
Y.

Consideremos agora o caso Y ≤ −1. Neste caso a constante de estabilidade é h(Y) = 0 e

assim, relembrando que δ = α(X, β)eβh(Y) e que α(X, β) = e2dβX

1+2e2dβX
temos que δ ≤ 1

3 . Portanto,

a condição (5.19) �ca

− log (1− 8deδϵ)
1

8deδϵ ≤ 7

4
,

ou ainda,

δϵ ≤ 0.7127

8de
≤ 1

30.52d
.

Sendo k1 = 2d|X|, k2 = 1 − Y e C− = 30.52d e procedendo como no primeiro caso, temos a

seguinte condição

X ≤ −(C− − 1)

2d
(1− Y).

Resumindo, concluímos que a energia livre é analítica para todo β para (X,Y) na porção de

D cuja fronteira é a curva poligonal dada por

X =


−k(Y+ 1), se Y ≥ 0

(k − 1)Y− k, se −1 < Y < 0

k̄(Y− 1), se Y ≤ −1

,

onde k = 59.57d−1
2d e k̄ = 30.52d−1

2d , e isto conclui a prova do Teorema 5.1.
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