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Resumo

Existem alguns avancos relacionados a racionalidade do espaco de moduli M?;fl de
curvas algébricas pontuadas de género g com semigrupo de Weierstrass H. Os semigrupos
estudados nos resultados existentes ou tém género g < 6 ou sdo simétricos e gerados por no
maximo quatro elementos. A presente tese tem como objetivo mostrar dois resultados sobre
a geometria do espaco M;’fl que podem ser descritos da seguinte forma: dado um semigrupo
H de género g > 1, se a curva monomial afim Speck[H] é interse¢do completa, entdo é
possivel mostrar que M;fl admite uma compactificacdo que é isomorfa a projetivizagdo da
parte negativamente graduada do primeiro médulo de cohomologia do complexo cotangente
de k[#H]. A hipétese de intersecgdo completa pode ser enfraquecida assumindo que a curva
Speck[H] é uma intersegdo completa local, porém devemos assumir também que /\/l:;fl é nao
vazio. Sob essas novas condigoes mostramos a mesma conclusao do primeiro resultado. Sao
feitos muitos exemplos, inclusive para familias de semigrupos. Um resultado classico sobre a
realizacao de semigrupos é obtido de maneira independente através de uma simples aplicagao
do critério Jacobiano e um outro resultado acerca da suavizacdo de curvas monomiais, sem
quaisquer obstrugoes, declina imediatamente do segundo resultado descrito.

Palavras Chaves e Frases: Pontos de Weierstrass, Moduli de Curvas, Deformacoes de
Singularidades, Interse¢oes Completas.



Abstract

There are many advances related to the the rationality of the moduli space ./\/lz;{l
parametrising pointed smooth projective curves of genus g > 0 and Weierstrass semigroup
‘H at the marked point. The semigroups studied in the results have genus g < 6 or they
are symmetric semigroups generated by at most four elements. This thesis is concerned to
show two results about the geometry of M;fl that can be described as follows: given a nu-
merical semigroup H of genus g > 1, if the monomial affine curve Spec k[H] is a complete
intersection, then we can show that ./\/l;f1 admits a compactification that is isomorphic to
the projetivization of the negatively graded part of the first cohomology moduli of k[#].
The complete intersection hypothesis can be interchanged by the hypothesis that the curve
Speck[H)] is a local complete intersection, but in this case we have to assume that M;’fl is
non-empty. Under these new conditions we show the same conclusion as the first result. Many
examples are made, including for families of semigroups. A classical result of realizable semi-
groups is obtained independently through a simple application of the Jacobian criterion, and
another result on the smoothing of monomial curves, without any obstructions, immediately
declines from the second result described above.

Key-words and Phrases: Weierstrass points, Moduli of Curves, Deformation of Singular-
itites, Complete Intersections.
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1 Introducao

Problemas de classificagdo estdo presentes no estudo da matemadtica hia muito tempo.
Provavelmente o primeiro problema de classificacao encontrado é o das conicas nao degeneradas
com coeficientes reais, que sdo dadas pelo lugar geométrico dos pontos que anulam equagoes da
forma

ax?® +bry + cy® +dr +ey + f =0,

onde a,b,c,d,e, f € R. Podemos determinar se uma cénica real ndo degenerada é uma elipse,
uma hipérbole ou uma parabola analisando o discriminante. Dessa maneira, todas as cOnicas
estao classificadas. Se considerarmos as ctbicas o problema se torna mais dificil. Consta no livro
Lexicon Technicum de John Harris, publicado em 1710, que Newton classificou as ctibicas em 72
tipos, esquecendo-se de 6 delas. Posteriormente, Plucker deu uma classificagdo mais detalhada,
classificando-as em 219 tipos. Se os coeficientes da equacdo forem complexos o problema se
torna mais facil, mas mesmo assim muito dificil de ser resolvido para curvas de graus maiores.
Dessa forma, mesmo sendo explicita e calculavel, a teoria cldssica de invariantes se torna invidvel
quando se quer classificar outros tipos de objetos geométricos, como por exemplo aqueles que
possuem graus maiores, sendo necessaria uma nova abordagem para o problema de classificacao.

O termo moduli foi introduzido por Riemann
em 1857 [25, pp. 79-134], onde ele mostrou que as
classes de isomorfismos das superficies compactas de
Riemann dependiam de 3g — 3 moduli, mesmo sem
ter conhecimento da estrutura desse espaco. A for-
malizacdo dos espagos de moduli s6 foi possivel com
o surgimento da Geometria Algébrica moderna, in-
troduzida por nomes como Grothendieck, Mumford,
Serre e Deligne em meados da década de 60. A obra
mais importante desse tempo ¢ a colecio EGA - Elé-

ments de Géométrie Algébrique, composta de 13 vo-

lumes e escrita entre 1960 e 1967. Outra obra impor-

tante é o SGA - Séminaire de Géométrie Algébrique, notas de um semindrio em Geometria

Algébrica liderado por Grothendieck.

Os espagos de moduli sdo espagos de pardmetros onde cada ponto corresponde a um
objeto geométrico da colecao de objetos que estamos interessados. Podemos, por exemplo, con-
siderar o espago de moduli M, formado pelas classes de isomorfismos de curvas lisas projetivas
de género g > 0, ou ainda o espago Mg 1, que é o espaco de moduli de curvas suaves projetivas
pontuadas de género g > 0. Particularmente, estamos interessados nos espacos de moduli da
forma

M = {[C,p] € Mg1; Hp=H},
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formado pelas classes de isomorfismos de curvas irredutiveis lisas que possuem semigrupo de
Weierstrass H no ponto P. Como a i—ésima lacuna de ‘H define uma fun¢do semicontinua supe-
riormente em M, 1 é possivel verificar que esse moduli é um subesquema localmente fechado em
My 1. Sabendo desse fato, surgem perguntas naturais, como qual ¢ a geometria do espaco, se ele
é ou nao irredutivel, qual é sua dimensao e sua compactificagdo. Vamos estabelecer os principais
resultados que conhecemos sobre M;’fl em ordem cronolégica, comecando com a dimensao, que

ja possui uma longa histéria.

Comecamos com a férmula estabelecida por Pierre Deligne para a dimensao das compo-
nentes suavizantes do espago de deformagdes versais onde a caracteristica do corpo é arbitraria
[11, Teorema 2.27]. Denotemos por § := dimy O/O o grau de singularidade de uma curva redu-
zida C em P e my := dim(coker(Dery (O, O) — Dery (0, O)), em que Dery (R, M) é o médulo das
k-derivagdes de R em M. A Foérmula de Deligne garante que para cada componente suavizante

E do espago de deformagoes versais de Spec O, temos
dimE =35 —mq.

Quando a curva é quase-homogénea, a férmula acima admite uma simplificacido, resultando
na férmula de Greuel, c.f. [14], que garante que para cada componente suavizante E da curva
quase-homogenea Spec O, vale

dimE =p+¢ -1,

onde p1 = 25 — r + 1 é o ntimero de Milnor e ¢ é o seu tipo dimy Ext}(k, ©). No caso particular

de singularidade Gorenstein temos ¢ = 1.

Quando consideramos curvas monomiais, que é o caso de interesse nesta tese, a férmula
para a dimensdo das componentes suavizantes também aparece no artigo de Buchweitz [6, Teo-

rema 4.1.2], em que é enunciada para t a seguinte férmula combinatoéria:
t=AH)=[End(H) : H],

com End(#) ={neN|n+H\ {0} C N}.

Como cada componente suavizante de Speck[H] esta contida na componente suavizante
do espaco total versal de deformacoes, temos uma cota superior, chamada cota superior de
Deligne-Pinkham, que primeiramente foi enunciada por D. Rim e M. Vitulli [26, §6], que garante

que para qualquer semigrupo numérico H vale

dim M, <29 — 24+ \(H).

Rim e Vitulli [26, Cor. 5.14] mostraram que a cota de Deligne-Pinkham ¢é atingida quando o
primeiro grupo de cohomologia do complexo cotangente associado & dlgebra de semigrupo k[H]
nao tem parte graduada positiva, ou seja, quando H é um semigrupo negativamente graduado.
Entao, nesse caso, dim M;’fl = 2g—2+A(H). Uma lista completa dos semigrupos negativamente
graduados foi obtida por Rim e Vitulli [26, Thm. 4.7].

Na década de oitenta, utilizando um simples argumento com Grassmannianas, David

H

.1, Visto como
k)

Eisenbud e Joe Harris [13] obtiveram uma cota superior para a codimensao de M
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um subespago localmente fechado de M, ;. Mostraram que se M;fl é nao vazio, entdo para

qualquer componente irredutivel X de M;{J vale
dim X > 3¢9 — 2 — wt(H),

onde wt(H) := > ¥¢; — i é o peso do semigrupo H.

Mais de duas décadas depois, André Contiero e Karl-Otto Stohr [10, Teorema 3.1 e
Corolario 4.5] obtiveram uma cota superior para a dimenséao de M;ﬁ menor que a cota superior

de Deligne-Pinkham para o caso de familias infintas de semigrupos. Pouco tempo depois, N.

H
g1

cota de Eisenbud-Harris. Fixando um sistema minimo de geradores S =< ny,...,n, > para H,

Pflueger [22, Teorema 1.2] obteve uma cota superior para a codimenséo de M/, melhorando a

Pflueger introduziu o peso efetivo de um semigrupo numérico H, c.f. [22, Def. 1.1],

ewt(H) := Z (# geradores nj < 4;),

lacunas ¢;

como um substituto para o peso classico wt(#), e concluindo que se M;“l ¢ nao vazio e X ¢
)

uma componente irredutivel, entao

dim X > 3g — 2 — ewt(H).

Em um preprint que ainda serd submetido, A. Contiero, J. Stevens, A. Fontes e J. Vargas

melhoram a cota inferior de Pflueger utilizando as mesmas ferramentas de Pinkham. Tem-se

que se H é um semigrupo numérico de género maior que 1 e /\/lz;‘l é nao vazio, entdo para
K

qualquer componente irredutivel X of M;’fl vale

29 — 2+ A(H) — dim T < dim X. (1.1)
Além disso,

39 —2—ewt(H) <29 — 24+ A(H) — dimTﬂlg’[;fl] < dim M <29 — 2+ A(H).

Vejamos agora os resultados referentes a geometria de Mz]'fl. Utilizando Critério Jacobiano e
Teoria de eliminacao é possivel concluir que M;’fl é um subespaco aberto ! de M;{,l. Se o
semigrupo H =< ni,ng, n3,ng > é simétrico e gerado por 4 elementos, utilizando a Teoria de
deformagoes equivariantes de Pinkham [24], Teoria de interse¢do completa e uma versdo quase-
homogénea do Teorema de Buchsbaum- Eisenbud para ideais Gorenstein em dimensao 3 [6,
p. 466], é possivel deduzir que a curva monomial afim Spec k[H] = Spec k[t"™,¢"2,{"3,¢"]
pode ser negativamente suavizada sem obstrugoes ( [6], [31] [32, Satz 7.1]). Entao dim M;{l =
dimP(T, ) e daf -
M%:Mq@y

H

g1, este ¢ um

Se H é gerado por mais de 4 elementos, como ./\/(;{71 é um aberto denso em M

subespago de P(Tﬂlg’[;” ).

'Uma compactificacio de ./\/l;fl pode ser encontrada em [29] ou ainda na Se¢do 4.2 desta tese.



Capitulo 1. Introdugdo 8

Em [19], Nakano mostrou que se H é gerado por no méximo 4 elementos e tem género
g < 6 entao, exceto para o semigrupo < 4,9,10,11 >, MZ;{J é irredutivel e racional. Esse
resultado foi demonstrado calculando o moduli de cada semigrupo individualmente. Baseado
nesse trabalho, Bullock [7] mostrou que para todo semigrupo H de género g < 6, exceto para
< 5,7,8,9,11 > e < 6,7,8,9,10 >, o espago de moduli Mz]fl ¢ racionalmente estdavel, um

conceito mais fraco que o conceito de racionalidade.

Os primeiros exemplos de semigrupos tais que o espago de moduli ./\/l;fl nao possui

dimenséao pura foram dados por Pfluger [23]. Se um semigrupo de Castelnuovo
Spa=<d+r—1---,d>

com d > 2r+1 e género g é tal que r > 4 e (r—1)|(d—1) our =5 e d é par, entdo Mj""l’d
tem duas componentes irredutiveis de dimensoes distintas. Ao final desta tese apresentaremos

um resultado que envolve esse tipo de semigrupo.

Esta tese tem como objetivo abordar a geometria do espagco M;’fl e estd organizada da
seguinte forma: No Capitulo 2 estdo os conceitos preliminares necessarios para a compreensao
da tese, que sdo semigrupos numéricos e pontos de Weierstrass, o primeiro médulo de cohomo-
logia do complexo cotangente Tulg[H] e o complexo de Koszul. No Capitulo 3 serao abordadas as
construgoes do espago M;{,I feita por Pinkham [24] e a compactificagao M;ﬁ feita por Stohr. A
compactificacdo esta feita em mais detalhes pois é a base para o resultado principal da tese. No
Capitulo 4 sdo apresentados os resultados principais, c.f. Teorema 4.1.2 e o Teorema 4.2.5. Os

teoremas principais da tese pode ser enunciados da seguinte forma:

Teorema Principal A. Seja H um semigrupo simétrico ndo hiperelitico de género g > 2

gerado minimamente por r elementos. Se Spec k|H]| < A" € intersecao completa, entio M;’fl =
1,—
P(Tk[H])'

Teorema Principal B. Seja ‘H um semigrupo numérico tal que a curva monomial afim Cy

associada € ndo-hiperelitica e uma intersecdo completa local. Se ./\/lz,{l € ndo vazio, entdo M;ﬂ

admite uma compactificacio tal que M;fl = P(Tﬂlg’[;_[]).
Cada uma das compactificacGes obtidas nos Teoremas acima é feita acrescentando curvas

inteiras no bordo.

Na secao 4.3 sao feitos muitos exemplos do Teorema principal para determinados semi-
grupos e familias de semigrupos. Por fim, o Apéndice contém informacdes e resultados obtidos
no decorrer do estudo que nao se encaixam no assunto principal da tese mas que valem a pena
serem citados. Destacamos o Lema B.0.1 e o Teorema B.0.2, que calculam de maneira algoriti-
mica a sequéncia regular do ideal de uma curva monomial afim associada a uma classe particular
de semigrupo que ¢ intersecgao completa. Vale ressaltar que é um problema aberto, e ainda in-
tratavel, determinar algoritmicamente a sequéncia regular do ideal de uma curva monomial que
¢é interseccao completa. E também a Secdo C, que traz algoritmos implementados no software
MAPLE em que entrando com a sequéncia candnica de geradores de um semigrupo simétrico
qualquer H, o algoritmo retorna as bases P-hermitianas dos espacos H°(C,w"), para n = 1,2, 3,

onde C ¢é a curva monomial associada & ‘H e w é seu feixe dualizante, o ideal da curva monomial
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projetiva em P71 induzida por seu mergulho canoénico, a dimensao de cada parte graduada do
primeiro médulo de cohomologia do complexo cotangente Tﬂi[%}? bem como sua dimenséo total,

que é igual ao nimero de Tjurina da singularidade de Cy, e as equagées do moduli compactificado

M’H

g,1°




10

2 Preliminares

Neste capitulo introduziremos os principais objetos e daremos os principais resultados

necessarios para o entendimento da tese.

2.1 Semigrupos numéricos e pontos de Weierstrass

Um semigrupo numérico H é um subconjunto de N que contém o zero, é fechado para a
soma e cujo complemento em N ¢ finito. Os elementos de N\ H sdo chamados lacunas e serdo
denotados por /1,...,¢;. A quantidade de lacunas de H é chamada género de H. Os elementos
de H sao chamados ndo lacunas de H e serdo denotados por 0 = ng,ni,na,.... O semigrupo é
dito simétrico se seu niimero de Frobenius ¢, (sua tltima lacuna) é 2g — 1. Uma caracterizacao
deste tipo de semigrupo é que um inteiro n pertence a ‘H se e somente se £, — n nao pertence a
H, ou seja,

Ui =29 —1—-n4_j, j=1-- g

Seja C uma curva algébrica inteira projetiva de género g > 1 definida sobre um corpo algebrica-
mente fechado k de caracteristica zero. Dado um ponto P € C suave, chamamos de semigrupo
de Weierstrass de C em P o semigrupo H := Hp formado pelos inteiros nao negativos n € N
tais que existe uma funcao regular f em C que possui polo de ordem n em P. Equivalentemente,
n € H se, e somente se,

H(C,O((n — 1)P)) € H(C,O(nP)).

Segue do Teorema de Riemann-Roch para curvas singulares que o género do semigrupo de

Weierstrass coincide com o género (aritmético) da curva C.

Um ponto suave P de C é chamado ponto de Weierstrass se o semigrupo de Weierstrass
em P é diferente de < g+ 1,9 + 2,... >, ou seja, suas lacunas sdo diferentes de 1,2,--- ,g9. A

sequéncia 1, -- , ¢, é chamada sequéncia de lacunas.

Um semigrupo numérico é dito realizével se ele é realizado como o semigrupo de Weiers-

trass de uma curva lisa.

E sabido que nem todos os semigrupos numéricos séo realizaveis. Buchweitz [5] obteve um
critério para determinar quando um semigrupo numérico nao é um semigrupo de Weierstrass,
que hoje conhecemos como Critério de Buchweitz. Durante algum tempo acreditava-se que todos
o0s semigrupos numéricos simétricos fossem realizaveis. Contudo, F. Torres, num artigo resultante
de sua tese de doutorado [30], obteve um resultado garantindo a existéncia de um semigrupo

simétrico de género maior de 100 que nao é realizdvel.

A crenga citada acima acerca da realizacdo de um semigrupo simétrico pode ser explicada

a partir da tese de Pinhkam [24]. Em sua tese, Pinkham constréi o moduli M;‘l a partir de
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deformagoes equivariantes de curvas monomiais (veja Se¢ao 3.1 para mais detalhes sobre essa
construgio). Portanto, se uma curva monomial associada a um semigrupo numérico ‘H pode ser
suavizada, entdo H é realizdvel. Acreditava-se que toda curva monomial Gorenstein poderia ser
suavizada, e tais curvas sdo obtidas a partir de semigrupos simétricos. Ainda é um problema

muito dificil e aberto determinar se um curva monomial pode ser suavizada.

2.2 O primeiro médulo de cohomologia do complexo cotangente T*

Os resultados dessa se¢do podem ser encontrados no artigo de Lichtembaum-Schlessinger [18].

Seja A — B um homomorfismo de anéis. Uma extensao de B sobre A é uma sequéncia

exata de R-moédulos

€1

(€): 0 By 25> B R—-B 0

onde ey é uma sobrejecdo de A-dlgebras e eq,es sdo homomorfismos de R-moédulos tais que
e1(x)y =e1(y)x,Va,y € Fy.

Seja A’ uma A—4lgebra, B’ uma A’'—4lgebra e ¢ uma extensao de B’ sobre A’. Um homo-
morfismo de extensées « : € — € é uma colegao (b, ap, a1, az) em que b e a sd30 homomorfismos
de A-algebras e a1, agy sdo homomorfismos de R médulos que comutam o diagrama abaixo
e2

€1 €0

0 B, B R B 0
ltm loq lao lb
0 o T e Wy N 0

Seja A — B um homomorfismo de anéis e M um B—mddulo. Definimos
Dery(B,M):={D: B — M|D é A -linear e D(zy) = zD(y) + yD(z),Vz,y € B}.

O B—moédulo Dera(B, M) é chamado mddulo das A-derivagoes de B em M. Seja F' um B-

médulo gerado por {dz|x € B} e L o submdédulo de F' gerado pelas expressoes
d(ax +d'z) — adr — d dx e d(zy) — xdy — yduz,

com a,a’ € Ae z,y € B. O B—mobdulo Qp/a = F/L é chamado mddulo de diferenciais de
Kihler de B sobre A. O homomorfismo natural d : B — Qp /4 satisfaz a seguinte propriedade
universal: Dado D € Der4(B, M), existe um tinico homomorfismo D* : Qg /A — M que comuta
o diagrama:

B—"%Qp4
D+
\

M

D

A derivacao universal d induz o isomorfismo de A-mddulos

Homp(Qp/a, M) ~ Dera(B, M).
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A cada extensao € de B sobre A, associamos um complexo, denotado L - (¢) de B—moédulos
L(e): 0—>Ey—2E @p B—2Qp/y ®3 B—>0

Definicao 2.2.1. Uma extensdo da forma

0—>U/Uy— F/Uy R B 0 (%

onde R é uma dlgebra polinomial sobre A e F' é um R-mddulo livre é chamada extensdo livre

de B sobre A.

Considere os homomorfismos de anéis a : A —+ A’ e b: B — B’ e o diagrama comutativo

B——FB

]

A——s A

Se € e € sao, respectivamente, uma extensao livre e uma extensao arbitraria de B sobre A, existe

um homomorfismo « : € — € estendendo b e entdo um homomorfismo @ : L-(¢)®@p B’ — L-(€).

Defini¢ao 2.2.2. Seja A um anel, Ko :== {-+ = K,, - K1 — K9 — -} e Kj =
{++= K| > K| | = K| _o— -} dois complezos de A-mddulos. Dados dois homomorfismos
f,9 : Ko — K, dizemos que f é homotépico a g quando existirem homomorfismos de A-
modulos hy, : K, — K, tais que f, — gn = d o hy + hy—1 0d,Vn € Z.

d

— Np41 Kn Kn—l
Py
fn+1,gn+1i y J{ 1 J{
HK;’L-Fl 7 K;L K?”L 1
Proposicao 2.2.1. Seja
B——FB
A——s A

um diagrama comutativo de homomofismos de anéis, ¢ uma extensio de B sobre A e ¢ uma

extensao de B’ sobre A'. Se € € livre, entdo

1. Eziste um homomorfismo « : € — € estendendo b.

2. Se B:e — € é outro homomorfismo que estende b, entdo @ e [ sGo mapas homotépicos
de L-(e)®@p B em L-(€).

Definicdo 2.2.3. Se B é uma A-dlgebra e € é uma extensdo livre de B sobre A, chamamos

L - (¢) de complexo cotangente de B sobre A.

Observe que a Proposicao 2.2.1 garante que dois complexos cotangentes de B sao homo-

topicamente equivalentes.
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Definigao 2.2.4. Seja B uma A-dlgebra, € uma extensdo livre de B sobre A e M um B-mddulo.
chamamos T'(B/A, M) = H (Homp(L - (¢), M)) de i-ésima poténcia superior do funtor

cotangente de B sobre A.

Temos pela Proposicio 2.2.1, que os grupos de cohomologia T¢(B/A, M) sio indepen-
dentes da escolha da extensdo e. Além disso, temos T°(B/A, M) = Der4(B, M) e para toda
poténcia i, T*(B/A, M) é um B-médulo.

Se A — B — C é uma sequéncia de homomorfismos de anéis e M é um C-mddulo, entdao

existe uma sequéncia exata

0— T°%(C/B,M) — T°(C/A,M) — T°(B/A, M)
— TYC/B,M) — TY(C/A, M) — TY(B/A, M)
— T?(C/B, M) — T?(C/A, M) — T?(B/A, M)

E possivel transformar a sequéncia de moédulos acima em uma sequéncia de feixes quase-
coerentes: Seja Z — Y — X uma sequéncia de homomorfismos de esquemas e F um feixe

quase-coerente em Z. Entdo temos a sequéncia exata

0—T%Z/)Y,F) — T°(Z/X,F) — T°(Y/X, F)
— TYZ/Y,F) — TY(Z/X,F) — THY/X,F)
— TX(Z]Y, F) — T*(Z/X,F) — T*(Y/X, F)

Além disso, dada uma sequéncia exata 0 — F; — Fo — F3 — 0 de feixes quase-coerentes em

Z, temos a sequéncia exata

0— TOUY/X,F1) — T(Y/X, F2) — T°(Y/ X, F3)
— TYY/X, F) — TY(Y/X, F) — T (Y/X, Fs)
— TX(Y/X, F1) — T*(Y/X, F2) — T*(Y/X, F3)

Vamos agora analisar algumas condi¢es para o anulamento do primeiro médulo de cohomologia

do complexo cotangente. A partir daqui utilizaremos a notacao T' para denotar esse médulo.

Lema 2.2.2. Seja P um anel de polinémios sobre A e M um P-médulo. Entdo T'(P/A, M) = 0.

De fato, como T' independe da escolha da extensao de P sobre A que tomamos, podemos
escolher a extensdo (x) em que R = P e ¢y = Id. Assim, F = 0 e portanto T'(P/A, M) = 0.

Lema 2.2.3. Seja B uma A-dlgebra, P um anel de polinémios sobre A e I um ideal em P tal

que B é isomorfo a P/I. Entdo o mapa candnico
Coker(Homp(Qpja, M) — Homp(I/I?,M)) — T'(B/A, M)
€ um isomorfismo.

Proposigdo 2.2.4. Seja B uma A-dlgebra. Entio T'(B/A, M) = 0 para todo B-médulo M se

e somente se B satisfaz a propriedade de levantamento sobre A, ou seja, se C e C' sdo duas
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A-dlgebras tais que C' ~ C/I com I*> =0 e g : B — C' é um homomorfismo de A-dlgebras,

entdo existe um homomorfismo de A-dlgebras g : B — C que induz ¢'.

/N

A——sC——=C

Definicao 2.2.5. Seja f: X — Y um morfismo de esquemas. Dizemos que f é formalmente
liso se para todo © € X existirem vizinhangas afins Spec B de x e Spec A de f(x) tais que B/A

satisfaz a condicio da Proposicio 2.2.4.

Teorema 2.2.5. Seja f: X — Y um morfismo de tipo finito de esquemas localmente noetheria-
nos. Entdo f é formalmente liso se e somente se T*(X/Y, F) = 0 para todo feire quase-coerente

Fem X.

Seja X um esquema sobre k. Com os resultados obtidos acima para um feixe quase-
coerente F em X, concluimos que T!(X, F) é um skycraper, ou seja, um feixe suportado apenas
nas singularidades de X. Para esta tese, a sequéncia que ird nos importar é a sequéncia do feixe

tangente. Se X C P™ é uma variedade singular, temos a sequéncia exata

0—Tx —Tpn ® Ox Nx T 0

em que T é ndo nulo apenas em vizinhancas da singularidade.

2.2.1 O T! para curvas monomiais

Em sua tese de doutorado, Pinkham [24] mostra que o primeiro médulo de cohomologia do
complexo cotangente de variedades que possuem uma agao do grupo multiplicativo G, (k) = k*
admite uma graduagao induzida pela a¢ao de G,, (k). Em particular, curvas monomiais possuem
uma agdo natural deste grupo multiplicativo. Para descrever uma férmula para T*(k[H]),, onde
¢ denota a parte homogénea de grau ¢, utilizamos um resultado de Herzog que garante que o
ideal de Dy = {(t™,...,t"");t € k} C A" pode ser gerado por polinémios isobéaricos F; em

k[X1, -+, X,] que sdo dados pela diferenca de dois mondmios:
Fy = XM X% — xPin XD

com «; - 3; = 0. O peso de cada forma F; é d; := Zj njoy; = Zj n;B;;. Para cada i, seja

v; := (a1 — Bit, - - -, iy — Bir) um vetor em k™ induzido por Fj. Seja o conjunto
End(H) :={aeNla+n € H,¥n € H}.
Veremos algumas propriedades sobre ele no Capitulo 4.
Teorema 2.2.6 ([6], Teorema 2.2.1). Para cada ¢ ¢ End(H),
dim T (k[H])e = #{i e {1,...,7};ni + L ¢ H} —dimV, — 1
onde Vy é subsespaco vetorial de k" gerado pelos vetores v; tais que d; + ¢ ¢ H. Também temos

dim T (k[H])s = 0, Vs € End(H).
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2.3 O Complexo de Koszul

Os resultados dessa secdo podem ser encontrados em [21].

Definicao 2.3.1. Seja R um anel e seja M um R—mddulo. Uma sequéncia de elementos

T1,...,Tn € R € dita uma sequéncia regular em M se:

1. (x1,...,xp)M # M;

2. Parai=1,...,n, x; é ndo divisor de zero em M/(x1,...,x;—1)M.
Sejam fi,..., fr elementos em R. Seja E a &lgebra exterior sobre k nos elementos
€ly...,€Ep !

E=k<ep-,e > /{e},1<i<q},{eiej +ejei, 1 <i<q}.

Para cada e; definimos deg(e;) = 1. Segue entdo da definicio que e? = 0,Ve € E e, denotando
a mutiplicagdo em E por A, e; Aej = —ej Ae; para i # j. Seja £ := {fi,---, fr} C R e K(f)
o R-médulo graduado R ® E, com a graduagdo dada por deg(e; A --- A e,) = r e munido da
diferencial d dada por

dejy A---Nej) = > (1) fi e A A€, A Aej,
1<p<i

onde o simbolo ~ significa que o elemento é omitido do produto. Temos d? = 0. De fato,

ey Ao Aej) = D (F1P pse A A€, A ANeG A Aeg,
1<p<s<i

onde o coeficiente 7, ; € igual a
(1P (=1, fis + (FDPFH=1) £, frs = 0.
Definigcao 2.3.2. O complexo
Kf):0-K,—--—K —Ky—0

¢ chamado Complexo de Koszul em f1--- , f.

Os elementos {e;; A---Aej;|1 < jp <--- < j; <r} formam uma base para o R-médulo K;. Se
W é um R-médulo finitamente gerado, denotamos K(f; W) := K(f) @ W.

Exemplo 2.3.1. Seja A = k[z,y,z],f1 = 2% e fo = y3. Entdo Ko tem base 1, Ky tem base

{e1,e2} e Ky tem base e1 A ea. A diferencial age nos elementos da base da sequinte forma:
d(e;) = 3, d(es) = y° d(e; N eg) = x3es — 1ey.

Entao o complexo de Koszul é

K(z3,13) : 0 9 *
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Lema 2.3.1. Seja f = {f1,...,fr-1} C R e f. € R. Seja f = {f, f,}. Entdo existe uma

sequéncia exata de complexos

0 K (f) K(f) —=K()[-1] —>0.

A sequéncia longa em homologia desse complexo é dada por

1)t f,

e Hy(K(F) — Hy(K(£) —> Hy 1 (K(F)) T H, 1 (K(£) —> -

Teorema 2.3.2. Seja W # 0 um R-mddulo graduado finitamente gerado e f = {f1,..., fr}
uma sequéncia de elementos homogéneos de R de grau positivo. As sequintes propriedades sdo

equivalentes:

1. H(K(f;W)) =0 parai >0 e Hy(K(f;W)) = W/(f)W.
2. Ho(K(f; W)) =

3. £ é uma sequéncia regular em W.

Demonstragao. (1) = (2) é trivial.

(2) = (3): Vamos provar por indugdo em r sendo fi,-- - , f, uma sequéncia regular em W. Preci-
samos mostrar, primeiramente, que W/(f1,--- , f,)W # 0. De fato, suponha W/(f1,---, fr)W =
0. Pelo Lema de Nakayama, se I é um ideal graduado préoprio de um anel R, J um R-médulo
graduado finitamente gerado e J = IJ, entdo J = 0. Como W ¢é um moddulo graduado e
fi,--+, fr tém graus positivos, segue por Nakayama que W = 0, o que é uma contradicio.
Assim W/(f1,-++, fr)W # 0. Denote K := K(f; W). Pelo Lema 2.3.1, temos a sequéncia exata

Hy(K) > Hy (K) —> Hy(K(£: ) |

onde H;(K(f;W)) = 0 por hipétese. Entdo Hy(K) = (f.)H1(K) e novamente pelo Lema de
Nakayama, temos H;(K) = 0. Pela hipétese de indugdo, £ = {fi..., f—1} é uma sequéncia

W — regular. Além disso, novamente pelo Lema 2.3.1, temos a sequéncia
0= Hy(K(£;W)) — Hy(K) "~ Hy(K) ,

com Hy(K) = W/(f)W, ou seja, f, nao é divisor de zero em W/(f)W, e portanto f é uma
sequéncia regular.
(3) = (1) Por construgao temos Ho(K(f; W)) = W/(f)W. Vamos mostrar essa implicagdo por

inducgao sobre r. Para r = 1 o complexo de Koszul é

K(fuW): 0—=w w0,

Dai,
Hl(K(fl; W)) = {m S W]flm = O} =0.
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Suponha que isso seja valido para r — 1 e seja £ = {f1, -+, fr_1}. Pelo Lema 2.3.1, temos a
sequéncia

Hy (K) — Hy (K(f; W) — Hy(K) —L"> Hy(K) ,
onde H1(K) = 0 e Hy(K) = W/(F)W. Como f,. é um elemento regular em W/(f)W, temos
H(K(f;W)) = 0. Seja i > 1. Pelo Lema 2.3.1, temos a sequéncia

0= Hi(K) — Hi(K(f; W)) — H;-1(K) =0,

e daf temos H;(K(f;W)) = 0.
O

Se uma curva afim C C A" é intersegdo completa, entdo os geradores do seu ideal formam
uma sequéncia regular em k[X; --- |, X, ]|. Estamos interessados nas primeiras syzygies dos gera-
dores de C, ou seja, em Hi((f),k[X;...,X,]), que pelo Teorema anterior é nulo. Isso significa

que as syzygies de primeira ordem existentes entre os geradores do ideal de C sdo triviais.
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3 Sobre o espaco ./\/l;ﬁ

Neste capitulo iremos apresentar duas diferentes construgoes do espago M;{J. A primeira
delas, feita por Henry Pinkham [24], constréi o moduli através de deformagoes equivariantes
de curvas monomiais e apresentaremos de maneira breve. A segunda, feita por Karl-Otto Stohr
[29], constréi uma compactificacao de Mz;fl adicionando curvas Gorenstein no bordo. Esta tltima
construcao sera feita em detalhes na segunda segao deste capitulo pois o resultado principal da

tese se baseia nessa construcao.

3.1 A construcdo por Pinkham

De maneira muito simplificada, a construcdo de Pinkham pode ser descrita da seguinte
forma. Seja C uma curva projetiva lisa definida sobre um corpo algebricamente fechado k. Seja
P € C um ponto de Weierstrass com semigrupo H =< ngy,...,n, > e considere o fibrado
L = O(P). Construa o anel de se¢des globais S = &% H’(C, L?). Isso permite um mergulho de
C no espago projetivo com coordenadas X, ..., X,, em que sao considerados os pesos dessas
coordenadas, a saber, wdeg X,,, = 1 e wdegX,,, = n; para ¢ > 0. Considere agora o cone
quase-afim correspondente Spec(S). Assumindo X,,, = 0 temos uma curva monomial e todas as
outras fibras sdo isomorfas a C \ { P}, logo temos uma suavizagao da curva monomial. Por outro
lado, dada a deformacdo miniversal em pesos negativos, é possivel compactificar as fibras sem
compactificar o espago base, e assim obter uma correspondéncia biunivoca entre pontos de M;’fl

e as Gp,-Orbitas na deformacdo miniversal em pesos negativos.

De maneira mais precisa, seja H =< nip,...,n, > um semigrupo numérico de género

g > 1 e Cy := Speck[H] sua curva monomial afim associada, com k[H] := @ kt".
neH

Como Cx tem um unico ponto singular, a saber, a origem, seu espaco total de deformacoes
versais existe,

X, = Cy X (3.1)

L]

{to} = Spec k ——V

onde V = SpecR, R := Kk[t]/J, onde t denota uma quantidade finita de indeterminadas e
X = Spec A com A := R[X,,,...,Xn,]/(F>), conforme tese de Schlessinger [27].

Como Cy tem uma agao natural de G,, dada por (o, X;) — o™ X;, essa agdo pode ser
estendida aos espagos total e de pardmetros X e V, respectivamente, o que pode ser verificado em
[24]. O subespaco vetorial T!(k[H]) C R, que corresponde ao espaco tangente de V em Cy, c.f.
[27], tem uma graduacdo natural (Teorema 2.2.6). Escolhendo uma base {3, },7 > 1, para cada

parte homogénea graduada de grau s € Z de T!(k[H]), existe uma correspondéncia biunivoca
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entre as indeterminadas de t e os elementos da base de T!, a saber, Usez Bs;, onde o peso de

um s, em t correspondente a {85, } ¢ —w deg(fs,) = —si, enquanto o peso de X, é n;.

Toda a teoria de deformacdo equivariante de Pinkham é desenvolvida para deformacoes
negativamente graduadas. Porém, com as condigoes acima, deformacoes em graus positivos po-

dem aparecer. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.1.1. Tome o semigrupo H =< 4,5 > de género 6 e a curva monomial afim associada
Cy = {(a*,a®); a € k}, cujo ideal em A? é gerado pela forma isobdrica F = X3 — X2 de peso
20. Usando o Teorema 2.2.6, ou o algoritmo apresentado na segdo C do Apéndice, pode-se ver
que dim T (k[H]) = 12, e denotando T' := T (k[H]), temos

dimTy;=1e dimTj=1, je{-20,-16,-15,—12,—-11,-10,-8,-7,—6,—3, -2} .

Assim T tem contribuicdo positiva somente na parte homogénea de grau 2. Com isso é esperado
que existam deformagées positivamente graduadas. De fato, a deformacdo de Cy induzida pela
forma isobdrica de peso 20

Fi=X] — X§+t X3 X2,

somente intersecta a parte positivamente graduada, em que o peso de t_o = —2 que é o peso do

elemento base [ correspondente em T4. Enquanto que, por exemplo, a deformagio dada por
Fi=X] — Xd 4+t o X0 X2+ 1 X4 X3 — X7 X2,

intersecta as partes positiva e negativamente graduadas, onde declaramos o peso de t; = i.

Podemos ainda determinar o espago total de deformacoes versais, que é dado pelos coe-
ficientes t; do unfold da forma F = X3 — X2, a saber

Fi=X] — X3+t o X3X2 4 toX2X2 + t3X3 X5 4 te X4 X2 + t: X7 X5 +
ts X3 4+ t10 X2 4+ t11 X4 X5 + t10 X7 + t15X5 + t16 X4 + Loo,

fato que poderd ser explicado com o Teorema Principal desta tese.

Vale ressaltar ainda que os coeficientes nas varidveis X4, X5 que acompanham cada t;

no unfold acima, formam uwma base para a dlgebra de Tjurina, c.f. Se¢do A.

Para evitar deformacgoes positivamente graduadas, tomamos R’ e A’ obtidos de R e
A, respecitivamente, fazendo t;, = 0 sempre que o peso de fs, for maior que zero. Como
TL(k[H])o = 0, todas as varidveis restantes tem pesos positivos. De maneira formal, seja I o
ideal de R gerado pelas imagens dos t,s de peso negativo, ou seja, dos elementos de R que
correspondem aos elementos na parte positivamente graduada de T'(k[#]). Sejam R’ := R/I
e A := R[X,,,..., X, ]/(IF>). Geometricamente, basta intersectar Spec R com o subespago

linear de Speck[t] em graus negativos.

Denote 7 = Spec R’ e X’ = Spec A’. Pinkham mostra em [24, Secao 2.9] que os geradores
dos ideais de R’ e A’ sdo polinémios, e portanto podemos trocar R’ e A’ por seus respectivos

anéis de polindmios k|t] e k[t, X, , ..., X, ], mas mantemos a mesma notagao R’ e A’. Como J e
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F*° podem ser gerados por elementos isobaricos, F**° é dado pelo unfold dos geradores isobaricos
de Cy em k[X,,,, ..., Xp, ], c.f. [28].

Temos assim um homomorfismo R’ — A’ que induz uma mapa birracional ProjA’ —
ProjR’, que nao estd definido exatamente no ideal irrelevante R,. Uma estratégia usual seria
considerar o blowup de ProjA’ ao longo do lugar dado pelo ideal irrelevante Ry A’, mas geral-
mente a propriedade flat ndo é mantida. Pinkham entdo projetiviza as fibras da deformacao
miniversal

Xy = Cy X’ (3.2)

L

{to} = Spec k ——=T

sem projetivizar o espago. Para cada equagdo f*° de A’, trocamos ¢, por t'X;°, em que X ¢
uma nova variavel, e lembrando que s > 0, pois estamos em graus negativos. Denotamos esse

novo polinémio por foo. Tomando entdo o anel
N := R'[Xn,- ., Xn,, Xo]/(f).

Com isso Pinkham mostra (c.f. [24, Secao 4.1]) que N é flat sobre R’. A estrutura de dlgebra
graduada para N é dada atribuindo peso 1 para X e mantendo todos os outros pesos. Temos

assim a

Proposigao 3.1.1 (Teorema 13.4 de [24]). O mapa
7:Y:=ProjN — T

€ proprio, flat e suas fibras sdo curvas projetivas.

Na construcao da compactificacdo das fibras feita por Pinkham, a curva monomial Cy C
A" é compactificada para a curva monomial projetiva em P" adicionando um tnico ponto no

infinito.

Considere o a se¢cdo do morfismo 7 obtida fazendo Xy = 0. Denote ainda por U o aberto
de T tais que suas fibras por Spec N — 7T sao lisas. Note que tanto Spec N quanto 7 sdo quase-
cones. A fibra sobre o vértice dada pelo mapa X’ — T é curva a monomial Cy, enquanto a fibra

sobre o vértice no mapa Proj N — T é a compatificagdo de Cy em PT.

Teorema 3.1.2 (Teorema 13.9 de [24]). Seja H um semigrupo numérico de género g(H) > 0.
Considere o morfismo m : Y — T e a seggo o como anteriormente. Vale que as fibras de
Y x7U — U sdo curvas lisas de género g = g(H) e a se¢io o escolhe em cada fibra um ponto
P cujo semigrupo de Weierstrass associado é H. Logo o morfismo U — M1 se fatora por

U :=U/G,, e assim temos uma bijecio

A prova do Teorema acima é feita a partir de dois outros resultados também presentes

na tese de Pinkham [24]. Assuma as mesmas hip6teses do Teorema acima.
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Teorema 3.1.3 (Teorema 13.10 de [24]). Considere a familia VW := SpecN — T. Dado um
ponto t € T, sua fibra Wy € uma superficie aftim com singularidades normais. Além disso, Wk
é obtida de YV, da sequinte forma: Tome P := o(t) um ponto na fibra, mergulhe Y, no conjunto
algébrico afim Z dado pelos zeros do fibrado Oy,(—P). Vale que ), tem auto-intersec¢io —1 em
Z ¢ entao W, € isomorfo a Z contraindo Y, em um ponto (como no Teorema de contratilidade

de Castelnuouvo). Assim P € Y, tem semigrupo de Weierstrass H e portanto g(Vi) = g(H).

Lema 3.1.4 (Lema 13.11 de [24]). Seja C uma curva projetiva lisa e P € C tal que seu semigrupo
de Weierstrass é H. Existe um tnica orbita o de Gy, em U C T tal que para todo t € o, Yy é
isomorfo a C e o(t) = P.

Apesar da construcao de Pinkham ser valida para qualquer corpo algebricamene fechado
k de caracteristica arbritaria e para qualquer semigrupo numérico H de género maior que zero,
ela nao traz nenhum indicativo de como é possivel encontrar equacoes que definem a variedade
MZJ{,I' Uma maneira explicita para encontrar as equagoes de MZ]{J foi iniciada por Stohr [29],

seguida por Contiero-Stohr [10] e Contiero—Fontes [8] para semigrupos simétricos.

3.2 A construcao da compactificacao por Stohr

Nesta secdo vamos exibir a compactificagdo do espago de moduli /\/lz]'fl das curvas pon-
tuadas com género g e semigrupo de Weierstrass H dada por Contiero e Stohr em [10]. Para

compactificar esse espago acrescentaremos as curvas Goreinsten.

Seja C uma curva Gorenstein inteira completa de género g definida sobre um corpo
algebricamente fechado k e seja P um ponto suave de C. Denote por H o semigrupo de Weierstrass
das néo lacunas n; da curva pontuada (C, P). Entao para cada n € H existe uma funcao racional
x,, em C com divisor de polo nP que é regular em C \ {P}. Vamos supor que H é um semigrupo
simétrico, ou seja, {3 = 29 — 1, e que {2 = 2, o que ¢ equivalente a dizer que o semigrupo ¢
nao-hipereliptico. Dessa forma, como ny—; = 29 — 1 — /;, temos que ny_1 = 2g — 2, e portanto
HO(C, (2g—2)P) é gerado pelas g fungdes racionais a,,, - - - ; Tn,_, - Portanto R(C,(2g—2)P) =g

e (2g —2)P é um divisor candnico. Com essas hipdteses, o morfismo canoénico
. . . -1
(Tng t -1 xpy_y) : C— P9

é um mergulho e C pode ser vista como uma curva de grau 2g — 2 no espaco projetivo P91,
onde os inteiros ¢; — 1, para ¢ =1, -+ , g, sdo as ordens de contato da curva com os hiperplanos
V(X;),i=1,---,gem P=(0:---:0:1).

Por outro lado, todo semigrupo simétrico nao-hipereliptico pode ser realizado pela curva

monomial candnica

CO = {(amoplo-1 : gmbla17L oL g 1p Y (01 b) € P} C P9
no ponto P = (0:0:---: 1) (veja [29]). A curva C(9) é racional e seu tinico ponto singular é
(1:0:---:0) de multiplicidade n; e grau de singularidade g. Com isso teremos a garantia de

que o espaco M;“l que iremos construir é nao vazio, ja que existem semigrupos simétricos que
9

nao sao realizaveis por curvas lisas (veja [30]).
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Precisamos descobrir relagoes entre os geradores da curva candnica C. Para isso vamos
considerar o espaco das segdes globais HY(C, r(2g—2)P), com r > 0, dos divisores multicanonicos
7(2g—2) P, e construir bases r—monomiais P—hermitianas, que sdo bases para H°(C,r(2g—2)P)
formadas por mondmios de grau r nas varidveis Ty, -+, Zn,_, em que todos os elementos tem

ordens de polo distintas em P. Temos o seguinte lema:

Lema 3.2.1. Seja T 0 maior inteiro tal que n, = tny. Uma base P—hermitiana para H°(C, (49—

4)P) é dada pelos produtos

LnoLn, (j=0,---,9-1)

Ty, Ty (i=1,---,7,5=1,---,n1—1)

T, Ty_; (:7' 1,---,9—1,j=1,---,n; —n;_1)
Tny 1 Ty o ytkny (K=1,---,7—1)

Demonstragio. Pelo teorema de Riemann temos que h°(C, (49 — 4)P) = 3g — 3. Entdo para
verificar que esses produtos formam uma base para esse espaco basta notar que todos eles tém

ordens de polo distintas em P e que sdo, em ntmero, 3g — 3. ]

Para cada nao lacuna s < 4g — 4 podemos escrever s como soma de duas ndo lacunas menores
ou iguais a 2g — 2. A maneira de se escrever s como soma de duas ndo lacunas ndo ¢é unica.

Utilizaremos a seguinte notagao:
s=ag, +bsy =05 +bs, = =as, +0bs,,

com as condicoes de que ay, < ag, < -+ < as, € as; < bsj,Vj =0,---,v. Assim podemos fixar

as, = as € b, := bs e dai os elementos {z,, xp, } formam exatamente a base do Lema 3.2.1.

Exemplo 3.2.1. Considere o semigrupo simétrico H =< 6,8,9,10,11 >, com g = 7. Seja
C C PS uma curva que realiza H num ponto liso P. A base P—hermitiana para H°(C, (2g—2)P) =
HY(C,12P) ¢ dada por

{IZ‘(),5136,138,!1)9,.1710,(1311,21712}
e a base para H°(C,4g — 4) = H°(C,24P) ¢ dada por
2
{xo, ToZe, LOL, LOTY, LOL10, LOL11, LOL12, L6LS, L6LY,
2
5661‘10,11761»‘11,9065U12,338$11,58896‘12,$9$12,$10$12,$11$12,$1z}

De fato, basta observar a tabela abaizo, onde fazemos a soma dois a dois dos elementos do

sistema canonico de geradores de H:

0+0 | 0+6 | 0+8 | 0+9 | 0+10 | 0+11 | 0+12 6+8 6+9
6+6
6+10 | 6+11 | 6+12 | 8+11 | 8+12 | 9+12 | 10+12 | 11+12 | 12+12
8+8 | 8+9 | 8+10 | 9+10 | 9+11 | 10+11 | 11+11
9+9 10+10
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De maneira geral, é possivel construir bases P— hermitianas para os espacos H°(C,r(2g —2)P),

para r > 3, utilizando os elementos {Zyy, - ,Zn,_, }.

Lema 3.2.2. Para cada inteiro r > 3 as erpressoes r-monomiais

r—1 L
Tng Tnj (]_07"'79_1)
r—3—1 i ) —
Lng ‘rnlxz.g_nlxng—zxng,1 (/L - 17 e, T 3)
94 i - .
wzo Zxasxbs‘%ﬂng_1 (Z_Oa"' 7T_27 5_297"' 749_4

formam uma base P—hermitiana para o espago H°(C,7(2g — 2)P).

Denote por I(C) C k[Xng, -+, Xp,_,] 0 ideal da curva canonica C C P9~! no anel de

polinémios nas varidveis Xy, -, Xy, ;. Como I(C) ¢ um ideal homogéneo podemos escrever
o0
1C) = I.(0),
r=2

onde I,(C) é o espago das r—formas que se anulam nos pontos de C. Como visto nos lemas
acima, dado r > 0, existe uma base P—hermitiana r—monomial para o espago de se¢oes globais

do divisor multicanonico r(2g — 2) P, e isso induz um homomorfismo sobrejetor

k[ Xng, s Xng_1lr  — H°(C,r(2g — 2)P)
Xn, > Ty,

Pelo teorema de Riemann sabemos que h%(C,7(2g—2)P) = 3g—3. Dai, devido & sobrejetividade,

temos, em particular,

dim I5(C) = (g;r 1) ~(89—3) = dimIL(C)= (9_2)2(9_3)

Associamos a cada variavel X, o peso m e construimos para cada r > 2 o espago vetorial
em k[Xp,, -, Xp, ], denotado por A, dado pelo 'levantamento” da base P-hermitiana de
HY(C,r(2g —2)P), ou seja, o espaco vetorial gerado pelos r-mondémios em X, - - - ; Xn,_, cujos
pesos sao todos distintos e variam entre as ndo-lacunas menores ou iguais a r(2g — 2). Note
entdo que os elementos de A, ndo se anulam em C, pois, caso contrario, os elementos da base
P—hermitiana do Lema 3.2.2 se anulariam em P, o que nado acontece. Dessa maneira temos
ANL(C)=0ce
dim A, = dim H°(C,r(2g — 2)P) = codim I,.(C),

e dai temos
A @ 1(C) =k[Xng, -+, Xn,_,]r paracada r > 2.

Conhecendo a base P—hermitiana do espaco H°(C, (4g — 4)P), dado s < 4g — 4, para cada

produto z, 2y, ,% =1, ,Vs, podemos escrever

s
Lag; Loy = Z CsinTa, Lb,
n=0
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onde os coeficientes ¢y, Sa0 constantes unicamente determinadas e o somatoério é tomado sobre

as ndo-lacunas de H menores ou iguais a s. Se necessario, podemos multiplicar as funcoes

Tng," 5 Tn,_, POr constantes adequadas e considerar cgp, = 1 sempre que n = s. Considere
entao as formas quadréticas em k[Xp,, -, Xp,_,]:
s—1
Foi o= Xa, Xo,, — Xa, Xp, = Y _ CsinXa, Xs,. (3.3)
n=0

Por construgao, essas formas sao identicamente nulas em C. Elas sdo linearmente independentes

e em nimero (g — 2)(g — 3). Portanto formam uma base para o espago I>(C).

Associamos a cada varidvel cg;, 0 peso s —n. Assim, se considerarmos os coeficientes cg;p,
também como variaveis das formas F;, estas serao polindmios isobaricos de peso s, j4 que cada

termo do somatério tem peso s.

Note que as funcdes regulares geradoras de H°(C, (29 — 2)P) ndo sdo unicamente deter-
minadas, pois sdo apenas func¢des que tém ordem de polo n no ponto P. Assim podemos, sem

perda de generalidade, considerar z,, = o = 1.

De acordo com o Teorema de Petri [1], se C é uma curva candnica de género g > 4,
entao o ideal de C é gerado pelas formas (3.3), a menos que C seja trigonal ou isomorfa a uma
quintica plana lisa. Entao, no que segue, vamos considerar algumas restri¢goes no semigrupo H.

O semigrupo H deve ser simétrico,
3<ni<g e H#<4 5>,

pois no caso em que n; = 3 a curva candnica C é trigonal e no caso H =< 4,5 > a curva é
isomorfa a uma quintica plana. Essa mesma construcao foi estendida para quaisquer semigrupo

simétricos por Contiero e Fontes em [8].

Como mencionado anteriormente, a maneira de escrever uma nao lacuna s < 4g — 4 nao

¢ tnica. Em [20] temos o seguinte teorema:

Teorema 3.2.3. Seja H um semigrupo de género g com ¢s = 3. Se a sequéncia de lacunas é
diferente de {1,--- ,g — 2,29 — 4,29 — 3} € {1,2,3,6,7,11}, entdo:

1. 0; <2j—2 para cada j € {4,--- ,9—1};

2. Para cada inteiro k € {3,---,g9 — 1} existem inteiros ix,jx € {2,--- ,k — 1} tais que
O +1 :gik —I—fjk.

Utilizando a caracterizagao dos semigrupos simétricos de que ¢; = 2g — 1 — ngy_;, para

7 =1,---,g, podemos reescrever o item 2 do Teorema acima utilizando as nao lacunas:
29—1—-ngp+1 = 29—1-ng, +29—1—-ny_j,
= —ng— = (29 —2) —ng—i, —ng—j,
= Ng—iy +Ng—j, = 29—2+ng_g.
Assim, para cada ndo lacuna s = 2g — 2 4+ n;, para i = 0,--- ,g — 3, temos vs; > 1 e podemos

supor as1 = n; € bg; = 29— 2. Dessa forma temos a garantia da existéncia das formas quadraticas
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F,199-91,i =0,...,9g — 3. Como os pontos da curva C C P9~ anulam as formas F,, 19,_2.1
i+29—2,15 ’ ) i+29—-2,

temos que C estd contida em cada uma das g — 2 hipersuperficies V (Fy,429-2,1),7=0,...,9—3.

Observagao 3.2.1. As g — 2 hipersuperficies V(Fy,429-21),1 = 0,...,9 — 3 se intersectam
transversalmente no ponto de Weierstrass P. De fato, as formas Fy,, 12421 sdo do tipo

s—1
Fn,-+2g—2,1 = XniXQg—Q - Xasts - Z CsinXananv

n=0
onde a soma € tomada sobre as ndo-lacunas. Quando calculamos o vetor gradiente dessas formas
e aplicamos em P(0 : --- : 0 : 1), teremos g — 2 wvetores linearmente independentes, o que
nos leva a concluir que as g — 2 hipersuperficies V (Fp,429—21),1 = 0,---,g9 — 3 se intersectam
transversalmente no ponto de Weierstrass P. Além disso, concluimos também que curva C C P9~1

€ intersecdo completa numa vizinhanca de P.

Até agora o que fizemos foi tomar uma curva Gorenstein C que realiza o semigrupo de Weierstrass
‘H num ponto P e encontramos formas quadraticas que se anulam nos pontos de C. Vamos agora
fazer o processo inverso. Dado um semigrupo H de género g tal que 3 <nj; < ge H #< 4,5 >,

considere as 3(g — 2)(g — 3) formas quadréticas

s—1
Foi = Xa, Xp,, — Xa, Xp, — Y CsinXan Xo, -

n=0
Queremos encontrar condigoes sob as constantes cg;;, de maneira que a interse¢do das hipersu-
perficies V(F;) seja uma curva inteira Gorenstein. Observe que tanto as formas Fs; quanto os

Lemas 3.2.1 e 3.2.2 dependem apenas do semigrupo. Vamos definir as formas

FY— X, Xy — X0 Xo,.

S1

Temos entao o seguinte resultado:

Lema 3.2.4. O ideal I(C(O)) da curva monomial candnica é gerado pelos bindmios quadrdticos

FY— X, Xy — X0 Xo,.

S

Demonstragio. Denote por 19 o ideal gerado pelas formas isobaricas F S(ZO ). Como os pontos de
C®) anulam essas formas, temos 1) c I(C(?)). Vamos agora mostrar que I(C(?) c 1), Como
o ideal I (C(O)) ¢ homogéneo e isobarico, para mostrar que um polinémio de I (C(O)) pertence a
I©) basta mostrar que a soma de seus coeficientes é igual a zero. Aplicando técnicas de bases
de Groebner é possivel estender a base {F. S(ZO )} de I® em uma base de Groebner (para mais
detalhes, veja [29]).

Seja F um polinémio homogéneo de grau r. Dividindo F' pela base de Groebner, obtemos
uma decomposicao
F=YGiFY +R,
s%

onde R pertence ao levantamento da base P-hermitiana A, e para cada duplo indice si, o
polinémio Gg; é homogéneo de grau r — 2. Se F' é isobarico de peso w, entdo cada G; € isobarico
de peso s — w e o resto R é o tinico mondémio em A, de peso w cujo coeficiente é igual a soma
dos coeficientes de F. Assim, se F € I(C(9)), entdao R=0e F € I, O
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Exemplo 3.2.2. O ideal da curva monomial C©) que realiza o semigrupo H =< 6,8,9,10,11 >

do Fxemplo 3.2.1 é gerado pelas 10 formas quadrdticas

ng)l = X§ — XoX12 Fl(g)l = X§ — X6X10 ng)l = X3 X9 — X6X11
F1(§7)1 = XgX10 — X6 X12 Fl(g?g = X§ — X6X12 F1((9)?1 = X9 X109 — XsX11
Fz(g?l = X9 X1 — XgX12 Fg(g?g = X7, — Xs X2 Fg(??l = X10X11 — XoX12

F2(g,)1 = X} — X10X12

Note que as formas quadréticas introduzidas em (3.3) dependem somente do semigrupo H
e da base P-hermitiana fixada no Lema 3.2.1. Desta forma, dado um semigrupo simétrico nao-

hiperelitico H podemos considerar as formas quadraticas FO

o > como no Lema 3.2.4, e tomar

. 0
o desdobramento (unfold) de cada uma delas. O desdobramento consiste em perturbar F gi)
através de combinacOes lineares dos elementos da base P-hermitiana do Lema 3.2.1 cujos pesos
s80 menores que s e os coeficientes sao considerados variaveis, obtendo assim formas quadraticas

como em (3.3).

Exemplo 3.2.3. Vamos exibir as formas quadrdticas Fs; para o semigrupo H =< 6,8,9,10,11 >

do Exemplo 3.2.1. Elas sdo construidas observando a tabela do exemplo. Note que como g = 7

W = 10. Sao elas:

elas sdo, em numero, 5

2

Fio1 = X§ — XoXi12 — c12,1,1 X0X11 — ¢12,1,2X0X10 — €12,1,3X0X9 — C12,1,4X0Xs — c12,1,6 X0 X6 —
2

c12,1,12X;

_ y2

e I = X5 — X6X10 — c16,1,1X6X9 — C16,1,2X6X8 — C16,1,4X0X12 — C16,1,5X0X11 — C16,1,6X0X10 —
2
c16,1,7X0X9 — €16,1,8X0X8 — C16,1,10X0X6 — C16,1,16 X

4 F17,1 = XgXg—X6X11— 017,1,1X6X10 - 017,1,2X6X9 - C17,1,3X6X8 - C17,1,5X0X12 - 017,1,6X0X11 -
2
c17,1,7X0X10 — ¢17,1,8X0X9 — c17,1,0X0Xs — c17,1,11X0X6 — c17,1,17X{)

o Fig1 = XgX10—XeX12—c18,1,1X6X11 —C18,1,2X6X10—C18,1,3X6 X9 —C18,1,4 X6 X8 —C18,1,6 X0X12 —
2
c18,1,7X0X11 — €18,1,8X0X10 — €18,1,0X0X9 — €18,1,10X0X8 — €18,1,12X0X6 — C18,1,18X{)

_ y2

e Igo =Xy — XeX12 —c18,2,1 X6X11 — €18,2,2X6X10 — €18,2,3X6X9 — €18,2,4X6Xg — C18,2,6X0X12 —
2
c18,2,7X0X11 — €18,2,8X0X10 — €18,2,0X0X09 — C18,2,10X0X8 — C18,2,12X0X6 — C18,2,18X{)

e Ig1 = XoX10—XsX11—c19,1,1X6X12—C19,1,2X6X11 —C19,1,3X6X10—C19,1,4X6X0 —C19,1,5X6Xg —
2
c19,1,7X0X12—C19,1,8X0X11 —C19,1,0X0X10—C19,1,10X0X9 —C19,1,11 X0 X8 —C19,1,13X0X6 —C19,1,10 X

4 F20,1 = X9X11*X8X12*620,1,1X8X11*020,1,2X6X12*020,1,3X6X11*020,1,4X6X10*020,1,5X6X9*
€20,1,6 X6X8—C20,1,8X0X12—C20,1,0X0X11—C20,1,10X0X10—C20,1,11X0X9—C20,1,12X0X8—C20,1,14X0X6—

2
020,1,20Xo

L4 F20,2 = Xl(]Xlo_X8X12_620,2,1X8X11_02()A,2,2X6X12_620,2,3X6X11_CQ(),2,4X6X10_020,2¢5X6X9_
€20,2,6 X6X8—C20,2,8X0X12—C20,2,9X0X11—C20,2,10X0X10—C20,2,11 X0X9—C20,2,12 X0 X8 —C20,2,14 X0 X6 —
2
€20,2,20X()
o Iy = X10X11—XoXi0—c21,1,1 X8 X12—C21,1,2 X8 X11—C21,1,3X6X12—C21,1,4X6X11—C21,1,5X6X10—

021,1,6X6X9*021,1,7X6X8*621,1,9X0X12*021,1,10X0X11*021,1,11X0X10*021,1,12X0X9*021,1,13X0X8*

2
c21,1,15X0X6 — C21,1,21 X(
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_v2
o Iy = X7 —X10X12—C22,1,1 X0 X12 — 2212 X8X12—C221,3X8X11 —C22,1,4X6X12 —C22,1,5X6X11 —
€22,1,6X6X10—C22,1,7X6X9—C22,1,8 X6X8—C22,1,10X0X12—C22,1,11 X0X11—C22,1,12X0X10—C22,1,13X0X9—
2
022,1,14X0X8 - 022,1,16X0X6 - 022,1,22X0

Tome o espago afim AN onde os coeficientes ¢y, sS40 suas fungoes coordenadas e considere
X o lugar dos zeros das formas desdobradas. Temos X um fechado em P91 x AN e tome 7
como a restricio de X a segunda projecdo P9~ x AN — AN Dessa forma temos um diagrama

comutativo

c© X

Lk

Spec k — AN

cujas fibras sdo fechados de PN e a fibra especial ¢ C(9). Queremos encontrar condi¢des nos
coeficientes ¢4, de maneira que tomando uma fibra sobre 7w tenhamos uma curva canénica

Gorenstein com um ponto cujo semigrupo de Weierstrass nesse ponto seja H.

(0)

Chamamos de syzygies entre as formas quadraticas F;
Z By FY =

Uma syzygy ¢é dita homogénea de grau n quando os polindbmios Bg; sdo homogéneos de grau

equagoes polinomiais da forma

n — 2, é dita isobdrica de peso w quando os polindmios By; sdo isobaricos de peso w — s e é
dita linear quando os polinémios By; sdo formas lineares. Dizemos que a syzygy ¢é trivial se ela

¢é dada por uma relacdo do tipo BF — FB = 0.

Lema 3.2.5 (Lema da Syzygy). Para cada uma das 3(g —2)(g —5) formas quadrdticas FS(22

diferentes de FQ(S)_2+”1'71’ 1=0,---,9— 3, existe uma syzygy linear isobdrica da forma

XogoFS) +3 7 x, FY = 0

’flS’L
nst

sao inteiros tguais a 1,—1 ou 0, a soma é tomada sobre as nao lacunas

n < 2g — 2 e os duplos indices si tais que n +s=2g— 2+ s, com n < 2g — 2 sempre que FS(ZQ)

onde os coeficientes €L

for diferente de FQ(Q) 94n; 10 =000+, 9 —3.

Demonstragdo. Vamos analisar os casos e apresentar explicitamente as syzygies. Sejam n, m, n;

e n; nao lacunas de H menores que 2g — 2. Para facilitar a notagao, denotaremos F':= F; 0

12 caso: Seja F' = X, X, — XoXp, comn <2g—2e0<n; <n; <n.Se2g—2-—n; ¢ uma
nao lacuna, temos a syzygy

X29—2(Xnanj - XOXn) - Xn(XniX29—2—ni - XOXQQ—Q) + Xn,- (XnXQg—Q—ni - Xn]- X29—2) =0.

Se 2g —2 —nj e 2g — 2 — n sao nao lacunas, encontramos as sygygies de maneira andloga.
Precisamos agora analisar o caso em que 2g —2 —n;,2g9 —2 —nj e 2g — 2 —n sao lacunas. Nesse

caso, usando a simetria de H, temos que

2g—1—(29—2—n;)=n; +1
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¢ uma nao lacuna. Da mesma maneira verificamos que n; +1 e n + 1 também sdo nao lacunas.

Portanto temos a syzygy

Xogo(Xn, Xn; — XoXn) — Xo(Xnp1Xog3 — XnXog 2)— Xog 3(Xpn, 41 Xn, — XoXnt1)+
‘l‘an (Xnﬁ—lXQg—?) - XniXQg—Z) =0

29 caso: Seja F' = Xnan]. — XXy, comn < ng_gem < 2g—2. Se 2g —2—mn; é uma nao

lacuna, entdo ny = 29 — 2 — n; +n também é ndo lacuna e ng < 2g — 2. Entdo temos a syzygy

Xog 2(Xn; Xn; — XnXm) — X (X, Xy, — XnXog2) + X, (X, Xon — X, Xog2) = 0.

Obtemos syzygies de maneira andloga para os casos em que 2g —2 —n;,29 —2 —n e
2g — 2 —m sao nao lacunas. Suponha entdao que 29 —2 —n;,29 -2 —-n;,29g—2—-ne2g—2—m
sejam lacunas. Pela simetria de H temos que n; +1,n; +1,n+1 e m+ 1 sdo nao lacunas. Nesse

caso temos a syzygy

Xog—2(Xp, Xn; — XnXm) — X (Xn+1X2g-3 — XnXog-2)—  Xog—3(Xn,41Xn; — Xn41Xm)
+an (Xni+1X29—3 - Xning—z) =0.

32 caso: Seja F'= Xnanj — X, X94_2. Nesse caso, se considerarmos a soma

Xog_oF — X29—2F(?),

S

anulamos os termos que contém X22g_2 e o caso se reduz a um dos dois casos que ja foram

analisados. O

Exemplo 3.2.4. Vamos encontrar as syzygies dos geradores da curva monomial do FExemplo
7T—2)(7-5
3.2.1. Como g =7 elas sdo, em numero, M

as formas Fl(g?l, F1($,)17 F1(503,)27 Fl(g?l e F2(8?2 existe uma syzygy linear e isobdrica como no Lema. Sdo

= 5. O Lema da Syzygy garante que para

elas:

o Xi9Fi61 + Xglbo2 — X10F18,1 = 0;
o XioFi71 + XgFo11 — X11F181 = 0;
o XyoFigo + Xol11 — X12F181 — X10F20,1 = 0;
e XioFi91 + XoFpo1 — X11F,1 = 0;
o XyoFoo + Xi0Fn21 — X12F0,1 — X11F11 = 0.
Lema 3.2.6. Seja I o ideal gerado pelas %(g —2)(g — 3) formas quadrdticas Fs;. Entdo

k[Xng, -+ s Xng_ylr = Ir + Ayy  para cada v > 2.

Demonstragdo. Seja F' um polindmio homogéneo de grau r e peso w. Vamos provar o resultado
por indugao sobre w.
Se w = 0 entdo F = aX}j, com a € k. Assim F € A, j& que zf, € H(C,7(2g — 2)P).

Suponha que o resultado seja valido para todo peso menor ou igual a w—1. Seja G a componente
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isobarica de peso w de F' e seja R o inico mondémio de A, de peso w cujo coeficiente é a soma dos
coeficientes de G. Entao a soma dos coeficientes de G — R é zero e este é um polinémio isobarico
de peso w. Portanto G — R € I(C"), ou seja, existem Gy € k[X,,, - - - ; Xn,_,] tais que

G-R=Y GuFY.

Se substituirmos G§; por sua parte homogénea de grau r —2, podemos consideré-lo um polinémio
homogéneo de grau r — 2. Da mesma maneira, se o substituirmos por sua parte isobéarica de peso

s — w, podemos consideri-lo um polinémio de peso s — w. Assim, o polinémio
_G=F_ p0) _
F-G=F-) GuF; —R

é homogéneo de grau r e peso menor ou igual a w — 1. Entdo, considerando F; como o unfold

da forma Fs(l0 ), temos que o polinémio
F— Z GsiFsi — R
é homogéneo de grau r e peso menor ou igual a w — 1. Pela hip6tese de inducao, temos
F-Y GiFy—R=> G, Fi+FR,
onde G’; é um polinémio homogéneo de peso w — 1 — s e R’ € A, tem peso w — 1. Daf

— /' . . /
F=) (Gy+Gu)Fs+R J;R .
[SYAvS

el

O]

o L 0 0
Vamos agora substituir no Lema da Syzygy as formas quadraticas F S(Z-) e Fs(,} pelas
formas desdobradas F; e Fgy. O que teremos é uma soma de monomios de grau trés que nao
é igual a zero mas que, pelo Lema 3.2.6, possui uma decomposicdo como soma das fomas Fg;

multiplicadas por uma variével e elementos de Ag :

XogoFuy + Y el XuFo =Y 0l X Fui + Ry

nst nst

onde o somatoério do lado direito da igualdade é tomado sobre as nao lacunas n < 2g — 2 e os
(s'd!

s Sa0 constantes inteiras e Ry sao

duplos indices si onde n + s < s’ + 29 — 2, os termos 7
combinacoes lineares dos monomios ctibicos de A3 que possuem pesos menores que s’ + 2g — 2

distintos dois a dois.

Para cada nao lacuna m < s’ +2g — 2, seja 04, 0 Unico coeficiente de Ry; de peso m.
Esses coeficientes sdo expressoes polinomiais de peso s’ + 2g — 2 — m nas variaveis cg,. Note
que nao perdemos informagoes sobre os coeficientes de Ry se substituirmos as variaveis X,, por
poténcias t" da variavel t. Entdo, para facilitar a notacio, vamos considerar o polinémio

s'+2g—3
ng 4n Ng— m
Rs’i’(t Oat 17"' 7t g 1) = Z Qs’i’mt )
m=0

onde o somatério varia apenas nas nao lacunas m.



Capitulo 3. Sobre o espago M;‘fl 30

Teorema 3.2.7. Seja H C N um semigrupo numérico de género g satisfazendo 3 < ni < g e

H #< 4,5 > . Entdo as %(g — 2)(g — 3) formas quadrdticas Fs; = ©) _ f;% CsinXa, Xp, S€

St
intersectam uma curva inteira canénica Gorenstein em P9~1 se e somente se 0s coeficientes Cgin

satisfazem as equagdes quase-homogéneas gy = 0. Nesse caso o ponto P =(0:0:---:1) é

um ponto liso da curva candénica com semigrupo de Weierstrass H.

Demonstragdo. Suponha que as (g — 2)(g — 3) formas quadréticas Fy; se intersectem em uma

curva inteira canénica Gorenstein em P91, Como

(Slil) (Sli/)

Ry = XogoFgi + Y _ent ' XoFsi — Y i XnFyi,

nsi nsi
temos que cada Ry pertence ao ideal I gerado pelas formas Fy;, o que implica Ry (g, -+ , Zn go1) =

0 para todo s'i’. Temos também
s'4+29—3

RS’Z” (xnoa e ’xng_l) — Z Os'i'm~=s'i'm»

m=0

onde zgjmy, ¢ um mondmio de peso m nas fungdes-coordenada Ty, ,Tn, ;, € portanto tem

divisor de polo mP. Como ¢ o tinico com esse peso e Ry (Tpg, -+ ,Tn, ;) = 0, segue gy, = 0.

Reciprocamente, suponha que os coeficientes cg;;, satisfacam as equagoes 941, = 0. Pela
Observagao 3.2.1, temos que as g — 2 hipersuperficies V (Fbg_94n; 1) C P9t g=0,---,9—3, se
intersectam transversalmente em P(0: ---:0: 1), ou seja, a intersegao dessas hipersuperficies é
uma curva algébrica inteira projetiva, lisa no ponto P, que denotaremos por C. Precisamos agora
mostrar que essa curva ¢ Gorenstein e canonica. Sejam Yy, -, Yn,_, as fungdes-coordenada de
C. Como as fungdes coordenada nao sao unicamente determinadas, podemos supor y,, , = 1.
Pela simetria de H temos ng—1 —ny—o = f2 —£1 = 1, e portanto, como a ordem de polo y,, , ¢
zero em P, t :=y,, _, ¢ um parametro local de C em P € yp, "+ ,Yn,_5 sdo séries de poténcias

na varidvel ¢ de ordem maior que 1. Analisando as g — 2 equagoes Fy_24p,;1 = 0, como

Fog oin;1 = Xn; Xn,, — X, - Xny_,... — ( termos de menor peso),
temos
Yn; = Yn; * Yny + - (poténcias de grau maior) = ¢"9=17" 4 ... = tgg_LH'",
parai=0,---,g— 1. Portanto os inteiros ¢; — 1,7 = 2,--- , g s@o as ordens de contato de C com

os hiperplanos V(X;).

Por hipétese temos que os restos R/, que sdo em nimero %(g —2)(g — 5), sdo iguais a

zero. Portanto as syzygies das formas quadraticas desdobradas sao da forma

Xog-oFyi + 30X, Fy = S 0l X, Fy = 0.
nsi nsi
Substituindo as variaveis Xpy, -+, Xp,_, pelas funcgdes-coordenadas yny, -+ ,yn,_, de C, te-
mos um sistema linear homogéneo de (g — 2)(g — 5) equagdes nas 3(g — 2)(g — 5) fungdes
Fyrit(Ynos 1 Yny_1) com coeficientes em k[t]. Como os indices triplos nsi de € e 1 satisfazem

n<2g—2n+s=5+29—2en<29g—2n+s<s +2g— 2, respectivamente, temos que
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a diagonal principal da matriz do sistema é igual a 1 enquanto as demais entradas tem ordens

positivas. Assim a matriz é invertivel e Fy;(Yng, -+ ;Yn,_,) = 0 para todo indice si.

Seja I o ideal gerado pelas %(g —2)(g — 3) formas Fy;. Pela afirmagao feita acima, como
Fsi(yno, e 7yng,1) = 0, temos I C I(C)

Pelo Lema 3.2.6, como k[ X, -+, Xy, ]» = I + A;, temos
dimk[Xng, -+, Xn,_1|r < dim I + dim A, = dim A, > codim I,
para cada r > 2. Por outro lado, como I,.(C) N A, = 0, temos dim A, = codim I,.(C), e dai

codim I, = codim I,(C) = dim A, = (2r—1)(g—1)
=2rg—2r—g-+1
(29 —2)r+1—g.

Portanto I(C) = I e a curva C tem polinémio de Hilbert
h(r) = (29 =2)r+1-g,

ou seja, C tem grau 2g — 2 e género aritmético g.

Intersectando a curva C C P9~! com o hiperplano V(Xp,_,) temos o divisor D := (29 —
2)P de grau 2g — 2 cujo sistema linear completo |D| tem dimensdo g — 1. Por Riemann-Roch
para curvas completas inteiras, segue que o divisor D é canonico e C é uma curva Gorenstein

canonica.

O

Como as fungdes z,, ndo sdo unicamente determinadas por seu divisor de polo nP, po-
demos normalizar (zerar) alguns coeficientes ¢y, das formas quadraticas Fs;. Dessa forma, se

fizermos a transformacao
n—1

m=0
onde 0s dy.;, s&0 constantes, ndo trocaremos a ordem da funcdo em x, em P. Assim é possivel
normalizar % g(g — 1) coeficientes cg;,. Dessa maneira, fazendo essa normalizagdo, a unica liber-
dade que temos é fazer z,, — c"x,,, i =0,---,g — 1 para algum ¢ € G, (k) = k*. Isso resulta

na compactificagao de le'flz

Teorema 3.2.8. Seja H C N um semigrupo simétrico de género g satisfazendo 3 < ny < g e
H #£< 4,5 >. As classes de isomorfismos de curvas Gorenstein completas inteiras pontuadas

com semigrupo de Weierstrass H correspondem bijetivamente das drbitas da ac¢io de Gy, (k)

(C,"‘ ,Csirm...);_)(... 7CS_nCSiTL7“')

no cone quase-afim de vetores cujas coordenadas sdo os coeficientes cgin das formas quadrdticas

normalizadas Fg; que satisfazem as equagdes quase-homogéneas oyt = 0.
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Exemplo 3.2.5. Vamos agora concluir o Exemplo 3.2.1, ou seja, encontrar a dimensdao do
espaco projetivo em que a compactificacdo do espaco de moduli das curvas pontuadas de género

g =T com semigrupo de Weierstrass H =< 6,8,9,10,11 > estd mergulhado.

Podemos normalizar %g(g — 1) = 21 coeficientes das formas do exemplo 3.2.3. Como as

funcodes-coordenadas ndo sao unicamente determinadas, podemos fazer a mudanca

X — Xg+ agXp
Xg +— Xg+ b2Xg+ bgXg
X9 — X9+ c1Xg+ c3Xg+ c9Xp
X0 = X0+ diXg+ doXs + dyxzg + d1oXo
X1~ Xyt e X+ eaXg+e3Xg + es Xg + €11 Xo
X2 = Xio+ fiXnu + foXio + f3Xo + f1Xs + fe X6 + f12X0

onde 0s a;j, b;,ci,d;,e;, fi € k e os indices representam os pesos dessas constantes vistas como
variqveis. Isso significa que podemos normalizar (zerar) coeficientes das formas Fs; com os
pesos das 21 constantes a;, b;, ¢;, d;, e;, fi. Os coeficientes normalizados podem ser escolhidos de

maneira aleatoria. Vamos entdo fazer:

e Para Figy: c181,1 = C18,1,2 = C18,1,3 = C18,1,4 = C18,1,6 = C1818 = C18,1,9 = C18,1,10 =

c18,1,12 = 0.
e Para Fy1: c20,1,1 = €20,1,2 = €20,1,3 = €20,1,4 = €20,1,5 = €20,1,6 = €20,1,11 = 0
e Para Fa11:¢2111 = 2112 = ¢21,1,3 =0

e Para Fa1 o211 = C2212 =0

Substituindo as formas nas syzygies por seus unfolds com os coeficientes ja normalizados,
encontramos 27 equagdes que envolvem os coeficientes dos unfolds. Essas equagdes foram encon-
tradas utilizando um algoritmo implementado no MAPLE que se encontra no Apéndice. Apds
uma andlise vemos que algumas dessas equagoes podem ser desconsideradas por serem iguais
a outras ou combinacdes de outras. A forma com o menor nimero de termos que envolve o0s

coeficientes dos unfolds €

2 2
€12,1,17°€12,1,2€16,1,4C17,1,7 T €12,1,1€12,1,2€16,1,4C18,2,8 T €12,1,1€12,1,2€16,1,5C17,1,7 + 2 €12,1,27C16,1,4C17,1,7
2
+€12,1,1€16,1,4C18,2,10 — €12,1,1€16,1,7€17,1,7 + €12,1,1C17,1,7" + €12,1,2€16,1,5C18,2,8 + 2 €12,1,2€16,1,6C17,1,7
+C12,1,3€16,1,4C18,2,8 + €12,1,3€C16,1,5C17,1,7 + €12,1,4C16,1,4C17,1,7 + C16,1,5C18,2,10 + C16,1,7C18,2,8

+c16,1,8C17,1,7

As duas primeiras formas sdo iguais d forma acima. As demais formas tem, respectivamente,
44,47,52,52,52, 65,67, 68, 75,89, 105, 105, 114, 122, 135, 230, 340, 459, 482, 615, 836, 864, 1971, 2324

e 2922 termos e todas elas est@o em funcao dos 17 coeficientes

{c12,1,1,€12,1,2, €12,1,3, C12,1,45 C12,1,65 C12,1,12, C16,1,4, C16,1,55 C16,1,6, C16,1,7, C16,1,85 C16,1,105 C17,1,7
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€17,1,9, C18,2,8, C18,2,10, 618,2,12},

que sdo um total de 17. Dessa forma, temos
MM C P
Para esse semigrupo, temos \(H) = [End(H) : H] =1 e 29 — 2 + A\(H) = 13. Usando a cota

superior de Deligne-Pinkham, temos dim /\/l;fl < 13. Usando o Teorema 2.2.6, temos TV =0 e

usando a cota de Contiero-Fontes-Stevens-Vargas, temos dim ./\/lz,'fl > 13 e entao dim M;{J =13
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4 |ntersecoes completas e pontos de Weiers-

trass

O objetivo desta tese é estudar a geometria do espago de moduli das curvas pontuadas
com género g e semigrupo de Weierstrass simétrico H a partir da geometria da curva monomial
afim Cy := Spec k[H]. Serdo demonstrados dois principais resultados. No primeiro deles assumi-
remos que a curva monomial Cyy C A", onde r é a dimensao de mergulho, é interse¢ao completa.
Para o segundo resultado assumimos que a curva monomial afim Cy é localmente intersecao

completa. Como as demontragdes sdo distintas, separamos esse capitulo em duas seg¢oes.

4.1 Cy é intersecao completa
Nesta se¢ao utilizaremos a compactificacao de M;ﬁ feita em [10], apresentada na segao
4.2 do capitulo anterior.

Seja ‘H um semigrupo numérico simétrico e nao hiperelitico de género g. Sabemos que

esse semigrupo ¢é realizado pela curva monomial candnica
CO .= {(am0bfs—1 : gMplo17 L g Y (a1 b) € P C P9

no ponto P(0:---:0:1) e que seu unico ponto singular é (1:0:---:0).

Considerando a carta afim Xy = 1, a parametrizacdao de C (0)| X,=1 ¢ dada por
C(0)|X0=1 = {('1‘/'”1’-1577'27 . 7tngfl)| te Al} C Ag—l

e seu anel de coordenadas é k [C(O)\ onl} = @ kt".
neH

Sejam aq,- - ,a, os geradores minimais de H e considere a curva monomial afim
D= {(, - )€ A} C AT

Seu anel de coordenadas é k[D] = @ kt"™ e portanto k[D] ~ k [C(O)| onl}. Como duas varie-

neH
dades afins sdo isomorfas se e somente se seus anéis de coordenadas sdo k- algebras isomorfas,

temos D ~ C(O)\onl.

Note que se consideramos a carta afim Xy = 0, o tnico ponto de C(?) é PO:...:0:1),
e portanto a projetivizacao de C(©) | x,=1 consiste em adicionar apenas o ponto ! P. De maneira

andloga, a projetivizacdo de D consiste em adicionar apenas o ponto 2 Q(0 : ... : 0 :1). Com

10O ponto P dado por Xp = 0 coincide com o ponto escolhido através da secio o na construcio de Pinkham
descrita na segdo 3.1
2Este é o mesmo processo da compactificacio das fibras feito por Pinkham na secéo 3.1
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isso concluimos que as curvas projetivas C(9) e D), que sdo as projetivizacoes de C(0)| Xo=1€¢D,
respectivamente, também sdo isomorfas. Dessa maneira podemos construir a projetivizacao do

espago de moduli M;‘l considerando a curva D©) no lugar da curva C(.

Observacdo 4.1.1. Durante o texto utilizaremos as notagoes C9, D e DO para nos referir ds

curvas definidas acima.

Seja C uma curva projetiva inteira e Gorenstein de género g definida sobre um corpo
algebricamente fechado k, P um ponto liso de C e H o semigrupo de Weierstrass simétrico de
género g de C em P. Utilizando a mesma construcao feita no capitulo anteiror, supondo H nao

hiperelitico, o0 morfismo candnico
. . . . -1
(Tng : Tny 2 ov i, y): C—PI

¢ um mergulho e C pode ser vista como uma curva de grau 2g — 2 no espaco projetivo P91,

onde os inteiros £; — 1, para i =1,..., g, sdo as ordens de contato da curva com os hiperplanos
V(X;),i=1,...,9—1,em P=(0:...:0:1). Sabemos também que as formas quadraticas
s—1
Fyi = Xa, Xo,, — Xa, Xp, — Y sinXan Xo,
n=0

construidas em (3.3) sdo identicamente nulas em C e que as g — 2 hipersuperficies quadraticas
V(Fog—24n;1), 1 =0,...,9 — 3, se intersectam transversalmente no ponto de Weierstrass P, ou

seja, numa vizinhanca do ponto P a curva C é interse¢do completa e seu ideal é gerado pelas

g — 2 formas quadraticas Fog_24pn; 1,7 =0,...,9 — 3.
Seja H um semigrupo numeérico, 0 = ng, n1, ..., ng—1 seus geradores canonicos € ar, - - - , ar
seus geradores minimais. Considere os anéis de polinémios k[ X, -+, X, ;] € k[Xq,, ..., X4, ]

e associe para cada varidvel X}, o peso w(X}) = k tal que w(X}) = a-w(X}). Definimos o mapa

0 K[Xng,eo Xn, 1] — kK[Xa,..., Xa,]
XTL() 'H 1
X, — XglXgr

onde n; = ajaq + - - - + apoy, € para 0s menores pesos n;, as poténcias «; devem ser as maiores
possiveis. Entdo IT é um homomorfismo de algebras graduadas em que a graduacao é dada nos

pesos das variaveis.

Definicao 4.1.1. Chamaremos o homomorfismo acima de mapa de implosdo.

Observe que o isomorfismo entre os anéis de coordenadas k[D] = @ kt" e k[C|x,—1] = €P kt"

neH neH
¢ induzido pelo mapa de implosdo II, j4 que para n; € H, temos " = @19t Faar  onde

ai,--- ,ak sao os geradores minimais de H.

Como veremos a seguir, podemos fazer a construgdo da compactificagdo do espaco de mo-

duli utilizando os polinémios "implodidos", ou seja, considerando um polinémio de k[ X,,,, ..., X

s Ang

como um polindémio de mesmo peso em k[X,,,..., X, | via o mapa de implosdo. Faremos isso

]
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também com a base P-hermitiana de H°(C,r(2g — 2)P). Construimos essa base no capitulo an-
terior, formada por mondmios de grau r em @y, ..., %n,_, cujas ordens de polo em P sao todas
distintas. Tomando o levantamento desta base temos um espago vetorial em k[Xp,, ..., Xy, _,]
gerado por mondmios de grau r com pesos distintos e denotamos essa base por A,. Se fizermos
a implosdo dos elementos de A, teremos um espago vetorial em k[X,,,..., X,,] e, apesar de
termos perdido o controle sobre os graus desses monomios, temos a garantia de que os pesos sdo
iguais aos pesos dos monomios originais, ou seja, todos distintos. Denotaremos por I';. o espago

vetorial em k[X,,, ..., X,,] dado pelas implosdes dos mondmios de A,.

Nosso objetivo é mostrar que se a curva D é intersecdo completa, a compactificagdo do
espaco de moduli pode ser construida através de relagoes lineares nos coeficientes dos unfolds

dos geradores do ideal de D.

Teorema 4.1.1. Seja C uma curva Gorenstein e H um semigrupo que € intersecio completa.
Entao C realiza H num ponto liso P se e somente se C € obtida pelo unfold dos r — 1 polinémios

isobdricos que geram D.

Demonstragdo. Sejam C uma curva Gorenstein, P um ponto liso de C tal que C realiza H em P
e seja

(o : @y oot Tpy_y) :C P9t

o mergulho canénico. Pelo Teorema 3.2.7, sabemos que C é dada por 3(g — 2)(g — 3) formas
Fy = FS(? ) _ i_:% CsinXa, Xb,, COM Cgyn elementos em k unicamente determinados, ou seja, C
é dada pela deformacio da curva monomial canénica C(©). Disso concluimos que C|x,=1 é dada
pela deformagao de C(O)] Xo=1, j& que quando fazemos Xy = 1 nao alteramos as condigoes sobre

as formas Fy; para que estas se intersectem em C.

Por outro lado, se implodimos as formas Fj;, ou seja, se fazemos II(Fy;), temos um
mergulho @ : C — P", onde acrescentamos um tinico ponto no infinito na curva afim V (II(Fy;)) C

A", onde r é exatamente a dimensdo de mergulho. Entéo C|x,=1 ~ ®(C)|x,=1 C A".

Seja
D := Speck[H] = {(t",... ,t"),t € A} C A7
a curva monomial afim interse¢do completa dada pelo semigrupo #H e sejam Gy € k[X,,, ..., Xq,],
j=1,...;,7—1, 08 r — 1 polinbmios isobaricos de peso k que geram o ideal de D. Como D e

)] X,=1 s@0 isomorfas e esse isomorfismo ¢ induzido pelo mapa de implosao II, temos

) r—1

I (FY) =3 MG,
j=1

onde My;; € k[X,,,..., X, ] é um polinémio isobarico de peso s — k. Entao temos

r—1

II(Fy) = Z M,;;Grj + Z d; B,
j=1 i

onde i varia entre as nao lacunas de H menores ou iguais a s, d; € k e 8; € I's, que é a base
P-hermitiana implodida de H(C(),2(g — 2)P).
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Seja N a cardinalidade do conjunto de todos os coeficientes dos unfolds dos polinémios

II(F;). Entdo temos a deformagao

C(O)\onl *)C(O)|X0=1 % AN

Speck AN

onde 7 1((0,0,---,0)) = C©|x,—1 e para algum s € AN, 7 (s) = C|xy=1-

Seja
Grj = Gij + Z eifBi,

com ¢ variando entre as nao lacunas menores que k e 3; € I's, o unfold de um dos polinémios

isobéricos geradores de D. Como os polindomios G; sao implosoes de certos F; ;0 ), temos que o
conjunto formado pelos coeficientes dos unfolds C?;; é um subconjunto de AV, e portanto temos

a deformacao da curva D

D D x AN
Speck AN

tal que para algum z € AN, 77! (2) = ®(C)|x,=1. Note que ¢ é uma deformacio isomorfa & 7, ja
que temos o isomorfismo « : C(9) |xo=0 X AN — D x AN induzido pelo mapa de implosio. Como
a deformagao de uma curva interse¢cio completa é ainda uma curva intersecdo completa [2] ,
®(C)|x,=1 ¢ intersegdo completa. Portanto ®(C)|x,=1 ¢ dada pelo unfold é\]; das Gy;. Projeti-
vizando os unfolds é;] por Xy obtemos a curva ®(C). Como ®(C) é isomorfa a C, concluimos
que C é dada pela projetivizacao dos unfolds dos geradores da curva D.

Reciprocamente, seja D C A" a curva monomial afim dada por H e C©) ¢ P9~1 a curva
monomial canoénica que realiza H em P(0:...:0:1). Sejam Fs(f) as 1(g — 2)(g — 3) formas

geradoras de C(9). Considere as syzygies dessas formas dadas pelo Lema das Sygygy 3.2.5

SS/Z" = X29_2FS(22 + Z 67(15;;’)XnF§0) = O

7
nsi

e tome a implosdo dessas syzygies. Como a curva D é intersecdo completa, essas implosoes sao

combinacoes dos geradores Gy, -+ , G r—1 de D:
r—1
I(Syi) = Z My ;Grj =0,
j=1

onde os Myy; € k[Xq,,...,X,,] sdo polindmios isobéricos de peso s’ — k. Como visto na segao
2.3, as relacOes entre os polindémios Ggi,t = 1,...,7 — 1, provém de relacbes triviais, ou seja, as
implosdes das syzygies das formas geradoras de C(9) ou sio identicamente nulas ou sdo syzygies
triviais. Se a implosdo for nula, ndo ha o que fazer. Se a implosdo for uma syzygy trivial, ou

seja, uma syzygy do tipo MGy; — MG}; = 0, quando substituimos Gy; por seu unfold C?k/j, as
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relagoes ogy1m = 0 entre os coeficientes dos unfolds, dadas pelo Teorema 3.2.7, sdo trivialmente
satisfeitas, ja que cada monomio isobarico de peso w da base I'y tera coeficiente cg; — cg4, O
que é trivialmente nulo. Com isso concluimos que nao existem relagOes entre os coeficientes
dos unfolds dos polindmios Gy;. Observe ainda que se projetivizamos esses unfolds por X, nao
perdemos nenhuma informacgao dos coeficientes, ja que Xy tem peso zero. Portanto, quando
a curva monomial afim é intersecdo completa, o Teorema 3.2.7 é satisfeito trivialmente, ou
seja, a projetivizacdo dos unfolds das formas geradoras da curva D se intersectam numa curva

Gorenstein em P" que realiza o semigrupo H em Q(0:...:0:1). O

A construgao da compactificagdo do espago de moduli no capitulo anterior é feita em
dois passos. Primeiro substituimos as formas quadraticas F ;0 ) por seus unfolds nas syzygies
dadas pelo Lema da Syzygy e encontramos relagoes entre os coeficientes cg;,. Pelo Teorema
anterior, quando a curva monomial afim na dimensdo de mergulho é intersecdo completa, nao
obtemos relaces entre esses coeficientes, ou seja, para esse caso, ndo temos o primeiro passo
da compactificacdo. O segundo passo consiste em normalizar (zerar) alguns coeficientes. Como
as fungbes coordenadas z,,n € ‘H e n gerador minimal, ndo sdo unicamente determinadas, pois
sdo apenas fungoes que possuem ordem de polo n no ponto em que o Weierstrass é realizado,
podemos fazer as seguintes mudancas:

n—1

m=0
onde os coeficientes d,,,, sdo constantes. Como existem r geradores minimais em H, podemos
zerar %r(r + 1) coeficientes com pesos determinados nos unfolds dos polinémios geradores da
curva afim intersecdo completa. Apds essa normalizacdo a tnica mudancga que podemos fazer é
transformar z,, — ¢"x,,,i =1,...,r — 1, para algum ¢ € G,,(k) = k*. De acordo com [29], os
coeficientes dos unfolds normalizados formam uma base para a parte negativamente graduada
do primeiro médulo de cohomologia do complexo cotangente Tulg’[;_l]. Com isso concluimos que
a projetivizacao de ./\/lz]“fl ¢ um fechado de P(Tﬂi’[;”). Em [29, Apéndice| existe a observagao de
que ainda néo era conhecido, exceto para semigrupos gerados por 4 elementos, quando o espaco
de moduli deixa de ser apenas um fechado em P(Tﬂi’w_ﬂ) e passa a ser todo esse espaco. Com o

teorema anterior somos capazes de responder a essa pergunta.

Teorema 4.1.2. Seja H um semigrupo simétrico de género g > 2 gerado minimamente por r

elementos. Se Spec k[H] < A" € interse¢io completa, entdo M?;{J = P(Tﬂlg’[;t]).

Um corolario imediado do Teorema acima, obtido de maneira independente e sem utli-
zacdo de deformagbes versais ou equivariantes, é conseguido através de uma simples aplicacao

do critério Jacobiano.

Corolario 4.1.3 (Schlessinger [27] and Pinkham [24]). Se um semigrupo numérico é intersec¢io

completa, entdo ele € realizado como o semigrupo de Weierstrass de uma curva lisa.
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4.2 (Cy é intersecao completa local

Como dito no inicio deste capitulo, nesta segunda secdo assumimos que a curva monomial
afim Cy := Speck[H] é uma intersecao completa local. Em toda essa tese qualquer compactifica-
¢ao de Cy em um espaco projetivo é sempre construida adicionando somente um tnico ponto liso
no infinito. Além disso, a curva monomial afim tem um tdnico ponto singular, a saber a origem
0, que é unirramificado e seu grau de singularidade é g = g(H). Portanto, a curva monomial
afim Cy, ou qualquer compactificagdo associada, é uma intersecdo completa local se, e somente
se, Spec Oc,, 0 ¢ uma intersecdo completa. Apesar do cardter local de nossa hipétese sobre Cy,

a prova do resultado principal desta secao é feita por métodos mais globais.

Seja C uma curva algébrica, inteira e projetiva de grau d definida sobre um corpo k
algebricamente fechado de caracteristica zero. Seja P o tnico ponto singular de C e Op o anel
local de C em P. Denote por Op sua normalizacao. Definimos o grau de singularidade de C em

P como

0 = dimy gi

Considere a sequéncia exata
0= Te — Tpne = Ne = TH = 0.
Tomando a caracteristica de Euler dos feixes dessa sequéncia, temos

X(T') = X(Te) = X(Ten|) + X (Ne).

O feixe (¢, das diferenciais de C pode nao ser livre de torgdo, mas o feixe tangente 7T¢

é um feixe de ideais fraciondrios. Assim, pelo Teorema de Riemann—Roch, temos:
X(Tc) = deg(Te) +1 -9,

onde g é o género aritmético de C. Seja C o modelo nio singular de C e g seu género geométrico.

- @ L :
Em geral, g =g+ Z dika—P. Como P ¢ o tnico ponto singular de C, temos
2 P

O feixe de diferenciais {5 do modelo nao singular é localmente livre de posto 1 e grau 2g — 2.

Entao 7;j~ também é um feixe localmente livre de posto 1 e tem grau 2 — 2g. Temos

Teo Tz,
deg (Tc) — deg(T- Z dlmk Z dimy ==
QeC Oq 0cC Q
Como P é o tnico ponto singular de C, temos
T 7-8 . Derk((’)p) . Derk(ép)
d —d dimy —* — dimy =% = dim ———— — dimp ————=.
eg (Tc) — deg(T;) = dimy 0, — dim o, my —5> imy on
Como Op C Op ¢ Derk(@p) é um @p—médulo, temos
dimy 7Derﬂi((9p) = dimy 7Derk(OP) dimy — Or

Op Op Op
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Dai
. Derg(Op) .. Derg(Op) . Derg(Op) .. Derg(Op) .. Op
dimpy ————— —dimp ————— =dimpy ———— — dimp ————— + dimy —
imy o imy o imy O ) 1my ?P + dimy Op
. erg(Op) . P
my er (Op) -+ dimy Op
Assim, definindo B
. Derg(Op)
=d _—
B e D e (0p)
temos
deg (7c) = deg(Tz) — p+6 = deg(Te) =2 — 29 — p+46.
Entao

X(Te) =2—-2g—pu+d+1—g
=2—-294+20—pu+d+1—g
=3-39+30—p

Para qualquer feixe coerente F livre de tor¢ao sobre uma curva reduzida, temos
X(F) =rank(F)(1 — g) + deg F.

O feixe normal N¢ tem posto igual a codim(C,P") =n — 1 e o feixe Tpn|. tem posto n. Assim,

X(Ne) — X(Tpn,) = rank (Ne) - (1 — g) + deg (Ne) — rank (Tpn|,) - (1 — g) — deg (Tpn),)
= (n—1)(1 = g) + deg (Ne) — n(1 — g) — deg (Tpn),)
=g — 14 deg (Nc) — deg (Tpn,,)-

Como Tpn|, = Tpn ® Oc, tomando a n-ésima poténcia exterior, temos
n n
/\ Terle = /\ Ter @ Oc

= (CL)]PJTL)\/ ®OC

Entao deg(A\" Tpn|,) = deg(Tpn|.) = deg(Opn(n + 1)) - deg(C), e portanto

deg(Tpni.) = d(n +1).

Temos o seguinte resultado em [16, Teorema II1.7.11]:

Teorema 4.2.1. Seja X um subesquema fechado de IP’E](V que ¢ intersecao completa local de

T
codimensdo r. Seja I o feize de ideats de X. Entdo wg = wpn|c @ /\(I/Iz)v. Em particular,

wS € um feize invertivel em X.

Assumindo que C é uma curva que é intersecio localmente completa, do teorema acima

obtemos que deg(we) = deg(wpn|c) + deg(A"(Ne)). Como deg(A"(Ne)) = deg(Ne), temos

deg(Ne) = deg(we) — deg(wpn|c)
=29—-2+d(n+1).
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Portanto X' (N¢) — X (Tpn|,) = 3g — 3.

Como T! é um skycraper suportado na origem, X' (T!) = h°(T!). Entdo

(T = X(Ne) = X(Tpny,) + X((T)e)
—3g—343-3g+35—p
=30 — u.

Portanto acabamos de provar o seguinte resultado:

Lema 4.2.2. Seja C uma curva projetiva inteira que é uma intersegdo completa local. Se P € o

unico ponto singular de C, entdo

deg(T") = h%(T") =36 — p,

Derk(Op)
Derk(Op) '

onde 0 € o grau de singularidade de P e p := dimy

Seja H um semigrupo numeérico e Cy = Speck|[H]. Vamos analisar o conjunto Dery (k[H]).
Uma k-derivacdo D : k[H] — k[H] se prolonga a uma k-derivacdo D : k[H],, — k[H]s,,

F
onde k[H],, ~ k[t,t!]. Para F € k[t,t7!] temos D(F) = aD(t). Portanto, para que D €

Dery (k[H]) devemos ter D = hgt’ com h := D(t) € k[t,t7!] tal que nht"~! € k[H], j& que,
por definicio, D(t") = nt"~1D(t). Assim, como chark = 0, temos ht"~! € k[H] para todo
n e H\ {0}

O polindmio de Laurent h é da forma h = Y ¢, t™ ! € k[t,t7!] com m € Z e ¢, ndo
nulo apenas para um ntmero finito de termos. Para que ht"~!
m +n € H para todo n € H \ {0}.

pertenca a k[H], devemos ter

0
Portanto, se D : k[H] — k[#H] é uma k-derivagio, entdo D = ha, com h = Y cpt™ Tt
em € End(H), onde
End(H) :={a € N|la+n € H,Vn € H}.

Temos entao o seguinte resultado:

Lema 4.2.3. Seja H um semigrupo numérico de género g > 0, vale

0

Dery (k[H]) = ]k[End(H)]ta.

Note que End(H) C N. De fato, seja ¢ o condutor de H. Entéo ¢y = ¢ — 1. Dado m € End(H),
temos m+ec,m+c+1,m+c+2--- € End(H), o que significa que m + ¢ > ¢4, e isso implica

m >, —c= —1, ou seja, m € N.

Como End(H) C N, é fechado para a soma e contém o zero, End(H) é um semigrupo
numérico que contém H. Além disso, End(H) D H U {{,}. Para verificar essa informagao basta
mostrar que ¢, € End(H). De fato, dado n € H \ {0}, temos ¢4 +n € H, ou seja, {; € End(H).

Proposicao 4.2.4. End(H) =HU{{,} se e somente se H € simétrico.
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Demonstragio. Suponha que End(H) = H U {{,} e seja ¢; uma lacuna de H. Para mostrar que
H ¢ simétrico basta mostrar que ¢, — ¢; € H. Se £, = {;, estad provado. Suponha entao #; < £,.
Como ¢; ¢ End(H), existe n € H tal que ¢; +n ¢ H, e portanto ¢; +n = £, com j > i. Se j = g,
estd demostrado. Se ndo, repita o processo para /; até se esgotarem todas as lacunas. Portanto
‘H é simétrico.

Reciprocamente, suponha que exista m € End(H) tal que m ¢ End(H) e m # (4. Entao
m é uma lacuna de H estritamente menor que £,. Como H ¢é simétrico, £, — m pertence a H.

Assim ¢y = (¢, —m) +m € H, o que é contradigao. O

Com o exposto acima, temos todas as condigoes necessarias para enunciar e demonstrar

o Teorema principal.

Teorema 4.2.5. Seja H um semigrupo numérico tal que a curva monomial afim Cy associada
€ ndo-hiperelitica e uma intersecio completa local. Se Mz;fl ¢ nao vazio, entdo M;'fl admite uma
compactificacio tal que
H J— 177
M = P(Tk[m).

Demonstragio. Seja Cy = Spec k[H] uma curva monomial que é uma interse¢io completa local.
Entéo sua tnica singularidade 0 é do tipo Gorenstein e H é um semigrupo simétrico, ou seja, a
ultima lacuna de H é £, = 2g — 1. Seja C o fecho projetivo de Cyy em P". A curva C difere de Cy
apenas do ponto no infinito e o feixe dualizante de C ¢é invertivel. Por hip6tese a curva C é nao-
hipereliptica, ou seja, H #< 2,2g — 1 >. Entao, por [17, Teorema 4.3], o feixe dualizante induz
um mergulho de C em PY9~!. Logo podemos considerar C como uma curva monomial de género
g egrau 2g — 2 em P91, Tomando 0 =ng < ny < --- < ng o sistema canonico de geradores de
Hel=1/0 <2=/ly <---<{y=2g—1 o0 conjuto de suas lacunas, uma parametrizacao de C é
dada por
C = {(a™blo-1 : gMbls—17L ... g 1p Y (a1 b) € P} Cc P9

Como C é uma curva racional com um tnico ponto singular unirramificado, o grau de singu-
laridade em O é g, e pela Lema 4.2.2, temos que a dimensao do espaco das secoes globais do

primeiro médulo do complexo cotangente é
R(T!) = dim T (k[H]) = 39 — p.

Para calcular o invariante p podemos substituir o anel local Qg pela k-algebra das fungoes
regulares da curva afim Cx. Entao,

Dery (kt])

Dery (k[H])

Como vimos anteriormente no Lema 4.2.3, Dery (k[H]) = k[End(H)]t 2 e entdo p = g+1—A(H),
onde A(H) = #(End(H) \ H). Pela Proposigao 4.2.4, temos A\(H) = 1. Assim,

n = dimk

Como Cy possui uma acao natural do grupo multiplicativo G, = k*, o primeiro médulo do
complexo cotangente T]llg[?-i] ¢ um modulo graduado e pode ser escrito como

1 1,— 1,+
Ty = Ty © Tijgys
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e portanto
1,—

dimy TH = 2¢g — dimy Tk[H].

Como foi mostrado na secdo , Stohr construiu uma compactificacdo para o espago de moduli

/\/lzyil acrescentando as curvas Gorenstein no bordo, onde /\/lz;ll ¢ um subconjunto fechado de
) K

P(Tﬂlg’[;[]). Como vimos na Introdugéo, c.f. (1.1), foi provado que se M;’fl é nao vazio, entao
dim ./\/l;fl > 29 —2+ A(H) — dim Tulg’[;;].

Por hipdtese M;‘l é nédo vazio e portanto M;{J é um subconjunto fechado de P(Tﬂlg’[;”) tal que

dim M2, > 29— 2+ \(H) — dim T,

k[H]
=29 -2+ 1—-2g+dim T,
. 1,—
= dim Tk[%] -1,

ou seja, M;{I ¢ um subconjunto fechado de P(Tﬂlg’p—ﬂ) com dimensao maior ou igual a dimensao

do ambiente, dim Tulg’[;l] — 1, donde concluimos

O

Observagao 4.2.1. Observe que a principal diferenca entre os Teoremas 4.1.2 e 4.2.5 € que a
forte hipdtese de que a curva monomial afim € intersecdo completa foi substituida pela hipotese
mais fraca de que a curva é apenas localmente intersecdo completa. Contudo, o preco a se pagar

€ assumir que o semigrupo H € realizdvel.

O seguinte corolario decorre de maneira imediata:

Corolario 4.2.6. Seja um semigrupo numérico ndo-hipereliptico tal que Cy € uma intersegdo
completa local. Se H € realizdvel, entdo Cy pode ser negativamente deformada sem nenhuma

obstrucao.

4.3 Exemplos

Vamos agora calcular o espago de moduli de alguns semigrupos simétricos com geradores
minimais a1, --- ,a, tais que a curva monomial afim em A" é intersecdo completa. A maioria
dos resultados encontrados na literatura sdo para semigrupos com género baixo. O resultado
demonstrado na secdo anterior independe do género e para mostrar esse fato faremos exemplos

com semigrupos de género alto.

43.1 Exemplo em A?

Considere o semigrupo simétrico H =< 4,7,10 > de género g = 7. O sistema canénico
de geradores de H é {0,4,7,8,10,11,12}. Esse semigrupo foi obtido de [3] e a curva monomial
afim cuja parametrizagao é

D= {(t' 7,19, t € k} C A3,
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¢é intersecao completa. A curva monomial projetiva candnica

O = {(b12 ca*t® :a"D0  a®bt : at? s alth i a!?)|(a: b) € ]P’l} c Pt
realiza H no ponto P(0 : ---: 0 : 1). Vamos fixar a base P—hermitiana {x, x4, x7, x8, T10, T11, T12}

de HO(C’(O), 12P), onde cada z; tem ordem de polo i em P. A tabela das somas n; + n; com
ng,n; € {0,4,7,8,10,11,12} é dada por:

0+0 0+4 0+7 0+8 0+10 | 0411

4+4 4+7
0+12 | 4410 | 4411 | 4412 | 7410 | 7411
448 T+7 7+8 3+8 8+10
7+12 | 8412 | 10+11 | 10412 | 11412 | 12412
8+11 | 10410 11+11

Assim a base P-hermitiana de H(C\"), (4g — 4)P) = H(C(?),24P) é dada por

2
an ToT4, LOLT, LOLY, LOL10, LOL11,
ToT12, T4L10, L4L11, L4L12, T7L10, L7L11,

2
I7SC]_2, x8$127 LU]_O.CU]_]_, 33105512, xllx]ﬂ) .’E12

As %(g —2)(g — 3) = 10 formas quadréticas que geram o ideal de C(9) sao

° FS(,OI) = X} — XoXs ° F1([1),)1 = X4 X7 — XoX11 o ng?l = Xy X3 — XoX12
o Fi) = X2 — XyXyg o FiY = X7 Xs — X4X1, o Fly = X2 — XyXyy
.Fl(g,)l = XgX10 — X7Xn1 ‘F1(8,)1 = Xg X1 — X7 X1 0F2(8?1 = X120 — Xg X9

.F2(3,)1 = X{| — X10X12

Vamos considerar agora rg = 1 e o mapa de implosao

IT: k[ X4, X7, X35, X10, X11, X12] — Kk[X4, X7, X10]
Xg +— X3
X1 — XyuXy
X9 +— X}I’

Implodindo também as formas quadraticas geradoras de C(¥), temos

«GY) = X7 - X2 o G| = X4X7 — X4 Xy oG, = X} — X}
o G| = X2 — X4 Xy oG\ = X7X7 - X3Xy oGy = X} — X}
° Gg%),l = XX — Xy X7 ° Gg%),l = X{X7 — X7.X} .Gg(J]),l = Xty — X}
i Gég),l = X7X? — X10X}
Portanto
0= Gg,)i = Gg(i),l = gg),l = Ggg),l = G(l%),l = Gg%),l'
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Temos também
0 0 0 0
GgS),l =Xy (_G§4),1) e GgQ),l = Xf : (ng;),l)-
Entao as formas Gg?l)’l e Gg%)’ 1 geram o ideal da curva D. Os desdobramentos dessas duas formas

sdo dados por

eG4 = X7 — X4 X0 — c142X5 — c143Xa X7 — c144X10 — €146X3 — c147X7 — c1410X4 — C14,14

v2 5 3 2 4 2
0 Gop1 = Xig— X — €201 X5 X7 — €20,2X4 X5 — 20 3X7X10 — 204X — €20,5X5 X7 — 20,6X2X10—

3 2
—C20,8 X7 — €20,9X4X7 — 20,10X10 — 20,12 X5 — €20,13X7 — 20,16 X4 — €20,20
Fazendo a mudancga de varidveis

Xy — Xy+tag
X7 — X7+b3X4+ by
X0 = Xjo+doXg+ de X4+ dio

concluimos que podemos normalizar para zero um coeficiente de peso 2, um de peso 3, um de

peso 4, um de peso 6, um de peso 7 e um de peso 10. Portanto faremos

0 =142 = C143 = C14,6 = C14,7 = C14,10 = €204

O Lema da Syzygy 3.2.5 afirma que para as formas quadréticas diferentes das formas do tipo

Fz(g)—2+ni717i =0,---,9— 3, que nesse caso sao as formas Fl(g?l, Fl(g?l, Fl(g?l, F2(87)1 e Fz(;)?l, existem
(0)

syzygies. Portanto, para a forma Flg?l temos a syzygy
0 0 0 0
X12F1(4,)1 - X10F1(6,)1 + X7F1(9,)1 - X8F1(8,)1 =0.
Quando implodimos essa syzygy, ou seja, a consideramos em k[Xy, X7, X1¢], temos Gg%{l =
GQI =0, o termo
0
X12F1(47)1 = X12X7 — X4X10X12

se transforma em X3 X? — X{Xjo e o termo
X8F1(331 = Xg X7Xq1 — XgXIO
também se transforma em X3 X2 — X{ X Portanto a syzygy implodida é da forma
X3 (X2 = XaX0) — X§(XZ - XaX0) = X3P\ — X3F(Y) =
que é uma syzygy trivial. Assim, como ndo existem syzygies nao-triviais, temos que o espago de
parametros depende de 13 coeficientes, ou seja,

H ~ pl2
M~ P12,

43.2 Exemplo em A*

Considere o semigrupo simétrico H =< 8,10,12,13 > de género g = 14. Esse semigrupo

também foi obtido de [3] e a curva monomial afim cuja parametrizagao é

D= {5, 19,12, #13) t e k} C A%,
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é intersegdo completa. A curva monomial projetiva candnica
C(O) — {(b26 . a8b18 . a10b17 . a12b14 . a13b13 . ale . CLlO . a18b8 . (120b6 . a21b5 . a22b4 . a23b3 .
:a?4b? 1 a?b : a®0)|(a : b) € P} C P13
realiza H no ponto P(0:---:0:1).Vamos fixar a base P—hermitiana
{wo, z8, 710, T12, 13, T16, T18, 20, 21, T22, 23, 24, T25, T26 }

de HO(C(O), 26P), onde cada z; tem ordem de polo i em P. A tabela das somas n; + n; com
ng,n; € {0,8,10,12,13,16, 18, 20, 21, 22,23,24,25,26} ¢ dada por:

0+0 0+8 0+10 | 0+12 | 0+13 | O0+16 | 0+18 | 0+20 | 0+21 | 0422
8+8 8+10 | 8412 | 8+13 | 10412
10+10
0+23 | 0+24 | 0425 | 0426 | 8+20 | 8+21 | 8+22 | 8423 | 8424 | 8425
10+13 | 8+16 | 12+13 | 8+18 | 10+18 | 13+16 | 10+20 | 10+21 | 10+22 | 10+23
12412 10+16 | 12416 12+18 | 13418 | 12420 | 12421
13413 16+16 | 13420
8+26 | 10+25 | 10+26 | 12425 | 12426 | 13+26 | 16424 | 16+25 | 16+26 | 18425
10+24 | 12423 | 12424 | 13424 | 13425 | 16+23 | 18422 | 18423 | 18424 | 20423
12422 | 13422 | 13423 | 16+21 | 16422 | 18+21 | 20+20 | 20421 | 20+22 | 21422
13+21 16+20 18+20 21+21
16+18 18+18
18426 | 20+25 | 20+26 | 21+26 | 22426 | 23426 | 24426 | 25+26 | 26+26
20+24 | 21424 | 21425 | 22425 | 23425 | 24425 | 25425
21423 | 22423 | 22+24 | 23+24 | 24424
22+22 23+23

Assim a base P-hermitiana de H(C\"), (49 — 4)P) = H(C(®),52P) é dada por

2
Ty, LOLg, LOL10, LOL12, LOL13, LOL165 LOL18, LOL20, LOL21, LOL22

TOX23, LOL24, LOL25, LOL26, LL20, L8L21, L8L22, LEL23, LEL24, LIL25

T8IL26, L10L25, L10L26, L12L25, L12L26, L13L26, L16L24, L16L25, L16L26, L18L25

2
L1826, L20L25, L20L26, L21L26, L22L26, L23L26, L24L26, L25L26, Log

As 1(9—2)(g — 3) = 66 formas quadraticas que geram o ideal de ¢ sao

’Fl(g,)l = X3 — XoX16
‘Fz(g,)z = X7y — XoX20
'Fz(g,)1 = X10X13 — XoX23
OFz(g?1 = X12X13 — X0 Xo5
'F2(g,)3 = X753 — XoX26
'Fg(g?l = X13X16 — XgX21
'Fg(??l = X10X91 — XgXo3
'Fgfg?g = X12X90 — XgXo4
OFgfg?g = X12X91 — XgXos

oF{Y) = Xs X190 — XoXig
‘F2(?,)1 = XgXi13 — XoXo1
'F2(2?1 = XgXi16 — XoX24
'Fg(g)l = Xg X3 — X0 Xo6
on(g,)l = X10X18 — Xg X9
-F?fé)fl = X10X20 — XgXo2
.FBE?,)Q = X13X18 — XgXo3
ey = X — XsXas

OFgfg?g = X13X20 — XgXo5

oFy0 = XsX12 — XoXag
‘F2(g,)1 = X10X12 — Xo X2
'Fz(g,)z = X7, — XoXo4

OFQ(S?Q = X10X16 — XoXo6
'Fg(g?g = X12X16 — Xg X0
0Fg§832 = X12X18 — Xg X292
‘F?Eg,)1 = X10X22 — XgXoy
'Fgfg?l = Xj0X23 — XsgXo5
‘F:g;),)1 = X10Xo4 — X Xog
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‘F?s(g,)Q = X12 X022 — XgXog
’F:)fgh = X12X23 — X10X25
OFgfg?g = X13X23 — X10X26
'Fgfg?l = X13X94 — X12X05
’F;)Eg)Q = X16X22 — X12X096
-Fég?z = X18X91 — X13X96
’Fﬁ?l = X18X23 — X16X25
‘in(g,)Q = X909 X9 — X16X26
'Fig?g = X91 X9 — X18Xo5
oFy)y = X3, — X15 X0

°F4(87)1 = X291 X95 — X90X26
-Fi% = X99Xo5 — X21 X0
oFi0y = X3 — X2 Xos

'Fs(g,)3 = X13X91 — XgXog
‘Fs(g,)z = X13X22 — X10X25
OFgfg,)g = X16X20 — X10X26
-Fg(% = X16X21 — X12X05
°F3(g,)3 = X18X20 — X12X26
°F4(8,)1 = X18X99 — X16X04
‘le(?,)z = Xo0X21 — X16X025
oFiY = X3 — X16X2

'F4(27)1 = Xo0Xoq — X18X06
‘le(g,)1 = Xo1 X294 — Xo0Xo5
'le(g,)g = X992 Xo94 — X909 Xog
-FS,)Q = Xo3X94 — X91X96
°F4(8,)1 = X4 Xo5 — X93X96

Apenas para fins de notacao, vamos denotar

'Fs(g,)4 = X16X18 — Xg X6
‘Fzgg,)1 = X12X24 — X10X26
oFy0) = X% — X10Xo

1 = Xi3Xo5 — X12X96
’Fzs(g,)1 = X16X23 — X13Xo6
° 4(8,)2 = X3y — X16X24
.Fg,)l = X18X24 — X16X26
°F4(g,)1 = X909 Xo3 — X18X25

. 4(2,)2 = Xo1 X293 — X18Xo6

0F4(§7)2 = Xo2Xo3 — Xo9Xo5
'Fig,):a = X33 — X20X26
OFAfg?l = Xo3Xo95 — X92Xog
.F5(8,)1 = X35 — X4 X6

[ ]
1
0 o
=

kY] :=k[Xo, X3, X10, X12, X13, X16, X18, X20, X21, X022, X3, Xo4, Xo5, Xog].

Vamos considerar agora x¢p = 1 e o mapa de implosao

I : k[Y]

Implodindo também as formas quadraticas geradoras de C(¥), temos

0
.GgG),l = X§ — X3

.Gg())),l = XgX12 — Xg X2
oGYY) = XsX13 — XsXi3
‘Gg:)a)g = X10X13 — X10X13 onggl = X3 - X3

0
‘Gg4),2 = X122 - X§’

'Gg%)g = X3 X109 — X X10
‘Gg%),z = X7 — Xg X10

—
X6 — X3

X1g — XgXjo
Xop > XgXpo
Xo1 — XgXi3
Xog +— X10X12
Xoz +— X10X13
Xoy +— X3

Xos +— X12Xi3
Xog +— X2Xio

k[ Xg, X10, X12, X13]

.Gg(ﬁ)%),l = XgXi0 — XgXio
oGy = X3y — Xs X1z
.Ggg),l = X10X12 — X10X12

.Ggg),l = X12X13 — X12X13

'Gg()a),z = X§X10 — X3 X10

°G§%),1 = Xg X7y — X§ X1
oGy = X2X12 — X3X1» oGYW\ = X2X13 — X3X13
-Gé(é),l = XgX10X12 — X3 X10X12 ‘G;(g%{g = XgX10X12 — X3 X10X12
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.Ggg),l = XgX10X13 — XgX10X13
oGy = X3 X1» — X}

on(g)’:s = Xg - X§

-G;@,%’,g = XgX12X13 — X X12X13
.ng)l),l = X3 X100 — X§X10

.Gf(i%),l = X10X12X13 — X10X12X13
.G:(S%),l = X3 X1, — X3X3,

‘G:(J,%),:a = X3 X1, — X3X3,

.Gi(i(;),l = X3X13 — X5 X3

‘G§%21 = X195 X713 — X§X10X12
'ng);),za = XZX10X12 — X2 X10X12
oGly)y = X2X10X15 — X3X10X13
'GEL%),Q = X3 X1, — X3

’Gz(ﬁ),z = X3 X12X13 — X§X12X13
oGy = XsX10X2, — XiX1o
.GZ(L(Z)’)),l = XgX10X12X13 — XgX710X12X13
oGy = XXy - XiXE

'Gz(&),:’) = X7, X7, — X§XT)

’Gz(g,z = X3 X12X13 — Xs X3 X13
oGy = XEX10X12 — X§X10X12
'Gz(g)@ = X10X5HX13 — X§X10X13
.Gl(l%),l = X10X12 X5 — X§XT) X012
'Gz(;%)g = X§X12X13 — X§ X7 X13

Temos entao as formas geradoras do ideal de D:

(0 (0

'Gé(i)z = XsgX10X13 — XgX10X13
'G:(z%)g = XX — X§

.GI(S%),l = X% X153 — XsX12X13
‘Gg%),:f; = XgX12X13 — Xg X12X13
°G§93,2 = X10X% — X3 X0

'Gé?l)A = X3X10— X3 X0

'Gé%)g = X10X12X13 — X10X12 X713
‘Gé%),z = X10X75 — X3 X1,
'Gg%)A = X§X7iy — X X7

’Gg;)z = X3 X135 — X5 X3

‘Ggg;)g = X2 X10X12 — X3 X10X12
'G:(s%),l = X2 X10X13 — X3 X10X13
.GA(L%),l = X X3 X120 — X§

'Gl(ﬁ),l = XgX{pX13 — X3 X12X13
.Gz(lg),l = X X100 — X§ X0

‘GEL%),E; = X§X73 — Xg X0

'Gz(;%),z = XgX10X12X13 — XgX710X12X13
'GE&Q = X X10X% — X3X3,
.GZ(LOS),I = X§X13 — Xs X1 X13
'GEL%)J = X X129 X735 — XgX10X12
‘Gz(l%),s = X7, XT3 — X§ X10X12
'Gz(g),z = X3X10X13 — X3 X10X13
.GEL?S)Q = X§ — X§X7X12

.Gé(())),l = X7, X735 — XgX1o

(©

'Gzo),z = X120 — XsXi2 b G24),2 = X122 - Xg’ b G26),3 = X123 - X82X10

As demais formas ou sdo identicamente nulas ou sdo as seguintes:

'ng);)g = XSGg())),z 'G:(sg),l = X12Gyg o + XSngjl),Q 'G:(sg)z = XSng);)g

Gl = X13G505 «GlYy = X10G Gl = XsGigs

.GZ(’)%),I = _X82G§%),2 ‘G:(z%),z = X10G 'G:(z%),?) = _X82Gg%),2

’G:(a(;)g = _X13Gg31),2 ‘G:(J,(;),z = —XIBGESJ;),Q .Gi(’,%),l = X12Gg%)73

‘GEL%)J = X8X12Gg%),2 + X82G$1),2 ‘Gz(i?J),z = XSQng);),Q .Gz(g),l = X8X13G§%),2

.GZ(LOQ),Q = X8X10ng)1),2 'Gz(ig),:s = XSQGg%),:a .Gz(l(jl),l = *XgGg%),Q

Gl = XsX10Ggs Giys = X}G Gip)) = —XsX13G4),

.GELOS),Q = X12X13Gg%),2 .Gz(l[t)}),l = XSXl?Gé%),?, ‘th)a),?) = X%OG%),?) + X82X10Gg())),2
G = X10X15GY), Gy = X10X 126G G = —XIGY), — X3X12G),

‘GEL%)J = _X82X13G§%),2

0
.Gé(]),l = X123G

0
+ X3 Gg6),3
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O desdobramento das formas geradoras do ideal de D é dado por
_y2 2
0 Gy 2 = Xiy— XgX12 — 20,2 X8 X710 — €20,4X5 — €20,7X13 — 20,8 X12 — 20,10 X 10 — €20,12X8 — €20,20
_y2 3
oGy = Xip — Xg — c221X10X13 — 222 X10X12 — c243X8X13 — 244 X8 X12 — 246X X10 —
2
C24.8X§ — €2411X13 — €24,12X12 — 24,14 X10 — C24,16 X8 — C24,24

) 2 3
0 Gz = Xig — X5 X0 — 26,1 X12X13 — €262X5 — €26,3X10X13 — 264 X10X12 — C265X8X13 —

2
26,6 X8X12 — C26 8 X8 X 10— €26,10X8 — €26,13X13 — €26,14X12 — €26,16X 10 — C26,18X8 — €26,26

Fazendo a mudanga de varidveis

Xs +— Xg+asg

X0 = X0+ b2Xg+b1o

X2 — Xio+deXqo + dyXg + di2

X3 — Xiz+e1 X2 +e3Xio +esXg +er3

concluimos que podemos normalizar para zero um coeficiente de peso 1, dois coeficientes de peso
2, um de peso 3, um de peso 4, um de peso 5, um de peso 8, um de peso 10, um de peso 12 e

um de peso 13. Portanto faremos
0=co41 = Coa2 = C262 = C243 = C244 = C26,5 = C24,8 = 26,10 = C24,12 = €26,13-

O Lema da Syzygy 3.2.5 afirma que para as formas quadréticas diferentes das formas do tipo

(0)
F2gf2+n,',17

FQ((()),)za Fg(g?g e FQ(g?g. Sao elas:

1 =0,---,9 — 3 existem syzygies. Portanto, existem syzygies para as trés formas

1. XosFaoy — XooFagh — XisFagh + X10Fsgy = 0
2. X26F2(2,)2 - X24Fz(g,)1 - XlsFég,)z + Xleyfg,)g =0

3. X26F2(8,)3 - X26Fz(g,)1 - Xlst(g,)s + X13F§87)2 =0

Vamos implodir essas syzygies, ou seja, considerd-las em k[Xg, X109, X12, X13] através do mapa

de implosao. O que temos é

1. X3X10(X3) — X — 8X12) — Xs X10(Xs X3 — X2X12) = X2X10G5s — X2X10G505 = 0

2. X2X10(X2 — X3) — XsX10(XBXs — XsX*) = X2X10GY)s — X2X10G5 s = 0

3. X2X10(XE — X3X10) — Xs X X1o(Xs Xy — X3X10) = X2X10GR)y — X3X10Gy5 =0

que sdo todas syzygies triviais.

Assim, como nao existem syzygies nao-triviais, temos que o espacgo de parametros depende
de 21 coeficientes, ou seja,
H . w20
M g1 =P
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4.3.3 Exemplo em A®

Considere o semigrupo simétrico H =< 16,17, 18,20,24 > de género g = 32. Esse semi-
grupo foi obtido utilizando o software GAP. Nao faremos esse exemplo com detalhes devido a
sua extensao, mas o raciocinio é o mesmo utilizado no exemplos anteriores. A curva monomial

afim cuja parametrizacio é
D= {1017 18 420 ) t € k) C AP,
é intersecao completa. Seja C© a curva monomial projetiva canoénica que realiza H no ponto
P(0:---:0:1).Vamos fixar a base P—hermitiana
{wo, T16, 717, T18, T20, T24, T32, T33, T34, T35, T36, T37, T38, 40, L1, T42, Tdd, T48,

T49,T50, L51, X525 L53, L54, 55, L56, L57, L58, L59, L60s L61 9062}

de HY(C ©), 62P), onde cada x; tem ordem de polo i em P. As formas quadraticas geradoras do
ideal de C) sdo ao todo 3(9—2)(g—3) = 3(30-29) = 435 formas.

Vamos considerar agora Xg = 1 e o mapa de implosao

II: k[ X6, X17,- -+, X1, Xo2] — k[X16, X17, X18, X20, X24]
tal que

U(X32) = Xig U(X33) = X16X17 U(X34) = X16X13
U(X35) = X17X138 U(X36) = X16X20 U(X37) = X17X20
U (X38) = X18X20 U (Xq0) = X16X24 U(Xy1) = X17X04
U(Xy2) = X18Xo4 U(X44) = Xo0Xo4 U(Xys) = Xi5
U(Xy9) = X X17 U(Xs0) = X16 X7 U(Xs51) = X16X17X18
U(Xs52) = Xi5X20 U(Xs53) = X16X17X20 U(Xs54) = X16X18X20
U (Xs55) = X17X18X20 U(Xs6) = X16X3) U (Xs57) = X16X17X24
U(Xs58) = X16X18X24 U(Xs59) = X17X18 X4 U (Xe0) = X16X20X24
U(Xe1) = X17X20X24 U(Xg2) = X18X20 X024

Fazendo a implosdo das formas quadraticas geradoras de C(9) temos as formas geradoras do ideal
de D:

Gty = Xh—Xi6X1s oGl = Xh—X16Xag  oGigh = X3~ X16Xas oGy = X3, - X,

As demais formas implodidas ou sdo identicamente nulas ou sdo combinagdes com coeficientes

em k[X16, X17, X18, X20, X24] das formas geradoras.
O desdobramento das formas geradoras do ideal de D é dado por
0Gi3yo = X — X16X18 — 341 X16X17 — 342X 56 — €34,10X24 — 34,14 X 20 — 34,16 X18 — C34,17X 17 —
—34,18 X16 — €34,34
oGisso = Xis — X16X20 — c36.1X17X1s — c362X16X18 — €363 X16X17 — 364 X7 — C36,12X24 —

—36,16X20 — €36,18-X18 — €36,19X17 — €36,20X16 — €36,36
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0G0 = X3y — X16X24 — 10,2 X18X20 — 40,3 X17X20 — 40,4 X16 X20 — €40,5X17X 18 — C40,6 X 16X 18 —
—c40,7X16X 17 — 10,8 X 76— 10,16 X 24 — 10,20 X 20 — €40,22 X 18 — €40,23 X 17 — 40,24 X 16 — 40,40

oGusy = X3 — Xis — casaX20Xoa — cas 6 X18 X024 — cag7X17X24 — cas8 X3 — cas10X18X20 —
—ca8,11X17X20 — 18,12 X 16 X20 — C48,13X17X 18 — 18,14 X 16 X18 — Ca8,15X16 X 17 — 18,16 X 06—
—C48,24X24 — €48,28 X20 — €48,30X18 — €48,31X17 — €48,32X16 — €48 48

Fazendo a mudancga de varidveis

X6 — X6+ ais

X7 — Xir+ b1 X6 + b17

X1 = X+ d1 X7 + d2 X6 + dig

Xoog > Xoo+ e2Xig +e3Xi7 +es X6 + e

Xog > Xog+ fuXoo + feXus + fr X7 + fsX16 + foa

concluimos que podemos normalizar para zero dois coeficiente de peso 1, dois coeficientes de
peso 2, um de peso 3, dois de peso 4, um de peso 6, um de peso 7, um de peso 8, um de peso

16, um de peso 17, um de peso 18, um de peso 20 e um de peso 24. Portanto faremos

0 = c34,1 = €36,1 = C34,2 = 36,2 = €36,3 = C36,4 = C40,4 = C40,6 = C40,7 = C40,8 = C34,16 — C34,17 =

= C34,18 = €36,20 = €40,24

As syzygies obtidas do lema da syzygy para as formas F?Eg,)w Fégé, F4(8’)2, F4(g7)2 sa0

0 0 0 0
1. X62F§4?2 — X62F3S4?1 — X18F7(g,)1 + X17F7(9,)1 =0
2. XGQF?)(g?Q - X36Fég,)1 + XlSFs(g,)4 =
3. X62F4(8’)2 - X40Fég?2 + XzoFg(g,)g =0
4. X62F4(g’)2 - X48F(§g?3 + X24Fé§(6j,)7 =
As implosdes dessas syzygies resultam em syzygies triviais. Assim, como nao existem syzygies

nao-triviais, temos que o espago de parametros depende de 33 coeficientes, ou seja,
H ~ P32
./\/lg’l ~ P4,

4.3.4 Exemplo em A°

Considere o semigrupo simétrico H =< 32,33, 34, 36,40,48 > de género g = 80. Esse

semigrupo foi obtido utilizando o software GAP. A curva monomial afim cuja parametrizacao

D= {32,133, 3 135 10 ¢8|t € k} C AS,

é intersecdo completa. Seja C(O) a curva monomial projetiva candnica que realiza # no ponto
P(0:---:0:1). A base P-hermitiana de H(®(C,158P) é dada por

{1'07 T32,T33, T34, L365 L40, L48, L64, L65, L66, L675 L685 L69s L705 L72, LT3, LT74, X765, L805 L8L, L82, L84,
88, 96, L97, L98, L99, L1005, L1015 L102, L1035 L1045 L105, L1065 L1075 L1085 L1095 L1105 L112, L113, L114,

T115, L1165, L117, L1185 L1205 L121, L122, L124, L128, L129, 130, L131, L132, L133, L134, L135, L136, L137,
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L1385 L1395, L1405, L1415 L142, L1435 L144, L145, L146, L1475 L148, 149, 150, L1515 L152, L1535 L154, L155,
T156, L157, 96158}

onde cada x; tem ordem de polo i em P. As formas quadraticas geradoras do ideal de C ©) sdo
ao todo 3(g —2)(g — 3) = 1(78 - 77) = 3003 formas.

Vamos considerar agora Xg = 1 ¢ o mapa de implosao

IT: k[ X392, X33, -+, X157, X158] — k[X32, X33, X34, X36, X140, Xus]

Fazendo a implosdo das formas quadraticas geradoras do ideal de C(?) temos as formas geradoras
do ideal de D :
2 2 2
oGpo = X33 — X30X34 o Gego = X3, — X32X36 e Grao = X35 — X32X40
_ y2 _ v2 3
oGigp 2 = Xjy — X32Xus o Gos2 = Xjg — Xi

As syzygies dessas formas sdo todas nulas ou triviais. Os desdobramentos dessas formas séo
dados por:

~ 2 2
0Gie,2 = X33 — X30X34 — 66,1 X32X33 — C66,2X 39 — C66,18X48 — C66,26 X 40 — C66,30X36 — C66,32-X34 —
C66,33-X33 — C66,34X32 — C66,66

o 2
oGego = X3, — X30X36 — c68,1X33X34 — c682X32X34 — c683X32X33 — ce84 X350 — Cp8,20X48 —
68,28 X40 — C68,32X36 — €68,34-X34 — C68,35X33 — C68,36X32 — C68,68

~ 2
0G0 = X35 — X390 X409 —C72,20X34.X36 — 72,3 X33X36 — €72,4X32.X36 — C72,5 X33 X34 — 72,6 X320 X34 —

2

72,7 X32.X33 —C72,8 X359 — 72,204 X48 — C72,32 X 40 — 72,36 X 36 — C72,38 X34 — 72,39 X33 — €72, 40 X 32 — C72,72

5 y2
0Gign,2 = Xjg— X32X4g — 0,4 X36 X 40 — 80,6 X34 X140 — 80,7 X33 X 40 — 30,8 X32 X140 — €80,10 X34 X36 —

2

€80,11-X33-X36 —80,12-X 32X 36 — C80,13-X33-X34 — 80,14 X32.X34 —g0,15X 32X 33 — C80,16-X 32 — C80,32-X 48 —
€80,40X40 — €80,44X36 — €80,46-X34 — €80,47X33 — €80,48X32 — €80,80

5o y2 3
0Gos2 = Xjg — X35 — 96,8 X40X48 — Co6,12X36 X 48 — C96,14X 34X 48 — C96,15X 33X 48 — C96,16 X 32X 48 —
€96,20X36-X40 — €96,22X34X40 — C96,23X33X40 — C96,24.X32X40 — C96,26X34X36 — C96,27X33X36 —

2

96,28 X32X36 — C96,29X33 X34 — C96,30X32X34 — C96,31X32X33 — C96,32X39 — Co6,48X48 — C96,56 X 40 —
€96,60X36 — C96,62-X34 — C96,63X33 — €96,64X32 — 96,96

Fazendo a mudancga de varidveis

X32 = X2 +as

X33 +—— X33+ b1 X320+ b33

X34 +— X3zq+c1 X33+ X3z +c34

X36 > Xg6+ c2X34 + c3X33 + 4 X34 + C36

Xao > Xyo + caX36 + c6 X34 + 7 X33 + s X32 + 40

Xug > Xyg+ g Xyo + c12X36 + c14 X34 + c15X33 + c16X32 + Ca8

concluimos que podemos normalizar para zero dois coeficientes de peso 1, dois de peso 2, um de
peso 3, dois de peso 4, um de peso 6, um de peso 7, dois de peso 8, um de peso 12, um de peso
14, um de peso 15, um de peso 16, um de peso 32, um de peso 33, um de peso 34, um de peso

36, um de peso 40 e um de peso 48.
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Dessa forma, o espago de parametros depende de 54 coeficientes, ou seja,

H . w53
Mt =P

4.4 Exemplos para familias de semigrupos

E possivel fazer exemplos também para familias de semigrupos. Vamos utilizar os exem-
plos feitos anteriormente acrescentando um pardmetro 7 que pode variar entre os inteiros posi-
tivos. Dessa forma podemos calcular o espago de moduli de curvas pontuadas com géneros tao

grandes quanto quisermos.

Exemplo em A3

Facamos primeiramente um exemplo em A3. Seja 7 um inteiro positivo. Vamos calcular

o espaco de moduli para a familia
H=<4,3+471,6+ 47 >=4ANU (3 + 47 + 4N) U (6 + 47 + 4N) U (9 + 87 + 4N).

Para calcular o género de H vamos analisar quantas lacunas existem para cada classe de restos

modulo 4:

e Congruentes a 1 moédulo 4: 2 + 27 lacunas.
e Congruentes a 2 modulo 4: 1 + 7 lacunas.

e Congruentes a 3 moédulo 4: 7 lacunas.

Portanto o género do semigrupo H ¢ g = 3 4 47. O ntimero de Frobenius de H é {; =5+ 87 =

2g — 1, e portanto H é simétrico. A curva monomial afim
D= {(t47t3+47—7t6+47)’t c ]k} C A3,

é intersecdo completa. Seja C(©) a curva monomial candnica que realiza H no ponto PO:---:
0 : 1). Sejam {xo,21, - , 2y, ,} as fungdes-coordenada C(*) em P. Para facilitar a notago,

denotaremos

T = T4, Y3 ‘= T3+4r, Y6 ‘= T6+4r-

A base P—hermitiana de H(C?), (2g — 2)P) = H(C("), (4 + 87)P) é dada por

1,‘0’[,[,"-” ’3327'—&-1
0

xy37xy37"'7$7-y3 ) T2>1
0 -1

Y6, LY6, " - )xT Yo

Podemos considerar yg := xg91g; como o produto ysys. Dessa forma, a base P—hermitiana para

o divisor bicanonico H°(C(?),8 + 167) é dada pelos 3g — 3 elementos

.73‘0,"' ,J,‘2+4T

0 143
35y3>$y37"'ax+7y3
0 3
L7Y6, LY, s L 73/6

2T

2Vysye, TY3Ye, - -+ » T2 Ly3ye
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Facamos agora o levantamento dos elementos da base P—hermitiana, associando a x,y3 e yg as

variaveis X, Y3 e Yg de pesos 4,3 447 e 6 + 7, respectivamente. Para facilitar a notacao, faremos
Zyi = X", Zjjarsai = XY, Zopsriai = X'Y3Ye.

Como a curva D é interse¢ao completa, temos dois polindmios em k[ X, Y3, Y] que se anulam em

D e geram seu ideal. Sao eles:

oG = Y7 — Ve X7 oGy = Y2 - X327

Os unfolds desses dois polinémios sao dados por
64871

oG = Y2 - YsXT — > 9 Zsisr—;
=1
_ 12487
oGy =Y¢ — X3 — N" g Z1aysr—i
=k

onde os somatérios variam entre os inteiros positivos j e k tais que 6+87—j € H e 12+87—k € H.

Podemos fazer as seguintes mudancas nas varidveis:

X — X+ag
Y5 — Y3+ b_1447 X + b314r
Yo —— Yo+ c3Y3+copar X + copar

Dessa forma podemos normalizar para zero 6 coeficientes. O ulfold do polinémio G possui 3+47
coeficientes e o ulfold do polindmio G5 possui 9 4 37 coeficientes. Como podemos normalizar 6

deles, temos que o espaco de parametros depende de 6 + 77 coeficientes, ou seja,

H  ~ O+TT
MG o~ P,

Exemplo em A?
Vamos agora fazer um exemplo em A?. Considere o semigrupo
H =<8,2+87,4+87,5+ 8 >
=8NU9+167)U(24+87)U(11+247) U (4+87) U (5+87) L (6 + 167) L (7 + 167).
O género de H é 2 + 127 e seu nimero de Frobenius é ¢, = 3 + 247. A curva monomial afim

D = {(ts,t2+8T,t4+8T,t5+8T)7t 6 k} C A4’

é interseco completa. Seja C(©) a curva monomial candnica que realiza H no ponto P 0:---:
0 : 1). Sejam {xo, 1, - ,Zn, ,} as fungdes-coordenada € em P. Para facilitar a notacdo,

denotaremos

T i=T8, Y2 :=T2487 Y4 = L4487 Y5 = T5487-

A base P—hermitiana de H(C(V), (29 — 2)P) = HO(C(, (2 + 247)P) é dada por
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1,07 L. ’:L,?)T

2Oya, Ty, ¥ ys

2Oys, xya, 2Py
2Oys, xys, -, 2 ys
2Oyays, xyays, -+, 2T yays
2OYoya, Yoy, -+, 1T yoya
2OYoys, TYa2ys, -+, 2T L yays

Note que estamos considerando yg := y2y4.y7 := Y2y5. Podemos considerar y11 := 114247 COMo
o produto y2y4ys. Dessa forma, a base P—hermitiana para o divisor bicanénico H°(C 0, 4+448T)

¢é dada pelos 3g — 3 elementos

x07'__’$67'

Oyg, xya, -, 27Ty
2Oys, xys, -, 2y
Oys, s, - 257
20yays, xyays, - -
2VYoys, xyoya, - -+, T L yoys
2Oyays, xy2ys, - -+, 2 1 yays
2Y2yays, Tyayays, - -+ a3t

Ys

T lyoys

AT

AT

Y2Y4Ys5

Facamos agora o levantamento dos elementos da base P—hermitiana, associando a x,y2,y4 € ¥5
as variaveis X, Ys, Y, e Y5 de pesos 8,2 + 87,4 + 87 e 5 + 87, respectivamente. Para facilitar a

notagao, faremos

Zgi = X" Zjrgrysi = XY Zorsrisi = XYYy
Zrisrysi = X'YaY5 Zoysrisi = X'YyYs Ziiisrisi = X'YaYyYs

Como a curva D é interse¢ao completa, temos trés polindémios em k[ X, Ya, Yy, Y5] que se anulam

em D e geram seu ideal. Sdo eles:

oG =Y} Y X" oGy =Y} - X127 e G3=Y2 - Y,X™H!

Os unfolds desses trés polinémios sao dados por
44167

oGL =YF —YiXT — > g Zss16r—;
i=1
8+167
A v2 142
oGy =Y7 — X" — N g1 Zs 160k
j=k
104167

oGy =Y2 - YoX™ — N guZ10416r—u

j=u
onde os somatoérios variam entre os inteiros positivos j, k e u tais que 4+ 167 — 7,84+ 167—k € H

e 10 4+ 167 € H. Podemos fazer as seguintes mudangas nas variaveis:
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X +— X+ag

Yo — Yo+ b_gr8:X + boysr

Yy — Yit+ceYo+c g8, X +caqsr

Ys = Ys+diYy+d3Yo+d 348X +dsisr

Dessa forma podemos normalizar para zero 10 coeficientes. O ulfold do polinémio (G possui
2 4 57 coeficientes, o unfold do polinémio Ga possui 6 + 57 e o ulfold do polinémio G5 possui
8 4+ 57 coeficientes. Como podemos normalizar 10 deles, temos que o espaco de pardmetros

depende de 6 + 157 coeficientes, ou seja,

H  ~ O+157T
ML, o PFHIST,

Exemplo em A°®
Considere o semigrupo

H = <16,14167,2+ 167,44 167,8 + 167 >
= 16NU(1+167)U(2+167)U (3 +327) L (4 + 167) U (54 327) L (6 4 327) U (7 + 487)
L(8 + 167) U (94 327) U (10 + 327) L (11 + 487) L (12 + 327) U (13 + 487) L (14 + 487)
L(15 + 647)

de género g = 327 e ntimero de Frobenius £, = —1+647. Entao ‘H ¢ simétrico e a curva monomial
afim

é intersecdo completa. Seja C(©) a curva monomial candnica que realiza H no ponto PO:---:

0:1).Sejam {xg, 21, - ,Zn, ,} as fungdes-coordenada C® em P. Denote

Ti=T16 Y1 = Yi+167 Y2 ‘= Y24+167 Y4 ‘= Ya+167 Y5 = Ys4+167-

As bases P-hermitianas dos divisores HO(C(®), (647 —2)P) e H°(C), (1287 —4)P) sao dadas por
monomios formados por produtos das func¢des-coordenada. Fazendo o levantamento dessa base,
assiciamos a x, y1, Y2, Y4 € ys as variaveis X, Y7, Yo, Yy e Yg de pesos 16,1 4 167,2 + 167,4 + 167

e 8 + 167, respectivamente. Para facilitar a notacdo, faremos

Zigi = X" Zyiy16r48i = X'Y1 Zoy16r+8i = X'Ya Z3432r48i = X'Y1Y5
Zay16r+8i = X'Yy Zsy32r4+8i = X'YV1Y) Zoysorrsi = XYY Zrsasrsi = X'Y1Y2Y)
Zg 167481 = X'Yg Zoy3arysi = X'V V3 Zios2r+8i = X'YoYs  Ziiyasresi = X'V1YoYy
Ziovsortsi = X'YaYs  Zigpasrysi = X'V1YaYs Ziajaseisi = X'YoYaYs  Zisyearisi = X'Y1YaY,Yy

Como a curva D é interseciao completa, temos quatro polindémios em k[X, Y7, Ys, Yy, Y5] que se

anulam em D e geram seu ideal. Sao eles:

oG =Y - YX7 Gy =YF —YV4XT ¢ G3 =Y - Y3X7 °Gy=Yy — X¥7

Os unfolds desses quatro polindémios sdo dados por
24327

oG =Y Yo XT — > 9iZo4s2—;
j=1
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44327

~ 2
oGy =YF —YiX" — Y giZussor—k
=k
8+32T1

~ 2
oGs =Y~ Y3X" — > guZsisoru
Jj=u
16-+32r

oGy =YZ — X3 — > guZi6+32r—v

J=v

onde os somatoérios variam entre os inteiros positivos j, k,u e v tais que 2 + 327 — j,4 4 327 —

k,8 4+ 327 —u,16 + 327 — v € H. Podemos fazer as seguintes mudancas nas variaveis:

X
Y
Yo
Y,
Ys

AR

X +ae

Y1+ b-15416: X + b1t16r

Yo +ca1Y1 + co1a4160- X + cor16r

Yy + doYo + d3Y1 + d_12416:- X + dati16r

Ys +esYy +egYa +erY1 +e_gr16- X + esti6r

Dessa forma podemos normalizar para zero 15 coeficientes. O ulfold do polinémio Gy possui

24 67 coeficientes, o do polinémio G5 possui 4+ 67 coeficientes, o do polinémio G3 possui 7+ 67

coeficientes e o ulfold do polinémio G4 possui 11 + 67 coeficientes. Como podemos normalizar

15 deles, temos que o espago de parametros depende de 9 + 247 coeficientes, ou seja,

H  ~ 8+24T1
ML, o PRH2AT,
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A O médulo de Tjurina e T!(k[#])

Nesta secdo vamos fazer, através de exemplos, a ligagdo entre o modulo de Tjurina de
uma singularidade isolada que é intersecdo completa e o primeiro médulo de cohomologia do
complexo cotangente de uma curva monomial afim T!(k[#]), onde H é um semigrupo simétrico

intersecdo completa.

Definicdo A.0.1. Seja k um corpo algebricamente fechado e R = k[[X1, -+, Xy]] o anel das
séries de poténcias formais em n indeterminadas com coeficientes em k. Dado f € R, chamamos

de ideal de Tjurina em R de f o ideal

of 8f>
< f,Df >= —— e, = ).
f? f <f7 8{,51 ) ) 8./1/_”
A dlgebra de Tjurina de f é a k-dlgebra ——————— e sua dimensdo como k-espaco vetorial
g J g < f.Df > pag

¢ chamada Numero de Tjurina de f.

Em [[15], Thm II.1.16] temos o seguinte teorema:

Teorema A.0.1. Seja (X,0) C (C",0) uma singularidade isolada e intersecao completa e
f=1{(f, ", fr) um sistema minimal de geradores para o ideal de (X,0). Sejam g1, -+ ,gx €
(’)émﬁ, gi = (g}, ,g¥) uma base (respectivamente, um sistema de geradores) para o C-espago
vetorial de dimensdo finita
k
Tl L O(C”,O
(X’O)'_Df-on _|_<f f>(’)k ’
Cn,0 15 ) Jk Ccn,0

e seja F' = (Fy,--- , Fy),

Fi(xt) = A()+Xiotig(x)

Fk(X, t) = fk‘(x) + Z;:l t].g;g(x)a
(X,0):=V(Fy, -, F) C (C"xC",0).
Entdo (X,0) <! (X,0) =% (C",0) com i,¢ induzidas pela inclusio (C",0) C (C* x C",0) e

pela proje¢io (C™ x C™,0) — (C7,0), respectivamente, é uma deformagao semiuniversal (resp.
versal) de (X,0).

Temos ainda que T, (1X 0) € um Ox g-mddulo, chamado Médulo de Tjurina de (X,0).
Note que se (X,0) é uma hipersuperficie entao T(lX 0) é uma algebra chamada algebra de
Tjurina de (X, 0).

O médulo de Tjurina T, (1)(,0) da interse¢ao completa (X, 0) é exatamente o primeiro mé-

dulo de cohomologia do complexo cotangente T! numa vizinhanca da singularidade da variedade



Apéndice A. O médulo de Tjurina e T*(k[H]) 59

X. Dessa forma, a base do médulo de Tjurina estd em correspondéncia biunivoca com o sistema

de geradores de T'. Vejamos essa correspondéncia em alguns exemplos:

Exemplo A.0.1. Considere o semigrupo H =< 4,7 >, que é simétrico, intersecio completa e

tem género g = 9. Considere a curva monomial afim dada por H.:

D= {(t*t")|t € A'} C A%
Entdo D = V(f), com f = Y* — X7 € k[X,Y]. Nesse caso, como D é uma hipersuperficie, o
modulo de Tjurina de f coincide com a dlgebra de Tjurina de f e é dado por

1 k[X,Y] k[X,Y] k[X,Y]

DOT ¥ Df> <Y4_X7,V3X6> <Y3 X6

Os geradores de TTI?,O como k-espaco vetorial sdo
{1,X,Y, XY, X%, X%, X?Y2 Y2, XY?% X3 X3y, X3Y?, X4, X1y, X1Y? X%, X°Y, X°Y?}

Considere a curva monomial candnica C0) C P8 que realiza o semigrupo H no ponto P(0 :
20 :1). Temos C|x,—1 ~ D. A base P-hermitiana implodida de H°(C?,(4g — 4)P) =
HO(C®),32P) ¢ dada por

2 3.2 .2 4 2 .3 5.3 ..2,.2
{ Lay XT5 Ty X4LTy L y5 X7y TYXT 5 T gy TALT, LYLT, Ly 5 L7, Xy L7,
4 6 3 ,.3,2 .5 7 .23 ,4.2 6 8
$4$7,$4,$4x77x4x7, $4.CU7,:C4,.’E4I7, l’4x7,$4$7, .',U4
Considerando o polinomio f em k[Xy, X7|, temos que seu unfold é dado por
7 4 2 4 232
f = X7 — XZ — 01X45X7 — C2X2X7 — 63X4X§ — C4X§f — C5X4X7 — 06X4X7 — C7X;’ — CSXE —
3 2 4 2 2 3 2
—cg Xy X7 — 10Xy X7 — 10X — c13 X7 X7 — c1u X5 — c16 X7 — 17Xy X7 — €20 Xf — 21 X7 —

—C24 Xy — C28

e possui 19 coeficientes ¢; € k. Fazendo as possiveis mudangas de varidveis:

X4 = Xy+dy
X7 = Xo+e3Xa+eg

podemos normalizar o coeficiente de peso 3, o de peso 4 e o de peso 7.
Vamos considerar a base da dlgebra de Tjurina de f também em k[X4, X7]:
{1, Xy, X7, X3, X4 X7, X3, X2, X3 X7, X, Xu X2, X3 X7, X3, X2X2, X} X7, X3X23, X0 X7, X$ X3, X2 X2}

Considerando os pesos dos elementos da base da dlgebra de Tjurina, temos que para cada ele-
mento da base com peso w menor que 28, ou seja, exceto para os elementos XffX% e XEX%

existe um 1nico coeficiente ¢; de peso i = 28 — w na base de TV~
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B O ideal de uma curva monomial afim in-

tersecao completa

Um dos resultados principais da tese tem como hipétese o fato de que a curva monomial
afim Spec (k[H]) C A" é intersecdo completa. Ao implodir os geradores da curva monomial
canénica C(9) que realiza o semigrupo H obtemos os r — 1 polinémios geradores de Spec (k[H]).
Depois de fazer muitos exemplos foi possivel perceber que os polinémios geradores do ideal de
Spec (k[H]) seguiam um certo padrdo. Apesar do raciocinio ainda nao estar concluido, temos

um resultado preliminar sobre esse assunto.

Lema B.0.1. Seja H um semigrupo simétrico nao hipereliptico de género g, C°) a curva mo-

nomial candnica que realiza H num ponto liso P, {Zpny, Tny, - ,ang,l} a base P—hermitiana de
HO(C) (29 — 2)P) e Xy, - - s Xny_y 0 levantamento da base P—hermitiana. Entdo para toda
nao lacuna n;, i =0,--- ,g—1, existe uma forma quadrdtica isobdrica do tipo X?li — X, Xn,; que

se anula em C©),

Para mostrar a existéncia dessas formas basta mostrar que existe uma maneira diferente
de escrever 2n;,i = 0--- , g—2, como soma de duas nao lacunas. A construcio dessas formas vem
da construcio da base P-hermitiana de H(C(?), (49—4)P). Observe que como a maior nio lacuna
do sistema candnico de geradores é 2g — 2, as formas terdo peso estritamente menor que 4g — 4,

ja que a unica maneira de escrever 4g —4 como soma de duas nao lacunas é (2g — 2) + (29 — 2).

Demonstragdo. Dividiremos a demonstracao em trés casos:

Caso 1: 2n; < 2g—2+n;,i=0---,g— 1.
Nesse caso, sendo 2n; = nj < 2g—2, basta escrever 2n; = 04n; ¢ temos a forma X7 — X, X, =
0.

Caso 2:2n;=2g—2+n;,i=0---,g— 3.
Nesse caso, a existéncia de nao-lacunas n; e ny, diferentes de n; tais que 2n; = n;+n;, é garantida

pelo Teorema 3.2.3. Portanto temos a forma X,QLZ, — an Xn, = 0.

Caso 3: 2n; = 2g — 2+ /, onde ¢ é um lacuna.
Seja n1 a multiplicidade de H. Vamos dividir esse caso em dois subcasos:
Caso 3.1: £ < n;.

Pela simetria de H, temos {4_1 = {43 — n1 = n1 = {4 — {4_1, ou seja, entre {4_1 e {4 existem
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n1 — 1 e ndo lacunas de H. Entéo

20—24+0 =29g—1+((—-1)
=29—1—Lyg 1+l 1+L—1
= (lg —Lg—1) + (lg—1 + €= 1)
€M pois £<m
=ni + ng

Portanto temos a forma X,%i — X Xy, =0.

Caso 3.2: £ > m.
Temos 2g —2+ ¢ =29 — 3+ (£ + 1), onde 2g — 3 € H pois H é nao-hiperelitico. Vamos mostrar
que (¢ 4 1) pertence a H. Temos

20-2+4+0=2n;=>0=2n;+2—-29=(+1=2n; — (29 — 3).
Como £ > nq, temos £ +1 >nqy + 1, e dai

2n; — (29 —3)>m1+1 = 2n; >ng +2g—2
=n >[5 +g-1
=n; > g. (%)

Se £+ 1 =2n; — 29+ 3 ¢ H, pela simetria terfamos

2n; —29+3 =4y, —nj,n; €H
= 2n;—29+3=29—-1—-mny
= 2n;+n; =49 —4.

Por (x),49—4<29+n;=n; >29g—4=>n;=2g—3oun; =29—2=~,=1oul=2,0que

é um contradigao ja que supomos ¢ > m e H é nao-hipereliptico. Portanto 2n; = 29 —3+ (¢ +1)

e temos a forma quadratica bei — Xog3Xp11 =0. m
Portanto mostramos que para um sistema canonico de geradores ng,n1,--- ,ng—1 sempre
existe uma forma quadratica do tipo XTQLZ_ — an Xp, que se anula em cO, Sejam aq, a9, ,ar

os geradores minimais de H e
D= (t", %, jt),t ek C A"
a curva monomial afim dada por H. Quando aplicamos o mapa de implosao

IT: k[Xnoa 7Xng—1] — ]k[Xal"“ 7Xar]
X, — 1
X e XaeXg

em todas as formas quadréticas que geram C© obtemos os r — 1 geradores da curva D. A priori
nao sabemos se as formas dadas pelo lema anterior "sobrevivem" ao mapa de implosao, ou seja,
se elas ndo se tornam identicamente nulas quando avaliadas no mapa II. Se 2a; < 2g — 2 nao
conseguimos garantir nada, mas se 2a; > 2g — 2 essa forma "sobrevive" e se anula em D. De fato,

da existéncia da forma X2 — Xy, Xn,, , = 0, como ng = 0 e ng_1 = 2g — 2, temos a garantia
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de que 2g — 2 se escreve como soma de duas ndo lacunas que ndo podem ser iguais a a; ja que
2a; > 2g—2. Portanto, como a; é gerador minimal de H, a implosao da forma Xgi + X, Xp, serd
um polinémio isobarico em que o primeiro membro continua sendo X i e o segundo membro é
um mondmio em que nao temos mais o controle do grau, apenas do peso. Mas, apesar da falta
de conhecimento do grau desse polinémio, garantimos sua existéncia como um dos polinémios

geradores do ideal de D pela minimalidade do grau do termo Xgi. Portanto temos o seguinte

Teorema:

Teorema B.0.2. Seja H um semigrupo simétrico ndo hipereliptico de género g, a1,a9, -+ ,
seus geradores minimais e D a curva monomial afim dada por H. Sea; >g—1,i=1,---r,
~ . C oA ‘o, . _ 2 _ yorya2... Yo
entdo existe um polinomio isobdrico em k[Xq,,- -+, Xq,| do tipo P = Xg — X1 X2 --- X3 que

pertence ao ideal de D.

Com esse resultado podemos encontrar facilmente o ideal da curva monomial afim dada
pelo semigrupo H =< 4,7,10 > de género g = 7. Temos g — 1 = 6 e os dois maiores geradores
minimais sdo maiores que 6. Pelo Teorema anterior, existe um polinémio isobarico cujo primeiro
termo é X ? que se anula em D. Para encontrar o segundo termo desse polindmio basta encontrar
um mondmio de peso 14 formado pelas varidveis X4 e X719 em que o expoente de varidveis de
menor peso deve ser o maior possivel. Esse caso é bem simples, o monémio é X4Xo. Portanto
o polindémio P = X2 — X, X0 pertence a k[ Xy, X7, X10] e se anula em D. De maneira analoga,
como 10 > g — 1, temos o polindémio Q) = X120 — X3 que se anula em D. Como sabemos que D
é intersecdo completa (esse exemplo foi calculado no Capitulo 3) temos que seu ideal I é dado
por I= (X% — X4X10, X120 — Xg)

Para que exista um polindmio do tipo P = X2 — X0 X22... X2 em k[X,,, -, Xq,]
que se anule em D ndo é necessario que a; > g — 1, ou seja, a reciproca do Teorema B.0.2
nao é verdadeira. De fato, considere o semigrupo ‘H =< §8,10,12,13 > de género g = 14 que
¢é intersecao completa. Nenhum dos geradores minimais de H ¢é estritamente maior que g — 1.
Entretanto seu ideal em k[Xg, X109, X12, X13] é dado por

I = (X7 — XsX12, Xip — X3, Xi3 — X§X10),

ou seja, todos os polindmios geradores do ideal I sao do tipo P = X, 31 — X@rXg2.- X2, Ana-
lisando dessa maneira podemos pensar que o ideal de uma curva monomial intersecdo completa
é sempre gerado por polinémios desse tipo, mas isso nao é verdade. Por exemplo, para o semi-
grupo H =< 18,20, 25, 27,30 >, intersecao completa, de género g = 45, aparece um polinémio
inesperado no ideal de D, o polinémio P = X8 X97 — X99X25, que tem termos cruzados. Nesse
caso o ideal de D em k[X1s, X290, X5, Xo7, X30] é dado por

I = (X18Xo7 — XooXo5, X35 — X20X30, X7 — X35, X2 — X3))

Como foi dito no inicio da sec¢ao, os resultados ainda nao estdao concluidos e ficam como

propostas para trabalhos futuros.
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C Algoritmo para calcular as equacoes do
Moduli

Vamos apresentar agora um algoritmo implementado no MAPLE para o calculo da base
P-hermitiana de H 0(07(_([) ) ,wh), paran = 1,2, 3, das formas que geram o ideal de Cg_? ) ¢ das dimen-
soes de cada parte homogénea de Tﬂlg[H] para todo semigrupo simétrico H, inclusive os trigonais.
Consequentemente, é possivel calcular a dlgebra e o niimero de Tjurina de uma singularidade

com semigrupo H, ja que coincidem Tﬂlgp_q e sua dimensao, respectivamente.
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> restart;

>H:=[-] # Adicionar o sistema canonico de geradores.
> with(LinearAlgebra);

HO := [seq(H[i], i = 2 --- nops(H))];

g := nops(H); # Calcula o género de H.

L := (seq(i,i=1--- 2*g-1), minus convert(H, set)):

criavariavel := proc (H) local i, n, A; # Cria as variaveis X;
A := NULL;

for i from 1 to nops(H) do

A = A, x[H]i]]

od;

RETURN(A);

end:

X := [criavariavel (H)]:

soma2a2 := proc (H) local i, j, A, B, C; # Faz os produtos das varidveis dois a dois.
A := NULL;

B := criavariavel(H);

C := NULL;

for i from 1 to nops(H) do
for j from i to nops(H) do
C = C, Bli|*Bj};

od;

od;

RETURN([C])

end:

soma3a3 := proc (H) local i, j, V, S, T, U; # Faz os produtos das varidveis trés a trés.

V := [criavariavel(H)|; T := NULL; U := NULL;
S := soma2a2(H); for j from 1 to nops(S) do
for i from 1 to nops(V) do

T = T, VIS[)

od;

od;

RETURN(convert({T}, list));

end:
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subst := proc (P)collect(subs({seq(x[i] = !, i = 0 --- 2*(g-2))}, P), t) end: # substitui as
varigveis X; por t*
tP := proc (P) collect(subs({seq(x[i] = x[i|* #!,i =0 --- 2*(g-2))}, expand(P)), t) end:

# mantém as variaveis X;

iso := proc (F) collect(lcoeff(tP(F), t), X, distributed) end: # toma a parte isobdrica
ini := proc (F) local XX, L, i, a; XX := [criavariavel(H)]; L := iso(F); for i from 1 to nops(H)
do a := XX[i]; L := tcoeff(L, a)*a!d97¢¢(l:2) od; RETURN(L); end: # toma o monoémio
que possui a variavel de menor peso da varidvel iso

peso := proc (F) degree(tP(F), t) end: # Calcula o peso da variavel Xj;.

poli2 := proc (H) local i, A, B; # Cria polinoémios do tipo X,,, Xn;t"it"

A := soma2a2(H);

B :=0;

for i from 1 to nops(A) do

B := B+tP(A[i]);

od;

RETURN(collect(B, t));

end:

base2 := proc (H) local i, j, A, B, C; # Base P-hermitiana de HO(C;?),WZ)

A := poli2(H); B := NULL; C := NULL;
for j from 0 to degree(A) do

if coeff(A, t, j) = ini(coeff(A, t, j)) then
if coeff(A, t, j) # 0 then B := B, coeff(A, t, j);
fi;

else

C := coeff(A, t, j);

for i from 1 to nops(C)-1 do

C := C-ini(C);

od;

B :=B, C;

fi;

od;

RETURN(B);

end:

poli3 := proc (H) local i, A, B;

A := soma3a3(H); # Cria polindomios do tipo X, Xn;X,, t" "t
B :=0;

for i from 1 to nops(A) do

B := B+tP(A[i]);

od;

RETURN(sort(collect(B, t), t)); end:
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base3 := proc (H) local i, j, A, B, C; # Base P-hermitiana de HO(C;,(_?),LUB)
A := poli3(H); B := NULL; C := NULL;

for j from 0 to degree(A) do

if coeff(A, t, j) = ini(coeff(A, t, j)) then

if coeff(A, t, j) # 0 then B := B, coeff(A, t, j);

fi;

else

C := coeff(A, t, j);

for i from 1 to nops(C)-1 do

C := C-ini(C);

od;

B :=B, C;

fi;

od;

RETURN(B);

end:

nbase2 := proc (H) local A, B, C; # Toma os mondmios Xn; Xn; que nao estao na base P-
hermitiana

A := convert(soma2a2(H), set);
B := {base2(H)};

C := A minus B;
RETURN(convert(C, list));

end:

nbase3 := proc (H) local A, B, C;# Toma os mondmios Xn; Xn,;Xn, que nao estao na base
P-hermitiana

A := convert(soma3a3(H), set);

B := {base3(H)};

C := A minus B;

RETURN(convert(C, list));

end:

basis := proc (H) local i, j, n, A, B, AA, BB, C, F, G, Q;# Série geradora dos elementos da
base P-hermitiana de graus 2 e 3

A := base2(H); B := base3(H); AA := 0; BB := 0; C := NULL; Q := NULL;

for i from 1 to nops([A]) do AA := AA+tP(A[i]); od;

for i from 1 to nops([B]) do BB := BB+tP(B]Ji]);od;

for j from 0 to degree(AA, t) do Q := Q, coeff(AA, t, j); od,;

for j from 0 to degree(BB, t) do C := C, coeff(BB, t, j); od;

RETURN([Q], [C]);

end:
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nbasis := proc (H) local i, j, A, B, AA, BBC, QQ, C, CC, BB;# Cria a série geradora dos
elementos que nao estao na base
A := nbase2(H); B := nbase3(H); CC := NULL;
AA :=0; BB :=0; QQ := NULL;
for i from 1 to nops(A) do AA := AA+tP(AJi]); od;
for i from 1 to nops(B) do BB := BB+tP(BJi]); od;
for i from 0 to degree(AA, t) do
if coeff(AA, t, 1)# 0 then
if coeff(AA, t, 1) = ini(coeff(AA, t, 1)) then QQ := QQ, coeff(AA, t, i);
else
C := coeff(AA, t, i);
QQ := QQ, ni(C);
for j from 1 to nops(C)-1 do
QQ := QQ, ini(C-ini(C));
C := C-ini(C);
od;
fi;
fi;
od;
for i from 0 to degree(BB, t) do
if coeff(BB, t, i)# 0 then
if coeff(BB, t, i) = ini(coeff(BB, t, i)) then CC := CC, coeff(BB, t, i);
else
C := coeff(BB, t, i);
CC := CC, ini(C);
for j from 1 to nops(C)-1 do
CC := CC, ini(C-ini(C));
C := C-ini(C);
od;
fi;
fi;
od;
RETURN([QQ], [CC]);
end:
Q := basis(H)[1]: C := basis(H)[2]:# Cria as formas de graus 2 e 3 que geram o ideal de C,
QQ := nbasis(H)[1]: CC := nbasis(H)[2]:
= [sea(QQ-Qlpeso(QQH)+1]+sum(eli, F*Qlpeso(QQL])+1-], = 1 -+ peso(QQI), i =
1+ nops(QQ))):
FO := [seq(QQ[i]-Q[peso(QQ[i])+1],i =1 --- nops(QQ))]:# Formas quadraticas
G := [seq(CC]Ji]-C]peso(CCli])+1]+sum(d[i, j]*C[peso(CC][i])+1-j], j = 1 - - - peso(CCJi])),i=1
- nops(CQ))]:
GO := [seq(CClJi]-C[peso(CC]Ji])+1], i =1 --- nops(CC))]

# unfold das formas quadraticas
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mon := proc (H) local i, A;

A:=1;

for i from 1 to nops(X) do
A = A*X]i];

od;

RETURN(A);

end:

cubicforms := proc (H) local i, j, A, AA, B, BB;# Exclui as formas ctibicas que sao miltiplas
das formas quadraticas.

B := NULL; BB := NULL;

for i from 1 to nops(G0) do

if gcd(GO[i], mon(H)) = 1 then

B := B, GO[i];

BB := BB, GiJ;

fi;

od;

RETURN([B], [BB));
end:

GGO := cubicforms(H)[1]:# Formas cibicas
GG := cubicforms(H)[2]:# unfold das formas ctbicas

vectorsF := proc (H) local i, j, A, B, C;

A := NULL; B := NULL; C := NULL;# Cria os vetores associados as formas quadréticas
conforme Teorema 2.2.6

for i from 1 to nops(F0) do

for j from 2 to nops(X) do

B := B, degree(ini(F0]i]), X[j]);

C := C, degree(expand(FO0[i]-ini(FO0[i])), X[j]);

od;

A=A, [B-C];

B := NULL; C := NULL;
od;

RETURN(A);

end:
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vectorsG := proc (H) local i, j, A, B, C;

A := NULL; B := NULL; C := NULL;# Cria os vetores associados as formas ciibicas conforme
Teorema 2.2.6

for i from 1 to nops(GGO) do

for j from 2 to nops(X) do

B := B, degree(ini(GGO[i]), X[j]);

C := C, degree(expand(GGO[i]-ini(GGO[i])), X[j]);

od;

A=A, [B-C];

B := NULL; C := NULL;
od;

RETURN(A);

end:

DJ := [seq(peso(F0[i]), i =1 --- nops(F0))]:

V:=[vectorsF (H)]:

DJ:=[seq(peso(FO0[i]), i = 1 --- nops(F0))seq(peso(GGO[i]), i =1 --- nops(GGO))]:
V := [vectorsF(H), vectorsG(H)]:

dimT1s := proc (s) local i, n, R;

n := 0; R := NULL;# Calcula a dimensao da parte graduada de grau s.
for i from 1 to nops(HO) do

if HO[i]+s in L or HO[i]4+s < 0 then n := n+1;
fi;

od;

for i from 1 to nops(DJ) do

if s+DJ[i] in L or s+DJ[i] < 0 then

R := R, V[i];

fi;

od;

RETURN(max(0, n-1-Rank(Matrix([R]))));

end:

dimT1 := proc (n, m) local i, d;# Calcula a soma das dimensoes das partes de grau n até m
d := 0;

for i from n to m do

d := d+dimT1s(i);

od;

RETURN(d);

end:
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O algoritmo a seguir, também implementado no MAPLE, calcula as equacoes de M;'fl
que envolvem os coeficientes dos unfolds das formas geradoras da curva monomial candnica e é

uma continuacao do algoritmo acima.

# Calcula a soma dos coeficientes de um polindémio isobarico
sc:=proc(F) subst(F)/tdesree(tP(F)) end:

# sum of the coefficients of the initial isobaric form;
siso:=proc(F) sc(iso(F)) end:

#Coefficient of the Initial Monomial

cini:=proc(F) sc(ini(F)) end:

# Initial Monic Monomial of a homogeneous polymonomial
mini:= proc(F) ini(F)/cini(F) end:

# Resto com respeito a uma divisdo parcial por FF
R:=proc(S,FF) local G,H,i,flag,q;
G:=expand(S);

H:=expand(iso(S));

while expand(H-ini(H))# 0 do
flag:=true;

for i from 1 to 10 while flag do
if divide(ini(H),mini(FF(i]),q) then
G:=expand(G-FF[i]*q);
H:=expand(H-iso(FF[i])*q);
flag:=false

fi;

od;

od;

RETURN(G);

end;

# procura pelo coeficiente em siso(S) de peso j e maior indice
indet:=proc(S,j) local H,h,i;

H:=indets(siso(S));

h:=0;

for i from 1 to 10 do

if member(c[i,j],H) then h:=h,i;

fi;

od;

RETURN(max(h));

end;




Apéndice C. Algoritmo para calcular as equagoes do Moduli 71

# Célculo dos coeficientes e suas relagoes até o peso WW da syzygy mais pesada
resultado:=proc(ww) local FF,S HH A ji,j,m,cc,dd;
A:=NULL;

S:=expand([S1,52,- -+, 5)]); # todas as syzygies desdobradas
FF:=expand(F);

HH:=NULL;

for j from 1 to ww do

for i from 1 to nops(S) do

S[i]:=R(S[i],FF);

if ppli]-peso(S[i])=j then m:=indet(S][i],);

if m>0 then cc:=solve(siso(S[i])=0,c[m,j]);

A:=A solve(siso(S[i]),c[m,j]);
FF:=expand(subs(c[m,j]=cc,FF));
S:=expand(subs(c[m,j|=cc,S));

fi;

if m=0 then HH:=HH siso(S[i]);
S[i]:=expand(S]i]-ini(S[i]));

fi;
fi;

od;

od;

RETURN([FF,[HH],S]); end;

# FF sao as formas com as relagdes nos coeficientes vindos das syzygies; [HH] sdo as equagoes

da variedade de moduli; S é unfold das syzygies.
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