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Resumo

O modelo de urnas de Poélya é um processo estocastico em que objetos de interesse real
sao representados por bolas coloridas em uma urna. Uma bola é sorteada aleatoriamente
e retornada a urna juntamente com outra bola da mesma cor observada. Esse processo
é repetido n vezes. Dizemos que uma cor lidera na urna quando esta cor é a maior em
quantidade de bolas. O modelo original ¢ linear, mas pode ser generalizado para incorporar
efeitos nao-lineares. O objetivo deste trabalho é estudar a evolucao da populagao em Urnas
de Polya nao-lineares quanto aos seus regimes de lideranga. No caso linear, a quantidade
de bolas de cada cor cresce linearmente com o tempo e para n suficientemente grande uma
das cores assume a lideranca. J& no caso nao-linear, concluimos que ha trés possibilidades:
a partir de um momento aleatério, ou somente uma das cores sera sorteada ou ambas as
cores continuarao a ser sorteadas, porém existird uma cor lider; ou havera infinitas trocas

de lideranca. Usamos como ferramenta fundamental a Construgao de Rubin.

Palavras-chave: Urnas de Poélya nao-lineares. Regimes de lideranga. Construgao de

Rubin. Vantagem cumulativa.



Abstract

Polya’s urn model is a stochastic process in which colored balls in an urn represent the
objects of interest. A ball is drawn randomly and then is placed back in the urn with
another additional ball of the same color. This process is repeated n times. We say that
a color leads in the urn when this color has more balls. The original model is linear, but
can be generalized to incorporate nonlinear effects. The goal of this dissertation is to
study the evolution of the nonlinear urn’s population in terms of leadership. In the linear
case, the number of balls of each color grows linearly with time and for a large enough n,
one of the colors takes the lead. In the nonlinear case, we conclude that there are three
possibilities: from a random moment, either only one of the colors will be drawn or both
colors will continue to be drawn, but there will be a leading color; or there will be infinite

leadership changes. We use Rubin’s construction as the main tool.

Keywords: Nonlinear Poélya’s urns. Leadership regimes. Rubin’s construction.

Cumulative advantage.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos processos observados empiricamente sao influenciados pela vantagem
cumulativa. A vantagem cumulativa é um fené6meno presente em varios sistemas em que
existem agentes competindo por recursos e consiste na no¢ao de que recursos acumulados
promovem o acimulo de mais recursos. A Urna de Polya é um modelo matematico que
possui esse principio.

Em um esquema de Urna de Poélya, nomeado assim em homenagem ao matemético
hiungaro George Polya (1887-1985), objetos de interesse real sao representados por bolas
coloridas contidas em uma urna. E possivel encontrar aplicacoes desse modelo em
problemas que surgem em diversas areas, como biologia, fisica, economia e ciéncia da
computagao. O modelo original envolve a competicao por recursos entre agentes sob efeitos
lineares de vantagem cumulativa, mas podemos generalizar esse modelo para incorporar
efeitos nao-lineares, que possuem caracterizagoes diferentes e revelam comportamentos
interessantes.

Considere o seguinte processo de Urna de Poélya: suponha uma urna contendo bolas
pretas e bolas brancas. Uma bola é sorteada aleatoriamente e depois é retornada a urna
juntamente com a > 1 bolas adicionais da mesma cor observada. Esse processo é repetido
n vezes. Observe que sortear bolas de determinada cor aumenta a chance de se sortear
mais bolas desta mesma cor, admitindo, assim, uma vantagem cumulativa.

Denote por B,(0) a quantidade inicial de bolas da cor s na urna e Bs(n) a quantidade
de bolas da cor s apés o n-ésimo sorteio e reposi¢ao na urna, s € {1,2} e n € N. Seja
a > 0. A probabilidade de sortearmos uma bola da cor s no (n + 1)-ésimo sorteio pode

ser escrita como

B
Bi(n) + By (n)

P(Bs(n+1)=m+a | Bs(n) =m)

O caso a = 1 corresponde ao modelo linear da Urna de Polya. Esse caso é classico e
ja foi bastante explorado, sendo contemplado aqui para fins de completude e comparacao.

O caso a # 1 corresponde a modelos nao-lineares de Urna de Polya, cujo estudo, até onde
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sabemos, é relativamente recente. Neste trabalho, os resultados para o modelo linear
foram baseados em [3] e |9], e os resultados para os modelos nao-lineares foram baseados
em |7]. Um modelo mais geral pode ser consultado em [6], em que a disputa por lideranga
é estudada em processos de Urnas de Polya nao-lineares com fitness.

Quando ha na urna mais bolas de uma determinada cor, dizemos que esta cor é lider,
ou seja, uma cor lidera a competicao quando é a maior em quantidade de bolas. Estamos
interessados em estudar a evolugao da populagao da Urna de Poélya quanto aos seus
regimes de lideranga. Como o crescimento da populagao se comporta nos modelos linear
e nao-lineares? Serd sempre possivel continuar sorteando bolas pretas e bolas brancas ou
existe um sorteio a partir do qual somente uma das cores seré sorteada? Quando apenas
uma cor sera lider e quando havera trocas de lideranga” Uma evidente desvantagem na
quantidade inicial de bolas de uma das cores traz implicagoes para essa sequéncia de
escolhas a longo prazo? Veremos que essa disputa segue determinado comportamento a
depender de ser « = 1, a > 1 e a < 1, que chamaremos de casos linear, superlinear e
sublinear, respectivamente.

Dentre as varias aplicagoes, podemos citar um experimento descrito por Goslin e
Banker|[3| em 1989, que trata do desenvolvimento dos neurdnios. Os dentritos, que estao
ligados ao corpo celular do ntucleo neural, competem entre si pelo crescimento para a
especificagao do axonio. Isto é, o dentrito que mais cresce se torna o axéonio, completando
a estrutura neural. Konstantin e Raya Khanin [7] mostraram que o modelo probabilistico
da Urna de Pdlya com a > 1 prové resultados que sao qualitativamente similares as
observacoes do experimento.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: na proxima secao serao
apresentadas algumas defini¢oes e resultados que serao tteis ao longo do trabalho, como
o Teorema da Convergéncia de Martingais, o Teorema da Continuidade de Paul Lévy, o
Teorema Central do Limite e outros. Em seguida, definiremos formalmente os modelos
linear e nao-lineares da Urna de Polya e descreveremos o tipo de lideranca assumida em
cada um dos casos linear, superlinear e sublinear. Os Capitulos 2 e 3 apresentam as
devidas demonstragdes matematicas. A Construc¢ao de Rubin, definida no Capitulo 3, é
um passo essencial para as principais conclusoes deste trabalho.

O Capitulo 4 finaliza o trabalho com algumas generalizacoes. Esta dissertacao, por
simplificacao, estd concentrada na ideia de uma urna contendo bolas pretas e bolas
brancas, que podem representar dois objetos em crescimento ou dois agentes em uma
disputa por recursos. No entanto o leitor podera observar que todos os resultados aqui
apresentados podem ser estendidos para representar k € N objetos em crescimento. Assim,
nossas consideracoes finais reapresentam alguns resultados, que podem ser obtidos ao

considerarmos uma urna contendo bolas de k diferentes cores.
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1.1 Preliminares

Nesta secao apresentaremos os principais resultados e defini¢oes que foram usados ao
longo do trabalho para facilitar a recordagao destes ao leitor. Todos eles serdao somente

enunciados, mas podem ser consultados na intrega em |[2|, [1] e/ou [5].

Definicao 1.1. (Pag. 198 de [2]) Seja (€2, F) um espago amostral. Uma filtragao é uma
sequéncia crescente (F,),>1 de sub o-algebras F; C Fo C --- C F. A filtragao natural
de uma sequéncia de variaveis aleatorias (X,),>1 ¢ F, = 0(X;;1 <i < n).

Uma sequéncia de variaveis aleatorias (X, )n,>1 em (2, F) ¢ adaptada a (F,),>1 se
X, € F, para todo n.

Uma sequéncia dupla (X, Fp,)n>1, onde (F,),>1 € uma filtragdo e (X,),>1 ¢ adaptada a

(Fn)n>1, € chamada de sequéncia estocéastica.

Definigao 1.2. (Pag. 198 de |2]) Uma sequéncia estocéstica (X,,, Fy,)n>1 tal que X,, € L!
é chamada

[) um martingal se, para todo n > 1,
E(Xu | Fn) = Xy
IT) um submartingal se, para todo n > 1,
E(Xp | Fn) = Xo;
IIT) um supermartingal se, para todo n > 1,
E(Xpq1 | Fo) < X,

Definicao 1.3. (Pag. 233 de [2]) Uma sequéncia (X,,),>1 de variaveis aleatorias ¢ uma
cadeia de Markov com respeito a uma filtracao (F,),>1 se a sequéncia é adaptada a

esta filtragao e satisfaz a seguinte propriedade:

P(XnJrl = Tn+1 ‘ XO = Xg, " 7Xn = xn) = P(XnJrl = Tn+1 | Xn = xn)

O conjunto de valores que as variaveis podem assumir é chamado de espago de
estados e serd considerado discreto ao longo dessa dissertacao.

Teorema 1.1 (Teorema da Convergéncia de Martingais). (Pdg. 201 de [?])
Sejam (Xpn, Fpn)n>1 um submartingal e X;¥ = max{X,,0} a parte positiva de X,. Se
sup,~; B(X;) < oo, entao existe uma varidvel aleatoria X, com E(X) < oo, tal que
X, U5 X

Teorema 1.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). (Pdg. 23

de [2]) Seja (fn)n>1 uma sequéncia de fungdes mensurdveis em um espago de medida
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(Q,A, ), tal que f, R f. Se existir uma fungdo g : Q@ — [0,+00|, g € L', tal que
| fn 1< g q.t.p., entao as funcoes f,, f € L' e

tin [ ud = [ s

Defini¢ao 1.4. (Pag. 221 de [!]) Sejam X uma variavel aleatéria e Fx sua fungao de

distribuicao. A fungao caracteristica de F'x é a funcao px : R — C definida por
px(t) = E(e").

Teorema 1.3. (Pdg. 223 de []]) Se as varidveis aleatorias X e Y sao independentes,

entao pxiy (t) = px(t)ey(b).

Teorema 1.4 (Teorema da Continuidade de Paul Lévy). (Pdg. 234 de [/]) Sejam
Fi, Fy, ... fungoes de distribuicao e o1, ps, ... suas funcoes caracteristicas respectivas. Se
©n converge pontualmente para um limite ¢ e, se p € continua no ponto zero, entao existe

uma fungao de distribuicao F' tal que F,, — F' fracamente e ¢ € a func¢ao caracteristica

de F'.

Lema 1.1 (Lema de Borel-Cantelli). (Pdg. 198 de []]) Sejam Ay, As, ... eventos em
um espago de probabilidade.

I) Se > P(A,) < oo, entao
n=1
P(A, infinitas vezes) = 0.
II) Se >~ P(A,) = o0 e os eventos A, sao independentes, entdo
n=1

P(A,, infinitas vezes) = 1.

Teorema 1.5 (Teorema das Trés Séries de Kolmogorov). (Pdg. 70 de [?]) Sejam
(X))ien uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e A > 0 wm nuimero real.
Seja

Yi = Xilgx<ay-

o
Para que > X; convirja quase certamente € necessdrio e suficiente que
i=1

ZP(| X |>A) < oo, ZE(Y;) convirja e ZVar(Y;) < 00.
i=1 i=1 i=1

Teorema 1.6 (Teorema Central do Limite de Lindeberg). (Pdg. 262 de [/]) Sejam

X1, Xa, ... varidveis aleatdrias independentes tais que E(X,) = pn, Var(X,) = o2,

onde 02 < oo e pelo menos um o2 > 0. Sejam F,, = F¥, suas fungées de distribuicao,
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S, =Xi+Xeo+--+X, s, = \/Var(Sn) = \/0%%—---—1-0,21. Se para todo € > 0

tivermos que

lim =3 / (z — )2 dFy(x) = 0,

T o —pug|>esn

entao s B(S
S = B(Sn) dist, i 1),
5n

onde N(0,1) representa a distribuicao normal padronizada.

Finalmente, wusaremos a mnotagcdo de Bachmann-Landau para comparar
comportamentos assintoticos de sequéncias aleatorias.

Quando tratamos de sequéncias nao-aleatérias temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.5. (Pag. 4 de [5]) Sejam (a,,)nen € (bn)nen Sequéncias numéricas.
I) Dizemos que b, = O(a,) se existe uma constante C' e um ng tal que | b, |< Ca,
para todo n > ngy. Equivalentemente,

| n |

b, = O(a,) <= limsup —— < 0.
neN Qn
IT) Dizemos que b, = o(a,) se lim,en |b,|/an, = 0. Equivalentemente, b, = o(a,) se

para todo € > 0 existe n. tal que | b, |< ea,, para todo n > n..

Formalmente, O(a,,) € o(a,) sdo conjuntos que representam todas as sequéncias (b, )nen
para as quais as condi¢oes acima sao validas, mas é usual o abuso de notacao com o
emprego da igualdade.

No contexto aleatorio, a notagao de Bachman-Landau pode ser entendida de maneiras
distintas. Existem varias versoes probabilisticas que podem ser consultadas com detalhes

em [5]. Nesta dissertagdo useramos a seguinte definigao:

Definicao 1.6. (Pag. 9 de [5]) Seja (X,,),>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias.

[) Dizemos que X,, = O(a,) se existe uma constante C' tal que |X,| < Ca,
certamente ou quase certamente.

IT) Dizemos que X,, = o(a,) se existe uma sequéncia 6, — 0 tal que |X,| < d,a,

certamente ou quase certamente.

1.2 Definicao dos modelos

Considere uma urna contendo bolas pretas e bolas brancas. Sorteia-se aleatoriamente
uma bola e esta é retornada a urna juntamente com outras @ > 1 bolas adicionais
da mesma cor da bola sorteada, enquanto a quantidade de bolas da cor nao sorteada
permenece inalterada. Repita esse experimento n vezes e denote por By(0) a quantidade

inicial de bolas da cor s na urna e por Bs(n) a quantidade de bolas da cor s apos o
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n-ésimo sorteio e reposi¢do na urna, s € {1,2} e n € N. Assim, no (n + 1)-ésimo sorteio

e reposi¢ao na urna existe uma tunica cor j tal que

se Bj(n) =m, entdo B;(n+1) =m +a. (1.1)

No modelo que trataremos nessa dissertacao a probabilidade de uma bola da cor s ser

sorteada no (n + 1)-ésimo sorteio é proporcional a B¥(n) com « > 0, isto &,

P(Bs(n+1)=m+a| Bs(n) =m) o< BS(n). (1.2)

E claro que uma maior quantidade de bolas de determinada cor implica em uma
maior probabilidade de adicionarmos mais bolas desta mesma cor no proximo sorteio e
reposi¢ao na urna. Como apés cada sorteio cresce a quantidade de bolas de uma das cores
com probabilidade 1 e a soma de todas as probabilidades é igual a 1, obtemos a seguinte

formula para a probabilidade de transicao:
__ Bi)
Bi(n) + B$(n)

Estamos diante de um processo de Markov. Isso significa que a probabilidade

P(Bs(n+1)=m+a| Bs(n) =m) (1.3)

de qualquer comportamento futuro do processo nao depende do conhecimento dos
comportamentos passados, mas somente do estado atual. Note que a probabilidade de
sortearmos uma bola de uma das cores no n-ésimo sorteio nao depende da sequéncia de
cores sorteadas, mas apenas da quantidade acumulada de cada cor. Assim, as Equacoes
(1.1)-(1.3) descrevem um processo de Markov em que quantidades maiores de bolas
de determinada cor possuem maiores chances de crescer e o parametro o determina a
intensidade dessa competicao por crescimento. Esse modelo possui trés casos diferentes,
a depender de a: o caso linear (o = 1), o caso superlinear (o« > 1) e o caso sublinear
(< 1).

O caso a = 1 corresponde a formulacao classica da Urna de Poélya. Usando as
referéncias [3] e [9] como base, mostraremos que nesse caso o niamero de bolas brancas e

bolas pretas cresce linearmente com o tempo e, para isso, trabalharemos com a sequéncia

= (& <n?+(n;<n>)

obtendo a distribuicao limite dessa densidade.

Fazendo n — oo, a variavel aleatoria p, tende a um limite finito p., que depende
das condigoes iniciais By (0) e B2(0), e do incremento a > 1. Calcularemos explicitamente
a distribui¢ao de probabilidade de p,,. Veremos que, com probabilidade 1, 0 < py, < 1
e, por isso, nem mesmo a possivel vantagem de haver, por exemplo, mais bolas pretas
inicialmente é forte o suficiente para que as bolas brancas deixem de ser sorteadas ao
longo do tempo. Se py > 1/2, entdo Bi(n) > By(n) para todo n suficientemente grande,

ou seja, a partir de um momento aleatério as bolas da cor 1 assumem a lideranca.
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O caso a # 1 corresponde ao processo de Urna de Poélya nao-linear. Diferentemente
do caso linear, aqui nao obtemos uma férmula exata para prever os comportamentos da
disputa. No entanto a Construcao de Rubin, definida no Capitulo 3, nos oferece uma
boa estimativa ao representar o processo descrito por (1.1)-(1.3) por meio de variaveis
aleatorias independentes com distribuicao conhecida.

Nao encontramos referéncias que apresentassem o desenvolvimento completo da
Construcao de Rubin e da demonstragao do Teorema de Rubin, por isso estas partes
do texto foram elaboradas por nés. Os demais resultados que mostraremos para o # 1
sao totalmente baseados em [7].

Veremos que no caso a > 1, depois um momento aleatério, apenas bolas de uma das
cores serao sorteadas. Mais precisamente, com probabilidade 1, existe uma cor j e um

sorteio aleatorio NV tal que para todon > N em € N,
se B;(n) =m, entdo Bj(n+1) =m+a,

enquanto

para s # j, com j,s € {1,2}. Se B;(0) > By(0), entdo as bolas da cor 1 possuem
mais chances de vencer a disputa e mostraremos uma férmula explicita que expressa a
probabilidade dessa ocorréncia.

No caso o < 1, mostraremos que as variaveis aleatorias By(n) e Bz(n) possuem a
mesma ordem: a proporc¢ao entre a quantidade de bolas pretas e a quantidade de bolas

brancas ap6s o n-ésimo sorteio tende a 1 quando n — co. Veremos que isso implica que

B,(n) = g + By(n),

onde B,(n) sio as flutuacdes B,(n) para cada s € {1,2}.

A partir do estudo do comportamento assintotico das flutuagoes Bs(n), indicaremos o
tipo de lideranga que as bolas assumem quando o < 1. Sao dois subcasos: mostraremos
que (1) se 1/2 < a < 1, entdo B,(n) é da ordem n®; (2) se 0 < a < 1/2, entdio B,(n) ¢ da
ordem \/n, e se a = 1/2, entdo B,(n) é da ordem v/nlogn.

Vamos ver que quando 0 < « < 1/2, havera infinitas trocas de lideranga entre as
cores. Assim, nesse regime de lideranga, nenhuma cor cresce em quantidade de bolas mais
rapido que a outra. Em outras palavras, para cada cor s € {1,2}, existe uma sequéncia
infinita de sorteios (nf);eny na qual esta cor serd a maior em quantidade de bolas.

Quando 1/2 < a < 1, uma das cores liderara a disputa para todo n suficientemente
grande. Aqui também temos uma férmula explicita que define a probabilidade de uma cor
ser lider. Note que dizer que uma das cores liderara a disputa para todo n suficientemente

grande nao significa dizer que as bolas da outra cor deixarao de ser sorteadas.
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Capitulo 2
O caso linear

Neste capitulo analisaremos o comportamento assintotico da sequéncia (p,)n>0,

definida como

B Bi(n)
Pn = Bi(n) + Ba(n)

Obteremos uma formula exata que modela a evolucao das variaveis aleatorias Bi(n) e
By(n), e que depende das condigbes iniciais B1(0) e By(0) e do incremento a > 1. A
Distribuicao Beta, que definiremos na Secao 2.2, descreve bem o comportamento de
(Pn)n>0 quando n — oo.

Concluiremos que no caso @ = 1 o numero de bolas brancas e bolas pretas cresce
linearmente com o tempo e que a possivel vantagem de haver mais bolas pretas
inicialmente nao é forte o suficiente para que as bolas brancas deixem de ser sorteadas ao
longo do tempo.

As demonstragoes das Proposigoes 2.1 e 2.2 a seguir foram baseadas em [3] e [9].

2.1 Um caso simples da Urna de Pélya

Comecaremos com uma versao mais simples do modelo. Considere uma urna contendo
somente uma bola branca e uma bola preta. Sorteia-se aleatoriamente uma bola da urna.
Essa bola é retornada a urna juntamente com uma outra bola adicional da mesma cor
da bola sorteada, sendo entao a = 1. Assim, se existem k bolas pretas na urna apos n
sorteios, isto é, apos terem sido adicionadas n bolas na urna, entao a probabilidade de se
sortear uma bola preta no (n + 1)-ésimo sorteio serd de k/(n + 2) e a probabilidade de se

sortear uma bola branca sera de 1 — k/(n + 2).

Proposicao 2.1. Seja B(n) o nimero de bolas pretas apds n sorteios e reposi¢oes na

urna. A distribui¢ao de B(n) € uniforme em {1,2,...,n+ 1}.

Demonstragao.  Sejam (U;);>o varidveis aleatorias independentes e uniformemente
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distribuidas em [0,1] e
L,=|{ke{0,1,....n};Us < Up} | .

Note que o evento {L,, = k, L1 = k+1} ocorre se e somente se U, 1 é um dos (k+1)
elementos menores dentre {Uy, Uy, ..., U,11} e Uy é o (k + 1)-ésimo menor elemento.
Entao existem k - n! ordenagoes de {Uy, Uy, ..., U,41} satisfazendo esse evento: como U
é o (k + 1)-ésimo menor elemento, temos k possiveis posi¢oes para U, 1 entre os (k + 1)
elementos menores ou iguais a Uy. As variavéis Uy, Us, - - - , U, restantes sao ordenadas de
n! maneiras.

Como as variaveis Uy, Uy, ..., U,y s@o uniformemente distribuidas, todas as (n + 2)!

ordenagoes possiveis sao equiprovaveis, entao

k-nl k
(n+2)! m+2)(n+1)

P(Ly =k, Ly =k+1) =

Cada ordenagao de {Uy, Uy, ..., U,} também ¢é equiprovavel. Logo,
1
P(L,=k)=
( ) n+1
Entao
P(Ly =k, Loy =k +1) k k
P(Lyy = k+1|L, =k) = _ 1) =
(L 1l ) P(L, = k) (n+2)(n+1)<n+ ) n+2
(2.1)
Dado o evento {L,, = k}, como L, € {k,k + 1}, segue que
P(Lnit =k | Ly = k) =1 = P(Lnss =k +1| Ly = k) =1 — — (2.2)
n+l — n — - n+l — n — - n+2 .

Note que se existiam uma bola preta e uma bola branca na urna inicialmente e, apos
n sorteios, existiam k bolas pretas na urna, entao a probabilidade de uma bola preta ser
sorteada no (n+ 1)-ésimo sorteio ¢ igual a k/(n+2) e a probabilidade de uma bola branca
ser sorteada no (n + 1)-ésimo sorteio ¢ igual a 1 — k/(n + 2).

Como Ly e B(1) possuem a mesma distribuicao e, por (2.1) e (2.2), as sequéncias
(Lp)n>1 € (B(n))n,>1 possuem as mesmas probabilidades de transigao, entao (Lj,),>1 €
(B(n)),>1 possuem a mesma distribuicao.

Uma vez que que a posi¢ao de Uy em {Uy, Uy, ..., U,}, apos a ordenagao do conjunto,
é uniforme entre as (n + 1) posi¢oes possiveis, temos que L,, é uniformemente distribuido
em {1,2,...,n+ 1}. Portanto, B(n) é uniforme em {1,2,... ,n+ 1}.

O
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2.2 Um caso mais geral da Urna de Pélya

Agora consideraremos um caso mais geral da Urna de Poélya linear. Aqui a urna
deve conter pelo menos uma bola de cada cor e, apdés cada sorteio, juntamente com a
bola sorteada, pode ser adicionada uma quantidade maior que 1 de bolas da mesma cor
observada.

Considere, entao, uma urna contendo uma quantidade inicial de B;(0) > 1 de bolas
pretas e uma quantidade inicial de By(0) > 1 de bolas brancas. Sorteia-se aleatoriamente
uma bola, observamos a cor e retornamos a bola sorteada juntamente com mais a > 1
bolas da mesma cor. Repita esse experimento n vezes e denote por Bs(n) o namero de
bolas da cor s na urna apos o n-ésimo sorteio e reposi¢do na urna, s € {1,2}.

Nesta segao usaremos a Fungao Gama, definida por

[(z) = /e_ttm_ldt, onde z € R",
0
que possui a propriedade

I(z+1) =al(z). (2.3)

Também usaremos a Funcao Beta, definida pela composicao de fun¢oes Gama
Blc,d) = ———.

E importante lembrarmos que uma Distribuicdo Beta de parametros ¢ e d tem como

funcao densidade a fungao

1
11 —-2) [ 0<a<1

flz) = ¢ Ble,d) , (2.4)

0 , caso contrario

pois vamos mostrar que a sequéncia

e <31 <nf+(n;<n>>

converge q.t.p. para uma variavel aleatoéria p.,, que segue uma Distribuicao Beta de

parametros

By (0) . Bs(0)
a a
Proposigao 2.2. A sequéncia (p,)n>0, definida acima, converge q.t.p. para uma varidvel

aleatoria 0 < po, < 1, tal que ps seque uma distribui¢ao Beta com parametros By(0)/a e
BQ(O)/G

Demonstracao. Seja X, a variavel aleatoria indicadora definida, para todo n € N, como
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1, se uma bola preta foi escolhida no n-ésimo sorteio
X, =
0, caso contrario

Defina F,, = 0(X;;1 <7 < n) como a filtragem natural dessa sequéncia. Observe que
(Xnt1 | Fn) segue uma distribui¢ao de Bernoulli de paramentro By (n)/(Bi(n) + Ba(n)),

isto é,
d Bi(n)
(Xnt1 | Fn) = Ber (31(n> + B2(n>> .

Temos que p, < 1 para todo n € N. Logo, p, € L. Vamos mostrar que a sequéncia

(Pn)n>0 € um F-martingal.

E(pusr | Fa) = E (B (HBi)(TBi Y ‘ f)
=F (Bl(O) +7912(?0)++1)(n + 1)a fn)
1

= B0) 1 B0) + (n g D’ D) X [ 5

1 Bi(n)

BO)+ B0+ n ><BW”+aBmw+me)
) B,(n)(By(n) + Ba(n) + a)

(Br(0) 1 Bal0) + (n + Da)(Br(n) 1 Balm))
_ Bi(n)(Bi(n) + Ba(n) + a)

(Bi(n) + Ba(n) + a)(Bu(n) 1 Balm))
__ Bin)

Bi(n) + Ba(n)

Note que um martingal é, por definicao, também um submartingal. Logo, o Teorema
de Convergéncia de Martingais garante que existe uma variavel aleatoria p., tal que
q.t.p. . . .~
Pn — Poo- Estudaremos agora a distribuicao de po.

Seja A, 1 0 evento "escolher bolas pretas k vezes nos primeiros n sorteios", isto &,
An,k == {Bl(n) == Bl(O) + ak‘}

Observe que o evento A, ; também pode ser escrito como {By(n) = Bs(0) + (n — k)a}.
Existem n!/[k!(n — k)!] maneiras de se escolher bolas pretas k vezes nos primeiros n
sorteios e, sendo 1 <7 < n, a probabilidade de se retirar da urna a i-ésima bola da cor s

no n-ésimo sorteio é dada por

By(0) + (i — 1)a
By (0) 4 By(0) + (n — 1)a’
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Segue que P(A, ) é igual a

(n) By (O)[B(0) +a] ... [By(0) + (k= DalBy(0)[B0) +a) .. [By(0) + (0 —k —1)a]
k) [B1(0) + B2(0)][B1(0) + B2(0) + a][B1(0) + B2(0) + 2a] . ... [B1(0) + B2(0) + (n — 1)q]

Dividindo o numerador e o denominador da expressao acima por a, denotando B;(0)/a
e B3(0)/a por by e by respectivamente, e usando a propriedade definida em (2.3), obtemos

que

B1(0)[B1(0) +a] ...[B1(0) 4+ (k — 1)a] B2(0)[B2(0) + a] ... [B2(0) + (n — k — 1)a]
[B1(0 4 B2(0)][B1(0) 4+ B2(0) + a][B1(0) 4+ B2(0) + 2a) ... [B1(0) + B2(0) + (n — 1)a]

b+ 1) (b k= Dba(by+ 1) (b —k—1)

ST () T () [T (s )|

=1 =1

 B(by+ ki byt — k)
B B(blbe)

Logo,

_(n 5(b1+k,b2+n—k)
d “”’“‘(k) Bbnb)

Vamos calcular a fungao caracteristica da variavel aleatéria p,. Como a funcao f
definida em (2.4) é a fungao densidade de uma distribuicdo Beta de parametros c e d,

temos que

B(e,d) = /a:‘31(1 —z)% . (2.5)

Até o final da seg@o usaremos a notagao

B1 (0) —|— k:a

Bn,k =

Assim, usando (2.5) e o Teorema do Binémio de Newton, temos que
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by +k, by +n—k)
ztpn tB n ﬁ( 1 s U2
ZGX‘” ik (k) B(by, by)

1

- exp (itBnk) [ 4 1he 1(1 = g)etnhl
= d
Z (k) b17 b2 /x !

0

_&p bllt’f:o /Z( ){x exp( (O)+f33(0)+na)} lzl—x)"_kxbl_l(l—x)bQ_ldx

:%/ e (G B+ ()] 0o

Mas vejamos que

{ajexp <31(0)+ZZ(0)+na) +(1 —x)]nz {xexp (#) +(1 —a;)]"

=1+ ———+0
b1+b2—i—n

1 . bl bQ -1 T !
=1+ [ite [ —+—=+1 +O(—>
n n n n

que converge para e quando n — oo.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

1
) exp (itBy ) / a " bi—1 bo—1
lim 1-— 1 —2)? 1 d
ne Blbr,by) {x xp ( B1(0) + B,(0) —I—na) + x>] v (L) de
0

1

1 itr b1—1 by—1
= ex 1—x)” dx,
30, b) 0/ (-2)

que é a funcao caracteristica da Distribuicao Beta de parametros b; e by. Como a funcao

1

1 ite, bi—1 bo—1
el — ) dx
ﬁ(blvbQ)O/ ( )

é continua em x = 0, o Teorema da Continuidade de Paul Lévy garante essa é a fungao
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caracteristica de poo.
Portanto, a variavel aleatoria po, segue uma distribui¢ao Beta de parametros By(0)/a
e By(0)/a. Além disso, temos que 0 < ps, < 1 com probabilidade 1 por caracterizacao da
Distribuicao Beta.
O

Note que no primeiro caso tinhamos B1(0) = B2(0) = a = 1, entdo by = by = 1. A
Distribuigao Beta com parametros iguais a 1 se reduz a Distribui¢ao Uniforme no intervalo
[0, 1]. Logo, o primeiro caso pode ser visto como uma particularizagdo do segundo.

Vimos que
Bi(n) q.t.p.
H 00
Bi(n)+ Ba(n) "
quando n — 00, sendo 0 < py < 1. Assim, como Bi(n) + By(n) = B1(0) + B(0) + an,

temos que

(2.6)

an
an

o0

1 —poo

quando n — 00.

Concluimos que a quantidade de bolas pretas e a quantidade de bolas brancas cresce
linearmente com o tempo. O caso linear também define um regime de lideranga, uma vez
que se po > 1/2 entao

Bi(n) 1

>_
an 2

para todo n suficientemente grande. Assim, para todo sorteio suficientemente grande
terfamos que Bj(n) > Bs(n), ficando entdo as bolas pretas na lideranca da disputa. As
bolas brancas assumem lideranga quando ps, < 1/2. Porém, como 0 < po, < 1, nem
mesmo uma possivel desvantagem inicial impede que as bolas da cor desfavorecida sejam

sorteadas ao longo do tempo.
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Capitulo 3
O caso nao-linear

Este capitulo contém as principais conclusoes desse trabalho, uma vez que o estudo
dos modelos nao-lineares da Urna de Poélya é recente, diferentemente do caso classico. A
primeira se¢ao desse capitulo ¢ dedicada a Construcao de Rubin, que serda fundamental
para a analise dos modelos nao-lineares.

Identificamos como a populacao da Urna de Pélya linear evolui com o tempo a partir
da obtencao de uma féormula exata que modela o comportamento das varidveis aleatorias
Bi(n) e By(n). Nao serd assim nos casos superlinear e sublinear, mas obteremos uma
boa estimativa. Para a obtengao dos resultados que apresentaremos nas Segoes 3.2 e 3.3,
representaremos Bj(n) por meio de uma variavel aleatoria que denotaremos por Y (n). A
definigao de Y'(n) é usualmente chamada de Construc¢ao de Rubin.

A variavel Y (n) sera mais facil de se analisar matematicamente, pois seré construida
com base em variaveis aleatorias independentes com distribuicao conhecida: a Distribuicao
exponencial.

O desenvolvimento da Construcao de Rubin e a demonstracao do Teorema 3.1, que
mostra que Y (n) e By(n) possuem a mesma distribui¢cdo de probabilidade, feitos nesse
texto, foram elaborados por nés. O enunciado desse teorema e a Construcao de Rubin

sao citados em [1] e [7]. As Segoes 3.2 e 3.3 sao baseadas em [7].

3.1 A Construgao de Rubin

Sejam B1(0) a quantidade inicial de bolas pretas, Bo(0) a quantidade inicial de bolas
brancas e Bs(n) a quantidade de bolas da cor s na urna ap6s o n-ésimo sorteio e reposigao,
s € {1,2}, n € N. Apos cada sorteio, juntamente com a bola sorteada, é adicionada a
urna uma quantidade a > 1 de bolas da mesma cor observada.

Nesta se¢ao consideraremos um modelo mais geral, em que a probabilidade de uma
bola da cor s ser sorteada no n-ésimo sorteio pode ser dada pela composicao de uma funcao

f real positiva qualquer. A probabilidade de se sortear uma bola preta em qualquer sorteio
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é dada por
P(Bi(1) = m +a | Bi(0) = m) f(Blé)(ﬁ(?)()Bz(O)) (3.1)
P(Bi(n+1) =m+a| Bi(n) =m) = f(Bl(i)(i(?(g?(n)) (3.2)

Poderiamos restringir a fungao f alei f(z) = 2%, o > 0, para termos uma equivaléncia
exata com o processo descrito por (1.1)-(1.3). No entanto o leitor podera observar que
em nenhum momento do texto serd necessario exigir uma lei especifica para esta funcao
f positiva. Isso significa que a validade da Construcao de Rubin nao esta condicionada a
um modelo de urna especifico e que o processo de Rubin, que definiremos a seguir, sera
equivalente a modelos de urnas de Poélya ainda mais gerais e, em particular, aos modelos
linear e nao-lineares discutidos nessa dissertacao.

Considere o seguinte processo aleatério: sejam 7] variaveis aleatérias independentes

com distribuigao exponencial de parametro f(7) e

Z; = Z NB,(0)+aj- (3.3)

J=0

com s € {1,2}, i € N. Defina os conjuntos de pontos
S={Z}se{1,2},ie N} e (3.4)
S*={Z};i e N},s € {1,2}. (3.5)
O conjunto S pode ser ordenado por meio da sequéncia (¢,),>1 definida como

t, = inf{t > 0;][0,] N S| = n}. (3.6)

Seja Y'(n) a variavel aleatoria definida como

=
=
I

Bi1(0) +a|[0,t,) N S'|.

Mostraremos que Y (n) possui a mesma distribuigdo de probabilidade de B;(n), tendo
como referéncia (3.1) e (3.2). Antes disso, relacionaremos de forma intuitiva o processo
descrito acima com o processo descrito por (1.1)-(1.3).

Podemos interpretar as variaveis aleatorias Z! e Z? deste processo como dois relogios
independentes que tocam seus alarmes com distribuigao exponencial de parametro f(7).
As varidveis aleatérias n} e n? indicam o intervalo de tempo decorrido entre um alarme e
outro do primeiro e do segundo relégio, respectivamente. O primeiro relégio toca quando

hé& na urna uma movimentacao favoravel as bolas pretas e o segundo relégio toca quando
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ha movimentagao favoravel as bolas brancas.

Por exemplo, suponha que no primeiro sorteio tenha sido escolhida aleatoriamente
uma bola branca e no segundo sorteio uma bola preta, como exemplificamos no grafico
abaixo. Assim, no tempo t; tocou o segundo reldgio exponencial e no tempo ¢y tocou o
primeiro reloégio exponencial e, portanto, n%2(0) < 771191 (0) Desse exemplo. Se supusermos,
como no grafico, que a terceira movimentagao na urna sera favoravel as bolas pretas, entao
o terceiro alarme a tocar sera o do relogio Z}, agora com parametro f(B;(0) + a), uma

vez que foram adicionadas a > 1 bolas pretas a urna logo ap6s o segundo sorteio.

x +15

1
P]Hl((]).i'.éa ‘ [ 14 X

2
j ‘ 0,
B (0)+a ‘ 7 MB5(0)+a

X “+ 19
)

\ o
‘ B2(0)

1
1B, (0)

s=1 §s=2

Figura 3.1: Representagao grafica de exemplo em que a urna recebe bolas brancas nos tempos
t1 e t4 e bolas pretas nos tempos to, t3 e ts.

Este é um processo de Markov em tempo continuo e a propriedade da perda de mémoria
da Distribuicao Exponencial permite que ocorra uma transicao de estados do processo
toda vez que um dos relogios exponenciais toca seu alarme. Assim, quando hé transicao
de estados, podemos iniciar um novo conjunto de relégios, variando seus parametros de
acordo com a realizagao dos sorteios na urna. Observe que a probabilidade de os relogios
tocarem simultaneamente é zero, uma vez que as variaveis aleatorias 1] sao continuas.

Deste modo, construimos uma variavel aleatoria que possui a mesma distribuicao de
probabilidade da variavel B;(n). Note que o processo seria similar para Bz(n). Embora
esse Novo processo possa parecer mais artificial que o processo original, Y'(n) é mais facil

de se analisar matematicamente, devido & independéncia das variaveis aleatorias 7.

Teorema 3.1 (Teorema de Rubin). As cadeias de Markov [B1(n)|aen € [Y(n)]nen,

definidas anteriormente, possuem a mesma distribuicao de probabilidade.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que as probabilidades iniciais e as probabilidades de

transicao de ambas as variaveis sao iguais. Lembramos que as varidveis aleatorias 77,
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com s € {1,2} e i € N, sdo independentes com distribui¢ao exponencial de parametro

(@)

Seja b € N. Temos que

S L O T HOR (0 ’
Moo f(b) f(@) =+ f(b) M
1 1
10 (75~ 77 7w)
1)
f(@) + f(b)
Como
Y(1)=Y(0)+a <= |[0,t] NS =1 <= n0p,0) < Tn,(0),
entao
1 2 B, (0
PIY(1) = Y(0) +0) = P (b < .0) = F05003) - FB T
que equivale a (3.1).
Agora queremos mostrar que
f(m)

PY(n+1)=m+a|Y(n)=m)=

f(m) + f(B1(0) + Bo(0) + an —m)’

que equivale a (3.2).
Seja ig definido por m = By(0) + aip. Temos que

P<Z'10+1 < Zz—io—i-l | Zi—io < Zz‘lo - tn; 771292(0)+a(n—z‘0) > tn — Z2

) n—io)
| 1 2 2 2 1 2 2
= P(Mpy0)+aio T Ziy < MBa(0)+atn—io) T Zn—io | Zn—io < Ziy = tni Ney0)+an—io) > tn — Zn—i,)

1 2 2 2 1 a2 2
= P(NB,(0)raic < MBa(0)+a(n—io) T Zn—io — tn | Znio < Ziy = tui MBy0)+an—io) > tn — Zn—i)-

Mas, como 77%2 (0)+a( tem distribuicao exponencial, temos que

n—igp)

2 2 2 2 d /2
(MBa(0)+atn—i) = En = Zau_is) | MBy0)ratn—io) > tn = Zn-is > 0) = (MB,0)+a(n—is))-
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Logo,

1 2 2 2 1 o2 2
P(T]Bl(o)—‘raio < 7732(0)+a(n—i0) + Zn—io - tn | Zn—io < Zi(] = tn’ 7732(0)+a(n—i0) > tn - Zn—io)
= Py 0)tatnio) — (tn = Za—is) | MBy0)ta(nio) > tn — Zm—iy > 0)

1 2
= P(NB,(0)+aic < M5s(0)+a(n—io))

) F(B1(0) + aio)
f(B1(0) + aig) + f(B2(0) + a(n + 1))

- f(m)
f(m) + f(B1(0) + B(0) +an —m)

O
Note que, usando a Constru¢ao de Rubin e lembrando de (3.4), podemos definir

By(t) =1[0,t]NS?| para todo t € RT e, ainda, abusando a notagao, por (3.6), denotaremos
Bgy(n) = Bs(ty).

3.2 O caso superlinear

Vimos que a Construcao de Rubin vale para qualquer a > 0. Entao, para simplificar
a notacao, consideraremos a partir de agora a = 1, ou seja, a cada sorteio colocaremos
apenas uma bola adicional na urna.

Ja temos as ferramentas necessarias para mostrar que com probabilidade 1, no caso
a > 1, existe um ntmero aleatorio de sorteios, N, tal que em todos os sorteios posteriores
ao N-ésimo sorteio apenas bolas de uma das cores serao escolhidas. Para isso mostraremos
que o numero de sorteios em que bolas de uma das cores foram escolhidas ¢ finito, enquanto
é infinito o ntmero de sorteios em que bolas da outra cor sao escolhidas.

Também veremos que a probabilidade de uma das cores vencer a disputa é dada por
uma formula explicita, que depende das condi¢oes iniciais da urna.

Vimos que o processo aleatério da representacao de Rubin é equivalente ao processo
original de sorteio e reposigao na Urna de Poélya. Assim, as conclusoes virao como

consequéncia do Teorema de Rubin. Primeiramente provaremos um lema.

Lema 3.1. Sejam n] varidveis aleatorias independentes com distribuicao exponencial de

parametro 1% e

Z5% =) Mo
=0



28

Se a > 1, entao Z5, converge quase certamente para s € {1,2}.

Demonstracao. Usaremos o Teorema das Trés Séries de Kolmogorov para mostrar que
1 2 : S __ S
Zy, € Z, convergem quase certamente. Seja V" = ;1 <13. Temos que

Z P >1)= Z exp(—i®) < oo.
i=Bs(0) i=B5(0)

Além disso, podemos ver que, como « > 1, temos

Z E(Y?) = Z /exp( i) xi®dr = Z 1[ exp (—i%) (i +1)+1] < o0
i=B(0) i=Bs(0) i=B(0)

Y. Var(¥) = ) [B(Y?)) — (B(Y))]

i=B,(0) i=B,(0)

- > _Z_zia fexp(—i®) (%4 1)2 — 2(%4+1)+1) + exp(~2i®)(i*+1) 1]

Logo, Z2, converge quase certamente para todo s € {1,2}.

O

Além disso, Z3 tem uma distribuicao absolutamente continua com fungao
caracteristica

¢(A) = Elexp (iAZ,))

H E(exp (i)

j=Bs(0)

8

= /exp (iAx) j exp (—j%) dx

Proposigao 3.1. Seja Ny = {n € N; Bs(n) > Bs(n — 1)}, s € {1,2}. Se a > 1, entdo ou
| N1 |< 00 ou | Ny |< 0o. Além disso, denotando por Py a probabilidade da cor 1 vencer
a disputa, temos que P, = (Z1 < Z2%).

Demonstragdo. Ja sabemos que Z1 e Z2 convergem quase certamente. Seja entao
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Z% = min{Z! 72}, Como Z! e Z2 sao independentes e possuem distribuigoes
absolutamente continuas, segue que, com probabilidade 1, Z3% < Z3 para s # so. Entao
existe um I tal que para s # s, e para todo ¢ > I temos que Z7 > Z39.

A Construcao de Rubin garante que a quantidade maxima de bolas da cor s na urna
serda By(0) + I, isto é, para s # sg e para todo t, By(t) < B,(0) + I. Logo, | Ny, |= 00 e
| Ns |< 0.

Consequentemente, se Ps; denota a probabilidade da cor s vencer a disputa, entao
P=(ZL <Z2)e P,=(Z2 < ZL).

O

Como .
Z5 =Y M)
=0

temos que a férmula para a probabilidade P; depende das condigoes iniciais By (0) e By(0).
Se as quantidades iniciais de bolas pretas e bolas brancas sao iguais, a cor que sempre
venceréd a disputa ap6s o N-ésimo sorteio ¢, por simetria, escolhida aleatoriamente com
probabilidade uniforme, sendo entao P, = 1/2.

Concluimos que existe um sorteio aleatério apos o qual apenas bolas de umas das cores
serao sorteadas. Mais precisamente, com probabilidade 1, existe uma cor 7 e um sorteio

aleatorio N tal que para todo n > N e m € N, se Bj(n) = m, entao
Bi(n+1)=m+1,

enquanto Bs(n 4 1) = B1(0) + B2(0) +n — m para s # j, com j, s € {1, 2}.

3.3 O caso sublinear

Nesta se¢do mostraremos que, no caso o < 1, as variaveis aleatorias By(n) e Bg(n)

possuem a mesma ordem e que isso implica que
n A
BS(’II) = § + Bs(n),

onde B,(n) = o(n) séo as flutuacdes das quantidades de bolas.

O comportamento assintotico dessas flutuagoes depende do valor de . Estudaremos
tal comportamento para concluirmos que, com probabilidade 1, para 0 < a < 1/2
havera infinitas trocas de lideranca entre as cores. Isso significa que para cada cor
s € {1, 2}, existe uma sequéncia infinita de sorteios (n{);cy na qual esta cor serd a maior
em quantidade de bolas. E para 1/2 < a < 1, surgird uma cor lider a longo prazo, isto
é, existe uma cor cuja quantidade de bolas é maior que a outra para todo sorteio cuja

numeragao ¢é suficientemente grande.
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Note que o caso 1/2 < a < 1 nao se confunde com o caso superlinear. Dizer que uma
cor liderara a disputa para todo n suficientemente grande nao significa dizer que as bolas
da outra cor deixarao de ser sorteadas.

A demonstracao da Proposicao 3.2 a seguir seré util em sua integralidade para o texto.

Proposigao 3.2. Se a < 1, entao as quantidades By(n) e By(n) possuem a mesma ordem,

1sto €,

quando n — Q.

Demonstragao. Sejam n? varidveis aleatorias independentes com distribuigao exponencial
A o3 S S S R S F—Q 14 3 Al 3

de pardmetro j*. Defina &§ = n? — E(n;) = nj — j~°, varidveis aleatorias independentes,

com valor esperado igual a zero.

Podemos escrever a variavel aleatoria Z7, definida em (3.3), como

onde

i i B,(0)—1
1 S S S
N N
=17 j=1 j=1
Agora queremos mostrar que

%0 (3.8)

1 2
' ZBy(t)-B1(0) ~ ZBa(t)~Ba(0)

quando t — oo.
Lembramos que t, representa o tempo correspondente ao n-ésimo sorteio na urna e
que Zj - p,(0) Tepresenta o tempo em que a urna recebe a Bs(n)-ésima bola da cor s.

Segue da Construcao de Rubin que, para todo n, temos que

ZByn)—-By0) < tn

e para algum s € {1,2} devemos ter Zy ,\ p ) = tn.

s . , 1 _ 2 . . .~
contrario, teriamos Z Bi(n)—B1(0) — ty, > 2 Ba(n)—Ba(0) © due contrariaria a suposi¢ao.

Como temos que t, = 21292(71)_ Ba(0) & pela Construcao de Rubin, que Z}Bl (n)—B1(0)+1 >

t,, entao

1 2 1
2By (n)-B1(0) < ZBy(n)—Ba(0) < ZBy(n)—By(0) 41"

Logo,
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1 2 1 1 1
‘ ZBy(n)~B1(0) ~ ZBa(n)~B2(0) <‘ ZBy(n)~B1(0) ~ ZBi(n)-Br(0)+1 | = By (m)+1- (3.9)
De forma analoga, se ZJlBl(n)—B1(O) > Zé2(n)_32(0), entao
‘ Z5ym)-5:0) — LBa(m)-Ba(0) | < MBatm)—Ba(0)+1 (3.10)

Seja € > 0. Temos que

> P(n;>e) =) exp(—j%),
i=1 j=1

que é uma série convergente. O Lema de Borel-Cantelli garante que
P(n; > € infinitas vezes) = 0.

Logo, existe jo tal que para todo j > jo se verifica que 1} < e. De (3.9) e (3.10), como
n; > 0 e e >0 & arbitrario, concluimos (3.8).

Estudaremos agora o comportamento assintotico das variaveis aleatorias (. Usaremos
o Teorema das Trés Séries de Kolmogorov para mostrar que (] converge quase certamente
no caso 1/2 < o < 1 e diverge no caso 0 < a < 1/2, quando i — co. Como

1
Z n] ja’

j=Bs(0) Jj=1

o0
basta verificar a convergéncia da série (77}S — j‘“). Se esta série converge, entao (’

j=1
Bs(0)
converge; se diverge, entdo (7 diverge, pois »_ 7 ¢é finito quase certamente.
j=1
Sejam as variaveis aleatorias
S S 1 S S
X:=n - a Yy = Xilgxz <y
A fungao densidade de X7 é
row (i) ] ez
Jrexp |— |z + — ) J%| ,sex > ——
f(x) = J I (3.11)
0 , 8¢ T < ——
jOt

Temos que

e}

;P(|Xj]21):§:{1—P(n]<l+ )} Zexp +1)],

Jj=1
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que converge. Além disso,

i E(Y, i /1 7% exp {— <x + j%) ja] de — i - exp[—(j“; D](j* +1)

7j=1 7j=1 7j=1

também converge.

Por outro lado, a série

converge para 1/2 < a < 1, mas diverge para 0 < o < 1/2, pois a parcela > 772 diverge
j=1
quando 2a < 1.

Logo, (7 converge quase certamente para 1/2 < a < 1 e (7 diverge para 0 < a < 1/2
quando 7 — oo.
Seja

Temos que

i

Var(¢}) = Var Z Zla = Z j%’

J=Bs(0) J=1 3=Bs(0)
i1
que diverge para 0 < a < 1/2, quando ¢ — oo. Logo, Var(¢(f) ~ > —.
=17
Como
) i i—1 7
1 1 1 1
> S Sy <)
Jj=2 J 1 . Jj=1 J Jj=1 J
temos que
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Assim, para 0 < o < 1/2, temos que

quando 7 — oo.

Logo,

~ 1

Vali) ~ D 552
=17

e, portanto,
. ‘1 L i se0<a< g
Var(¢h) ~ Y o=~ Vali) ~ ¢ 1 =20 . (3.12)
=) log @ ,sea:%

Lembramos que f ¢ a fungao densidade de X7, definida em (3.11). Temos que

[ wtwnsy [
—&
. exp(—j%x — 1)(j**2* + 2% + 2) ’M )
lim —
_1

IIM~

Jj=1
|z|>eq/ Va (i)
M—00 j2a

I
I -
N

Jj=1 J

.

1

lja

J
Para 0 < a < 1/2 e para todo € > 0, temos que
1 1
lim —— — =0
o0 V(i) ; 72

Logo,

i

i—00

22 f(z)dr =0

=1
/ |z|>€er/ Va (i)

e, portanto, pelo Teorema Central do Limite de Lindeberg,

( xi@)) &N (0, 1), (3.13)

onde N (0, 1) representa a Distribuicdo Normal padronizada.
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Dessa forma, para qualquer € > 0 suficientemente pequeno e para 0 < a < 1, podemos

escrever a variavel aleatoria (7 como
1,
G =0 <z2 €> .

i1 1
Not Aj=> — ~
ote que 25" 1a
1

11—«

i17. Assim, usando que Z; = A; + (¢, temos

75 —

1

il—a + O(Z'l—oz) +0 (i%—a—l—e) ~

Queremos mostrar que

| By(t) — Ba(t) |= o(min(B, (t), Ba(t))). (3.14)

Suponha, por absurdo, que (3.14) néo seja verdadeira. Sem perda de generalidade,

considere By(t) = min(B;(t), Bo(t)). Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

| Bi(t) — Ba(t) |
Bs(t)

Assim, para infinitos valores de ¢, temos que

> ¢ infinitas vezes.

Bi(t) > (1 + ¢)Ba(t).

Logo, para esses valores de ¢,

1 1
1 1 1— -
2B 0)-B1(0) ~ ZBi(t) ™ EBI *(t) > T a[(l +¢)By(t)]
1 _ -

S|l Bl (14 o) — 1] 4 o( B0 (1)) | —s o0,

1 2
ZB0-B10) ~ LB)-Bo0) |Z| T

contrariando (3.8).

Portanto,
| Bi(t) — Ba(t) |= o(min(Bi(t), Ba(t))).

Isso significa que

B1 (t)
Bs(t)

quando t — oo, seguindo o resultado da proposigao.

— 1 (3.15)



Note que (3.15) implica que Bj(t) + Bs(t) ~ t quando t — oo. Portanto,

onde B,(t) =

Bi(t) = = + Bi(t),

l\DIH~

o(t).

3.3.1 O caso%<oz<1

Neste caso mostraremos que as flutuagoes B,(t) sao da ordem n®.

proposigao a seguir concluiremos que se 1/2 < « < 1, entdo uma das cores liderara a

disputa para todo sorteio n suficientemente grande.
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A partir da

Proposicao 3.3. Se 1/2 < a < 1, entdo existe uma constante aleatdria continua cq

diferente de zero tal que

Bs(n) ac,

nO[

S

quando n — oo, s € {1,2}.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha que By (t) < Bs(t). Temos por (3.8)

que

Ch, )

Dai,

Cél () -

By(t) By (t) 1 Ba(t) Ba(t) 1 Ba(t) 1
— (o) = n — — = n; + - = — +o(1)
v j=B1(0) j=1 J j=B2(0) j=1 J :lz(t)+1 J
Bs(t) 1 By (t) 1
(Baqry +0(1) = 21 T 21 ja
= [BI°() - BEU(9)] (1 +0(1)
L g, [Bt()
B0 | B 1] (o)
= Bl() (1 + glgg 1) — 1] (1+0(1))
s | (1 20720 1 o
:1%191 () (1 - a)—B2(tz-),l_(t)Bl(t) (1+0(1))

B B?(t)
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= By(t) — Bi(t) = BY(1) (ggl(t) ~ G+ 0(1)) (1+ o(1)).

Como vimos na Proposigao 3.2, temos que By(t) ~ t/2 para todo s € {1,2}, entao

Balt) = Bu(0) = (54 0(1)) (hy1o ~ G +ol1) (1+ 0(0)

No caso 1/2 < a < 1, sabemos que Cfgs(t) converge. Seja Cgs(t) — (5. Assim,

CBay = G T 0(1)

quando t — co. Vamos reescrever:

Como
Bi(t) 4+ By(t) = Bi(t) + Bs(2) — t = B1(0) 4+ B(0),
temos que
S-S50 - () [ (¢ = ¢2) | (o)
. 2800~ 80 = (3) ( cg’o—zcso> (1+0(1)
R 1 X N (1< i s
— B (1—2Bs(t>;Bj(t)) = (5) (5]2{00 oo) (14 0(1))
— B(t) = (%) (%ZC&—C&) (1+0(1)).

Dividindo ambos os lados da tultima equacao acima por t“, concluimos que se
1/2 < a < 1, entao existe uma constante aleatoria ¢y tal que

Bs (t) q.c.

tOé

S

s € {1,2}.
Note que, com probabilidade 1, {1 # (2, e (¢L+¢%)/2 # ¢5. Assim, ¢, &
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diferente de zero e ¢; # ¢y quase certamente.

Sejam as constantes aleatorias ¢; e ¢y tais que

B B
l(n) ﬂ) C1 € 2(”) £> Co.
n< n<

Suponha ¢; < ¢y. Dai,

By(n) = Bu(n) = By(n) = Bu(n) L% ey — ¢ > 0.
ne n«

Logo, Bs(n) > Bi(n) para todo n suficientemente grande.

Portanto, a probabilidade das cores brancas liderarem a disputa para todo n
suficientemente grande é igual a P(cy > ¢1). Apesar de as flutuacdes B,(n) serem muito
menores que as quantidades Bg(n), ainda existe uma cor cuja quantidade de bolas é maior
que a outra para todo sorteio n suficientemente grande. Como no caso linear, essa cor

corresponde ao maior valor de c;.

3.3.2 Ocasol<a<

D[

Veremos agora que as flutuacoes By(n) sio da ordem y/n quando 0 < o < 1/2 e da
ordem y/nlogn quando o = 1/2. As flutuagoes normalizadas possuem uma distribuicao
de probabilidade limite, apesar de nao possuirem um limite quando n — oo.

A partir da Proposicao a seguir, mostraremos que haveré infinitas trocas de lideranca

entre as cores quando 0 < v < 1/2 .

Proposigao 3.4. 1) Se 0 < a < 1/2, entao para todo s € {1,2} a distribui¢ao de
Bi(t)
Vit

probabilidade de

converge fracamente para uma distribuicao normal N(0,02), onde

02 = —1

@ 212(] — 2a)°

B(t)
Vitlogt

2) Se a = 1/2, entao para todo s € {1,2} a distribui¢iao de probabilidade de

converge fracamente para uma distribui¢ao normal N (0, i)

Demonstracao. E possivel mostrar, usando o Lema de Borel-Cantelli, que para todo € > 0

existe um I(¢) tal que para todo ¢ > I, temos que

3 (e s 1
Gl=Va@i© e Il < =

Z’a—e

Sabemos que By(t) ~t/2, s € {1,2}. Assim, existe um 7'(¢) tal que para todo t > T,



38

t A A R
Seja L(0) = B1(0) + By(0). Como B(t) = 5t Bg(t), entdao Bi(t) + Ba(t) =
Bi(t) 4+ By(t) — t = L(0). Note que |2B, — Lo| = | By — Bs|. Assim, temos que

By(t) — By(t)| < 2t3*,

entao

Logo, para t suficientemente grande, temos que B’s(t) < 2tate,

Suponha, sem perda de generalidade, que By(t) < t/2. Temos que

Bs(t) 1 t/2 1
b=l ~ |3 (7= 5) -2 (- 7)
t/2 < . 1 )
= [ E—r
j=Ba(1) J

Pelo Teorema Central do Limite de Lindeberg, temos que para algum o > 0,
t/2

> (775’—%)

j=Bs (t) dist,
i

(Va'r’ (j_%?(t) (77]5 _ %ﬂ)) ) 2

Assim, dado € > 0, temos que
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quando t — o0.
Logo, para t suficientemente grande,

N

t/2 t/2

1
(-5 )= {ver( 2 (w5
® 0 J

J=Bs(
1 3
<t Bs(t)‘ max Var|n — —
B.(t)<j<t/2 Tl

S C't€ (t%+e—2a> ’

j=Bs

N

para algum C' > 0.

Dessa forma, para t suficientemente grande, temos que

at2ea (3.16)

0l
Seja h(t) uma fungao que tende a infinito monotonamente. O Teorema Central do

Limite implica imediatamente que

. N P RN AN ()
P{Sé?i%} (\C; 1 = <Gl |0~ 2224 ) = Wi }Hl (317)
P{;e“{??z‘} (‘C AR Cfs]‘%;% ) <Va§(t>h@} —1l G

quando t — 0.
Suponha, sem perda de generalidade, que By(t) < Bs(t). Ja vimos que

B (t)

1
j{: — = () — $howy T 0(1).

Bi(t)+1

Por (3.16), temos que

Bs (t)

> 5= dfy ot
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Assim, usando (3.17), temos

! 1o I—a — (1 2 %—l—?e—a
E<B2 (t) = By (1)) —Q[t] —C[t] + O(t )

Como

segue que

By(t) — Bi(t) = By(t) — Bi(t)

-(5) (=) (1 +0 (tt ) o <—t4+2€;_:£(t>>>
= (%) (4l = ) (10t D).

Tomando € = 1/24, obtemos

t

B0 - B0 = (5) (¢ - ) (1+ot) (3.19)
Usando (3.17), (3.18) e o fato de que Y°°_, B,(t) = L(0), obtemos de (3.19) que

s () [33 (4 i)

j=1

(1 + o(t*%)) (3.20)

com probabilidade tendendo a 1 quando t — o0, s € {1, 2}.
Sem perda de generalidade, suponha s = 2. Dividindo ambos os lados de (3.20) por
V't para 0 < a < 1/2, temos que

B\Q/(;) - (é) -_2%/% (g[lé] - gf;]ﬂ (1 +o(t—fla)) (3.21)

Chay = € 1
= (%) _(2(1 _12a);> (t(%a;(]l gj)é)] (1+0(t‘ﬁ)> (3.22)

1
Como as variaveis aleatorias ( ft] s@o independentes e sao da ordem de V?(t), entao

2




dist, 1
— N(0,2).
Vi (%wﬂx1—2aﬁ> (0.2)

Logo, quando t — oo,

BZ(t) dist. 1
— N0, —————|.
Vit ( 21420 (] — 2a))
Sendo analogo para s = 1, concluimos o item (1) da proposigao.
Dividindo ambos os lados de (3.20) por v/tlogt quando o = 1/2, temos que

Bo(t)y [ 1
Vilogt  \/2
Logo, quando t — oo, temos

Bz(t) dist, 1
— N(0,- ).
Vitlogt ( 4)

Sendo analogo para s = 1, concluimos o item (2) da proposigao.

Veja que

~ ~

Bi(t) — By(t) _ By(t) — Ba(t)
Vit a Vi

Assim, por (3.19), temos que

By (t) — Bsy(t)

St
= (o)

Oy
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com probabilidade tendendo a 1 quando ¢ — oo, onde S; ¢ uma soma de /2 variaveis

independentes,
5=~ G

e op = Var(S).

Usaremos o Teorema Central do Limite para a variavel S;. Para mostrar que ocorrem

infinitas trocas de lideranca neste caso, basta mostrar que

P <liminf§ < 0 < limsup §> =1

t—ro0 Oy t—soc0 Ot

Observamos que, pela Lei 0-1 de Kolmogorov, temos

P (liminfé > O) € {0,1}.

Por outro lado, temos que
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1
P(Iiminf§20) = lim P(EItOEN,§>—E Vt2t0>

t—00 Oy k—s o0 O¢

= lim lim P(i>—% VtZto)

k—>o00 to—>00 O

1
< lim lim P(% > _E)

k—o0 tg—>00 Ot,

. 1
_¢§;P<Nmﬂ)>—z>
B 1
2

Concluimos que

.S
P (hmmf—t < O) =1
Um raciocinio analogo pode ser feito para mostrar que

P <limsupi > O) =1.

t—oo Ot

Concluimos que, com probabilidade 1, havera infinitas trocas de lideranga entre as

cores no caso 0 < a < 1/2.
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Capitulo 4
Consideracoes finais

Uma das principais caracteristicas do modelo probabilistico que apresentamos é que
a probabilidade de uma bola ser sorteada depende da quantidade relativa de bolas da
mesma cor e que quanto maior a quantidade de bolas de certa cor, maior a chance de uma
bola desta cor ser sorteada. Também vimos que o modelo também apresenta diferentes
comportamentos assintoticos dependendo do valor a.

No caso a > 1, vimos que a partir de um momento aleatorio somente bolas de uma das
cores serd sorteada e temos uma formula explicita, que depende das quantidades inicias
B1(0) e By(0), para probabilidade de uma bola da cor s vencer a disputa. No caso a = 1,
vimos que para n suficientemente grande uma das cores liderara a disputa, embora ambas
as cores continuem a ser sorteadas ao longo do tempo. No caso linear também temos
uma féormula explicita para a probabilidade da cor s ser lider, que depende das condig¢oes
iniciais.

No caso 1/2 < a < 1, mostramos que uma das cores também lidera a disputa, embora
a propor¢ao entre Bj(n) e By(n) tenda a 1. Neste caso, seria interessante estudarmos
como as condigOes iniciais interferem na probabilidade de uma das cores ser lider. No
caso 0 < o < 1/2, vimos que existem infinitas trocas de lideranca.

Nesta dissertacao a Construgao de Rubin foi fundamental para o caso o # 1 e vimos
que esse processo vale para modelos de Urna de Polya muito mais gerais.

Este trabalho, por simplificacao, esteve concentrado na ideia de uma urna contendo
bolas pretas e bolas brancas, que podem representar dois agentes em uma disputa por
recursos. No entanto todos os resultados que apresentamos podem ser estendidos para
representar k cores. Nesse caso, se Bg(n),s € {1,...,k}, denotar a quantidade de bolas
da cor s apds o n-ésimo sorteio e reposicao na urna, entao a probabilidade de uma bola
da cor s ser sorteada no (n + 1)-ésimo sorteio sera

_Bim)
Zf:l B (n)

Para esse modelo teriamos os seguintes resultados:
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Proposicao 4.1. A sequéncia

Bs(n)

Pn=| %

Bj(n)

j=1 n>0

converge q.t.p. para uma varidvel aleatoria 0 < ps < 1, tal que ps, seque uma distribui¢ao
Beta com pardmetros

5O, 1 zk:Bj(OL

a a

com1< 79,8 <k.

Proposicao 4.2. Seja Ny = {n € N;Bs(n) > Bs(n — 1)}, com 1 < s < k. Sea > 1,

entdo existird um 1 < j <k tal que | N; |= 0o, enquanto | Ny |< oo para todo s # j.

Proposigao 4.3. Se 1/2 < a < 1, entdo para todo 1 < s < k existe uma constante
aleatoria continua cg diferente de zero tal que
BS(n>

e G
n

quase certamente quando n — oo.

Proposicao 4.4. 1) Se 0 < o < 1/2, entdo para todo 1 < s < k a distribuicio de
Bs(n)
vn

probabilidade de converge fracamente para uma distribui¢ao normal N(0,02), onde

o (k=1
«a k1+2a<1 _ 2&)'

A

Bs(n)
Vnlogn

2) Se a = 1/2, entao para todo 1 < s < k a distribuicao de probabilidade de
kE—1
k2

As demonstragoes das proposigoes acima sao completamente analogas as que foram

converge fracamente para uma distribuicao normal N(0,62), onde 62 =

feitas no texto e os regimes de lideranga em cada caso sao os mesmos.
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