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Resumo

O presente texto consiste em uma apresentacao detalhada dos principais resultados em [6], [7],
[11] e [36], os quais discutem a relagdo existente entre o comportamento assintotico de Cp-
semigrupos em espacos Hilbert e as taxas de crescimento das normas dos operadores resolventes
associados aos respectivos geradores infinitesimais. O principal resultado que apresentamos
nos diz que podemos obter taxas 6timas para o decaimento de Cp-semigrupos se a norma do
resolvente do gerador comportar como uma fungao de crescimento positivo (que, grosso modo,
possui um crescimento mais rapido que o polinomial). Para uma grande classe de semigrupos,
esta condicao nao é apenas suficiente, mas também necessaria para que esta estimativa 6tima
seja mantida. Apresentamos ainda uma ilustracao dos resultados tedricos, usados para obter
estimativas precisas sobre a taxa de decaimento da energia para uma equagao da onda sujeita a

amortecimento viscoelastico na fronteira.

Palavras Chaves: Comportamento assintotico de Cip-semigrupos, taxas 6timas de decaimento,

crescimento positivo.



Abstract

The present text consists of a detailed presentation of the main results in [6], [7], [11] and [36],
which discuss the existing relation between the asymptotic behavior of Cp-semigroups in Hilbert
spaces and the growth rates of the resolvent operators norms associated with the respective
infinitesimal generators. The main result we present tells us that we can obtain optimal rates
for the decay of Cy-semigroups if the norm of the resolvent associated with generator behave like
positive increase functions (which, roughly, grow faster at least with a power-law rates). For a
large class of semigroups, this condition is not only sufficient, but also necessary for this optimal
estimate to be hold. We also present an application of the theoretical results, used to obtain
sharp estimates on the rate of energy decay for a wave equation subject to viscoelastic damping

at the boundary.

Keywords: Asymptotic behavior of Cp-semigroups, optimal decay rates, positive increase.
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Introducao

Um dos principais problemas da teoria das equagoes diferenciais parciais é determinar se as
solugoes destas equagdes se aproximam de um ponto equilibrio, e se sim, com que velocidade se
aproximam. Nas dltimas décadas, houve um progresso essencial no tratamento de tais problemas
assintoticos por métodos da teoria de Cy-semigrupos.

Seja X um espago de Banach complexo e considere o Problema Abstrato de Cauchy (PAC)

(1)

onde A é um operador fechado e densamente definido em X e x € X é o dado inicial. Suporemos
que (1) esteja bem posto, no sentido que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo
{T'(t) }+>0 definido em X. Entao, a solugao fraca (tnica), z : Ry — X, é dada por z(t) = T'(t)z,
e z serd uma solucao forte (ou solugao classica) se, e somente se, x estiver no dominio de A.
Vamos assumir que {7'(t)}+>0 seja limitado, isto &, que sup;~q [|T'(t)|| < oo.

O estudo da estabilidade das solugées do PAC é um problema classico de anéalise funcional,
com intmeras aplicacoes em equacoes diferenciais parciais, em especial para as equacoes da onda
com amortecimento. Neste contexto, usamos os termos assintoticamente estdvel, ou simplesmente
estdvel, para dizer que todas as oOrbitas de {T'(f)}+>0 convergem a zero, e exponencialmente
estdvel, quando as orbitas de {T'(t) }+>0 convergem a zero exponencialmente rapido. Estas sao as
principais nogoes de estabilidade.

Ainda no que se refere ao problema de estabilidade, Lyubich, Va, Arendt, Batty ([27], [3])

demonstraram em 1988 o seguinte resultado.

Teorema 1. Sejam X um espago de Banach e {T(t)}+>0 um Co-semigrupo limitado. Se o(A)NiR
for enumerdvel e se o(A%) NiR (em que A® é a adjunta de A) nao contiver autovalores, entao
{T'(t) }+>0 serd estdvel, isto é,V x € X,

lim || 7(t)z]| = 0.

t—o00

Quanto a estabilidade exponencial, Gearhart ([19]) e Priiss([33]) fizeram uma caracterizaram

em termos do comportamento, ao longo do eixo imaginario, do operador resolvente associado a

A.

Teorema 2. Seja {T'(t)}i>0 um Cy-semigrupo de contragoes definido sobre um espago de Hilbert
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H, com gerador A. Entao, {T'(t)}+>0 serd exponencialmente estdvel se, e somente se,

iR C p(A) e limsup](is — A) 7| < oc.
|s| =00
Ja que estamos assumindo {7'(¢)}+>0 limitado, segue-se que o o(A), o espectro de A, esta
contido no semi-plano complexo C_. Na maioria das vezes, assumiremos ainda que iR C p(A).
Neste caso, A sera invertivel, e seu dominio coincidird com a imagem de A~!. Assim, quando
dissermos que estamos interessados no decaimento (uniforme) de || T'(t)A~!||, estamos nos
referindo ao comportamento assintético das solugoes cléassicas do PAC. Neste contexto, o proximo

resultado nos diz qual é comportamento assintotico de | T'(¢) A7

Teorema 3 (Teorema 3.1 em [9]). Seja {T(t)}i>0 um Co-semigrupo limitado definido em um

espago de Banach X, com gerador A. Suponha que iR C p(A). Entao,
. 1 _
lim [T(1)A7]| = 0. 2)

Em geral, sem nenhuma condigao adicional, o decaimento (2) pode ser arbitrariamente lento.
No entanto, em varias situagoes concretas envolvendo EDP’s (como por exemplo, as equagoes das
ondas amortecidas), a taxa de decaimento em (2) corresponde a taxa de decaimento da energia
do sistema descrita por {T'(¢) }+>0, e é interessante determinar se essa taxa de decaimento pode
ser alcancada.

Desde o trabalho pioneiro de Lebeau [25], um dos objetivos centrais na teoria assintética
dos Cy-semigrupos tem sido obter boas estimativas para a taxa a qual essa quantidade decai,
assumindo que se tenha conhecimento sobre a norma do operador resolvente R(is, A) =
(is — A)~!, s € R, 4 medida que s — +00. Dado que o comportamento assintético da norma do
operador resolvente do gerador é geralmente mais facil de se determinar do que o comportamento
assintético do semigrupo, tornou-se habitual usar o operador resolvente ao lidar com ambos os
tipos de estabilidade.

O estudo das taxas foi posto no contexto do Teorema Tauberiano para a transformada de
Laplace, por Batty e Duyckaerts em [7], considerando o resolvente como a transformada de
Laplace do semigrupo. A abordagem por pura analise complexa unificou varios resultados
conhecidos (incluindo [26], por exemplo), além de aprimorar alguns daqueles aplicados ao

comportamento do resolvente. Em particular, destacamos o seguinte resultado.

Teorema 4 (Teorema 5.1 em [7]). Seja {T'(t)}i>0 um Co-semigrupo limitado em um espago de
Banach, com gerador A tal que iR C p(A). DefinaV t > 0,

M(t) = sup || R(is, A)|

|s|<t

Mog(t) :== M(t)(log(1 + M(t)) + log(1 + t)).
Entao, existirdo constantes B,C e ¢ tais que para todo t > B,

Cc

e < ITOA7 < e ®)

log1 (t/C)
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em que M~ € a inversa a direita de M.

Observe que pela Proposi¢ao 2.4, o decaimento lim;_, || T(t) A~ = 0 implica o(A4)NiR = 0.
No entanto, em muitas situagoes, o espectro se aproxima arbitrariamente do eixo imaginério
(necessariamente em +ioc), de modo que lim,_,o M(|s]) = oo (vide Proposigdo 1.9). Entao,
diremos que se limg_,o M(s) = o0, o resolvente, restrito ao eixo imaginario, possuird uma
singularidade no infinito.

Suponhamos, por exemplo, que 3 o > 0 tal que M(s) seja da ordem s* quando s — oo.

Entao, (3) se torna (vide Exemplo 7 em [7])

C

_ log t\ /@
[ 1 —_—
17a <IT(0A HSC< p > , t> 1 (4)

Ainda em [7], Batty e Duyckaerts, conjecturaram em que se considerarmos X um espaco de
Hilbert, entao o fator logaritmico de (3) pode ser desconsiderado. Enquanto que se X for um
espago de Banach (nao-Hilbert), nao se pode descartar o fator logaritmico.

Em 2009, Borichev e Tomilov demonstraram em [11] a veracidade da conjectura para a

situac@o descrita em (4)

Teorema 5 (Teorema 2.4 em [11]). Seja {T(t)}+>0 um Co-semigrupo limitado em um espago de
Hilbert H, com gerador A tal que iR C p(A). Entao, dado o > 0, se

[R(is, A)|| = O(|s]*), s — oo,

entao
1T A | =0 ), t— .

Eles também mostraram que o limite superior em (4) ndo pode ser aprimorado se nenhuma
restricao for imposta ao espago de Banach X.

Vale destacar que o Teorema 5 tem sido extensivamente aplicado em trabalhos recentes
envolvendo decaimento de energia para equagoes da onda e de outras equacgoes diferenciais
parciais (veja, por exemplo, [37]), o que motivou ainda mais o aprimoramento das taxas de
decaimento das solugoes fortes. Se M nao for considerada de crescimento polinomial, entdo nao
¢ dificil ver que nao se pode sempre esperar que o limitante inferior em (3) coincida com a taxa
real de decaimento de || T'(t)A!||, quando ¢ — oo, mesmo quando X ¢ um espaco de Hilbert
(vide o Exemplo 3.8 e o Exemplo 5.2 em [6]). E natural nos perguntarmos, portanto, para
quais fungoes M, além das fungoes polinomiais, é possivel (pelo menos em espagos de Hilbert)
substituir em (3) Mlggl por M~!. Esta questao foi abordada pela primeira vez por Batty, Chill e
Tomilov em [6], onde é mostrado que para certas fungoes de variagao regular (que de certo modo

se comportam como fungées polinomiais) isso ¢ realmente possivel.

Teorema 6 (Teorema 5.6 em [6]). Seja {T'(t)}t>0 um Co-semigrupo definido em um espago de
Hilbert H, com gerador A. Assuma que o(A) NiR = 0, e que existam a > 0 e uma fungao
crescente de variacao lenta, £ : Ry — (0,00) tal que

5|

£(]s])

Itis, ) =0 (1) 1sl o o 5)
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FEntao,

IT(OAH] = O((te(t/*)/*)  t — oc. (6)

A demonstragdo do Teorema 6 se baseia em resultados finos do célculo funcional setorial.
Vale destacar que o resultado acima nao se aplica a todas as fungoes de variacao regular, mas
apenas a uma determinada subclasse.

Ainda na direcdo de estender as classes de funcbes M para as quais valem as estimativas
anteriores, Rozendaal, Seifert e Stahn estenderam em 2017 os resultados do Teorema 6 paras
as chamadas de fungdes de crescimento positivo. Grosso modo, tais func¢bes crescem mais

rapidamente que as fungoes polinomiais quando t — oc.

Teorema 7 (Teorema 3.2 em [36]). Seja X wum espago de Hilbert e seja A o gerador de
um Cy-semigrupo limitado {T(t)}i>0 definido em X. Suponha que o(A) NiR = 0 e que
M : Ry — (0,00) seja uma func¢ao continua nao-decrescente de crescimento positivo tal que,
Vs >0, supj, <, || R(ir, A)|| < M(s). Entdo,

IT®A™ = O0M ™)), t— oo (7)

Considere o seguinte modelo para a propagagdo do som em um fluido compressivel com

superficie viscoelastica:

{ un(s,t) — Au(s,t) =0,  s€(0,1), teR, -

Onu(s,t) + kxu(s, t) =0, se€{0,1}, teR,

em que: J, denota a derivada normal externa na variavel espacial na fronteira; a convolugao é
em relagao a varidvel temporal; k£ : Ry — R é uma fungao integravel completamente monétona.

Os autores de [17] reformularam (8) como o PAC (vide Exemplo 1.33 para mais detalhes)

(9)

em que o vetor de dados iniciais, x, ¢ um elemento de algum espago de Hilbert X, e representa
nao s6 a pressao e a velocidade do fluido no tempo ¢ = 0, mas também a pressao do fluido na
fronteira para todos os tempos t < 0. Ademais, é possivel mostrar que para escolhas adequadas
de A e do espaco de Hilbert X, este problema abstrato de Cauchy é bem posto, e ainda que o
Co-semigrupo {7T'(t) }+>0 gerado por A é de contracdo. Para esta situagao, o quadrado da norma
no espaco de Hilbert X pode ser interpretado fisicamente como a energia do sistema.

Ainda em [36], Rozendaal, Seifert e Stahn utilizaram o Teorema 7 como ferramenta para
obter boas estimativas para o decaimento das solugoes de (9) e desta forma, boas taxas para o
decaimento da energia (8).

O objetivo de nosso trabalho é apresentar em detalhes os resultados obtidos por Rozendaal,
Seifert e Stahn em [36], bem como os detalhes das demonstragoes dos Teoremas 4, 5 e 6. A ideia
é que possamos, ao exibir tais detalhes, apresentar as principais técnicas empregadas na &rea nas

altimas duas décadas. A dissertacao se organiza da seguinte maneira.
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No capitulo 1, intitulado Preliminares, discutimos alguns resultados béasicos de analise
funcional (teoria espectral), da teoria de semigrupos, definimos o PAC e apresentamos os
conceitos basicos de solugoes fracas e fortes. Por fim, apresentamos uma breve discussao sobre
as funcoes de crescimento positivo.

No capitulo 2, intitulado de Tazas de decaimento de Cy-Semigrupos em espacos de Hilbert
(Parte 1), apresentamos as demonstragoes dos principais resultados que precederam o resultado
principal de nosso trabalho, ou seja, os Teoremas 4, 5 e 6, bem como resultados preliminares
necessarios para as demonstracoes.

O capitulo 3, intitulado Tazas de decaimento de Cy-Semigrupos em espagos de Hilbert (Parte
II), concentra a apresentagao da demonstra¢ao do Teorema 7. Procuramos nas demonstragoes,
evitar o uso de resultados do célculo funcional, ja que isso torna alguns argumentos mais extensos.
Assim, optamos por técnicas envolvendo resultados de Anélise Funcional e de Analise Complexa.

No Apéndice A, intitulado Resultados da Teoria dos Espacos de Banach, compilamos alguns
resultados sobre o Célculo de fungoes a valores vetoriais, como por exemplo, a integral de Bochner,
o Teorema de Cauchy e o Teorema do Médulo Maximo. Fazemos também uma breve discussao
da teoria de Multiplicadores de Fourier, que nos auxiliard na demonstracao do Teorema 7.

No Apéndice B, intitulado Resultados Auziliares, ¢ composto essencialmente por definigbes
e demonstragoes de resultados que enunciamos durante o texto como auxiliares para as
demonstracoes dos Teoremas 4, 5 e 6. Apresentamos ainda uma breve discussao envolvendo

os chamados operadores setoriais e poténcias fracionarias de operadores setoriais.



Notacao

RA  Parte real de A € C.

SA  Parte imaginaria de A € C.
R4+ =0, 00).
C_o={AeCR\<0}.

Ci ={AeC;R\ > 0}.

A Operador linear.

D(A)  Dominio do operador A.

Im(A)  Conjunto imagem do operador A.

B(X) Conjunto dos operadores lineares limitados de X em X.

p(A)  Conjunto Resolvente do operador linear A.
o0(A) Espectro do operador linear A.

R(A\A)=(A—A)"!  Resolvente de A em \.

Fh Transformada de Fourier da fungao h.
K =sup [Tl
t>0

S(R,X) Espago de Schwartz ,
x <y Existe uma constante ¢ tal que x < cy

frg:la,00) = Ry.

14

— f(t) =0(g(t)), t = oo Existe uma constante ¢ > 0 tal que f(¢) < cg(t) para valores

grandes de .
- ft) xg(t), t w00 f(t)=0

_ _f@)
- f(t) - O(g(t))a t— o0 tggﬁ =0.
— f(t) ~g(t), t > o0 lim@:L



15

Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados basicos de anéalise funcional, da teoria de
Semigrupos, do Problema Abstrato de Cauchy e também da classe de funcées de crescimento
positivo. Todos os resultados discutidos neste capitulo sao imprescindiveis para a compreensao
do texto.

Ao longo deste capitulo, X sempre serd um espago de Banach complexo.

1.1 Elementos da Teoria Espectral

Definigao 1.1. Seja A : D(A) € X — X um operador linear. O conjunto resolvente de A,

denotado por p(A), é conjunto dos A € C para os quais o operador resolvente de A em A,
R\ A): X = D(A), R\ A) =0 —A)!

existe e é limitado, i.e., R(\, A) € B(X).
Definigao 1.2. O espectro de A é o conjunto o(A) = C\ p(A).
Proposicao 1.3. Se 0(A) # C, entao A serd um operador fechado.

Demonstragao: Como o(A) # C, existird um A9 € p(A), de modo que R(\g — A) € B(X).
Seja (&,) € D(A) tal que &, — £ e A&, — 1, entao

(A — A) (o€ — 1) = Tim R(h — 4)(hoén — AG,) = lim &, =&
Logo, £ € D(A), e
o€ —n = (Mol — A)R(Xo, A) (M€ — 1) = (Mol — A,

donde se segue que A& = 1. [

Observagao 1.4. A reciproca da proposi¢ao acima nao é verdadeira. Considere, por exemplo,
A CYo,1] € €[0,1] — C[0,1], (A)(t) = '(t); trata-se de um operador ilimitado e fechado.
Dado A € C, a fungao ¢, (t) = e € D(A) e Ay = My, 0 que nos mostra que o(A) = C.
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Teorema 1.5 (Série de Neumann). Seja A € B(X), com ||A|| < 1. Entdo (I — A)~' € B(X) e
oo
(I-A)t=> A"
n=0

Demonstragao: Veja a demonstragao em [43]. m

Teorema 1.6. (Identidade do Resolvente) Dados A\, u € p(A),

Demonstragao: Veja a demonstragao em [30]. n

Definigao 1.7. O raio espectral de A € B(X) é

Teorema 1.8. Se A € B(X), entao
. 1
ro(A) = lim [JA"|[» < [[A].
n—oo
Demonstragao: Veja a demonstragao em [31]. ]

Proposicao 1.9. Seja A um operador fechado, definido em X. FEntao, para todo \ € p(A),

temos
1

IR(A, A)|| > dist(\, o(A))

Demonstragao: Pelo Teorema 1.8 sabemos que [|[R(A, A)|| > 75(R(\, A)), de modo que

basta mostrarmos que
1

g(R(N\A)) = o)
Seja € p(A), note que (A — p)(A — A)R(u, A) possui inversa limitada, dada por (A — p)~! —
R(\, A); logo (A — )™t € p(R(A, A)), donde segue que o(R(\, A)) C = o(A)
seja (A — )"t € p(R(\, A)); note que (u— A) = (A — p)(A— )=t = R(\, A)) (A — A), donde se
segue que (A — ) " LR(A, A)(A — p)~t — R(\, A))~! & ainversa de (u — A); logo, i1 € p(A), e o

resultado segue. ]

. Por outro lado,

Teorema 1.10. Seja um A : D(A) — X um operador linear fechado definido em X. FEntao,

p(A) é um subconjunto aberto de C, e consequentemente o(A) é um subconjunto fechado de C.

Mais ainda, se i € p(A) e X € C for tal que |u— A| ||(n — A)7L|| < 1, entdo X € p(A) e
(A=A =3 (= A — Ay (1.1)

n=0

Demonstragao: Se u € p(A), entdo (u — A)~! € B(X). Dado X € C, escrevemos

A =A) = (= D~ (=N (u—A)7;
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como | — M| (1 — A)~px) < 1, segue-se do Teorema 1.5 que A € p(A) e que vale a identidade
(2.1). ]

Corolario 1.11. Nas hipdteses do teorema anterior, a aplicagio p(A) — B(X) dada por
A= R(\, A) € continua.

Demonstragao: Pelo teorema anterior, se A\g € p(A) e |[A — Xg| < 1/R(Ao, A), entdo

IR\, A) = R0, A < D IA =Xl [ R, AP
j=1

A= ol l[R(0, AP 1A= XoP | R(Ao, A)|
7=0
A= Xol[[R(No, A2 asx
— 0
L —[X = Xol[[R(Xo, 4)[I?

IN

Definicao 1.12. 1. O espectro pontual o,(A) é o subconjunto dos pontos A € o(A) tais que

o operador(A — A) nao ¢ injetivo.

2. O espectro residual o,(A) é o subconjunto dos pontos A € o(A) tais que Im(\ — A) nao é

densa em X.

3. O espectro pontual aprorimado o,(A) é o subconjunto dos pontos A € o(A) para cada qual
existe (z,,) C D(A), com ||z, || = 1, tal que

lim [|(A — A)zn|| = 0.

n—oo

Proposicao 1.13. Seja A um operador linear fechado definido em X. Entao o(A) = o,.(A) U
oa(A).

Demonstragao: Seja A € 0(A) \ 0,(A); entdao, Im(\ — A) é densa em X.

Se A — A néao for injetivo, entdo X € o,(A), basta tomarmos x,, = z, para x no nicleo de
(A= A). Logo X € 0,(A).

Suponha agora A — A injetivo. Se existisse uma constante C' > 0 tal que ||Az — Azx| > ||z,
terfamos que I'm(A\— A) seria fechada em X, logo A — A seria sobrejetivo, uma vez que I'm(A— A)
¢ densa. Assim, existe R(\, A), uma contradigao.

Portanto, para cada n, existe x, € D(A), com ||z, = 1 tal que ||[(A — A)z,|| < % Logo,
A € gy(A). ]
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1.2 Semigrupos

Nesta segao, discutiremos alguns resultados bésicos da teoria de semigrupos. Uma motivagao
natural para o estudo de semigrupos, como discutimos na Introdugao, é o problema abstrato de

Cauchy.

Definicao 1.14. Um semigrupo de operadores lineares em X ¢ uma familia {7(¢)}+>0 tal que
(i) T(0) = I;
(i) Vt,s>0,T(s+1t)=T(s)T(t).

Além disso, se V z € X, %irr(l)HT(t)x—xHX =0, diremos que o semigrupo ¢ fortemente
%
continuo, ou um Cyp-semigrupo. E se %in(l] |T(t) — I||x) = 0, diremos que o semigrupo ¢é
%

uniformemente continuo.

o (tA)

Exemplo 1.15. Seja A um operador linear limitado. O operador T'(t) = 4 = g T
; J!
j=0

Vt € R, ¢ também um operador linear limitado. A familia {T'(¢)};>0 ¢ um semigrupo
uniformemente continuo, e portanto um Cy-semigrupo.

De fato, T'(0) = I, e usando a féormula de Cauchy para o produto de séries, temos V s,t > 0

00 )k 00 ;
T(S)T(t) — eAseAt — Z (i') Z (‘L‘lﬁ)]

Temos ainda que

et — 1) =

|\
M8
} o
FS
ol

oo tk—lnAHk—l
A1 Y = Sy = Al
k=1 )

IN

donde se segue que
lim ||e* — I|| = 0.
t—0

Teorema 1.16. Seja um semigrupo {T'(t)}>0 C B(X) uniformemente continuo. Entao, existe
A€ B(X) tal que ¥Vt >0, T(t) = e
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Demonstragao: Como {7'(¢);t > 0} é um semigrupo uniformemente continuo, dado £ > 0,

existe 6 > 0 tal que

HI - ;/OéT(t)dtH _ H;/ju - T(t))dtH < (15/0(S 1T = T(t)|dt < <.

5 -1
Tomando ¢ = 1, segue pelo Teorema 1.5 que (/ T(s)ds> € B(X). Para cada h > 0,
0

B 5 5 )
T(h})lf/o T(t)dt:ill/o T(h+t)dt—}1l/0 T(t)dt.

Por uma mudanca de variavel, obtemos

T(hl)zl/o T(t)dt = 2/0 T(h+t)dt—}1l/0 T(t)dt

Assim,

T(hzl_l - (}1Z /:JrhT(t)dt— flb/ohT(t)dt> (/:T(t)dt) : (1.2)

Fazendo h — 0 em (1.2), chegamos a

T(h})l_f L (T6) = 1) (/05 T(t)dt) :

s -1
Seja A:=(T(0) — I) </ T(t)dt) . Dai, para todos t > 0 e h >0,
0

T(h) = I no0F py 4 — aT(n).

Por outro lado, ||T'(t — h)|| é uniformemente continuo em 0 < h < ¢, donde se segue

T(t — h) — T(t)
—h

= T(t— h)T(h})l_I 20T P A = AT(1).

d
Portanto, T'(t) ¢ diferenciavel e %T(t) = AT(t) = T(t)A.
Seja ¢ : Ry — B(X), dada pela lei ¢(t) = e~ 4*T'(¢). Temos que

WO _ e 4 =Ma(n) = o,

e portanto ¢(t) = ¢(0) = I, ou seja, T(t) = et ]
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Definicao 1.17. Seja {T'(t)}+>0 um Cp-semigrupo. {T'(t)}+>0 ¢ dito uniformemente limitado
se existir uma constante M > 1 tal que V& > 0, |[T(t)|| < M. Se M = 1, {T'(t)}+>0 serd um

Cy-semigrupo de contragoes.

Definicao 1.18. Diremos que A serd o gerador infinitesimal, ou simplesmente gerador do

semigrupo {T'(t) }+>0, se
T(t)x —
D(A) = {:v e X [Tim LDT =2 ictir em X} ,
t—0 t

e para todo = € D(A) valer

T(t)r — d
Az = lim Tt = = —T(t):n‘ .
t—0 t dt t=0
Exemplo 1.19. Sejam X = (%(N), (an)ney uma sequéncia decrescente em (0,1], e A, =

—ay, +in. Seja {T(t) }+>0 um Cp-semigrupo de contragdes em £2(N) definido por
T(t)x = (eMizy,), == (x,), € 2(N). (1.3)

Temos que ¥V z € (2(N), T(0)x = (xp)n; logo, T(0) = I e T(s + t)x = (eMtHg,) =
(e*ns(eMte,)) = T(s)T(t)z. Note que

IT(t)z - ||* = ZI Mt —1)ag|* < 2|z

Dai, como lim(e*! — 1)

lim = 0 segue do Teorema da Convergéncia Dominada (usando a medida de
ﬁ

o
contagem) que 2111]% Z |(e*? — 1)2,|? = 0, donde se segue que {T'(t)}s>0 ¢ um Co-semigrupo. E
m >
n=1
ainda, ||T'(¢)|| < 2, logo um semigrupo limitado.

O seu gerador infinitesimal, A, devera satisfazer, Vo € D(A),

Az = lim l(e/\"t

50 ¢ Tn — xn) = (Anxn)na

assim,

D(A) = {z € (N) | (\nzn) € £(N)}.

Teorema 1.20. Seja {T'(t)}+>0 um Cy-semigrupo. Entdo, ezistirao constantes w >0 e M > 1
tais que, ¥V t € [0,00),
IT@) < Me,

Demonstragao: Mostremos inicialmente que existe n > 0 tal que || 7(¢)|| ¢ limitado em
0 <t < n. De fato, suponha que nado, entao existe uma sequéncia (t,), com t, > 0, tal que
tn, = 0 e ||T'(tn)|| > n. Assim, pelo Principio da Limitagdo Uniforme deve existir z € X tal
que {||T(tn)z||}r é ilimitado, o que é um absurdo, ja que sabemos que {||T'(t,)z||}» converge.
Portanto, existe n > 0 e M > 1 tais que ||T(t)|| < M para t € [0,7]. Seja w = n~tlog M > 0.
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Dado, t > 0 temos que t = nn + §, onde 0 < & < 7, de modo que
IT@) = IT@ET )" < M™™ = Me*™ = M%) < M.

Corolario 1.21. Se {T'(t)}+>0 ¢ um Co-semigrupo, entao para cada x € X, [0,00) 3t — T(t)x

serd uma aplicacao continua.
Demonstragao: Segue-se do Teorema 1.20. ]

Teorema 1.22. Se {T'(t)}i>0 C B(X) for um semigrupo fortemente continuo de operadores

lineares em X, com A :D(A) C X — X seu gerador infinitesimal, entdo:

1. Para cadaxz € X et >0,

t
2. Para cada x € X, / T(s)xds € D(A) e
0

A(A%mnw>:T@x—@

A,<j€t7Ks)xds> ::JétTKsL4xd&

3. A serd um operador densamente definido, isto é, D(A) = X.

e se x € D(A), entdo

4. Para cada X tal que RN > w, com w dado no Teorema 1.20, X € p(A) e Vx € X,

R\, Az = /0 h e MT(t)zdt. (1.4)

5. A serd um operador linear fechado.

Demonstragao:

1. Sejam z € X et > 0 fixados. Dado € > 0, segue-se da continuidade uniforme da aplicagao

s+ T'(s)x em intervalos compactos, a existéncia de um ¢ > 0 tal que para todo 0 < h < 0,

1

thwubﬂ%T@x !

:thwhme@ﬂ%

h+t
< 1] I -Ta)s
h
_ 2A|w@+wx—Tmﬂus
h
< T M) - alas

h
< 2/0 ds = €.
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2. Sejam x € X e h > 0. Entao,

T(h)—1 [! _
h/o T(s)xds =

~+

[T(s+ h)x — T(s)x]ds

t+h 1 t
T(s)xds — / T(s)xds
h Jo
t+h

I I 1t
T(s)xds + / T(s)xds — / T(s)xds — / T(s)xds
h Ji h Ji h Jo

t+h

— T T —

= = e e

h
T(s)xds — fll/o T(s)zds

Tomando A — 07 no membro direito da equagao acima, segue-se do (item 1) que

T(}LQL_I/O T(s)xds — T(t)xr — x.

como queriamos.

Seja agora x € D(A); entéao,
_ t t
T(hZLI / T(s)zds = % / T(s + h)a — T(s)alds, (15)
0 0

e note que ao tomarmos h — 0T na igualdade (1.5) e ao usarmos a continuidade uniforme

da aplicacdo s — T'(s)z, no intervalo [0, ¢], seguir-se-a que

A ( /O tT(s)wds) _ /0 "T(s) Awds.

1 h
3. Seja x € X; entao, z, = h/ T(s)xds € D(A) pelo (item (2)), e como
0
h
lim — [ T(s)xds =z (pelo (item 1)) o resultado se segue.
h—0 h 0

4. Defina, Vz € X e A € C, o operador

Note que se RA > w, entdo
IRzl < / le T (t)e | de
0

< / e*%AtHT(t)des
0

Kl=||
T ORA—w

Logo, R()\) € B(X) e ||[R(N)| < %)j\\/ﬁw'



23

Sejam x € X e h > 0; entéo,

T(h)— I T(h)z —
W =T e = royfz=2
h ’ h
_ 1 / e_)‘tT(t—i—h)xdt—/ e MT(t)xdt
h L/ O 0
1 B o0 o0
= - / e’\(h_t)T(t)mdt—/ e NT () xdt
h 1Jn 0
o - o
- % — / AP () zdt + / APDT () adt — / e’\tT(t)xdt]
L 0 0 0
1 r h )\h_l o0
= — |- / MO ()2 dt +(67) / e MT(t)xdt
h{ Jo h 0
an L g —Xt eM—1 [ —At
= —eMz e NT(t)xdt + e "(t)xdt
h 0 h 0
h Aho_
_ —e)‘h% / eMT(Wwdt + LRz
0

Seja, V t > 0, T(t) = e MT(t); note que a familia {T(¢)};>0 é um Cp-semigrupo. Dai,
segue-se do (item 1) que limy, o+ + foh e MT(t)xzdt = T(0)x = x. Assim, tomando h — 0

na identidade anterior temos que, Vx € X,

T(h) — I

W RNz — —z + AR(\)x.

Portanto, R(A)xz € D(A). Como AR(N)x = —x + AR(\)x, segue-se que (A — A)R(\)z = z,

e assim A — A é sobrejetora. Também, se z € D(A), entao integrando por partes, obtemos

RO\ Az = / e NT () Awdt = e_/\tT(t):r’Zo—i—)\ / e NT(t)zdt = —a+AR(\)z = AR(\)z.
0 0

Segue-se da discussao anterior que (A — A)R(N\)z = R(\)(A — A)x para todo x € D(A), e
portanto A — A é também injetora. Logo, (A — A) é uma bijegdo de D(A) sobre X com

inversa limitada R(\), donde se segue o resultado.

5. Como, pelo item anterior, p(A) # 0, segue-se da Proposi¢ao 1.3 que A é um operador
fechado.

(]
Corolario 1.23. Seja {T(t)} >0 um Co-semigrupo limitado. Se RX > 0 entio [|R(X, A)|| < &
Demonstragao: Como R\ > 0, segue-se do Teorema 1.22 (item 4) que

R(A,A)x:/ e MT(t)xdt.
0

Dali, temos que
oo
1ROV Al < Kljal] [~ e ™a,
0

donde se segue que ||R(\, A)z|| < %Hx”, onde K = sup;~ ||T'(t)]|. ]
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Teorema 1.24. Sejam {T'(t)}+>0 e {S(t) >0 semigrupos fortemente continuos com geradores
A e B, respectivamente. Se A = B, entao T'(t) = S(t), t > 0.

Demonstragao: Seja © € D(A) = D(B). Sabemos que s — T'(t — 5)S(s)x é diferenciavel, e

que

iT(t —5)S(s)r = —AT(t—s)S(s)x+T(t—s)BS(s)x

ds
= —T({t—s)AS(s)x+T(t—s)BS(s)x = 0.

Portanto, s — T'(t — s)S(s)x é constante, e em particular seus valores em s = 0 e s = ¢ s@o os
mesmos, isto é, T'(t)x = S(t)x. Isto vale para todo x € D(A), e como D(A) é denso em X (item
3 do Teorema 1.22) e S(t), T'(t) sao limitados, T'(t)x = S(t)z, Vz € X. ]

Lema 1.25. Sejam {T'(t)}1>0 um Cy-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Se

t
By(t)z = / AT (s)xds
0
entao, ¥V x € X,
(A — A)By(t)z = ez — T(t), (1.6)

eV xzeD(A),
Br(t)(\ — A)z = ez — T(t). (1.7)

Demonstragao: Considere, V ¢ > 0, T(t) = e~ MT(t); entdo, {T(¢)};>0 é um Co-semigrupo,
cujo gerador infinitesimal é A — A. Assim pelo Teorema 1.22 (item 2), segue-se que V = € X,
t
(A — A)By()z = [()\ A / e_’\ST(s)xds} — Mz — e MT(1)a],
0

eV xeD(A),

t
By(t)(A\ — Az = M [/0 e T (s)(\ — A)mds] =Mz — e MNT (1))

Teorema 1.26. Seja X um espago de Banach reflexivo e {T'(t)}>0 um Co-semigrupo com
gerador A. Entdo, definindo {T%(t)}+>0 por T(t) = T(t)®, para todo t > 0, em B(X™*), entao
{T%(t)}s>0 € um Cy-semigrupo e A* € seu gerador.

Demonstragao: Veja o Corolario 3.7.1 em [14].
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1.3 Problema Abstrato de Cauchy

Considere o problema abstrato de Cauchy homogéneo (PAC):

{ Z(t) = Az, t>0, (1.8)

2(0) = =z,

onde A:D(A) — X ¢ o gerador do Cp-semigrupo {T'(¢) }+>0.

Definigao 1.27. Diremos que uma fungdo z : Ry — X serd uma solugao classica ou solugao
forte de (1.8) se
z € C(R+,D(A))ﬁ01([0, OO),X) (19)

e se satisfizer o PAC.

Definigao 1.28. Uma solugao fraca de (1.8) serd uma fungao z € C([0,00), X) tal que 2(0) = z,
tal que para todo z* € D(A%), [0,00) > t — x*(2(t)) € C ¢é diferenciavel, e tal que V¢ > 0,

d
52 (=) =y (2(1)),
onde y* = A%x*.
Observagao 1.29. 1. Se definirmos z(t) = T'(t)z, veremos que z(t) sera uma solucao fraca

(tnica) para o PAC. Com efeito, seja 2* € D(A%), e note que se x € D(A), entao

d @ (T(t+ h)x) — 2 (T()x)
2 () = lim .
_ o @Oz — a])
h—0 h

Dali, temos que
/0 (A%*)T(s)xds = 2*(T(t)x) — 2" (T(0)z) = 2™ (T (t)z) — =™ (x).

Usando a densidade de D(A), por continuidade concluimos que a expressao acima ¢é valida
para todo x € X. Portanto, t — x*(2(t)) ¢ diferenciavel, cuja derivada é (A%*)z(t). Para

a unicidade, consulte o Teorema 3.2.1 em [14].
2. z(t) = T'(t)z serda uma solugao forte se, e somente se, z € D(A).
Definigao 1.30. Diremos que problema de Cauchy estard bem-posto se:
1. Para zp € D(A), o PAC possuir uma tnica solugao cléssica;
2. Esta solucao depender continuamente das condi¢oes iniciais.
Teorema 1.31. Considere o Problema Abstrato de Cauchy ndo homogéneo

{ i?)zij(t) +f(t), te(0,9) (1.10)
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onde f € C([0,S]; X). O problema (1.10) possui solugao forte para todo zy € D(A) se, e somente

se,

(0,5) 5t - /tT(t — $)f(s)ds € CL((0, ): X).
0

Além, disso a solugdo € dada por

z(t) =T (t)zo + /0 T(t—s)f(s)ds.

Demonstragao: Veja a demonstragao em [40].

Teorema 1.32. Seja A : D(A) C X — X um operador linear. As segquintes afirmacoes sao

equivalentes:
i. A € o gerador de um Cy-Semigrupo {T(t)}+>0;
ii. O problema abstrato de Cauchy associado a A estd bem-posto e p(A) # 0);

ii. O problema abstrato de Cauchy associado a A estd bem-posto, A é densamente definido,
e sempre que (x,) C D(A) € uma sequéncia convergindo com respeito a norma de X
para © € D(A), entdo a solugao cldssica correspondente z(-,x,) converge para z(-,x)

uniformemente em [0, 00).

Demonstragao: Veja a demonstragao em [18]. ]

Como ja dissemos a teoria de semigrupos é uma grande ferramenta para o estudo de EDP’s.

O exemplo a seguir ilustra tal afirmacao.

Exemplo 1.33 (Vide [17]). Considere o seguinte modelo para a evolugdo do som em um fluido

compressivel com superficie viscoelastica

— Ault =0 Q, teR
{ Utt u( 7$) ) T C ) € ) (111)

Opu(t,x) + kxw(t,z) =0, =€ 0N, teR,

com as condicoes iniciais u(0,-) = ug, u¢(0,-) = u1; u(t,z) € C" denota a pressdo actstica no
instante ¢; 2 C R” é um dominio (aberto conexo) limitado e com fronteira O de classe C2; n(z)
denota a normal exterior a 9} em z.

Formulagao do Problema de Cauchy: Seja u(t,z) € C", podemos reescrever o sistema

acima como

%:diva em 2, t>0,
%—ZZVU em Q t>0, (1.12)

c-n+rxv=0, em 02, t>0,

onde v := % eo:=Vu.

Obtemos solugdes de (1.11) considerando apenas a primeira componente das solugdes de

(1.12).



27

Para reescrever o sistema (1.12) na forma de PAC, precisamos de certas suposigdes sobre o

nucleo k. Vamos supor que :

1. O nucleo k é uma fungdo completamente monodtona, isto é, existe uma medida positiva v

localmente finita em [0, 00) tal que
E(t) :/ e Stdu(s), t>0;
0

2. k€ LY(0,00).
Sob essas condigoes, a transformada de Laplace de x é dada por

o [T
/i()\)—/o S+)\dy(s), R > 0,

e admite uma extensao holomorfa em C \ (—oc,0]. Notemos que x € L*(0,00) se, e somente se,

v({0}) =0 e /000 du(s) < 00

S

Quanto a convolugao (k * v), podemos expressé-la como

(k*v)(t,x) = / (t — s)Tv(s,z)ds

_ // == 4y ()T (s, )ds
_ /0 /O )Ty (s, ) dsd (r)
_ /0m¢(t,7,x)du(7),

onde (t, 1,z) := fg e Tt=)Ty(s, x)ds e T : HY(Q) — H'Y2(8Q), T(v) = v
Note que
oY(t,T,x)
ot
Considere o espaco de Hilbert X = L?(Q;C") x L?*(Q,C" ") x L2, onde abreviamos L2 :=
L2(R*; L?(9,C")). Seja

=Tw(t,z) —m¥(t,7,7), t,7€RT x¢€dN. (1.13)

Y := {0 € L*(Q,C™") | dive € L*(Q;C™")}

onde a divergéncia, div, é tomada no sentido distribucional nas linhas da matriz. Note que para

o €Y, existe um traco generalizado o - n no sentido que, para todo u € H(Q,C"),

(0 -n;Tu) 17200y m1/2(00) = /Q(diva)u—f— /Q o Vu. (1.14)

Defina o operador A : D(A) — X,
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D(A) = {(v,0,¢) € X |ve H(Q,C"),0 €Y, Tv —stp(s) €L e o-n= —/OOO”L/J(S)dI/(S)}

com o - n dado acima. Assim, temos o PAC
(1.15)

com z = (v,0,1), onde

0 div 0
A= 0o VvV 0
' 0 -—s

Observacao 1.34. Os autores de [17] mostraram que A gera um Cp-semigrupo {T'(t) };>0. E
ainda, com o auxilio do Teorema de Lummer-Phillips (veja em [14]), mostraram que {7'(¢) }+>0
é um Cy-semigrupo de contragao, e portanto limitado.

Como aplicacao da teoria apresentada no capitulo 3, voltaremos a discutir este PAC, a fim
de obtemos boas estimativas para o decaimento de suas solugdes. Veja em [42] que para X

considerado acima, o quadrado da norma representara a energia de (1.11).
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1.4 Funcoes Especiais

Definigao 1.35. Dados a > 0 e o € R, diremos que uma fungao mensuravel M : [a,c0) — (0, 00)

é de variagao regular (de indice «r) se YA > 1,

M)
Jm Sy = (1.16)
Observagao 1.36. 1. Uma fungdo mensuravel M : [a,00) — (0,00) de variagdo regular de

indice zero sera dita de variacdo lenta.

2. Seja M : [a,00) — (0, 00) uma fungao de variagao regular com indice a € R; entdo, existirao
uma funcao ¢ : [a,00) — (0, 00) de variac@o lenta e so > a tais que Vs > sg, M (s) = s¥{(s).

Com feito, sejam o € R e {(s) := s~ *M(s), s > so > 0. Dai, temos que

. l(Xs) . AT M (As)
1 =1 -~ 7/
sggo E(s) sggo s_O‘M(s)

=1,

0 que nos mostra que £ é uma funcao de variacao lenta.

Exemplo 1.37. a) As fungoes /(s) = log(s) e M(s) = s®log(s), « > 0, sdo respectivamente

de varacao lenta e de variacao regular.

b) O produto de fungoes de variagao lenta é uma fungao de variagao lenta, como se vé diretamente

da definigao.

Definigao 1.38. Dados a > 0 e o € R, diremos que uma fungao mensuravel M : [a,c0) — (0, 00)
tera crescimento positivo se existirem constantes o > 0, ¢ € (0,1] e s9 > a tais que, VA > 1 e

Vs > S0,
M(As) S
M(s) —

A, (1.17)

Lema 1.39. Sejaa > 0. Se M : [a,00) — (0,00) for nao-decrescente, entao M terd crescimento

positivo se, e somente se, existir A > 1 tal que

lim inf M(As)

$—00 (3)

> 1. (1.18)

Demonstragao: Se M tiver crescimento positivo, entdo (1.18) sera satisfeito para todo
A > 1 suficientemente grande. Agora, suponha que (1.18) seja vélida; entdo existirdo constantes

estritamente positivas a > 0, A\g > 1 e sg > a tais que,

M(/\()S)

>\ > S0.
M(S) - 0> 8_80

Dado A > 1, podemos escrever A unicamente na forma A = A\jp, onde n € Zy e 1 < pu < Ao (se
A< Xg, tome n =0ep =M\ agorase A > Ao tome = A/AF). Entao, V s > s
M(Xs)  M(Ags) M\ 1s) M (\os)

..... 7>)\na>)\(”—1)0‘ x> A
M(s) = MO\ s) MO 2s) M(s) =70 =00 =t

onde ¢ = A\, “. Portanto, M tem crescimento positivo. u
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Observagao 1.40. Pelo Lema 1.39, vemos que as fungdes com variagao regular de indice
estritamente positivo tém crescimento positivo; em contrapartida, as fun¢ées com variacao lenta
nao tém crescimento positivo.

Note ainda que a classe das fungdes que possuem crescimento positivo é estritamente maior
que a classe das func¢bes com variacao regular de indice estritamente positivo. Por exemplo, a
funcao M : [0,00) = Ry, M(s) =€e*, s >0, a > 0, é tal que

. M(xs) . (
sll>rgo M(s) _sll>rtr>l<>e

A-Das _

oo, A>1.

Logo, M(s) nao é de variagao regular, apesar de ter crescimento positivo. Note ainda que
existem fungbes com crescimento moderado que nao sao de variagao regular, mas tem crescimento

positivo, como é o caso de M (s) = s*(2 +sins), s > 1.

Para o que se segue, sejam a > 0e M : [a,00) — (0, 00) uma fungdo continua, ndo-decrescente
tal que M (s) — oo quando s — 0o; denotemos por M ! : [M(a),00) — [a,c0) a inversa & direita
de M, dada por

M~Y(s) =sup{r >a| M(r) < s}.

M1 esta bem definida uma vez que M ¢é nio-decrescente e M (s) — co.

Observacao 1.41. 1. M(M~1(s)) =s
Segue-se da definicio de M ~! a existéncia de uma sequéncia 1, — M ~1(s), com M (r,) < s;
logo, M(M~1(s)) < s, onde usamos a continuidade de M. Por outro lado, ¥V n € N,
M(M~Y(s)+1) > s, Vn €N, donde se segue que M (M ~1(s)) > s. Logo, M(M~1(s)) = s.

2. Vs>a, M~Y(M(s)) > s.
Como, M (s) < M(s), segue-se da definicdo de M~! que M~1(M(s)) > s.

3. M~! é nao-decrescente.
De fato, sejam t < s; segue-se do (item 1) que M (M ~1(t)) =t > s, portanto da defini¢ao
que M~1(t) < M~1(s).

Proposicao 1.42. Seja a > 0 e suponha que M : [a,00) — (0,00) seja uma fungdo continua
nao-decrescente tal que M(s) — 0o quando s — oo. Se M tiver crescimento positivo, entao para
cada ¢ > 0

M7Y(t) < M~ Y(ct), t — . (1.19)

Reciprocamente, se (1.19) for vdlido para algum c # 1 estritamente positivo, entao M terd

crescimento positivo, e em particular (1.19) serd vdlido para todo ¢ > 0.

Demonstragao: (=) Se M tiver crescimento positivo, entdo existirdo constantes a > 0,
co € (0,1] e sp > 0 tais que, V R > s > s,

ME) ., <R>a. (1.20)

Sejam t > M(sg) e A > 1. Fazendo R = M~1(A\t) e s = M~1(t) na equagdo (1.20), temos
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pela Observagao 1.41 (item 1), que

M~1(\t)

—1/ay1/a
< .
M=1(t) — G A

Como M~! & nao-decrescente, temos que M~1(t) < M~1(At), que combinado ao resultado
anterior, resulta em (1.19).

(<) Suponha que (1.19) vale para alguma constante ¢ # 1 positiva. Analisemos duas
situagoes:
12 Caso: ¢ > 1. Existirdo A > 1 e tg > M(a) tais que Vt > to M~ 1(ct) < AM~L(t). Seja
s = M~(t); entdo, As > M~!(ct), donde se segue que M (\s) > cM(s). Assim,

>c>1,

e portanto, pelo Lema 1.39, M tera crescimento positivo.
22 Caso: c € (0,1). Existirdo A > 1 e tg > M(a) tais que V t > to, M~1(t) < AM~L(ct). Seja,
Vt>tyg, s =M 1(ct); entdo As > M~1(t) donde se seguira que M (\s) > M(s

[

—

. Assim,

M(\s) S 1 -1
5§—00 M(S) T c '

Novamente pelo Lema 1.39, M tera crescimento positivo. ]
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Capitulo 2

Taxas de decaimento de Cj-Semigrupos

em espagos de Hilbert (Parte I)

Neste capitulo, compilamos os principais resultados que precederam o trabalho do Rozendaal,
Seifert e Stahn ([36]), o enfoque principal da nossa disserta¢ao. Dividimos o nosso estudo em
duas partes, sendo a Parte I reservada a teoria em que nao fazemos o uso do calculo funcional,

e enquanto a parte II reservada aos resultados envolvendo célculo funcional.

2.1 PARTEI1

Como ja vimos, a solucio z(t) = T(t) A~ x é uma solugdo classica para o PAC. Como também
discutimos na Introducao,estamos interessados no comportamento assintético de tais solugoes; o
Teorema 2.1 nos fornece condigoes necessarias para que ocorra o decaimento. A Proposicao 2.4,

nos diz em contrapartida que estas condig¢oes sao suficientes.

Teorema 2.1 (Teorema 3.1 em [9]). Seja {T'(t)}i>0 um Cy-semigrupo limitado definido em um
espago de Banach X, com gerador A. Suponha que iR C p(A). Entao,

. 1y _
Jim [[T(6)A™7]| = 0. (2.1)

Demonstragao: Sejam R > 0, v_ e vy os semicirculos esquerdo e direito, respectivamente,
do circulo |z| = R, e v/ C {Rz < 0;2 € p(A)} uma curva C* por partes que liga iR a —iR.
Considere, Vt > 0, a fungao ¢:(z) = fg e T (s)xds.

Afirmacgao 2.2. g;(z) é analitica em C.

Demonstragao: Pelo Teorema A.21, basta mostrarmos que para todo z € C, a aplicacao
z = fg e **T(s)xds, Yx € X, é analitica. Com efeito, como a aplicacdo s — e **T(s)x ¢é

continua, e portanto uniformemente continua no compacto [0, t], segue-se que pelo Corolario A.6

o limite
1 [t t —z(s+h) — %)
lim / [e—z(s—‘rh)T(s + h)$ _ €_Z(S)T(S)J}]ds _ / lim [e (8 + h)ﬁf e (S)ﬂ ds,
h‘)oh 0 0 h—0 h,

existe, e portanto, z — fot e **T(s)xds é analitica. ]
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e gi(z) = /0 e~ 2P (s)zds = (21 — A) "N (e — T(t))x. (2.2)

Figura 2.1: Representacao de v+ e 7.

Considere a fungao f(z) = (z — A)~'T(t)z, que é analitica em p(A), segue-se do Teorema de

Cauchy, aplicado a f(z), que

THA e = —f£(0)
_ _1,/ (z— A7)’
270 Sy, Uy
1 _ dz 1 22
T 'y+U'y’ z ™ 'Y+U'Y/
1 2 ) dz
= —— 1+ (z— A)'T(t)x—;
210 oy Uy < R? z
como a fungao
22 1 1 z 1
ﬁ(z —A) T(t)x; = ﬁ(z — A T(t)x

é analitica em C, pelo Teorema de Cauchy,

22 dz
Z (z=A)'TH)z—= =0.
| AT TeeS

Note que por (2.2), obtemos V¢ >0, V z € p(A),

(z— ATtz = (2 — A7 te ™ — egy(2).

(2.3)
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Afirmacgao 2.3.

/v’ <1 + ;;) e gi(2)dz :L (1 ;;) e gi(2)dz.

Demonstragao: Como ilustrado pela Figura 2.1, temos que 7— e 7/, (7). denota a curva
~' percorrida no sentido horéario), formam um caminho fechado. como pela Afirmagao 2.2,

(1 + 12%—22) e*tg,(z) é analitica em C, segue-se pelo Teorema de Cauchy que

[y’U'y <1 + RZ) e*gu(z)dz =0 @/ (1 + R22> e*gi(z) = —[Y <1 + RZ) e gi(2)dz,

donde se segue a nossa afirmagao. [

Combinando (2.3) e (2.4) a Afirmagao 2.3, obtemos

21

1 2 dz 1 22 dz
= 1+ 2 ) =) T2 - = | (142 ) - A) 1) Z
omi %( +R2>(’Z T TWr =5 /7< +R2)(z )T

THA 'z = —1./%%/ <1+R22> (z = A) ' T(t)z— &

_l’_

Agora, quando t — oo, a integral sobre 7/ tende a zero, pelo Teorema A.8 (recorde que Rz < 0
em 7).
Antes de prosseguirmos, note que se z = Rew, temos que

2 2 =2
z z
— = <1+ R2> <1+ R2)

= et ﬁ T RT
2(R(2)* —S(2)?) | |21
R? RY
2R?%(cos? § — sen? 0)
R2
= 2+ 2cos 26

= 4cos’ 0.

- 1+

= 2+




Logo,

1+ —|= .
+R2 R

‘ 22| 2[Rz

Assim, para valores z € 4, usando o Teorema 1.22 (item 4), temos que

o0 oo K
|(z = A)~1T(t)z|| = ‘ / e PT(s)T(t)xds|| = / e T (s + t)zds|| < — ||z
0 0 Rz
Logo,
-1 P _ dz 1 2Rz K |dz| K
— 1+ =) (z—A)"'THz—=|| < — | =—"Zz| = =z
Iz (1) c- e | < o [ el = Ziel

Para z € y_, temos ainda

t
K
el = | [ e Tsgeas] < el
Logo, de modo anélogo ao que fizemos acima, obtemos
1 22 dz K
i 1 ~ tz 7~ < = )
1) (14 75) a0 Z | < Rl
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(2.6)

(2.7)

Portanto, a primeira e terceira integrais sao limitadas em norma por K/R, de modo que

2K
limsup | T(t) A7 < =,
t—o0 R

Assim, como R é arbitrario, fazendo R — oo, temos que 1tlim |IT(t)A™Y| = 0.
—00

Proposigao 2.4 (Proposigao 1.3 em [7]). Seja {T(t)}+>0 um semigrupo limitado definido em um

espago de Banach, com gerador infinitesimal A, tal que

lim m(t) =0,

t—o00

onde Yt >0, m(t) = sup>; | T(s)(I — A)~H].

(2.8)

Entao, iIRNo(A) =0 e existem constantes &, C > 0 (que dependem apenas de m e K ) tais

que, ¥ & = o,

M) <1+Cm™? <2(£1+1)> .

onde M(§) = supjs<¢ [|R(is, A)|| e m~1 denota a inversa a direita da funcio m.

Demonstragao: Seja, V £ > 0,

—1 1 1
ey =4 " (m) » 8¢ gy < m(0),
0, se ﬁ > m(0)

Vamos mostrar que iR C p(A4) e que, V 7 € R,

(T — A7 < 1+ 2KG(|7]).

(2.9)

(2.10)
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Afirmacao 2.5. 0,(A) = 0,(A%).

Demonstragao: Note que se z € 0,.(A), entdo Im(z — A) nao serd densa, isto é, existira
0# 2" € X" tal que Vy e Im(z—A), 2°(y) = 0. Logo, V1 € D(A), 0 = z*(2n — An) =
zx*(n) — a*(An) = za*(n) — Az*(n), ou seja, z serd um autovalor de A®.

Agora, suponha que z seja autovalor de A%, isto é, que exista um 0 # z* € X* tal que,
Vn € D(A), 0 = zz*(n) — A%*(n) = x*(zn — An); logo, Im(z — A), nao é densa. Portanto,
z € o,(A). ]

Afirmagao 2.6. o,.(A)NiR = (.

Demonstragao: Suponha que exista 7 € R tal que i € 0,(A). Entao, pela Afirmacao 2.5,
existira ¢ € D(A?) tal que A% = iT¢. Sejaug € X tal que ¢(up) # 0. Se, V¢ > 0, u(t) = T(t)uo,

entao

dpmitr i Ot 4 1) — e ()
gl o) = Jim 3
. ([e“”h” — Mgl + 1) | e Ipulh + 1) - ¢<u<t>>]>
h—0 h h

= —ire TP(u(t)) + e T p(Au(t))
= —ire T(u(t)) + e (A% (u(t))
= —z'Te*ithS(u(t)) + Z'Tefithﬁ(U(t)) = 0.

Logo, existe ¢ # 0 (ja que ¢ ndo ¢ identicamente nulo) tal que, V ¢ > 0, e'7¢p(u(t)) = c. Isso,
no entanto, contraria o fato de lim;_,o, T'(t)ug = 0, pois isto implicaria em ¢ = 0. Portanto,

or(A) NiR = 0. =
Como 0(A) = 0,(A)Uo,(A) (vide Proposicao 1.13), pela Afirmagao 2.5, basta demonstrarmos

que 04(A) NiR = 0.

Afirmagao 2.7. o,(A) NiR = 0.

Demonstragao: Dados uy € D(A) e 7 € R, defina fo = (i1 — A)ug. Seja, V t > 0,
v(t) = e uy.

Entao,

tT

O — Av = i1 Tuy — e Aug = eitT(iT — A)ug = e fo, v(0) = up.

Logo (vide o Teorema 1.31),

v(t) =T (t)uo + /Ot T(t — 5)e™ fods.
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Usando a limitagao do semigrupo e a definicao de m, obtemos

t
ol = (@) gnﬂwu—m*u—Awu+HAT@—ﬁﬁvws
< 1T - AT — Aol + K| S
< m(t)(Juoll + [ Au]) + Ko
< m@®(rl+ Vllwol + 1ol + K11 fol.

Faca t = G(|7]|) > 0. Para |7| suficientemente grande, temos de (2.10) que

DN |

m(t) < gy = m (] +1) <

7l +1)

Substituindo tal estimativa na desigualdade anterior, obtemos

fuoll < Mmool + el

[[uo| 1

< Bl (Gt ) 1ol + KGO

1
< Lol (L k) 1l
Assim,

1 1
sllwl < (5 +KG(rD) 1ol 2.11)

Por fim, seja (zy,), C D(A) tal que ||x,|| = 1. Segue-se de (2.11) que, Vn € N

1 x 1 .
5= 150 < (5 KG(eD ) 167 - Ayl
assim || (i1 — A)xy|| 4 0, o que encerra a demonstragao. =

Combinando as Afirmagoes 2.5 e 2.6, concluimos que iRNo(A) = (). Resta-nos demonstrar a

outra afirmagao. Para tanto, note por (2.11), que Yug € D(A) e para |7| suficientemente grande,

i — 4) Mol _
2wl

(5 + 567D ) tir = A)ir = ) wall = 5 + K601 )
logo,
(i — A) 7Y < 1+ 2KG(|7]).

Assim, segue-se que

M(j7]) <14 2KG(7]) = 1+ 2Km™" (M) .

Observagao 2.8. Seja a > 0 e m : [a,00) — (0,00) uma nao-crescente e continua, veja que

m~!: [m(a),00) — [a,00), a inversa a direita de m sera dada por

m~(s) = inf{r > a | m(r) > s}.
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Vejamos que

1. m(m~1(s)) = s.

Segue-se da definicao de m ™!

a existéncia de uma sequéncia 7, — m~1(s), com m(r,) < s;
logo, m(m~Y(s)) > s, onde usamos a continuidade de m. Por outro lado, ¥ n € N,
m(m~1(s)—1) <5, Vn €N, donde se segue que M (M ~1(s)) < s. Logo, M(M~1(s)) = s.

2. Vs >a, mY(m(s)) > s.

Como, m(s) > m(s), segue-se da definicio de m~! que m~!(m(s)) < s.

Corolario 2.9. Seja {T'(t)}+>0 um Cy-semigrupo limitado definido em um espago de Banach
com gerador A, tal que iR C p(A). Entao, existird um ¢ > 0 tal que para todo t suficientemente

grande,
1

M (ct) < |[|T(t) A7

Demonstragao: Pela Observagao 1.41, basta mostrarmos que existe um ¢ > 0 tal que,
para todo ¢ suficientemente grande, M(1/|T(t)R(1,A)|]) < «ct, ja que |[|T(t)R(1,A)| =
IT(t)A*AR(1, A)|| < | T(t)A~Y|||AR(1, A)||, com AR(1, A) um operador limitado.

Como iR C p(A), segue-se do comentério anterior e do Teorema 2.1 que lim;_,o m(t) = 0.

Assim pela Proposicao 2.4, temos que para todo t suficientemente grande,

MU/|ITORLA)) < 1+Cm™! (2(()1(1)”“))
TOR(LA
_ 1
< 1o (ran i)
<

(L
1+Cm (m(t))
< 1+Cm™H(m() <1+ Ct,

1

em que usamos o fato que m™" é mondtona nao-crescente e que para t grande temos que

1
m(t) > m(t). Logo, para t suficientemente grande, temos que M (1/|T(t)R(1,A)]|) < ct. L]
m

Teorema 2.10 (Teorema 5.1 em [7]). (Batty-Duyckaerts, 2008) Seja {T'(t)}+>0 um Cp-
semigrupo limitado definido em um espa¢o de Banach, com gerador A, tal que iR C p(A).
Sejam, ¥Vt >0

M(0) = sup [ RGis, )| (2.12)
Miog () := M(¢)(log(1 + M(2)) + log(1 + t)). (2.13)

Entao, existem constantes B e C' tais que, ¥V t > B,

(2.14)

Demonstragao: Usaremos uma técnica analoga a que usamos na demonstragao do Teorema
2.1.
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Sejam t > 0, R > 0 e v, consistindo do semicirculo direito do circulo |z| = R e da curva
7 em {z € p(A) | Rz < 0}, C! por partes, ligando iR a —iR. Seja f : p(A) — X, dada por
f(2) = (= — AT ().

Como f é analitica, segue-se do Teorema de Cauchy que

TtHA 'z = £(0)

Afirmagao 2.11.

ors x||<||x||+H/< ) (o e

Demonstragao: Seja z = Re®, —5 < 0 < 3. Pela equagdo (2.6) (vide a demonstracao do

Il (2.15)

Teorema 2.1), temos que

22 - dz 2rK
/4:3 (1 * R2> (z= AT THz—| < == (2.16)

Rz>0

Agora, definamos V ¢ > 0 a fungao

t
hi(2) :/ =327 (s)xds.
0

Observe que hy(z) = e*!g;(z), com g; a fungio definida na demonstragao do Teorema 2.1. Assim,

por (2.2),V z € p(A), temos que
¢
he(z) = / =0T (s)ds = (2 — A)"'a — (z — AT (). (2.17)
0
Note ainda que h;(z) é analitica, uma vez que g; ¢é analitica, pela Afirmagao 2.2 presente na

demonstracao do Teorema 2.1.

Pela Afirmagao 2.3 (vide a demonstragao do Teorema 2.1), obtemos

] - g (o
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Dai, por (2.7), obtemos

l\z
o
)
=

/’ 1+ 2 ) ho) 2| < 27K o (2.18)
|2|=R rR) "L R ' ‘
Fz>0

Assim, combinando (2.16), (2.17) e (2.18), obtemos
2

IT()A ™2l = Lt ) (e = AT

27m R? z

— H 2m o <1 + ;:2) (z — A)—lT(t)a:7

1 22 dz 1 22 dz
— 14+ — — A7t — 14+ — — A7 ()
< 5| () e-armoe g | [ (14 7) - mmos
K dz 1 22 | e?
< = e Al
< R|x 5 <1+R2>ht 27r [Y/<1+R2>(Z A) a:Zdz
etz
< —Hx” ( >(z—A)1mZdz .

em que v+ = {z € C| |z| = R, Rz > 0}, percorrido no sentido anti-horario. L]

Note que A=§ 4147, com § <0 e —R <7 < R, temos que a série

oo

A=A = Z(ZT —)(ir — A)"

n=1

converge se |d] |[R(is, A)|| < 1, logo |6| M(|7]) < 1, em particular caso

1< ity
T
Assim, motivados pelo comentéario acima, definamos os caminhos

1
Y (T)=—=—+—+ir, —-R<7<R
2M(|7))

vi(s)=s+iR, —(1/2M(R)) <s<0.

Como o nosso objetivo é estimar, em norma, o valor da integral sobre sobre 4/, pela defini¢ao
dos caminhos acima, podemos assumir 7' = 79 U v+. Entao, nosso objetivo agora é estimar em

norma o valor de

’22 -1 tde § -1 tde
[y,<1+R?>(Z_A) vet— = /YO<1+R2>(Z_A) e —

22 —1 tzdz
+ /H[ <1+Rz) (z—A) "ze —~ (2.19)

Observe que 7)), nao é necessariamente suave, mas podemos aproximé-la por caminhos suaves
partes de modo que (2.15) ainda continue valido.

Com o objetivo de estimarmos as parcelas de (2.19), analisemos dois casos



12 Caso: z € 4.
Como iR C p(A), seja z € 4

o0

1(v+(s) = A7 =

n=0

D ls[MIER — Ay~
n=0

IN

o0

1
— = M(R n+1
2 gy P
E
2n
0

IN

De modo andlogo mostramos que ||(y_(s) — A)7!|| < 2M(R).

Note ainda que

2|2 2 2 4
z 2(R(2)" =S(2)7) | Izl
'1 + ? — 1 + R2 ‘|‘ ﬁ
252 —2R? (52 + R?%)?
=1 R2 R1
st 52

Logo, para R > 1

14+ 25| <

D (IR =y ()" (iR — A)~H)"*!

’ ‘B (M(lRWM?m)

R2

E entao, podemos estimar a primeira integral por

2 tz 1/2M(R)
‘ / (1 + Z2> (z — A)_lxe—dz /
gEs R z 0

/1 /2M(R) ¢, o ts
0

- (s:tR)

IN

1 M(R)
tR?
C1M(R)

=l

Logo,

22 Casoz € g

(s=R— 4"

[—e /M@ 1] a

22 el® C1M(R)
14+ 2 ) (2= a1
/yi( +R2>(Z ) ZH —gz =l
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(2.20)



Novamente, como iR C p(A), temos

1(vo () + A) 1|

Note que V € 7,

IN

IN

Podemos estimar o comprimento de

J

R
| his)as <2
R

que T € [—R, R]

o0 1 n
. A —1n+1
<3 (s3z07) 6+ 47
=1
< M =
< MY 5
n=0
= 2M(|r|), paracada T.
2(R(2)? = S(2)%) | |2
bt 2 TR
2
2 2 2
L (st +7°)
+ = + i
2
2 1 2
() (e +7*)
R? R
2 1 72 4
| B T6Re e T
R? R
2 1 R? 4
|, TIOP | 6" + saro T
TR R
or L 1 __g
M(0)2 " 16M(0)Y ~ %
0 por
R !
1 M'(s) 1 1
- ds+2R=—— — — +9R.
2 (2™ T M) M(R)
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Dai, combinando as estimativas anteriores com o fato de |z| > (2M(0))~!, obtemos

2

z
L+ o

tz

(z+ A)_lm%dz

[L+7)

onde 03 = max{027 CQM(O)}

< 205 2MI) N (RYM(0)
Yo

1

M(0)

IN

Coe M) N1 (RYM (0) [

IN

CsM(R)(1+ R)e /M B |z,

|d= ||zl

1

M(R)

+2R| ||z]]

CoM(R)e /M) 4 ¢y M (R)M(0)Re 2t/ M B |||

(2.21)

Agora, seja Cy = max{C1, Cq,Cs3, K}; combinado (2.15), (2.19), (2.20) e (2.21), obtemos

IT(H)A 2] !

IN

“
X

R
1

IN

R

—+

=+

M(R)
R%t
M(R)

L M(R)(1+ R)e”/M(R)) el

(1+ M(R))2(1 + R)2e2t/M(R)

+

R2%t R

) ][
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Logo,

e~ 2t/M(R)
IT(H) A < Cy (11% n Aé(j:) N (1 +M(R))2(1]:: R)%e? ) |

Sejat > 4Myg(1), e faca R = Mlgé (t/4) > 1. Logo, com tais escolhas e usando log((1+M (R)(1+
R)) > log(1 + M(0)),

M(R) M(R)
R%  ARM(R)(og((1 + M(R)(1+R)))
1 Cs
= IR+ MENILR)) = R’

e (14 M(R))?(1+ R)%e 2/M(E) — 1,
Portanto, fazendo Cg = max{1,Cs} e C' = 3C4Cg, temos que

1y C C
HT(t)A ” S R - Mlog(t/4).

Observagao 2.12. Para o caso em que existe a > 0, tal que M (s) < C(1 + s%), temos que o

resultado do teorema anterior, pode ser visto como, (vide [7], Exemplo 7),
log t 1/a
o= (22 > p (2.22)

Exemplo 2.13. (Exemplo 4.4.15 em [4]) Sejam X = (?(N), (an)nen Uma sequéncia decrescente
em (0,1] e A, = —ay, +in. Seja (T'(t))i>0 um Cp-semigrupo limitado em ¢?(N) definido por

T(t)z = (eMz,) 2 = (2,)nen € £2(N). (2.23)
Como no Exemplo 1.19 temos
D(A) = {z € A(N) | Mnzn) € PA(N)} = {z € *(N) | (nz,) € *(N)}

Az = (Apzp).
Temos ainda que
o(A) = {A}
Afirmacgao 2.14.
|R(is, A)|| = sup{|A\p, —is| ™! | n € N}

Demonstragao: Fixado s, segue-se da Proposi¢io 1.9 que ||R(is, A)|| > sup{|\, —is|~! |
n € N}. Note que Vz € (*(N), R(is, A)x = ((is — A\p) 'xy); desta forma, ||R(is, A)| <

sup{|\, —is|! | n € N}, donde segue-se a afirmacao. ]

Afirmagao 2.15.
Ant

IT(t) A7 = sup

n
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Demonstragao: Basta usarmos o Teorema da Inclusao Espectral (Lema 3.10) e proceder

como fizemos na Afirmacao 2.14, ja que A~z = (A, 12,). ]

Entdo M (k) = ||R(ki, A)|| = sup, {|ki — A\n| 7'} = 1/ag. Seja t, = 1/ay; portanto,

e~ ! el

~c . °
T M)

e)\ntk
An

|T(t,)A™Y| = sup k — oo.

Quando (a,) decai regularmente e ndo muito lentamente, podemos ter

C

THA Y|~ e, ¢ : 2.24
ITOA | ~ frmirggy o (2:24)
Por exemplo, se a, =n~7 com ~y > 0, entao
c c
THA Y|~ L~ — 2.25
IT@A ~ 275 (D) (2.25)

Por outro lado, (2.24) pode falhar se (a,) tiver periodos de decaimento longos. Suponha, por

exemplo, que () seja estritamente decrescente e que, V n € N,

AEl+1
Qp1)l S 5

Dado ¢ > 0, seja ty = 1/(cag41y1). Entéo.

M~ ety) = (k+1)!

. 672/0 k€72/c
T Al M ety)

e kt1tk

|T(t) A7 = k — oo.

Akl+1

Portanto, nio ha limite superior da forma ||T(t)A~Y| < C/M~(ct).

Taxas de decaimento de Cy-semigrupo em espacgos de Hilbert

Conjectura 1. (Batty-Duyckaerts, 2008) Se X for um espaco de Hilbert, entao o fator de
corre¢ao logaritmico de (2.14) pode ser desconsiderado. Por outro lado, se X for um espago de

Banach, nao se pode descartar o fator logaritmico.

A conjectura parece ser de fato verdadeira para a situacdo em o resolvente decai
polinomialmente, como mostra a equagao (2.25). De fato é verdadeira, sob a hipotese da
Observagao 2.12. A demonstracao ¢ devida a A.Borichev e Y.Tomilov [11].

O resultado a seguir é a versao completa do resultado demonstrado por Borichev e Tomilov.

Teorema 2.16 (Teorema 2.4 em [11]). (Borichev-Tomilov, 2009) Seja {T(t)}+>0 um Cp-
semigrupo limitado em um espago de Hilbert H com gerador A, tal que iR C p(A). Entao, dado

a > 0, as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

1.
|R(is, A)|| = O(|s]¥), s — o0 (2.26)
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2.
IT()(=A) % =0, = oo; (2.27)

3.
T (=A) x| =o(t™), t—o00, xz€H; (2.28)

4.
IT(H)A™Y = 0@ ), t— oo; (2.29)

5.
T A || = o(t™V), t— o0, z€H,; (2.30)

Antes de apresentarmos a demonstragao do Teorema 2.16, enunciaremos alguns resultados

auxiliares.

Proposicao 2.17 (Proposi¢do 3.1 em [5]). (Batkai, Engel, Priiss, Schnaubelt) Seja
{T'(t)}t>0 um Cy-semigrupo limitado em um espago de Banach X, com gerador A. Suponha

que seja A invertivel. Entao, as afirmagoes abaizo serdo equivalentes (com > 0 constante):

1. Existe uma constante C' > 0 tal que, ¥V t > 0,

o C
ITOEA = (2.31)
2. Dado v > 0, existe uma constante C' = C'(v) tal que, Vt > 0,
C/
1T (=A)" = & (2.32)
Demonstragao: Vide o Apéndice B. =

Lema 2.18 (Lema 2.1 em [11]). Seja {T'(t)}i>0 um Co-semigrupo definido em um espago de

Hilbert H, com gerador A. Entao o semigrupo {T'(t)}+>0 € limitado se, e somente se,

(C+ - p(A)v
e
iug/R(lR(é +in, A)z||? + [|R(E +in, Az||*)dn < co. (2.33)
>
Demonstragao: Vide o Apéndice B. ]

Lema 2.19 (Lema 2.3 em [11]). Seja {T(t)}+>0 um Co-semigrupo limitado definido em um espago
de Hilbert com gerador A, tal que iR C p(A). Entao, para um « > 0 fizo,

IR, A)(—A)®| <O, RN >0, (2.34)

se, e somente se,
|R(is, A)| = O(s|%), s — oo. (2.35)
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Demonstragao: Vide o Apéndice B. ]

Lema 2.20. (Mini lema) Sejam f : R — R ndo-decrescente e f~1 sua inversa a direita. Se

f(t) = 0@ ), entio f~1(1/s) = O(s®).

Demonstragao: De fato, note que se f(s) < Cs~ Y para s grande, entdo sl/af(s) <C
para s grande. Assim, (f~1(¢))"/*t < C, onde s = f~1(t) grande. E dai, o resultado se segue. m

Demonstragao do Teorema 2.16

(2) = (1) Fazendo 7 = 1/a na Proposigdo 2.17 obtemos, para t suficientemente
grande, |[T(0)(—A)"| < Ct™Ve. Como |TWR(LA) = [T(t)(~4) " (~A)R(1L,A)| <
1T (—A)~Y |AR(1, A)|| < C1t~Y*. Assim pelo Lema 2.20 e pela Proposicao 2.4, obtemos
que

M(t) <1+ CLKt™.

Portanto, ||R(it, A)|| = O(t*), t — oo.
Combinando as Proposigoes 2.4, e o Lema 2.20 o resultado se segue.
(3) = (2) Como, Vz € H, ||T(t)(—A) x| = o(t™!), t = o0, x € H, entdo

. Ay —

Jim H7(6)(~A)a]| = 0.

Assim, para cada x € X, existird um C, > 0 tal que para todo t,
T ()(-A) 2| < Ca.

(temos que a desigualdade é valida para todo ¢, pois, dado ¢, > 0 existe ¢y tal que para todo
t > to temos que t||T(t)(—A)*z| < ¢z, agora, como a funcdo ¢t — t||T(t)(—A)*x| é continua,
IM,, tal que Vt € [0, to] temos que t||T(t)(—A)*z|| < M,. Por fim, tome C, = max{cy, M;}).
Entao, segue-se do Principio da Limitagdo Uniforme que a familia {¢||T(¢)((—A4)%| }+>0 €
limitada. Logo, 3 C' > 0 tal que
HIT () (—A)] < C,

donde resultado se segue.

(2) < (4) Segue da Proposicao 2.17.

(3) & (5) Segue da Proposigao 2.17.

(1) = (3): Seja H = H @ H a soma direta de duas copias de H. H é um espago de Hilbert
cujo produto interno é ((x1,y1); (z2,y2))n = (x1,22) g + (Y1, ¥2) 1, (1,¥1), (x2,92) € H (veja a
Proposigao 23.3 em [31]). Defina em H o operador matricial

como os operadores fora da diagonal sdo limitados, entao o dominio de D(.A) é o dominio diagonal
D(A) = D(A) & D(A).Veja que

N ( A— A —(—A)—O“);
0 A—A
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dai, concluimos que o(A) = o(A). Para encontrarmos R(\,.A), basta invertermos o operador

matricial acima. Assim, obtemos, para A € p(A),

R\, A) R\ A2(—A)=° >

R A) = < 0 RO\, A).

Afirmacao 2.21. A familia {7 (¢) }+>0, em que

[ T@) tr@)(-A)
T(t)_( 0 T(t) )

é um Cy-semigrupo limitado definido em H, com gerador A

Demonstragao: Com efeito, 7(0) = I e

_ [ T(@) tT(t)(-A)" T(s) sT(s)(=A)"*
TOTE) = ( 0 T(t) )( 0 T(s) >

Tt+s) (t+s)T({t+s) (-4~
0 T(t+s)
= T(t+s).
Seja z = (z,y) € H. Entao, T (t)x = (T(t)x +tT(t)(—A)"*y, T(t)y), donde se segue que

1Tz —2ll}, = 1Tz —z+tTE)(-A) "y, T(t)y — y)ll3,
= |T(t)x — 2 +¢T)(~A)Yl* + Tty — > (2.36)

Fazendo ¢ — 0 em (2.36) e usando o fato que {T'(¢)}+>0 ¢ um Cp-semigrupo, concluimos que

{T(t)}+>0 € um Cp-semigrupo. Mostraremos agora que A é o gerador de {7 (¢)}1>o0.

Para todo = = (x1,22) € D(A), temos que

fm LD =T L ey — oy 4T () (= A) s, Tt — 1)
t—0 t t—0 ¢
— lim <T(t)’”1 T (1) (— A) "y, LT T T2 ””2)
t—0 t t
= (Axl + (—A)iaI'Q, AQZQ)
= Ax.

Logo, A é o gerador do Cp-semigrupo {7 (¢) }+>0. Resta-nos mostrarmos que {7 () }+>o0.

Pelo item (1) e pelo Lema 2.19, 3 Cy > 0, tal que, V RA > 0

[R(A, A)(=A)*| < Ch. (2.37)
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Assim, para cada x = (x1,22) € H e X € Cy,

IR(A, A)z |3, I(R(X, Az + RA(A, A)(=A) ™22, R(A, A)az) |3,
= IR\, A)zr + B2, A)(=A) 22| + [ R(A, A)az |
= IR\, Aza|* + (RN, Az, B2 (N, A) (= A)"22) + (RPN, A)(=A) @2, R(A, A)z1)

+IBP N A) (= A) " @a|? + [|R(A, A)z2) ||

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a estimativa (2.37), obtemos

IR A)zllf, < RO A)za]® + 2| RO, A)as || [|[R(A, A)(—A) RN, A)za|| + || R(A, Az |)?
< RO, A)za|* + 2C1 [ RN, A)a || [|R(A, A)za| + [|R(A, A)za|?
< RO, A)za|* + CL| RO, Az |* + RO, A)za[P) + [|R(A, A)za|?
< CIRM, A)aa|* + R, A)az|)?),

onde C =1+ (.

Analogamente, temos que
IR, A)z|3, < C(IR(A, A%)a1|* + [|R(A, A%)aa|).

Logo,

zulg/R(llR(erin,AﬂlIQ IR +in, A*z|*)dn < Ciug/R(HR(é +in, Az | + | R(E + in, A")a1[|*)dn
> >

+ Camp /R (IR(E + in, A)zal® + | R(E + in, Ao ).
>

Como {T'(t)}+>0 € limitado, segue-se do Lema 2.18 que cada uma das parcelas a direita ¢

finita, e portanto, V x € H,

sy /R (IR + in, A + ||R(E + in, A%]|)dy < oo.

Novamente pelo Lema 2.18, segue-se que {7 (t)}+>0 ¢ limitado.

Como {7 (t)}+>0 ¢ limitado, segue-se que
sup [[tT(t)(—A)" % < oo. (2.38)
>0
Além disso, como iR C p(A), temos pelo Teorema 2.1 que V = € H,
T(t)x — 0, t— oo,

ja que D(A) = Im(A~1) é denso em H. Para todo y = (x,z) € H, temos

1Tz = VIIT @)z + T ()(—A) x| + | T ()],
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assim, pelo Teorema 2.1 aplicado ao semigrupo {T'(t) }+>0, temos que
ItT(t)(—A) x| =0o(1), t— o0, z€ H. (2.39)

[

A Conjectura nos diz que nao podemos eliminar o fator logaritmo caso o espago considerado
nao seja Hilbert. O resultado a seguir, cuja demonstragdo ndo apresentamos, demonstra que
sempre podemos conseguir um espago de Banach no qual que de fato o decaimento nao pode ser

melhorado.

Teorema 2.22 (Teorema 4.1 em [11]). (Borichev-Tomilov) Dado o > 0, existe um espago de

Banach X, e um Cy-semigrupo limitado em X, com gerador A tal que

1 ||R(is, A)l| = O(|s]*),  [s] = oo.

&

. 1/ _
2. lmsupy o () IT(HA >0,

Demonstragao: Veja a demonstragao em [11]. [

2.2 PARTE II

Como ja dissemos, nesta se¢@o usaremos calculo funcional de operadores setores, no Apéndice
B fazemos uma breve discussao sobre isso e algumas defini¢oes de termos que usaremos durante

a demonstracao.

Teorema 2.23 (Teorema 5.6 em [6]). (Batty-Chill-Tomilov, 2016) (Singularidade no
Infinito) Seja {T'(t)}:>0 € um Cy-semigrupo em um espago de Hilbert H, com gerador A.
Assuma que o(A) NiR =10, e que

|R(is, A)|| = O <€|(5||57)> s = oo (2.40)

onde a >0 e £ € uma fungao crescente de variagao lenta. Entdo,
IT)A™Y = Ot )Y,  t — co. (2.41)

Antes de apresentarmos a demonstracdo do Teorema 2.23, enunciaremos alguns resultados

auxiliares.

Lema 2.24 (Teorema 4.7 em [6]). Seja {T'(t)}t>0 € um Cy-semigrupo limitado em um espago
de Hilbert, com gerador A, e seja B : D(A) — X um operador linear, limitado em D(A) com a
norma do grdfico, e T(t)Bx = BT (t)x, para todo t > 0 e x € D(A). Suponha que

sup{|BA — A) 7 [l: A € €4} < .

Entio T(t)B possui uma (inica) extensio limitada e |T(t)B|| = O(t™1) t — oo.

Demonstragao: Veja a demonstragao em [6]. n
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Lema 2.25 (Lema 4.2 em [6]). Seja {T'(t) }+>0 um Co-semigrupo limitado definido em um espago
de Banach, seja B € B(X) um operador setorial que comuta com {T'(t)}i>0. Sejam 7,6 > 0.

Entao, existem constantes C, ¢ > 0 tais que ¥t > 0,
cIT(CHBY|| < |IT(#)B°| < C|T(CtH)B|°.

Demonstragao: Veja a demonstragao em [6]. m

Lema 2.26 (Teorema 5.5 em [6]). Seja A o gerador de um Cy-semigrupo {T'(t) }+>0 definido em
um espago de Banach X tal que iR C p(A). Seja £ : Ry — (0,00) uma fungao de variagao lenta,
a>0efe(0,1]. Suponha que g : s+ s*PU(s) seja crescente. Entio, as sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

1. |R(is, A)|| = O (%J)) , 8§ — 00;

2. supsec, (2 — A) " Wage(~A)|| < 0.
Demonstragao: Veja a demonstragao em [6]. [

Teorema 2.27 (Teorema 4.3 (a) em [6]). Seja A o gerador de um Cy-semigrupo limitado definido
em um espaco de Banach X. Assuma que T(t)A # 0 para todo t > 0. FEziste uma constante c
tal que se A € invertivel, f uma funcdo completa de Bernstein, v < 1, e (=A)Yf((—=A)~1) é um

operador limitado, entao

IT(ty + t2)(—A)
| T (t2) A~

1T () (~A) F (A7 > ¢ FAT (E)(=A)HD.

Demonstragao: Veja a demonstragao em [6]. ]

Demonstragao do Teorema 2.23

Afirmagao 2.28. Podemos assumir 7'(t) # 0 para cada t > 0.

Demonstragao: De fato, suponha que existe ¢y > 0 tal que T'(ty) = 0. Dai temos que

T (%0) =nT (%0) = 0. Assm, para cada x € X temos que 0 =T (%0) x, entao fazendo n — oo e

usando o Corolario 1.21 temos que 7'(0)z = 0, V € X o que nos leva a uma contradi¢gdo com

condigao de T'(0) = 1. (]
Primeiramente, note que se ||R(is, A)|| = O(|s|*), entao pelo Teorema 2.16,
_ C
IT®A™ < 72 (2.42)

para todo t suficientemente grande; e portanto para todo ¢t > 0 (escolhendo C' de maneira
adequada).
Seja Wy 1,4(—A), como apresentado na Definicao B.19.

Afirmacao 2.29. Existe C' > 0 tal que para todo t > 0,

IT(E)Wa(=A) < — (2.43)

=+ Q
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Demonstragao: Segue-se do Lema 2.26 que, dado o > 0, 3 C' > 0 tal que V A € C,
A= A) " Ware(—A4)| < C.

Note também que :

1. se a > 1, temos que

War(=A)T )z = Si(—A)T(t)x

= (Al /Ooo(s — A) 72T (t)ads

= AT [ (s ) Pads
0

= T(t)(—A)l_O‘/ (s — A)xds

—00

= T Ware(—A);

2. O caso 0 < o < 1 mostramos de maneira anéloga.
Portanto, A e Wy 1 ¢(—A) satisfazem as hipoteses do Lema 2.24. Logo, 3 C' > 0 tal que

C

OLAVCHIESS

[

Seja agora S; a funcao de Stieltjes associada a £, e seja fy a funcao de Bernstein completa
definida por

fe(s) = Su(1/s), s>0.

Note que se A for invertivel, se g ~ (0,0, ) for uma fungao de Stieltjes e se f for uma funcao

de Bernstein completa dada por f(z) = g(1/2), entao (vide Teorema 3.7 em [6])

N
g(4) = / (A= A)ldr(N) = F((—A4)7),

o0

de modo que

St = [ =) ) = -4

o0

Assim, temos da Definigdo B.19 e da Afirmagao 2.29 que, V ¢ > 0,

—a _ C
IT®Wae(=A)ll = ITOAfol (=4I < 7,
donde se segue que o operador T(t)(—A)!=%f,((—A)~!) é limitado. Fazendo v = 1 — a no

Teorema 2.27, obtemos

c|[T2t)(=A) "

HT(t)Al_aff((_A)_l)” > HT(t)A_lH

fllT @A),
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donde se segue que

IT@A T (—4) 7 (—~4) )]
T@O(=A) 2]

s lrwaty

= CHren A

fT®AT) <

Defina, Vs > 0, fas(s) = s*71fi(s). Entdo, para todo t > 0,

_ e G IT®A™
FadIT®AT) < IT@AT T presd ™

C_|TmATe
t 172 (=A)=]

(2.44)

Fazendo ¢ = ¢ e 0 = 1 no Teorema B.11, segue-se que Sy(s) ~ T'(1)['(2 — 1)s~1(s) =
s~ (s), s— oo, de modo que S;(1/s) ~ sf(1/s), s— 0T, e portanto
s*uls) _ L Su(1/s)

lim =785 _ —1. 2.4
o0+ 590(1/5)  sao+ sf(1/s) (245)

Defina, Vs > 0, k(s) = 1/£(s'/?); note que a fungdo x ¢ decrescente, uma vez que [ é crescente.
Dai, temos de (2.45) que

s— 0T,

fa,é(s) ~

K(s™@)’
Agora, pela Proposigao B.10,

s 1/a
Fau(s)~ (n#(1/3)> . s— 0t (2.46)

onde x7(s) é chamado de conjugado de Brujin da fungio s (vide Apéndice B para a definicio).

Se o lado direito da equagao (2.44) for suficientemente pequeno, obteremos
ITOA™ < fri(faelIT@AT)
L (O ITmATe
< forl
! (t IT(2t) (= A) =]
~ ~1jja 1/e -1
< 5 clr@) A~ _ o 1T A™
- L@l (=A) | (tL(OIIT (2t) (= A) =)o

(2.47)

onde usamos a Observagao 1.36 na primeira desigualdade, (2.44) na segunda desigualdade, (2.46)

na terceira, e definimos V¢ > 0

L Ten A
L) = ¥ (t [T A1 ) ‘

Agora, defina ¢(s) = (sk#(s))"/. Como

SO o ()
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seguie-se que ¢ é de variacdo regular com indice positivo, uma vez que 7 ¢é de variacio lenta. Isso
nos garante que podemos escolher £# de tal modo que 9 seja estritamente crescente e continua
(veja em [6]). Entao, por (2.47), existira to > 0 tal que V ¢ > to,

1 alren=4)-epye
ITHAT| ~ C'T () A~
o () ITen-A) e
C'T () A

(AT ()

704
o () (245)

IT()A™|
T () (—A)
existe ca > 0 tal que para todo t € (0,ty) vale (2.48), ja que | T'(t)A~Y| ¢ limitada e ¢ é limitada

Suponha agora que 0 < t < tg. Como

é maior do que um nimero positivo,

em intervalos limitados. Portanto, existe ¢ = max{ci, ca} tal que (2.48) vale.
Como 1) é (assintoticamente equivalente) a uma fungao crescente, temos que (vide Observagao

1.41)
t|7(2t)(—A) "

-1 C
AT =Y (HT(t>A—1\I)'

Novamente pela Proposicao B.10, temos que

YN (s) ~ s RFF(57) ~

de modo que para todo t suficientemente grande,

oy o @A e
rega < EOEEy (e

NTOA* T A~
- t (T A=
C
(T (A1)

e entao para todo t > 0. Entao, por (2.42), temos que para todo ¢ suficientemente grande,

C
T2H)(-A) "% < ———, 2.49
74 < (2.49)
e portanto para todo t.
Aplicando o Lema 2.25 com B =A"!, y=aed =1, temos que V t > 0

IT(®) A < C|IT(ct)(—A)~ "> < SR —

- (té(tl/a))l/a'
|

O resultado a seguir deve ser comparado com o Teorema 3.14, em que se discute a situagao
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em que o(A)NiR = {0}.

Teorema 2.30 (Teorema 7.7 em [6]). (Batty-Chill-Tomilov)(Singularidade em zero)
Seja T(t)tzo é um Cy-semigrupo em um espaco de Hilbert, com gerador A. Assuma que

o(A)NiR = {0}, e que

1
[ R(is, A)|| = ‘ <|3|al(1/|5!)> sl (2.50)
O(1), |s] = o0

onde a >0 el € uma funcio crescente e de varia¢ao lenta. Entdo

IT@OA — A =0 (W) . to oo, (2.51)

Demonstragao: Veja a demonstragao em [6]. m
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Capitulo 3

Taxas de decaimento de Cj-Semigrupos

em espagos de Hilbert (Parte II)

Como ja dissemos na Introdugao, o trabalho [36] estende os resultados que discutimos no
capitulo 2, isto é, os autores mostraram que se o resolvente se comportar como uma fungao de
crescimento positivo, poderemos eliminar em (espagos de Hilbert), o fator de corregao logaritmico

no decaimento de ||7'(t)A~!||. Neste capitulo, discutiremos em detalhes tais resultados.

3.1 Singularidade em Infinito (+ioco)

Teorema 3.1. Seja X um espacgo de Hilbert e seja A o gerador de um Cy-semigrupo limitado
{T'(t) }+>0 em X. Suponha que o(A)NiR =0 e que M : Ry — (0,00) seja uma fungao continua
nao-decrescente de crescimento positivo (vide Defini¢do 1.38) tal que supy, <, [|R(ir, A)[| < M(s),
s > 0. Entao,

ITHA™ =0o(M~(t)™Y), t— . (3.1)

Demonstragao: Seja ¢ : R — C uma fungdo de Schwartz tal que ¥(0) = ||¢)||p~ = 1,
suppyy C [~1,1] e seja ¢ = F~ly. Para R > 0, defina, Vt € R, ¢r(t) = Ro(Rt) e
Yr = Foér, de modo que ¥V s € R, Yr(s) = (R 's). Note também que V R > 0,
Jr or(t)dt = F(¢r)(0) = r(0) = 1. Agora, fixe temporariamente ¢ > 0 e dado n € Z,
seja gn : R — R definido por

0, s<0,
gn(s) = 8n7 0 S S S ta (32)
s"—(s—=1)", s>t

Em particular, go(s) = x|o,- Fixemos z € X e n € N. Note que

S S?’L
n— dw = )
| anrtras =2

e 0<s<t



e s>1

s t s
/ In—-1(w)dw = / In—1(w)dw +/ W — (=) dw
0 0 t

t —(s—t tn
74_5 (S )" "
n n
s" (s—t)

n

56

Assim, Vs € N e n € N temos que gp(s) = nfos gn—1(w)dw. Definamos a aplica¢ao h, : R — X
pela lei h,(s) = gu(s)T(s)A~'x, s € R, onde estendemos o semigrupo a todo reta, tal que

Vs <0, T(s)=0. Entao,

/ T(t— s)hp(s)ds = / T(t — 8)gn(s)T(s) A" zds
0 0
— / T(t—s+ s)snAfla:dS
0

t
= / s"dsT(t) A"
0

thrl 1
= T(t)A™

e portanto,

t
T(H)A 1z — ’%Hl / T(t — 8)hn(s)ds.
0

(3.3)

A estratégia consiste em dividir esta integral em dois termos associados a h, = (6 — ¢r) *

hn+ @R *hy, onde § denota a distribuicdo de Dirac em zero, e estimé-los separadamente, fazendo

escolhas adequadas de R > 0 e de n € N. Assim,

n—+1

¢ n+1
T(t)A e = t"“/o T(t—s)(d — ¢r) * hyp(s)ds —|— + /0 T(t — s)pr * hy(s)ds.

Comegamos introduzindo uma fung¢éo auxiliar ® : R — R, definida por

B f_soo o(T)dr s<0
(I)(S) - { —fsoogf)(T)dT $>0

(3.4)

Afirmagao 3.2. Sabendo-se que [, ¢(t)dt = 1, verifica-se que ®'(t) = ¢(t) — d(t) no sentido

distribucional.
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Demonstragao: Com efeito, seja ¢ € S(R, C) (uma funcao teste); dai temos que

/R Sty ()dt = / (0 (0 + /0 B(t) (1)t

- /0 /t ¢¢d¢¢/tdt—/m/m¢7)d7¢/(t)dt

S B (ATt A AR
_ 0/ qudT—/ S(EW t—(— 0/ qudT_/ t)q/;(t)dt)
:/ H(r)drp(0) + (0 /¢ dr—</ oty [ ¢<t>w<t>dt)
R

:_/R(

— 0(t))(t)dt.

Usando o fato de que ®, sendo uma primitiva de uma fun¢do de Schwartz, decai rapidamente

no infinito, e que / ¢r(t)dt =1, temos que
R

(6~ 6n) * huls) = /0 (6= SR) (s — w)hn(w)de

— /Oooa(s—w)hn(w)dw—/OoogbR(s—w)h
(s)

- / " bn(s — w)ha(w)dw
0

- R/O ?(Rs — Rw)hy(w)dw

= (o) [T W Rs = b (R r)r [ o(Rs = (R )

hn(s)
— [ (Rs —7)h 0 R/ ®(Rs — 7)h!(R )dT
1 oo
= ——= RS—Th;LR_TdT
5 | ers—nmrtn)
Assim, V s € R,
(0 — dR) * hp(s) = —;{/ O(Rs — T)h;(RilT)dT. (3.5)
0

Calculemos a derivada distribucional de h,. Dado ¢ € S(R, C)(fungao teste), temos

/OOO hy(8)Y'(s)ds

/000 gn(s)T(s)Aflxl//(s)ds
-/ " (g1 ()T () A2 + g ()T (s))ub(s) s,

o)
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dr
onde usamos que ﬂA*I:L‘ = T(s)x. Disso a derivada distribucional de h,, é dada por,V s € R
eVzelX,

Rl (s) = ngn_1(s)T(s)A™ x + g, (s)T(s)z.

Consequentemente, V s > 0,

IN

1l gn-1($)|IT(s)A™ ]| + gn(s)| |1 T(s)z]l
Enl|s/" " AT [z]l + K|s["| |||
< K(ns" ™+ s")(1 AT + 1)),

17 ()]

IN

onde K = sup;> [|7(s)||. Segue-se de (3.5) que

16— 9m) * (i) < ;/mans;ﬂ%@z%wm
< g[S DI EE T (R(A 1l
< KA 1”“ “”3”/ n(R17)" + (R 7)) dr
Logo, V € R,
166+ e [ 0(Rs = (R a3

onde a constante implicita é independente de R,n,t e x.

Definamos agora, indutivamente, as fun¢oes @ : R — R, k € N, fazendo ®; = [®| e V k£ > 1,

Ppr1(s) = { ff @gk dT SS<>0’0. (3.7)

Afirmacgao 3.3. Para cada k € N, &, decai rapidamente a zero no infinito e <I>§§+1 = Op — (Py)d,
no sentido distribucional, onde (®y) = fR Dy (s

Demonstragao: A primeira parte da afirmacao se segue do fato de ® ser uma fungao de

Schwartz. Para a segunda, fixados k > 1 e seja ¢ € S(R, C)(fungao teste), segue-se de (3.7) que

! 0 i o0 !
[t @d = [ awaou@a [ oo o
R 0

==M®A%WM—A%®MWt
= wO)@) ~ [ Bttty

=~ [ @0 - @ase)u
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Assim, Vm > 1,

/ |®(s —7)|7™dT = / Oy (s —1)r™dr
0 0
— / S(s —1)T™dT + / (P1)0(s — 7)T™dT
0 0
= —Dy(s— T)Tm‘;o + m/ By(s — 7)™ Ldr + (B1)s™
0
= [ (s =) (@)™
0
= m [ s — )l [ (@2)8(s — 1) 4 (@)
0 0
= —m®Ps(s— T)Tm_l‘zo + m/ B3(s — 7)™ 2dr + m(DPy)s™ L 4 (B)s™
0

o0
= m/ B3(s — 7)™ 2dT + m(Pg)s™ T 4+ (B)s™
0

= mm-—1)----- 2 1/ Opp1 (s — T)dT + (@1)™ +m(2)s™ T+ 4 (B)
0
m—1 m s
= Y s et [ (i
k=0 -
Portanto, V. m > 1,
0o o Symy < " m! o —k m—k
, [P = DIE M <), G liBealln RS (3:8)

Aplicando (3.8) a (3.6), com m =n — 1 e m = n, obtemos
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n+1

1 t
n+ < t”“/o |T(t — 5)(0 — ¢r) * hu(s)| ds

S [ = 96— om) < hu(s)ds

n-+1 ¢
< S K [ 16 = o) hu(s) s

n—1
n+1K (n—1)! A L
< il R (n m”q)k—HHLlR /0 S ds

k=0

4 LK ( :0 el Rt kd)
_nelk <n:_:Wr\¢k+lr\LlR tn_kk)
+ %IR( (kZiO 0 ﬁ!k)!"q)k—i-l"LlR_km)
SESY @) y ﬁ!k)!u@muﬂfz-ki)
+ t“%% (kzn:o EZtgiH‘I’Hﬂthkﬁ)
n g(;mu‘pk—i-lHLle;@)

K ni—i—l

— R( ; Pn_l(tR)JrPn(tR)),

onde a constante implicita é independente de R, n, t e x e param € Z4 e s > 0, definimos

i m 4+ 1 |(I>k+1HL1 (3 10)
k:O (n—Fk+1)! sk '

Passamos agora para o termo associado a ¢r*h,,. Note primeiramente, que pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz e pelo Corolario A.6,

n+1

n+1 t
< S [ son b o) las

t
o) /0 T(t — s)pr * hyn(s)ds

n+1 t 1/2 t 1/2
< oot IIT(t —5)|ds |pr * hu(s)|*ds
tnt 0
n+ 1
< Kth/Q 1¢R * hnllL2®,x)- (3.11)

Estimemos agora a norma L? de ¢g * hy,. A ideia é reescrever tal termo em funcio de
multiplicadores de Fourier, e entao utilizar a Proposi¢ao A.31.
Dado a > 0, definamos a fungao hy, o € LY(R, X) pela lei hy o(s) = e *hy,(s), s € R.

Afirmacao 3.4. Vn e N, Vs eR, hyq(s) =nl(Ti"hoq)(s), onde T, (s) = e~ *T(s).
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Demonstragao: Procedamos por inducao.
Cason =1,
ha(s) = e *hi(s)
S
= e_o‘s/ go(T)drT(s) A1
0

= / e G (s — 1) e T go(r)T(T) A w dr
0

hO,a

= Ta * h(],a(s)'
Passo indutivo. Suponha, que para n € N, a expressao
hn,a(s) = nl(T5"hoa)(s),

seja vélida para todo s € R.
Assim, V s € R,

hn+1,a(3) = e “hyi1(s)

= e g1(s)T(s)A

( )
( )

= (n+ DTy x (T2"hoa)(s)
( W hoa)(s).

]
Note que, pelo Teorema 1.22 (item 4), F(Ty,)(s) = R(a+1is, A), V s € R. Segue-se, portanto,
da Afirmagao 3.4 e do Teorema A.17 (item b) que V s € R,

(Fhno)(s) = n!R(a +is, A)" / h e~ (@i (£)de. (3.12)
0

Afirmagao 3.5. (F 1R x hyo)(s) = F H(WrFhna)(s).

Demonstragao: Pelo Teorema A.17 (item b), temos que V s € R, F(F 1g * hyo)(s) =
YR(8)Fhnals). m
Agora, pelo Teorema A.8 e pela Afirmagao 3.5, dada qualquer fun¢ao de Schwartz n : R — C,

temos
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O * hp(s)n(s)ds = lim hno(s)ER(s)ds
R a—0* Jo

= lim / OR * hno(s)n(s)ds
a—0t JRr

= lim / F g * by o(s)n(s)ds
a—0t Jr

= lim | FHWrFhaa)(s)n(s)ds,
a—0t Jr

onde &r(s) = [por(T — s)n(t)dr. Como o(A) NiR = @, R(X\, A) pode ser estendido
holomorficamente ao longo do eixo imaginario e é uniformemente limitado em uma vizinhanca

aberta de isupp ©pg. Segue-se mais uma vez do Teorema A.8 que, Vn € S(R, X),

/ o1 * hu(s)r1(s)ds = / F (rmnFh)(s)n(s)ds
R R

o que nos mostra que ¢g * h, = F (Ypm,Fh) (em sentido distribucional), onde V s € R,
my(s) = nlR(is, A)"A~! e h(s) = go(s)T(s)z. Veja que Ygpm,(s) € L°(R), uma vez que g é
de suporte compacto. Assim, fazendo m(s) = ¥r(s)mu(s) e p = g = 2 (pois o espago ¢ Hilbert,

vide a Observacao A.30) na Proposi¢ao A.31,
16 * hull 2@ x) < (Fa.x) 2R ma (Ol a0 e @12 2@ x)»
e portanto, pelo Teorema A.18 temos que
PR * hall 2 x) < [[YRC)Mn ()l Bx) |20 (R) ] 22 (R, X) -
Note que

1/2
Il = < / |h<s>|2ds)

t 1/2
< < / <Kux\>2ds) — K|l
0

Afirmacao 3.6. VneN VseReVzeX
isR(is, A)"A™ e = R(is, A)" ' A7 x + R(is, A)"x. (3.13)

Demonstracao: Fixe s Rez € X.

Caso n = 1:
(is — A)R(is, A)A™ e = A7 'z < isR(is, A)A 'z = AR(is, A)A "o + A 'z,

onde usamos AR(\, A) = R(A\, A)A em D(A).
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Passo indutivo. Suponha que, para n € N,
isR(is, A)"A e = R(is, A)" A 'x + R(is, A)"x.
Entao,

isR(is, A)R(is, A" A~z = R(is, A)(R(is, A" ' A" x + R(is, A)R(is, A)"x
= R(is, A)"A™ 'z 4+ R(is, A)""z.

Assim, por (3.13), temos que existe C > 0 tal que V s € R, |s| ||R(is, A)"A7Y| <
CM(|s])"1 + M(|s|)™. Reescalando M, se necessirio, assumimos que M(s) > 1. Fixe sg > 0
suficientemente pequeno tal que V0 < |s| < sg, tal que ||R(is, A)"A~Y| < %

e se sg < |s|, temos que

20M(|s|)™  2CM(|s|)™ |

R(is, A)"A7Y| < = ;
| R(is, A) | 5] max{50, 5]}

20M(0) _ 20M(Js])"

0 < s0. entdo ||R(is, A)"A7| < .
e se 0 < [s| < sp. entdo ||R(is, A) | < a0, |51} = max{so, |s]]

Entao, Vs € R,

M{(ls)"

R(is, A"ATY| < —71

(3.14)

Como M é nao-decrescente e tem crescimento positivo (vide Definigdo 1.38), existem constantes
a>0ece(0,1] tais que, V R > |s| > so,

M(R) < R > “
>cl| — .
M(]sl) 5]
Agora, fagamos n = [a~1]. Entdo, segue-se de (3.14) que V R > s,

M(ls)"  _ n! (M(R)”>
SINE @) S nlsu < .
)l iz <t sup SN < T (0

Substituindo as estimativas anteriores em (3.11), temos que para R > s,

S(n+ 1)!H$R|| <Mc(f)> : (3.15)

n+1 [
th/O T(t — s)pr * hyp(s)ds

onde a constante implicita é independente de R, ¢ e . Finalmente, substituindo (3.9) e (3.15)
em (3.3), obtemos VR > sg e ¥Vt > 0,

ITOA7 S 7 (Potr) + LR + (a0 11 (M(R))") ENERT)

onde a constante implicita é independente de R e de t.
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Tomamos agora, R = M ~!(ct). Entdo, os dois primeiros termos em (3.16) sdo uniformemente
limitados, ja que as fungoes P,, P,,—1 definidas em (3.10) nao sdo crescentes, e a parcela final é

constante por nossa escolha de R. Portanto, o resultado se segue da Proposicao 1.42. u

Observacao 3.7. A conclusdo (3.1) torna-se falsa se retirarmos a suposi¢ao de crescimento

positivo, pois desse modo tanto as estimativas quanto a Proposi¢ao 1.42 deixam de ser validas.

Exemplo 3.8. (Vide em [2]) Sejam X = L?[2,00), ¢ : [2,00) — [2,00) definida pela lei
o(t) = —@ —it, e seja o semigrupo {T(t)};>o definido em X pela lei T(t)f(s) = e?©)tf(s).
Seja ainda A = M, : D(My) C L?([0,00)) — L*([0,00)) o operador de multiplicagio definido
por, V f € L?[2,00), por

onde D(A) = {f € L?[2,0) | f¢ € L*[2,00)}.
Naturalmente, A é o gerador infinitesimal do Cp-semigrupo {T'(t)}+>0 e ainda (para mais

detalhes, veja [30])
1
o(4) = {_logs

—is|s 22}. (3.17)

R(is, A)f(t) = (is — ¢(t)) " f(2),
de modo que
IR(is, A)l| < lis — o(t)| "
Assim, Vs > 2, ||R(is, A)|| < log(s).
Seja M(s) = logs; uma vez que f nao é de que M nao é crescimento positivo. E ainda,

1
M~Y(s) = e*. Como, V s > 2, logs > ~, entdo
s

1 —t/logs —t/logs
——sup < sup —— = |T(H)A™.
2s>2 S s>2 1/(log s)~2 + 52
eft/ log s

=2Vt Logo,

E facil ver que, V ¢ > (log2)?, sup,s,

L —ovi -1
e < ||T(@)A™.
V2 <|T®A™
Veja que || T(t)A~Y| ndo possui decaimento na ordem de (M ~1(t))~!, pois se tivesse, entdo para

t grande, teriamos
1

V2

o que é um absurdo. Logo, o Teorema 3.1 nao se aplica a este caso.

eV < |IT(H AT < Ce,

Proximo resultado estabelece uma certa reciproca ao Teorema 3.1.

Teorema 3.9. Sejam X um espago de Banach e A o gerador do Cy-semigrupo {T'(t)}+>0-

Suponha que o(A) C C_ e que M : Ry — (0,00) seja uma fungao continua nao-decrescente
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tal que lim M(s) = +oo e tal que exista 6 € (0,1] tal que, ¥V s > 0,

S——+00

1
< — < ) < . .
dM(s) < \?"Tlﬁps dist(ir, o (A)) = SFSPSHR(W, A)l| < M(s) (3.18)

Se d ¢ >0 tal que
||T(t)A_1|| = O(M_l(ct)_l) t — o0, (3.19)
entao M terd crescimento positivo.

Demonstragao: Considere a fungao N : Ry — (0,00), dada pela lei

1
N(s) =sup ————~.
() ir|<s dist(ir,o(A))
Entao, a condi¢ao (3.18) pode ser reescrita como dM(s) < N(s) < M(s), s > 0.

Antes de prosseguirmos, demonstremos o seguinte Lema.

Lema 3.10. (Teorema de Inclusao Espectral) Para todo t > 0,

eAt

"Wt /o(A) = {A BYE U(A)} C o(T(t)A™Y).

Demonstragao: Seja A € 0(A); mostraremos que e’ /X € o(T(t)A™1). Para tal, analisemos
0s seguintes casos.
19 Caso: X € 0,(A).

Note que 1/\ € 0,(A71). De fato, seja x, € D(A) tal que ||Jz,]| = 1 e ||[(A — A)x,| — 0.

Assim, seja y, = Az, (podemos normalizar a sequéncia y, caso seja necessario, pois como
lxn| = 1, segue-se que Az, # 0, ja que A ¢é injetiva), e note que
I At

Note também que e € 0,(T(t)); com efeito, basta lembrarmos que
I(eX = T(#))anll = [|BA()(A = A)zn| = 0.

(vide a definigao de B)(t) no Lema 1.25). Assim, para concluirmos, notemos que

(w2

Nao é imediato que a segunda parcela do lado direito da desigualdade anterior converge a zero;

1 t
+ WH(T(t) — )yl

basta observarmos que, pelo Lema 1.25,
(X =T(t))yn = (A= A)Bx(t) Az, = AB(t) (A= A)z, = ABA(D)(A— A) — (M = T(1)) A= Ay,

e que [[(T(t) — e)yn|| — 0. Portanto, % € oo(T(t)A™1).
29 Caso: \ € 0,(A).
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Como A € 0,(A), existe 0 # z* € X* talque V z € D(A), z*((A—A)z) = 0. ComoV z € D(A)
Jz € X tal que 2 = A7z, segue-se que 0 = z*((A—A)A~'z) = z* ((A7! — }) z). Note ainda
que 0 = 2*((A — A)By\(t)x) = o*(eMx — T(t)x).

Procedendo como no caso anterior, temos que

2 (TE)A™ = A TeM)z) = 2 (T(1) (A7 — A V)z) + < (2*(T(t) — M)z) = 0.

A

Assim, o funcional 0 # z* € X* se anula em Im(T(t)A~' — A~leM), e portanto, % €
"

or(T(t) A1),

Seja a4 iff € o(A). Como YV t > 0, et /(a +ifB) € o(T(t)A™"), segue-se do fato do

raio espectral de um operador linear limitado ser sempre dominado pela norma do operador que
at

m < |IT(t)A™!||. Assim usando a hipotese (3.19), obtemos

et C
<ITHA Y < —————
o < 1T < g

(3.20)

para todo t suficientemente grande. Assim,
SM(M™(ct)) < N(M~(ct)) < M(M™Y(ct)) = det < N(M~(ct)).

Note que N~!(6ct) < M~Y(ct), pois do contrario, teriamos N (M ~1(ct)) < N(N~1(dct)) = dct
(vide a Observagao 1.41 (item 1)). Logo, combinando (3.20) e nosso comentario anterior, obtemos
N~1(8ct)

e N7 oct) < e M ct) < Cla+iB| = e N~ (dct) < Cla+if| = Clatidl <e ™,

donde se segue que, V a + i € o(A) e t suficientemente grande,

N=1(5ct)
—at > log (M) . (3.21)

Dado s > 0, existem, pelo Teorema de Weierstrass, r € [—s,s] e a + i € o(A) tais que
N(s) = |a +iB —ir|~' (pois dist(ir,o(A)) é continua como fun¢io de r e de z € o(A) o
qual é fechado). Note que —a < |a + i —ir| = N(s)~! e que, para s grande, temos que
la+iB| < |r|+|a+iB—ir| < 2s. Seja A > 1 e para s suficientemente grande, sejat = (6¢) "1 N(As).
Entao, (3.21) produz

logo,

Assim, temos que




e portanto

M(As)

M(s)

> 5clog<

2C

Segue do Lema 1.39, que M tem crescimento positivo.

)\>.
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3.2 Singularidade em Zero

Sejam X um espaco de Banach e, A o gerador de um Cp-semigrupo {7'(¢)}+>¢ definido em
X. Queremos uma versao do Teorema 3.1 para o caso em que o(A) NiR # (. O caso em que
o(A) NiR = {0}, surge em varias aplicagoes, incluindo problemas onde as solugoes do PAC

convergem para algum ponto de equilibrio diferente de zero, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.11 (vide Exemplo 5.5.4 em [4]). Seja X = [?(N) e {T(t)}+>0 0 Co-semigrupo definido
pela lei (T(t)x)an—1 = e~/™(xon—1 + tx2,), (T(t)2)2n = e/ x9y. {T(t)}i>0.
Neste exemplo, o gerador A é definido pela lei

Toan—1 Z2
(A55)2n71 = T2n — = s (Ax)Zn ==
n n

Observe que o(A) = {-1|n>1} U {0}. Agora, seja z € *(N) tal que 2o, = 0,

Ton := n~3/2. Dai, temos que (T'(t)z)on_1 = te /"n=3/2 ¢ (T(t)x)2, = e~/"n=3/2, de modo que

o0 2 eth/n
Ir(e)a)? =3 L

3
n=0 n

Veja que, para cada t > 0,

o0 1 [0 1
/ e /553 ds = 2/ we¥dw = —-
. e AL

Por um argumento usando soma de Riemann da funcio e=2/5573 obtemos
o0 1 + t2 —2t/n 1
Z D

de modo que, limy_,o0 ||T'(t)z|| = 3. Assim, se considerarmos o PAC

3/2

onde x é tal que zo,_1 := 0, 9, := n~°/%, entdo 0 ndo é ponto de equilibrio das solucées do PAC.

E possivel vermos que limy oo |T(t)AR(1, A)x|| = 0 e isso nos motiva avaliar o comportamento

de T(t)AR(1, A).

Observagao 3.12. Em [10] é mostrado que a propriedade o(A4) N iR = {0} implica em
tlim |T(t)AR(1,A)|| =0. Como vimos no Exemplo 3.11, 0 nem sempre serd um ponto de
— 00

equilibrio para as solugoes do PAC, o que nos leva a estudar o comportamento de || T(¢)AR(1, A)||,

j& que sabemos que o decaimento desta funcao ocorre.
Antes vejamos a seguinte defini¢ao

Definicao 3.13. O limite de crescimento nao-analitico de um Cp-semigrupo {T'(¢)}+>0 ¢ dado
por
¢(T) =inf{w € R | 3S € H(B(X)) tal que supe “'||T(t) — S(t)|| < oo}
t>0
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onde H(B(X)) denota o conjunto das aplicagoes S : (0,00) — B(X) que tem uma extensao
analitica exponencialmente limitada em algum setor, ¥y = {z € C | |arg(z)| < 6}, contendo
(0, 00).

Teorema 3.14. Sejam X um espago de Banach e A o gerador de um Cy-semigrupo {T (t)}+>0
limitado em X, com ((T) < 0. Suponha que o(A) NiR = {0}, supjy>q [[R(is, A)|| < oo
e que M : [1,00) — (0,00) seja uma fungdo continua nao-decrescente tal que ¥ |s| > 1,
|R(is~t, A)|| < M(|s|). Entéo, existird uma constante ¢ > 0 tal que

IT()AR(L, A)[| = O(Myo, (ct) ™), ¢ — o, (3.22)

onde Mg : [1,00) — (0,00) € definida ¥V s > 1, por Miog(s) = M(s)(log(1+s)+log(1+M(s))).
Demonstragao: Veja a demonstragao em [15], Corolario 2.12. [
E natural nos perguntamos se o fator de correcdo logaritmica do Teorema 3.14 pode ser

descartado, assim como fizemos no Teorema 3.1, como contrapartida ao Teorema 2.10.

Definigao 3.15 (Limite Espectral).

5o (A) =inf{a e R| Qqp C p(A) e )\sup |IR(A\, A)|| < oo para algum b > 0},

€ a,b
onde Qo p ={A € C| RX > a, |IA| > b}.

Observagao 3.16. 1. E mostrado em [8] (vide Teorema 3.6) que se ((7') < 0 entdo s < 0.
Desta forma, teremos a < 0 e algum b > 0 tal que Qup C p(A), assim o(A) N iR é
compacto(ja que ¢ um fechado limitado), sup,s, || R(is, A)|| < co. E demonstrado também

em [8], que em espaco de Hilbert estas condigoes sao equivalentes.

2. Em [6] (Teorema 6.10) ¢ demonstrado que se limy o |[T(#)A(I — A)7Y| = 0, entdo
o(A) NiR C {0} (segue-se também do Teorema 3.25) e supjy > [|[R(is, A)| < oo.

Como consideramos agora o caso em o espago é Hilbert, entao pela Observagao 3.16, podemos
substituir a hipétese ((T") < 0 no Teorema 3.14 por o(A) NiR = {0} e por sup 4> [|R(is, A)[| <

Q.

Teorema 3.17. Seja X um espaco de Hilbert, e seja A o gerador de um Cy-semigrupo limitado
{T'(t) }+>0 em X. Suponha que

1. o(A)NiR ={0};
2. sup|y>1 || R(is, A)|| < oo;

3. M :[1,00) = (0,00) seja uma fung¢ao nao-decrescente de crescimento positivo tal que
Vsl =1, [R(is™, A)|| < M(|s]).

FEntao,
IT(#)AR(1, A)|| = O(M~ ()™, t— oo (3.23)
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Demonstragao: Seja ¢ : R — C uma funcao de Schwartz tal que ||¢||p~ = 1 e, V|s| < 1,
Y(s) = 1, e seja ¢ = F~'4. Fixe temporariamente z € X, n € N e t > 0, defina a aplicacio
hyp : R — X pela lei hy(s) = gn(s)T(s)AR(1, A)x, onde V s < 0, T'(s) = 0, e gn(s) é a funcao
definida na demonstracao do Teorema 3.1. Além disso, seja H, : R — X dada pela lei

11n(s)=:J€Shﬂ(T)dT.

Em particular, H,(s) =0 para s <0,e V s > 0,

H,(s) = /08 hn(T)dT = /05 gn(T)T(T)AR(1, A)zdr

— /OS gn(T) dT(T)R(l,A)xdT

dr
= gn(8)T(s)R(1, A)x — ngn—1(7)T(7)R(1, A)xdr.
0
Assim, Vs € R,
[Hn () < Agu(s)| IT(s)]| [|1R(L, A)[] || +/O ngn—1(T)] | T()[] | R, A [J=||d7
< SEIRQA ol + KIRL A o] [ nr~ar
< 2s"K|R(1, A [z, (3.24)

onde K = sup;> [|T(t)]|.
Dado r € (0,1], definamos ¢ : R — R pela lei ¢,(t) = ro(rt), e o, = F(¢r); entdo, Vt € R,
P (t) = (r~t), de modo que V s € R,

Or x hp(s) = / Or(s — T)hy(T)dT
0
— TQ/O ng'(rs — TT)/O b (w)dwdT
= r/ ¢ (rs — 7)Hy, (r~7)dr. (3.25)
0
Assim, de (3.24) e (3.25), V s € R, temos que
[fr 5 B ()] S 7]l / [/ (rs = 7)|(r~t7)"dr.
0

Assim como na demonstracido do Teorema 3.1, sejam as fungoes @, : R — R, k € N, definidas

como em (3.7), mas com ®; = |¢|. Assim, usando estimativas analogas a (3.8) e (3.9) obtemos

n+1 [* n+1 [*
wH”AT@—$@*M@M$ < ﬁHlAHT@—g@*m@m@
1 t
< P [ on s ha(o)lds
0
< Krllz]| Pa(rt), (3.26)
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onde a constante implicita é independente de r, n, t e z, e onde P, esta definido em (3.10).

Afirmacao 3.18. Existe € > 0 tal que ||R(z, A)|| é uniformemente limitada para todo z com
dist(z,isupp(1 — ) < e.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que 0 ¢ supp(l — ), pois ¢,(0) = 1. Assim,
supp(1—1r) C p(A), e veja também que supp(1 — 1)) N (—o0, 1JU[1, 00) # () (pois caso contrario
Yr(s) =1V |s| > 1, o que é falso)

Sabemos que para todos z € C e V s € R tal que |z — is|||R(is, A)|| < 1, vale (vide Teorema
1.10)

R(z,A) = (2 —is)"(is — A",

n=0
Seja C = supjy>1 [|R(is, A)| < oo, e tome e = 1/2C > 0; dado z € C tal que
dist(z, isupp(1—1,)) < €, existe s € supp(1—,)N(—o0, 1]U[1, 00), tal que |z—is||| R(is, A)| < 3,

de modo que

IR(z, A)l| = ||> (2 —is)"R(is, A" < D |(z—is)"| || R(is, A)"H|
n=0 n=0
< Dl —is)l" [IRGs, A"
n=0
= Yl —is)l" |[R(is, A)|"[|R(is, A)|
n=0
S S
a n=0 2n -

[

Assim, por um argumento analogo ao apresentado na demonstra¢ao do Teorema 3.1, temos
que V € N,

(6 — @) % hy = FH((1 — ¥p)mnFh), (3.27)

onde my, : R\ {0} — X é definida pela m,(s) = n!AR(is, A)", e h : R — X & definida pela
h(s) =goT(s)R(1,A)x, s € R.

Afirmagao 3.19. Vs > 1, M(s) > s.

1
Demonstragao: De fato, segue-se da Proposigao 1.3 que ist(is T, 0(A) < ||R(is71, A)|, e

ainda como o(A) NiR = {0}, temos que |s| < |[R(is~!, A)||. Da hipotese |[R(is~ 1, A)|| < M(s),
temos entdo que Vs > 1, M(s) > s. ]

Afirmagao 3.20. V0 < |s| <1,V n €N, |[|[AR(is, A)"|| < 2|s|M(]s|~)™.

Demonstragao: Cason = 1. Temos V z € X,

(is — A)R(is, A)x = x & isR(is, A)x — AR(is, A)x = x.
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Assim,

[AR(is, Il < 14 [s][|R(is, A)]
L+ [s| M (|s|™") < 2fs|M(|s|7),

IN

pois, pela Afirmagao 3.19, sabemos que V 0 < |s| < 1, |s|M(]s|~1) > 1.
Passo indutivo. Suponhamos que para n € N, ||AR(is, A)"|| < 2|s|M(|s|~')". Agora,

IAR(is, A" < [AR(R(is, A)"| || R(is, A)l|
2/s|M(|s|~)" (| R(is, )|l < 20s[M(|s| )"

IN

"
Reescalonando M, se necessario podemos assumir que V |s| > 1, ||R(is, A)|| < M(1). Como

M tem crescimento positivo, escolhendo n como na demonstragao do Teorema 3.1, temos que

M(r)

n
) , onde ¢ > 0 é uma constante. (3.28)

1 = e ()mn oo @ < 7 (

Deduzimos, ao aplicarmos a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Proposigdo A.31 para

m = (1 —)my, p=q =2 e pelo Teorema A.18, que

n—+1

n+1
< KWH((S — ) * hn”L?(R,X)

b [ 1= 60 e ats)as

n+1
< KWH(l*¢r)\|L°°(R,B(X))||h||L2(R,X)
n+1 M(@r—H\"
< K2Hm]t1/2HR(1,A)th+1/2r( (C ))
n+1 (M(@E—H\"
= KJal R " ()

r~H\"
= KJal IRO. A+ 0 (F )

onde usamos (3.28) na terceira desigualdade. Portanto,

t
’;‘7:11/0 T(t = $)(5 — dp) * hn(s)ds

<ol () (3.2

onde a constante implicita independe de r, t e z. Combinando (3.26) a (3.29) e procedendo como

na demonstragao do Teorema 3.1, temos que

ct

Irwar Al < (P + (W))) |

onde a constante implicita é independente de r e ¢t. Definimos agora r = M~!(ct)™! para t
suficientemente grande. Entdo, em particular, 7t > ¢~! (vide a Afirmacdo 3.19), e como o P, é
nao-crescente, o resultado segue da Proposicao 1.42. [

O préximo resultado é andlogo ao Teorema 3.9, ou seja, a estimativa do Teorema anterior é

Otima.
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Teorema 3.21. Sejam X um espago de Banach e A o gerador de um Cy-semigrupo {T(t)}i>0
em X. Suponha que 0 € 0(A) C C_U{0} e que M : [1,00) — (0,00) seja uma fungao continua

nao-decrescente para a qual exista § € (0,1] tal que, ¥V s > 1,

1
oM(s) < sup ——F—— < sup R(ir, A)|| < M(s).
(=) si<fr<1 dist(ir, o (A)) T sigpr<i 1A )l (s)

Se 3 ¢ >0 tal que
IT(H)AR(L, A)| = O(M ™ (et) ™), ¢ — o0,

entao M terd crescimento positivo.
Demonstragao: Considere a fungao N : [1,00) — (0,00) dada por

1

N(s) = S
(8) Sfls;ﬂgl dist(ir, O'(A))

Entao, Vs > 1, dM(s) < N(s) < M(s). Antes de prosseguirmos, demonstremos o seguinte

resultado.

Lema 3.22. (Teorema de Inclusao Espectral) Para todo t > 0,
A1 =N"tM A ea(A)} Co(T(t)AR(1, A).

Demonstragao: Vamos proceder como na demonstragdo do Lema 3.10. Seja A € o(A).

Caso 1: )\ € g,(4).
Afirmagao 3.23. \(A\ —1)7! € 0,(AR(1, A)).

Demonstragao: Como A\ € 0,(A) existe uma sequéncia (z,) C D(A), com |z,| = 1, tal
que [|[(A — A)zy,|| = 0. Defina y,, = R(1, A)z,. Entao,

H <1:\/\ - AR(LA)) Yn R(1, A)

y |R(1, A)|?
1—x 7"

T =A

[(A=A)zn|| = 0.

_ H(w —A) - A1 - N)

Note que, V¢ > 0,

_
ST

—T(t)AR(1, A)yn

)\6>‘t
5

16X = Tl + 17O | 25— AR A

Observe que, Vt > 0,V z € X,
(M —T(t)R(1, Az = (eN — T(t))/oOO e *T(s)xds = R(1, A)(eM — T(t))z

Dai a primeira parcela converge a zero, pelo argumento usado na demonstracao do Lema 3.10, e

a segunda converge a zero pelo que fizemos acima.

Caso 2: A € 0,.(4).

Afirmagao 3.24. \(A\ —1)7! € 0,.(AR(1, A)).
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Demonstragao: Existe 0 # z* € X* tal que V 2 € Im(A — A) z*(x) = 0. Dai, temos que

0= ! <o (A~ A)R(L, A)r) = " <<1_AA _ AR(, A)) :v) .

[
Para concluir a segunda parte da demonstracao do Lema, use a ideia anterior e proceda como

na demonstracao do Lema 3.10. [

Seja o +iff € o(A). Temos em analogia & equagao (3.21) que, para todo ¢ suficientemente

grande,

C
M—1(ct)

lae + i3]

P et < IT(HAR(L, A <
Toasig " S ITOARQ A <

Procedendo como na demonstra¢do do Teorema 3.9, temos que V a + i € o(A) e para todo

t > 0 suficientemente grande,

la + i3]

MN*(M)) . (3.30)

—at > log <

Dado s > 0, pelo Teorema de Weierstrass, existem r € [—1, —%] U [%, 1] e a+if € o(A) tais que

N(s) =|a+iB —ir|~!. Note que —a < N(s)~! e que, para s grande, temos que i < |la+ .
Seja A > 1 e, para s suficientemente grande, seja t = (6¢) "1 N(As). Note que

| + 3| la +if] 1/2s A
log [ 2L \s) > log [ 2P xs) >log (L s ) >log (2.
Og<|1—a+iﬁ )= B\ tjarip ) = 1112577 =% 2

Dai, a equagao (3.30) produz ]}[V((?)) > dclog (%), e portanto

MO ().

O resultado é agora consequéncia do Lema 1.39. m

3.3 Singularidade em infinito e zero

Como veremos no Teorema a seguir, a condigdo o(A) N ‘R C {0} implica
limg oo ||T(t)AR(1, A)?|| = 0. Assim como fizemos nas situagoes discutidas anteriormente,
apresentaremos uma caracterizacao das taxas de decaimento do semigrupo em espagcos de Banach,
e veremos que no caso que consideremos o espago de Hilbert, ainda sob a hip6tese de crescimento

positivo, a taxa de decaimento pode ser aprimorada.

Teorema 3.25 (Corolario 6.2 em [6]). Seja {T'(t)}+>0 um Co-semigrupo limitado definido em

um espaco de Banach X com gerador A. Entdo as sequintes afirmagoes sdo equivalentes.
1. o(A)NiR C {0};

2. limy_yo0 |T(t)AR(1, A)?| = 0.
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Demonstragao: Veja a demonstragao em [6]. [

Teorema 3.26. Sejam X um espaco de Banach e seja A o gerador de um Cy-semigrupo
{T'(t) }+>0 limitado definido em X. Suponha que o(A)NiR = {0} e que My, M : [1,00) — (0, 00)
sejam fungdes continuas ndo-decrescentes tais que |R(is™1, A)|| < Mo(|s|), [|R(is, A)| <
My (]s]). Seja M : [1,00) — (0,00), com M(s) = maxs>1{Mo(s), Mss(s)}. Entao, ezistird
uma constante ¢ > 0 tal que

IT(#)AR(1, A)?[| = O(M, (ct)™"), ¢ — oo, (3.31)

onde Miog : [1,00) = (0,00) € definida por Mioe = M (s)(log(1+ s) +1log(1+ M(s))), s> 1.
Demonstragao: Veja a demonstragao em [28]. L]

Teorema 3.27. Sejam X um espago de Hilbert e A o gerador de um Cy-semigrupo {T(t)}+>0
limitado definido em X. Suponha que o(A) NiR = {0} e que My, My : [1,00) — (0,00)
sejam fungdes continuas nao-decrescentes tais que |[R(is™', A)|| < Mo(|s|), [|R(is, A)| <
M (]s]), |s| > 1. Seja M : [1,00) — (0,00), com M(s) = maxs>1{Mo(s), Moo(s)}, € suponha

que M tenha crescimento positivo. Entaio,
||T(t)AR(1, A)2|| = O(M_l(t)_l), t — oo. (3.32)

Demonstragao: Procedemos como nos Teoremas 3.1 e 3.17.

Defina Vs € R, V € N, h,(s) = gu(s)T(s)AR(1,A)? em que T(s) = 0se s < 0, e
considere a decomposigdo 6 = (§ — ¢r) + (¢pr — ¢) + (¢ — ¢r) + @r. Assim, h, = J x h, =
[(6—r)+(Pr—0)+(d—@r) +or]xhy = (6 —dr) *hn+ (dr— @) *hn+ (¢ — 1) khyy+ @y hyy. As
integrais correspondentes as duas primeiras parcelas podem ser tratadas como na demonstracao

do Teorema 3.1, enquanto que as restantes como na demonstracao do Teorema 3.17. [

3.4 Aplicacao da Teoria

Nesta secdo, apresentaremos uma aplicacao dos resultados anteriores, a fim de obtermos
estimativas mais precisas para a taxa de decaimento de energia para solucoes de uma equacao
da onda sujeita a um amortecimento na fronteira.

Consideremos o problema (vide o Exemplo 1.33)

{ u(s,t) — Au(s, t) =0, s€(0,1), teR, (3.33)

Onu(s,t) +kxue(s,t) =0, se{0,1}, teR,

Aqui, 9, denota a derivada normal externa na variavel espacial na fronteira, a convolugao é
em relagao a variavel temporal e k£ : Ry — R é uma fungao integrével completamente monétona,

o que equivale a dizer que existe uma medida de Radon positiva v em R, satisfazendo v({0}) = 0

/ T du(T) < 00,
Ry

(&
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tal que, V ¢t > 0,

k(t) = /]R ) et dy(T).

Estendemos k para toda a reta real ao tomarmos k(s) = 0, se s < 0. Esse sistema pode ser
visto como um modelo de propagagdo de som sob reflexao sujeita a amortecimento viscoelastico
na fronteira, e neste caso, a condicdo de fronteira captura efeitos de memoria; u; e —Vu sao,
respectivamente, a pressao e a velocidade do fluido, e Fk, ou alternativamente, a transformada
de Laplace de k, é a impedéancia actstica; para mais detalhes veja [42].

Comegamos por reescrever o problema como um de um problema abstrado de Cauchy (vide
o Exemplo 1.33):

{ i(t) = Az(t), t>0, (334)
2(0) =2z, zeX,

onde o vetor de dados inicial, x, € um elemento de algum espacgo de Hilbert X e representa nao s6
a pressao e a velocidade do fluido no tempo ¢t = 0, mas também a pressao do fluido na fronteira
para todos os tempos ¢t < 0. Além disso, o quadrado da norma no espacgo de Hilbert X pode ser

interpretado fisicamente como a energia do sistema.

Teorema 3.28. Suponha que v([0,€)) = 0 para algum € > 0. Entao, oc(A) NiR = 0 e existirao
constantes C,c > 0 tais que ¥V s > 0,

_° < sup __ < sup |[[R(ir, A)|| < O
RFE(s) ~ s-1<ppi<a dist(ir,o(A)) ~ s-1cp<a ’ ~ RFk(s)
Demonstragao: Veja a demonstragao em [42]. [

Motivados pelo Teorema 3.28, definamos a fun¢ao M : Ry — (0, 00) pela lei

1
M(s) = R (3.35)

Como consequéncia dos resultados discutidos neste capitulo, temos os seguintes resultados

Teorema 3.29. Suponha que ezxista € > 0 de modo que v([0,€)) = 0. Entao, existirao constantes

C,c > 0 tais que para valores suficientemente grandes de t,

c _ c
iy = ITOAT < TRIE) (3.36)

Demonstragao: Como v([0,¢)) = 0 para algum e > 0, segue-se que do Teorema 3.28 que
o(A) NiR = (. Assim, combinando a Proposi¢ao 2.4 com o Teorema 2.10, o resultado se segue.

Teorema 3.30. Suponha que exista € > 0 tal que v([0,¢)) = 0, para algum ¢ > 0 e defina
M Ry — (0,00) como em (3.35). Se M tiver crescimento positivo, entao ¥ ¢ > 0,

ITHA™Y = O(M~Y(et), t— oo, (3.37)

e reciprocamente, se (3.37) for vdlida para algum ¢ > 0, entao M terd crescimento positivo.
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Demonstragao: (=) Pelo Teorema 3.28 segue-se que o(A) NiR = (). Assim, combinando a
Proposigao 1.42 com o Teorema 3.1, o resultado se segue.

(<) Para a reciproca, basta combinarmos a Proposi¢ao 1.42 com o Teorema 3.9. =
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Apéndice A

Resultados da Teoria dos Espacos de

Banach

A.1 Elementos de Integracao Vetorial

Sejam E um conjunto nao-vazio, ¥ uma o-algebra de subconjuntos de F e p uma medida
o-finita em 3.
O objetivo desta segao é discutir a teoria de integragdo para fungoes vetoriais f : £ — X, em

que X é um espaco de Banach. Para uma leitura completa e de maiores detalhes, consulte [12].

Definicao A.1. Uma funcao f : E — X serd uma fungdo simples mensuravel se existirem
conjuntos mensuraveis Ai, ..., Ay € ¥, com p(A;) < oo para j = 1,...,k, tais que 4; N A; =0

sempre que ¢ # j, e vetores by, ..., b € X tais que

k
f=2 xabi (A1)
i=1
Uma funcdo g : E — X sera dita mensuravel se existir uma sequéncia (fy,)52; de func¢oes simples

mensuraveis tal que f, — g p-q.t.p.

Observagao A.2. e Para funcbes a valores escalares, a definicdo acima coincide com o

conceito de mensurabilidade da teoria cléssica de medida.

e Inicialmente é valido destacar que a imagem de uma fungao simples mensuravel esté contida
em um subespago de dimensao finita. Assim, se g for mensuravel, entdo existirda um

conjunto mensuravel M tal que pu(M) =0e
g(X —M)C FCE,

onde F' é um subespaco fechado e separavel. De fato, observe que se g for mensuravel,

entao existirao fungoes simples mensuraveis

kn
fn = Z XA;Lb?
7
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e um conjunto mensuravel M tais que (M) = 0 e f,(x) — g(x) para todo € X — M.
Portanto, Vz € X — M,

g(xz) € Lin{bsn e Nyi=1,... k,}

)

Concluimos, portanto, que a teoria de integragao vetorial pode ser naturalmente restrita a

fungoes tomando valores em um espaco de Banach separavel.

Pela definicao, vemos que nao é facil verificar a mensurabilidade de uma funcao. Dai, o

resultado seguinte supre parte desta dificuldade.

Teorema A.3. (Teorema de Mensurabilidade de Pettis) As seguintes afirmagoes sao
equivalentes para uma funcgio f : E — X:

(a) f € mensurdvel;

(b) [ € fracamente mensurdvel, isto é, x*(f) : E — R é mensurdvel para todo z* € X*;

(c) |f]| : E — R é mensurdvel.

Demonstragao: Veja em [12]. =
Definicao A.4. Dizemos que uma funcao f : E — X é Bochner-integravel se existir uma
sequéncia de fungoes simples mensuréveis f, : £ — X, n € N, tal que f, = f pu-q.t.p e

dmn [ = flde =0, (A.2)

Veja em [12] que a definigdo acima é consistente, isto é, se f é Bochner-integravel, entao o
limite existe e independe das fungoes simples mensuraveis a partir das quais aproximamos f.
Para verificarmos a Bochner-integrabilidade de uma fun¢ao mensuravel f : E — X, temos o

seguinte resultado:

Teorema A.5. Uma funcao mensurdvel f: E — X serd Bochner-integravel se, e somente se, a

fungao real ||f|| : E — R for Lebesgue-integrdvel.
E temos ainda que

Corolario A.6. Seja f : E — X uma fungcao Bochner-integravel. Entao

| [ = [ 1t

Proposigao A.7. Sejam f : E — X € uma funcao Bochner-integravel e T : X — Y um operador

linear limitado entre espagos de Banach. Entdo, a fungao T o f : E — Y serd Bochner-integrdvel

/ETofd,u,—T</Efdu>. (A.3)

Para as demonstragdes dos resultados acima, consulte [12].

[&

A seguir, apresentaremos alguns resultados da teoria da medida classica adaptados ao nosso

contexto.
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Teorema A.8. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja f, : E — X, n € N, uma
sequéncia de fungoes Bochner-integravel. Assuma que f(t) := limy, o0 frn(t) (u-q.t.p) e que existe
uma fungao integravel g : E — R tal que || fn(t)|| < g(t) (1-q.t.p), para todo n € R. Entao, f €

Bochner-integravel e

lim fn(t)dt:/Ef(t)dt.

n—oo E

Teorema A.9. (Teorema de Fubini) Seja E = E; x Ey um retingulo em R?, seja f : E — X

uma fun¢do mensurdvel, e suponha que

/E1 /E2 | f(t,s)||dtds < oo

Entao, f serd Bochner-integrdvel e

/ f(t,s)dtds, / f(t,s)dsdt
Ey JE2 Ey JE;

existirao, serao iguais e coincidirGo com a integral de / f(t,s)d(t,s).
E

Defini¢do A.10. Seja L'(R, X) o espaco de todas as funcdes f : R — X Bochner-integréaveis,
munido com a norma || f|ly = [g I|f(t)]|dt.

Observagao A.11. De maneira geral, definimos os espagos LP(R, X), 1 < p < 0o, como 0 espago

das func¢bes mensuraveis tais que

111 = ([ 1) "

e o espago L™ (R, X) como o espaco das fungoes mensuraveis tais que

[flloo = supessier || f ()] < oo

Teorema A.12. Para todo 1 < p < oo, LP(R, X) é um espago de Banach.

A.2 Espagos de Schwartz, Transformada de Fourier e Teorema
de Plancherel

Definigao A.13. O espago de Schwartz, denotado por S(R), é a colegao das f : R — C tais que
f e C=(R)

e,V (a,8) e Nx N
1 £llas = sup |2° ()] < o0
zeR

Observagao A.14. 1. Denotaremos por C§°(R) a cole¢oes das funcoes f : R — C de classe
C* e de suporte compacto, isto ¢, dada f € C*°(R); existem —oo < a < b < oo tal que
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f(x) =0se x ¢ [a,b]. O suporte de f denotado por suppf, é o fecho de {z € R; f(x) # 0}
e consiste no menor fechado F tal que, Vo ¢ F, f(z) = 0.

2. A partir da defini¢do acima, podemos definir o espagos de Schwartz a valores vetoriais, que

denotaremos por S(R, X), com as fungdes f : R — X cuja norma em X decrescem muito
rapido, isto &, || flla,s = sup,er [2*f7(2)]x < co.
Definigdo A.15. Para f € L'(R, X), a transformada de Fourier de f, denotada por F(f) : R —
X, é dada pela lei

fo =700 = | " it f(s)ds. (A4)

—00
Definigao A.16. Se g : R — C e f : R — X forem fungdes mensuréaveis, definiremos a
convolugdo de g e f em t € R por

(g% 1)(t) = /R gt — 5)f(s)ds,

desde de que a integral de Bochner exista.

Teorema A.17. Sejam f € LY(R, X) e g € L*(R).
a)(Teorema da Convolu(;éo) Vs e R, F(g=* f)(s) =F(g)(s)F(f)(s).

b) / t)dt = / Flg)(t)f(t)dt.
c)(Lema de Rlemann—Lebesgue) .7-"f € (R, X).

Teorema A.18. (Teorema de Plancherel) Seja H um espago de Hilbert. Entao, para todo
feLYR,H)NL*R,H), F(f) € LA (R,H) eV f € L}R,H)N L*(R, H),

IF(O 2@ = V2r| fll L2 .m)-

A dinica extensio linear de F em € L*(R, H) N L*(R, H) a L*(R, H) é um operador limitado, e
ﬁ}“ ¢ um operador unitdario em L*(R, H).

Demonstragao: Basta assumir que H separavel, como vimos na observagao (A.2). Assim,
seja {en,n € N} uma base ortonormal de H, e faga f,,(t) = (f(t), en)n; note por Cauchy-Schwarz,
que Vt € R, || £ ()] = I{f®), en) x|l < |If#)]|, e portanto, Vn €N, f, € LY(R, X) N L*(R, X), e
por (A.4) e pela Pela Proposigao A.7 obtemos (F(f)(t),en)r = F(fn)(t). Usando o teorema de

Plancherel para valores escalares, temos:

/°° IFH @2 = / ZHffn )2t

= o [T o Pa
~®n=1
S IR
o que demonstra que || F(f)|l2m x) = ﬂﬁ||f||L2(R7X). Como L'(R4, X) N L?(Ry, X) é denso

em L%(R,, X), F possui uma tnica extensdo a um operador limitado em L?(R, X). Além disso,

1 Fé . .
——J/F é uma isometria. n
\/§7r
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A.3 Calculo de funcoes Vetoriais

Definicao A.19. Sejam 2 C C um dominio e X um espago de Banach sobre C. Diremos que
[ — X sera analitica em ) se para cada A\ € Q, existir f/(A\g) € X tal que

. J(A) = f(Xo)
i S

= f'(Mo).

O vetor f/(\g) sera chamado de derivada de f em Ag.

Teorema A.20. Sejam X um espagco de Banach sobre C, Q um subconjunto aberto de C, e
f:Q = X uma funcgio tal que z* o f : Q — C seja analitica para todo x* € X*. FEntdo,
f:Q — X serd analitica.

Demonstragao: Seja A\g € 2. Como X é completo, é suficiente demonstrar que para cada

Ao € (), a expressao
S = f(o)  flw) = f(Qo)
A= Ao = Ao

tende a zero quando A e p tendem a Ag, ou seja, basta mostrarmos que a sequéncia (%)

é de Cauchy.

Escolha 7 > 0 tal que B(r,\g) C €, e denote por v a fronteira de B(r, \g), orientada no
sentido anti-horario. Para cada * € X*, a fungao z* o f : B(r, \9) — C é continua, e portanto
limitada. Assim, pelo Principio da Limitagdo Uniforme, existe uma constante M > 0 tal que,
Vé € B(r, o),

[£(©llx <M. (A.5)

Pela formula integral de Cauchy, se ¢ € B(3, Ao), temos que
‘ L[z (f(8)
= d€. A.
Q) = g [ TR (A6)

Agora, se x* € X* e A\, u € E(g, o), substituindo ¢ por A, e Ao em (A.6), obtemos

(=100 f@) =00 _ L [ O pe ()
) ( Ao iAo >_2m/ﬂ£—M@—m&—A@% (A7)

Nossa escolha de X e p assegura que A —&| > § e |u— & > 5. Assim, por (A.5) e (A.7),

temos que

o <f<A) — (o) _ () — f(%))‘ < AMla"]x-[A =
)\—)\0 ,u—/\() r2 ’

Logo,

A= Xo p— Ao

X— o 1= N T e

‘X rreX*
flz*[l=1
AMIA — p

5 )

Hf(/\)—f()\o) f() = F(Qo) x*<f(>\)—f(/\o) f(u)—f(/\o)>‘

IN

r
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Teorema A.21. Sejam X eY, espacos de Banach sobre C e Q0 um subconjunto aberto de C. Se
A:Q — B(X,Y), entao as sequintes afirmacoes serao equivalentes:

(a) Para cada x € X e cada y* € Y™, a fungio Q3 X\ — y*(A(y)x) € C € analitica.

(b) Para cada x € X, a fungiao Q> X\ — A(y)x € Y € analitica.

(c) A fungao Q2> X — A(N\) € B(X,Y) é analitica.

Demonstragao: (a) = (b). Segue-se do Teorema A.20.
(b) = (¢). A demonstragao ¢ analoga a demonstragao do Teorema A.20.

(c) = (a). Seja A\g € 2. Como, Vx € X,

Y (AN) — vt (AQe)E) L (A —a(Xo))
3, A= o =T T !
a existéncia do limite acima implica (a). (]

Definigao A.22. Um subconjunto €2 de C sera chamado um dominio de Cauchy se for aberto,
possuir um nimero finito de componentes conexas e a fronteira de €2 for composta por um ntmero
finito de curvas fechadas, retificaveis e simples. A fronteira de €2 orientada positivamente sera
denotada por +0f).

Teorema A.23. (Teorema de Cauchy) Sejam X um espago de Banach sobre C, Q um dominio

de Cauchy limitado e f : Q — X uma fungdo continua que € analitica em €. Entao,

f(z)dz = 0.
+0Q

Demonstragao: Seja zp € 2 e note que 3 z — x*(f(z)) é analitica em zp:

gy ZUC) =) ey S-S )

Z—20 22— 20 220 Z— 20

) =G

Assim, z — 2*(f'(2)) = d%(x* o f)(2). Como z d%(:z:* o f)(z) € analitica, segue-se do Teorema
A.20 que 2 3 z — f(2) é analitica.
Com isto, utilizando resultados para fungdes a valores complexos ( vide o Teorema 2.13 em

([41]) e pela Proposicao A.7, temos que

0= /+ oo flaydz =’ ( » f(z)dz)

Como a igualdade acima é valida para todo z* € X*, segue-se que

/Jraﬂ f(z)dz = 0.

Observagao A.24. Muitas propriedade de fungoes analiticas e integrais de contorno podem
ser estendidas do caso escalar ao vetorial ao se aplicar o Teorema de Hahn-Banach. Isso é

particularmente verdadeiro para a férmula de Cauchy: se f for analitica em Q, B(zg, R) estiver
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contido em 2 e w € B(zp, R), entdo

w) = 1 Mdz. A8
f(w) /| (A8)

2m0 Jo =R 2 — W

Teorema A.25. (Principio do Maximo) Seja X um espago de Banach complezo e seja
um subconjunto aberto e conexo de C. Seja f : Q — X uma funcdo analitica em e suponha
que ||f(N)||x nao € constante em Q. Entao, ||f(N\)||x ndo poderd atingir seuw mdzimo absoluto

em nenhum ponto de €.

Demonstragao: Suponha que || f(\)|x atinja seu maximo em €, isto é, que exista \g €
tal que, V A\ € Q,

LF M < 11 (M)l x-

Por Hahn-Banach, existe z* € X*, com ||z*|| = 1, tal que z*(f(Xo)) = || f(Xo)|. Assim, seja
g : 2 — C dada pela lei g(A) = 2*(f(\)). Vemos que g é analitica em Q e

lg(N)| = [z (F ()] < [2"(f (X)) = l9(X0)]-

Logo, ¢ atinge o seu maximo em (2, e pelo Teorema do Principio do Maximo para fungoes a
valores complexos (vide o Corolario 2.11 em [41]), segue-se que g é constante, portanto, que
g(\) = |Ilf(Mo)]lx, para todo A € Q. Por outro lado, YA € Q, ||[f(Xo)llx = 2*(f(N)) < ||f(N)]x,
donde se segue que, V € Q, ||f(N)|lx = || f(Xo)|lx; contradicao.

A.4 DMultiplicadores de Fourier

Para mais detalhes desta segao veja em [35].

Definicao A.26. Sejam X e Y espagos de Banach, e seja m : R — B(X,Y) fortemente
mensuravel (isto é, para cada z € X, a fun¢do s — m(s)x é mensuravel). Diremos que m

tera crescimento infinito moderado se existirem a € (0,00) e uma fungao g € L'(R) tais que

(L + 1D~ Im(Ollsexy) < 9(E)-

Para tal m, seja o operador T;,, : S(R, X) — S'(R, X)) definido pela lei

Tin(f) = FH(m()F(f) (), (A.9)

o qual chamaremos de operador multiplicador de Fourier associado a m; m serd chamado de

simbolo de T;,.

Observagao A.27. 1. Sejap,q € [1,00]. Diremos que m sera (LP(R, X), L4(R,Y"))- limitada
se existir uma constante ¢ € (0,00) tal que Tp,(f) € LR, X) e [|[Tn(f)llromx) <
cl| fllLr(r,x), para toda fungao f € S(R, X).
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2. Para o caso em que T}, se estender a um operador limitado de LP(R, X) em LP(R,X)

diremos que m serd um (LP(R, X'))—multiplicador de Fourier.

Definicao A.28. (Tipo de Fourier) Diremos que o espago de Banach X teré tipo de Fourier
p € [1,2] se a transformada F de Fourier, F : LP(R,X) — L%(R, X), com % + % = 1, for um
operador limitado, e denotaremos F, x = ||F|| Lok, x)—La(R, X)-

Definigao A.29. (Cotipo de Fourier) Diremos que o espago de Banach X tera cotipo de

Fourier ¢ se tiver tipo de Fourier p, onde %D + % =1

Observacao A.30. Se X for um espago de Hilbert entao pelo Teorema de Plancherel X possuira

tipo de Fourier p = 2 e cotipo de Fourier ¢ = 2 (veja também o Teorema 7.4.1 em [1]).

Proposicao A.31. Sejam X um espago de Banach com tipo de Fourier p € [1,2] e Y um espago
de Banach com cotipo q € [2, 0], e sejar € [1,00] tal que % = %f%. Seja aindam : R — B(X,Y)
uma aplicagio fortemente mensurdvel tal |[m(-)||px,y) € L"(R). Entdo, Ty, possuird uma tinica

extensao limitada de LP(R; X)) em LI(R,Y), com

| T llB(rrix)sLam,y)) < FpxFo yllllmC) syl ®)- (A.10)

Demonstragao: Seja f € S(R, X). Pela desigualdade de Holder, temos que

IN

||meLq’(R;y) ”Hm(')HB(XX)HLT(IRHf”Lp’(R;y)

AN

]'—pyXH Hm(')HB(X,Y)HLT(]R) HfHLP(]R;Y)a

em que p’ é o expoente Holder conjugado de p.
Como, ¥V g € LY(R,Y), onde ¢’ ¢ o expoente Hélder conjugado de ¢, IF D ey =

| F(9)ll La(r;y), segue-se que

||Tm(f)HLq(R;Y) < fq’,Y||mf||Lq’(R;y)
< Fev/ ,X||||m(')HB(X,Y)HLT(R)HfHLP(R;Y),
o que encerra a demonstragao. u

Observagao A.32. Denotaremos ||Hm(-)\|3(X7y)HLr(R) = Hm||Lr(R73(X7y)).
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Apéndice B

Resultados Auxiliares

Nesta secao, fizemos um condensado de todas definigoes e resultados que nos auxiliaram nas

demonstracoes dos principais resultados presentes no texto.

B.1 Preliminares

Definigao B.1. Diremos que uma fun¢ao f € C*(0,00) serd completamente monotona se,
Yn e NU{0} eV X € (0,00),
(=1)"f"(A) = 0.

Definicao B.2. Uma fungao f € C°°(0,00) sera dita de Bernstein se f > 0 e se f’ for

completamente mondtona.

Observagao B.3. Pelo Teorema de Representacdo de Lévy-Khintchine, (vide o Teorema 3.2
em [38]), f serda uma fungao de Bernstein se, e somente se, existirem constantes a,b € R e uma

medida de Radon, pukr, tais que

> s
/0+ S+1dMKL<OO (B.1)
fA) =a+br+ /00(1 — e ) dugr(s). (B.2)
0+

A tripla (a,b, ugr) serd chamada de tripla de Lévy-Khintchine.

Definigao B.4. Uma fungao f € C°(0, 00) sera dita de Bernstein Completa se for uma fungao
de Bernstein e se a medida pupx da tripla de Lévy-Khintchine tiver densidade completamente

mondtona.

Observagao B.5. Toda fungao de Bernstein completa admite a representagao, (veja o Teorema
6.1, [38]),

FO) =a+br+ /0 :O S%du(s). (B.3)

onde p é uma medida de Radon positiva em (0, 00) e

> dpu(s)
/0+ S+1<oo. (B.4)
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Definigao B.6. Uma funcao h € C*°(0, 00) sera dita Stieltjes se existirem constantes a,b > 0 e

uma medida de Radon positiva, p, em (0, 00) satisfazendo (B.4), tal que VA > 0,

h(\) = ; b+ /(: i”fj. (B.5)

A representacdo de h serd chamada de representagao de Stieltjes de h, que denotaremos por

h ~ (a,b,pn); (a,b, u) serd chamada de tripla de Stieltjes.

Observagao B.7. Quando p for uma medida de Lebesgue-Stieltjes associada a uma fungao
crescente semicontinua g, denotaremos a fungao Stieltjes com representagao (0,0, i) por Sy, a

qual chamaremos de fungao Stieltjes associada a g.

Exemplo B.8. Sejam ¢ uma fungao de variacao lenta (vide a Observagao 1.36, item 1) definida

em Ry, a > 0, e assuma que g(s) := s*{(s) é crescente. A fungao de Stieltjes associada, a saber,

[ dg(s) [ s%(s)
SQ(A)_/M 5+ ) _/0 G 2%

estara definida se a integral for finita. Isso ocorre para a < 1, veja o exemplo 2.14 em [6].

Definicdo B.9. Seja ¢ uma funcio de variacio lenta. Diremos que ¢# é o conjugado de Brujin

de ¢, se for de variacao lenta e tal que

lim €(s)0% (sl(s)) =1 e lim €7 (s)(st%(s))) = 1.

5500 5500
Proposicao B.10. Sejam ¢ uma funcao de variacao lenta, « >0 e g : (0,a] — (0,00). Entao,
1. 07# ~ ¢,
2. se g(s) ~ s*/l(s~), entio g~ (s) ~ s/ /t#(1/a), s—0F.
Demonstragao: Veja a demonstragao em [6], Proposigao 2.11. [

Teorema B.11. (Karamata) Seja g : Ry — (0,00) uma fungdo crescente em Ry, e seja Sy a
fungao de Stieltjes associada a g. Sejam 0 < o <1 el:Ry — (0,00) uma fung¢io com variagao

lenta.
e Sao equivalentes:

1. g(s) ~s'7%(s), s — oo;

2. Sg(A) ~T(o)T'(2—0)A"7U(N), A— o0
e Sao equivalentes:

1. g(s) ~s'79¢(1/s), s—07;
2. 8g(A) ~T(o)L(2—0)A"7¢(1/N), A—0T.

Demonstragao: Veja a demonstragao em [6], Teorema 2.15. (]
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B.2 Operadores Setoriais

Para cada ¢ € (0, 7] considere o setor

Y = {2 € C\ {0} [ |arg(2)] < ¢}.

Definicao B.12. (Operador Setorial) Seja A : D(A) € X — X um operador linear
densamente definido. Diremos que A ¢é setorial de angulo ¢ € [0,m) se ¥y C p(A) e se
sup{[|AR(A, A)|[ | A € Xg} < oo

Note que p(A) # (), e entdo se segue da Proposigao 1.3 que A é um operador fechado.

Teorema B.13. Seja A um operador setorial definido em espaco Banach X. Entao existe
¢ € (0,5), € >0, e uma contante C' > C tal que Xy, := {A € C | |arg\| < ¢} U{\ € C |
larg\| < €} C p(A) eV A€ gy,

IR, A < C"(1+ A~

Demonstragao: Veja a demonstragao em [20]. n

Definigao B.14. Sejam A um operador setorial e &« > 0. O operador linear limitado (—A)~% é

definido por

1
(A= g | (N TURO Ay
¢,€

onde I'y . =I'y U’y UT'3 € o caminho orientado positivamente, em que
Iy = {A | argh = —¢; |A[ > €},

Ly = {A ] |argA| > ¢;[A| = €},
Iz = {A [ argh = ¢;[A| > €}.
Note que I'y . = +0%4 , com X4 . como no enunciado do Teorema B.13.

Teorema B.15 (Teorema 5.27 em [18]). Sejam A um operador setorial e a € (0,n + 1) \ N.
Entao, A= : X — X € dada, Vx € X, pela lei
nle™ sin

A% = OO)\"_O“R)\A”“ d\.
g <1—a>---<n—a>w/o O 4

Demonstragao: Veja a demonstragao em [18]. [

Teorema B.16. (Desigualdade do Momento) Sejam B um operador setorial e o, 3,7 € R
tais que 0 < o < 8 < . Entao, existira uma constante C' > 0 tal que Yz € D(BY),

|1BPz| < C||BYz||"=F)/ =) B || (B=)/(v—a), (B.6)
Se S: X — D(BY) € um operador linear e BYS € B(X), entao

|B2S|| < C||B*S|| A/ (v=a)|| BY g||(B—e)/ (v=e), (B.7)
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Demonstragao: Primeiramente, demonstremos o seguinte resultado.

Afirmacgao B.17. Sejam B um operador setorial, # € (0,1) e A > 0. Entao, existird L > 0 tal

que

|IB°X BR(\,B)| < L.
Demonstragao: Fazendo n = 0 no Teorema B.15, temos que

sin 07

B Y =

/ OO(AS)*"AR(SA, B)ds,
0

™

portanto,

sin 0

B7'XBR(\,B) = / (As)"AR(sA\, B)NY BR()\, B)ds
0

s

e
_ mom / s~\R(s\, B)BR(), B)ds

™ 0

. 0 1 . 6
— 2T / sTUAR(s\, B)BR(), B)ds + 2"
0

™

/ s % I\sR(s\, B)BR()\, B)ds.

™ 1

Dali, segue-se que

1
IB~°A"BR(X, B)|| < 77/0 s I BR(sA, B)|| [AR(A, B)|lds

s

76’(0 +1) (/1 s 0ds + /00 591d5> = 70(0 +1) =: L
0 1

7T ™

+ / s7% Y AsR(s\, B)| ||[BR(\, B)||ds
1

na ultima desigualdade, usamos o fato que, para todo A > 0, ||AR(\, B)|| < C, pois B é setorial
e |BR(\,B)|| < C+1, pois ||BR(A, B)|| = ||AR(\,B) — I|| <14 C. "

Suponha que ap > By > 0 e seja n € N tal que ag € (n,n + 1], entdo, fp € (0,7 + 1) e pela
Afirmagdo B.17 temos que, Vg € X

Is" P R(s, B)"ag|| < stmfoTY|sriime0 gm0 BR(s, B)|| [|B"R(s, B)"|| |B~ o

< Lsto—Po=l B0yl

Note ainda que sendo B um operador setorial, temos que V s > 0,

||s”_ﬁOR(S,B)n+ISU0” < Sn_'BOHR(S,B)HTH_leOH < 025”_'805_"_1H$0|| = CQS_BO_IonH.
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Utilizando estas desigualdades e o Teorema B.15, obtemos V7 > 0,

Bz < Cs

/ s R(s, B)"Magds
0

IN

Cs / s"_’BOR(s,B)”onds—i—/ s" P R(s, B)" agds
0 T

IN

T o0
05/ 3“0_60_1]]B_a°w0\|ds+05/ 5801 30 ds
0 T

C C
= 0 B0 || + F57_ﬂ0\|$0||7
0

ag — Bo

onde C5 = max{LC3, C2C3}. Fazendo 7 := || Bxq||~1/®0||z0||'/*, obtemos

_ﬁ [e% o =
1B~ x|l < Cl|B* o[ [lzol| o

Para concluirmos basta tomarmos ag:=v—a, fg:=v7— e xg = B7x.

Para concluir, basta substituirmos zy por Sxg em B.7. =

Teorema B.18. Seja A o gerador de um Cy-semigrupo limitado definido em X. Entdo A é um

operador setorial.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.22 (item 4) segue-se que (0,00) C p(A) e pelo Corolério
1.23 temos que, VA > 0,
IAA = A7 < K.

Definicao B.19. Seja A o gerador de um Cy-semigrupo limitado, e assuma A invertivel. Seja
B € (0,1], e seja | uma funcao de variacio lenta tal que g : s — s'751(s) seja crescente em R, .

Seja Sy a funcao de Stieltjes associado a g. Para a > 3, defina

Wagi(—A) = (=4)" ) /OO(S — A) (s PU(s) = (—A) D5, (A).
ot
Para 0 < a < 3, defina
Wasa(=4) = [ (A7 = ) (s 1)
_ /OO(_A)B—a(s )2 (s)ds.
o+

As integrais definidas acima convergem conforme o Exemplo B.8. Entao o operador W, g;

estd bem definido. Para mais detalhes, veja o Teorema 3.7 em [15].

B.3 Teoria de Semigrupos

Teorema B.20 (Forma Geral do Teorema de Hille-Yosida). Seja A : D(A) € X — X um

operador linear. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:



91

1. A é um gerador de um Co-semigrupo {T(t)}i>0 tal que ¥V t >0,
IT(t)] < Me™;
2. A ¢ fechado, densamente definido, (w,00) C p(A) eV n €N,
1R, A)* | < M(A —w)™™
Demonstragao: Veja a demonstragao em [32]. m

Demonstragao da Proposicao 2.17

(2) = (1) Suponhamos que (2.32) seja valido para algum v > 0. Definamos temporariamente
0 =avy;entdo, Vt >0eVneN,

IT@) (A" = (T t/n)(=A)~")"|
< |IT@t/n)(—=A)7°)"
< (C'() T = C(n)t™

Fazendo B = (—A), S =T(t)(—A)™, a =néd e B = nd(1 — ) no Teorema B.16), obtemos

IT(E)(=A)7 = (=A™= A
ol[(=A)"T () (= A) YT () (—A) ™|
cKl_ﬂC’(n)’gt_Wﬁ,

IN

IA

onde K = sup;sq|T(t)], 9 € (0,1), e ¢ é constante que depende apenas dos expoentes.
1 1

1
Escolhendo n > — e ¥ = —, obtemos
g ny

Tt A= < Ct

(1) = (2) Suponhamos (2.31) valido e tomemos 7 > 0. Agora, substitua nas estimativas

anteriores «y por 1 e 9 por % para algum n > 7. [

Lema B.21 (Lema 2.1 em [39]). Seja H um espago de Hilbert e A o gerador de um Cy-senigrupo
definido em H. Se, V x,y € H,

supé | [|R(& +in, A)z|*dn < oo, (B.8)
£>0 R

e
sup& [ ||R(& — in, A%)y|*dn < oo, (B.9)
£>0 R

entdo, para cada o1 > 0, temos que

IR A =0, RA>o01 e [N — o
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Demonstragdo: Seja A = ¢ + in. Para ¢ > oy defina a aplicacdo S, : H — L*(R, H) de
modo que Vz € H en€eR,
(Sex)(n) = VoR(c +in, A)x

Por (B.8), temos que S, ¢ um operador linear fechado de H em L?(R, H), com D(S,) = H;

assim pelo Teorema do Gréafico Fechado, S, é limitado. Ainda por (B.8), temos que
sup || So || L2(r, 1)y < o0
>0

Pelo Principio da Limitagao Uniforme, existe My > 0 ( que independe de o) tal que, V o > 0,
I1S5|| < My. Assim,

. V2 _ M
2
(/R |B(o + in, A)zl] dn> < (B.10)

Analogamente, temos que Vo >0eV x € H,

. V2 Mo
* 2 2
</R|]R(a—m,A | dn> <= (B.11)

Segue-se de (B.10), (B.11) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, que V. o > 0,V n1,m2 € R
eVeeH

2 72

R(o +in, A)xdn“ = sup ( R2(o +in, A)xdn,y)
m yeH, [lyll=1 Jm
72

= sw [ (R in Ay Rio - in, A")y)dy

yeH |lyl|l=1Jm
n2 . ) 1/2 n2 . . ) 1/2
< sw (/ |R(o +in, A)a] dn) </ |R(o — in, Ay dn)
yeH |lyl|l=1 \JIm m
< M‘Z”x”’ (B.12)
g

0 que significa que a integral / R*(0 4 in, A)xzdn & convergente. Como %(R(O’ +in, A)x) =
R
—iR(o +in)?, entdo, Vo € H,Y o > 0,

m

—i R%*(0 +in, A)zdn = R(o + i, A)x — R(o + ing, A)z

o
ou seja,
m
R(o +in, A)x = R(o + ing, A)x — z/ R2(o + in, A)xdn, (B.13)
0
Afirmagao B.22. Fixe g € R, 0 > 0, e defina o operador linear C) : H — H pela lei
o0

Chx = R(o + in, A)?zdn.
70

Entao, C) é um operador linear limitado e vale

Crz = / R(o +in, A)*zdn = —iR(0 + ino, A)z.
70



Demonstragao: Note

/ R(o + in, A)Q:UdnH = sup ( R(o + in, A)*xdn, y)
no yeH, |lyll=1 Jno

— s / (R(o + in, Az, R(o — in, A*)y)dn
yeH,||lyll=1Jno

IN

yeH,||yl|=1
My Mo||z||
0_ )

0 70

<
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%S 1/2 5%
sup (/ !\R(0+in,A)w|!2dn> (/ |R(o — in, A*)y|dn

desta forma C\ é um operador limitado. Note ainda que V = € D(A), R(o+in, A)(c+in—A)z =

r < (o +in)R(oc +in, A)xr = x — AR(0 +in, A)z, e portanto,

|1 R(o +in, A) Izl + |AR(o + in, A)z]]).

| < ——
lo + in|

Agora, tomando n — o0, em ambos os membros da desigualdade anterior, obtemos,

lim, oo R(o +in, A)x = 0, donde o resultado se segue para x € D(A).

Por fim seja x € H; entdo existe (x,,) C D(A) tal que z,, — x, e como C), é continua, segue-se

que

Cx(z) = Cy\(limxy,) = lim Cy(zy) = —ilim R(o + 19, A)xy, = —iR(0 + 1m0, A).

Pela Afirmacao B.22 segue-se que, V x € H,

lim R(o +in, A)xz = 0.

In|—o0

De (B.12) e (B.13), obtemos Vo > 0,V z € H,

|R(o +in, A)e|| < ||R(0'+i770,A)$||+‘

n
/R2(U+in,A)xdn
10

My M

< R0+ ing, A + 2V

Fazendo 1y — oo segue-se de (B.14) e (B.15) que, Vo >0eV x € H,

My M.
I1R(o +in, A)a] < 2DVE1ZL

ou ainda,
. My M,
R +in, )] < 2222,

Entao, se o > max{o1,|n|} (recorde-se que A = o + in), segue-se de (B.16) que

MM,

g
M1M2 [A]—=o00
—

<
T vz

1RO A <

(B.14)

(B.15)

(B.16)
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Por outro lado, combinando a primeira identidade do resolvente (vide Teorema 1.6) a (B.16),

para o1 < RA < |n|, obtemos

1R Azl < [[R(or +in)z]| + |o — or[[| R(A, A)z[[[| R(o1 + in)x|
. M,y M. .
< || R(oy +in)zl| + o — 01| = 7| R(or + in)z|
< (14 2MiMy)||R(oy + in)x||.
Como |n| > % se [n| — oo, entdo |A\| — co. Dai, por (B.14), segue-se que lim|y|_,q | R(A, A)z| =
0, RA > o1. ]

Demonstragao do Lema 2.18

(=) Suponha {T'(t)}+>0 seja limitado; entdo, podemos tomar w = 0 no Teorema 1.20. Agora,
segue-se do Teorema 1.22 (item 4) que C; C p(A).

Seja A=&+1in, £ > 0. Entao, Vz € H,
’ / e_@””)tT(t)azdtH
0

S .
= ‘ / e_mte_'ﬁtT(t)xdtH
0

= [[Fh) I,

[ R(§ + in, A)x|]

onde ¥t > 0, h(t) = e ¢'T(t)z e h(t) = 0 se t < 0. Pelo Teorema A.18, temos que

IR(E +in, Azl Fomy = IFO)D)F20m
= 2||h) 22 )

= 27r/ e~ ST (¢) || ?dt
0

oo
< 2n [T Po P
0
|||
g )
donde se segue que

supé | || R(& + in, A)x||*dn < oo.
£>0 R

Analogamente, concluimos que

sup& [ ||R(€ + in, A%)x||2dn < cc.
£>0 R

(<) Fixe 0 > 0 e defina, V t > 0, o operador linear

1 o+100
T,(t) = / M R(N, A)d.

21 Jy_ino
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Notemos que, Vit >0eVz € H,

1 .
T,(t) = o Re(Uer)tR(U-i-itn,A)xdn

eat

= /eit"R(a—l—itn,A)xdn.
27 R

Primeiro note que, integrando por partes, temos

n oitn 2 2 it
/ e"R(o +itn, A)xdy = [ — R(o + itn, A)x] + / —R%*(0 +itn, A)zdn
m it m m t
eitng eitnl 72 e’it

= R(o + itna, A)x — ” R(o +itm, A)x + /

— R?(0 +itn, A)xdn.
m U

Portanto, V n1,m e R,V x,y € H,
eit’r]g eitm

n
/ e"R(o +itn, A)xdy = ” R(o +itna, A)x — ; R(o +itm, A)x
m ¢

72 eit
+ / 7R2(0+itn,A)xdn. (B.17)
m

Segue-se da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da hipdtese (2.33) que, V 71,12 € R,
Vz,ye H,

o
</ "R (o + i, A)2:L‘d77,y>

m

nmo
/ (M R(o + in, A, y)dn

m

2 i
- / (" R(o + in, A)a, R(o — in, A%)y)dn
mn

12 . ) 1/2 n2 . ) 1/2
( 7 It + itn, ) dn) ( [ It in, Ay dn)
m m

My Mo||[|[y||
o )

IN

< (B.18)

onde na primeira igualdade usamos o Proposigdo A.7.

Por (B.17), (B.18) e pelo Lema B.21, / "R (o 4 in, A)zdn converge na topologia de H, e

R
ainda,
. My M
/ e"R(o + in,A)xdnH < w (B.19)
R to
Logo, T5(t) ¢ um operador limitado.
Afirmacao B.23. {7, (t)}+>0 ¢ um Cp-semigrupo.
Demonstragao: Veja em a demonstragao em [39], Teorema 1.1. =

Os autores de [39] ainda mostraram que {7, () }+>0 independe de ¢ > 0, bem como A é o seu

gerador infinitesimal. Logo, pelo Teorema 1.24, segue-se, Vt > 0, que T'(t) = T, (t).
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Para concluirmos a demonstracao, note que por (B.19),

ot

IT@®al = T (0] = 5

) atM M-
/eZtnR(U+i77, A):L‘dnH < ZHHxH
R

7T to

Portanto, Vo > 0e Vt > 0,

e”t M1M2
T < — . B.20
T < & (B.20)
Como o ¢é arbitrario, tomemos em (B.20), para cada t > 0, 0 = t~!; disso se segue que
IT®)] < 5-MM
S oMM
[
Lema B.24.
IRNA)| <CA+IAY), 0<RA<1 (B.21)
€ equivalente a
|IR(A,A) (A <C; 0<RA<1 (B.22)
Demonstragao: Veja a demonstragao em [24].
m

Demonstragao do Lema 2.19

(=) Suponha que (2.34) seja valido; logo pelo Lema B.24, segue-se (B.21). Agora faca
A=oc+iscom0<o<1eseR;segue-se de (B.21) que

|R(o +is, A)|| < C(1+ |o+ is]%). (B.23)

Fazendo 0 — 0 em (B.23), utilizando a continuidade tanto da norma quanto do operador

resolvente (vide o Corolério 1.11), obtemos, V s € R,
[R(is, A)|| < C(1+|s|*).
Disso se segue que ||R(is, A)|| = O(|s|%), |s| — oo.

(<) Basta demonstrarmos que 3 C' > 0 tal que, V 0 < RA < 1, [|R(\, A)|| < C(1 + |s]%).
)\2
Seja B > 0 e considere a fungao F(A\) = R(\, A)N\™¢ <1 + B2>’ cujo dominio é D = {\ €

C|RX>0e1l< |\ < B}. Note que F ¢é analitica em D; e que a fronteira de D é da pela uniao
deT1={AeC|RA>0e |[N=1}Ta={is|1<|s|<B}els={A|RA>0¢e |\ =B}

A ideia consiste em estimar ||F'(\)|| para A € 0D, e entdo aplicar o Teorema A.25.
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Se A € I'y, entao,

2
. a s . a
IEII = 1R Gs, Allls|™ |1 = 55| < 2[|R(@s, A)|[s]™ < 207,
usamos na desigualdade acima o fato de ||R(is, A)|| = O(|s|*), s — oc.
Se A € I's, entao,
w \|  KB™ 2K
IFQ) = RO, AN |1+ 55| < 55 Zjacoso) < 2
Segue-se da compacidade de I'; que 3C% > 0 tal que [[F(N)|| = [|[R(\, A)]| ‘1 + %22 < Cy;

tomando B grande, obtemos ||R(A, A)|| < 2C5. Por fim, combinando as estimativas anteriores,
obtemos C' > 0 tal que ||[R(X, A)|| A7 < C, e portanto ||R(X, A)|| < C(1+ |A|Y).
Como {T'(t)}+>0 € limitado, R(\, A) ¢ limitado em qualquer semi-plano estritamente contido

em C, (vide o Corolario 1.11), de modo que o resultado reduz a Afirmagao B.24. ]
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