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Resumo

Neste trabalho, trataremos sobre curvas que possuem curvatura geodésica
constante em variedades bidimensionais. Assim, através do artigo em [13],
”A note on constant geodesic curvature curves on surfaces” publicado em
2009 no jornal: Annales de I'Institut Henri Poincaré C, Analyse Non Linéaire,
falaremos com mais detalhes sobre a curvatura geodésica e de curvas especiais
que possuem essas curvaturas respectivamente. O teorema principal dessa
dissertagao mostra que se existe uma sequéncia de circulos geodésicos que
convergem para um dado ponto p € M entao esse p é um ponto singular da
aplicacao de Gauss.

Palavras-chaves: Variedades bidimensionais. Pontos criticos. Curvatura

geodésica de curvas. Fungao curvatura de Gauss.



Abstract

In this work, we will deal with curves that have constant geodetic curvature
in two-dimensional varieties. Thus, through the article in [13], “A note on
constant geodesic curvature curves on surfaces” published in 2009 in the
newspaper: Annales de I'Institut Henri Poincaré C, Analyze Non Linéaire,
we will talk in more detail about geodesic curvature and special curves that
have these curvatures respectively. The main theorem of this dissertation
shows that if there is a sequence of geodesic circles that converge for a given
point, this is a singular point in the Gaussian application.

Keywords: Two-dimensional varieties. Critical points. Geodesic curve cur-

vature. Gauss curvature function.
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Capitulo 1

Introducao

Seja M uma Variedade Riemanniana de dimensao n > 2. Em [14], Ye,
R., estudou esferas que possuem curvatura média constante mergulhadas em
uma variedade riemanniana de dimensao n > 2. Esferas geodésicas ao redor
de p em M de pequeno raio constituem uma folheacao diferenciavel ou suave.

Ye, R., mostrou que essa folheacao pode ser perturbada de modo que a
folheacao cuja as folhas sao esferas de curvatura média constante, desde que
p seja um ponto critico nao degenerado da funcao curvatura escalar de M.

A folheacao assim obtida é a unica folheacao por hipersuperficies de cur-
vatura média constante, regularmente centrada em p. Por outro lado, se p
nao for um ponto critico da funcao de curvatura escalar, entao tal folheacao
nao existiria. Veja em [14] para maiores detalhes.

Além disso, em [6], Pacard, F., e Xu, X., provaram a existéncia de esferas
mergulhadas com curvatura média grande o suficiente em qualquer variedade
riemanniana compacta (M; g).

Pacard, F., e Xu, X., generalizaram parcialmente um resultado de [14],
Ye, R., que trabalhou com o caso em que a funcao de curvatura escalar da

variedade riemanniana (M g) possui pontos criticos ndo degenerados.

12
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Em [11], Rosenberg, H., estabeleceu varios teoremas a respeito de su-
perficies de curvatura média constante mergulhadas em variedades de di-
mensao trés homogeneamente regulares, quando a curvatura média dessas
superficies é suficientemente grande.

Para a presente dissertacao, trabalharemos com variedades bidimensio-
nais que se consistem em superficies de R®. E consideraremos ao invés da
funcao curvatura escalar da variedade riemanniana, a fungao curvatura de
Gauss da superficie.

Assim sendo, o objetivo principal da dissertacao serd o estudo das su-
perficies que contém uma sequéncia de curvas de curvatura geodésica cons-
tante que converge em alguma métrica para o ponto critico p da funcao
curvatura de Gauss.

A dissertacao estd estruturada em 5 capitulos. No capitulo 1 trataremos
de definicoes e resultados preliminares necessarios para a abordagem e enten-
dimento dos capitulos seguintes. Uma das se¢oes importantes nesse capitulo
trata-se do Teorema de Sard, que afirma que o conjunto dos pontos criticos
de uma funcao diferencidvel tem medida nula.

Além disso, no capitulo 1, definiremos o que sao geodésicas, exemplos de
geodésicas e definiremos o sistema de equagoes diferenciais das geodésicas do
plano, do cilindro, da esfera, dos paraboldides eliptico e hiperbdlico, do cone,
do toro e de superficies de revolucao.

Ja nos capitulos 2, 3 e 4 discustiremos o artigo intitulado ”A note on
constant geodesic curvature curves on surfaces” que trata sobre as curvas
de curvatura geodésica constante em superficies conforme Sun,T., em [13].
Assim sendo, nos capitulos 2 e 3, falaremos sobre a curvatura geodésica e de
curvas que possuem essas curvaturas respectivamente.

Demonstraremos um dos teoremas apresentados no artigo respresentado
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pela sequinte questao: Dada uma sequéncia de curvas fechadas mergulha-
das na superficie M de curvaturas geodésicas constantes k; — 400, as quais
convergem na distancia de Hausdorff para o ponto p. O problema é deter-
minar se o ponto p € M, é ou nao um ponto critico da fungao curvatura de
Gauss. Assim, antes da demonstracao de tal teorema, precisaremos de varios
conceitos para fundamentar o nosso trabalho.

No capitulo 4, trataremos de curvas denominadas d-circulo, as quais estao
imersas em um dominio simplesmente conexo. Novamente, definiremos a
expressao para a curvatura geodésica de um d-circulo.

Por fim, no capitulo 5, onde concluiremos através do teorema de Sard
que, dado uma superficie, essa sequéncia de curvas convergindo para o ponto
critico p é rara, pois naquela superficie os pontos singulares tém medida nula.

Os teoremas que serao vistos ao longo do trabalho serao enunciados a

seguir.

TEOREMA 1.0.1. Teorema de Sard. Sejam M™ e N" variedades e uma
aplicacao f : M — N diferencidavel. Os pontos criticos de f constituem um

conjunto de medida nula em N.

TEOREMA 1.0.2. Sejap € M fizado e assumamos que exista uma sequéncia
de curvas fechadas mergulhadas {I';},i € N, com curvatura geodésica cons-
tante k; — oo as quais convergem (na distancia de Hausdorff) para o ponto

p. Entao p é um ponto critico da funcdo curvatura de Gauss.

TEOREMA 1.0.3. Seja 2 um dominio simplesmente conexo em M sobre
o qual a funcao K : M — R possui um unico ponto critico nao-degenerado e
seja d um numero natural positivo. Entao existe kx > 0 tal que se I' € uma
curva fechada de grau d imersa em §2 com curvatura geodésica constante
k > kx, entao I' € uma d-cobertura de uma curva mergulhada de curvatura

geodésica constante.



Capitulo 2

Resultados Preliminares

Nesta secao, iniciaremos com uma breve descrigao sobre as variedades
contemplando as ideias acerca das variedades diferenciaveis. O maior desta-

que sao as variedades bidimensionais com apresentacao de alguns exemplos.

2.1 Variedades Diferenciaveis

Estritamente falando, uma variedade é um espago topoldgico que local-
mente se comporta como um aberto do espaco R” nas vizinhancas de cada
ponto p da variedade. Mais precisamente para cada p € M, existe um aberto
U > p, tal que p € U C M e esse aberto é difeomorfo a uma vizinhanca
V CcR™

O conceito de variedade diferencidvel generaliza o conceito de variedade

com estrutura diferenciavel.

DEFINICAO 2.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensdon € um con-
Junto Ml e uma familia de aplicagoes biunivocas X, : U, C R™ — M de abertos

U, de R™ em M tais que
i. UpXxo(Uy) =M

15



2.1 Variedades Diferenciaveis 16

. V par (o, 8), com x,(Uy) Nx5(Ug) # 0, os conjuntos e sio abertos em

1

R™ e as aplicagoes (x5~ 0 x,) sdo diferencidveis;

iwi. A familia (Uy,Xo) € mdzima relativamente as condigoes (i) e (ii).

O numero real n é a dimensao do espago. Equivalentemente, apresenta-

mos uma outra definicao para variedades diferenciaveis

DEFINIQAO 2.1.2. Dizemos que um subconjunto M C R*, é uma varie-
dade diferencidavel de dimensdo n, se para cada p € M, existir uma vizinhanga
V aberta de Ml contendo p, difeomorfa a um subconjunto U C R™ aberto. Os
difeomorfismos g; : V. — U serao chamados sistemas de coordenadas locais,

e suas inversas g; * : U — V serdo chamados de parametrizagio.

EXEMPLO 2.1.3. Com a aplicacao identidade Idg» : R™ — R™, teremos
que cada ponto possuird uma vizinhancga aberta, o proprio espaco euclidiano,
que € difeomorfa ao R™, por meio da aplicacao identidade. Portanto o espago

euclidiano R™ € uma variedade diferencidavel de dimensao n.

EXEMPLO 2.1.4. Todo subconjunto aberto do espago euclidiano é uma

variedade diferencidvel de dimensdo n.

EXEMPLO 2.1.5. As variedades unidimensionais, isto €, variedades de

dimensao 1 incluem segmentos de retas e curvas requlares.

EXEMPLO 2.1.6. A superficie toro € obtida pela rotagao da circunferéncia
em torno de uma reta. E também chamado de superficie de revolugao. Pos-
teriormente na subse¢ao 2.4.10 falaremos mais a respeito da superficie toro.

A superficie toro com a parametrizacao local

x:UCR?* =M,



2.2 Superficies Regulares 17

dada por
x(uyv) = ((a + rcosu) cos v; (a + 1 cos u)r sin v; sin u)) :

em que U= {(u,v) € R?: 0 < u < 21,0 < v < 27}, € um exemplo de uma

variedade bidimensional.

Figura 2.1: Superficie Toro.

2.2 Superficies Regulares

Nesta secao, apresentaremos definicoes sobre superficies que sao as va-
riedades bidimensionais e em particular daremos informacoes sobre as su-
perficies regulares.

Uma superficie Ml C R3 ¢ dita regular se, Vp € M, existir uma vizinhanca

V de p em R? e uma aplicacao
x:U—=VnNM,

em que U C R? é um aberto tal que
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i. x é diferenciavel, ou seja, se x(u,v) = (x(u,v);y(u,v); z(u,v)) entao
as fungoes componentes de x, z(u, v); y(u, v); z(u, v) possuem derivadas

parciais de todas as ordens em U,
ii. x é um homeomorfismo;
iii. Vg = (u,v) € U, a diferencial dx, : R? — R3 ¢ injetora.

Em relacao ao item (iii), mostremos essa aplicacao da diferencial em forma

de matriz. Sejam
x:U - VM
X(u,v) = (2(u,v);y(u,v); 2(u, v))
a parametrizacao em M em que x(q) =p e
a:(—ee) - U
t = (ult),v(t))

uma curva em U C R?, em que a(0) = g e o/(0) = v. Temos que

_ ox_ (0 0y 0
Hu = ou  \ou’ ou’ du

_ox_ (or oy 0
Xoo = ov \ov ov ov)’

assim

dx.((0)) = | yu w
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em que

ok (00 0y 0
Xu = ou  \ou Ou’ Ou
ox (81: oy (‘3z>

T 90 \ov v v
sao os vetores linearmente independentes e tangentes as curvas parametriza-
das de M que formam a base para o plano tangente de M em p denotado por
T,M.
Ainda sobre o item (iii), a diferencial dx, : R* — R? ser injetiva, signi-
fica que um dos menores de ordem 2 da matriz de dx,, isto é, que um dos

determinantes Jacobianos

ox 0 oy 0 oz 0
owy | 2| oo | % 2| owo |22
(u,v) ay oy | 9(u,v) 9z 0z I(u,v) 9z 0z

Oou v ou Ov Oou  Ov

seja diferente de zero em gq.
A aplicacao

x:U—=VnNM,

¢é chamada de parametrizacao da superficie M.
EXEMPLO 2.2.1. Para mostrarmos que a esfera unitdaria de equa¢ao
S* = {(z,y,2) € R} 2> + 4> + 22 =1}

€ uma superficie reqular € suficiente mostrarmos que a aplicacdao

X - U C Rz — IR37
Xl(u,U) = (U,U,f(u,v)),

com U = {(u;v) € R? : u? +v? < 1} e f(u,v) = /1 — (u2 +v2) € de fato

uma parametrizacao local de S?.
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Condigao (i).
Notemos que a imagem da parametrizacao x,(U) € a parte aberta de S*
que estd acima do plano xy. As fungoes componentes da parametriza¢do X,

sao diferencidveis, jd que temos que u® + v?

< 1, logo a condig¢ao (i) da
definicao de superficie reqular € verificada.

Condigao (ii), isto €, se a parametriza¢ao X, € um homeomorfismo.

De fato, seja um ponto qualquer (z;y;z) € x1(U) C S?, com x1(U) C

S?=(z;y;2) CS?: 22 +9y* <1 ez>0 e fizermos
X' = 7(w;y;2) = (2;9)

temos u e v bem definidos de maneira tunica por u = x e v = y, logo a

parametrizacio x1(U) € bijetiva. E a aplicagdo

x;! = m(zy;2) = (7379)

¢ a projecao de x,(U) C S? € U que € continua. Assim, x; é um homeomor-
fismo e a condiagao (ii.) € verificada.

Condi¢ao (iii).

Para mostrarmos que a diferencial dx; : R? — R3 € injetiva, mostremos
que um dos menores de ordem 2 da matriz de dxq, isto €, que o determinante

Jacobiano seja diferente de zero. Assim temos

dr Oz

O,y | ou o0 |_ |1 40
8(u,v) g_y % 0 1 ’

logo, dx; : R?* — R3 € injetiva e a condigdo (iii) € verificada.
Para cobrir toda esfera devemos utilizar as possiveis parametrizacoes lo-

cais similares a xq e todas essas devem verificar as condi¢oes acima, como
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por exemplo

Figura 2.2: Parametrizagoes locais da esfera.

Assim verificamos que a esfera que satisfaz as condigcoes da defini¢ao de

superficie reqular, € de fato uma superficie reqular.

Agora definamos superficie regular, sob outro conceito. Tais defini¢oes e

exemplos sao baseadas em [4].

DEFINICAO 2.2.2. Seja x : U C R" — R™ uma aplicacio diferencidvel
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definida no aberto U C R"™. Dizemos que g € U é um ponto critico de x se a

diferencial dx, : R" — R™ nao € sobrejetora.

Um ponto b € R™ é um valor critico de x se existe um ponto critico ¢ € U
tal que x(¢) = b. Um ponto a € R™ que néo é um valor critico de x é chamado

um valor regular de x, isto ¢, dx, é sobrejetora para todo p € x !(a).

DEFINICAO 2.2.3. Seja
f:UCR’—>R

uma funcao diferencidvel. Portanto a € f(U) é um valor reqular de f se e

somente se as derivadas parciais

of of of
ox’ 0Oy 0z’

nao se anulam simultaneamente em qualquer ponto da tmagem inversa
fHa) ={(z,y,2) € U: f(x,y,2) = a}.

PROPOSI(;AO 2.2.4. Se f: U C R® = R ¢ uma funcio diferencidvel e
a € f(U) é um valor reqular de f, entio f~1(a) é uma superficie reqular em

R3.

Com a proposicao 2.2.4, mostraremos que o cilindro no exemplo a seguir

¢ também uma superficie regular.

EXEMPLO 2.2.5. Seja o cilindro de equagao
C={(z,y,2) eR® | 22 +¢*> =1}

Mostremos que € uma superficie reqular.

Consideremos a funcao
f:R® - R

f(x,y,z) = l’2+/y2—1.
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Os pontos criticos de f, (z,y,z) sdo tais que

of B
or 2e=0,
of B
8_y = 2y =0,

e para qualquer coordenada z. Logo, o conjunto dos pontos criticos da func¢ao
f € dado por
P.={(0,0,2) | z€R}CR?

e o conjunto dos valores criticos de f € dado por

Vo = {zeR | f(0,0,z)=c}CR
= {zeR | ec=-1}
= {-1}.

Assim, o conjunto dos valores requlares é dado por
Vi=R \ {-1},

em particular, tem-se

0eV,.

Logo,

F7H0) = {(z,y,2) €R® | f(a,y,2) =0},
= {<I7y7Z>GR3 | $2—|—y2—1:0},

= {(z,y,2) €R® | 2*+¢y* =1}
Portanto o cilindro,
C={(z,y,2) eR® | 22+¢*=1}

€ uma superficie reqular, pois é imagem inversa de valor regular.
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2.2.1 Plano Tangente a uma Superficie

Como haviamos mencionado, a condicao (iii) da definigdo 2.2, garante a
existéncia de um plano tangente em p € M.

Em outras palavras, se x : U C R? — M é uma parametrizacao de M
com x(u,v) = p para algum ¢ = (u,v) € U, entao as derivadas parciais da

parametrizacao x dadas por

ox <8x oy 02)
Xu = =

u Au’ ou’ du
_ox_ (o0 oy 0:
Koo = v \ov dv’ v

formam uma base {x,,x,} de T,M conforme visto na subsecao anterior.

DEFINIQAO 2.2.6. O plano tangente T,M de Ml em p € definido como
{veR® | v éum vetor tangente a superficie M em p}.

Nesta subse¢ao mostraremos que para cada ponto p € M, o conjunto de
vetores tangentes as curvas parametrizadas de M que passam por p, cons-
tituem um plano, que denotaremos por 7,M, o plano tangente a superficie
M.

Entenderemos por vetor tangente a Ml em um ponto p, se for dado por
v =~/(0) de uma curva parametrizada de M, com v(0) = p.

Sejam
x:UCR* - M
x(uw,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u,v))
uma parametrizacao de M e

a:(—ee) - U

t o= (u(t),o(t)
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uma curva em U C R% Agora consideremos a curva parametrizada

v:(—€€) — M

t = x(au(t),v(t)))

tal que vy =xo a.

Entao o vetor 7' no ponto ¢t = 0 é dado por:

7(0) = (x(a(0)a(0))’

Portanto, a derivada dx, mapeia os vetores velocidade ou vetores tan-

gentes de curvas que passam em «(0) = ¢ em vetores velocidade o

u vetores

tangentes das suas respectivas imagens em p = x(q), conforme a figura 2.3

descreve

e

M

U
. < (0) >

Figura 2.3: O vetor 4/(0) é tangente a curva no ponto p = =y

(0).
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DEFINIQAO 2.2.7. O plano tangente a uma superficie reqular M em p é
o conjunto de vetores tangentes das curvas em M que passam por p, denotado

por T, M.

O plano tangente T,M contém sempre o vetor nulo, pois podemos consi-
derar na definicdo acima a curva que é constante e igual a p. Além disso, o

plano tangente 7,M é sempre um subespagco vetorial de dimensao 2 de R?.

2.2.2 Primeira Forma Fundamental

Nesta subsec¢ao, apresentaremos a primeira forma fundamental, que per-
mite o célculo de medidas sobre uma superficie M, sem necessariamente
considerarmos o ambiente em que a superficie estd mergulhada.

A primeira forma fundamental é basicamente o produto interno usual do
R? restrito aos vetores tangentes a M.

Dessa forma, é um instrumento que nos permite o cdlculo de comprimento

de curvas, angulos entre curvas e areas de regioes contidas em M.
DEFINICAO 2.2.8. A forma quadrdtica I, em T,M, definida por
IL,:T,M — R

w — L(w) =<w,w >,= ||w| >0,

¢ chamada a primeira forma da superficie reqular M C R® em p € M.
Sejam
a:(—ee) - UCR?
a(t) = (u(t),v(t))
uma curva tal que a(0) = ¢ e &/(0) = v, e a parametrizagao
x:UCR?> - M

X(uv U) = (.T(U, U)a y(“? 1)), Z(uv U)),
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para a superficie M, com x(gq) = p. Além disso consideremos ainda a curva
v:(—€€) — M

tal que v(0) =p e y'(0) = w € T,M.
Expressaremos a primeira forma fundamental na base {x,,x,} de T,M
associada a parametrizacao x(u,v) em p.

Temos que

ao derivarmos obtem-se

V(1) = X(a(t))a’(t)

onde o/(t) = (v'(t),v'(t)). Assim,

(W) = <w,w >,=<7(0),7(0) >0
= < x,(a(0))u'(0) + x,((0))v'(0), x4 ((0))u'(0) + x,(c(0))v'(0) >,
= <Xy Xy Sy U 42 <Xy X, >, UV < Xy %, >, 07

= EW)*+2Fuv + G

Denotemos por

E(ug,v9) = < Xu,Xy >p
F('U,(), UQ) = < Xyu,Xy >p
G(UQ, UO) = < Xy, Xy >p

que chamaremos de coeficientes da primeira forma fundamental da superficie.

Vejamos agora alguns exemplos.
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EXEMPLO 2.2.9. Sejax: UC R? — M a parametrizacdo local do cilindro

dada por
x(u,v) = (cosu, sinu,v),
onde
X, = (—sinu,cosu,0) e x,=(0,0,1),
em que

O<u<2r e —o0<v<Oo0.

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados por

= < X,,X, >=sin?(u) + cos*(u) =1,
= <X, X, >=0,
= <Xy, X, >=1.
EXEMPLO 2.2.10. Seja x : U C R? — M a parametrizacio local do

helicoide dada por

x(u,v) = (vcosu,vsinu, au),

onde

x, = (—vsinu,vcosu,a) e x,= (cosusinu,0),

em que

O<u<2r e —o0o<wv<o0.
Os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados por
E = <x,,%x,>=0"+d%

F = < Xy, Xy >= 07

G = <x,,%x,>=1.



2.2 Superficies Regulares 29

Figura 2.4: Superficie Helicéide.

2.2.3 Aplicagcao Normal de Gauss

Nesta subsecao, trabalharemos com o conceito de curvaturas de uma va-
riedade bidimensional e de curvaturas de curvas mergulhadas nessas varie-
dades.

No entanto serao necessarias algumas informagoes sobre a aplicagao nor-
mal de Gauss em superficies antes de definirmos curvaturas.

Na subsecao 2.2.1, foi definido o que ¢ T,M, o plano tangente a uma
superficie Ml no ponto p. Sendo assim, é possivel definirmos agora o que é

uma aplicagao de Gauss.

DEFINICAO 2.2.11. Seja uma superficie M C R3 e sejax : U C R2 —» M
a sua parametrizacdo para a superficie M.

A aplicagao normal de Gauss é a aplicagao

N:M — §? (2.1)
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dada localmente por

X, X Xy
N(p) = Zu>Xv_
P) = T xx]

em que S* € a esfera unitdria.

EXEMPLO 2.2.12. Seja o elipsoide de equagao
2

T 2
i -1
9 ta=5h

2
Y
+ L
4

cuja imagem pela aplicagdo normal de Gauss € dada pela figura 2.5.

Figura 2.5: Imagem do elipsdide pela aplicagao normal de Gauss.

O vetor N(p) é normal a T,M em p e a Tn()S?, ou seja T,M e Ty,)S?
sao paralelos, logo podem ser identificados como os mesmos espacos vetoriais.
Assim sendo, estudemos agora a variacao de NN, ou seja, a derivada de N.

Se M for uma superficie regular de classe pelo menos C?, ento a aplicacao
de Gauss

N:M — S,
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¢ uma aplicacao diferencidvel de classe C*.

Como T,M e TN(p)82 sao paralelos, entao a derivada de aplicagao normal
dN, : T,M ~ R* — TN(p)SZ ~ R?, (2.2)
pode ser vista como uma aplicagao linear em 7,M, isto é

dN, : T,M ~ R* — T,M ~ R”. (2.3)

2.2.4 Segunda Forma Fundamental

Nesta subsecao, apresentaremos a segunda forma fundamental, uma forma

quadratica que esta relacionada com a aplicagao normal de Gauss.

DEFINICAO 2.2.13. A forma quadrdtica I1,, definida em T,M por
II, = — < dN,(v),v >
¢ dita sequnda forma fundamental de M em p.

Inicialmente, consideramos que todas as parametrizagoes
x:UCR?* =M,

sao compativeis com a orientacao de M, ou seja, em x(U),

N X, X X,

REEE
Calculemos a segunda forma fundamental no vetor v € T,M.

Sejam x(u,v) uma parametrizagao local de uma vizinhanga V C M que
contém o ponto p e y(t) = x(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em M, tal

que ¥(0) = p. Dessa forma, temos que

7 (t) = xu’ + x,0'
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Assim,

AN(') = dN(u'(t);v'(t))
= dN(x,u' + x,0")
= dN(x,)u' + dN(x,v)’

= Ny + N

Uma vez que os vetores N,; N, € T,M e {x,,x,} é base de T,M, entao

reescrevemos a diferencial da seguinte maneira

N, = anx, + a21xy,

Ny, = apXy, + axx,.
Dessa forma, a matriz dN na base {x,,x,} se escreve assim

@11 a2

dN = . (2.4)

21 A2

Segue-se entao que

AN (7)) = (a11Xy + a21x,)u" + (12X, + a29x,)V',

xu(allu’ + &121)/) + xv(aglu' + GQQU/),

isto é,
u’ ajl Q12 u’
dN =

UI o1 Q929 ’U/

A matriz de dN dada por (a;;), é chamada de matriz de Weingarten.
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Por outro lado, a expressao da segunda forma fundamental na base {x,, x, }

¢ dada por
II,(y) = — <dN,(v');v" >
= — < N + N, xu' +x,0" >,
logo,
IL,(Y) = —(u’2 < Ny, x, > +u'v' < Nyjx, > +0'u < Ny, x, > +
+ v? < N,,x, > > (2.5)

Uma vez que
< N,x, >=< N,x, >=0,¥(u,v),

segue-se entao que

0
a_<N;Xu> = <Nu>Xu>+<N>qu>:Oa
0
6_<N’X“> = <N, X, >+ < N;xy >=0,
0
8_<N’X”> = < Ny, X, >4+ < N;xy, >=0,
u
0
8_<N’X”> = < N,,x, >+ < N,x, >=0.

Dessas equagoes

< Ny,yx, > = — < N, Xy >,
< Ny, Xy, > = — < N,Xy >,
< Ny, Xy > = — < N, Xy, >,

que resulta em

< Ny, Xy >=< Ny, Xy >
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Dessa forma, a equagao (2.5) pode ser reescrita da seguinte maneira

I1,(+/) = = (e()? + 2fu'd + g(v')?). (2.6)
Denotaremos
—€ = <Nu7Xu >=< Naxuu >,
—f = < Ny, x, >=< N; Xy >=< Ny, X, >=< N;Xyy >,
—g = < Ny,X, >=< N;Xyy >,

que serao chamados de coeficientes da segunda forma fundamental.
Da equagao (2.6), temos que
() = —((u’)2 < N, Xyy > +0V < N, Xy > +0'0 < N, Xy > +

+ (V) < N, x, > )

—((u')2 < N, Xyy > 200 < N,x,0 > +(0)? < N, Xy > )
e por consequéncia,
I1,(7) = e(u)? + 2fu'v + g(v")%.

Obteremos os valores de a;; que definem a matriz termos dos coeficientes

da primeira e da segunda forma fundamentais.

—e = < N, X, >=<a11Xy + 021Xy, Xy >= a11 < Xy, Xy > Fa21 < Xy, Xy >,
—f = < Ny, X, >=< a11Xy + 091Xy, X, >= a11 < Xy, Xy > Fa21 < Xy, Xy >,
—f = < Ny, Xy >=< 491Xy + 29Xy, Xy >= A1 < Xy, Xy > +aog < Xy, Xy >,
—g = < Ny, Xy, >=<a91Xy + 20Xy, Xy >= Q21 < Xy, Xy > +020 < Xy, Xy > .

Ao substituirmos nessas expressoes os coeficientes da primeira forma fun-
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damental nas expressoes acima obtemos
—€e = GHE + CL21F,
—f = anF +anG,
—f = ank + axnkF,

—qg = a21F+a22G.

Tais relacoes sao expressas na seguinte forma

e f a1 Az E F
I g a1 Q22 F G
logo,
-1
aiy Qo e f E F
a1 G2 f g F G
No entanto,
~1
E F 1 G -—-F
= (2.7)
F G EG-F\ _r E

o que determina os coeficientes aq1, as1, @12 € ag que sao os coeficientes da

matriz dN na base {x,,X,}, 0 que resulta que

fF —eG
an = —EG—F2’
a0, = 9E-ICG
EG — F?’
el' — fE
S e
fF—gE

an = paT

2.2.5 Curvatura de Gauss
Uma vez que a aplicagao (2.1) é diferenciavel, temos que

AN, : T,M ~ R*> - T,M ~ R?, (2.8)
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que ¢ a diferencial da aplicacao de Gauss.
Dessa forma o determinante de (2.8) é chamado de curvatura Gaussiana

K de M em p. Portanto
det(de) =K = 1{31]{32,

em que k; e ky s@o os autovalores da aplicagao (2.8) e chamados de curvaturas
principais. Observe que, como a matriz (2.7) é simétrica, entao ki e ko sao
nuimeros reais.

Por outro lado, pelas cartas locais, o determinante de (6.5) que é dado

pela seguinte expressao

1

det(dN) = (BG — T2 (

fF—eG)(fF—gE)—(9F - fG)(eF - fE)| (2.9)

¢ dito curvatura Gaussiana K de M no ponto p.

Dessa forma, da equacgao (2.9), temos

det{dN) = ey (/F = €G)(fF = 9) = (gF = [G)(eF = E)
= (EG—iFQ)?:fQ]ﬂ—i-eGgE—gelﬂ—fQGE}
_ (EG—iFW P2+ eg(EG — F?) - [*GE]
= (EG—iFQ)? :fQ(F2 — EG) +eg(EG — F2)}
_ EG—F?*eg— f?)
B (EG — F?)2
R
- (BEG - F?%)

Portanto, a curvatura Gaussiana também pode ser expressa em termos dos
coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais, isto é

K eg— f?

— m, (2.10)
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em que EG — F? # 0. Os coeficientes E, F,G sao os coeficientes da pri-
meira forma fundamental de M enquanto que os coeficientes e, f, g sao os
coeficientes da segunda forma fundamental de M.

Como a curvatura gaussiana é um numero real, entao a mesma pode ser

negativa, nula ou positiva, conforme mostrado na figura 2.6.

Parabolbide hiperbdlico. Curvatura Gaussiana negativa. Cilindro. Curvatura Gaussiana nula. K = 0.
K<0.

Esfera. Curvatura Gaussiana positiva. K> 0.

Figura 2.6: Trés superficies com curvatura gaussiana negativa, nula e posi-

tiva.
EXEMPLO 2.2.14. Seja

x: UCR? = M,
a parametrizacao do toro dada por

x(u,v) = ((3 + cosv) cos u, (3 4 cosv) sinu, sin v)),
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em que: 0 <u <2m el <wv<2m, onde

X, = ( — (3 + cosw) sinu, (3 + cosv) cos u, 0)),
X, = < — sinw) cosu, (— sinv) sin u, cos v)),

Xyp = (sin v COS U, Sin v sin u, 0) .

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E=<x,%,> = (3+cosv)?
F=<x,x,> = 0,
G=<x,X,> = 1

O wvetor normal a superficie Ml é dado por

N(p) =

em que

Xy, X Xy

[

%0 X X || 7

(34 cosw)(cosucosv) (3+ cosv)(cosvsinu) (34 cosv)(sinv)

9

(3 4 cosv) (3 4 cosw) " (34 cosv)

( €OS % COS ¥, COS U Sin u; sin v) ,

%, X X,|| = VEG — F2 = /(3 + cosv)? = (3 + cosv).

Os coeficientes da sequnda forma fundamental sao

e=<N,Xy, > = —(34cosv),
J=<N,xyp > = 0,

g=<N,x,,> = —1.

Assim, a curvatura gaussiana do toro de equagao

x(u,v) = <(3 + cosv) cosu, (3 4 cosv) sinu, sin v))

)
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¢ dada por

W eg—f>  —(3+cosv)cosv(—1)  cosv
- BEG - F? (3 + cosv)? ~ (3+cosv)’

O que nos permite concluir que

K:O<:>cosv:0<:>v:g e 0:3;.

3

Sobre a curva v = T e v = 2&, a curvatura é nula, e tais pontos nessa
2 2 ) )

condicao sao chamados parabdlicos.
ii.
3T

K<0<:>cosv<0<:>g<v<7.

Sobre a regiao § < v < 37”, a curvatura é negativa, e tais pontos nessa

condicao sao chamados hiperbdlicos.

iii.

K>O<:>cosv>0<:>0<v<g ou 3§<v<27r.

Sobre a regiao 0 < v < 5 ou 3?” < v < 27, a curvatura é positiva, e

tais pontos nessa condicao sao chamados elipticos.
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CIRCULO GERADOR TORO COM A PARAMETRIZACAO
(y -3+ =1L x(1,v) = ((3+ cos(v)cos(u); (3 + cos(v)sen(u); sen(v))

Figura 2.7: Regioes de curvatura do toro.

Funcgao curvatura de Gauss

A fungao curvatura de Gauss é uma aplicagao definida na superficie M,
K :M— R.

cuja imagem ¢é o determinante da matriz, ou seja, um numero real. FEsse

conceito é importante para o nosso trabalho, uma vez que trabalharemos no

problema da existéncia dos pontos criticos da funcao curvatura de Gauss.
Entretanto, o foco em nosso presente trabalho, é a curvatura geodésica

de curvas mergulhadas em superficies.

2.3 Geodésicas

Dados dois pontos quaisquer na superficie M, estamos interessados em

caminhos de menor comprimento que os ligam.
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Se existir um caminho de menor comprimento entre estes dois pontos,
entao esse caminho é denominado geodésica. Tais caminhos em geral nao
sao unicos.

Evidentemente quando se trata do plano, a geodésica é um segmento de
reta. Na esfera, existe uma infinidade de caminhos que ligam os pdlos norte
e sul.

As geodésicas em superficies, desempenham o mesmo papel da reta em
planos. Nesta secao, apresentaremos o conceito do que é uma geodésica de

uma superficie M.

DEFINICAO 2.3.1. Uma curva regular v : (—¢,¢) — M parametrizada
pelo comprimento de arco é uma geodésica, se o vetor v"(s) é perpendicular
a superficie no ponto y(s),Vs, ou seja, 7"(s) € paralelo ao vetor normal

N = No~(s).

PROPOSICAO 2.3.2. Em uma geodésica  : (—€,€) = M, o vetor veloci-

dade ||y (t)|| € constante, para qualquer parametro t.

Demonstracao. Se (t) é uma geodésica entdo ”(t) é paralelo a N, logo
7" L ~'. Portanto, < +",7 >= 0.
Assim

d d
%H’Y,(t)HZ = % < 7,77/ >=2< ’}/,7’7/ >= 07

onde ||7/(t)|| = constante. O

2.4 Equacoes das Geodésicas

Como veremos a seguir, as geodésicas sao solucoes de um sistema de
equacgoes diferenciais que em geral, nao sao simples no que diz respeito as

suas solugoes.
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Inicialmente explicitaremos tais equacoes diferenciais das geodésicas sem
nos preocuparmos com suas solugoes. Antes de expressid-las reemlembremos
de alguns conceitos.

Seja y(t) = x(u(t); v(t)) uma curva diferencidvel. Entao
Y (t) = u'x, + v'x,. (2.11)
Diferenciando esta equagao, temos
7' (1) = Xyutt? + XU + 2% W'V + Xyt + x,0” (2.12)

em que 0S vetores X.; Xuy € Xy, podem ser expressos na base {x,;x,; N}

Ccomo segue

Xuu = 1%y + T3, + €N,
Xy = 1oy + TTox, + N, (2.13)
Xyp = 39X, + 2%, + gN.

Os coeficientes Ffj sao chamados simbolos de Christoffel e podem ser de-
terminados em funcao dos coeficientes da primeira forma fundamental, con-
forme as equagoes abaixo, enquanto que os escalares e, f, g sao os coeficientes
da segunda forma fundamental.

Para determinarmos os simbolos de Christoffel, tomamos o produto in-

terno das trés relagoes com x, e x,,, obtemos os trés sistemas de equagoes

'L E+T%F=1E, (2.14)
I'LE +T2%,F = %EU 2.15)
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F§2E + F%zF =F, - %Gu (2 16)

1 2 v _ 1
em que ao usarmos a Regra de Crammer, encontramos as solucoes dos siste-

mas (2.14), (2.15) e (2.16), isto é, obtemos os simbolos de Christoffel,

1

M, = 5B 7y (O Eu —2FFu + FE,),
2, = M(zmﬁu — FEE, - FE,),
I, = m<GEv — FGy),

% = =g (EC— B

ri, = m@&% -GG, — FG,),
r2, = M(EGU —2FF, + FG,).

Substituindo as equagoes (2.13) em (2.12), obtemos a expressao para o

vetor aceleragao 7" na base {X,, X,, N}

A= (u” + T} (W) 4+ 20,0/ + F%Q(v’)2)xu +
(v” + T3, (u)? + 2T Lu'v + F%Q(v’)Q)xv +

_l’_
+ (e()? +2fu'v" + g(v')*)N. (2.17)

Para termos as equagoes diferenciais que permitem obter as fungoes u(t)
e v(t) das geodésicas y(t) = x(u(t),v(t)) de uma superficie regular x(u,v)
basta anularmos as componentes dos vetores x,, e x,, do vetor aceleragao na

equagao (2.17).
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Desta forma, obtemos o sistema de duas equacgoes diferenciais de segunda
ordem que representa as equacoes de uma geodésica de uma vizinhanga co-

ordenada. Isso pode ser visto através da Proposicao seguinte

PROPOSICAO 2.4.1. (Equagées Diferenciais das Geodésicas). Sejam M
uma superficie com parametrizagdo local, x = x(u,v) e y(t) = x(u(t),v(t)),t €
I C R, uma curva diferencidvel. Entao, v é uma geodésica de M se, e so-

mente se, as fungoes u = u(t) e v = v(t) satisfazem esse sistema de equagoes

u” 4+ T} (u)? + 2T,u'v + Th,(v))? = 0, (218)
o4 TP+ 20!+ TR/ = 0.

em que os simbolos de Christoffel T; sio calculados em (u(t), v(t)).

O sistema (2.18) é denominado como o sistema de equagoes diferenciais
das geodésicas de M.
Como resultado do Teorema de Existéncia e Unicidade, cujo enunciado

estd no Apéndice A, temos a seguinte proposicao

PROPOSICAO 2.4.2. (Ezisténcia e Unicidade de Geodésicas). Dados um
ponto p de uma superficie reqular Ml e w € T,M, existem um intervalo aberto

I contendo a origem e uma Unica geodésica: v : I — M, tal que v(0) =p e

7(0) = w.

Conforme ja mencionado, nas segoes a seguir apresentaremos as equagoes

diferenciais das geodésicas de algumas superficies.

2.4.1 Equacoes diferenciais das geodésicas do plano

Seja x : U C R? — M a parametrizacao do plano dada por
x(u,v) = (u,v,0), onde x,, = (1,0,0) e x, = (0, 1,0).
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Os coeficientes da primeira forma fundamental sao

EF=<x,x,>=<1,0,0><1,0,0> = 1,
F=<x,,x,>>=<1,0,0><0,1,0> = 0,
G=<x,,X,>=<0,1,0><0,1,0 > = 1,

os simbolos de Christoffel sao
F%l = F%l = Fb = Ff2 = F%z = F%z =0.
Assim, o sistema (2.18) para o plano se escrevera da seguinte foma
' =0= u(t) = ap+ bot
V' =0= v(t) = co+ dpt

Ou seja,

x(u(t),v(t)) = x(ap + bot, co + dot).

Logo, as geodésicas do plano sao retas.

2.4.2 Equacoes diferenciais das geodésicas do cilindro

O cilindro reto
S'x R ={(z,9,2) € R* 2 +¢* = 1}
admite a parametrizacao x : U C R? — M dada por
x(u,v) = (cosu,senu,v),

em que U= {(u,v) ER*;0<u<2re—o00<v<+00}.

Para calcularmos a primeira forma fundamental, notemos que

x, = (—senwu,cosu,0) e x,=(0,0,1).
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Portanto,

EF=<x,x,> = 1,
F=<x,x,> = 0,
G=<x,,X,> = 1,

e os simbolos de Christoffel sao
F%l = F%l = Fi2 = F%z = F52 = F§2 = 0.
Assim, o sistema (2.18) para o cilindro em questao ficard da foma

u' =0= u(t) = ag + bot
(2.19)

V' =0=v(t) = co+dot
Note que
Se by = 0 e dy # 0, entao as geodésicas do cilindro sao seus meridianos.
Se dy = 0 e by # 0, entao as geodésicas do cilindro sao seus paralelos.
Se by # 0 e dy # 0, entao consideremos o ponto p = (1,0,0) do cilindro.
Entao supondo que ag = ¢y = 0 fornece o ponto inicial da curva, entao em

particular tem-se a curva
( cos bot, sen byt, dot) )

Dai concluimos que a curva geodésica consiste em uma hélice.
Observemos ainda que se by = 0 = dj, entao a curva geodésica se redu-
ziria a um ponto. Logo, concluimos que as geodésicas do cilindro, sao os

meridianos, os paralelos e as hélices, conforme mostrado na figura 2.8.
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Figura 2.8: Geodésicas do cilindro.

2.4.3 Equacoes diferenciais das geodésicas de uma su-

perficie de revolugao

Seja a : I — R? uma curva no plano yz parametrizada por

(0, f(u), g(u)).

para u € I e denotemos por v o angulo de rotagao em torno do eixo Oz.
A superficie de revolucao obtida pela rotacao dessa curva em relagao ao

eixo 2z tem a seguinte parametrizacao

x(u,v) = (f(u)cosv, f(u)senv, g(u)),

para u € e v € (0,27), mostrado na figura 2.9.
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eizo de rotagdo

- e —
-—— —-——

geodésica

geratriz

(0 fu), g(u))

w_ D) nioé

yl‘u.‘fl isica

Figura 2.9: Superficie de revolugao.

Temos que

Xy = (f'(u)cosv, f'(u)senv, g'(u))
x, = (—f(u)senw, f(u)cosv,0).

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao

G

= <X, Xy >= (f'(w))*(cos® v+ sin’v) + (¢ (u))* = (f'(u)* + (¢'(w))?,
= <Xy, Xy >= —f'(u)cosvf(u)senv + f'(u)f(u)senvcosv +0 =0,

= < x,,%X, >= f(u)?*(cos® v + sin®v) = f(u)?.

e consequentemente obtemos

By = 2(f'(u)f"(u) + ¢'(u)g" (u)),
Gy = 2f(u)f'(u),
= I,=F=G,=0,
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os simbolos de Christoffel sao

- sapon s - S
2, = m&EFu — FEE, - FE,) = 0,Y(u,v),

I, = m(c;ﬂ, — FG,) = 0,Y(u,v),

= e — py (EG. — B.) = ;7“&’;2“)

th = g C9R ~ GG~ PG =~
r2, - M(EGv—QFFUJrFGu) — 0,¥(u, 0).

Assim, o sistema (2.18) para a superficie de revolugao ficara da foma

f/f/l + g/gl/ 9 B ff/

! +<ff> G >2“ R 2.20)
U
V.

Agora de acordo com (2.20), determinaremos as geodésicas de uma su-
perficie de revolugao. De fato, nao é dificil ver que os meridianos u = u(s) e
v = vy parametrizados pelo comprimento de arco s sao geodésicas.

De fato, ao resolvermos sistema (2.20) quando v = vy e u = u(s), teremos
v = 0, e dal a segunda equacao do sistema ¢é satisfeita de imediato e a
primeira equagao fica:

2 [ (W) f"(u) + ¢'(u)g"(u)
(f"(u)? + (¢'(u))?

Como o meridiano y(s) = (f(u) cos vy, f(u) sinvg, g(u)), onde u = u(s), esta

u” + (u) =0. (2.21)

parametrizado pelo comprimento do arco, temos que ||7/(s)|| = 1. Logo,

V) (s) cosw)? + (F(u)u(s) sinwg)? + (g (wu(s)? = 1
(W ()7 + (¢ (W () = 1
(W () (W) + () = 1.
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o que implica que

/ 2 _ 1
WO = Gy 22
Ao derivarmos (2.22), temos
oy (2f (). f"(u)u'(s) + 29 (u)g" (u)u'(s))
2u'(s)u"(s) = (f'(w)? + (¢'(0))?)?
/ " _ _(f,(u)'f”(u)+g,(u)g”(u)) /S 3
B ) A0
vy )+ g )
B ¥ ) RN 00)
Logo,
u//(s) + (f (U)f (’LL) +g (u)g (U))(u’(s))2 — O, (2'23)

(f'(w)? + (g'(w))?

que ¢é a primeira equacao do sistema de equagoes de geodésicas em uma
superficie de revolugao.

Portanto, a segunda equagao do sistema (2.20) também é satisfeita, uma
vez que v é uma constante e v/(0) = 0.

Da mesma forma, mostraremos que os paralelos, u = ug e o angulo de
rotagao v = v(s), parametrizados pelo comprimento de arco, sao geodésicas.

De fato, dado que

u = Uy = constante,

entao
f(u) = ¢ = constante,
logo
f'(u) = 0,Vu,
o que implica que,
v = 0.

A primeira equagao de (2.20) é satisfeita trivialmente. Enquanto que a se-
gunda equacao se reduz a

v =0
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o que implica que

v’ = constante.

Sendo assim o paralelo u = ug = constante e v = v(s) + k ¢é trivialmente
solucao do sistema.

Para obtermos as curvas geodésicas que nao sao paralelos nem meridia-
nos, consideremos a segunda equacao do sistema de equacoes geodésicas de
superficies de revolucao:

ff'(u)
f(u)?

o + 2'v

= 0. (2.24)
Esta equagao (2.24) é equivalente a

(f(u)*v) = f(u)*” + 2f(u) f'(u)v'v' =0
logo

fw' =c,
em que ¢ é uma constante.

Como essa geodésica estd parametrizada pelo comprimento de arco, tem-
se || 7/(s) [|[=1 e a primeira forma fundamental ao longo de (u(s),v(s)), nos
da

W (5)2(f ()2 + o (w)?) + 0/ (5)2f (w)? = 1,

ds 2
Multiplicando ambos os lados da igualdade por (d_s> , obtemos:
v

(%)2 - (%Z§>2<f’<u>2 +g'()?) + (%%Yﬂuﬂ
logo

(%) = (5 (i + ) + Fla)

() - (")

€ como
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podemos reescrever essa igualdade da seguinte forma

O (Y () + () + Sy

du
s pUP ) oy
(f(w)” = <+ Gy <du>.

Usando a ultima igualdade, temos

(FwP-¢ = ¢
U2 =)

() + (5 (0)")
(f(u))? dv

w))? + (g ) (5o

~~

=

(
! (@)E-&
! (“’\/ e aaE

(

¢ \/<f/<u>>2 + (¢'(u))?
)\ () -

Concluimos entao, por integragao, que

_ [t JF@P (@)
0T / f(u>\/ (f(w)?*—¢ du+ky, (2.25)

em que k; é uma constante.

=l

)
)
)

35

Na figura 2.10 é mostrado as geodésicas de superficies de revolugao que
nao sao paralelos e nem meridianos, isto é, é aquela curva em que a normal

principal de cada um de seus pontos coincide com a normal a superficie.
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Figura 2.10: Geodésicas em superficies de revolugao que nao sao paralelos e

nem meridianos.

2.4.4 Equacoes diferenciais das geodésicas da esfera

Seja x : U C R? — M a parametrizacao da esfera dada por
x(¢,0) = (sen ¢ cos f,sen ¢ sen @, cos ¢),

em que (0 < ¢ <) e (0 <6 <2m), e conforme mostrado na figura 2.11.
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Figura 2.11: Superficie Esfera.

Temos que

X, = (cos¢cosf, cospsend, —seno),

X9 = (—sen¢send,sen¢cosb,O0).

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E =< Xy, Xp > = 1,
F=< Xy, X9 > = 0,
G =<xp,X9> = sen’o,

e os simbolos de Christoffel sao

P%l = F%l = F%z = ng =0,

() oms
rl, = —w.
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Assim, o sistema (2.18) para a esfera em questao ficard da forma

y sin 2¢ ne
i ]' /n/
0" + (286112(;5) sen (2¢)¢'0" = 0.

A partir de (2.26), determinaremos as geodésicas da esfera. Em relagao a

(2.26)

segunda equagao de (2.26), facamos a seguinte mudanga de varidvel

w = (sen” ),

logo
w' = (sen 2¢)¢’
o que implica que
w/
sen 2¢ = g
de modo que a segunda equacgao de (2.26), se transforma em
w/
0"+ —6 =0
w
9// w/
R 2.27
4 w’ ( )

uma equagao diferencial separdvel. Integrando ambos os lados de (2.27),

0// w/
T
obtemos,

nf = —lnhw+lncg

&1
/
6 — E,

isso implica que
C1
0 = 2.28
sen? ¢ ( )
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e consequentemente,
C1
0= ds. 2.29
/ sen? ¢ s (2:29)
Da primeira equagao de (2.26) e usando a mesma mudanga de varidvel
w = sen’o
W' = (sen20),
obtemos,
1w
¢,/ - 5&(0/)2 - O, (230)
entao, multiplicando a equagao (2.30) por ¢, tem-se
1 /
¢//¢/ _ §%¢/(9/)2 — O,
1w
¢ = 55037
essa ultima equagao é equivalente a
1d 1w
5@@’)2 = 5@@ (2.31)
integrando (2.31),
1d . 1 [1w
/§£(¢) = 2/2w2 1
1 11
§(¢/)2 = —035— + k1
<¢/)2 . C% + ]{?
sen? 6 !
2
c
I - 1
¢ sen? 6

Logo, obtemos 6 e ¢,
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em que k; e ko sdo constantes. Assim as geodésicas da esfera sao equacoes

que satisfazem ¢ e 6.

2.4.5 Equacgoes diferenciais das geodésicas da esfera

como superficie de revolugao

Nessa secao, determinemos as geodésicas da esfera de raio r sob a otica

da esfera ser uma superficie de revolugao. Sua parametrizacao é dada por
x(¢,0) = (rsen¢cosf, rsen ¢send, rcos @),
onde (0 < ¢ <m)e (0<6<2m). Tem-se que
f(¢) = sen g,
Da mesma forma temos que
9(6) = cos 6.
Para obtermos os paralelos que sao geodésicas, devemos ter
f'(¢) = cos o,

ou seja,

Se ¢ = g, tem-se

x(p,0) = <sen (g) cos 0, sen <g> sen @, cos gb),

x(¢,0) = (cosf,senb,0).

Portanto, o equador ¢é o unico paralelo que é uma geodésica.
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De acordo com a equagao (2.25), a equagdo da outra geodésica da esfera

como superficie de revolucao é dada por

9 - c/ 1 ( c082¢+sen2¢>d¢+kl

sen ¢ sen? ¢ — c?

c
do + k
/semb sen? ¢ — ¢? Ptk

em que k; é uma constante. Assim, para ¢ = 0, tem-se 6 = ki, em que k; é
uma constante. Nesse caso, as geodésicas sao seus meridianos.

De maneira equivalente, de acordo com Alves. S., em [1] é possivel cal-
cularmos a geodésica da esfera usando a ideia de circunferéncias maximas.

Quanto maior o raio de uma circunferéncia, mais ela se aproxima de ser
uma reta. Como as circunferéncias de maior raio contidas numa superficie
esférica S sao as circunferéncias maximas, é razoavel esperar que a distancia
em S entre dois pontos A e B seja o comprimento do arco menor AB da
circunferéncia maxima que passa por A e B.

Primeiramente, supomos sem perda de generalidade que a superficie esférica
que estamos trabalhando tem raio igual a 1 unidade e que seu centro é a ori-
gem do sistema ortogonal de coordenadas cartesianas.

A seguir, pela simetria da superficie esférica, assumiremos que o ponto A
seja o Pélo Norte e o ponto B, serd dado pelas suas coordenadas geograficas
que vamos supor medidas em radianos. Digamos que a latitude de B é 0(t)
enquanto que sua longitude é ¢(t). A circunferéncia maxima que passa por
A e B contém o meridiano por B de modo que o arco menor AB tem por
comprimento g — 0.

Consideraremos uma trajetéria arbitraria ligando os pontos A e B. Mos-
traremos que seu comprimento é maior ou igual a g — 01, conforme figura

abaixo:
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Figura 2.12: Vetor posicao da trajetdria que liga os pontos A e B.

De fato, ao imaginarmos viajando de A até B, em cada instante ¢, esta-
remos num ponto do globo terrestre com uma latitude 6(¢) e uma longitude
¢(t). Iniciando a trajetdria no instante ¢ = 0 e a finalizando no instante ¢,

teremos

000) =2, ot) =6,

d(t1) = ¢1.
Essa trajetoria arbitraria ligando A a B é entao descrita por um vetor

posicao dado em coordenadas geograficas,
x = cosf(t)cosp(t),
y = cosf(t)seno(t),
z = senf(t),

emque 0 <0< 7me0<¢p< 2w, ou seja,

—

r(t)= (cos 0(t) cos p(t), cos O(t) sen p(t), sen 0(25)), 0<t<t;. (232
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Ao derivarmos a fungao vetorial (2.32) em relagao ao tempo ¢ obteremos o
vetor velocidade da trajetdria e consequentemente sua velocidade no instante
t, isto é

N

rﬁ):(mﬁ+m§wwwﬂ.

Note que

||7‘ )= V0 (1)2 + cos () (t)2 > /0 (1)2 = |0/ (t)| > —0'(¢).
O comprimento da trajetoria é calculado pela expressao
t1 —
L:/|W@Mt
0
Assim, temos que
t1
Lz/-#@ﬁ:—pmywmﬂzi—m
0

e temos assim provado o resultado desejado.

2.4.6 Equacoes diferenciais das geodésicas do paraboldide
eliptico

Seja x : U C R? = M uma parametrizacao do paraboloide eliptico dada por
x(u,v) = (ucosv,usenv, u?),

em que 0 < u < 27 e 0 < v < 2m, cuja imagem é dada por 2.13.
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Figura 2.13: Superficie Paraboléide Eliptico.

Dessa forma, os coeficientes da primeira forma fundamental sao

F=<x,,%,> = 144
F=<x,x,> = 0,
G =<xX,,X,> = u,

e os simbolos de Christoffel sao

4u

L = ——

1 14 4u?
P%l - F%Q - F%Q =0,

1

r2, = -

12 u?

U

r, = ——

= 1+ 4u?

Assim, o sistema (2.18) para o paraboloide eliptico em questao ficard da foma

(1 + 4u?)u” + dur — wv® =0
(2.33)

w” 4+ 2u'v' =0



2.4 Equacgoes das Geodésicas 62

Mostremos que os paralelos u = wug e o angulo de rotagdo v = wv(s) sao
geodésicas. De fato dado que u é constante, a equacgao 1 do sistema 2.33, se

reduz a

o que implica que

Logo, u = ug e v = vy, isto é, u e v sdo constantes. Assim, para u = uy,
o sistema nao tem solucao. Portanto, os paralelos nao serao geodésicas do
paraboldide eliptico.

Mostremos que os meridianos v = vy e a curva u = u(s) sdo geodésicas.
De fato dado que v é constante, temos a solucao trivial.

De fato dado que v é constante, a equacao 1 do sistema 2.33, se reduz a

o que implica que

Logo, a equagao 1 do sistema 2.33, dependenderia apenas de u(s). E a equagao

2 do sistema 2.33, se torna

E portanto, os meridianos sao geodésicas do paraboldide eliptico. Note que,
quando v = 0 = u, a geodésica se reduz a um ponto.
Obteremos agora as curvas geodésicas que nao sao paralelos e nem meri-

dianos. Da equacao 2 do sistema 2.33, temos

w” = —2u'v' (2.34)
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o que implica que
U// ul
— =—-2— 2.35
” " (2.35)
a qual é uma equagao diferencial do tipo separavel.
Ao resolvermos 2.35, otemos
Inv' = —2Inu+Inc. (2.36)
e assim
c
v = R (2.37)
Logo
c
v = ﬁds. (2.38)

Supondo que a geodésica do paraboldide eliptico estd parametrizada pelo

comprimento de arco, entao podemos assumir que
I7'(t) = E(w)* + G')* = 1.
Assim, ao substituirmos (2.37) em (2.39) obtemos

(1 + 4u®)(u')? + u? (i) = 1.

ul

Ao resolvermos (2.40), obtemos

2 1
= 1= — F(u).
Y u2<1+4u2> (u)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

Logo, a equagao (2.41) é solugao da equacao da geodésica do paraboldide

eliptico.
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2.4.7 Equacoes diferenciais das geodésicas do paraboldide

circular como superficie de revolucao

Agora determinemos as geodésicas do paraboloide visto como uma su-
perficie de revolucao gerado pela rotacao da curva z = y?,z = 0 em torno do

eixo z. Assim, uma parametrizacao é dada a seguir
x(u,v) = (ucosv, wusenv, u?)
para u =z e v € (0,27), em que

flu) = u.
Da mesma forma, temos

g(u) = u”.
Assim da equagao (2.25), a equacgao de uma geodésica do paraboléide de

revolucao ¢ dada por

1 [T+ &2
U:c/—< j;ii)m+kh (2.42)

u u? —c?
em que k; é uma constante.
Assim (2.42) é a equagao geral de uma geodésica de um paraboloide de
revolucao que nao é necessariamente um paralelo e nem um meridiano.
Em particular, quando ¢ = 0, temos que v = vp, 0 que implica que v(u)

é uma curva geodésica do paraboldide circular.

2.4.8 Equacoes diferenciais das geodésicas do parabolédide
hiperbdlico ou sela
Seja x : U C R? — M uma parametrizacao do paraboloide hiperbédlico dada

por

x(u,v) = (u,v, u? — 1)2),
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onde 0 <u<2rel<v<2m.

Dessa forma, os coeficientes da primeira forma fundamental sao

2
EF=<x,x,> = 1+4u”,
F=<x,x,> = —4uv,
2
G=<x,,X,> = 1+ 4v*

e os simbolos de Christoffel sao

! 4u
o 42+ 402+ 17
—4
F%l = . )
qu? + 40?2 + 1
F%Q = 1—% =0,
oo 4u
2 4u? 4+ 402 + 17
4
3, = ————.
4u? + 40?2 + 1

Assim, o sistema (2.18) para o paraboloide hiperbdlico ou sela em questao

ficard da foma

4u 4
" 1AV AV
+ | — - — =0
Y (4u2—|—4’l}2+1)<u) (4u2—|—41}2+1>(v>

4u 4v
" AV N2
+ — - — =0
! (4u2+4v2+1)(u) (4u2+4v2+1)<v)

Observe que o sistema (2.43) é nao-linear, e, portanto a solu¢do nao é trivial.

(2.43)

2.4.9 Equacoes diferenciais das geodésicas do cone
Consideremos o cone M C R? de equacao
22 =2+

Uma parametrizacao para esse cone ¢ dada abaixo

x(u,v) = (ucosv,usenv,u),
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em que 0 < u < 400 e 0 < v < 27, conforme mostrado na figura 2.14.

Figura 2.14: Superficie Cone.

onde concluimos que

x, = (cosv,senv,1),

x, = (—usenv,ucosv,0).
Dessa forma os coeficientes da primeira foma fundamental sao

EF=<x,x,> = 2,
F=<x,x,> = 0,

G=<x,,X,> = u”.
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e os simbolos de Christoffel sao

F%l - F%l - Fb - F§2 =0,
1

2, = =

12 o’

rL, = ——.

22 9

Substituindo no sistema (2.18) para o cone ficard da forma

" (g> e (2.44)

2
v + (—)u'v/ =0
u

Para u = uy = constante, a equacao 2 do sistema 2.44, se reduz a

e a equacao 1 do sistema 2.44, se torna
v =0.

Assim, os paralelos nem sempre serao geodésicas do cone.

Para v = vy = constante, a equacao 2 do sistema 2.44, se reduz a
v = 0.
e a equacao 1 do sistema 2.44, se reduz a
u’ = 0.

E portanto, os meridianos sao geodésicas do cone.
Encontremos agora as geodésicas do cone que nao sao nem paralelos e
nem meridianos.

Da equacao 2 do sistema 2.44, temos

2
V= —=u (2.45)
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o que implica que

Z 9~ (2.46)

a qual é uma equagao diferencial do tipo separavel.

Ao resolvermos 2.46, otemos

Inv'=—2Inu+Inc. (2.47)
e assim
c
o= (2.48)
Logo
c
v = Eds + k. (2.49)

Em particular, quando ¢ = 0, temos que v = vy, 0 que implica que v(u)
¢ uma geodésica do cone.
Considerando que a geodésica do cone estd parametrizada pelo compri-

mento de arco, entao podemos assumir que

|7/ (1) ||= Bu? + Gv™* =1 (2.50)

Ao substituirmos (2.48) em (2.50) obtemos

1 Ju?—¢?
A = F(u). 2.51

Logo, (2.51) é solugao da equacdo que representa a geodésica do cone.

2.4.10 Equacgoes diferenciais das geodésicas do toro

Seja M C R? o toro dada pela rotacao da circunferéncia

(y—3)2+22:1 e =0,
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e x: UC R? — M sua parametrizacao dada por
x(u;v) = ((34 cosv) cosu, (3 4 cosv) senu, senv)),

em que 0 < u < 27 e 0 < v < 2w, conforme mostrado na figura 2.15.

Figura 2.15: Superficie Toro.

Temos que
X, = ( — (34 cosv) senu, (3 + cosv) cos u, 0),
X, = ( — (senw) cos u, —(sen v) sen u, cos v) :

Dessa forma, os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E=<x,%,> = (3+cosv)?
F=<x,x,> = 0,

G=<x,,X,> = 1

Y
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e os simbolos de Christoffel sao

F%l = 1?2 = F;2 - 1%2 =0,

I'7, = (3+cosv)senv,
Lo senv
12 3+ cosw

Assim, o sistema (2.18) para o toro em questao fica da foma
o ( 3sen v )u’v’ _0
3+ coswv (252)
v" + sinv(3 + cosv)(u')? = 0.

Daremos a seguir as geodésicas desse toro.

Para u = g, a equagao (1) do sistema (2.52), se reduz a

u// — O,
e a equacao 2 se reduz a
v =0,
o que implica que
v =0
e assim
v=uo(s)+k

Para v = vy, a equagao (1) do sistema (2.52), se reduz a
u// — O
E a equacdo (2) do sistema (2.52), se reduz a
senv =0&v=0 ou v=m.

Assim a curva v = 7 é equacao de uma das geodésicas do toro.
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Obteremos agora, as geodésicas gerais do toro. Na equagao (1) do sistema

(2.52), fagamos a seguinte mudanga de variavel

w = (3 4 cosv),
o que resulta que
w' = —(senv)v’,
ou seja,
w/
senv = ——,
/U/

de modo que
/

w
u” +3——u'v' =0,
v'w

logo,
w'’

u’" +3 =0,
w

e por consequencia,
" /
w
—_— = —3—’

! w

cuja solucao ¢é dada pela integragao abaixo

ull w/

— = -3 =,
!/

u w

isto é
Inu' = —-3lnw+Ine,

logo

I (&1

u E,
isso implica que
= a
(3 + cosv)3’

e por integragao, obtemos

u—/Lds
) B+cosv)

(2.53)

(2.54)
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Trabalharemos agora com a segunda equagao do sistema (2.52).

A segunda equacao é dada por
V" + senv(3 + cosv)(u)? = 0. (2.55)

Usando a equagao (2.53), e a mesma mudanca de varidvel, a equagao (2.55)

se torna,

/ 2
w (5

" o
entdo, multiplicando a equagao (2.56) por v/, tem-se

/ 2

w ¢
V" — —w—0" =0,
v w
logo
/.2
w'e
o — 1 _ O,
5
w
essa ultima equacgao é equivalente a
2.,/
1d, , cw
5= (2.57)

cuja solucdo por integracao de (2.57), é dada por
1d, Aw'

/st@) _/ wd

Ld o o fw

/§£<U) —01/57

que por integracao, temos

[P ct
W) =g th
o que implica que
2
c
(v)? = —2—1;4 + k1

consequentemente

() =k = 5 (2.58)
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cuja solucdo por integracao de (2.58) é dada por

w
ot
B /\/k1 23+ Cosv)4d3’

em que k; é uma constante.

Logo, obteremos os parametros u e v, isto é,

C1
3 + COSU

v /\/k1 3+cosv)4d8'

Assim as geodésicas do toro sao equacgoes que satisfazem u e v.

2.4.11 Equacgoes diferenciais das geodésicas do toro como

superficie de revolugao

De acordo com a abordagem dada na secao 2.4.10, determinaremos agora
as geodésicas do toro como uma superficie de revolugao com a mesma para-

metrizagao dada por
x(u,v) = ((3 4 cosv) cosu, (3 + cosv) senu,senv)),
em que 0 <u < 2me0<wv <27 Assim, nés concluimos que
f(v) = (3+ cosv),

analogamente, temos
g(v) = senw.

Para que os paralelos sejam geodésicas, devemos ter
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Se v = 0, temos que a geodésica sera

a; = (34 cosOcosu,3+ cosOsenu,sen0),
= (3+cosu,3+senwu,0),

ou seja, a circunferéncia exterior do toro. Se v = 7, temos que a geodésica

sera

as = (34 cosmcosu,3+ cosTsenu,sent),
= (3—cosu,3 —senu,0),

ou seja, a circunferéncia interior do toro.
De acordo com a equagao (2.25), a equagao da outra geodésica do toro

como superficie de revolucao é dada por

u - c/ 1 cos? v + sen? v Qo+ k
B (3 + cosv) (34 cosv)? — ¢? b
1

C/ (3+ cosv)/(3 + cosv)? — ¢2

em que k; é uma constante.

dv + k’l, (259)

Logo, (2.59) determina as geodésicas do toro que nao sao paralelos e nem
meridianos. De uma forma geral, concluimos que as equacoes diferenciais do

toro visto como superficie de revolucao nao sao elementares.

2.5 Aplicacao Exponencial

Nessa secao, apresentaremos as ideias sobre a aplicagao exponencial, a
qual, fixando-se um ponto p € M de uma superficie regular, associa a vetores
v € T,M, pontos que estao nas geodésicas que partem de p na direcao de v.

A importancia de estudarmos tal aplicacao é parametrizar um ponto
critico p da funcgao curvatura de Gauss no sistema de coordenadas geodésicas

polares.
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Na subsecao 2.2.1 trabalhamos com defini¢oes e exemplos em relagao ao
plano tangente a uma superficie. Analogamente na secao 2.3, foi definido e
apresentado o que é uma geodésica de uma superficie. Sendo assim, é possivel
definirmos com mais precisao a aplicacao exponencial.

Geometricamente, a construcao corresponde a percorrer (se possivel) um
comprimento igual a || v || ao longo da geodésica passando por p na diregdo

de v. O ponto assim obtido é denotado por exp,(v).

DEFINICAO 2.5.1. Dado um ponto p € M e um vetor v € T,M # 0.
Pelo Teorema de Fxisténcia e Unicidade, existe um dado € > 0 e uma unica
geodésica v : (—€,€) — M que passa pelo ponto p e que € tangente ao vetor
v tal que

¥(0,p)=p e ~(0,p)=v.

DEFINICAO 2.5.2. Sev € T,M, v # 0 € tal que

(1 ) =

v ]

esta definido, entao definimos a aplicagao exponencial de v por

exp, : T,M~R" — M,

exp,(v) = 7(1,v).

exp, : T,M~R" — M,
exp,(0) = p.

PROPOSIQAO 2.5.3. Dado p € M eziste um € > 0 tal que exp, € definida

e diferencidvel no interior de um disco de raio € de T,M, com centro no ponto

p.
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PROPOSICAO 2.5.4. A aplicacio
expy : B C T,M — M,
¢ um difeomorfismo em uma vizinhanca U C B, da origem O de T, M.

As demonstracoes podem ser encontradas em [4].

2.6 Distancia de Hausdorff

Distancia de Hausdorff é a maneira de como medimos a distancia entre
dois conjuntos A e B em qualquer variedade. Dados dois conjuntos A e B na
variedade M, a distancia de Hausdorff nos permite definir a distancia entre

esses dois conjuntos.

DEFINIQAO 2.6.1. Em uma variedade M, a distancia de Hausdorff entre

dois conjuntos A e B € assim definida
Dy(A,B) :=inf~o{r >0:ACT.(B) e BcCT. (A},

em que

T.(X) :={pe M: dist(p,X) <r},

sao todos os pontos em M, tais que dist(p,X) é a menor distincia entre o

ponto p ao conjunto X.

De maneira similar, temos a defini¢ao de distancia usual que é equivalente

a distancia de Hausdorff.

DEFINIQAO 2.6.2. Em uma variedade M, a distancia usual entre dois

conjuntos A e B € assim definida

D(A;B) .= inf{d(x;y) : x € A;y € B}.
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EXEMPLO 2.6.3. Sejam o conjunto A = [0;1] x [0;2] e o conjunto B =
[2;3] x [0;1] definidos em R?, conforme mostrado na figura 2.16, disponivel

em [10)].

Figura 2.16: Distancia entre A e B.

Conforme a figura, podemos observar que dg(A;B) = /5 e que d(A;B) =

2.7 Teorema de Sard

Nessa secao, apresentaremos o teorema de Sard que diz respeito aos va-
lores regulares de uma dada aplicagao diferenciavel f: M — N.

Esse Teorema sera usado para mostrarmos que a classe de superficies que
contém a sequencia de curvas que convergem para o ponto critico da funcao
curvatura de Gauss nao sao comuns, visto que existéncia de tais sequéncias
de curvas sao raras uma vez que o conjunto de pontos criticos tem medida

nula.
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Segue o enunciado do Teorema.

TEOREMA 2.7.1. Teorema de Sard. Sejam M™ e N" variedades e uma
aplicacao f : M — N diferencidvel. Os pontos criticos de f constituem um

conjunto de medida nula em N.

Destacamos que, ao falarmos de conjunto de medida nula, nao estamos
falando do ponto de vista da Teoria da Medida, mas sim sob o ponto de vista
de Topologia, isto €, se refere ao recobrimento por conjuntos abertos, cuja a
soma dos volumes tende a zero.

A demonstracao desse Teorema foge do objetivo dessa dissertagao e serd

omitida. Indicamos a referéncia [3] para maiores detalhes.



Capitulo 3

Curvatura Geodésica

Nesse capitulo daremos a introdugao sobre a curvatura geodésica k, de
uma curva, a qual mede o quao longe a curva é de ser uma geodésica. Assim,
um dos resultados importantes sobre curvaturas geodésicas é apresentado

através da seguinte proposi¢ao abaixo conforme [4]

PROPOSICAO 3.0.1. (Liouville). Seja ¢(s) uma parametrizagcio pelo
comprimento de arco de uma cuva reqular que passa pelo ponto p € M. Seja
x(u,v) uma parametriza¢ao ortogonal de M em p, isto é F = 0 e a(s) o
angulo entre x,, e ¢'(s) orientado a partir de x,,.

A curvatura geodésica kg da curva I' € dada por

d 1 dinE 1 ol
= oln cos aLGsena. (3.1)

1T T /g v YT oUE ou
Apos apresentarmos a expressao que representa a curvatura geodésica,
daremos a expansao da métrica da superficie Ml em coordenadas geodésicas
polares, e em seguida apresentaremos a expressao que define a curvatura

geodésica de uma curva.

79
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3.1 Parametrizacao em coordenadas normais
e geodésicas

Dado p € M, seja {e1,e2} uma base ortonormal de T,M. A vizinhanga
do ponto p € M, serd parametrizada em coordenadas geodésicas normais

(71, 22) € R? através da aplicagao exponencial,

d(x1,T2) = expy(x1€1 + Ta€2).

E em coordenadas geodésicas polares essa aplicacao exponencial, se rees-

creve dessa forma
U(r,0) = expy(r(cos(f)er + sin(f)ez))
com (r,0) € [0,00) x S'. Dessa forma, é conveniente escrevermos
O(0) := cos(f)ey + sin(f)ey € T,M,

onde a fungao © representa o vetor unitario.

Dado que a métrica em coordenadas normais no plano é dada por
ds* = dx? + da3,
e a métrica em coordenadas polares no plano é dada por
ds* = dr® + d6”.
Assim, a métrica g pode ser escrita como sendo,
U g =dr* + f(r,0)do*

Logo, a curvatura de Gauss no ponto de coordenadas (r, #) pode ser escrita

€omo
o2

KoV = —T—f.
/
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De fato, a curvatura gaussiana em coordenadas geodésicas polares, dada
a métrica g acima e tomando £ = 1 e G = f? é dada pela seguinte expressao

1 VG
VG Or?

-7l (5)]
o (0
-1 5(5)
o;f

= - (3.2)

PROPOSICAO 3.1.1. A funcio [ admite a sequinte ezpansio em série

K =

de Taylor em poténcia de r dada a sequir

f(r,0) = r— éK(p)r?’ — %V@K(p)fl + %O (K(p)2 — 3V2@K(p)>7“5 +

+ 0,(r°). (3.3)
Prova. Temos por definicao de coordenadas geodésicas que
f(0,0) =0 e 9.f(0,0) =1.
Da equagao (3.2), a curvatura de Gauss é dada por
0’f = —Kf. (3.4)

Ao derivarmos (3.4) com respeito a r, obtemos

(0K of I(Kf)\ 99
1= (1) (450

or 00 or’
onde
I(Kf)\ o0 B
(—80 ) Y —Vokr
Entao,

Of=—-Ko.f—VeKf. (3.5)
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Dado que
f(0,0)=0 e 09,f(0,0) =1,

temos que
93 f(0,0) = —K(p).
Assim, ao continuarmos esse processo, derivando (3.5) com respeito a r, temos

Of=—(VEK(p)f +0,fVeK(p) + 0, fK + VoK, f),

e assim

O f = =VeK(p)f —20,fVeK(p) — KO} f. (3.6)

Da mesma forma que foi feito anteriormente, temos
9;1(0,0) = —2Ve K (p).

Ao derivarmos (3.6) com respeito a r, obtemos

hf = — (VoK) f +0.fVEK(p)) — (2V40,f K (p) + Ve K (p)dZf)
— (82fK + VoK. f)
= —VLKf—3VLKO.f —3VeKO, f — KO3f. (3.7)
Dado que

£0,0)=0 e 8,£(0.0) =1,

temos

G31(0,0) = K (p)* — 3V3K (p).
Ao expandirmos em série de Taylor em poténcia de r, resulta a expressao
abaixo, ou seja,
1 L 2 13 3
f(ra 0) = f(07 0) + ia’/‘f(o7 Q)T + Earf((h Q)T + yarf(()? Q)T

1 1
+ E@ff(o, 9)7”4 + aaff(o, 9)7’5 + Oprﬁ.
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Assim, dado que
f(0,0) =0, 0,f(0,0)=1, e 0>f(0,0) =0,

entao

f(r,0) =r— éK(p)rS - %v@f((p)r‘l + 1—;0 (K(0)* = 392k())r° +0,°).

]

3.2 Expressao para a curvatura geodésica

Agora recordemos a expressao para a curvatura geodésica de uma curva
suave '] a qual é parametrizada em coordenadas polares geodésicas centradas

no ponto p por

0 — (r(6),0)),

cujo grafico é mostrado na figura 3.1.

(X

Figura 3.1: Grafico Local de T'.
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LEMA 3.2.1. A curvatura geodésica k, da curva I' no ponto U(r(6),0)), é

dada por

1
hy=———375 (r’aef + 2020, f —r"f + 3rff2)7 (3-8)

(7’/2 _|_f2>
em que f € calculada no ponto (r(0),8)).

Prova. A demonstracao do Lema decorre da férmula de Liouville conforme
[4] para a curvatura geodésica. De fato, suponhamos que (u,v) sejam coor-
denadas isotérmicas, isto é F' = 0 na superficie Ml de tal forma que a métrica

g possa ser escrita como

g = Bdu® 4+ Gdv?,

em que E e G dependem de u e v.

Além disso, sejam que C(s) := (u(s),v(s)) uma curva imersa em M pa-
rametrizada pelo comprimento do arco e a o angulo entre o vetor velocidade
0,C e 0,.

Dessa forma, a formula de Liouville fornece a curvatura geodésica que é

dada a seguir

- do 1 0OlnE 1 JlnG .

1= 05 ova oo Y oUE ou

Umavez que £ =1, G = f2e F =0, temos

_da 12f(0,.f)
kg = E—i_gT

Sena.

Logo, a curvatura geodésica para a curva [' é

_da 0. f
b=+

sena,

onde « é o angulo entre r-linha e a curva I'.
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Além disso, temos que
,r,/
COS QN = ———= (3.9)
/le + f2
e
sina = / (3.10)

S

Ao derivarmos a equagao (3.9) em relacao a 6 e usando a equagao (3.10)

temos,
~sinal2 _ VIR =y QTITIIji,(ff;Zfaef)
a0 e |
logo \/7 .
1o _(TVTRTOT v
Nt o |
assim

f do B 7“"(’/‘/2 + f2) o 7”/(7“’7“” + f(grfT, + a@f))
/712 —l-fQ@ a (r'2 + f2) 7

o que implica que

dox (T”f2 — [0 fr + (%f)?“’)

Tas = (> + 1)

portanto

do (1" = (O:fr" + 0o f)r
&~ (2 + f2) |
Uma vez que

da _dadt
ds  df ds’
e que
NG
concluimos que
do 1

ds PP
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Assim,

da 1 1 , , "

& R (e ) (7“(@9“&1”7“)—]”7“)

1
= ————————— | Ogf +O.fr —fr”),
(r’2 +f2)3/2< ( )
Logo
kg = da + ) sina = v 73 (rlagf + 2720, f — 1" f + f28rf).
ds f <r’2+f2> /

]

Agora escreveremos a férmula (3.8) para curvas I', ), as quais podem

ser parametrizadas no ponto p em coordenadas polares por
r(0) = e(1 — w(9)),

onde € é suficientemente pequeno e w é uma perturbacao suave.
Essa parametrizacao acima provém do fato de que, r sendo uma uma

funcao analitica de 0, isto é,

r = h(0).

Expandindo a funcao h em série de Taylor em torno de zero, temos

_ , W'(0) p | R"(0) 5 h40) 4 | B2(0) hm(0) .,
r = h(0)+1'(0)0 + 5 6° + 3 0° + o 0* + = @ +...+ o 0" + ..
W), h"(0) o  R"(0) 5 R"(0) htm (0)
= 1 "
r= MO0 )" e T amo)” T )’
—(6)

e segundo alguma coisa, podemos escrever,

r(0) = e(1 —w(0)). (3.11)
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De maneira andloga, ¢ possivel definir a curvartura geodésica da curva
I'(p,ew) como na equagao (3.8).

De (3.11), temos,
r'(0) = —e'(0) e r"(0) = —eu"(0).

De fato, da equagao (3.8), segue-se que

/{g = W (T’aaf + 27’/2&"][ - T/,f + arff2> :
Como
I 1 _ !
) 2\3/2 3/2 3/2
e (G e ()]
temos que

1 rOpf  2r"0.f r"f O, ff?
kg = 3/2 - :

T

Ao substituirmos " e r” segue-se que,

1 —ew'Opf  2e2w"™0.f ew? O.f
) = o | S e 5 o
1+

PROPOSIQAO 3.2.2. A cuvatura geodésica da curva I, .., pode ser ex-
pandida em poténcia de € e w da sequinte maneira

1

cky(p, € w) = 1= (gK(p)63> - (%VGK(p)e?’) _

— (HEEP + VKD ¢+ 0€) +

1 1
+ (1 + §K(p)62> (05 + Dw + € Lo (w) +w” + 50./2 +

+ 2w’ + QP (w) + QP (w), (3.13)
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onde o subscrito em O,(€®) € uma fungao em torno de p cujo mddulo é menor

que ce®.

Prova. A prova decorrera das seguintes observagoes:

i. A expressao da forma L, .(w) denota um operador diferencial linear de

segunda ordem tal que, existe uma constante ¢ > 0 independente de

peMeee (0,1) tal que,

Yw € C2(SY).

ii. Dado a € N, qualquer expressao da forma Q;ae) denotarda um operador
diferencial nao linear de segunda ordem tal que, Qz(fe) (0) = 0 e existe

uma constante ¢ > 0 independente de p € M e € € (0, 1) tal que,

| Lpe(w) leosn < ¢ || w llezesry,

I Qé‘?(wz) - Qz()?s)(wl) lcosy <

a—1
< C( | we [le2esry + [ wi [le2smy ) | wa —wr [le2(smy,

desde que: || w; [|ersn< 1,5 =1,2.

De (3.3), dado que r = €(1 — w()), temos que,

E2(1‘.)/2

2
Ew,agf
13
w0, f
IE

€2w”

f2

w? + QP (W) + QR ()
€ Ly(w) + Q4 (w)
wW? + QW) + QR (w)

" " 3 2M)(2
W'+ 2ww” + Q;,e)(w) +e€ ngg(w).

Novamente por (3.3), temos que,

o, f 11

f r 3

1
45

(10) = 7= 3K =Tk ()"~ (K2 0) + 15 VEKG) ) 400



3.2 Expressao para a curvatura geodésica 89

Tomando r = ¢(1 — w), temos,

of 1 , 1 ) IR |- 1
AL 1 IK0)® - VK — (K0 VK ) ¢+
1
+ 0@E) + (1 +3K WQ) w+ ELep(w) +w? + QF) +
4 EQQE?(W), (3.15)

e ao substituirmos em (3.12), terminamos a prova da proposicao. O



Capitulo 4

Curvas de curvatura geodésica

constante

No capitulo anterior, a equagao (3.8) determina a expressao para a curva-
tura geodésica de curvas fechadas e mergulhadas nas variedades bidimensio-
nais M. Agora neste capitulo trataremos destas mesmas curvas, mas com cur-
vatura geodésica constante igual a k e conforme mencionado na introducao,
demonstraremos o teorema principal da dissertacao o qual o enunciado é

dado a seguir

TEOREMA 4.0.1. Sejap € M fizado e assumamos que exista uma sequéncia
de curvas fechadas mergulhadas {T;},i € N, com curvatura geodésica cons-
tante k; — oo as quais convergem (na distancia de Hausdorff) para o ponto

p. Entdo p € um ponto critico da funcdo curvatura de Gauss.

4.1 Curvas de curvatura geodésica constante

Nesta secao, mostraremos que uma curva fechada, mergulhada e de cur-

vatura geodésica constante I'; é um grafico normal sobre o circulo geodésico

90
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1 -
de raio € = T Assim iniciamos com a proposi¢ao seguinte

PROPOSIQAO 4.1.1. Seja I’ uma curva geodésica mergulhada em M com
curvatura geodésica constante k = % > k., > 0. Entao existem ¢ > 0 e
um ponto p € M tais que I' pode ser parametrizada em coordenadas polares
centradas em p por 7(0) = (1 —w(h)), onde a funcio w € C*(SY) !, satisfaz

as sequintes condigoes

| w[|c2< ce?

/Oww(ﬁ)cos(e)d(ﬁ) = /0 7rw(@)sen(@)d(@) = 0. (4.1)

Prova. A ideia da prova desta proposi¢ao consite em mostraramos a existéncia
desse ponto p € M com as propriedades acima e, tendo a existéncia desse
ponto, I’ pode ser escrito como grafico normal sobre o circulo geodésico I' de
raio €, para alguma funcao a qual é limitada por ce®. De fato, inicialmente
seja um ponto g € I' e consideremos o ponto p definido da seguinte forma:
o ponto p estda a uma distancia de € = % do ponto g ao longo da geodésica
comecando em ¢ com velocidade do vetor normal sobre I'. Isto pode ser

visualizado na figura 4.1 a seguir

LA fungio w € C?(S?!) significa que estamos tratando de uma funcao de classe C?, isto

é, sua derivada de segunda ordem é uma funcao continua.
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(8

Figura 4.1: Curva com curvatura geodésica constante.

Dado que k é grande o suficiente e que € é menor que o corte local de p e

1

.. centrado em p.

denotemos por T, o circulo geodésico de raio € =

Entao dessa forma, proximo do ponto ¢, podemos notar que a curva I’
pode ser reescrita como um grafico normal sobre o circulo geodésico T, e,
consequentemente I' pode ser parametrizada préximo do ponto ¢ usando

coordenadas geodésicas polares dada por
0~ (r(0),0)

em que

e consequentemente,

conforme figura 4.2.
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TI’

Figura 4.2: Imagem inversa de I' em coordenadas polares.

Seja 6 € (0,7 o maior valor tal que
Ir@) —cll<e e [[7(0) 1< €, (4.2)

Vo € [—6,6).
No capitulo anterior, a equagao (3.8) fornece a expressao para a curvatura

geodésica k, da curva I' no ponto (r(6),6), a qual recordemos

1

ky = W (r'@ef + 2720, f — 1" f + a’r‘ff2> )

em que f é calculada no ponto (r(0),0)).

Pelo Lema 3.2.1, temos que k, = k = %, entao a equagao (3.8) se reescreve,

1 1

kg =k = e (waef + 2120, f — 1" f + 8,~ff2>,
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a qual obtemos que
2

" = FOLf — %fu ?89f+2<%,>2f&f— ?<(1 + (’%)2>3/2 _ 1). (4.3)

cuja solugao é a fungao r(0).

Agora da expressao (3.3) e das desigualdades em (4.2), obtem-se as esti-

mativas para 6 € [0, 6).
(7"/
—0pf = O(e?),
f

1., r? 3
farf—zf :7”—?‘1‘0(6 )

2() 10.1 = 0(€),

€y -0

De fato, a andlise da primeira igualdade decorrerd da derivada de (3.3) em

(4.4)

\

relacao a 6,

1 4 5
g2t ;A 3.0, 2 2 oy 4.
Oof = 1’ —3r 6k(p)r 12V9k:(p)r T+ 120 (k(P) 3V@K(P)>7’ T+
+ 60,,(7’5)7“’,

o que resulta que

Oof = 1’ (1 - %k(p)r2 - %V@k‘(p)r?’ + i (k(p)2 - 3V%K(p)>7"4 +

+ 60,,(7“5)). (4.5)
Portanto
laof | < 262 (4.6)

uma vez que r'(0) = 0 e 7(0) < €%
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Além disso, temos

0 que resulta que

1 1
7 <
T( = §K(p)r* = 5VeK(p)r’ + 135 (K(p)* — 3VEk(p))rt + Op(r5)>
Assim,
1 2
- < (4.7)
f 7]
Logo, temos a primeira igualdade
rof _ e ll2l el s
< = 2¢”. (4.8)
f Fel
Da mesma forma, a derivagao de (3.3) em relagao a r, nos fornece
1 1 1
o f=1— §k(p)r2 — IV@k’(]o)r"3 +51 (k(p)2 - 3V%k(p)> r*+60,(r%). (4.9)
Logo,
lo.flf < r (4.10)

Assim, a partir de (4.2), (4.6), (4.7) e (4.10), as igualdades em (4.4) sao
satisfeitas.

Portanto, concluimos que

0 — r(0)
r(f) = e(1-w(d)),
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é solucao da equagao diferencial de segunda ordem abaixo
2
" =1 — — 4+ 0(e%), (4.11)
€
com r(0) =€ e '(0) = 0. De fato, como

r(0) = e(1 —w(®)),

entdo ao substituirmos em (4.11), obteremos

(1 — w)?

€

+0(€),

—ew" =¢(1 —w) —

ou seja,

W' = —w+ w? + O(e?), (4.12)

com w(0) =0 e w'(0) = 0, e com isso notamos que w = O(€?), W' = O(€?) e
consequentemente, w” = O(€?).
E como

r(0) = e(1 - w(h)),

concluimos que

r=ec+0() eque 1 =0(),

o que implica que # = m, para € suficientemente pequeno.
Além do mais, a curva I' sendo uma curva mergulhada na variedade M,

concluimos que

pois I' é uma curva fechada.

Para finalizarmos a prova, definamos

1 2
P(G, \7,(:)) = —/ wﬁ,g,@@dﬁ S TﬁM
0

™
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Observemos que P depende de v e € (pelo menos quando € > 0 é suficiente

pequeno) e extende para € = 0 com as seguintes condigdes iniciais
P(O, 0, 0) =0 e D(/P(()’O,()) . (Q) =V

Note que
D\"/P(O,O,O) ) (‘7) =V, (4-13)

é a aplicacao identidade. Assim
det (DVP(O,O,O) . (\7)) =1.

Como o determinante de (4.13) ¢é diferente de 0, entdao pelo Teorema da
Fungao Implicita, Ve > 0 e || w ||c2 pequeno o suficiente, existe um vetor
v € T;M tal que

P(e,Ve,w) = 0.

Além disso, dado que

O(0) := cosbe; + sin fes,

27

/ wcosf =0,
0
2

/ wsinf = 0.
0

dZSt(]%ﬁ) < ce || w ”027

concuimos que

Mais ainda, tem-se que

se

p = exp;(ev).
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Vamos a outra proposicao necessaria para a demonstracao do Teorema

principal da dissertacao.

PROPOSIQAO 4.1.2. Nas condigoes da proposicao 4.1.1, existe uma cons-

tante ¢ > 0 na métrica g tal que
I K (p) [ly< ce”,

desde que k = — > k,.

a |

Prova. Pela Proposicao 4.1.1, a curva I" pode ser parametrizada por
r(0) = e(1 —w(0)),

em coordenadas polares centradas em p.

Além disso, temos que
| w lle2= O(e?).
Da equagao (3.13), temos que w é a solugao da equagao seguinte
1
1:=¢eky(e,w) =1— §K(p)e2 + (03 + Dw + O(e?). (4.14)
Dessa forma, de (4.14), temos que em particular,
2 1 2 3
(0 + Dw = 3K (p)e” + O(€).

Dado que a fungio w € L*(S') e ortogonal as fungoes seno e cosseno,

concluimos que

w= %K(p)2 + O(€%).

Temos,

2 1
/(ﬁ+§ﬁ+mmﬂwﬁw—06%
0
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o que resulta nessa integral

o 1 1 1
1 2 2 2 4 _o.
/0 cos@(g[((p)e ~|—<45K (p)+10V@K(p))e)d0 0

E de acordo com (4.1), tem-se,

2
(1 + %K(p)62> / cos 0(0; + 1)wdf = 0.
0

Multiplicando (3.13) por cosf, usando o fato de que
eky(e,w) =1,
e integrando o resultado sobre (0, 27), concluimos que,
1 21
563/ VoK (p) cos0df = O(e).
0

De maneira analoga, temos,

2w
ée?’/ VoK (p)sinfdf = O(e).
0

Note que,
VeoK(p) =dK = aKdr + a—KdH.
0, Oy
Assim,
2 2
Ve K (p) cos (0)d| < / Ve K(p)|l cos(0) ||df] < (dK(p))2m
<1
Logo,

(dK (p)) < O().

O que implica,
I K (p) [lg< e(€?),

1
em que ¢ < —.
2T

O(e?).
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Com as proposicoes 4.1.1 e 4.1.2 estamos agora em condigoes de demons-
trarmos um dos resultados principais desta dissertacao, ou seja, mais preci-

samente o teorema a seguir

TEOREMA 4.1.3. Sejap € M fizado e assumamos que exista uma sequéncia
de curvas fechadas mergulhadas {T'};, i € N, com curvatura geodésica cons-
tante k; — oo as quais convergem (na distancia de Hausdorff) para o ponto

p. Entao p € um ponto critico da funcao curvatura de Gauss.

Prova. Seja K : M — R a funcao curvatura escalar. Por hipdtese existe
sequéncia de curvas fechadas mergulhadas {I'}; com curvatura geodésica
constante k;. Para i grande o suficiente, nés podemos reescrever I'; como

um grafico normal, para alguma funcao limitada

1
| wi lle2< o3, (4.15)
ki
sobre um circulo geodésico de raio ki centrado em algum ponto p; como

mostrado na proposicao 4.1.2 com a seguinte propriedade

1
| AR () < e (4.16)

(2
O fato de I'; convergir para o ponto p implica necessariamente que p; con-
vergira para o ponto p.

Como a funcao K € C*, por continuidade,
| dK () l|= lim || & (py) [|= 0. (417)

Concluimos que dK (p) = 0. O



Capitulo 5

Curvatura geodésica constante

de um d-circulo

5.1 Curva d-circulo

Nessa secao escreveremos a definicao de d-circulo e para tal se faz ne-

cessario algumas novas definigoes.

DEFINICAO 5.1.1. Sejam X e Y duas variedades bidimensionais e ay e oo
duas aplicacoes continuas de X em Y. Dizemos que aq e as sao homotopicas

se existe uma aplicagcao continua
H:Xx[0,1]—=Y, H:(z,s)—y=H(z,s),
tal que
H(z,0) = ai(x), H(z,1) = as(x).

Dessa forma, a medida que s varia no intervalo [0,1] C R, a aplicagao
H(x, s) se deforma continuamente em aplicagoes intermedidrias entre oy e ao.
Assim, a aplicacao a; pode ser deformada continuamente para a aplicacao

Q9.

101
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DEFINIQAO 5.1.2. Um conjunto X € simplesmente conexo se qualquer

caminho fechado oy € homotdpico a um caminho constante co(t) = o, Vt.

DEFINIQAO 5.1.3. Sejam v uma curva fechada e parametrizada em torno
de um ponto p situado fora da curva e d € Nt. O grau da curva d é um
numero que representa o total de wvoltas que a curva descreve ao redor do

ponto p.
Com essas trés defini¢oes podemos dar definicao de d—circulo.

DEFINICAO 5.1.4. Dado d € N, uma curva fechada imersa em M ¢é
chamada um d-circulo se é uma curva de grau d imersa em um dominio

simplesmente conexo de M.

5.2 Curvatura geodésica constante do d-circulo

Conforme mencionado, no inicio, trataremos sobre a curvatura geodésica
de uma curva especial denominada d-circulo conforme definicao em 5.1.4.
A ideia para definirmos essa curvatura consiste em provarmos o seguinte

teorema

TEOREMA 5.2.1. Seja Q um dominio simplesmente conexo em M sobre
o qual a fun¢ao K : M — R possui um unico ponto critico nao-degenerado e
seja d um numero natural positivo. Entao existe k, > 0 tal que se I' € uma
curva fechada de grau d imersa em §2 com curvatura geodésica constante
k > k., entao I' é uma d-cobertura de uma curva mergulhada de curvatura

geodésica constante.

Prova. Uma vez que d-circulos geodésicos sao curvas geodésicas entao pode-

mos assumir que sao validos ao invés de curvas mergulhadas.
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Portanto, se I' é um d-circulo de curvatura geodésica constante, entao ¢é
. . . i 1
um grafico normal sobre o circulo geodésico do raio € = z centrado no ponto
Y . A . c /7 L. ~
g que esta a distancia 7= de p que é um ponto critico da funcao de curvatura
de Gauss, para uma funcao periédica de 27d que pode ser estimada por ce®
na Topologia de C%. Além disso tal grafico normal é tnico.
De fato, suponhamos por absurdo que I'y e I'y sdo dois d-circulos com
curvatura geodésica constante.
Temos que I'; ¢ um multi-grafico normal da 2rd-funcao periédica €; sobre
, . . 1
o circulo geodésico do raio € = - centrado no ponto p;.

Assumamos que
2nd 2nd
/ w; cos Odf = / w; sin6df = 0,
0 0

e que

dist(pj,p) + ijHCz(Sl) < ce?, (5.1)

onde p é o ponto critico da funcao K.
Agora seja ky(g,€,w) a curvatura geodésica da curva parametrizada por
(e(1 = w)),d) em coordenadas geodésicas polares centradas e q.

Assim da equacgao (3.13) obtemos a expansao

1 1 )
ky(q,e,w) = 1— §K(q)62 — ZV@K(Q)€3 + Oq(e4) + (83 + 1w
b L) + Q) (52)

Denotemos
1 1 ,
F(g,€) := —3K(q) = ; VoK (g)e + Oq().
Como €k,(p;, €,w;) = 1, obtemos

(07 + (w1 —ws) = (Fle,p1) — F(e,p2))€® + € (Ly,w1 — (Lpytws)
+ QP (w1) — QP (w2)).
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Como (w; — wy) € L? e ortogonal as fungoes sin @ e cos 6, concluimos que
|ws — w2 (SY) < ce’dist(pa, p1) + |lwa — wille2(SY), (5.3)

onde usamos explicitamente (5.1).

Portanto, para e suficientemente pequeno, concluimos que
oz = wille2(S") < ce*dist(pa, pr)- (5.4)
Agora, projetemos em cos 6, a identidade
ky(pa, €, wa) — ky(p1,€,w1) = 0.

Com os mesmos argumentos ja usados na prova da proposicao 4.1.2 con-

cluimos

/0 7T(83 + 1) (w; — wy) cos Bdf = /o 7r(K(pg) — K(p1)) cos 0db.

Além disso, decorre de (5.1) que

2dm
e / (Lp, cwo — Ly, cw1) cos0df| < c(e*dist(pa, p1) + € |lwa — wilc2(S1)),
0

N

p27€ p17€

2dm
€ / (QW wy — QP w))coshdf| < c(e*dist(pa, p1) + €||lws — willc2(S)).
0

Portanto, concluimos que

3

2dm
€ / (VoK (p2) — VoK (p1)cosddd| < c(e*dist(py, p1)+€*||ws—wi|c2(Sh)).
0

De maneira analoga, temos

3

2dm
€ / (VoK (p2)—VeK(p1)senddl §c(e4di5t(p2,pl)—f—eZsz—lecz(Sl)).
0
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Isso implica que
edist(ps,p1) < cllwa —wille2(SY), (5.5)
Dai, usando (5.4) e (5.5), concluimos que
W2 =w1 € P2 =pP1-

Logo, o Teorema 5.2.1 esta provado. O



Capitulo 6

Exemplos

Dado uma superficie genérica S qualquer, nao é em qualquer ponto dessa
superficie que exista sequéncias de circulos geodésicos, uma vez que tais
sequéncias existem centrados em p, que sera um ponto critico e, pelo To-
erema de Sard esses pontos tém medida nula.

Vejamos o exemplo abaixo.

EXEMPLO 6.0.1. Considere f : R — R uma fung¢dao diferencidvel dada
por

6_1/y27 se Yy 7A 07
fly) = (6.1)
0, se y=0.

Seja S uma superficie de revolugao gerada ao rotacionarmos a curva dada

pelo grifico da fungdo (6.1), em torno do eizo z cuja parametriza¢ao
x:UCR? = R3,
€ definida como
X = (v cosu, v sinu, f(v)),
em que f(v) € dada por (6.1) e além disso,

ue (0,2r) x RT e veER,

106
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conforme mostrado na figura 6.1.

Figura 6.1: Superficie de revolucao S gerada pela rotagao do grafico de (6.1).

Antes de iniciarmos os cdlculos, daremos algumas propriedades da fungdo

f(v), ou seja

lim ™ (v) = 0, Vn.

v—0
f(v)#0, se wv#0.

lim&:) =0,Vn € N.

v—>0 v

A demonstracao dessas propriedades € imediata.
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Determinaremos os pontos criticos da superficie S. Primeiramente, cal-

cularemos a curvatura Gaussiana de S. Tem-se que

X, = (—Usinu,vcosu,()),
X, = (cosu,sinu,f’(v)),

em que
2
671/'02_37
f'v) = v
0, se v=0.

se v #0,

Além disso,

— ¥ COS U, —0 Sin u, 0),

Xow =

(
Xyp = <—sinu,cosu,0),
(0.0./W)),

em que

4 — 602
6_1/“2< 60), se v #0,
) = ‘

0, se v=0.

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados por

2
F = <x,,x,>=v",

F = <x,,x, >=0,

4
G = <X,,X, >= (1+e_2/”2—6), para v#0, e G(0,0)=1.
v

Assim, o vetor normal € dado por

N — Xy, X X,
| xu X X, ”’

em que

| xu X %, ||= VEG — F2.
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O que implica que

_ 2 _ 2 N
(e 1/v vcosuv%,e /v vsmu%,v)

VEG — F? ’

N=-—

em que

4 4
\/EG—FZZ\/U2—|—U26_2/U2—6:U 1+e—2/”2—6:va.
v V v

Os coeficientes da sequnda forma fundamental sao dados por

1702
e = < N,Xy >= 27 [v ., para v #0,
\/v2 + v2e” 1/ 4
f = < N,xu >=0,
e~ 1/v? <4_v—§v2>
g = < N,xy, >= ,  para v # 0.

\/v2 A

De tal forma que a curvatura Gaussiana de S € dada por

eg — f?
K=_—9"7
EG — F2

o que implica que ao substituirmos os coeficientes da primeira e sequnda

(6.2)

forma fundamentais, obtem-se

“2/v%(8 — 1207
K=" ( ! /) para v # 0. (6.3)

(116 + 462/”2)3 g

Consideremos a fungao curvatura de Gauss dada por
K:S—R,

dada por

—2/v2(Q _ 1202
K=" (8 v) para v # 0. (6.4)

327
<v6 + 46—2/”2>
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Os pontos criticos da fungdo curvatura (6.4), sdo tais que
dK = 0.

Por outro lado, ao considerarmos a matriz dN na base {x,,%,} € T,,S, dada

por
@11 Q12

dN = , (6.5)
G21 A22

em que os coeficientes aiy, aa1, Q12 € Qo da matriz dN na base {xy, X, } € T,,S,

sao dados por

 JF—eG _gF —fG
“T EG-F " T REG-FY
el — fE _ fF—gk

“ = EG-F T pG-Fr
Entao, da equagdo (2.9), tem-se

eqg — f? e2/v%(8 — 1202
det(dN) = (Eé _‘7;2) — ( ( )3/)2, para v # 0, (6.6)
V6 4 4e—2/v?

o que implica que

det(dN) # 0,

sev #0 esev;«é\/g.
Assim, se a superficie S possuir uma sequéncia de circulos geodésicos,

essa sequéncia ird convergir necessariamente para a origem p = (0,0,0) ou

para algum ponto curva (S N {Z = %})

_ /2 /2 ;
Note que, o ponto Z = \/; da curva (S N {Z = \/;}>, ¢ um ponto

de inflexao, isto €, € um ponto sobre uma curva na qual a curvatura troca o

sinal.
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Apeéendice A

Teorema de Existéncia e

Unicidade

TEOREMA A.0.1. Considere o problema de valor inicial

dy

y(to) = Yo
sdo contimuas no retingulo R = {(t,y) € R*|a < t < 3,6 < y < v}
contendo o ponto (to, o), entao o problema (A.1) tem uma unica solu¢ao em

um intervalo contendo tg.

A demonstragao do Teorema de Existéncia e Unicidade foi feita baseada

em [12].

Demonstracao.

1. Existéncia Defina a sequéncia de funcoes y,) por

yo(t) = 30,y (1) = o + / £(52 Y (5))ds,

paran =1,2, ..
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Como f(t,y) é continua no retangulo R, existe uma constante positiva b
tal que |f(t,y))| < b para (t,y) €R.

Assim

[92(1) = yo()] < bJt o],

para a <t < f3.

Como gf é continua no retangulo R, existe uma constante positiva a (por

que?) tal que

|f(t7y> - f(t, Z)| < CL|y— Z|7

paraa<t<pfed <y, z<n.

Assim

ly2(t) —y1(t)] < / |f(s,91(5)) — f(s,90(5))|ds

| —to”

< /]yl — yo(s )|ds<ab/ s — to|ds — ab

s(t) ~ 28] < / £(52(5)) = £ (5.3 (5) s
“|s — to|? t—tof?
< a/ ‘92(3)—y1(5)ld8§a2b/ Md3:a2b| ol
o to 2 6

Vamos supor por inducao que

Yn_1(t) — Yn_a(t)] < a"%b

Entao
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t

Yn(t) —yn-a(t) < |f(8,Yn-1(5)) — [(5,Yn—2(s))|ds

to

! — to[" ! t—to|
< a/ a”_zbw = a”_lbg (A.2)
tO . .

Estas desigualdades sao validas para o < o/ <t < ' < 8 em que o e
B’ sao tais que § < y,(t) < v sempre que o <t < [ (por que existem o' e
B'7).

Segue-se de (A.2) que

> yalt) = ynoa (0] < bzw

que é convergente. Como

Un(t) = yo + > _(Ws(t) — ysa (1)),

entao y,(t) é convergente. Seja

y(t) = lim y,(t).

n—oo

Como

nl0) = 900 < 3 Ionlt) — g <0 35 0=

=n+1 k=n+1

entao passando ao limite quando m tende a infinito obtemos que
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€
3

Logo dado um € > 0 para n suficientemente grande, |y(t) — y,(t)| <
para o < t < (. Dai segue-se que y(t) é continua pois dado um e > 0,
para s suficientemente préximo de t, temos que |y, () — yn(s)| < 5 e para n
suficientemente grande [y(t) — yn(t)| < 5 e |y(s) — yn(s)| < 5, 0 que implica

que [y(t) —y(s)| < |y(t) = Yn(O)] + [Yn(t) — yn(s)| + [yn(s) —y(s)] <e.

Além disso para o <t < [/, temos que

t

Im [ f(s,yn(s))ds —/ f(s, hm yn( ))ds = /tf(s,y(s))ds,

n—o0 to to

pois por (A.3), temos que

‘Zf@%@%%@MW%ISL/USMS Fs.y(s))lds
< lyals) = y(s)]

< ablt—ty) Z ak-1 k‘—oz)
k=n+1

que tende a zero quando n tende a infinito. Portanto,

n—oo

) = im0 = oot Jim [ (s, (9)ds

¢
= y0+/ f(s, im y,_1(s))ds
tO n—oo

=m+lf@ﬁ%$

Derivando em relagao a t esta equagao vemos que y(t) é solugao do pro-

blema de valor inicial.

2. Unicidade
Suponhamos que y(t) e z(t) sejam solugoes do problema de valor inicial.

Seja

= [t = o
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Assim, como

(t) = / y/(s)ds = /t:f(s,y(S)),z(t) - / “oyis = [ (s, =(5))ds.

entao

u'(t) = [y(t) — (1)

IN
h
=
—
V)
N—
|
N\
—~
)
=
=¥
)
I

2
~
—~
)
<
—
)
N~—
SN~—
-
—
»
I
—~
)
=
=¥
)

IA
Q
=
—
»
~—
|
I
—
»
=
3
»

ou seja,

a

Subtraindo-se au(t) e multiplicando-se por e~ obtemos

— (e ™u(t)) <0

com u(t0) = 0.

Isto implica que e~ *u(t) = 0 (lembre-se que u(t) > 0) e portanto que
u(t) = 0,Vt.

Assim y(t) = z(t), Vt.



