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Resumo

O Algoritmo de Newton-Puiseux é uma ferramenta usada para parametrizar curvas analiticas,
bem como para encontrar solu¢oes analiticas de uma forma Pfaffiana w = A(x, y)dz + B(z, y)dy,
onde A e B sio germes de funcdes holomorfas na origem de C2. O principal objetivo dessa
dissertacao é entender a extensao do Algoritmo de Newton-Puiseux feita por J. Cano no artigo
"An extension of the Newton-Puiseux polygon construction to give solutions of Pfaffian forms"|[3].
A extensao realizada por J. Cano consiste em um método geral que se aplica para formas s-
Gevrey, uma condicao mais fraca de convergéncia para séries formais. Esse método permite

encontrar solugoes s-Gevrey para formas Pfaffianas com coeficientes s-Gevrey.

Palavras Chave: Matemaética; Poligono de Newton; Algoritmo de Newton-Puiseux; Formas
Pfaffianas.



Abstract

The Newton-Puiseux Algorithm is used to parameterize analytical curves, as well as to find
analytic solutions of a Pfaffian forma way w = A(z,y)dz + B(z,y)dy, where A and B are
germs of holomorphic functions at the origin of C2. The main objective of this dissertation
is to understand the extension of the Newton-Puiseux Algorithm proposed by J. Cano in the
article "An extension of the Newton-Puiseux polygon construction to give solutions of Pfaffian
forms"[3]. J. Cano extension consists of a general method that applies to s -Gevrey forms, a
weaker convergence condition for formal series. This method allows to find s -Gevrey solutions

for Pfaffian forms with s -Gevrey coefficients.

Key words: Mathematics; Newton’s polygon; Newton-Puiseux algorithm; Pfaffian forms.
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Introducao

Em meados do século XVII, Isaac Newton descreveu métodos algoritimicos para a construgao
de aproximagoes de solucoes de equagdes polinomiais em duas varidveis em seu livro "Métodos
de fluxGes e séries infinitas". Dentre os métodos descritos por Newton, destacamos o chamado
método do poligono de Newton, que permite computar, para uma equacao F(z,y) = 0, a variavel
y como uma série de poténcias y(x) com expoentes fracionérios, de forma que F'(z,y(z)) = 0.

Anos mais tarde, em 1850, Victor Puiseux, em seus estudos sobre integrais de funcées de
variaveis complexas, teve a necessidade de considerar diferentes ramos definidos pela curva
F(xz,y) = 0. O método desenvolvido consiste essencialmente no método do poligono de Newton
anterior, considerado porém de uma forma mais completa. A prova realizada por V. Puiseux
se baseia na Férmula Integral de Cauchy e pode ser aplicada a séries de poténcias convergentes
com coficientes complexos. Por outro lado, a formulacao proposta por Newton se aplica a séries
convergentes ou nao, uma vez que ¢ uma formulagdo algoritmica. Este método completo é
conhecido hoje como algoritmo de Newton-Puiseux.

O algoritmo de Newton-Puiseux é uma ferramenta usada para parametrizar curvas analiticas.
Ele também é usado para encontrar solucées analiticas de equagdes diferenciais de campos de
vetores analiticos em 0 € C2, ou equivalentemente, solucdes analiticas de uma forma Pfaffiana
w = A(z,y)dz + B(z,y)dy, onde A e B sdo germes de funcdes holomorfas na origem de C2.

C. Camacho e P. Sad mostraram em [2] que uma forma Pfaffiana possui uma solugao
convergente. FEles usaram resultados sobre indices de folheagbes complexas holomorfas e o
processo de redugao de singularidades. Observe que uma curva formal com parametrizagdo
(z(t),y(t)) € C[[t]]?, com x(0) = y(0) = 0, & solucdo de (w = 0) se

w(x(t),y(t)) = A(z(t),y(£)2'(t) + B(x(t),y(t)y/ (t) = 0.

Sendo assim, uma solucao da forma Pfaffiana w é associada a uma solucdo de uma equacao
diferencial de primeira ordem definida por f(z,y,y’) = A(z,y) + B(z,y)y’ = 0.

Em 1856, C. Briot e J. Bouquet apresentaram, em [!], ideias iniciais de métodos para obter
solugoes de uma equagao diferencial de primeira ordem f(z,y,y’) = 0. Por volta de 1890, H.
Fine, nos trabalhos [6] e [7], utilizou-se da construgao do poligono de Newton para estender as
ideias iniciais de C. Briot e J. Bouquet. Mais tarde, em 1926, E. Ince modificou as ideias de H.
Fine em [9], apresentando uma extensao da construgao do Poligono de Newton-Puiseux, a fim
de encontrar solugoes de equactes diferenciais de primeira ordem. No entanto, o método de E.
Ince pode apresentar falhas na iteragdo do algoritmo.

Para contornar esse problema, em 1993, .J. Cano prop6s uma variante desse método, com

condi¢oes sobre cada etapa do algoritmo, para garantir que ele seja efetivamente aplicivel e
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que produza uma solug¢do convergente de uma equacgdo diferencial de primeira ordem, e por
conseguinte, de uma forma Pfaffiana w. O método proposto por J. Cano é um método geral no
que diz respeito a sua aplicabilidade, sem necessitar condicGes iniciais determinadas. O texto
"An extension of the Newton-Puiseux polygon construction to give solutions of Pfaffian forms”
[3], escrito por J. Cano, é a principal referéncia deste trabalho.
O método de J. Cano também se aplica a busca de solugdes de formas s-Gevrey. Para
s > O-finito, uma série de poténcias formal s-Gevrey é definida pela condi¢ao seguinte:
Z Ajjx'y’ & s-Gevrey <= Z _A%xiyj é convergente. (1)
” 7 ()t

Uma forma w é s-Gevrey se seus coeficientes o sdo. Em 1903, E. Maillet provou que uma solugao
formal de uma equagao diferencial ordinaria algébrica tem alguma ordem s-Gevrey. Mais tarde, o
resultado foi estendido para equacoes diferenciais analiticas por R. Gérard %] e B. Malgrange |10]
. Em [3], J. Cano mostrou, por esse método algoritimico, que para uma forma Pffafiana s-Gevrey
existe ao menos uma solucao de indice s-Gevrey, com s fixo. Isso estende para s qualquer, o
resultado obtido por C. Camacho e P. Sad, para s = 1.

Nosso objetivo nesta dissertagdo é entender o método algoritimico proposto por J. Cano em
[3], desenlvolvendo os célculos e as demonstracoes de forma detalhada. Acreditamos que esse
método possa revelar informacdes de cardter geométrico e topoldgico sobre um germe de uma
forma Pfaffiana e suas solugoes, tendo grande potencial como objeto de pesquisa futura, em que
os calculos apresentados aqui poderao ter utilidade.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentamos as
ferramentas matematicas e definicoes necesséarias para o desenvolvimento deste trabalho, bem
como apresentamos o Algoritmo de Newton-Puiseux para fungoes formais. No Capitulo 2,
trabalhamos com a construcdo do poligono de Newton de uma forma Pfaffiana, bem como
algumas propriedades desta construgao. No Capitulo 3, discorremos sobre o método do algoritmo
de Newton-Puiseux proposto por J. Cano e sobre as condi¢des impostas neste novo método. No
Capitulo 4, trabalhamos com a convergéncia da solucdo construida anteriormente. Finalmente,
no Capitulo 5, discorremos sobre séries s-Gevrey e mostramos a existéncia de solugoes s-Gevrey

para formas s-Gevrey.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos as defini¢oes preliminares usadas neste trabalho. Descrevemos o
Algoritmo de Newton-Puiseux, o qual ¢ um objeto utilizado para parametrizar curvas analiticas,
e apresentamos resultados que garantem a convergéncia destas parametrizagoes. Para maiores
detalhes, veja [5], [11] e [12].

1.1 Germes de fungoes holomorfas e curvas analiticas

Seja U um conjunto aberto de C™.

Definicao 1.1.1. Uma funcdo f : U — C é analitica ou holomorfa se para todo A =
(a1, -+ ,ap) € U, existe um aberto V. C U, com A € V, onde f possui expansdo em série

de poténcias
FE) = Y cneinlzr =)o (20— an)', (1.1)
convergente para todo z = (z1,--- ,2,) € V.
Denotamos o conjunto das func¢oes homorfas em U por O(U).

Definigao 1.1.2. Dado A € C", considere o conjunto Q := {(F,U) : A € U, F € OU)}.
Dizemos que um germe de func¢do holomorfa no ponto A é uma classe de equivaléncia pela

relacdo em §2:
(F,U) ~ (G,V) <= existe um aberto W CUNV, AeW e Fy=Gy.

Denotamos o conjunto dos germes de func¢ées holomorfas em A por Oy4.

O conjunto dos germes de funcoes holomorfas em 0 € C" é denotado por O,,. Este conjunto
possui estrutura de anel comutativo com unidade, o qual é isomorfo ao anel das séries de poténcias
convergentes de centro em 0 € C". Para mais detalhes, veja [11].

Seja O o anel de germes de fungdes holomorfas em 0 € C2?. Definimos a relacio de

equivaléncia:

F ~ (G se, e somente se, existe U € Oy unidade tal que F = UG. (1.2)



1.2. SERIES DE POTENCIAS FORMAIS E O POLIGONO DE NEWTON

Definicao 1.1.3. Uma curva analitica plana local em 0 € C? é uma classe de equivaléncia pela
relacao em 1.2 de um germe F € O satisfazendo F' # 0 e F'(0) = 0.

Uma vez que germes de funcoes holomorfas em 0 € C? correspondem bijetivamente a, séries
de poténcias convergentes com centro na origem, segue que uma curva analitica plana local em
0 € C? ¢ identificada a uma série de poténcias convergente nio nula, centrada e se anulando
na origem. Por essa razdo, podemos trabalhar com séries de poténcias para estudar curvas

analiticas.

1.2 Séries de poténcias formais e o poligono de Newton

Definicao 1.2.1. Uma série de poténcias formal nas varidveis x e y é um objeto da forma

F(I,y) = Z ArsxTys’

r,5>0

com A,s € C, para cada r,s > 0. Cada A,s ¢ chamado de coeficiente de indice (r,s), e 0 mondémio
Aysx"y® & chamado termo de bigrau (r,s) e grau d = r + s. O conjunto das séries de poténcias

formais é denotado por C|[z, y]].

Dadas duas séries de poténcias em C[[x, y]]

F(z,y) = Z Arsz"y® e G(z,y) = Z Bysx"y®,

r,s>0 r,s>0

podemos definir as operacdes de soma e multiplicagdo usuais da seguinte forma:

F+G=)> (As+B)a’y’ e FG=)_ Cpa'y’

r,s>0 r,s>0

em que Cps = > Apg + Bpngr,onde 7’ + 1" =res + ¢ =s.

Observe que a série constante nula, bem como a série constante F' = 1, consistem
respectivamente nos elementos neutro e identidade para as operacoes definidas em Cl[x,y]].
Observe que as duas séries aqui mencionadas sao de fato séries de poténcias formais. Em suma,
o conjunto de séries de poténcias formais de duas varidveis, com as operagOes anteriormente
definidas, possui estrutura de um anel comutativo com unidade, o qual sera denotado por Cl[[z, y],
e o chamaremos de anel de séries de poténcias formais nas varidveis © e y.

A proposicao abaixo apresenta uma caracteriza¢ao importante sobre as unidades de Cl[z, y]],

que sao os elementos do conjunto que possuem inverso multiplicativo.

Proposicao 1.2.2. A série F = > A,s2"y® € Cllz,y]] tem inverso multiplicativo em C[[z,y]]

se, e somente se, Ay # 0.

Demonstracdo. A demonstracao é realizada invertendo formalmente a série, e calculando

coeficiente a coeficiente. Esta pode ser encontrada em [L1], p. 51. O



1.3. A CONSTRUCAO DO POLIGONO DE NEWTON

1.3 A construcao do poligono de Newton

Vamos construir o Poligono de Newton de uma série de poténcias formal. Para tanto, seja
F(z,y) = > Apsa"y® € Cl[z,y]]. O conjunto dos indices correspondentes aos coeficientes nao

nulos de F, é dado por

A(F) =A{(r,s)| Ars # 0}

Considere a regiao
(R+)2 ={(z,y) € R2] x>0 e y>0}.

A partir dessa regiao, definimos o poligono de Newton F.

Definigao 1.3.1. Definimos R(F) C (R*)? como sendo a regido dada por

R(F)=AF) + R = [ {(rs)+ R
(r,s)EA(F)

Observe que a fronteira do fecho convexo desta regiao é formada por duas semiretas paralelas
aos eixos coordenados e por uma linha poligonal ligando-as. Tal linha poligonal é chamada de
Poligono de Newton de F e ¢ denotada por N = N(f).

Os resultados abaixo consistem em propriedades relacionadas ao poligono de Newton

associado a F'.

Lema 1.3.2. O bigrau (r,s) € A(F) estd em N(F) se, e somente se, vale a propriedade: se
(r',s") € A(F) € tal que ' <r e s <s, entao (r',s") = (r,s).

Demonstracao. Vide [11], p. 52. O

Em outras palavras, os pontos localizados no poligono de Newton, N(F'), sdo aqueles
localizados mais abaixo e & esquerda de A(F'). Para maiores informagoes e detalhes, veja [7]

ou [11].
Proposicao 1.3.3. Seja F(z,y) = > Arsz"y® € Cl[z, y]]. O poligono de Newton N(F) satisfaz:
1. N(F) comega & direita do eixo s se, e somente se, x € fator da série F'.
2. N(F) termina acima do eizo r se, e somente se, y € fator da série F'
3. N(F) possui um unico ponto se, e somente se, F' = xPy°U, para alguma unidade U.
4. U € Cllz,y]] é uma unidade, entao A(UF) = A(F) e portanto N(UF) = N(F).

Demonstracao. Vide [11], p. 54. O



1.4. SERIES DE POTENCIAS FRACIONARIAS

1.4 Séries de poténcias fracionarias

De forma analoga & construgao de C|[x,y]], podemos construir o anel de séries de poténcias
formais C[[z]]. Considere C((z)) o corpo de fracoes de C[[z]].

Para nossa construcdo, seja C((t)) o corpo de fracoes na varidvel ¢ e fixe m € N. A
cada série f = Y a;z' em C(()), associamos f' = > a;t™ em C((t)). De acordo com tal
correspondéncia obtemos a relacio z = ™, a qual escrevemos t = z1/™. Consequentemente,
temos C((t)) = C((z'/™)). Através desta identificacio definimos as operagdes entre os elementos
de C((2'/™)) e construimos o conjunto C((z)), chamado corpo de séries de poténcias fraciondrias

na variavel x. Para mais detalhes, veja [5],[11].

Defini¢ao 1.4.1. Seja f = > a;z/™ € C((z'/™)). Definimos a ordem de f como a menor
potancia i/m cujo coeficiente a; de f ¢ ndo nulo. Se f = 0, dizemos que a ordem de f ¢ infinita.

Denotamos a ordem de f é denotada por o(f).

Definicdo 1.4.2. Se f € C((z'/™)), dizemos que f é uma série de Puiseur se f possui ordem

néo negativa, isto €, o(f) > 0. O conjunto C[[z'/™]] é chamado conjunto das séries de Puiseus.

Definicdo 1.4.3. Sejam f € C[[z'/™]] uma série de Puiseux e F € Cl[[z,y]] uma série de

poténcias formal, entdao F(x, f(z)) é uma série de poténcias fracionarias em x. Defina

Ly:Cllz,yll — Clle™]]
Flz,y) =  F(z, f(z))
Dizemos que f € C[[z'/™]] é uma y-raiz de F se T¢(F) = 0.

O algoritmo de Newton-Puiseux é um instrumento para encontrar uma y-raiz de uma série

formal F', o qual apresentamos na proxima segao.

1.5 O algoritmo de Newton-Puiseux

O algoritmo de Newton-Puiseux permite encontrar uma y-raiz de F(x,y) = 0, ou seja, uma
solucdo formal de F'(x, f(x)). Encontrar tal y-raiz, ¢ o mesmo que escrever y como uma série de

Puiseux de z. Sendo assim, seja

F(l‘,y) = Z Arsxrys

(r,s)>0

uma série de poténcias formal. Vamos encontrar f € C[[z'/™]], uma série fracionaria candidata,

a uma y-raiz de F' por este método.

Definigao 1.5.1. Definimos a altura do poligono de Newton N(F'), denotada por h(N(F)),

como a maior das ordenadas dos pontos de N.

Durante o algoritmo vamos sempre supor que h(N(f)) > 0, pois caso contrario F' nao teria

y-raizes, veja [5].



1.5. O ALGORITMO DE NEWTON-PUISEUX

Definigao 1.5.2. Sejam Lo um lado de N(F) e (r*,s*) o ponto de menor ordenada de L.

Definimos o polinémio de F associado a Ly por

Pl = Z Ap2°7% € Cl2].

r,s€Lg

Observe que o polinémio possui termo constante n&o nulo, assim, z = 0 nao é uma raiz de PLF0 .

Observe que, se N(F') possui um tnico ponto, pela Proposi¢ao 1.3.3, F' é uma unidade. Caso
N(F) termine acima do eixo 7, a Proposi¢ao 1.3.3 garante que y é fator de F(z,y). Dividindo
F por um fator y, obtemos N (F') terminando no eixo r. Procedendo de maneira analoga para a
variavel x, podemos supor que N (F') comece e termine nos eixos r e s. Assim, sempre supomos
o poligono N(F) nao degenerado, comegando e terminando em ambos 0s eixos.

Escrevemos, em cada etapa, a série I’ = F} e f; a aproximagao da y-raiz. Exibimos aqui,
os passos da etapa inicial do algoritmo e as seguintes se dao de forma analoga. Para maiores
detalhes, sugerimos a leitura de [5] e [11].

Seja F' = Fy e escolha Ly, um lado de N(Fp) com inclinagdo —myg/ng, e reta suporte
rmo + sng = ko, com (mg,ng) = 1. Considere ¢y uma raiz do polinémio PE). Nossa y-raiz

tera termo inicial ¢oz™/™0. Para tanto, introduzimos as variaveis
z=z{" e y=a1co+y1).
A primeira aproximacao da y-raiz é
y = fo(w) = 2"/ (co + 1),

onde y; aqui respresenta termos de ordens superiores. Observe que como escolhemos cg como
uma raiz do polinémio Pf | os termos de menor grau em Fy(z, fo(z)) devem se anular, e por
0

isso, Fo(x, fo(z)) somente contém termos de ordens maiores que kg/mg. Assim,

Fo(z,y) = F(z(, 27 (co +y1))
D IR R CRE
rmo+ngs>0
isto é,
F()(.%’,y) — xllﬂo Z Arsxa“mo-‘rnos—ko(c()_i_yl)s (13)
rmo+ngs>0

= 2B (z1,),

onde Fi(z1,y1) € C[[z1,y1]]. Em [L1], vemos que x1 ndo é fator de Fy(x1,y1), 0 que significa que

N (F}) inicia no eixo s.
Afirmacao 1.5.3. Ou y; divide Fi(x1,y1) ou N(F}) é nao trivial.
Demonstragao. Vide [11]. O

Temos duas situacgoes:
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1. Se y; nao divide Fi(x1,y1), entdo N(F}) € nao trivial. Passamos para a proxima etapa,

procedendo para Fj igualmente ao que fizemos para Fp.
2. Se y; divide Fy(z1,y1), entdo (y; = 0) é fator de F1, isto é,

no,/mo

y = folz) = cox
¢é a y-raiz procurada.

Procedendo indutivamemte, obtemos a cada etapa uma série de Puiseux f;(x) que serd uma
aproximacdo para uma y-raiz de F. E importante mencionar que se o algoritmo fornece uma y-
raiz exata de F' na j-ésima etapa, entdo ele pode ser finalizado ali. No entanto, existem casos em
que o algoritmo ndo pode ser finalizado, e precisamos garantir que a aproximacao fornecida pelo
algoritmo converge para uma y-raiz de F', veja [L1]. O teorema abaixo garante que o processo

converge para uma y-raiz de F.
Teorema 1.5.4. Seja F' uma fungdo formal, entio f(x) =lim;_o fj(x) € uma y-raiz de F.

Uma vez que o algoritmo de Newton-Puiseux fornece uma y-raiz para uma série de poténcias

formais, o resultado abaixo permite dizer que toda série F' € C[[z,y]] possui uma y-raiz.

Teorema 1.5.5. (Puiseuz) Se F' € C[[z,y]] € tal que h(N(F)) > 0, entdo existe uma série de
Puiseuz f € Cl[2'/™]] a qual é y-raiz de F.

O resultado abaixo garante que todas as uma y-raizes de F' sdo fornecidas por tal método.

Teorema 1.5.6. Se f € C[[zY/™]] ¢ uma y-raiz ndo nula de F, entdo ¢ obtida pelo algoritmo de

Newton-Puiseuz.

Tendo provado a existéncia de uma y-raiz f de uma série F', e que f é dada pelo algoritmo
de Newton-Puiseux, um fato importante a se considerar é quanto a convergéncia dessas raizes.

O resultado abaixo garante tal convergéncia.

Teorema 1.5.7. Seja F(x,y) wma fungdo analitica. FEntdo as y-raizes de F sao séries
fraciondrias convergentes. Ou seja, se f(z) € C[z'/™]] € uma y-raiz de F, entio f(t™) é

uma fungdo analitica local na varidvel t € C.

Em resumo, exibimos um algoritmo que permite encontrar uma série de Puiseux que é y-raiz
de uma série convergente F(z,y), ou de uma curva analitica centrada na origem. Mostramos
ainda que as y-raizes obtidas sdo séries fracionirias convergentes e analiticas, e somente sdo

obtidas por tal algoritmo.



Capitulo 2

O poligono de Newton de uma 1-forma
Ptaffiana

Neste capitulo vamos trabalhar com formas Pfaffianas. Usaremos as técnicas de construcao
do poligono de Newton descritas no capitulo anterior, para o estudo das y-solu¢es de formas
Pfaffianas.

2.1 O polinémio diferencial e o poligono de Newton

Considere C|[x, y]] o anel de séries de poténcias formais nas variaveis = e y, conforme definimos

no capitulo anterior.

Definicao 2.1.1. Uma forma Pfaffiana w é uma 1-forma dada por
w = Aw(xv y)d% + Bw(x> y)dyv (21)

onde Ay, (x,y), By(z,y) sdo coeficientes em C[[z, y]].

A uma forma Pfaffiana w assim definida, podemos associar o polindémio diferencial f,, um
polinémio de grau 1 em uma nova variavel ¢/, cujos coeficientes sdo séries de poténcias formais

de x e y.

Defini¢ao 2.1.2. O polinémio diferencial associado & forma Pfaffiana w definida em (2.1) é o

polinémio linear na variavel 3/, dado por

fw = Aw(x’ y) + Bw(xa y)y/'
Para g € N, definimos o seguinte conjunto de polinémios denotado por C,.

Definigao 2.1.3. Seja ¢ € N. Dizemos que o polinémio f € Cy se

f=Alx,y) +Bla,y)y' = > Mas(f),
(ce)

onde M,z = Aaﬁxayﬁ + Bagx‘”lyﬂ_ly’, com Aag, Bag € C, e B(y0) = 0, para cada a, sendo

10
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que os indices (v, 3) s@o tais que « percorre o conjunto

(Z) ={reQlr>-1 e rqel}
7/ (>-1)

e B € N. O termo M,p é chamado de binomio diferencial associado a (a, 3).

Considere agora, C((x)), o corpo de séries de poténcias fraciondrias na variavel z. Sejam f
um polinémio diferencial e z € C[[z'/"]] uma série de Puiseux em C ({z)), entdo 0,(z) > 0, ( veja
Secdo 1.4).

Defini¢ao 2.1.4. Dada uma série de Puiseux z € C[[z'/"]], dizemos que z ¢ uma solucio de

(f=0)se
2] = A, 2) + Bla, 2) % =0
B ’ dr
Observagao 2.1.5. Seja w a forma Pfaffiana dada em (2.1). Observe que uma curva

parametrizada por (z(t),y(t)) é solucao de (w = 0) se, e somente se,

w(x(t),y(t)) = Au(@(t), y(£)a'(t) + Bu(x(t), y(t))y'(t) = 0.

Afirmacdo 2.1.6. A série de Puiseux z € C[[z!/"]] é solucdo de (f, = 0) se, e somente se, a

curva (t", z(t")) é solucao de (w = 0).

Demonstra¢ao. Com efeito, observe que se z ¢ solugao de (f,, = 0), entao

dz
w == AUJ 9 Bw 9 - = 0
fuld] = Al 2) + Bu(,2)
Como
& _dedo
dt  dxdt’
isto implica que
dz dz
w = Aw y <) 3, Bw y2)—7 = U. 2.2
fuld] = Al 2) 5 + Bulr,2) % =0 2.2
Note que se (t", z(t")) é solucdo de w, temos
d d
W™, 2(t7) = A (t7, 2(t") S + Bu(t", 2(t") = = 0. (2.3)

dt dt
Uma vez que (2.3) e (2.2) sdo equivalentes, segue que,
w(t™, z(t")) = 0 se, e somente se, f,[z] =0,

provando a afirmacao. O

Em suma, isto significa que uma solugdo da forma w esta diretamente associada a uma solugao

do polindémio diferencial f,,.

Definigao 2.1.7. Dizemos que (z = 0) é uma solucao de (f,, = 0) se o par (0,¢) é uma solugao
de (w=0).

11
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Em outras palavras, dizemos que (z = 0) é uma solucao de (f, = 0) se B,(0,y) = 0.
Trabalhamos agora as defini¢coes do poligono de Newton para fun¢ées em C,; de forma

semelhante a que fizemos para séries formais. Para tanto, seja f € C, e defina

A(f) = (e, 8) | Map(f) # 03,

isto é, A(f) consiste do conjunto dos pontos correspondentes aos bi-indices (o, 3) cujos binémios

diferenciais, Mg, sao nao nulos. Considere o fecho convexo da regiao

U P+Rr?),

PeA(f)

onde R? = {r € R | r > 0}, o qual denotamos por P(f). A fronteira de P(f) ¢ formada por duas
semi-retas paralelas aos eixos do plano cartesiano e por uma poligonal conectando-as, passando
por pontos de A(f).

Definigao 2.1.8. O poligono de Newton de f é dado pela linha poligonal contida na fronteira
de P(f), e é denotado por N(f).

Exemplo 2.1.9. Seja f = z* + y? + 229% + 4>y + 2y + 2%y’ um polinémio diferencial. Observe

que

A(f) = {(171)§ (470); (072); (272); (_174)}'

Consequentemente, o poligono de Newton de f é dado pela figura abaixo.

\ 4

«

Figura 2.1: Poligono de Newton de f.

Para cada racional positivo u € Q, existe uma tnica reta com inclina¢do —1/p que intercepta

a fronteira de P(f) em um lado ou um tnico vértice de N(f), a qual definimos a seguir.

Definigao 2.1.10. A reta distinguida de coinclina¢do p € a tnica reta com inclinacdo —1/pu

que que intercepta a fronteira de P(f) em um lado ou um tunico vértice de N(f). Esta reta é
denotada por L(f, u).

Definicao 2.1.11. Sejam p € Q4 e L(f, 1) a reta distinguida de coinclina¢do p associada a f.

12



2.2. A TRANSFORMADA DE NEWTON-PUISEUX

Definimos o polindmio caracteristico de f relativo a @ por
ow(© = D (Aag+ pBap)c’
(.B)EL(f:p)
e o polinémio diferencial inicial relativo a p por

W (f)y =" > Mag(f).
(a,B)EL(f,p)

O resultado seguinte permite relacionar as raizes de ¢y ,) a uma solugdo de (f = 0).

Lema 2.1.12. Seja z = cozt + r(x), onde r(z) contém termos de ordens maiores que pg. Se z

¢ uma solugio de (f = 0), entdo ¢y ,,)(co) = 0.

Demonstragdo. Considere z = coz#0+r(z). Como z € uma solucao de (f = 0), segue que f[z] =0,
isto é,
dz

Z Mos(f)x, 2,2 = Z Agpr®2’ + Baﬁxaﬂzﬁfldl’

(o,8) (c,8)

= 0. (2.4)

Isto significa que a série descrita acima é identicamente nula, ou seja, seus termos devem
todos se anular. Desprezando os termos de ordem mais alta, consideremos o termo de menor
grau em (2.4), o qual é evidentemente nulo. Como z = copz*® + r(x), 0 menor grau na equagao

acima é a + oS e o coeficiente correspondente

> (Aapcq + HoBagey),
(.5)

onde (o, 8) sao bi-indices de A(f) que satisfazem a + po = ko, com kg € R fixo. Da unicidade

de L(f, po), os bi-indices considerados aqui estao sobre L(f, o). Temos, portanto,

Pt o) (0) = Z (Aag + HoBag)cg =0,
(azﬁ)EL(fvl—"O)

isto é, co € uma raiz de (s - O
2.2 A transformada de Newton-Puiseux

Sejam p € Q4 e ¢ um nimero complexo nao nulo. Definimos um novo polinémio diferencial

associado a f alterando a varidvel y por cx* + y.

Definicao 2.2.1. Seja yu € Q4 e ¢ € C*. A transformada de f com respeito a p e ¢ € definida

como o polinémio diferencial
fleat +y] = f(x, ca +y, cpa” =" + /).

No decorrer do texto, chamamos f[cx* + y] de (u, ¢)-transformada de f. Listamos algumas

propriedades desta definicao.

13



2.2. A TRANSFORMADA DE NEWTON-PUISEUX

Propriedade 2.2.2. Seja z = ) .2, ¢;z# uma série de Puiseux. Entdo, z é solucio de (f = 0)

se, e somente se, 21 = » .o, ¢;z? ¢ uma solugao de (flciz +y] = 0).

Demonstragio. Note que a série z = Y -2, ¢zt ¢ uma solugao de (f = 0) se, e s6 se, f[z] = 0.

Isto &,
_q1dz
0= flz] = Z Mas(f)(z,2,2") = Z Aqpr®2? + Bogzot12P 1%. (2.5)
(a,8) (a.B)
Como
oo
z = crzHt + Zcix”i =1zt + 71,
i=2
entao p p
z 2
& _ p—1 4 241
do | T * dx
Segue da equacao (2.5) que
d
flea" +yl(z1) = ZAaﬁxa(CllL"”l + 21)P + Bapz® (cratt + 20)P Heyppa T 4 %)
x
a7/3
a, B a+l_g-1 dz
= ZAa6$ 27 + Bopr® Tz T (2.6)
a7ﬁ
= 0.
Portanto, as equagoes (2.5) e (2.6) sdo equivalentes, provando nossa afirmacao. O

Observagao 2.2.3. Em particular, z = ¢jz# é solucao de (f = 0) se, e somente se, (y = 0) é
solugao de (f[crz** +y]) = 0.

Propriedade 2.2.4. Se A(f) C (%)(2_1) x N, entdo existe um inteiro ¢’ > 0 tal que

A(f) C (Z)) x N,
T/ (-1

onde f' = flea* + y.

Demonstragao. Seja

f = Z Maﬁ(f) = Z Aaﬁxayﬂ + Ba,@xa+1yﬁ_1y,
(a,B8) (e.B)

e consideremos A(f) = {(«a,B) | Map # 0}, onde a e 3 percorrem os conjuntos da definicao.
Considere p € QT e escreva u = a/b, com a,b € Z* e a,b ndo nulos. Tome ¢ um nimero

complexo nao nulo, e consideremos a (u, ¢)-transformada de f:

flea +y) = 3 Mag(Fleat + ),
(a,8)
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isto é,

= flext +y] = Z Agga®(cat + )P + Bagr® T (cat + y)P (a4 o). (2.7)
(e,8)

Queremos encontrar ¢’ € N de maneira que as poténcias @ da variavel x em (2.7) possam ser
escritas como @ = t/q¢’, com t inteiro tal que ¢t > —¢'. Para tanto, analisaremos as poténcias da

variavel x em (2.7). Reescreva a equacao da seguinte forma:

fleat +y) = Y Aagr®(ca’ +y)° + Bagepa®t(cat + )P + Baga® et + )"y (2.8)
(@h)

Observe que podemos escrever a = r/q, com 7 € Z(>_g). Assim, termos em (2.8) da forma

Appa®(cat + y)?, possuem expoentes da variavel x escritos como

a = a+ pk,
onde 0 < k < j3, isto &,
r oa
a = -+ -k
o] p + b
Logo,
. rb + agk Z
o = — € —
gb gb

Note que @ > —1, uma vez que ak/b é um termo nao negativo.

Do mesmo modo, os termos da equagao (2.8) que possuem a forma B,geuz®tH (czt + y)6*1

apresentam expoentes da varidvel x escritos da forma

a = a+pu+pk=a+pulk+1)
para 0 < k < B —1, ou seja,
r a
a = —-+-(k+1).
Q q-l—b( +1)

Consequentemente,

rb+aq(k+1) c Z

“ = qb qb

Observe que & > —1 pelos mesmos motivos explicitados anteriormente.
Por fim, analisaremos os termos da forma Bagsca“‘l(cx“ +y)#~1y/. Note que os expoentes de

x e y destes termos podem ser escritos como
a=a+1+pk e f=p—-1—k,

para 0 < k < 8 —1, e uma vez que tais termos acompanham a varidvel 3/, temos que os bigraus
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gerados sdo da forma

Logo,
a = -+-k,
q
isto é,
. rb + agk 7
a = —— € —
qb qb

Em suma, tomando ¢’ = gb € N, segue que os expoentes a gerados pela transformada sao da

forma t/q', com t > —¢' e B € N, ou seja,

A(flea +y)) C (f) L

O

Observacgao 2.2.5. Na demostracao anterior, escolhemos tomar ¢ = ¢b apenas para simplificar a
escrita dos calculos. Porém, chamamos a atengao para o fato que podemos tomar ¢' = mmc(q, b)
e o resultado segue de forma analoga em todos os casos. Em resumo, se f € (g, entao a

transformada f' = flca* + y] € Cy, onde ¢’ = mme(q,b) e p = a/b.

Em particular, podemos destacar que os termos de bigrau (a, ) em uma transformada
' = flex* + y], sdo limitados pelas retas « = —1 e § = 0, respectivamente. Isto significa

que o poligono de Newton de f estd bem definido e possui um numero finito de lados.

Afirmacao 2.2.6. Sejam f um polinémio diferencial em Cy, 1/ < p, com p/,p € Q4 e (a,f)
um ponto de L(f, /) N N(f). Entao, os bi-indices obtidos pela (u, c)-transformada f[cz* + y],

distintos de (a, 8), estéo localizados sempre a direita de L(f, i').

Demonstragio. Sejam f = Y Myg ¢ N(f) como na Figura 2.2. Considere L(f, '), a reta
distinguida de coinclinagéo p' em f, isto é, a unica reta de inclinagdo —1/4" que contém um lado
ou um vertice de N(f). Tome (o, 8) € L(f, ') N N(f), entao

o+ /’Llﬁ = o,
para algum oy € R. Definimos uma fungao auxiliar por
Uppn (. B) = o+ 1'B — ao, (2.9)

e considere os semi-planos correspondentes as respectivas regioes localizadas acima e abaixo de
L(f,1'):
1 = {(a, B)] Lppy > 0} e mo = {(a, B)| Ly < 0}.
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l(f,u’) <0

<

gy =0

Figura 2.2: Poligono de Newton de f e L(f, i').

Note que os pontos de L(f, u) correspondem exatamente aos pontos nos quais l(f,u) € nulo.

Considere o binomio diferencial
Mag(f) = Aapa®y” + Bagz® Ty 1y,
e tal bindmio transformado pela substituicao de y por cx* + y:
Mlg(f) = Aqpz®(cat + ¥)? + Bagz® T eat 4+ y)P 7 (cpa Tt 4+ ),
ou seja,
Méﬁ(f) = Agpa®(ca! + y)ﬁ + Bagcuxa+“(cx“ + y)ﬁ_l + Baﬁmo‘ﬂ(caz“ + y)ﬁ_ly'. (2.10)

Para analisar o efeito ocasionado por Méﬁ( f) nos expoentes das varidveis = e y, dividiremos a
equacao acima em dois casos:
Caso I: Analisaremos aqui os bi-indices da equacao (2.10) que ndao acompanham a variavel y'.

Seja
Appa®(cat + y)? + Bagepx®tH(cat + y)PL.

i) Se Ang # 0, obtemos termos nao nulos com expoentes (@, ) da forma

a = a+tkyp
p -k, (2.11)

iy
I

com 0 < k < 3. Calculemos para estes (s, (@, B):

L@ B) = a4+ By —ag
= (a+kp)+(B—k)y —ag
= a+Bu —ag+ku—ky'.
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Logo,

L@, B) = g, B) +k(p—u). (2.12)

Uma vez que assumimos («, 8) € L(f, i), ou seja, I(5,/)(c, B) = 0, segue que a equacio (2.12) é
estritamente positiva, pois k > 0 e u’ < u. Portanto, os termos obtidos pela transformada com

k > 0, estdo em m, isto ¢, & direita de L(f, u’). Além disso, (a,8) € L(f, i) se, e somente se,
k= 0, isto e, (675) = (aaﬁ)‘

ii) Se Bog # 0, por (2.11) obtemos termos nao nulos com bigraus da forma

a = a+u+kp
8—1—k, (2.13)

|
I

com 0 < k < B — 1. Calculemos para tais I, (c, B):

(@, B) = (a+p+kp)+(B8—1—k)p' —ag
= a+tku+p+Bu —p —ky' — ao
= a+8 —ap+ (k+p—(k+ 1)

Assim,

Uy (@ B) = g (e, B) + (k + 1) (1 — 1), (2.14)

Da mesma forma, temos I /) (c, ) = 0, e como pi’ < p, segue que a equacao (2.14) ¢ estritamente

positiva, pois k > 0. Logo, estes termos transformados estdo sempre & direita de L(f, u').

Caso II: Analisaremos aqui os bi-indices de M (iﬁ dos termos de

Bogz® T (cat 4 y)P 1y
i11) Se B # 0, obtemos expoentes da forma
a = a+ku+1
B = B —k— 17
com 0 < k < 8—1. Como estes termos acompanham a variavel ¢, os bigraus obtidos serao dados
por
a = a+ky
B = B-Fk (2.15)
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com 0 < k < 3 — 1. Aplicando I(s (@, 3) para estes bi- indices, temos

@, B) = a+ By —ag
= (a+kp)+(B-k)p —a
= a+ By —ag+ku—ky.

Logo,

lpy (@, B) = (o, B) + k(p— ).

Pelo mesmo motivo de i), os termos transformados com k > 0, estdo em 71, ou seja, a direita de

L(f, /). Assim, (@, B) € L(f, 1) se, e somente se, (@, 5) = (a, 3).
Portanto, os bigraus obtidos pela transformada, distintos de («, ), estao localizados sempre
a direita de L(f, u'). O

Definicao 2.2.7. Se (@, #) é um bi-indice da (u, ¢)-transformada de f satisfazendo as equagoes

(2.11), (2.13) e (2.15) dizemos que (@, 8) é produzido por (a, ). No mesmo caso, dizemos que o
bi-indice (a, B) produz (@, 3).

Observacao 2.2.8. Escrevemos
My = > Dag, (2.16)
(o/,8")

onde Dyp sdo binomios transformados de Myg e (o', 8’) sdo produzidos por (a, 3).
Ressaltamos que quando k = 0 nas equagoes (2.11) e (2.15), obtemos o bigrau original (o, ).
Em particular, se (o, 3) € N(f) N L(f, '), isto significa que Dyg é nao nulo em (2.16), e pela
Afirmagao 2.2.6, segue que os coeficientes de D,z sao dados pelos coeficientes originais de M,g.
Logo,
Dag = Maﬁ.

Observacao 2.2.9. Da mesma forma, o binémio diferencial associado a transformada, M ;6’ é
dado por um somatoério de binoémios diferenciais D, transformados, nos quais (¢, ') produzem

o bigrau («, ).

Proposicao 2.2.10. Para (o, 8) € L(f, /) N N(f), temos

My,

6] = Mocﬂv

onde M/ € o binémio diferencial associado a f' = flcxt + yl, onde 1’ < p.

Demonstragio. Queremos mostrar que o binomio diferencial associado a f’ para («, ) nao
provém de outros binémios transformados, ou seja, ndo existem bi-indices produzindo

)

(a, )
distintos de (a, 8). Suponhamos entdo que exista um bi-indice (a1, (1), distinto de («a, ), que
o produza. Isto significa que (o, 3) é escrito de uma das formas descritas em (2.11), (2.13) ou

(2.15).
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2.2. A TRANSFORMADA DE NEWTON-PUISEUX

Primeiramente note que, como (o, ) € L(f, i), temos I(s (v, B) = 0, isto é

a+ B —ayg=0. (2.17)
i) Se (a, B) € tal que
= a1 +kup
ﬂ = /81 - k7

para k # 0, de (2.17) temos
0= (a1 +ku)+ (61— k) —ao=o1 + iy’ — o + kp — kpt
isto é,
lp e, B1) + k(p—p') = 0.

Como k(p — ') > 0, segue que I(¢,/) (a1, B1) <0, isto &, (a1, B1) se encontra abaixo de L(f,u').
Uma vez que estamos considerando a tranformada de M,, ,, segue que M,, 3, ¢ nao nulo, uma
contradi¢do, pois ndo existem pontos de A(f) abaixo desta reta.

i1) Se (o, B) é tal que

= o+ p+kp
6 = Bl_l_k>

a equagao (2.17) implica que
0= (a1 +p+kp)+Br—1-k)p —ao=ar+ iy —ao+ (k+1)(p— ).

Asgsim,

Upany(an, Br) + (k+1)(p — ') = 0.

Como (k+ 1)(u — ') > 0, segue que I(f, 1) (a1, 1) < 0 e, pelos mesmos motivos explicitados
anteriormente, temos uma contradigao.
Tendo considerado todos os casos possiveis, segue que M/, 3 nao recebe contribuicoes de outros
binémios transformados. Logo,
M! 3= Dag.

«,

Pela Observagao 2.2.9, segue que

[0}

M/B = MO&B
O

Na propriedade seguinte, obtemos a igualdade das retas de distinguidas de coinclinagao '
associadas a f e f[z* + y|, bem como a igualdade entre os polindmios caracteristicos e iniciais

associados a f e a transformada [’ = f[ca* + y|, para y/ < p.
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2.2. A TRANSFORMADA DE NEWTON-PUISEUX

Propriedade 2.2.11. Se 1/ € Q4 é tal que y/ < u, entdo:
i) L(f, ') = L(flext + yl, 1)
i) In)(f) = Int)(flext +y])
010) @) (€) = P plexnty) ) (€)-

Demonstragao. i) Seja (a, 8) € L(f, /' YNN(f). Se («, 8) nao é o tnico ponto de L(f, )N N(f),
tome (v, §) como o ponto mais alto de L(f, /)N N(f). Uma vez que da Proposi¢ao 2.2.10 temos

élﬂ = Ma,ﬁ 7'&07

segue que («,3) € A(f’). Pela Afirmacao 2.2.6, termos produzidos por Méﬁ estdo sempre a
direita deste ponto, em ambos os casos considerados. Isso significa que («, 8) ¢ o ponto que se

localiza "mais & esquerda" de A(f’), e entdo

(a, B) € N(f").

Observe que L(f, ') e L(f', ') sdo as tinicas retas de inclinagdo —1/p’ que contém pontos de
N(f) e N(f), respectivamente. Como as coinclinagdes de L(f[cz* +y], ') e L(f, 1') coincidem,

e esta Gltima possui um ponto em comum com N(f’), segue da unicidade desta reta que

L(f, 1) = L(flcat 4y, u').

i1) Para mostrar que os respectivos polinémios diferenciais iniciais coincidem, observe que

() = ¥ (flea +y)) = Y ap-
(B)EL(f 1)

Pela Proposicao 2.2.10 e o item anterior, temos que

mbI(fy= Y Map=In"(f). (2.18)
(a,B)EL(f1)

Logo,
) (fleat +y]) = I (f).

i11) Seja o polindomio caracteristico associado a f’, dado por

(p(f’,p/) (C) = Z (A:xﬁ + H/Bfm)cﬁ
(eu,B)EL(f!,1')

Como Ang = Al 53 e Bag = By, temos que

(@ = Y. (Aag+ 1 Bap)c’.
(.B)EL(f 1)
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2.2. A TRANSFORMADA DE NEWTON-PUISEUX

Logo,

Pt (€) = P(fleanty) ) (€)-
u

O exemplo a seguir ilustra os fatos obtidos na Propriedade 2.2.11, no caso em que ¢/ =1/2 <

1=pu.

Exemplo 2.2.12. Seja f = xy + 2y3 + 2° + 2%y + 23y, ou seja, f = A(x,y) + B(z,y)y’ com
Az, y) = 2y + 2% + 2° e B(x,y) = 22 + 23. Temos,

Mii(f) = Anwzy+ Buz’y = zy + 2%y
Mos(f) = Aosy®+ Buay’y = 2y°
Myy(f) = Anz’y+ Bnzy =2y
Mso(f) = Asoz® + BsoxSy 1ty = 2°.

Como esses bindmios sdo os tnicos ndao nulos na escrita de f, segue que

A(f) = {(17 1)7 (07 3)7 (2’ 1)7 (57 0)}7

e o poligono de Newton de f é ilustrado no Diagrama 2.3.

“6

LU

Figura 2.3: Poligono de Newton de f.

Observe que o lado de N(f) que contém os pontos (0,3) e (1,1) esta contido em uma reta
com inclinagdo —2 = —1—}2, isto &, (0,3), (1,1) € L(f,1/2). Denotemos u/ = 1/2, e calculemos a
transformada de f por ¢ € C* e p =1, isto é, fcx + y]. Note que ¢’ < p. Entéo,

z(cx +y) +2(cx +y)* +2° + 2% (c+ o) + 23 (c +v)
= e+ axy+ 2(033:3 + 3%y + 3exy® + y3) + 25 + ca® + 2%y + cad + 23y

f'= flez' +9]

= 2z’ + 2y + (283 + ¢)2® 4 622y + 6exy® + 243 + 25 + 2%y + 23y
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2.2. A TRANSFORMADA DE NEWTON-PUISEUX

Para exibir aos pontos de A(f’), calculamos os binémios diferenciais associados a f’, que

denotamos por M&ﬁ- Temos,

Mé,o(f/) = ,20$2 + Béol‘gy_ly/ = 2ca?

My (f) = Abgar® 4+ Bhyaly™y = (2% + ¢)2?

Mé,l(f/) = /21$2y + Bélx?’y/ = 6222y + 23y

Mi,(f") = Ayzy+ By x*y = xy + 2y

Mi,(f) = Alxy? + Blox’yy' = 6cxy?
M(,),?)(f,) = A63y3 + Boszy?y' = 2¢°
Mio(f') = Aga®+ Baly~ly = a®.

Logo. A(f) = {(2,0), (3,0), (1,1), (2,1), (1,2), (0,3), (5,0)}, e N(f") ¢ ilustrado pelo Diagrama
2.4.

[ 3
[ 3
y

@

" L(flex +y).3)
Figura 2.4: Poligono de Newton de f' = flcx + y].

Note que os pontos (0,3), (1,1) € L(f,1/2) estdo em A(f’) e correspondem aos pontos que
estdo a esquerda dos demais e, assim, pertencem a N(f’). Dessa forma, como L(f’,1/2) é a

Gnica reta com inclina¢do —2 que intersecta N(f'), segue que

L(f,1/2) = L(f[cx +y],1/2). (2.19)

Observe que da construcao acima temos que M,z = Mc’yﬁ, bem como A3 = A/aﬁ eB.g = B;ﬁ

para pontos sobre a reta L(f,1/2). Assim, o polinémio diferencial inicial é

(= Y M=% tay+a’y.
(a,3)EL(f,1/2)
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2.2. A TRANSFORMADA DE NEWTON-PUISEUX

Por outro lado,

I (f) = Z Mag = 2y° +zy + 2y
(a,B)eL(f,1/2)

Logo,
InW)(flex +y]) = In(f).

Olhando para o polinémio caracteristico, note que

1 3
3 2
brn@= 5 B =2+ (14 3 e=e (224 ),

(. B)EL(Sf" 1)

enquanto
l 8 3 1 2 3
ey (c) = Z (Aag + W' Bag)c” = 2¢ —1—(1—1—5)0:0 2c +§ .

(e, B)EL(f,p')

Logo,

Pt (€) = P(flea+y)w)(C)-

Definicao 2.2.13. Sejam L(f, ) a reta distinguida de coinclinagdo p e N(f) o poligono de
Newton de f. Definimos o ponto Q(f, x) como o ponto mais alto de N(f) N L(f, ).

Observagao 2.2.14. Note que Q(f,u) é o ponto mais alto do lado de N(f) que intersecta
L(f,u), ou o tnico ponto de N(f) que intersecta L(f, ).

Na Propriedade 2.2.11, obtemos relagoes importantes entre os objetos associados a uma
coinclina¢ao p’ dos poligonos de Newton de f e da transformada f' = flecz* + y|, no caso
em que i/ < p. Usando a definigdo acima, considere o caso particular em que pu = p/, isto
é, f' = flex* + y], bem como as retas L(f,u) e L(f', ). Seguem algumas propriedades que

relacionam os poligonos de Newton de f e f'.

Observacao 2.2.15. Seja (o, 8) € L(f, u) N N(f) e seja (@, 5) um bi-indice produzido por Méﬁ

pela transformada f’ = flcz* +y|. Entdo, (@, §) possui uma das formas descritas pelas equagoes

(2.11), (2.13) ou (2.15), para ' = u. Se (@, §) satisfaz as equagoes (2.11) e (2.15), temos

(@ B) = a+pBu—ag
= (a+kp)+(B—kp—ao
= a+fu—ag
— 0,

uma vez que («, 8) € L(f, ). Logo,

(@,B) € L(f, ).
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2.2. A TRANSFORMADA DE NEWTON-PUISEUX

Se (@, ) possui uma forma descrita em (2.13), perceba que

lip(@B) = a4+ Bu—ag
= (a+kp+p)+(B—k—1)u—a,

isto &,

lyw@B) = a+pBu—ag

Também neste caso,

(@,B) € L(f, ).
Portanto, os bi-indices produzidos por Méﬁ estao todos localizados sobre a reta L(f, u).

Observacgao 2.2.16. Sejam Q(f, 1) o ponto mais alto de L(f, u) "N N(f) e (¢, ") um ponto de
N(f) localizado acima de Q(f, ). Uma vez que Q(f, 1) é o ponto mais alto de L(f, u) N N(f),
segue que o ponto («/, f') pertence a um lado de N(f) cuja inclinagdo é —1/4/, com u' < p. Tal
lado é denotado por L,s. Considere r a reta que passa por (o/, ") com inclinacdo —1/pu, cuja

equacao é dada por

r+yp—y =0,

com 9 € R. Vamos mostrar que os bi-indices produzidos por (o/, 3') estao localizados na reta
r. Para tanto, seja (@, 3) um bi-indice produzido por (/, 8'). Sabe-se que (@, 3) satisfaz uma
das equagoes (2.11), (2.13) e (2.15).

i) No caso em que (@, ) satisfaz (2.11) e (2.15), temos

a = o +ku
5/_k7

|
I

com 0 < k < . Entéo,
A+ Bu—0= (' +kp) + (8" = k) — 0,
e como (a/, 8) € r, segue que
a+Bu—q0=0a+pp—=0.

Logo, (@, B) € r.

ii) No caso em que (@, 3) é produzido por (o, 8') e satisfaz (2.13), temos

a = o +pt+kp
6/_]-_k7

|
|
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2.2. A TRANSFORMADA DE NEWTON-PUISEUX

com 0 < k < —1. Assim,

a+Bu—no=(a"+p+kp)+ (B —1-k)pu—0.

Uma vez que (o/, ') € r, segue que

a+pBu—v=ad+pu—" =0,

e (a,p) er.
Portanto, todos os bi-indices produzidos por (¢/, 5) estdo em uma reta r inclinacdo —1/p.

Na propriedade anterior, mostramos que pontos acima de Q(f, u) produzem, pela (u,c)-
transformada, pontos em uma reta de coinclinagao u que passa pelo ponto original. A propriedade
a seguir, garante que as por¢oes dos poligonos de Newton associados a f e a f' = flext + y],

localizadas acima do ponto Q(f, i), sdo iguais.
Propriedade 2.2.17. As porcoes de N(f) e N(f’) que se localizam acima de Q(f, 1) sdo iguais.

Demonstragio. Considere Q(f,u) = (o, ) e (/, ") um ponto de N(f) localizado acima de
Q(f, ). Pela Observacao 2.2.16, temos que (/,3’) € L,. Na demonstracao da Observacao

L(f, 1) A;

v

Figura 2.5: O ponto Q(f, u).

2.2.16, mostramos que os termos gerados por M(i,ﬂ, se localizam sempre & direita de L,/ para
' = flex® + y], com i/ < p. Mostramos também que, nestas circunstancias, (o/, ') nao é

produzido por nenhum outro bi-indice, e pela Proposi¢ao 2.2.10,

MC’X,B, = Myp #0.
Deste modo, (o/,8") € A(f’), e por estar localizado & esquerda dos demais, temos que
(o/,8") € N(f'). Assim, pontos localizados acima de Q(f, 1) estdo em N(f').

Uma vez que pontos (o, 8') localizados acima de @ estdao em N(f'), e que pela Observacao
2.2.16, os pontos produzidos por (o, ") estdo sobre uma reta com coinclinagdo p localizada a
direita de L(f, u), segue que estes poderao realizar modifica¢oes somente nos lados de N(f) que
se localizam abaixo de Q(f, 1), garantindo que as parti¢oes acima deste ponto sdo idénticas em
ambos os poligonos N(f) e N(f).
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Por fim, segue que as por¢oes de N(f) e N(f') acima de Q(f, 1) coincidem. O

Na Propriedade 2.2.11, mostramos a igualdade das retas de inclina¢go —1/p’ que interceptam
N(f)e N(f'), onde f' = flez' +y] e p’ < p. Agora, mostraremos agora tal igualdade no caso

em que 4 = p.
Propriedade 2.2.18. L(f,u) = L(f[cz" + y], p).

Demonstragio. Considere novamente Q(f, 1) = (o, ) como definimos, e f' = flcx* 4 y]. Pela
Propriedade 2.2.17, as por¢oes de N(f) e N(f’) acima de Q(f, ) coincidem. Uma vez que Q(f, i)
¢ o ponto mais alto de L, ou o tinico ponto de N(f) N L(f, ), segue da Proposigao 2.2.10 que
nenhum ponto localizado acima de Q(f, u) podera pro duzi-lo. Da mesma forma, Q(f, 1) nao
é produzido pelos pontos localizados abaixo dele, pois caso contrario, estaria & direita destes.
Entao, temos

M/B:Maﬂ#o,

«

isto &, Q(f, ) € A(f"). Como @ é um ponto de A(f’) localizado a esquerda dos pontos de A(f”)
que se localizam abaixo dele, segue que Q(f, 1) = (o, 8) € N(f’). Note que Q(f, ) € L(f, 1), ou
seja, L(f, ) é uma reta de coinclinagdo p contendo pontos de N(f’). Da unicidade de L(f’, ),

temos

L(f,p) = L(f', ).

2.3 Relacionando os polindmios inicial e caracteristico

Na secao anterior, trabalhamos com a construgdo do poligono de Newton para o polindémio
diferencial associado a uma forma Pffafiana. A essa construcdo definimos o polinémio diferencial
inicial e o polinémio caracteristicos associados a esse polindbmio. Nesta secao, vamos relacionar
a escrita destes polinémios.

Seja
m¥(f)="> Mas(/)
(a.B)EL(f1)
e considere («,0) e (o,1) pontos sobre a reta L(f, ). Entdo, temos que

1 1—0
oo —a

Note que existem finitos pontos de L(f,u) para os quais o binémio diferencial ¢ nao nulo, e
tais pontos serdo representados por (oy,i), para ¢ = 1,--- ,¢t. Usando a escrita dos binomios

diferenciais M,,;, podemos escrever

t
InW(f) = Agz®+ Y A%y’ + Bz Tlyi =ty (2.20)

=1
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onde o; = a— pi. Obtemos assim, uma importante caracterizacao do polinémio diferencial inicial

Int(f"), onde f' = flext +y].

Afirmacao 2.3.1. Sendo f’ = flcz" + y|, temos

() = (I (f)",

isto é, o polindomio diferencial inicial de f’ associado a u é igual ao polinémio diferencial inicial

associado a u, do transformado de f pela substituicdo de y por cz* + vy .

Demonstra¢io. O polinomio diferencial inicial associado a transformada f’ = f[cx* 4 y] é dado

por

(= Y My(f),
(,B)EL(f" 1)

e como L(f,pu) = L(f', ), temos

(= > M(f). (2.21)
(a,B)EL(f,p)

Da Observacao 2.2.9, temos que

= D Dag.
)

(alﬁgl

onde cada Dy € um binémio transformado em que (o/, ) produz o bigrau (a,3). Pelas
Observagoes 2.2.15 e 2.2.16, termos em L(f, u) produzem e sao produzidos somente por bigraus

que estao sobre esta mesma reta. Em outras palavras,
t
(;B — Z Ma’ﬁ/7
(o/,8")
onde (o/, ') € L(f, 1) e produz («, 3). Assim,

Y My = Y M

(o, B)EL(f,1) (o, B)EL(f,1)

Logo, pela equacao (2.21),

(=% Mg,
(0,B)EL (1)

0 que é equivalente a
InW(f") = (In®(f))", (2.22)

provando o enunciado. O

28
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Dessa forma, o polinémio diferencial inicial da transformada é

t
InW(flea" +y)) = Apz™ + Z(Aixo”(c:r“ + ) 4 Bz (cat 4 y) T (cpa T 4 4)), (2.23)
i=1

e organizando os termos, podemos escrever

t
InW(flez" +y)) = Ao(c)z® + Z Ai(c)xiyt + Bi(c)x®Tyi~1y/, (2.24)
i=1
onde Ag(c), A;(c) e Bji(c) sdo polinémios em ¢, para ¢ = 1,--- ,t. Considere agora o polinémio

caracteristico de f escrito como

p(c) = @ (c) = alc) + pcp(c),
onde

¢
B(c) = ZBici_l e afc)= ZAici.
i=1 '

A propriedade seguinte permite relacionar os coeficientes da equacdo (2.24), isto ¢é, do

polinémio diferencial inicial transformado, com a escrita do polinémio caracteristico acima.
Propriedade 2.3.2. S3o validas as igualdades:
i) Ao(c) = ¢(c).

i1) Para j=1,---,t, temos Aj(c) = —oW(¢) = p
J

1
G =Dt

Demonstragao. i) Observe que Ap(c) é o polindémio em ¢ que acompanha os termos de expoentes

i1i) Para j =1,---,t, temos Bj(c) = BU=D(c).

x® e 0, ou seja, o bi-indice (o, 0). Como a equacio (2.24) & obtida a partir de (2.23), vamos
al

exibir Agp(c). Expandindo a equagao (2.23) pelo binomio de Newton, temos:

t ¢
Ag(e)z® = Agz® + Z Aictpith 4 Z By gt gh =) (i1
i=1 i=1

t t
= Apz® + E At githt 4 E Bipctgtitituizptu—l

=1 i=1

e uma vez que o; = o — Ui, segue que

t t
Ap(c)z® = <A0 + Z At + Z Bmc’) x®.
i=1 i=1
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Assim,
t ‘ t '
Ap(e) = Ao+ z Aic' + Z Biuc'
i=1 i=1
= Z 147;6z + MCZ Biczil.
i=0 i=1
Logo,
Ao(e) = ale)+ peBle),
isto é,

it) Para j fixo, note que Aj(c) é o polindmio em ¢ que acompanha os fatores %y, isto é, o

bi-indice (ay, j) em (2.24). Para exibi-lo, dividiremos a equacao (2.23) em duas partes. Defina

t
Agz®™ + Z Az (cxt 4+ y)Z
=1

,01($,y)

t

pa(a,y) = 3 Bt (ea +y) " (opa T +y).
=1

Os termos de p1(x,y) que acompanham o bigrau (¢, j) sdo independentes de y’, sdo dados por:
¢ i o to /i o o
Z Ai< ,)xo‘i(cx“)lﬂy] = Z ( ) AT xRy (2.25)

para ¢ > j, com (;) =il/(i—j)9! e aj = o — pj. Por outro lado, os termos de pa(x,y) com
bigrau («;, j) s@o da forma:

t . t ,
1 o -1 - .
Z B; <Z i )xaiﬂ(cx“)’ljyj(c,ux“l) = Z <Z i >Biuc7’3xa‘”y37 (2.26)

i=j+1 i=j+1

sempre que ¢ > j + 1, onde (151) =al/(i—1-7)4"

Entao, Aj(c) é formado por termos das equacdes (2.25) e (?7), isto é,
t

Aj(e) = Z(;)Aici_j—l- m i <i;1)Bici_j. (2.27)

=7 i=j+1

Para exibir ¢)(c), afirmamos:

Afirmacao 2.3.3. go(j)(c) = a(j)(c) + u(jﬁ(j_l)(c) + c,@’(j)(c)).
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Demonstra¢do. Vamos provar tal afirmacao por inducao em j € N. Para j = 1, temos

¢'(c) = d/(c) + nB(e) + pep'(c) = o/ (c) + p(B(c) + cB'(c)),

sendo valida a etapa de inicializacdo. Suponha que a propriedade seja validapara j =1,....k € N|
isto é,

P (e) = D (e) + p(iBIV(e) + 89 ().

Mostremos entao que a propriedade é satisfeita para j = k + 1 € N. Para isto, note que

P (e) = (¢ (),

e da hipétese de inducao,

P (e) = (W () + k(B V(€)' + p(eB™ ()’
= ™ (e) + kB (e) + u(B® (c) + %V (c))
a® () + p(k +1)8® (c) + pcp®H (c)
= a® () + p((k + 1)B% () + cBEH(c)),

o que demonstra o resultado. O

Para exibir os termos de (p(J)(C), é necessario realizar derivacdes sucessivas de « e 3, obtendo

aD(e) = (i —1)(i—2) - (i— (j — 1) A’

=7

t

B = Y (=1 =2)---((i=1) = (j = 1)) B . (2.28)

i=j+1

Da Afirmagao 2.3.3, segue que

P9 () Z == (=G =1) , g

i

g (]‘.1')(6) fpe S ((—1(E-2)-- (‘(Z D=0 -1) 5 i1
It i=j+1 I
Note que
<z> oot i =1)E=2)-- =G = 1))
i) =) J!
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donde segue que,

i=j i=j+1

Entao,

LA (e (e

=7 i=7+1

Portanto, de (2.27), temos

i71) Analisando a equacdo (2.24), temos que Bj(c) consiste dos termos que acompanham o termo
x®+lyi=1y/ Abrindo os termos de (2.24) ¢ facil ver que
L fi-1 L fi-1
- . 1V_i1 - .
Bi(e)=Y_ <j - 1) Bicl=D=0=D =}~ (j - 1>Bicl i, (2.29)

=7 1=j

Por outro lado, a equacao (2.28) garante que

BV ~GE-DE-2)- (-1~ (—2)

= e
(-1 2 G- pe
isto &,
BU=1(c) toi—1 o
U Bic" . 2.
TR DAY (2:30)
Logo, de (2.29) e (2.30), segue que
BYD(e)
Bil(c -
() (=1t

Observacao 2.3.4. Do item i) temos, Ag(c) = 0 se, e somente se, ¢(c) = 0.

Observacao 2.3.5. Em particular, note que A; = A¢(c) e By = Bi(c). Com efeito, do item iii)

temos

=1 (e L= —2)((i—1) — (t — A
By(e) = 5 (¢) :Z( D=2 (1)~ (t=2) 5 i

G (t= D)
_ D=2 () - (E=2) g
(t—1)! ¢
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2.3. RELACIONANDO OS POLINOMIOS INICIAL E CARACTERISTICO

isto é,
Bt(C) = Bt.

Por outro lado,

(®) (t-1) (®)
) = ¢ 75!(0) _Mﬁ;t - 1()c!) _® ﬂ(C) B,

e da Afirmacdo 2.3.3, temos

() a®(e)  psV(e) + 8Y(c))
t! t! t! :

Como deg(f(c)) =t — 1, segue que S (c) =0 e

(t) (t) (t=1) (t)
SO0 o) wBVE ()
T R
Entao,
a®(c
ao = 29
_ Zi(i—l)(i—2) (= (t=1) , it
! ‘
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Capitulo 3

O algoritmo de Newton-Puiseux

Para encontrar uma solucdo de uma forma Pfaffiana w, basta que encontremos uma solucao
(fo = 0), onde f, é o polindmio diferencial associado a w. Para encontrar tal solugao, E.
Ince em [9] modificou as ideias de H. Fine em [(] e [7], realizando uma extensdo da teoria de
Newton-Puiseux para equactes diferenciais de primeira ordem. No entanto, tal extensao do
algoritmo de Newton -Puiseux, em termos de aplicabilidade, é restrita a determinadas situagoes.
Em vista disso, J. Cano em [3] apresenta uma versao geral do algoritmo em questao, impondo
condigoes relacionadas aos lados dos poligonos de Newton e as raizes do polinémio caracteristico
em cada etapa, para garantir que tal algoritmo seja efetivo para encontrar a solucao desejada.
Neste capitulo, apresentamos a extensdo do algoritmo de Newton-Puiseux de J. Cano como

instrumento usado para encontrar uma possivel solu¢ao da equagao (f, = 0).

3.1 O algoritmo

Nesta segao, descrevemos o Algoritmo de Newton-Puiseux modificado por E. Ince [9] para
encontrar uma candidata a solucao de (f, = 0).

Para tanto, suponhamos inicialmente que nem (z = 0) e nem (y = 0) sejam solucoes de
(fw = 0). Observe que se (y = 0) ndo ¢ solugao de (f, = 0), temos que f,(x,0) é nao nulo, isto
e

Ay(x,0) + By(z,0).0 = A, (z,0) # 0.

Isto significa que y nao divide A,, ou seja, existe um ponto da forma (a,0) em A(f,), e
consequentemente, em N(f,). Em outras palavras, se (y = 0) nao é solugado de (f, = 0), o

poligono de Newton de f, termina no eixo horizontal.

Proposicao 3.1.1. Se nem (x = 0) e nem (y = 0) sao solugoes de (f, = 0), entdo existe um

lado com inclinagdo —1/pg tal que ¢y, ,)(c) possui uma raiz ndo nula co.

Demonstra¢do. Como (y = 0) ndo é solucao de (f, = 0), temos que N(f,) termina no eixo
horizontal e existe um ponto (,0) em N(f,,). Caso Bag # 0, terfamos um termo By oz® ™y ~?
na série B o que nao é possivel. Consequentemente, temos A, o nao nulo. Por outro lado, como
(x = 0) nao é solucao de (f, = 0) temos que B, (0,y) # 0, isto é, = ndo é fator de B,,. Isto
significa que existe um ponto da forma (—1,3) em A(f,), e consequentemente, em N(f,,), onde

B_13#0e A_j3 =0, pois caso contrario, terfamos um termo A_Lga:_lyﬂ, uma contradicdo.
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3.1. O ALGORITMO

Uma vez que 8 € N, exibimos dois pontos de N(f,) com ordenadas distintas. Logo, garantimos
a existéncia de um lado do poligono com coinclinacao positiva. Para mostrar a existéncia de uma
raiz nao nula do polindémio caracteristico, vamos analisar alguns casos distintos.

Caso 1: Se os pontos (—1,03) e (a,0) formam um lado de N(f,) com coinclinacao pg, temos

A

A
v

Figura 3.1: Poligono de Newton de f.
que o polinémio caracteristico é dado por

(p(fwuo) = ’LLOB(_Lﬁ)Cﬁ + A(O‘?O)’

e, consequentemente, existe uma raiz nao nula de .
Caso 2: Suponha agora que N(f,,) seja formado por dois lados como na Figura abaixo.
Sejam L e L' os lados de N(f,) com pontos extremos (—1,8) , (a1,51) e (o, 0) com a1, 81 > 0.

A

v

A

Figura 3.2: Poligono de Newton de f.

Considere L o lado de coinclinacao p, com extremos (—1, 8) e (g, £1). O polindmio caracteristico

associado a esse lado é denotado por
P(furstt) = 'U’B—lﬂcﬁ + (Ao/ﬁ/ + MB@’75’)CB +oeee (Aalﬂl + MBalvﬂl)Cﬂl’

onde (¢, ') € N(f)NL(f, ). Suponha que o polinémio caracteristico associado a esse lado nao

possua raiz nao nula. Se isso acontece, entao
Ay g + 1Bay g = 0. (3.1)

Seja L' o lado de N(f,) localizado abaixo de L, com coinclinagdo p’ > p. Pela equacao (3.1),
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3.1. O ALGORITMO

temos

Aa1,,31 + M/Boa,bﬁ # 0.

Temos que o polinémio caractéristico associado a esse lado,
/:(A =+ ,B )Cﬁl—i-—'-A
P(fu) ar,B1 T K Bay,py ,05

possui uma raiz nao nula.

Caso Geral: Esse caso segue usando a mesma ideia do caso anterior. O

Comegamos a descrever o algoritmo de Newton-Puiseux. Suponhamos que nem (y = 0) e
nem (z = 0) sejam solugdes de (f, = 0). Pela Proposigao 3.1.1, existem um lado de N(f,) com
inclinagdo —1/pg e co uma raiz nao nulade ¢y, ,,0)(c)-

Seja f1 = fu[cox* + 4], a (1o, co)-transformada de f,,, onde ¢y € C*. Pela Propriedade 2.2.4,
(y = 0) é solucao de (f1 = 0) se, e somente se, coxH® ¢é solucao de (f, = 0). Se isto ocorre, temos
a solugao de (f, = 0) que estamos procurando. Caso contréario, busquemos um lado de N(g)
cuja inclinagao seja -1/p1, com py > po, tal que @(s, ,,)(c) possui uma raiz c1, ndo nula. Veja
que isto torna-se possivel devido a Proposigao 3.1.1.

Este processo é realizado iteradamente até que encontremos a canditada a solugdo desejada
para (f, = 0). No entanto, tal algoritmo podera nao funcionar em alguns casos. Vejamos um

exemplo em que isto acontece.

Exemplo 3.1.2. Seja f(z,y) = y% + zy*y + 2y? — 32%yy’ — 22y + 223y’ + 2°. Temos,

M_7(f) = Az 'y’ + B’y =%
Mio(f) = Aipzy® + Biga’yy = loy® — 32y’
Mos(f) = Aosy®+ Biazy®y' = xy*y
Myi(f) = Ag1a’y+ Bogady = —a?y + 223y
Mso(f) = Aspa’+ Bspay~ly =2’

Deste modo, segue que

A(f) = {<_17 7)7 (17 2)7 (07 3)7 (27 1)? (57 0)}7

e o poligono de Newton de f é dado na Figura 3.3.
Considere a reta distinguida com inclinag¢ao igual a —1, e a denote por L(f,1). Observe que
o lado de N(f) que esta contido em L(f,1) contém os pontos (0, 3), (2,1) e (1,2), e o polinémio

caracteristico para y = 1 é escrito como

o) = E+ec—2=c(?—2c+1) =c(c—1),
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3.1. O ALGORITMO

Figura 3.3: Poligono de Newton de f.

o qual tem como Unica raiz nao nula de ¢ = 1. Seja a (1, 1)-transformada de f dada por:

fi=fle+yl=@+y)°0+y)+a@+y)*A+y) +a(@+y)* —32°@+y)(1+y)
— 2z +y) +22°(1+y) +2°,

isto é,

fi=(@+9)°(1L+y) +2° + 2%y + 2y® + 2%y + 2%y + 2’y + 2° + 22%y + 2y — 327
— 3x2y - 3x3y' — 3332yy' - 332y + 223 + 21‘33/ + .

Logo,
i = (@+9)°0+y) +22y° - 2Pyy +2y’y + 2. (32)
Desenvolvendo a equagao (3.2), segue que

f1 = 25+ 625y + 152192 4 2023y + 1522y* + 62y° + 98 + 229 + 25 + 25y + 625yy’ + 152292y
+ 20$3y3y/ + 15x2y4y/ + 6xy5y’ + yﬁy/ . x2yy/ + nyy/.

Vamos encontrar A(f;) calculando os binomios diferenciais associados a g. Entéo,

M_17(f1) = 14/—1,75’3_197 + B,—1,7Z/6y, =%/
Mio(fi) = Alszy®+ Bl y2’yy = 2zy® — o”yy/
Mso(f1) = 14/5,0955 + Bé,oxﬁy_ly/ = 2
Mos(f1) = Abey® + Boery’y =y° + 6xy°y
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3.1. O ALGORITMO

Maa(fi) = 0

Mis(f1) = '1,5:cy5 + Bi’5x2y4y’ = 62y° + 152 y%y
Mya(fr) = Apga®y' + By ya’y’y = 1527y + 202°y%y/
Mss(fr) = Ayga®y’ + Byga’y’y' = 200°y" + 152y
Mia(fi) = Alar'y® + Biooyy' = 152"y? + 62”yy/
Msq(f1) = Ag,1375?/ + Bé,1$6y/ = 62"y + 2%’

Moo(f1) = Ajoea® + Bgor'y 'y =a°

Mos(fi) = Aysy’ + Bysay’y' = ay’y'.

Segue que

A(f1) ={(0,3),(6,0),(5,1),(4,2),(3,3),(2,4),(1,5), (0,6), (5,0), (1,2), (2, 1), (=1, 7)},

e o poligono de Newton de N(f1) é ilustrado no Diagrama 3.4

N(f1)
L(flf 2)

o
v

T " L= L(f1,1)

Figura 3.4: Poligono de Newton de fi.

Note que o tnico lado de N(f1) cuja inclinagao maior que —1, é o lado com inclina¢ao —1/2,

o qual contém os pontos (1,2) e (5,0). Assim,
P(s11/2)() = (A2 +2B12)c® + (450 +2B50) = (2 - 2) + 1= 1.

Deste modo, observe que o algoritmo nao poderé prosseguir, uma vez que nao existe raiz nao
nula de (f1, %) Assim, para g > 1, o polinomio ¢(fi, %) nao possui raiz em C*, o que significa

que o processo proposto nao fornece uma solugao de (f = 0).

A partir da situacdo exemplificada anteriormente, vamos apresentar, nas proximas secoes,

condicoes sobre os lados de N(f) e raizes de ¢ em cada etapa do algoritmo, a fim de que ele
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3.2. O LADO PRINCIPAL

poSsa prosseguir.

3.2 O lado principal

No exemplo anterior, usamos o Algoritmo de Newton-Puiseux para encontrarmos uma solugao
para (f = 0), onde f & um polinémio diferencial, em uma situagdo em que tal processo nao pode
prosseguir. Um ponto importante em cada etapa é a escolha de lados do poligono de Newton
de maneira que estes garantam a existéncia de raizes ndo nulas dos respectivos polinémios
caracterfisticos. Nesta se¢do, apresentamos um critério para escolhermos, em cada etapa, os
lado do poligono de Newton, visando evitar situacoes semelhantes a anterior. Procedendo dessa
forma, o algoritmo sempre prossegue.

Por um momento, considere L um lado de N(f) cuja inclinagao ¢ —1/u. Denote por

(a'(L),¥'(L)) e (a(L),b(L))
0s pontos mais baixo e mais alto de L, respectivamente.

Definigao 3.2.1. Dizemos que L é um lado bom de N(f) se os pontos extremos (a’(L),V'(L)) e
(a(L),b(L)) satisfazem:

Aa b
(a,L); = Bamypay 20 ¢ — =DM g — freq|r>pul}.

Bla(L),b(L))
(0,L)f == A (r)p (L) + #B@ )y (r) # 0.

Definicao 3.2.2. Se (y = 0) nao é solugao de (f = 0), dizemos que L ¢é o lado principal de N(f)
se L é o lado bom de maior inclinacdo em N(f), isto é, se L é o lado de maior inclinacao de
N(f) que satisfaz (a, L)y e (b,L)s

Observacgao 3.2.3. Em outras palavras, o lado principal é o lado bom mais baixo de N(f).

Em cada etapa do algoritmo de Newton-Puiseux, impomos a condi¢do tomarmos sempre o
lado principal do poligono de Newton em questdo, uma vez que as condigoes (a,L)s e (b, L)y

garantem, simultaneamente, que

Ay B wyw) #0 e Aww)w) + 1B sy # 0,

e isso implica na existéncia de raizes ndo nulas do polindmio caracterfstico associado a L.
Observe que isto possibilita que o algoritmo continue. Para evidenciar a importancia de estarmos
considerando um lado principal no algoritmo, vamos mostrar a razao pela qual o processo nao

pode continuar no Exemplo 3.1.2.

Exemplo 3.2.4. Sejam f e f; dadas como o Exemplo 3.1.2, e consideremos o lado de N(f;)
cuja inclinagdo seja —1/2 com p = 2, o qual chamaremos de Ly. Observe que tal lado possui
dois pontos (1,2) e (5,0), os quais sdo os pontos mais alto e mais baixo de Lo, respectivamente.
No exemplo anterior, exibimos os coeficientes A, e B,g que formam os binomios diferenciais

associados a f; e encontramos respectivamente,
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3.2. O LADO PRINCIPAL

Aps=1 e Bj;=0.

Evidentemente, temos que (b, L) ¢ satisfeita, pois
Ao +2Bio) =1#0.

No entanto, note que (a, L) nao é satisfeita, uma vez que temos

Logo, Ly nao ¢ um lado bom de N(fi).

O lema a seguir, assegura a existéncia de um lado principal do poligono de Newton N(f),

desde que exista um lado satisfazendo a condicao (a, L) .

Lema 3.2.5. Assumimos que (y = 0) ndo seja solugio de (f = 0) e que exista um lado L de
N(f) com inclinagdo —1/p satisfazendo (a, L)¢. Entdo, existe um lado principal de f que possui

inclinagao maior ou igual a —1/p.

Demonstragio. Sejam L o lado de N(f) com inclinagao —1/pu e (a(L),b(L)) o ponto mais alto
de L. Temos por hipotese que L satisfaz (a, L)y, isto é,
Afa(n) b(n))
Blawypry #0 e —p === ¢ Q.
’ Blawyawy = "
Podemos denotar os lados de N(f) com inclina¢des maiores que —1/u e suas respectivas

inclinacoes por L; e —1/u;, com i = 1,---  k, onde estas tltimas satisfazem

1 1 1
<= <<=
ol M1 HE

Observe que Ly é o lado de N(f) com maior inclinac¢ao e, como (y = 0) nao é uma solugao de
(f = 0), segue que o ponto mais baixo de Ly é da forma (a’(Lg),b'(Lg)) = (o, 0), para algum
a. Pela Defini¢ao 2.1.1, temos B,/ (1) v (r,)) = 0, 0 que implica que Ay (r,)p(r,)) ¢ nao nulo.
Assim,

A @b )  #B@ )y 70,
isto ¢, vale (b, Ly,) .
Afirmacao 3.2.6. Para i = 1,---,k — 1, se L; ndo satisfaz (b,L;)s, entdo L;y1 satisfaz
(a, Liy1)f.

Demonstragao. Com efeito, se L; nao satisfaz (b, L;) r, temos
A (La) b (L)) T HiBa L v (L)) = 0-
Note que, nestas circunstancias, temos B, (r,;)(L;)) 1ao nulo e

A ()b ()

= M- (3.3)
Biar(La)p (La))
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3.2. O LADO PRINCIPAL

Uma vez que p;+1 > [, segue que
Qzpin) © Q)
e como (a/(L;),b' (L;)) = (a(Lit1),b(Lit1)), segue que

A(a( Lit1),b(Lit1))

= i < fhit1,
Bla(Lis1)b(Li))
ou seja,
A
B(a( o ¢ @ (Zpit1):
(a(Lit1),b(Lit1))
Assim, (a, Li11)¢ € valida, o que prova nossa afirmacao. O]
Por fim, analisando (a, Liy1)f,,, e (b, L;)s, para cada i, garantimos a exiténcia de um lado
dentre L, Lq,--- , Ly, satisfazendo ambas as condi¢bes que determinam um lado bom de N(f).

Portanto, N(f) possui um lado principal com inclinagdo maior ou igual a -1/p. O

O corolario abaixo permite uma caracterizagdo de um lado principal do poligono de Newton
de f.

Corolario 3.2.7. Assumimos que L é o lado principal de f com inclinagio —1/u e pontos
extremos (a'(L),b' (L)) e (a(L),b(L)). Entdo uma das propriedades € vdlida:

i) By = 0;

it) Bar(yp(rLy) #0 ¢ —% €Qop) ={reQr>u}
Demonstragao. Considere o poligono de Newton de f e L o lado principal de N(f). Suponha
que L é o lado com maior inclinacdo de N(f), entdo o ponto mais baixo de L é dado da forma
(a’(L),b'(L)) = (@,0), e & imediato que B, () w (1)) = 0, isto &, i) & satisfeita. Caso L ndo seja o
lado com maior inclinagao, tomemos Lq o lado de N(f) cujo vértice mais alto é igual ao vértice

mais baixo de L, isto &,
(a'(L),V'(L)) = (a(L1), b(L1)).

Como L ¢ o lado principal, segue que (b, L)s é vélida, ou seja,

Ay () + 1B L)y ) # 0-

Assim, (a, L1)s nao poderd ser satisfeita, pois caso o fosse, o Lema 3.2.5 implicaria que N(f)
possui um lado principal com coinclinacdo maior que u, uma contradi¢do, pois estamos supondo
que L é o lado principal de N(f) e este ¢ tnico.

Afirmamos que o conjunto {(b,L); e ndo (a,L;)s} implica i) ou ii), e o resultado esta
provado. Primeiro observe que supondo (b, L)s e nao (a,L1)s simultaneamente, temos duas

situagoes distintas. Se
Ay + B wyyw) 70 e Bwwww) =0,
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3.3. ENCONTRANDO UMA SOLUCAO

e temos ). Caso contréario, temos

_Awwmyw) Qi
>p)

Aa/L7b/L + uBa/(n) b (L 70 e
(a’(L),b' (L)) (a’(L),V' (L)) B (n)p(L))

isto &, ii) é valido.
O

O corolario seguinte garante a existéncia de um lado principal do poligono de Newton do

polinémio diferencial associado a uma forma w.

Corolario 3.2.8. Seja f,, o polindmio diferencial associado a uma forma w e assuma que (x = 0)

e (y = 0) ndo sao solugoes de (f, =0). Entao N(f,) possui um lado principal.

Demonstragao. Se (x = 0) nao é solucao de (f, = 0), a Proposi¢ao 3.1.1 garante a existéncia de
um ponto (—1,8) em N(f,), com A_; gy = 0, e necessariamente B(_; gy ndo nulo. Considere L
o lado do poligono de Newton associado a f, cujo vértice mais alto é o ponto (—1,3). Nessas
condigoes, claramente (a, L)y, € satisfeita, e pelo Lema 3.2.5, existe um lado principal de N(f.)

localizado abaixo de L. Logo, o poligono de Newton de f,, possui lado principal. O

3.3 Encontrando uma solucgao

Na secdo anterior apresentamos a definicdo de lado principal do poligono de Newton, e
impomos a utilizacdo deste objeto no algoritmo para que o processo possa continuar. Além
disso, garantimos a existéncia deste, desde que x e y nao sejam fatores de f. Nesta secdo,
definimos uma classe de raizes do polindmio caracteristico que permitem que o algoritmo de
Newton-Puiseux possa ser aplicado recursivamente para encontrar uma candidata a solucao de
(f =0), onde f é uma fungao formal em Cj.

Suponha que N(f) possua um lado principal L com coinclinacao positiva p. Considere o

polinémio diferencial inicial como na equacao (2.20), isto é,

¢
B(x,y) = InW(f) = Agr® + 3 (Aa®y’ + Bt lyi=ly),
i=k

onde oy = oo — pi, e k < t, com (Ag, Bg) # (0,0) e (Ay, By) # (0,0). Isto significa que k e ¢
sao respectivamente, a menor e maior ordenada cujos coeficientes correspondentes sdo nao nulos

simultaneamente.
O lema a seguir fornece uma importante caracterizacao dos coeficientes de ¢ que decorrem da
Propriedade 2.3.2. Essas relacoes serdo usadas na demonstragao da Proposicao 3.3.10, principal

resultado do Capitulo 3.

Lema 3.3.1. Usando a notacao da Propriedade 2.3.2, sao vdlidas as propriedades:
i) Ai(c) = Bi(c) = 0= W (c)=0 e B D(c)=0parai=1,--- k—1.
i) Bp(c) =0 e Ap(c)#0<= o®(c)#£0 e A*D(c)=0.

~ A(e)
Bi(c)

W)
FE (0

iii) Bp(c) #0 € Q= B* V() £0 e € Q..
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Demonstragao. i) Pela Propriedade 2.3.2, temos que

1
Bi(c) = mﬁ( Vi) e

@ (¢ 1
: z'!( : = Al T

B e).

E facil ver que, Bi(c) = 0 se, e somente se, 30-D(¢) = 0 e p)(c) = 0 se, e somente se,
Ai(c) = Bi(c) =0, parai=1,--- ,k— 1.

ii) Pela Propriedade 2.3.2, é facil ver que Bj(c) = 0 se, e somente se, 3571 (¢) = 0. Nestas
condicdes, temos Ay (c) # 0 se, e somente se, ¢ (c) # 0.

i7i) Suponha que Bg(c) #0 e
)
By(c)

=4q,

com ¢ € Q e ¢ > p. Pela Propriedade 2.3.2, By(c) nao nulo implica em 8%~ (¢) ndo nulo, e

e®e) W)k —1)!

T P
A9k —1)!
= e
Ao (k= 1)!
= Byo—1i " *
= —q+p

Logo,
" (c)

e como q > [, temos

(k)
¢ (c)
_kﬁ(kfl) (C) S Q+-
") ()
Por outro lado, suponha ————<"— = g € Q, e ¥~V (c) ndo nulo. Entdo, By(c) ¢ diferente
kBF (o)
de zero e
Ale) W)
Bile) KB
Ou seja,
A0 eWQk-1)!
Bg(c) K13(E=1)(c)
(O
BT (0)

= —q—p
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e
Ag(c)
— = S .
Bk(C) q + 2 Q(>M)
O
Seja R = {71,72, -+ ,7s} 0 conjunto de raizes ndo nulas do polinémio caracteristico ¢y ,,)(c),

e sejam («, ) e (o, ') respectivamente os pontos mais alto e mais baixo de L. Evidentemente,
temos 3’ e [ naturais, com ' < . Observe que as condicbes (a,L); e (b,L); implicam

respectivamente que
Awp + uBop #0 e Aap+ pBosg # 0.

Essas duas condigoes, por sua vez, garantem a existéncia de uma raiz ndo nula de ¢, o que
significa que R é nao vazio.

Para cada raiz v; de ¢ em R, a Afirmacao 2.3.1 garante que
In(“)(f[ 2 4+ y]) = A2t + ] Z Ay xa’y + Bi(v;)x Qitlyi=ly/ (3.4)

onde k; é o menor indice em que ao menos um dos coeficientes A;(vy;) ou B;(v;) é nao nulo.

Observagao 3.3.2. Uma vez que < € uma raiz de ¢, segue da Propriedade 2.3.2 que

Ao(v5) = ¢(v5) = 0. (3-5)

Observacao 3.3.3. Observe que pela definicao de kj;, temos A;(v;) = Bi(y;) = 0, para
t=1,---,k;j — 1. Pelo Lema 3.3.1, segue que

D) =0 e BID(y) =0,
sempre que i < kj.

Defini¢ao 3.3.4. Seja 7; uma raiz do polinémio caracteristico ¢. Dizemos que y; é uma raiz

perfeita de ¢ se asa seguintes condi¢Oes sao satisfeitas:

| g ()
By () #0 e _Bk( 5

¢ Qp =1{r € Qr > pu}. (3.6)

Observacao 3.3.5. Se 7; nao ¢ uma raiz perfeita em R, ou melhor, se 7; nao satisfaz a

propriedade (3.6), podemos ter duas situagoes distintas:

B (1) =0 e Ag(y) #0

ou
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3.3. ENCONTRANDO UMA SOLUCAO

Pelo Lema 3.3.1, estas condigoes sdao equivalentes respectivamente a:
oB) () £0 e D (35) =0 (37)

ou

(k5) (~
(hy=1) (. L ey)
BED(y;) £0 e s 5(163-*1)(]%.) € Q,. (3.8)

As relacGes acima sdo importantes caracterizacbes das raizes nao perfeitas do polindmio

caracteristico.

Conforme definimos, o polinémio caracteristico é dado por

t

0(c) = @(pm(c) = Ao+ > _(Ai + pBi)c', (3.9)
ik

e considerando as raizes de ¢ em R, podemos fatorar tal polindmio na seguinte forma:
o) = (Ar+ pBy)c (c—71)(c—72)%% - (c —7s)°. (3.10)

onde e; representa a ordem da raiz ;. Observe que, pelo Lema 3.3.1, go(kﬂ')('yj) é sempre nao
nulo, o que implica que e; = k; paracadai=1,--- ,s.

A afirmacgdo abaixo relaciona as raizes nao perfeitas de ¢ em termos da fungao

definida no capitulo anterior.

Afirmacao 3.3.6. Suponha que 7; ndo seja uma raiz perfeita de ¢(c). Entdo uma das

propriedades é valida:
i) B(vy;) = B'(y;) = = B*~2 () = 0 e existe um racional ¢; € Q4 tal que
BEV(y,) = (k= DN=g;)(Ar + uBy)yj [ [ (v — ¥
i#]

Demonstragao. Primeiramente, note que como 7; nao é uma raiz perfeita de ¢, a Observacao
3.3.5 garante que v; satisfaz (3.7) ou (3.8). Se v, satisfaz (3.7), temos BFi=1(v;) = 0 e usando
Observagao 3.3.3, segue

Blyj) =B'(v;) == pE () =0,

e o item ) é imediato. Se ; satisfaz (3.8), escreva

ki) (v;)

ka8
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3.3. ENCONTRANDO UMA SOLUCAO

1
e tome ¢; = —. Entao
q

— G (k
Bk 1)(%):_?{@('@])(%), (3.11)
J

e basta exibir ki )(fyj). Sendo assim, calculemos a k;-ésima derivada do polinémio caracteristico

avaliada em ;. Observe que
¢'(¢) = (Ag+ uBy)[re [ J(e — )% + ¢ (ki (e = ) (e = 7)™
i=1 =2

+ (e = 70" (ka(c = %) [ [ (e = 7)™ + (e = 7)™ (- ),
i£2

e para exibir as derivadas de ordens superiores, note que y; possui ordem k; em ¢. Assim, apenas
a kj-ésima derivada de ¢ é ndo nula em v;, e é expressa por um fator independente de (¢ — 7;),

o qual é dado por

1) () = (Ay + uBy) ki [ [ (e — 7)™
i#]

Logo,

() = (A + uB)ik [T — )
i#]j

e consequentemente, pela equagao (3.11), temos

B8 () = (—a5) (A + puB)ys (ky — D T [ =)™
i

Com a Observacio 3.3.3, temos S0~V =0 parai=1,--- ,k; — 1, e provamos o item 7). O
Na afirmagdo anterior, apresentamos condi¢des que caracterizam raizes ndo perfeitas de ¢.
Suponha que 71, - - - , vy sdo raizes ndo perfeitas de . Nomeamos 7y, - - - , 7, raizes que satisfazem

i) da afirmagao anterior. Necessariamente, segue que Y141, - ,7y satisfazem o item i), com

s’ < s. Note que podemos escrever

p(c) = Ao+ > (Ai+ uBy)c = afc) + pch(c),

i=k
onde
ale) =) Aid e Blc)=) Bid . (3.12)
i=k =k
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Uma vez que (A¢, By) # (0,0), segue que deg(p(c)) = t, e pela equagao (3.10), temos que
t=r+> k.

i=1

Os resultados seguintes apresentam relacoes para o termo [ acima decorrentes dos casos

distintos nos quais o coeficiente Ag = 0 ou Ay # 0.
Lema 3.3.7. Se Ay = 0, entao
S S S
Be) = B M Jle =)™ + > —aimi(Ar+ pBr) e — )P [ J(e— )",
i=1 i=l+1 ji
Demonstra¢do. Primeiramente, considere as funcoes

s

S S
q(c) =B (e =)™ e qc)= D —ayilAi+pB)c e — )" [ [(e— )",
i1 i=lt+1 o

e defina

p(c) = B(e) — q(c),

onde ¢(c) = qi(c) + g2(c). Faremos uma analise sobre o grau de p(c). De inicio, observe que

como Ap = 0, temos que r = k . Note que deg(fB(c)) <t—1, com termo de maior grau dado por

k=1 gk .

Byc!~t. Além disso, o termo de maior grau de ¢1(c) é dado por Bic . cPsisto 6, Byt L.

Isto significa que os termos de grau maximo de 3(c) e ¢1(c¢) coincidem, e consequentemente,

deg(B(c) —qi(c)) <t —1.
Alem disso, observe que para cada i =10+ 1,--- s, o termo de maior grau em gz2(c) é dado por
S
—qivi(Ag + pBy) R [ e,
J#1

que é evidentemente nao nulo e cujo grau é ¢t — 2. Portanto,

deg(p(c)) <t —1.

Por outro lado, note que para 5 =1,--- [, temos

q(v) =4 (v) =+ = q%V(y;) =0,

uma vez que a ordem de 7; em ¢ ¢é exatamente k;, e pela Afirmagao 3.3.6, segue que

p(vj) = p () == p* D (y;) = 0.
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Para j=1+1,---,s, a Afirmacao 3.3.6 garante que /B(i)(yj) =0,parai=0,---,k;—2e

BRI () = (k= DI =a)(Ae + uBe)vf [T (5 — )™ (3.13)
i#]
Uma vez que a ordem de 7; em ¢ é kj, segue que qi(7v;) = ¢i(v5) = -+ = qgkj_l)(’yj) = 0.

Agora, para realizarmos o mesmo raciocinio em g9, suponha, sem perda de generalidade, que

[+ 1< j < seescreva

S
0(c) = —quamip(Ae+ pB) e — )P T (e — )k
i+ 1
S
— qiyi(Ar + pB) e = )BT T (e = )"
i
S
- gs7s(Ar + MBt)Ck_l(c - 78)ks_1 H(C - 71)161
i1#£s

Observe que a ordem de 7; em g2 é (kj — 1), o que significa apenas a (k; — 1)-ésima derivada de

g2 € ndo nula em ;. Assim,

k;— _ : )
a7 ) = =g+ pBy T Oy — D) [0 — )
i#]
— —a.(A B Akk‘_1|S RPUAY 7 14
= —q;(A¢+ uBy)y" (b — D [ (s — 7)™ (3.14)
i#]

Nesse caso, pelas equagoes (3.13) e (3.14), temos
g8V () = BE D (),
isto é,
p*=(v;) = 0.
Mostramos entao que

() = p V() == p® V() =0,

para todo j = 1,---,s. Isto significa que 7; possui ordem maior ou igual a k; em p(c). Além

disso, ¢ = 0 possui ordem pelo menos k — 1 em p(c). Logo,
S
deg(p(c)) > k—1 —I-ij =t—1.
i=1

Pelo que foi provado anteriormente, temos simultaneamente que deg(p(c)) <t —1 e deg(p(c)) >

t — 1, implicando que
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isto é,

0 que mostra nossa afirmacgao. O
Temos ainda:

Lema 3.3.8. Se Ay # 0 em (3.9), entao

S

Ble) = > —ai(Ae+ uBy)(c — ) -+ (e —3)F o (e — 7o)
i=l+1

Demonstra¢go. Defina a funcdo auxiliar p(c) = S(c) — ¢q(c), onde

s

0) = Y —qi(Ar+pB) (e — )" (e — 7)o (e — )
i=l+1

Como Ag # 0, segue que r =0et =ky +---+k;. Para j =1,---,1, a Afirmacdo 3.3.6 implica
que

Blvj) =B'(v;) == pE () =0,

e como 7y; possui ordem k; na escrita de ¢, segue que todas as derivadas de ordem menores ou

iguais a k; — 1 sao nulas em ;. Consequentemente,
(i) = ' () == p% D (3;) = 0.
Para j=1+1,---,s, segue da Afirmacao 3.3.6 que
B9 (y;) = 4" (v;) = 0

parai=1,--- kj—2e
B (y;) = ¢* 7 (),

pelo raciocinio realizado na demonstragdo da afirmagao anterior. Assim, para cada j =1,--- s,

temos
p(y) = p'(5) = - = p"7V(y;) = 0.

Dessa forma, temos ord,(v;) > k; e deg(p(c)) > >_;_, k; = t. Do provado anteriormente, temos
t <deg(p(c)) =t—1,

uma contradi¢do. Logo, p(c) =0, e

O

Seja um polinémio difrencial f € C; e considere L o lado principal de N'(f) com coinclinacao
. O resultado abaixo permite dizer que o Algoritmo de Newton-Puiseux pode ser aplicado

recusivamente mediante a existéncia de uma raiz perfeita e considerando sempre o lado principal

de N(f).
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Lema 3.3.9. Suponha a existéncia de uma raiz perfeita ;, de o em R e seja f1 = flvjozt +y).
Se (y = 0) nao € solugio de (fi = 0), entao N(f1) possui um lado principal com inclinagdo

maior que —1/p.

Demonstragio. De fato, suponha 7, uma raiz perfeita de ¢, e seja (oakjo,kjo) = (/, ) o ponto
de poligono de Newton determinado pelo bigrau associado a 7;,. Segue da Propriedade (3.6) que
tal ponto pertence a A(f1) e pela equacao (3.4), este ponto é Gnico com ordenada é kj,. Assim,
(o/, ') pertence ao poligono N(f1). Deste modo, considere L’ o lado de N(f1) cujo vértice mais
alto ¢ o ponto (¢, 3'). Evidentemente, L’ esta localizado abaixo de L, uma vez que ¢ obtido a
partir da transformada de f por p e estes produzem termos abaixo e & direita de L. Assim, a
coinclinagdo p' de L' € maior que pu, a coinclinagao de L.

Além disso, observe que o binomio diferencial associado a f; para (¢/,8") é dado por

Mg (f1) = Ar,, (7j0) 2 y” + By, (v50)2* Ty 1y (3.15)
Como ' > p, segue que Qs C Q(>,)- Entao a Propriedade (3.6) implica que

Akj (7]0)
—— "¢ Q= € B (v 0.
Bk;jo (,7]0) ¢ (>,LL) ]0( ]0) #
Logo, temos (a,L’)s, satisfeita e pelo Lema 3.2.5 garantimos a existéncia de um lado principal

de poligono de Newton da tranformada fi, com inclina¢ao maior que —1/y/’. O

Por fim, a proposicao seguinte garante que o algoritmo de Newton-Puiseux funcionam, desde
que sejam tomadas em cada etapa a (u, ¢p)-transformada de f, onde u é a coinclinacdo do lado

principal de N(f) e ¢g é uma raiz perfeita de ¢.

Proposicao 3.3.10. Seja f um polinomio diferencial em Cy. Assuma que o lado principal de
N(f) possua inclinagdo —1/p. Entao é possivel escolher uma raiz nao nula co de o(f, p) tal que

se fi = fleoxt + yl, entao uma das propriedades é vdlida:
i) (y=0) € uma solugao de (f1 =0).
i1) N(f1) possui um lado principal com inclinagdo maior que —1/pu.

Demonstra¢do. Pelo Lema 3.3.9, podemos afirmar que uma raiz perfeita de ¢ satisfaz o
enunciado. Basta entdo mostrarmos a existéncia de uma raiz perfeita do polinémio caracteristico
¢(c). Para tanto, suponha que nao exista raiz perfeita de ¢, ou seja, R = {71,...,7s} ndo sao

raizes perfeitas. Retome a escrita do polindémio caracteristico ¢(c) dado na equacgao (3.9), isto é,

t
p(e) = p(ruc) = Ao + Z(Ai + uB;)c’
i—k

Primeiro, suponha Ay = 0. Entéo, pela Afirmagao 3.3.7, temos

S
Ble) = B T (e =)™ + Z —qii(Ag + puBy) (e — i) 1H c—)M. (3.16)
i 1= l+1 ];éz
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Relacionando os coeficientes de ¢~ em (3.12) e (3.16), temos:

S

S . o S I
By = B[+ > —ai(Ae+ pBoyinf [[(—)
=1

i=l+1 i
S . S S s
= B H(_’Yfz) + Z qi(A¢ + pBy) H(—’ij)
i=1 i=l+1 j=1

= [I {Bt+(z qz-)(Atht)}. (3.17)

i=1 i=l+1

Uma vez que, neste caso, temos r = k, escreva:
p(c) = (Ar+puB)c (e =) (e —12)? - (c— 7).

Como o coeficiente de ¢* de o em (3.9) é (A + uBy), segue que

(Ap + uBg) = (H —’Yfi> (At + puBt). (3.18)
=1

Sendo L é o lado principal de N(f), temos que as condicdes (a,L)s e (b,L); sao vélidas

simultaneamente, e pelo Corolario 3.2.7, segue que

A
B, = 0 ou {Bk =0 e — F: S @(>#)} . (3.19)

De (3.19), assuma primeiramente que By, = 0. Como as raizes 7; sdo todas nao nulas, segue
de (3.17) que

B + ( > %‘) (A¢ + pBr) =0,
i=l+1
ou seja,
( Z Qi) (At + uBy) = —B. (3.20)
i=l+1
Dividindo ambos os lados da equacao (3.20) por B;, temos
S At
i — =—1.
(Z Q> ( 5 u)
i=l+1

Uma vez que ¢; € um nimero positivo, para cada i, segue que

A <o
B H=T
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Logo,

Ay

~5, € Uen

e, como (A, By) sao os coeficientes do ponto mais alto de L, isto contradiz (a, L) .

Entao, de (3.19) temos necessariamente By # 0 e vale

Ay,
—B, €W

Dividindo a equacao (3.18) pela equagao (3.17), temos

A+ pBy ([15=1 =) (Ae + pBy)
By (TT=y =B+ (51 @) (Ar + uBy)}
ou seja,
Ap Yy = (A¢ + pBy)
By, {Be+ (O2i—141 ) (A + By}
Logo,
A, 1
= tu = 5
By, By /(A + puBy) + (Q2i—141 @)

S

- <1+(Z qz~)>1

A
(B +n1) 55,

Como ¢; € Q4, segue que
Logo,

uma contradicdo por (3.19).
Evidentemente, segue que o coeficiente Ag é nao nulo. Entdo, ¢ = 0 nao é fator de ¢(c) e
temos ki + ko + -+ + ks = t. Da Afirmacdo 3.3.8, temos que

S
Ble) = Y ~ai(As+ uBr)(e =) (=) (e = )
i=l+1
Comparando os coeficientes obtidos pela Afirmagao 3.3.8 e na equagdo (3.12), temos que

By = ( Z _Qi> (A¢ + pBy).

i=[41
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Dividindo ambas as equacées por By, temos

(5 ()

1=[+1

Como cada ¢; ¢ um nimero positivo, segue que

contradizendo (a, L)y. Dessa forma, estamos garantindo a existéncia de uma raiz perfeita de ¢

e a proposicao esta provada. O

Observe que garantimos sempre a existéncia de lados principais dos poligonos de Newton das
transformadas e de raizes perfeitas dos respectivos polinémios caracteristicos. Assim, impondo
a condicdo de que em cada etapa do algoritmo sejam tomados lados principais e raizes perfeitas,
estamos garantindo que o algoritmo de Newton-Puiseux sempre prossegue.

O processo recursivo funciona da seguinte forma: Seja f,, = fo. Pelo Corolario 3.2.7, N(f,)
possui um lado principal Lo com coinclinagao po. As condigoes de (Lo, a)s e (Lo, b) s garantem
a existéncia de uma raiz ndo nula do polinémio caracteristico ¢y ). Dentre as tais rafzes
mostramos haver uma raiz perfeita, digamos cy. Se (y = 0) € uma solugdo de f1 = folcoxH + y],
pela Observacgao 2.2.3, segue que coz#® é uma solucao de f,,. Caso contrario, a Proposicao 3.3.10
garante que N(f1) possui um lado principal L com coinclina¢ao pu1 > po e que o polindbmio
caracteristico associado a tal lado possui uma raiz perfeita nao nula ¢;. Novamemte, se (y = 0)
é uma solugdo de (fo = 0), onde fo = fi[c1z"* + y], segue que ;¥ é solugdo de (f; = 0), ou
melhor, cozt® + ciz#t é solugao de (f,, = 0). Caso contrério, da Proposigao 3.3.10 garante que
N(f2) possui um lado principal Ly com coinclinagdo pe > p1, possuindo uma raiz perfeita ¢y do
polinémio caracteristico associado a tal lado.

Aplicando a Proposi¢do 3.3.10 recursivamente, obtemos uma solu¢do da forma z =
Z?io cizti, para (f, = 0). Note que a unica exigéncia que estamos fazendo é tomar sempre
lados principais e raizes perfeitas em cada etapa. No capitulo seguinte, vamos mostrar que esta

série é de fato uma solucdo convergente de (f, = 0).
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Capitulo 4

A solucao de uma forma Pfaffiana

No capitulo anterior, apresentamos condigdes que permitem estender o algoritmo de Newton-
Puiseux para exibir uma candidata a solugao de (f, = 0), onde f, é o polindémio diferencial
associado a forma Pfaffiana w. Evidentemente, uma solugao de (f, = 0), é também uma solucao
de (w = 0) . Neste capitulo, mostramos que a série obtida trata-se de fato, de uma solucao formal

de (f, = 0). Além disso, mostramos, no caso em que w ¢é analitica, que a soluc¢do é convergente.

4.1 A solucao formal

Sejam w = Ay (z,y)dr + By,(x,y)dy uma forma Pfaffiana com A, B, € Cl[z,y]] e

z(x) = Zaixqi € Cl[=]],
i=1

uma série de Puiseux fracionéria, com ¢; € Q4. Considere f,, o polinémio diferencial associado

A forma Pfafiana w.

Definigao 4.1.1. Dizemos que z é uma solugao formal de f,, se, para cadan € N, existe i(n) € N
tal que
ordy[fu(r, 2,(2))] = ord.[Au(z, 2,(2)) + Bu(z, 20 (2)) 2 n(2)] > n,

onde z,(z) = ZZ(:nl) a;zd.

No capitulo anterior, descrevemos as etapas do algoritmo de Newton-Puiseux. Vamos analisar
alguns aspectos deste processo recursivo. Escreva fo = f, e fir1 = fi[cizt +y] as transformadas
sucessivas de f.

Para cada etapa i do algoritmo, considere @Q; = (a;, b;) o vértice mais alto do lado principal
de N(f;), o qual representamos por L; = L(f;, ;). Pela Afirmagao 2.2.17, as porg¢oes de N(f;)
e N(fiy1) acima de Q; coincidem, e além disso, @Q; € N(fi+1). Uma vez que na aplicacio do
algoritmo garantimos a existéncia de lados principais com coinclinagoes cada vez maiores, segue
que tais lados estao sempre localizados abaixo de N(f;). Logo, bi+1 < b;. Isto significa, que existe
um indice ig tal que

bi = bi07
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para todo ¢ > ig, € consequentemente,

Qi = Qi
para ¢ > ig. Observe que b;, > 0, por ser a ordenada do vértice mais alto de um lado principal.

Definigao 4.1.2. O ponto Q;, = (a,b), é chamado de ponto piwd de f com respeito a z. O indice

19 € chamado de indice estactondrio.

O estudo da natureza da solugdo envolve o estudo de propriedades relacionadas ao ponto

pivo. Apresentamos alguns resultados relacionados ao ponto pivé, quando @;, = (a, 1).
Lema 4.1.3. Seja Q;, = (a,1). Se fi, € Cy, entao p; € % e fix1 € Cy, para cada i > .

Demonstra¢io. Sejam @Q;, = (a,1) o ponto pivo de f com respeito a z e para i > ig fixo e f; € Cj.
Entao,
fi=_ Mag(f),
(a,8)
onde Mug = Aapr®y® + Bapr®lyP =1y, coma € {z/q|2 €Z e 2> —q}e B €N. Considere
L; o lado principal de N(f;) com coinclinagao p;. Uma vez que Q;, = (a,1) é o ponto mais alto
de L;, & facil ver que o ponto mais baixo deste lado é (a + p;,0). Assim, os coeficientes de x%y e

z%THi s30 ndo nulos em f;. Como f; € Cy, temos
z
a = ; e a—+pu=—,

com zo > z1, uma vez que u; € Q. Entao,

Z9 Z1 zZ9 — 21
Wi = a+ui—a:;——: .

Tomando n = 29 — 21, segue que
N
i € —.
q

Vamos mostrar que fiy1 € Cy. Para tanto, considere fi11 = fi[c;z +y] e pj =n/q, comn € N,
como provado anteriormente. Considere o binémio diferencial transformado pela substituiciao de

y por c;xtt + vy
(Map)' = Aapa®(cizh +y)P + cipi Bapr® i (ciztt + y)P ™1 4+ Bapa®™ (et + y)P 1y

i) Se Ao # 0, temos bi-indices da forma

a = a+ku;
B = gk
com 0 < k < 3. Note que B € Ne
B z n 2
a = —+k—=—
q q q
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4.1. A SOLUGAO FORMAL

i1) Se Bag # 0, temos bi-indices da forma

o]
I

o+ ku; + g
B—k—1

|
I

com 0 < k < 3 —1. Da mesma forma, 5 € N, e

q q g

i11) Se By # 0, temos bi-indices produzidos da forma

a = a+ku
B = gk
com 0 <k <pB—1. Note que € Ne
- z n z
a = —+k—=—.
q q q

Em todos os casos considerados, temos

“(5)
aec|— ,
1/ (-1

fitr1 € Cy.

uma vez que —1 < a < @, e portanto,

Usando este racicinio recursivamente, temos o resultado.

/

q

O

Observacgao 4.1.4. Suponha que f € Cy, para algum ¢ € N. Entao, os expoentes da varidvel x

sao dados por

z
a=—,
q
com z > —q. Evidentemente, se t € N ;
z
o= —,
qt
isto &,
f € Cy.

Em outros termos, se f € Cy, entao f € (), onde p é qualquer multiplo positivo de g.

Lema 4.1.5. Seja Q;, = (a,1). Existe ¢ € N tal que

N
i € —,
q

para todo © > 0.
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4.1. A SOLUGAO FORMAL

Demonstrac¢ao. Suponha f,, = fo € C, e escreva

To
Ho = —,
S0

para ro, so € N. Pela Propriedade 2.2.4, f; a (uo, co)-transformada de f, é tal que f1 € Cy,
onde ¢ = mmc(q, so). Considere uy a coinclinagao do lado principal de N(f;), dada por

™

,ul =
S1

com 71,51 € N. Pela Propriedade 2.2.4, temos fo € Cy,, onde
q2 = mme(q1, s1) = mme(q, So, S1)-
Procedendo dessa forma, na 7p-ésima etapa, obtemos f;, € quo’ onde
iy = mme(q, S0, 81, - 781‘0—1)

e Wi = Ti/Si € Wig—1 = Tig—1/Si;—1 Pela Observacao 4.1.4, temos f; € qu-o para todo ,--- , 1.
Por outro lado, o Lema 4.1.3 implica que f; € Cg, , para todo ¢ > i. Logo, tomando § = g,

temos f; € (g, para cada indice 7 > 0. Consequentemente,

N
q

Suponha agora que o ponto pivo Q;, = (a,b) tenha ordenada b > 2. Defina a fungao por

vV,
9= a(b—Z)yay/ )

Ela define uma curva formal em Cj;. Observe que, se

folw,y) = Y Aapa®y” + Bagar™ 1y Ny,
(c.8)
é facil ver que
g(wy) = D (B=1)(B=2) - ((B-1) = (b—2))Bagaly? ¥+,
(c.8)

sempre que [ — 1 > b — 2. Considere para cada par («, 8) o coeficiente,

(8- 1!
Ap = (B-D -1
0, se f—1<b—2.

se f—1>b-—2.
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4.1. A SOLUGAO FORMAL

Entao,
g(x7y> = Z AaﬁBaﬁxa+1yﬁ_b+l' (4'1)
(e,B)

A partir da escrita de g, definimos uma familia de funcoes formais pelas trasformadas

sucessivas g;+1 = gi[c;z*i+y]. O resultado abaixo permite relacionar as familias de transformadas

fie g

Lema 4.1.6. Sejam Q;, = (a,b), com b > 2, e as fungdes formais go = g € gi+1 = gi[ciz + y].
Entao,
o0 f;

9i = =2 ydy'”

Demonstra¢do. Considere o operador

o—1)
D= (b—2) A
0°=2ydy

Devemos mostrar que g; = D f;, para cada ¢ > 0. Da defini¢do, é imediato que
90 =9 = D fo.

Para mostrar o resultado usaremos inducao. Para tanto, observe que

g1 = golcor™ +y] = > AapBapz™ (cox +y)P 0. (4.2)
(e,8)

Como f1 = fo[cozH® + y], temos

fi= Z Aaﬁgca(coxl‘ﬂ +y)5+3a560u0x“+“0(c0x“0 +y)ﬂ—l+ Z Ba5$a+1(00x”0+y)ﬁ_ly’_
e (@h)

0
Uma vez que — (cox"® +y) = 1, segue usando a regra da cadeia que

oy

Dfi= Y (5= 1)(8—2)+((8=1) = (b—2)) Baga™ (cgu + )"+,
(,8)

isto é,
Dfi = AapBagz® ™ (coat + y)P P (4.3)
(or.6)

De (4.2) e (4.3), segue que
g1=Dfr

Suponha, por hipotese de indugdo, que g = Dfy. Como grr1 = gr[ckx'* + y], mostrar

Jk+1 = D fiy1 € 0 mesmo que mostrar
D filepat* +y] = D(fg[exa™ +y]).
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4.1. A SOLUGAO FORMAL

Para tanto, escreva
2 : A k) «a B k) a+1. B—

k)

onde Agfﬁ) e Béﬁ sdo os coeficientes de (o, ) na k-ésima etapa. Observe que

Dfy, = Z AaﬁB((Xk)anrlyﬂ*bJrl’

B
(a7/3)
e consequentemente,
D filegzt* +y] = Z AagBé?xaH(ckw“’“ + )P+ (4.4)
(ev,8)
Por outro lado, temos
felewz™ +y] = ZA&%.IQ(CI&E% +y)5+Bé’2xa“(ckx“’“ _i_y)ﬁfl(ckukxuk*l _’_y/)'

Note que, pela regra da cadeia, temos

D(filexa® +y] = Y AagBYa (et 4 y)PbH1, (4.5)
(a76)

Portanto, de (4.4) e (4.5), temos
Gk+1 = D fr+1,

e o resultado esta provado.

Observagao 4.1.7. Seja ¢(a, f) = (a+ 1,5 — b+ 1). Entao

Algi) € p(A(f)) N {(c, ) €R? | B2 0}
Com efeito, seja g; = ZAagBaﬁxaHyﬁ_bH e (¢/,8) € A(g;). Entao

/

o = a+1
B/ = /B_b+17

para algum (e, 8) em A(f;). Como o coeficiente de (, 3) € ndo nulo em g;, temos que B,g nao
nulo em f; e consequentemente, A,g ndo nulo. Ambas as condigdes, implicam respectivamente
que (o, B) € A(fi) e f—1>b—2,isto ¢, / > 0. Note que (¢, ') = ¢(a, B).

Logo, (o, B') € p(A(fi)) N{(e/,8) € R* | B >0}, ou seja,

Alg:) € o(A(fi) N{(e',5") € R* | >0}

Observacao 4.1.8. Pela observacao anterior, segue que os bi-indices de g; estdo relacionados com
os bi-indices de f;. Isto significa que se f; € C; para algum ntmero natural ¢, necessariamente
temos g; € Cy.
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4.1. A SOLUGAO FORMAL

Observacao 4.1.9. Seja Q;, = (a,b). Como ¢(a,b) = (a+1,1) e L; = L(fi, i) € o lado principal
de N(f;) para i > ip, temos que o coeficiente BaZb) = BC(LZO) = B & njo nulo. Note que Agp e By

simultaneamente nao nulos implicam que o coeficiente de (a 4+ 1,1) em g; é nao nulo, e
(a+1,1) € A(g;),

para t > ig.

Observacgao 4.1.10. Pela Observagao 4.1.9, temos que (a+1,1) € A(g;), para i > ip. Uma vez
que

Algi) € 9(A(fi) N{(a, ) €R* | >0},

segue que A(g;) é obtido por um deslocamento em A(f;) ocasionado pelo operador D e tal

deslocamento é representado por ¢. Veja, por exemplo, o Diagrama 4.1.

Figura 4.1: Deslocamento de ¢.

Seja N(fi) o poligono de Newton de f;, e denote por A a porc¢do da linha poligonal que liga os
pontos de p(a, B) para («, 8) € N(f;), localizada acima do eixo das abcissas. Observe que A(g;)
esta contido na regido delimitada por A, e como (a + 1,1) = ¢(a,b), temos que (a + 1,1) € A.
Além disso, (a + 1, 1) esta localizado a esquerda dos pontos abaixo dele, o que significa que este

ponto esta localizado no fecho de A(g;). Logo,
(a+1,1) € N(g;),

para t > ig.

Observacao 4.1.11. Seja L(f;, i) = Li, o lado principal de N(f;), no qual o ponto mais alto é
Qi, = (a,b), para i > iyp. Evidentemente, seja (a’,b") o ponto mais baixo de L;, onde b’ = b — k,
k € N. Note que a inclinagao de L; vale

1 b—b

pi  a—a’
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4.1. A SOLUGAO FORMAL

Consideremos a inclinacdo do lado L de A. Ele estd contido na reta que contém os pontos
(a+1,1) e p(a’,b') = (@’ + 1,0 — b+ 1). Entdo, a inclinacdo de L é dada por
- —-b4+1) b0 1

at+1—(a+1) a—d

Isto significa que a coinclinacdo de L é u; e, como (a + 1,1) estd no poligono de Newton de
gi para i > 1ig, segue da unicidade da reta distinguida de coinclinagao p; associada a g;, que
L(gi, i) = L. Logo,

(a+1,1) € L(gi, i),

1> 1p.
Observacgao 4.1.12. Na Observacao 4.1.8, afirmamos que os bi-indices de g estdo relacionados

com os bi-indices de f. Suponha gg € Cy e o = ro/s0, com 79, so € N. Observe que os bi-indices

produzidos pela (ug, cp)-transformada de gg, sdo forma

a = a+1+Fkug
B—b+1—k,

i~
I

com 0 < k < 3 —b+ 1. Procedendo como na Propriedade 2.2.4, temos que g1 € Cy,, onde

q1 = mmc(q, so). Utilizando este raciocinio recursivamente, temos que

Gio € qu'o—p
onde g;,—1 = mmc(q, So, -+, Sig—1) € i = Ti/si. Assim, pela Observagao 4.1.4, temos g; € Coig_1
para cada i =1,--- ,ig, e consequentemente
N
i € .
Gip—1
Lema 4.1.13. Seja i > ig, se g; € Cy e
N
125 € )
q

entao g;+1 € Cq.

Demonstracao. Considere i > i, suponha g; € Cj e escreva
n
i = —.
q
Como gi+1 = gi[ciz" + y], considere o bindomio diferencial transformado dado por
Mog(gi)leiett +y] = AapBagr® ! (ci™ +y) 7"

Analisamos os bi-indices (@, ) produzidos pela (u;, ¢;)-transformada de g;. Os bi-indices de g;
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4.1. A SOLUGAO FORMAL

sao da forma

o]
|

a+ 1+ kuy;
B—1—k

|
I

com 0 < k < 3 — 1, analogamente, temos € N, e

/

a = 414kt = 37
q q q
pois u; = n/q. Logo,
“ ()
ac | — )
1/ (-1

uma vez que —1 < a < @. Portanto,

gi+1 € Cq.
O

Em resumo, neste capitulo mostramos que as coinclinagdes dos lados principais dos poligonos
de Newton das transformadas, podem ser escritas com um denominador comum no caso em que
o ponto pivd @);, possui ordenada 1. No caso onde o ponto pivo ;, possui ordenada b > 2,
reduzimos o caso para uma funcdo formal com ponto pivd de ordenada 1, cujas coinclinacoes
também possuem um denominador comum.

O Teorema a seguir é um dos principais resultados deste capitulo. Nele verificamos que a
candidata a solucao de (f,, = 0), obtida pela Proposi¢ao 3.3.10, é de fato consiste em uma solucao
formal de (f, = 0).

Teorema 4.1.14. Seja f,, o polinémio diferencial associado a w e assuma que nem (x = 0) e
nem (y = 0) sao solugdes de (f, = 0). Enlao, o algoritmo apresentado produz uma solugio de
(fw =0) do tipo

e .
z= Z it
i=0
Demonstra¢ao. Aplicando a Proposigao 3.3.10 recursivamente, obtemos uma solugao de (f,, = 0)

o0
z= E it
=0

onde alguns pu; sdo as coinclinagoes dos poligonos de Newton das transformadas de f,,, e outros

escrita da forma

tomados com nulos. Escrevendo fo = f, e fit+1 = fi[cix* + y| as respectivas transformadas de

cada etapa, segue que sao validas uma das propriedades:

i) O poligono de Newton N (f;) possui um lado principal com inclinacdo —1/p; e ¢; uma raiz
ndo nula de ¢y, ,,) de forma que a transformada f;11 ou possui (y = 0) como solugio ou

N(fi+1) possui um lado principal L;y; com coiniclinagdo pi+1 > p;.

ii) O poligono de Newton N(f;) ndo possui um lado principal, (y = 0) é uma solucao de

(fi=0)ecj=0paraj>i.
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4.1. A SOLUGAO FORMAL

Se ii) ocorre, nao ha nada que provar, basta tomar
g =mme(ro,m1, . Ti—1),

com fp; = sj/rj, e a solugdo possui a forma enunciada. Assumindo a propriedade ), resta
agora mostrar que z é uma solucao formal de (f, = 0) e possui a forma descrita acima. Nestas
condigbes, considere Q;, = (a,b) o ponto pivd de f com respeito a z e igp o indice estacionario.
Note que b > 1, uma vez que assumimos a existéncia de uma raiz nao nula de ¢y, ,,), em cada
indice ¢ > 0.

Assumimos inicialmente b = 1 e considere sempre ¢ > iy. Entdo, o polinémio diferencial
inicial é dado por

$Gy+B(Z) $a+1y/+A(Z) l.a“l’,ufz"

i —_ 4@
In(#)(fi) = A (a,1) (a+pi,0)

(a,1)
onde AE;) ) B((;) 5) sdo os coeficientes de bi-indice (o, ) na i-ésima etapa do algoritmo. Note
que o ponto (a+ u;, 0) é o ponto mais baixo de L;, o lado principal do poligono de Newton nesta
etapa. Pela Propriedade 2.2.11, temos que o ponto ();, nao podera ser produzido por nenhum
bi-indice da transformada f[c;,—12"0~1 + y], com pi,—1 < pi,. Isso significa que os coeficientes
correspondentes a esse ponto em cada etapa coincidem, isto &,

(&) _ 4(o) (&) _ plo)
Aan =A@y ¢ By = Baiy
para cada i > ig, os quais denotamos por A e BO) respectivamente. Observe que por definicio,
o polinomio caracteristico ¢y, ;) € dado por

— (4)
P(fisni) (¢) = (A(O) + MiB(O))C + A(CL'HM’@)’

()
(CL+/,,L7;,0)
¢; nao nula, que é dada por

uma vez que B = 0. Como estamos assumindo a validade de i), segue que existe uma raiz

A(i)
(a+u:,0) (4.6)

47740 £ B0

Observe que sendo assim, temos AW _
(a+ui,0

principal de N(f;,), segue das propriedades (a, L)fi0 e (b, L)fio’ que

) nao nulo.  Além disso, como L( fiy, tiy) € o lado

o8]
=
-
o
N>

BO 20 ¢ A® 4 4, BO 0.
Analisando o poligono de Newton de f;y1, temos que
ordy (fulerz!t + ... + c;at]) = ord, (fi+1[0]) > a + w4, (4.7)

para i > ig. Pelo Lema 4.1.5, as coinclinagoes p; podem ser escritas com um denominador comum,
isto &,

Wi €

)

A [ Z
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4.1. A SOLUGAO FORMAL

e como p; < [bi4+1, Segue que

lim p; = oo.
1—+00

Logo, temos que z obtida no processo anterior é uma solugao formal de (f,, = 0), isto &,

fulz] = 0.

Novamente pelo Lema 4.1.5, z possui a forma descrita no enunciado.
Suponha agora que Q;, = (a,b), com b > 2. Sejam go = g € giy1 = gi[c;z"" + y] conforme

definimos. Pela Observacao 4.1.7, temos que
Alg:) € 9(A(fi) N{(e, B) € R?*|B > 0},
onde p(a, 8) = (a+ 1,8 —b+1). Além disso, as Observagoes 4.1.9 e 4.1.10 implicam que
(a+1,1) € N(gi),

para i > ig.
Afirmacao 4.1.15. O coeficiente de (a + p; + 1,0) é ndo nulo em g;, para i > ig.

Demonstragao. De fato, como g;y1 ¢ a (p;, ¢;)-transformada de g;, considere a transformada do

termo B0 zot1y em g;:
Bé?))xa+1(cix#i +y) — B((l?))cil,a+,ui+1 +B£)x“+1y.

Pela Observagao 4.1.11, temos (a + 1,1) € L(g;, ;) para cada i > ip, e sendo p+1 > p; temos

que
(a+1,1) € L(gi+1, pi+1) implica que(a + p; +1,0) & A(git1),

pois caso contrério teriamos (a + 1,1) € L(g+1, f4i)-
Dessa forma, o termo de bigrau (a + 1 + u;,0) deve se anular pela transformada de g;. Isto

acontece se existe um termo Cz*t#+1 em g;, com C nao nulo, cuja transformada ¢ o proprio, e
B(O)Ci +C =0.

Portanto, o coeficiente de (a + p; + 1,0) é ndo nulo em g;. O]

Observe que (a + 1,1) e (a + p; + 1,0) sao os tnicos pontos de A(g;) em L(g;, p;). Além

disso, o polinémio caracteristico associado a tal lado é dado por
Pt = BVe+C,

cuja dnica raiz é
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Aplicando o algoritmo de Newton-Puiseux para a funcdo formal g;,, obtemos

00
L et
Zig = G,

=10

uma solucao de g;,(z,y). Note que

ordz(gi,[cipzt0]) = ordz(giy+1[0]) > a + 1+ ;. (4.8)
Da Observacao 4.1.12, se temos que g; € Cy, para algum natural g e i = 0,--- , 4. Além disso,
N
i € )
q

parai=0,---,i90 — 1. Como (a+1,1), (a+ 1+ ;,0) € A(g;) para cada i > ip, temos

a—l—lzz—l e a—l—l—i—ui:@,
q q

com z1 < z9. Consequentemente,

29 — 2 N
pi=(a+1+p)—(a+1)= 2 !

q q
Pelo Lema 4.1.13, temos g; € Cy, e
N
i € —,
q

para cada ¢ > 0. Uma vez que pi+1 > pi, temos que

lim p; = oc.
i—00

Pela equagao (4.8), segue que z;, é uma solucao formal de g;,.

Por outro lado, analisando os poligonos de Newton de f; e g;, segue que

ord.([f; = 0]) > ord.([g; = 0]),

veja a Figura 4.1. Isto significa que z;, ¢ uma solucao formal de f;,. Logo, z é solucao formal de

fw € o resultado esta provado. O

Em suma, mostramos que a série obtida pelo algoritmo de Newton-Puiseux é dada por
z = 3.2 ciz'/4, e é de fato uma solucio formal de (f, = 0). Pela afirmacdo 2.1.6, segue
que a curva parametrizada (t9,z(t?)) ¢ uma solugdo da forma Pfaffiana. No proéximo capitulo

vamos mostrar que tal solucdo é convergente.

4.2 A convergéncia da solucao

Na secao anterior, mostramos que o algoritmo proposto produz, de fato, uma solucao do
polinémio diferencial f, e consequentemente, da forma Pfaffiana. Nesta secio, vamos mostrar

que a solu¢do produzida é analitica, caso a forma w seja analitica.
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Definicao 4.2.1. Seja A(z,y) € C[[z'/9,y]] uma série fracionaria em z, e ¢ € N. Dizemos que A
& convergente se A(t9,y) € C{t,y}. Se f = A(x,y)+B(z,y)y" € Cy, dizemos que f & convergente

se A e B o sao.
Observe que estamos fazendo a correspondéncia t = z'/9, ou seja, t¢ = .

Definigao 4.2.2. Seja ¢ € N — {0}. Definimos o g¢-polinémio associado a f por

AAf)zt**A@ay»+;B@%ywh

Observacgao 4.2.3. O bindmio diferencial associado ao g-polinémio é dado por
1
Map(Aq(f)) = tqflAathay'B + *Ba,etq(aﬂ)yﬁ*ly/.
q

Observagao 4.2.4. Uma série z(t) é uma solu¢ao do g-polindémio associado a f se

dz

—~=o.
dt

AﬂﬁMZﬂ*ﬂﬂdm+;Mﬂdm

Listamos algumas propriedades do g-polinomio associado a f, denotado por A4(f).

Propriedade 4.2.5. Se z = ) 2, c;z'/1 é solucao de f, entdo z = Yoy ¢;t' é uma solucio de

Aq(f)-

Demonstragio. Seja z(x) = 3.5, ¢;x"/9 uma solucio de (f = 0), entao

A(z,z(x)) + B(x, z(:c))j—i =0.

Uma vez que estamos fazendo a mudanca de variavel de x para t tal que z = t9, temos:

A(t?, z(t7)) + B(t9, z(tq))% =0.

dx
Como
d: _d:ds
dt  dx dt’
temos que
A(t9, (1)) + B(19, z(ﬂ))%fl’; -

Observe que z(t) = Z(t) e

dz dz

dt — dt’

Entao

A9, 2(t)) + B(#9,7(1)) <dz/ dt) -

qta—1
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isto é,
L o140, 204 1th*t dz/dt) =0
tq7_1( ( 72())‘*‘5 (t7,2(t))(dz/dt) = 0.
Logo,
M) = oA, 2) + B9 E <o,
q

ou seja, z € uma solucdo de Ay(f).

Propriedade 4.2.6. Se ¢ : R> — R? ¢ dada por o(z,y) = (¢ + ¢ — 1,%), entdo

onde f € C.

Demonstracao. Seja f € Cq tal que f =) Mug(f), onde Myg(f) € o binémio diferencial de f

associado a («, ). O binémio diferencial de A,(f) é
1
Map(Aq(f)) = Aapt?™ 1197 4 = Bygtdo iy =1y,
q

Note que para cada bigrau («, 3) € A(f), associamos um bigrau (¢/, ') = (qa + ¢ —1,5) =
o(a, f) em A(Aq(f)), uma vez que os coeficientes de ambos estao relacionados. Como ¢ é uma

aplicacao bijetiva, segue que existe uma correspondéncia biunivoca entre A(f) e A(A4(f)), donde

Como ¢ é uma aplicacao bijetiva que possui efeito somente nas abcissas e mantendo a ordenada,

segue que pontos de N(f) somente geram pontos de N(A4(f)). Consequentemente,

O

Observacao 4.2.7. Como ¢ é uma bijecao e p(A(f)) = A(Ay(f)), observe que os coeficientes
de (o, B) e ¢(a, B) estao relacionados da seguinte forma:
B.s

Ap(a,) = Aap € Bw(aﬁ)ZT -

Propriedade 4.2.8. Os lados dos poligonos N(f) e N(A4(f)) possuem uma correspondéncia

bijetiva e as coinclinagdes sdo multiplicadas por q.

Demonstrag¢ao. Seja L um lado de N(f) com coinclinagdo u, no qual (a,b) e (c,d) sao
respectivamente os pontos mais alto e mais baixo de L. Pela Propriedade 4.2.6, temos que

©(N(f)) = N(Ay(f)), e ¢ € uma correspondéncia bijetiva entre os lados destes poligonos. Isto
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significa que ¢(L) é um lado de N(A4(f)), cujos pontos extremos sdo respectivamente

@(avb):(qa+q_1>b) € ()D(c7d):(qc+q_1>d)'
Como a coinclinacdo de L é u, temos que

1 b—d
w  a-—c

Entdo, note que a inclinacao A de ¢(L) é dada por

b—d b—d 1b—d 1
A: = = —— = —
(qa+q—1)—=(gc+q—1) qla+c) qga—c qu

Logo, a coinclinacao de ¢(L) é qu, como queriamos demonstrar.

Propriedade 4.2.9. Para todo p € Q4, temos que

D1 (€) = P ()0 (©):
isto &, os polindomios caracteristicos correspondentes de f e Ay(f) coincidem.

Demonstragao. Seja L(f,p) a reta distinguida de coinclinacao p e o polinémio caracteristico

assoclado

eum@ = Y. (Aag+pBag)’.
(.B)EL(f,1)

Pela Propriedade 4.2.8, segue que ¢(L(f, 1)) = L(Ay(f), qu), isto &,

o(a, B) € L(Ag(f),qu) se, e somente se, («,) € L(f, ).

Pela Observagao 4.2.7, temos que

Buags
Aptap) = Aas ¢ Byap) = ==
Assim,
P (e) = > (Ap(ap) + anBp(as))c’.
cp(oz,ﬁ)EL(Aq(f),qu)
Logo,

P(fm)(€) = P(ag (1), (€)-

Propriedade 4.2.10. Seja L um lado de N(f). Entao,

i) (a, L) <= (a,0(L))a,(p)-
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”) (b7 L)f — (b’gp(L))Aq(f)'

Demonstragao. i) Seja L um lado de N(f) com coinclinacdo p. Se (o, §) € o ponto mais alto de

L, a propriedade (a, L) diz que
Aup
Bag#0 e — Bus ¢ Qp)-

Note que (L) é o lado de N(A4(f)) cujo ponto mais alto é ¢(a, 5). Pela Observacao 4.2.7,

segue que
A
Byap 20 e — 22 < gy,
isto &,

Ag(a,p)
B .8 # 0 e B ¢ Q > ;
we) Byap ="

que sdo as condigdes de (a, p(L))a,(s)- Logo, (a,L)s ¢ equivalente a (a, p(L))a,(s)-

i1) Note que (b, L)y ¢ satisfeito se, e somente se,
Ang + pBapg # 0.
Pela Observagao 4.2.7, isto é equivalente a
Ap(a,6) T 44Bp(a,p) # 0.

Logo, (b, L)y ¢ equivalente a (a, p(L))a,(s)- O

Propriedade 4.2.11. Seja f € C,. Para todo c € C e € Q4, temos

Ag(flea? +yl) = Ag()et™ + 9],

isto é, o ¢-polinémio associado & transformada cx* + y é o ¢-polindémio associado a f,

transformado por ct? + y.

Demonstracao. Seja f € Cy. Considere o binomio diferencial de f dado por
Mog(f) = Aapz®y’® + Bagz®tyP 1y
Considere ¢ € C e p € Q4 e o binémio diferencial transformado por cx? + y, isto é,
Mog(flea +y]) = Agpx®(cat + y)ﬁ -+ Baﬁxo‘ﬂ(cx“ + y)’B_l(C/m“_1 +1/),
ou melhor,

Map(flex” +y]) = Agpa®(ca® + )P + cptBapsx® T (cat + y)P1 + Bzt (cat + y)P Ly
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Assim, pela defini¢do, o binomio diferencial do g-polinémio associado é dado por

Mas(Ag(flea” + y])) = t77 T Agst?®(ct®™ + y)P 4 1971 By gept @) (¢t 4 ¢)8~1

1
+ 5Ba5tqm“)(ctq” +9)P 7y, (4.9)
Por outro lado, o binémio diferencial associado a A4(f) de bigrau (e, 8) é da forma
_ 1 _
Mgo(a,B) (Aq(f)) = Aaﬁtq ltqayﬁ + 5Ba6tq(a+1)yﬁ ly/~
Fazendo a substituigao de y por (ct? + y), observe que

Mop(a)(Ag()[ct% +y] = Aast? 1% (ct™ +y)” + ;Baﬁt“a*”(cﬂ” +9)7  equt™ ! +y),
isto é,
Mop(Ag(f))]ct™ + y] = Aagt? 19 (et + y)P + cpuBagtd @D (cptr 4 y) P~
+ ;Baﬁtﬂa“)(ctq# + )Py (4.10)

Considerando todos os bi-indices, as equagoes (4.9) e (4.10) implicam que os respectivos

binémios diferenciais coincidem, o que significa que

Ag(fleat +y]) = Ag(f)[ct™ +yl.
O

As propriedades anteriores sdo importantes ferramentas para o estudo da convergéncia de
uma solucdo de (f,, = 0) obtida pelo algoritmo de Newton-Puiseux, uma vez que relacionam os

objetos envolvidos no algoritmo com os objetos associados ao g-polinémio.

Observacao 4.2.12. Seja uma solucdo fracionaria z = > 7, ¢z, com ¢ € N, obtida no
Teorema 4.1.14. Na secao anterior mostramos que f; € Cy, para todo ¢ > 0. No entanto, pelas
propriedades anteriores, os objetos utilizados no algoritmo estao todos relacionados pela mudanca
de variavel x = t? e o ¢g-polinémio associado. Sendo assim, podemos trabalhar com uma solugao

néo fracionéaria, isto é,
o
z = E Gt
i=0

Observagao 4.2.13. Seja z = >0 ¢;z° uma solugio ndo fracionaria de (f, = 0). Suponha

que o ponto pivo seja Q;, = (a,1), com indice estacionério igual a iyp. Considere A e BO) g

respectivos coeficientes de x% e %19/, na iy-ésima etapa do algoritmo. Observe que

fi= fleaw+ -+ iy,

com i > ig. Nessas condi¢des, L(f;,7) é o lado principal de N(f;), do qual o ponto mais alto é
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(a,1). Entdo, por (a, L)y, temos
BO +£0 e A® 4 ;B0 £, (4.11)

para j > i.

Observagao 4.2.14. Observe que, se o quociente

1
‘ A) 4B

for ilimitado, teriamos

A0 4 ;BO) A0
lim |22 i |2 4 BO| o,
1—»00 1 1—>00 7
isto é,
lim |B©| =0,
1—00
uma contradicao. Logo existe k; € N tal que
i
‘A(0)+Z’B(0) <k,

para todo 1.

Suponha que tenhamos um processo de transformadas com indice estacionario ¢g e ponto pivo
Q = (a,1). Para i > i, definimos agora uma familia de polinémios que serdo uteis no estudo da

convergéncia da solucao. Para tanto, considere os seguintes conjuntos:

Ny = N(fi,) "N? e No=N(fi,) N{(a,B) € Z%|a > —1,5 > 1}.

Defini¢ao 4.2.15. Para j = 1,2, 3, os polinémios Hi(i)l € Nlcjg, - - ,ci,{Tag}(a’g)eNj][[a:,y,y’]]
sao dados por
HEy = D0 Tapa(cign® + o+ e’ +y)°
( 7B)EN1
Hi(i)l = Z Tagqr cloa:io 4ot + y)ﬂ_l(iocioxio_l 4+ FigztT )
(a,8)EN2
Hi(i)l = Z Topr® T (cigz™ + -+ + iz’ + y)P Heipz® ™ 4o 4z y).
(O‘75)GN2

a+i+1

Em cada polinémio definido acima, o coeficiente de x é dado por um polinémio nas

variaveis c¢; e T,g, 0 qual definimos a seguir.

Definicdo 4.2.16. O coeficiente de 2T+ em H(Jr)1 ¢ dado por

Coef frarin (HP)) = P (cio, - i {Tug)). (4.12)
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j=1,2,3.

Observacao 4.2.17. Observe que, quando y = 3’ = 0, temos

xHZ@ (Cig> -+ Cim1,{Tup}) = Z Topz® (i + -+ cix™ )P egoa® + - 4 '™,
(Ot ,B)GNQ
isto &,
sHP (g ci Tap)) = D Tapa®™ Heipa + -+ + cial)”.
( 75)€N2

Afirmacao 4.2.18. Os coeficientes de P® gio menores em modulo que os coeficientes

i+1
(3
correspondentes no polinémio zPZ.(Jr)l.

Demonstracao. Por definicao, P(+)1 é o coeficiente de %1 em H(+)1, que é escrito como

2 d; )
Pz(—i-)l (Cioa cee LG {Taﬁ} Z jB (e,Bdig - di)Tagcioo .. -Cz‘dz

(a)lg

para j < i, onde B, g4, ... 4, ¢ um coeficiente binomial e d; ¢ um expoente nao negativo.

i0r "

Por outro lado, P( )1 é o coeficiente de z%t ! em H(Jr)l,

monodmios cujos bi-indices sao correspondentes aos de z(+)17 isto é,

que é escrito como somatorio de

3 d; .
P iy veidATap}) = > Blaps i) TagCir -+~ ci.
(o,8)

Temos

3 . _ _
PZ(+)1(% i Tap)) = Z ZB(a,57di()7~-~,di)TaﬂCdmio et
(aB)

p2

e como j < i, segue que os coeficientes de P} sao menores que os coeficientes correspondentes

no polinémio ZPZ( +)1 O

Seja p(z,w) € C{z,w}, uma funcao formal dada por

prw)=z > |Aaglz®y’+ D |Bagla®ty”, (4.13)
(uB)EN] (@.B)ENY

onde Nj = N; \ {(a, 1), (a +19,0)}, com j = 1,2.

Observagao 4.2.19. Observe que ¢(x,w) define uma curva analitica, uma vez que f ¢ uma

curva analitica.

Defina a variavel

i—1
woy = E c;x],

Jj=to
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onde cg» sao coeficientes quaisquer, e escreva

pr(my) =z > |Aapla®y® e @a(my)= D [Bagla®ty’.
(B)eN] (0. B)EN;

Observe que

Coeffa:“+i+1 (90(1'7 wO)) = Coeffa:a+i+1 (901 (':L‘a wO)) + Coeff;r’“ri*l (@2 (IE, UJQ))

Pela definicao dos polinémios Hz»(i)l, Jj =1,2,3, é facil ver que os pontos (a,1) e (a + ig,0) ndo

podem contribuir para o coeficiente de z%T+! em ¢. De um lado, temos

Coef frativr (1(x,w0)) = Coef frariot (@H N (s ooos iy, {|Aas]}))
= Coef frari(H (), orr iy, {|Aasl})
= PY(cyy iy, {|Aagl}). (4.14)

10
Por outro, segue da Observacao 4.2.17, que
3
Coeffxa+i+1(<p2(:c, ’IU())) = Coeffxa+i+1(xHi( )<C;0, ceey C;‘—lv {‘Ba/gl})),

quando y =y = 0. Assim,

C'oeffxa+i+1 (gOQ (w, wo)) = Coeffxa+i+1 (J?Hi(g)(cg-o, ceuy C;_l, {’Ba/g’}))
3
= POy s i1, {|Bagl})- (4.15)
Portanto, de (4.14) e (4.15), segue que

Coef frarinr (p(x,wp)) = P,y {Aapl}) + PP (s sy, {| Bagl}) (4.16)

para cada i > ig.

00 i—1

Afirmacgao 4.2.20. Coef f ati+1(p(x, Z cg-xj)) = Coef fratit1(p(z, Z cg:zj))

J=%0 J>%0
Demonstragao. Seja L;, = L(fi,,i0), o lado principal de N(f;,), o qual contém os pontos (a, 1)
e (a + ip,0). Observe que como N; = Nj \ {(a,1),(a + 149,0)}, segue que os pontos de N;

correspondem aos pontos localizados acima da reta que contém L;,, isto é,
ﬁio > —a+ (a + io). (417)

Além disso, temos que § > 1, pela defini¢do de N| e Nj. Defina as variaveis

i i—1
w; = g c;-mj e wi_1= E c}x].
J=to J>io
Para mostrar o resultado, basta mostrar que

Coef frariti(p(x,w;)) = Coef fravitr (o(x, wi—1)), (4.18)
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Qi = (a,1)

a+ 1, 0)

T o—>

Figura 4.2: Poligono de Newton de f;,.

ou seja, a introducao de termos com ordens maiores ou iguais a ¢ em w;_1, ndo afeta no coeficiente

de 22T Como i > ig, digamos i = ig + [, para [ € N e considere

p(x,w) = Y |Aagle®w] + D |Baglz®Tw).
(B)EN] (B)EN]

Observe que os termos de ¢(x,w;) sdo da forma
[Cagle®™(ciz™ + .. + &1 h) + (cfa")? = |Capla™* (wim1 + ()7,

7

onde Cog = Anp ou Cag = Bag. Desenvolvendo a poténcia 3, obtemos termos que podem ser
classificados em trés grupos distintos:

i) Termos da forma
[Cagla™ .y,

cujos coeficientes e bi-indices produzidos coincidem com os coeficientes de p(z, w;—1).

i1) Termos da forma
|Cagla® T (cja")?,
cujos expoentes da variavel x sao dados por:
y=a+1+6i=a+1+ Big+ Bl
Uma vez que 8 > 1 e da equagao (4.17), segue que

vy > a+1+ig+l>a+i41,
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Assim, termos desta forma somente produzem ordens maiores que a + ¢ + 1.

i7i) Termos da forma
|Capla® ™ wiy (i) F,
para 0 < k < 3. Observe que os expoentes satisfazem

v > a+1+(8—k)i+ kig
= a+1+4+(B8—k)(io+1)+ kio
= a+1+4+(8—k)ip+ (8 — k)l + kio.

Como (8 — k) > 1, temos que
v > a+1+(B—k)io+1+kipg=a+1+Big+1
e, de (4.17), temos
vy > a+ig+l+1l=a+i+ 1.

Logo, os termos produzidos possuem ordem superior & a + ¢ + 1.
Mostramos entdo que a introducdo de um termo de ordem 7 na varidvel w;_1 somente afeta
os coeficientes de ¢ de ordem superior a a + 7 + 1. Assim, tal introducdo nao interfere nos

a+i+1

coeficientes de x em ¢, isto é,

i i—1
Coef fratiti(p(z, Z c;-xj)) = Coef fratit1(p(x, Z c;x]))

J=to J>t0

O mesmo acontece quando introduzimos termos de ordem maiores que i, e assim,

00 i—1
Coef fratit1(p(z, Z c;-xj)) = Coef fratit1(p(z, Z c;-acj)),

J=io J=io
para i > ig, 0 que mostra nossa afirmacao. O

Na se¢ao anterior, mostramos que o algoritmo de Newton-Puiseux permite exibir uma solucao
formal z da equagao (f, = 0). No entanto, nada sabemos sobre a sua convergéncia. O resultado
abaixo é o principal deste capitulo. Ele prova que a solugdo z obtida pelo algoritmo é de fato

convergente.

Teorema 4.2.21. Seja f,, o polinémio diferencial associado a w. Assuma que w é convergente
e que nem (x = 0) e nem (y = 0) sdo solugoes de (f, = 0). Entao, a solugio z de (f, =0) no

Teorema 4.1.14 é convergente.

Demonstracao. Pela notacao do Teorema 4.1.14, segue que existe um inteiro ¢ € N, tal que
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z € C[[z"9)] e f; € C, para cada i > 0, isto &,

o
z= E cizt/
i=0

Pelas propriedades anteriores, podemos assumir, sem perda de generalidade, ¢ =1 e

(o)
z = E cxt
i=0

Considere @Q;, = (a,b) o ponto pivo de f com respeito a z. Se b > 2, temos pela demonstragao
do Teorema 4.1.14 que z;, ¢ uma solucao de uma curva convergente g;,. Do Teorema 1.5.7, segue
que z;, é convergente, e portanto, z é convergente. Se b = 1 com indice estacionario igual a 7,
considere Q;, = (a,1) e A ¢ BO) og respectivos coeficientes de 2%y e %1y, na ig-ésima etapa.

Sendo

Ny = N(fi,) "\N?> e No=N(fi,) N{(c, ) € Z%|a > —1,8 > 1},

escreva

flo(x y Z A Bfay + Z B ﬁxa+1y6 1y/
(a,B)€N: (c,B)E€N2

Pela definicdo dos polindémios H, W) & facil ver que

ASE

2
fi= HZ'(l)(Cim o cim1,{Aap} a,p)en) Hz( NCigy-++ » cio1, {Bag}(a,8)en )s

Coef frari(fi) = PP (Cigs - cimr, {Aap}) + P2 (Ciny e+ s cim1, {Bag}), (4.19)
sempre que i > ig. Como o lado principal de N(f;) é dado por L(f;,), temos que
A9 1 iB® 20 e BO 2y,

com i > ig. Pela Observacgio 4.2.14, existe um natural k1 tal que

?

|A(0) TiB@| <k

para todo 1.

Defina os coeficientes c; , -, c; da seguinte forma :
cy=lewl e =k {PM (- {Aas}) + B b {Bas)h,
i > ig.
Afirmacao 4.2.22. Para cada i > i, temos

;] <
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Demonstracdo. Procedemos por indugdo. Para i = ig, a afirmacao é imediata. Suponha ¢ > i e

que
lej| < ¢,
para j =g, - ,i — 1. Observe que pela equagao (4.6), temos
_ Coef fyuni(f)

7740 1 iBO)

Entao, de (4.19)

_ lcoeffx““(fl)’ _ ’Pi(l)(cim Ty Ci—1, {Aaﬁ}) + Pz(z) (Cim Ty Ci—1, {Baﬁ})‘

A +iBO)| |A©) 4 iBO)]|

1P (e, ity {Aap D]+ 1P (g i1, {Bag)))
|A©) +iBO)] ’

|cil

<

e, como ¢; < |¢j| para cada j, segue que

1P (eigly - s eimtl, {lAagl D] + PP (ciol, -+ leimtl, {[Bagl})]
|A©) +7BO)]

leil <

Pela Afirmacao 4.2.18, temos

1 . 3
P (lciol, -+ leimtl, {1 Aasl}) + PP (ligls - s leimt]s {[Bagl})

; <
|Cz| = ‘A(O)-I-ZB(O)‘
. 1 . 3

_ B (leigl -+ Jeinal, {lAagl}) + P e, - s leimal, {1 Bag]})

- |A©) 4 iBO)]|
1 3

< ki{PD(eil s leimal {1 Aapl}) + PO (leigl - leimtl, {| Bagl})}-

Uma vez que |cj| < ¢} para j =g, ,i— 1, temos

1 3
il < k{PY (- g {Aagl)) + PPy, iy {|Bagl})} = ¢,

o que demonstra o resultado.

Defina a seguinte funcao formal
(@, w) = =2 w4 i [a O 4 kg (, w),

onde ¢ ¢ a funcio formal definida em (4.13). Seja 21 = >.°2. .27 e observe que

Jj=to 7J
W(x,z1) = —xtly 4 \ci0|x“+i°+1 + k1o(z, 21)
o0 o0
_ _C;0$a+1+zo _ wa+1( Z c;a;]) + ’Cio’$a+lo+1 4 k1§0<1'7 Z C;-.%']).
J=io+1 J=io
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Como ¢ = |c;y|, temos que

U(z,z) = —xTY Z c:L’j )+ k1p(x Zcmﬂ

J=io+1 J=to
Para i > ig, temos
oo o0
Coef faurir (U(w,21)) = Coef fouwien | =2 D jal) | + mCocf frurien | ol 3 ) |
j=io+1 j=io

e da Afirmacao 4.2.20, segue que

i—1
Coef fraris (W, 21)) = —¢; + k1Coef fraris <w<x, S >> -

=10

Por (4.16), temos

i—1
Coeffxa+i+1(g0(a;,Zc;xi)) = Pi(l)(cgo,"' i1, (| Aapl}) + P(S)( Cigs " Cim1, 1 Bagl})

=10

SN

El

Asgsim,

/

Coef frativ1(V(z,21)) = ¢} + k‘l ot =0. (4.20)

Observe que os expoentes de ¢ sdo todos maiores que a + ig + 1, uma vez que estamos

considerando pontos acima de L;,, veja a Figura (4.2). Sendo assim, é imediato que os termos

de 1) possuem ordem minima igual a a + ip + 1. Em (4.20), mostramos que todos os coeficientes

de ¥(z, z1) s@o nulos, o que significa que z; ¢ uma solucao de ¥. Uma vez que 1 é convergente,
segue do Teorema 1.5.7 que z; é convergente.

Pela Afirmacgdo 4.2.22, temos que a série Y oo . c;z’ possui os coeficientes majorados pelos

1=10
coeficientes de uma série convergente, e logo é convergente. Portanto, a série z é convergente. [J
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Capitulo 5

Solucoes de uma forma Pfaffiana

s-(Gevrey

No decorrer deste trabalho, estamos trabalhando com uma solu¢ao do polinémio diferencial
fu, consequentemente, uma solucio de uma forma Pfaffiana w. No Capitulo 3, apresentamos
o algoritmo de Newton-Puiseux , que permite exibir uma solucdo de (f, = 0). No Capitulo 4,
mostramos que a solugdo obtida é uma solugao convergente de f,,.

Neste capitulo, trabalhamos com uma classe de séries chamadas de s-Gevrey, que possuem
uma condi¢do mais fraca de convergéncia. Mostramos que uma forma Pffafiana com indice

s-Gevrey possui uma solugdo formal com indice Gevrey.

5.1 Séries s-Gevrey

Primeiramente, vamos definir a classe de fungoes s-Gevrey. Seja
Alz,y) =Y Aya'y’ € Cll, ]
ij
uma, série de poténcias formal.

Definicao 5.1.1. Dizemos que A(x,y) possui indice s-Gevrey, com s > 1, se

s =Y (ﬁ),y € Clzy). (5.1)

Em outros termos, a série A(z,y) é s-Gevrey, se a série formal associada $s_1(A) é convergente.

Observagao 5.1.2. Observe que se uma série de poténcias formal A(x,y) possui indice 1-Gevrey,
temos A
Bo(A) = mx’?ﬂ = Aja'y € C{z,y}.

) v

Assim, séries de indice 1-Gevrey sao as séries convergentes.

Observagao 5.1.3. Suponha que uma série de poténcias formal A(x,y) possua indice s-Gevrey.

Entao, a série fs_1 € C{x,y} e, note que para cada r > s, temos
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[ Ayl | Aij
J < J .
(i) = @+ )t

Isto significa que os coeficientes da série §,_1(A) sdo majorados em modulo pelos coeficientes da

série convergente Bs_1(A). Logo,
Br-1(A) = Z (H_fz)],,.lﬂf y’ € C{z,y},
ij
e A(x,y) possui indice r-Geuvrey.

Definicao 5.1.4. Seja w = A(z,y)dz + B(x,y)dy uma forma Pfaffiana com A, B € C[[z,y]].

Dizemos que w possui indice s-Gevrey se as séries A e B possuem indice s-Gevrey.

Neste capitulo, vamos mostrar que uma forma Pflafiana com indice s-Gevrey, possui uma

solucao formal com indice s-Gevrey.

Definicao 5.1.5. Uma parametriza¢io (z(t), y(t)) € C[[t]]? possui indice s-Gevrey se é da forma
(0,y(t)) ou (t9,y(t)), com y(t) de indice s-Gevrey.

Observagao 5.1.6. Seja

y) = Bapz®y’
oB

uma série de poténcias convergente. Existe um polidisco A(0, (r1,72)) no qual a série L(z,y)

converge sempre que |z| < 71, e |y| < ro. Tome ki, ko > 0. Entao a série

Ly (2, 9) ZBQB ferz)* (kay)”,

converge no interior do polidisco A (0, (r1/k1,r2/k2)).

Lema 5.1.7. Seja h(z,y) =>4 Anpr®yP wma série de poténcias formal com indice s-Gevrey,
s > 1. Entao:

i) Beoa(h) € Cla,y} <= L5 Giriray’ € Clz,y}.
i1) Bs—1(h) € C{z,y} = Bs—1(h(t%,y)) € C{t,y}, ¢ € N.
iii) Bs-1(h) € C{z,y} = Bs_1(h(x,ca? +y)) € C{z,y}, j € N—{0}.
Demonstragdo. i) Primeiramente, suponha que [s_1(h) convirja no interior do polidisco
A(0, (r1,72)). Observe que sendo n € N e k < n, temos

Cv n(n—1)--(n—k+1) _nk

n
= < —.
k! ~ k!

Assim,

()= = w i - ()
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Sem perda de generalidade, tome 8 > « e fazendo n = o+ e kK = 3, temos

() )

Como é > 1, segue que
o

(Hﬁ;af/‘“]zea. 5.9

De (5.2) e (5.3), temos

(O[ + ,6)' eaeﬁ
alp!l — ’
e consequentemente,
’AQB’ < ’Aaﬁ’ eaeﬁ‘ (54)
algl = (a+B)!
Tomando ki, ks da Observacio 5.1.6 iguais a e*~!, temos que a série
Bo1 (R) gy (7, y) = Z &(esflx)a(esfly)ﬁ
S— 1R2 Y (O[+/8)' Y

aB

converge no interior do polidisco A (0, (r1/k1,72/k2)), uma vez que 351 é convergente. Por (5.4),

temos que

Aapl  _ [Aagl(e2e) !
(@)1= (a+ BT

e possuindo os coeficientes majorados em moédulo pelos coeficientes de uma série convergente,

segue que

A, o
o

Por outro lado, suponha que a série acima seja convergente. Note que
(a+p) =al(a+1)(a+2)...(a+ ) > alfl,

entao

|Aaﬁ| < |Aaﬁ|
(a+8)! = (a!pl)

Como s > 1, temos que

Aapl  __1Aag
(a+ B (alpl)s—t
Desse modo, os coeficientes da série Bs_1 sao majorados em modulo pelos coeficientes de uma

série convergente. Logo,

A, o
Bs—1(h) = % WHT y”
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¢ convergente, isto €, Ss_1(h) € C{z,y}.
i1) Suponha que fs_1(h) € C{x,y}. Defina

glt,y) = h(t%,y) = ZA 1y’
e note que

19%,,8
551 Zﬂqa‘i‘ﬁ'SI y.

Uma vez que

[Aagl [Aagl
Bl 8
(qa+B)FT = (ot BT

segue que

Bs—l(g(ta y)) = /Bs—l(h(tqay)) € C{tv y}

i7i) Escreva

h(z,cx! +y) = ZAaﬁxa(cmj +y)P
ap

e suponha que Bs_1(h) € C{z,y}. Seja A(0, (r1,72)) o polidisco tal Ss_1(h) convirja sempre que
(x,y) é interior a A(0, (r1,72)). Observe que a convergéncia para valores de |z| e |y| no interior

de A(0, (r1,72)) é absoluta. Sendo assim, fixe xg, yo € R positivos para os quais a série

Aaﬁ B
az,,@ W (Cxo + v0)

converge absolutamente. Considere o termo de h(x,cx? + y) dado por

B
Aapr®(ca? +y)° =" Agpc? <i> g tkiy Bk,

k=0
Entao,
2 Aap ki Bk
(& k, a+kj
Bs-1(h (95070950"‘?90 ;(g( ) (a+kj+B— k)~ 1€ %0 Y )
Note que
8 k B k
Z ﬁ 'Aoz,Bc 1‘84+kjyg’fk < Z 6 .Aaﬁc xgﬂrkjyg k
= \k (a+kj+p—k)st — |\k (a+kj+p—k)s1
B
5 Aap atkj Bk
< 3 |(0) e e
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isto é,

B
g Agpck atkj B—k | Assl B\ k atkj 8-k
< [ e
§:<k<a+w+ﬁ—kw*‘% N ORI AV AR

k=0
|Aa5|

(o Bl +an)”

Pela escolha de zg, e yo, segue que a série S5_1(h(xo, cacé +yp)) € majorada em mo6dulo por uma

série convergente, logo, é convergente. Portanto,
Bs-1(h(xo, cxg +yo)) € C{z, y}.

O

Observacgao 5.1.8. Assuma que a forma Pfaffiana w = A(z,y)dz+ B(x, y)dy seja s-Gevrey, para

~ .
caxt,

algum s > 1. Na prova do Teorema 4.2.21, exibimos uma série convergente 21(z) = > 2, ¢;

que é solugdo de uma curva
¢(J»’a y) - _$a+1z + ’Cio‘ma_'_io—i_l + kl@(ma Z),

onde p(x,w) é definida em (4.13), dada em termos dos coeficientes |A,g| e |Bys|. Uma vez que
w possui indice s-Gevrey, segue da definicdo que A e B também o possuem. Logo a curva v é

também s-Gevrey.

A afirmacgao abaixo é uma ferramenta a ser usada na demonstracdo da Proposicao 5.1.12

adiante, um dos resultados mais importantes do capitulo.
Afirmacao 5.1.9. Seja a > 4, entao

(m+1)---(m+n)
(m+n—a+1)---(m+n)

=(m+1)---(m+n—a)>(n+1),

2
para m,n > a“.

Demonstra¢do. Procedemos por indugdo em m,n. Inicialmente, faremos a inducdo em n.

Observe que se n = a?,

(m+1)---(m+n—a)>(a®+1)---(2a* - a).
Basta mostrar que
(a>4+1)! < (a®>+1)---(2a® — a) a>4.

E facil ver que isto é vélido para a = 4. Suponha, por hipétese de inducio, que a equacio seja

valida para a =4, --- ,p, isto &,

P +DI<@E+1)--- (20 - p). (5.5)
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Mostremos que
(p+12+ D= +2a+2)! < (P*+2a+2)---(2p* +3p+2). (5.6)
Para tanto, seja
P> +20+2)! = PP+DP*+2)--- p*+2p+2).
Por hipétese de inducdo, temos
(P*+20+2)! < [P +1)- (20" = p)](0* +2) - (P + 29+ 2).

Como 2p% — p > p? + 2p + 2, escrevemos

P +2p+2) < PP+DE* 27 P+ 2p+2° 0" +2p+3) (27 —p). (5T)

Note que os termos

P+ 1> +2)° - (P +2p+2) (5.8)

2P’ —p+1)--- (20 +3p+2) (5.9)

possuem exatamente 4p + 2 fatores. Note também que os menores fatores de (5.8) e (5.9) sao

respectivamente, p® + 1 e 2p? — p + 1, os quais satisfazem
20 —p+1—(p*+1)=p*—p >0,

para a > 0. Isto significa que os fatores de (5.8) e (5.9) s@o todos comparaveis e,

consequentemente, temos
P+ 1)@ +2)% - (0° + 2 +2) < (207 —p 1) (29° +3p+2).
Substituindo em (5.7), temos

[(2p* —p+1)-- (20" +3p+2)](p° +2p+2) -+ (2p° — p)
(P> +2p+2)--- (20> = p)(2p° —p+1)---(2p° +3p +2),

(P> +2p+2) <
<

mostrando a equacgao (5.6).

Para m > a? qualquer, temos
(m+1)---(m+n—a)>(@®+1)---(a®>+n—a)>(a®*+1)---(2a* —a) > (n+ 1),

0 que mostra nossa afirmacao. O
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Considere agora, uma curva formal
h(z,y) = Aapz®y’.
op

Pelo algoritmo de Newton-Puiseux para fun¢oes formais descrito no Capitulo 1, a funcao h possui

uma solucdo que pode ser escrita na forma
o0
y(z) = E i,
=1

veja [5]. Observe que, pelas propriedades do ¢-polindémio associado, podemos escrever

o0 .
y(z)=> e,
ik

onde ¢ =cg =+ =c¢p_1 = 0 e ¢ 0 primeiro coeficiente ndo nulo, para algum k. Sendo assim,

as transformadas sucessivas de h sao dadas por

hi(z,y) = Z Appr(cpa® + -+ eaT 4 W)?,
(aMB)

e a equagao (4.12) implica que
Cocf foni(hi) = P (e, -+ e, {Aag)).

Observe que podemos exibir o coeficiente de % em h; por meio de uma soma de mondmios

nas varidveis cg,---,¢;—1 cujos coeficientes binomiais sdo denotados por B, g.d,,... d;_;), onde
dy,- - ,d;—1 830 respectivamente os expoentes ndo negativos de cg, -+ ,¢;—1. Assim,
1) _ § { o di di—1
Pi (Ck, e, Ci—1, {Aaﬁ}) = B(a,ﬁ,dk,~~- 7di—1)Aaﬁ$ Cp™ - Ciil s (5.10)

com dy + -+ + d;—1 = . Além disso, temos By gg,.... 4, ;) = 0, uma vez que € um coeficiente

binomial. Se B, g4, d4;_,) € ndo nulo, sao validas:
a+i = a+kdg+---+(—1)di—

i—1
B o= > d (5.11)
j=k
Suponha que para («, ) sejam validas as equagoes em (5.11), e defina

a—a, se a>a;
o —a] =
1 se o <a.

Observacao 5.1.10. Supondo que

B=di+ - +dii,
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com «a < a. Caso existam dois expoentes d; e d; nao nulos distintos, & facil ver que 3 > 2. Caso

contrério, se d; ¢ o tnico expoente nao nulo de (5.11), segue que
a+i=a+ jd;.

Como a < a, temos
1< jdj,

e uma vez que ¢ > j, segue também que B = d; > 2. Portanto, em todos os casos temos
B=d;>2.

Como trabalhamos com a convergencia da solugio y(z) = > 0, ¢;a’, estamos observando o
comportamento assintotico dos poligonos de Newton das transformadas. Assim, podemos usar
algoritmo recursivamente de maneira que tenhamos k > (a + 4)2, com o ponto pivé dado por

Qi, = (a,b). O Lema a seguir é uma ferramenta técnica que sera utilizada posteriormente.

Lema 5.1.11. Para i > 19, suponha que para um bi-indice (a, 3) com coeficiente B, g 4, ... d;_,)

nao nulo, e com coordenadas satisfazendo as equacoes
a+i = a+kdy+---+(G—1)di—
i—1
B = Z di—1.
j=k
Entao,
il> [ —a)! B Ko (4 — )14, (5.12)

Demonstragio. Se B .4y, d;_,) € nao nulo, considere dj, , - - - ,dj, os expoentes nao nulos, com

J1 < -+ <Jjp. Entado, =41+ -+ jr. Se a > a, escrevemos m = [ — a] = o — a. Por (5.11),

I m‘i‘jldjl“r"'"i‘jrdjr
= m+gi+-+ g+ 1= Ddjy + -+ (G — 1dy,
= mA Bt (i = Ddjy + -+ (Gr = el

Observe que

il=mlm+1)---(m+B)(m+B+1)---(m+B+j—1)(m+B+51) - (m+B+ (1 —1)dj,)
(m+B8+(h—1dj, +1)---(m+ B+ (1 — D)dj, +j2— 1) (m+ B+ (j1 — 1)dj, + jady,)
cmA B4t G = Dy + 1) (m4 B+ -+ (G — 1)dj,).

Asgsim,

it = ml(m41) - (m+p)[(m+1) - - (m4j1—1)(m+j1) - - - (m+(1—1)dj)][(m+1) - - (m~+52—1)
(m+jo) - (m+ (J2 = Ddip)] - [(m 4+ 1) - - (m A+ +jr = 1) - (m + (Jr = 1)dj,)]. (5.13)
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Para cada [, com 0 <[ < r, observe que
{m+ 1) (m+ji = D} m+ Gi) - (m+ (o = V) = {(m+1) - (m + Gy — 1)} %

uma vez que (m + ji) -+ (m + (j; — 1)d;,) contém (j; — 1)(d;, — 1) fatores todos maiores que os
(ji — 1) fatores de (m +1)---(m+ j; — 1). Substiuindo em (5.13), temos

d>mim+1)--(m+8{m+1)(m+j— D} (m+1))-- (m+j, — 1)} (5.14)

Como m > 1, segue que
(m+1)---(m+j5—1) =4l

para cada 0 <1 < r, e pela equagao (5.11), temos
il > m!BG )% - (DB
Logo,
il > mIBlkIT (= 1)1
Agora, se a < a, temos de (5.11),

ati = gy bty o

isto &,
a+i=p+ (1 —dj, +-- + (jr — Ddj, + .

Assim,

(at+ Dt =pUB+1) - (B+i =B +j)- (B+ 1= Ddjy) - (B4 + (e = D)djy +1)
o (B g = DB gudgy ) - (B4 G = D)(dg, = D) (B4 (e = 1)(d), 1) +1)
(B U = D(dg, = a) (B 4 (e = D(d, — 1)+t g — 1),

isto &,

(a+ N =BUB+1)---(B+ia—-DB+5) B+ G —Dd)]---[(B+1)--(B+r)
(B4 G =Dy, —D)B+ -+ Gr = D(dj, =)+ 1) (B+ -+ (Jr — 1)(dj, —1) + )
(B + (G —1D(dj, =) +a+j,—1). (5.15)

Analogamente ao caso anterior, temos que para cada I, com 0 <[ <,

{B+1)--B+a—DYB+5) - B+ (i — Ddjy) = {(B+1) - (B+ji — 1)},

uma vez que (B8 +j;)--- (B + (ji — 1)d;,) contém (j; — 1)(d;, — 1) fatores todos maiores que os
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(1 — 1) fatores de (B+1)--- (8 + 71 — 1). Entdo, substituindo em (5.15), temos

(a+i)! > BL(B+1) - (B =D} {(B+1) - (B+ia—1)}%2 - {(B+1) - (B+jr 1)}~
(Bt G = D(dg = D)t a) (Bt (e = D — D)+t — 1),

Escrevat =a+1 — j, + 1, e uma vez que
(a+i)!=il(i+1)---(i+a),

segue que

(t+1)--(t+jr —
(i+1)---(i+a)

12 BB+ 1) (541 — D} (B 1) (B4 — 1)} Y 5.16)

Note que
t:a+j1dj1++<]r_1)djr+1 Zjl?

o que significa que t > j; > k > (a+4)? > a®. Da mesma forma, n = j, —1 > j1 —1 > k—1 > a?,

pois a > —1. Deste modo, considere m =t e n = j,. — 1 na Afirmacao 5.1.9, e obtemos

(t+1)-- (¢ +jr — 1)
(i+1)---(i+a)

> (jr — 14+ 1) =4l
Pela Observacao 5.1.10, temos 3 > 2 e como j; + 1 > 2, para cada [, temos
{B+D)--B+a—-1}=3---(i+1) =5l
Assim, a equacao (5.16) é dada por
il > Bl D% - (G )BT,
Uma vez que m = [a — a] = 1, segue que
il > mlplj 1% g1
Portanto,
il > mBlkIT (G — 1)1
O

A proposi¢io seguinte garante que uma solugdo ndo fracionaria de uma curva s-Gewvrey,

também é s-Gevrey.

Proposicao 5.1.12. Seja h(z,y) = Zaﬂ Aagxayﬁ uma série de poténcias formal com indice

s-Gevrey, s > 1, e sejay = 2 cixé uma solucdo de h. Entdo

o0 Ci

.
E Z_!S_ltleC{t}.
i=1
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Demonstracdo. Seja

h(z,y) = Aapz®y’
ap
uma série de poténcias formal com indice s-Gevrey, cuja solugdo y = > oo cixé. Observe que
(o ¢]
() =yt = et
i=1

¢ uma solugao da curva h(t?,y). Uma vez que h é s-Gevrey, pelo item 7i) do Lema 5.1.7, temos
que h(t?,y) também possui indice s-Gevrey. Queremos mostrar que a solucao nao fracionaria

7(t) possui indice s-Gevrey. Para tanto, podemos assumir que

e .
y(x) = Z cx’
i=1

é uma solugao nao fracionaria de h € C[[z,y]] tal que ¢; = ... = ¢x—1 = 0 e ¢ # 0. Pelo item
ii1) do Lema 5.1.7, segue que o indice s-Gevrey é preservado pelas transformadas de h. Assim,
consideremos as transformadas sucessivas em h e seus respectivos poligonos de Newton.

Seja @ = (a,b) o ponto pivo de h com respeito a y. Observe que se b > 2, segue que y(z) é

uma, solucdo da curva formal

b—1
hO = u7
ayb—l

a qual possui indice s-Gevrey, uma vez que h o possui. Além disso, hy possui ordenada do ponto
pivé b = 1. Basta entdo provar o resultado no caso em que b = 1.

Conforme afirmamos, podemos supor que k > (a+4)2, e multiplicando h por 1/A©) obtemos

Aag o,
h(fL’,y) = Z A(O/D))ZE yﬁ-
af

Seja N1 = N(h) N N? e observe que
I a
e =P (en e, {Aap}/AO),
onde (a, 8) € Ny, isto é,
= pWe e TA
C; i (Ck) 761—17{ aﬁ})
Evidentemente, pela equagao (5.10), temos
d;_
G = - Z B(a,8,dy., ,di—l)AaﬂxaCZk o Ci—ll (5.17)
e sempre que B, g4, ... 4;,_,) € ndo nulo, temos
a+1 = Oé—}—k‘dk—k—{—(l—l)dzfl

i—1
B = > d;
=k
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‘Aa6|
[a — a]ls—1p1s=17

Defina Cyp5 = bem como os coeficientes ¢, dados por ¢, =0, se i < k,

o] e d = P,(l)(c;m 61, {Cagl),

/
= i

se ¢ > k. Utilizando o raciocinio anélogo ao anterior, podemos escrever

d di—
C; = - Z B(a757dk7... ,di_l)C’ag:rac; B C;_l L (5.18)
Afirmacao 5.1.13. Para cada i > k os coeficientes ¢, definidos acima satisfazem
el c. (5.19)

(ihs—1 =

Demonstragao. De fato, denote novamente m = [o — a] e procedemos por indugao. Para i = k,

o resultado é imediato da defini¢cdo. Assuma, por hipétese de inducao, que
lcj] < (1),

para todo j = k,--- ;2 — 1. Mostremos agora para j = i.

Observe que, por definicao temos

|Aaﬁ|
Z B(%ﬂdkw" 7di—1)CCY,3 = Z B(a,57dk7"' Jdi—1) m!s—lﬁls—l :

Entdo, pela equacio (5.18), segue que (5.19) é valida se, sempre que B(, g 4, ... 4, ,) for ndo nulo,

tivermos

dy, di—
|Ckk ... Ci—11|

il

Para mostrar isto, note que

7 dy; s di
Cp " Cio1
m!s—l/@!s—l

e el et () T (o (- D
71s—1 = 71s—1 71s—1
isto é,
e (G (R (- e
ils—1 - ils—1 '

Pelo Lema 5.1.11, temos

((k!)dk...(gf_l)!)di1>5—1§ <mjﬁ!>81

(cﬁcd’“ . c;_ldifl)(k!dk con (i — 1)Mdim1)s—1 Czdk .. .cg_ldifl

e consequentemente,

il

m!s—lﬁ!s—l
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Assim,
d di_ .
‘Ckk .. Ci—ll _ ngdk . Clifldl 1
71s—1 — m!s—l/@!s—l )
o que conclui nossa afirmagao. Logo,
|Ci‘ /
(o1 =6
O
: [ee] /! 0
Sejayr =) ~pcat e
_ a |Cl€| at+k C a, B
pi(z,y) = —aty + et 4 apTY”,
' (e,B)EN]

Ni{ = N1\ {(a,1),(a + k,0)}. Observe que as defini¢des de y; e ¢; sdo equivalentes a z1 e
¢ definidas na demonstracdo do Teorema 4.2.21, com coeficientes ¢, e alterando A,z por Coug.
Assim, todas as relagbes sao validas. Observe que o item i) do Lema 5.1.7 garante que ¢ é uma
curva convergente e procedendo analogamente ao capitulo anterior, podemos verificar que y; é
solucao de 1, isto &, y; é convergente.

Sendo y1 = Y .2, cix’ uma série convergente em z, e pela afirmacao anterior, segue que

o0

C; ;
y(.’L‘) - Z Z‘!sl—lxz

i=k

é uma série convergente. Isto é o mesmo que dizer que

i .
i=k
O

Por fim, enunciamos o principal resultado deste trabalho, o que garante a existéncia de uma

solucao s-Geuvrey, para cada forma Pfaffiana w com indice s-Gevrey

Teorema 5.1.14. Assuma que uma forma Pfaffiana w = A(x,y)dz + B(z,y)dy possua indice

s-Gevrey, com s > 1. Entao, existe ao menos uma solugdo de (w = 0) com indice s-Gevrey.

Demonstracdo. Seja
0 .
z= Z i
i=1
a solugao formal de (f, = 0) construida no Teorema 4.1.14. Assuma que
mde({q} U{i|c #0}) =1

e seja (t9,z(t?)) a solucdo de (w = 0) associada. Sabemos que (t9, z(t?)) possui indice s-Gevrey

se y(x) = z(t?) € Cl[[z]] possui indice s-Gevrey. Na prova do Teorema 4.2.21 encontramos uma
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série z; € C[[z]], a qual é uma solu¢do de uma curva ¥ (z,y) e majora os coeficientes de y(z).
Uma vez que a forma w é s-Gevrey, segue pela defini¢ao que A(z,y) e B(z,y) também o sdo.
Logo, como a curva t(z,y) é definida pelos coeficientes de A e B, segue que ¥ (x,y) indice
s-Gevrey. Na proposi¢do anterior, mostramos que uma solugdo nao fracioniria de uma curva
de indice s-Gevrey também possui indice s-Gevrey. Consequentemente, segue que zj(x) possui
indice s-Gevrey. Como y(z) é majorada pela série z;(z), temos que y(z) é s-Gevrey.

Portanto, existe uma solugao (t%, z(t%)) de (w = 0) com indice s-Gevrey. O
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