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RESUMO

trabalho é estudar uma acao do Grupo Projetivo Semi-Linear PI'L(2,q™) = PGL(2,¢")x
Gal(F4n/F4) sobre o conjunto dos polindmios monicos irredutiveis sobre o corpo fi-
nito F4». Os principais resultados dizem respeito a caracterizacéo e ao nimero de pontos

fixos desta acao.
Palavras Chaves: Corpos Finitos, polinémios irredutiveis, acdo de grupos, pontos

S eja n um inteiro positivo e [F;» o corpo finito com g elementos. O objetivo deste

fixos.



ABSTRACT

is a prime power. The aim of this work is to study a natural action of the Projective
Semilinear Group PI'L(2,9") = PGL(2,q") x Gal(F,/F,) on the set of irreducible
monic polynomials over the finite field F;». Our main results concern the characterization
and number of fixed points of this action.
Keywords: Finite Fields, irreducible polynomials, group action, fixed points.

L et n be a positive integer and let Fy» be the finite field with ¢" elements, where q
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INTRODUCAO

denotaremos por [,. Sobre este corpo podemos considerar o anel de polinémios
Fqlx], que é um dominio de fatoracdo tinica. Uma pergunta natural é: quantos
polinémios irredutiveis de grau fixo existem neste dominio? Se definimos

D ado ¢ uma poténcia de primo, existe um tunico corpo finito com g elementos, que

Cqy(n) ={f € Fylxllf (x) é irredutivel, monico e grau (f)=n} e Ny(n):=|Cy(n)l,

~ N . n "
temos que a fatoracéo do polinémio x? —x é

' —x=T] ] Ff.

din feCy(d)

Ao igualarmos os graus dos polindmios na identidade anterior, obtemos q" = Z dNy(d).
dln
A partir disso, a formula de inversao de Mdobius, permite encontrar uma férmula

explicita para N,(n). De fato, uma relacéo assintética devida a J. C. F. Gauss, conhecida
é a seguinte
qn
Ny(n)= —,
n
onde a notacéo a, = b, para sequéncias reais (a,);>1,(b,)n>1 significa que lima,/b, — 1
quando n — oco.

Um polinémio moénico é chamado auto-reciproco se f(x) = x"f(1/x).Um resultado
similar é conhecido para polinémios mdnicos irredutiveis auto-reciprocos sobre F,. O
grau de polinémios monicos irredutiveis auto-reciprocos néao lineares € par, e foi mostrado
por H. Meyn em [4], que os fatores irredutiveis nfo lineares do polindmio

(1 Ho(x)=x7*1-1

sao exatamente os polindmios monicos irredutiveis auto-reciprocos de grau 2k, onde &
divide r e r/k é impar. A partir da equacao (1) se obtém uma férmula assintética para

O'q(n) = |Aq(n)|7
onde

Agy(n) ={f(x) e Fylx]|f(x) é monico, irredutivel e auto-reciproco de grau 2n}.
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Mais especificamente, obtemos
n

04(2n) = ;I_n

Em [5], uma generalizacao desse resultado foi feita por H. Stichtenoth e A. Topuzoglu,
considerando os polindmios da forma

(2) Fo(x)=bx? 1 —ax? +dx—c, parar=0

coma,b,c,d €F, ead—bc # 0. Para isso, considera-se para cada inteiro n > 1 e o conjunto
&, de polinémios monicos irredutiveis de grau n sobre F,. O Grupo Linear Projetivo
PGL(2, q) age sobre os conjuntos .#,, com n =2 da seguinte forma: para [A] € PGL(2,q)
com (i d) e [ €.%,, definimos [A]o f sendo o tinico polindmio moénico que é multiplo

escalar do polinémio

3) Aof(x)::(cx+d)”-f(ax+b).

cx+d

Um dos resultados principais em [5], mostra que os [A]-invariantes sdo exatamente os
fatores irredutiveis dos polinémios F'.. A partir deste resultado, como antes, conseguimos
uma férmula assintética para o nimero de [Al-invariantes de grau fixo. De fato, se

4) ANA,r) :={f €F4lx]|f é irredutivel, monico e deg(f) =r e f divide F.(x)},

sendo D =ord([A]) e
AMA,r) :=|AA,7)],

entao A(A,r)=0 se D nao é divisivel por r e

D
MA,Dm) =~ qu.
Dm

O principal objetivo dessa dissertacao é estudar uma generalizacéo dos resultados obtidos
[6]. Fixamos n um inteiro positivo e consideramos a fatoracéo sobre [F,» dos polinémios

i

—i nr—i n—i n—
x4 +d? x—-c?

(5) Fanri(x):=b7 x7 *1_g7"
onde a,b,c,d €Fyn comad —bc#0enr=1i.

Seja Gal(F4»/F4) o Grupo de Galois da extensédo Fg4»/F,;. Sabemos que esse grupo é
gerado pelo automorfismo de Frobenius o1 : Fg»n — Fgn com a — a?. Para cada i > 1,
denotemos por o; a i-ésima composicéo de o1. Podemos estender naturalmente o; para o
anel de polindomios [F4»[x], onde x — x e por simplicidade, denotaremos essa extensédo por
O;.

O Grupo Semi-Linear Projetivo PI'L(2,9") = PGL(2,q") x Gal(F;/F,) induz uma
aplicacéo sobre o conjunto de polinémios irredutiveis monicos sobre Fy». Seja .4}, o
conjunto dos polindmios moénicos irredutiveis sobre F,» de grau k, com k=2, f € 4, e
[A,0;1€ PTL(2,q™). Definimos a operacéo

[A,0i] f :=[Ale(0i(f)).
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Esta operacdo define uma acéao do grupo PI'L(2,¢") nos conjuntos .4}, com £ = 2. Em
cada 4}, sera estimado o numero de [A,o;]-invariantes e assim obtemos uma férmula
assintética do numero de invariantes para um grau arbitrario, sendo estes zero se
k nao é da forma Ds, onde D é a ordem do elemento [A*] € PGL(2,¢"), onde A* =
Aocq1(A)---0,-1(A), com mdc(s,n) =1. Se & > 2 é da forma Ds, com mdc(s,n) = 1, o numero
na(Ds) de polinémios monicos irredutiveis de grau k£ que sédo invariantes por [A,0;]

cumpre que
S

na(Ds) ~ quscp(D).

A estrutura desta dissertacao é a seguinte

No capitulo 1 é feita uma breve exposicao sobre resultados basicos de corpos finitos
que serdo uteis nos capitulos seguintes. Veja [3] para mais detalhes. O Capitulo 2
discorre sobre os resultados obtidos por H. Stichtenoth e A. Topuzoglu em [5]. Estudamos
as propriedades da acdo definida em (3) e o namero assintético de pontos fixos. Por
fim, o capitulo 3 apresenta uma generalizacdo da acao definida em (3). Estudamos as
propriedades dessa acdo, além da caracterizacio e estimativa do nimero de pontos fixos
para esta acéo.
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CAPITULO

PRELIMINARES

este primeiro capitulo apresentamos defini¢coes, notacoes e resultados da teoria

de Corpos Finitos e Algebra que nos seréo uteis nos proximos capitulos. Entre

os resultados tratados neste capitulo incluiremos uma secdo sobre funcéoes
multiplicativas que sera 1util para a contagem de polinémios irredutiveis em um corpo
finito. Essencialmente, todos os resultados contidos neste capitulo podem ser encontrados
em [3].

1.1 Corpos Finitos

O objeto fundamental estudado nessa dissertagao sao corpos finitos. O exemplo mais
basicos de corpos finitos é o anel de residuos médulo p denotado por Z/(p), onde p é um
primo. Em geral, se [, é um corpo finito com g elementos, temos que g = p”, para algum
primo p e r inteiro positivo, sendo p a caracteristica do corpo. E conhecido (Teorema 1.3)

que, a menos de isomorfismos, existe um tinico corpo finito de cardinalidade q.

Definicao 1.1. Seja f(x) € F[x] um polinomio de grau n >0 e L uma extenséao do corpo [.

Dizemos que f(x) se decompée em L se f(x) pode ser escrito como o produto de fatores

lineares em [[x], isto €, se existem elementos ai,as,...,a, €L tais que
f)=alx—a)lx—ag) - (x—ay),

onde a é o coeficiente lider de f(x). O corpo L é corpo de decomposicdo de f(x) sobre F

quando f(x) se decompoe em L e se L =F(aq,ag, - ,an).
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Lema 1.2. Dado um corpo finito L com q elementos e F um subcorpo qualquer de L, entdo
L é corpo de decomposicao do polinémio x? — x sobre F. Em particular, este polinémio se

fatora em L[x] da seguinte maneira

(1.1 x9—x= l_[(x—a).

acll

Em outras palavras, todo a € L satisfaz que a? = a.

Demonstracao. O polinémio x? —x de grau ¢ tem no maximo g raizes em L. Como o
grupo multiplicativo L* = L\{0} tem ordem g — 1, temos pelo Teorema de Lagrange, que
para a € L*, a?71 =1, isto é, a? = a. Portanto, todos os elementos de L séo raizes de x9 —x.
Ou seja, f(x) se decompde em L, como indicado em (1.1) e como tem g raizes distintas,

nao pode se decompor em nenhum corpo menor. [ |

Teorema 1.3. (Existéncia e Unicidade de Corpos Finitos). Para cada primo p e todo
inteiro positivo n, existe um corpo finito com p™ elementos. Qualquer corpo finito com

— n 4 .~
q = p" elementos é isomorfo ao corpo de decomposicdo de x? —x sobre [F,.

Demonstracao. (Existéncia) Para g = p™, consideremos o polindmio f(x) =x?9 —x em
Fplx], e L seu corpo de decomposi¢éo sobre [,.0 polinémio f(x) tem g raizes distintas em
L, pois sua derivada f'(x) = gx?"1 —1 = —1 é uma constante néo nula. Seja S ={a € F:

a?—a =0}. Entédo S é subcorpo de L, uma vez que:

i) ScontémOe 1;
(i) a,beS implicaque(a—-b)! =a?-b%=a—-beentdoa—-besSs;

(iii) Paraa,beSeb#0temos (ab 1) =a%b 9=ab" !, assimab l€S.

Mas, por outro lado, x? — x deve se decompor em S, pois S contém todas raizes de f(x).
Portanto L =S e como S tem g elementos, L é um corpo finito com g elementos.

(Unicidade) Seja L um corpo finito com g = p” elementos. A caracteristica de L é
p, portanto L contém [, como subcorpo. Pelo lema anterior, L é corpo de decomposicao
de x? —x sobre [F,. Como quaisquer dois corpos de decomposicéo de f(x) sobre [, séo
isomorfos, temos a unicidade.

Observemos que se [ e L sdo corpos finitos com ¢” e ¢”* elementos respectivamente,
~ n o . m . o e g
entdo F L se, e somente se, x? —x divide x? —x, que equivale a n dividir m. Em geral

o seguinte resultado é valido.
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Lema 1.4. Seja f(x) € F;[x] um polinémio irredutivel sobre Fy de grau m. Entdo f(x)

.« . n PR
divide x1 — x se, e somente se, m divide n.

Demonstracao. (=) Suponhamos que f(x) divide x?" —x . Seja @ uma raiz de f(x) no
corpo de decomposicdo de f(x) sobre F,. Entéo a?" = a, ou seja, a € Fgn. Em outras
palavras, [, (a) é subcorpo de Fy». Mas [F(a) :Fg]=m e [Fgn :Fg] = n e com isso temos que
m divide n.

(<) Se m divide n, entdo temos que Fym é subcorpo de F;». Seja @ uma raiz de f(x) no
corpo decomposicdo de f(x) sobre [y, entdo [F,(a):F,] = m. Consequentemente, a € Fyn,
ou seja, a?" = a. Sendo assim, a é raiz de x?" —x € Fqlx]. Como f(x) é irredutivel, temos
que f(x) divide x?7" —x. [ |

A partir da prova do lema anterior, segue que se f(x) € F,4[x] é irredutivel de grau m,
entdo f(x) divide x?" —x, assim todas as raizes de f(x) estdo em Fqm. Logo uma pergunta
natural é qual a estrutura, caso exista, do conjunto de tais raizes? O seguinte teorema

responde esta pergunta.

Teorema 1.5. Seja f(x) € F4[x] polindmio irredutivel de grau k. Entdo f(x) tem uma raiz
aemF e todas as raizes de f(x) sdo simples, dadas por a,a9,..., a?™
Demonstracio. Seja a uma raiz de f(x) em um corpo de decomposi¢éo de ;. Como

[Fg(a) :Fql =k, segue que Fy(a) = Fgr. Portanto, a € Fgr- Agora mostraremos que se f é
k :
uma raiz de f(x), entao f? também sera uma raiz de f(x). Seja f(x) = Z a;jx’ coma;el,
j=0
para 0 < j < k. Calculando f(f9), temos

BN =ao+a1p?+ - +app =al +alp?+ - +alp?*

=(ag+a1f+-+apf? = f(B)? = 0.

. E-1 . . -
Assim a,a?,...,a? sao raizes de f(x). Afirmamos que nessa lista os elementos séo
distintos e logo ela contém todas as raizes. Suponhamos, por contradicéo, que existe

0<i<j<ktais que a? =a? . Em particular,

k—j+i k

a? =a? =a.

Isso somente € possivel se & divide £ —j + i, porém como 0 <k — j+i <k, obtemos uma

contradicdo. Portanto todas raizes sao distintas, e o nimero delas coincide com o grau de

f(x). [ ]
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Corolario 1.6. Seja f(x) um polinémio irredutivel em Fy[x] de grau k. Entdo o corpo de

decomposicdo de f(x) sobre F, é dado por F g

Demonstracdo. Pelo teorema anterior, f(x) se decompde em F .. Além disso, Fq(a) =

Foh- Portanto, F,(a,ad,-- ,aqk_l) =Fq(a) = Fgrs onde a é uma raiz de f(x) em Fgr- |

Definicao 1.7. Seja F,» uma extensdo de [, e seja @ € Fyn. Os elementos

2 n-1
a,a?,a? ,...,a?

sdo chamados de conjugados de a com respeito a [.

Os conjugados de a € F;» em relacéo a [, serdo distintos se, e somente se, o polinomio

minimal f, de a sobre F, tiver grau n. Por outro lado, se o grau de f, for d, um divisor
. ~ ~ . e 2 d-1

de n, os conjugados de @ em relacéo a [, séo os elementos distintos a,a?,a? ,...,a7 e

cada um se repete 7 vezes.

Exemplo 1.8. Seja a € Fgq uma raiz de f(x) = x® + x + 1 € Fo[x]. Entdo os conjugados de

a em relacdo a Fg sd@o

2 4

a,a’,a ,aS:(a+1)a2:a3

+a2,a16:(a3+a2)2:a4+a+1,e

a2 =(a*+a+1’=a+a’+a®+1=a3+1.

Os conjugados de a com respeito a F4 sdo

a, a4, a®=(@+1%a*=a*+a+1.
Uma outra estrutura interessante de um corpo é o grupo dos elementos que sio
diferentes de zero. No caso que o corpo seja finito, o grupo associado é muito simples,

como se mostra no seguinte teorema.

2

Definicao 1.9. Um gerador do grupo ciclico [F(’; é chamado de um elemento primitivo de
Fq-

Como um grupo ciclico G de ordem n possui ¢(n) elementos geradores da forma g
com 1<i<nemdc(i,n)=1, o grupo [F; tem ¢(q — 1) elementos primitivos.

Existe uma relacdo importante entre os elementos conjugados e os homomorfismos de
um corpo finito: consideremos a extenséo F,» de [y e seja 0 : Fgn — Fyn um homomorfismo
injetivo de Fy» em Fyn que fixa os elementos de [y, ou seja, o(a + p) = o(a) +o(p) e

o(ap) = o(a)o(p) para todos a,p € Fy» e o(a) = a para todo a € F,. Como todo elemento
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a € Fy4n é raiz de um polindmio irredutivel em [, de grau d, com n divisivel por d, pelo
Lema 1.4, todas as raizes desse polinomio estdo em F,n. Se o denota, por abuso de
notacéo, a extensdo como homomorfismo de anéis para F,[x], onde o(x) = x, entéo f(x)
é invariante por o e o(a) € Fyn é raiz de o(f(x)) = f(x). Assim, quando trabalhamos em
corpos finitos, toda extensio é normal, e 0s homomorfismos injetivos sdo automorfismos.

Como os automorfismos formam um grupo, no caso considerado ele sera ciclico, como

é mostrado a seguir.

Teorema 1.10. Os distintos automorfismos de Fyn sobre [ sdo exatamente as aplicacoes

) i .
00,01,...,0,-1, definidas por o;(a)=a? para a€FpreO0<i<n-1.

Demonstracgio. Para cada o; e a,f € Fy» quaisquer, é valido que

oi(ap)=o;(a)o;(B)
oi(a+p)=0c(a)+0,(p)

Logo o; é um endomorfismo de F,». Assim precisamos mostrar que esta aplicacéo é
injetiva. Mas isso segue do fato que o;(a) =0 se, e somente se, a? =0. Como Fqn € um
corpo finito, segue que o; é um automorfismo de F4». Além disso, o;(a) = a equivale a
al = a, que implica que a € Fgi, em particular, o;(a) = a para todo a € F,. Portanto, cada
o; € um automorfismo de F4» que fixa F,. As aplica¢des 0¢,071,...,0,-1 sdo distintas, pois
elas tem distintos valores para um elemento primitivo de Fgn.

Agora suponha que ¢ é um automorfismo de F,» que fixa F,. Sejam  um elemento
primitivo de Fg» e f(x) =x" + n-12" T+ +age F4[x] o polindmio minimal de f sobre
F,. Entéo

0=0(B" +an_1f" '+ +ao)
=B +an_10(f)" 1+ +ay,
Ou seja, o(p) é uma raiz de f(x) em Fyn. Pelo Teorema 1.5 o(f) = ,qu para algum i,

com 0<i<n-1.Como g é um homomorfismo e todo elemento diferente de zero é uma

poténcia de B, concluimos que o(a) = a? para todo a € Fyn. [ |

Definicdo 1.11. Seja F,» uma extensio de F,, entdo a aplicacéo o :Fgn — Fyn, definida
para cada a € F,» por

o(a)=a?
é um automorfismo chamado de homomorfismo de Frobenius. Definimos ¢; como sendo o

homomorfismo de Frobenius aplicado i vezes, isto é, para a € F n

oia)=0i(a)=a?.
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n z ~ . .
Notemos que como para a € F,» temos que a? = a, segue que ¢ é a funcéo identidade
sobre os elementos de Fyn.
A extensdo natural do automorfismo de Frobenius para o anel de polinémios F,n[x] é

definida como

o(a) = a’ para todo a € Fyn

o(x)==x,

e tal que seja um homomorfismo de anéis. Um resultado importante sobre esse homomor-
fismo estendido é que ele preserva a irredutibilidade de polinémios, como veremos no

seguinte teorema.

Teorema 1.12. Seja Fy» uma extensdo de Fy e 0 0 homomorfismo de Frobenius em [Fyn,

entdo f(x) € Fynlx] é irredutivel sobre Fyn se, e somente se, o(f(x)) é irredutivel sobre Fyn.

Demonstracao. (=) Suponhamos que o(f(x)) é redutivel. Ou seja, existem g(x),h(x) €
Fqnlx] tais que o(f(x)) = g(x)h(x), onde g(x) e ~(x) sdo polindmios néo constantes. Apli-

cando o homomorfismo de Frobenius n — 1 vezes a essa identidade, obtemos
f=0"(f)=0""1g)-a" (h).

Como f(x) é irredutivel um dos polinémios 6™ 1(g) ou 6 1(A) é um polindémio cons-
tante. Sem perda de generalidade, podemos supor 6" (g(x)) constante, logo g(x) =
(o™ 1(g)) é constante, o que é contraditério. Portanto o(f(x)) é irredutivel.

(<) Suponhamos f(x) redutivel, isto é, existem r(x), s(x) € Fyn[x], polinémios n&o

constantes, tais que f = r(x)s(x). Aplicando o homomorfismo de Frobenius
o(f) = a(r(x))-o(s(x)),

Assim o(f(x)) é redutivel, pois a(r(x)) ou o(s(x)) possuem os mesmo graus que r € s
respectivamente, uma contradicio.
[ |

1.2 Polinomios irredutiveis

Dado um polinémio f € F,[x] irredutivel de grau n, sabemos que toda raiz de f(x) estd em
Fqn e logo é um fator de x?" —x. Uma pergunta natural é quantos polinomios irredutiveis
de grau n existem, que pela afirmacéo anterior, estdo limitados por qn—n. Sobre isso, temos

o seguinte resultado.
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Teorema 1.13. Para todo corpo finito [, e todo n € N, o produto de todos polinémios

A - . o . .. L. n
monicos irredutiveis sobre [, cujo grau divide n é igual a x? —x.

Demonstracgao. Pelo Lema 1.4, os polindmios monicos sobre F, que aparece na fato-
racdo de g(x)=x9 —x em F4lx] sdo precisamente os que tem grau que divide n. Como
g'(x) = -1, g néo tem raizes multiplas e cada polinémio ménico irredutivel sobre F, cujo

grau divide n ocorre exatamente uma vez na fatoracédo de g em F,[x]. |

Corolario 1.14. Se N,(d) é o niimero de polinémios monicos irredutiveis em Fqlx] de
grau d, entdo

q"=) dNy(d) paratodoneN,
din

onde a soma é estendida sobre todos divisores positivos d de n.

Demonstracao. A igualdade segue do teorema anterior, comparando o grau do polino-

mio g(x) =x?" —x com o grau dos polinémios da fatoracdo de g(x). [ |
Para encontrar o valor exato de N,(d) introduzimos a funcdo de Mobius.

Definicao 1.15. A funcio Mobius u:Nso — Z é definida por:

1 sen=1,
wn)=4 0 se a?|n para algum inteiro a > 1,

(-1)* se n é o produto de % primos distintos.

Lema 1.16. Para todo n inteiro positivo

> ud) =

{ 1, sen=1,
dln

0, sen>1.

Demonstracao. No caso n = 1, ndo temos nada a provar. Precisamos considerar os

divisores d de n tais que u(d) # 0, em outras palavras, d =1 ou d é o produto de primos
ay as

distintos. Se n = p;'p,,

Yudy= Y wplphrphh
din 0<Bi<a;

. pzk , entdo

k k
=,U(1)+Z,u(pi)+ Z u(pilpi2)+---+/J(p1p2---pk)

=1 1=<ii<ij<k

3 k B k 2. k PN
_1+(1)( 1)+(2)( 1)+ +(k)( 1)

=(1+(-1)*=0.
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Teorema 1.17. (Férmula de Inversédo de Mobius)

(i) Caso aditivo: Seja h e H duas fungoes de N em um grupo abeliano aditivo G. Entdo

para todo n inteiro positivo,

(1.2) H(n)=)_ h(d)
din
se, e somente se,

(1.3) h(n) = % u(g)md) ~ 0; ,u(d)H(g).

(it) Caso multiplicativo: Seja h e H duas funcoes de N em um grupo abeliano multipli-

cativo G. Entdo para todo n inteiro positivo,

H(n)=[]r(d)
dln

se, e somente se,

hn) = HH(d)”( ) — HH(d)#(d),
din din

Demonstracao. Suponhamos que (1.2) é valido. Observemos que para todo n € N

Zu( )H(d)—Zu(d)H( = Zu(d)Zh(c)

clg
=Y Y wdh(e)=) ki)Y ud)=hn),
clnd|2 cln d|

onde a dltima igualdade segue do lema anterior.

Por outro lado, se (1.3) vale, temos
Y =) ) u( )H(d )=y H(d') Z pu(d)
din dind'|d d'|n dl

=H(n),

como queriamos demonstrar. A prova do segundo item segue analogamente ao primeiro

item, substituindo as somas por produtos e multiplicacao por poténcia. [ |

Teorema 1.18. O niimero N4(n) de polindmios monicos irredutiveis em Fqlx] de grau n é

dado por
Ny ==~ Zu( J ¢ =—Zu(d)qd

namn 4
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Demonstracao. Pelo Corolario 1.14 e como q" = Zqu(d), aplicando a férmula de
din
inversao de Mobius no caso aditivo para o grupo aditivo dos inteiros, com A(d) = dN,(d)

e H(n)=q", obtemos

nNgy(n) = Z,U(d)q% = ZH(%) q°
din din

ou seja,
1 n 1 n
Nyn)==Y pul=|q%==) pdqd.
7 n% (d) ndzl,:1
|

Corolario 1.19. Assintoticamente, o niimero N4(n) de polindmios monicos irredutiveis
em F4lx] de grau n é dado por
qn
N,(n)= —,
n

onde ag = bg representa lim Z—s =1
§—00 ¥S

Exemplo 1.20. O niimero de polinémios irredutiveis em F,[x] de grau 12 é dado por:

1 12
— ) wd)gd
12 d%z

1
= 5 (kDq" +p@)q° + pB)g* + p@)g® + (O)g* + 1(12)q)

N,(12) =

1 12 6 4 2
=— -q —q"+q°).
12(q qQ°—q +q°)

Observemos que se n = p‘fl ---p;:k com pi < pg < --- < pp primos distintos, entao
k <loggn e
1 n oy o1 q" logyn
N n>—(”— P1 —... Pk)>—(”—(lo n)y/ ”)>—(1— ),
¢(m)>—1q"—q q U 821V q " ra
Logo “quase” todo fator de x¢ —x tem grau n. Ou seja, assintoticamente o nimero

qn

polindmios irredutiveis sobre F, de grau n é =~

1.3 Grupo Projetivo

Nessa secio traremos de algumas definicoes e resultados basicos do Grupo Linear. Esse

grupo sera util nos préoximos capitulos.
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1.3.1 Grupo Linear Projetivo

Definicdo 1.21. Seja n um nimero natural. O grupo linear de grau n sobre [, é o grupo
das matrizes invertiveis n x n com entradas em F,, munido da opera¢do multiplicacéo

usual de matrizes. Este grupo é denotado por GL(n, q).

Sobre os elementos de GL(n,q), se define a seguinte relacédo de equivaléncia:

A ~B: se, e somente se, B= 1A para algum A € [F;‘.

A classe de equivaléncia de A € GL(n,q) é denotada por [A]. Estas classes de equiva-

léncia determinam o grupo apresentado a seguir.

Definicao 1.22. O Grupo Linear Projetivo de grau n é o quociente de GL(n,q) pela
relacdo de equivaléncia ~. Este grupo é denotado por PGL(n,q), com a estrutura de
grupo [A]-[B] =[AB].

O lema a seguir determina a ordem desses grupos.

Lema 1.23. As ordens dos grupos GL(n,q) e PGL(n,q) sdo dadas por

IGL(n,q)| = (¢" —1)(q" — g)q" — gD ---(¢" = ¢" 1)
=¢"" g -1)g* - 1)--(¢" - D).

IPGL(n,q)| = """ V2(¢%2 - 1)---(¢" - 1).

Demonstracao. Uma matriz n x n é invertivel se, e somente se, suas linhas séo linear-
mente independentes. Assim para escolha da primeira linha temos q opcoes para cada
entrada, excluido todas entradas nulas, isto €, temos " — 1 possibilidades. Para segunda
linha, como precisamos que ela seja linearmente independente a primeira linha, temos
q" escolhas, excluindo uma linha miiltipla da anterior, que séo ¢, assim temos ¢" — q
possibilidades. Analogamente, para as i-ésimas linhas se tem ¢” — ¢! possibilidades.

Portanto a ordem do grupo linear é
(qn_l)(qn_q)(qn_qQ)(qn _qn—l): qn(n—l)/Z(q_ 1)(q2_1)(qn _ 1)’

Para o grupo PGL(n,q) basta perceber que o namero de elementos em cada classe
de equivaléncia é g — 1, que corresponde ao nimero de escolhas de elementos em [,
portanto basta dividirmos a ordem de GL(n, q) por g — 1, ou seja, a ordem sera

(¢" -1)(q"-9)g" =g (¢"=¢" ") _

q_l qn(n—l)/2(q2_1).“(qn_1).
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Exemplo 1.24. Consideremos o grupo GL(2,2). Pelo lema anterior

IGL(2,2)| =2(2-1)(2%2 - 1) =86,
PGL(2,2)=2(2%2-1)=6.

Em outras palavras o grupo projetivo linear e o grupo linear sd@o os mesmos para n =2 e

q = 2. Explicitamente, os elementos do grupo GL(2,2) sao

A A P A A

1.3.2 Grupo Semi-Linear Projetivo

Definicdo 1.25. Seja F,» um corpo finito e m um nimero natural. O grupo semi-linear
projetivo de grau m sobre F;», denotado por PI'L(m,q"), é definido como o grupo do
produto externo semi-direto do grupo linear PGL(m,q") pelo grupo de F,-automorfismos
do corpo [y, isto é,

PI'L(m,q") =PGL(m,q") x Gal(F,»/Fy).

Lembremos que o grupo de Galois de F,» sobre [, é o grupo ciclico gerado pelo au-
tomorfismo de Frobenius o, definido em 1.11. Nesse caso os elementos do grupo de
automorfismo sdo da forma o;, para 0 <i < n. Este grupo age nos elementos de [,
assim PI'L(n,q) pode ser visto como uma ac¢éao sobre o espaco vetorial [F;”n, onde para

A € PGL(m,q") e 0; € Aut(F,n) com 0 <i <m — 1. Esta acéo é definida como

ay oi(ay)
(A0 06.2 _A oi(az)
A oi(am,)

A operacio nesse grupo sera denotada por ¢ e é definida da seguinte maneira: para
[A,0;],[B,0;1€ PTL(m,q")

[A,0;]10[B,0;1=[A0;(B),0;;l.

O elemento identidade desse grupo é [E,0¢], onde E é a matriz identidade m x m. Este
grupo sera importante no Capitulo 3, onde iremos definir uma agao dos elementos desse

grupo, sobre polinomios em [Fgn.
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CAPITULO

ACAO DO GRUPO LINEAR PROJETIVO

ado um conjunto S e um grupo G agindo sobre S, uma das perguntas mais
pertinentes é a de caracterizar pontos fixos dessa acdo. Em particular, estimar

o numero de pontos fixos.

2.1 Acao do grupo PGL(2,q)

Neste capitulo denotaremos o conjunto dos polinémios sobre F,[x] que n&o possuem
raizes em [, por

S ={f(x) € Fylx]|f(x) ndo tem raizes em [,}.
Sobre o conjunto .#, definiremos a seguinte operacéo:

b
Definicdo 2.1. Para A = (a d) € GL(2,g) e um polinémio f(x) € .# de grau n, definimos

c
0 polinémio

(Aof)(x)::(bx+d)”f(

ax+c
bx+d).

Afirmamos que esta operacdo satisfaz as condi¢oes necessarias para ser uma acgio de
grupos. Além disso, esta operacdo preserva algumas estruturas nos polinémios, como o

grau e a irredutibilidade, como veremos no seguinte lema.

Lema 2.2. Seja A,Be€GL(2,q) e f(x),g(x) € £ e E a matriz identidade 2 x 2. As seguintes

afirmacoes sdo vdlidas:
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(i) Aof €.# edeg(Aof)=deg(f),
(ii) Eof =,
(iit) (AB)of =Ao(Bof),

(iv) Ao(f-g)=(Aof)-(Aog),

(v) f(x)éirredutivel se, e somente se, Ao f é irredutivel.

b n .
Demonstracao. (i) Seja A = (a d) e GL(2,9) e f(x) = Zaix’ €%, coma, #0. Se
c i=0

n . .
verifica que A o f é um polindmio, pois Ao f =) a;(ax+c)'(bx+d)" " e
i=0

(Ao f)x)=anlax+c)" +an_1lax+c)" Lbx+d)+--+aglbx +d)"
(2.1) =(apa”+an1a" b+ +a1ab” T +agh™xt +---.
Se b #0, o coeficiente de x™ é b" (an (%)n_1 +---+a0) =b"-f (%) #0, pois f(x) néo
possui raizes em [F,. Se b = 0, entdo a # 0 e o coeficiente de x" é a,x" # 0. Logo
deg(f(x)) =deg(Aof).
Falta mostrar que Ao f ndo tem raizes em [F,. Seja y € ;. Se by +d # 0 entéo
(Ao f)y)=(by+d)* f((ay+c)(by+d)) #0, pois f((ay +c)(by+d)) #0. Se by +d =0
entao pela equacéo (2.1) ,(Ao f)(y) = a,(ay +c)". Observemos que ay + ¢ # 0, pois
caso contrario

y(a,b)+(c,d)=(0,0),

uma combinacfo linear néo trivial sobre F,, uma contradi¢éo, pois as linhas da

matriz A sdo linearmente independentes. Portanto (A o f)(y) # 0.

(i) Segue da definicio.

c d u v

(iii) Sejam f(x)€.7, deg(f(x))=n, A = (“ b) eB= (r s). Entéo

(Bo )= (sx-+v)" f (Er )
e
(AoBo @ =bx+d) (s ) +o) - f s b
VI P bara) 7Y T | sae iy

Z((as+bv)x+(cs+v)”.f((a"+bu)x+(cr+du))

(as+bv)x+(cs+dv)
=((AB)o f)(x),
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onde a ultima igualdade segue do fato que AB =

ar+bu as+bv
cr+du cs+dv

(iv) Observemos que

Ao(f'g)=(bx+d)deg(f)+deg(g).f(ax+0)g(ax+c

bx+d bx+d):(A°f)'(A°g)'

(v) Segue diretamente dos itens (iii) e (iv).
|

Como consequéncia deste lema, Eof =f e (AB)of =Ao(Bof), ou seja, esta operacao
define uma acao do grupo GL(2,q) sobre .#. A partir de agora, iremos restringir essa

acdo aos seguintes conjuntos
S, :={f(x) € #| deg f(x) =n e f(x) é irredutivel},

que fornece uma agao do grupo GL(2,q) em .#,, para todo n = 2.

Consideremos a relacéo de equivaléncia em .¢ dada por
f~g:©g=Af paraalgum 1 €F4, A1 #0.

A classe de equivaléncia de f(x) € .# é denotada por [f]. O seguinte lema mostra que

as relacoes de equivaléncia sdo preservadas pela acdo do grupo GL(2, q).
Lema 2.3. Para A,Be GL(2,q9)e f,g€ #,

(i) Se A~BentdoAof ~Bof,

(it) Se f ~gentdo Aof ~Aog.

Como consequéncia definimos a acdo do grupo linear projetivo PGL(2, ¢) nas classes

de equivaléncia .¢/ ~ e .,/ ~ como
[Alo[f]:=[A°f].

Toda classe de equivaléncia [f] € ¢/ ~ contém um tnico polinémio monico, assim

definimos de forma natural uma acao de PGL(2, g) sobre os conjuntos
In :={f(x) €Fylx]lf (x) é irredutivel, ménico e grau(f(x)) =n}, n=2.

Definicao 2.4. Para [A] € PGL(2,q) e f(x) € .%,,

[Alof := o tnico polinémio ménico g com g ~Aof.
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Também definiremos uma acéo de PGL(2, q) sobre Fq \Fyq.

Definicao 2.5. Para a € Fq \Fq, e [A]€ PGL(2,q) com A = (a ), definimos a operacao
c
da—
(2.2) [Aloa := a-¢ .
-ba+a

Lema 2.6. Para [A],[Ble PGL(2,q) e a € F, \F,,

[Alo([Bloa)=[AB]oa.

b
Demonstracao. SejamA:(a g eB= ¢ . Por definicéo,
c g
h —
[A]o([B]oa):[A]o( . g)
—fa+e
ha—
_ d—)?afe —C
= —
_b—}gafe ta

_ dha-g)—c(-fa+e)
- —bha-g)+al(-fa+e)
_ (cf+dh)a—(ce+dg)
"~ —(af +bh)a+(ae+bg)

=[AB]oa,

b bh
pois [AB]:(‘”+ g af+ )

ce+dg cf+dh
[ |

Como [E]oa = a, onde E é a matriz identidade em PGL(2,q), pelo lema anterior,
segue que a operacdo definida em (2.2) é uma acéo do grupo PGL(2, q) sobre ﬂ_:q \Fq. As

raizes de f(x) e [A]o f estdo relacionadas como segue.

Lema 2.7. Seja f € . e A € GL(2,q). Entdo para a € [I_Eq,

f(a) =0 se, e somente se, (Ao f)[A]loa)=0.
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b
Demonstraciao. Seja A = (a d) e n:=deg((f). Calculando (Ao f)Aoca)

Cc

da—-c
(Aof)1Aloa)= (Ao )| G5 ).
_(p. da-c +d)nf a-_dbog;"a+c
“bata —bs +d
3 ad—bc)". (a(da—c)+c(—ba+a))
“\-ba+a —b(da—c)+d(-ba+a)
3 ad—bc)".f( )
“\-ba+a @

Comoad —bc#0e —ba+a #0, temos que f(a)=0 se, e somente se, (Ao f)[A]loa)=0.
[ |

Como consequéncia, o polindmio minimal de [A]o a é determinado explicitamente

pelo polindémio minimal de a, dado pela seguinte proposicao.

Proposicao 2.8. Seja [Al€ PGL(2,q)e a € Fq uma raiz de f(x) € %,,n =2. Entdo [Alof

é o polinémio minimal de [A]o a sobre [F,.

Demonstracao. Seja f;(x) o polindmio minimal de [A]o a. Pelo lema anterior, [A]Joa é
raiz de [A]o f, logo f, divide ([A]o f). Pelo item (v) do Lema 2.2, ([A]o f) é irredutivel e

como [, é minimal, f, é é irredutivel e portanto f, =[Alof. [ |
Corolario 2.9. Seja [Al€e PGL(2,q9)e a € Fq raiz do polinémio f(x) € .%,(n = 2). Entdo

[Alof = f se, e somente se, f([Aloa)=0.

2.2 Propriedades de polinémios irredutiveis

invariantes

Seja H um subgrupo de PGL(2, ¢). Denotamos o conjunto dos polindmios irredutiveis que

séo invariantes pela acdo de H, por

In(H) ={f(x) e #,|[Blof = f para todo [B] € H},

para todo n = 2. Veremos que com uma excecéo, o conjunto .%,(PGL(2, q)) é vazio. Nos ca-
sos onde H = ([A]) é um grupo ciclico gerado por um elemento néo-trivial [A] € PGL(2,q),

denotaremos
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In((A]) := 2, (([A])) = {f € Zpl[Alo f = f).
Definicao 2.10. Seja
)= anx™ +a,_ 16"+ +arx +ag € Fylxl
com a, #0. O polinémio reciproco f*(x) de f(x) é definido por:
* n 1 n n-1
fflx)=x f(—)zaox +a1x” o ta_1x+a,.
x

Dizemos que um polinémio é auto-reciproco se f*(x) = f(x).
Exemplo 2.11. O polinémio reciproco de f(x) =a,x" + p_1x" L4 +ajx+ag€ Fqlx],
com ag-an #0, é o polinémio f*(x) :=apx® +a1x" 1+ +a,_1x +a,. Este polinémio

01
pode ser obtido a partir de f(x) pela acdo da matriz S := (1 ol pois [Slof =x"f (1).

Assim um polinémio f(x) arbitrdrio é invariante pela matriz S se, e somente se, ele é

auto-reciproco.

O seguinte teorema relaciona a ordem de um subgrupo H de PGL(2, g), com o grau

de um polinémio invariante pelo elementos de H.

Teorema 2.12. Seja H um subgrupo de PGL(2,q) de ordem D = 2. Assumamos que
f(x) e #, é invariante por H, isto é , [Blof = f para todo [Bl€e H. Entdooun=2ou n é
divisivel por D. Em particular, se [A]l € PGL(2,q) tem ordem ord[A]l=D =2 e .%,[A] # @,

entdo n =2 ou D divide n.

Demonstracao. Seja W c Fq o conjunto das raizes de f(x). A cardinalidade de W é n,

pois f(x) é separavel. Para a € W e [B] € H, como f(a) =0, pela Proposicéo 2.8, temos
f(Bloa)=(Blof)[Bloa)=0,

logo [Bloa € W. Assim H age sobre W permutando as raizes.

Afirmamos que para n = 3, esta acdo ndo tem ponto fixo. De fato, suponha que [B] e H

fixa algum a e W. Se B = 4
c

b
€ H entao,
d)

da-c

~ba+a
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isto é,
ba*+(d-a)a—c=0.
Como o polindmio minimal de a sobre [, tem grau n = 3, concluimos que a =d e
b=c=0,ouseja[B]=[E].
Consequentemente, o estabilizador desta acdo do grupo H em W tem cardinalidade

D = |H|, e como ordem da 6rbita divide a ordem do grupo, temos que D divide |W|. [ |

Corolario 2.13. Suponha que n = 2 é primo relativo com q(q?—1). Entdo todas as érbitas
de .#, sobre a acdo de PGL(2,q) tem tamanho q(g®—1).

Demonstracao. Para f(x) € ., seja O(f) = {[Clo f|[C] € PGL(2,q)} a érbita de f(x) e
Stab(f) = {[C]1e PGL(2,9)|[Clo f = f} seu estabilizador. Entéo

IG(f)] - IStab(£)| = (PGLA2, )| = q(q% - 1).

Pelo teorema anterior, o estabilizador de f(x) é o trivial, pois |Stab(f)| divide n, logo
|Stab(f)| divide mdc(r,g(g?% — 1)) = 1. Portanto |G(f)| = g(g - 1).
[ |

2.3 Polinomios [A]-invariantes.

A partir de agora, vamos assumir que

A= (a b) € GL(2,9),
c d

é uma matriz que nao é escalar da matriz identidade E e, consequentemente, [A] é um

elemento néo trivial de PGL(2, q).

Definicao 2.14. Seja [A] € PGL(2,q) néo trivial e r = 0. Dado um representante A € [A],
a

onde A = (
c

), definimos o polinémio Fy ,(x) € F4[x] como

(2.3) Fp(x):= bx? 1 —ax? +dx—c.

Note que as raizes de F'4 ,(x) independem do representante da classe de [A]. Assim,

para simplificar a notagio escreveremos

F,(x):=Fyg ;(x),
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onde A é uma matriz fixa que determina a classe de [A]. Para r = 1, o grau de F,(x) é ou
q" + 1 ou q", pois os coeficiente a,b ndo podem ser ambos nulos. Além disso, os fatores
irredutiveis de F'.(x) ndo ocorrem com multiplicidade maior que um, como veremos no

préximo lema.

Lema 2.15. Para todo r = 0, os polinémios F,(x) sdo separdveis, isto é, ndo possuem

fatores irredutiveis miiltiplos.

Demonstracio. Suponha que F,(x) e sua derivada F.(x) possuem um zero em comum
YE Fq, entdo
Fl(y)=by? +d =(by+d)? =0,

e usando esta identidade no polinémio F,.(x),
F.(y)= y(byqr +d) - (a}fqr +c)=—(ay+ ) =0.
Entao ay+c=0by+d =0 e com isso temos uma combinacdo linear néo trivial,
y(a,b)+(c,d)=(0,0)
das entradas da matriz A. Isto é uma contradicio, pois A é néo singular. |

A relacao entre os polindmios F,(x) e os polindmios irredutiveis [A]- invariantes, é

descrita pelo seguinte teorema.

Teorema 2.16. Seja f(x) € Fylx] um polinémio ménico irredutivel de grau n = 2. As

seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(i) f(x)divide F,(x) para algum r = 0.
(ii) [Alof =f.

Demonstracao. Seja a € [?q uma raiz de f(x).

(i) = (i1) : Pela hipotese, temos que F,(a) = 0. Ou seja,
a? (ba-a)=-da+ec,

que é equivalente a [A]Joa = a? . Como a? é um conjugado de a, pelo Teorema 1.5, a? é
também uma raiz de f(x) e com isso concluimos que f([A]oa)=0. Segue da Proposicao
2.8 que[A]lof =f.
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(i1) = (1) : Suponha que [A]o f = f. Pelo Lema 2.7
f([Aloa)=([Alof)([Aloa)=0.

Assim [A]oa é também uma raiz de f(x) e como as raizes de f(x) sdo conjugadas, segue
do Teorema 1.5 que [Aloa = a? para algum r = 0, isto é

da-c r
- a9

~ba+a

)

que é 0 mesmo que,

r r
ba? "' —aa? +da-c=0,

logo @ também € raiz de F,(x). Como f(x) é irredutivel, f(x) divide F,. [

Corolario 2.17. Para todo [A] € PGL(2, q) existem infinitos polinémios irredutiveis [A]-

invariantes em [Fqlx].

Demonstracao. Do teorema anterior e do Lema 2.15, segue que para cada r = 0, os
fatores irredutiveis de F,(x) sdo [A]-invariantes e como F,(x) é separavel, temos infinitos

destes fatores. [ |

Como consequéncia da prova do Teorema 2.16, mostramos o seguinte fato: para a € Fq,
(2.4) Fa)=0<[Aloa=a?,
para algum r = 0. Indutivamente temos o seguinte resultado.

Lema 2.18. Assuma que f(x) é um polinémio irredutivel [Al-invariante de grau n = 2.

Seja a € Fq uma raiz de f(x) e assuma que [Aloa = a? . Entdo
[AVoa= a?” para todo j=0.

Demonstracao. Mostraremos o resultado por inducéo em j. No caso j =0, o resultado

se tem trivialmente. Podemos assim, assumir que [AV oa = a?” para algum j = 0. Entéo:

[AV 7 oa=[Alo(AV oa) =[Aloa?”

_da?" —c _( da—c )q”
-ba+a

 _pad” +a -
=([Aloa)?”
_ (aqr)qu

(G+Dr
=af .
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Uma questao que surge é se dado f(x) polinémio irredutivel [A]-invariante qual é a
relacéo entre os r = 0 tais que F'.(x) é divisivel por f(x). Veremos no seguinte teorema,

que r esta relacionado com o grau de f(x) e a ordem da matriz [A].

Teorema 2.19. Seja A € PGL(2,q) de ordem D, f(x) um polinémio irredutivel [A]-
invariante de grau n = 2, e suponha que f(x) divide F,(x). Entdo vale as seguintes

afirmacoes:
(i) Para todo inteiro ndo negativo t,
f(x) divide Fi(x) se, e somente se, t=r (mod n).
Em particular, existe um tnico s €{0,1,...,n —1} tal que f(x) divide Fy(x).
(it) Se n =3 entdo D divide n e

n
r=m-— para algum inteiro m satisfazendo mdc(m,D)=1.

D

Em particular, existe um tinico s €{0,1,...,n—1} com f(x) divide Fs(x) e tal s tem a

seguinte forma
hid coml<l<D-1e mdce(l,D)=1.

s=1-
Demonstracgao. Fixamos a € {overlineF, uma raiz de f(x).

(i) Suponha que f(x) divide F,(x) e Fy(x) e podemos assumir que ¢ > r. Por hipétese,

temos que F,.(a) = Fi(a) =0, isto é,
r r t t
ba? *'—aqa? +da-c=ba? 1-aa? +da-c,

simplicando,

a? (ba—a)= aqt(ba -a).

Como a ¢ [F,, consequentemente

(2.5) a? =a?,

que podemos escrever da forma a? =(a?)?"". Substituindo na equacao (2.5), temos
a? = (@Y.

Assim segue que a? € Fqt- e portanto a € Fye--. Como Fy(a) = Fyn, obtemos que

Fgn SFqe-r € por consequéncia n divide ¢ —r.
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(i)

A implicacéo inversa, segue do mesmo argumento: Se ¢t = r (mod n) e f(x) divide
F.(x), temos que F,(a) =0, isto é, ba?*1—qa? +da—-c=0.Como ¢ =r (mod n),

temos que a? = a?' e, usando o fato de que F,(a) = 0, obtemos
ba?*!—ga? +da—-c=0.
Em outras palavras, Fy(a) = 0.

Primeiro vamos assumir que r =0, entdo [A]oa = a, ou seja,
da-c
“bata
que equivale a ba?+(a—d)a+c =0, ou seja, uma equacéo néo trivial para a sobre Fq
de grau menor ou igual a dois, o que contradiz a hipétese de que n = 3. Assumamos
que r = 1. Pelo lema anterior, para todo j =1, [AVoa = a?” . Colocando j =D segue
que

a?”" = [ATP o,

consequentemente Fy(a) S Fgpr. Como [F4(a) :F] = n, isso implica que n divide Dr,
assim Dr = mn para m inteiro positivo. Pelo Teorema 2.12, D divide n, entao
n
r=m—.

D
Assim, falta mostrar que m e D sdo relativamente primos.

Assuma por contradicdo, que e :=mdc(n,D) > 1. Entao & := % < D. Pelo lema ante-
rior, obtemos
[AT*oa =a?".

Substituindo os valores de r e £ na igualdade anterior

.D
e n

:a{q :a’

Ui:
o3

(2.6) [AFoa=a?

donde a ultima igualdade segue pelo fato que n é o grau de f(x) e portanto a? = a.
Como % < D , a matriz A* ndo é multipla escalar da matriz identidade E. Se
arp b
Ak =R Tk , entdo a equacao (2.6) é equivalente a
cp dpg
d rX —Cp
—=a
-b raxt+ap
isto é,
bka2 +(dp —ap)a—cp=0.
Obtemos uma equacéo néo trivial de a sobre [, de grau menor ou igual a 2, o que

contradiz a hipétese de que n = 3. u
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01
Exemplo 2.20. Considere a matriz S := (1 0). Entao #,[S] é o conjunto de todos

polinémios monicos irredutiveis e auto-reciproco sobre [y de grau n = 2. Como ord[S]=2,
pelo Teorema 2.12 .#,[S1= @ se n é impar. Pelo Teorema 2.19, para n =2m, todo f € %,[S]

é um divisor do polinémio Fs(x) onde s = 5 = m, isto é, f(x) divide (x2"+1-1).

Reciprocamente, seja h(x) um fator irredutivel do polinémio Fy(x)=x7 *1 —1 de grau
maior ou igual a 2. Entdo h é auto-reciproco, degh é par, digamos deg(h) = 2k e h(x)

divide Fi(x). Pelo Teorema 2.19, t =k (mod 2k) onde t =k -jcom j=1 (mod 2).

Com os resultados obtidos nessa se¢do podemos mostrar que, em geral, nédo existem
polindémios irredutiveis que sdo invariantes por todos elementos do grupo PGL(2, q). De

fato, a inica excecao ocorre no caso especial em que o corpo finito tem dois elementos.

Proposicao 2.21. Seja f(x) € Fy4lx] um polinémio irredutivel de grau n = 2. Suponha

que [Alof = f para todo [Al € PGL(2,q). Entdo ¢ =2 e f(x) = x% + x + 1. Reciprocamente,

2

o polinémio x* + x +1 € Folx] é irredutivel e é invariante sobre todos elementos do grupo

linear projetivo.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracédo em casos.

e Assumamos q #2 e n = 3. Seja A € F;\{0,1} e consideremos as seguintes matrizes

et ool

Observemos que ord[A] = ord[B] = 2, e pelos Teoremas 2.12 e 2.19 obtemos que n = 2e

, . o . « A . e e , « A . ~
e além disso, f(x) divide os polinémios x7 1 —1 e x9 *1 — 1. Porém este polindmios séo

relativamente primos, uma contradicio.

e Seja g =4 e assuma que o polindmio f(x) de grau 2 é invariante sobre PGL(2, q).

Considere as matrizes

A::01,B::01 eC::Ol,
10 A0 u 0

onde os elementos 1,1, 1 sdo distintos e ndo nulos. Pelo Teorema 2.19, f(x) é um divisor

comum dos polinémios
r s t
x9 +1_1’ x9 +1_/1’ x9 +1—,LL,

com r,s,t € {0,1}. Com isso, pelo menos dois dos numeros r,s, ¢ sdo iguais. Sem perda de
generalidade, suponhamos que seja r = s, pois os outros casos sdo analogos. Entao f(x)

o . r r ~ . A . . . o~
divide x9 *1 —1 e x9 *1 — A, que sdo polindmios relativamente primos, uma contradicéo.
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» Consideremos o caso em que g =3 e f(x) é um polinémio irredutivel de grau 2 que é

o)

Seja a uma raiz de f(x), com isso a €F2 e a? = @. Pelo Teorema 2.19, f(x) divide o

invariante pela matriz

. A . r r
polinémio x? *1 —x% + x. Consequentemente
r r
(2.7) a? 1-a? +a=0.

Assim, no caso em que r é par, a partir de (2.7) temos

az—a+a:0,

ou seja,

a’=0=>a=0,

uma contradicéo, pois f(x) é irredutivel de grau pelo menos 2. Por outro lado, se r é

impar, pela equacao (2.7) , temos
(2.8) a?l—q?+a=0,
e elevando esta equacio a poténcia q, obtemos

a?’ T — g7 4 =0,
isto é,
(2.9) a?l—a+a?=0
Somando as equacoes (2.8) e (2.9)

2091 =0=>a=0,

que novamente é uma contradicao.
e No caso que g =2 e f(x) € Fo[x] é um polindmio irredutivel, invariante sobre

PGL(2,2) e grau f =n = 3. Sejam as matrizes

01 10
A:= e B:= ,
10 11
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tais que f(x) é invariantes por cada uma delas. Notemos que ord[A] = ord[B] =2 e, pelo
Teorema 2.12 o grau de f(x) é par, isto é, n = 2k. Pelo Teorema 2.19, f(x) divide os
polinémios
i1 e 1Tt lixdt g 1,

0 que é contraditorio, pois estes sdo relativamente primos. Portanto, s6 resta o caso
em que g =2 e n = 2. Existe um tnico polindmio de grau 2 que é irredutivel sobre [Fg,
especificamente F(x) = x2 +x+ 1 e este é invariante sobre todas 6 matrizes do grupo
PGL(2,2) (ver exemplo 1.24).

[ |

2.4 Resultados Assintoticos

Nessa se¢ao vamos considerar a matriz néo singular A = ( ) sobre [, que néo é

c
multipla escalar da matriz identidade. A ordem da matriz [A] em PGL(2,q) é denotada

por D. Consideraremos a fatoracéo dos polindémios da forma
r r
Fo(x)=bx? "1 —aqx? +dx—c

em polindémios irredutiveis sobre Fy[x]. Pelo Teorema 2.19, os fatores irredutiveis de

F.(x), r =1 podem ser das seguintes formas:

(a) fatores irredutiveis de grau Dr,

(b) fatores irredutiveis de grau Dk com k <r,r=km e mdc(m,D)=1,
(c) fatores irredutiveis de grau < 2.

Para um inteiro j = 0 que nao é multiplo de D, denotamos

FVx):= bix? t—ax? +djx—c,.

Em particular, F,(x) = Fﬁl)(x). Demonstraremos nessa secéo que a maioria dos fatores

irredutiveis de F,(x) tem grau Dr.

Lema 2.22. Seja r =1 e k um divisor de r tal que m := 1. é relativamente primo com D.

Entdo vale as seguintes afirmacaes:
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(i) Para algum inteiro j =1 com mdc(j,D) =1, os fatores irredutiveis de F,(x) de grau
DE sao exatamente os fatores irredutiveis de F}(e] )(x) de grau DE.

k
(it) O niimero de fatores irredutiveis de F,(x) de grau Dk é no mdximo qul.

Demonstracao. (i) Por hipétese r = mk onde mdc(m,D)=1. Seja j =0 com jm =1
(mod D), entdo [A] =[A}V™. Se f(x) é um fator irredutivel de F,(x) de grau n =Dk

eac Fq é uma raiz de f(x), entdo
[Aloa=a? .
Com isso, concluimos do Lema 2.18 que
[AVoa= a?” = g™

Como jm =1 (mod D), segue que jmk =k (mod DEk) e a?”* = @. Substituindo na
equacdo anterior obtemos

[AVoa= ad",
Como F,(a) = 0 se, e somente se, [Aloa = a? , temos que f(x) é um divisor do
polinémio F](CJ )(x). Reciprocamente, se f(x) é um fator irredutivel de F}(ej )(x) de grau
DE, entao

[AVoa= ad"
e do Lema 2.18,

r

[Aloa=[AV"moa=([AV)"oa=a?" = a?

)

onde a ultima igualdade segue da hipotese que £m = r. Consequentemente f(x)

divide F,(x). Com isto fica provado o item (i).

(ii)) Como deg(F,(ej < g* +1, o nimero méximo de fatores irredutiveis de grau Dk de

) . ¢*+1
Fy" ¢ or-

Com isso, podemos associar o numero de fatores irredutiveis de F, e os de Fﬁj ), para
J inverso multiplicativo de m médulo D. Para estimar assintoticamente o nimero de
polinémios ménicos f(x) em F4[x] de grau Dr, tais que f(x) divide F(x), isto é, estimar o

numero
MIA]L ) := {f (x) € Fylx]|f (x) é irredutivel, monico deg(f(x)) =Dr e f(x) divide F,(x)}|,

precisamos das seguintes definicoes.
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Definicao 2.23. Sejam f(x), g(x) duas funcoes reais, dizemos que

(1) f(x)=g(x)se lim S =1.
x—00 g(x)

(1) f(x) =0(g(x)) se existe uma constante c € R e x¢ € R tal que
|f(x)] < c|g(x)| para todo x = x.

Teorema 2.24. Seja [A]l€ PGL(2,q) e D = ord[A] = 2. Entdo

r

MALP =L 1005,
Dr

Em particular,
qr
MALr)= —.
([A],7) Dy
Em outras palavras, quase todos fatores irredutiveis de F,(x) tem grau Dr, para valores

grandes de r.

Demonstracao. A fatoracdo de F'.(x) em fatores irredutiveis foi descrito no inicio desta

secdo e é composta por

(a) fatores irredutiveis de grau Dr;

(b) fatores irredutiveis de grau Dk com k <r,r =km e mdc(m,D) =1;
(c) fatores irredutiveis de grau < 2.

Se k divide r com mdc (D, %) =1e j é tal que j% =1 (mod D), pelo Lema 2.22 o nimero

de fatores irredutiveis de grau Dk de F,(x) e Fﬁj '(x) é 0 mesmo, com isso

(2.10) deg((F(x)) = Dr-A(Al,r)+ Y Dk-A(A1,k)+2hg+h1,

k|r
2<k<r

onde a soma percorre todos inteiros k£ que dividem r tais que mde(;,D)=1e k <r,
os expoentes j; sdo escolhidos como no Lema 2.22, e A1,ho sdo o numero de fatores
irredutiveis de F,(x) de grau 1 e 2, respectivamente. Pelo item (ii) do Lema 2.22 sabemos
que

DEk-M[A/1, k)< q* +1.
Logo,

[r/2] [r/2]

Y. Dk-M(A,k)= ¥ Di-(¢'+ D=5 3 (g'+1),
klr i=1 =

2<k<r



assim

Dr (q%—l r)

Y Dk-AM([Ak )< — - +=1.
2 q-1 2
Temos que
r+2
Dr (g2 -1
2 (ﬁ + 5) .
q" :O(qr/2+1)'
Como os termos hi e hg sdo limitados independentemente de r, pela equacao (2.10)
obtemos .
. Dr-AM[A],r)+0(rqz™t)
lim =1,
r—00 q"
e portanto

~ L
A(ALR) = 2

Também podemos estimar assintoticamente o nimero de polinémios irredutiveis [A]-

invariantes. Para isso definimos
(Al n) = [{f(x) € F4lx]|f (x) é irredutivel, ménico e deg(f(x))=n e[Alof =f}.

Se n = 3 néo é divisivel por D, pelo Teorema 2.12 u([A],n) = 0. Para os multiplos de D,

vale o seguinte teorema.

Teorema 2.25. Seja [Al€ PGL(2,q) e ord[A] =D = 1. Entdo

n

HIAL,Dn) = p(D)- 2~
Dn
onde ¢ é a funcdo Phi de Euler.

Demonstracao. No caso em que D =1, a matriz A é multipla escalar da matriz identi-
dade. Portanto [A]o f = f. Pelo Corolario 1.19 temos que u([Al,n) = %n. Assim podemos
assumir D = 2. Pelo Teorema 2.19, todo polindmio irredutivel [A]-invariante de grau Dn
é fator exatamente de um dos polinémios Fy,(x), com 1 <] <D —1 onde mdc(/,D) = 1.
Para cada um dos polinémios Fj,(x), pelo Lema 2.22, o nimero de fatores irredutiveis
de grau Dn é o mesmo que no caso [ = 1 e neste caso, o teorema anterior implica que
o numero de fatores de grau Dn de F,(x) é assintoticamente g—’;. Como existem ¢(D)

escolhas para [, obtemos
n

~ a4
HIALDn) = ¢(D)- 7.
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CAPITULO

ACAO DO GRUPO SEMI-LINEAR PROJETIVO

acao definida no capitulo anterior pode ser estendida ao Grupo Projetivo Se-
milinear PTL(2,9") = PGL(2,q") x Gal(F4»,F,), onde aplicamos o automorfismo
de Frobenius 0; ao polindomio para depois aplicarmos a operagdo o. Veremos
que essa composicdo define uma acao do grupo PT'L(2,q") sobre os polindmios mdnicos
irredutiveis sobre F,». Como anteriormente, estamos interessados na caracterizacéo e

contagem dos pontos fixos.

3.1 Acao do grupo PT'L(2,q")

Ao longo deste capitulo, fixamos ¢ uma poténcia de um ndmero primo e n um inteiro

positivo. Seja .4, o conjunto dos polindmios moénicos irredutiveis de grau & sobre Fyn.

Para os polinémios nos conjuntos .4, definimos a seguinte operacao, que € a extensao

natural da agdo introduzida no capitulo anterior.

Definicao 3.1. Seja [A,0;]1€ PTL(2,9") e f(x) € 4},. Definimos:
([A,0:]* f)(x)

como sendo o tnico polinémio moénico multiplo escalar de [A]o g;(f))(x).

O seguinte lema mostra que esta operacao define uma acao do grupo PI'L(2,q") sobre
My,
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Lema 3.2. Seja A,B € GL(2,q9"), f(x) € My, e E a matriz identidade 2 x 2. As seguintes

afirmacdes sdo verdadeiras:
(i) [A,0;1*f € My, ou seja, [A,0;]+ f éirredutivel e deg([A,o;]1* f) = deg(f),
(ii) [E,00l*f =T,

(iii) ([B,0;10[A,0:]) * f = [B,a;1%([A,0:1% f),

Demonstracao. (i) Pelo Teorema 1.12, o;(f) preserva irredutibilidade e pelo item (v)

do Lema 2.2, [A]oo;(f) é irredutivel. Portanto [A,o0;]* f é irredutivel.

Resta mostrar que deg([A,o;]* f) = deg(f). Isto segue do fato que aZi # 0 e, portanto,
deg(o;(f(x))) = deg(f(x)). Consequentemente, pelo Lema 2.2, o resultado segue.

(ii) Como E = ((1) (1)) e oo(f)=f, obtemos que [E,00]l* f =[Elof =F.

(iii) Observemos que ([B,0;]) * ([A,0;]1* ) =[B,0,]1*([Alog(f)) =[Bloo j([Alooi(f)).

Segue disso, usando o item (iii) do Lema 2.2, que

(IB,o;1) * (A, 011 % f) = [Bo (A) o0 /(F)
=[Boj(A),0ijl1* f =(B,0jl0[A,0;]) * f.

Desse lema, concluimos que [A,0;]* f define uma acéo do grupo PI'L(2,q9") sobre .4},

para todo & = 2. Além disso, podemos estender também a operacdo [A]o a definida como

na equacao (2.2).

_ b
Definicdo 3.3. Seja a € Fyn \F4n e [A]€ PGL(2,9") com A = ( 4 g ), definimos:
c
q' _
[A,0:]%a:=[Alooi(a) = 22 ¢
-ba? +a

Verificamos que esta operacdo define uma acao do grupo PGL(2,9") x Z sobre o

conjunto a € Fq \Fgn.
Lema 3.4. Para [A],[Ble PGL(2,q")e a € "_:qn \Fyn, temos:

[A,0:]1%(B,0;]1*a)=[A0i(B),0;4+;]* a.
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Demonstracao. Por definicdo, segue que

[A,0:]1*%(B,0;]1*a)=[A,0;]«([Blooj(a))
=[Alo(0i(B)o0ij(a))
=[Ao;(B)looisj(a)
=[Aci(B),0;+;1*a.

e PGL(2,q9™) e f € My, k = 2. Entdo para cada a € Fqn ,

Lema 3.5. Seja A = ( 4
c

f(@)=0<(A,0;]1+ f)[A,0;]1+a)=0.

Demonstracao. Pelo Lema 2.7 temos que f(a) =0 se, e somente se, 0;(f)(g;(a))=0e
isso ocorre se, e somente se, ([A]oo;(f))[A]oo;(a)) =0 (usando o fato que g(f) =0 <
([Alog)([Alo B)=0), e isto é equivalente a ([A,0;]* f)[A,0;1* a)=0. m

Proposicao 3.6. Seja [A]l € PGL(2,9"),k=2¢ f € Mp. Se a € Fqn é uma raiz de f(x),

entdo [A,0;]1* f é o polindmio minimal de [A,0;]* a sobre Fyn.

Demonstracao. Seja fy(x) o polindmio minimal de [A,0;] * a. Pelo lema anterior,
[A,0;]1* a é raiz de [A,0;]* f, logo f, divide ([A,o0;] * f). Pelo item (v) do Lema 3.2,
([A,o0;1*f) é irredutivel e portanto f, =[A,0;]* f. [ |

Corolario 3.7. Seja [A,0;1€ PTL(2,q"),k=2e¢ [ € M}. Se a € Fqn é uma raiz de f(x)
entdo

[A,0ilxf=f < f([A,0i]*a)=0.
Corolario 3.8. Seja a € Fqn \Fy4n uma raiz do polinémio irredutivel f(x) € Fynl[x]. Entdo:
[A,0;1xf=f o[A,0;]1*a=a? paraalgum r=0.

Demonstracao. As raizes de f(x) e [A,0;]* f sdo as mesmas se, e somente se, [A,0;] *
f = f. Pela proposicéo anterior, [A,0;]* a é raiz de [A,o;] * f, ou seja de f(x). Como as
raizes de f(x) sdao conjugadas, temos que [A,0;] *x a = a?” para algum r = 0. Recipro-
camente, se [A,0;]l*a=a? , segue que « e [A,0;]* a sdo conjugados sobre Fgn, logo
seus polinémios minimais sdo iguais. Como f(x) é o polinémio minimal de a, também
€ o polinémio minimal de [A,0;]* a, assim f(x) é irredutivel e f([A,0;]* a) = 0. Pelo

corolario anterior, segue que [A,0;]1*f =f. u
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3.2 Uma reducao do caso geral

Nessa secéo mostraremos que para estudar os polindmios irredutiveis que sdo invariantes
por um elemento de PI'L(2, ¢") basta considerar, sem perda de generalidade, os elementos
da forma [A,01] € PTL(2,q¢").

Seja[A,0;]1€ PT'L(2,q9™) um elemento genérico . Se ¢t = mdc(i,n), segue que ord([A,o;])
é divisivel por n/t (basta notar que o indice de o; precisa ser divisivel por n). De-
finindo B = Agi(A)---0;n_1)(A), temos que ord([A,0;]) = ord(B])- %, pois [A,0;1" =

[Aai(A)---ai(%_l)(A),ang] =[B,0¢]. A partir disso, temos o seguinte lema.
t

Lema 3.9. Seja [A,0;1€ PTL(2,q9"), D =ord[B] e t =mdc(n,i). Entdo ord[A,0;1=D - %

Além disso, para j > 1 relativamente primo com ord([A,o;]), temos que f € .4},
com %k = 2, é [A,0;]-invariante se, e somente se, é [A,o;V-invariante. Como i/t e n/t
sdo relativamente primos, existe um inteiro positivo a tal que a % =1 (mod %), ou
equivalentemente, ai =¢ (mod n). Neste caso a e n/t sao relativamente primos e entéo,
pelo Teorema de Dirichlet, existem infinitos primos da forma n/t-R +a. Seja P um primo
nessa sequéncia tal que P > ord([A,o;]). Assim sendo, f(x) € 4}, com k=2, é [A,0;]-
invariante se, e somente se, é [A,0;]F -invariante. Porém, como P = a (mod %), temos
que [A,0;1F =[C,0,] para algum C € PGL(2,¢"). Em particular, mostramos o seguinte

resultado.

Teorema 3.10. Para todo [A,o;] € PTL(2,q"), existe um divisor t de n e um elemento

[C,o0:]1€ PTL(2,q9") tal que os [A,o;l-invariantes sdo exatamente os [C,o]-invariantes.

Observemos se @ = ¢' e 7= 0, onde 7: @ — a? é o gerador de Gal([FQn/t/[FQ), entio qg" =
Q™" e além disso [A,0,]1=[A,7]. Em outras palavras, ndo ha perda de generalidade em
considerarmos somente elementos da forma [A, 1], pois se necessario, basta mudarmos

o corpo base para algum adequado.

Definicao 3.11. Para A € PGL(2,q"), definimos
AF=A0c1(A)---0,-1(A),
A=A}
D =ord([A*]).
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a b
Definicao 3.12. Para [A,0;] € PT'L(2,9") com A;.“ = ( d) e um inteiro nao negativo
c

m, definimos F'4 ,,, como na defini¢do 2.14 e para inteiros néo negativos i,m com m =i,
definimos

n

n-i mr—i m—i nr—i -1 n-i
Ami(X)=0_i(Fa* pm_;(x)) = X —-a X x—c? .
Fpmi0)=0 i(Farm-i@0)=b1"" 20"+ qf"" 30" 4 44" 5 - 9

Lema 3.13. Para inteiros ndo-negativos i,m com m = i, o polinémio Fy p, ; é separdvel.

Demonstracao. Pelo Lema 2.15 segue que o polinémio FA;,m_i(x) é separavel, e por-
tanto U_i(FA;,m_i(x)) também é separavel e o resultado segue.
[ |

Lema 3.14. Seja [A]l€ PGL(2,q"), com D =ord([A*]) e f(x) € M, tal que k=2 e [A,01] *
f=f. Entdo[A*]of =f. Em particular, se deg(f(x)) > 2, deg(f(x)) é divisivel por D.

Demonstracao. Se [A,01]*f = f entédo [A,01]" * f = f. Pelo Lema 3.2, temos

[A,01]" =[A01(A)...0,_1(A),0,],

e com isto
[A%,on]xf=f.
Como, 0,(f)=f, segue que
[A*]of =f,
Portanto f(x) é [A*]-invariante. Pelo Lema 2.12 , se deg(f(x)) > 2, entdo deg(f(x)) é
divisivel por D = ord([A*]). [ |

Proposicao 3.15. Seja k= 2,f(x)e M e a € Fq \Fgn uma raiz de f(x). Para [A,01] €

PT'L(2,q9"), as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) f(x)é[A,o1l-invariante;

(i) [A,01]*a=a?" para algum inteiro ndo negativo r;
(iti) f(x) divide F A ,r 1, para algum inteiro ndo negativo r .

Demonstracao. Pelo Corolario 3.8, temos que os itens (i) e (ii) sdo equivalentes. Por
definicdo [A,01] % a = a?" se, e somente se, Fanri(a) =0. Como f(x) é irredutivel e
f(a) =0, segue que f(x) divide F'4 ,, 1 se, e somente se, F4 ,, 1(a) = 0. Portanto os itens
(ii) e (iii) também sdo equivalentes. Consequentemente, temos a equivaléncia dos itens
(1), (1) e (iii). [
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Pelo Lema 3.14, para todo polindmio f(x) € Fgn[x] que seja [A,o1]-invariante, o deg(f)
é da forma D - s, para algum inteiro positivo s. Além disso, s e n estao relacionados, como

mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 3.16. Seja [A] € PGL(2,9"), k =3 e f(x) € M. Se [A,01]* f = f entdo
deg(f) =D -s, para algum s = 1. Além disso, se f(x) divide Fp ,, 1, entdo s divide rn—1e,

em particular, mdc(s,n) = 1.

Demonstracao. Pelo Lema 3.14, deg(f') é divisivel por D, isto é, deg(f) = Ds para algum

inteiro s > 0. Seja r = 0 tal que f divide F'y , 1 e a € Fqn \F4» uma raiz de f(x). Portanto
(3.1) [A,01]*a=a?" .
Elevando o elemento [A,01] a poténcia Dn, obtemos

[A,011°" =[A%,0,1° = [E,0.p),

que aplicado em a resulta
[A,O'l]Dn fq= aan.

Por um argumento indutivo na equacéao (3.1), vale
nr 77,27'
[A,Ul]Dn*CK:(afq )Dn:aq D’

e comparando as duas equacdes obtidas, segue que

Como «a é raiz de f(x), que tem grau Ds, pelo Teorema 1.5 concluimos que
n?rD=nD (mod nDs),

ou seja,

rn=1 (mod s).

Portanto s divide rn —1 e mde(s,n) = 1. |

Teorema 3.17. Seja [ (x) € M}, um polinémio irredutivel [A,o1]-invariante de grau maior

ou igual a 2, e suponha que f(x) divide Fa ,, 1. Entdo vale as seguintes afirmacées:
(i) Para algum inteiro r' =0,
f(x) divide Fp 5, 1 © r'=r (mod k).

Consequentemente, existe um tinico v € {0,...,k — 1} tal que f(x) divide Fa 1.
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(ii) Se k =3, entdo k é da forma D -s onde s é um divisor de nr—1 com mdc(%‘l,D) =1.

— a
Demonstracio. Seja @ umaraizde f(x)em F;n e A= (

b
) . Pelo Lema 3.14, temos
c d

que deg(f(x)) = Ds para algum inteiro s > 0.

(i) Suponha que f(x) divide a Fa ,,1 € F4 1. Podemos assumir que r’ > r. Como

(ii)

Fpnri(a)=Fa v 1(a) =0, ou seja,

n-1 nr-1 n-1 nr—1 n-1 n—tl
b9 a? gt a? 4d? a-c? =

n-1 nr'-1 n-1 n-1

n-1 nrl-1
=7 a9 g a?"  +d? a-c?

o que implica,

nr n-1 n-1 nr! n-1 n-1
a? b7 a-a? )=a? B? a-a? ).

Como «a ¢ Fyn, segue que b9 'a—a?""! #0, portanto

nr nr,—nr

a? = aan’ =(a?")?
Assim a?9" € [Fqn(,r_,) eaqac [Fqn(,/_,). Como « é raiz de f(x), que é um polinémio
irredutivel de grau Ds, Fyn(a) = Fgnps. Dessa forma, concluimos que Fgnps S [Fqn(,/_r),
ou seja, nDs divide n(r' —r), e portanto r’ = r (mod Ds). Por outro lado, se r' =r
(mod Ds) e f(x) divide F'g 5,1, segue que Fy ,,,v 1(a) = 0 e consequentemente f(x)
divide FA,nr’,l-

Seja e := mdc(%‘l,D). Suponhamos, por contradicédo, que e > 1 e definamos % :=
% <D. Como

[A,01]*a=a",
aplicando [A,o01] indutivamente kn vezes,

nrkn

[A,011" xa=a?

que equivale a

nrkn

(A, o1l a=al

Se M :=rn -1, substituindo na igualdade anterior, temos:

nMFEk+nk nk
[(A*),om]*a=al —af

b

pois deg(f) =Ds e s divide M. Assim,

(A" o0 () = T pp(@).
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b
Observemos que, como k& <D, [(A*)*] #[E] e denotando por B = (A*)* = (ak k) e

cr dp
B =o0,r(a), a equacédo anterior é equivalente a

[BYop=p

ou seja,
dref—cr _
-b k ﬂ +ap
Com isso, obtemos uma equacéo néo trivial de grau no maximo 2 para f, que pelo

item (ii) do Lema 2.19 é uma contradicéo, pois € uma conjugado de a.

3.3 Sobre o numero de [A,0;]-invariantes

Nessa secédo estimaremos o nimero de fatores irredutiveis do polinémio F ,, 1, de acordo
com seu grau. Para isso, relacionaremos os fatores do polinomio F'4 ,,, 1 com os fatores de

um outro polinémio da forma Fp; .

Teorema 3.18. Seja r um inteiro positivo e seja s um divisor de nr—1tal que nr—1=sm
com mdc(m,D) = 1. Se j é o menor inteiro positivo tal que jm =1 (mod Dn), entdo vale

as seguintes afirmacaes.

(i) Para cada divisor | > 2 de Ds, os divisores irredutiveis de grau [ do polinémio
F A nr1 sdo exatamentes os divisores irredutiveis de grau | do polinémio F A% j+s.)
Em particular, o numero de divisores irredutiveis de grau Ds do polindmio F ;1 é

n inci q°+1
o0 maximo Ds *

(it) Todos os fatores irredutiveis de Fp+ ;. i, de grau maior ou igual a 3 tem grau da
TS,

forma Dt, onde t divide s.

Em particular, se N é o niumero de divisores irredutiveis de grau Ds do polinémio Fp 1,
entdo
q° :
N =—+0(q?2).
Ds 1

Demonstracdao. (i) Como j é o menor inteiro tal que jm =1 (mod Dn), podemos

escrever jm = Dnk +1. Seja [ um divisor de Ds e f(x) um fator irredutivel de grau [
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(i)

do polinémio Fp 1. Se a € Fq \F4n é uma raiz de f(x), segue que [A,01]* a = a?”

e[A,01V xa=a?"’ . Usando o fato que nr—1=sm e jm = Dnk + 1, temos entéo

nrj msj+j s+j+Dnsk s+j
[A,Ui]*a:[A;,Uj]*a:aq =a? =a? =a? .

A 1ultima igualdade é consequéncia de deg(f(x)) =1 dividir Ds, e assim a?"" = q.

Em particular, « é raiz de F A, j+s,j € POT consequéncia tal polindmio é divisivel por
f(x). Reciprocamente, se f(x) tem grau [ e divide F A js,> podemos concluir que

. . ; s+j nrj ..
cada raiz a de f(x) satisfaz [A,0:V *sa=a? " =a? ~ e como [ divide Ds temos que

a?”" = a. Entéo [A, 01V *a = a7t aanj, onde esta ultima igualdade vem
do fato que Dnsk = jms—s e jms =nrj—j . Como jm =1 (mod Dn), temos que

[A,01]1™"1 = [A*D,Umj_l] =[E,0,j-1] e, portanto,

nrjm

[A,011™ xa= [A,0p]%a=a’

Dnk mj-1 . L1Le . 2 .
Definamos f=a? =a? ° . Com isso, a ultima igualdade é equivalente a

(sm)(Dnk+1)+1 mk(nDs)+nr

= p = p =p",

ﬁqjm(nr—1)+1

[A,01]1%p
pois como f é conjugado de a sobre [;» temos ,BanS = B. Dessa igualdade, concluimos
que f é raiz de F'y ,,, 1. Portanto, como « e § sdo conjugados sobre [F,n, obtemos que
f(x) divide F4 pr 1.

Para concluir, como o polinomio Fy4+ ;. i tem grau no maximo q° + 1, o nimero de
.] 9. .

s

q®+1
Ds -

divisores irredutiveis de grau Ds do polindémio Fy4 5,1 é no maximo

Seja f(x) um fator irredutivel de grau ! do polinémio F'y+ ;. ;, onde [ > 2, e tomemos
J

ac€ Fq \F4» uma raiz de f(x). Por definicéo, [A;,a l*xa= aqs+j, que equivale a
(3.2) [A},00-s1% =7,

onde a = B2 . Seja g o polinémio minimal de B sobre Fgr. Assim g = 0—5—(f)
e tem grau /. Além disso, como sm =nr—1, jm =Dnk + 1 e mdec(m,n) =1, segue
que s = —j (mod n), logo j =n—s (mod n) e, pela equacao (3.2), temos que g é
[A;T,a jl-invariante. Uma vez que j é relativamente primo com nD (a ordem de
[A,01]), segue que g também é [A,o1]-invariante. Além disso, como [ > 2, segue
das Proposigoes 3.15 e 3.17 que [ = Dt para algum inteiro positivo ¢. De novo, como

J=n—s (mod n), temos que O'n_S(A;) = aj(A;.‘) e pela equacao (3.2) obtemos que

* * nD qnzD
A, D OnD(-9)]* P=[A],0;1"7 x p=p* .
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Contudo, [A} 11=[(A" D] =[E] e com isso a equacéo anterior implica que 4" * =

n2 nos
B P ou, equivalentemente, 9 e B. Em particular, [ divide Ds, isto €, ¢ divide s.

Portanto, f(x) tem grau da forma D¢, onde ¢ divide s. Isso mostra o item (ii).
Observemos que F' A% j+s.j é separavel e tem grau ¢° ou ¢° + 1. Para cada divisor ¢ de
s, seja C; o conjunto dos divisores irredutiveis de grau D¢ de Fa-« j,s j e N = |Cs|. Se u
J 9, b2
denota o nimero de divisores irredutives de F)y- ;. ; de grau no méaximo dois, o item (ii)
J 2, 9,

mostra que

(3.3) q¢°-2u<N-Ds+) |Cy|-Dt<q°+1.

tls
t<s

Fixemos ¢t um divisor de s e escrevamos nr— 1 = t(s/t)m. O item (i) e a Proposicéao 3.17

implicam que C; é vazio ou s/t é relativamente primo com D e em ambos os casos, temos
t
q'+1

que C; tem no méaximo ;- elementos. Em qualquer caso, Dt-|C;| < g’ + 1. Assim sendo,

s/2
Yic)-Dt= ¥ (¢t+n<SFD

tls 1<i<s/2
t<s

Em particular,
s/2
+1
qS—ZySN-Ds+M.
Isolando N, obtemos

S —2u—s(g*?+1)/2 s
El Ko slg ) <N<q—+1,
Ds Ds

e como o0 nimero de polinémios ménicos irredutiveis de grau no méximo dois sobre Fy» é

no maximo g2, temos a seguinte desigualdade

q° q°
_—— <N<—+1
Ds e(s) Ds ’

onde e(s) = O(g*?). [ |

Provaremos que, para qualquer s tal que mdc(s,n) = 1, existem inteiros positivos r
para os quais s divide nr —1 com nr—1 = sm onde mdc(m,D) = 1. De fato, obtemos o

numero exato de valores de nimeros néo congruentes a r modulo Ds com tal propriedade.

Lema 3.19. Seja s,n,D inteiros positivos tais que mdc(s,n) = 1. Entdo existem ¢(D)
inteiros positivos r < Ds tais que s divide rn —1 com mdc (r”s—_l,D) =1.

Demonstracao. Seja R o menor inteiro positivo tal que Rn =1 (mod s) e seja M = %.

Consequentemente, s divide os inteiros rin—1, onde r; = R+i-s,com 0<i <D e
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rin—1

—— = M +i. Observemos que os inteiros r; estdo todos entre 1 e Ds. Além disso, o

conjunto {M +i} com 0 <i <D é um conjunto completo de residuos médulo D. Portanto o

numero de inteiros r; tais que mde(M +i,D) =1 é p(D). |

Como consequéncia do lema anterior e do Teorema 3.18, é possivel calcular assintoti-
camente o nimero de polindémios invariantes para um elemento em PI'L(2,9"), como é

mostrado no seguinte teorema.

Teorema 3.20. Seja [A,01]€ PT'L(2,q9"). Entdo, para qualquer k > 2, o niimero ns(k) de
[A,o01]-invariantes de grau k é igual a zero se, e somente se, k ndo é da forma Ds com

mdc(s,n)=1. Se k > 2 é da forma Ds com mdc(s,n) =1, entdo

D
na(Ds) ~ "’l()s)

q°.

Demonstracao. Pela Proposicdo 3.17, no caso em que %k ndo é da forma Ds com
mdc(s,n) = 1, ndo existe invariantes. Por outro lado, se £ > 2 é da forma Ds, com
mdc(s,n) = 1, pelo Teorema 3.18 todo polinémio [A,o1]-invariante de grau Ds é fa-
tor de exatamente um dos polindomios Fu+ ., i com 0 < j <D onde mdc(j,D) = 1. Para
cada um dos polinémios F' A% j+s,j O nﬁmer(; de fatores irredutiveis de grau Ds para cada
J primo relativo com D é assintoticamente o mesmo e como temos @(D) possibilidades
para j, obtemos que o nimero de invariantes assintoticamente é cp(D)lq)—ss +0(g*?), ou

equivalentemente,

oD)
q .

na(Ds) = Ds

3.4 O subgrupo PGL(2,q) x Gal(F;~/F,)

Nessa secao, estudaremos os [A,o0;]-invariantes no caso especial em que que [A] €

PGL(2,q). Em outras palavras, restringimos a acdo ao grupo
PGL(2,q) x Gal(F,»/F,) um subgrupo de PI'L(2,q").

Em particular, consideraremos somente os elementos da forma [A,o;] com [A] € PGL(2,q)
el<i<n.

Fixemos [A] € PGL(2,q), d :=ord([A]) e do := mdc(d,n). Consequentemente, a ordem
de [A,0;] é igual a nd/dy. Na notacdo do Teorema 3.20, temos [A*] = [A]" e ent&o
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D =ord([A*]) = d/dy. Seguindo os mesmos passos da Proposicédo 3.15e 3.17, 0s [A,0;]-
invariantes de grau maior que 2 tem grau da forma dio -s, onde mdc(s,n) = 1. Pela
reducéo do caso geral podemos supor, sem perda de generalidade, que mdc(i,n) = 1. Como
consequéncia obtemos a seguinte relacéo entre os [A, o j]-invariantes com mdc(j,n)=1e

os [A]-invariantes.

Teorema 3.21. Seja [A] € PGL(2,q) um elemento de ordem d, dy = mdc(d,n) e f(x) um
polinémio ménico irredutivel em Fyn[x] de grau dio -8 > 2. As seguintes afirmacoes sdo

equivalentes:
(i) f(x)él[A,o;]-invariante para algum 1<1i <n tal que mdc(i,n)=1;

(it) f(x)é[A,o;l-invariante para algum 1<i <n tal que mdc(i,n) =1 e o menor inteiro

positivo t tal que f(x) € Fy[x] é ¢t = do;

(iir) f(x) divide um polinémio irredutivel G € Fy[x] de grau ds que é [Al-invariante, ou

seja, [AloG =G.

Demonstracao. Para mostrarmos que (i) implica (ii), suponhamos que f(x) é [A,0;]-
invariante para algum 1 <i <n tal que mdc(i,n) =1 e seja ¢t 0 menor inteiro positivo tal
que f(x) € Fye[x]. Como f(x) € Fynlx], temos que ¢ divide n. Em particular f(x) é também
[A,0;1' = [A*,04)-invariante e, como f(x) € F[x], segue que [A]" o f = f, isto é, f(x) é
[A]-invariante. Pelo Teorema 2.19, c(ii_o -5 > 2 é divisivel por ord([A])) = d/mdc(¢,d). Como
t divide n e s é relativamente primo com n, necessariamente mdc(¢,d) = dg e entao ¢ é
divisivel por dg. Ainda, f(x) é [A,0;1¢ =[E,0;q]-invariante e entéo f(x) € Fgialx]. Como
mdc(n,id) = dg, obtemos que f(x) € [quo [x] e portanto ¢ divide dy. Logo, t = dy.

Para mostrarmos que (ii) implica (iii), suponhamos que f(x) é [A,o;]-invariante para
algum 1 <i <n tal que mdc(i,n) = 1 e que o menor inteiro positivo ¢ tal que f(x) € F:[x] é
t =do. Em particular, o4,(f) = f e entdo f(x) é [A]%-invariante, isto é, [A]% o f = f. Além
disso, se G € [F,[x] denota o tinico polindmio monico irredutivel que é divisivel por f(x), G
é justamente o polinémio minimal (sobre F,) de alguma raiz de f(x). Pela minimalidade

de dy, necessariamente
do—1 do—1
(3.4) Gx)=f(x)- H oj(f(x)) = f(x)- 0;j(f(x)),
i=1 =1

J

J
onde na ultima equacéo usamos o fato que o;(f(x)) = 0,(f (x)) sempre que [ =y (mod do)
e mde(i,dg) = 1. Portanto, como f(x) é [A,o;]-invariante, o;(f(x)) = [A] o f e induti-

vamente, 0;;(f(x)) = [A]7 o f para j € N. Assim sendo, a equacdo (3.4) e a igualdade
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[A]% o f = f implicam

do . do .
G(x)=[[IAI7 o f(x) = [ LAY o f(x).
j=1 j=1

Novamente, como [A]% o f = f, concluimos que [A]oG =G.

Para verificar que (iii) implica (i), suponhamos que f(x) divide o polindmio ménico
irredutivel G € [F4[x] de grau ds que é [A]-invariante. Como f(x) € Fyn[x] e mdc(n,ds) = do,
necessariamente temos que G se decompde em d( polindmios monicos irredutiveis sobre
Fdo> cada um de grau dio -s. Em particular, f(x)€eF golxlea fatoracédo de G sobre [, é

dada por
do-1
G@x)=f@)- [] oj(f@).
j=1
Como G é [A]-invariante, temos que [A]o f = 04,_;(f) para algum 0 < j <d — 1. Afirma-

mos que mdc(j,do) = 1. Seja &k = mdc(j,d(). Assim sendo, do(dy — j)/k é divisivel por dg e
da igualdade [A]o f = 04,—;(f) segue que

[A1% o f = G agag-n(F) = f.
k

Observemos que um elemento da forma [A]190* tem ordem dk/dy. Consequentemente,
pelo Teorema 2.19, dk/d divide o grau de f(x), ou seja, k divide s. Contudo, £ divide
do, e portanto k£ divide n. Como mdc(s,n) = 1, temos que £ = 1. Em particular, f(x) é
[A,o;]-invariante para algum i < d( tal que mdc(i,dg) = 1. Uma vez que f(x) € [quo [x],
temos que f(x) é [A,0;.4,]-invariante para todo inteiro positivo /. Como mdc(i,do) = 1,
pelo Teorema de Dirichlet segue a existéncia de infinitos nimeros primos da forma i +dgl.
Se tomamos um primo P dessa forma, de tal modo que P > n e py é o menor inteiro
positivo tal que P = po (mod n), temos que f(x) é [A,0,]-invariante, com 1<pg<ne
mdc(pg,n) = 1. |

3.4.1 Polinomios auto-reciprocos conjugados

Em [1], os autores A. Boripan; S. Jitman e P. Udomkavanich, introduziram os chamados
polinémios ménicos irredutiveis auto-reciprocos conjugados (em inglés self-reciprocal
irreducible monic, denotados por SCRIM). Estes sdo os polindmios monicos irredutiveis
em f €F2[x], distintos de x, tais que seu reciprocos ménico f*(x):= £(0)~1. xde8®) £(1/x)
coincide com seu conjugado o1(f) sobre Fg, isto é, f*(x) = 01(f). Esta é uma variacéo
dos chamados polindmios moénicos irredutiveis auto-reciprocos (SRIM) [4], que sédo os
polinémios que satisfazem f*(x) = f(x). Os autores exploraram a existéncia e o nimeros

dos polinomios SCRIM e alguns de seus resultados sao dados como segue.
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Teorema 3.22. O grau de qualquer SCRIM é impar. Se n é impar e D,, denota o conjuntos
dos divisores de ¢" + 1 que nao dividem qualquer ¢¥ +1 com 0 <k <n—1, entdo o niimero

de polinémios SCRIM de grau n é igual a
1
= > ).
" deD,

Para mais detalhes, veja os Teoremas 3.3 e 3.15 de [1]. Mais recentemente, os mesmos
autores usaram tais polindmios para estudar cédigos Hermitianos sobre anéis finitos

[2]. Observemos que os reciprocos conjugados podem ser vistos pela acdo presente nesse
capitulo. De fato, seja B = 10 ego=I[B,o01l€ PI'L(2,q?), temos que os go-invariantes

sao exatamente os SCRIM. Note que [B] tem ordem 2. Em particular, obtemos o seguinte

resultado.

Corolario 3.23. Fixe n um inteiro impar. Entdo um polinémio monico irredutivel f €
Fq2lx] de grau n é um polinémio SCRIM se, e somente se, f(x) divide um polinémio ménico
irredutivel auto-reciproco G € F4lx] de grau 2n . Em particular, o nimeros de SCRIM de

grau n>1¢éigual a

1
n’dln

Demonstracgéao. O fato de que os polinomios SCRIM de grau n sobre F 2 sdo exata-
mente os fatores irredutiveis dos polindmios auto-reciprocos de grau 2n sobre [, segue
diretamente do Teorema 3.21. Assim sendo, se a(n) é o numero de SCRIM de grau n
e b(n) é o nimero polindémios irredutiveis monicos auto-reciproco de grau 2n sobre [F,

temos que a(n) =2-b(n). De acordo com o Teorema 3 em [4], para n > 1 impar,

_ i n/d
b(n)= 2ndzlnu(d)q ,

e com isso o resultado segue. [ |

Os polindémios reciprocos conjugados podem ser vistos pela acdo introduzida nesse
01
capitulo, de fato para B = (1 O) e go =[B,01]1€ PTL(2,¢?), temos que os go-invariantes

sdo exatamente os SCRIM. Note que [B] tem ordem 2. Para f € F 2, temos
f*=01(f) = o1(f)=[Blof

0
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[Blooi(f)=f
b
goxf=f.
Como ord[B] = 2, temos que [B*] =[E] e entdo D = 1. O Teorema 3.20 diz que o

numero assintético de go-invariantes de grau s (impar) é

S S

q

q
1-s

(1),

que coincide com o resultado do corolario, que diz que o nimero de SCRIM de grau s é

duas vezes b(n) que é dado por % Z ,u(d)q"/d.
din
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