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Resumo

O presente trabalho tem como caracteristica central o estudo da estabilidade e instabilidade orbital
acerca de ondas estaciondrias para a equagao de Schrodinger ndo linear. Mais especificamente
mostramos a existéncia de ondas estaciondrias através de uma abordagem variacional. Em seguida
apresentamos métodos desenvolvidos para o estudo da estabilidade de ondas estaciondrias,
baseados principalmente em argumentos de compacidade e de propriedades espectrais acerca do
operador linearizado. Por fim, apresentamos resultados sobre a instabilidade de bound states
para sistemas dispersivos abstratos, abrangendo assim uma classe de equacdes dispersivas de

interesse.

Palavras-chave: Equacdo de Schrodinger ndo-linear; Teoria de Estabilidade; Métodos Variacio-

nais; Sistemas Hamiltonianos Abstratos.



Abstract

The present work has a main characteristic the study of orbital stabilty and instability about
standing waves for the nonlinear Schrodinger equation. More speciafically, we show the existence
of standing waves through a variational approach. Then, we presente method developed to study
the stability of standing waves, base mainly on compacteness argumentes and spectral properties
of the linearized operator. Finally, we present results on the bound states instability for abstract

dispersive systems, thus include a class of dispersive equations of insterest.

Keywords: Nonlinear Schrodinger Equation; Stability Theory; Variational Methods; Abstract

Hamiltonian Systems. .
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Introducao

A teoria das equagdes dispersivas lineares prevé que, em geral, as ondas devem se espalhar
e dispersar com o tempo. No entanto, ¢ um fendmeno notdvel, observado tanto na teoria quanto
na prética, que quando efeitos ndo lineares sdo levados em consideracdo, € possivel obter solu¢des
que podem ser estdveis o suficiente para persistirem indefinidamente, isto é, permanecem em uma
posicao constante em um intervalo de tempo arbitrdrio. A construgdo de tais solu¢gdes pode ser
relativamente simples, mas o fato de que estas sdo estdveis requer uma andlise bastante rigorosa
do problema, que em parte € devido as simetrias advindas da equagdo. Tais simetrias, como a

invariancia por translacdo ou rota¢do, acabam por criar dificuldades na anélise da estabilidade.

Nesse intuito, nossa histéria comeca por volta de 1844 quando o engenheiro civil e
filésofo John Scott Russell (1808-1882) observava uma barcaga sendo puxada por dois cavalos,
um em cada margem do canal de Union, um canal de baixa profundidade que se encontra préximo
da universidade Heriot-Watt em Edinburgo, na Escécia. Ele observou que quando a embarcacgao
parou, as ondas criadas na superficie da dgua se propagavam em alta velocidade, de forma
constante e sem mudar de forma. A cavalo, Russell acompanhou as ondas com uma velocidade
constante de aproximadamente quinze quilometros por hora, por mais de trés quilometros. Foi
dessa maneira que Russel observava pela primeira vez as propriedades de estabilidade do que

chamamos hoje de onda solitaria ou soliton.

ApOs esta descoberta, Russell realizou experimentos em um tanque de ondas de laboratério
para estudar este fendmeno com mais cuidado e seu trabalho foi o primeiro estudo detalhado
sobre essas ondas. Porém, a explicacdo analitica do fendmeno s6 foi feita anos mais tarde,
em 1872, pelo fisico francés Joseph V. Boussinesq (1842-1929) em seu prestigioso trabalho
(BOUSSINESQ, 1872) o qual ele mostra que para uma onda de amplitude finita, o aumento da
velocidade da onda é contrabalanceado pelo efeito da dispersao sobre ela, levando a uma onda
de perfil constante. Na época, houve um grande debate a respeito da estabilidade das solugdes
ndo lineares das equacdes de propagacao. Esse debate foi concluido em 1895 com o trabalho de
Diederik Korteweg (1848-1941) e Gustav de Vries (1866-1934) (KORTEWEG; VRIES, 1895)
no qual eles derivam uma equacao de evolu¢do ndo linear que modela a propagacdo de uma
onda longa em um canal raso e que esta apresenta solugdes que descrevem a propagagao de
ondas como a que foi observada por Russel. Em homenagem, tal equacdo hoje é conhecida como

equacado de Korteweg-de Vries ou simplesmente equacdo KdV.

Bom, os anos se passaram e tanto os fisicos quanto os matematicos perceberam que
solugdes com estas propriedades aparecem em vdrios outros modelos fisicos como por exemplo
cadeias de DNA ou modelos efetivos para interacdes fortes. J4 no ambito experimental, as

ondas solitdrias (que no dmbito da mecanica quéntica sdo chamadas de ondas estaciondrias)
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foram observadas em fibras 6pticas, condensados de Bose-Einstein, cristais liquidos, materiais
magnéticos e diversos outros sistemas fisicos. Atualmente, os solitons representam solugdes de
equacdes diferenciais nao-lineares, com a caracteristica de descrever fendmenos que apresentam
densidades de energia localizadas e que, apds interagirem, mantém suas formas inalteradas, em
parte, gracas a um nimero grande de quantidades conservadas associadas a este tipo sistema
dindmico.

Motivados por essa discussdo, essa dissertacdo propde-se estudar como tal efeito se

manifesta na seguinte equagdo dispersiva nao linear
iu+Au = f(u,u, Du, Du), (1)

onde u : RxRY — C é uma funcdo admitindo valores complexos, ¢ € um numero real, x € um
vetor em R?, com d > 1 e f é uma aplicacdo nido linear, a principio, arbitraria. Essa equacdo é
conhecida na literatura como equacdo de Schrodinger ndo linear (NLS) e recebe esse nome em
homenagem ao fisico austriaco Erwim Schrodinger (1887-1961), um dos precursores no estudo

da mecanica quantica.

A equacgdo de Schrodinger nao linear ndo tem mais como interpretacao fisica descrever
a evolugdo de uma particula quantica como acontece no caso linear, porém ela fornece uma
descricdo canonica para a dinamica de evolug@o de uma onda portadora que se propaga em um
meio dispersivo fracamente ndo linear, quando os processos dissipativos sdo despreziveis. Em
tempos curtos € pequenas distancias de propagacao, a dindmica € linear, mas as interacdoes nao
lineares cumulativas resultam em uma modulacio significativa da amplitude da onda em grandes
escalas, tanto espaciais quanto temporais. A NLS também € muito importante na modelagem da
propagacdo de feixes de laser intensos, além de surgir em diversos outros contextos fisicos e
também biol6gicos como a 6tica ndo linear, os condensados de Bosen-Einstein, na modelagem

da estrutura do DNA, entre outros.

Como foi enfatizado anteriormente, estaremos interessados em solu¢des particulares
da equagdo (1), isto é, os solitons. Matematicamente, as ondas estaciondrias sdo solucdes que
assumem a forma u(t,x) = ¢ p(x) comw € Re ¢ : RY — R uma fungio satisfazendo a
equacao eliptica

—Ap+wp + f(9,Dp) =0, ¢ H'(RY). )

Comecaremos considerando o caso em que a nio linearidade é da forma f(u) = —|u|?~'u, onde
p € (1, +00), isto é, nossa ndo linearidade independe das derivadas espaciais da fun¢do. Baseados
na obra de (CAZENAVE, 2003), utilizaremos métodos variacionais para garantirmos a existéncia
de solugdes para (2), bem como propriedades acerca da regularidade das solucdes, decaimento
exponencial e algumas identidades funcionais. Posteriormente nos restringiremos as solugdes
que minimizam energia, denominadas estados fundamentais ou ground states , garantindo assim
a unicidade de solugdes para o problema a menos de simetrias advindas do modelo bem como

diversas caracterizagdes variacionais.
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No nosso estudo, as solugdes do tipo estado fundamental desempenham um papel central.
Estamos particularmente interessados em questoes associadas a estabilidade/instabilidade dessa
classe de solugdes. Para isso, precisamos primeiramente definir um conceito de estabilidade que

se comporte bem com as simetrias advindas da equacao.

Definicdio 0.1. Seja ¢ uma solucdo de (2). A onda estaciondria e' p(x) é dita ser orbitalmente

estdvel se para todo € > 0 existe & > 0 que cumpre a seguinte condicdo: se ug € H'(R?) satisfaz

lluo — @llg (ray <6,
entdo a solugcdao maximal u(t) de (1), com u(0) = ug existe para todot € R e

inf inf ||u(z) — (- - <e.
fglgégRylngllu() "o = Wlpway <&

Caso contrario, diremos que a onda estaciondria é orbitalmente instavel.

Nesse sentido, o ponto alto dessa etapa serd demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 0.1. Seja ¢ um ground state para a equacéo (2). Se 1 < p < 1+ %, entdo a onda

estaciondria e'“' ¢(x) é orbitalmente estavel.

Para a prova do teorema acima utilizaremos dois métodos. O primeiro, denominado método
classico de estabilidade, ¢ uma poderosa ferramenta para se obter resultados de estabilidade e
instabilidade o qual € baseado em uma andlise espectral dos operadores associados a equagdo. O
segundo, conhecido como método de Cazenave-Lions, aparece pela primeira vez em (CAZENAVE,
1983) e mais tarde desenvolvida por (CAZENAVE; LIONS, 1982) e se baseia principalmente em
argumentos variacionais e de compacidade, o qual o passo principal consiste em caracterizar os
ground states como os minimizadores de energia sobre uma certa esfera de L2 (Rd). Mostraremos
também que o intervalo fornecido ao expoente p > 1 no Teorema 0.1 € 6timo e além disso, a
instabilidade nocasop > 1+ % ¢, em um certo sentido, mais forte que a instabilidade apresentada
na Defini¢do 0.1.

Definicao 0.2. Considere ¢ uma solugcdo da equagdo eliptica (2). Diremos que a onda estaciondria
el p(x) é fortemente instavel (ou instdvel por explosdo em tempo finito) se para todo & > 0
existe ug o € H'(R?) tal que

lueo — @l (ray < €
mas a solugdo maximal correspondente u de (1) com intervalo de existéncia (T¢, ,T¢ ,.) satisfaz

min’® =~ max
& & 5 ;
e >-—oely,  <+ooealémdisso

im e (Dl ray = +00 e lm lug (1)l (ray = +oo.

min max

O segundo teorema principal que mostraremos nessa etapa € o seguinte
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Teorema 0.2. Sejap > 1+ %. Entdo para toda solucdo ¢ de (2) a onda estaciondria e’ ¢(x) é

fortemente instavel.

Assim como o método cldssico de estabilidade, a prova desse resultado se baseia em uma
andlise espectral dos operadores associados ao problema. Feito isso, estenderemos o Teorema

(0.2 para nao linearidades mais gerais, assim como feito por (COZ, 2008).

Por fim, baseados nos resultados obtidos em (OHTA, 2011), dissertaremos sobre teoremas
de instabilidades obtidos para sistemas hamiltonianos dispersivos abstratos, abrangendo assim
uma classe maior de equacdes de interesse, tanto no ponto de vista matemaético, quanto fisico.
A formulac@o mais precisa da estrutura do problema serd dado ao decorrer do trabalho, mas

resumidamente consideremos uma equagao de evolugdo da seguinte forma
du =
Z2(1) = FH (u(0)), 3

onde u : I C R — X é uma curva em um espaco de Hilbert real X — H, com H também sendo
um espaco de Hilbert real.  é um funcional de classe C?(X,R) e J a extensdo natural ao dual
topolégico de um operador J € L(X) o qual este € bijetor e antisimétrico. O objetivo principal
deste capitulo € estudar questdes acerca da estabilidade do que chamamos de bound states, os

quais sdo definidos da seguinte maneira.

Definicao 0.3. Diremos que uma solucdo v(t) da equacdo de evolugdo (3) é um bound state se é
da forma v(t) = T (wt)p onde {T (5)}ser € 0 grupo a um parametro de operadores unitdarios

sobre X gerado por J, w € R e ¢ € X satisfaz a equagdo

H'(¢) = wQ'(4),

onde 20 (v) = ||v||12{. Além disso, diremos que um bound state v(t) = T (wt)¢ de (3) é
orbitalmente estavel se para todo € > 0 existe um 6 > 0 satisfazendo a propriedade de que se
uog € X satisfaz

lluo — ¢llx <6,

entdo a solugdo u(t) de (3), com u(0) = ug existe para todo t € [0, +00) e temos também que
inf [lu(r) = T (s)¢llx < e,
seR

para todo t € [0, +00). Caso contrdrio v(t) é dito ser orbitalmente instdvel.

Embora seja de grande interesse trabalharmos em uma estrutura geral, conforme foi
apresentado anteriormente, formularemos suposi¢des mais fortes a fim de aplicar os resultados
obtidos no estudo das equacdes de Schrodinger ndo linear. Com tais suposicdes bem estabelecidas,
apresentaremos dois resultados principais e trés coroldrios sobre a instabilidade de bound states
para a equacgao (3). No primeiro teorema apresentaremos uma condi¢ao suficiente para que

tenhamos a instabilidade dos bound states para um caso nao degenerado. Por outro lado, no
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segundo teorema serd fornecido uma condicdo suficiente para que obtenhamos tal instabilidade

para um caso critico (ou degenerado).

Vale ressaltar que infelizmente as suposi¢des impostas para tal estudo, como por exemplo,
a bijetividade do operador J, nos impede de aplicar os resultados obtidos por (OHTA, 2011) em
outros modelos, tais como as equagdes de Klein-Gordon nao lineares e as equacdes do tipo KdV.
Porém, mesmo com essas restrigdes, tais resultados abstratos sdo muito bem aplicados no estudo
da instabilidade orbital em diversos modelos como por exemplo a equagdo de Schrodinger nao

linear com potencial tipo 6-function e sistemas de equacdes ndo lineares do tipo Schrodinger.
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Preliminares

O objetivo deste capitulo inicial € expor os conceitos e fatos basicos que serdo necessarios
ao desenvolvimento de todo o trabalho. As referéncias para o material apresentado serao citadas
ao longo de cada se¢dio. E importante frisar que ndo sé este capitulo, como o trabalho como
um todo, requer um conhecimento prévio de andlise real (inclui-se aqui, teoria da medida e
integracdo) e andlise funcional, incluindo assim a teoria de espagos métricos, espacos de Banach,

espacos de Hilbert e teoria de operadores.

Conceitos Basicos da Analise Harmonica

A anélise harmonica é uma das dreas mais fascinantes da matemadtica, sendo objeto
central no desenvolvimento de diversas dreas de pesquisa como por exemplo equagdes diferenciais
parciais, teoria de integracdo, teoria dos niimeros entre outras. Além de suas diversas aplicagdes

praticas como teoria da informacao e vdrios campos da engenharia.

J4 nesta secdo, nossa meta € introduzir as ideias e teoremas bdsicos acerca dessa teoria,

que serdao fundamentais no decorrer deste trabalho.

A Transformada de Fourier

O conceito da transformada de Fourier, assim nomeada em homenagem ao matematico e
fisico francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), € motivado por duas ideias centrais em
andlise matematica. A primeira € a ideia de expressar fungdes periddicas genéricas como uma
super-posicao de ondas bdsicas (senos e cossenos) e a segunda € a concep¢ao de um operador que
transforma diferenciacdo em multiplicacao por polindmios, uma ferramenta de extrema utilidade

na resolucdo de equacdes diferenciais.

Tendo isso em mente, para uma fungio f € L!(R?) definiremos a Transformada de

Fourier de f como sendo

F)(©) = F&) = / ¢ £ (x) d. @)

R4
Observe que a integral no lado direito de (4) faz sentido, pois desde que f € L!(R?) e e727*€ ¢
um nimero complexo unitdrio, segue pela desigualdade de Holder que a integral converge, para
qualquer que seja & € R?. Além disso, nio é dificil perceber que ¥ & linear, visto como um

operador de L' (R?%) em L*(R?) e também

I f oo ray < I1f 1Lt (ra)-
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Denotaremos por Co(R?) o espaco de todas as funcdes continuas que tendem a zero no
infinito, isto &, dado & > 0 pequeno, existe um conjunto compacto K ¢ R tal que | f(x)| < &, para
todo x € K¢. Nossa primeira proposi¢ao lista algumas das propriedades basicas da transformada

de Fourier.

Proposicio 0.1 (Propriedades da Transformada de Fourier). Sejam f, g € L'(RY). Entdo

1. A fungdo f : R? —> C é continua.
2. 7, f(€) = ™ £(£), onde T, f (x) = f(x + ).
3. 8af(£) =a™"f(a7'¢), onde 5o f (x) = f(ax).
4. fxg(&) = F(O3E).
5. Sex?f € LY(RY) para |a| < k, entdo f € CK(RY) e 0% f = F[(=2ni)l@lx2 £].
6. Se f € CK(R?), 0 f € L' (R?) para |a| < k e 0°f € Co(R?) para |a| < k — 1, entdo
0°f () = (=2mi)lg f(£).
Demonstraciio: Ver (FOLLAND, 1999), pagina 249, Theorem 8.22. O

Observe que o item (4) nos mostra seu bom comportamento com o operador de convolugdo,
o transformando em uma simples multiplicacdo de fung¢des. Ja os itens (5) e (6) nos fornece seu

cardter especial de transformar diferenciagcao em multiplicacdo por polindmios.

Nosso proximo resultado nos fornece uma caracterizacao importante do conjunto imagem

da transformada de Fourier em L!(R9).

Teorema 0.3. (Riemann-Lebesgue) Se f € L' (R?) entdo fe Co(RY).

Demonstracao: Ver (STEIN; WEISS, 1971), pdgina 2, Theorem 1.2. O

Vamos agora nos concentrar no problema inverso, ou seja, como obter f a partir da sua
transformada de Fourier. Para isso, definimos a transformada de Fourier inversa para uma fung¢ao
f e LY(RY) por

&) = / T f () . 5)

R4
Antes de passarmos ao teorema de inversio propriamente dito, apresentamos a chamada

formula de multiplicagdo para a transformada de Fourier, um resultado simples que segue

diretamente do Teorema de Fubini porém € de bastante utilidade em diversas situacoes.

Teorema 0.4. (Férmula de multiplicagdo) Sejam f,g € LY (RY), entdo vale a seguinte igualdade

/ F)g(e)dx = / FE)dx.
R4 R4
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Demonstracao: Ver (STEIN; WEISS, 1971), pagina 8, Theorem 1.15. O

Teorema 0.5. (Férmula de inversio) Seja f € L'(R?). Se fAe L' (R?) entdo temos que
r = [ e fieae.
R3
para quase todo ponto x € R%.

Demonstracao: Ver (STEIN; WEISS, 1971), pdgina 11, Corollary 1.21. O

Perceba que, em geral, a férmula (4) ndo tem porqué fazer sentido para uma funcao f
em L?(R?), pois ndo h4 garantia que a integral convirja. Portanto, existe uma maneira simples e
elegante de estendermos a teoria para o contexto L?(R¢). O ponto chave para essa extensio é o

seguinte resultado.

Teorema 0.6. Seja f € L' (RY) n L*(R?). Entdo
1F 12y = NNz gy

Demonstracao: Ver (STEIN; WEISS, 1971), pdgina 16, Theorem 2.1. O

Ora, como L'(R?%) N L?(R%) é denso em L?(RY), existe uma tinica extensio continua
da transformada de Fourier, a qual continuaremos denotando por 7, para o espaco L?(R¢). O
resultado seguinte, conhecido como Teorema de Plancherel, nos fornece as boas propriedades

que o operador ¥ tem sobre o conjunto L?(R%).

Teorema 0.7. (Teorema de Plancherel) O operador F : L*(RY) —s L*(RY) é unitdrio, isto é,

linear, isométrico e sobrejetivo. Além disso, sua inversa ¥~ pode ser obtido como sendo

(F ') (x) = Fo(=x),

para todo funcio ¢ € L*(RY).

Demonstracao: Ver (STEIN; WEISS, 1971), pagina 17, Theorem 2.3. O

Os Espacos de Sobolev

Em meados da década de 1930, o matematico soviético Sergei Lvovich Sobolev (1908-
1989) iniciou seus estudos acerca das solucdes fracas para equacdes diferenciais hiperbdlicas
e da minimizacdo de certas integrais variacionais. Foi nesse periodo que se originou o que se
conhece atualmente como os Espacgos de Sobolev. Nas ultimas décadas tais espacos criaram
um imenso legado na teoria moderna das equacdes diferenciais, de tal forma que se tornaram

ferramentas imprescindiveis para o estudo das mesmas.

Matematicamente, os espagos de Sobolev sdao uma familia de espacos de funcoes

semelhantes a C* (R¢), no sentido que consistem de fungdes com condicdes sobre suas derivadas.
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Porém, em vez de exigirmos que as derivadas vivam em C°(R?), pedimos que elas sejam
elementos em L” (R¢). Mas para isso, precisamos de alguma maneira atribuir um significado
geral a derivada de uma funcgio em L” (R¢). Desse modo, vamos considerar inicialmente uma
aplicagio f € C*(R?) com a € N um multi-indice, entio para qualquer fun¢io ¢ € C=°(RY) a

igualdade
/ ij(X)¢(X)dx=—/ J(X) s, (x)dx
R4 R4

acontece apds uma integragdo por partes na varidvel x;. Repetindo esse processo |a| vezes,

obtemos
/ 8% f () (x)dx = (~1) / F(x)0°B(x)dx. ©)
Rd Rd

O conceito de derivada fraca € definido de forma andloga a (6), como sugere a seguinte defini¢do.

Definicao 0.4. Dadas f,g € L}OC(Rd) e um multi-indice «, dizemos que g é a a-ésima derivada

fraca de f, denotada 6° f = g, se para toda ¢ € Cy° (RY),
[, 1w0a s = -0 [ o

A exigéncia de que f, g sejam elementos de Llloc (R?) ¢é natural, j4 que o suporte de ¢
estard contido em algum subconjunto compacto K ¢ R?. Entdo o fato de f, g € L!(K) garante
que ambas integrais sempre facam sentido. Perceba também que se temos a existéncia da derivada
fraca, entdo esta € inica em quase toda parte (ver (ADAMS; FOURNIER, 2003), pagina 22,
Remark 1.62).

Com esse conceito, podemos vir a definir o que vem a ser os espacos de Sobolev usuais.

Definico 0.5. Sejam k e Ne 1 < p < +00. O espaco de Sobolev W5 P (R?) é definido como

sendo o conjunto
WhP(RY) = {f € LP(R?) : 0°f € LP(RY), |a| < k},

onde 0 f denota a a-ésima derivada fraca de f.

Perceba que tal defini¢io para espaco de Sobolev faz sentido, pois dado f € LP(R%) e

K < R? um subconjunto compacto, temos pela desilgualdade de Holder que

/ F ()l = / F@ ek @dx < 1 llo okl g < oo,
K R4

onde yx denota a fungdo caracteristica do compacto K e 1/p + 1/p’ = 1. Desse modo temos que

f € Llloc (R?) e assim faz sentido calcularmos sua derivada no sentido fraco.

Temos mais duas observacdes a fazer acerca da definicao dos espacos de Sobolev. A

primeira é que claramente temos

wkP(RY c LP(RY), V1< p < +oo.
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A segunda é que quando uma aplicacdo € derivavel no sentido cldssico, (6) nos diz que ela
também derivada no sentido fraco, dai por unicidade ambas derivadas devem coincidir (ver
(BREZIS, 2011), pagina 264, Remark 2).

Temos que para todo 1 < p < +o0 e k € N, os espagos de Sobolev W57 (R¢) tem

estrutura de espago vetorial, e quando munido da norma
1 lweray = 1Flep = D 10 Fllocea,
0<|a|<k

€ um espago de Banach, separdvel se 1 < p < +oo0 e reflexivo quando 1 < p < +oo (veja
(ADAMS; FOURNIER, 2003), paginas 60 e 61, Theorem 3.3 e Theorem 3.6). Porém € o caso
particular p = 2 que surge de maneira mais natural em muitas das aplicagdes. Os espacos

W*2(R9) acabam por herdar um produto interno natural do espaco L?(R?), que é dado por

(f>Qwraay = (fr8ka= >, (9f,07) (7)

0<|a|<k

e sao, desse modo, espacos de Hilbert. Por esta razdo distinguimos estes espacos com a notagao
H*(R?) := W52 (R?), com a norma advinda do produto interno (7)

1/2

1 leceey = > 10 Iz,

0<|a|<k

Outro fato interessante do caso p = 2 é que podemos definir o espaco de Sobolev H* (R?)
de maneira independente, por meio da transformada de Fourier, que abrange até mesmo indices

mais gerais.

Definicao 0.6. Seja s € R com s > 0. Definimos o espaco de Sobolev (Nao Homogéneo) de
ordem s, denotado H*(R?), por

HRY) = {f € RN | 771+ )] e L2 RD).

O conjunto H*(R?) como definido em 0.6 é um espaco de Hilbert quando munido com o

produto interno

(oo = [+ BRI FOIT0r, 5> 0.
O préximo Teorema retine duas propriedades fundamentais dos espagos de Sobolev H*(R?).

Teorema 0.8. Sejamr,s € R, comr,s > 0. Ser < s, entdo
H*(RY) — H"(RY).

Além disso, a inclusdo é continua e densa.
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Demonstracao: Ver (LINARES; PONCE, 2015), pagina 46, Proposition 3.1. m]

O resultado seguinte nos diz que se tomarmos s € N na Defini¢ao 0.6, ambas definicdes

para espaco de Sobolev, como era de se esperar, coincidem.

Teorema 0.9. Considere s € N. Entio f € H*(R?) se, e somente se, 0* f € L*>(R?) para todo

multi-indice « € N" tal que |a| < s, onde as derivadas sdo calculadas no sentido fraco.

Demonstracao: Ver (LINARES; PONCE, 2015), pagina 47, Theorem 3.1. m]

Finalizamos esse capitulo enunciando dois dos famosos Mergulhos de Sobolev.

Teorema 0.10. Seja s > % Entdo H*(R?) pode ser continuamente mergulhado em Co(R?) e
para toda f € H*(R?) vale a desigualdade

| fllzomay < ClISf las ey,

onde C = Cg é uma constante positiva.

Demonstracao: Ver (LINARES; PONCE, 2015), pidgina 47, Theorem 3.2. O

Teorema 0.11. Considere 0 < s < % entdo H*(R?) estd mergulhado continuamente em LP (R?),
comp = dz_—%s. Além disso, para todo f em H*(R?) temos que existe uma constante C = Cy.g;, »>0

tal que
| f e ®ay < CIflpsray-

Demonstracao: Ver (LINARES; PONCE, 2015), pagina 49, Theorem 3.3. O

Funcionais Diferenciaveis e o Calculo das Variacoes

Problemas de mdximo e minimo aparecem em diversas dreas e em diversos contextos,
principalmente quando estamos tratando questdes relacionadas a otimizagio. E comum aparecerem
na matematica, fisica e economia termos como: tempo minimo, custo minimo, lucro méximo,
volume 6timo, caminho mais curto, velocidade ideal, entre outros. Uma ferramenta extremamente
util na resolucao de problemas desse tipo € o Cdalculo das Variagoes, o qual podemos ver como
o cdlculo diferencial para fungdes em espagos abstratos mais gerais, € que tem como objetivo

generalizar a teoria de mdximos e minimos usual.

O cdlculo variacional aparecia de maneira implicita e num certo sentido informal em
diversos problemas oriundos da fisica, podemos citar como exemplo o principio minimizante
do raio de luz, estabelecido por Fermat (1607-1665) e em problemas de balistica, como as
superficies de revolu¢do que minimizam resisténcia, estudadas por Newton (1643-1727). Porém,
foi no século XVIII, com as contribui¢cdes de Lagrange (1736-1813) e Euler (1707-1783) que

este se consolidou como disciplina matemadtica e tornou-se uma ferramenta efetiva.
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Esse capitulo tem como objetivo apresentar as defini¢cdes e enunciar resultados elementares

desta vasta teoria, os quais estao estreitamente ligados ao nosso trabalho.

Funcionais Diferenciaveis

Nesse contexto, diremos que um Funcional é uma regra de correspondéncia que associa
cada elemento em um espaco vetorial, um valor em um corpo. No decorrer do trabalho, trataremos
especificamente de espagos de Banach infinito dimensionais (espagos de funcdes) e tomaremos a
reta real R como corpo base. Comecemos com o conceito de derivada de Fréchet de um funcional

real.

Definicao 0.7. Sejam (X, || - ||x) um espaco vetorial normado e I : X — R um funcional.
Dizemos que I é Fréchet diferencidvel (ou diferenciavel no sentido de Fréchet) em um vetor
u € X, se existir um uinico funcional linear continuo T,, € X tal que

1+ h) = 1) = (T )| _

m 0.
l|Al|x —0 IlAllx

Neste caso,
(I'(u), hy .= (T,, h)y, VhelX.

Diremos que o funcional / : X — R € continuamente diferenciavel se I’ : X — X*
existir, e for continua. Denotaremos o conjunto de todos funcionais continuamente diferencidveis

definidos sobre o conjunto X e assumindo valores reais por C! (X, R).

A proposicao a seguir € uma cole¢do de propriedades acerca da derivada de Fréchet, a

qual usaremos repetidamente no decorrer do trabalho.
Proposicao 0.2. Sejam I e J funcionais diferenciaveis emu € X. Entdo as seguintes propriedades
sdo validas
1. Se a e B sdo niimero reais, entdo al + BJ sdo diferenciaveis emu € X e
(af +BJ) (u) = al’(u) + BJ (u).
2. O produto 1J é diferenciavel em u € X e
D) () = J ()" (u) + I(u)J' (u).
3. Sey : R — X ¢é diferencidvel em ty com y(tg) = u entdo a composicdao 1(y(t)) é
diferenciavel e
(1()) (t0) = I'(u)y'(10).
Demonstacao: Ver (BADIALE; SERRA, 2011), pagina 13, Proposition 1.3.6. i

Existe outra maneira interessante de definirmos o conceito de diferenciabilidade para um

funcional.
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Definicao 0.8. Considere I : X — R um funcional, onde (X, || - ||x) é um espaco de Banach.
Diremos que I é Gateux diferencidvel em u € X se existir um funcional linear continuo T, € X*

de modo que

I(u +th) — I(u)
t :

(T h) = lim Vh e X.
t—

Perceba que se 7 € Fréchet diferencidvel em u € X, entdo / também € Gateux diferencidvel

nesse ponto. O seguinte resultado nos fornece informacao sobre a condi¢do reciproca.

Teorema 0.12. Seja I : X — R um funcional continuo. Se I é Gateux diferenciavel em todo
u € X entdo I é Fréchet diferencidvel em X. Além disso, I € C'(X,R).

Demonstracao: Ver (BADIALE; SERRA, 2011), pdgina 14, Proposition 1.3.8. O

Se supormos que X seja um espago de Hilbert, com produto interno (-, -)x, decorre do
Teorema da Representacdo de Riesz que existe um tnico elemento em X, denotado por VI(u),

que satisfaz
('), by = (VI(u), h)x
para qualquer que seja & € X. O elemento VI(u) € X, é chamado de gradiente do funcional I em

u. Um operador F : X — X é chamado potencial se existir um funcional ¢ : X — R, tal que

F(u)=Ve(u), VYuceclX.

Abaixo acrescentamos a defini¢do de ponto critico para um funcional diferencidvel.

Definicio 0.9. Seja I : X — R um funcional de classe C' num espaco normado (X, || - ||x).

Diremos que u € X é um ponto critico de I se
I'(u)=0

onde I' : X — X* denota a derivada de Fréchet de 1.

Baseados na Defini¢do 0.9 vamos dizer que um nimero ¢ € R € um valor critico do
funcional I (ou nivel critico) quando existe um ponto critico u,. € X de I tal que I(u.) = c. Tal

conceito serd fundamental no decorrer dessa dissertacao.
Um exemplo muito interessante € o seguinte. Consideremos X um espago de Banach e
seja
B:XxX—R

uma forma bilinear continua. Denotemos por / : X — R a forma quadrética associada a B, isto

z

é
I(u) = B(u,u), ucX.

Por linearidade temos que

I(u+h)—I(u) =B(u+h,u+h)—B(u,u) = B(u,h) + B(h,u) + B(h, h).
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Por continuidade, B(h, h) = o(||k]||). Com isso, temos que / € diferencidvel sobre X e além disso
(I'(u), h) = B(u, h) + B(h,u),
claramente, se B € simétrica temos
(I'(u), h) =2B(u, h)

Duas aplicacdes concretas desse exemplo que serdo de grande valia no decorrer do trabalho sdo

dados por
M, (u) ::/ lu(x)|*> dx, ue L*(RY),
Rd

M (u) = /Rd |Vu(x)|>dx, u e H"(RY).

Note que tanto M| quanto M; sdo formas quadréticas associadas a formas bilineares continuas.

Entao pelo que foi visto

(M (), ) =2 /

u(x)h(x) dx comu, h € L>(R%)
Rd

(M} (u), hy = 2/Rd Vu(x)Vh(x)dx comu, h € H (RY).

Outro exemplo concreto que serd de extrema importancia € dado por
Jp(u) = / lu(x)|P dx, u e LP(RY)
R4

com?2 < p < co. Considere x € R? ¢ 0 < |f| < 1. Pelo Teorema do valor médio, existe 6 € (0, 1)

tal que

|lu(x) +h(x) — u(x)|”]
7]

= plu(x) +61h(x)1"~|h(x)]
< p (lu(x) + 1)) [A(2)].

Pela desigualdade de Holder nos diz que p (|u(x) + |h(x)|)?~ |h(x)| € L'(RY). Assim, pelo
Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (ver (FOLLAND, 1999), pagina 56, Proposition
2.27)

Gyt =ty [ MEEREOEZROE [ up2une ar. ®

0JRr

Métodos Variacionais

Nesta secao apresentaremos alguns teoremas cldssicos que serdo aplicados no trabalho e

que desempenham um papel fundamental na teoria das equagdes diferenciais parciais.
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O Teorema do passo da montanha

Dedicaremos esse espaco a enunciar um teorema devido inicialmente a Ambrosetti
(1944-2020) e Rabinowitz (1939-), conhecido como Teorema do passo da montanha. Apesar de
nao o utlizarmos diretamente em nosso trabalho, suas ideias geométricas serdo imprescindiveis

no desenvolvimento de resultados fundamentais dessa dissertacdo.

Ainda que curioso, 0 nome resume bem a geometria acerca do resultado. Pois bem,
imaginemos que alguém se encontra em um ponto A com altura A, rodeado por uma cadeia
de montanhas de alturas superiores ou iguais a hg, e deseja atingir o ponto B situado fora da
cordilheira, a uma altura i; < hg, entdo parece existir um "caminho 6timo" passando pela cadeia
de montanhas e conduzindo A até B. Uma maneira de determind-lo € considerar, entre todos os
caminhos unindo os pontos A e B, aquele que sobe a uma altura minima, ou seja, avaliamos a
maxima altura de cada caminho unindo os pontos A e B e em seguida, avaliamos o menor desses
valores maximos, e este serd o caminho 6timo. Enunciaremos o Teorema do passo da montanha

da seguinte maneira.

Teorema 0.13. (Teorema do Passo da Montanha) Sejam (H, (-, )g) um espaco de Hilbert,
I € C2(H,R) um funcional, r > 0 e também n € H e de forma que ||n||lg > r. Se

b:= inf I(u) > 1(0) > 1(n)

llutllez=r

Entdo, para todo € > 0, existe u, € H tal que

1. ¢ —2& < I(ug) < c+2e

2. |1 (ue)llu < 2e,

onde
c =inf { sup {I(y(?))} )
Y€l | ref0,1]
e
[={yeC([0,1],H) : y(0) =0ey(l) =n}.
Demonstracao: Ver (WILLEM, 1996), pagina 12, Theorem 1.15. O

Como consequéncia do Teorema 0.13 e possivel provar que o niimero ¢ definido em (9) é
de fato um valor critico para I, mas para isso precisamos definir o que vem a ser um funcional

diferenciavel satisfazer a condi¢do de Palais-Smale.

Definicao 0.10. Seja (X, || - ||x) um Espagco de Banach, e I : X — R um funcional Fréchet
diferenciavel. Dizemos que I satisfaz a condicdo de Palais-Smale (PS) se qualquer sequéncia
(Up)nen C X tal que

[I(u,)] < C,VneN e n1—1>IPoo I'(u,) =0. (10)
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onde C > 0 é uma constante que independe de n, possui uma subsequéncia que converge

fortemente em X.

As sequéncias em X que satisfazem a condi¢do (10) sdo ditas ser sequéncias de Palais-Smale e

essas desempenhardo um papel importante no decorrer desse trabalho.

Teorema 0.14. (Ambrosetti-Rabinowitz) Sobre as hipoteses do Teorema 0.13, temos que se o

funcional I satisfaz a condicdo de Palais-Smale, entdo c é um valor critico de I.

Demonstracao: Ver (WILLEM, 1996), pdgina 13, Theorem 1.15. O
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A Equacao de Schrodinger Nao Linear

Nesse capitulo trataremos da equacao ndo linear de Schrodinger
iu; + Au = f(u,u, Du, Du) (1.1)

onde u : RxRY — C é uma funcdo admitindo valores complexos, ¢ € um nimero real, x é
um vetor em R¢, onde d > 1 e f é uma fungio ndo linear, a priori, arbitraria. Na maior parte
deste capitulo nos restringimos a estudar a equacao de Schrodinger com uma nao linearidade do
tipo polinomial, isto é, f(u) = —|u|”~'u onde p € R é tal que p > 1. Desse modo, nossa nio

linearidade ndo depende das derivadas espaciais da fungdo a se determinar.

Serd possivel perceber que no decorrer desse texto alguns resultados apresentados podem
ser generalizados a ndo linearidades de outros tipos. Para mais informa¢des recomendamos ver
(CAZENAVE, 2003), capitulo 4, padgina 83 para mais exemplos.

1.1 O Problema de Cauchy

Esta secdo serd dedicada a fornecer resultados acerca do problema de Cauchy, também

chamado de problema de valor inicial (PVI), associado a equagdo (1.1),

iy +Au+ulPlu=0, (t,x) e RxR?

(1.2)
u(0,x) = ug(x), xeR4

Para podermos trabalhar de maneira concisa, € conveniente definirmos o que significaré

para nés o problema (1.2) ser bem colocado, ou semelhantemente, bem posto.

Definicao 1.1. Dizemos que o problema de Cauchy (1.2) é localmente bem posto, se para

qualquer que seja ug € H' (RY), existe T > 0 e uma tinica fungdo u tal que

1. u é solucao de (1.2);
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2. ueC([-T,T); H' (R?)) ;
3. Se (uglnen € H Y(RY) é uma sequéncia de funcées tal que
Uy — ug, em Hl(Rd),

entdo
u" — u em C([-T, T];Hl(Rd)),

onde u" é a solugao de (1.2), com u"(0) = ug para todo n € N.

Se as trés propriedades acima sdo satisfeitas para todo T > 0, vamos dizer que o problema de

Cauchy (1.2) é globalmente bem posto.

Muitas das propriedades fisicas advindas do modelo sdo de extrema importancia para um
estudo matematico rigoroso, por isso € importante observar as quantidades que sdo preservadas

ao longo do fluxo da equagdo. A primeira delas, que chamaremos de massa (ou carga) é dada por

1
M (u(®)) = ()7 ga. (1.3)

A segunda quantidade conservada € a Energia do sistema

1 1
E (1) = 10 gy = g IO (14)

Finalmente, temos a terceira quantidade conservada, o Momento

Ou(r)) = Im /Rd u(£) V() dx. (1.5)

Para nos beneficiarmos dessas quantidades conservadas, é natural procurarmos solugdes de (1.2)
em espacos funcionais onde essas quantidades estdo bem definidas. Por tanto escolhemos como
conjunto natural para analisar nossas solucdes o espaco de Sobolev H!(R?) e restringiremos p
ao intervalo critico, para obtermos o mergulho continuo de H'(R¢) em LP*!(RY), isto é
4
l<p<l+55% se d=z3,

1 <p<+o0 se d=1,2.

Com tais condicoes, obtemos os seguintes resultados, que dizem respeito a boa colocagao do
problema de Cauchy (1.2).

Teorema 1.1. Sejal < p <1+ % sed>3el < p <+oosed=1,2. Para toda aplicacdo
uy € H'(R?), existe uma vinica solucdo maximal u de (1.2), com Tpip, € [—00,0) € Tppax € (0, +00]

tal que u(0) = ugp e
u € C((Tnin, Tmax); H' (Rd)) N Cl ((Tonins Tnax); H! (Rd))~
Além disso, obtemos as conservagoes de massa, energia e momento. Isto é

M(u(t)) = M(uo), E(u(t)) = E(uo) e Q(u(t)) = Q(uo).
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Demonstracao: Ver (LINARES; PONCE, 2015), pagina 103, Theorem 5.4 . m]

Desse modo, para podermos fazer uso do Teorema 1.1, daqui em diante ficard subentendido

quel<p<1+£sed230uentﬁol<p<+oocasod:1,2.

O resultado seguinte nos fornece algumas alternativas para que a solug¢do obtida em 1.1

admita explosdo (Blow-up) em tempo finito .

Corolario 1.1. (Alternativas de explosdo) Sejam 1 < p < 1+ ﬁ sed>3el <p <400
sed=1,2uye H(RY) eu € CU(Tpins Tnar); H' (RY) N C'((Trins Tnax): H- (R?Y)) a dinica
solugdo de (1.2) obtida no Teorema 1.1 com u(0) = ug. Entdo obtemos as seguintes alternativas
de Explosao (blow-up):

= +o00.

® Se Tyax < +00 entdo t lim ||Vu(t)||L2(Rd)

max

o Se Tyin > —o0 entdo lim ||Vu(7)||?

min

[2(Rd) = T
Demonstracao: Ver (CAZENAVE, 2003), pagina 185, Theorem 6.5.4 e também pégina 188,
Remark 6.5.9 para mais detalhes. O

Observando com aten¢do o Teorema 1.1 € natural se perguntar se € possivel existir
circunstancias as quais podemos obter uma solucao de carater global para (1.2). A proposicao

seguinte nos fornece uma resposta para essa questao.

Proposicao 1.1. Sel <p <1+ %, entdo (1.2) é globalmente bem colocada, isto é, para toda

solugdo u obtida no Teorema 1.1 temos

Tpin = =00 e Tyay = +00.

Demonstracao: Para realizar a demonstragcao desse fato, relembremos a famosa desigualdade de

Gagliardo-Nirenberg, isto €, existe uma constante C > 0 tal que, para todov € H 1 (Rd) tem-se

1
||v||p+ C”VV”LZ(Rd)” ”Lz(Rd)

Lp+l (Rd) (1.6)

Sabendo disso, consideremos 1 < p < 1 + % e u a solugdo de (1.2) obtida no Teorema 1.1.
Realizaremos a prova da Proposic@o 1.1 por um argumento de contradi¢do. Com isso, suponha

sem perda de generalidade que 7,,,,x < +00. Dessa forma obtemos que

lim || Vu(1)]l;

max

L2(rd) = T

Por (1.6), temos que
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1
E (1)) = 311900 22 g - IO ey

1 d(p=1) p1-4@=D
”Vu(t)llLZ Rd) C||Vu(t)||L2(Rd) ” (t)llLZ(Rd)

Tendo em vista a propriedade de conserva¢do de energia, obtemos

IVu(o)ll;

dlp-D) o
”Vu(l)”LZ(Rd) < C’ (17)

L2(R9) (
para todo ¢ € (Tyin, Tinax). Porém, como por hipétese p < 1 + %, obtemos que @ -2<0.
Porém [|Vu(1) |2, 5.

de maneira similar para 7,,;, > —o0, o resultado segue. O

— +oo quando ¢ se aproxima de 7}, 0 que contradiz (1.7). Argumentando

A proposicdo seguinte nos dd uma condicdo suficiente para a explosdo em tempo finito.
Proposicao 1.2. Assuma que 1 + % <p<l+ ﬁ e seja ug € H' (RY), tal que
Ixlug € L2(RY) e E(ug) <O.

Entdo a solugdo u obtida no Teorema 1.1 correspondente ao dado inicial ug admite explosdo em

tempo finito, para tempos positivo e negativo, isto é

Toin > —00 e Tyux < +00.

Para demonstrar a Proposicao 1.2, necessitaremos do seguinte resultado, conhecido na

literatura como Identidade Virial.

Teorema 1.2. (Identidade Virial): Seja ug € H' (R?), tal que |x|ug € L*(RY) e sejam u a solucdo
de (1.2) correspondente a ug. Entdo |x|u(t) € L>(R?) para todo t € (Tyin, Tynax) € a fungdo

Uit ||xu(t)||L2 (&) é de classe C? e satisfaz,

Y'(t) = 43m / u(t)x - Vu(t)dx,
Rd
w” (1) = 8P(u(t))

onde a aplicacdo P é dada por,

dip-1)

1
L2@®) T 3+ 1) ——=|vlI"} , ondev e H'(RY).

P(v) = Vv P

O termo virial advém da sua analogia com o Teorema Virial da mecanica classica.
Omitiremos a demonstracao desse resultado. Porém uma demonstracdo rigorosa pode ser vista
em (GLASSEY, 1977), pagina 1794, Lemma 1.
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Demonstracao da Proposicao 1.2: Primeiramente, observe que

4—-d(p-1)

+1
e O,

P(u(1)) = 2E(u(1)) + T

Desde que p > 1+ 3 | temos que

()%

4-d(p-1)
+ Lp+l(Rd)

P(u(1)) = 2E(u(r)) + ;(p 5
< 2E(u(t))

= 2E(uo)

<0,

para todo t € (Tyin, Tinax). Desse modo, segue pelo Teorema 1.2 (Identidade Virial) que

d2
ﬁ”xu(t)”iZ(Rd) < 16E(ug) VYt € (Thin, Tnax),

e integrando duas vezes em relacdo ao tempo obtemos

lxu()1172 gy < 8E (uo)t* + (4Sm / o Vuo)dx) 4 ol - (1.8)
R

Note que o lado direito de (1.8) se trata de um polindmio de segundo grau em ¢, cujo coeficiente

lider é 8E (up) < 0. Isso nos diz que se pudéssemos considerar |¢| suficientemente grande, o lado

2

direito de (1.8) se tornaria negativo, contradizendo ||xu(z)|| (R4

> 0. Isso implica que

Toin > —00 € Tyue < +00,

conforme queriamos demonstrar. O

1.2 A Equacio de Schrodinger Estacionaria
Nossa meta daqui em diante € estudar solucdes da equagdo (1.2) da forma
u(x,1) = " p(x) (1.9)

comw € Re ¢ : RY —s R, a priori, uma fungio real. Perceba que substituindo (1.9) em (1.2),
obtemos
i, D+ Aux, 1) + |u(x, 1P u(x, 1) = i (e“"o(x)), + A (e p(x)) + |(e" () [P~ (e p(x))
=i (fwe' o(x)) + ¢ Ap(x) + (D)7~ (¢ (x))
= = (=g () + wp(x) - eI p(x)

Ora, perceba que para (1.9) seja de fato uma solucao de (1.2), a funcdo real ¢ deve satisfazer

uma determina relagdo, o que motiva a seguinte definicao.
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Definicao 1.2. Uma onda estacionaria (ou soliton) para a equagao (1.2) é uma solucdo da forma

e"“'o(x) com w € R e ¢ satisfazendo a seguinte equagao eliptica

—Ap +wy —|¢|P o =0,

(1.10)
¢ € H'(R?) \ {0}.

A equagdo (1.10) € conhecida como Equacdo de Schrodinger Estaciondria Nao-Linear.
Solugdes de (1.2) com tais caracteristicas fazem parte de uma classe mais geral de solucdes que
surgem em diversos problemas envolvendo equacdes dispersivas ndo lineares. Podemos citar

como exemplo as equagdes de Korteweg-de Vries (KdV), Klein-Gordon e Kadomtsev-Petviashvili.

Existem na literatura vdrias técnicas desenvolvidas para o estudo da existéncia de solugcdes
para problemas do tipo (1.10). Nessa secao nos concentraremos apenas em encontrar solucdes

por meio de métodos variacionais. Para isso, definimos um funcional S : H!(R?) — R dado por

! 1
S0 =3 / Vv dy+ 3 / v dr - —— / [v ()P,
2 R4 2 R4 p+1 R4

1 w
= _|IV 2 + = 2
N1 gy + S 101

1
1) pr v e H'(RY). (1.11)

1
L2(R9) - m”v”LP“(Rd)’

O funcional S definido acima € usualmente chamado de Funcional de A¢do. O funcional de agdo
assim definido é tal que S € C2(H'(R9),R) e para v € H'(R?) temos pelos resultados da secio

1.2 que a derivada no sentido de Fréchet de S em v € dada por
1 1
(§'(v), h) = —2/ Vv(x)Vh(x)dx + g2‘/ v(x)h(x)dx - ——(p + l)/ v ()P~ v (x) h(x)dx
2 R4 2 R4 p+ 1 R4
=/ Vv(x)Vh(x) dx+w/ v(x)h(x) dx—/ lv(x) [P~ (x)h(x) dx
R R4 R4
= / —Av(x)h(x) dx + w/ v(x)h(x) dx — / lv(x) [P~y (x) h(x) dx
R R4 R4
= / (—Av +wv — |v|p_1v) (x)h(x)dx.
R4
com h € H'(RY). Assim, pela unicidade

S'(v) = =Av + wv — |v[P~ 1. (1.12)

Ora, perceba que (1.12) nos permite dizer que encontrar solugdes de (1.10) € equivalente

a encontrar pontos criticos ndo triviais para o funcional S.

Baseado nisso, estd sec¢do serd dividida da seguinte maneira: Primeiro, mostraremos que
se a equagdo (1.10) admite solugdes, essas sdo suficientemente regulares, possuem decaimento
exponencial e satisfazem algumas identidades funcionais. Em seguida, provaremos a existéncia de
um ponto critico ndo trivial de S. Para finalizar, obteremos diversas caracterizagdes variacionais

para algumas solugdes especiais de (1.10).
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1.2.1 Resultados Preliminares

Antes de estudar a existéncia de solu¢des para (1.10), € conveniente provar que se tais

solucdes existem, elas gozam de certas propriedades especiais.

Proposicio 1.3. Seja w > 0. Se ¢ € H' (R?) satisfaz (1.10), entdo

(1) ¢ € W3 (R?) para todo r € [2,+00), em particular ¢ € C*(R?) (Regularidade);

(1) Existe & > 0 tal que e°™ (|| + |V¢|) € L*(RY) (Decaimento exponencial).

Demonstra c¢ao: O item (/) segue de um argumento de Bootstrap, usualmente utilizado na Teoria
de regularidade eliptica (veja (EVANS, 2010), pagina 487 para mais detalhes). Desse modo,
apenas indicaremos como iniciar tal argumento, e indicamos o leitor ver (CAZENAVE, 2003),
pagina 256, Theorem 8.1.1 para detalhes mais formais. Assim, suponhamos que ¢ € L9(R%)
para algum g > p. Como |¢| = (|¢|?)? = (|¢|P~!|¢|)? temos que |o|P~'¢ € L7 (R?) e como
© satisfaz

~Ag = |p|" o — we, (1.13)

temos
4 q _ a4 _ 1
/ |90xl-lpdxg/ |A<P|"dx:/ lel” o — welrdx = [lglP o —well”, < +oo,
R4 R4 R4 La (R

para qualquer que sejai = 1,...,d, assim ¢ € W2’§(Rd). Escolhendo g € (p,+) sed =1,2
e q = =5 se d > 3 e repetindo o argumento anterior de maneira recursiva, obteremos (em
um nimero finito de passos) que ¢ € W' (R?) para qualquer r € [2, +c0). Isso implica que
lo|P~lo € WL (RY), para todo r € [2, +00). Seguindo assim de (1.13) que ¢ € W3 (R?) sempre

que r € [2,+00), 0 que prova (1).

Para (1), assumiremos que ¢ é uma solucdo radial (i.e, ¢(x) = ¢(|x|), para alguma funcio
real ¢ : R — R). Para o caso nao radial, pedimos novamente que o leitor consulte (CAZENAVE,
2003), pagina 256, Theorem 8.1.1. Desse modo, se ¢ € uma func¢ao radial, temos que

d-1
r

’

Q.

A(p — ‘70” _

Substituindo em (1.10) obtemos

d-1
—¢" + ( - ) ¢ +wp— el o =0.
Com isso, o decaimento exponencial para ¢ segue diretamente da teoria cldssica para equacdes

diferenciais ordindrias de segunda ordem. O

Lema 1.1. Se ¢ € H'(R?) é uma solucdo para a equagdo (1.10), entdo valem as seguintes
identidades

1

IV@IZ gy + @ll72 g0y = 1211701 ) = O, (1.14)
d(p 1) p+1

IVl za) 2 +1)II I oot gy =0 (1.15)
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Demonstraciio: Seja ¢ € H'(R?) solucio de (1.10). Multiplicando (1.10) por % e integrando

—/ A¢¢dx+w/ |g0|2dx—/ llPdx = 0.
Rd Rd Rd

Por meio de uma integracao por partes no primeiro termo, obtemos

/|V90|2dx+w/ |g0|2dx—/ lo|Pdx =0
R4 R4 R4

o que mostra (1.14). Para mostrar (1.15), relembremos o funcional de classe C 2 definido no inicio

sobre R? obtemos

dessa secao

Py e HY(RY). (1.16)

S(v) = ”VV”LZ(Rd) ”v”LZ(Rd) P+l — |l ||Lp+l(Rd)

Para A > 0, seja ¢;(-) := 19/%¢(1-). Com isso, temos

IIVsmlliz(Rd)=/Rdﬂd|Vso(ﬂx)|2dx:/ Ve Pdy = 2IVell}s ga-

d( 1)
De maneira similar, obtemos |12, o) = 1912 ) € 1eall/mss ) = A5 N@II72 - Desse
modo, substituindo em (1.16), obtemos
d(p-1)
A2 w T 1
S(pa) = ?”V‘P”iz(Rd) + El|90||]%2(Rd) - ﬁ”(p”i:H(Rd)’ (1.17)
e assim a( 3
e p p+1
a/lS(QDﬂ)LI ”VSD”LZ(Rd) 2( + 1) ” ||Lp+](Rd)' (118)
Por outro lado
0 dpa
—S ={(S(p), — , 1.19
a/l (‘70/1)|/l:1 < (90) 6/1 |/1_l> ( )

e usando o fato de que ¢ € solugdo de (1.10), temos que S’'(¢) = 0, assim por (1.18) e (1.19)
obtemos que

0 _ 2 dip—1), " ps
ﬁs(‘p/l)h:l - ”VQO”LZ(Rd) 2( n 1) ” ||Lp+](Rd) 0.
0 que mostra (1.15). O
O conjunto definido como sendo
1
fv e H®RY) 1w # 0,191, gy + 0l sz = IVIZEL ) = O} (1.20)

€ usualmente conhecido na literatura como variedade de Nehari, consulte (BADIALE; SERRA,

2011), pagina 59, secdo 2.3.2 para mais detalhes e aplicacdes.

Do Lema 1.1, obtemos facilmente uma condi¢do necessdria para a existéncia de solug¢des
para (1.10).
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Corolario 1.2. Seja w < 0. Entdo a equagao (1.10) ndo admite solucdo.

Demonstracao: Para provar tal resultado, usaremos um argumento de contradi¢io, ou seja,
suponha w < 0 e ¢ € H'(R?) \ {0} solucdo de (1.10). Subtraindo a identidade (1.15) de (1.14),
obtemos que ¢ satisfaz

(d-2)p-(d+2)
2(p+1)

Comop < 1+ ﬁ casod >3 ep <+ sed = 1,2, segue que o lado esquerdo de (1.21) é

1
IO gy = =@l Pl g (1.21)

negativo para qualquer que seja d > 3. Como assumimos que w < 0, o lado direito de (1.21) é

sempre nao negativo, resultando assim em uma contradi¢ao. O

1.2.2 Existéncia de Solucoes

Teremos como objetivo central nessa secdo, mostrar o proximo resultado, que diz respeito

a existéncia de pontos criticos ndo triviais para S.

Teorema 1.3. A equacdo (1.10) admite solucdo, isto é, o funcional S : H' (RY) —s R definido

em (1.11) admite um ponto critico ndo trivial ¢,,.

Como o funcional § € claramente ilimitado, tanto inferiormente quanto superiormente
nao € possivel encontrar um ponto critico simplesmente por uma técnica de minimizacao ou
maximizag¢do global. Por isso, apresentaremos uma aproximacao diferente, baseada no Teorema
0.13 (Teorema do Passo da Montanha) enunciado no inicio desse trabalho, e inspirado pelo
trabalho de (JEANJEAN, 1999). Primeiramente provaremos que o funcional S possui a geometria
do passo da montanha, assim existe uma sequéncia de Palais-Smale para este nivel, que converge
fracamente, em H'(R?), para um ponto critico de S. Assim, provando que essa sequéncia "nio
se anula” em um certo sentido e tirando vantagem das simetrias advindas da equacdo (1.10)

garantimos a existéncia de um ponto critico nao trivial para S.

Para prosseguir, motivados pelo Teorema 0.13 (Teorema do Passo da Montanha) definire-

mos o nivel critico (ou valor critico) para S como sendo

= inf S 1.22
¢ = inf max (y(5)) (1.22)

onde o conjunto dos caminhos admissiveis I" é definido como
I:={yeC(0,1],H'(RY)):y(0)=0 e S(y(1)) <0}, (1.23)

Lema 1.2. O funcional S possui a geometria do passo da montanha, isto é, c > 0 el # (.
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Demonstracio: Sejav € H'(R?) \ {0}. Entdo, para todo s > 0

||p+1

||SV|| Ll’*l(Rd)

1
S(sv) = SNV gy + 5

LZ(Rd) p + 1 ||SV
2
p+1

S w A}
||VV||L2 Rd) B ”V”LZ(Rd) - m”v”Ll’“(Rd)

2

2 ! +1
— (vl

= 5 (19910 + IV ) = - IV

Desse modo, para s suficientemente grande temos que S(sv) < 0. Assim, seja C > 0 de forma
que S(Cv) < 0. Com isso defina

y: [0,1] — H'(RY)
s — y(s) := Csv.

Temos 7y assim definida € tal que
vy € C([0, 1]; H' (RY));

*y(0)=0

* S(y(1)) =8(Cv) <0,

assim y € I', implicando em I" # (). Agora, podemos ver que

+1
— vl

S0 = 5190 IV

2rd) T ||V||L2(Rd)

min {1, w}
> o (VW gy + ||v||L2(Rd))

min {1 w}
= ” ||L2(Rd)

p+1
1 ||v||Lp+l(Rd)

p+l1
1 ||v||Lp+1(Rd),

e pelo mergulho continuo de H'(R?) em LP*!(R¢), obtemos

min {1 w}

1
SO) 2 T Wy = = IV
Considere agora € > 0 suficientemente pequeno, de modo que
: 1, 2 C p+1
_ min (I, w)e~  Ce 0.

2 p+1

Entio, para qualquer v € H'(R¢) com IVllg1 (ray < &, teremos S(v) > 0. Isso nos diz que para
qualquer que seja y € I' teremos ||y (1)||g1(ray > & (tendo em vista que S(y(1)) < 0) e pela
continuidade de vy, existe s, € [0, 1] tal que

Y (sy) |1 ray = €.
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Deste modo

Qﬁﬁﬂﬂ@)kﬂﬂw»26>0

assim

= inf S > 6> 0.
¢ = Inf max (y(s)

O

Coroldrio 1.3. Existe uma sequéncia de Palais-Smale (u,)nery € H'(R?) para o funcional S no
nivel critico c, isto é

S(u,) —c e S'(u,) — 0,

quando n — +oo.

1
2n

montanha). Assim temos que existe (i, ),eny € H' (R?) tal que

Demonstracao: De fato, considere I = S e tome € = 5- no Teorema (.13 (Teorema do passo da

1 1
c——<S(uy) <c+ -
n n

1
18" (un) |1 (rety < pe

para todo n € N. Fazendo n — +o0, obtemos
Stu,) —c e S(u,) — 0.

Logo (uy)nen € a sequéncia de Palais-Smale procurada. O

Para encontrar um ponto critico para S, teremos duas etapas: primeiro, provaremos que
a sequéncia (u,),en dada pelo Corolario 1.3 ndo se anula seguindo a terminologia da teoria
de concentracdo de compacidade de Lions, que serd comentada posteriormente. Em seguida,
provaremos que (i, )nen converge fracamente, em H' (R¢), para um ponto critico ndo trivial de
S. Para provar a primeira etapa, precisaremos do seguinte resultado auxiliar, o qual se trata de

uma espécie de teorema do tipo mergulho de Sobolev.

Lema 1.3. Seja R > 0. Entdo existem a > 0 e C > 0 tal que para qualquer v € H'(R?), temos

1
||V||p+ Lpay S C
LP+ (R4) yens

(07
sup [ | b1 e (124)
Bgr(y)

Demonstraciio: Comecemos considerando uma decomposi¢io do R? em cubos abertos. Assim,

seja (Qx)ken uma sequéncia de cubos disjuntos de R4, de mesmo volume e satisfazendo
T _nd
UkenQr = R%.

Além disso, pediremos que para cada k € N, exista y; € R? tal que Q; € Bg(yx). Pela
desigualdade de Holder e o mergulho continuo de H'(Qy) em LP*1(Q;) (ver (EVANS, 2010),
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pagina 286, Theorem 1) existe C > 0 que independente da escolha de k (de fato, pois tal constante
depende somente do volume de Qy, que sdo iguais para todo k € N) tal que paratodo v € H'(R?)

tem-se

[0
p+l _ p+l 2 2 2
VI ) = /Q A dxsc( /Q W dx) OLGRTRES

d _d=2
p+l1 2

@ @
P ey < C / 2d / Vo2 + v} dx = C / 2d 2
VIt gay < (ilelg o [v[“dx Rd(l V[T [v[)dx P, vlFdx ) [Vl gay-

Sabendo que Q; C Bg(yx) paratodo k € N, o resultado segue. O

onde a = casod >3 ea =1casod =1,2. Realizando a soma sobre k € N temos

Proposicao 1.4. A sequéncia de Palais-Smale obtida no Coroldrio 1.3 ndo se anula no seguinte

sentido: Existem & > 0, R > 0 e uma sequéncia (y,)nen € R? tal que para todo n € N temos

/ lup|?dx > &. (1.25)
BR(Yn)

Demonstracao: Usaremos um argumento de contradicdo. Suponha que para todo R > 0 temos

lim sup / lun|?dx = 0. (1.26)
Br(y)

S
n—+eo  pd

Seja & > 0, por (1.26) temos para n suficientemente grande

sup / lun|?dx < &.
yeRd J B (y)

Assim, pelo Lema 1.3, para n suficientemente grande obtemos

1 2 w 2 1 P+1
$(un) = 31V + 5 Wl gy = el
min {1, w} 1
> (Vi + Nl ) =l
min {1, w} )
= D € ”un”Hl(Rd)'

Consequentemente, tomando & < %1“’} e como S(uy,) é limitado pelo Corolério 1.3 obtemos

que (u,),en € uma sequéncia limitada em H'(R9) assim
(8" (un), un) < IS"(un) e metyy- Netnll gty < CIS” n) a1 ety
como (uy),en € uma sequéncia de Palais-Smale e S’ (u,,) — 0 pelo Corolario 1.3, obtemos
lim (S"(u,),u,) =0. (1.27)
n—+co

Usando o Lema 1.3 e a relacdo (1.26) temos

+1
p 0’

nl_l)r_'l:loo ”l/tn ||Lp+1(Rd) =
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e desse modo

S(un) — = <S (Un), up) = —

1
s luall?,

Lol Ry 0 quando n — +oco.

( )

Porém, por (1.27) e sabendo que (u,),en € uma sequéncia de Palais-Smale obtemos

hm S(uy,) — % (8" (un),uy)| =c.

n—+
Pela unicidade do limite concluimos que ¢ = 0, o que € um absurdo pelo Lema 1.2. O

Com essas ferramentas estamos prontos para realizar a demonstragdo do resultado

principal dessa se¢do.

Demonstracao do Teorema 1.3: Defina

Vi = un (- +yn),

onde a sequéncia (u,),en € dada pelo Corolario 1.3 e a sequéncia (y,),en € fornecida pela

Proposi¢do 1.4. Como S € invariante por translacdes no espaco temos

lim S(v,)=c e lirP S (vy) =0, (1.28)

n—+o0o
ou seja, (v, )uen € uma sequéncia de Palais-Smale pra o funcional S no nivel critico c¢. Desde
que (i, )nen € limitada em H' (RY), temos que (v,)pen também o é. Como H' (R?) é um espago
de Hilbert, existe v € H'(R?) de modo que (v,),en converge (passando pra uma subsequéncia
caso necessdrio) fracamente em H' (R?). Primeiramente perceba que v # 0, pois caso contrario
teriamos

c= lim S(v,) =

n—+0oo

o que € um absurdo. De (1.28) temos que
S'(v) = lirP S'(vy) =0

Em outras palavras v € um ponto critico para S. Para mostrar que v # 0 observemos que o
mergulho H' (Bg(0)) em L? (Bg(0)) é compacto (ver (EVANS, 2010), pagina 286, Theorem 1),

logo (1.25) nos fornece a ndo trivialidade de v e tomando ¢, := v o resultado segue. O

Corolario 1.4. O ponto critico ¢, estd sob o nivel critico c, isto é, S(¢,,) < c.

Demonstracao: Sabendo que S’ (¢,,) = 0 temos

S(¢0) = S() - # (S (60). 00

P -
—2( = (|| Colltagaa) + ©l@oltagga)
p—1
< 50y it (1971 gy + 0l e

1
< liminf (S(vn) - ——(8"(vn), Vn>) ,
n—+oo p+ 1
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pois v, = ¢, em H' (R?) e (S’ (v,), v,) — 0 quando n — +oo, pois (S’ (uy), u,) — 0 quando
n — +oo por (1.27). Desse modo, segue por (1.28) que

1
S(¢y) < liminf [S(v,) — ——(S"(vp),va) | = c.
ik P+l

1.2.3 Caracterizacoes Variacionais

Alguns tipos de solugdes da equagdo estaciondria (1.10) possuem um interesse particular,

como por exemplo as solucdes do tipo ground state, a qual serd definida no que segue.

Definicao 1.3. Uma solugdo ¢ da equacdo (1.10) é dita ser um ground state ou estado fundamental,
quando S(¢) < S(v) para toda solugdo v de (1.10). Definimos também o nivel de menor energia
como sendo

m :=inf{S(v) : v é solucdo da equacdo (1.10)}. (1.29)

E importante também definirmos o conjunto de todos estados fundamentais como sendo

G = {v e H'(RY) : v é solugdo da equagio (1.10) e S(v) = m} . (1.30)

Ground states desempenham um papel muito importante na teoria acerca da equacao ndo
linear de Schrodinger. Em particular, no caso critico p = 1+ %, elas aparecem como um caminho
essencial para derivacdo de resultados acerca de existéncia global e na descri¢ao de fendmenos

de explosdo. Para mais informac¢des recomendamos ver o trabalho de (WEINSTEIN, 1982/83).

A seguir provaremos que a solucao ¢, de (1.10) obtida do Teorema 1.3 é um ground
state e ainda possui, em um certo sentido, um cardter minimizante para o funcional S, do qual
serd extremamente importante quando estivermos tratando de problemas de estabilidade. Mas

antes disso precisamos do seguinte lema auxiliar.

Lema 1.4. A seguinte desigualdade é sempre verdadeira:
c<d,
onde c é o nivel critico definido em (1.22) e { é dado por
£ =inf{S(v) : v € H' (RY) \ {0} e I(v) = 0}.
onde o funcional I : H'(RY) — R é dado por

1
1) 5= IV gy + 091 gy = IV -
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Demonstraciio: Sejav € H'(R?) \ {0} tal que I(v) = 0. A ideia é construir um caminho y € T,
cujo o funcional § atinge seu maximo sobre v em v. Ora, na demonstragao do Lema 1.2 foi visto

que existe C > 0 e um caminho y em H'(R?) definido como y(s) = Csv. Perceba que

1 1
p+1
S(sv) = 5||V<sv>||L2(Rd) S Iy = o IV
S p+l ]
2 ”VVHLZ Rd) ”v”LZ(Rd) + 1 ”Vlli:H(Rd)’
logo
8 D [J+1
_S(SV) = S”VV”LZ(Rd) + wsllvllLZ(Rd) s ||v||Lp+l(Rd)
Portanto, tomando s = 1 obtemos
1
||VV||L2 Rd) +(1)||V||L2 Rd) ||V||€:+1(Rd) = I(V) = O

e consequentemente
0
—S(sv) >0 se se(0,1),
os
0
—S(sv) <0 se se€(1,+0).
os
Mostrando assim que § atinge seu maximo sobre y em v, implicando em
c<S(v)
paratodo v € H'(R%) \ {0} com I(v) = 0. Daf, pela definicdo de valor minimo

c <.

Teorema 1.4. A solucdo ¢, de (1.10) é do tipo ground state e ainda satisfaz

S(pn) =m=c,

onde ¢ > 0 é dado em (1.22) e m é o nivel de menor energia definido em (1.29). Além disso, ¢,

é um minimizante do funcional S sobre a variedade de Nehari (1.20), isto é

¢ =S8(¢pw),

onde ( é fornecido no Lema 1.4.
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Demonstracao: Primeiramente, relembremos que o Coroldrio 1.4 nos garante

S(ew) <c,
e pelao Lema 1.4
c</{.

Agora, por (1.14) temos que qualquer solucdo da equacao (1.10) satisfaz 1(v) = 0, ou seja
{<m,
e como ¢, € solucdo de (1.10), segue da definicdo de nivel de menor energia que
m < S(¢y).
Reunindo todas desigualdades obtidas, inferimos que

S(pw) <c < <m<=<S(pw),

em outras palavras
S(pw) =c={=m,
o que finaliza a demonstracao. O

Observacao 1: Para ndo linearidades mais gerais, a igualdade entre o nivel critico e o nivel de
menor energia sempre ocorre. veja por exemplo JEANJEAN; TANAKA, 2003a), pdgina 462,
Theorem 1.1.

Observacio 2: E possivel descrever precisamente o conjunto G das solugdes ground states,

como sugere o seguinte resultado.
Teorema 1.5. Existe uma funcdo real, positiva, radial e decrescente ¥ € H'(R?) tal que
G={""Y(-—y):0eReyecR}.

Garantindo assim que solugcoes ground states sdo unicas a menos de translagoes e mudangas de

fase.

Indicaremos algumas referéncias para a prova do Teorema acima. Primeiro, uma prova
simples e geral de que qualquer ground state de valor complexo ¢ tem a forma ¢’ com 6 € R e
¢ um ground state real e positivo, foi recentemente apresentado em (CINGOLANI; JEANJEAN;
SECCHI, 2009). O fato de que todos os ground states reais positivos de (1.10) sdo radiais a menos
de translacdes foi provado pela primeira vez no trabalho (GIDAS; NI; NIRENBERG, 1979),
usando o método dos planos méveis. Alternativamente, o mesmo resultado pode ser deduzido
pelo método de Lopes fornecido em (LOPES, 1996), que se baseia em simetrizacdes em relagao
a hiperplanos adequadamente escolhidos, combinados com um teorema de continua¢do tnica.
Recentemente, (MARICS, 2009) desenvolveu um novo método que fornece uma prova mais
simples de simetria radial de ground states reais, sem sequer assumir, a priori, que eles sao
positivos. A unicidade decorre de um resultado de (KWONG, 1989).
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Dinamica de Ondas Estacionarias

Em 1844, o engenheiro civil John Scott Russell observava uma barcaga sendo puxada
por dois cavalos, um em cada margem do canal de Eddinburgh-Gaslow, na Escécia. De repente,
a embarcacao parou. A massa d’agua que esta arrastava, no entanto, continuou e foi perseguida
por Russel, a galope, com uma velocidade constante de aproximadamente quinze quildometros
por hora, por mais de trés quilometros. Foi dessa maneira que Russel observava pela primeira

vez as propriedades de estabilidade de ondas viajantes.

As secdes seguintes tem como objetivo formalizar tal conceito para o nosso caso e expor
resultados, métodos e critérios acerca da estabilidade e instabilidade desses fendmenos de carater

oscilatorio.

2.1 Sobre a Estabilidade

Do ponto de vista matemadtico, quando pensamos no conceito de estabilidade, € natural
pensarmos na estabilidade no sentido de Lyapunov, o qual tem por significado a dependéncia
continua e uniforme dos dados inicias, isto € , para qualquer € > 0 deve existir 6 > 0 tal que para
todo ug € H'(R?) satisfazendo

lluo — @l (may < 6
tem-se que

lu(t) = ¢ @l (ray < &,

onde u € a solu¢do maximal de (1.2) com u(0) = ug e t um valor qualquer no intervalo de solu¢io
(Tmins Tmax). Com essa defini¢do, todas as ondas estacionarias sdo instdveis, e o principal motivo
para isso € que a equagdo (1.2) admite simetrias, como transla¢des e invariancia por mudancgas

de fase. Assim, se u = u(x, 1) é solugio de (1.2), entdio para todo § € R e y € R? temos que

eu(-,--y)
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¢ também uma solucdo de (1.2). Em um certo sentido, a equagdo nio é capaz de descrever
precisamente o comportamento de suas solucdes no sentido de translagdes e mudangas de
fase. Por isso precisamos definir um conceito de estabilidade mais preciso, tendo em mente a

estabilidade no sentido de Lyapunov, porém levando em consideragdo as simetrias da equagao.

E importante observarmos que em uma defini¢iio consistente de estabilidade para ondas

estacionarias, temos que:
(i) Translagcoes espaciais sdo necessarias: De fato, para uma soluciao ¢ de (1.10), e > O e
y € S1(RY) seja ¢, := '®*Y¢(x). Entdo, temos que
ue(t,x) := €FVY7E 1 o (x — Dgty),

é solucdo para a equagio (1.2) com dado inicial ¢,. Perceba que ¢, — ¢ em H!(R?) se

g — 0. Porém para qualquer € > 0

sup Inf [lus (1) — e ol ray = 2|l (ra)-

(ii) Mudancas de fase também sdo necessdrias: De fato, para uma solucdo ¢ de (1.10)e & > 0
seja g == (1 + s)lﬁgo ((1 + 8)%)6). Observe que ¢, € solucdo de (1.10) onde o valor w é
representado por w(1 + &) e é simples verificar (por unicidade) que a solucéo para (1.2)

com dado inicial ¢, € dada por

ue(t,x) = € (14 £) 7T ((1 + s)%x) :

Note que ¢, — ¢ em H'(RY) se £¢ — 0. Porém

sup inf [[ug(?) = o(- = Y)lgiway = ll@llgiway, Ve > 0.
teR yeRY

Tendo isso em mente, podemos vir a definir de maneira consistente o conceito de estabilidade

orbital.

Definicdo 2.1. Seja ¢ uma solucdo de (1.10). A onda estacionaria e'“" ¢(x) é dita orbitalmente

estdvel se para todo € > 0 existe 6 > 0 que cumpre a seguinte condicdo: se uy € H'(RY) satisfaz
luo — @llg (ray <6,
entdo a solugcdo maximal u(t) de (1.2) com u(0) = ug, existe paratodot € R e
sup inf inf |lu(r) — (- — <e.
sup inf inf, l|lu(z) o= Vg ra)

Caso contrario, diremos que a onda estacionaria é orbitalmente instavel.
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Perceba que com essa defini¢do, problemas como (i) e (ii) ndo podem ocorrer. Além
disso, se considerarmos solucdes de (1.2) em subespacos de H! (R?) constituidos de funcdes
radiais, ndo podem ocorrer translagdes espaciais, e portanto podemos omitir tal exigéncia na
Definicdo 2.1.

Essa secao tem como principal objetivo a demonstracao do seguinte resultado.

Teorema 2.1. Seja ¢ um ground state para a equagdo (1.10). Se 1 < p < 1+ 2, entdo a onda

estacionaria e'“' ¢(x) é orbitalmente estavel.

Basearemos nosso estudo da estabilidade de ground states no trabalho de (COZ, 2009). E
importante frisarmos que o intervalo dado para p > 1 € 6timo, pois veremos na se¢do seguinte que
sep>1+ % entdo a onda estacionaria deve ser instdvel. Além disso, observe que o Teorema 2.1
diz respeito somente a ondas estacionarias correspondentes a ground states, exceto quando d = 1,
onde todas solugdes de (1.10) sdo ground states (veja (CAZENAVE, 2003), pagina 269, Remark
8.1.16). Descrever o comportamento de outros tipos de ondas estacionarias sobre pertubacoes
ainda € um problema em aberto, consulte (GRILLAKIS, 1988), (TODOROVA, 2004) e suas

referéncias para possiveis detalhes.

2.1.1 O Método de Estabilidade Classico

O método de estabilidade classico ou entdo método de Grillakis-Shatah-Strauss, como foi
dito anteriormente, € uma poderosa ferramenta para obtencao de resultados acerca de estabilidade
e instabilidade. Os resultados obtidos nos renomados artigos de (GRILLAKIS; SHATAH;
STRAUSS, 1987) e (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1990) dizem a grosso modo o seguinte:
Se considerarmos uma familia (¢,,)ycr de solugdes da equacdo estaciondria (1.10), a onda
iwt

estacionaria e'“’ ¢, (x) € estavel se

0
o llgolz gy > 0 2.1)

e instavel se 5
—l@ull?> gy <0 (2.2)
Ow (R9)

desde que algumas condigdes sobre o espectro do operador linearizado S” (¢,,) sejam satisfeitas.
Condigdes do tipo (2.1) e (2.2), podem ser facilmente verificadas quando a equagado estaciondria
associada ao problema admite um tipo de invariancia por scalling, o que € o nosso caso. Porém,

em tais situagdes, a principal dificuldade estd em lidar com as condicdes espectrais.

Embora esse capitulo esteja restrita ao estudo da equagdo ndo linear de Schrodinger, onde
anao linearidade € do tipo polinomial, nosso objetivo € fornecer métodos que podem ser aplicados
em situacdes bastante gerais. Por isso apresentaremos a prova do Teorema 2.1 utilizando um
critério de estabilidade bastante sofisticado. Mas antes de apresentd-lo, precisaremos estabelecer

alguns conceitos e resultados que nos auxiliaram adiante.
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Desse modo, para uma solucdo ¢ da equacgdo (1.10), definiremos a vizinhanca tubular

com tamanho & > 0 em H'(R?) como sendo conjunto
Us(p) = {v e H'®RY) . inf [*v(- = 3) = gl sa) < e},
AeR,yeR4

Lema 2.1. Seja ¢ solugdo de (1.10). Entdo, para todo 6 > 0 existe € > 0 tal que se para 6 € R e
y € R¥ temos

le?o(- = y) = @ll2ray < &,
entdo ||(0,y)|| < 6. Aqui, || - || denota a norma no espaco (R/2rZ) x R

Demonstracao: Considere 6 > 0 e assuma que para cada n € N, existe (6,, y,) de tal forma que

e ) ~ el <+
porém
(@, yu)ll > 6.
Assim temos que, passando a uma subsequéncia se necessdrio, /% ¢(- — y,) — ¢ quando
n — +oo. Suponha que (y,)qen € uma sequéncia ilimitada. Assim, |y,| — +co (passando a uma
subsequéncia caso seja necessdrio), mas pelo decaimento exponencial de ¢, temos que para
qualquer que seja x € R?

e p(x+yn) = 0,

contradizendo o fato que ¢ ndo € identicamente nula. Desta forma, (y,),cn deve ser limitada
e portanto admite uma subsequéncia que converge para algum y € R¢. Desde que 6,, pode ser
escolhido no intervalo [0, 277), nés temos também que 6,, — 6, onde 6 € [0, 27). Por hipétese,
temos

10, 9]l =6 >0, (2.3)

e para todo x € R4
eo(x+y) = p(x). (2.4)
Agora seja xg tal que ¢(xg) # 0. Se y # 0, entdo

in6

lim " ¢(xo +ny) = ¢(xo) # 0,

n—+0o
o que contradiz o decaimento de ¢. Desse modo, obrigatoriamente y = 0 o que implica

imediatamente que 6 = 0, o qual € uma contradicao com (2.3). O

Lema 2.2. Seja ¢ uma solucdo da equacao (1.10). Entdo existe € > 0 e duas funcoes o

Us(¢) — ReY : Us(@) — RY de tal forma que, para todo v € Uy (@) tem-se
e =Y (V) = @llp2ray = inf_ [€v(- = ¥) = @llz2ra)-
AeR,yeR4
Além disso, a funcdo & = ¢'Vy(- — Y (v)) satisfaz
. 0
(f’ 190)2 = (69 a_go) = Oa (25)
Xjila

J
para todo j =1, ...,d.
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Demonstracao: Por simplicidade, mas sem perda de generalidade, vamos assumir que ¢ € uma
fungio real e radial. Considere @ : R x R x H'(RY) — R, dada por

-i6

1. . 1
D(0,y,v) = =€V (- = y) = @ll2s pay = 5V = e o + VI, g
2 RY 2 (RY)

Perceba que
(ev(- = y).ig),
j 0
— (e =932,
Dy, ®(0,y,v) = ) .
j 0
o, ).

Denotando F(6,y,v) := Dg,®(6,y,v), temos que F'(0,0,¢) =0e

||¢||22(Rd) O

122 |2 e
Dg’yF(O, 0, QO) = i

d¢
O |75 l22(ra)
onde 0 significa que todos os valores fora da diagonal principal da matriz sdo identicamente

nulos. Como ¢ € uma solugdo de (1.10) tem-se ¢ nao nula e desse modo
lolPyes >0 e 122000 > 0 todo j=1,....d
ll72gay e @ L2(RY) , paratodo j=1,...,d.
Consequentemente, a matriz de Dy ,®(0,0, ¢) € positiva definida e pelo Teorema da fungio
implicita (veja (CHANG, 2005), pdgina 12, Theorem 1.2.1) existem &,6 > 0 e funcdes
o,Y : V. — Qs onde
Vei={ve H'RY) : |Iv-olypge < e} e
Q5= {(6,y) e RxR 1 [|(6,y)Il < 6},

de tal forma que, para qualquer que seja v € V. temos

F(o(v),Y(v),v) =0 (2.6)

€
io(v) .Y _ — inf 0,0, _ — . 2.7
€700 (=Y (0) = glliaay = inf e (=) =~ pllaea @

Nossa meta agora é estender (2.7) a todo par (6, y) € R x R?. Por contradi¢io, assuma que exista

(a,z7) e RxRY, tal que [|[(e, 2)|| > 5 e
eV (- = 2) = @llzgay < 1€V =Y (1)) = @llp2(a)-
Para todo v € V, temos

le® (-~ 2) = @llizay < 1€ (90 = 2) = V(- = Dl + 1€V = 2) = @ll2ue) < 2e.



Capitulo 2. Dindmica de Ondas Estaciondrias 44

Se & > 0 € suficientemente pequeno, temos pelo Lema 2.1 que ||(a, z)|| < J, 0 que seria uma

contradi¢cdo. Deste modo, temos

eV =Y () = llio@ay = inf  lev(- =) = @llpgay, YV E Vs
(6,y)eRxR4

Vamos agora estender as aplicagdes o, Y a vizinhanga tubular U, (). Assim, seja v € Ug(y),

entdo existe (6%, y*) € R x R tais que
e v(- = y*) = @llr2(ra) < &
Com isso, defina
o) =a (@ v =y +0 e Y(V) =Y (e v( =) +y".

Note que nossa definicdo ndo depende da escolha de 6* e y*, e desse modo estendemos o, Y para
U (). Além disso, se definirmos & := e’ My (- — Y (v)), segue de (2.6) que

0
(.iph = (5, a—j) -0,
2

J

paratodo j =1,...,d. m]
Para o préximo resultado, relembremos os funcionais de massa e energia definidos em
(1.3) e (1.4) respectivamente. Dado v € H'(R?) temos o funcional massa dado por
L0
M ) = IV o

e o funcional energia

] 2 I p+l
E(v) = §||VV||L2(Rd) - Im”VHMH(Rd)-

Lema 2.3. Seja ¢ uma solucdo de (1.10). Suponha agora que existe 6 > 0 de forma que para

todo v € H'(R?) satisfazendo as condicées de ortogonalidade

0
(v,igo)zz(v,—so) -0, Vj=1,...d (2.8)
0x;j
temos
(S ()0, v) = SV
com
(S”(:,o)v,v):/ |Vv|2dx+a)/ |v|2dx—/ gop_1|v|2dx—2p/ P 1 Re (o) v dx,
R4 R4 R4 R4

(2.9)

onde S é o funcional definido em (1.11). Entdo existem constantes € > 0 e C > 0 tais que para

todo v € Ug (@) satisfazendo M (v) = M (¢), temos que

_ . 0. _ _ 2
E®v) E(¢)2C0€I§312Rdlle V(=) = ¢llgi(ga)-
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Demonstraciao: Por motivos de simplicidade, assumiremos ¢ uma fun¢do radial. Assim,
considere € > 0 e v € Ug(¢). Considerando &€ > 0 suficientemente pequeno, as fungdes o, Y

comono Lema 2.2 e

w ="My —Y®)). (2.10)
Pelo Lema 2.2, w satisfaz
0
(w,ip) = (w,i) —0, Vj=1,..d @.11)
0x;j |

Agorasejad € Re z € H'(R?) tais que

(z,90 =0 (2.12)
e
w—@=Ap+2z. (2.13)
Como ¢ € radial por translagdes, temos
0
((p,a—‘p) 0, Vj=1,..d. (2.14)
Xjl2

Por (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14) obtemos que

o). o), = (o) e ge), e )
—| =lw-¢-A¢p,—| =|w,—| —|e.=—]| —A|lo,—]| =0, (2.15)
( 0xj/, 0xj/, oxj), oxj), dxj),

paratodo j = 1,...,d. Além disso, como
(p,ip) = me(_iH‘P”iZ(Rd)) =0
temos que
(z,iph = (W — ¢ = A9, ip); = (w,i0); = (@, ip), — A (@, ip), = 0. (2.16)

Por (2.12), (2.15) e (2.16) percebemos que z satisfaz as condi¢des de ortogonalidade dadas em

(2.8) e dessa forma
7 2
(8" (9)2.2) 2 8ll2l1 o). 2.17)
Pela expansao de Taylor, obtemos
M(g) = M(w) = M(g) + (M'(),0 = )+ O (& = ¢lZ: ) - 2.18)
Porém M’(¢) = ¢ e desse modo
(M'(9). 0= ¢) = (9.0~ ¢h = (¢, A9 +2)2 = U} ),

onde a ultima igualdade provém de (2.12). Consequentemente, substituindo em (2.18)

=0 (Il = ¢liZze)) - (2.19)
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A partir da expansdo de Taylor, obtemos também

S() = 5(9) = S(w) = S(g) = (5'(6).0 ~ 9) + 3 (8" (@)~ 0.~ ) +0 (o~ o1 )

(2.20)
Como ¢ é solugdo de (1.10), temos que S’(¢) = 0 e dessa forma
(8'(¢),w =) =0. (2.21)
Além disso, de (2.13) temos que
(8"(9) (= @), = @) = B (S" ()¢, @) +2ARe (S" (9, 2) + (5" (¢)2, 2) (2.22)

e de (2.19) obtemos

P (S"(9)p, ) = (5" (9) (@ = ), = ¢) = 2ARe(S" ()¢, 2) = (5" (9)2,2) = 0 (Il = @21 )

(2.23)
Agora, desde que
”Z”[z_]l(Rd) < 2”&) - ‘plllz_ll(Rd) + 2/12”()0”[2{1(1&01)
(2.19) nos diz
2121 0y = O (1l = @121z ) (2.24)
€ com isso
20%e(8"(¢)¢.2) = 0 (Il = @l g0 ) (2.25)
Dai, aplicando (2.23) e (2.25) em (2.22) temos
(8" (@)= )0 = ¢) = ("(©)2.2) +0 (llo = ¢l )
Juntamente com (2.20) e (2.21) nos fornece
1 14
SO) = S(p) 2 3 (8" ()22 +0 (0= ¢l 50 ) (2.26)

Mas como M (v) = M(¢), obtemos
E(v) —E(¢) =S(v) - S(¢)
e com (2.17), (2.24) e (2.26) segue
_ o, 9 T
E(V) E(‘p) 2 2”(") SOHHI(RLI) +o0 ||(1) (pllHl(Rd) .

Assim, tomando & > 0 suficientemente pequeno

0
EW) = E(¢) 2 210 = ¢l
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Tome C = % e lembrando que w := ¢/ My(- — Y (v)), segue que
_ o 0. N _ 12
EW)=E@zC- inf l1e( =) = gl

conforme queriamos demonstrar. O

Munidos dessas ferramentas, podemos enunciar e em seguida demonstrar nosso critério
de estabilidade.

Teorema 2.2. (Critério de estabilidade) Considere ¢ uma solugcdo da equagdo estaciondria

(1.10). Suponha agora que exista & > 0 de forma que para todo v € H'(R?) satisfazendo

0
(v,@n = (v,ip) = (v, —Qp) =0, paratodo je{l,..,d}, (2.27)
ax;/,
temos
(S"(@)v,v) = SlIVIl7 ga- (2.28)

Entdo a onda estacionaria ' ¢(x) é orbitalmente estdvel em H' (RY).

Demonstracao: A prova desse critério serd baseada em um argumento de contradicao. Desse

modo, assuma que existem u, o € £ > 0 tais que
luno — ¢llgray — 0 quando  n — +oo, (2.29)
porém, para todo n € N

sup inf  |le®u(t,- = y) = @l ra) > &,
1e(Tr. Thay) OER.YERY

onde u, € a solugdo maximal de (1.2) com intervalo de solugdo (7, ) e dado inicial

n
in’ Tmax

u,(0) = up 0. Por continuidade, podemos considerar 7, tal que

inf ”eigun(tna =y - QDHHI(R") =é&.
AeR,yeR4

Tendo em vista (2.29) e as leis de conservag¢do de massa e energia, temos que

E(un(tn)) = E(un,O) — E(QD)
M(un(tn)) = M(un,O) B M(‘P)

Considere agora

un(tn)
V= o]l 2 gy
" M@ ey

Diretamente verifica-se que,
M(vy) = M(¢), E(va) = E(¢p),

e além disso

Vi = un(tu) |1 (rey — 0, quando  n — +oo.
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Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno e utilizando as hipéteses, pelo Lema 2.3 obtemos

. 0. (N 12 _
Beﬂé’r;feRdlle V(- =) = @l gay < C(E(va) — E(9))

que converge para zero, desde que E(v,) — E(¢), quando n — +oo. Por outro lado, nés temos

; 0 . i0
e= inf |[e"up(ty,- —y) - ‘10||H1(Rd) < inf  leva(-—y) - 90||H1(Rd) + ||un(2,) — Vn||H1(Rd)»
HeR,yeR4 AeR,yeR4

o que € uma contradi¢do, pois o lado direito da inequacdo acima tende a zero, quando n — +co.

Desse modo, o resultado segue. O

Vamos explicar, de maneira heuristica, o porque das hipéteses do Teorema 2.2 implicarem
em estabilidade. A ideia surge da teoria de estabilidade no sentido de Lyapunov para uma solugdo
de equilibrio em sistemas dindmicos finito dimensionais. Para n6s, um bom candidato a funcional
de Lyapunov € o funcional S. Vamos supor por um momento que a condi¢cao de coercividade
(2.28) é satisfeita para todo v € H' (R?) (o qual ndo é o necessariamente verdade). Seja u solugio

de (1.2), com dado inicial ug préximo a ¢ em H'(R¢). Pela expansio de Taylor, obtemos

S(u(1)) = S(6) = (8 (), u(0) ~ 9) + 5 (8" (@) (D) = £),u1) = ) + 0 (1) = gl ).

Como ¢ é solugdo de (1.10), §’(¢) = 0. Levando em conta que u( esta suficientemente préximo de
© e juntamente com (2.28), podemos inferir que para alguma constante C positiva e independente

de ¢ vale
S(u()) = S(¢) = Cllu() = ¢l gy (2.30)

Sabendo que o funcional S pode ser visto como uma quantidade conservada, (2.30) nos fornece
2

H'(RT)
nossa nog¢ao de estabilidade deve levar em consideracdo as simetrias da equacdo. De fato, veremos

uma limitacdo para ||u(t)—¢|| e com isso segue a estabilidade. Como jd vimos anteriormente,
a seguir que a invariancia por translagdes e mudangas de fase geram um nticleo para S” (¢) da

forma

0
ker{S”(¢)} = spam {igo, % cj=1, ...,d}.
J

Para evitar esse nicleo, exigimos a condi¢ao de coercividade (2.28) apenas para as funcdes em

H'(R?) que satisfacam

0
(v,ip) = (v, —"D) =0, paratodo ;€ {l,...,d}
Ox; )

permitindo transla¢des espaciais e mudangas de fase em (2.30). A condi¢ao de ortogonalidade
(v, ¢)2 = 0 esta relacionada a conservacao de massa. De fato, como a massa € conservada, a
evolucdo do sistema ocorre, em um certo sentido, no espaco tangente a esfera de L>(R¢) em ¢ e
portanto € suficiente pedir que S satisfaca a condicdo de coercividade (2.28) neste espago, para

assim obter a estabilidade desejada.

Tendo em maos o critério dado pelo Teorema 2.2, o Teorema 2.1 segue imediatamente da

seguinte proposicao.
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Proposicao 2.1. Sejal <p <1+ % e ¢ um ground state para (1.10). Entdo, existe um 6 > 0 tal
que para todo w € H'(RY) satisfazendo

0
(w, o) = (w,ip) = (w, %) =0, paratodo je{l,..,d}, (2.31)
)

nos temos

(8" (@w.w) 2 SlIWI% -

Antes de fornecer uma prova para a Proposi¢ao 2.1, necessitamos de algumas tecnicalida-
des. Primeiro, pelo Teorema 1.5 podemos assumir sem perda de generalidade que o ground state
¢ € uma funcao real, positiva e radial. Também serd conveniente decompormos w em suas partes
real e imagindaria. Denotando w = u +iv, com fun¢des reais u, v € H 1 (Rd). Com isso, o operador
S”(¢) pode ser decomposto em uma parte real e uma parte imagindria L; e L, respectivamente,

isto € por (2.9) temos
(S”((p)W,W)z/ |Vu|2dx+w/ |u|2dx—p/ P Hu|?dx
R4 R4 R4
+(/ |Vv|2dx+w/ |v|2dx—/ gop_1|v|2dx)
R4 R4 R4
= (Liu,u) + {(Lyv,v).

Aqui, Ly, L, sao operadores limitados definidos sobre H . (Rd) restrito a funcdes reais, com

valores em H~'(R?), dados por

(Lm,h)z/ Vthdx+a)/ uhdx—p/ gop_luhdx:/ (—Au+wu—p¢p_lu)hdx
R4 R4 R4 R4

(sz,h)zf VvVhdx+w/ vhdx—/ gop_lvhdx:/ (—Av+wv—go”_lv)hdx
R4 R Rd R4

isto €

Liu=—Au+ owu— pePlu,
Lov = —Av +wv — P71y,
Portanto, até o fim dessa subsecao as fungdes consideradas assumirdo sempre valores reais. Em
particular, H' (R?) e L?(R?) estardo restritos as fungdes reais.
Para provar a Proposicao 2.1, usaremos os seguintes lemas auxiliares.

Lema24. Sejal <p <1+ % e ¢ um ground state para (1.10). Entdo, existe um 61 > 0 tal que
para todo u € H'(R?) satisfazendo

0

(u, @) = (u, —(’0) =0, paratodoje{l,...,d}, (2.32)
0x;j ),

nos temos

<Llu» u> = é‘1 ”u”[z{l(Rd)'
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Lema 2.5. Sejal <p <1+ % e ¢ um ground state para (1.10). Entdo, existe um 6, > 0 tal que
para todo v € H' (R?) satisfazendo
(v, )2 =0, (2.33)
nos temos
(Lav,v) > 52||V||12L,1(Rd)-
Observe que se considerarmos as formas quadraticas

Fi(u) = (Liu,u) € F>(u) = (Lou,u)

com u € H'(RY) segue entio pelo Teorema da representagio de formas quadraticas temos que

existem unicas extensoes
L, L, : H*(RY) c L*(RY) — L*(RY)

ilimitadas e autoadjuntas associadas as formas quadraticas F e F; respectivamente. Pois bem, as
demonstracdes dos Lemas 2.4 e 2.5 serdo baseadas na anélise espectral dos operadores L; e L».

O lema seguinte nos fornece uma estrutura geral de tais espectros.

Lema 2.6. Os espectros de Ly e L, consistem do espectro essencial em [w, +o0) e de um niimero

finito de autovalores com multiplicidade finita em (—oo, w’] para todo ' < w.

Demonstracao: Primeiramente lembremos que como L1 e L, s3o operadores autoadjuntos, seus
espectros estao contidos em R. Temos que os espectros de L e L; sdo limitados inferiormente.

De fato, para qualquer que seja u € H'(R?) temos

(Lou,u) = ||V”||1%2(Rd) +w||u”22(Rd) - /Rd ‘pp—IMde
2 2 p—1_72 _
> 1Vl oy + Ol = [ 070 s = (L.

Como ¢ € L®(R?), existe uma constante C > 0, que independe de u, tal que

p [ et < Clla e

e deste modo
(Lot ) 2 (Litt, ) 2 (@ = C)Jul2 g
Agora, como ¢ possui decaimento exponencial (veja a Proposi¢do 1.3) temos que L e Ly sdo

versdes compactamente perturbadas do operador
-A+w : H*(RY) c L*(RY) — L*(RY),

veja (STUART, 1998), pagina 42, Lemma 3.12. Temos entdo, pelo Teorema de Weyl (ver (KATO,

1995), pagina 526, Theorem 2.1) temos que o espectro essencial de —A + w é dado por

O-ess(_A + (U) = [(1), +Oo)a
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desse modo,

O-ess(zl) = O-ess(ZZ) = [w, +0).

Sabendo que o (Z,-) \ Tess (Z,-) consiste de autovalores isolados com multiplicidade finita e como

vimos que o espectro de L; é limitado inferiormente, para todo i € {1, 2}, o lema segue. O

A partir de agora, trataremos dos operadores L e L, separadamente. Comegaremos com
L.

Lema 2.7. Existe 6, > 0 tal que para todo v € H' (R?) com (v, @), = 0, temos

(Lav,v) > 52”"'”%2@@)-

Demonstracao: Primeiro lembremos que para ¢ solugdo de (1.10) temos que Ly = S'(¢) = 0.
Isso significa que 0 é um autovalor de L, com uma autofun¢do ¢ . Mas como ¢ > 0 e isso
implica que 0 é o primeiro autovalor simples de L, (veja (BEREZIN; SHUBIN, 1991), pagina
179, Theorem 3.4). Seja v € H'(R?) com (v, ¢), = 0. Entilo, pela caracterizagio Min-Max dos
autovalores de L (ver (BEREZIN; SHUBIN, 1991), pagina 178, Proposition 3.2) existe 5 >0

(segundo autovalor de L,) que independe de v, tal que

<L2V’ V> 2 52”"'”%2(]@1) .

O

Demonstracao do Lema 2.5 : Suponha por contradicdo que exista uma sequéncia (v,),en C
H'(R?) tal que

”an”iz(Rd) + w”"n”iz(Rd) =1, (neh=0

e além disso
(Lpvp,vy) — 0, quando n — +oo.

Sabendo que

19l ey < max{@, ™} (19912 gy + @lvallZa )

(Vn)nen € uma sequéncia limitada em H'(R?), por reflexividade, deve existir vo € H'(RY) tal
que
1/ pd
v, — vopem H (RY),

Em particular, temos (vg, ¢); = 0 e pelo Lema 2.7

(Lavo, vo) = 0. (2.34)

2

n

L(R?) para algum ¢ € (1,2*/2). Desde que ¢ possui decaimento exponencial, temos que

o™l e L7 (R?), onde é + % = 1. Desse modo

Dai, segue pelo mergulho continuo de H'(R%) em L??(R?), que v2 — v% fracamente em

/Rd P V2dx —s ./Rd @5 dx, (2.35)
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e segue de (2.35)
(Lyvo, vo) < lirgigf(szn, vy =0. (2.36)
Desse modo, por (2.34) e (2.36), temos
(Lavo,vo) =0
e como (¢, vo) = 0, segue pelo Lema 2.7 que vy = 0. Por outro lado, sabemos que

liminf(L,v,,vo,) =1 —/ gop_lvgdx =0,
n—+oo Rd

/ gop_lv%dx =1.
Rd

O que contradiz o fato de vo = 0. O

ou seja

Agora podemos focar toda nossa aten¢ao em estudar o operador L. A prova do Lema
2.4 é um pouco mais delicada, principalmente pelo fato do espectro de L conter autovalores ndo
positivos e além disso ¢ ndo é mais uma autofuncdo. Primeiramente vamos tratar os autovalores

negativos de L.

Lema 2.8. O operador L\ possui apenas um autovalor negativo —; correspondente a autofuncio

ey € H*(RY) com lleillz2ray = 1.

Demonstraciio: Denotemos S : H'(RY) — R a restricdo do operador S a funcdes reais.
Podemos perceber que ¢ é também um ponto critico, no sentido do passo da montanha, para
S. Temos que o indice de Morse de S, isto é, o nimero de seus autovalores negativos em ¢ é
no maximo 1 (veja, por exemplo (FUKUIZUMI; JEANJEAN, 2008), pagina 17, Lemma 29).
Observando que L = s , segue que L possui ndo mais que um autovalor negativo. Por outro
lado,

1
(L19.0) = IVl ay + @@l gy = PN 2o

1
= ~(p = DI o)
<0

onde a segunda igualdade surge diretamente da identidade de Nehari (1.14). Deste modo,
concluimos que L; admite exatamente um autovalor negativo, o qual denotaremos por —1;. Com

isso, podemos escolher uma autofungio e; € H>(R?) unitdria. O

A seguir apresentaremos uma série de resultados que culminaram na prova do Lema
2.4. O primeiro foi originalmente obtido por (WEINSTEIN, 1985) o qual ele considera os casos
d =1 e d = 3 e mais tarde foi generalizado por (CHANG et al., 2007/08).
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Lema 2.9. O segundo autovalor de L, é 0 e

— 0
kerL; = spam{—"p cj=1, ...,d}.
6xj

Esté fora do objetivo desse trabalho oferecer uma demonstragdo completa do Lema
2.9, para mais detalhes recomendamos ver (AMBROSETTI; MALCHIODI, 2006). Portanto

mostraremos somente a inclusao

g, _
spam{—‘p j=1, ...,d} c ker L;. (2.37)

Para isso, relembre que ¢ satisfaz
-Ap +wyp — P =0.
Derivando com respeito a j-ésima varidvel temos

d¢ _19¢
Al — — —pe’ —=0.
(axj) +w6xj Pe Ox;

Sabendo que ¢ € W31 (R9) (pela Proposicio 1.3) temos que 57"; e H*(R?), paratodo j = 1....,d.

Com isso, 0 é um autovalor de L; e portanto vale a inclusdo (2.37).
Lema 2.10. Podemos decompor o espaco de Sobolev H' (RY) como sendo
H'RY) =E @ E, ®kerL,,

onde E = spam{e} e E é a imagem da projecdo correspondente a parte positiva do espectro
de L;.

Demonstracao: Perceba que a demonstracdo do Lema 2.10 segue diretamente dos Lemas 2.6,
2.8 € 2.9 juntamente com o Teorema da Decomposi¢ao Espectral (veja (KATO, 1995), pagina
178, Theorem 6.17). O

Observe que na soma direta E; & E, @ ker L, os espagos sio mutualmente ortogonais

com respeito ao produto interno de L?(R%).

Lema 2.11. Para todo u € H' (R?) \ {0} satisfazendo

0
(u, @) = (u, %) =0, paratodo je{l,...,d}, (2.38)
il2

nos temos
(Lyu,u) > 0. (2.39)

Demonstraciio: Considere u € H'(R?) satisfazendo (2.38). Primeiro vamos olhar para uma

funcgdo y satisfazendo

Lllﬁ = —a)¢.
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Para fazer isso, nés usaremos fungoes scaled ¢,(-) := /lﬁgo(/l%~). Essas funcoes satisfazem
—Apy + wlp, — goﬁ =0 (2.40)
Diferenciando a equacdo (2.40) com respeito a A e tomando A = 1 temos
~AY + oy~ pp Y = ~we,

onde ¥ := %hzl = pL_lcp + %x - V. Perceba que ¢ € H'(R?), pois pela Proposicio 1.3,

x - Vo € H'(RY). Além disso, como ¢ é radial, temos que ¢ é par para cada xj. Desse modo, ¢

¢ P Ao . . . .
também € par em cada x;, enquanto ax, ¢ impar em x;. Isso implica que

0
(1//,0—([)) =0 paratodo j=1,..,d.
Xjl2

Utilizando a decomposicdo de H'(R¢) dada pelo Lema 2.10, existem a, 8 € Re &, v € E, tais

que

u=ae;+¢,

Y =pLer+v.
Se @ =0, entdo & # 0 desde que u # 0 e teremos
(Lyu,u) ={L1£,£) >0

Ou seja, u satisfaz (2.39). Agora vamos ao caso @ # 0. Podemos inferir que

p—1 2

1 5 1
=—w|— += - Vedx| .
w(p _ 1 ”‘p”LZ(Rd) 2 ./]R;d ‘Px (10 X)

Integrando por partes, € simples perceber que

1 1
(Liy,y) = ~w (90, —— @+ Sx- VsO)
2

- _ 2 _ )
/RdsoszDdX— dllell72gay /Rdsox Vipdx

ou seja,
d. 2
[ Vs =Sl
dai . J
_ 2
(Liy,¢) = -w (F - Z) lell72 a)-

Comow >0ep < 1+§,segueque

<L1!ﬁ, '70> <0,
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e assim 3 # 0. Temos que sobre E,, o operador L define uma forma quadrdtica positiva. Assim,

temos pela desigualdade de Cauchy-Schwartz para &,v € E,

(L1€,v)|? < (L1&, EY(L1v, v).

Dai,
L 2
(L, u) = —?A1 +(L1€, &) > —a?A) + L& v) (2.41)
(Liv,v)
Porém
0=-w(p,u) =(Liy,u) =—afd; +(Li&,v),
e além disso
<L1§, V) = a,B/ll
o que nos fornece
L ) 28212
—02/11 + —< lf, V> = —a/2 1+ IB L
v,V 1V, V
(Lyv,v) (Lyv,v)
2 azﬁz/l%
= - /11 +
B2+ {(Lv,v)
_ =Ly y)
(Lyv,v)
> 0.
Assim, por (2.41) segue
L 2
(Liu,u) > —a®A; + M > 0.
(L1v,v)
O

Demonstracao do Lema 2.4 : Assim como feito no Lema 2.5, suponhamos por absurdo que

exista uma sequéncia (u,)peny € H'(RY) tal que

d¢ :
19002 + 0l sy = 1 o 02 = 1 %)2 ~0, j=1,.d

e além disso

(Liuy,uy,) — 0 quando n — +oo.

Sabendo que
ety < max{eo, 0} (Il g0y + lltnl 122 g )

temos (u,),eiy Uma sequéncia limitada em H'(R9) e por reflexividade deve existir ug € H'(R9)
tal que
u, — ug em H' (RY),

Em particular, temos (ug, ¢); = (uo, (%‘pi)z =0comj=1,...,d.Pelo Lema 2.11

(Liug, ug) = 0. (2.42)
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2

Dai, segue pelo mergulho continuo de H'(R?) em L??(RY), que u>

— u(z) fracamente em
L4(R?) para algum ¢ € (1,2*/2). Como ¢ possui um certo decaimento exponencial, temos que

oP~1 e L7 (R?), onde é + % = 1. Desse modo

p/ gop_lu%dx — p/ gop_lu(z), (2.43)
Rd Rd
e segue de (2.43)
(Lyug, ug) < liminf(Lqu,,u,) = 0. (2.44)
n—+oo

Desse modo, por (2.42) e (2.44), temos
(Lyug, ug) =0,

e como ¢ € L% (Rd ), existe uma constante M > 0, que independe de u, tal que

p [ e dr < CllalRs e

e deste modo

0 = (Lyug, uo) = (w - C)””O”iZ(Rd)'

Assim ug = 0. Por outro lado, sabemos que

liminf(Lu,, ugy,) =1 —p/ <pp_1u% dx =0,
R4

n—+0co

ou seja
p/ gpp_lu% dx = 1.
R4

Contradizendo ug = 0. |

Como foi comentado anteriormente, o Teorema 2.1 segue dos Lemas 2.4 e 2.5, da

Proposicdo 2.1 e pelo critério de estabilidade obtido no Teorema 2.2.

2.1.2 O Método de Cazenave-Lions

A prova do Teorema 2.1 pelo Método de Cazenave-Lions possui como seu alicerce o

seguinte resultado de compacidade .

Proposicao 2.2. Sejal < p <1+ %. Para cada v > 0, defina
Ee= (v e H'RY < Ige) = 71
Considere o seguinte problema de minimizagdo

—vr :=inf{E(v) : v € Z;},
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onde E ¢ o funcional de energia definido em (1.4), i.e

1 | 1
E(v) := E”VVHiZ(Rd) - mll"”f;l(Rd)-

Entdo, v; < +0o. Além disso, se (v,)pen € HY(R?) é tal que
”Vn”iz(Rd) — 1 e E(v,) — -v;

quando n — +oo, entdo existem uma sequéncia (yp)pen C RY e uma funcdo v € H'(RY) tais
que,

V(s = yn) = v,
fortemente em H'(R?), passando a uma subsequéncia caso seja necessdrio. Em particular,

veXreE(W)=-v,.

A prova deste resultado € baseada no Principio da concentracdo de compacidade de

Lions. Assim, para v € L>(R) \ {0} definimos a aplicacdo de concentracéo p(v,-) como sendo

p(v,s) ;= sup / lv(x)|> dx, paras > 0. (2.45)
yGRd Bv(y)

Perceba que p(v, s) assim definida € ndo decrescente como funcio de s, p(v,0) = 0e 0 <
p(v,s) < ”V”i%Rd) para todo s > 0. Além disso

. _ 2
Jim p(v,5) = (VI ga)-

Teorema 2.3. (Principio de concentragdo de compacidade): Considere uma sequéncia (v;, )yen C
H'(RY) satisfazendo

”vn”Lz(Rd) =a >0, (2.46)
sup [|Vvallp2ray < + o0, (2.47)
neN
e i € R dado por
u = lim liminf p(v,,s). (2.48)

§—+00 n—+00

Entdo ha de existir uma subsequéncia (v, )xen de (V,)nen satisfazendo as seguintes propriedades

(i) Se u = a, entdo existe uma sequéncia (yi)rew C R? e v € H'(R?) tal que v, (- — yi)
converge para v(-) em L1(RY) paratodo2 < g <2* (2 < q < +0oo, casod = 1),

(ii) Se pu =0, entdo ||vy,|lparey — O paratodo?2 < g <2 (2 < g < +oo, casod = 1).
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(iii) Existem sequéncias (e € (Wi)ken em H' (R?) tais que

suppuy Nsuppwy =0, Vk eN, (2.49)

|I/£k| + |Wk| S |Vnk|a Vk € N’ (250)

lurllg ey + Wil gey < vl ey, Vk €N, (2.51)

hm ”uk”LZ Rd) =He hm ”wk”L2 Rd) 5 (252)

timinf (1199 a0y = 190k N gy = 1912 g ) 2 (2.53)

kl_l)l:l;l (”vl’lk”Lq(Rd) ”uk”Lq(Rd) “Wk”Lq(Rd)) 0 (254)

Paratodo2 < g <2" (2 < q <400, casod =1).

A demonstracao desse resultado € bastante delicada e pode ser vista com detalhes em

(CAZENAVE, 2003). Munidos dessa importante ferramenta, estamos prontos para demonstrar a

Proposicao 2.2.

Demonstracao da Proposicao 2.2 : Vamos comecar mostrando que 0 < v, < +oo. De fato,

como claramente X; # (), consideremos v € Z. e 4 > 0. Note que considerando as funcdes

scaled v (-) = ﬂ%v(/l-), temos

”v/l”LZ(Rd) ”V”LZ(Rd)

Assim v, € X, e além disso

d(p-1)
+1
—v|I?

E(V/l) - ”VV” Lp+1(Rd)

L2 (Rd)

Desde que d(p D

< 2, temos que E(v,) < 0 para A suficientemente pequeno, logo —v; < 0, ou

seja, vy > 0. Para a outra desigualdade, mostraremos que existe 6 > 0 e K < +oo satisfazendo

E®) > §|v|? — K, paratodov € X;.

H'(R4)

Porém (2.55) segue diretamente da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (1.6),

d(p=1) d(p=1)

pHl-=5—

1
V22 ) < IOV IV

Lptl (Rd)

d(p-1
e do fato que —=5—

(Vinen € H'(R?) de forma que

2
”V””LZ(Rd) — 71 e E(vy) — —v;.

(2.55)

< 2. Deste modo, v; > —K > —co. Agora considere uma sequéncia
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Temos que (v, )nen € limitada em H'(R¢) e limitada inferiormente em LP*!(R?). De fato, como
v, € 2., segue que a sequéncia (v, )pen € limitada em L?(R?), entdo por (2.55) temos a limitacio

de (v)perr em H'(R?). Além disso, como v, > 0, temos que para n suficientemente grande

-V
E(vy) < 2T.
Dai segue que,
p+1 p+ 1
”vn”LpH(Rd) 2 ( 2 ) Vr, (256)

conforme afirmamos anteriormente. Agora considere (&,),en ©€ H'(R?) satisfazendo

||§””i2(Rd) — M € E(é‘:n) — —Vr

onde u € definido como em (2.48). Perceba que podemos escrever

\/?

- VYT s neN.
1€nllz2may "

Vn

Note também que por um argumento de scaling, podemos assumir sem perda de generalidade que
. . N d .
7 = 1, pois caso contrario basta tomarmos fungdes da forma (v,),(-) = 22v,(A-) e considerarmos
1
A =14 e seguirmos de maneira andloga. Desse modo podemos aplicar o Teorema 2.3 (principio

de concentragdo de compacidade) a sequéncia (v,),en onde a = 1. Afirmamos que
u=1. (2.57)

De fato, primeiramente note que por (v,),en ser limitada inferiormente em LP*! (R?), pelo item

(ii) do Teorema 2.3 temos que u > 0. Suponhamos por contradicao
O<u<l. (2.58)

Usaremos agora as sequéncias (i, )yen € (Wy)nen fornecidas pelo item (iii) do Teorema 2.3

(principio de concentra¢do de compacidade). Note que

1 1 1 1
E(va) = E(un) = E(w,) = (§||an||§2(Rd) - mnvnnfzﬂ(m) ~ (192l

1 1 1 ) 1 1
- m”un”Z;l(Rd)) - (Ellvwn”LZ(Rd) - ]m”wn”z;l(Rd))

1
= 3 (I gty = 190 gty = 90122 g
1 1 1 1
= (Il ey = Tl = Il )

Segue entdo de (2.53) e (2.54) que

. . 2 2 2
tim inf (E(va) = E(utn) = EOw2)) = S 1minf (1901 g = V0112 0y = 199l )

.. p+1 p+1 p+l
tim inf (10770 gy = laeal220 gy = 9l

>0

)
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dai

liminf E (v,) > —hm 1nf( (E(up) + E(wy)))

n—+00

> limsup(E (u,) + E(wy)),

n—+oo

por simplicidade, consideramos a subsequéncia (v, )ren fornecida pelo Teorema 2.3 como sendo

a propria sequéncia (v, ),en. Como liminf E(v,) = lim E(v,) = —v|, segue que
n—+oo n—+0oo

limsup(E (u,) + E(wy,)) < —v;. (2.59)

n—+oo

Agora observe que, dados v € H!(R?) e a > 0, temos

p—l

1 p+1
E(W) = B + = o VI

Aplicando a igualdade acima com «,, = (||u,|| LZ(Rd))_l € como a,u, € X1, obtemos que

p—1

B 2 5+ Sl
Analogamente,
v B -1 pil
B = 5+ 2wl
com By = (IIwal2, )" € entlio
2 ap_l pil (.| pil
E(un) + E(wy) 2 —vi(a,” + ;%) + ——r o || tnll o gay + ﬁ” nll oot (gay:
Finalmente, perceba que por (2.52), «;, ”“”HLZ(Rd) — pe B’ = ||w"||L2(Rd) (1 —p).

Em particular, por (2.58)
p—1
6 :=min{u"T,(1-u)T) > 1.
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Deste modo, usando (2.54), por (2.56) podemos deduzir que

p—1
o . N 1
lim inf(E (un) + E(wp)) 2 lim inf ( —vi(ey,® + ;%) + ’;Tllunllf,fﬂ(w)

p—1 |
n p+
ol ”W"”LP“(Rd>)

p-1

u -1 . p+l
> _ _ .- -
-1
(l—lu)_pT—l .. p+l
+ p n 1 1,llr£_;l.£lof ||Wl’l||Lp+l(Rd)

> o+ T imint (a7 wall? )
> 1 p+1 P n Lp+l(Rd) n LP+1(R¢I)
. — L. p+1
z ot il Il ey

0—-1(p+1
> -V + (p ) V1

p+1 2

(9 - 1)
> -vi+ Vi
> =V

contradizendo assim (2.59). Portanto, segue que u = 1 e entdo podemos aplicar o item (i)
do Teorema 2.3, que nos garante a existéncia de uma sequéncia (y,),en € R¢ e uma fungio
v e H'(RY) tal que v, (- — y,) — vem L%(R?) (e em particular, v € X;) e também em LP*! (RY).

Juntamente com a semicontinuidade inferior fraca da norma H'(R¢) temos
E(v) £ lim E(v,) =-v,.
n—+oo

Como —vy :=inf{E(v) : v € X1}, temos E(v) = —v;. Em particular, E(v,) — E(v), quando

n — +o0 e com isso segue que [|Vv, || 2gay — [|VV||2(re), garantindo assim que

V(- = yn) — v,
fortemente em H'(R?), quando n — +co conforme querfamos demonstrar. i

E importante observarmos que caso p > 1 + % temos v; = +oo. De fato, sejav € X;.

Usando as fungoes scaled v, (+) := /l%v(/l-), obtemos

2 2
”V/ll'LZ(Rd) = ||v||L2(Rd) =T,

Porém, o)
p—

A2 2 1
E(v)) = ?”V()OlliZ(Rd) - ﬁllwlli;l(w) — ~%

d(p-1)
2

quando A — +oo, pois > 2. Deste modo, ndo podemos usar a Proposicao anterior neste

caso, o que nos leva a questionar a estabilidade orbital do problema quando p > 1 + %.

O préximo resultado nos fornece uma caracterizagdo para os ground states de (1.10), os

identificando como minimizadores de energia sobre uma esfera de L?(R?).
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Proposicao 2.3. Considere 1 < p <1+ %. Entdo

(i) Existe tg > 0 tal que lloll? = Tg para todo ¢ € G, onde G é definido em (1.30);

L2(R4)

(i) ¢ € G se, e somente se ¢ € Lr;, e E(¢) = —Vqg.

Demonstracao: Note que o item (i) segue de maneira imediata da Proposi¢ao 2.2. Agora vamos

a prova do item (7). Desse modo, considere
=inf{S(v) : v € 15}. (2.60)

Perceba que se v € G, temos que S(v) = m e pelo item (i) , v € Y4~ Pela definigéo de « temos
que
K<m,

onde m € definido em (1.29). Agora considere v € H' (R¢) tal que

vex
i (2.61)
E(v) = —vqg.
Vamos mostrar que v € solucdo da equacgdo (1.10). De fato, primeiramente note que
w
SW)=EWv)+wM(v)=E((v)+ 776
assim, temos que (2.61) € equivalente a condi¢cao
veX
i (2.62)
S(v) =min{S(u) : u € X }.
Desse modo, considerando as fungdes scaled v, () := /l%v(/l-) com A > 0, obtemos
”v/l”LZ(Rd) ”vHLZ(Rd) TG,
logo vy € Xy, para A > 0. Segue de (2.62) que
0 d(p ) p+1
a_/ls(v/l)h ||Vv||L2(Rd) ( ) || ||Lp+1(Rd) 0’
ou seja,
dip—-1)
T(1) = 19912 gy = 2D, 2.63)

Lz(Rd) 2( 1) LP+I(RA)

Agora, como v satisfaz (2.62), existe um multiplicador de Lagrange A tal que S’(v) = Av. Assim,

existe um escalar ¢ de tal forma que

—Av +swv — [v|P"lv = 0. (2.64)
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Tomando o produto interno de L?(R?) com v na equagio (2.64) e aplicando (2.63) obtemos que

s, - 47 @=D(p 1)
ST T dp-1)

do qual segue que 6 > 0. Agora considere u € H'(R?) tal que

T(v),

V() = 67 Tu(53).
Deduzimos da relacdo (2.64) que u € solucdo de (1.10), implicando que
S(u) > m. (2.65)
Uma conta simples também nos mostra que
4-(d=2)(p-1)

SW)=6 20 m+ %Tg(l -0).

Por outro lado, segue do Teorema 1.4 que m > 0, e pelo item (i) e por (1.14)

w A (d-2)(p-1)
2T T - ™

e entao
s 4—(d-2)(p-1)
+

1>6 201
2(p-1)

(1-9). (2.66)
Temos que (2.66) nos diz que f(6) < 0, onde

_ -2 4-(d-2)(p-1) 4-d(p-1)
R RS

Percebe que f assim definida € tal que f(s) > O sempre s # 1. Desta forma concluimos que

0 = 1, o que nos diz por (2.64) que v é uma solugdo da equacao (1.10). Note que em particular,
obtemos que
K=>m

e portanto temos k = m. Para concluir, consideremos ¢ € G. Entdo ¢ € X, e S(¢) = k, 0 que

implica ¢ satisfazendo (2.62), ou equivalentemente

P € 2 (2.67)

E(QD) = _V‘rg .

Reciprocamente, seja ¢ satisfazendo (2.61). Pelo que vimos anteriormente, ¢ € uma solucao da
equacao (1.10) tal que
S(¢) =k =m,

mostrando assim que ¢ € G. O

Como esses resultados, estamos preparados para demonstrar o Teorema 2.1.



Capitulo 2. Dindmica de Ondas Estaciondrias 64

Demonstracao do Teorema 2.1 (Método de Cazenave-Lions): Esse resultado serd demonstrado
por um argumento de contradi¢do. Assim, assuma que existe € > 0 e duas sequéncias (U, 0)pen C
H'(RY) e (ty)nen C R tais que

lluno — @llgr(gay — 0, quando n — +oo (2.68)

porém,

inf inf ||u,(2,) — (- — W (ray > &, paratodo n € N. (2.69)
0€R yeRd

Onde u, € a solu¢ao maximal de (1.2) com dado inicial u,, o. Considere v, (x) := u,(t,, x). Temos

pelas leis de conservagdo de massa e energia que
”V””iZ(Rd) = ”’f‘n(tn)Hiz(Rd) = ||”n,0||i2(Rd)’
E(vp) = E(uy(ty)) = E(un,O)-
Tomando o limite sobre n € N, segue por (2.68) que
”Vn”iZ(Rd) B ”‘pHiZ(Rd) =Tg € E(Vn) - E((,D) = _VTg- (270)

Desse modo, por (2.70) e pela Proposicio 2.2 deve existir uma sequéncia (y,),en € RY e uma

fungdo v € H'(RY) tal que
IVa(- = yn) = vllg(gey — 0, quando n — +oo, (2.71)

e além disso v € ;, e E(v) = v, 0 que nos diz pela Proposi¢do 2.3 que v € G, em outras
palavras, v é um ground state para (1.10). Segue entdo pela unicidade que existem 6 € R e
y € R? tais que v = /% (- — y). Lembrando que v, = u,(#,) e substituindo o que foi obtido em

(2.71) segue que
lltn(tn) = €@(- = (v = yu))llgp1 ray — 0, quando 1 — oo,
o que contradiz (2.69). O

E muito importante observarmos que o coracio da prova do Teorema 2.1 pelo método de
Cazenave-Lions, além das Proposicdes 2.2 e 2.3, € o fato de que o conjunto de ground states
G pode ser explicitamente descrito, como € mencionado no Teorema 1.5. Esse resultado de
unicidade estd longe de ser trivial, mesmo com nossa ndo linearidade sendo simplesmente do
tipo polinomial. Para nao linearidades mais gerais, usualmente ndo temos resultados no que diz
respeito a unicidade e para contornar isso, obtém-se resultados correspondentes a uma no¢ao
mais fraca de estabilidade, a estabilidade do conjunto de ground states G. De maneira mais
formal, o conjunto de ground states G € dito estdvel se para todo £ > 0, existe um ¢ > 0 que

cumpre a seguinte condigio: Se ug € H' (RY) satisfaz
luo — @llg1(ray < 6, paraalgum ¢ € G,

entao

sup inf ||u(?) — Lpdy < &,
;6151//66” () = ¥l (ray

onde u € a solucdo maximal de (1.2), com dado inicial u(0) = uy.
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2.2 Sobre a Instabilidade

Nessa secdo, iremos provar que se 1 + % <p<l+ (1472 entdo as ondas estacionarias sdo
fortemente instdveis. Mais precisamente, para qualquer ground state ¢ € G, iremos encontrar um
dado inicial bem préximo de ¢ e queremos que a soluc¢ao de (1.2) associada a tal dado, tenha
explosdo em um tempo finito. Assim como na Proposicdo 1.2, nossa ferramenta principal serd o
Teorema 1.2 (Identidade virial). Além disso, como a energia de um ground state é nao negativa,
ndo € possivel aplicar a Proposi¢do 1.2 diretamente e para superar essa dificuldade, seguiremos a
abordagem usada por (COZ, 2008) que é basicamente uma melhoria do método introduzido por
(BERESTYCKI; CAZENAVE, 1981). O coracao” desse método estd em fornecer uma nova
caracterizacdo variacional para os ground states minimizadores de S sobre algumas restri¢des

relacionadas a identidade 1.15.

2.2.1 Instabilidade Forte (por blow-up em tempo finito)

Antes de estabelecer nossos resultados, daremos uma definicao precisa para instabilidade

forte.

Definicao 2.2. Considere ¢ uma solugdo da equacdo estaciondria (1.10). Diremos que a onda

estacionaria e’ ¢(x) é fortemente instdvel se para todo & > 0 existe u o € H' (R?) tal que

lueo — @llgiray < €

mas a solu¢do maximal correspondente ug de (1.2) com intervalo de existéncia (T, , T, ..)

< 400 e além disso

4 & &
satisfaz T, > —co e T, .

Hm e (6) g1 ray = +00 € i [Jug(2)[|g1 (pay = +00.

min max

Primeiramente vamos comecar com o caso particular p = 1 + %, o qual foi provado pela
primeira vez por (WEINSTEIN, 1982/83).

iwt

Teorema 2.4. Sejap =1+ %. Entdo para toda solugcdo ¢ de (1.10) a onda estacionaria ' ¢(x)

é fortemente instavel.

Demonstraciio: Relembremos o funcional P : H'(RY) — R definido no Teorema 1.2

(Identidade virial)

2 _ M”V”PH
L®RD - 2(p+1)" LR

Comop =1+ ?‘1’ segue que E(v) = P(v) para qualquer que seja v € H'(R%). Dai, segue da
identidade (1.15)

P(v) = [|Vv]

E(¢) =P(p) =0.
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Agora, considere u. o := (1 + £)¢. Entdo temos que E(u. ) < 0, e tendo em vista o decaimento
exponencial de ¢ fornecido pela Proposicio 1.3, temos que |x|ug o € L?(R¢). Assim, o resultado

segue diretamente da Proposicao 1.2 e do Corolério 1.1. m|

E importante observar que o Teorema 2.4 garante a instabilidade forte para qualquer
solucdo de (1.10). J4 nosso resultado mais geral focard somente em solugdes do tipo ground state.
O problema de determinar a instabilidade forte para qualquer tipo de solu¢ao de (1.10) quando
p>1+ % ainda estd em aberto, consulte o trabalho de (TODOROVA, 2004) para possiveis mais
detalhes.

Antes de mostrar o resultado principal, necessitamos de alguns lemas auxiliares que
terdo papel fundamental na demonstracio do mesmo. No primeiro deles, investigaremos o

. . d
comportamento de diferentes funcionais sobre o scaling v,(-) = 12v(A-).

Lema 2.12. Seja v € H'(R?) \ {0} tal que P(v) < 0. Entdo existe Ao € (0, 1] tal que

(i) P(va) =0
(ii) Ao =1 se, e somente se P(v) =
(iii) £S(va) = TP(va);
(iv) %S(V/l) > 0para € (0,20) e ,%S(V,l) < 0 para A € (g, +00),
(v) A aplicacdo

¥: (lg,+0) — R
A — (1) = S(va),

assim definida é concava.

~ -1 .
Demonstracao: Como p > 1 + %, temos que % > 2, assim

2 d(p- >d(p 1)

p+1

P(v/l) = /lzllva Lp+l(Rd)

para A suficientemente pequeno. Assim, pela continuidade de P, deve existir 49 € (0, 1] de tal
modo que P(v,,) = 0, o que mostra (i). Caso Ap = 1, segue pelo item (i) que P(v;) = P(v) =

Reciprocamente, suponhamos que P(v) = 0, entdo

» d(p- >d(p ) p
_ 2 2 "“’*1)) d(P 1) ptl
= °P(v) + (/1 LR B ymeney EYPRERN LA 1S

(2 dp d(p-1) +1
= (2 =277 ) Sy M ey
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d(p-1)
2

Como > 2, segue que P(v,) > 0 para todo A € (0, 1), com isso temos (i) . Temos

também que

0 ap-n_yd(p 1) 1)
—S(vy) = ||V T P!

6 Lz(Rd) -7 2( 1) Lp+l (Rd)
2 (p )d(p ) p+1
(/l ”VVHLZ(Rd) A ( )” ||Lp+l(Rd)
-1 ({2 42D d(P 1) e
=17'P(vy).
logo (iii) também segue. Para obtermos (iv), note que
o s d(p=1) e
P(V/l) /l ||Vv||H1(Rd) /l 2( + 1) || ||LP+1(Rd)
2 dp-b) d(p p+l 2 Zd(p ) p+l
= ||Vv||H1(Rd) S 1) L= Dyypret, 22y e M e
oy
d —1
212052 2 Zd(P 1) e
d(p-1) _ v\ d
P R 2] (p ) e
g1 d(p - 1)

_ 1
:/12/10 (||Vv||H1(Rd) /12/1 2( 1) ” ”Z:"I(Rd))

d( ) _
(/l/l T2 e ”)d(p Ap =Dy

2+ 1) e gy
() ) d(p-1)
2,2 21 -2 dp-v\ d(p - il
= /l A P(v/lo) + (/l /l 2 ) 2( + 1) || ||Lp+l(Rd)
d(p-1) _ dp-1 d( 1)
_ 2 5 2 _ (P ) ) p p+]

d(p-1)
2

Deste modo, como —2> 0, temos P(v;) > 0sempre que 1 < Ag e P(v,) < 0 sempre que

A > Ap. Combinando esse fato com (iif) temos

ZS(vy) =A7'P(v)) >0, sede(0,4),
ZS(v) =A1P(v) <0, se A€ (L, +0).

Assim, (iv) segue. Finalmente

5 agny (dp=1)  Nd(p=1)
a/lzs(v/l) ”VV”LZ(Rd) A2 (T -1 2( 1) ” ||Lp+](Rd)
) b, d(p-1) _ dip—1)  p+

0 que implica em
62
P7(Q) = S(v,l) <0
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d(p-1)
2

para A € (g, +c0) e sabendo que —2 > 0 temos que W¥(A) é concava. Dai segue (v). O

Para provar o Teorema de instabilidade para ground states, seguiremos trés passos.
Primeiro, obteremos uma nova caracterizagcdo variacional para os ground states de (1.10). Em
seguida, utilizaremos tal caracterizacdo para definir um conjunto 7 ¢ H'(R?), o qual serd
invariante sob o fluxo de (1.2), de modo que para qualquer dado inicial pertencente a 7 , teremos
explosdo para a solu¢do maximal de (1.2) associada a esse dado. Por fim, vamos provar que os

ground states de (1.10) podem ser aproximados por sequéncias contidas em 7.

Para isso, vamos considerar o seguinte problema de minimizagao:

dpg = inf S
M vlenM (V)

onde
M:={veH®R)\{0}: P(v) =0elI(v) <0}

Lembremos que o funcional / : H'(RY) —s R, definido no Lema 1.4, é dado por

+1

I(V) = ”VQOHiZ(Rd) + w”solliZ(Rd) - ||‘10||€p+l(Rd)'
Lema 2.13. A seguinte igualdade sempre vale:
m= dM

onde m é o nivel de menor energia, definido em (1.29).

Demonstracdo: Seja ¢ € G um ground state. Pelo Lema 1.1, temos que I(¢) = P(¢) = 0,

garantindo assim que ¢ € M. Deste modo S(¢) > dx, e pelo conceito de infimo, segue que
m > dy. (2.72)

Reciprocamente, seja v € M. Se I(v) = 0, entdo pelo Teorema 1.4, S(v) > m. Agora suponha
I(v) < 0, entdo perceba que

d(p

-1) 1
I(V/]) = /12||V(’0||i2(Rd) + w”(p”iZ(Rd) -4 2 ||90||§:+1(Rd)

o que implica
. _ 2
}I_I%I(V/I) = w”(p”LZ(Rd) > 0.

Por continuidade, existe 4; < 1 de tal forma que /(v,,) = 0. Assim, pelo Teorema 1.4
m < S(vy,). (2.73)
Como P(v) =0, segue do Lema 2.12 que

S(va,) <S(v). (2.74)
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Assim, por (2.73) e (2.74) e sabendo que m < S(v), temos
m < duy. (2.75)

Por (2.72) e (2.75), segue a igualdade
m= dM.

Pois bem, definiremos o conjunto J como sendo
IT:={veH'RY:I(v) <0,P(v) <0eS(v) <m}.
Agora, usando o Lema 2.13 provaremos que 7 assim definido, € invariante pelo fluxo de (1.2).

Lema 2.14. Seja ug € I. Entdo a solucao maximal de (1.2) correspondente a ug em (Tyyin, Tnax)
satisfaz
u(t) e 1,

para todo t € (Tinin, Tinax)-

Demonstracao: Considere ug € 7 e u a solu¢cdo méxima de (1.2) com dado inicial u fornecida
pelo Teorema 1.1, com intervalo de solu¢do (7yin, Tnax). Como S é uma quantidade conservada
para (1.2),

S(u(t)) = S(uo) <m, V1€ (Tnin, Tnax)- (2.76)

Basearemos o restante da nossa prova em argumentos de contradi¢dao. De fato, suponha que
exista t € (Tin, Tmax) tal que
I(u(1)) > 0.

Desso modo, pela continuidade de e de u deve existir #g tal que
I(u(to)) =0,

assim o Teorema 1.4 nos diz que
S(u(19)) = m,

o que contradiz (2.76). Segue assim que
I(u(t)) <0, te€ (Tmin, Tnax)- (2.77)
Finalmente, vamos supor que para alguma ¢ € (T}, Tinax) tenhamos
P(u(t)) = 0.
Por continuidade, existe 7 de tal forma que

P(u(t))) = 0.
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De (2.77), temos I(u(t;)) < 0 e entdo pelo Lema 2.13
S(u(tr)) = m,
contradizendo (2.76). Desse modo
P(u(t)) <0, Vt € (Tnin> Tinax)-
Com isso, temos pela defini¢do do conjunto 7 que u(¢) € I para todo t € (Tuin, Tinax)- O

Lema 2.15. Seja ug € 1 e u(t) a solucdo mdaximal de (1.2) correspondente a uy em (Tyyin, Trnax)-
Entdo existe 6 > 0, independente de t, tal que

Pu(t)) < =6

para todo t € (Tyin, Tinax)-

Demonstracao: Considere ¢t € (7,45, Tinin) € defina
vizu(t) e vi() =A%),

Pelo Lema 2.12, existe 4g < 1 tal que P(v,,) = 0. Consideremos, sem perda de generalidade, que
I(va,) <0 (pois caso I(v,,) > 0, por continuidade deve existir Ao € (1o, 1), tal que, I(v%) =0,
e assim podemos trocar , A por Ao e seguir de maneira andloga) assim, pelo Teorema 1.4

S(vy,) = m. (2.78)
Agora, considerando o item (v) do Lema 2.12, temos
0
S(v) =8(vyy) = (1 —lo)ﬁs(vm , (2.79)
=1
e pelo item (iii) do mesmo Lema
0
—S =P(v). 2.80
Sty =P (280
Além disso, como P(v) < 0e Ay € (0, 1) temos que
(1 =29)P(v) > P(v). (2.81)
Assim , por (2.78),(2.79), (2.80), e (2.81) temos que
S(v) —m > P(v).

Defina ¢ := m — S(v). Dessa maneira, 6 > 0, pois v € 7 (Lema 2.14) e além disso, como § é

uma quantidade conservada temos que ¢ independe de . Desse modo, segue
P(u(t)) < S(v) —m=-96.
para todo t € (Tyin, Tinax), conforme queriamos demonstrar. O

A seguir teremos o Lema, que garante que solugdes de (1.2) associadas a dados iniciais

em 7, tem explosdo em tempo finito.
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Lema 2.16. Considere ug € I tal que |x|ug € L*>(R?). Entdo a solucdo mdximal de (1.2) u
correspondente, com intervalo de existéncia (Tyin, Tinax) tem explosdo em tempo finito, ou seja,

Tonin > —00 € Tyux < +00 com

lim ||u(t)||H1(Rd)=t/ﬁTm lu ()| g1 (ray = +o0.

min

Demonstracio: Seja ug € 7 de modo que |x|ug € L*(R¥) e u a solugdo maximal de (1.2) com
u(0) = ug. Pelo Lema 2.15, existe 6 > 0 tal que

P(u(r)) < -6,

para todo ¢ € (Tyin, Tinax)- Relembrando que pelo Teorema 1.2 (Identidade virial) temos

” 62
0(1) 1= ()] ey = 8P()),
que integrando duas vezes em relacio ao tempo nos fornece
||xu(z)||§2(Rd) < 462 +C(t +1).

Assim como na prova da Proposi¢ao 1.2, caso Tinin = —00 ou Ty, = +00 teriamos uma contradi¢ao
para [t| suficientemente grande. Desse modo , T, > —c0 € Ty < 400 € pelo Corolario 1.1
temos

Em [Ju()llg ey =+e0 e lm [Ju(t)lg ey = +oo.

O
Agora estamos preparados para enunciar e demonstrar o principal resultado desta secdo.

iwt

Teorema 2.5. Sejap > 1+ %. Entao para qualquer que seja ¢ € G a onda estacionaria e'“' ¢(x)

é fortemente instavel.

Demonstracao: Tendo em maos o Lema 2.16, tudo que necessitamos fazer € encontrar uma
sequénciaem 7 ¢ H'(R?) convergindo para o ground state ¢ nanormade H'! (R?). Consideremos
o scaling ¢ (-) = /l%go(/l-). Entdo pelo Lema 2.12

* I(¢2) <0;

* P(¢a) <0;

s S(p) <m.
Ou seja, ¢, € I para qualquer que seja 4 € (0,1). Além disso, como ¢ tem decaimento

exponencial (Proposicao 1.3) entdo ¢, também possui tal decaimento, e dessa forma |x|p, €
L*(R%) para todo 1 € (0, 1). Note que,

lim la = @l (ray =0

e pelo Lema 2.16, ¢, € uma solucdo de (1.2) que tem explosdao em tempo finito, para todo

0 < A < 1. Finalizando assim nossa prova. O
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2.2.2 Instabilidade com uma Nao Linearidade Geral

Nessa subsecdo, baseados no trabalho (COZ et al., 2008), estamos interessados em tentar
estender os resultados de instabilidade de ground states vistos anteriormente para ndo linearidades
mais gerais, impondo condicdes razodveis sobre o termo nao linear. Para isso vamos introduzir

algumas notacdes. Assim considere o problema de Cauchy
iu, +Au+gu)=0, teR,xeR?
t sw) (2.82)
u(0,x) = up(x), xeR<

onde g : R — R € uma fungdo para que se estende ao plano complexo C como sendo

_ 8dzD
2|

Como foi dito anteriormente, para trabalharmos de maneira consistente com o problema (2.82),

®(z)

z€C\ {0}.

precisamos assumir algumas condi¢des sobre nossa fun¢do g. Para isso, dado z € C, defina

Izl
G(2) ::‘/0 g(s)ds.

Assumiremos que

(H1) A funcdo g : R — R satisfaz

(@D g € C(R,R)

(II) lim & =0
s—0 s

(IIT) Se d =1 oud =2, temos que para qualquer @ > 0, existe uma constante C, > 0 tal
que
2(s)] < Coe™

para todo s > 0. Caso d > 3, temos
lim g(s)s% = 0.

§—+00

(H2) A fungao dada por
4

h(s) = (sg(s) = 2G(s))s "4,
€ estritamente crescente sobre o intervalo (0, +00). Além disso
;i_I)I(l) h(s) =0.
(H3) Existe uma constante C > 0 e a € [0, ﬁ] comd > 3 (a € [0,+00) caso d = 2) tais que
lg(s) —g(D)] < C(A+[s|* + [e]*)]z — 5]
para todos s, em R. Caso d = 1, assumiremos que para todo M > 0, existe Ly; > 0 tal que

g(s) —g(O)] < Lyt = s

para todos s, em R tais que |s| + |f| < M.
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A condicao (H3) € puramente técnica e é destinada especialmente para garantir a boa

colocagio local do problema de valor inicial (2.82) em H'(R¢), como mostra o seguinte Teorema.

Teorema 2.6. Suponha valida a condicdo (H3). Entdo para todo ug € H' (R?) existe T,, > 0 e

uo

uma tinica solugdo de (2.82) com u(0) = ug e
ue C([0,T,,): H'(RY)) nC'([0,T,,); H ' (RY).
Além disso, se T,, < +oco temos

tlifﬁo IVu(o)ll2gay = +o0.

Demonstracao: Ver (CAZENAVE, 2003), pdgina 92, Theorem 4.3.1. O

Um exemplo classico de nao linearidade que satisfaz tais condicdes € dada por g(s) =
|s|? ~lg com p no intervalo critico, a mesma que foi tratada na se¢ao anterior, veja (BADIALE;
SERRA, 2011), pdgina 55, secdo 2.3 para mais detalhes.

De maneira similar ao que foi feito no Capitulo 1, definimos como uma onda estacionaria

para (2.82) uma solugdo da forma u(z,x) = e“'¢(x), comw € R e ¢ : RY — C satisfazendo a
equacao eliptica

~Ap+wp—g(p) =0, ¢eH'(RY (2.83)

As suposi¢oes (H1) e (H2) se fazem necessdrias para podermos garantir a existéncia de solugdes
para a equagao (2.83). Para mais detalhes indicamos ver (BERESTYCKI; GALLOUET; KAVIAN,
1983), paginas 307, Théoreme 1.

Definicao 2.3. Diremos que uma solucdo ¢ de (2.83) é um ground state se
S(¢) =m :=inf{S(v) : v € H'(R?) \ {0} ¢é solucdo de (2.83)}

onde S : H'(R?) — R é definido como
1 2 w, 2
S0 = 51990y + g Wl = [ GO

Perceba que ainda como foi definido anteriormente, as solu¢des ground states sdo aquelas de

"menor energia", isto €, possuem um certo cardter minimizante para o funcional S.

O principal objetivo dessa subsecdo € provar o seguinte Teorema de instabilidade.

Teorema 2.7. Assuma que a funcdo g : R — R cumpre as condicoes (HI), (H2) e (H3) e seja
¢ uma solucdo ground state da equagdo (2.83). Entdo para todo € > 0 existe ug € H' (RY) tal

que
luo — @l (ray < &

e a solucdo u de (2.82) com u(0) = 0 satisfaz

lim [|[Vu(?)||2(ray = +00, com T, < +oo.
l—>Tu0
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As técnicas utilizadas para mostrar a instabilidade usadas na secao anterior e as que serao
utilizadas na prova do Teorema 2.7 compartilham de alguns elementos, em particular a introdugao
de conjuntos invariantes sobre o fluxo da equacao. A principal diferenca estd na caracterizacao
variacional dos ground states a qual € utilizada para definir tais conjuntos invariantes sobre o

fluxo da equacdo e no modo que obtemos essa caracterizacao.

Antes de irmos direto as vias de fato, alguns resultados e propriedades sdo necessarios.
Primeiro € importante observar que a solu¢do obtida no Teorema 2.2.2 satisfaz algumas leis de

conservagao, isto é, para qualquer ¢ € [0, T, ), temos
S(u(t)) = S(uop), (2.84)
(@) L2may = lluoll L2 (ra)- (2.85)
Além disso, a fungdo ¢ : R — R dada por
v (1) = leu) s gas
é de classe C*(R,R) e ainda temos a identidade virial
y” (1) = 8P(u(t)), (2.86)

onde a aplicacdo P é dada por
P() = V7112, 0, - .éﬁmwnM—sz»w; com v € H'(RY),

Apresentaremos agora um lema técnico, o qual serd util para a prova do resultado seguinte.

Lema 2.17. Considere a ndo linearidade g : R — R satisfazendo as condigcoes (HI1), (H2).

Entdo

& é crescente para s > 0. (2.87)

S
y g(s)
m — =

s—+c0 §

(2.88)

Demonstracao: Da defini¢ao de A(s) fornecida em (H2), temos

2
(S) = sdh(s) + G(S) (2.89)
Além disso, para s > 0 temos por (H2)
9 (G _ s(sg(s) ~26(s) _ .90
ds \ s2 s
Assim, por (2.89),(2.90) e (H2), o resultado segue. O

O resultado seguinte mostra a existéncia de solugdes ground states e que elas correspondem

aos minimizantes do funcional S sobre a variedade de Nehari.
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Lema 2.18. Considere a ndo linearidade g : R — R satisfazendo as condigcoes (HI1), (H2).
Entdo a equagdo (2.83) admite uma solucdo do tipo ground state. Além disso, estas solucoes sdo
tais que

S(¢) = d(w) :=inf{S(v) : v € H'(R) \ {0}, com I(v) = 0},

onde
. 2 2
O | e R T L

Demonstracao: Segue do lema anterior a seguinte propriedade

(H4) Existe so > 0 tal que

o Sed > 2 entdo
2_1ws3 < G(s0).

o Sed =1, entdo
2_1ws3 < G(s), 2_1wsg =G(s0) e wso < g(s0),

com s € (0, sp).

Segue por (BERESTYCKI; CAZENAVE, 1981), Théoréme 1 e (BERESTYCKI; LIONS, 1983),
Theorem 1 que as condi¢des (H1) e (H4) sdo suficientes para garantirmos que a equagdo (2.83)

admite uma solucio do tipo ground state. Agora seja v € RY solucio de (2.83), entdo

_ 2 2

1) = 19912 gy + @IV ) = /R g(vDIvlax
= (S'(v).v)
=0,

desse modo, ¢ suficiente provar que d(w) > m. Dos resultados obtidos por (JEANJEAN;

TANAKA, 2003a) e JEANJEAN; TANAKA, 2003b) temos que sobre as condi¢oes (H1) e (H4)

o funcional S tem a geometria do Passo da Montanha, ou seja, o conjunto
[:={yeC([0,1LH'(R)):7(0)=0 e S(y(1)) <0},
€ ndo vazio. Seu o nivel critico

= inf S >0
¢ = Inf max (y(s))

é tal que
m=c.

Agora perceba que por (2.87) nos garante que se v € H'(RY) satisfaz I(v) = 0 entdo a aplicagio

t—> S(tv)
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atinge seu Gnico maximo sobre o intervalo [0, +o0) em 7 = 1. Além disso, por (2.88), temos que
tl_i)r&) S(tv) = —o0.
Segue assim da defini¢do de c, que para todo v € H!(R?) tal que I(v) = 0 tem-se
c < SW),

dai
d(w) > c.

Como ¢ = m o resultado segue. O

Assim como feito anteriormente, o seguinte lema nos mostra o comportamento dos

funcionais sobre scaling.
Lema 2.19. Considere a ndo linearidade g : R — R satisfazendo as condigcoes (HI1), (H2).
Seja v € H'(R?) \ {0} tal que P(v) < 0. Entdo existe Ay € (0, 1] tal que
(l) P(v/lo) =0 ,
(ii) Ao =1 se, e somente se P(v) =0;
(iii) £7S(va) = TP (V)
(vi) %S(v,l) > 0para A € (0,4p) e aa_/lS(Vﬂ) < O para A € (Ag, +0),

(v) A aplicagdo
¥Y: (lg,+0) — R
1 — P(1) = S(vy),

assim definida é concava.
d
Lembrando que v (-) :== 12v(A:), com A > 0.
Demonstracao: Para a demonstracdo desse resultado, basta percebermos que

/Rd D (A3 g (A3 vl - 26 (25v)) dx)

b ) d
as(v/l) =4 (”VV”LZ(Rd) - E

=17'P(vy).

e juntamente com a condi¢do (H2) a prova segue de maneira andloga a feita para o Lema
2.76. m]

Agora estamos preparados para demonstrar o teorema principal dessa etapa do trabalho.

Demonstracio do Teorema 2.7: Comecemos considerando o conjunto

M:={ve H'RH\{0}: P(v)=0e I(v) <0}
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e defina
dp = 1inf{S(v) : v e M}.

Procederemos com a demonstracao em trés etapas.
Etapa 1. Provaremos que d(w) = d . Assim, sabendo que uma solu¢do ground state ¢ satisfaz
P(p)=1(p) =0
temos que ¢ € M e como S(¢) = d(w) segue que
dpm < d(w). (2.91)

Reciprocamente, seja v € M. Caso I(v) = 0, claramente temos d(w) < S(v) e o resultado segue.

Suponha agora /(v) < 0, considerando o scaling v,(-) := /l%v(/l-) com A > 0 temos

_ da
102 = IV + 00, = [ g wDIvIas
Segue de (/1) da condi¢ao (H1)

2

/%l_r)%l(v/l) = wllv”LZ(Rd),

por continuidade, existe 4; < 1 tal que /(v,,) = 0. Assim S(v,,) > d(w). Agora, como P(v) =0

e pelo item (vi) do Lema 2.19 temos
Sw) = 8(vy,) = dw),

com v € M. Portanto

Assim, por (2.91) e (2.92) segue
dM = d(a))

Etapa 2. Para A > 0, definimos u,(+) := ¢,(-). Para A > 1 suficientemente préximo de 1, temos

que
S(uy) < S(p), (2.93)
P(uy) <0, (2.94)
I(uy) < 0. (2.95)

De fato, temos que (2.93) e (2.94) segue de (iii) e (iv) do Lema 2.19. Para (2.95), note que

1) = 25(u3) + 2P(ug) — > [[Vual

d d L2(R9)
2 2 5
=25(p2) + ZP(@2) = 11Vl za
2 222
< 28(¢) + ZP(9) = 1(9) = = 1V¢ll72 gy
2(1 - 2% )
< T”V('DHL?(RG’)

< 0.
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Seja agora u(t) a solugdo de (2.82) com u(0) = u,. Afirmamos que as propriedades (2.93),
(2.94), (2.95) s@o invariantes pelo fluxo da equagado (2.82). De fato, pela lei de conservagdo (2.84)
temos que para todo ¢t € [0,7,,)

Su(r)) = S(ua) < S(¢) (2.96)

Desse modo, podemos inferir que /(u(z)) # O, para todo ¢t € [0,7,,) e por continuidade,
I(u(t)) < Oparatodot € [0,7,,). Segue assim que P(u(t)) # 0 para todo ¢, pois caso contrdrio,
terfamos que u(typ) € M para algum 7o € [0,7,,) e entdo

S(u(10)) = S(¢),

contradizendo (2.96). Logo, por continuidade devemos ter P(u(t)) < 0 para qualquer que seja
t € [0,7,,). Entao

S(u(r)) < S(p), (2.97)
P(u(1)) <0, (2.98)
I(u(t)) <O, (2.99)

paratodo t € [0,T,,).

Etapa 3. Fixemos t € [0,T,,) e defina v := u(t). Para 8 > 0 consideremos vg(-) := ﬁ%v(ﬁ-). Da
Etapa 2 temos que P(v) < 0, entdo pelo Lema 2.19 existe 8y < 1 tal que

P(V,Bo) = 0.
Se I (vg,) < 0, mantemos fy. Caso contrério, o substituimos por Bo € (Bo, 1) de forma que
I(VEO) =0.

Em ambos os casos segue que
S(vg,) 2 d(w), (2.100)

e P(vg,) < 0. Agora, do Lema 2.19 item (v), obtemos

0
S(v) = S((vg,) = (1 —ﬂo)%S(Vﬁn
=1
Entéo, do item (iii), (2.19), M(v) < 0e By < 1 temos
S(v) =S(vg,) = P(v).

Combinando a desigualdade acima com (2.100), obtemos

P(v) < SOv) — d(w). (2.101)
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Considere entdo —¢ := S(v) — d(w). Temos que ¢ < 0 independe da escolha de 7, desde que o
funcional S € uma quantidade conservada. Para concluirmos, observe que da identidade virial
(2.86) e de (2.101) temos que

b (D)2 g0y < =68+ Ct + xuallfz ga (2.102)

e como o lado direito de (2.102) se torna negativo quando ¢ € suficientemente grande, temos que

T,, < +oco e além disso

. 2 _
Jim 1900 g, = 0

conforme queriamos demonstrar. O

E importante notarmos que quando a nio linearidade é ainda mais geral, pode nio ser
possivel fazer uso de uma identidade virial para obter resultados de instabilidade. Nesses casos,
uma boa alternativa para provar a instabilidade seria seguir o método introduzido por (SHATAH,;
STRAUSS, 1985) e depois desenvolvido em (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1987) e
(GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1990). E importante observarmos também que provar a
instabilidade por esses métodos nao fornece informacdes sobre o comportamento a longo prazo

(explosdo ou existéncia global) de solu¢des que comecam proximas de uma onda estacionaria.

Além disso, vale ressaltar também que o tipo de método utilizado aqui para provar a
instabilidade de ondas estacionarias por explosdao em tempo finito ndo se restringe somente as
equacgdes de Schrodinger. E possivel usar tais métodos para obter resultados sobre a instabilidade
por explosdo para as ondas viajantes associadas as equagdes nao-lineares de Klein-Gordon, para
mais informacdes veja (OHTA; TODOROVA, 2005) e (OHTA; TODOROVA, 2007).
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Formulacao Hamiltoniana Abstrata

O principio fundamental da dindmica, popularmente conhecida como segunda lei de
Newton, d4 origem a sistemas de equacdes diferenciais de segunda ordem em R? e portanto,
a menos de uma mudanca de coordenadas, a um sistema de equagdes de primeira ordem em
R24. Se as forcas do sistema sdo derivadas de uma funcdo potencial, as equagdes de movimento
do sistema mecanico tém muitas propriedades especiais, muitos dos quais decorrem do fato
de que as equacdes de movimento podem ser escritas como um sistema Hamiltoniano. O
formalismo hamiltoniano € a estrutura matemadtica natural na qual se desenvolve a teoria de

sistemas mecanicos conservativos.

A teoria cléssica nos diz que um Sistema Hamiltoniano € um sistema com 2d equagdes

diferenciais ordinarias da forma

q'(t) = Hp(t,q, p),
p,(t) = _Hq(l’ q’p)a

(3.1)

onde H : U — R é uma funcio suave em um aberto U ¢ R x R? x R?. A funcdo H(t,q, p)
é chamada Hamiltoniana do sistema (3.1). Os vetores g = (q1,...,qq4) € p = (p1, ..., pa) S0

tradicionalmente chamados de posi¢cdo € momento respectivamente.

Um ponto fundamental na teoria dos sistemas Hamiltonianos € notar que as equacoes
(3.1) podem ser escritas na forma
7 =JVH(t,z), (3.2)

comz=(q,p), VH = (H;,,...,H;,,) e J € uma matriz quadrada, antissimétrica, de ordem 2d

0 I
J= :

onde / e 0 sdo respectivamente a matriz identidade e a matriz nula, ambas de ordem d.

sendo definida como
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A teoria de sistemas Hamiltonianos € vastamente estudada em diversos pontos de vista,
principalmente do ponto de vista da teoria de sistemas dindmicos (ver (MEYER; OFFIN, 2017),
(MACKAY; MEISS, 2020) e suas referéncias). O objetivo desse capitulo € tentar se desprender
das amarras impostas pela dimensao finita, afim de tentar estender a teoria e assim incluir modelos

mais gerais que aqueles dados através das equagdes diferenciais ordindrias.

3.1 Formulac¢ao do Problema Abstrato

As principais ideias apresentadas nesse capitulo foram inicialmente desenvolvidas por
em (MAEDA, 2010) e mais tarde generalizadas por (OHTA, 2011).

Assim como em (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1987), comecemos considerando
X e H dois espacos de Hilbert reais de modo que

X—HeH — X*

onde os mergulhos sao densos e continuos. Identificaremos H com seu respectivo dual H* pelo

isomorfismo natural / : H — H™ dado por
Iu,v) = (u,v)y, wu,v € H.
Definiremos o operador R : X — X* é de maneira andloga como sendo
(Ru,v) := (u,v)x, onde u,v € X.
Agora consideremos J € L(X), bijetivo e antissimétrico no sentido que
(Ju,v)x = —(u,Jv)x e (Ju,v)g = —(u,Jv)y, (3.3)

para quaisquer que sejam u, v € X. Podemos naturalmente estender J aum operador J : X* — X*
definido por
(Jf,uy=—(f,Ju), ueXe feX".

Seja {7 (s) }ser 0 grupo a um parametro de operadores unitarios sobre X gerado por J.

Isso é

n!

& n
T (s) =€ = Z (sJ) .
n=0
Por (3.3), temos que
|7 (s)ullx = llullx, [T (ulla = |lulla,

com s € Rewu € X. Assumiremos no decorrer desse capitulo que 7 € periddico em s, com
periodo igual 27r. A familia {7 (s) }secr € naturalmente estendida um grupo, a um parametro, de

operadores unitérios {7 (s) }ser sobre o dual X*, onde para cada s € R

(T(s)fou) ={f,T(-s)u), ueX, e feX. (3.4)
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Desse modo, seja H € C%(X,R). Consideremos o sistema hamiltoniano abstrato
d o
Eu(t) =JH (u(r)). (3.5)

E importante enfatizarmos que as hipéteses sobre o operador J acabam por excluir equacdes
do tipo KdV do nosso contexto. Lembrando que a equacdo de Korteweg-de Vries generalizada
(gKdV) é dada por

U + Uyxx + (up)x =0

ondeu : RXR — Re p > 2. Note que a equacdo gKdV pode ser escrita na forma (3.5), com
X=H'(R),H=L*R)e

1 1
'H(u):—/luxlzdx——/|u|p+ldx, u e H'(R),
2 R p+1 R

e seu operador J associado € operador de derivagdo, isto é

0

J=—,
ox

o qual ndo € sobrejetivo. Mesmo excluindo tais casos, esse capitulo ha de tratar de modelos

bastante interessantes a qual serd enfatizado posteriormente.

Prosseguindo, diremos que u(t) é uma solucdo de (3.5) em um intervalo I C R se

cueC(,X)nCNT,X").

* y satisfaz (3.5) em X* paratodot € 7.

O intervalo I serda chamado de intervalo de solucdo e o funcional ‘H : X — R serd chamado
de Funcional de Energia do sistema. Daqui em diante assumiremos que H € invariante sobre o
fluxo 77, isso é, H (7 (s)u) = H(u) paratodo s € Re u € X, entdo

H (T (s)u) =T (s)H (1), seR, uclX. (3.6)
Definimos agora o funcional de massa Q : X — R por
0G0 = 3l wex.
Temos que Q' (u) = Iu, com u € X. Além disso
QT (9hu) = SIT (ully = 3l = Q) e QT () =TI, B)

com s € Reu € X. Iremos assumir que o problema de Cauchy associado a (3.5) é localmente
bem posto no seguinte sentido: Para cada ug € X com ||ug||x < K, existe 9 = to(K) > 0 e uma

unica solugao u(r) de (3.5) com intervalo de 7 = [0, ty) tal que

(i) u(0) =uo,
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(i) H (u(1)) = H(uo)
(iii) Q(u(r)) = Q(uo),

para todo ¢ € 7. Diremos que uma solug@o u(¢) da equacgdo de evolugdo (3.5) € um bound state
se é da forma u(t) = 7 (wt)¢, onde w € Re ¢ € X satisfaz

H'(¢) = wQ'(¢).

A seguir daremos uma defini¢do precisa do que vem a ser uma solugdo do tipo bound state ser

estavel.

Definicao 3.1. Uma solugdo bound state T (wt)¢ de (3.5) é dita ser orbitalmente estavel se para

todo € > 0 existe um & > 0 com a seguinte propriedade: Se ug € X satisfaz

lluo — ¢llx <9,

entdo a solucdo u(t) de (3.5), com u(0) = ug existe para todo t € [0, +0) e temos também que
u(t) € Ng(¢) para todo t > 0 onde

Ne($) = {u € X tinf llu = T(s)glly < s} .

Caso contrdrio T (wt)¢ é dita ser orbitalmente instavel.

Como foi dito anteriormente, apesar de parecerem puramente abstratos, os conceitos aqui
apresentados descrevem modelos concretos e de extrema relevancia. Por exemplo, considerando

X = H'(RY), H = L?>(R?) com seus respectivos produtos internos usuais e os funcionais

J(u) :=iu,

1 1
Hu) == [ |Vul?dx - — Pl g
®) 2-/Rd| e p+1/Rd|u| "

1
0u) = 5/Rd |u|? dx.

Temos que o sistema hamiltoniano (3.5) se reduz a equagao
up = iAu +ilulPu, (3.8)

ou seja, temos a equacao de Schrodinger ndo linear, a qual foi tratada em se¢des anteriores.
Note que neste caso, 7 (s) = e’ com s € R, é o grupo unitério associado e assim dado w € R,
um bound state para (3.8) é uma solugio da forma u(x,t) = e/ ¢,,, onde ¢, € H'(R?) \ {0}
satisfaz a equacao eliptica

~Apy = pul’™ 1 = we,.
Com isso, vamos dizer que um bound state u(x,t) = ¢'“'¢,, de (3.8) é estdvel se para todo & > 0,

existe § > 0 de forma que para todo 1y € H' (R?) satisfazendo

luo = pwllg ey < 6
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tem-se que a solucdo u(r) de (3.8) com dado inicial u(0) = u existe globalmente e
inf [|u(t) - ei‘vcpwllHl(Rd) <eg, V>0,
seR

em outras palavras

sup inf ||u(z) — e”gowllm(Rd) <e&.
re(0,+00) 5€

Esse capitulo tem como objetivo principal dissertar sobre resultados acerca da instabilidade
de bound states para a equacdo (3.5). Para isso precisamos fazer algumas consideragdes

fundamentais. Assim, dado w € R definamos o funcional S, : X — R como sendo
So(u) :=Hu) — wQ(u), uclX.

Para trabalharmos de maneira consistente, assumiremos as seguintes condi¢des
(A)) Existew € Re ¢, € X tal que

S:u(‘pw) =0, bo # 0.

Além disso
Ro,, € 1(X).

(Ay) Existe ¢ € X tal que

o [lYlla =1;
© (J¢w’ W)H = ((bw, W)H = 0,
o (S, (du)y,¥) < 0.

(A3) Considere H € C3(X,R). Entdo existem ¢ € X e u € R tais que

o [Yllg=1;
° (Pws ¥ = (Jw, ¥)u = (Jdu,¥)x = 0.

Além disso

So(@o)¥ = Q' (du) e (S5 ()W, ¥), ) # 3p. 3.9)

(A4) Existe uma constante ko > 0 tal que
(S0(u)w,w) > kollwllx, (3.10)

para todo w € X satisfazendo

(w> W) = (Jbo, w)g = (Y, w)g = 0.
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Perceba que (A}) nos garante a existéncia de bound states para a equacgdo (3.5). Ja a condi¢cao
(A2) nos diz garante a existéncia de pelo menos um autovalor negativo préprio para S, (¢.).

Observe que por (3.6) e (3.7), obtemos que
S (T(s)py,) =0, VseR

e também que S/ (¢,)(J¢,) = 0. Perceba também que (A3z) nos fornece (S (¢p,)¢¥,y¥) =
(oo, ¥)g = 0. Além disso

(S (gu)y, w) =0,

para todo w € X satisfazendo (w, ¢, )y = 0. Ja a condi¢do (A4) nos diz sobre a coercividade de

(87 (¢w)w, w) em certas diregdes.
Esse capitulo tem como objetivo principal dissertar sobre os seguintes resultados.

Teorema. Assuma que sao vélidas as condi¢des (A1), (A2) e (A4). Entdo o bound state T (wt) ¢,

¢ orbitalmente instavel.

Teorema. Assuma que sdo vélidas as condi¢des (A1), (A3) e (A4). Entdo o bound state T (wt) ¢,

¢ orbitalmente instavel.

Enunciaremos agora lemas auxiliares que nos ajudardao na demonstragao de tais teoremas.

Lema 3.1. Existe & > 0 e uma aplicagdo 6 : Ny(¢.,) — R/2xZ de classe C?, de tal forma que
para qualquer u € Ng(¢,,) e s € R/2nZ,

o |7 (0(u)u — dullx < T (s)u — ullx
* (T(0(u)u,Jpy)x =0

e (T (s)u) =60(u) —s.

Além disso
RT (=0(u))J g,

) = g T @),

e I(X). 3.11)

Demonstracao: Primeiramente € importante observar que o Lema 2.2 € uma caso particular do
Lema 3.1. Assim uma demonstracao particular pode ser encontrada neste. Para uma demonstragao
geral veja (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1987), pagina 169, Lemma 3.2. O

Para u € N;(¢), definamos M (u) := 7 (6(u))u. Consideremos também
Au) = (M(u),J ), Au) = (M), ¥)n. (3.12)
Assim, obtemos

(A’ (w),v) = (T(O)v, T ') — Au)(0' (u),v), veX.
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Pelo Lema 3.1, vemos que A’(u) € I(X) e
JITVA (u) = T(—=0(u)y — Aw)JT7'6 (u), (3.13)
para u € N;(¢,,). Além disso, como A € invariante sobre 7, temos
0= %A(’]’(s)z,t)|s_0 = (A" (u), Ju) = —(Q" (u), JIT' A’ (u)). (3.14)
Definimos o funcional P : N¢(¢,) — R por
P(u) := (H' (u), JI A’ (u)).

Note que por (3.14) temos P(u) = (S’ (u),JI"'A’(u)). Além do mais, por (3.4), (3.6), (3.7),

(3.11) e (3.13) obtemos

(S, (M (), JI"'RJ¢.,)
(M), ¢u)x

Lema 3.2. Seja I Cc R. Sejau € C(I,X) N CY(I,X*) uma solucdo de (3.5) e assuma que
u(t) € Ne(¢) paratodo t € I. Entdo u(t) satisfaz a equagdo

P(u) = (S,(M(u)),¢) — Au) (3.15)

d
S AW(@®) = -Pu()

paratodot € 1.

Demonstracao: Por (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1987), pagina 178, Lemma 4.6 temos
que a aplicacao
t— A(u(r)),

é de classe C! sobre 7 e além disso
d
EA(u(t)) = (u (1), T A (u(1))), Veel.

Como u(t) é solugao de (3.5), temos

(1), IV A (u(2))) = (JH (u(t)), I A" (u(2)))
= —(H'(u()), JI' A (u(1)))
= —P(u(1)),

para todo t € 1, conforme queriamos demonstrar. O

3.2 Sobre a Instabilidade de Bound States

Baseados no que vimos anteriormente, esta secao tem como objetivo discutir sobre os

resultados acerca da instabilidade de bound states, a lembrar.
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Teorema 3.1. Assuma que sdo validas as condicoes (Ay), (Az) e (A4g). Entdo o bound state

T (wt) @, € orbitalmente instdvel.

Temos que a condicdo (A4) no Teorema 3.1 € 6tima no seguinte sentido. Considere a

equacao de Schrodinger linear sobre o intervalo (0, ) com condi¢do de fronteira de Dirichlet

i, —ue =0, teR, xe(0,m),

u(t,0) =u(t,n) =0, teR.

(3.16)

Considere também os espacos de Hibert reais H = L?>(0,7) e X = Hé (0, ), com seus respectivos

produtos internos usuais. Defina

1

7’{(1/{) = 5

luellZ, e J(u)=iu, comu € X.

Desse modo, se tomarmos u : R — X como sendo u(t)x := u(t, x) a equagao (3.16) pode ser
escrita como sendo J
d—”t‘(t) = JH (u(1)). (3.17)

O grupo a um parametro {7 () }ser € dado por
T()u=e"u, ueX.

Sabemos que para cada uy € X, a solugdo u(¢) de (3.17) com u(0) = ug é expressada em serie
de Fourier como sendo

(o)

u(t) = Z an(r(nzt)‘)om @n(x) = \/%Sin(nx), an = Lﬂ uo(x)pn(x)dx.

n=1

Temos que para cada n € N, o bound state T (n*t)¢, é estiavel no sentido que definimos
anteriormente. Perceba, que em particular, se considerarmos n = 2 e colocando w = n? =4,
o = ¢2 e Y = 1. Entdo, temos que as condigdes (A;) e (Ay) sdo satisfeitas. De fato, perceba

que
1 2 w2 | S
Su) = 310 R0y = SN0l =5 [ WuslPr=2 [l

com u € Hy(0, ). Dai

T /e
(87, (u),v) = / Uy Vy dx — 4/ uv dx
0 0
:/ —uxxvdx—4/ uv dx
0 0
T
= / (—uxy —4u)v dx.
0

logo

S), () = —uyy — du.
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Com isso

Sw(9w) = S, (p2) = - (\/g sin(2x)) -4 \/gsin(Zx)

XX

- _(_4)\/gsin(2x) - 4\/g sin(2x)

Temos também que

1= 1002 = [ WP

= /n \/zsin(x)
0 T
= /n%sinz(x) dx
o T
21" .,
= d.
/0 sin“(x) dx

T
2
m

2
dx

_ T
T 2
=1,

além de

(D> V)i = (Dws ¥)12(0,0) = /” \/zsin(Zx)\/2 sin(x) dx = 2 /ﬂ sin(2x) sin(x) dx = 0.
0 T /4 T Jo

e (87 (¢u,)¢,¥) < 0. Por outro lado, sempre que w € X satisfaz

(¢(ua W)H = (J¢wa W)H = (lﬁ, W)H = (Jlﬁ, W)H =0

a desigualdade (3.10) ocorre, porém nao temos a condi¢do (A4). Assim temos que a condi¢do

(A4) no Teorema 3.1 € de fato necessdria.

Vamos iniciar os preparativos para a prova do Teorema 3.1. Para isso considere o conjunto

W={weX: (¢, Wu = (Jdu, W)y = (¥, w) = 0}. (3.18)

Inicialmente faremos dois lemas auxiliares que nos ajudardo futuramente em tal demonstragao.

Lema 3.3. Suponha que as condicoes (A1), (A2) e (Asg) sejam vilidas. Entdo existe gy > 0 tal

que

H(u) =2 H(dw) + Au)P(u),
para todo u € Ng,(¢,,) satisfazendo Q(u) = Q(dy).



Capitulo 3.  Formulagdo Hamiltoniana Abstrata &9

Demonstracao: Defina v := M (u) — ¢,, € o decompanha como sendo
v=apy,+blo,+cy+w,
onde a,b,c e Rew € W. Note que ||v||x < & e como
0(¢w) = Q(u) = Q(M(u)) = Q(¢o) + (du, V) + O (v),

segue que
(0 V)i = allgully = =0 (v).

Em particular, a = 0(||v||)2(). Além disso, por (3.3) e pelo Lema 3.1, temos que (¢, JP,)x =
(M(u),J¢,)x =0 e portanto,

0= (v,J¢u)x = bIlVgull + (W, Jbo)x,
16J¢ullx < llcyllx +[Iwllx e
2elllyllx +2lwllx = lIvlix = O(IvIIZ)- (3.19)

Desde que S/,(¢») =0e Q(u) = Q(¢,,), pelo Teorema de Taylor para espacos de Banach (veja
(CHANG, 2005), pdgina 10, Theorem 1.1.10) temos que

H(u) — H(¢o) = Sw(M(u)) = Su(dw) = %(S;’,(%)v, vy +o(lIvII) (3.20)
Como, a = 0(||v||}2() e S, (dw)(Jpy) =0, temos que

(SI(dw) v, v) = (S (hw) (¥ +w), ey +w) +o(||v]3)
= H(SU ()W, ) +2¢(SI (), W) + (St (du)w, w) +o([IVIF).  (3.21)

Por outro lado, temos que
c= O, ¥)u =Au) =0(|Ivllx),

e também

S (b0 +v) = 54,(d0) + S (d0)v +o(IVllx) = S5, (¢w)v + o(lIVIIx),
(M (u), $0)x = (0 + v, b0)x = =l dullz + O(IIvIlx).

Portanto, por (2.71), temos

A)P(u) = (S, (¢u)v, ) + o(IIVIIZ)
= (S (P, ) + %(SZ,(%)W’ w) +o(|IvII%) (3.22)

Por (3.20), (3.21) e (3.22), obtemos

2
H(0) ~H(90) ~ AWPw) = ~5(S5(00) + 3 (S0 + oM. (323



Capitulo 3.  Formulagdo Hamiltoniana Abstrata 90

Desse modo, pelas condicdes (A;) e (A4), existe uma constante positiva « > 0 tal que

2 1
=S (SL (@) + S(SL(GuIw.w) 2 k(e + [w).

Além disso, como ||v||x = ||M(u) — ¢ollx < €0, segue de (3.19) que o lado direito de (3.23) é

nao negativo para &¢ suficientemente pequeno, completando assim o resultado. O

Lema 3.4. Existe A1 > 0 e uma aplicagcdo suave ¢ : (—11,11) — X com ¢(A) := ¢, tal que

‘10(0) =%o = ¢w,

e alem disso

H(pa) < H(dw), Q(pa) = 0(du), AP(ga) <0

sempre que 0 < |A| < A;.

Demonstracao: Para A suficientemente préximo de zero, defina

0 2)%_
06" ) "

©(A) = = ¢y + AW +1(A)¢,,, onde n(A) = (1

Entio, temos que Q(¢,) = Q(dy), n(1) = 0O(A?) e pelo Teorema de Taylor para espacos de
Banach (veja (CHANG, 2005), pagina 10, Theorem 1.1.10)

2
Su(00) = Suld0) + T (SL@WY) +0(), S, (1) = ASL(B I + 0D

dai

H(pa) —H(po) = Sw(er) + 0Q(pa) = (Su(dw) — wQ(dw))
= Su(pa) + w0 (ea) — (Sw(dw) — wQ(@,))
= Su(pa) = Sw(dw)
= [Sw(gw) + %2<S;/)(¢w)‘/’a Y+ 0(/12) = Su(dw)
/12
=SS0 (G0), ) + 0 (%)
< 0,

para |A| suficientemente pequeno. Além disso

P(p2) = USL (¢, ¥} +0(A)
dai
AP(1) = A2(SL(du)¥, ¥) + 0(4%) <0,

com |4| suficientemente proximo de 0, o que completa a prova. O
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Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 3.1.

Demonstracao do Teorema 3.1: Comecamos supondo por contradi¢ao que 7 (wt)g,, € estavel.
Para A suficientemente proximo de 0, seja ¢, dado pelo Lema 3.4 e consideremos u, () solu¢io

de (3.5) com u,(0) = ¢,. Sabemos entdo que existe 1o > 0 tal que se
4] < Ao,

entao
uy(t) € Nso((bw), vVt >0

onde &) € a constante positiva dado pelo Lema 3.3. Além disso, pela defini¢do (3.12), existem

constantes positivas C; e C, tais que
AW < Cre|[A(W)] < G

para todo v € N, (¢,). Consideremos agora A € (0,4p) e 64 = H(¢pn) — H(pa) > 0. Como
P(¢,) < 0eaaplicacdor — P(u,(t)) é continua. Temos assim pelo Lema 3.3 e pela propriedade

de conservagdo de H e Q, vemos que
P(up(t)) <0, Vt>0.
e que
61 = H(pw) = H(ua(r)) < =A(ua(1))P(ua(2)) < —CoP(ua(2))

para qualquer que seja t > 0. Além disso, pelo Lema 3.2, temos que

d 0

—A t)) =-P 1) > —

5 A1) (ua(1)) = )
para todo ¢ > 0, implicando assim que

A(uy(t)) — +co,set — +oo.

Ora, mas isso contradiz o fato de que |A(u,(t))| < C, para qualquer ¢ > 0. Portanto, devemos

ter que 7 (wt)¢,, € instavel, conforme queriamos demonstrar. O

O préximo resultado fundamental sobre a instabilidade de bound states é o que segue.

Teorema 3.2. Assuma que sdo validas as condicoes (A1), (Az) e (Ag). Entdo o Bound State

T (wt) ¢, é orbitalmente instavel.

Assim como fizemos anteriormente, vamos exibir alguns resultado preliminares que nos

auxiliardo na prova do Teorema 3.2. Primeiramente, considere

v =3 = (S (¢0) (W, ¥). ¥r) - (3.24)

Perceba que por (3.9) temos v # 0. Comecamos fazendo adaptacdes dos Lemas 3.3 e 3.4

respectivamente.
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Lema 3.5. Existem constantes positivas &y e k™ tal que
H(u) > H(py,) + ﬁk*P(u)
v
para u € Ny (¢o,) satisfaz Q(u) = Q(dw)-
Demonstracao: Defina v := M (u) — ¢, € o decomponha como sendo
v=adpy,+blo,+cy+w,
onde a,b,c e Rew € W, onde W € definido em (3.18). Note que ||v||x < &9 € como
0(¢w) = Q(u) = Q(M(u)) = Q(¢w) + (du, V)i + Q(v),
segue que
(¢ V)i = alldully = -Q ).
Além disso, por (3.3) e pelo Lema 3.1, temos que
(¢w’ J¢¢U)X = (lﬂ, J¢(U)X = (M(Lt), J¢¢U)X =0.
Portanto
0= (v, Jpu)x = bITGul5 + (W, du)x,
e além disso
16T ¢ullx < llwllx. lelllwllx +2lwlix = Ivlix — O(IvIIZ)- (3.25)

Seguindo de maneira similar a que fizemos anteriormente, obtemos a expressao (3.20). Pelas

consideragdes feitas anteriormente temos

(SL(BIV¥) = (SL(P0) 0) +2¢(S (B, W) + (Su(Bu)ww) + 0 (V1)

= (SL(guwow) +o (IvI)

Por (3.20), (3.26) e a condicdo (A3), obtemos

H() ~H(90) = 5000w, w) + oIV IR) 2 2wl ~ o(IvI).

Por outro lado, temos que
c= O, ¥)u =Aw) =0(|Ivllx),

e também
1
Si (b0 +v) =S, (du)v + ESZ,'(%)(v, v) +o(|vIlR),

(M (u), /2 $0)x = (¢ +v, I B0)x = =T gullx + O(IIvIlx).

(3.26)

(3.27)
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Portanto, por (2.71), temos

C
[

1
P(u) = (S (dw)v, ) + §<Séﬁ’(¢w)(v, v),¢) + (S (G, JI™' RI¢w) + o(IVII3)-
Agora, por (3.9) e (3.25), temos que

(S V) = i(don V)it = =pQ() = =SV

U

= L (@160l + B21Igul + w1+ 1w
c’u

==L 0 (Iwll) +o (V1)

€

(S () (v, ), ) =CX(SL(B) (W 0),0) +26(SL (90) (0, bI By 4 w), 0 + O (IwlF) + 0 (I13)

e também

(S IT RIG0) = c(SL(@0) (et + W), T RIBL) + o (Iv1})

= =l @l + (S (o)W, I RIGS) +o (II3)
Desse modo, existe uma constante k£ > 0 tal que
v
[P+ 22| < k (Iellwli + Il ) + o (Ib13)

onde v € a constante definida em (3.24). Desse modo, existe uma constante k; > 0 tal que

4 v
Y pw = M w2 =0 (Iv1) (3.28)
vl 4
Por (3.27) e (3.28), obtemos
v *
H(w) = H(go) = 1k P(0) 2 ko + Ksllwliy = o (115 ) (3.29)
com
ok KL ko
= _, = e = —.
4k 7T 4 Ty

Finalmente, como ||v||x = ||M (u) — ¢, |lx < €0, segue que o lado direito da expressao (3.29) é

nao negativa para g suficientemente pequeno, o que completa a prova. ]

Lema 3.6. Existe 11 > 0 e uma aplicacdo suave ¢ : (—A1,11) — X com ¢(QA) = ¢, tal que

‘10(0) =%o = ¢w,

e alem disso

H(p)) <H(dw), Qo) = Q(do),

sempre que 0 < ﬁ/l < 4.
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Demonstracao: Para A suficientemente préximo de zero, defina

1

- M /12) T
0(dw)

Entdo, assim como anteriormente temos que Q(¢,) = Q(¢,,) e pelo Teorema de Taylor para

espacos de Banach (veja (CHANG, 2005), pagina 10, Theorem 1.1.10)

©(A) = 1 = ¢y + AW +1(A)¢,,, onde n() = (1

2 3
$u(@0) = Su(0) + S SL@ ) + AANSLGID-60) + e (S (G)W.1).8) + o(A)

2||¢L||?1 A% +0(2*). Aqui por (3.9) temos que (S” (), ¥) = u(pw, ¥)u =0 e

(SU(u)¥s bu) = il o llF;- Entlo,

com n(Ad) = —

Su(02) = Suldw) = 220 +0(2),

dai
H(pa) —H(do) = Su(pr) + 0Q(@a) = (Su(dw) — wQ(4w))

= Su(ea) + wQ(¢1) = (Su(dw) — wQ(¢1))
= Sw(pa) = Sw(dw)
= (Su(@w) = 22 +0(4)) = Su(@0)
_ Y3 3
= 6/l +0(17)
<0,

para ﬁ/l suficientemente pequeno, conforme queriamos demonstrar. |

Perceba que os Lemas 3.5 e 3.6 sdo adaptacdes dos Lema 3.3 e 3.4 respectivamente.
Desse modo, a demonstracao do Teorema 3.2 segue de maneira andloga a feita no Teorema 3.1.
3.2.0.1 Algumas Consequéncias

A seguir mostraremos alguns resultados que sdo consequéncias do Teoremas 3.1 e 3.2.

Para isso, vamos impor as seguintes condigoes.

(By). Existe um intervalo aberto J C R e uma aplicacdo ¢ : J — X, de classe C! com

¢ (w) := ¢, de tal forma que para cada w € J temos

L. S:u(‘pw) =0;
2. ¢ #0;
3. Ro,, € 1(X);

4. (Jpw, ¢l = (Jdus ¢))x =0, com ¢, = L g, .

(B). Existe uma constante negativa 1, < 0 e uma vetor &, € X tal que
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L. S;,)(‘pw)fw = /lwl'fw 5
2. lénlla =1;
3. (S (dw)p,p) > 0paratodo p € X \ {0} satistazendo (&, p)u = (Jdw, p)u =0

(B3). Existem constantes negativas Ao, 41, < 0 e vetores &y, €1, € X tal que

L. (0w €100 = (61,0, d0)a = 0.
2. SU(dw)jw=Ajwléjw, J=1,2.
3. léowlla = lE1wlla = 1.

(B4). O funcional u — (S/ (¢w)u, u) € fracamente semi-continuo inferiormente sobre X. Além

disso, existem constantes positivas C; e C, de tal forma que
Cillully < (S (do)u,u) + Collull, (3.30)

para todo u € X. Além disso, se uma sequéncia (u,),en satisfazendo ||u,||x = 1 para todo

n € Neu, — 0 fracamente em X, entdo

lim inf (S, (py, ), un) > 0.
n—+oo

Vamos definir também d(w) = S, (¢4,,) onde w € J. Como consequéncias do Teorema
3.2, temos o seguinte resultado, a qual assumimos que o funcional de energia H e suficientemente

regular.

Corolario 3.1. Assuma (B1) e que para cada w € J, (Bz) e (By) sdo satisfeitas. Assuma
também que H € C3(X;R) e que a aplicacio w — ¢, definido em (By) é de classe C*(J, X).
Se wgy € J satisfaz

d"(wo) =0ed”(wp) #0,

entdo o bound state T (wot) ., € orbitalmente instdvel.
Para mostrar esse resultado, comecemos fornecendo uma condi¢éo suficiente para (Ag).

Lema 3.7. Assuma (B;) e (By4). Assuma também que existam y € X e constantes 1 < 0e u € R

tais que

o lyllm=1;
® (¢w’ w)H = (J¢w’ lﬁ)H =0 y
* So(wy =AY + uQ’(¢o,).

Entdo a condigcdo (Ay) é satisfeita.
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Demonstracao: Primeiramente afirmamos que (S, (¢,)w,w) > 0 para todo w € X \ {0}
satisfazendo (¢, W)y = (Jou,w)g = (¥,w)g = 0. Provemos isso por contradigdo, isto é,

suponha que exista wg € X \ {0} de tal forma que

(85 (dw)wo, wo) <0,

Com (¢, wo)y = (Jou,wo)y = (W,wo)g = 0. Entdo, temos que existe um vetor (a,B) €
R2\ {(0,0)} tal que (@ + Bwo, £, = 0. Defina p = ey + Bwo. Temos que p € X \ {0} satisfaz

(gwa p)H = (J§bw’ p)H = O’

entdo, por (By), temos que (S, (¢,)p, p) > 0. Por outro lado, temos que

<S;,)(¢w)‘//’ wo) = A, wo)u + (b, wo)u =0

e também

(S! (9P, p) = AWl +2aB(S0 ()W, wo) + B(SI (¢e)Wo, wo) < 0

O que é uma contradi¢ao. Feito isso, vamos novamente utilizar um argumento de contradi¢ao
para provar a condicdo (A4). Assim, suponha que a condi¢io (A4) ndo aconteca. Entdo existe

uma sequéncia (W, ),en € X, com ||w,||x = 1 para todo n € N satisfazendo

(J¢wa wna = (W, wy)u =0,

de tal forma que
lim (S) (¢w)Wn, wy) = 0.
n—+oco

Temos também que, passando para uma subsequéncia se necessdrio, existe w € X talque w,, = w

em X. Por (By), vemos que w # 0, (¢, W)g = (Jdw, w)g = (¥, w)g = 0 e além disso
(SV(du)w, w) < liminf(S) (¢w)Wn, wy) =0,
n—+oo

contradizendo o fato que comprovamos anteriormente. Com isso o resultado segue. O

Demonstracao do Corolario 3.1: Na prova desse resultado, basta verificarmos que ¢,,, satisfaz
as condigdes (A1), (A3) e (A4), para assim utilizarmos o Teorema 3.2. Primeiramente, note que
(A}) segue de (Bp). Temos também que se for vdlida a condi¢do (A3), temos pelo Lema 3.7
que a condicdo (A4) também € vilida. Desse modo é suficiente provarmos a condicao (A3), de
fato, temos por (B;) que H'(¢,,) = wQ’(¢,,) para todo w € . Derivando essa expressao com

respeito a w, obtemos

S;l)((]sw) = 0'(¢w), (3.31)
Se(90)(Bis 80,) + S5, (90) ¢y, = 207 ($0) b, (3.32)
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com ¢, = %qﬁw el = dd—;gbw. Enquanto, derivando d(w) = H(¢,) — wQ(¢,,) temos
d'(w) = (H'(¢w), b)) — 0(Q'(¢0), ¢r,) — C(dw) = —Q(dw),
d"(w) = ~(Q($w): ¢.) = = (B )1 = (S3,($0) Bps D) (3.33)
Além disso, por (3.31), (3.32) e (3.33) temos que
d”(w) = ~(Q"(¢w)Pry» bn) = Q' (dw) ¢1)
= (S (90) (Beys b0y) b00) — 3(Q" (B0) Ps P
= (50 (90) (8, 80). 8L, = 310, - (3.34)

Considere u e defina

_ 1
= Tl

Y= ugl,.
Assim temos [[(/]|lg = 1 € S, (hwo)¥ = HQ’(¢w,)- Por (B1), temos que
(J¢wo’ w)H = (J¢wo’ lﬁ)x =0.

Além disso, desde de que d”’(wp) = 0 e que d”'(wo) # 0, por (3.33) e (3.34) temos que
(Pwp-¥)m =0e

(25, (D) (W 9). ) = (S (Buog) (Bl D) B} # 3.
Com isso, vale (3.9) e assim temos a condi¢do (As3), conforme queriamos demonstrar. |
Os préximos resultados serdo obtidos como consequéncias do Teorema 3.1.
Corolario 3.2. Assuma que (B1) e que para cada w € J, valem as condicées (By) e (By). Se
wo € J satisfaz d” (wo) < 0, entdo o bound state T (wot) ., € orbitalmente instdvel.
Comecemos fornecendo um Lema que serd usado na demonstracao de 3.2.

Lema 3.8. Assuma (B) e que para cada w € J, sejam validas as condicoes (By), (B3). Se
wo € J étal que d”’(wq) < 0, entdo existe y € X, satisfazendo ||¢||g = 1 e constantes 1 < 0,

u € R tal que
(¢wo’ w)H = (J¢wo’ w)H =0 e S:;O(¢wo)lﬁ = /U'ﬁ +/1Q,(¢wo)'

Demonstracao: Defina
A =1inf{(S, (pwy)w,w) :w € X, wllzg = 1, (¢pw,» w)u = 0}. (3.35)

Por (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1987), pagina 172, Theorem 4.1 e por (3.30), temos
que A € (—00,0). Além disso, por (B3) e um argumento variacional, temos que existe ¢ € X,
com |[Y|lg =1 e (pu,. ¥)u =0 tal que (Su,(dw,)¥, ¥) = A. Entdo existe uma multiplicador de
Lagrange u € R tal que

S;/)O(‘]Swo)w = AUy + pQ’ (Puwy)-
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Finalmente, pela equagdo acima temos

/l(l//’ J¢wo)1‘1 = <S;/)0(¢w0)(‘]¢w())’ ’ﬁ> - /’L(¢w0’ J¢wo)1‘1 =0.

Como temos que 4 # 0, obrigatoriamente temos que (J . ¥ ) = 0, completando a prova. O

Demonstracao do Corolario 3.2: De maneira similar ao que fizemos anteriormente, vamos
mostrar que ¢,,, satisfaz as condigdes (A1), (A2) e (A4) do Teorema 3.1. De fato, perceba que
(Ap) segue de (B)), e (Ay) segue do Lema 3.8. Finalmente, a condicdo (A4) segue diretamente
dos Lemas 3.7 e 3.8. O

Corolario 3.3. Assuma que (B}) é vdlida e que para cada w € J, valem as condigcées (B3) e

(Ba). Se wo € J satisfaz d”(wo) > 0, entdo o bound state T (wot),,, € orbitalmente instavel.

O seguinte lema auxiliar é baseado em (MAEDA, 2010) (pagina 2103, Theorem 2) e sera

usado na demonstra¢gao do Coroldrio 3.3.

Lema 3.9. Assuma que (B)) é vdlida e que para cada w € J, valem as condigcées (B3) e (By).

Se wg € J satisfaz d” (wg) > 0, entdo existe uma constante ko > 0 tal que

para todo w € X satisfazendo (¢uwy, W)H = (£0,00- WH = (J P> W)H = 0.

1

Demonstragio: Assim como na prova do Lema 3.7, € suficiente provarmos que (S;;, (¢w,)w,w) >
0, para todo w € X \ {0} satisfazendo a condi¢@o (¢w,, Wi = (£1.0e> WH = (Jw W)H = 0.
Defina

Py,={peX: (0w Pu=((10,P)n=(dw,p)u = 0}.

Sejaw € X \ {0},tal que
(¢wa W)H = (§O,w, W)H = (J(bw, W)H =0.
Vamos decompor w € ¢;, como sendo

W = apé0,wy + A1&1,0y + a2 Py + P,

¢:u0 = bOfO,wo + bléjl,w() + b2J¢a)0 + q

onde a;,b; € Rparatodo j =0,1,2¢e p,q € Py,. Como temos (&¢1,u, W) = (JPwy W)H = 0,

temos que a| = a; = 0. Além disso, por (3.31)

/ll,wobl = (/ll,wofl,wo’ ¢:U0)H = <S;,)O(¢w0)§l,wo’ ¢:U0> = (é‘:l,wo’ ¢w0)H = O’

com isso, by = 0. Por (3.33), temos

_d”((UO) = <SZ;0(¢0)0)¢:U0’ ¢:u0> = b%/lo,a)o + <S;,)O(¢wo)Qa p) <0.
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Em particular, p # 0. Por outro lado, por (3.31),

0= (¢wo, W)H = <S;,)0(¢w0)¢:z)o’ W> = aObO/IO,wo + <S;/)O(¢wo)q’ p>

Em particular, p # 0. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

BR10.0nl (S, (B, w) = B340, (@30, + (ST (B0) - )

> —a%b%ﬂ%’wo + <S;,,0(¢wo)pa p><S;ﬁo(¢wo)Qa q)
> ~agbiA ,, + (St (b)) q: PY
=0.
Dessa forma, (S7, (¢w,)w,w) > 0, conforme queriamos demonstrar. O

Demonstracao do Corolario 3.3: Novamente, basta verificarmos que ¢,,, satisfaz as condigdes
(A1), (A2) e (Ayg), para assim usarmos o Teorema 3.1 . De fato, (A1) segue diretamente de (B).
Agora considere ¥ = &1, entdo (A,) segue de (B3). Finalmente, (A4) segue do Lema 3.9, o

que finaliza a prova. O

Os coroldrios apresentados sdo de extrema utilidade para o estudo da instabilidade orbital
de bound states de modelos muito interessantes. Podemos citar, por exemplo, a equacao de
Schrédinger ndo linear onde a fungdo potencial € do tipo delta function e sistemas de equagdes

do tipo Schrodinger, veja por exemplo (OHTA, 2011), paginas 17-23.
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