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Resumo
O presente trabalho tem como característica central o estudo da estabilidade e instabilidade orbital
acerca de ondas estacionárias para a equação de Schrödinger não linear. Mais especificamente
mostramos a existência de ondas estacionárias através de uma abordagem variacional. Em seguida
apresentamos métodos desenvolvidos para o estudo da estabilidade de ondas estacionárias,
baseados principalmente em argumentos de compacidade e de propriedades espectrais acerca do
operador linearizado. Por fim, apresentamos resultados sobre a instabilidade de bound states
para sistemas dispersivos abstratos, abrangendo assim uma classe de equações dispersivas de
interesse.

Palavras-chave: Equação de Schrödinger não-linear; Teoria de Estabilidade; Métodos Variacio-
nais; Sistemas Hamiltonianos Abstratos.



Abstract
The present work has a main characteristic the study of orbital stabilty and instability about
standing waves for the nonlinear Schrödinger equation. More speciafically, we show the existence
of standing waves through a variational approach. Then, we presente method developed to study
the stability of standing waves, base mainly on compacteness argumentes and spectral properties
of the linearized operator. Finally, we present results on the bound states instability for abstract
dispersive systems, thus include a class of dispersive equations of insterest.

Keywords: Nonlinear Schrödinger Equation; Stability Theory; Variational Methods; Abstract
Hamiltonian Systems. .
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Introdução

A teoria das equações dispersivas lineares prevê que, em geral, as ondas devem se espalhar
e dispersar com o tempo. No entanto, é um fenômeno notável, observado tanto na teoria quanto
na prática, que quando efeitos não lineares são levados em consideração, é possível obter soluções
que podem ser estáveis o suficiente para persistirem indefinidamente, isto é, permanecem em uma
posição constante em um intervalo de tempo arbitrário. A construção de tais soluções pode ser
relativamente simples, mas o fato de que estas são estáveis requer uma análise bastante rigorosa
do problema, que em parte é devido às simetrias advindas da equação. Tais simetrias, como a
invariância por translação ou rotação, acabam por criar dificuldades na análise da estabilidade.

Nesse intuito, nossa história começa por volta de 1844 quando o engenheiro civil e
filósofo John Scott Russell (1808-1882) observava uma barcaça sendo puxada por dois cavalos,
um em cada margem do canal de Union, um canal de baixa profundidade que se encontra próximo
da universidade Heriot-Watt em Edinburgo, na Escócia. Ele observou que quando a embarcação
parou, as ondas criadas na superfície da água se propagavam em alta velocidade, de forma
constante e sem mudar de forma. A cavalo, Russell acompanhou as ondas com uma velocidade
constante de aproximadamente quinze quilômetros por hora, por mais de três quilômetros. Foi
dessa maneira que Russel observava pela primeira vez as propriedades de estabilidade do que
chamamos hoje de onda solitária ou solíton.

Após esta descoberta, Russell realizou experimentos em um tanque de ondas de laboratório
para estudar este fenômeno com mais cuidado e seu trabalho foi o primeiro estudo detalhado
sobre essas ondas. Porém, a explicação analítica do fenômeno só foi feita anos mais tarde,
em 1872, pelo físico francês Joseph V. Boussinesq (1842-1929) em seu prestigioso trabalho
(BOUSSINESQ, 1872) o qual ele mostra que para uma onda de amplitude finita, o aumento da
velocidade da onda é contrabalanceado pelo efeito da dispersão sobre ela, levando a uma onda
de perfil constante. Na época, houve um grande debate a respeito da estabilidade das soluções
não lineares das equações de propagação. Esse debate foi concluído em 1895 com o trabalho de
Diederik Korteweg (1848-1941) e Gustav de Vries (1866-1934) (KORTEWEG; VRIES, 1895)
no qual eles derivam uma equação de evolução não linear que modela a propagação de uma
onda longa em um canal raso e que esta apresenta soluções que descrevem a propagação de
ondas como a que foi observada por Russel. Em homenagem, tal equação hoje é conhecida como
equação de Korteweg-de Vries ou simplesmente equação KdV.

Bom, os anos se passaram e tanto os físicos quanto os matemáticos perceberam que
soluções com estas propriedades aparecem em vários outros modelos físicos como por exemplo
cadeias de DNA ou modelos efetivos para interações fortes. Já no âmbito experimental, as
ondas solitárias (que no âmbito da mecânica quântica são chamadas de ondas estacionárias)
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foram observadas em fibras ópticas, condensados de Bose-Einstein, cristais líquidos, materiais
magnéticos e diversos outros sistemas físicos. Atualmente, os solítons representam soluções de
equações diferenciais não-lineares, com a característica de descrever fenômenos que apresentam
densidades de energia localizadas e que, após interagirem, mantém suas formas inalteradas, em
parte, graças a um número grande de quantidades conservadas associadas a este tipo sistema
dinâmico.

Motivados por essa discussão, essa dissertação propõe-se estudar como tal efeito se
manifesta na seguinte equação dispersiva não linear

8DC ¸ �D = 5 ¹D– D– �D– �Dº– (1)

onde D : R � R3 −! C é uma função admitindo valores complexos, C é um número real, G é um
vetor em R3 , com 3 � 1 e 5 é uma aplicação não linear, a principio, arbitrária. Essa equação é
conhecida na literatura como equação de Schrödinger não linear (NLS) e recebe esse nome em
homenagem ao físico austríaco Erwim Schrödinger (1887-1961), um dos precursores no estudo
da mecânica quântica.

A equação de Schrödinger não linear não tem mais como interpretação física descrever
a evolução de uma partícula quântica como acontece no caso linear, porém ela fornece uma
descrição canônica para a dinâmica de evolução de uma onda portadora que se propaga em um
meio dispersivo fracamente não linear, quando os processos dissipativos são desprezíveis. Em
tempos curtos e pequenas distâncias de propagação, a dinâmica é linear, mas as interações não
lineares cumulativas resultam em uma modulação significativa da amplitude da onda em grandes
escalas, tanto espaciais quanto temporais. A NLS também é muito importante na modelagem da
propagação de feixes de laser intensos, além de surgir em diversos outros contextos físicos e
também biológicos como a ótica não linear, os condensados de Bosen-Einstein, na modelagem
da estrutura do DNA, entre outros.

Como foi enfatizado anteriormente, estaremos interessados em soluções particulares
da equação (1), isto é, os solítons. Matematicamente, as ondas estacionárias são soluções que
assumem a forma D¹C– Gº = 48lCi¹Gº com l 2 R e i : R3 −! R uma função satisfazendo a
equação elíptica

−�i ¸ li ¸ 5 ¹i– �iº = 0– i 2 �1¹R3º• (2)

Começaremos considerando o caso em que a não linearidade é da forma 5 ¹Dº = −jD j?−1D, onde
? 2 ¹1– ¸1º, isto é, nossa não linearidade independe das derivadas espaciais da função. Baseados
na obra de (CAZENAVE, 2003), utilizaremos métodos variacionais para garantirmos a existência
de soluções para (2), bem como propriedades acerca da regularidade das soluções, decaimento
exponencial e algumas identidades funcionais. Posteriormente nos restringiremos as soluções
que minimizam energia, denominadas estados fundamentais ou ground states , garantindo assim
a unicidade de soluções para o problema a menos de simetrias advindas do modelo bem como
diversas caracterizações variacionais.
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No nosso estudo, as soluções do tipo estado fundamental desempenham um papel central.
Estamos particularmente interessados em questões associadas a estabilidade/instabilidade dessa
classe de soluções. Para isso, precisamos primeiramente definir um conceito de estabilidade que
se comporte bem com as simetrias advindas da equação.

Definição 0.1. Seja i uma solução de (2). A onda estacionária 48lCi¹Gº é dita ser orbitalmente
estável se para todo Y ¡ 0 existe X ¡ 0 que cumpre a seguinte condição: se D0 2 �1¹R3º satisfaz

kD0 − ik�1 ¹R3º Ÿ X–

então a solução máximal D¹Cº de (1), com D¹0º = D0 existe para todo C 2 R e

sup
C2R

inf
\2R

inf
H2R3
kD¹Cº − 48\i¹� − Hºk�1 ¹R3º Ÿ Y•

Caso contrário, diremos que a onda estacionária é orbitalmente instável.

Nesse sentido, o ponto alto dessa etapa será demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 0.1. Seja i um ground state para a equação (2). Se 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3
, então a onda

estacionária 48lCi¹Gº é orbitalmente estável.

Para a prova do teorema acima utilizaremos dois métodos. O primeiro, denominado método
clássico de estabilidade, é uma poderosa ferramenta para se obter resultados de estabilidade e
instabilidade o qual é baseado em uma análise espectral dos operadores associados a equação. O
segundo, conhecido como método de Cazenave-Lions, aparece pela primeira vez em (CAZENAVE,
1983) e mais tarde desenvolvida por (CAZENAVE; LIONS, 1982) e se baseia principalmente em
argumentos variacionais e de compacidade, o qual o passo principal consiste em caracterizar os
ground states como os minimizadores de energia sobre uma certa esfera de !2 (

R3
�
. Mostraremos

também que o intervalo fornecido ao expoente ? ¡ 1 no Teorema 0.1 é ótimo e além disso, a
instabilidade no caso ? � 1¸ 4

3
é, em um certo sentido, mais forte que a instabilidade apresentada

na Definição 0.1.

Definição 0.2. Considere i uma solução da equação elíptica (2). Diremos que a onda estacionária
48lCi¹Gº é fortemente instável (ou instável por explosão em tempo finito) se para todo Y ¡ 0
existe DY–0 2 �1¹R3º tal que

kDY–0 − ik�1 ¹R3º Ÿ Y

mas a solução máximal correspondente DY de (1) com intervalo de existência
(
)Y
<8=
– )Y<0G

�
satisfaz

)Y
<8=

¡ −1 e )Y<0G Ÿ ¸1 e além disso

lim
C&) Y

<8=

kDY ¹Cºk�1 ¹R3º = ¸1 e lim
C%) Y<0G

kDY ¹Cºk�1 ¹R3º = ¸1•

O segundo teorema principal que mostraremos nessa etapa é o seguinte
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Teorema 0.2. Seja ? � 1 ¸ 4
3
. Então para toda solução i de (2) a onda estacionária 48lCi¹Gº é

fortemente instável.

Assim como o método clássico de estabilidade, a prova desse resultado se baseia em uma
análise espectral dos operadores associados ao problema. Feito isso, estenderemos o Teorema
0.2 para não linearidades mais gerais, assim como feito por (COZ, 2008).

Por fim, baseados nos resultados obtidos em (OHTA, 2011), dissertaremos sobre teoremas
de instabilidades obtidos para sistemas hamiltonianos dispersivos abstratos, abrangendo assim
uma classe maior de equações de interesse, tanto no ponto de vista matemático, quanto físico.
A formulação mais precisa da estrutura do problema será dado ao decorrer do trabalho, mas
resumidamente consideremos uma equação de evolução da seguinte forma

3D

3C
¹Cº = �̃H 0¹D¹Cºº– (3)

onde D : � � R −! - é uma curva em um espaço de Hilbert real - ›! �, com � também sendo
um espaço de Hilbert real.H é um funcional de classe �2¹-–Rº e �̃ a extensão natural ao dual
topológico de um operador � 2 L¹-º o qual este é bijetor e antisimétrico. O objetivo principal
deste capítulo é estudar questões acerca da estabilidade do que chamamos de bound states, os
quais são definidos da seguinte maneira.

Definição 0.3. Diremos que uma solução E¹Cº da equação de evolução (3) é um bound state se é
da forma E¹Cº = T ¹lCºq onde fT ¹BºgB2R é o grupo a um parâmetro de operadores unitários
sobre - gerado por �, l 2 R e q 2 - satisfaz a equação

H 0¹qº = l&0¹qº–

onde 2&¹Eº := kEk2
�

. Além disso, diremos que um bound state E¹Cº = T ¹lCºq de (3) é
orbitalmente estável se para todo Y ¡ 0 existe um X ¡ 0 satisfazendo a propriedade de que se
D0 2 - satisfaz

kD0 − qk- Ÿ X–

então a solução D¹Cº de (3), com D¹0º = D0 existe para todo C 2 »0– ¸1º e temos também que

inf
B2R
kD¹Cº − T ¹Bºqk- Ÿ Y–

para todo C 2 »0– ¸1º. Caso contrário E¹Cº é dito ser orbitalmente instável.

Embora seja de grande interesse trabalharmos em uma estrutura geral, conforme foi
apresentado anteriormente, formularemos suposições mais fortes a fim de aplicar os resultados
obtidos no estudo das equações de Schrödinger não linear. Com tais suposições bem estabelecidas,
apresentaremos dois resultados principais e três corolários sobre a instabilidade de bound states
para a equação (3). No primeiro teorema apresentaremos uma condição suficiente para que
tenhamos a instabilidade dos bound states para um caso não degenerado. Por outro lado, no
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segundo teorema será fornecido uma condição suficiente para que obtenhamos tal instabilidade
para um caso crítico (ou degenerado).

Vale ressaltar que infelizmente as suposições impostas para tal estudo, como por exemplo,
a bijetividade do operador �, nos impede de aplicar os resultados obtidos por (OHTA, 2011) em
outros modelos, tais como as equações de Klein-Gordon não lineares e as equações do tipo KdV.
Porém, mesmo com essas restrições, tais resultados abstratos são muito bem aplicados no estudo
da instabilidade orbital em diversos modelos como por exemplo a equação de Schrödinger não
linear com potencial tipo X-function e sistemas de equações não lineares do tipo Schrödinger.
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Preliminares

O objetivo deste capítulo inicial é expor os conceitos e fatos básicos que serão necessários
ao desenvolvimento de todo o trabalho. As referências para o material apresentado serão citadas
ao longo de cada seção. É importante frisar que não só este capitulo, como o trabalho como
um todo, requer um conhecimento prévio de análise real (inclui-se aqui, teoria da medida e
integração) e análise funcional, incluindo assim a teoria de espaços métricos, espaços de Banach,
espaços de Hilbert e teoria de operadores.

Conceitos Básicos da Análise Harmônica

A análise harmônica é uma das áreas mais fascinantes da matemática, sendo objeto
central no desenvolvimento de diversas áreas de pesquisa como por exemplo equações diferenciais
parciais, teoria de integração, teoria dos números entre outras. Além de suas diversas aplicações
práticas como teoria da informação e vários campos da engenharia.

Já nesta seção, nossa meta é introduzir as ideias e teoremas básicos acerca dessa teoria,
que serão fundamentais no decorrer deste trabalho.

A Transformada de Fourier

O conceito da transformada de Fourier, assim nomeada em homenagem ao matemático e
físico francês Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), é motivado por duas ideias centrais em
análise matemática. A primeira é a ideia de expressar funções periódicas genéricas como uma
super-posição de ondas básicas (senos e cossenos) e a segunda é a concepção de um operador que
transforma diferenciação em multiplicação por polinômios, uma ferramenta de extrema utilidade
na resolução de equações diferenciais.

Tendo isso em mente, para uma função 5 2 !1¹R3º definiremos a Transformada de
Fourier de 5 como sendo

F ¹ 5 º ¹bº = b5 ¹bº B ¹
R3
4−2c8G�b 5 ¹Gº3G• (4)

Observe que a integral no lado direito de (4) faz sentido, pois desde que 5 2 !1¹R3º e 4−2c8G�b é
um número complexo unitário, segue pela desigualdade de Hölder que a integral converge, para
qualquer que seja b 2 R3 . Além disso, não é difícil perceber que F é linear, visto como um
operador de !1¹R3º em !1¹R3º e também

k b5 k!1 ¹R3º � k 5 k!1 ¹R3º •
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Denotaremos por �0¹R3º o espaço de todas as funções contínuas que tendem a zero no
infinito, isto é, dado Y ¡ 0 pequeno, existe um conjunto compacto  � R3 tal que j 5 ¹Gº j Ÿ Y, para
todo G 2  2. Nossa primeira proposição lista algumas das propriedades básicas da transformada
de Fourier.

Proposição 0.1 (Propriedades da Transformada de Fourier). Sejam 5 – 6 2 !1¹R3º. Então

1. A função b5 : R3 −! C é contínua.

2. dgH 5 ¹bº = 42c8H�b 5̂ ¹bº, onde gH 5 ¹Gº = 5 ¹G ¸ Hº.

3. dX0 5 ¹bº = 0−= 5̂ ¹0−1bº, onde X0 5 ¹Gº = 5 ¹0Gº.

4. š5 � 6¹bº = b5 ¹bºb6¹bº•
5. Se GU 5 2 !1¹R3º para jU j � : , então b5 2 �: ¹R3º e mU b5 = F »¹−2c8º jU jGU 5 ¼.

6. Se 5 2 �: ¹R3º, mU 5 2 !1¹R3º para jU j � : e mU 5 2 �0¹R3º para jU j � : − 1, entãodmU 5 ¹bº = ¹−2c8º jU jbU b5 ¹bº•
Demonstração: Ver (FOLLAND, 1999), página 249, Theorem 8.22. �

Observe que o item (4) nos mostra seu bom comportamento com o operador de convolução,
o transformando em uma simples multiplicação de funções. Já os itens (5) e (6) nos fornece seu
caráter especial de transformar diferenciação em multiplicação por polinômios.

Nosso próximo resultado nos fornece uma caracterização importante do conjunto imagem
da transformada de Fourier em !1¹R3º.

Teorema 0.3. (Riemann-Lebesgue) Se 5 2 !1¹R3º então b5 2 �0¹R3º.

Demonstração: Ver (STEIN; WEISS, 1971), página 2, Theorem 1.2. �

Vamos agora nos concentrar no problema inverso, ou seja, como obter 5 a partir da sua
transformada de Fourier. Para isso, definimos a transformada de Fourier inversa para uma função
5 2 !1¹R3º por

F −1¹ 5 º ¹bº =
¹
R3
42c8G�b 5 ¹Gº3G• (5)

Antes de passarmos ao teorema de inversão propriamente dito, apresentamos a chamada
fórmula de multiplicação para a transformada de Fourier, um resultado simples que segue
diretamente do Teorema de Fubini porém é de bastante utilidade em diversas situações.

Teorema 0.4. (Fórmula de multiplicação) Sejam 5 – 6 2 !1¹R3º, então vale a seguinte igualdade¹
R3

b5 ¹Gº6¹Gº3G = ¹
R3
5 ¹Gºb6¹Gº3G•
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Demonstração: Ver (STEIN; WEISS, 1971), página 8, Theorem 1.15. �

Teorema 0.5. (Fórmula de inversão) Seja 5 2 !1¹R3º. Se b5 2 !1¹R3º então temos que

5 ¹Gº =
¹
R3
42c8Gb b5 ¹bº3b–

para quase todo ponto G 2 R3 .

Demonstração: Ver (STEIN; WEISS, 1971), página 11, Corollary 1.21. �

Perceba que, em geral, a fórmula (4) não tem porquê fazer sentido para uma função 5

em !2¹R3º, pois não há garantia que a integral convirja. Portanto, existe uma maneira simples e
elegante de estendermos a teoria para o contexto !2¹R3º. O ponto chave para essa extensão é o
seguinte resultado.

Teorema 0.6. Seja 5 2 !1¹R3º \ !2¹R3º. Então

k b5 k!2 ¹R3º = k 5 k!2 ¹R3º •

Demonstração: Ver (STEIN; WEISS, 1971), página 16, Theorem 2.1. �

Ora, como !1¹R3º \ !2¹R3º é denso em !2¹R3º, existe uma única extensão contínua
da transformada de Fourier, a qual continuaremos denotando por F , para o espaço !2¹R3º. O
resultado seguinte, conhecido como Teorema de Plancherel, nos fornece as boas propriedades
que o operador F tem sobre o conjunto !2¹R3º.

Teorema 0.7. (Teorema de Plancherel) O operador F : !2¹R3º −! !2¹R3º é unitário, isto é,
linear, isométrico e sobrejetivo. Além disso, sua inversa F −1 pode ser obtido como sendo

¹F −1iº ¹Gº = F i¹−Gº–

para todo função i 2 !2¹R3º.

Demonstração: Ver (STEIN; WEISS, 1971), página 17, Theorem 2.3. �

Os Espaços de Sobolev

Em meados da década de 1930, o matemático soviético Sergei Lvovich Sobolev (1908-
1989) iniciou seus estudos acerca das soluções fracas para equações diferenciais hiperbólicas
e da minimização de certas integrais variacionais. Foi nesse período que se originou o que se
conhece atualmente como os Espaços de Sobolev. Nas ultimas décadas tais espaços criaram
um imenso legado na teoria moderna das equações diferenciais, de tal forma que se tornaram
ferramentas imprescindíveis para o estudo das mesmas.

Matematicamente, os espaços de Sobolev são uma família de espaços de funções
semelhantes a �: ¹R3º, no sentido que consistem de funções com condições sobre suas derivadas.
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Porém, em vez de exigirmos que as derivadas vivam em �0¹R3º, pedimos que elas sejam
elementos em !? ¹R3º. Mas para isso, precisamos de alguma maneira atribuir um significado
geral a derivada de uma função em !? ¹R3º. Desse modo, vamos considerar inicialmente uma
aplicação 5 2 �U ¹R3º com U 2 N3 um multi-índice, então para qualquer função q 2 �12 ¹R3º a
igualdade ¹

R3
5G 9 ¹Gºq¹Gº3G = −

¹
R3
5 ¹GºqG 9 ¹Gº3G

acontece após uma integração por partes na variável G 9 . Repetindo esse processo jU j vezes,
obtemos ¹

R3
mU 5 ¹Gºq¹Gº3G = ¹−1º jU j

¹
R3
5 ¹GºmUq¹Gº3G• (6)

O conceito de derivada fraca é definido de forma análoga a (6), como sugere a seguinte definição.

Definição 0.4. Dadas 5 – 6 2 !1
;>2
¹R3º e um multi-índice U, dizemos que 6 é a U-ésima derivada

fraca de 5 , denotada mU 5 = 6– se para toda q 2 �10 ¹R
3º,¹

R3
5 ¹GºmUq¹Gº3G = ¹−1º jU j

¹
R3
6¹Gºq¹Gº3G•

A exigência de que 5 – 6 sejam elementos de !1
;>2
¹R3º é natural, já que o suporte de q

estará contido em algum subconjunto compacto  � R3 . Então o fato de 5 – 6 2 !1¹ º garante
que ambas integrais sempre façam sentido. Perceba também que se temos a existência da derivada
fraca, então esta é única em quase toda parte (ver (ADAMS; FOURNIER, 2003), página 22,
Remark 1.62).

Com esse conceito, podemos vir a definir o que vem a ser os espaços de Sobolev usuais.

Definição 0.5. Sejam : 2 N e 1 � ? � ¸1• O espaço de Sobolev , :– ? ¹R3º é definido como
sendo o conjunto

, :– ? ¹R3º B
�
5 2 !? ¹R3º : mU 5 2 !? ¹R3º– jU j � :

	
–

onde mU 5 denota a U-ésima derivada fraca de 5 .

Perceba que tal definição para espaço de Sobolev faz sentido, pois dado 5 2 !? ¹R3º e
 � R3 um subconjunto compacto, temos pela desilgualdade de Hölder que¹

 

j 5 ¹Gº j3G =
¹
R3
j 5 ¹Gº jj ¹Gº3G � k 5 k!? ¹R3º kj k!?0 ¹R3º Ÿ ¸1–

onde j denota a função característica do compacto  e 1�? ¸ 1�?0 = 1. Desse modo temos que
5 2 !1

;>2
¹R3º e assim faz sentido calcularmos sua derivada no sentido fraco.

Temos mais duas observações a fazer acerca da definição dos espaços de Sobolev. A
primeira é que claramente temos

, :– ? ¹R3º � !? ¹R3º– 81 � ? � ¸1•
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A segunda é que quando uma aplicação é derivável no sentido clássico, (6) nos diz que ela
também derivada no sentido fraco, daí por unicidade ambas derivadas devem coincidir (ver
(BREZIS, 2011), página 264, Remark 2).

Temos que para todo 1 � ? � ¸1 e : 2 N, os espaços de Sobolev , :– ? ¹R3º tem
estrutura de espaço vetorial, e quando munido da norma

k 5 k, :– ? ¹R3º = k 5 k:– ? B
Õ

0�jU j�:
kmU 5 k!? ¹R3º –

é um espaço de Banach, separável se 1 � ? Ÿ ¸1 e reflexivo quando 1 Ÿ ? Ÿ ¸1 (veja
(ADAMS; FOURNIER, 2003), páginas 60 e 61, Theorem 3.3 e Theorem 3.6). Porém é o caso
particular ? = 2 que surge de maneira mais natural em muitas das aplicações. Os espaços
, :– 2¹R3º acabam por herdar um produto interno natural do espaço !2¹R3º, que é dado por

¹ 5 – 6º, :– 2 ¹R3º = ¹ 5 – 6º:–2 :=
Õ

0�jU j�:
¹mU 5 – mU6º2 (7)

e são, desse modo, espaços de Hilbert. Por esta razão distinguimos estes espaços com a notação
�: ¹R3º B , :– 2¹R3º, com a norma advinda do produto interno (7)

k 5 k�: ¹R3º := ©«
Õ

0�jU j�:
kmU 5 k2

!2 ¹R3º
ª®¬

1�2

•

Outro fato interessante do caso ? = 2 é que podemos definir o espaço de Sobolev �: ¹R3º
de maneira independente, por meio da transformada de Fourier, que abrange até mesmo índices
mais gerais.

Definição 0.6. Seja B 2 R com B � 0. Definimos o espaço de Sobolev (Não Homogêneo) de
ordem B, denotado �B ¹R3º, por

�B ¹R3º B
n
5 2 !2¹R3º j F −1 »¹1 ¸ jb j2ºB�2 b5 ¼ 2 !2¹R3º

o
•

O conjunto �B ¹R3º como definido em 0.6 é um espaço de Hilbert quando munido com o
produto interno

¹ 5 – 6º�B ¹R3º :=
¹
R3
¹1 ¸ jH j2ºB b5 ¹Hºb6¹Hº3H– B � 0•

O próximo Teorema reúne duas propriedades fundamentais dos espaços de Sobolev �B ¹R3º.

Teorema 0.8. Sejam A– B 2 R, com A– B � 0. Se A Ÿ B, então

�B ¹R3º ›! �A ¹R3º•

Além disso, a inclusão é contínua e densa.
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Demonstração: Ver (LINARES; PONCE, 2015), página 46, Proposition 3.1. �

O resultado seguinte nos diz que se tomarmos B 2 N na Definição 0.6, ambas definições
para espaço de Sobolev, como era de se esperar, coincidem.

Teorema 0.9. Considere B 2 N. Então 5 2 �B ¹R3º se, e somente se, mU 5 2 !2¹R3º para todo
multi-índice U 2 N= tal que jU j � B, onde as derivadas são calculadas no sentido fraco.

Demonstração: Ver (LINARES; PONCE, 2015), página 47, Theorem 3.1. �

Finalizamos esse capítulo enunciando dois dos famosos Mergulhos de Sobolev.

Teorema 0.10. Seja B ¡ 3
2 . Então �B ¹R3º pode ser continuamente mergulhado em �0¹R3º e

para toda 5 2 �B ¹R3º vale a desigualdade

k 5 k!1 ¹R3º � �k 5 k�B ¹R3º –

onde � = �B é uma constante positiva.

Demonstração: Ver (LINARES; PONCE, 2015), página 47, Theorem 3.2. �

Teorema 0.11. Considere 0 Ÿ B Ÿ 3
2 , então �B ¹R3º está mergulhado continuamente em !? ¹R3º,

com ? = 23
3−2B . Além disso, para todo 5 em�B ¹R3º temos que existe uma constante� = �3–B–? ¡ 0

tal que
k 5 k!? ¹R3º � �k 5 k�B ¹R3º •

Demonstração: Ver (LINARES; PONCE, 2015), página 49, Theorem 3.3. �

Funcionais Diferenciáveis e o Cálculo das Variações

Problemas de máximo e mínimo aparecem em diversas áreas e em diversos contextos,
principalmente quando estamos tratando questões relacionadas a otimização. É comum aparecerem
na matemática, física e economia termos como: tempo mínimo, custo mínimo, lucro máximo,
volume ótimo, caminho mais curto, velocidade ideal, entre outros. Uma ferramenta extremamente
útil na resolução de problemas desse tipo é o Cálculo das Variações, o qual podemos ver como
o cálculo diferencial para funções em espaços abstratos mais gerais, e que tem como objetivo
generalizar a teoria de máximos e mínimos usual.

O cálculo variacional aparecia de maneira implícita e num certo sentido informal em
diversos problemas oriundos da física, podemos citar como exemplo o principio minimizante
do raio de luz, estabelecido por Fermat (1607-1665) e em problemas de balística, como as
superfícies de revolução que minimizam resistência, estudadas por Newton (1643-1727). Porém,
foi no século XVIII, com as contribuições de Lagrange (1736-1813) e Euler (1707-1783) que
este se consolidou como disciplina matemática e tornou-se uma ferramenta efetiva.
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Esse capítulo tem como objetivo apresentar as definições e enunciar resultados elementares
desta vasta teoria, os quais estão estreitamente ligados ao nosso trabalho.

Funcionais Diferenciáveis

Nesse contexto, diremos que um Funcional é uma regra de correspondência que associa
cada elemento em um espaço vetorial, um valor em um corpo. No decorrer do trabalho, trataremos
especificamente de espaços de Banach infinito dimensionais (espaços de funções) e tomaremos a
reta real R como corpo base. Comecemos com o conceito de derivada de Fréchet de um funcional
real.

Definição 0.7. Sejam ¹-– k � k-º um espaço vetorial normado e � : - −! R um funcional.
Dizemos que � é Fréchet diferenciável (ou diferenciável no sentido de Fréchet) em um vetor
D 2 - , se existir um único funcional linear contínuo )D 2 -� tal que

lim
k�k-!0

j� ¹D ¸ �º − � ¹Dº − h)D– �ij
k�k-

= 0•

Neste caso,
h�0¹Dº– �i := h)D– �i– 8� 2 -•

Diremos que o funcional � : - −! R é continuamente diferenciável se �0 : - −! -�

existir, e for contínua. Denotaremos o conjunto de todos funcionais continuamente diferenciáveis
definidos sobre o conjunto - e assumindo valores reais por �1¹-–Rº.

A proposição a seguir é uma coleção de propriedades acerca da derivada de Fréchet, a
qual usaremos repetidamente no decorrer do trabalho.

Proposição 0.2. Sejam � e � funcionais diferenciáveis em D 2 - . Então as seguintes propriedades
são válidas

1. Se U e V são número reais, então U� ¸ V� são diferenciáveis em D 2 - e

¹U� ¸ V�º0¹Dº = U�0¹Dº ¸ V�0¹Dº•

2. O produto �� é diferenciável em D 2 - e

¹��º0¹Dº = � ¹Dº�0¹Dº ¸ � ¹Dº�0¹Dº•

3. Se W : R −! - é diferenciável em C0 com W¹C0º = D então a composição � ¹W¹Cºº é
diferenciável e

¹� ¹Wºº0¹C0º = �0¹DºW0¹C0º•

Demonstação: Ver (BADIALE; SERRA, 2011), página 13, Proposition 1.3.6. �

Existe outra maneira interessante de definirmos o conceito de diferenciabilidade para um
funcional.
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Definição 0.8. Considere � : - −! R um funcional, onde ¹-– k � k-º é um espaço de Banach.
Diremos que � é Gâteux diferenciável em D 2 - se existir um funcional linear contínuo )D 2 -�

de modo que
h)D– �i = lim

C!0

� ¹D ¸ C�º − � ¹Dº
C

– 8� 2 -•

Perceba que se � é Fréchet diferenciável em D 2 - , então � também é Gâteux diferenciável
nesse ponto. O seguinte resultado nos fornece informação sobre a condição recíproca.

Teorema 0.12. Seja � : - −! R um funcional contínuo. Se � é Gâteux diferenciável em todo
D 2 - então � é Fréchet diferenciável em - . Além disso, � 2 �1¹-–Rº•

Demonstração: Ver (BADIALE; SERRA, 2011), página 14, Proposition 1.3.8. �

Se supormos que - seja um espaço de Hilbert, com produto interno ¹�– �º- , decorre do
Teorema da Representação de Riesz que existe um único elemento em - , denotado por r� ¹Dº,
que satisfaz

h�0¹Dº– �i = ¹r� ¹Dº– �º-
para qualquer que seja � 2 - . O elemento r� ¹Dº 2 - , é chamado de gradiente do funcional � em
D. Um operador � : - −! - é chamado potencial se existir um funcional i : - −! R, tal que

� ¹Dº = ri¹Dº– 8D 2 -•

Abaixo acrescentamos a definição de ponto crítico para um funcional diferenciável.

Definição 0.9. Seja � : - −! R um funcional de classe �1 num espaço normado ¹-– k � k-º.
Diremos que D 2 - é um ponto crítico de � se

�0¹Dº = 0

onde �0 : - −! -� denota a derivada de Fréchet de �.

Baseados na Definição 0.9 vamos dizer que um número 2 2 R é um valor crítico do
funcional � (ou nível crítico) quando existe um ponto crítico D2 2 - de � tal que � ¹D2º = 2. Tal
conceito será fundamental no decorrer dessa dissertação.

Um exemplo muito interessante é o seguinte. Consideremos - um espaço de Banach e
seja

� : - � - −! R

uma forma bilinear contínua. Denotemos por � : - −! R a forma quadrática associada a �, isto
é

� ¹Dº = �¹D– Dº– D 2 -•

Por linearidade temos que

� ¹D ¸ �º − � ¹Dº = �¹D ¸ �– D ¸ �º − �¹D– Dº = �¹D– �º ¸ �¹�– Dº ¸ �¹�– �º•
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Por continuidade, �¹�– �º = >¹k�kº. Com isso, temos que � é diferenciável sobre - e além disso

h�0¹Dº– �i = �¹D– �º ¸ �¹�– Dº–

claramente, se � é simétrica temos

h�0¹Dº– �i = 2�¹D– �º

Duas aplicações concretas desse exemplo que serão de grande valia no decorrer do trabalho são
dados por

"1¹Dº :=
¹
R3
jD¹Gº j2 3G– D 2 !2¹R3º–

e
"2¹Dº :=

¹
R3
jrD¹Gº j2 3G– D 2 �1¹R3º•

Note que tanto "1 quanto "2 são formas quadráticas associadas a formas bilineares contínuas.
Então pelo que foi visto

h"01¹Dº– �i = 2
¹
R3
D¹Gº�¹Gº 3G com D– � 2 !2¹R3º

e
h"02¹Dº– �i = 2

¹
R3
rD¹Gºr�¹Gº 3G com D– � 2 �1¹R3º•

Outro exemplo concreto que será de extrema importância é dado por

�? ¹Dº :=
¹
R3
jD¹Gº j? 3G– D 2 !? ¹R3º

com 2 Ÿ ? Ÿ 1. Considere G 2 R3 e 0 Ÿ jC j Ÿ 1. Pelo Teorema do valor médio, existe \ 2 ¹0– 1º
tal que

j jD¹Gº ¸ C�¹Gº − jD¹Gº j? j
jC j = ? jD¹Gº ¸ \C�¹Gº j?−1 j�¹Gº j

� ? ¹ jD¹Gº ¸ j�¹Gº jº?−1 j�¹Gº j•

Pela desigualdade de Hölder nos diz que ? ¹ jD¹Gº ¸ j�¹Gº jº?−1 j�¹Gº j 2 !1¹R3º. Assim, pelo
Teorema da convergência dominada de Lebesgue (ver (FOLLAND, 1999), página 56, Proposition
2.27)

h�0? ¹Dº– �i = lim
C!0

¹
R3

j j ¹D ¸ C�º ¹Gº j? − jD¹Gº j? j
jC j = ?

¹
R3
jD¹Gº j?−2D¹Gº�¹Gº 3G• (8)

Métodos Variacionais

Nesta seção apresentaremos alguns teoremas clássicos que serão aplicados no trabalho e
que desempenham um papel fundamental na teoria das equações diferenciais parciais.
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O Teorema do passo da montanha

Dedicaremos esse espaço a enunciar um teorema devido inicialmente a Ambrosetti
(1944-2020) e Rabinowitz (1939-), conhecido como Teorema do passo da montanha. Apesar de
não o utlizarmos diretamente em nosso trabalho, suas ideias geométricas serão imprescindíveis
no desenvolvimento de resultados fundamentais dessa dissertação.

Ainda que curioso, o nome resume bem a geometria acerca do resultado. Pois bem,
imaginemos que alguém se encontra em um ponto � com altura �0, rodeado por uma cadeia
de montanhas de alturas superiores ou iguais a �0, e deseja atingir o ponto � situado fora da
cordilheira, a uma altura �1 Ÿ �0, então parece existir um "caminho ótimo" passando pela cadeia
de montanhas e conduzindo � até �. Uma maneira de determiná-lo é considerar, entre todos os
caminhos unindo os pontos � e �, aquele que sobe à uma altura mínima, ou seja, avaliamos a
máxima altura de cada caminho unindo os pontos � e � e em seguida, avaliamos o menor desses
valores máximos, e este será o caminho ótimo. Enunciaremos o Teorema do passo da montanha
da seguinte maneira.

Teorema 0.13. (Teorema do Passo da Montanha) Sejam ¹�– ¹�– �º�º um espaço de Hilbert,
� 2 �2¹�–Rº um funcional, A ¡ 0 e também [ 2 � e de forma que k[k� ¡ A. Se

1 := inf
kDk�=A

� ¹Dº ¡ � ¹0º � � ¹[º

Então, para todo Y ¡ 0, existe DY 2 � tal que

1. 2 − 2Y � � ¹DYº � 2 ¸ 2Y,

2. k�0¹DYºk� Ÿ 2Y,

onde

2 = inf
W2Γ

(
sup
C2»0–1¼

f� ¹W¹Cººg
)

(9)

e
Γ = fW 2 � ¹ »0– 1¼– �º : W¹0º = 0 e W¹1º = [g •

Demonstração: Ver (WILLEM, 1996), página 12, Theorem 1.15. �

Como consequência do Teorema 0.13 e possível provar que o número 2 definido em (9) é
de fato um valor crítico para �, mas para isso precisamos definir o que vem a ser um funcional
diferenciável satisfazer a condição de Palais-Smale.

Definição 0.10. Seja ¹-– k � k-º um Espaço de Banach, e � : - −! R um funcional Fréchet
diferenciável. Dizemos que � satisfaz a condição de Palais-Smale (PS) se qualquer sequência
¹D=º=2N � - tal que

j� ¹D=º j � �– 8= 2 N e lim
=!¸1

�0¹D=º = 0• (10)
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onde � ¡ 0 é uma constante que independe de =, possui uma subsequência que converge
fortemente em - .

As sequências em - que satisfazem a condição (10) são ditas ser sequências de Palais-Smale e
essas desempenharão um papel importante no decorrer desse trabalho.

Teorema 0.14. (Ambrosetti-Rabinowitz) Sobre as hipóteses do Teorema 0.13, temos que se o
funcional � satisfaz a condição de Palais-Smale, então 2 é um valor critíco de �.

Demonstração: Ver (WILLEM, 1996), página 13, Theorem 1.15. �
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1
A Equação de Schrödinger Não Linear

Nesse capítulo trataremos da equação não linear de Schrödinger

8DC ¸ �D = 5 ¹D– D– �D– �Dº (1.1)

onde D : R � R3 −! C é uma função admitindo valores complexos, C é um número real, G é
um vetor em R3 , onde 3 � 1 e 5 é uma função não linear, a priori, arbitrária. Na maior parte
deste capítulo nos restringimos a estudar a equação de Schrödinger com uma não linearidade do
tipo polinomial, isto é, 5 ¹Dº = −jD j?−1D onde ? 2 R é tal que ? ¡ 1. Desse modo, nossa não
linearidade não depende das derivadas espaciais da função a se determinar.

Será possível perceber que no decorrer desse texto alguns resultados apresentados podem
ser generalizados a não linearidades de outros tipos. Para mais informações recomendamos ver
(CAZENAVE, 2003), capitulo 4, página 83 para mais exemplos.

1.1 O Problema de Cauchy

Esta seção será dedicada a fornecer resultados acerca do problema de Cauchy, também
chamado de problema de valor inicial (PVI), associado a equação (1.1),8>><>>:

8DC ¸ �D ¸ jD j?−1D = 0– ¹C– Gº 2 R � R3

D¹0– Gº = D0¹Gº– G 2 R3 •
(1.2)

Para podermos trabalhar de maneira concisa, é conveniente definirmos o que significará
para nós o problema (1.2) ser bem colocado, ou semelhantemente, bem posto.

Definição 1.1. Dizemos que o problema de Cauchy (1.2) é localmente bem posto, se para
qualquer que seja D0 2 �1¹R3º, existe ) ¡ 0 e uma única função D tal que

1. D é solução de (1.2);
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2. D 2 � ¹ »−)–)¼;�1¹R3ºº ;

3. Se ¹D=0º=2N � �
1¹R3º é uma sequência de funções tal que

D=0 −! D0– em �1¹R3º–

então
D= −! D em � ¹ »−)–)¼;�1¹R3ºº–

onde D= é a solução de (1.2), com D= ¹0º = D=0 para todo = 2 N.

Se as três propriedades acima são satisfeitas para todo ) ¡ 0, vamos dizer que o problema de
Cauchy (1.2) é globalmente bem posto.

Muitas das propriedades físicas advindas do modelo são de extrema importância para um
estudo matemático rigoroso, por isso é importante observar as quantidades que são preservadas
ao longo do fluxo da equação. A primeira delas, que chamaremos de massa (ou carga) é dada por

" ¹D¹Cºº :=
1
2
kD¹Cºk2

!2 ¹R3º • (1.3)

A segunda quantidade conservada é a Energia do sistema

� ¹D¹Cºº :=
1
2
krD¹Cºk2

!2 ¹R3º −
1

? ¸ 1
kD¹Cºk?¸1

!?¸1 ¹R3º • (1.4)

Finalmente, temos a terceira quantidade conservada, o Momento

&¹D¹Cºº = Im
¹
R3
D¹CºrD¹Cº3G• (1.5)

Para nos beneficiarmos dessas quantidades conservadas, é natural procurarmos soluções de (1.2)
em espaços funcionais onde essas quantidades estão bem definidas. Por tanto escolhemos como
conjunto natural para analisar nossas soluções o espaço de Sobolev �1¹R3º e restringiremos ?
ao intervalo crítico, para obtermos o mergulho contínuo de �1¹R3º em !?¸1¹R3º, isto é8>><>>:

1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3−2 se 3 � 3–

1 Ÿ ? Ÿ ¸1 se 3 = 1– 2•

Com tais condições, obtemos os seguintes resultados, que dizem respeito a boa colocação do
problema de Cauchy (1.2).

Teorema 1.1. Seja 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3−2 se 3 � 3 e 1 Ÿ ? Ÿ ¸1 se 3 = 1– 2. Para toda aplicação

D0 2 �1¹R3º, existe uma única solução máximal D de (1.2), com)<8= 2 »−1– 0º e)<0G 2 ¹0– ¸1¼
tal que D¹0º = D0 e

D 2 � ¹¹)<8=– )<0Gº;�1¹R3ºº \ �1¹¹)<8=– )<0Gº;�−1¹R3ºº•

Além disso, obtemos as conservações de massa, energia e momento. Isto é

" ¹D¹Cºº = " ¹D0º– � ¹D¹Cºº = � ¹D0º e &¹D¹Cºº = &¹D0º•
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Demonstração: Ver (LINARES; PONCE, 2015), página 103, Theorem 5.4 . �

Desse modo, para podermos fazer uso do Teorema 1.1, daqui em diante ficará subentendido
que 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4

3−2 se 3 � 3 ou então 1 Ÿ ? Ÿ ¸1 caso 3 = 1– 2.

O resultado seguinte nos fornece algumas alternativas para que a solução obtida em 1.1
admita explosão (Blow-up) em tempo finito .

Corolário 1.1. (Alternativas de explosão) Sejam 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3−2 se 3 � 3 e 1 Ÿ ? Ÿ ¸1

se 3 = 1– 2, D0 2 �1¹R3º e D 2 � ¹¹)<8=– )<0Gº;�1¹R3ºº \ �1¹¹)<8=– )<0Gº;�−1¹R3ºº a única
solução de (1.2) obtida no Teorema 1.1 com D¹0º = D0. Então obtemos as seguintes alternativas
de Explosão (blow-up):

• Se )<0G Ÿ ¸1 então lim
C%)<0G

krD¹Cºk2
!2 ¹R3º = ¸1•

• Se )<8= ¡ −1 então lim
C&)<8=

krD¹Cºk2
!2 ¹R3º = ¸1•

Demonstração: Ver (CAZENAVE, 2003), página 185, Theorem 6.5.4 e também página 188,
Remark 6.5.9 para mais detalhes. �

Observando com atenção o Teorema 1.1 é natural se perguntar se é possível existir
circunstâncias as quais podemos obter uma solução de caráter global para (1.2). A proposição
seguinte nos fornece uma resposta para essa questão.

Proposição 1.1. Se 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3
, então (1.2) é globalmente bem colocada, isto é, para toda

solução D obtida no Teorema 1.1 temos

)<8= = −1 e )<0G = ¸1•

Demonstração: Para realizar a demonstração desse fato, relembremos a famosa desigualdade de
Gagliardo-Nirenberg, isto é, existe uma constante � ¡ 0 tal que, para todo E 2 �1¹R3º tem-se

kEk?¸1
!?¸1 ¹R3º � �krEk

3 ¹?−1º
2

!2 ¹R3º kEk
?¸1− 3 ¹?−1º

2
!2 ¹R3º • (1.6)

Sabendo disso, consideremos 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3

e D a solução de (1.2) obtida no Teorema 1.1.
Realizaremos a prova da Proposição 1.1 por um argumento de contradição. Com isso, suponha
sem perda de generalidade que )<0G Ÿ ¸1. Dessa forma obtemos que

lim
C%)<0G

krD¹Cºk2
!2 ¹R3º = ¸1•

Por (1.6), temos que
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� ¹D¹Cºº = 1
2
krD¹Cºk2

!2 ¹R3º −
1

? ¸ 1
kD¹Cºk?¸1

!?¸1 ¹R3º

� krD¹Cºk2
!2 ¹R3º

�
1
2
− �krD¹Cºk

3 ¹?−1º
2 −2

!2 ¹R3º kD¹Cºk
?¸1− 3 ¹?−1º

2
!2 ¹R3º

�
•

Tendo em vista a propriedade de conservação de energia, obtemos

krD¹Cºk2
!2 ¹R3º

�
1 − krD¹Cºk

3 ¹?−1º
2 −2

!2 ¹R3º

�
Ÿ �– (1.7)

para todo C 2 ¹)<8=– )<0Gº. Porém, como por hipótese ? Ÿ 1 ¸ 4
3
, obtemos que 3 ¹?−1º

2 − 2 Ÿ 0.
Porém krD¹Cºk2

!2 ¹R3º −! ¸1 quando C se aproxima de)<0G , o que contradiz (1.7). Argumentando
de maneira similar para )<8= ¡ −1, o resultado segue. �

A proposição seguinte nos dá uma condição suficiente para a explosão em tempo finito.

Proposição 1.2. Assuma que 1 ¸ 4
3
� ? Ÿ 1 ¸ 4

3−2 e seja D0 2 �1¹R3º, tal que

jG jD0 2 !2¹R3º e � ¹D0º Ÿ 0•

Então a solução D obtida no Teorema 1.1 correspondente ao dado inicial D0 admite explosão em
tempo finito, para tempos positivo e negativo, isto é

)<8= ¡ −1 e )<0G Ÿ ¸1•

Para demonstrar a Proposição 1.2, necessitaremos do seguinte resultado, conhecido na
literatura como Identidade Virial.

Teorema 1.2. (Identidade Virial): Seja D0 2 �1¹R3º, tal que jG jD0 2 !2¹R3º e sejam D a solução
de (1.2) correspondente a D0. Então jG jD¹Cº 2 !2¹R3º para todo C 2 ¹)<8=– )<0Gº e a função
k : C 7! kGD¹Cºk2

!2 ¹R3º é de classe �2 e satisfaz,

k0¹Cº = 4Im
¹
R3
D¹CºG � rD¹Cº3G–

k00¹Cº = 8%¹D¹Cºº

onde a aplicação % é dada por,

%¹Eº := krEk2
!2 ¹R3º −

3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º – onde E 2 �1¹R3º•

O termo virial advém da sua analogia com o Teorema Virial da mecânica clássica.
Omitiremos a demonstração desse resultado. Porém uma demonstração rigorosa pode ser vista
em (GLASSEY, 1977), página 1794, Lemma 1.
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Demonstração da Proposição 1.2: Primeiramente, observe que

%¹D¹Cºº = 2� ¹D¹Cºº ¸ 4 − 3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kD¹Cºk

?¸1
!?¸1 ¹R3º •

Desde que ? � 1 ¸ 4
3

, temos que

%¹D¹Cºº = 2� ¹D¹Cºº ¸ 4 − 3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kD¹Cºk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

� 2� ¹D¹Cºº
= 2� ¹D0º
Ÿ 0–

para todo C 2 ¹)<8=– )<0Gº. Desse modo, segue pelo Teorema 1.2 (Identidade Virial) que

32

3C2
kGD¹Cºk2

!2 ¹R3º � 16� ¹D0º 8C 2 ¹)<8=– )<0Gº–

e integrando duas vezes em relação ao tempo obtemos

kGD¹Cºk2
!2 ¹R3º � 8� ¹D0ºC2 ¸

�
4Im

¹
R3
D0G � rD0º3G

�
C ¸ kGD0k2!2 ¹R3º • (1.8)

Note que o lado direito de (1.8) se trata de um polinômio de segundo grau em C, cujo coeficiente
líder é 8� ¹D0º Ÿ 0. Isso nos diz que se pudéssemos considerar jC j suficientemente grande, o lado
direito de (1.8) se tornaria negativo, contradizendo kGD¹Cºk2

!2 ¹R3º � 0. Isso implica que

)<8= ¡ −1 e )<0G Ÿ ¸1–

conforme queriamos demonstrar. �

1.2 A Equação de Schrödinger Estacionária

Nossa meta daqui em diante é estudar soluções da equação (1.2) da forma

D¹G– Cº = 48lCi¹Gº (1.9)

com l 2 R e i : R3 −! R, a priori, uma função real. Perceba que substituindo (1.9) em (1.2),
obtemos

8D¹G– CºC ¸ �D¹G– Cº ¸ jD¹G– Cº j?−1D¹G– Cº = 8
(
48lCi¹Gº

�
C
¸ �

(
48lCi¹Gº

�
¸ j¹48lCi¹Gº j?−1 (

48lCi¹Gº
�

= 8
(
8l48lCi¹Gº

�
¸ 48lC�i¹Gº ¸ ji¹Gº j?−1 (

48lCi¹Gº
�

= −48lC
�
−�i¹Gº ¸ li¹Gº − ji¹Gº j?−1i¹Gº

�
Ora, perceba que para (1.9) seja de fato uma solução de (1.2), a função real i deve satisfazer
uma determina relação, o que motiva a seguinte definição.
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Definição 1.2. Uma onda estacionaria (ou soliton) para a equação (1.2) é uma solução da forma
48lCi¹Gº com l 2 R e i satisfazendo a seguinte equação elíptica

8>><>>:
−�i ¸ li − ji j?−1i = 0–

i 2 �1¹R3º n f0g•
(1.10)

A equação (1.10) é conhecida como Equação de Schrödinger Estacionária Não-Linear.
Soluções de (1.2) com tais características fazem parte de uma classe mais geral de soluções que
surgem em diversos problemas envolvendo equações dispersivas não lineares. Podemos citar
como exemplo as equações de Korteweg-de Vries (KdV), Klein-Gordon e Kadomtsev-Petviashvili.

Existem na literatura várias técnicas desenvolvidas para o estudo da existência de soluções
para problemas do tipo (1.10). Nessa seção nos concentraremos apenas em encontrar soluções
por meio de métodos variacionais. Para isso, definimos um funcional ( : �1¹R3º −! R dado por

(¹Eº : =
1
2

¹
R3
jrE¹Gº j2 3G ¸ l

2

¹
R3
jE¹Gº j2 3G − 1

? ¸ 1

¹
R3
jE¹Gº j?¸13G–

=
1
2
krEk2

!2 ¹R3º ¸
l

2
kEk2

!2 ¹R3º −
1

? ¸ 1
kEk?¸1

!?¸1 ¹R3º – E 2 �1¹R3º• (1.11)

O funcional ( definido acima é usualmente chamado de Funcional de Ação. O funcional de ação
assim definido é tal que ( 2 �2¹�1¹R3º–Rº e para E 2 �1¹R3º temos pelos resultados da seção
1.2 que a derivada no sentido de Fréchet de ( em E é dada por

h(0¹Eº– �i = 1
2

2
¹
R3
rE¹Gºr�¹Gº3G ¸ l

2
2
¹
R3
E¹Gº�¹Gº3G − 1

? ¸ 1
¹? ¸ 1º

¹
R3
jE¹Gº j?−1E¹Gº�¹Gº3G

=

¹
R3
rE¹Gºr�¹Gº 3G ¸ l

¹
R3
E¹Gº�¹Gº 3G −

¹
R3
jE¹Gº j?−1E¹Gº�¹Gº 3G

=

¹
R3
−�E¹Gº�¹Gº 3G ¸ l

¹
R3
E¹Gº�¹Gº 3G −

¹
R3
jE¹Gº j?−1E¹Gº�¹Gº 3G

=

¹
R3

�
−�E ¸ lE − jE j?−1E

�
¹Gº�¹Gº3G•

com � 2 �1¹R3º. Assim, pela unicidade

(0¹Eº = −�E ¸ lE − jE j?−1E• (1.12)

Ora, perceba que (1.12) nos permite dizer que encontrar soluções de (1.10) é equivalente
a encontrar pontos críticos não triviais para o funcional (.

Baseado nisso, está seção será dividida da seguinte maneira: Primeiro, mostraremos que
se a equação (1.10) admite soluções, essas são suficientemente regulares, possuem decaimento
exponencial e satisfazem algumas identidades funcionais. Em seguida, provaremos a existência de
um ponto crítico não trivial de (. Para finalizar, obteremos diversas caracterizações variacionais
para algumas soluções especiais de (1.10).
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1.2.1 Resultados Preliminares

Antes de estudar a existência de soluções para (1.10), é conveniente provar que se tais
soluções existem, elas gozam de certas propriedades especiais.

Proposição 1.3. Seja l ¡ 0. Se i 2 �1¹R3º satisfaz (1.10), então

(I) i 2 ,3–A ¹R3º para todo A 2 »2– ¸1º, em particular i 2 �2¹R3º (Regularidade);

(II) Existe Y ¡ 0 tal que 4Y jG j ¹ ji j ¸ jrijº 2 !1¹R3º (Decaimento exponencial).

Demonstra ção: O ítem (I) segue de um argumento de Bootstrap, usualmente utilizado na Teoria
de regularidade elíptica (veja (EVANS, 2010), página 487 para mais detalhes). Desse modo,
apenas indicaremos como iniciar tal argumento, e indicamos o leitor ver (CAZENAVE, 2003),
página 256, Theorem 8.1.1 para detalhes mais formais. Assim, suponhamos que i 2 !@ ¹R3º
para algum @ ¡ ?. Como ji j@ = ¹ ji j?º

@

? = ¹ jij?−1 jijº
@

? temos que ji j?−1i 2 !
@

? ¹R3º e como
i satisfaz

−�i = ji j?−1i − li– (1.13)

temos¹
R3
jiG8 j

@

? 3G �
¹
R3
j�ij

@

? 3G =

¹
R3
j ji j?−1i − lij

@

? 3G = ki j?−1i − lik
@

?

!
@
@ ¹R3º

Ÿ ¸1–

para qualquer que seja 8 = 1– •••– 3, assim i 2 ,2– ?
@ ¹R3º. Escolhendo @ 2 ¹?– ¸1º se 3 = 1– 2

e @ = 23
3−2 se 3 � 3 e repetindo o argumento anterior de maneira recursiva, obteremos (em

um número finito de passos) que i 2 ,2–A ¹R3º para qualquer A 2 »2– ¸1º. Isso implica que
jij?−1i 2 ,1–A ¹R3º, para todo A 2 »2– ¸1º. Seguindo assim de (1.13) que i 2 ,3–A ¹R3º sempre
que A 2 »2– ¸1º, o que prova (I).

Para (II), assumiremos que i é uma solução radial (i.e, i¹Gº = q¹ jG jº, para alguma função
real q : R! R). Para o caso não radial, pedimos novamente que o leitor consulte (CAZENAVE,
2003), página 256, Theorem 8.1.1. Desse modo, se i é uma função radial, temos que

�i = i00 − 3 − 1
A

i0•

Substituindo em ¹1•10º obtemos

−i00 ¸
�
3 − 1
A

�
i0 ¸ li − jij?−1i = 0•

Com isso, o decaimento exponencial para i segue diretamente da teoria clássica para equações
diferenciais ordinárias de segunda ordem. �

Lema 1.1. Se i 2 �1¹R3º é uma solução para a equação (1.10), então valem as seguintes
identidades

krik2
!2 ¹R3º ¸ lkik

2
!2 ¹R3º − kik

?¸1
!?¸1 ¹R3º = 0– (1.14)

krik2
!2 ¹R3º −

3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kik

?¸1
!?¸1 ¹R3º = 0• (1.15)
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Demonstração: Seja i 2 �1¹R3º solução de (1.10). Multiplicando (1.10) por i e integrando
sobre R3 obtemos

−
¹
R3
�ii3G ¸ l

¹
R3
ji j23G −

¹
R3
ji j?¸13G = 0•

Por meio de uma integração por partes no primeiro termo, obtemos¹
R3
jrij23G ¸ l

¹
R3
ji j23G −

¹
R3
ji j?¸13G = 0–

o que mostra (1.14). Para mostrar (1.15), relembremos o funcional de classe �2 definido no início
dessa seção

(¹Eº = 1
2
krEk2

!2 ¹R3º ¸
l

2
kEk2

!2 ¹R3º −
1

? ¸ 1
kEk?¸1

!?¸1 ¹R3º – E 2 �1¹R3º• (1.16)

Para _ ¡ 0, seja i_ ¹�º := _3�2i¹_�º. Com isso, temos

kri_k2!2 ¹R3º =

¹
R3
_3 jri¹_Gº j23G =

¹
R3
_2 jri¹Hº j23H = _2krik2

!2 ¹R3º •

De maneira similar, obtemos ki_k2!2 ¹R3º = kik
2
!2 ¹R3º e ki_k?¸1!?¸1 ¹R3º = _

3 ¹?−1º
2 kik?¸1

!?¸1 ¹R3º . Desse
modo, substituindo em (1.16), obtemos

(¹i_º :=
_2

2
krik2

!2 ¹R3º ¸
l

2
kik2

!2 ¹R3º −
_
3 ¹?−1º

2

? ¸ 1
kik?¸1

!?¸1 ¹R3º – (1.17)

e assim
m

m_
(¹i_º��

_=1
= krik2

!2 ¹R3º −
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kik

?¸1
!?¸1 ¹R3º • (1.18)

Por outro lado
m

m_
(¹i_º��

_=1
=

*
(0¹iº– mi_

m_
��
_=1

+
– (1.19)

e usando o fato de que i é solução de (1.10), temos que (0¹iº = 0, assim por (1.18) e (1.19)
obtemos que

m

m_
(¹i_º��

_=1
= krik2

!2 ¹R3º −
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kik

?¸1
!?¸1 ¹R3º = 0•

o que mostra (1.15). �

O conjunto definido como sendon
E 2 �1¹R3º : E < 0– krEk2

!2 ¹R3º ¸ lkEk
2
!2 ¹R3º − kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º = 0

o
(1.20)

é usualmente conhecido na literatura como variedade de Nehari, consulte (BADIALE; SERRA,
2011), página 59, seção 2.3.2 para mais detalhes e aplicações.

Do Lema 1.1, obtemos fácilmente uma condição necessária para a existência de soluções
para (1.10).
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Corolário 1.2. Seja l � 0. Então a equação (1.10) não admite solução.

Demonstração: Para provar tal resultado, usaremos um argumento de contradição, ou seja,
suponha l � 0 e i 2 �1¹R3º n f0g solução de (1.10). Subtraindo a identidade (1.15) de (1.14),
obtemos que i satisfaz

¹3 − 2º? − ¹3 ¸ 2º
2¹? ¸ 1º kik?¸1

!?¸1 ¹R3º = −lkik
2
!2 ¹R3º • (1.21)

Como ? Ÿ 1 ¸ 4
3−2 caso 3 � 3 e ? Ÿ ¸1 se 3 = 1– 2, segue que o lado esquerdo de ¹1•21º é

negativo para qualquer que seja 3 � 3. Como assumimos que l � 0, o lado direito de (1.21) é
sempre não negativo, resultando assim em uma contradição. �

1.2.2 Existência de Soluções

Teremos como objetivo central nessa seção, mostrar o próximo resultado, que diz respeito
a existência de pontos críticos não triviais para (.

Teorema 1.3. A equação (1.10) admite solução, isto é, o funcional ( : �1¹R3º −! R definido
em (1.11) admite um ponto crítico não trivial il.

Como o funcional ( é claramente ilimitado, tanto inferiormente quanto superiormente
não é possível encontrar um ponto crítico simplesmente por uma técnica de minimização ou
maximização global. Por isso, apresentaremos uma aproximação diferente, baseada no Teorema
0.13 (Teorema do Passo da Montanha) enunciado no inicio desse trabalho, e inspirado pelo
trabalho de (JEANJEAN, 1999). Primeiramente provaremos que o funcional ( possui a geometria
do passo da montanha, assim existe uma sequência de Palais-Smale para este nível, que converge
fracamente, em �1¹R3º, para um ponto crítico de (. Assim, provando que essa sequência "não
se anula” em um certo sentido e tirando vantagem das simetrias advindas da equação (1.10)
garantimos a existência de um ponto crítico não trivial para (.

Para prosseguir, motivados pelo Teorema 0.13 (Teorema do Passo da Montanha) definire-
mos o nível crítico (ou valor crítico) para ( como sendo

2 := inf
W2Γ

max
B2»0–1¼

(¹W¹Bºº (1.22)

onde o conjunto dos caminhos admissíveis Γ é definido como

Γ :=
�
W 2 � ¹ »0– 1¼– �1¹R3ºº : W¹0º = 0 e (¹W¹1ºº Ÿ 0

	
• (1.23)

Lema 1.2. O funcional ( possui a geometria do passo da montanha, isto é, 2 ¡ 0 e Γ < ;.
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Demonstração: Seja E 2 �1¹R3º n f0g. Então, para todo B ¡ 0

(¹BEº = 1
2
kr¹BEºk2

!2 ¹R3º ¸
l

2
kBEk2

!2 ¹R3º −
1

? ¸ 1
kBEk?¸1

!?¸1 ¹R3º

=
B2

2
krEk2

!2 ¹R3º ¸
B2l

2
kEk2

!2 ¹R3º −
B?¸1

? ¸ 1
kEk?¸1

!?¸1 ¹R3º

=
B2

2

�
krEk2

!2 ¹R3º ¸ lkEk
2
!2 ¹R3º

�
− B?¸1

? ¸ 1
kEk?¸1

!?¸1 ¹R3º •

Desse modo, para B suficientemente grande temos que (¹BEº Ÿ 0. Assim, seja � ¡ 0 de forma
que (¹�Eº Ÿ 0. Com isso defina

W : »0– 1¼ −! �1¹R3º
B 7−! W¹Bº := �BE•

Temos W assim definida é tal que

• W 2 � ¹ »0– 1¼;�1¹R3ºº;

• W¹0º = 0;

• (¹W¹1ºº = (¹�Eº Ÿ 0,

assim W 2 Γ, implicando em Γ < ;. Agora, podemos ver que

(¹Eº = 1
2
krEk2

!2 ¹R3º ¸
l

2
kEk2

!2 ¹R3º −
1

? ¸ 1
kEk?¸1

!?¸1 ¹R3º

� min f1– lg
2

�
krEk2

!2 ¹R3º ¸ kEk
2
!2 ¹R3º

�
− 1
? ¸ 1

kEk?¸1
!?¸1 ¹R3º

� min f1– lg
2

kEk2
!2 ¹R3º −

1
? ¸ 1

kEk?¸1
!?¸1 ¹R3º –

e pelo mergulho contínuo de �1¹R3º em !?¸1¹R3º, obtemos

(¹Eº � min f1– lg
2

kEk2
!2 ¹R3º −

�

? ¸ 1
kEk?¸1

�1 ¹R3º •

Considere agora Y ¡ 0 suficientemente pequeno, de modo que

X :=
min ¹1– lºY2

2
− �Y

?¸1

? ¸ 1
¡ 0•

Então, para qualquer E 2 �1¹R3º com kEk�1 ¹R3º Ÿ Y, teremos (¹Eº ¡ 0. Isso nos diz que para
qualquer que seja W 2 Γ teremos kW¹1ºk�1 ¹R3º ¡ Y (tendo em vista que (¹W¹1ºº Ÿ 0) e pela
continuidade de W, existe BW 2 »0– 1¼ tal que

kW¹BWºk�1 ¹R3º = Y•
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Deste modo
max
B2»0–1¼

(¹W¹Bºº � (¹W¹BWºº � X ¡ 0

assim
2 = inf

W2Γ
max
B2»0–1¼

(¹W¹Bºº � X ¡ 0•

�

Corolário 1.3. Existe uma sequência de Palais-Smale ¹D=º=2N � �1¹R3º para o funcional ( no
nível crítico 2, isto é

(¹D=º −! 2 e (0¹D=º −! 0–

quando =! ¸1.

Demonstração: De fato, considere � = ( e tome Y = 1
2= no Teorema 0.13 (Teorema do passo da

montanha). Assim temos que existe ¹D=º=2N � �1¹R3º tal que

2 − 1
=
� (¹D=º � 2 ¸

1
=

e
k(0¹D=ºk�1 ¹R3º Ÿ

1
=
–

para todo = 2 N. Fazendo =! ¸1, obtemos

(¹D=º −! 2 e (0¹D=º −! 0•

Logo ¹D=º=2N é a sequência de Palais-Smale procurada. �

Para encontrar um ponto crítico para (, teremos duas etapas: primeiro, provaremos que
a sequência ¹D=º=2N dada pelo Corolário 1.3 não se anula seguindo a terminologia da teoria
de concentração de compacidade de Lions, que será comentada posteriormente. Em seguida,
provaremos que ¹D=º=2N converge fracamente, em �1¹R3º, para um ponto crítico não trivial de
(. Para provar a primeira etapa, precisaremos do seguinte resultado auxiliar, o qual se trata de
uma espécie de teorema do tipo mergulho de Sobolev.

Lema 1.3. Seja ' ¡ 0. Então existem U ¡ 0 e � ¡ 0 tal que para qualquer E 2 �1¹R3º, temos

kEk?¸1
!?¸1 ¹R3º � �

 
sup
H2R3

¹
�' ¹Hº

jE j23G
!U
kEk2

�1 ¹R3º (1.24)

Demonstração: Comecemos considerando uma decomposição do R3 em cubos abertos. Assim,
seja ¹&: º:2N uma sequência de cubos disjuntos de R3 , de mesmo volume e satisfazendo

[:2N&: = R
3 •

Além disso, pediremos que para cada : 2 N, exista H: 2 R3 tal que &: � �' ¹H: º. Pela
desigualdade de Hölder e o mergulho contínuo de �1¹&: º em !?¸1¹&: º (ver (EVANS, 2010),
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página 286, Theorem 1) existe� ¡ 0 que independente da escolha de : (de fato, pois tal constante
depende somente do volume de&: , que são iguais para todo : 2 N) tal que para todo E 2 �1¹R3º
tem-se

kEk?¸1
!?¸1 ¹&: º

=

¹
&:

jE j?¸13G � �
�¹
&:

jE j23G
�U ¹

&:

¹ jrE j2 ¸ jE j2º3G•

onde U = 3
?¸1 −

3−2
2 , caso 3 � 3 e U = 1 caso 3 = 1– 2. Realizando a soma sobre : 2 N temos

kEk?¸1
!?¸1 ¹R3º � �

�
sup
:2N

¹
&:

jE j23G
�U ¹

R3
¹ jrE j2 ¸ jE j2º3G = �

�
sup
:2N

¹
&:

jE j23G
�U
kEk2

�1 ¹R3º •

Sabendo que &: � �' ¹H: º para todo : 2 N, o resultado segue. �

Proposição 1.4. A sequência de Palais-Smale obtida no Corolário 1.3 não se anula no seguinte
sentido: Existem Y ¡ 0, ' ¡ 0 e uma sequência ¹H=º=2N 2 R3 tal que para todo = 2 N temos¹

�' ¹H=º
jD= j23G ¡ Y• (1.25)

Demonstração: Usaremos um argumento de contradição. Suponha que para todo ' ¡ 0 temos

lim
=!¸1

sup
H2R3

¹
�' ¹Hº

jD= j23G = 0• (1.26)

Seja Y ¡ 0, por (1.26) temos para = suficientemente grande

sup
H2R3

¹
�' ¹Hº

jD= j23G Ÿ Y•

Assim, pelo Lema 1.3, para = suficientemente grande obtemos

(¹D=º =
1
2
krD=k2!2 ¹R3º ¸

l

2
kD=k2!2 ¹R3º −

1
? ¸ 1

kD=k?¸1!?¸1 ¹R3º

� min f1– lg
2

�
jrD=k2!2 ¹R3º ¸ kD=k

2
!2 ¹R3º

�
− YkD=k?¸1�1 ¹R3º

�
�
min f1– lg

2
− Y

�
kD=k2�1 ¹R3º •

Consequentemente, tomando Y Ÿ min f1–lg
2 e como (¹D=º é limitado pelo Corolário 1.3 obtemos

que ¹D=º=2N é uma sequência limitada em �1¹R3º assim

h(0¹D=º– D=i � k(0¹D=ºk¹�1 ¹R3ºº� kD=k�1 ¹R3º � �k(0¹D=ºk¹�1 ¹R3ºº� –

como ¹D=º=2N é uma sequência de Palais-Smale e (0¹D=º −! 0 pelo Corolário 1.3, obtemos

lim
=!¸1

h(0¹D=º– D=i = 0• (1.27)

Usando o Lema 1.3 e a relação (1.26) temos

lim
=!¸1

kD=k?¸1!?¸1 ¹R3º = 0–
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e desse modo

(¹D=º −
1
2
h(0¹D=º– D=i = −

? − 1
2¹? ¸ 1º kD=k

?¸1
!?¸1 ¹R3º −! 0 quando =! ¸1•

Porém, por (1.27) e sabendo que ¹D=º=2N é uma sequência de Palais-Smale obtemos

lim
=!¸1

�
(¹D=º −

1
2
h(0¹D=º– D=i

�
= 2•

Pela unicidade do limite concluímos que 2 = 0, o que é um absurdo pelo Lema 1.2. �

Com essas ferramentas estamos prontos para realizar a demonstração do resultado
principal dessa seção.

Demonstração do Teorema 1.3: Defina

E= := D= ¹� ¸ H=º–

onde a sequência ¹D=º=2N é dada pelo Corolário 1.3 e a sequência ¹H=º=2N é fornecida pela
Proposição 1.4. Como ( é invariante por translações no espaço temos

lim
=!¸1

(¹E=º = 2 e lim
=!¸1

(0¹E=º = 0– (1.28)

ou seja, ¹E=º=2N é uma sequência de Palais-Smale pra o funcional ( no nível crítico 2. Desde
que ¹D=º=2N é limitada em �1¹R3º, temos que ¹E=º=2N também o é. Como �1¹R3º é um espaço
de Hilbert, existe E 2 �1¹R3º de modo que ¹E=º=2N converge (passando pra uma subsequência
caso necessário) fracamente em �1¹R3º. Primeiramente perceba que E < 0, pois caso contrario
teríamos

2 = lim
=!¸1

(¹E=º = 0

o que é um absurdo. De (1.28) temos que

(0¹Eº = lim
=!¸1

(0¹E=º = 0•

Em outras palavras E é um ponto crítico para (. Para mostrar que E < 0 observemos que o
mergulho �1 ¹�' ¹0ºº em !2 ¹�' ¹0ºº é compacto (ver (EVANS, 2010), página 286, Theorem 1),
logo (1.25) nos fornece a não trivialidade de E e tomando il := E o resultado segue. �

Corolário 1.4. O ponto crítico il está sob o nível crítico 2, isto é, (¹ilº � 2.

Demonstração: Sabendo que (0¹ilº = 0 temos

(¹ilº = (¹ilº −
1

? ¸ 1
h(0¹ilº– ili

=
? − 1

2¹? ¸ 1º

�
krilk2!2 ¹R3º ¸ lkilk

2
!2 ¹R3º

�
� ? − 1

2¹? ¸ 1º lim inf
=!¸1

�
krE=k2!2 ¹R3º ¸ lkE=k

2
!2 ¹R3º

�
� lim inf

=!¸1

�
(¹E=º −

1
? ¸ 1

h(0¹E=º– E=i
�
–
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pois E= ™ il em �1¹R3º e h(0¹E=º– E=i −! 0 quando =! ¸1, pois h(0¹D=º– D=i −! 0 quando
=! ¸1 por (1.27). Desse modo, segue por (1.28) que

(¹ilº � lim inf
=!¸1

�
(¹E=º −

1
? ¸ 1

h(0¹E=º– E=i
�
= 2•

�

1.2.3 Caracterizações Variacionais

Alguns tipos de soluções da equação estacionária (1.10) possuem um interesse particular,
como por exemplo as soluções do tipo ground state, a qual será definida no que segue.

Definição 1.3. Uma solução i da equação (1.10) é dita ser um ground state ou estado fundamental,
quando (¹iº � (¹Eº para toda solução E de (1.10). Definimos também o nível de menor energia
como sendo

m := inff(¹Eº : E é solução da equação (1.10)g• (1.29)

É importante também definirmos o conjunto de todos estados fundamentais como sendo

G :=
�
E 2 �1¹R3º : E é solução da equação (1.10) e (¹Eº = m

	
• (1.30)

Ground states desempenham um papel muito importante na teoria acerca da equação não
linear de Schrödinger. Em particular, no caso crítico ? = 1 ¸ 4

3
, elas aparecem como um caminho

essencial para derivação de resultados acerca de existência global e na descrição de fenômenos
de explosão. Para mais informações recomendamos ver o trabalho de (WEINSTEIN, 1982/83).

A seguir provaremos que a solução il de (1.10) obtida do Teorema 1.3 é um ground
state e ainda possui, em um certo sentido, um caráter minimizante para o funcional (, do qual
será extremamente importante quando estivermos tratando de problemas de estabilidade. Mas
antes disso precisamos do seguinte lema auxiliar.

Lema 1.4. A seguinte desigualdade é sempre verdadeira:

2 � Z–

onde 2 é o nível crítico definido em (1.22) e Z é dado por

Z := inff(¹Eº : E 2 �1¹R3º n f0g e � ¹Eº = 0g•

onde o funcional � : �1¹R3º −! R é dado por

� ¹Eº := krEk2
!2 ¹R3º ¸ lkEk

2
!2 ¹R3º − kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º •
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Demonstração: Seja E 2 �1¹R3º n f0g tal que � ¹Eº = 0. A ideia é construir um caminho W 2 Γ,
cujo o funcional ( atinge seu máximo sobre W em E. Ora, na demonstração do Lema 1.2 foi visto
que existe � ¡ 0 e um caminho W em �1¹R3º definido como W¹Bº = �BE. Perceba que

(¹BEº = 1
2
kr¹BEºk2

!2 ¹R3º ¸
l

2
kBEk2

!2 ¹R3º −
1

? ¸ 1
kBEk?¸1

!?¸1 ¹R3º

=
B2

2
krEk2

!2 ¹R3º ¸
B2l

2
kEk2

!2 ¹R3º −
B?¸1

? ¸ 1
kEk?¸1

!?¸1 ¹R3º –

logo

m

mB
(¹BEº = BkrEk2

!2 ¹R3º ¸ lBkEk
2
!2 ¹R3º − B

? kEk?¸1
!?¸1 ¹R3º

Portanto, tomando B = 1 obtemos

m

mB
(¹BEº��

B=1
= krEk2

!2 ¹R3º ¸ lkEk
2
!2 ¹R3º − kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º = � ¹Eº = 0

e consequentemente

m

mB
(¹BEº ¡ 0 se B 2 ¹0– 1º–

m

mB
(¹BEº Ÿ 0 se B 2 ¹1– ¸1º•

Mostrando assim que ( atinge seu máximo sobre W em E, implicando em

2 � (¹Eº

para todo E 2 �1¹R3º n f0g com � ¹Eº = 0. Daí, pela definição de valor mínimo

2 � Z •

�

Teorema 1.4. A solução il de (1.10) é do tipo ground state e ainda satisfaz

(¹ilº = m = 2–

onde 2 ¡ 0 é dado em (1.22) e m é o nível de menor energia definido em (1.29). Além disso, il
é um minimizante do funcional ( sobre a variedade de Nehari (1.20), isto é

Z = (¹ilº–

onde Z é fornecido no Lema 1.4.
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Demonstração: Primeiramente, relembremos que o Corolário 1.4 nos garante

(¹ilº � 2–

e pelao Lema 1.4
2 � Z •

Agora, por (1.14) temos que qualquer solução da equação (1.10) satisfaz � ¹Eº = 0, ou seja

Z � m–

e como il é solução de (1.10), segue da definição de nível de menor energia que

m � (¹ilº•

Reunindo todas desigualdades obtidas, inferimos que

(¹ilº � 2 � Z � m � (¹ilº–

em outras palavras
(¹ilº = 2 = Z = m–

o que finaliza a demonstração. �

Observação 1: Para não linearidades mais gerais, a igualdade entre o nível crítico e o nível de
menor energia sempre ocorre. veja por exemplo (JEANJEAN; TANAKA, 2003a), página 462,
Theorem 1.1.
Observação 2: É possível descrever precisamente o conjunto G das soluções ground states,
como sugere o seguinte resultado.

Teorema 1.5. Existe uma função real, positiva, radial e decrescente 	 2 �1¹R3º tal que

G = f48\	¹� − Hº : \ 2 R e H 2 R3g•

Garantindo assim que soluções ground states são únicas a menos de translações e mudanças de
fase.

Indicaremos algumas referências para a prova do Teorema acima. Primeiro, uma prova
simples e geral de que qualquer ground state de valor complexo i tem a forma 4\q com \ 2 R e
q um ground state real e positivo, foi recentemente apresentado em (CINGOLANI; JEANJEAN;
SECCHI, 2009). O fato de que todos os ground states reais positivos de (1.10) são radiais a menos
de translações foi provado pela primeira vez no trabalho (GIDAS; NI; NIRENBERG, 1979),
usando o método dos planos móveis. Alternativamente, o mesmo resultado pode ser deduzido
pelo método de Lopes fornecido em (LOPES, 1996), que se baseia em simetrizações em relação
a hiperplanos adequadamente escolhidos, combinados com um teorema de continuação única.
Recentemente, (MARICS, 2009) desenvolveu um novo método que fornece uma prova mais
simples de simetria radial de ground states reais, sem sequer assumir, a priori, que eles são
positivos. A unicidade decorre de um resultado de (KWONG, 1989).
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2
Dinâmica de Ondas Estacionárias

Em 1844, o engenheiro civil John Scott Russell observava uma barcaça sendo puxada
por dois cavalos, um em cada margem do canal de Eddinburgh-Gaslow, na Escócia. De repente,
a embarcação parou. A massa d’agua que esta arrastava, no entanto, continuou e foi perseguida
por Russel, a galope, com uma velocidade constante de aproximadamente quinze quilômetros
por hora, por mais de três quilômetros. Foi dessa maneira que Russel observava pela primeira
vez as propriedades de estabilidade de ondas viajantes.

As seções seguintes tem como objetivo formalizar tal conceito para o nosso caso e expor
resultados, métodos e critérios acerca da estabilidade e instabilidade desses fenômenos de caráter
oscilatório.

2.1 Sobre a Estabilidade

Do ponto de vista matemático, quando pensamos no conceito de estabilidade, é natural
pensarmos na estabilidade no sentido de Lyapunov, o qual tem por significado a dependência
contínua e uniforme dos dados inicias, isto é , para qualquer Y ¡ 0 deve existir X ¡ 0 tal que para
todo D0 2 �1¹R3º satisfazendo

kD0 − ik�1 ¹R3º Ÿ X

tem-se que
kD¹Cº − 48lCik�1 ¹R3º Ÿ Y–

onde D é a solução máximal de (1.2) com D¹0º = D0 e C um valor qualquer no intervalo de solução
¹)<8=– )<0Gº. Com essa definição, todas as ondas estacionarias são instáveis, e o principal motivo
para isso é que a equação (1.2) admite simetrias, como translações e invariância por mudanças
de fase. Assim, se D = D¹G– Cº é solução de (1.2), então para todo \ 2 R e H 2 R3 temos que

48\D¹�– � − Hº
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é também uma solução de (1.2). Em um certo sentido, a equação não é capaz de descrever
precisamente o comportamento de suas soluções no sentido de translações e mudanças de
fase. Por isso precisamos definir um conceito de estabilidade mais preciso, tendo em mente a
estabilidade no sentido de Lyapunov, porém levando em consideração as simetrias da equação.

É importante observarmos que em uma definição consistente de estabilidade para ondas
estacionarias, temos que:

(i) Translações espaciais são necessárias: De fato, para uma solução i de (1.10), Y ¡ 0 e
H 2 (1¹R3º seja iY := 48YG�Hi¹Gº. Então, temos que

Dn ¹C– Gº := 48Y¹G�H−YCº48lCi¹G − 2YCHº–

é solução para a equação (1.2) com dado inicial iY. Perceba que iY ! i em �1¹R3º se
Y ! 0. Porém para qualquer Y ¡ 0

sup
C2R

inf
\2R
kDY ¹Cº − 48\ik�1 ¹R3º = 2kik�1 ¹R3º •

(ii) Mudanças de fase também são necessárias: De fato, para uma solução i de (1.10) e Y ¡ 0
seja iY := ¹1 ¸ Yº

1
?¸1i

�
¹1 ¸ Yº 1

2 G

�
. Observe que iY é solução de (1.10) onde o valor l é

representado por l¹1 ¸ Yº e é simples verificar (por unicidade) que a solução para (1.2)
com dado inicial iY é dada por

DY ¹C– Gº := 48l¹1¸YºC ¹1 ¸ Yº
1
?¸1i

�
¹1 ¸ Yº 1

2 G

�
•

Note que iY ! i em �1¹R3º se Y ! 0. Porém

sup
C2R

inf
H2R3
kDY ¹Cº − i¹� − Hºk�1 ¹R3º � kik�1 ¹R3º – 8Y ¡ 0•

Tendo isso em mente, podemos vir a definir de maneira consistente o conceito de estabilidade
orbital.

Definição 2.1. Seja i uma solução de (1.10). A onda estacionaria 48lCi¹Gº é dita orbitalmente
estável se para todo Y ¡ 0 existe X ¡ 0 que cumpre a seguinte condição: se D0 2 �1¹R3º satisfaz

kD0 − ik�1 ¹R3º Ÿ X–

então a solução máximal D¹Cº de (1.2) com D¹0º = D0, existe para todo C 2 R e

sup
C2R

inf
\2R

inf
H2R3
kD¹Cº − 48\i¹� − Hºk�1 ¹R3º Ÿ Y•

Caso contrário, diremos que a onda estacionaria é orbitalmente instável.
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Perceba que com essa definição, problemas como (i) e (ii) não podem ocorrer. Além
disso, se considerarmos soluções de (1.2) em subespaços de �1¹R3º constituídos de funções
radiais, não podem ocorrer translações espaciais, e portanto podemos omitir tal exigência na
Definição 2.1.

Essa seção tem como principal objetivo a demonstração do seguinte resultado.

Teorema 2.1. Seja i um ground state para a equação (1.10). Se 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3
, então a onda

estacionaria 48lCi¹Gº é orbitalmente estável.

Basearemos nosso estudo da estabilidade de ground states no trabalho de (COZ, 2009). É
importante frisarmos que o intervalo dado para ? ¡ 1 é ótimo, pois veremos na seção seguinte que
se ? � 1 ¸ 4

3
então a onda estacionaria deve ser instável. Além disso, observe que o Teorema 2.1

diz respeito somente a ondas estacionarias correspondentes a ground states, exceto quando 3 = 1,
onde todas soluções de (1.10) são ground states (veja (CAZENAVE, 2003), página 269, Remark
8.1.16). Descrever o comportamento de outros tipos de ondas estacionarias sobre pertubações
ainda é um problema em aberto, consulte (GRILLAKIS, 1988), (TODOROVA, 2004) e suas
referências para possíveis detalhes.

2.1.1 O Método de Estabilidade Clássico

O método de estabilidade clássico ou então método de Grillakis-Shatah-Strauss, como foi
dito anteriormente, é uma poderosa ferramenta para obtenção de resultados acerca de estabilidade
e instabilidade. Os resultados obtidos nos renomados artigos de (GRILLAKIS; SHATAH;
STRAUSS, 1987) e (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1990) dizem a grosso modo o seguinte:
Se considerarmos uma família ¹ilºl2R de soluções da equação estacionária (1.10), a onda
estacionaria 48lCil ¹Gº é estável se

m

ml
kilk2!2 ¹R3º ¡ 0 (2.1)

e instável se
m

ml
kilk2!2 ¹R3º Ÿ 0 (2.2)

desde que algumas condições sobre o espectro do operador linearizado (00¹ilº sejam satisfeitas.
Condições do tipo (2.1) e (2.2), podem ser facilmente verificadas quando a equação estacionária
associada ao problema admite um tipo de invariância por scalling, o que é o nosso caso. Porém,
em tais situações, a principal dificuldade está em lidar com as condições espectrais.

Embora esse capítulo esteja restrita ao estudo da equação não linear de Schrödinger, onde
a não linearidade é do tipo polinomial, nosso objetivo é fornecer métodos que podem ser aplicados
em situações bastante gerais. Por isso apresentaremos a prova do Teorema 2.1 utilizando um
critério de estabilidade bastante sofisticado. Mas antes de apresentá-lo, precisaremos estabelecer
alguns conceitos e resultados que nos auxiliaram adiante.
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Desse modo, para uma solução i da equação (1.10), definiremos a vizinhança tubular
com tamanho Y ¡ 0 em �1¹R3º como sendo conjunto

*Y ¹iº := fE 2 �1¹R3º : inf
\2R–H2R3

k48\E¹� − Hº − ik�1 ¹R3º Ÿ Yg•

Lema 2.1. Seja i solução de (1.10). Então, para todo X ¡ 0 existe Y ¡ 0 tal que se para \ 2 R e
H 2 R3 temos

k48\i¹� − Hº − ik!2 ¹R3º Ÿ Y–

então k¹\– Hºk Ÿ X. Aqui, k � k denota a norma no espaço ¹R�2cZº � R3 .

Demonstração: Considere X ¡ 0 e assuma que para cada = 2 N, existe ¹\=– H=º de tal forma que

k48\=i¹� − H=º − ik!2 ¹R3º Ÿ
1
=

porém
k¹\=– H=ºk ¡ X•

Assim temos que, passando a uma subsequência se necessário, 48\=i¹� − H=º −! i quando
=! ¸1. Suponha que ¹H=º=2N é uma sequência ilimitada. Assim, jH= j ! ¸1 (passando a uma
subsequência caso seja necessário), mas pelo decaimento exponencial de i, temos que para
qualquer que seja G 2 R3

48\=i¹G ¸ H=º ! 0–

contradizendo o fato que i não é identicamente nula. Desta forma, ¹H=º=2N deve ser limitada
e portanto admite uma subsequência que converge para algum H 2 R3 . Desde que \= pode ser
escolhido no intervalo »0– 2cº, nós temos também que \= ! \, onde \ 2 »0– 2cº. Por hipótese,
temos

k¹\– Hºk � X ¡ 0– (2.3)

e para todo G 2 R3

48\i¹G ¸ Hº = i¹Gº• (2.4)

Agora seja G0 tal que i¹G0º < 0. Se H < 0, então

lim
=!¸1

48=\i¹G0 ¸ =Hº = i¹G0º < 0–

o que contradiz o decaimento de i. Desse modo, obrigatoriamente H = 0 o que implica
imediatamente que \ = 0, o qual é uma contradição com (2.3). �

Lema 2.2. Seja i uma solução da equação (1.10). Então existe Y ¡ 0 e duas funções f :
*Y ¹iº −! R e . : *Y ¹iº −! R3 de tal forma que, para todo E 2 *Y ¹iº tem-se

k48f¹EºE¹� − . ¹Eºº − ik!2 ¹R3º = inf
\2R–H2R3

k48\E¹� − Hº − ik!2 ¹R3º •

Além disso, a função b := 48f¹EºE¹� − . ¹Eºº satisfaz

¹b– 8iº2 =
�
b–
mi

mG 9

�
2
= 0– (2.5)

para todo 9 = 1– •••– 3.



Capítulo 2. Dinâmica de Ondas Estacionárias 43

Demonstração: Por simplicidade, mas sem perda de generalidade, vamos assumir que i é uma
função real e radial. Considere � : R � R3 � �1¹R3º −! R, dada por

�¹\– H– Eº :=
1
2
k48\E¹� − Hº − ik2

!2 ¹R3º =
1
2
kE − 4−8\i¹� ¸ Hºk2

!2 ¹R3º

Perceba que

�\–H�¹\– H– Eº =

©«

(
48\E¹� − Hº– 8i

�
2

−
�
48\E¹� − Hº– mi

mG1

�
2

•••

−
�
48\E¹� − Hº– mi

mG3

�
2

ª®®®®®®®¬
•

Denotando � ¹\– H– Eº := �\–H�¹\– H– Eº, temos que � ¹0– 0– iº = 0 e

�\–H� ¹0– 0– iº =

©«
kik2

!2 ¹R3º 0
k mi
mG1
k!2 ¹R3º

• • •

0 k mi
mG3
k!2 ¹R3º

ª®®®®®®¬
onde 0 significa que todos os valores fora da diagonal principal da matriz são identicamente
nulos. Como i é uma solução de (1.10) tem-se i não nula e desse modo

kik2
!2 ¹R3º ¡ 0 e k mi

mG 9
k!2 ¹R3º ¡ 0– para todo 9 = 1– •••– 3•

Consequentemente, a matriz de �\–H�¹0– 0– iº é positiva definida e pelo Teorema da função
implícita (veja (CHANG, 2005), página 12, Theorem 1.2.1) existem Y– X ¡ 0 e funções
f–. : +Y −! 
X onde

+Y := fE 2 �1¹R3º : kE − ik�1 ¹R3º Ÿ Yg e


X := f¹\– Hº 2 R � R3 : k¹\– Hºk Ÿ Xg–

de tal forma que, para qualquer que seja E 2 +Y temos

� ¹f¹Eº– . ¹Eº– Eº = 0 (2.6)

e
k48f¹EºE¹� − . ¹Eºº − ik!2 ¹R3º = inf

¹\–Hº2
X
k48\E¹� − Hº − ik!2 ¹R3º • (2.7)

Nossa meta agora é estender (2.7) a todo par ¹\– Hº 2 R�R3 . Por contradição, assuma que exista
¹U– Iº 2 R � R3 , tal que k¹U– Iºk ¡ X e

k48UE¹� − Iº − ik!2 ¹R3º � k48f¹EºE¹� − . ¹Eºº − ik!2 ¹R3º •

Para todo E 2 +Y, temos

k48Ui¹� − Iº − ik!2 ¹R3º Ÿ k48U ¹i¹� − Iº − E¹� − Iººk!2 ¹R3º ¸ k48UE¹� − Iº − ik!2 ¹R3º Ÿ 2Y•
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Se Y ¡ 0 é suficientemente pequeno, temos pelo Lema 2.1 que k¹U– Iºk Ÿ X, o que seria uma
contradição. Deste modo, temos

k48f¹EºE¹� − . ¹Eºº − ik!2 ¹R3º = inf
¹\–Hº2R�R3

k48\E¹� − Hº − ik!2 ¹R3º – 8 E 2 +Y •

Vamos agora estender as aplicações f–. a vizinhança tubular *Y ¹iº. Assim, seja E 2 *Y ¹iº,
então existe ¹\�– H�º 2 R � R3 tais que

k48\�E¹� − H�º − ik!2 ¹R3º Ÿ Y•

Com isso, defina

f¹Eº := f¹48\�E¹� − H�ºº ¸ \� e . ¹Eº := . ¹48\�E¹� − H�ºº ¸ H�•

Note que nossa definição não depende da escolha de \� e H�, e desse modo estendemos f–. para
*Y ¹iº. Além disso, se definirmos b := 48f¹EºE¹� − . ¹Eºº, segue de (2.6) que

¹b– 8iº2 =
�
b–
mi

mG 9

�
2
= 0–

para todo 9 = 1– •••– 3. �

Para o próximo resultado, relembremos os funcionais de massa e energia definidos em
(1.3) e (1.4) respectivamente. Dado E 2 �1¹R3º temos o funcional massa dado por

" ¹Eº :=
1
2
kEk2

!2 ¹R3º

e o funcional energia

� ¹Eº :=
1
2
krEk2

!2 ¹R3º −
1

? ¸ 1
kEk?¸1

!?¸1 ¹R3º •

Lema 2.3. Seja i uma solução de (1.10). Suponha agora que existe X ¡ 0 de forma que para
todo E 2 �1¹R3º satisfazendo as condições de ortogonalidade

¹E– 8iº2 =
�
E–
mi

mG 9

�
2
= 0– 8 9 = 1– •••– 3 (2.8)

temos
h(00¹iºE– Ei � XkEk2

�1 ¹R3º –

com

h(00¹iºE– Ei =
¹
R3
jrE j2 3G ¸ l

¹
R3
jE j2 3G −

¹
R3
i?−1 jE j2 3G − 2?

¹
R3
i?−1Re¹iEºiE 3G–

(2.9)

onde ( é o funcional definido em (1.11). Então existem constantes Y ¡ 0 e � ¡ 0 tais que para
todo E 2 *Y ¹iº satisfazendo " ¹Eº = " ¹iº, temos que

� ¹Eº − � ¹iº � � inf
\2R–H2R3

k48\E¹� − Hº − ik2
�1 ¹R3º •
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Demonstração: Por motivos de simplicidade, assumiremos i uma função radial. Assim,
considere Y ¡ 0 e E 2 *Y ¹iº. Considerando Y ¡ 0 suficientemente pequeno, as funções f–.
como no Lema 2.2 e

l := 48f¹EºE¹� − . ¹Eºº• (2.10)

Pelo Lema 2.2, l satisfaz

¹l– 8iº2 =
�
l–

mi

mG 9

�
2
= 0– 8 9 = 1– •••– 3• (2.11)

Agora seja _ 2 R e I 2 �1¹R3º tais que

¹I– iº2 = 0 (2.12)

e
l − i = _i ¸ I• (2.13)

Como i é radial por translações, temos�
i–
mi

mG 9

�
2
= 0– 8 9 = 1– •••– 3• (2.14)

Por (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14) obtemos que�
I–
mi

mG 9

�
2
=

�
l − i − _i– mi

mG 9

�
2
=

�
l–

mi

mG 9

�
2
−

�
i–
mi

mG 9

�
2
− _

�
i–
mi

mG 9

�
2
= 0– (2.15)

para todo 9 = 1– •••– 3. Além disso, como

¹i– 8iº2 = Re¹−8kik2!2 ¹R3ºº = 0

temos que

¹I– 8iº2 = ¹l − i − _i– 8iº2 = ¹l– 8iº2 − ¹i– 8iº2 − _ ¹i– 8iº2 = 0• (2.16)

Por (2.12), (2.15) e (2.16) percebemos que I satisfaz as condições de ortogonalidade dadas em
(2.8) e dessa forma

h(00¹iºI– Ii � XkIk2
�1 ¹R3º • (2.17)

Pela expansão de Taylor, obtemos

" ¹iº = " ¹lº = " ¹iº ¸ h"0¹iº– l − ii ¸$
�
kl − ik2

�1 ¹R3º

�
• (2.18)

Porém "0¹iº = i e desse modo

h"0¹iº– l − ii = ¹i– l − iº2 = ¹i– _i ¸ Iº2 = _kik2!2 ¹R3º –

onde a última igualdade provém de (2.12). Consequentemente, substituindo em (2.18)

_ = $

�
kl − ik2

�1 ¹R3º

�
• (2.19)
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A partir da expansão de Taylor, obtemos também

(¹Eº − (¹iº = (¹lº − (¹iº = h(0¹iº– l − ii ¸ 1
2
h(00¹iº ¹l − iº– l − ii ¸ >

�
kl − ik2

�1 ¹R3º

�
•

(2.20)

Como i é solução de (1.10), temos que (0¹iº = 0 e dessa forma

h(0¹iº– l − ii = 0• (2.21)

Além disso, de (2.13) temos que

h(00¹iº ¹l − iº– l − ii = _2 h(00¹iºi– ii ¸ 2_Re h(00¹iºi– Ii ¸ h(00¹iºI– Ii (2.22)

e de (2.19) obtemos

_2 h(00¹iºi– ii = h(00¹iº ¹l − iº– l − ii − 2_Re h(00¹iºi– Ii − h(00¹iºI– Ii = >
�
kl − ik2

�1 ¹R3º

�
•

(2.23)

Agora, desde que
kIk2

�1 ¹R3º � 2kl − ik2
�1 ¹R3º ¸ 2_2kik2

�1 ¹R3º

(2.19) nos diz
kIk2

�1 ¹R3º = $
�
kl − ik2

�1 ¹R3º

�
(2.24)

e com isso
2_Re h(00¹iºi– Ii = >

�
kl − ik2

�1 ¹R3º

�
• (2.25)

Daí, aplicando (2.23) e (2.25) em (2.22) temos

h(00¹iº ¹l − iº– l − ii = h(00¹iºI– Ii ¸ >
�
kl − ik2

�1 ¹R3º

�
•

Juntamente com (2.20) e (2.21) nos fornece

(¹Eº − (¹iº � 1
2
h(00¹iºI– Ii ¸ >

�
kl − ik2

�1 ¹R3º

�
• (2.26)

Mas como " ¹Eº = " ¹iº, obtemos

� ¹Eº − � ¹iº = (¹Eº − (¹iº

e com (2.17), (2.24) e (2.26) segue

� ¹Eº − � ¹iº � X
2
kl − ik2

�1 ¹R3º ¸ >
�
kl − ik2

�1 ¹R3º

�
•

Assim, tomando Y ¡ 0 suficientemente pequeno

� ¹Eº − � ¹iº � X
4
kl − ik2

�1 ¹R3º •
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Tome � = X
4 e lembrando que l := 48f¹EºE¹� − . ¹Eºº, segue que

� ¹Eº − � ¹iº � � � inf
\2R–H2R3

k48\E¹� − Hº − ik2
�1 ¹R3º –

conforme queríamos demonstrar. �

Munidos dessas ferramentas, podemos enunciar e em seguida demonstrar nosso critério
de estabilidade.

Teorema 2.2. (Critério de estabilidade) Considere i uma solução da equação estacionária
(1.10). Suponha agora que exista X ¡ 0 de forma que para todo E 2 �1¹R3º satisfazendo

¹E– iº2 = ¹E– 8iº2 =
�
E–
mi

mG 9

�
2
= 0– para todo 9 2 f1– •••– 3g– (2.27)

temos
h(00¹iºE– Ei � XkEk2

�1 ¹R3º • (2.28)

Então a onda estacionaria 48lCi¹Gº é orbitalmente estável em �1¹R3º.

Demonstração: A prova desse critério será baseada em um argumento de contradição. Desse
modo, assuma que existem D=–0 e Y ¡ 0 tais que

kD=–0 − ik�1 ¹R3º −! 0 quando =! ¸1– (2.29)

porém, para todo = 2 N

sup
C2¹)=

<8=
–)=<0Gº

inf
\2R–H2R3

k48\D= ¹C– � − Hº − ik�1 ¹R3º ¡ Y–

onde D= é a solução máximal de (1.2) com intervalo de solução ¹)=
<8=
– )=<0Gº e dado inicial

D= ¹0º = D=–0. Por continuidade, podemos considerar C= tal que

inf
\2R–H2R3

k48\D= ¹C=– � − Hº − ik�1 ¹R3º = Y•

Tendo em vista (2.29) e as leis de conservação de massa e energia, temos que

� ¹D= ¹C=ºº = � ¹D=–0º −! � ¹iº
" ¹D= ¹C=ºº = " ¹D=–0º −! " ¹iº

Considere agora

E= :=
D= ¹C=º

kD= ¹C=ºk!2 ¹R3º
kik!2 ¹R3º •

Diretamente verifica-se que,

" ¹E=º = " ¹iº– � ¹E=º ! � ¹iº–

e além disso
kE= − D= ¹C=ºk�1 ¹R3º −! 0– quando =! ¸1•
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Escolhendo Y ¡ 0 suficientemente pequeno e utilizando as hipóteses, pelo Lema 2.3 obtemos

inf
\2R–H2R3

k48\E= ¹� − Hº − ik2�1 ¹R3º � � ¹� ¹E=º − � ¹iºº

que converge para zero, desde que � ¹E=º ! � ¹iº, quando =! ¸1. Por outro lado, nós temos

Y = inf
\2R–H2R3

k48\D= ¹C=– � − Hº − ik�1 ¹R3º � inf
\2R–H2R3

k48\E= ¹� − Hº − ik�1 ¹R3º ¸ kD= ¹C=º − E=k�1 ¹R3º –

o que é uma contradição, pois o lado direito da inequação acima tende a zero, quando =! ¸1.
Desse modo, o resultado segue. �

Vamos explicar, de maneira heurística, o porque das hipóteses do Teorema 2.2 implicarem
em estabilidade. A ideia surge da teoria de estabilidade no sentido de Lyapunov para uma solução
de equilíbrio em sistemas dinâmicos finito dimensionais. Para nós, um bom candidato a funcional
de Lyapunov é o funcional (. Vamos supor por um momento que a condição de coercividade
(2.28) é satisfeita para todo E 2 �1¹R3º (o qual não é o necessariamente verdade). Seja D solução
de (1.2), com dado inicial D0 próximo a i em �1¹R3º. Pela expansão de Taylor, obtemos

(¹D¹Cºº − (¹iº = h(0¹iº– D¹Cº − ii ¸ 1
2
h(00¹iº ¹D¹Cº − iº– D¹Cº − ii ¸ >

�
kD¹Cº − ik2

�1 ¹R3º

�
•

Como i é solução de (1.10), (0¹iº = 0. Levando em conta que D0 está suficientemente próximo de
i e juntamente com (2.28), podemos inferir que para alguma constante � positiva e independente
de C vale

(¹D¹Cºº − (¹iº � �kD¹Cº − ik2
�1 ¹R3º (2.30)

Sabendo que o funcional ( pode ser visto como uma quantidade conservada, (2.30) nos fornece
uma limitação para kD¹Cº−ik2

�1 ¹R3º e com isso segue a estabilidade. Como já vimos anteriormente,
nossa noção de estabilidade deve levar em consideração as simetrias da equação. De fato, veremos
a seguir que a invariância por translações e mudanças de fase geram um núcleo para (00¹iº da
forma

kerf(00¹iºg = spam
�
8i–

mi

mG 9
: 9 = 1– •••– 3

�
•

Para evitar esse núcleo, exigimos a condição de coercividade (2.28) apenas para as funções em
�1¹R3º que satisfaçam

¹E– 8iº2 =
�
E–
mi

mG 9

�
2
= 0– para todo 9 2 f1– •••– 3g

permitindo translações espaciais e mudanças de fase em (2.30). A condição de ortogonalidade
¹E– iº2 = 0 esta relacionada a conservação de massa. De fato, como a massa é conservada, a
evolução do sistema ocorre, em um certo sentido, no espaço tangente a esfera de !2¹R3º em i e
portanto é suficiente pedir que ( satisfaça a condição de coercividade (2.28) neste espaço, para
assim obter a estabilidade desejada.

Tendo em mãos o critério dado pelo Teorema 2.2, o Teorema 2.1 segue imediatamente da
seguinte proposição.
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Proposição 2.1. Seja 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3

e i um ground state para (1.10). Então, existe um X ¡ 0 tal
que para todo F 2 �1¹R3º satisfazendo

¹F– iº2 = ¹F– 8iº2 =
�
F–

mi

mG 9

�
2
= 0– para todo 9 2 f1– •••– 3g– (2.31)

nós temos
h(00¹iºF– Fi � XkFk2

�1 ¹R3º •

Antes de fornecer uma prova para a Proposição 2.1, necessitamos de algumas tecnicalida-
des. Primeiro, pelo Teorema 1.5 podemos assumir sem perda de generalidade que o ground state
i é uma função real, positiva e radial. Também será conveniente decompormos F em suas partes
real e imaginária. Denotando F = D ¸ 8E, com funções reais D– E 2 �1¹R3º. Com isso, o operador
(00¹iº pode ser decomposto em uma parte real e uma parte imaginária !1 e !2 respectivamente,
isto é por (2.9) temos

h(00¹iºF– Fi =
¹
R3
jrD j23G ¸ l

¹
R3
jD j23G − ?

¹
R3
i?−1 jD j23G

¸
�¹
R3
jrE j23G ¸ l

¹
R3
jE j23G −

¹
R3
i?−1 jE j23G

�
= h!1D– Di ¸ h!2E– Ei•

Aqui, !1– !2 são operadores limitados definidos sobre �1¹R3º restrito a funções reais, com
valores em �−1¹R3º, dados por

h!1D– �i =
¹
R3
rDr� 3G ¸ l

¹
R3
D� 3G − ?

¹
R3
i?−1D� 3G =

¹
R3

�
−�D ¸ lD − ?i?−1D

�
� 3G

h!2E– �i =
¹
R3
rEr� 3G ¸ l

¹
R3
E� 3G −

¹
R3
i?−1E� 3G =

¹
R3

�
−�E ¸ lE − i?−1E

�
� 3G

isto é

!1D = −�D ¸ lD − ?i?−1D–

!2E = −�E ¸ lE − i?−1E•

Portanto, até o fim dessa subseção as funções consideradas assumirão sempre valores reais. Em
particular, �1¹R3º e !2¹R3º estarão restritos as funções reais.

Para provar a Proposição 2.1, usaremos os seguintes lemas auxiliares.

Lema 2.4. Seja 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3

e i um ground state para (1.10). Então, existe um X1 ¡ 0 tal que
para todo D 2 �1¹R3º satisfazendo

¹D– iº2 =
�
D–
mi

mG 9

�
2
= 0– para todo 9 2 f1– •••– 3g– (2.32)

nós temos
h!1D– Di � X1kDk2�1 ¹R3º •
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Lema 2.5. Seja 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3

e i um ground state para (1.10). Então, existe um X2 ¡ 0 tal que
para todo E 2 �1¹R3º satisfazendo

¹E– iº2 = 0– (2.33)

nós temos
h!2E– Ei � X2kEk2�1 ¹R3º •

Observe que se considerarmos as formas quadráticas

�1¹Dº = h!1D– Di e �2¹Dº = h!2D– Di

com D 2 �1¹R3º segue então pelo Teorema da representação de formas quadráticas temos que
existem únicas extensões

!1– !2 : �2¹R3º � !2¹R3º −! !2¹R3º

ilimitadas e autoadjuntas associadas as formas quadráticas �1 e �2 respectivamente. Pois bem, as
demonstrações dos Lemas 2.4 e 2.5 serão baseadas na análise espectral dos operadores !1 e !2.
O lema seguinte nos fornece uma estrutura geral de tais espectros.

Lema 2.6. Os espectros de !1 e !2 consistem do espectro essencial em »l– ¸1º e de um número
finito de autovalores com multiplicidade finita em ¹−1– F0¼ para todo l0 Ÿ l.

Demonstração: Primeiramente lembremos que como !1 e !2 são operadores autoadjuntos, seus
espectros estão contidos em R. Temos que os espectros de !1 e !2 são limitados inferiormente.
De fato, para qualquer que seja D 2 �1¹R3º temos

h!2D– Di = krDk2!2 ¹R3º ¸ lkDk
2
!2 ¹R3º −

¹
R3
i?−1D23G

� krDk2
!2 ¹R3º ¸ lkDk

2
!2 ¹R3º − ?

¹
R3
i?−1D2 3G = h!1D– Di•

Como i 2 !1¹R3º, existe uma constante � ¡ 0, que independe de D, tal que

?

¹
R3
i?−1D2 3G � �kDk2

!2 ¹R3º

e deste modo
h!2D– Di � h!1D– Di � ¹l − �ºkDk2!2 ¹R3º

Agora, como i possui decaimento exponencial (veja a Proposição 1.3) temos que !1 e !2 são
versões compactamente perturbadas do operador

−� ¸ l : �2¹R3º � !2¹R3º −! !2¹R3º–

veja (STUART, 1998), página 42, Lemma 3.12. Temos então, pelo Teorema de Weyl (ver (KATO,
1995), página 526, Theorem 2.1) temos que o espectro essencial de −� ¸ l é dado por

f4BB ¹−� ¸ lº = »l– ¸1º–



Capítulo 2. Dinâmica de Ondas Estacionárias 51

desse modo,
f4BB ¹!1º = f4BB ¹!2º = »l– ¸1º•

Sabendo que f
�
!8

�
nf4BB

�
!8

�
consiste de autovalores isolados com multiplicidade finita e como

vimos que o espectro de !8 é limitado inferiormente, para todo 8 2 f1– 2g, o lema segue. �

A partir de agora, trataremos dos operadores !1 e !2 separadamente. Começaremos com
!2.

Lema 2.7. Existe X2 ¡ 0 tal que para todo E 2 �1¹R3º com ¹E– iº2 = 0, temos

h!2E– Ei � X2kEk2!2 ¹R3º •

Demonstração: Primeiro lembremos que para i solução de (1.10) temos que !2i = (
0¹iº = 0.

Isso significa que 0 é um autovalor de !2 com uma autofunção i . Mas como i ¡ 0 e isso
implica que 0 é o primeiro autovalor simples de !2 (veja (BEREZIN; SHUBIN, 1991), página
179, Theorem 3.4). Seja E 2 �1¹R3º com ¹E– iº2 = 0. Então, pela caracterização Min-Max dos
autovalores de !2 (ver (BEREZIN; SHUBIN, 1991), página 178, Proposition 3.2) existe X2 ¡ 0
(segundo autovalor de !2) que independe de E, tal que

h!2E– Ei � X2kEk2!2 ¹R3º •

�

Demonstração do Lema 2.5 : Suponha por contradição que exista uma sequência ¹E=º=2N �
�1¹R3º tal que

krE=k2!2 ¹R3º ¸ lkE=k
2
!2 ¹R3º = 1– ¹E=– iº2 = 0

e além disso
h!2E=– E=i −! 0– quando =! ¸1•

Sabendo que
kE=k2�1 ¹R3º � maxfl– l−1g

�
krE=k2!2 ¹R3º ¸ lkE=k

2
!2 ¹R3º

�
–

¹E=º=2N é uma sequência limitada em �1¹R3º, por reflexividade, deve existir E0 2 �1¹R3º tal
que

E= ™ E0 em �1¹R3º–

Em particular, temos ¹E0– iº2 = 0 e pelo Lema 2.7

h!2E0– E0i � 0• (2.34)

Daí, segue pelo mergulho contínuo de �1¹R3º em !2@ ¹R3º, que E2
= ™ E2

0 fracamente em
!@ ¹R3º para algum @ 2 ¹1– 2��2º. Desde que i possui decaimento exponencial, temos que
i?−1 2 !@0 ¹R3º, onde 1

@
¸ 1
@0 = 1. Desse modo¹

R3
i?−1E2

=3G −!
¹
R3
i?−1E2

0 3G– (2.35)
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e segue de (2.35)

h!2E0– E0i � lim inf
=!¸1

h!2E=– E=i = 0• (2.36)

Desse modo, por (2.34) e (2.36), temos

h!2E0– E0i = 0–

e como ¹i– E0º2 = 0, segue pelo Lema 2.7 que E0 = 0. Por outro lado, sabemos que

lim inf
=!¸1

h!2E=– E0– i = 1 −
¹
R3
i?−1E2

03G = 0–

ou seja ¹
R3
i?−1E2

03G = 1•

O que contradiz o fato de E0 = 0. �

Agora podemos focar toda nossa atenção em estudar o operador !1. A prova do Lema
2.4 é um pouco mais delicada, principalmente pelo fato do espectro de !1 conter autovalores não
positivos e além disso i não é mais uma autofunção. Primeiramente vamos tratar os autovalores
negativos de !1.

Lema 2.8. O operador !1 possui apenas um autovalor negativo−_1 correspondente a autofunção
41 2 �2¹R3º com k41k!2 ¹R3º = 1.

Demonstração: Denotemos ( : �1¹R3º −! R a restrição do operador ( a funções reais.
Podemos perceber que i é também um ponto crítico, no sentido do passo da montanha, para
(. Temos que o índice de Morse de (, isto é, o número de seus autovalores negativos em i é
no máximo 1 (veja, por exemplo (FUKUIZUMI; JEANJEAN, 2008), página 17, Lemma 29).
Observando que !1 = (

00
, segue que !1 possui não mais que um autovalor negativo. Por outro

lado,

h!1i– ii = krik2!2 ¹R3º ¸ lkik
2
!2 ¹R3º − ?kik

?¸1
!?¸1 ¹R3º

= −¹? − 1ºkik?¸1
!?¸1 ¹R3º

Ÿ 0

onde a segunda igualdade surge diretamente da identidade de Nehari (1.14). Deste modo,
concluímos que !1 admite exatamente um autovalor negativo, o qual denotaremos por −_1. Com
isso, podemos escolher uma autofunção 41 2 �2¹R3º unitária. �

A seguir apresentaremos uma série de resultados que culminaram na prova do Lema
2.4. O primeiro foi originalmente obtido por (WEINSTEIN, 1985) o qual ele considera os casos
3 = 1 e 3 = 3 e mais tarde foi generalizado por (CHANG et al., 2007/08).
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Lema 2.9. O segundo autovalor de !1 é 0 e

ker !1 = spam
�
mi

mG 9
: 9 = 1– •••– 3

�
•

Está fora do objetivo desse trabalho oferecer uma demonstração completa do Lema
2.9, para mais detalhes recomendamos ver (AMBROSETTI; MALCHIODI, 2006). Portanto
mostraremos somente a inclusão

spam
�
mi

mG 9
: 9 = 1– •••– 3

�
� ker !1• (2.37)

Para isso, relembre que i satisfaz

−�i ¸ li − i? = 0•

Derivando com respeito a 9-ésima variável temos

−�
�
mi

mG 9

�
¸ l mi

mG 9
− ?i?−1 mi

mG 9
= 0•

Sabendo que i 2 ,3–1¹R3º (pela Proposição 1.3) temos que mi

mG 9
2 �2¹R3º, para todo 9 = 1••••– 3.

Com isso, 0 é um autovalor de !1 e portanto vale a inclusão (2.37).

Lema 2.10. Podemos decompor o espaço de Sobolev �1¹R3º como sendo

�1¹R3º = �1 � �¸ � ker !1–

onde �1 = spamf41g e �¸ é a imagem da projeção correspondente a parte positiva do espectro
de !1.

Demonstração: Perceba que a demonstração do Lema 2.10 segue diretamente dos Lemas 2.6,
2.8 e 2.9 juntamente com o Teorema da Decomposição Espectral (veja (KATO, 1995), página
178, Theorem 6.17). �

Observe que na soma direta �1 � �¸ � ker !1, os espaços são mutualmente ortogonais
com respeito ao produto interno de !2¹R3º.

Lema 2.11. Para todo D 2 �1¹R3º n f0g satisfazendo

¹D– iº2 =
�
D–
mi

mG 9

�
2
= 0– para todo 9 2 f1– •••– 3g– (2.38)

nós temos
h!1D– Di � 0• (2.39)

Demonstração: Considere D 2 �1¹R3º satisfazendo (2.38). Primeiro vamos olhar para uma
função k satisfazendo

!1k = −lq•



Capítulo 2. Dinâmica de Ondas Estacionárias 54

Para fazer isso, nós usaremos funções scaled i_ ¹�º := _
1
?−1i¹_ 1

2 �º. Essas funções satisfazem

−�i_ ¸ l_i_ − i?_ = 0 (2.40)

Diferenciando a equação (2.40) com respeito a _ e tomando _ = 1 temos

−�k ¸ lk − ?i?−1k = −li–

onde k := mi_
m_ j_=1

= 1
?−1i ¸

1
2G � ri. Perceba que k 2 �1¹R3º, pois pela Proposição 1.3,

G � ri 2 �1¹R3º. Além disso, como i é radial, temos que i é par para cada G 9 . Desse modo, k
também é par em cada G 9 , enquanto mi

mG 9
é impar em G 9 . Isso implica que�

k–
mi

mG 9

�
2
= 0 para todo 9 = 1– •••– 3•

Utilizando a decomposição de �1¹R3º dada pelo Lema 2.10, existem U– V 2 R e b– a 2 �¸ tais
que

D = U41 ¸ b–
k = V41 ¸ a•

Se U = 0, então b < 0 desde que D < 0 e teremos

h!1D– Di = h!1b– bi ¡ 0

Ou seja, D satisfaz (2.39). Agora vamos ao caso U < 0. Podemos inferir que

h!1k– ki = −l
�
i–

1
? − 1

i ¸ 1
2
G � ri

�
2

= −l
�

1
? − 1

kik2
!2 ¹R3º ¸

1
2

¹
R3
iG � ri3G

�
•

Integrando por partes, é simples perceber que¹
R3
iG � ri3G = −3kik2

!2 ¹R3º −
¹
R3
iG � ri3G

ou seja, ¹
R3
iG � ri3G = −3

2
kik2

!2 ¹R3º –

daí
h!1k– ki = −l

�
1

? − 1
− 3

4

�
kik2

!2 ¹R3º •

Como l ¡ 0 e ? Ÿ 1 ¸ 4
3
, segue que

h!1k– ki Ÿ 0–
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e assim V < 0. Temos que sobre �¸, o operador !1 define uma forma quadrática positiva. Assim,
temos pela desigualdade de Cauchy-Schwartz para b– a 2 �¸

jh!1b– aij2 � h!1b– bih!1a– ai•

Daí,

h!1D– Di = −U2_1 ¸ h!1b– bi � −U2_1 ¸
h!1b– ai2
h!1a– ai

• (2.41)

Porém
0 = −l¹i– Dº2 = h!1k– Di = −UV_1 ¸ h!1b– ai–

e além disso
h!1b– ai = UV_1

o que nos fornece

−U2_1 ¸
h!1b– ai2
h!1a– ai

= −U2_1 ¸
U2V2_2

1
h!1a– ai

= −U2_1 ¸
U2V2_2

1
V2_1 ¸ h!1a– ai

=
−U2_1h!1k– ki
h!1a– ai

¡ 0•

Assim, por (2.41) segue

h!1D– Di � −U2_1 ¸
h!1b– ai2
h!1a– ai

� 0•

�

Demonstração do Lema 2.4 : Assim como feito no Lema 2.5, suponhamos por absurdo que
exista uma sequência ¹D=º=2N � �1¹R3º tal que

krD=k2!2 ¹R3º ¸ lkD=k
2
!2 ¹R3º = 1– ¹D=– iº2 =

�
D=–

mi

mG 9

�
2
= 0– 9 = 1– ••– 3

e além disso
h!1D=– D=i −! 0 quando =! ¸1•

Sabendo que
kD=k2�1 ¹R3º � maxfl– l−1g

�
krD=k2!2 ¹R3º ¸ lkD=k

2
!2 ¹R3º

�
–

temos ¹D=º=2N uma sequência limitada em �1¹R3º e por reflexividade deve existir D0 2 �1¹R3º
tal que

D= ™ D0 em �1¹R3º–

Em particular, temos ¹D0– iº2 =
�
D0–

mi

mG 9

�
2
= 0 com 9 = 1– •••– 3. Pelo Lema 2.11

h!1D0– D0i � 0• (2.42)
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Daí, segue pelo mergulho contínuo de �1¹R3º em !2@ ¹R3º, que D2
= ™ D2

0 fracamente em
!@ ¹R3º para algum @ 2 ¹1– 2��2º. Como i possui um certo decaimento exponencial, temos que
i?−1 2 !@0 ¹R3º, onde 1

@
¸ 1
@0 = 1. Desse modo

?

¹
R3
i?−1D2

=3G ! ?

¹
R3
i?−1D2

0– (2.43)

e segue de (2.43)

h!1D0– D0i � lim inf
=!¸1

h!1D=– D=i = 0• (2.44)

Desse modo, por (2.42) e (2.44), temos

h!1D0– D0i = 0–

e como i 2 !1¹R3º, existe uma constante " ¡ 0, que independe de D0, tal que

?

¹
R3
i?−1D2

0 3G � �kD0k2!2 ¹R3º

e deste modo
0 = h!1D0– D0i � ¹l − �ºkD0k2!2 ¹R3º •

Assim D0 = 0. Por outro lado, sabemos que

lim inf
=!¸1

h!1D=– D0– i = 1 − ?
¹
R3
i?−1D2

0 3G = 0–

ou seja
?

¹
R3
i?−1D2

0 3G = 1•

Contradizendo D0 = 0. �

Como foi comentado anteriormente, o Teorema 2.1 segue dos Lemas 2.4 e 2.5, da
Proposição 2.1 e pelo critério de estabilidade obtido no Teorema 2.2.

2.1.2 O Método de Cazenave-Lions

A prova do Teorema 2.1 pelo Método de Cazenave-Lions possui como seu alicerce o
seguinte resultado de compacidade .

Proposição 2.2. Seja 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3
. Para cada g ¡ 0, defina

�g := fE 2 �1¹R3º : kEk2
!2 ¹R3º = gg•

Considere o seguinte problema de minimização

−ag := inff� ¹Eº : E 2 �gg–
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onde � é o funcional de energia definido em (1.4), i.e

� ¹Eº :=
1
2
krEk2

!2 ¹R3º −
1

? ¸ 1
kEk?¸1

!?¸1 ¹R3º •

Então, ag Ÿ ¸1. Além disso, se ¹E=º=2N � �1¹R3º é tal que

kE=k2!2 ¹R3º −! g e � ¹E=º −! −ag

quando = ! ¸1, então existem uma sequência ¹H=º=2N � R3 e uma função E 2 �1¹R3º tais
que,

E= ¹� − H=º ! E–

fortemente em �1¹R3º, passando a uma subsequência caso seja necessário. Em particular,
E 2 �g e � ¹Eº = −ag.

A prova deste resultado é baseada no Princípio da concentração de compacidade de
Lions. Assim, para E 2 !2¹R3º n f0g definimos a aplicação de concentração d¹E– �º como sendo

d¹E– Bº := sup
H2R3

¹
�B ¹Hº
jE¹Gº j2 3G– para B ¡ 0• (2.45)

Perceba que d¹E– Bº assim definida é não decrescente como função de B, d¹E– 0º = 0 e 0 Ÿ

d¹E– Bº � kEk2
!2 ¹R3º para todo B ¡ 0. Além disso

lim
B!¸1

d¹E– Bº = kEk2
!2 ¹R3º •

Teorema 2.3. (Principio de concentração de compacidade): Considere uma sequência ¹E=º=2N �
�1¹R3º satisfazendo

kE=k!2 ¹R3º = 0 ¡0– (2.46)

sup
=2N
krE=k!2 ¹R3º Ÿ ¸ 1– (2.47)

e ` 2 R dado por
` = lim

B!¸1
lim inf
=!¸1

d¹E=– Bº• (2.48)

Então há de existir uma subsequência ¹E=: º:2N de ¹E=º=2N satisfazendo as seguintes propriedades

(i) Se ` = 0, então existe uma sequência ¹H: º:2N � R3 e E 2 �1¹R3º tal que E=: ¹� − H: º
converge para E¹�º em !@ ¹R3º para todo 2 � @ Ÿ 2� ( 2 � @ � ¸1, caso 3 = 1).

(ii) Se ` = 0, então kE=: k!@ ¹R3º ! 0 para todo 2 � @ Ÿ 2� ( 2 � @ � ¸1, caso 3 = 1).



Capítulo 2. Dinâmica de Ondas Estacionárias 58

(iii) Existem sequências ¹D: º:2N e ¹F: º:2N em �1¹R3º tais que

supp D: \ suppF: = ;– 8: 2 N– (2.49)

jD: j ¸ jF: j � jE=: j– 8: 2 N– (2.50)

kD: k�1 ¹R3º ¸ kF: k�1 ¹R3º � kE=: k�1 ¹R3º – 8: 2 N– (2.51)

lim
:!¸1

kD: k2!2 ¹R3º = ` e lim
:!¸1

kF: k2!2 ¹R3º = 0 − `– (2.52)

lim inf
:!¸1

�
krE=: k2!2 ¹R3º − krD: k

2
!2 ¹R3º − krF: k

2
!2 ¹R3º

�
� 0– (2.53)

lim
:!¸1

�
kE=: k

@

!@ ¹R3º − kD: k
@

!@ ¹R3º − kF: k
@

!@ ¹R3º

�
= 0• (2.54)

Para todo 2 � @ Ÿ 2� (2 � @ � ¸1, caso 3 = 1).

A demonstração desse resultado é bastante delicada e pode ser vista com detalhes em
(CAZENAVE, 2003). Munidos dessa importante ferramenta, estamos prontos para demonstrar a
Proposição 2.2.

Demonstração da Proposição 2.2 : Vamos começar mostrando que 0 Ÿ ag Ÿ ¸1. De fato,
como claramente �g < ;, consideremos E 2 �g e _ ¡ 0. Note que considerando as funções
scaled E_ ¹�º := _ 32 E¹_�º, temos

kE_k2!2 ¹R3º = kEk
2
!2 ¹R3º = g•

Assim E_ 2 �g e além disso

� ¹E_º =
_2

2
krEk2

!2 ¹R3º −
_
3 ¹?−1º

2

? ¸ 1
kEk?¸1

!?¸1 ¹R3º

Desde que 3 ¹?−1º
2 Ÿ 2, temos que � ¹E_º Ÿ 0 para _ suficientemente pequeno, logo −ag Ÿ 0, ou

seja, ag ¡ 0. Para a outra desigualdade, mostraremos que existe X ¡ 0 e  Ÿ ¸1 satisfazendo

� ¹Eº � XkEk2
�1 ¹R3º −  – para todo E 2 �g • (2.55)

Porém (2.55) segue diretamente da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (1.6),

kEk?¸1
!?¸1 ¹R3º � �krEk

3 ¹?−1º
2

!2 ¹R3º kEk
?¸1− 3 ¹?−1º

2
!2 ¹R3º

e do fato que 3 ¹?−1º
2 Ÿ 2. Deste modo, ag � − ¡ −1• Agora considere uma sequência

¹E=º=2N � �1¹R3º de forma que

kE=k2!2 ¹R3º −! g e � ¹E=º −! −ag •
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Temos que ¹E=º=2N é limitada em �1¹R3º e limitada inferiormente em !?¸1¹R3º. De fato, como
E= 2 �g, segue que a sequência ¹E=º=2N é limitada em !2¹R3º, então por (2.55) temos a limitação
de ¹E=º=2N em �1¹R3º. Além disso, como ag ¡ 0, temos que para = suficientemente grande

� ¹E=º �
−ag
2
•

Dai segue que,

kE=k?¸1!?¸1 ¹R3º �
�
? ¸ 1

2

�
ag– (2.56)

conforme afirmamos anteriormente. Agora considere ¹b=º=2N � �1¹R3º satisfazendo

kb=k2!2 ¹R3º −! ` e � ¹b=º −! −ag

onde ` é definido como em (2.48). Perceba que podemos escrever

E= =

p
g

kb=k!2 ¹R3º
b=– = 2 N•

Note também que por um argumento de scaling, podemos assumir sem perda de generalidade que
g = 1, pois caso contrario basta tomarmos funções da forma ¹E=º_ ¹�º = _

3
2 E= ¹_�º e considerarmos

_ = g
1
3 e seguirmos de maneira análoga. Desse modo podemos aplicar o Teorema 2.3 (princípio

de concentração de compacidade) a sequência ¹E=º=2N onde 0 = 1. Afirmamos que

` = 1• (2.57)

De fato, primeiramente note que por ¹E=º=2N ser limitada inferiormente em !?¸1¹R3º, pelo item
(ii) do Teorema 2.3 temos que ` ¡ 0. Suponhamos por contradição

0 Ÿ ` Ÿ 1• (2.58)

Usaremos agora as sequências ¹D=º=2N e ¹F=º=2N fornecidas pelo item (iii) do Teorema 2.3
(princípio de concentração de compacidade). Note que

� ¹E=º − � ¹D=º − � ¹F=º =
�
1
2
krE=k2!2 ¹R3º −

1
? ¸ 1

kE=k?¸1!?¸1 ¹R3º

�
−

�1
2
krD=k2!2 ¹R3º

− 1
? ¸ 1

kD=k?¸1!?¸1 ¹R3º

�
−

�
1
2
krF=k2!2 ¹R3º −

1
? ¸ 1

kF=k?¸1!?¸1 ¹R3º

�
=

1
2

�
krE=k2!2 ¹R3º − krD=k

2
!2 ¹R3º − krF=k

2
!2 ¹R3º

�
− 1
? ¸ 1

�
kE=k?¸1!?¸1 ¹R3º − kD=k

?¸1
!?¸1 ¹R3º − kF=k

?¸1
!?¸1 ¹R3º

�
•

Segue então de (2.53) e (2.54) que

lim inf
=!¸1

¹� ¹E=º − � ¹D=º − � ¹F=ºº �
1
2

lim inf
=!¸1

�
krE=k2!2 ¹R3º − krD=k

2
!2 ¹R3º − krF=k

2
!2 ¹R3º

�
− 1
? ¸ 1

lim inf
=!¸1

�
kE=k?¸1!?¸1 ¹R3º − kD=k

?¸1
!?¸1 ¹R3º − kF=k

?¸1
!?¸1 ¹R3º

�
� 0
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daí

lim inf
=!¸1

� ¹E=º � − lim inf
=!¸1

¹−¹� ¹D=º ¸ � ¹F=ººº

� lim sup
=!¸1

¹� ¹D=º ¸ � ¹F=ºº–

por simplicidade, consideramos a subsequência ¹E=: º:2N fornecida pelo Teorema 2.3 como sendo
a própria sequência ¹E=º=2N. Como lim inf

=!¸1
� ¹E=º = lim

=!¸1
� ¹E=º = −a1, segue que

lim sup
=!¸1

¹� ¹D=º ¸ � ¹F=ºº � −a1• (2.59)

Agora observe que, dados E 2 �1¹R3º e U ¡ 0, temos

� ¹Eº = 1
U2� ¹UEº ¸

U?−1 − 1
? ¸ 1

kEk?¸1
!?¸1 ¹R3º •

Aplicando a igualdade acima com U= = ¹kD=k!2 ¹R3ºº−1 e como U=D= 2 �1, obtemos que

� ¹D=º �
−a1

U2
=

¸ U
?−1
= − 1
? ¸ 1

kD=k?¸1!?¸1 ¹R3º •

Analogamente,

� ¹F=º �
−a1

V2
=

¸ V
?−1
= − 1
? ¸ 1

kF=k?¸1!?¸1 ¹R3º –

com V= = ¹kF=k2!2 ¹R3ºº
−1 e então

� ¹D=º ¸ � ¹F=º � −a1¹U−2
= ¸ V−2

= º ¸
U
?−1
= − 1
? ¸ 1

kD=k?¸1!?¸1 ¹R3º ¸
V
?−1
= − 1
? ¸ 1

kF=k?¸1!?¸1 ¹R3º •

Finalmente, perceba que por (2.52), U−2
= = kD=k2!2 ¹R3º −! ` e V−2

= = kF=k2!2 ¹R3º −! ¹1 − `º.
Em particular, por (2.58)

\ := minf`−
?−1

2 – ¹1 − `º−
?−1

2 g ¡ 1•
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Deste modo, usando (2.54), por (2.56) podemos deduzir que

lim inf
=!¸1

¹� ¹D=º ¸ � ¹F=ºº � lim inf
=!¸1

�
− a1¹U−2

= ¸ V−2
= º ¸

U
?−1
= − 1
? ¸ 1

kD=k?¸1!?¸1 ¹R3º

¸ V
?−1
= − 1
? ¸ 1

kF=k?¸1!?¸1 ¹R3º

�
� −a1¹` ¸ ¹1 − `ºº ¸

`−
?−1

2 − 1
? ¸ 1

lim inf
=!¸1

kD=k?¸1!?¸1 ¹R3º

¸ ¹1 − `º
− ?−1

2 − 1
? ¸ 1

lim inf
=!¸1

kF=k?¸1!?¸1 ¹R3º

� −a1 ¸
\ − 1
? ¸ 1

lim inf
=!¸1

¹kD=k?¸1!?¸1 ¹R3º ¸ kF=k
?¸1
!?¸1 ¹R3ºº

� −a1 ¸
\ − 1
? ¸ 1

lim inf
=!¸1

kE=k?¸1!?¸1 ¹R3º

� −a1 ¸
\ − 1
? ¸ 1

�
? ¸ 1

2

�
a1

� −a1 ¸
�
\ − 1

2

�
a1

¡ −a1

contradizendo assim (2.59). Portanto, segue que ` = 1 e então podemos aplicar o item (i)
do Teorema 2.3, que nos garante a existência de uma sequência ¹H=º=2N � R3 e uma função
E 2 �1¹R3º tal que E= ¹� − H=º ! E em !2¹R3º (e em particular, E 2 �1) e também em !?¸1¹R3º.
Juntamente com a semicontinuidade inferior fraca da norma �1¹R3º temos

� ¹Eº � lim
=!¸1

� ¹E=º = −a1•

Como −a1 := inff� ¹Eº : E 2 �1g, temos � ¹Eº = −a1. Em particular, � ¹E=º −! � ¹Eº, quando
=! ¸1 e com isso segue que krE=k!2 ¹R3º −! krEk!2 ¹R3º , garantindo assim que

E= ¹� − H=º −! E–

fortemente em �1¹R3º, quando =! ¸1 conforme queríamos demonstrar. �

É importante observarmos que caso ? ¡ 1 ¸ 4
3

temos ag = ¸1. De fato, seja E 2 �g.
Usando as funções scaled E_ ¹�º := _ 32 E¹_�º, obtemos

kE_k2!2 ¹R3º = kEk
2
!2 ¹R3º = g–

Porém,

� ¹E_º =
_2

2
krik2

!2 ¹R3º −
_
3 ¹?−1º

2

? ¸ 1
kik?¸1

!?¸1 ¹R3º −! −1–

quando _! ¸1, pois 3 ¹?−1º
2 ¡ 2. Deste modo, não podemos usar a Proposição anterior neste

caso, o que nos leva a questionar a estabilidade orbital do problema quando ? ¡ 1 ¸ 4
3
.

O próximo resultado nos fornece uma caracterização para os ground states de (1.10), os
identificando como minimizadores de energia sobre uma esfera de !2¹R3º.
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Proposição 2.3. Considere 1 Ÿ ? Ÿ 1 ¸ 4
3
. Então

(i) Existe gG ¡ 0 tal que kik2
!2 ¹R3º = gG para todo i 2 G, onde G é definido em (1.30);

(ii) i 2 G se, e somente se i 2 �gG e � ¹iº = −agG .

Demonstração: Note que o item (i) segue de maneira imediata da Proposição 2.2. Agora vamos
a prova do item (ii). Desse modo, considere

^ := inff(¹Eº : E 2 gGg• (2.60)

Perceba que se E 2 G, temos que (¹Eº = m e pelo item (i) , E 2 �gG . Pela definição de ^ temos
que

^ � m–

onde m é definido em (1.29). Agora considere E 2 �1¹R3º tal que8>><>>:
E 2 �gG
� ¹Eº = −agG •

(2.61)

Vamos mostrar que E é solução da equação (1.10). De fato, primeiramente note que

(¹Eº = � ¹Eº ¸ l" ¹Eº = � ¹Eº ¸ l
2
gG –

assim, temos que (2.61) é equivalente a condição8>><>>:
E 2 �gG
(¹Eº = minf(¹Dº : D 2 �gG g•

(2.62)

Desse modo, considerando as funções scaled E_ ¹�º := _ 32 E¹_�º com _ ¡ 0, obtemos

kE_k2!2 ¹R3º = kEk
2
!2 ¹R3º = gG –

logo E_ 2 �gG , para _ ¡ 0. Segue de (2.62) que

m

m_
(¹E_º��

_=1
= krEk2

!2 ¹R3º −
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º = 0–

ou seja,

) ¹Eº := krEk2
!2 ¹R3º =

3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º • (2.63)

Agora, como E satisfaz (2.62), existe um multiplicador de Lagrange _ tal que (0¹Eº = _E. Assim,
existe um escalar X de tal forma que

−�E ¸ XlE − jE j?−1E = 0• (2.64)



Capítulo 2. Dinâmica de Ondas Estacionárias 63

Tomando o produto interno de !2¹R3º com E na equação (2.64) e aplicando (2.63) obtemos que

XlgG =
4 − ¹3 − 2º ¹? − 1º

3 ¹? − 1º ) ¹Eº–

do qual segue que X ¡ 0. Agora considere D 2 �1¹R3º tal que

E¹�º = X
1
?−1D¹X 1

2 �º•

Deduzimos da relação (2.64) que D é solução de (1.10), implicando que

(¹Dº � m• (2.65)

Uma conta simples também nos mostra que

(¹Eº = X
4−¹3−2º ¹?−1º

2¹?−1º m ¸ l
2
gG ¹1 − Xº•

Por outro lado, segue do Teorema 1.4 que m ¡ 0, e pelo item (i) e por (1.14)

l

2
gG =

4 − ¹3 − 2º ¹? − 1º
2¹? − 1º m–

e então
1 � X

4−¹3−2º ¹?−1º
2¹?−1º ¸ 4 − ¹3 − 2º ¹? − 1º

2¹? − 1º ¹1 − Xº• (2.66)

Temos que (2.66) nos diz que 5 ¹Xº � 0, onde

5 ¹Bº := B
4−¹3−2º ¹?−1º

2¹?−1º ¸ 4 − ¹3 − 2º ¹? − 1º
2¹? − 1º B ¸ 4 − 3 ¹? − 1º

2¹? − 1º •

Percebe que 5 assim definida é tal que 5 ¹Bº ¡ 0 sempre B < 1. Desta forma concluímos que
X = 1, o que nos diz por (2.64) que E é uma solução da equação (1.10). Note que em particular,
obtemos que

^ � m

e portanto temos ^ = m. Para concluir, consideremos i 2 G. Então i 2 �gG e (¹iº = ^, o que
implica i satisfazendo (2.62), ou equivalentemente8>><>>:

i 2 �gG
� ¹iº = −agG •

(2.67)

Reciprocamente, seja i satisfazendo (2.61). Pelo que vimos anteriormente, i é uma solução da
equação (1.10) tal que

(¹iº = ^ = m–

mostrando assim que i 2 G. �

Como esses resultados, estamos preparados para demonstrar o Teorema 2.1.
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Demonstração do Teorema 2.1 (Método de Cazenave-Lions): Esse resultado será demonstrado
por um argumento de contradição. Assim, assuma que existe Y ¡ 0 e duas sequências ¹D=–0º=2N �
�1¹R3º e ¹C=º=2N � R tais que

kD=–0 − ik�1 ¹R3º −! 0– quando =! ¸1 (2.68)

porém,
inf
\2R

inf
H2R3
kD= ¹C=º − 48\i¹� − Hºk�1 ¹R3º ¡ Y– para todo = 2 N• (2.69)

Onde D= é a solução maximal de (1.2) com dado inicial D=–0. Considere E= ¹Gº := D= ¹C=– Gº. Temos
pelas leis de conservação de massa e energia que

kE=k2!2 ¹R3º = kD= ¹C=ºk
2
!2 ¹R3º = kD=–0k

2
!2 ¹R3º –

� ¹E=º = � ¹D= ¹C=ºº = � ¹D=–0º•

Tomando o limite sobre = 2 N, segue por (2.68) que

kE=k2!2 ¹R3º −! kik
2
!2 ¹R3º = gG e � ¹E=º −! � ¹iº = −agG • (2.70)

Desse modo, por (2.70) e pela Proposição 2.2 deve existir uma sequência ¹H=º=2N � R3 e uma
função E 2 �1¹R3º tal que

kE= ¹� − H=º − Ek�1 ¹R3º −! 0– quando =! ¸1– (2.71)

e além disso E 2 �gG e � ¹Eº = −agG , o que nos diz pela Proposição 2.3 que E 2 G, em outras
palavras, E é um ground state para (1.10). Segue então pela unicidade que existem \ 2 ' e
H 2 R3 tais que E = 48\i¹� − Hº. Lembrando que E= = D= ¹C=º e substituindo o que foi obtido em
(2.71) segue que

kD= ¹C=º − 48\i¹� − ¹H − H=ººk�1 ¹R3º −! 0– quando =! ¸1–

o que contradiz (2.69). �

É muito importante observarmos que o coração da prova do Teorema 2.1 pelo método de
Cazenave-Lions, além das Proposições 2.2 e 2.3, é o fato de que o conjunto de ground states
G pode ser explicitamente descrito, como é mencionado no Teorema 1.5. Esse resultado de
unicidade está longe de ser trivial, mesmo com nossa não linearidade sendo simplesmente do
tipo polinomial. Para não linearidades mais gerais, usualmente não temos resultados no que diz
respeito a unicidade e para contornar isso, obtém-se resultados correspondentes a uma noção
mais fraca de estabilidade, a estabilidade do conjunto de ground states G. De maneira mais
formal, o conjunto de ground states G é dito estável se para todo Y ¡ 0, existe um X ¡ 0 que
cumpre a seguinte condição: Se D0 2 �1¹R3º satisfaz

kD0 − ik�1 ¹R3º Ÿ X– para algum i 2 G–

então
sup
C2R

inf
k2G
kD¹Cº − kk�1 ¹R3º Ÿ Y–

onde D é a solução máximal de (1.2), com dado inicial D¹0º = D0.
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2.2 Sobre a Instabilidade

Nessa seção, iremos provar que se 1 ¸ 4
3
� ? Ÿ 1 ¸ 4

3−2 então as ondas estacionarias são
fortemente instáveis. Mais precisamente, para qualquer ground state i 2 G, iremos encontrar um
dado inicial bem próximo de i e queremos que a solução de (1.2) associada a tal dado, tenha
explosão em um tempo finito. Assim como na Proposição 1.2, nossa ferramenta principal será o
Teorema 1.2 (Identidade virial). Além disso, como a energia de um ground state é não negativa,
não é possível aplicar a Proposição 1.2 diretamente e para superar essa dificuldade, seguiremos a
abordagem usada por (COZ, 2008) que é basicamente uma melhoria do método introduzido por
(BERESTYCKI; CAZENAVE, 1981). O ”coração” desse método está em fornecer uma nova
caracterização variacional para os ground states minimizadores de ( sobre algumas restrições
relacionadas a identidade 1.15.

2.2.1 Instabilidade Forte (por blow-up em tempo finito)

Antes de estabelecer nossos resultados, daremos uma definição precisa para instabilidade
forte.

Definição 2.2. Considere i uma solução da equação estacionária (1.10). Diremos que a onda
estacionaria 48lCi¹Gº é fortemente instável se para todo Y ¡ 0 existe DY–0 2 �1¹R3º tal que

kDY–0 − ik�1 ¹R3º Ÿ Y

mas a solução maximal correspondente DY de (1.2) com intervalo de existência ¹)Y
<8=
– )Y<0Gº

satisfaz )Y
<8=

¡ −1 e )Y<0G Ÿ ¸1 e além disso

lim
C&) Y

<8=

kDY ¹Cºk�1 ¹R3º = ¸1 e lim
C%) Y<0G

kDY ¹Cºk�1 ¹R3º = ¸1•

Primeiramente vamos começar com o caso particular ? = 1 ¸ 4
3
, o qual foi provado pela

primeira vez por (WEINSTEIN, 1982/83).

Teorema 2.4. Seja ? = 1¸ 4
3
. Então para toda solução i de (1.10) a onda estacionaria 48lCi¹Gº

é fortemente instável.

Demonstração: Relembremos o funcional % : �1¹R3º −! R definido no Teorema 1.2
(Identidade virial)

%¹Eº = krEk2
!2 ¹R3º −

3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º •

Como ? = 1 ¸ 4
3
, segue que � ¹Eº = %¹Eº para qualquer que seja E 2 �1¹R3º. Dai, segue da

identidade (1.15)
� ¹iº = %¹iº = 0•
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Agora, considere DY–0 := ¹1 ¸ Yºi. Então temos que � ¹DY–0º Ÿ 0, e tendo em vista o decaimento
exponencial de i fornecido pela Proposição 1.3, temos que jG jDY–0 2 !2¹R3º. Assim, o resultado
segue diretamente da Proposição 1.2 e do Corolário 1.1. �

É importante observar que o Teorema 2.4 garante a instabilidade forte para qualquer
solução de (1.10). Já nosso resultado mais geral focará somente em soluções do tipo ground state.
O problema de determinar a instabilidade forte para qualquer tipo de solução de (1.10) quando
? ¡ 1 ¸ 4

3
ainda está em aberto, consulte o trabalho de (TODOROVA, 2004) para possíveis mais

detalhes.

Antes de mostrar o resultado principal, necessitamos de alguns lemas auxiliares que
terão papel fundamental na demonstração do mesmo. No primeiro deles, investigaremos o
comportamento de diferentes funcionais sobre o scaling E_ ¹�º = _

3
2 E¹_�º.

Lema 2.12. Seja E 2 �1¹R3º n f0g tal que %¹Eº � 0. Então existe _0 2 ¹0– 1¼ tal que

(i) %¹E_0º = 0 ;

(ii) _0 = 1 se, e somente se %¹Eº = 0;

(iii) m
m_
(¹E_º = 1

_
%¹E_º;

(iv) m
m_
(¹E_º ¡ 0 para _ 2 ¹0– _0º e m

m_
(¹E_º Ÿ 0 para _ 2 ¹_0– ¸1º–

(v) A aplicação
	 : ¹_0– ¸1º −! R

_ 7−! 	¹_º := (¹E_º–
assim definida é côncava.

Demonstração: Como ? ¡ 1 ¸ 4
3
, temos que 3 ¹?−1º

2 ¡ 2, assim

%¹E_º = _2krEk2
�1 ¹R3º − _

3 ¹?−1º
2
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º ¡ 0

para _ suficientemente pequeno. Assim, pela continuidade de %, deve existir _0 2 ¹0– 1¼ de tal
modo que %¹E_0º = 0, o que mostra (i). Caso _0 = 1, segue pelo item ¹8º que %¹E1º = %¹Eº = 0.
Reciprocamente, suponhamos que %¹Eº = 0, então

%¹E_º = _2krEk2
�1 ¹R3º − _

3 ¹?−1º
2
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

= _2%¹Eº ¸
�
_2 − _

3 ¹?−1º
2

� 3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

=

�
_2 − _

3 ¹?−1º
2

� 3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º •
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Como 3 ¹?−1º
2 ¡ 2, segue que %¹E_º ¡ 0 para todo _ 2 ¹0– 1º, com isso temos ¹88º . Temos

também que

m

m_
(¹E_º = _krEk2!2 ¹R3º − _

3 ¹?−1º
2 −1 3 ¹? − 1º

2¹? ¸ 1º kEk
?¸1
!?¸1 ¹R3º

= _−1
�
_2krEk2

!2 ¹R3º − _
3 ¹?−1º

2
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

�
= _−1

��
_2 − _

3 ¹?−1º
2

� 3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

�
= _−1%¹E_º•

logo ¹888º também segue. Para obtermos ¹8Eº, note que

%¹E_º = _2krEk2
�1 ¹R3º − _

3 ¹?−1º
2
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

= _2krEk2
�1 ¹R3º − _

3 ¹?−1º
2
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º ¸ _

2_
3 ¹?−1º

2 −2
0

3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

− _2_
3 ¹?−1º

2 −2
0

3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

= _2_2
0_
−2
0 krEk

2
�1 ¹R3º − _

2_
3 ¹?−1º

2 −2
0

3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

¸
�
_2_

3 ¹?−1º
2 −2

0 − _
3 ¹?−1º

2

�
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

= _2_−2
0

�
krEk2

�1 ¹R3º − _
2_

3 ¹?−1º
2

0
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

�
¸

�
_2_

3 ¹?−1º
2 −2

0 − _
3 ¹?−1º

2

�
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

= _2_−2
0 %¹E_0º ¸

�
_2_

3 ¹?−1º
2 −2

0 − _
3 ¹?−1º

2

�
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

= _2
�
_
3 ¹?−1º

2 −2
0 − _

3 ¹?−1º
2 −2

�
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º •

Deste modo, como 3 ¹?−1º
2 − 2 ¡ 0, temos %¹E_º ¡ 0 sempre que _ Ÿ _0 e %¹E_º Ÿ 0 sempre que

_ ¡ _0. Combinando esse fato com ¹888º temos8>><>>:
m
m_
(¹E_º = _−1%¹E_º ¡ 0– se _ 2 ¹0– _0º –

m
m_
(¹E_º = _−1%¹E_º Ÿ 0– se _ 2 ¹_0– ¸1º•

Assim, ¹8Eº segue. Finalmente

m2

m_2 (¹E_º = krEk
2
!2 ¹R3º − _

3 ¹?−1º
2 −2

�
3 ¹? − 1º

2
− 1

�
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º

= _−2%¹E_º − _
3 ¹?−1º

2 −2
�
3 ¹? − 1º

2
− 2

�
3 ¹? − 1º
2¹? ¸ 1º kEk

?¸1
!?¸1 ¹R3º –

o que implica em

	00¹_º = m2

m_2 (¹E_º Ÿ 0
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para _ 2 ¹_0– ¸1º e sabendo que 3 ¹?−1º
2 − 2 ¡ 0 temos que 	¹_º é côncava. Dai segue ¹Eº. �

Para provar o Teorema de instabilidade para ground states, seguiremos três passos.
Primeiro, obteremos uma nova caracterização variacional para os ground states de (1.10). Em
seguida, utilizaremos tal caracterização para definir um conjunto I � �1¹R3º, o qual será
invariante sob o fluxo de (1.2), de modo que para qualquer dado inicial pertencente a I , teremos
explosão para a solução maximal de (1.2) associada a esse dado. Por fim, vamos provar que os
ground states de (1.10) podem ser aproximados por sequências contidas em I.

Para isso, vamos considerar o seguinte problema de minimização:

3M := inf
E2M

(¹Eº

onde
M := fE 2 �1¹R3º n f0g : %¹Eº = 0 e � ¹Eº � 0g•

Lembremos que o funcional � : �1¹R3º −! R, definido no Lema 1.4, é dado por

� ¹Eº = krik2
!2 ¹R3º ¸ lkik

2
!2 ¹R3º − kik

?¸1
!?¸1 ¹R3º •

Lema 2.13. A seguinte igualdade sempre vale:

m = 3M

onde m é o nível de menor energia, definido em (1.29).

Demonstração: Seja i 2 G um ground state. Pelo Lema 1.1, temos que � ¹iº = %¹iº = 0,
garantindo assim que i 2 M. Deste modo (¹iº � 3M e pelo conceito de ínfimo, segue que

m � 3M • (2.72)

Reciprocamente, seja E 2 M. Se � ¹Eº = 0, então pelo Teorema 1.4, (¹Eº � m. Agora suponha
� ¹Eº Ÿ 0, então perceba que

� ¹E_º = _2krik2
!2 ¹R3º ¸ lkik

2
!2 ¹R3º − _

3 ¹?−1º
2 kik?¸1

!?¸1 ¹R3º

o que implica
lim
_!0

� ¹E_º = lkik2!2 ¹R3º ¡ 0•

Por continuidade, existe _1 Ÿ 1 de tal forma que � ¹E_1º = 0. Assim, pelo Teorema 1.4

m � (¹E_1º• (2.73)

Como %¹Eº = 0, segue do Lema 2.12 que

(¹E_1º Ÿ (¹Eº• (2.74)
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Assim, por (2.73) e (2.74) e sabendo que m � (¹Eº, temos

m � 3M • (2.75)

Por (2.72) e (2.75), segue a igualdade
m = 3M •

�

Pois bem, definiremos o conjunto I como sendo

I := fE 2 �1¹R3º : � ¹Eº Ÿ 0– %¹Eº Ÿ 0 e (¹Eº Ÿ mg•

Agora, usando o Lema 2.13 provaremos que I assim definido, é invariante pelo fluxo de (1.2).

Lema 2.14. Seja D0 2 I. Então a solução maximal de (1.2) correspondente a D0 em ¹)<8=– )<0Gº
satisfaz

D¹Cº 2 I–

para todo C 2 ¹)<8=– )<0Gº.

Demonstração: Considere D0 2 I e D a solução máxima de (1.2) com dado inicial D0 fornecida
pelo Teorema 1.1, com intervalo de solução ¹)<8=– )<0Gº. Como ( é uma quantidade conservada
para (1.2),

(¹D¹Cºº = (¹D0º Ÿ m– 8 C 2 ¹)<8=– )<0Gº• (2.76)

Basearemos o restante da nossa prova em argumentos de contradição. De fato, suponha que
exista C 2 ¹)<8=– )<0Gº tal que

� ¹D¹Cºº � 0•

Desso modo, pela continuidade de � e de D deve existir C0 tal que

� ¹D¹C0ºº = 0–

assim o Teorema 1.4 nos diz que
(¹D¹C0ºº � m–

o que contradiz (2.76). Segue assim que

� ¹D¹Cºº Ÿ 0– C 2 ¹)<8=– )<0Gº• (2.77)

Finalmente, vamos supor que para alguma C 2 ¹)<8=– )<0Gº tenhamos

%¹D¹Cºº � 0•

Por continuidade, existe C1 de tal forma que

%¹D¹C1ºº = 0•
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De (2.77), temos � ¹D¹C1ºº Ÿ 0 e então pelo Lema 2.13

(¹D¹C1ºº � m–

contradizendo (2.76). Desse modo

%¹D¹Cºº Ÿ 0– 8C 2 ¹)<8=– )<0Gº•

Com isso, temos pela definição do conjunto I que D¹Cº 2 I para todo C 2 ¹)<8=– )<0Gº. �

Lema 2.15. Seja D0 2 I e D¹Cº a solução máximal de (1.2) correspondente a D0 em ¹)<8=– )<0Gº.
Então existe X ¡ 0, independente de C, tal que

%¹D¹Cºº Ÿ −X

para todo C 2 ¹)<8=– )<0Gº.

Demonstração: Considere C 2 ¹)<0G – )<8=º e defina

E := D¹Cº e E_ ¹�º := _
3
2 E¹_�º•

Pelo Lema 2.12, existe _0 Ÿ 1 tal que %¹E_0º = 0. Consideremos, sem perda de generalidade, que
� ¹E_0º � 0 (pois caso � ¹E_0º ¡ 0, por continuidade deve existir _0 2 ¹_0– 1º, tal que, � ¹E

_0
º = 0,

e assim podemos trocar , _0 por _0 e seguir de maneira análoga) assim, pelo Teorema 1.4

(¹E_0º � m• (2.78)

Agora, considerando o item ¹Eº do Lema 2.12, temos

(¹Eº − (¹E_0º � ¹1 − _0º
m

m_
(¹E_º��

_=1
– (2.79)

e pelo item ¹888º do mesmo Lema
m

m_
(¹E_º��

_=1
= %¹Eº• (2.80)

Além disso, como %¹Eº Ÿ 0 e _0 2 ¹0– 1º temos que

¹1 − _0º%¹Eº ¡ %¹Eº• (2.81)

Assim , por (2.78),(2.79), (2.80), e (2.81) temos que

(¹Eº −m ¡ %¹Eº•

Defina X := < − (¹Eº. Dessa maneira, X ¡ 0, pois E 2 I (Lema 2.14) e além disso, como ( é
uma quantidade conservada temos que X independe de C. Desse modo, segue

%¹D¹Cºº Ÿ (¹Eº −m = −X•

para todo C 2 ¹)<8=– )<0Gº, conforme queriamos demonstrar. �

A seguir teremos o Lema, que garante que soluções de (1.2) associadas a dados iniciais
em I, tem explosão em tempo finito.
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Lema 2.16. Considere D0 2 I tal que jG jD0 2 !2¹R3º. Então a solução máximal de (1.2) D
correspondente, com intervalo de existência ¹)<8=– )<0Gº tem explosão em tempo finito, ou seja,
)<8= ¡ −1 e )<0G Ÿ ¸1 com

lim
C&)<8=

kD¹Cºk�1 ¹R3º = lim
C%)<0G

kD¹Cºk�1 ¹R3º = ¸1•

Demonstração: Seja D0 2 I de modo que jG jD0 2 !2¹R3º e D a solução máximal de (1.2) com
D¹0º = D0. Pelo Lema 2.15, existe X ¡ 0 tal que

%¹D¹Cºº Ÿ −X–

para todo C 2 ¹)<8=– )<0Gº. Relembrando que pelo Teorema 1.2 (Identidade virial) temos

k00¹Cº :=
m2

mC2
kGD¹Cºk2

!2 ¹R3º = 8%¹D¹Cºº–

que integrando duas vezes em relação ao tempo nos fornece

kGD¹Cºk2
!2 ¹R3º � −4XC2 ¸ � ¹C ¸ 1º•

Assim como na prova da Proposição 1.2, caso)min = −1 ou)<0G = ¸1 teríamos uma contradição
para jC j suficientemente grande. Desse modo , )<8= ¡ −1 e )<0G Ÿ ¸1 e pelo Corolário 1.1
temos

lim
C&)<8=

kD¹Cºk�1 ¹R3º = ¸1 e lim
C%)<0G

kD¹Cºk�1 ¹R3º = ¸1•

�

Agora estamos preparados para enunciar e demonstrar o principal resultado desta seção.

Teorema 2.5. Seja ? ¡ 1¸ 4
3
. Então para qualquer que seja i 2 G a onda estacionaria 48lCi¹Gº

é fortemente instável.

Demonstração: Tendo em mãos o Lema 2.16, tudo que necessitamos fazer é encontrar uma
sequência emI � �1¹R3º convergindo para o ground state i na norma de�1¹R3º. Consideremos
o scaling i_ ¹�º = _

3
2 i¹_�º. Então pelo Lema 2.12

• � ¹i_º Ÿ 0;

• %¹i_º Ÿ 0;

• (¹i_º Ÿ m.

Ou seja, i_ 2 I para qualquer que seja _ 2 ¹0– 1º. Além disso, como i tem decaimento
exponencial (Proposição 1.3) então i_ também possui tal decaimento, e dessa forma jG ji_ 2
!2¹R3º para todo _ 2 ¹0– 1º. Note que,

lim
_!1
ki_ − ik�1 ¹R3º = 0

e pelo Lema 2.16, i_ é uma solução de (1.2) que tem explosão em tempo finito, para todo
0 Ÿ _ Ÿ 1. Finalizando assim nossa prova. �
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2.2.2 Instabilidade com uma Não Linearidade Geral

Nessa subseção, baseados no trabalho (COZ et al., 2008), estamos interessados em tentar
estender os resultados de instabilidade de ground states vistos anteriormente para não linearidades
mais gerais, impondo condições razoáveis sobre o termo não linear. Para isso vamos introduzir
algumas notações. Assim considere o problema de Cauchy8>><>>:

8DC ¸ �D ¸ 6¹Dº = 0– C 2 R– G 2 R3

D¹0– Gº = D0¹Gº– G 2 R3 •
(2.82)

onde 6 : R −! R é uma função para que se estende ao plano complexo C como sendo

G¹Iº = 6¹ jI jºjI j – I 2 C n f0g•

Como foi dito anteriormente, para trabalharmos de maneira consistente com o problema (2.82),
precisamos assumir algumas condições sobre nossa função 6. Para isso, dado I 2 C, defina

� ¹Iº :=
¹ jI j

0
6¹Bº3B•

Assumiremos que

(H1) A função 6 : R −! R satisfaz

(I) 6 2 � ¹R–Rº

(II) lim
B!0

6¹Bº
B

= 0

(III) Se 3 = 1 ou 3 = 2, temos que para qualquer U ¡ 0, existe uma constante �U ¡ 0 tal
que

j6¹Bº j � �U4UB
2

para todo B ¡ 0. Caso 3 � 3, temos

lim
B!¸1

6¹BºB 3¸23−2 = 0•

(H2) A função dada por
�¹Bº := ¹B6¹Bº − 2� ¹BººB−2¸ 4

3 –

é estritamente crescente sobre o intervalo ¹0– ¸1º. Além disso

lim
B!0

�¹Bº = 0•

(H3) Existe uma constante � ¡ 0 e U 2 »0– 4
3−2 ¼ com 3 � 3 (U 2 »0– ¸1º caso 3 = 2) tais que

j6¹Bº − 6¹Cº j � � ¹1 ¸ jB jU ¸ jC jUº jC − B j

para todos B– C em R. Caso 3 = 1, assumiremos que para todo " ¡ 0, existe !" ¡ 0 tal que

j6¹Bº − 6¹Cº j � !" jC − B j

para todos B– C em R tais que jB j ¸ jC j � " .
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A condição (H3) é puramente técnica e é destinada especialmente para garantir a boa
colocação local do problema de valor inicial (2.82) em �1¹R3º, como mostra o seguinte Teorema.

Teorema 2.6. Suponha valida a condição (H3). Então para todo D0 2 �1¹R3º existe )D0 ¡ 0 e
uma única solução de (2.82) com D¹0º = D0 e

D 2 � ¹ »0– )D0º;�1¹R3ºº \ �1¹ »0– )D0º;�−1¹R3ºº•

Além disso, se )D0 Ÿ ¸1 temos

lim
C!)D0

krD¹Cºk!2 ¹R3º = ¸1•

Demonstração: Ver (CAZENAVE, 2003), página 92, Theorem 4.3.1. �

Um exemplo clássico de não linearidade que satisfaz tais condições é dada por 6¹Bº =
jB j?−1B, com ? no intervalo crítico, a mesma que foi tratada na seção anterior, veja (BADIALE;
SERRA, 2011), página 55, seção 2.3 para mais detalhes.

De maneira similar ao que foi feito no Capítulo 1, definimos como uma onda estacionaria
para (2.82) uma solução da forma D¹C– Gº = 4lCi¹Gº, com l 2 R e i : R3 −! C satisfazendo a
equação elíptica

−�i ¸ li − 6¹iº = 0– i 2 �1¹R3º (2.83)

As suposições (H1) e (H2) se fazem necessárias para podermos garantir a existência de soluções
para a equação (2.83). Para mais detalhes indicamos ver (BERESTYCKI; GALLOUëT; KAVIAN,
1983), páginas 307, Théorème 1.

Definição 2.3. Diremos que uma solução i de (2.83) é um ground state se

(¹iº = m := inff(¹Eº : E 2 �1¹R3º n f0g é solução de (2.83)g

onde ( : �1¹R3º −! R é definido como

(¹Eº :=
1
2
krEk2

!2 ¹R3º ¸
l

2
kEk2

!2 ¹R3º −
¹
R3
� ¹Eº 3G•

Perceba que ainda como foi definido anteriormente, as soluções ground states são aquelas de
"menor energia", isto é, possuem um certo caráter minimizante para o funcional (.

O principal objetivo dessa subseção é provar o seguinte Teorema de instabilidade.

Teorema 2.7. Assuma que a função 6 : R −! R cumpre as condições (H1), (H2) e (H3) e seja
i uma solução ground state da equação (2.83). Então para todo Y ¡ 0 existe D0 2 �1¹R3º tal
que

kD0 − ik�1 ¹R3º Ÿ Y

e a solução D de (2.82) com D¹0º = 0 satisfaz

lim
C!)D0

krD¹Cºk!2 ¹R3º = ¸1– com )D0 Ÿ ¸1•
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As técnicas utilizadas para mostrar a instabilidade usadas na seção anterior e as que serão
utilizadas na prova do Teorema 2.7 compartilham de alguns elementos, em particular a introdução
de conjuntos invariantes sobre o fluxo da equação. A principal diferença está na caracterização
variacional dos ground states a qual é utilizada para definir tais conjuntos invariantes sobre o
fluxo da equação e no modo que obtemos essa caracterização.

Antes de irmos direto as vias de fato, alguns resultados e propriedades são necessários.
Primeiro é importante observar que a solução obtida no Teorema 2.2.2 satisfaz algumas leis de
conservação, isto é, para qualquer C 2 »0– )D0º, temos

(¹D¹Cºº = (¹D0º– (2.84)

kD¹Cºk!2 ¹R3º = kD0k!2 ¹R3º • (2.85)

Além disso, a função k : R −! R dada por

k¹Cº = kGD¹Cºk2
!2 ¹R3º –

é de classe �2¹R–Rº e ainda temos a identidade virial

k00¹Cº = 8%¹D¹Cºº– (2.86)

onde a aplicação % é dada por

%¹Eº := krEk2
!2 ¹R3º −

3

2

¹
R3
¹6¹ jE jº jE j − 2� ¹Eºº 3G– com E 2 �1¹R3º•

Apresentaremos agora um lema técnico, o qual será útil para a prova do resultado seguinte.

Lema 2.17. Considere a não linearidade 6 : R −! R satisfazendo as condições (H1), (H2).
Então

6¹Bº
B

é crescente para B ¡ 0• (2.87)

lim
B!¸1

6¹Bº
B

= ¸1 (2.88)

Demonstração: Da definição de �¹Bº fornecida em (H2), temos

6¹Bº
B

= B
4
3 �¹Bº ¸ 2� ¹Bº

B2
• (2.89)

Além disso, para B ¡ 0 temos por (H2)

m

mB

�
� ¹Bº
B2

�
=
B¹B6¹Bº − 2� ¹Bºº

B4
¡ 0• (2.90)

Assim, por (2.89),(2.90) e (H2), o resultado segue. �

O resultado seguinte mostra a existência de soluções ground states e que elas correspondem
aos minimizantes do funcional ( sobre a variedade de Nehari.
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Lema 2.18. Considere a não linearidade 6 : R −! R satisfazendo as condições (H1), (H2).
Então a equação (2.83) admite uma solução do tipo ground state. Além disso, estas soluções são
tais que

(¹iº = 3 ¹lº := inff(¹Eº : E 2 �1¹R3º n f0g– com � ¹Eº = 0g–

onde
� ¹Eº := krEk2

!2 ¹R3º ¸ lkEk
2
!2 ¹R3º −

¹
R3
6¹ jE jº jE j3G•

Demonstração: Segue do lema anterior a seguinte propriedade

(H4) Existe B0 ¡ 0 tal que

� Se 3 � 2 então
2−1lB20 Ÿ � ¹B0º•

� Se 3 = 1, então

2−1lB20 Ÿ � ¹Bº– 2−1lB20 = � ¹B0º e lB0 Ÿ 6¹B0º–

com B 2 ¹0– B0º.

Segue por (BERESTYCKI; CAZENAVE, 1981), Théorème 1 e (BERESTYCKI; LIONS, 1983),
Theorem 1 que as condições (H1) e (H4) são suficientes para garantirmos que a equação (2.83)
admite uma solução do tipo ground state. Agora seja E 2 R3 solução de (2.83), então

� ¹Eº = krEk2
!2 ¹R3º ¸ lkEk

2
!2 ¹R3º −

¹
R3
6¹ jE jº jE j3G

= h(0¹Eº– Ei
= 0–

desse modo, é suficiente provar que 3 ¹lº � m. Dos resultados obtidos por (JEANJEAN;
TANAKA, 2003a) e (JEANJEAN; TANAKA, 2003b) temos que sobre as condições (H1) e (H4)
o funcional ( tem a geometria do Passo da Montanha, ou seja, o conjunto

Γ := fW 2 � ¹ »0– 1¼– �1¹R3ºº : W¹0º = 0 e (¹W¹1ºº Ÿ 0g–

é não vazio. Seu o nível crítico

2 = inf
W2Γ

max
B2»0–1¼

(¹W¹Bºº ¡ 0

é tal que
m = 2•

Agora perceba que por (2.87) nos garante que se E 2 �1¹R3º satisfaz � ¹Eº = 0 então a aplicação

C 7−! (¹CEº
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atinge seu único máximo sobre o intervalo »0– ¸1º em C = 1. Além disso, por (2.88), temos que

lim
C!¸1

(¹CEº = −1•

Segue assim da definição de 2, que para todo E 2 �1¹R3º tal que � ¹Eº = 0 tem-se

2 � (¹Eº–

dai
3 ¹lº � 2•

Como 2 = m o resultado segue. �

Assim como feito anteriormente, o seguinte lema nos mostra o comportamento dos
funcionais sobre scaling.

Lema 2.19. Considere a não linearidade 6 : R −! R satisfazendo as condições (H1), (H2).
Seja E 2 �1¹R3º n f0g tal que %¹Eº � 0. Então existe _0 2 ¹0– 1¼ tal que

(i) %¹E_0º = 0 ;

(ii) _0 = 1 se, e somente se %¹Eº = 0;

(iii) m
m_
(¹E_º = 1

_
%¹E_º;

(vi) m
m_
(¹E_º ¡ 0 para _ 2 ¹0– _0º e m

m_
(¹E_º Ÿ 0 para _ 2 ¹_0– ¸1º–

(v) A aplicação
	 : ¹_0– ¸1º −! R

_ 7−! 	¹_º := (¹E_º–
assim definida é côncava.

Lembrando que E_ ¹�º := _ 32 E¹_�º, com _ ¡ 0.

Demonstração: Para a demonstração desse resultado, basta percebermos que

m

m_
(¹E_º = _

�
krEk2

!2 ¹R3º −
3

2

¹
R3
_−¹3¸2º

�
_
3
2 6¹_ 32 jE jº jE j − 2� ¹_ 32 Eº

�
3G

�
= _−1%¹E_º•

e juntamente com a condição ¹H2º a prova segue de maneira análoga a feita para o Lema
2.76. �

Agora estamos preparados para demonstrar o teorema principal dessa etapa do trabalho.

Demonstração do Teorema 2.7: Comecemos considerando o conjunto

M :=
�
E 2 �1¹R3º n f0g : %¹Eº = 0 4 � ¹Eº � 0
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e defina
3M := inff(¹Eº : E 2 Mg•

Procederemos com a demonstração em três etapas.

Etapa 1. Provaremos que 3 ¹lº = 3M . Assim, sabendo que uma solução ground state i satisfaz

%¹iº = � ¹iº = 0

temos que i 2 M e como (¹iº = 3 ¹lº segue que

3M � 3 ¹lº• (2.91)

Reciprocamente, seja E 2 M. Caso � ¹Eº = 0, claramente temos 3 ¹lº � (¹Eº e o resultado segue.
Suponha agora � ¹Eº Ÿ 0, considerando o scaling E_ ¹�º := _ 32 E¹_�º com _ ¡ 0 temos

� ¹E_º = _2krEk2
!2 ¹R3º ¸ lkEk

2
!2 ¹R3º −

¹
R3
_−3�26¹_ 32 jE jº jE j3G•

Segue de ¹� �º da condição (H1)

lim
_!0

� ¹E_º = lkEk2!2 ¹R3º –

por continuidade, existe _1 Ÿ 1 tal que � ¹E_1º = 0. Assim (¹E_1º � 3 ¹lº. Agora, como %¹Eº = 0
e pelo item ¹E8º do Lema 2.19 temos

(¹Eº � (¹E_1º � 3 ¹lº–

com E 2 M. Portanto
3l � 3M • (2.92)

Assim, por (2.91) e (2.92) segue
3M = 3 ¹lº•

Etapa 2. Para _ ¡ 0, definimos D_ ¹�º := i_ ¹�º. Para _ ¡ 1 suficientemente próximo de 1, temos
que

(¹D_º Ÿ (¹iº– (2.93)

%¹D_º Ÿ 0– (2.94)

� ¹D_º Ÿ 0• (2.95)

De fato, temos que (2.93) e (2.94) segue de ¹888º e ¹8Eº do Lema 2.19. Para (2.95), note que

� ¹D_º = 2(¹D_º ¸
2
3
%¹D_º −

2
3
krD_k2!2 ¹R3º

= 2(¹i_º ¸
2
3
%¹i_º −

2
3
kri_k2!2 ¹R3º

� 2(¹iº ¸ 2
3
%¹iº − � ¹iº − 2_2

3
krik2

!2 ¹R3º

� 2¹1 − _2º
3

krik2
!2 ¹R3º

Ÿ 0•
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Seja agora D¹Cº a solução de (2.82) com D¹0º = D_. Afirmamos que as propriedades (2.93),
(2.94), (2.95) são invariantes pelo fluxo da equação (2.82). De fato, pela lei de conservação (2.84)
temos que para todo C 2 »0– )D_º

(¹D¹Cºº = (¹D_º � (¹iº (2.96)

Desse modo, podemos inferir que � ¹D¹Cºº < 0, para todo C 2 »0– )D_º e por continuidade,
� ¹D¹Cºº Ÿ 0 para todo C 2 »0– )D_º. Segue assim que %¹D¹Cºº < 0 para todo C, pois caso contrário,
teríamos que D¹C0º 2 M para algum C0 2 »0– )D_º e então

(¹D¹C0ºº � (¹iº–

contradizendo (2.96). Logo, por continuidade devemos ter %¹D¹Cºº � 0 para qualquer que seja
C 2 »0– )D_º. Então

(¹D¹Cºº Ÿ (¹iº– (2.97)

%¹D¹Cºº Ÿ 0– (2.98)

� ¹D¹Cºº Ÿ 0– (2.99)

para todo C 2 »0– )D_º.

Etapa 3. Fixemos C 2 »0– )D_º e defina E := D¹Cº. Para V ¡ 0 consideremos EV ¹�º := V 32 E¹V�º. Da
Etapa 2 temos que %¹Eº Ÿ 0, então pelo Lema 2.19 existe V0 Ÿ 1 tal que

%¹EV0º = 0•

Se �
(
EV0

�
� 0, mantemos V0. Caso contrário, o substituímos por V0 2 ¹V0– 1º de forma que

� ¹E
V0
º = 0•

Em ambos os casos segue que
(¹EV0º � 3 ¹lº– (2.100)

e %¹EV0º � 0. Agora, do Lema 2.19 item ¹Eº, obtemos

(¹Eº − (¹¹EV0º � ¹1 − V0º
m

mV
(¹EVº��

V=1
•

Então, do item ¹888º, (2.19), " ¹Eº Ÿ 0 e V0 Ÿ 1 temos

(¹Eº − (¹EV0º � %¹Eº•

Combinando a desigualdade acima com (2.100), obtemos

%¹Eº � (¹Eº − 3 ¹lº• (2.101)
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Considere então −X := (¹Eº − 3 ¹lº. Temos que X Ÿ 0 independe da escolha de C, desde que o
funcional ( é uma quantidade conservada. Para concluirmos, observe que da identidade virial
(2.86) e de (2.101) temos que

kGD¹Cºk2
!2 ¹R3º � −XC

2 ¸ �C ¸ kGD_k2!2 ¹R3º – (2.102)

e como o lado direito de (2.102) se torna negativo quando C é suficientemente grande, temos que
)D_ Ÿ ¸1 e além disso

lim
C!)D_

krD¹Cºk2
!2 ¹R3º = ¸1

conforme queriamos demonstrar. �

É importante notarmos que quando a não linearidade é ainda mais geral, pode não ser
possível fazer uso de uma identidade virial para obter resultados de instabilidade. Nesses casos,
uma boa alternativa para provar a instabilidade seria seguir o método introduzido por (SHATAH;
STRAUSS, 1985) e depois desenvolvido em (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1987) e
(GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1990). É importante observarmos também que provar a
instabilidade por esses métodos não fornece informações sobre o comportamento a longo prazo
(explosão ou existência global) de soluções que começam próximas de uma onda estacionaria.

Além disso, vale ressaltar também que o tipo de método utilizado aqui para provar a
instabilidade de ondas estacionarias por explosão em tempo finito não se restringe somente às
equações de Schrödinger. É possível usar tais métodos para obter resultados sobre a instabilidade
por explosão para as ondas viajantes associadas as equações não-lineares de Klein-Gordon, para
mais informações veja (OHTA; TODOROVA, 2005) e (OHTA; TODOROVA, 2007).
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3
Formulação Hamiltoniana Abstrata

O principio fundamental da dinâmica, popularmente conhecida como segunda lei de
Newton, dá origem a sistemas de equações diferenciais de segunda ordem em R3 e portanto,
a menos de uma mudança de coordenadas, a um sistema de equações de primeira ordem em
R23 . Se as forças do sistema são derivadas de uma função potencial, as equações de movimento
do sistema mecânico têm muitas propriedades especiais, muitos dos quais decorrem do fato
de que as equações de movimento podem ser escritas como um sistema Hamiltoniano. O
formalismo hamiltoniano é a estrutura matemática natural na qual se desenvolve a teoria de
sistemas mecânicos conservativos.

A teoria clássica nos diz que um Sistema Hamiltoniano é um sistema com 23 equações
diferenciais ordinárias da forma

8>><>>:
@0¹Cº = �? ¹C– @– ?º–

?0¹Cº = −�@ ¹C– @– ?º–
(3.1)

onde � : * −! R é uma função suave em um aberto * � R � R3 � R3 . A função � ¹C– @– ?º
é chamada Hamiltoniana do sistema (3.1). Os vetores @ = ¹@1– •••– @3º e ? = ¹?1– •••– ?3º são
tradicionalmente chamados de posição e momento respectivamente.

Um ponto fundamental na teoria dos sistemas Hamiltonianos é notar que as equações
(3.1) podem ser escritas na forma

z0 = �r� ¹C– zº– (3.2)

com z = ¹@– ?º, r� = ¹�I1 – •••– �I23 º e � é uma matriz quadrada, antissimétrica, de ordem 23
sendo definida como

� =

 
0 �

−� 0

!
–

onde � e 0 são respectivamente a matriz identidade e a matriz nula, ambas de ordem 3.
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A teoria de sistemas Hamiltonianos é vastamente estudada em diversos pontos de vista,
principalmente do ponto de vista da teoria de sistemas dinâmicos (ver (MEYER; OFFIN, 2017),
(MACKAY; MEISS, 2020) e suas referências). O objetivo desse capítulo é tentar se desprender
das amarras impostas pela dimensão finita, afim de tentar estender a teoria e assim incluir modelos
mais gerais que aqueles dados através das equações diferenciais ordinárias.

3.1 Formulação do Problema Abstrato

As principais ideias apresentadas nesse capítulo foram inicialmente desenvolvidas por
em (MAEDA, 2010) e mais tarde generalizadas por (OHTA, 2011).

Assim como em (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1987), comecemos considerando
- e � dois espaços de Hilbert reais de modo que

- ›! � e �� ›! -�

onde os mergulhos são densos e contínuos. Identificaremos � com seu respectivo dual �� pelo
isomorfismo natural � : � −! �� dado por

h�D– Ei = ¹D– Eº� – D– E 2 �•

Definiremos o operador ' : - −! -� é de maneira análoga como sendo

h'D– Ei := ¹D– Eº- – onde D– E 2 -•

Agora consideremos � 2 L¹-º, bijetivo e antissimétrico no sentido que

¹�D– Eº- = −¹D– �Eº- e ¹�D– Eº� = −¹D– �Eº� – (3.3)

para quaisquer que sejamD– E 2 - . Podemos naturalmente estender � a um operador �̃ : -� −! -�

definido por
h�̃ 5 – Di = −h 5 – �Di– D 2 - e 5 2 -�•

Seja fT ¹BºgB2R o grupo a um parâmetro de operadores unitários sobre - gerado por �.
Isso é

T ¹Bº := 4B� =
1Õ
==0

¹B�º=
=!

•

Por (3.3), temos que
kT ¹BºDk- = kDk- – kT ¹BºDk� = kDk� –

com B 2 R e D 2 - . Assumiremos no decorrer desse capítulo que T é periódico em B, com
período igual 2c. A família fT ¹BºgB2R é naturalmente estendida um grupo, a um parâmetro, de
operadores unitários fT̃ ¹BºgB2R sobre o dual -�, onde para cada B 2 R

hT̃ ¹Bº 5 – Di := h 5 –T ¹−BºDi– D 2 -– e 5 2 -�• (3.4)
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Desse modo, sejaH 2 �2¹-–Rº. Consideremos o sistema hamiltoniano abstrato

3

3C
D¹Cº = �̃H 0¹D¹Cºº• (3.5)

É importante enfatizarmos que as hipóteses sobre o operador � acabam por excluir equações
do tipo KdV do nosso contexto. Lembrando que a equação de Korteweg-de Vries generalizada
(gKdV) é dada por

DC ¸ DGGG ¸ ¹D?ºG = 0

onde D : R � R −! R e ? ¡ 2. Note que a equação gKdV pode ser escrita na forma (3.5), com
- = �1¹Rº, � = !2¹Rº e

H¹Dº = 1
2

¹
R
jDG j2 3G −

1
? ¸ 1

¹
R
jD j?¸1 3G– D 2 �1¹Rº–

e seu operador � associado é operador de derivação, isto é

� =
m

mG
–

o qual não é sobrejetivo. Mesmo excluindo tais casos, esse capitulo há de tratar de modelos
bastante interessantes a qual será enfatizado posteriormente.

Prosseguindo, diremos que D¹Cº é uma solução de (3.5) em um intervalo I � R se

• D 2 � ¹I– -º \ �1¹I– -�º.

• D satisfaz (3.5) em -� para todo C 2 I.

O intervalo I será chamado de intervalo de solução e o funcionalH : - −! R será chamado
de Funcional de Energia do sistema. Daqui em diante assumiremos queH é invariante sobre o
fluxo T , isso é,H¹T ¹BºDº = H¹Dº para todo B 2 R e D 2 - , então

H 0¹T ¹BºDº = T̃ ¹BºH 0¹Dº– B 2 R– D 2 -• (3.6)

Definimos agora o funcional de massa & : - −! R por

&¹Dº = 1
2
kDk2� – D 2 -•

Temos que &0¹Dº = �D, com D 2 - . Além disso

&¹T ¹BºDº = 1
2
kT ¹BºDk2� =

1
2
kDk2� = &¹Dº e &0¹T ¹BºDº = T̃ ¹Bº&0¹Dº– (3.7)

com B 2 R e D 2 - . Iremos assumir que o problema de Cauchy associado a (3.5) é localmente
bem posto no seguinte sentido: Para cada D0 2 - com kD0k- Ÿ  , existe C0 = C0¹ º ¡ 0 e uma
única solução D¹Cº de (3.5) com intervalo de I = »0– C0º tal que

(i) D¹0º = D0 –
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(ii) H¹D¹Cºº = H¹D0º –

(iii) &¹D¹Cºº = &¹D0º–

para todo C 2 I. Diremos que uma solução D¹Cº da equação de evolução (3.5) é um bound state
se é da forma D¹Cº = T ¹lCºq, onde l 2 R e q 2 - satisfaz

H 0¹qº = l&0¹qº•

A seguir daremos uma definição precisa do que vem a ser uma solução do tipo bound state ser
estável.

Definição 3.1. Uma solução bound state T ¹lCºq de (3.5) é dita ser orbitalmente estável se para
todo Y ¡ 0 existe um X ¡ 0 com a seguinte propriedade: Se D0 2 - satisfaz

kD0 − qk- Ÿ X–

então a solução D¹Cº de (3.5), com D¹0º = D0 existe para todo C 2 »0– ¸1º e temos também que
D¹Cº 2 NY ¹qº para todo C � 0 onde

NY ¹qº =
�
D 2 - : inf

B2R
kD − T ¹Bºqk- Ÿ Y

�
•

Caso contrário T ¹lCºq é dita ser orbitalmente instável.

Como foi dito anteriormente, apesar de parecerem puramente abstratos, os conceitos aqui
apresentados descrevem modelos concretos e de extrema relevância. Por exemplo, considerando
- = �1¹R3º, � = !2¹R3º com seus respectivos produtos internos usuais e os funcionais

� ¹Dº := 8D–

H¹Dº :=
1
2

¹
R3
jrD j2 3G − 1

? ¸ 1

¹
R3
jD j?¸1 3G–

&¹Dº :=
1
2

¹
R3
jD j2 3G•

Temos que o sistema hamiltoniano (3.5) se reduz a equação

DC = 8�D ¸ 8 jD j?−1D– (3.8)

ou seja, temos a equação de Schrödinger não linear, a qual foi tratada em seções anteriores.
Note que neste caso, T ¹Bº = 48B com B 2 R, é o grupo unitário associado e assim dado l 2 R,
um bound state para (3.8) é uma solução da forma D¹G– Cº = 48lCil, onde il 2 �1¹R3º n f0g
satisfaz a equação elíptica

−�il − jil j?−1D = lil•

Com isso, vamos dizer que um bound state D¹G– Cº = 48lCil de (3.8) é estável se para todo Y ¡ 0,
existe X ¡ 0 de forma que para todo D0 2 �1¹R3º satisfazendo

kD0 − ilk�1 ¹R3º Ÿ X
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tem-se que a solução D¹Cº de (3.8) com dado inicial D¹0º = D0 existe globalmente e

inf
B2R
kD¹Cº − 48Bilk�1 ¹R3º Ÿ Y– 8 C � 0–

em outras palavras
sup

C2¹0–¸1º
inf
B2R
kD¹Cº − 48Bilk�1 ¹R3º Ÿ Y•

Esse capítulo tem como objetivo principal dissertar sobre resultados acerca da instabilidade
de bound states para a equação (3.5). Para isso precisamos fazer algumas considerações
fundamentais. Assim, dado l 2 R definamos o funcional (l : - −! R como sendo

(l ¹Dº := H¹Dº − l&¹Dº– D 2 -•

Para trabalharmos de maneira consistente, assumiremos as seguintes condições

¹�1º Existe l 2 R e ql 2 - tal que

(0l ¹qlº = 0– ql < 0•

Além disso
'ql 2 � ¹-º•

¹�2º Existe k 2 - tal que

� kkk� = 1;

� ¹�ql– kº� = ¹ql– kº� = 0;

� h(00l ¹qlºk– ki Ÿ 0•

¹�3º ConsidereH 2 �3¹-–Rº. Então existem k 2 - e ` 2 R tais que

� kkk� = 1;

� ¹ql– kº� = ¹�ql– kº� = ¹�ql– kº- = 0•

Além disso
(00l ¹qlºk = `&0¹qlº e h(000l ¹qlº ¹k– kº– ki < 3`• (3.9)

¹�4º Existe uma constante :0 ¡ 0 tal que

h(00l ¹qlºF– Fi ¡ :0kFk2- – (3.10)

para todo F 2 - satisfazendo

¹ql– Fº� = ¹�ql– Fº� = ¹k– Fº� = 0•
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Perceba que ¹�1º nos garante a existência de bound states para a equação (3.5). Já a condição
¹�2º nos diz garante a existência de pelo menos um autovalor negativo próprio para (00l ¹qlº.
Observe que por (3.6) e (3.7), obtemos que

(0l ¹T ¹Bºqlº = 0– 8B 2 R

e também que (00l ¹qlº ¹�qlº = 0. Perceba também que ¹�3º nos fornece h(00l ¹qlºk– ki =
`¹ql– kº� = 0. Além disso

h(00l ¹qlºk– Fi = 0–

para todo F 2 - satisfazendo ¹F– qlº� = 0. Já a condição ¹�4º nos diz sobre a coercividade de
h(00l ¹qlºF– Fi em certas direções.

Esse capítulo tem como objetivo principal dissertar sobre os seguintes resultados.

Teorema. Assuma que são válidas as condições ¹�1º– ¹�2º e ¹�4º. Então o bound state T ¹lCºql
é orbitalmente instável.

Teorema. Assuma que são válidas as condições ¹�1º– ¹�3º e ¹�4º. Então o bound state T ¹lCºql
é orbitalmente instável.

Enunciaremos agora lemas auxiliares que nos ajudarão na demonstração de tais teoremas.

Lema 3.1. Existe Y ¡ 0 e uma aplicação \ : NY ¹qlº −! R�2cZ de classe �2, de tal forma que
para qualquer D 2 NY ¹qlº e B 2 R�2cZ,

• kT ¹\ ¹DººD − qlk- � kT ¹BºD − ilk-

• ¹T ¹\ ¹DººD– �ilº- = 0

• \ ¹T ¹BºDº = \ ¹Dº − B•

Além disso
\0¹Dº = 'T ¹−\ ¹Dºº�il(

�2il–T ¹\ ¹DººD
�
-

2 � ¹-º• (3.11)

Demonstração: Primeiramente é importante observar que o Lema 2.2 é uma caso particular do
Lema 3.1. Assim uma demonstração particular pode ser encontrada neste. Para uma demonstração
geral veja (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1987), página 169, Lemma 3.2. �

Para D 2 NY ¹iº, definamos " ¹Dº := T ¹\ ¹DººD. Consideremos também

�¹Dº := ¹" ¹Dº– �−1kº� – �¹Dº := ¹" ¹Dº– kº� • (3.12)

Assim, obtemos

h�0¹Dº– Ei = ¹T ¹\ ¹DººE– �−1kº� − �¹Dºh\0¹Dº– Ei– E 2 -•
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Pelo Lema 3.1, vemos que �0¹Dº 2 � ¹-º e

��−1�0¹Dº = T ¹−\ ¹Dººk − �¹Dº��−1\0¹Dº– (3.13)

para D 2 NY ¹qlº. Além disso, como � é invariante sobre T , temos

0 =
3

3B
�¹T ¹BºDºjB=0 = h�0¹Dº– �Di = −h&0¹Dº– � �−1�0¹Dºi• (3.14)

Definimos o funcional % : NY ¹qlº −! R por

%¹Dº := hH 0¹Dº– � �−1�0¹Dºi•

Note que por (3.14) temos %¹Dº = h(0l ¹Dº– � �−1�0¹Dºi. Além do mais, por (3.4), (3.6), (3.7),
(3.11) e (3.13) obtemos

%¹Dº = h(0l ¹" ¹Dºº– ki − �¹Dº
h(0l ¹" ¹Dºº– � �−1'�qli
¹" ¹Dº– �2qlº-

• (3.15)

Lema 3.2. Seja I � R. Seja D 2 � ¹I– -º \ �1¹I– -�º uma solução de (3.5) e assuma que
D¹Cº 2 NY ¹qlº para todo C 2 I. Então D¹Cº satisfaz a equação

3

3C
�¹D¹Cºº = −%¹D¹Cºº

para todo C 2 I.

Demonstração: Por (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1987), página 178, Lemma 4.6 temos
que a aplicação

C 7−! �¹D¹Cºº–

é de classe �1 sobre I e além disso

3

3C
�¹D¹Cºº = hDC ¹Cº– �−1�0¹D¹Cººi– 8C 2 I•

Como D¹Cº é solução de (3.5), temos

hDC ¹Cº– �−1�0¹D¹Cººi = h�̃H 0¹D¹Cºº– �−1�0¹D¹Cººi
= −hH 0¹D¹Cºº– � �−1�0¹D¹Cººi
= −%¹D¹Cºº–

para todo C 2 I, conforme queríamos demonstrar. �

3.2 Sobre a Instabilidade de Bound States

Baseados no que vimos anteriormente, esta seção tem como objetivo discutir sobre os
resultados acerca da instabilidade de bound states, a lembrar.
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Teorema 3.1. Assuma que são válidas as condições ¹�1º– ¹�2º e ¹�4º. Então o bound state
T ¹lCºql é orbitalmente instável.

Temos que a condição ¹�4º no Teorema 3.1 é ótima no seguinte sentido. Considere a
equação de Schrödinger linear sobre o intervalo ¹0– cº com condição de fronteira de Dirichlet8>><>>:

8DC − DGG = 0– C 2 R, G 2 ¹0– cº–

D¹C– 0º = D¹C– cº = 0– C 2 R•
(3.16)

Considere também os espaços de Hibert reais � = !2¹0– cº e - = �1
0 ¹0– cº, com seus respectivos

produtos internos usuais. Defina

H¹Dº = 1
2
kDG k2� e � ¹Dº = 8D– com D 2 -•

Desse modo, se tomarmos D : R −! - como sendo D¹CºG := D¹C– Gº a equação (3.16) pode ser
escrita como sendo

3D

3C
¹Cº = �̃H 0¹D¹Cºº• (3.17)

O grupo a um parâmetro fT ¹BºgB2R é dado por

T ¹BºD = 48BD– D 2 -•

Sabemos que para cada D0 2 - , a solução D¹Cº de (3.17) com D¹0º = D0 é expressada em serie
de Fourier como sendo

D¹Cº =
1Õ
==1

0=T ¹=2Cºi=– i= ¹Gº =
r

2
c

sin¹=Gº– 0= =

¹ c

0
D0¹Gºi= ¹Gº3G•

Temos que para cada = 2 N, o bound state T ¹=2Cºi= é estável no sentido que definimos
anteriormente. Perceba, que em particular, se considerarmos = = 2 e colocando l = =2 = 4,
ql = i2 e k = i1. Então, temos que as condições ¹�1º e ¹�2º são satisfeitas. De fato, perceba
que

(l ¹Dº =
1
2
kDG k2!2 ¹0–cº −

l

2
kDk2

!2 ¹0–cº =
1
2

¹ c

0
jDG j2 3G − 2

¹ c

0
jD j2 3G

com D 2 �1
0 ¹0– cº. Daí

h(0l ¹Dº– Ei =
¹ c

0
DGEG 3G − 4

¹ c

0
DE 3G

=

¹ c

0
−DGGE 3G − 4

¹ c

0
DE 3G

=

¹ c

0
¹−DGG − 4DºE 3G•

logo
(0l ¹Dº = −DGG − 4D•
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Com isso

(0l ¹qlº = (0l ¹i2º = −
 r

2
c

sin¹2Gº
!
GG

− 4
r

2
c

sin¹2Gº

= −¹−4º
r

2
c

sin¹2Gº − 4
r

2
c

sin¹2Gº

= 0•

Temos também que

kkk2� = kkk2!2 ¹0–cº =

¹ c

0
jk j2 3G

=

¹ c

0

�����
r

2
c

sin¹Gº
�����2 3G

=

¹ c

0

2
c

sin2¹Gº 3G

=
2
c

¹ c

0
sin2¹Gº 3G

=
2
c
� c

2
= 1–

além de

¹ql– kº� = ¹ql– kº!2 ¹0–cº =

¹ c

0

r
2
c

sin¹2Gº
r

2
c

sin¹Gº 3G = 2
c

¹ c

0
sin¹2Gº sin¹Gº 3G = 0•

e h(00l ¹qlºk– ki Ÿ 0. Por outro lado, sempre que F 2 - satisfaz

¹ql– Fº� = ¹�ql– Fº� = ¹k– Fº� = ¹�k– Fº� = 0

a desigualdade (3.10) ocorre, porém não temos a condição ¹�4º. Assim temos que a condição
¹�4º no Teorema 3.1 é de fato necessária.

Vamos iniciar os preparativos para a prova do Teorema 3.1. Para isso considere o conjunto

, = fF 2 - : ¹ql– Fº� = ¹�ql– Fº� = ¹k– Fº = 0g• (3.18)

Inicialmente faremos dois lemas auxiliares que nos ajudarão futuramente em tal demonstração.

Lema 3.3. Suponha que as condições ¹�1º– ¹�2º e ¹�4º sejam válidas. Então existe Y0 ¡ 0 tal
que

H¹Dº � H ¹qlº ¸ �¹Dº%¹Dº–

para todo D 2 NY0 ¹qlº satisfazendo &¹Dº = &¹qlº.



Capítulo 3. Formulação Hamiltoniana Abstrata 89

Demonstração: Defina E := " ¹Dº − ql e o decompanha como sendo

E = 0ql ¸ 1�ql ¸ 2k ¸ F–

onde 0– 1– 2 2 R e F 2 , . Note que kEk- Ÿ Y0 e como

&¹qlº = &¹Dº = &¹" ¹Dºº = &¹qlº ¸ ¹ql– Eº� ¸&¹Eº–

segue que
¹ql– Eº� = 0kqlk2� = −&¹Eº•

Em particular, 0 = $ ¹kEk2
-
º. Além disso, por (3.3) e pelo Lema 3.1, temos que ¹ql– �qlº- =

¹" ¹Dº– �qlº- = 0 e portanto,

0 = ¹E– �qlº- = 1k�qlk2- ¸ ¹F– �qlº- –

k1�qlk- � k2kk- ¸ kFk- e

2j2 jkkk- ¸ 2kFk- � kEk- −$ ¹kEk2-º• (3.19)

Desde que (0l ¹qlº = 0 e &¹Dº = &¹qlº, pelo Teorema de Taylor para espaços de Banach (veja
(CHANG, 2005), página 10, Theorem 1.1.10) temos que

H¹Dº − H ¹qlº = (l ¹" ¹Dºº − (l ¹qlº =
1
2
h(00l ¹qlºE– Ei ¸ >¹kEk2-º (3.20)

Como, 0 = $ ¹kEk2
-
º e (00l ¹qlº ¹�qlº = 0, temos que

h(00l ¹qlºE– Ei = h(00l ¹qlº ¹2k ¸ Fº– 2k ¸ Fi ¸ >¹kEk2-º
= 22h(00l ¹qlºk– ki ¸ 22h(00l ¹qlºk– Fi ¸ h(00l ¹qlºF– Fi ¸ >¹kEk2-º• (3.21)

Por outro lado, temos que
2 = ¹E– kº� = �¹Dº = $ ¹kEk-º–

e também

(0l ¹ql ¸ Eº = (0l ¹qlº ¸ (00l ¹qlºE ¸ >¹kEk-º = (00l ¹qlºE ¸ >¹kEk-º–
¹" ¹Dº– �2qlº- = ¹ql ¸ E– �2qlº- = −k�qlk2- ¸$ ¹kEk-º•

Portanto, por (2.71), temos

�¹Dº%¹Dº = 2h(00l ¹qlºE– ki ¸ >¹kEk2-º

= 22h(00l ¹qlºk– ki ¸
1
2
h(00l ¹qlºF– Fi ¸ >¹kEk2-º (3.22)

Por (3.20), (3.21) e (3.22), obtemos

H¹Dº − H ¹qlº − �¹Dº%¹Dº = −
22

2
h(00l ¹qlº ¸

1
2
h(00l ¹qlºF– Fi ¸ >¹kEk2-º• (3.23)
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Desse modo, pelas condições ¹�2º e ¹�4º, existe uma constante positiva ^ ¡ 0 tal que

−2
2

2
h(00l ¹qlºk– ki ¸

1
2
h(00l ¹qlºF– Fi � ^¹22 ¸ kFk2-º•

Além disso, como kEk- = k" ¹Dº − qlk- Ÿ Y0, segue de (3.19) que o lado direito de (3.23) é
não negativo para Y0 suficientemente pequeno, completando assim o resultado. �

Lema 3.4. Existe _1 ¡ 0 e uma aplicação suave i : ¹−_1– _1º −! - com i¹_º := i_ tal que

i¹0º = i0 = ql–

e além disso
H¹i_º Ÿ H¹qlº– &¹i_º = &¹qlº– _%¹i_º Ÿ 0

sempre que 0 Ÿ j_ j Ÿ _1•

Demonstração: Para _ suficientemente próximo de zero, defina

i¹_º = i_ := ql ¸ _k ¸ [¹_ºql– onde [¹_º =
�
1 − &¹kº

&¹qlº
_2

� 1
2

− 1•

Então, temos que &¹i_º = &¹qlº, [¹_º = $ ¹_2º e pelo Teorema de Taylor para espaços de
Banach (veja (CHANG, 2005), página 10, Theorem 1.1.10)

(l ¹i_º = (l ¹qlº ¸
_2

2
h(00l ¹qlºk– ki ¸ >¹_2º– (0l ¹i_º = _(00l ¹qlºk ¸ >¹_º

dai

H¹i_º − H ¹qlº = (l ¹i_º ¸ l&¹i_º − ¹(l ¹qlº − l&¹qlºº
= (l ¹i_º ¸ l&¹i_º − ¹(l ¹qlº − l&¹i_ºº
= (l ¹i_º − (l ¹qlº

=

�
(l ¹qlº ¸

_2

2
h(00l ¹qlºk– ki ¸ >¹_2º

�
− (l ¹qlº

=
_2

2
h(00l ¹qlºk– ki ¸ >¹_2º

Ÿ 0–

para j_ j suficientemente pequeno. Além disso

%¹i_º = _h(00l ¹qlºk– ki ¸ >¹_º

dai
_%¹i_º = _2h(00l ¹qlºk– ki ¸ >¹_2º Ÿ 0–

com j_ j suficientemente próximo de 0, o que completa a prova. �
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Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 3.1.

Demonstração do Teorema 3.1: Começamos supondo por contradição que T ¹lCºil é estável.
Para _ suficientemente próximo de 0, seja i_ dado pelo Lema 3.4 e consideremos D_ ¹Cº solução
de (3.5) com D_ ¹0º = i_. Sabemos então que existe _0 ¡ 0 tal que se

j_ j Ÿ _0–

então
D_ ¹Cº 2 NY0 ¹qlº– 8C � 0

onde Y0 é a constante positiva dado pelo Lema 3.3. Além disso, pela definição (3.12), existem
constantes positivas �1 e �2 tais que

j�¹Eº j � �1 e j�¹Eº j � �2

para todo E 2 NY0 ¹qlº. Consideremos agora _ 2 ¹0– _0º e X_ = H¹qlº − H ¹i_º ¡ 0. Como
%¹i_º Ÿ 0 e a aplicação C 7! %¹D_ ¹Cºº é contínua. Temos assim pelo Lema 3.3 e pela propriedade
de conservação deH e &, vemos que

%¹D_ ¹Cºº Ÿ 0– 8C � 0•

e que
X_ = H¹ilº − H ¹D_ ¹Cºº � −�¹D_ ¹Cºº%¹D_ ¹Cºº � −�2%¹D_ ¹Cºº

para qualquer que seja C � 0. Além disso, pelo Lema 3.2, temos que

3

3C
�¹D_ ¹Cºº = −%¹D_ ¹Cºº �

X_

�2

para todo C � 0, implicando assim que

�¹D_ ¹Cºº −! ¸1 , se C ! ¸1•

Ora, mas isso contradiz o fato de que j�¹D_ ¹Cºº j � �1, para qualquer C � 0. Portanto, devemos
ter que T ¹lCºql é instável, conforme queríamos demonstrar. �

O próximo resultado fundamental sobre a instabilidade de bound states é o que segue.

Teorema 3.2. Assuma que são válidas as condições ¹�1º– ¹�3º e ¹�4º. Então o Bound State
T ¹lCºql é orbitalmente instável.

Assim como fizemos anteriormente, vamos exibir alguns resultado preliminares que nos
auxiliarão na prova do Teorema 3.2. Primeiramente, considere

a := 3` −


(000l ¹qlº ¹k– kº– k

�
• (3.24)

Perceba que por (3.9) temos a < 0. Começamos fazendo adaptações dos Lemas 3.3 e 3.4
respectivamente.
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Lema 3.5. Existem constantes positivas Y0 e :� tal que

H¹Dº � H ¹qlº ¸
a

ja j :
�%¹Dº

para D 2 NY0 ¹qlº satisfaz &¹Dº = &¹qlº.

Demonstração: Defina E := " ¹Dº − ql e o decomponha como sendo

E = 0ql ¸ 1�ql ¸ 2k ¸ F–

onde 0– 1– 2 2 R e F 2 , , onde, é definido em (3.18). Note que kEk- Ÿ Y0 e como

&¹qlº = &¹Dº = &¹" ¹Dºº = &¹qlº ¸ ¹ql– Eº� ¸&¹Eº–

segue que
¹ql– Eº� = 0kqlk2� = −&¹Eº•

Além disso, por (3.3) e pelo Lema 3.1, temos que

¹ql– �qlº- = ¹k– �qlº- = ¹" ¹Dº– �qlº- = 0•

Portanto
0 = ¹E– �qlº- = 1k�qlk2- ¸ ¹F– �qlº- –

e além disso

k1�qlk- � klk- – j2 jkkk- ¸ 2kFk- � kEk- −$ ¹kEk2-º• (3.25)

Seguindo de maneira similar a que fizemos anteriormente, obtemos a expressão (3.20). Pelas
considerações feitas anteriormente temos

h(00l ¹qlºE– Ei = 22h(00l ¹qlºk– ki ¸ 22h(00l ¹qlºk– Fi ¸ h(l ¹qlºF– Fi ¸ >
�
kEk2-

�
= h(00l ¹qlºF– Fi ¸ >

�
kEk2-

�
• (3.26)

Por (3.20), (3.26) e a condição (A3), obtemos

H¹Dº − H ¹qlº =
1
2
h(00l ¹qlºF– Fi ¸ >¹kEk2-º �

:0
2
kFk2- − >¹kEk2-º• (3.27)

Por outro lado, temos que
2 = ¹E– kº� = �¹Dº = $ ¹kEk-º–

e também

(0l ¹ql ¸ Eº = (00l ¹qlºE ¸
1
2
(000l ¹qlº ¹E– Eº ¸ >¹kEk2-º–

¹" ¹Dº– �2qlº- = ¹ql ¸ E– �2qlº- = −k�qlk2- ¸$ ¹kEk-º•
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Portanto, por (2.71), temos

%¹Dº = h(00l ¹qlºE– ki ¸
1
2
h(000l ¹qlº ¹E– Eº– ki ¸

2

k�qlk2-
h(00l ¹qlºE– ��−1'�qli ¸ >¹kEk2-º•

Agora, por (3.9) e (3.25), temos que

h(00l ¹qlºk– Ei = `¹ql– Eº� = −`&¹Eº = −
`

2
kEk2�

= −`
2

�
02kqlk2� ¸ 12k�qlk2� ¸ 22kkk2� ¸ kFk2�

�
= −2

2`

2
¸$

�
kFk2-

�
¸ >

�
kEk2-

�
–

e

h(000l ¹qlº ¹E– Eº– ki =22h(000l ¹qlº ¹k– kº– ki ¸ 22h(000l ¹qlº ¹k– 1�ql ¸ Fº– ki ¸$
�
kFk2-

�
¸ >

�
kEk2-

�
–

e também

2h(00l ¹qlºE– ��−1'�qli = 2h(00l ¹qlº ¹2k ¸ Fº– � �−1'�qli ¸ >
�
kEk2-

�
= −22`k�qlk2- ¸ 2h(00l ¹qlºF– ��−1'�qli ¸ >

�
kEk2-

�
•

Desse modo, existe uma constante : ¡ 0 tal que���%¹Dº ¸ a222
��� � : �

j2 jkFk- ¸ kFk2-
�
¸ >

�
kEk2-

�
–

onde a é a constante definida em (3.24). Desse modo, existe uma constante :1 ¡ 0 tal que

− aja j%¹Dº �
ja j
4
22 − :1kFk2- − >

�
kEk2-

�
• (3.28)

Por (3.27) e (3.28), obtemos

H¹Dº − H ¹qlº −
a

ja j :
�%¹Dº � :22

2 ¸ :3kFk2- − >
�
kEk2-

�
(3.29)

com
:� =

:0
4:1

– :2 =
:� ja j

4
e :3 =

:0
4
•

Finalmente, como kEk- = k" ¹Dº − qlk- Ÿ Y0, segue que o lado direito da expressão (3.29) é
não negativa para Y0 suficientemente pequeno, o que completa a prova. �

Lema 3.6. Existe _1 ¡ 0 e uma aplicação suave i : ¹−_1– _1º −! - com i¹_º := i_ tal que

i¹0º = i0 = ql–

e além disso
H¹i_º Ÿ H¹qlº– &¹i_º = &¹qlº–

sempre que 0 Ÿ a
ja j_ Ÿ _1.
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Demonstração: Para _ suficientemente próximo de zero, defina

i¹_º = i_ := ql ¸ _k ¸ [¹_ºql– onde [¹_º =
�
1 − &¹kº

&¹qlº
_2

� 1
2

− 1•

Então, assim como anteriormente temos que &¹i_º = &¹qlº e pelo Teorema de Taylor para
espaços de Banach (veja (CHANG, 2005), página 10, Theorem 1.1.10)

(l ¹i_º = (l ¹qlº ¸
_2

2
h(00l ¹qlºk– ki ¸ _[¹_ºh(00l ¹qlºk– qli ¸

_3

6
h(000l ¹qlº ¹k– kº– ki ¸ >¹_3º

com [¹_º = − 1
2kql k2�

_2 ¸ $ ¹_4º. Aqui por (3.9) temos que h(00l ¹qlºk– ki = `¹ql– kº� = 0 e
h(00l ¹qlºk– qli = `kqlk2� . Então,

(l ¹i_º = (l ¹qFº −
a

6
_3 ¸ >¹_3º–

dai

H¹i_º − H ¹qlº = (l ¹i_º ¸ l&¹i_º − ¹(l ¹qlº − l&¹qlºº
= (l ¹i_º ¸ l&¹i_º − ¹(l ¹qlº − l&¹i_ºº
= (l ¹i_º − (l ¹qlº

=

�
(l ¹qFº −

a

6
_3 ¸ >¹_3º

�
− (l ¹qlº

= −a
6
_3 ¸ >¹_3º

Ÿ 0–

para a
ja j_ suficientemente pequeno, conforme queríamos demonstrar. �

Perceba que os Lemas 3.5 e 3.6 são adaptações dos Lema 3.3 e 3.4 respectivamente.
Desse modo, a demonstração do Teorema 3.2 segue de maneira análoga a feita no Teorema 3.1.

3.2.0.1 Algumas Consequências

A seguir mostraremos alguns resultados que são consequências do Teoremas 3.1 e 3.2.
Para isso, vamos impor as seguintes condições.

¹�1º• Existe um intervalo aberto J � R e uma aplicação q : J −! - , de classe �1 com
q¹lº := ql de tal forma que para cada l 2 J temos

1. (0l ¹qlº = 0;

2. ql < 0;

3. 'ql 2 � ¹-º;

4. ¹�ql– q0lº� = ¹�ql– q0lº- = 0, com q0l =
3
3l
ql .

¹�2º• Existe uma constante negativa _l Ÿ 0 e uma vetor bl 2 - tal que
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1. (00l ¹qlºbl = _l�bl ;

2. kblk� = 1;

3. h(00l ¹qlº?– ?i ¡ 0 para todo ? 2 - n f0g satisfazendo ¹bl– ?º� = ¹�ql– ?º� = 0

¹�3º• Existem constantes negativas _0–l– _1–l Ÿ 0 e vetores b0–l– b1–l 2 - tal que

1. ¹b0–l– b1–lº� = ¹b1–l– qlº� = 0.

2. (00l ¹qFºb 9 –l = _ 9 –l�b 9 –l, 9 = 1– 2.

3. kb0–lk� = kb1–lk� = 1•

¹�4º• O funcional D 7! h(00l ¹qlºD– Di é fracamente semi-contínuo inferiormente sobre - . Além
disso, existem constantes positivas �1 e �2 de tal forma que

�1kDk2- � h(00l ¹qlºD– Di ¸ �2kDk2� – (3.30)

para todo D 2 - . Além disso, se uma sequência ¹D=º=2N satisfazendo kD=k- = 1 para todo
= 2 N e D= ™ 0 fracamente em - , então

lim inf
=!¸1

h(00l ¹qlºD=– D=i ¡ 0•

Vamos definir também 3 ¹lº = (l ¹qlº onde l 2 J . Como consequências do Teorema
3.2, temos o seguinte resultado, a qual assumimos que o funcional de energiaH e suficientemente
regular.

Corolário 3.1. Assuma ¹�1º e que para cada l 2 J , ¹�2º e ¹�4º são satisfeitas. Assuma
também queH 2 �3¹-;Rº e que a aplicação l 7! ql definido em ¹�1º é de classe �2¹J – -º.
Se l0 2 J satisfaz

300¹l0º = 0 e 3000¹l0º < 0–

então o bound state T ¹l0Cºql0 é orbitalmente instável.

Para mostrar esse resultado, comecemos fornecendo uma condição suficiente para ¹�4º.

Lema 3.7. Assuma ¹�2º e ¹�4º. Assuma também que existam k 2 - e constantes _ � 0 e ` 2 R
tais que

• kkk� = 1 ;

• ¹ql– kº� = ¹�ql– kº� = 0 ;

• (00l ¹qFºk = _�k ¸ `&0¹qlº.

Então a condição ¹�4º é satisfeita.
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Demonstração: Primeiramente afirmamos que h(00l ¹qlºF– Fi ¡ 0 para todo F 2 - n f0g
satisfazendo ¹ql– Fº� = ¹�ql– Fº� = ¹k– Fº� = 0. Provemos isso por contradição, isto é,
suponha que exista F0 2 - n f0g de tal forma que

h(00l ¹qlºF0– F0i � 0–

Com ¹ql– F0º� = ¹�ql– F0º� = ¹k– F0º� = 0. Então, temos que existe um vetor ¹U– Vº 2
R2 n f¹0– 0ºg tal que ¹Uk ¸ VF0– blº� = 0. Defina ? = Uk ¸ VF0. Temos que ? 2 - n f0g satisfaz

¹bl– ?º� = ¹�ql– ?º� = 0–

então, por ¹�2º, temos que h(00l ¹qlº?– ?i ¡ 0. Por outro lado, temos que

h(00l ¹qlºk– F0i = _¹k– F0º� ¸ `¹ql– F0º� = 0

e também

h(00l ¹qlº?– ?i = U2_kkk2� ¸ 2UVh(00l ¹qlºk– F0i ¸ V2h(00l ¹qlºF0– F0i � 0

O que é uma contradição. Feito isso, vamos novamente utilizar um argumento de contradição
para provar a condição ¹�4º. Assim, suponha que a condição ¹�4º não aconteça. Então existe
uma sequência ¹F=º=2N 2 - , com kF=k- = 1 para todo = 2 N satisfazendo

¹�ql– F=º� = ¹k– F=º� = 0–

de tal forma que
lim
=!¸1

h(00l ¹qlºF=– F=i = 0•

Temos também que, passando para uma subsequência se necessário, existe F 2 - tal que F= ™ F

em - . Por ¹�4º, vemos que F < 0, ¹ql– Fº� = ¹�ql– Fº� = ¹k– Fº� = 0 e além disso

h(00l ¹qlºF– Fi � lim inf
=!¸1

h(00l ¹qlºF=– F=i = 0–

contradizendo o fato que comprovamos anteriormente. Com isso o resultado segue. �

Demonstração do Corolário 3.1: Na prova desse resultado, basta verificarmos que ql0 satisfaz
as condições ¹�1º– ¹�3º e ¹�4º, para assim utilizarmos o Teorema 3.2. Primeiramente, note que
¹�1º segue de ¹�1º. Temos também que se for válida a condição ¹�3º, temos pelo Lema 3.7
que a condição ¹�4º também é válida. Desse modo é suficiente provarmos a condição ¹�3), de
fato, temos por ¹�1º queH 0¹qlº = l&0¹qlº para todo l 2 J . Derivando essa expressão com
respeito a l, obtemos

(00l ¹qlº = &0¹qlº– (3.31)

(00l ¹qlº ¹q0l– q0lº ¸ (00l ¹qlºq00l = 2&00¹qlºq0l– (3.32)
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com q0l =
3
3l
ql e q00l = 32

3l2 ql. Enquanto, derivando 3 ¹lº = H¹qlº − l&¹qlº temos

30¹lº = hH 0¹qlº– q0li − lh&0¹qlº– q0li −&¹qlº = −&¹qlº–
300¹lº = −h&0¹qlº– q0li = −¹ql– q0lº� = h(00l ¹qlºq0l– q0li• (3.33)

Além disso, por (3.31), (3.32) e (3.33) temos que

3000¹lº = −h&00¹qlºq0l– q0li − h&0¹qlº– q00li
= h(000l ¹qlº ¹q0l– q0lº– q0li − 3h&00¹qlºq0l– q0li
= h(000l ¹qlº ¹q0l– q0lº– q0li − 3kq0lk2� • (3.34)

Considere ` = 1
kq0l0 k�

e defina
k := `q0l•

Assim temos kkk� = 1 e (00F0 ¹ql0ºk = `&0¹ql0º. Por ¹�1º, temos que

¹�ql0 – kº� = ¹�ql0 – kº- = 0•

Além disso, desde de que 300¹l0º = 0 e que 3000¹l0º < 0, por (3.33) e (3.34) temos que
¹ql0 – kº� = 0 e

h(000l0 ¹ql0º ¹k– kº– ki = `3h(000l0 ¹ql0º ¹q0l0 – q
0
l0º– q

0
l0i < 3`•

Com isso, vale (3.9) e assim temos a condição ¹�3º, conforme queríamos demonstrar. �

Os próximos resultados serão obtidos como consequências do Teorema 3.1.

Corolário 3.2. Assuma que ¹�1º e que para cada l 2 J , valem as condições ¹�2º e ¹�4º. Se
l0 2 J satisfaz 300¹l0º Ÿ 0, então o bound state T ¹l0Cºql0 é orbitalmente instável.

Comecemos fornecendo um Lema que será usado na demonstração de 3.2.

Lema 3.8. Assuma ¹�1º e que para cada l 2 J , sejam válidas as condições ¹�2º– ¹�3º. Se
l0 2 J é tal que 300¹l0º Ÿ 0, então existe k 2 - , satisfazendo kkk� = 1 e constantes _ Ÿ 0,
` 2 R tal que

¹ql0 – kº� = ¹�ql0 – kº� = 0 e (00l0 ¹ql0ºk = _�k ¸ `&0¹ql0º•

Demonstração: Defina

_ = inffh(00l0 ¹ql0ºF– Fi : F 2 -– kFk� = 1– ¹ql0 – Fº� = 0g• (3.35)

Por (GRILLAKIS; SHATAH; STRAUSS, 1987), página 172, Theorem 4.1 e por (3.30), temos
que _ 2 ¹−1– 0º. Além disso, por ¹�3º e um argumento variacional, temos que existe k 2 - ,
com kkk� = 1 e ¹ql0 – kº� = 0 tal que h(l0 ¹ql0ºk– ki = _. Então existe uma multiplicador de
Lagrange ` 2 R tal que

(00l0 ¹ql0ºk = _�k ¸ `&0¹ql0º•
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Finalmente, pela equação acima temos

_¹k– �ql0º� = h(00l0 ¹ql0º ¹�ql0º– ki − `¹ql0 – �ql0º� = 0•

Como temos que _ < 0, obrigatoriamente temos que ¹�ql0 – kº� = 0, completando a prova. �

Demonstração do Corolário 3.2: De maneira similar ao que fizemos anteriormente, vamos
mostrar que ql0 satisfaz as condições ¹�1º– ¹�2º e ¹�4º do Teorema 3.1. De fato, perceba que
¹�1º segue de ¹�1º, e ¹�2º segue do Lema 3.8. Finalmente, a condição ¹�4º segue diretamente
dos Lemas 3•7 e 3.8. �

Corolário 3.3. Assuma que ¹�1º é válida e que para cada l 2 J , valem as condições ¹�3º e
¹�4º. Se l0 2 J satisfaz 300¹l0º ¡ 0, então o bound state T ¹l0Cºql0 é orbitalmente instável.

O seguinte lema auxiliar é baseado em (MAEDA, 2010) (página 2103, Theorem 2) e será
usado na demonstração do Corolário 3.3.

Lema 3.9. Assuma que ¹�1º é válida e que para cada l 2 J , valem as condições ¹�3º e ¹�4º.
Se l0 2 J satisfaz 300¹l0º ¡ 0, então existe uma constante :0 ¡ 0 tal que

h(00l0 ¹ql0ºF– Fi � :0kFk2- –

para todo F 2 - satisfazendo ¹ql0 – Fº� = ¹b0–l0 – Fº� = ¹�ql0 – Fº� = 0•

Demonstração: Assim como na prova do Lema 3.7, é suficiente provarmos que h(00l0 ¹ql0ºF– Fi ¡
0, para todo F 2 - n f0g satisfazendo a condição ¹ql0 – Fº� = ¹b1–l0 – Fº� = ¹�ql0 – Fº� = 0.
Defina

%l = f? 2 - : ¹b0–l– ?º� = ¹b1–l– ?º� = ¹�ql– ?º� = 0g•

Seja F 2 - n f0g,tal que

¹ql– Fº� = ¹b0–l– Fº� = ¹�ql– Fº� = 0•

Vamos decompor F e q0l0 como sendo

F = 00b0–l0 ¸ 01b1–l0 ¸ 02�ql0 ¸ ?–
q0l0 = 10b0–l0 ¸ 11b1–l0 ¸ 12�ql0 ¸ @

onde 0 9 – 1 9 2 R para todo 9 = 0– 1– 2 e ?– @ 2 %l0 . Como temos ¹b1–l0 – Fº� = ¹�ql0 – Fº� = 0,
temos que 01 = 02 = 0. Além disso, por (3.31)

_1–l011 = ¹_1–l0b1–l0 – q
0
l0º� = h(

00
l0 ¹ql0ºb1–l0 – q

0
l0i = ¹b1–l0 – ql0º� = 0–

com isso, 10 = 0. Por (3.33), temos

−300¹l0º = h(00l0 ¹ql0ºq0l0 – q
0
l0i = 1

2
0_0–l0 ¸ h(00l0 ¹ql0º@– ?i Ÿ 0•
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Em particular, ? < 0. Por outro lado, por (3.31),

0 = ¹ql0 – Fº� = h(00l0 ¹ql0ºq0l0 – Fi = 0010_0–l0 ¸ h(00l0 ¹ql0º@– ?i•

Em particular, ? < 0. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

12
0 j_0–l0 jh(00l0 ¹ql0ºF– Fi = 12

0 j_0–l0 j
�
02

0_0–l0 ¸ h(00l0 ¹ql0º?– ?i
�

¡ −02
01

2
0_

2
0–l0
¸ h(00l0 ¹ql0º?– ?ih(00l0 ¹ql0º@– @i

� −02
01

2
0_

2
0–l0
¸ h(00l0 ¹ql0º@– ?i2

= 0•

Dessa forma, h(00l0 ¹ql0ºF– Fi ¡ 0, conforme queríamos demonstrar. �

Demonstração do Corolário 3.3: Novamente, basta verificarmos que ql0 satisfaz as condições
¹�1º– ¹�2º e ¹�4º, para assim usarmos o Teorema 3.1 . De fato, ¹�1º segue diretamente de ¹�1º.
Agora considere k = b1–l, então ¹�2º segue de ¹�3º. Finalmente, ¹�4º segue do Lema 3.9, o
que finaliza a prova. �

Os corolários apresentados são de extrema utilidade para o estudo da instabilidade orbital
de bound states de modelos muito interessantes. Podemos citar, por exemplo, a equação de
Schrödinger não linear onde a função potencial é do tipo delta function e sistemas de equações
do tipo Schrödinger, veja por exemplo (OHTA, 2011), páginas 17-23.
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