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Abstract

This thesis is dedicated to the study of conditions to ensure the existence of formal
separatrices for a foliation defined by a germ of real analytical vector field with an alge-
braically isolated singularity at the origin of R2. We also present sufficient conditions to
guarantee the existence of separatrices for germs of foliations defined by real analytical
1-forms at (R3, 0). At (R2, 0) we study the general case and at (R3, 0) we study only the
non-dicritical case. In dimension two, a formal separatrix, or simply separatrix, is a germ
of invariant irreducible formal curve, whereas in dimension three it is a germ of invariant
irreducible formal surface.

At (R2, 0), a germ of foliation FR induced by a germ of real analytical vector field with
algebraically isolated singularity at the origin does not always admit formal separatrix.
After a process of reduction of singularities, each singularity of saddle-node type obtained
can be classified as topological saddle, topological node or topological saddle-node. We
say that FR is of topological real generalized curve type if after a process of reduction
of singularities it does not admit singularities of topological saddle-node type. Our main
result is that if either the algebraic multiplicity or the Milnor number of a germ of a
topological real generalized curve type foliation at (R2, 0) is even, then it has at least one
formal separatrix.

At (R3, 0), a germ of foliation FR induced by a germ of integrable real analytical
1-form of codimension one is C-non-dicritical if its complexification is a non-dicritical
germ of holomorphic 1-form. A real immersion iR : (R2, 0) ↪→ (R3, 0) is transversal to
FR, if the singular set Sing(i∗RFR) has an algebraically isolated singularity at the origin
and the algebraic multiplicity satisfies ν0(FR) = ν0(i

∗
RFR).

A germ of foliation FR is of topological real generalized surface type if, for all immersion
iR : (R2, 0) ↪→ (R3, 0) transversal to it, the foliation i∗RFR has no real topological saddle-
nodes in the process of reduction of singularities. As an application of our main result for
(R2, 0), we show that a germ of topological real generalized surface foliation in (R3, 0)
having even algebraic multiplicity, or such that there is at least one transverse immersion
for which the Milnor number µ0(i

∗
RFR) is even, has at least one formal separatrix.

Keywords:
Real analytic vector field, formal and analytic separatrix, reduction of singularities,

index of vector fields, polar invariants, center-focus vector field.



Resumo

Essa tese é dedicada ao estudo de condições para garantir a existência de separatri-
zes formais em folheações definidas por um germe de campo vetorial anaĺıtico real com
singularidade algebricamente isolada na origem de R2. Também apresentamos condições
suficientes para garantir a existência de separatrizes para germes de folheações defini-
das por 1-formas anaĺıticas reais em (R3, 0). Em dimensão dois, uma separatriz formal
ou simplesmente separatriz é um germe irredut́ıvel de curva formal invariante, enquanto
em dimensão três é um germe irredut́ıvel de superf́ıcie formal invariante. Em (R2, 0)
estudamos o caso geral e em (R3, 0) estudamos apenas o caso não-dicŕıtico.

Em (R2, 0), um germe de folheação FR induzida por um germe de campo de vetores
anaĺıtico real com singularidade algebricamente isolada na origem nem sempre admite
separatriz formal. Após de um processo de redução de singularidades, cada singularidade
do tipo sela-nó real obtida pode ser classificada como sela topológica, nó topológico ou
sela-nó topológica. Dizemos que FR é do tipo curva generalizada real topológica se após
um processo de redução de singularidades ela não admite singularidades do tipo sela-nó
topológica. Nosso principal resultado diz que se a multiplicidade algébrica ou o número
de Milnor de um germe de folheação do tipo curva generalizada real topológica em (R2, 0)
é par, então ele possui pelo menos uma separatriz formal.

Em (R3, 0), um germe de folheação FR induzido por um germe de 1-forma anaĺıtica
real integrável de codimensão 1 é C-não-dicŕıtica se sua complexificação é não-dicŕıtica.
Uma imersão real iR : (R2, 0) ↪→ (R3, 0) é transversal a FR, se o conjunto singular
Sing(i∗RFR) tem uma singularidade algebricamente isolada na origem e a multiplicidade
algébrica satisfaz ν0(FR) = ν0(i

∗
RFR). Um germe de folheação FR é do tipo superf́ıcie

generalizada real topológica se, para toda imersão iR : (R2, 0) ↪→ (R3, 0) transversal a
ela, a folheação i∗RFR não possui selas-nós topológicas reais no processo de redução de
singularidades. Como aplicação de nosso principal resultado em (R2, 0) mostramos que
um germe de folheação do tipo superf́ıcie generalizada real topológica em (R3, 0) com
multiplicidade algébrica par, ou admitindo pelo menos uma imersão transversal tal que o
número de Milnor µ0(i

∗
RFR) é par, tem pelo menos uma separatriz formal.

Palavras-chave:
Campo vetorial anaĺıtico real, separatriz anaĺıtica e formal, redução de singularidades,

ı́ndice de campos de vetores, invariantes polares, campos de vetores centro-foco.
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Caṕıtulo 2. Blow-ups complexos e reais 30
2.1. Blow-up puntual em 0 ∈ C2 30
2.2. Blow-up puntual em 0 ∈ R2 32
2.3. Relação entre um blow-up em (R2, 0) e o blow-up em (C2, 0) 33
2.4. Blow-up puntual de uma folheação anaĺıtica complexa em 0 ∈ C2 33
2.5. Blow-up puntual de uma folheação anaĺıtica real em 0 ∈ R2 35
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5.5. Blow-ups permisśıveis no espaço complexificado 76
5.6. Redução de singularidades de uma folheação anaĺıtica real em (R3, 0) 77
5.7. Relação entre as separatrizes complexas e a redução de singularidades 78
5.8. Imersões transversais complexas e reais 78
5.9. Superf́ıcie generalizada real e superf́ıcie generalizada real topológica 80

Referências Bibliográficas 83
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Introdução

Seja XR um germe de campo vetorial anaĺıtico real com singularidade algebricamente
isolada na origem de (R2, 0), definido por

(1) XR = PR(x, y)
∂

∂x
+QR(x, y)

∂

∂y
,

onde PR, QR ∈ R{x, y} não têm fator comum e PR(0, 0) = QR(0, 0) = 0. Este trabalho
propõe dar condições suficientes de natureza algébrica a XR para garantir que a folheação
induzida pelas trajetórias de XR, denotada por FR, tenha pelo menos uma separatriz
formal. O estudo dá sequência ao trabalho de Risler [22]. Parte de nossa pesquisa
aparece no artigo [1].

Denotamos por R{x, y} (respectivamente C{x, y}) o anel de séries de potências nas
variáveis x e y com coeficientes reais (respectivamente complexos) que são convergentes.
Denotamos também por R[[x, y]] (respectivamente C[[x, y]]) o anel de séries de potências
nas variáveis x e y com coeficientes reais (respectivamente complexos) que não necessaria-
mente são convergentes. Uma série de potências que pertence a R[[x, y]] (respectivamente
C[[x, y]]) recebe o nome de série de potências formal real (respectivamente complexa). O
germe de campo anaĺıtico complexo com singularidade isolada na origem, definido por

(2) XC = PC(x, y)
∂

∂x
+QC(x, y)

∂

∂y
,

onde PC, QC ∈ C{x, y} não têm fator comum e PC(0, 0) = QC(0, 0) = 0, é definido pelas
mesmas fórmulas que definem o campo XR, porém no lugar de considerar suas variáveis
em R, as consideramos em C. Dizemos que um germe de campo anaĺıtico real XR tem
singularidade algebricamente isolada se seu complexificado XC tem singularidade isolada.
Isso equivale ao fato que os coeficientes de XR serem ambos não unidades e relativamente
primos em R{x, y}. Seja

J : (x, y) ∈ C2 7→ (x, y) ∈ C2

a involução anti-holomorfa canônica, onde x é o conjugado de x. O traço real de um
subconjunto de C2 é o conjunto formado pelos pontos fixos de J . Identificando o traço
real de C2 com R2, como PC e QC têm coeficientes reais, XC é simétrico com respeito ao
traço real de C2, tem-se que o traço real das soluções de XC se identifica com as soluções
de XR.

Para simplificar a apresentação de conceitos, definições e resultados que já existem
em um contexto mais geral, tanto no caso real como no complexo, e explicar o uso deles
em nosso estudo, consideramos o corpo K = R ou C: dado um campo vetorial anaĺıtico
definido por

(3) XK = PK(x, y)
∂

∂x
+QK(x, y)

∂

∂y
,
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onde PK, QK ∈ K{x, y} não têm fator comum, PK(0, 0) = QK(0, 0) = 0, e (x, y) ∈ UK
uma vizinhança aberta da origem contida em K2. Observamos que, quando K = C, PK
e QK podem admitir coeficientes complexos. No caso em que PC e QC correspondem ao
complexificado de um campo de vetores anaĺıtico real, como na equação (2), seus coefici-
entes são reais. As soluções do campo vetorial anaĺıtico XK decompõem a vizinhança UK
em um conjunto singular, onde o campo é nulo, e em trajetórias do campo fora da ori-
gem, onde o campo não é nulo. Essa decomposição recebe o nome de folheação anaĺıtica
(real ou complexa) singular de dimensão um e é denotada por FK. As trajetórias de um
campo fora do conjunto singular são denominadas folhas. Denotamos por FR o germe
de folheação anaĺıtica real induzida por XR definido em (1). Denotamos por FC o germe
de folheação anaĺıtica complexa induzida por XC, o complexificado de XR, definido em
(2). Dizer que um germe de folheação holomorfa FK em (K2, 0) é induzido pelo campo
vetorial anaĺıtico XK definido em (3) é equivalente a dizer que FK é induzido pela equação
ωK = 0, onde ωK é a 1-forma holomorfa (integrável, pois estamos em dimensão dois)

(4) ωK = PK(x, y)dy −QK(x, y)dx.

A folheação FR está identificada com o traço real de FC, cada folha de FR correspon-
dendo a uma única folha de FC. Pela simetria do campo XC em relação à involução J ,
as folhas de FC fora do traço real aparecem de forma simétrica aos pares.

Se o desenvolvimento de Taylor de uma função anaĺıtica (real ou complexa) é

f =
∞∑
k=m

fk = fm + fm+1 + . . . ,

onde fm é o primeiro jato não identicamente nulo (fm 6= 0), o número m é chamado de
multiplicidade algébrica ou ordem da função f e denotado por ν0(f). No caso em que
f(0) = 0, é também chamado de multiplicidade algébrica da curva definida por f = 0. A
multiplicidade algébrica do germe de folheação FK, induzida por XK, é definida como

ν0(FK) = min{ν0(PK), ν0(QK)}.
O número de Milnor de FK é definido por

µ0(FK) = dim
C{x, y}
(PC, QC)

,

onde (PC, QC) é o ideal gerado por PC, QC ∈ C{x, y}. Uma curva formal (respectiva-
mente convergente) é um objeto C dado pela equação f(x, y) = 0, onde f é uma série
de potências formal (respectivamente convergente). Uma curva formal ou convergente
C é dita irredut́ıvel se C = C1 ∪ C2, com C1 e C2 curvas formais (respectivamente con-
vergentes), implica C1 = C e C2 = ∅, ou C1 = ∅ e C2 = C. Toda curva formal ou
convergente pode ser escrita, de maneira única, como união finita de curvas irredut́ıveis.
Isso é consequência do fato de K[[x, y]] e K{x, y} serem domı́nios de fatoração única.
Uma separatriz de FK é um germe de curva formal irredut́ıvel que passa pela origem e é
tangente ao germe de campo vetorial que define a folheação. Uma separatriz definida por
uma série de potências convergente recebe o nome de separatriz convergente ou anaĺıtica,
caso contrário é denominada separatriz puramente formal. Enfatizamos que toda vez que
mencionemos a palavra separatriz ou separatriz formal, significa que estamos admitindo
a possibilidade desse germe de curva ser formal ou convergente. Quando a separatriz não
for convergente, diremos que ela é puramente formal.
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Figura 1. Os vetores tangentes à curva definida por f = 0 são tangentes à folheação

Denotamos Sep0 (FK) o conjunto de separatrizes de FK. Dizemos que uma curva for-
mal (respectivamente convergente) definida pela equação f(x, y) = 0, onde f é uma série
de potências formal (respectivamente convergente), não trivial, não unidade e reduzida,
é invariante por FK, se ela é a união de curvas irredut́ıveis tangentes à folheação. Isso
equivale à existência de uma função formal (respectivamente convergente) h tal que

PK
∂f

∂x
+QK

∂f

∂y
= fh.

Em 1982, Camacho e Sad [4] provaram que um germe de campo vetorial anaĺıtico com-
plexo definido em (C2, 0), com singularidade isolada na origem, possui pelo menos uma
separatriz convergente. Porém, nem todo germe de campo anaĺıtico real tem soluções
não triviais passando pela origem. Por exemplo, as soluções do campo XR = −y ∂

∂x
+x ∂

∂y

são os ćırculos centrados na origem, x2 + y2 = c, com c ≥ 0, e portanto a folheação indu-
zida por esse campo não tem separatrizes. Enfatizamos que a existência de separatrizes
formais não implica na existência de separatrizes convergentes. No exemplo [22, p.219],
a folheação anaĺıtica real induzida pelo campo

XR = (−y2 + x4)
∂

∂x
+ (xy + x3 + x3y)

∂

∂y

possui separatriz formal mas não tem separatrizes convergentes.
O blow-up em (0, 0) ∈ (K2, 0) é o mapa anaĺıtico

πK : (K̃2, DK) → (K2, 0),

onde DK = {0} × P1
K e

K̃2 = {((x, y), [x : y]) : (x, y) ∈ K2 \ {0}} ∪DK.

(K̃2, DK) se identifica com (K2, 0) no seguinte sentido: {(0, 0)} é substitúıdo por DK,

um espaço projetivo P1
K mergulhado em K̃2, que parametriza as direções tangentes em

0 ∈ K2. Duas cartas (x, v), (u, y) ∈ K2 da variedade anaĺıtica K̃2 são definidas pelas
relações y = vx com x 6= 0 e x = uy com y 6= 0, de forma tal que o mapa do blow-up
se expressa como (x, v) 7→ (x, vx), (u, y) 7→ (uy, y). Além disso, o blow-up restrito a

K̃2 \ DK é um difeomorfismo anaĺıtico em sua imagem. Dado um germe de folheação
anaĺıtica singular FK em (K2, 0), um blow-up em (K2, 0) transforma FK em uma outra

folheação F1
K = π∗KFK em (K̃2, DK), denominada transformada estrita de FK, que possui

um número finito de singularidades isoladas sobre DK, e corresponde difeomorficamente
a FK sobre os pontos onde πK é um difeomorfismo. Se DK é uma curva invariante por
π∗KFK, dizemos que tanto πK como DK são não-dicŕıticos, caso contrário são dicŕıticos.
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Ao aplicar um blow-up real πR a (R2, 0), podemos considerar simultaneamente o
blow-up complexo πC em (C2, 0) usando as mesmas equações que definem o blow-up real.
O levantamento da involução canônica J pelo blow-up complexo πC define uma única
involução cont́ınua J1

J1 : C̃2 → C̃2,

tal que πC◦J1 = J◦πC. Isso se deve ao fato de que a expressão do mapa πC em coordenadas

envolve apenas coeficientes reais. O traço real de C̃2 é o conjunto {p1 ∈ C̃2 : p1 = J1(p1)}
e se identifica com R̃2. Assim, dizemos que R̃2 é o traço real de C̃2 e identificamos DR
com DC ∩ R̃2, e também πR = πC|R̃2 . Considerando a equação (2) e FC, a folheação
induzida por XC, denotamos o levantamento de FC pelo blow-up πC por F1

C. A folheação

F1
C é simétrica com respeito ao traço real R̃2 devido ao fato que πC, PC e QC envolvem

apenas funções cujas séries de Taylor têm coeficientes reais.
Dizemos que um germe de folheação anaĺıtica (real ou complexa) com singularidade

isolada na origem de (K2, 0) tem uma singularidade simples ou reduzida em 0 ∈ K2 se os
autovalores da parte linear do campo, λ1, λ2 ∈ K, satisfazem uma das seguintes condições:

(1) λ1 · λ2 6= 0 com λ1
λ2
/∈ Q+ (singularidade simples não-degenerada),

(2) λ1 6= 0 e λ2 = 0 (singularidade simples sela-nó).

No contexto de folheações anaĺıticas reais, nos referiremos a uma singularidade sela-nó
como singularidade sela-nó algébrica. Uma singularidade simples tem exatamente duas
separatrizes transversais [16]. No caso não-degenerado, ambas são convergentes. No caso
sela-nó, aquela associada ao autovetor do autovalor não-nulo é convergente e é chamada
de separatriz forte. A outra separatriz é formal e é chamada de separatriz fraca.

Fazendo k sucessivos blow-ups sobre as singularidades isoladas que vão aparecendo
depois de cada blow-up, produzimos a composição

σK = π1
K ◦ · · · ◦ πk−1K ◦ πkK,

de blow-ups

πjK : (M̃ j
K,D

j
K)→ (M̃ j−1

K ,Dj−1K ),

para j = 1, . . . , k, tal que

• (M̃0
K,D0

K) = (K2, 0), (M̃1
K,D1

K) = (K̃2, DK),

• o blow-up em 0 ∈ K2 é π1
K : (M̃1

K,D1
K)→ (M̃0

K,D0
K).

• cada πjK é um blow-up em um ponto pj−1 ∈ Dj−1K .

• DjK = (π1
K ◦ · · · ◦ πk−1K ◦ πkK)−1(0) é um divisor com cruzamentos normais, cujas

componentes irredut́ıveis são isomorfas a retas projetivas P1
K.

Denotamos (M̃k
K,DkK) por (M̃K,DK), e a sequência de blow-ups por

σK : (M̃K,DK)→ (K2, 0),

onde DK = σ−1K (0). Um ponto que pertence a DK e está na interseção de duas compo-
nentes irredut́ıveis é chamado de esquina. Caso contrário, é chamado de ponto traço.

Denotamos por F0
K = FK,F1

K = (π1
K)∗(F0

K), . . . ,FkC = F̃K = (πkK)∗(Fk−1K ) = σ∗KFK as
folheações obtidas como transformadas estritas pela sequência de blow-ups. Uma com-

ponente irredut́ıvel de DK é classificada como dicŕıtica se é não-invariante por F̃K, caso
contrario, é classificada como não-dicŕıtica. Dizemos que BK ∈ Sep0 (FK) é uma sepa-

ratriz dicŕıtica, se B̃K = σ∗KBK toca o divisor DK em uma componente dicŕıtica. Caso
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contrário, dizemos que BK é uma separatriz isolada. O conjunto de separatrizes dicŕıticas
é denotado por Dic0(FK).

No caso complexo que estudamos, um blow-up complexo em uma singularidade que
está no traço real determina o levantamento da involução anti-holomorfa para a variedade
obtida pelo blow-up. Isso porém não acontece caso o blow-up complexo tenha centro em
uma singularidade que está fora do traço real. Por esse motivo, se p1 é uma singularidade
fora do traço real de C2 temos que considerar a singularidade p2 = J(p1) e fazer dois
blow-ups sucessivos π1

C e π2
C, o primeiro sobre p1 e outro sobre a singularidade (π1

C)−1(p2).
Informalmente podemos considerar dita composição como se fosse um único blow-up. Ou
seja, consideramos os blow-ups

π1
C :
(
M̃1

C,D1
C

)
→ (C2, 0)

e

π2
C :
(
M̃2

C,D2
C

)
→
(
M̃1

C,D1
C

)
,

para fazer a composição

π
(1,2)
C = π1

C ◦ π2
C :
(
M̃2

C,D2
C

)
→ (C2, 0).

Assim, é posśıvel definir em
(
M̃2

C,D2
C

)
uma única involução cont́ınua

J (1,2) :
(
M̃2

C,D2
C

)
→
(
M̃2

C,D2
C

)
,

tal que

π
(1,2)
C ◦ J (1,2) = J ◦ π(1,2)

C .

Desse modo, quando aplicamos uma sequência de blow-ups complexos, sempre considera-
mos que para cada singularidade fora do traço real é feita essa composição “simultânea”de
dois blow-ups no respectivo espaço ambiente. Assim, após aplicar k blow-ups sucessivos,

σC = π1
C ◦ · · · ◦ πk−1C ◦ πkC

obtemos que a sequência de blow-ups

σC : (M̃C,DC)→ (C2, 0)

determina a involução anti-holomorfa J̃ : M̃C → M̃C, tal que σC◦J̃ = J◦σC. Considerando

M̃R = {p̃ ∈ M̃C : p̃ = J̃(p̃)},

dizemos que M̃R é o traço real de M̃C, identificamos DR com DC ∩ M̃R e σR com σC|M̃R
.

Ou seja, a sequência de blow-ups reais é obtida pela restrição da sequência de blow-ups

complexos ao traço real. Em M̃C obtemos a folheação F̃C = σ∗C(FC). Considerando M̃R,

o traço real de MC, identificamos F̃R = σ∗RFR com F̃C ∩ M̃R. A folheação F̃C é simétrica

com respeito a M̃R.
Em [23], Seidenberg provou que qualquer germe de folheação anaĺıtica (real ou com-

plexa) com singularidade isolada na origem de (K2, 0) admite um processo de redução de
singularidades, ou seja, após aplicar uma sequência finita de blow-ups

σK = π1
K ◦ · · · ◦ πn−1K ◦ πnK : (M̃,DK) → (K2, 0),

podemos obter uma nova folheação F̃K que tem uma quantidade finita de singularidades,
todas elas simples e sobre o divisor DK = σ−1K (0). O processo de redução de singularidades
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real σR se identifica com a restrição ao traço real do processo de redução de singularidades
complexo σC. Uma singularidade simples é dita real se, após aplicar um processo de

redução de singularidades σC, ela está sobre o traço real de F̃C.
Em [22], Risler definiu o conceito de campo de vetores do tipo curva generalizada real.

Um germe de campo vetorial anaĺıtico em (R2, 0) com uma singularidade algebricamente
isolada está nessa categoria se, após um processo de redução de singularidades, não possui
singularidades do tipo sela-nó algébrica. Isso equivale a dizer que seu complexificado, após
redução de singularidades, não possui singularidades simples do tipo sela-nó sobre o traço
real. Em [22, Prop.3.9], Risler demonstrou o seguinte resultado

Teorema. Se um germe de campo de vetores anaĺıtico real em (R2, 0), do tipo curva
generalizada real, tem multiplicidade algébrica par ou número de Milnor par, então ele
possui pelo menos uma separatriz convergente.

Sejam X e X ′ dois campos de vetores anaĺıticos reais que definem as folheações F
e F ′ nas superf́ıcies M e M ′ respectivamente. Dizemos que X e X ′ são campos topo-
logicamente equivalentes se houver um homeomorfismo H : M → M ′ que preserva a
orientação, levando o conjunto singular de X no conjunto singular de X ′ e as folhas de
F nas folhas de F ′, respeitando as orientações. Dois germes de campos vetoriais são
topologicamente equivalentes, se admitem representantes topologicamente equivalentes.
Pelo [16, Teo.9,1], temos que uma singularidade sela-nó algébrica pode ser classificada,
segundo equivalência topológica, como uma sela topológica ou um nó topológico ou uma
sela-nó topológica. Isso permite definir uma classe maior de campos vetoriais e analisar
a existência de separatrizes formais. Dizemos que um germe de campo vetorial anaĺıtico
com uma única singularidade algebricamente isolada em (R2, 0) é do tipo curva generali-
zada real topológica se nenhuma singularidade sela-nó algébrica, obtida após um processo
de redução de singularidades, é uma sela-nó topológica.

Figura 2. Classificação topológica de uma sela-nó algébrica: sela to-
pológica, nó topológico, sela-nó topológica

Para obter informação sobre as separatrizes de FC, o germe de folheação induzida
pela equação (2), usamos a noção de divisor equilibrado de separatrizes [12]. Trata-se de
uma combinação formal de separatrizes da forma

BC =
∑

BC∈Sep0(FC)

aBC ·BC

onde os coeficientes aBC ∈ {−1, 0, 1} são 1 para cada separatriz isolada, são não-nulos
para um número finito de BC ∈ Dic0(FC) e, para cada componente dicŕıtica DC do divisor
DC, satisfaz ∑

BC∈Sep0(DC)

aBC = 2− Val(DC),
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onde Sep0(DC) é o conjunto de separatrizes cujo transformado estrito por σC toca a com-
ponente DC e Val(DC), denominada valência de DC, é o número de outras componentes
de DC intersectando DC. O suporte do divisor BC é o conjunto formado por todas as se-
paratrizes BC ∈ FC tal que aBC 6= 0. Como a folheação FC é complexificada da folheação
real FR, podemos associar um divisor equilibrado de separatrizes simétrico em relação ao
traço real de C2. Portanto, para mostrar que o campo real XR possui separatrizes, pro-
curaremos dar condições a XR para que o suporte do divisor equilibrado de separatrizes
de FC tenha um número ı́mpar de elementos.

De [2] e [13], uma singularidade sela-nó em (K2, 0) (sela-nó algébrica no caso real)
pode ser expressa, em coordenadas formais, pela 1-forma

ωK = y(1 + µxk)dx± xk+1dy,

onde µ ∈ K e k ∈ Z+ são invariantes formais. A separatriz forte corresponde a {x = 0},
a separatriz fraca corresponde a {y = 0} e o inteiro iw0 (FK) = k + 1 > 1 é chamado de
ı́ndice fraco da sela-nó. Quando a separatriz fraca está contida em uma componente do
divisor, a singularidade é chamada de sela-nó tangente.

O ı́ndice de excesso de tangência de F em 0 ∈ C2 é o número inteiro não negativo

τ0(FK) =
∑

q∈SN(F̃K)

ρ(DK,q)(i
w
q (F̃K)− 1),

onde SN(F̃K) é o conjunto de singularidades do tipo sela-nó tangente contidas no divisor
excepcional DK, DK,q é a componente que contém a separatriz fraca e ρ(DK,q) é o peso da
componente DK,q. Este último invariante é a multiplicidade algébrica de uma curva γK
cuja transformada estrita σ∗KγK é transversal a DK,q, fora das esquinas. Sempre τ0(FK) ≥
0, e τ0(FK) = 0 se e somente se SN(F̃K) = ∅ (não há selas-nós tangentes na redução de
singularidades de FK).

Para entender como a multiplicidade de um germe de folheação anaĺıtica real com
singularidade algebricamente isolada está relacionada com a existência de separatrizes
formais, de [13, Prop.3.3], temos a seguinte relação:

ν0(FC) = ν0(BC)− 1 + τ0(FC),

onde ν0(FC) é a multiplicidade algébrica da folheação FC, ν0(BC) é a multiplicidade
algébrica do divisor equilibrado e τ0(FC) é o ı́ndice de excesso de tangência de FC em
0 ∈ C2. De [16, Teo.9.1], temos que uma sela-nó algébrica de um campo de vetores real é
uma sela topológica ou nó topológico se, e somente se o ı́ndice fraco dela iw0 (FR) é ı́mpar.
Logo, se FR é uma folheação curva generalizada topológica real então τ0(FR) é par. Com
isso, obtemos o seguinte resultado:

Teorema A. Seja FR um germe de folheação do tipo curva generalizada real topológica.
Se ν0(FR) é par, então existe uma separatriz formal real em FR.

Seja F um germe de folheação holomorfa definida, segundo (4), pela equação ω = 0,
onde ω = P (x, y)dy − Q(x, y)dx. De [8], uma parametrização de Puiseux de um germe
de curva irredut́ıvel com equação reduzida f = 0, multiplicidade ν0(f) = m e que satisfaz
f(0, 0) = 0 pode ser obtida no formato x = tm, y = φ(t) =

∑
i≥n ait

i, com ordt(φ(t)) ≥ m,

an ∈ C\{0}. A curva polar de F com respeito a (a : b) ∈ P1
C é a curva dos pontos onde a

reta tangente à folheação tem inclinação a
b
, com b 6= 0. Ela é denotada PF(a:b) e é definida
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pela equação aP − bQ = 0. Dada uma separatriz B de F , o número de interseção polar
de F com respeito a B, denotado por p0(F , B), é o número inteiro:

p0(F , B) =
(
PF(a:b), B

)
0

= ordt=0 ((aP − bQ) ◦ γB(t)) ,

onde (·, ·) representa o número de interseção de germes de curvas formais complexas em
(C2, 0), PF(a:b) é uma curva polar genérica e γB(t) é uma parametrização de Puiseux de B.

No Caṕıtulo 3, buscamos entender como o número de Milnor de uma folheação ho-
lomorfa está relacionado com os invariantes polares definidos no parágrafo anterior. Ba-
seados em [8] e [13], para um germe de folheação holomorfa F , estudamos a relação
que existe entre p0(F ,B), o número de interseção polar de uma folheação holomorfa com
respeito a um divisor equilibrado de separatrizes, a multiplicidade ν0(F), o número de
Milnor de uma folheação holomorfa µ0(F), e o processo de redução de singularidades.
Seja ζ um ramo formal não invariante por F que passa pela origem q0 = 0. Após um

blow-up puntual na origem obtemos o ponto q1 ∈ ζ̃ ∩D, onde D é o divisor excepcional

do blow-up e ζ̃ é a transformada estrita de ζ. Aplicando sucessivos blow-ups nos pontos
qj que estão na interseção dos transformados estritos dos ramos não invariantes com os
respectivos divisores que aparecem após cada blow-up, é gerada uma sequência infinita
de pontos q0 = 0, q1, q2, q3, . . . , qn, . . . . Esses pontos formam o conjunto de pontos
infinitamente próximos da curva ζ, denotado por I(ζ). Como ζ não é invariante por F ,

existe n tal que em qn, as transformadas estritas ζ̃qn e F̃qn são regulares e transversais.
Denotando por ζi os ramos formais da curva polar genérica Γ, definimos o ı́ndice do
excesso de tangência de F ao longo da Γ como o invariante

τ0(F ,Γ) =
∑
ζi

∑
q∈I(ζi)

τq(F̃)νq(ζ̃i),

onde F̃ e ζ̃i são as transformadas estritas de F e ζi. Os pontos para os quais q é singular

para F̃ , e portanto, τq é possivelmente não nula, são finitos. Obtemos, portanto, o
seguinte resultado:

Teorema. Sejam F um germe de uma folheação holomorfa em (C2, 0) e B um divisor
equilibrado de separatrizes para F . Então, para uma curva polar genérica Γ, o número
de interseção polar satisfaz

(5) p0(F ,B) = µ0(F) + ν0(F)− τ0(F ,Γ),

onde τ0(F ,Γ) é o ı́ndice do excesso de tangência de F ao longo de Γ.

Esse resultado generaliza uma conhecida fórmula de Teissier [25] para curvas. Pois,
se f ∈ C{x, y} é uma equação reduzida de um germe de uma curva anaĺıtica complexa
C em (C2, 0), então a equação ω = 0, onde ω é a 1-forma definida por ω = df , define
uma folheação F do tipo curva generalizada. A equação (5) torna-se, para (a : b) ∈ P1

C
genérico,

(afx + bfy, C)0 = µ0(f) + ν0(f)− 1.

No Caṕıtulo 4, definindo o número de interseção polar de FR e o excesso de tangência
real ao longo da curva ΓR do mesmo modo que na versão complexa, porém considerando
variáveis reais, obtemos a versão real do teorema anterior. Observe que se p0(FR,BR) for
ı́mpar, então FR terá separatriz real, pois isso implica automaticamente que o suporte
de BR possui um número ı́mpar de elementos. Então, pelo teorema acima, o seguinte
resultado segue do fato que a relação nele contida implica que p0(FR,BR) é ı́mpar.
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Proposição. Sejam FR uma folheação anaĺıtica real com singularidade algebricamente
isolada na origem de (R2, 0), BR um divisor equilibrado de separatrizes real e τ0 (FR,ΓR)
o excesso de tangência de FR ao longo de ΓR, onde ΓR é uma curva polar real genérica.
Se

µ0(FR) + ν0(FR) ≡ τ0 (FR,ΓR) + 1 (mod 2),

então FR tem pelo menos uma separatriz formal.

Admitindo que a folheação FR seja do tipo curva generalizada real topológica, em seu
processo de redução de singularidades ela não admite pontos singulares do tipo sela-nó
topológico. Assim, em cada ponto infinitamente próximo de cada ramo ζR,i o ı́ndice de
excesso de tângencia τ0 é par. Então, τ0(FR,ΓR) é também par. Podemos supor ν0(FR)
ı́mpar, pois, caso seja par, pelo Teorema A, FR possui separatriz. Assim, usando a
proposição anterior, conseguimos o seguinte resultado:

Teorema B. Suponhamos que FR seja uma folheação do tipo curva generalizada real
topológica. Se µ0 (FR) é par, então FR tem pelo menos uma separatriz formal.

Finalmente, no Caṕıtulo 5, estendemos nossos resultados para germes de folhações
anaĺıticas reais de codimensão um em (R3, 0), onde as folhas são germes de superf́ıcies
formais reais. Denotamos por FR a folheação definida pela 1-forma real integrável

ωR = PR(x, y, z)dx+QR(x, y, z)dy +RR(x, y, z)dz,

onde PR, QR, RR são germes de funções anaĺıticas reais sem fatores comuns. O conjunto
singular de FR, definido por Sing(FR) = {(x, y, z) : PR = QR = RR = 0}, é um subcon-
junto anaĺıtico de codimensão ≥ 2 formado por 0 ∈ R3 e, possivelmente, pela união
de curvas anaĺıticas. Em dimensão três, de forma análoga ao caso bidimensional, di-
zemos que uma superf́ıcie formal (respectivamente convergente) definida pela equação
f(x, y, z) = 0, onde f é uma série de potências formal (respectivamente convergente), é
invariante por FR se ela é uma união de superf́ıcies irredut́ıveis tangentes à folheação.
Uma separatriz formal ou simplesmente separatriz de FR é um germe de superf́ıcie formal,
irredut́ıvel e invariante que contém a origem de R3. A existência de separatrizes reais
não está garantida. Por exemplo, a equação xdx + ydy + zdz = 0 define uma folheação
que não tem separatriz, pois suas soluções são superf́ıcies x2 + y2 + z2 = c, onde c ∈ R+.

Um blow-up puntual em 0 ∈ K3 é o mapa anaĺıtico (real ou complexo)

πK : (K̃3, DK) → (K3, 0),

onde DK = π−1(0), e

K̃3 = DK ∪ {((x, y, z), [x : y : z]) : (x, y, z) ∈ K2 \ {0}},

o conjunto DK = π−1(0) = {0} × P2
K ' P2

K é o divisor excepcional do blow-up pun-
tual. Três cartas com coordenadas (u1, v1, w1), (u2, v2, w2), (u3, v3, w3) ∈ K3 da variedade

anaĺıtica K̃3 são definidas pelas relações x = u1, y = u1v1, z = u1w1 com x 6= 0;
x = u2v2, y = v2, z = v2w2 com y 6= 0; e x = u3w3, y = v3w3, z = w3 com z 6= 0;
de forma tal que o mapa do blow-up se expressa como (u1, v1, w1) 7→ (u1, u1v1, u1w1),
(u2, v2, w2) 7→ (u2v2, v2, v2w2), (u3, v3, w3) 7→ (u3w3; v3w3;w3).

Um blow-up monoidal é aquele cujo centro é um germe de curva lisa. Escolhendo
coordenadas de modo que o eixo z, definido por Oz = {(x, y, z) ∈ K3 : x = y = 0}, seja
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o centro do blow-up monoidal

πOz : (K̃3, DK) → (K3, Oz),

onde DK = Oz × P1
K, e

K̃3 = DK ∪ {((x, y, z), [x : y]) : (x, y, z) ∈ K3 \Oz}.

O divisor excepcional do blow-up monoidal é DK =
(
πOz
)−1

(Oz) = Oz × P1
K. Cada

ponto q ∈ Oz, satisfaz
(
πOz
)−1

(q) = {q} × P1
K ' P1

K. Duas cartas com coordenadas

(u1, v1, w1), (u2, v2, w2) ∈ K3 \ {Oz} da variedade anaĺıtica K̃3 \ DK são definidas pelas
relações x = u1, y = u1v1, z = w1 com x 6= 0; e x = u2v2, y = v2, z = w2 com y 6= 0;
de forma tal que o mapa do blow-up se expressa como (u1, v1, w1) 7→ (u1, u1v1, w1),
(u2, v2, w2) 7→ (u2v2, v2, w2).

Tanto para o blow-up puntual como para o monoidal, a restrição do blow-up ao res-

pectivo K̃3 \DK é um difeomorfismo anaĺıtico sobre sua imagem. Além disso, a folheação

anaĺıtica singular FK é transformada em uma outra folheação F1
K em (K̃3, DK), denomi-

nada a transformada estrita de FK, que corresponde difeomorficamente a FK sobre os
pontos onde o blow-up é um difeomorfismo. Se DK é uma superf́ıcie invariante por F1

K,
dizemos que tanto o blow-up como DK são não-dicŕıticos, caso contrário, são dicŕıticos.

Em (C3, 0) toda folheação holomorfa de codimensão um admite um processo de
redução de singularidades, ou seja, após uma sequência finita de blow-ups em centros
permisśıveis (pontos ou curvas lisas, invariantes pela folheação e em posição geral em
relação ao divisor excepcional), toda folheação é transformada em outra cujas singula-
ridades são todas simples ou reduzidas. Em analogia ao caso bidimensional, essas sin-
gularidades são de dois tipos: singularidades não-degeneradas ou singularidades do tipo
sela-nó. O caso não-dicŕıtico foi estudado por Cano e Cerveau em [7], e o caso dicŕıtico
por Cano em [6]. Consideramos o caso não-dicŕıtico real em que sua complexificação
também é não-dicŕıtica. Denominamos esse caso C-não-dicŕıtico. Essa escolha se deve ao
fato que a existência de separatrizes para o caso dicŕıtico não está garantida. Por exem-
plo, a folheação de Jouanolou [17] não tem separatrizes. No entanto, Cano e Cerveau em
[7] provaram que toda folheação não-dicŕıtica em (C3, 0) tem separatrizes convergentes.
Usamos o conceito de imersões transversais reais: seja FR um germe de uma folheação
anaĺıtica real singular de codimensão um em (R3, 0) definida pelo germe de 1-forma in-
tegrável anaĺıtica real ωR. Uma imersão real iR : (R2, 0) ↪→ (R3, 0) é transversal a FR se
o conjunto singular Sing(i∗RFR) é algebricamente isolado na origem e as multiplicidades
algébricas são tais que ν0(FR) = ν0(i

∗
RFR). Obtemos o seguinte resultado:

Proposição. Seja FR um germe de folheação anaĺıtica real singular de codimensão um
em (R3, 0) tal que FR é C-não-dicŕıtica. Se, para alguma imersão transversal real iR, a
folheação i∗RFR tiver separatriz, então FR tem separatriz.

Em [10], Fernandez e Mozo denominaram folheação do tipo superf́ıcie generalizada
à folheação holomorfa não-dicŕıtica de codimensão um, definida por um germe de 1-
forma holomorfa integrável em (C3, 0), em cuja redução de singularidades nenhuma sela-
nó aparece. Se F , um germe de folheação holomorfa singular de codimensão um em
(C3, 0) definida pela 1-forma holomorfa ω, é uma superf́ıcie generalizada e iC : (C2, 0) ↪→
(C3, 0) é uma imersão transversal, então a folheação i∗CF é uma folheação do tipo curva
generalizada. Dizemos que uma imersão complexa iC : (C2, 0) ↪→ (C3, 0) é transversal a
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F , se Sing(i∗Cω) = i−1C (Sing(ω)) = 0 e ν0(F) = ν0(i
∗
CF). Em nosso trabalho, definimos

germe de folheação do tipo superf́ıcie generalizada real como um germe de folheação
anaĺıtica real de codimensão um em cuja redução de singularidades nenhuma sela-nó real
aparece e que é C-não-dicŕıtica, ou seja, tanto a folheação real como a sua complexificada
são não-dicŕıticas. Obtemos a seguinte extensão do resultado de Risler para folheações
anaĺıticas reais de codimensão um em um espaço de dimensão três:

Teorema C. Seja FR um germe de folheação do tipo superf́ıcie generalizada real em
(R3, 0). Se FR tem multiplicidade algébrica par ou se existe uma imersão transversal iR
tal que o número de Milnor µ0(i

∗
RFR) é par, então FR tem pelo menos uma separatriz

formal.

Dizemos que FR, um germe de folheação do tipo superf́ıcie generalizada real em
(R3, 0), é do tipo superf́ıcie generalizada real topológica se para todo germe de imersão
iR : (R2, 0) ↪→ (R3, 0) transversal a FR, a folheação i∗RFR não possui selas-nós topológicas
reais na redução de singularidades. Obtemos, por fim, a seguinte extensão dos Teoremas
A e B para dimensão três:

Teorema D. Seja FR um germe de folheação do tipo superf́ıcie generalizada real to-
pológica em (R3, 0). Se FR tem multiplicidade algébrica par ou se existe uma imersão
transversal iR tal que o número de Milnor µ0(i

∗
RFR) é par, então FR tem pelo menos uma

separatriz formal.
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CAṔıTULO 1

Preliminares

1.1. Teoria básica

Nessa seção usamos como prefixos os simbolos R e C, para substituir o adjetivo real
ou complexo. Por exemplo, uma aplicação R-anaĺıtica faz referência a uma aplicação
anaĺıtica real, uma aplicação C-anaĺıtica faz referência a uma aplicação anaĺıtica com-
plexa (holomorfa). Usamos também o prefixo K para realizar definições e afirmações
válidas tanto no contexto real como no complexo, por exemplo ao apresentar a definição
de uma aplicação K-anaĺıtica estamos apresentando a definição de uma aplicação R-
anaĺıtica (anaĺıtica real) e a definição de uma aplicação C-anaĺıtica (anaĺıtica complexa)
em um único texto. Denotamos por K{x1, x2, . . . , xm} o anel de séries de potências nas
variáveis x1, x2, . . . , xm com coeficientes em K que são convergentes. Denotamos também
por K[[x1, x2, . . . , xm]] o anel de séries de potências nas variáveis x1, x2, . . . , xm com co-
eficientes em K que não necessariamente são convergentes. Uma série de potências que
pertence a K[[x1, x2, . . . , xm]] recebe o nome de série de potências K-formal.

1.1.1. Função K-anaĺıtica.

Definição 1.1.1. Seja UK um subconjunto aberto de Km. Uma função

f : UK ⊂ Km → K
(x1, x2, . . . , xm) 7→ f(x1, x2, . . . , xm)

é K-anaĺıtica se, para cada ponto a = (a1, a2, . . . , am) ∈ UK existe uma vizinhança aberta
VK ⊂ UK do ponto a tal que a função f tem uma expansão em série de potências:

(6) f(x1, x2, . . . , xm) =
∞∑

i1,...,im=0

ci1,...,im(x1 − a1)i1 · · · (xm − am)im

que converge para todo (x1, x2, . . . , xm) ∈ VK. Para abreviar, apenas nessa e na próxima
seção, em certos momentos usamos as notações I = (i1, . . . , im), X = (x1, x2, . . . , xm) ∈
Km, XI = x1

i1x2
i2 . . . xm

im , A = (a1, a2, . . . , am). Por exemplo, expressamos (6) como

(7) f(X) =
∞∑
I=0

cI(X− A)I.

Teorema 1.1.2. A série de potências de uma função K-anaĺıtica converge absolutamente
e uniformemente em uma vizinhança de cada ponto de seu domı́nio UK.

Demonstração. Fixemos um ponto A = (a1, a2, . . . , am) ∈ UK qualquer e seja f uma
função K-anaĺıtica, então existe VK, uma vizinhança aberta de A, tal que f tem uma
expansão em série de potências que converge para todo (x1, x2, . . . , xm) ∈ VK, segundo a
equação (6). Por este motivo,

lim
i1,...,im→∞

ci1,...,im(x1 − a1)i1 · · · (xm − am)im → 0.
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Em particular, seja (b1, · · · , , bm) ∈ VK, com bj 6= aj para j = 1, . . . ,m, então para
quaisquer i1, . . . , im existe M > 0 tal que

|ci1,...,im(b1 − a1)i1 · · · (bm − am)im| < M.

Seja rj tal que 0 < rj < |bj − aj| e, denotando momentaneamente ci1,...,im como cI, temos
que para qualquer xj ∈ ]aj − rj, aj + rj [ se cumpre |xj − aj| < rj e, além disso,

|cI(x1 − a1)i1 · · · (xm − am)im| =

∣∣∣∣∣ cI
(

(b1 − a1)
(x1 − a1)
(b1 − a1)

)i1
· · ·
(

(bm − am)
(xm − am)

(bm − am)

)im ∣∣∣∣∣
< M

∣∣∣∣∣
(

r1
b1 − a1

)i1
· · ·
(

rm
bm − am

)im ∣∣∣∣∣.
Denotando λj =

∣∣ rj
bj−aj

∣∣, como para cada j = 1, . . . ,m, temos que 0 < λj < 1, então a

série geométrica
∑∞

i1,...,im=0M |λ
i1
1 · · ·λimm | é convergente. Como

∞∑
i1,...,im=0

∣∣ci1,...,im(x1 − a1)i1 · · · (xm − am)im
∣∣ < ∞∑

i1,...,im=0

M |λi11 · · ·λimm |,

então
∑∞

i1,...,im=0

∣∣ci1,...,im(x1 − a1)i1 · · · (xm − am)im
∣∣ é uniformemente convergente numa

vizinhança de A = (a1, a2, . . . , am) ∈ UK. Assim, a série
∞∑

i1,...,im=0

ci1,...,im(x1 − a1)i1 · · · (xm − am)im

converge absolutamente e uniformemente em uma vizinhança de A = (a1, a2, . . . , am) ∈
UK. O teorema segue, pois o ponto (a1, a2, . . . , am) ∈ UK é arbitrário pois a função f é
K-anaĺıtica. �

Um K-polidisco aberto de Km é o subconjunto

∆K(A, R) = ∆K(a1, . . . , am, r1, . . . , rm) = {(x1, . . . , xm) ∈ Km/|xj − aj| < rj ; 1 ≤ j ≤ m}
onde A é o centro do K-polidisco com polirraio R = (r1, r2, . . . , rm) ∈ Rm, rj > 0.

Corolário 1.1.3. Sejam (a1, . . . , am) ∈ Rm e a série de potências real

SR =
∞∑

i1,...,im=0

ci1,...,im(x1 − a1)i1 · · · (xm − am)im ,

onde cada ci1,...,im ∈ R. Se SR é convergente no R-polidisco ∆R(0, R), então a série de
potências complexa

SC =
∞∑

i1,...,im=0

ci1,...,im(x1 − a1)i1 · · · (xm − am)im

é convergente no C-polidisco ∆C(0, R).

Demonstração. Por absurdo, suponhamos que existe um ponto Q ∈ Cm \ Rm dentro
do C-polidisco ∆C(0, R) onde a série

∞∑
i1,...,im=0

ci1,...,im(q1 − a1)i1 · · · (qm − am)im
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não é convergente e tampouco, é absolutamente convergente. Escrevemos qj−aj = pje
iθj ,

com pj ∈ R e 1 ≤ j ≤ m. Como A = (a1, . . . , am) ∈ Rm, então exite um ponto
P = (p1, . . . , pm) ∈ Rm dentro do R-polidisco ∆R(0, R) tal que ||qj − aj|| = ||pj − aj||.
Pelo Teorema 1.1.2, a série

∞∑
i1,...,im=0

ci1,...,im(p1 − a1)i1 · · · (pm − am)im

é absolutamente convergente. Aqui chegamos a uma contradição, pois as séries

∞∑
i1,...,im=0

ci1,...,im||q1 − a1||i1 · · · ||qm − am||im e
∞∑

i1,...,im=0

ci1,...,im ||p1 − a1||i1 · · · ||pm − am||im

são as mesmas. �

Se o desenvolvimento de Taylor de uma função K-anaĺıtica é

f =
∞∑
k=m

fk = fm + fm+1 + . . . ,

onde fm é o primeiro jato não identicamente nulo (fm 6= 0), o número m é chamado de
multiplicidade algébrica ou ordem da função f e denotado por ν0(f). No caso em que
f(0) = 0, é também chamado de multiplicidade algébrica da curva definida por f = 0.

1.1.2. Germes de funções K-anaĺıticas e K-formais. Para A ∈ Km, consideramos
o conjunto:

{(f, U)A : U ⊂ Km, é aberto e conexo, A ∈ U, f é uma função K-anaĺıtica em U}

onde definimos a seguinte relação de equivalência:

(f, U)A ∼ (g, V )A ⇔ ∃ aberto W ⊂ U ∩ V, com A ∈ W, tal que f |W ≡ g|W .

Os elementos do espaço quociente definido por essa relação de equivalência, são denomi-
nados germes de funções K-anaĺıticas em A. A classe de equivalência associada ao par
(f, U) é denotada fA. Em geral, o ponto A é a origem 0 ∈ Km. Em nosso caso, denotamos
o germe de f simplesmente por f . O anel de germes de funções K-anaĺıticas em (Km, 0)
se identifica com K{x1, x2, . . . , xm} pois são isomorfos [14]. A apresentação de germes de
funções K-formais é exatamente a mesma, basta trocar as palavras anaĺıtica e anaĺıticas
por formal e formais respectivamente. O anel de germes de funções K-formais em (Km, 0)
se identifica com K [[x1, x2, . . . , xm]] pois são isomorfos [15]. Por essas identificações, nos
referimos também a K{x1, x2, . . . , xm} como anel de germes de funções K-anaĺıticas em
(Km, 0), e a K [[x1, x2, . . . , xm]] como anel de germes de funções K-formais em (Km, 0). De
[14] e [15], tanto K{x1, x2, . . . , xm} como K [[x1, x2, . . . , xm]] são domı́nios de fatoração
única, isto é, a fatoração de f como produto de elementos irredut́ıveis é única salvo ordem
dos fatores e salvo multiplicação por alguma unidade. O germe f ∈ K{x1, x2, . . . , xm}
(respectivamente K [[x1, x2, . . . , xm]]) é reduzido em K{x1, x2, . . . , xm} (respectivamente
K [[x1, x2, . . . , xm]]) se não tem fatores irredut́ıveis em K{x1, x2, . . . , xm} (respectivamente
K [[x1, x2, . . . , xm]]) com multiplicidade algébrica > 1. Ou seja, f = f i11 · · · f

ik
k , onde

f1, . . . , fk são elementos irredut́ıveis, é reduzido se e somente se i1 = · · · = ik = 1.
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A complexificação canônica dada por

fR(X) =
∞∑
I=0

cI(X− A)I ∈ R [[X]] 7→ fC(X) =
∞∑
I=0

cI(X− A)I ∈ C [[X]] ,

onde X é vista como uma variável real, à esquerda, e complexa, à direita, define a inclusão
R [[X]] ↪→ C [[X]]. Essa complexificação canônica junto com o Corolário 1.1.3 definem a
inclusão R{X} ↪→ C{X}.

1.1.3. Germe de curvas formais e convergentes. Um germe de curva formal (res-
pectivamente convergente) é o conjunto C = {(x, y) ∈ (K2, 0) : f(x, y) = 0}, onde f
é uma série de potências formal (respectivamente convergente), não identicamente nula,
que é nula na origem. Um germe de curva formal ou convergente C é irredut́ıvel se
C = C1 ∪C2, com C1 e C2 germes de curvas formais (respectivamente convergentes), im-
plica C1 = C e C2 = ∅, ou C1 = ∅ e C2 = C. Todo germe de curva formal ou convergente
pode ser escrito, de maneira única, como união finita de germes de curvas irredut́ıveis.
De fato, sejam f = f i11 · · · f iee uma decomposição de f em fatores irredut́ıveis, Cj o germe
de curva irredut́ıvel associado a fj = 0, para j = 1, . . . , e. Então, C = C1∪ · · · ∪Ce, cada
Cj é chamada de componente irredut́ıvel de C. Note que isso é verdade porque K[[x, y]]
e K{x, y} são domı́nios de fatoração única, o que assegura que a decomposição de C em
suas componentes é única. O germe de curva C é reduzido se e somente se cada ij = 1.

1.1.4. Germe de superf́ıcies formais e convergentes. Um germe superf́ıcie formal
(respectivamente convergente) é o conjunto S = {(x, y, z) ∈ (K3, 0) : f(x, y, z) = 0}, onde
f é uma série de potências formal (respectivamente convergente), não identicamente nula,
que se anula na origem. Se na seção anterior trocamos K[[x, y]] por K[[x, y, z]], K{x, y}
por K{x, y, z}, a letra C por S, a palavra curva por superf́ıcie, teremos afirmações válidas
para o contexto de germes de superf́ıcies.

1.1.5. Variedade K-anaĺıtica.

Definição 1.1.4. Uma variedade K-anaĺıtica (lisa) de dimensão m é um espaço to-
pológico MK, de Hausdorff, conexo, com base enumerável, munido de uma estrutura
K-anaĺıtica definida da seguinte maneira: existe uma cobertura de MK por abertos,
{Uα}α∈AK , e homeomorfismos ϕα : Uα → Vα, onde Vα ⊂ KM é aberto, tais que as funções
de transição ϕβ ◦ϕ−1α são K-anaĺıticas onde definidas. As cartas locais {Uα, ϕα}α∈A cons-
tituem um atlas de MK e dois atlas, {Uα, ϕα}α∈AK e {Wβ, ψβ}β∈BK , são ditos equivalentes
se sua união forma um atlas (isto é, as ϕβ ◦ ψ−1α são K-anaĺıticas).

Definição 1.1.5. Se MK é uma variedade K-anaĺıtica de dimensão m, um subconjunto
conexo NK ⊂ MK é uma subvariedade (lisa) de dimensão n, onde 0 ≤ n ≤ n − 1 de MK
se, para cada x ∈ NK, existe uma carta {Uα, ϕα} do atlas de MK, com x ∈ Uα, tal que
ϕα é um homeomorfismo entre Uα ∩NK e um aberto de Kn × {0} ⊂ Kn ×Km−n ∼= Km.

Definição 1.1.6. Dadas duas variedades K-anaĺıticasMK eNK, uma aplicação F : MK →
NK é K-anaĺıtica, se as compostas ψβ ◦F ◦ϕ−1α (onde definidas) forem K-anaĺıticas, onde
ϕα e ψβ são cartas locais de MK e de NK.

Definição 1.1.7. Seja MK uma variedade K-anaĺıtica. Dizemos que WK ⊂ MK é um
subconjunto anaĺıtico se, para cada p ∈MK, existem uma vizinhança aberta U ⊂MK de
p e uma aplicação K-anaĺıtica F : U → CP tais que WK ∩ U = F−1(0) (a dimensão P
pode depender de p).
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1.1.6. Campo de vetores K-anaĺıtico e 1-forma K-anaĺıtica. Se na definição 1.1.6,
NK = C ou R, a aplicação F é uma função K-anaĺıtica que denotamos por f e que é
representada em termos de coordenadas da carta ϕα como f(x1, . . . , xm) no lugar de
f ◦ ϕ−1α (x1, . . . , xm). Sejam MK uma variedade K-anaĺıtica de dimensão m e p ∈ MK,
considerando Cp(MK) o conjunto de todas as curvas γj que são K-anaĺıticas e tais que
γj(0) = p. A relação de equivalência definida por γj1 ∼ γj2 , se para toda carta local
{Uα, ϕα}, com p ∈ Uα, temos que γ′j1(0) = γ′j2(0), ou seja,

d(ϕα ◦ γj1)(t)
dt

∣∣∣∣
t=0

=
d(ϕα ◦ γj2)(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

.

Se {Uα1 , ϕα1} é outra carta local com p ∈ Uα1 , então ϕα1 ◦ γj = (ϕα1 ◦ ϕ−1α ) ◦ (ϕα ◦ γj),
então pela regra da cadeia a relação ∼ é independente da carta escolhida. O quociente
de Cp(MK) por ∼ é chamado o espaço tangente a MK em p, e é denotado por TpMK. O

conjunto
{

∂
∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣
p

}
é uma base para TpMK. O fibrado tangente TMK, definido

por ⋃
p∈MK

{p} × TpMK,

tem estrutura de variedade K-anaĺıtica de dimensão 2m. Considerando a projeção

Π : TMK →MK

dada por Π(p, v) = p, e U um subconjunto aberto de MK, um campo de vetores K-
anaĺıtico é uma seção sobre U , ou seja, é uma aplicação K-anaĺıtica s : U → TMK tal que
Π◦s = idU . Localmente, um campo de vetores se expressa em um sistema de coordenadas
como

P1(x1, . . . , xm)
∂

∂x1
+ · · ·+ Pm(x1, . . . , xm)

∂

∂xm
,

onde cada Pi(x1, . . . , xm), com i = 1, . . . ,m, é uma função K-anaĺıtica. O espaço co-
tangente, denotado por T ∗pMK, é o espaço dual de TpMK. O fibrado cotangente T ∗MK,
é obtido da mesma forma que o fibrado tangente. Cada campo de vetores K-anaĺıtico,
corresponde a uma aplicação linear ω denominada 1-forma diferencial K-anaĺıtica e cuja
expressão em coordenadas locais é

ω = Q1(x1, . . . , xm)dx1 + · · ·+Qm(x1, . . . , xm)dxm,

onde cada Qi(x1, . . . , xm), com i = 1, . . . ,m é uma função K-anaĺıtica, {dx1, . . . , dxm} é a

base dual de
{

∂
∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣
p

}
. Denotando por XK e ΩK o espaço de germes de campos

de vetores K-anaĺıticos e 1-formas K-anaĺıticas em (Km, 0) respectivamente, considerando
o dito ao longo do caṕıtulo temos as inclusões XR ↪→ XC e ΩR ↪→ ΩC.

1.1.7. Folheações definidas em variedades anaĺıticas.

Definição 1.1.8. Sejam MK uma variedade K-anaĺıtica de dimensão m ≥ 2 e DK um
disco unitário na origem de Km. Uma folheação K-anaĺıtica não singular de dimensão k
em MK, onde 1 ≤ k ≤ m− 1, é um objeto definido mediante:

(i) uma cobertura por abertos {Uα}α∈AK de MK;
(ii) para cada α ∈ AK, uma aplicação K-anaĺıtica

Φα : Uα → Dk
K × Dm−k

K

cuja inversa também é anaĺıtica;
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(iii) sempre que Uαβ = Uα ∩ Uβ 6= ∅,

Φαβ : Φα(Uαβ) → Φβ(Uαβ)

(xα, yα) 7→ Φβ ◦ Φ−1α (xα, yα) = (xβ, yβ)

satisfaz Φαβ(xα, yα) = (xβ(xα, yα), yβ(yα)), onde xβ e yβ são K-anaĺıticas em
Dk

K× ∈ Dm−k
K e Dm−k

K respectivamente.

Cada aberto Uα é denominado aberto trivializador da folheação K-anaĺıtica. Devido a (ii)
e (iii), cada Uα é decomposto em subvariedades de dimensão k, da forma Φ−1α (Dk

K×b) onde
b ∈ Dm−k

K , chamadas placas. Por (iii) as placas se sobrepõem nas interseções dos abertos
trivializadores. Uniões maximais de placas que se intersectam são folhas, subvariedades
K-anaĺıticas de dimensão k imersas em MK.

Figura 1. Folheação K-anaĺıtica não singular.

Definição 1.1.9. Sejam MK uma variedade K-anaĺıtica de dimensão m e SK um conjunto
anaĺıtico de MK de codimensão maior ou igual a dois. Uma folheação K-anaĺıtica singular
de dimensão k (ou codimensão m − k), onde 1 ≤ k ≤ m − 1 em MK é uma folheação
não singular de dimensão k em MK \SK. O conjunto SK é chamado conjunto singular da
folheação FK e é denotado por Sing(FK). As folhas de FK são as folhas de FK|MK\Sing(FK).

1.1.7.1. Folheação definida por um campo vetorial anaĺıtico real em R2. Seja U um
subconjunto aberto de R2, um campo vetorial anaĺıtico real em U é uma aplicação
anaĺıtica real

XR : U → R2

que associa a cada ponto p = (x, y) ∈ U um vetor

XR(p) = XR(x, y) = (PR(x, y), QR(x, y)) = PR(x, y)
∂

∂x
+QR(x, y)

∂

∂y
.

Em nosso trabalho estamos interessados no caso onde PR, QR ∈ R{x, y} não têm fator
comum. Um ponto p ∈ U é chamado ponto regular de XR se XR(p) 6= 0, caso contrário p
é chamado ponto singular de XR. Uma trajetória do campo XR é uma solução da equação
diferencial

(8) (ẋ, ẏ) = XR(x, y),
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Se I é um intervalo aberto e γ : I ⊂ R→ U é uma trajetória do campo XR, então

γ′(t) = XR(γ(t)), t ∈ I.
Se XR é um campo vetorial sem pontos singulares, pelo Teorema de existência e

unicidade de soluções para equações diferenciais ordinárias, para cada ponto p ∈ U existe
uma vizinhança contida em U tal que por p passa uma única trajetória γp(t) do campo XR
nessa vizinhança, definida em um intervalo (−ε, ε) ⊂ R tal que γp(0) = p. As trajetórias
do campo XR definem um fluxo local em cada ponto p ∈ U , ou seja para cada p existe
uma vizinhança Up ⊂ U e um intervalo (−ε1, ε1) tal que para qualquer q ∈ Up a trajetória
do campo XR que passa por q, denotada por γq(t) = ϕ(t, q), está definida para todo
t ∈ (−ε1, ε1):

ϕ : (−ε1, ε1)× Up → U, ϕ(t, q) = γq(t).

As condições do fluxo local são

(1) ϕ(0, q) = q para toda q ∈ U
(2) ϕ(s, ϕ(t, q)) = ϕ(s+ t, q).

Pelo Teorema do fluxo tubular, para cada ponto regular p ∈ U existe uma vizinhança
Vp na qual é posśıvel decompor Vp como união disjunta das trajetórias da restrição do
campo XR a Vp e, além disso, existe também uma carta anaĺıtica Φp : Vp → V ′ ⊂ R2 tal
que o campo XR|Vp é levado ao campo horizontal Y = (1, 0) definido em V ′. Podemos
escolher Vp de forma tal que V ′ seja o retângulo (−1, 1) × (−1, 1) = D1

R × D1
R. Assim,

podemos escolher uma cobertura por abertos {Uα}α∈AR de U , com cartas Φα onde a
definição de folheação anaĺıtica real não singular seja satisfeita. Desse modo, para cada
carta Φα obtemos uma decomposição de V ′ em segmentos (−1, 1)×{y} tal que cada curva
Φ−1α ((−1, 1) × {y}) está contida em uma única trajetória de XR. Então, essas placas se
sobrepõem nas interseções dos abertos trivializadores, dando origem às folhas que nesse
caso são trajetórias de XR e definem uma folheação de dimensão 1 também chamada
folheação por curvas em XR. Se na cobertura por abertos temos que Uαβ = Uα ∩ Uβ 6= ∅
a condição (iii) da definição de folheação é satisfeita ao relacionar segmentos de reta
horizontais. Portanto, pela Definição 1.1.8 obtemos a folheação anaĺıtica real não singular
em U . Se XR é um campo vetorial anaĺıtico real com singularidade isolada na origem de
R2, então definimos uma folheação anaĺıtica real não singular em R2 \ {0} e aplicando
a definição de folheação anaĺıtica real singular (Definição 1.1.9) obtemos a folheação
anaĺıtica singular desejada.

1.1.7.2. Folheação definida por um campo vetorial anaĺıtico complexo em C2. Um
campo vetorial anaĺıtico complexo (holomorfo) em uma vizinhança da origem U ⊂ C2 é
uma aplicação anaĺıtica complexa (holomorfa)

X : U → C2

que associa a cada ponto p = (x, y) ∈ U ⊂ C2 um vetor

X(p) = X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) = P (x, y)
∂

∂x
+Q(x, y)

∂

∂y
.

Em nosso trabalho estamos interessados no caso em que P, Q ∈ C{x, y} não têm fator
comum. Um ponto p ∈ U é chamado ponto regular de X se X(p) 6= 0, caso contrário p é
chamado ponto singular de X. Uma solução da equação diferencial

(9) (ẋ, ẏ) = X(x, y),
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no interior do subconjunto aberto I ⊂ C é definida por uma aplicação

γ : I ⊂ C→ U

t 7→ γ(t)

tal que para toda t ∈ I
γ′(t) = X(γ(t)), t ∈ I.

De forma análoga ao caso real, se X é um campo anaĺıtico complexo sem pontos
singulares, devido ao Teorema de existência e unicidade de soluções para equações dife-
renciais ordinárias no plano complexo e ao Teorema do fluxo tubular complexo, usando
a Definição 1.1.8, obtemos uma folheação anaĺıtica complexa não singular em U . As
soluções são curvas complexas lisas (que têm dimensão real 2). Se X tem singularidade
isolada na origem pela Definição 1.1.9 obtemos uma folheação holomorfa singular em U .

1.1.7.3. Folheação anaĺıtica complexa singular de codimensão 1 em dimensão 3. Veja-
mos primeiro a condição que deve satisfazer uma 1-forma anaĺıtica complexa para definir
uma folheação em um conjunto aberto U ⊂ M , onde M é uma variedade anaĺıtica com-
plexa de dimensão dimC(M) = 3. Uma distribuição anaĺıtica complexa P de planos em
M é uma aplicação anaĺıtica complexa que associa a cada ponto p ∈M um plano Pp de
TpM o espaço tangente a M em um ponto p ∈ M . Dizemos que uma distribuição P é
integrável se existe uma folheação F de dimensão 2 em M tal que em cada ponto p, o
plano Pp coincide com Tp(F), o espaço tangente à folha de F em p. Seja ω a 1-forma
anaĺıtica complexa definida em um aberto U ⊂M tal que seu conjunto singular

Sing(ω) = {p ∈ U : ω(p) ≡ 0}

tem codimensão ≥ 2. Então, ω define uma distribuição P de planos em U \ Sing(ω)
associando a cada p ∈ U \ Sing(ω) o plano

Pp = ker(ωp) = {v ∈ TpU : ωp(v) = 0}

Teorema 1.1.10 (Frobenius para dimensão complexa 3 [3]). Sejam M uma variedade
anaĺıtica complexa com dimensão dimC(M) = 3 e P uma distribuição de planos induzida
pela 1-forma anaĺıtica complexa ω que está definida no subconjunto aberto e conexo U de
M . Então P é integrável em U se, e somente se, ω ∧ dω = 0.

Dizemos que a 1-forma anaĺıtica complexa ω é integrável em U se existe uma folheação
anaĺıtica complexa F não singular de codimensão 1 em U \Sing(ω) tal que Tp(F) coincide
com o núcleo de ω(p) para todo p ∈ U \Sing(ω). Pelo Teorema de Frobenius no aberto U ,
ω ∧ dω = 0 se e somente se ω é integrável. Vejamos a seguir como definir uma folheação
anaĺıtica complexa singular de codimensão 1 em uma variedade anaĺıtica complexa de
dimensão 3.

Definição 1.1.11. Seja M uma variedade anaĺıtica complexa com dimC(M) = 3. Uma
folheação anaĺıtica complexa singular de codimensão 1 em M , denotada por F , é definida
pelo seguinte conjunto de dados:

(i) uma cobertura {Uα}α∈A de M por abertos;
(ii) para cada α ∈ A, uma 1-forma diferencial anaĺıtica complexa integrável ωα

definida em Uα cujo conjunto singular Sing(ωα) tem codimensão ≥ 2;
(iii) se Uαβ = Uα ∩Uβ 6= ∅, existe uma função anaĺıtica complexa gαβ : Uαβ → C∗ tal

que ωα|Uαβ = gαβωβ|Uαβ .
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Para cada α o conjunto singular Sing(ωα) é um subconjunto anaĺıtico de Uα. De
Sing(ωα) ∩ Uαβ = Sing(ωβ) ∩ Uαβ, a união dos conjuntos Sing(ωα) é um subconjunto
anaĺıtico denotado por Sing(F). Esse conjunto de dados define uma folheação não sin-
gular de codimensão 1 no conjunto aberto M \ Sing(F). Por esse motivo, o conjunto
singular da folheação é Sing(F) = Sing(ωα), ver [3] ou [24].

Observação 1. Tomando como referência à análise feita na Subseção 1.1.7.3, temos que
para fazer o estudo de uma folheação definida por uma

(i) 1-forma diferencial anaĺıtica complexa em uma variedade anaĺıtica complexa de
dimensão 2 só precisamos trocar a palavra plano por reta e o número 3 por 2.

(ii) 1-forma diferencial anaĺıtica real em uma variedade anaĺıtica real de dimensão 3
só precisamos trocar a palavra complexa por real, C por R, e ω por ωR.

(iii) 1-forma diferencial anaĺıtica real em uma variedade anaĺıtica real de dimensão 2
só precisamos trocar as palavras complexa por real, C por R, plano por reta, o
número 3 por 2 e ω por ωR.

Assim, tanto no caso bidimensional como no tridimensional, “inserimos”a folheação
anaĺıtica real que estudamos dentro de uma outra folheação anaĺıtica complexa para apli-
car resultados e técnicas complexas. Fazemos isso complexificando os campos anaĺıticos
reais ou as 1-formas anaĺıticas reais que definem as folheações anaĺıticas reais que estu-
damos, esse processo será explicado no próximo caṕıtulo.
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CAṔıTULO 2

Blow-ups complexos e reais

Sejam M uma variedade complexa de dimensão m e p ∈ M . O blow-up puntual

complexo em p é o processo através do qual se cria uma nova variedade complexa M̃ , que se
identifica com M no seguinte sentido: {p} ⊂M é substituido por D, um espaço projetivo
complexo Pm−1C mergulhado em M , denominado divisor excepcional, que parametriza as
retas tangentes a M em p. Além disso, existe um difeomorfismo anaĺıtico complexo

(holomorfo) entre M \ {p} e M̃ \D. Analogamente, sejam MR uma variedade anaĺıtica
real de dimensão m e p ∈ MR. O blow-up real em p é o processo através do qual se

cria uma nova variedade anaĺıtica real M̃R, que se identifica com MR no seguinte sentido:

{p} ⊂ MR é substitúıdo por DR, um espaço projetivo real Pm−1R mergulhado em M̃R,
denominado divisor excepcional. Além disso, existe um difeomorfismo anaĺıtico real entre

MR \ {p} e M̃R \ DR. A seguir, estudamos o blow-up complexo em 0 ∈ C2 e depois o
blow-up real em 0 ∈ R2. Os dois processos podem ser considerados simultaneamente,
sendo que o blow-up real se identifica com a restrição do blow-up complexo ao conjunto
de pontos J-invariantes de M , onde J é a involução antiholomorfa J : (x, y) 7→ (x̄, ȳ).

2.1. Blow-up puntual em 0 ∈ C2

Seja [x : y] ∈ P1
C, e seja D = {0}×P1

C. Consideramos a variedade anaĺıtica complexa,
de dimensão complexa 2, definida por

C̃2 = {((x, y), [x : y]) : (x, y) ∈ C2 \ {0}} ∪D.

O blow-up em 0 ∈ C2 é definido pela aplicação

π : (C̃2, D) → (C2, 0),

que satisfaz π((0, 0), [x : y]) = (0, 0), π((x, y), [x : y]) = (x, y), onde (x, y) ∈ C2 \ {0}. A

seguir provamos que C̃2 é uma variedade anaĺıtica complexa de dimensão 2. Seja (U,ϕ)
uma carta local de P1

C tal que U = {[x : y] ∈ P1
C : x 6= 0}, e ϕ é definida por

ϕ : C → U

v 7→ ϕ(v) = [1 : v].

Seja (V, φ) outra carta local de P1
C tal que V = {[x : y] ∈ P1

C : y 6= 0}, e

φ : C → V

u 7→ φ(u) = [u : 1].

Considerando

Ũ = {((x, y), [x : y]) ∈ C2 × U : x 6= 0,
y

x
= ϕ−1([x : y])} ∪ ({0} × U)

= {((x, xv), [1 : v]) ∈ C2 × U : v = ϕ−1([1 : v])},
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Ṽ = {((x, y), [x : y]) ∈ C2 × V : y 6= 0,
x

y
= φ−1([x : y])} ∪ ({0} × V )

= { ((uy, y), [u : 1]) ∈ C2 × V : u = φ−1([u : 1])},
como P1

C = U ∪ V , temos que

C̃2 = Ũ ∪ Ṽ .
As vizinhanças Ũ , Ṽ são denominadas vizinhanças coordenadas de C̃2. Como U ∩V 6= ∅,
temos que Ũ ∩ Ṽ 6= ∅. Em Ũ ∩ Ṽ nem v nem u são zero e uv = 1. Considerando

ϕ̃ : C2 → Ũ

(x, v) 7→ ϕ̃(x, v) =

{
((0, 0), [1 : v]) , x = 0
((x, xv), [1 : v]) , x 6= 0

,

Se x = 0 temos que ϕ̃−1(Ũ ∩ Ṽ ) = {(0, v) ∈ C2 : v 6= 0}. Se x 6= 0 temos que

ϕ̃−1(Ũ ∩ Ṽ ) = {(x, v) ∈ C2 : ϕ̃(x, v) ∈ Ũ ∩ Ṽ }
= {(x, v) ∈ C2 : ((x, xv), [1 : v]) ∈ C2 × (U ∩ V )}
= {(x, v) ∈ C2 : x 6= 0, v 6= 0}.

Então ϕ̃−1(Ũ ∩ Ṽ ) = C× C∗ é subconjunto aberto de C2. E considerando

φ̃ : C2 → Ṽ

(u, y) 7→ φ̃(u, y) =

{
((0, 0), [u : 1]), y = 0
((uy, y), [u : 1]), y 6= 0

,

Se y = 0 temos que φ̃−1(Ũ ∩ Ṽ ) = {(u, 0) ∈ C2 : u 6= 0}. Se y 6= 0 temos que

φ̃−1(Ũ ∩ Ṽ ) = {(u, y) ∈ C2 : φ̃(u, y) ∈ Ũ ∩ Ṽ }
= {(u, y) ∈ C2 : ((uy, y), [u : 1]) ∈ C2 × (U ∩ V )}
= {(u, y) ∈ C2 : u 6= 0, y 6= 0}.

Então φ̃−1(Ũ ∩ Ṽ ) = C∗ × C é subconjunto aberto de C2.
Se (x, v) ∈ C× C∗, temos a mudança de coordenadas

(φ̃−1 ◦ ϕ̃)(x, v) = φ̃−1((x, xv), [1 : v]) = φ̃−1
(

(x, xv),

[
1

v
: 1

])
=

(
1

v
, xv

)
∈ C∗ × C.

Se (u, y) ∈ C∗ × C, temos a mudança de coordenadas

(ϕ̃−1 ◦ φ̃)(u, y) = ϕ̃−1(((uy, y), [u : 1])) = ϕ̃−1
(

(uy, y),

[
1 :

1

u

])
=

(
uy,

1

u

)
∈ C× C∗.

Como u 6= 0 e v 6= 0, então φ̃−1 ◦ ϕ̃ e ϕ̃−1 ◦ φ̃ são anaĺıticas complexas. Obtemos

o atlas anaĺıtico complexo {(U, ϕ̃), (V, φ̃)} de C̃2. Assim, C̃2 é uma variedade anaĺıtica
complexa (holomorfa) de dimensão 2, com π(D) = {0}. Temos 2 cartas locais dadas por

(10) π ◦ ϕ̃(x, v) = (x, xv) e π ◦ φ̃(u, y) = (uy, y).

A seguir verificamos que a restrição

π|C̃2\D : C̃2 \D → C2 \ {0}
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é um difeomorfismo anaĺıtico complexo. Começamos provando a injetividade. Sejam

p1 = ((x1, y1), [x1 : y1]) e p2 = ((x2, y2), [x2 : y2]) dois pontos em C̃2 \D tais que

π((x1, y1), [x1 : y1]) = π((x2, y2), [x2 : y2]).

Pela definição de π, isso implica que (x1, y1) = (x2, y2). E portanto, p1 = p2, e temos que

π|C̃2\D é injetiva. Além disso, como a aplicação π : (C̃2, D) → (C2, 0), é sobrejetiva, e

como π−1({0}) = D, temos que

π|C̃2\D : C̃2 \D → C2 \ {0}

é sobrejetiva. Então, π|C̃2\D é bijetiva.

Se (x, v) ∈ C∗ × C, temos que

π|C̃2\D ◦ ϕ̃(x, v) = π|C̃2\D((x, xv), [1 : v]) = (x, xv) ∈ C2 \ {0},

então π|C̃2\D ◦ ϕ̃ é anaĺıtica complexa. Definimos(
π|C̃2\D ◦ ϕ̃

)−1
: C2 \ {0} → C∗ × C

(x, y) 7→
(
x,
y

x

)
,

que é anaĺıtica complexa.
Análogamente, se (u, y) ∈ C× C∗ temos que

π|C̃2\D ◦ φ̃(u, y) = (uy, y) ∈ C2 \ {0},

então π|C̃2\D ◦ φ̃ é anaĺıtica complexa. E definimos(
π|C̃2\D ◦ φ̃

)−1
: C2 \ {0} → C× C∗

(x, y) 7→
(
x

y
, y

)
,

que é anaĺıtica complexa. Então, π|C̃2\D é um difeomorfismo anaĺıtico complexo.

2.2. Blow-up puntual em 0 ∈ R2

Seja [x : y] ∈ P1
R, e seja DR = {0} × P1

R. Consideramos a variedade anaĺıtica real, de
dimensão real 2, definida por

R̃2 = {((x, y), [x : y]) : (x, y) ∈ R2 \ {0}} ∪DR.

O blow-up real é definido pela aplicação

πR : (R̃2, DR) → (R2, 0),

que satisfaz πR((0, 0), [x : y]) = (0, 0), πR((x, y), [x : y]) = (x, y), onde (x, y) ∈ R2 \ {0}.
A prova de que R̃2 é uma variedade real anaĺıtica de dimensão 2 é idêntica à prova de que

C̃2 é uma variedade complexa anaĺıtica. Das equações mencionadas em (10), temos que
as relações y = vx, com x 6= 0, e x = uy, com y 6= 0, definem tanto o blow-up real como
o blow-up complexo. Então, ao aplicar um blow-up real πR a (R2, 0) podemos considerar
simultaneamente o blow-up complexo πC em (C2, 0).
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2.3. Relação entre um blow-up em (R2, 0) e o blow-up em (C2, 0)

Da seção 2.2, dado um blow-up real em 0 ∈ R2, definido pela aplicação

πR : (R̃2, DR) → (R2, 0),

onde DR = {0} × P1
R. Obtemos a variedade anaĺıtica real

R̃2 = {((x, y), [x : y]) : (x, y) ∈ R2 \ {0}} ∪DR.

Interpretando as variáveis x, y como variáveis complexas, pela Seção 2.1, obtemos para-
lelamente o blow-up complexo, definido pela aplicação

πC : (C̃2, DC) → (C2, 0),

onde DC = {0} × P1
C. Obtemos também a variedade anaĺıtica complexa,

C̃2 = {((x, y), [x : y]) : (x, y) ∈ C2 \ {0}} ∪DC.

Consideramos o traço real de C2 = {(x, y) ∈ C2 : (x, y) = (x, y)}. Seja

J : (x, y) ∈ C2 7→ (x, y) ∈ C2

a involução canônica anti-holomorfa. O subconjunto de (C2, 0) de pontos fixos de J é o
traço real de (C2, 0) e se identifica com (R2, 0). O levantamento da involução canônica J
pelo blow-up complexo πC define uma única involução cont́ınua J1

J1 : C̃2 → C̃2,

tal que

πC ◦ J1 = J ◦ πC.
Isso se deve ao fato de que a expressão do mapa πC em coordenadas envolve apenas

coeficientes reais. O traço real de C̃2 é o conjunto {p1 ∈ C̃2 : p1 = J1(p1)} e se identifica

com R̃2. Assim, dizemos que R̃2 é o traço real de C̃2 e identificamos DR com DC ∩ R̃2, e

também πR = πC|R̃2 . Não é dif́ıcil ver que R̃2 é uma faixa de Möbius.

2.4. Blow-up puntual de uma folheação anaĺıtica complexa em 0 ∈ C2

Seja F o germe de folheação anaĺıtica complexa singular em 0 ∈ C2 induzido pelo
germe de campo vetorial anaĺıtico complexo com singularidade isolada na origem

X = P (x, y)
∂

∂x
+Q(x, y)

∂

∂y
,

onde P, Q ∈ C{x, y} não têm fator comum. Ou, equivalentemente, pela equação

ω = 0,

onde ω é o germe de 1-forma anaĺıtica complexa

ω = Q(x, y)dx− P (x, y)dy.

Escrevemos seu desenvolvimento em série de Taylor:

ω =
∞∑
j=k

(Qj(x, y)dx− Pj(x, y)dy) ,

onde Pk(x, y) 6= 0 ou Qk(x, y) 6= 0. Temos dois casos a considerar:
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Caso 1: xQk(x, y) − yPk(x, y) 6≡ 0. A singularidade é denominada não-dicŕıtica.
Usando y = vx, observamos que Qk(1, v)− vPk(1, v) 6≡ 0, então

π∗ω =
∞∑
j=k

[Qj(x, xv)dx− Pj(x, xv)d(xv)]

= xk
∞∑
j=k

xj−k [(Qj(1, v)− vPj(1, v)) dx− xPj(1, v)dv] .

E obtemos

(11)
π∗ω

xk
= (Qk(1, v)− vPk(1, v)) dx− xPk(1, v)dv + xα,

onde

α =
∞∑

j=k+1

xj−k−1 [(Qj(1, v)− vPj(1, v)) dx− xPj(1, v)dv] é holomorfa.

Do mesmo modo, usando x = uy, observamos que Qk(u, 1)− vPk(u, 1) 6≡ 0 escrevemos

(12)
π∗ω

yk
= (Qk(u, 1)− vPk(u, 1))dy + yQk(u, 1)du+ yβ,

onde

β =
∞∑

j=k+1

yj−k−1[(Qj(u, 1)− vPj(u, 1))dy + yQj(u, 1)du].

Na interseção dos abertos das cartas, se cumpre

π∗ω

yk
=

(
1

v

)k
π∗ω

xk
.

Essa equação diz que as soluções coincidem na interseção das vizinhanças coordenadas

que cobrem C̃2. Na carta (x, v), as singularidades de F̃ no divisor D : {x = 0} estão
dadas por pontos da forma (1, v0) que satisfazem a equação

Qk(1, v0)− v0Pk(1, v0) = 0.

Então, F̃ tem k+1 singularidades, contadas com multiplicidade, sobre o divisor D. Nesse
caso D é invariante.

Caso 2: xQk(x, y)−yPk(x, y) ≡ 0. A singularidade é denominada dicŕıtica. De (11),
temos

π∗ω

xk
= −xPk(1, v)dv + x

[
∞∑

j=k+1

xj−k−1 [(Qj(1, v)− vPj(1, v)) dx− xPj(1, v)dv]

]
.

E então

(13)
π∗ω

xk+1
=

∞∑
j=k+1

xj−k−1 (Qj(1, v)− vPj(1, v)) dx−
∞∑
j=k

xj−kPj(1, v)dv.

De (12), temos também

π∗ω

yk
= yQk(u, 1)du+ y

∞∑
j=k+1

yj−k−1[(Qj(u, 1)− vPj(u, 1))dy + yQj(u, 1)du].
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Então

(14)
π∗ω

yk+1
=

∞∑
j=k+1

yj−k−1(Qj(u, 1)− vPj(u, 1))dy +
∞∑
j=k

yj−kQj(u, 1)du.

Na interseção dos abertos das cartas, se cumpre

π∗ω

yk
=

(
1

v

)k+1
π∗ω

xk
.

Assim, as curvas solução também coincidem na interseção das vizinhanças coordenadas

que cobrem C̃2. Na carta (x, v), as singularidades de F̃ no divisor D : {x = 0} estão
dadas por pontos da forma (1, v0) tais que

Qk+1(1, v0)− v0Pk+1(1, v0) = 0

e também

Pk(1, v0) = 0.

Nos pontos do divisor D : {x = 0} onde Qk+1(1, v)−vPk+1(1, v) 6= 0 e também Pk(1, v) =
0, as folhas de F1 são tangentes ao divisor. Nos pontos do divisor onde Pk(1, v) 6= 0 as
folhas são transversais ao divisor. Como consequência, ao aplicar um blow-up na origem
de C2 obtemos a folheação F1. Como um blow-up é um difeomorfismo anaĺıtico complexo

entre C2 \ {0} e C̃2 \D e por cada ponto de uma folheação passa uma única folha, temos
que cada folha de F é levada em uma única folha de F1. Definimos, assim, a folheação
transformada estrita de F como F1 = π∗(F).

2.5. Blow-up puntual de uma folheação anaĺıtica real em 0 ∈ R2

Sejam XR um germe de campo vetorial anaĺıtico real e XC seu complexificado, ou
seja, um germe de campo vetorial anaĺıtico complexo definido pelas mesmas fórmulas que
definem o campo XR, porém no lugar de considerar suas variáveis em R as consideramos
em C. Dizemos que XR tem singularidade algebricamente isolada na origem se seu
complexificado XC tem singularidade isolada na origem. Seja FR o germe de folheação
anaĺıtica real singular em 0 ∈ R2 induzido pelo germe de campo vetorial anaĺıtico real
com singularidade algebricamente isolada na origem

XR = PR(x, y)
∂

∂x
+QR(x, y)

∂

∂y
,

onde PR, QR ∈ R{x, y} não têm fator comum e PR(0, 0) = QR(0, 0) = 0. Equivalente-
mente, FR é definida pela equação

ωR = 0,

onde ωR é o germe da 1-forma anaĺıtica real

ωR = PR(x, y)dy −QR(x, y)dx.

Interpretando as variáveis x, y como variáveis complexas, obtemos FC o germe de fo-
lheação holomorfa singular em 0 ∈ C2 induzido pelo germe de campo vetorial holomorfo
com singularidade isolada na origem

XC = PC(x, y)
∂

∂x
+QC(x, y)

∂

∂y
,
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onde PC, QC ∈ C{x, y} não têm fator comum. Ou, equivalentemente, pela equação

ωC = 0,

onde ωC é o germe da 1-forma holomorfa

ωC = PC(x, y)dy −QC(x, y)dx.

Observe que XR tem singularidade algebricamente isolada pelo fato que os coeficientes
de XR serem ambos não-unidades e relativamente primos em R{x, y}. Pois se XC não
tivesse singularidade isolada então PC(x, y) e QC(x, y) teriam um fator comum da forma
a(x, y) + ib(x, y), com a(x, y), b(x, y) ∈ R{x, y} porém como PC(x, y) e QC(x, y) só tem
coeficientes reais então a(x, y) − ib(x, y) tem que ser outro fator comum entre eles, isso
implica que (a(x, y) + ib(x, y)) · (a(x, y) − ib(x, y)) seria fator comum entre eles, porém
isso contradiz o fato que PR e QR não tem fator comum.

Seguindo as ideias e notações, apresentadas na seção 2.3, identificamos FR com a
interseção de FC com o traço real de (C2, 0). Ou seja, as folhas de FR são obtidas pela
interseção das folhas de FC com o traço real. Após o blow-up complexo πC, identificamos
e definimos o blow-up de FR como

F1
R = F1

C ∩ R̃2,

onde R̃2 é o traço real de C̃2.

2.6. Composição de blow-ups complexos e composição de blow-ups reais

Nessa seção usamos novamente K = C ou R para realizar definições e afirmações
válidas tanto no contexto real como no complexo. Fazendo k sucessivos blow-ups sobre
as singularidades isoladas que vão aparecendo depois de cada blow-up, produzimos a
composição

σK = π1
K ◦ · · · ◦ πk−1K ◦ πkK,

de blow-ups

πjK : (M̃ j
K,D

j
K)→ (M̃ j−1

K ,Dj−1K ),

para j = 1, . . . , k, tal que

• (M̃0
K,D0

K) = (K2, 0), (M̃1
K,D1

K) = (K̃2, DK),

• o blow-up em 0 ∈ K2 é π1
K : (M̃1

K,D1
K)→ (M̃0

K,D0
K).

• cada πjK é um blow-up em um ponto pj−1 ∈ Dj−1K .

• DjK = (π1
K ◦ · · · ◦ πk−1K ◦ πkK)−1(0) é um divisor com cruzamentos normais, cujas

componentes irredut́ıveis são isomorfas a retas projetivas P1
K.

Denotamos (M̃k
K,DkK) por (M̃K,DK), e a sequência de blow-ups por

σK : (M̃K,DK)→ (K2, 0),

onde DK = σ−1K (0). Um ponto que pertence a DK e está na interseção de duas compo-
nentes irredut́ıveis é chamado de esquina. Caso contrário, é chamado de ponto traço.

Denotamos por F0
K = FK,F1

K = (π1
K)∗(F0

K), . . . ,FkC = F̃K = (πkK)∗(Fk−1K ) = σ∗KFK as
folheações obtidas como transformadas estritas pela sequência de blow-ups. Uma com-

ponente irredut́ıvel de DK é classificada como dicŕıtica se é não-invariante por F̃K, caso
contrario, é classificada como não-dicŕıtica.
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2.7. Blow-up puntual em 0 ∈ C3

Sejam [x : y : z] ∈ P2
C e D = {0} × P2

C. Obtemos a variedade anaĺıtica complexa, de
dimensão complexa 3, definida por

C̃3 = D ∪ {((x, y, z), [x : y : z]) : (x, y, z) ∈ C2 \ {0}}
aplicamos um blow-up na origem de C3 definido pela aplicação

π : (C̃3, D) → (C3, 0),

que satisfaz π((0, 0, 0), [x : y : z]) = (0, 0, 0) e π((x, y, z), [x : y : z]) = (x, y, z), onde
(x, y, z) ∈ C3 \ {0}. O divisor excepcional é a subvariedade

D = π−1(0) = {0} × P2
C ' P2

C.

A restrição

π|C̃3\D : C̃3 \D → C3 \ {0}
é um difeomorfismo anaĺıtico complexo. Com os abertos

Ũ = {((x, y, z), [x : y : z]) ∈ C̃3 : x 6= 0},

Ṽ = {((x, y, z), [x : y : z]) ∈ C̃3 : y 6= 0},
W̃ = {((x, y, z), [x : y : z]) ∈ C̃3 : z 6= 0}

definimos as seguintes cartas para C̃3

ϕ̃ : C3 → Ũ

(u, v, w) 7→ ϕ̃(u, v, w) = ((u, uv, uw), [1 : v : w]),

φ̃ : C3 → w̃

(u, v, w) 7→ φ̃(u, v, w) = ((uv, v, vw), [u : 1 : w]),

ψ̃ : C3 → W̃

(u, v, w) 7→ ψ̃(u, v, w) = ((uw, vw,w), [u : v : 1]),

Nessas cartas locais, escrevemos

π ◦ ϕ̃(u, v, w) = (u, uv, uw)

π ◦ φ̃(u, v, w) = (uv, v, vw)

π ◦ ψ̃(u, v, w) = (uw, vw,w)

2.7.1. Blow-up puntual em 0 ∈ C3 de um germe folheação anaĺıtica de codi-
mensão 1. Seja F um germe de folheação de codimensão 1 em (C3, 0) induzida pela
1-forma anaĺıtica complexa integrável

ω = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz,

onde P,Q,R ∈ C{x, y, z} são homogêneos e não têm fator comum. Escrevemos

ω =
∞∑
j=k

Pj(x, y, z)dx+
∞∑
j=k

Qj(x, y, z)dy +
∞∑
j=k

Rj(x, y, z)dz,

seu desenvolvimento de Taylor. Seja π∗(ω) a 1-forma obtida pelo pull-back de ω pelo

blow-up π : (C̃3, D)→ (C3, 0). Temos dois casos a analisar.
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Caso 1 (não-dicŕıtico): xPk(x, y, z) + yQk(x, y, z) + zRk(x, y, z) 6≡ 0. Tomamos a
escrita de π na primeira carta do blow-up puntual

x = u, y = uv, z = uw.

Observando que xPk(x, y, z) + yQk(x, y, z) + zR(x, y, z) 6≡ 0, temos

Pj(1, v, w) + vQj(1, v, w) + wRj(1, v, w) 6≡ 0.

Então, a 1-forma π∗(ω) nessas coordenadas é

π∗(ω) =
∞∑
j=k

[
Pj(u, uv, uw)du+Qj(u, uv, uw)d(uv) +Rj(u, uv, uw)d(uw)

]

=
∞∑
j=k

[
Pj(u, uv, uw)du+Qj(u, uv, uw)(vdu+ udv) +Rj(u, uv, uw)(wdu+ udw)

]

=
∞∑
j=k

[
uj [Pj(1, v, w) + vQj(1, v, w) + wRj(1, v, w)] du

+ uj+1 [Qj(1, v, w)dv +Rj(1, v, w)dw]

]
.

Obtemos

ω1 =
π∗(ω)

uk
= [Pk(1, v, w) + vQk(1, v, w) + wRk(1, v, w)] du

+ u [Qk(1, v, w)dv +Rk(1, v, w)dw] + uα,
(15)

onde

α =
∞∑

j=k+1

uj−k−1

[
[Pj(1, v, w) + vQj(1, v, w) + wRj(1, v, w)] du

+ u [Qj(1, v, w)dv +Rj(1, v, w)dw]

]
.

Escrevemos π na segunda carta do blow-up puntual

x = uv, y = v, z = vw.

Nesse caso, xPk(x, y, z) + yQk(x, y, z) + zR(x, y, z) 6≡ 0 implica em

uPj(u, 1, w) +Qj(u, 1, w) + wRj(u, 1, w) 6≡ 0.

Então, nessa segunda carta,

π∗(ω) =
∞∑
j=k

[
Pj(uv, v, vw)d(uv) +Qj(uv, v, vw)dv +Rj(uv, v, vw)d(vw)

]

=
∞∑
j=k

[
vj [uPj(u, 1, w) +Qj(u, 1, w) + wRj(u, 1, w)] dv

+ vj+1 [Pj(u, 1, w)du+Rj(u, 1, w)dw]

]
.
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Obtemos então

ω2 =
π∗(ω)

vk
= [uPk(u, 1, w) +Qk(u, 1, w) + wRk(u, 1, w)] dv

+ v [Pk(u, 1, w)du+Rk(u, 1, w)dw] + vβ,
(16)

onde

β =
∞∑

j=k+1

vj−k−1

[
[uPj(u, 1, w) +Qj(u, 1, w) + wRj(u, 1, w)] dv

+ v [Pj(u, 1, w)du+Rj(u, 1, w)dw]

]
.

Finalmente, na terceira carta, temos

x = uw, y = vw, z = w.

Nesse caso, uPj(u, v, 1) + vQj(u, v, 1)du+Rj(u, v, 1) 6≡ 0. Logo,

π∗(ω) =
∞∑
j=k

[
Pj(uw, vw,w)d(uw) +Qj(uw, vw,w)d(vw) +Rj(uw, vw,w)dw

]

=
∞∑
j=k

[
wj [uPj(u, v, 1) + vQj(u, v, 1) +Rj(u, v, 1)] dw

+ wj+1 [Pj(u, v, 1)du+Qj(u, v, 1)dv]

]
.

Obtemos então

ω3 =
π∗ω

wk
= [uPk(u, v, 1) + vQk(u, v, 1) +Rk(u, v, 1)] dw

+ w [Pk(u, v, 1)du+Qk(u, v, 1)dv] + vγ,
(17)

onde

γ =
∞∑

j=k+1

wj−k−1

[
[uPj(u, v, 1) + vQj(u, v, 1) +Rj(u, v, 1)] dw

+ w [Pj(u, v, 1)du+Qj(u, v, 1)dv]

]
é uma 1-forma holomorfa.

Momentaneamente, para reconhecer as variáveis u, v, w em cada carta e conhecer as
relações entre as cartas usamos subindices, por exemplo a variável u na carta 1 é denotada
u1. Assim, na interseção dos abertos das cartas 1 e 2, denotamos v1 ao v da carta 1, v2
ao v da carta 2 e temos temos que v2 = v1 · u1, e se cumpre

ω2 =
π∗ω

(v2)k
=

(
1

v1

)k
π∗(ω)

(u1)k
=

(
1

v1

)k
ω1
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E fazemos exatamente os mesmos cálculos e comparações com os outros casos. As
equações mostram que as curvas solução coincidem na interseção das vizinhanças coorde-

nadas que cobrem C̃3. Na carta (u, v, w), as singularidades de F̃ no divisor D : {u = 0}
estão dadas por pontos da forma (1, v0, w0) que satisfazem a equação

Pk(1, v0, w0) + v0Qk(1, v0, w0) + w0Rk(1, v0, w0) = 0.

então F̃ tem uma curva de singularidades sobre divisor. Nesse caso D é invariante.
Caso 2 (dicŕıtico) xPk(x, y, z) + yQk(x, y, z) + zRk(x, y, z) ≡ 0.
Usando

x = u, y = uv, z = uw

em (15) temos
π∗(ω)

uk
= u [Qk(1, v, w)dv +Rk(1, v, w)dw] + uα,

onde

α =
∞∑

j=k+1

uj−k−1

[
[Pj(1, v, w) + vQj(1, v, w) + wRj(1, v, w)] du

+ u [Qj(1, v, w)dv +Rj(1, v, w)dw]

]
.

Então,

ω4 =
π∗ω

uk+1
=

∞∑
j=k+1

uj−k−1

[
Pj(1, v, w) + vQj(1, v, w) + wRj(1, v, w)

]
du

+
∞∑
j=k

u

[
Qj(1, v, w)dv +Rj(1, v, w)dw

]
.

Considerando agora
x = uv, y = v, z = vw.

De (16) obtemos
π∗ω

vk
= v [Pk(u, 1, w)dv +Rk(u, 1, w)dw] + vβ,

onde

β =
∞∑

j=k+1

vj−k−1

[
[uPj(u, 1, w) +Qj(u, 1, w) + wRj(u, 1, w)] dv

+ v [Pj(u, 1, w)du+Rj(u, 1, w)dw]

]
.

Logo,

ω5 =
π∗ω

vk+1
=

∞∑
j=k+1

vj−k−1

[
uPj(u, 1, w) +Qj(u, 1, w) + wRj(u, 1, w)

]
dv

+
∞∑
j=k

v

[
Pj(u, 1, w)du+Rj(u, 1, w)dw

]
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Por fim, considerando

x = uw, y = vw, z = w,

de (17), temos que

π∗ω

wk
= w [Pk(u, v, 1)du+Qk(u, v, 1)dv] + vγ,

onde

γ =
∞∑

j=k+1

wj−k−1

[
[uPj(u, v, 1) + vQj(u, v, 1) +Rj(u, v, 1)] dw

+ w [Pj(u, v, 1)du+Qj(u, v, 1)dv]

]
Então,

ω6 =
π∗ω

wk+1
=

∞∑
j=k+1

wj−k−1

[
uPj(u, v, 1) + vQj(u, v, 1) +Rj(u, v, 1)

]
dv

+
∞∑
j=k

w

[
Pj(u, v, 1)du+Qj(u, v, 1)dv

]
Na interseção dos abertos das cartas 1 e 2, temos que v2 = v1 · u1, vale

ω5 =
π∗(ω)

(v2)k+1
=

(
1

v1

)k+1
π∗ω

(u1)k+1
=

(
1

v1

)k+1

ω4

E fazemos exatamente os mesmos cálculos e comparações com os outros casos. Por
isso, no caso dicŕıtico as curvas solução também coincidem na interseção das vizinhanças

coordenadas que cobrem C̃3. Nesse caso, o divisor D é não-invariante.

2.8. Blow-up ao longo de uma curva lisa em C3

O blow-up cujo centro é um germe de curva lisa é chamado monoidal. Vamos consi-
derar o blow-up cujo centro é o eixo z de C3, ou seja Oz = {(x, y, z) ∈ C3 : x = y = 0}.
Seja [x : y] ∈ P1

C, e seja D = Oz × P1
C. Definimos

C̃3 = D ∪ {((x, y, z), [x : y]) : (x, y, z) ∈ C3 \Oz}.
O blow-up com centro em Oz é a aplicação

π : (C̃3, D) → (C3, Oz),

que satisfaz π((0, 0, z), [x : y]) = (0, 0, z) e π((x, y, z), [x : y]) = (x, y, z), onde (x, y, z) ∈
C3 \Oz. O divisor excepcional é

D = π−1(Oz) = Oz × P1
C.

E para cada ponto q ∈ Oz

π−1(q) = {q} × P1
C ' P1

C.

A restrição

π|C̃3\D : C̃3 \D → C3 \Oz
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é um difeomorfismo anaĺıtico complexo. Com os abertos

Ũ = {((x, y, z), [x : y]) ∈ C̃3 : x 6= 0},

Ṽ = {((x, y, z), [x : y]) ∈ C̃3 : y 6= 0}.

Temos o seguinte par de cartas para C̃3:

ϕ̃ : C3 → Ũ

(u, v, w) 7→ ϕ̃(u, v, w) = ((u, uv, w), [1 : v]),

φ̃ : C3 → Ṽ

(u, v, w) 7→ φ̃(u, v, w) = ((uv, v, w), [u : 1]),

permitem obter 2 cartas locais, com as que se relacionam os pontos de C̃3 \ D com os
pontos de C3 \Oz,

π ◦ ϕ̃(u, v, w) = (u, uv, w) ∈ C3 \ {u = 0}

π ◦ φ̃(u, v, w) = (uv, v, w) ∈ C3 \ {v = 0}.

2.8.1. Blow-up ao longo de uma curva lisa de uma folheação anaĺıtica com-
plexa de codimensão 1. Consideremos F um germe de folheação de codimensão 1 em
(C3, 0), cujo conjunto singular é Oz e que é induzida pela 1-forma anaĺıtica complexa ω
definida por

ω = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz,

onde P,Q,R ∈ C{x, y, z} não têm fator comum. Então,

P (0, 0, z) = Q(0, 0, z) = R(0, 0, z) = 0.

Para z = z0 6= 0 fixado, temos que cada P (x, y, z0), Q(x, y, z0), R(x, y, z0) são séries
de potências nas variáveis x, y. Após uma mudança linear de coordenadas, podemos
supor que P (x, y, z0), Q(x, y, z0), R(x, y, z0) têm a mesma multiplicidade algébrica. Então
podemos escrever

ω =
∞∑
j=k

Pj(x, y, z0)dx+
∞∑
j=k

Qj(x, y, z0)dy +
∞∑
j=k

Rj(x, y, z0)dz,

seu desenvolvimento de Taylor. Considerando que z = z0 implica dz = 0, temos que

ω|z=z0 = P (x, y, z0)dx+Q(x, y, z0)dy,

Caso 1 (não-dicŕıtico): xPk(x, y, z0) + yQk(x, y, z0) 6≡ 0.
Na primeira carta do blow-up monoidal

x = u, y = uv, z = w = z0.

Observamos que xPk(x, y, z0) + yQk(x, y, z0) 6≡ 0, implica

Pj(1, v, z0) + vQj(1, v, z0) 6≡ 0.
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Então, a 1-forma π∗(ω) nessas coordenadas é

π∗(ω) =
∞∑
j=k

[
Pj(u, uv, z0)du+Qj(u, uv, z0)d(uv)

]

=
∞∑
j=k

[
Pj(u, uv, z0)du+Qj(u, uv, z0)(vdu+ udv)

]

=
∞∑
j=k

[
uj [Pj(1, v, z0) + vQj(1, v, z0)] du+ uj+1Qj(1, v, z0)dv

]
.

Obtemos

(18) ω1 =
π∗(ω)

uk
= [Pk(1, v, z0) + vQk(1, v, z0)] du+ uQk(1, v, z0)dv + uα,

onde

α =
∞∑

j=k+1

uj−k−1

[
[Pj(1, v, z0) + vQj(1, v, z0)] du+ uQj(1, v, z0)dv

]
Escrevemos π na segunda carta do blow-up monoidal

x = uv, y = v, z = w = z0.

Nesse caso, xPk(x, y, z0) + yQk(x, y, z0) 6≡ 0 implica em

uPj(u, 1, z0) +Qj(u, 1, z0) 6≡ 0.

Então, nessa segunda carta,

π∗(ω) =
∞∑
j=k

[
Pj(uv, v, z0)d(uv) +Qj(uv, v, z0)dv

]

=
∞∑
j=k

[
vj [uPj(u, 1, z0) +Qj(u, 1, z0)] dv + vj+1Pj(u, 1, z0)du

]
.

Assim,

(19) ω2 =
π∗(ω)

vk
= [uPk(u, 1, z0) +Qk(u, 1, z0)] dv + vPk(u, 1, z0)du+ vβ,

onde

β =
∞∑

j=k+1

uj−k−1

[
[uPj(u, 1, z0) +Qj(u, 1, z0)] dv + vPj(u, 1, z0)du

]
.

Usando momentaneamente sub́ındices, a variável u na carta 1 é denotada u1, denota-
mos v1 ao v da carta 1, e denotamos também v2 ao v da carta 2 . Assim, na interseção
dos abertos das cartas 1 e 2, e temos que v2 = v1 · u1, e se cumpre

ω2 =
π∗ω

(v2)k
=

(
1

v1

)k
π∗(ω)

(u1)k
=

(
1

v1

)k
ω1

As equações mostram que, restritos a z = z0, as curvas solução dentro do plano z = z0
coincidem na interseção das vizinhanças coordenadas que cobrem C̃3|z=z0 . Na carta
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(u, v, z0), as singularidades de F̃ |z=z0 em D|z=z0 : {u = 0} estão dadas por pontos da
forma (1, v0, z0) que satisfazem a equação

Pk(1, v0, z0) + v0Qk(1, v0, z0) = 0.

então F̃ |z=z0 tem singularidades isoladas sobre divisor. Cada uma das singularidade

isoladas de F̃ |z=z0 está sobre D|z=z0 , onde D = π−1(Oz) = Oz × P1
C. Como o z0 é

arbitrário, então por cada uma de aquelas singularidades passa uma curva contida no

conjunto singular de F̃ . Nesse caso D é invariante.
Caso 2 (dicŕıtico) xPk(x, y, z0) + yQk(x, y, z0) ≡ 0.
Usando

x = u, y = uv, z = z0
em (18) temos

π∗(ω)

uk
= uQk(1, v, z0)dv + uα,

onde

α =
∞∑

j=k+1

uj−k−1

[
[Pj(1, v, z0) + vQj(1, v, z0)] du+ uQj(1, v, z0)dv

]
.

Então,

ω4 =
π∗ω

uk+1
=

∞∑
j=k+1

uj−k−1

[
Pj(1, v, z0) + vQj(1, v, z0)

]
du+

∞∑
j=k

uQj(1, v, z0)dv.

Considerando a outra carta
x = uv, y = v, z = z0.

De (19) obtemos
π∗ω

vk
= vPk(u, 1, z0)dv + vβ,

com

β =
∞∑

j=k+1

vj−k−1

[
[uPj(u, 1, z0) +Qj(u, 1, z0)] dv + vPj(u, 1, z0)dv

]
.

Logo,

ω5 =
π∗ω

vk+1
=

∞∑
j=k+1

vj−k−1

[
uPj(u, 1, z0)+Qj(u, 1, z0)+wRj(u, 1, z0)

]
dv+

∞∑
j=k

vPj(u, 1, z0)du

Na interseção dos abertos das cartas 1 e 2, temos que v2 = v1 · u1, vale

ω5 =
π∗(ω)

(v2)k+1
=

(
1

v1

)k+1
π∗ω

(u1)k+1
=

(
1

v1

)k+1

ω4

Por isso, no caso dicŕıtico as curvas solução também coincidem na interseção das vizi-

nhanças coordenadas que cobrem C̃3|z=z0 . Como z0 é arbitrário, todo D é dicritico. Nesse
caso, o divisor D é não-invariante.
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CAṔıTULO 3

Invariante polar de uma folheação holomorfa em (C2, 0)

No presente caṕıtulo, baseados em [8] e [13], procuramos entender como o número
de Milnor e a multiplicidade algébrica estão relacionados com invariantes polares de um
germe de folheação holomorfa com singularidade isolada na origem de (C2, 0). Apresen-
tamos dois novos resultados que generalizam o Corolário 1 e a Proposição 2 de [8]. Além
disso, no contexto de folheações holomorfas singulares, apresentamos também uma outra
versão de uma conhecida formula para germes de curvas planas apresentada por Teis-
sier em [25]. Graças ao principal resultado dessa seção, o Teorema 3.2.12, conseguimos
estudar na Seção 4.6 a relação entre o número de Milnor e a existência de separatriz
real em germes de campos anaĺıticos reais com singularidade algebricamente isolada na
origem. Embora o foco de nosso trabalho esteja no contexto real, nesse caṕıtulo nossos
resultados são independentes do tema central da tese. Devido a isso e para facilitar a
leitura, começamos com uma seção preliminar, assim esse caṕıtulo pode ser lido indepen-
dentemente dos outros.

3.1. Preliminares em (C2, 0)

Um germe de folheação holomorfa singular F em (C2, 0) é definido pela equação

ω = 0,

onde

(20) ω = P (x, y)dy −Q(x, y)dx

é um germe de 1-forma holomorfa, onde P, Q ∈ C{x, y} não têm fator comum. Também
pode ser definido pelo campo vetorial

X = P (x, y)
∂

∂x
+Q(x, y)

∂

∂y

Fazendo o desenvolvimento de Taylor de uma função holomorfa f , escrevemos

f =
∞∑
k=m

fk = fm + fm+1 + . . . ,

onde fm é o primeiro jato não identicamente nulo (fm 6= 0). Esse número m é chamado
de multiplicidade algébrica da função f e, no caso em que f(0) = 0, é também chamado
multiplicidade algébrica da curva definida por f = 0 e denotado por ν0(f).

A multiplicidade algébrica do germe de folheação holomorfa FC, induzida por XR, é
definida como

ν0(F) = min{ν0(P ), ν0(Q)}.
O número de Milnor de F é definido por

µ0(F) = dim
C{x, y}
(P,Q)

,



3.1. PRELIMINARES EM (C2, 0) 46

onde (P,Q) é o ideal gerado por P, Q ∈ C{x, y}.
Da seção 1.1.3, uma curva formal C em (C2, 0) é o objeto definido por uma equação

f(x, y) = 0, onde f ∈ C [[x, y]] é uma série formal, não trivial, não unidade e reduzida.
Uma curva formal é invariante por F se ela é a união de curvas irredut́ıveis tangentes à
folheação, ou seja, se existe uma função formal h que satisfaz

ω ∧ df = (fh)dx ∧ dy,

ou equivalentemente

P
∂f

∂x
+Q

∂f

∂y
= fh,

para algum h ∈ C[[x, y]]. Se uma decomposição de f como produto de fatores irredut́ıveis
é f = f1f2 · · · fe, cada fi = 0 define um ramo Ci de C. Fixado um germe de folheação
F definido pela 1-forma ω, denominamos separatriz formal ou simplesmente separatriz
a um germe de curva formal, irredut́ıvel e invariante por F que passa pela origem de
(C2, 0). Se a separatriz pertence a C {x, y} ela é chamada de separatriz convergente ou
separatriz anaĺıtica. Caso contrário, diz-se que é puramente formal. A famı́lia de todas
as separatrizes de F na origem 0 é denotada por Sep0(F).

Segundo o estudado nas Seções 2.1 e 2.4, um blow-up puntual em (0, 0) ∈ (C2, 0) é o
mapa anaĺıtico

π : (C̃2, D) → (C2, 0),

onde D = π−1(0) = {0} × P1
C. (C̃2, D) se identifica com (C2, 0) no seguinte sentido:

{(0, 0)} é substitúıdo por D, um espaço projetivo P1
C mergulhado em C̃2, que parametriza

as direções tangentes em 0 ∈ C2. O blow-up π é definido nas coordenadas (x, v), (u, y) ∈
C2 identificadas pelas relações y = vx com x 6= 0 e x = uy com y 6= 0, de forma tal que

(x, v) 7→ (x, vx), (u, y) 7→ (uy, y). O blow-up restrito a C̃2 \ {D} é um difeomorfismo

holomorfo entre C̃2 \ {D} e C2 \ {0} que leva a folheação holomorfa F à folheação π∗F
em (C̃2, D), denominada transformada estrita de F , a qual é induzida por π∗ω = 0 e
que corresponde difeomorficamente a FK sobre os pontos onde πK é um difeomorfismo.
Se D é uma curva invariante por π∗F , dizemos que tanto o blow-up π como D são
não-dicŕıticos, caso contrário são dicŕıticos. No caso dicŕıtico, infinitas curvas anaĺıticas
invariantes cortam D. Elas são projetadas em infinitas separatrizes de F .

Dizemos que um germe de folheação holomorfa com singularidade isolada na origem
de (C2, 0) tem uma singularidade simples ou reduzida em 0 ∈ C2 se os autovalores da
parte linear do campo, λ1, λ2 ∈ C, satisfazem uma das seguintes condições:

(1) λ1 · λ2 6= 0 com λ1
λ2
/∈ Q+ (singularidade simples não-degenerada),

(2) λ1 6= 0 e λ2 = 0 (singularidade simples sela-nó).

Uma singularidade simples tem exatamente duas separatrizes transversais [16]. No caso
não-degenerado, ambas são convergentes. No caso sela-nó, aquela associada ao autovetor
do autovalor não-nulo é convergente e é chamada de separatriz forte. A outra separatriz
é formal e é chamada de separatriz fraca. Quando a separatriz fraca de uma sela-nó está
contida em uma componente do divisor a singularidade é chamada sela-nó tangente. Para
uma singularidade sela-nó, existem coordenadas formais, em que ela é escrita

ω = y(1 + µxk)dx+ xk+1dy,
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onde µ ∈ C e k ∈ Z+ são invariantes formais, a separatriz forte corresponde a {x = 0},
a separatriz fraca corresponde a {y = 0} e o inteiro iw0 (F) = k + 1 > 1 é chamado ı́ndice
fraco da sela-nó [18].

Em [23], Seidenberg provou que qualquer germe de folheação holomorfa com singu-
laridade isolada na origem de (C2, 0) admite um processo de redução de singularidades
complexa, ou seja, após aplicar uma sequência finita de blow-ups puntuais complexos

σ = π1 ◦ · · · ◦ πn−1 ◦ πn : (M̃,D) → (C2, 0),

que foram explicados na Seção 2.6, podemos obter uma nova folheação F̃ que tem uma
quantidade finita de singularidades, todas elas simples e sobre o divisor D = σ−1(0),
uma união finita de retas projetivas, chamadas componentes e denotadas por D, com
cruzamentos normais. Um ponto que pertence a D e está na interseção de duas compo-
nentes irredut́ıveis é chamado de esquina. Caso contrário, é chamado de ponto traço. A
valência de D, denotada por Val(D), é o numero de outras componentes de D intersec-
tando D. Por exemplo, se uma componente D é intersectada por outras 3 componentes,

então Val(D) = 3. Uma componente irredut́ıvel de D que é não-invariante por F̃ é clas-
sificada como dicŕıtica, caso contrário, é classificada como não-dicŕıtica. Dizemos que

B ∈ Sep0 (F) é uma separatriz dicŕıtica, se B̃ = σ∗B toca o divisor D em uma compo-
nente dicŕıtica. Caso contrário, dizemos que B é uma separatriz isolada. O conjunto de
separatrizes dicŕıticas de F é denotado por Dic0(F). O conjunto de separatrizes isoladas
de F é denotado por Iso0(F). As transformadas estritas das separatrizes de F são suaves
(têm multiplicidade algébrica 1), disjuntas e transversais a D. Cada singularidade isolada

de F̃ é reduzida e está fora das esquinas de D. Por cada uma delas passa uma separatriz

não contida no divisor. Além disso, a folheação F̃ é sempre transversal às componentes
dicŕıticas. Ou seja, um processo de redução de singularidades de F também dessingula-
riza as separatrizes de F . De [21], existe um processo minimal, no sentido que minimiza
a quantidade de blow-ups necessários para obter singularidades simples e dessingularizar
as separatrizes (todas elas disjuntas, transversais ao divisor fora das esquinas, tal que
duas componentes dicŕıticas não se interceptam). Nesse sentido, sempre que menciona-
mos processo de redução de singularidades, nos referimos a um processo minimal. O

germe da folheação F é definida pela 1-forma ω e o germe da folheação F̃ é definido por

σ∗ω (observe que σ∗ω se anula sobre o divisor; localmente, da Seção 2.4, F̃ é definida por
uma 1-forma com singularidades isoladas obtida pela divisão de σ∗ω por uma potência
da equação local do divisor).

Definição 3.1.1. O ı́ndice de excesso de tangência de F em 0 ∈ C2 como o número
inteiro não negativo

(21) τ0(F) =
∑

q∈SN(F̃)

ρ(Dq)(i
w
q (F̃)− 1),

onde SN(F̃) é o conjunto de singularidades do tipo sela-nó tangente no divisor excepcional
D, Dq é a componente contendo a separatriz fraca e ρ(Dq) é o peso da componente Dq.
Este é definido como a multiplicidade algébrica de uma curva γ tal que sua transformada
estrita σ∗γ é transversal a Dq fora das esquinas.

Sempre τ0(F) ≥ 0, e τ0(F) = 0 se e somente se SN(F̃) = ∅ (não há selas-nós
tangentes na redução de singularidades de F). Em geral, um divisor de separatrizes de
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uma folheação F é uma soma formal

B =
∑

B∈Sep0(F)

aB ·B,

onde os coeficientes aB ∈ Z são zero, exceto para um número finito de separatrizes
B ∈ Sep0(F). O suporte do divisor B é o conjunto formado por todas as separatrizes
B ∈ F tal que aB 6= 0. A definição seguinte foi proposta por Genzmer em [12] (veja
também [11]).

Definição 3.1.2. O divisor equilibrado de separatrizes B de um germe de folheação
holomorfa singular em (C2, 0) é uma soma formal

(22) B =
∑

B∈Sep0(F)

aB ·B

onde os aB ∈ {−1, 0, 1}, valem 1 para cada separatriz isolada, são não-nulos para um
número finito de separatrizes dicŕıticas, B ∈ Dic0(F) e, para cada componente dicŕıtica,
satisfazem ∑

B∈Sep0(D)

aB = 2− Val(D),

onde Val(D) é a valência da componente D e Sep0(D) é o conjunto de separatrizes cujo
transformado estrito por σ toca a componente D.

A multiplicidade algébrica de um divisor de separatrizes B é

(23) ν0(B) =
∑

B∈Sep0(F)

aBν0(B).

Observe que o resultado dessa soma formal é um número inteiro pois a quantidade
de coeficientes aB é finita. Cada componente dicŕıtica tem infinitas curvas invarian-
tes que têm a mesma multiplicidade algébrica. Portanto, se B1, B2 são duas separa-
trizes diferentes cujos levantamentos interceptam a mesma componente dicŕıtica, então
aB1ν0(B1) = aB2ν0(B2). Assim, ν0(B) é a mesma para qualquer divisor equilibrado de
F . O seguinte resultado é provado em [13, Prop.3.3]. Ele relaciona as multiplicidades
algébricas da folheação e do divisor equilibrado com o excesso de tangência da folheação.

Proposição 3.1.3. Sejam F , um germe de folheação holomorfa singular em (C2, 0), e
B um divisor equilibrado de separatrizes de F . Então

ν0(F) = ν0(B)− 1 + τ0(F).

3.2. Invariantes polares

O seguinte teorema clássico permite parametrizar um germe de curva anaĺıtica em
(C2, 0) por um mapa anaĺıtico definido em (C, 0).

Teorema 3.2.1 (Parametrização de Puiseux). [5] Seja C, o germe de curva anaĺıtica
irredut́ıvel em (C2, 0) que passa pela origem e distinta dos eixos coordenados, com equação
reduzida f(x, y) = 0, onde f ∈ C{x, y}. Então, existe germe de aplicação holomorfa

γ : (C, 0) → (C2, 0)

t 7→

(
tm,
∑
i≥n

ait
i

)
, com n ≥ m
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tal que f(γ(t)) = 0 e γ é uma bijeção entre (C, 0) e {f(x, y) = 0}.

Ou seja, uma parametrização de Puiseux de um germe de curva irredut́ıvel com
equação reduzida f = 0, multiplicidade ν0(f) = m e que satisfaz f(0, 0) = 0 pode
ser obtida no formato x = tm, y = φ(t) =

∑
i≥n ait

i, com ordt(φ(t)) ≥ m, an ∈ C \ {0}.
Sejam C1 e C2 dois germes de curvas anaĺıticas (respectivamente formais) na origem

definidas por f = 0 e g = 0, onde f, g ∈ C{x, y} (respectivamente C[[x, y]]), a multiplici-
dade de interseção na origem de dois germes de C1 e C2 é definida por

(f, g)0 = dimC

(
C{x, y}
(f, g)

)(
respectivamente dimC

(
C[[x, y]]

(f, g)

))
∈ N ∪∞,

onde (f, g) é o ideal gerado por f e g. As propriedades de (, )0 que vamos usar são (as
provas delas e mais propriedades podem ser vistas em [15]):

(i) (f, g)0 <∞ se, e somente se, f e g não tem fatores em comum,
(ii) (f, g)0 = (g, f)0,

(iii) (f, gh)0 = (f, g)0 + (f, h)0,
(iv) (f, g)0 = 0 se, e somente se, f e g não se interceptam na origem,
(v) (f, g)0 é invariante por mudança de coordenadas,

(vi) (f + hg, g)0 = (f, g)0

Seja F um germe de folheação holomorfa com singularidade isolada na origem de
(C2, 0) e definido pela equação ω = 0, tal que

(24) ω = P (x, y)dy −Q(x, y)dx

é um germe de 1-forma holomorfa, onde P, Q ∈ C{x, y} não têm fator comum. Uma
curva polar de F com respeito a (a : b) ∈ P1

C, denotada PF(a:b), é a curva definida pela
equação

aP − bQ = 0.

No contexto das formas diferenciáveis, é dada por ω ∧ (−bdy + adx) = 0. Observe
que, geometricamente, a curva PF(a:b) é o conjunto dos pontos onde a reta tangente à

folheação tem inclinação a
b
, com b 6= 0. Exceto no caso radial, a curva polar PF(a:b) não

tem ramos invariantes. Além disso, como P e Q não tem fatores comuns, temos que
ν0(F) = min{ν0(P), ν0(Q)} = ν0(aP − bQ), então para (a : b) ∈ P1

C genérico:

ν0
(
PF(a:b)

)
= ν0(F),

Para qualquer separatriz fixa B, o tipo de equisingularidade de PF(a:b) ∪B é indepen-

dente de (a : b), para (a : b) ∈ P1
C genérico. Assim, se Γ ∈ (C2, 0) é uma curva reduzida

formal não invariante tal que Γ ∪ B é equisingular a PF(a:b) ∪ B, elas possuem o mesmo
número de ramos e vale

(Γ, B)0 = (P(a:b), B)0,

onde (., .)0 é a multiplicidade de interseção. Isto permite fazer a seguinte definição

Definição 3.2.2. Dada a separatriz B, o número de interseção polar de F com respeito
a B é o número inteiro:

p0(F , B) = (P(a:b), B)0,

onde (a : b) ∈ P1
C genérico.
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Para calcular p0(F , B), parametrizamos B com uma parametrização de Puiseux γB(t),

p0(F , B) = ordt=0 ((aP − bQ) ◦ γB(t)) ,

onde (a : b) ∈ P1
C genérico. Como o número de interseção polar é um número de in-

terseção, é natural definirmos, para B1, B2 ∈ FC, o número de interseção polar

p0(FC, B1 ∪B2) = p0(FC, B1) + p0(FC, B2).

Temos a seguinte definição

Definição 3.2.3. Dado um divisor de separatrizes B, o número de interseção polar de
F com respeito a B é

(25) p0(F ,B) =
∑

B∈Sep0(F)

aB · (P(a:b), B)0 =
∑

B∈Sep0(F)

aB · p0(F , B).

De um modo geral, se B é um divisor equilibrado e ζ um ramo não invariante de F ,

(26) (B, ζ)0 =
∑

B∈Sep0(F)

aB · (B, ζ)0.

Para calcular (B, ζ)0 damos a cada ζ uma parametrização de Puiseux γ(t) = (x(t), y(t)),
e considerando a separatriz B definida por f(x, y) = 0. Então, (B, ζ)0 = ordt(f ◦ γ(t)).

Definição 3.2.4. Se ζ é um ramo formal não invariante por F com parametrização de
Puiseux γ(t), a ordem de tangência de F com respeito a ζ em 0 ∈ C2 é o inteiro

T0(F , ζ) = ordt=0 ( γ∗ω ) .

A seguir, estudamos o que acontece com T0(F , ζ), a ordem de tangência de F com

respeito a ζ, depois de aplicar um blow-up π : (C̃2, D) → (C2, 0). O blow-up π pode

ser não-dicŕıtico ou dićıtico. Denotamos F̃ e ζ̃ os transformados estritos da folheação F
e do ramo formal não invariante ζ respectivamente, e consideramos o ponto q ∈ ζ̃ ∩ D.
Obtemos o seguinte:

Proposição 3.2.5. Seja ζ um ramo formal não invariante por F . Então

T0(F , ζ) = m ν0(ζ) + Tq(F̃ , ζ̃),

onde m = ν0(F) no caso não-dicŕıtico, m = ν0(F) + 1 no caso dicŕıtico.

Demonstração. Se γ(t) = (x(t), y(t)) é uma parametrização Puiseux de ζ na qual
o eixo x é tangente a ζ (fazemos uma mudança linear de coordenadas, se necessário),

obtemos uma parametrização γ̃(t) de ζ̃, tal que γ(t) = π ◦ γ̃(t). Se ω = P (x, y)dy −
Q(x, y)dx, onde P (x, y) =

∑
j=ν Pj(x, y), Q(x, y) =

∑
j=ν Qj(x, y), ν = ν0(ω) = ν0(F), e

Pj, Qj são polinômios homogêneos de grau j:

π∗ω = P (x, vx)dx−Q(x, vx)(vdx+ xdv)

= (P (x, vx)− vQ(x, vx))dx− xQ(x, vx)dv.

No caso não-dicŕıtico Pν(x, vx)− vQν(x, vx) 6= 0, então

π∗w = xν
{(

P (x, vx)

xν
− vQ(x, vx)

xν

)
dx− xQ(x, vx)

xν
du

}
= xνω̃.
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Onde ω̃ define F̃ . Como (γ̃)∗π∗ω = (x(t))ν(γ̃)∗ω̃, temos

ord{(γ̃)∗π∗ω} = ord{(x(t))ν}+ ord{(γ̃)∗ω̃} = ν0(F)ord{x(t)}+ Tq(F̃ , ζ̃)

Como T0(F , ζ) = ord{(γ̃)∗π∗ω} e ord{x(t)} = ν0(ζ) obtemos

(27) T0(F , ζ) = ν0(F)ν0(ζ) + Tq(F̃ , ζ̃)

No caso dicŕıtico, Pν(x, vx)− vQν(x, vx) = 0, e por um processo semelhante, obtemos

(28) T0(F , ζ) = (ν0(F) + 1)ν0(ζ) + Tq(F̃ , ζ̃)

Então, consolidando (27) e (28) em um único resultado, obtemos

T0(F , ζ) = m ν0(ζ) + Tq(F̃ , ζ̃).

�

A seguir, estudamos o que acontece com a multiplicidade de interseção (B, ζ)0 após

aplicar o blow-up π : (C̃2, D)→ (C2, 0). Denotamos B̃ = π∗B a transformada estrita de

B ∈ Sep0(F), o divisor é D = π−1(0), ζ é um ramo formal não invariante, enquanto F̃ , B̃
e ζ̃ são as transformadas estritas de F , B e ζ respectivamente, e o ponto q ∈ ζ̃∩D. Nesse

contexto, definimos B̃, o transformado estrito de um divisor de separatrizes B, como

(29) B̃ = π∗B =
∑

B∈Sep0(F)

aB · π∗(B) =
∑

B∈Sep0(F)

aB · B̃.

Após o blow-up, as transformadas estritas das separatrizes de B intersectam D em dis-
tintos pontos. A localização em q ∈ D do transformado estrito de um divisor é

(30) B̃q = (π∗B)q

Isto é, a localização B̃q só considera as transformadas estritas das separatrizes do divisor
B que passam por q. Das equações (26), (29) e (30) obtemos

Proposição 3.2.6.

(B̃q, ζ̃)q =
∑

B∈Sep0(F)

aB · (B̃, ζ̃)q.

O seguinte lema permite relacionar invariantes de germes de curvas anaĺıticas antes
do blow-up com invariantes de suas transformadas estritas.

Lema 3.2.7. (Fórmula de Noether [9]). Se ξ1 e ξ2 são germes de curvas anaĺıticas

definidas em (C2, 0) e π : (C̃2, D)→ (C2, 0) é um blow-up, então

(ξ1, ξ2)0 = ν0(ξ1)ν0(ξ2) +
∑

q∈π−1(0)

(ξ̃1, ξ̃2)q.

A seguir, temos:

Proposição 3.2.8. Seja ζ um ramo formal não invariante por F , cujo transformado

estrito pelo blow-up π é ζ̃. Seja B̃q a localização em q ∈ ζ̃ ∩ D do transformado estrito
do divisor equilibrado B. Então

(B, ζ)0 = (m− τ0(F))ν0(ζ) + (Bq, ζ̃)q,

onde m = ν0(F) no caso não-dicŕıtico, m = ν0(F) + 1 no caso dicŕıtico.
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Demonstração. Se o blow-up π é não-dicŕıtico então a componente D é uma separatriz

passando por q e o divisor equilibrado da folheação local no ponto q é Bq = B̃q + D. Se

π é dicŕıtico, então D não é separatriz e Bq = B̃q. Então, o divisor equilibrado no ponto
q é

(31) Bq = B̃q + `Dq

onde ` é 1 se π é não-dicŕıtico ou é 0 se π é dicŕıtico. Pelo Lema 3.2.7 temos que, para
B ∈ Sep0(F),

(B, ζ)0 = ν0(B)ν0(ζ) + (B̃, ζ̃)q.

Da equação (26)

(B, ζ)0 =
∑

B∈Sep0(F)

aB ·
(
ν0(B)ν0(ζ) + (B̃, ζ̃)q

)

=

 ∑
B∈Sep0(F)

aB · ν0(B)

 ν0(ζ) +
∑

B∈Sep0(F)

aB · (B̃, ζ̃)q.

Da equação (23) e da Proposição 3.2.6

(B, ζ)0 = ν0(B)ν0(ζ) + (B̃q, ζ̃)q.

Da Proposição 4.5.6, temos ν0(B) = ν0(F) + 1− τ0(F), então

(32) (B, ζ)0 = (ν0(F) + 1− τ0(F))ν0(ζ) + (B̃q, ζ̃)q.

Paralelamente, de (31),

(Bq, ζ̃)q = (B̃q + `Dq, ζ̃)q = (B̃q, ζ̃)q + `(Dq, ζ̃)q = (B̃q, ζ̃)q + ` ν0(ζ).

De onde,

(B̃q, ζ̃)q = (Bq, ζ̃)q − ` ν0(ζ).

E substituindo em (32), obtemos

(B, ζ)0 = (ν0(F) + 1− `− τ0(F))ν0(ζ) + (Bq, ζ̃)q.

Se π é não-dicŕıtico ν0(F) + 1− ` = ν0(F), e se π é dicŕıtico, ν0(F) + 1− ` = ν0(F) + 1.
Usando o invariante m da Proposição 3.2.5, obtemos

(B, ζ)0 = (m− τ0(F))ν0(ζ) + (Bq, ζ̃)q,

�

Após o blow-up π, partindo de q ∈ ζ̃ ∩ D, pode-se aplicar uma quantidade infinita
de blow-ups, passando pelos pontos qj que estão na interseção dos transformados estritos
dos ramos não invariantes com os respectivos divisores que aparecem após cada blow-up,
gerando uma sequência infinita de pontos q0 = 0, q1 = q, q2, q3, . . . , qn, . . . .

Ditos pontos formam o conjunto de pontos infinitamente próximos da curva ζ, de-
notado por I(ζ). Estamos interessados em um subconjunto finito de I(ζ), cujos n + 1

elementos q0 = 0, q1 = q, q2, q3, . . . , qn são tais que, em qn, as transformadas estritas ζ̃qn
e F̃qn são regulares e transversais, Tal n existe, pois a curva ζ não é invariante por F .
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Definição 3.2.9. Se ζ é um ramo formal não invariante por F , o ı́ndice do excesso de
tangência de F ao longo de ζ é

(33) τ0(F , ζ) =
∑
q∈I(ζ)

τq(F̃)νq(ζ̃),

onde F̃ e ζ̃ são as transformadas estritas de F e ζ, em cada q ∈ I(ζ).

Como o ramo ζ é não invariante, essa soma tem um número finito de termos não
nulos. A seguir, provaremos o seguinte

Lema 3.2.10. Se F é um germe de folheação holomorfa em (C2, 0), B o divisor equili-
brado de separatrizes de F e ζ um ramo formal não invariante. Então

(B, ζ)0 = T0(F , ζ) + 1− τ0(F , ζ).

Demonstração. Das proposições 3.2.5 e 3.2.8

T0(F , ζ)− Tq(F̃ , ζ̃) = m ν0(ζ)

(B, ζ)0 − (Bq, ζ̃)q = (m− τ0(F))ν0(ζ).

Calculamos a diferença entre elas, e vemos que, depois de aplicar o blow-up π,

(34)
(
T0(F , ζ)− Tq(F̃ , ζ̃)

)
−
(

(B, ζ)0 − (Bq, ζ̃)q

)
= τ0(F)ν0(ζ).

Após aplicar os n primeiros blow-ups, conforme foi explicado anteriormente, como
para cada blow-up obtemos uma equação correspondente a (34), somamos todas elas e
obtemos uma soma telescópica

n−1∑
j=0

(
Tqj(F , ζ)− Tqj+1

(F̃ , ζ̃)
)
−
(

(B, ζ)qj − (Bqj+1
, ζ̃)qj+1

)
=

n−1∑
j=0

τqj(F̃) νqj(ζ̃).

onde F̃ , B̃ e Γ̃i são as transformadas estritas de F , B e ζ, em cada q ∈ I(ζ). Obtemos
então (

T0(F , ζ)− Tqn(F̃ , ζ̃)
)
−
(

(B, ζ)0 − (Bqn , ζ̃)qn

)
=

n−1∑
j=0

τqj(F̃) νqj(ζ̃).

Sempre é posśıvel obter um n-ésimo blow-up, tal que em qn, as transformadas estritas
de ζ e F sejam regulares e transversais. Então, podemos colocar um sistema de coor-
denadas em qn tal que a folheação local esteja definida por ω = dx e que o eixo x seja

ζ̃. Então, como Bqn = {x = 0} é a única separatriz da folheação local em qn, o divisor

equilibrado de separatrizes Bqn = Bqn = {x = 0} e portanto Tqn(F̃ , ζ̃) = 0. Como Bqn
e ζ̃ são lisas e transversais (Bqn , ζ̃)qn = (Bqn , ζ̃)qn = 1, e, como a folheação é regular,

τqn(F̃) = 0. Obtemos

T0(F , ζ)− (B, ζ)0 + 1 =
∑
q∈I(ζ)

τq(F̃) νqj(ζ̃)

E com a definição 3.2.9, obtemos

(B, ζ)0 = T0(F , ζ) + 1− τ0(F , ζ).

�
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Definição 3.2.11. Se Γ é uma curva reduzida tal que nenhuma de suas componentes
irredut́ıveis ζi é invariante por F , e Γ = ∪ki=1ζi é a sua decomposição em componentes
irredut́ıveis, definimos o ı́ndice do excesso de tangência de F ao longo de Γ como

(35) τ0(F ,Γ) =
k∑
i=1

τ0(F , ζi).

A seguir provaremos o resultado principal dessa seção, o qual generaliza a fórmula de
Teissier para germes de curvas planas.

Teorema 3.2.12. Sejam F um germe de folheação holomorfa em (C2, 0) e B um divisor
equilibrado de separatrizes para F . Então, para toda curva polar genérica Γ, o número
de interseção polar satisfaz

(36) p0(F ,B) = (Γ,B)0 = µ0(F) + ν0(F)− τ0(F ,Γ).

Demonstração. Seja Γ = PF(a:b) uma curva polar genérica, onde (a : b) ∈ P1. Podemos

supor que a = 1. Seja Γ = ∪ki=1ζi a decomposição de Γ em componentes irredut́ıveis.
Como

p0(F ,B) = (Γ,B)0 =
k∑
i=1

(ζi,B)0,

e pelo Lema 3.2.10, (ζi,B)0 = T0(F , ζi) + 1− τ0(F , ζi) então

(37) p0(F ,B) =
k∑
i=1

(T0(F , ζi) + 1)−
k∑
i=1

τ0(F , ζi) =
k∑
i=1

(T0(F , ζi) + 1)− τ0(F ,Γ).

Damos a cada ζi a parametrização γi(t) = (xi(t), yi(t)). Como Γ : P − bQ = 0 então
P (γi(t)) = bQ(γi(t)) e

T0(F , ζi) + 1 = ordt=0 ( γ∗i ω ) + 1

= ordt=0{(P (γi(t))y
′
i(t)−Q(γi(t))x

′
i(t) )}+ 1

= ordt=0{( bQ(γi(t))y
′
i(t)−Q(γi(t))x

′
i(t) )}+ 1

= ordt=0{Q(γi(t)) ( by′i(t)− x′i(t) )}+ 1

= ordt=0Q(γi(t)) + ordt=0 ( by′i(t)− x′i(t) ) + 1

= ordt=0Q(γi(t)) + ordt=0 ( byi(t)− xi(t) )

= (Q, ζi)0 + ν0(ζi).

Logo,
k∑
i=1

(T0(F , ζi) + 1) =
k∑
i=1

(Q, ζi)0 +
k∑
i=1

ν0(ζi).

Como
∑k

i=1 (Q, ζi)0 = (Q,Γ)0 = (Q,P − bQ)0 = (Q,P )0 = dimC
C{x,y}
(Q,P )

= µ0(F) e, além

disso,
∑k

i=1 ν0(ζi) = ν0(Γ) = ν0(F), substituindo em (37) obtemos o resultado. �

Observação 2. como mencionamos anteriormente, nosso resultado generaliza uma co-
nhecida fórmula de Teissier para curvas [25]. Pois, se f = 0, onde f ∈ C{x, y}, é uma
equação reduzida de um germe de curva anaĺıtica complexa C em (C2, 0), então a equação
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ω = 0, onde ω é a 1-forma definida por ω = df , define uma folheação F do tipo curva
generalizada. A Equação (36) torna-se, para (a : b) ∈ P1

C genérico,

(afx + bfy, C)0 = µ0(f) + ν0(f)− 1.
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CAṔıTULO 4

Existência de Separatrizes em (R2, 0)

Esse caṕıtulo está dirigido especificamente ao estudo de condições para garantir
a existência de separatrizes em folheações definidas por um germe de campo vetorial
anaĺıtico real com singularidade algebricamente isolada na origem de R2. As fórmulas
nas definições dos objetos reais podem coincidir com as fórmulas de seus respectivos
objetos complexificados, porém ditos objetos não são iguais, têm propriedades e inter-
pretações geométricas diferentes. Além disso, os objetos reais e seus complexificados têm
relações entre si. Por esses motivos usamos o sub-́ındice R para nos referir aos objetos
reais e usamos o sub-́ındice C para nos referir a seus respectivos objetos complexificados.

4.1. Preliminares em (R2, 0)

Essa primeira seção é um resumo básico, no contexto real, do que já foi apresentado
por extenso nos dois primeiros caṕıtulos. Nesse caṕıtulo o principal objeto de estudo é
um germe de campo vetorial anaĺıtico real com singularidade algebricamente isolada na
origem de (R2, 0) definido por

(38) XR = PR(x, y)
∂

∂x
+QR(x, y)

∂

∂y
,

onde PR e QR são elementos do anel R{x, y} de germes de funções anaĺıticas reais em
(R2, 0) sem fatores comuns e XR(0) = 0. Lembramos que XR tem singularidade algebrica-
mente isolada se seu complexificado XC tem singularidade isolada. Isso equivale ao fato
que os coeficientes de XR serem ambos não unidades e relativamente primos em R{x, y}.

Denotamos por FR o germe de folheação anaĺıtica real com singularidade algebrica-
mente isolada na origem que é definido por XR, ou pela equação

ωR = 0,

onde ωR é um germe de 1-forma anaĺıtica real com singularidade algebricamente isolada
na origem e satisfaz

(39) ωR = PR(x, y)dy −QR(x, y)dx.

Fazendo o desenvolvimento de Taylor de uma função anaĺıtica real fR, escrevemos

fR =
∞∑
k=m

fk = fm + fm+1 + . . . ,

onde fm é o primeiro jato não identicamente nulo (fm 6= 0). Esse número m é chamado
de multiplicidade algébrica da função fR e, no caso em que fR(0) = 0, é também chamado
multiplicidade algébrica da curva definida por fR = 0 e denotado por ν(fR). A multi-
plicidade algébrica do germe de folheação anaĺıtica real FR, induzida por XR, é definida
como

ν(FR) = min{ν(PR), ν(QR)}.
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Uma curva formal CR em (R2, 0) é definida por uma equação reduzida fR(x, y) = 0, onde
fR ∈ R [[x, y]] é uma série formal, não trivial e não unidade. Se

fR = f i11 f
i2
2 · · · f iee

é uma decomposição de fR como produto de fatores irredut́ıveis, cada fj = 0 define
um ramo Cj de CR. Uma curva formal é invariante por FR se ela é a união de curvas
irredut́ıveis tangentes à folheação, ou seja, se existe uma função formal h que satisfaz

ωR ∧ dfR = (fRhR)dx ∧ dy,
ou equivalentemente

PR
∂fR
∂x

+QR
∂fR
∂y

= fRhR,

para algum hR ∈ R[[x, y]]. Fixado um germe de folheação FR definido pela 1-forma ωR,
denominamos separatriz formal (real) ou simplesmente separatriz (real) a um germe de
curva formal, irredut́ıvel e invariante por FR que passa pela origem de (R2, 0). Se a sepa-
ratriz pertence a R {x, y} ela é chamada de separatriz convergente ou separatriz anaĺıtica.
Caso contrário, diz-se que é puramente formal. A famı́lia de todas as separatrizes de FR
na origem 0 é denotada por Sep0(FR). Em 1982, Camacho e Sad [4] provaram que um
germe de campo vetorial anaĺıtico complexo definido em (C2, 0), com singularidade iso-
lada na origem, possui pelo menos uma separatriz convergente. Porém, nem todo germe
de campo anaĺıtico real tem soluções não triviais passando pela origem. Por exemplo, as
soluções do campo

XR = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y

são os ćırculos centrados na origem, x2 + y2 = c, com c ≥ 0, e portanto a folheação
induzida por esse campo não tem separatrizes.

Enfatizamos que a existência de separatrizes formais não implica na existência de
separatrizes convergentes. No exemplo [22, p.219], a folheação anaĺıtica real induzida
pelo campo

XR = (−y2 + x4)
∂

∂x
+ (xy + x3 + x3y)

∂

∂y

possui separatriz formal mas não tem separatrizes convergentes.
Das Seções 2.2 e 2.5, temos que um blow-up puntual real, ou simplesmente blow-up

real, em (0, 0) ∈ (R2, 0) é o mapa anaĺıtico

πR : (R̃2, DR) → (R2, 0),

onde DR = π−1R (0) = {0} × P1
R. (R̃2, DR) se identifica com (R2, 0) no seguinte sentido:

{(0, 0)} é substitúıdo porDR, um espaço projetivo P1
R mergulhado em R̃2, que parametriza

as direções tangentes em 0 ∈ R2. Duas cartas (x, v), (u, y) ∈ R2 da variedade anaĺıtica

R̃2 são definidas pelas relações y = vx com x 6= 0 e x = uy com y 6= 0, de forma tal

que (x, v) 7→ (x, vx), (u, y) 7→ (uy, y) Além disso, o blow-up restrito a R̃2 \ DR é um
difeomorfismo anaĺıtico em sua imagem. Dado um germe de folheação anaĺıtica singular
FR em (R2, 0), um blow-up em (R2, 0) transforma FR em uma outra folheação F1

R = π∗RFR

em (R̃2, DR), denominada transformada estrita de FR, que possui um número finito de
singularidades isoladas sobre DR, e corresponde difeomorficamente a FR sobre os pontos
onde πR é um difeomorfismo. Se DR é uma curva invariante por π∗RFR, dizemos que tanto
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πR como DR são não-dicŕıticos, caso contrário são dicŕıticos. No caso dicŕıtico, infinitas
curvas anaĺıticas invariantes cortam DR. Elas são projetadas em infinitas separatrizes de
FR.

4.2. Processo de complexificação

Considerando as variáveis x e y de (38) como variáveis complexas, obtemos o germe
de campo vetorial holomorfo com singularidade isolada na origem definido por

(40) XC = PC(x, y)
∂

∂x
+QC(x, y)

∂

∂y
,

Denotamos por FC o germe de folheação holomorfa singular em 0 induzido por XC, ou
pela equação

ωC = 0,

onde
ωC = PC(x, y)dy −QC(x, y)dx..

A multiplicidade algébrica da folheação FC é

ν(FC) = min{ν(PC), ν(QC)}.
Como as fórmulas de XC e XR coincidem, então ν(FC) = ν(FR). Em nosso trabalho
consideramos que o número de Milnor de FR é

µ(FR) = µ = µ(FC) = dim
C{x, y}
(PC, QC)

,

onde (PC, QC) é o ideal gerado por PC, QC ∈ C{x, y}. Ao complexificar um germe de
curva formal real CR ∈ (R2, 0) obtemos um germe de curva formal complexa CC ∈ (C2, 0)
o qual é definido por uma equação reduzida fC(x, y) = 0, onde fC é a complexificação da
equação fR de CR. Se fR = 0 define um germe de curva irredut́ıvel formal, não trivial,
passando pela origem (R2, 0) então, seu complexificado, fC = 0, define um germe de curva
irredut́ıvel formal complexa passando pela origem de (C2, 0).

Considerando a Seção 3.1, uma separatriz formal complexa ou simplesmente separatriz
complexa de ωC é uma curva formal, irredut́ıvel e invariante que passa pela origem de
(C2, 0), i.e, um objeto dado pela equação g(x, y) = 0, onde g ∈ C[[x, y]] é uma série
formal irredut́ıvel tal que g(0, 0) = 0, e que satisfaz

ωC ∧ dg = (gh)dx ∧ dy,
para algum h ∈ C[[x, y]]. Se a separatriz complexa B pertenece a C {x, y}, ela é chamada
de separatriz convergente ou separatriz anaĺıtica, caso contrário, diz-se que ela é pura-
mente formal. A famı́lia de todas as separatrizes de FC na origem 0 é denotada Sep0(FC).
Observe que, embora a equação que define uma separatriz real BR possa ser identificada
com a equação que define uma separatriz complexa BC, o oposto pode não acontecer pois
uma separatriz B de FC pode estar definida por uma equação não-real.

Na Seção 2.1, (respectivamente 2.2) estudamos o que é um blow-up pontual complexo
(respectivamente real). Na Seção 2.3 estudamos como um blow-up um blow-up real está
relacionado com um blow-up complexo. Na Seção 2.4 estudamos o que acontece com um
germe de folheação anaĺıtica complexa com singularidade isolada na origem após aplicar
um blow-up complexo na origem e na Seção 2.5 fazemos o mesmo estudo porém para o
caso real. Na seção 2.6 estudamos o que é aplicar uma sequência de blow-ups complexos
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ou uma sequência de blow-ups reais em singularidades isoladas que aparecem após de
cada blow-up, essa informação, junto com os preliminares dessa seção e da anterior são
essenciais para a análise que vem a continuação, por isso vamos assumir que o leitor está
familiarizado com as notações e conteúdos daquelas seções.

Aplicar uma sequência de j blow-ups reais implica aplicar j blow-ups complexos defi-
nidos pelas mesmas equações. Imagine que aplicamos um total de k blow-ups complexos,
tal que os j primeiros se identificam com blow-ups reais. Da Seção 2.3, se um blow-up
complexo é realizado em uma singularidade que está no traço real, ele determina o levan-
tamento da involução anti-holomorfa J para a variedade obtida pelo blow-up. Porém, um
blow-up complexo pode produzir singularidades isoladas fora do traço real do respectivo
levantamento da folheação. Além disso, pode chegar o momento em que só precisemos
fazer mais blow-ups complexos em singularidades isoladas fora do traço real da variedade
obtida pela sequência de blow-ups aplicados até aquele instante. O inconveniente que
aparece, é o seguinte, um blow-up complexo feito numa singularidade isolada fora do
traço real não levanta o mapa de conjugação. Para resolver esse inconveniente, temos
que ter em conta como é o XC definido na equação (40), vamos supor que já fizemos j
blow-ups complexos sobre singularidades no traço real de cada levantamento, então até
aqui observamos que o levantamento da involução canônica J pela sequência de blow-ups
complexos

π1
C ◦ · · · ◦ π

j−1
C ◦ πjC : (M̃ j

C,D
j
C)→ (C2, 0),

define uma única involução cont́ınua

J j : (M̃ j
C,D

j
C)→ (M̃ j

C,D
j
C),

tal que (
π1
C ◦ · · · ◦ π

j−1
C ◦ πjC

)
◦ J j = J ◦

(
π1
C ◦ · · · ◦ π

j−1
C ◦ πjC

)
,

Por esse motivo, a folheação obtida F jC é simétrica com respeito ao traço real de M̃ j
C.

Agora, como o seguinte blow-up será aplicado sobre p1, uma singularidade fora do traço

real de M̃ j
C, temos que considerar a singularidade p2 = J j(p1) e fazer dois blow-ups

sucessivos πj+1
C e πj+2

C , o primeiro em p1 e outro na singularidade (πj+1
C )−1(p2). Informal-

mente podemos considerar dita composição como se fosse um único blow-up. Ou seja,
consideramos os blow-ups

πj+1
C :

(
M̃ j+1

C ,Dj+1
C

)
→
(
M̃ j

C,D
j
C

)
e

πj+2
C :

(
M̃ j+2

C ,Dj+2
C

)
→
(
M̃ j+1

C ,Dj+1
C

)
,

para fazer a composição

π
(j+1,j+2)
C = πj+1

C ◦ πj+2
C :

(
M̃ j+2

C ,Dj+2
C

)
→
(
M̃ j

C,D
j
C

)
.

Assim, é posśıvel definir em
(
M̃ j+2

C ,Dj+2
C

)
uma única involução cont́ınua

J (j+1,j+2) :
(
M̃ j+2

C ,Dj+2
C

)
→
(
M̃ j+2

C ,Dj+2
C

)
,

tal que

π
(j+1,j+2)
C ◦ J (j+1,j+2) = J ◦ π(j+1,j+2)

C .
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Desse modo, toda vez que apliquemos um blow-up puntual complexo numa singularidade
fora do traço real, vamos considerar que aplicamos a composição de dois blow-ups tal
como acabamos de explicar. Dessa forma, aplicando em total k blow-ups complexos,
obtemos a sequência

σC = π1
C ◦ · · · ◦ π

j
C ◦ · · · ◦ π

k−1
C ◦ πkC : (M̃C,DC)→ (C2, 0)

que determina a involução anti-holomorfa J̃ : M̃C → M̃C, tal que σC ◦ J̃ = J ◦ σC. Como
cada blow-up complexo, fora do conjunto singular, é um difeomorfismo holomorfo com

sua imagem, identificando M̃R, a variedade anaĺıtica real obtida pelos j blow-ups reais,

com {p̃ ∈ M̃C : p̃ = J̃(p̃)}, e fazendo um abuso de notação, definimos

M̃R = {p̃ ∈ M̃C : p̃ = J̃(p̃)},

então, M̃R é o traço real de M̃C. Identificamos DR com DC ∩ M̃R e σR com σC|M̃R
. Dessa

forma, identificamos a sequência dos j blow-ups reais com a restrição da sequência dos

k blow-ups complexos ao traço real. Notemos que, por tudo o exposto, em M̃C obtemos

a folheação F̃C = σ∗C(FC).que é simétrica com respeito a M̃R. Identificamos também

F̃R = σ∗RFR com F̃C ∩ M̃R.

4.3. Redução de singularidadades em (R2, 0) e (C2, 0)

No preliminar do caṕıtulo anterior, mencionamos o resultado de redução de singulari-
dades e a definição de singularidade simples para um germe de folheação holomorfa com
singularidade isolada, mas elas têm uma apresentação que considera tanto o caso real
como o complexo, por esse motivo denotamos momentaneamente K = R ou C. Dizemos
que um germe de folheação anaĺıtica (real ou complexa) com singularidade isolada na ori-
gem de (K2, 0) tem uma singularidade simples ou reduzida em 0 ∈ K2 se os autovalores
da parte linear do campo, λ1, λ2 ∈ K, satisfazem uma das seguintes condições:

(1) λ1 · λ2 6= 0 com λ1
λ2
/∈ Q+ (singularidade simples não-degenerada),

(2) λ1 6= 0 e λ2 = 0 (singularidade simples sela-nó).

No contexto de folheações anaĺıticas reais, nos referiremos a uma singularidade sela-nó
como singularidade sela-nó algébrica. Uma singularidade simples tem exatamente duas
separatrizes transversais [16]. No caso não-degenerado, ambas são convergentes. No caso
sela-nó, aquela associada ao autovetor do autovalor não-nulo é convergente e é chamada
de separatriz forte. A outra separatriz é formal e é chamada de separatriz fraca. Para
uma singularidade sela-nó, existem coordenadas formais, em que ela é escrita [18]:

ωK = y(1 + µxk)dx± xk+1dy,

onde µ ∈ K e k ∈ Z+ são invariantes formais, a separatriz forte corresponde a {x = 0}, a
separatriz fraca corresponde a {y = 0} e o inteiro iw0 (FK) = k + 1 > 1 é chamado ı́ndice
fraco da sela-nó algébrica [18, 16]. Note que, na fórmula normal acima, o sinal só é
relevante quando K = R.

Em [23], Seindenberg provou que qualquer germe de folheação anaĺıtica (real ou
complexa) com singularidade isolada na origem de (K2, 0) admite um processo de redução
de singularidades

σK = π1
K ◦ · · · ◦ πn−1K ◦ πnK : (M̃,DK) → (K2, 0),
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que permite obter uma nova folheação F̃K que tem uma quantidade finita de singulari-
dades, todas elas simples e sobre o divisor DK = σ−1K (0), união finita de componentes
irredut́ıveis DK, que são retas projetivas com cruzamentos normais obtidas por esse pro-
cesso. Um ponto que está na interseção de duas componentes irredut́ıveis é chamado de
esquina. Caso contrário, é chamado de ponto traço. A valência de DK, denotada por
Val(DK), é o número de outras componentes de DK intersectando DK.

Uma componente irredut́ıvel de DK que é não-invariante por F̃K é classificada como
dicŕıtica, caso contrário, é classificada como não-dicŕıtica. Dizemos que BK ∈ Sep0 (FK) é

uma separatriz dicŕıtica, se B̃K = σ∗BK toca o divisor DK em uma componente dicŕıtica.
Caso contrário, dizemos que BK é uma separatriz isolada. O conjunto de separatrizes
dicŕıticas de FK é denotado por Dic0(FK). O conjunto de separatrizes isoladas de FK é
denotado por Iso0(FK). As transformadas estritas das separatrizes de FK são suaves (têm
multiplicidade algébrica 1), disjuntas e transversais a DK. Cada singularidade isolada de

F̃K é reduzida e esta fora das esquinas de DK. Por cada uma delas passa uma separatriz

não contida no divisor. Além disso, a folheação F̃K é sempre transversal às componentes
dicŕıticas. Ou seja, um processo de redução de singularidades de FK também dessingu-

lariza as separatrizes de FK. FK é definida pela 1-forma ωK e F̃K é definido pela divisão
de σ∗KωK por uma potência da equação local do divisor de σ∗KωK. Como um processo de
redução de singularidades é uma composição de blow-ups aplicados sucessivamente, as
observações que fizemos na Seção 4.2 também são válidas para o processo de redução de
singularidades. Uma singularidade simples é dita real se, após aplicar um processo de

redução de singularidades σC, ela está sobre o traço real de F̃C.

4.4. Classificação topológica de uma sela-nó algébrica

De [2], um germe de folheação holomorfa singular em (C2, 0) é do tipo curva ge-
neralizada complexa se não tem singularidades sela-nó em seu processo de redução de
singularidades. De [22], um germe de uma folheação anaĺıtica real singular em (R2, 0)
é do tipo curva generalizada real se não tem singularidades sela-nó algébricas em seu
processo de redução de singularidades real. Isso equivale a pedir que seu campo comple-
xificado não possua selas-nós sobre o traço real do divisor excepcional DC. Sejam X e X ′

dois campos de vetores anaĺıticos reais que definem as folheações F e F ′ nas superf́ıcies
M e M ′ respectivamente. Dizemos que X e X ′ são campos topologicamente equivalentes
se houver um homeomorfismo H : M →M ′ que preserva a orientação, levando o conjunto
singular de X no conjunto singular de X ′ e as folhas de F nas folhas de F ′, respeitando
as orientações. Dois germes de campos vetoriais são topologicamente equivalentes, se ad-
mitem representantes topologicamente equivalentes. Pelo [16, Teo.9,1], temos que uma
singularidade sela-nó algébrica pode ser classificada, segundo equivalência topológica,
como uma sela topológica ou um nó topológico ou uma sela-nó topológica. De [16], se o
ı́ndice fraco iw0 (FR) é par, a singularidade é uma sela-nó topológica . Se iw0 (FR) é ı́mpar,
a singularidade pode ser ou sela topológica ou nó topológica. Dizemos que um germe de
campo vetorial anaĺıtico com uma única singularidade algebricamente isolada em (R2, 0)
é do tipo curva generalizada real topológica se nenhuma singularidade sela-nó algébrica,
obtida após um processo de redução de singularidades, é uma sela-nó topológica.
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Figura 1. Classificação topológica de uma sela-nó algébrica: sela to-
pológica, nó topológico, sela-nó topológica

Definição 4.4.1. O ı́ndice de excesso de tangência de FR em 0 ∈ R2 é o número inteiro
positivo

τ0(FR) =
∑

q∈SN(F̃R)

ρ(DR,q)(i
w
q (F̃R)− 1),

onde SN(F̃R) é o conjunto de singularidades do tipo sela-nó tangente no divisor ex-
cepcional DR, DR,q é a componente contendo a separatriz fraca e ρ(DR, q) é o peso da
componente DR,q. Este é definido como a multiplicidade algébrica de uma curva γ tal
que sua transformada estrita σ∗Rγ é transversal a DR,q fora das esquinas.

Sempre temos que τ0(FR) ≥ 0, e τ0(FR) = 0 se e somente se SN(F̃R) = ∅ (não há
selas-nós tangentes na redução de singularidades de FR).

4.5. A multiplicidade algébrica e a existência de separatrizes

Em geral, um divisor de separatrizes de uma folheação F , real ou complexa, é uma
soma formal

B =
∑

B∈Sep0(F)

aB ·B,

onde os coeficientes aB ∈ Z são zero, exceto por um número finito de separatrizes B ∈
Sep0(F). No caso complexo B é denotado BC e no caso real BR. A multiplicidade
algébrica de um divisor de separatrizes é

(41) ν0(B) =
∑

B∈Iso0(F)

ν0(B) +
∑

D∈Dic0(F)

∑
B∈Sep0(D)

aBν0(B),

onde Iso0(FK) é o conjunto de separatrizes isoladas de F , Dic0(F) é o conjunto de sepa-
ratrizes dicŕıticas de F e Sep0(D) é o conjunto de separatrizes de F cujos levantamentos
pelo processo de redução de singularidades intersectam a componente D.

A seguir, adaptamos para o contexto dessa seção, duas definições propostas por Genz-
mer em [12]. O divisor equilibrado complexo de separatrizes para FC é um divisor da
forma

(42) BC =
∑

BC∈Sep0(FC)

aBC ·BC =
∑

BC∈Iso0(FC)

BC +
∑

DC∈Dic0(FC)

∑
BC∈Sep0(DC)

aBC ·BC,

onde os aBC ∈ {−1, 0, 1}, são 1 para cada separatriz isolada e são não nulos para um
número finito de BC ∈ Dic0(FC) e para cada componente dicŕıtica

(43)
∑

BC∈Sep0(DC)

aBC = 2− Val(DC),

onde ValC(DC), denominada valência complexa de DC é o número de outras componentes
de DC intersectando DC .
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A multiplicidade algébrica de um divisor complexo de separatrizes é

(44) ν0(BC) =
∑

BC∈Iso0(FC)

ν0(BC) +
∑

DC∈Dic0(FC)

∑
BC∈Sep0(DC)

aBCν0(BC).

Se após um processo de redução de singularidades consideramos só o traço real, po-
demos ter definições semelhantes para o caso real. Seguindo as duas definições anteriores
e nos referindo à folheação real, definimos

Definição 4.5.1. O divisor equilibrado real de separatrizes para FR é

BR =
∑

BR∈Iso0(FR)

BR +
∑

DR∈Dic0(FR)

∑
BR∈Sep0(DR)

aBR ·BR,

onde os aBR ∈ {−1, 0}, são não nulos para um número finito de BR ∈ Dic0(FR) e para
cada componente dicŕıtica

∑
BR∈Sep0(DR)

aBR = 2−Val(DR), onde ValR(DR), denominada
valência real de DR é o número de outras componentes de DR intersectando DR.

A relação entre a valência complexa e a real é determinada no seguinte resultado.

Proposição 4.5.2. Para cada componente dicŕıtica DC ⊂ DC com traço real não trivial
DR ⊂ DR, se cumpre que

(45) ValR(DR) ≡ ValC(DC) (mod 2).

Demonstração. Existem dois tipos de componentes na desingularização: Aqueles que
vêm de explosões em singularidades invariantes por conjugação complexa, e aqueles que
vêm de singularidades que não são invariantes por conjugação complexa. Os últimos
aparecem em quantidade par. �

O resultado segue então do fato que FC e sua redução de singularidades é invariante
por conjugação.

Definição 4.5.3. A multiplicidade de uma componente DC ⊂ DC, denotada por ρ(DC) é
a multiplicidade algébrica de uma curva BC em (C2, 0) tal que π∗BC é transversal a DC
fora das esquinas de DC.

Todas as separatrizes na mesma componente dicŕıtica possuem a mesma multipli-
cidade algébrica. Então, a multiplicidade algébrica de um divisor equilibrado não de-
pende da escolha das separatrizes em cada componente dicŕıtica. Então, podemos sele-
cionar uma separatriz conveniente para cada componente dicŕıtica no seguinte sentido:
se DC ∈ Dic0(FC) tem traço real não-trivial, então selecionamos apenas separatrizes
reais. Usamos explicitamente o fato que curvas equisingulares têm a mesma multiplici-
dade algébrica. Observe que ν0(BC) e ν0(BR) podem ser diferentes pois podem existir
separatrizes de FC sem interseção não trivial com o traço real.

Proposição 4.5.4. Seja XR um germe de campo vetorial anaĺıtico real com singularidade
algebricamente isolada na origem de (R2, 0), com complexificação XC. Denote por FR e
FC as folheaçõs induzidas por eles. Se BR e BC são os divisores equilibrados de separatrizes
de FR e FC respectivamente, então

ν0(BC) ≡ ν0(BR) (mod 2).
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Demonstração. Aplicando a Definição 4.5.3, se BC ∈ Sep0(DC), obtemos ν0(BC) =
ρ(DC). Inserindo a equação (43) na equação (42), temos

ν0(BC) =
∑

BC∈Iso0(FC)

ν0(BC) +
∑

DC∈Dic0(FC)

∑
BC∈Sep0(DC)

aBCν0(BC)

=
∑

BC∈Iso0(FC)

ν0(BC) +
∑

DC∈Dic0(FC)

(2− ValC(DC))ρ(DC).(46)

Decompomos ∑
BC∈Iso0(FC)

ν0(BC) =
∑

BC∈Iso0(FC)
J-invariante

ν0(BC) +
∑

BC∈Iso0(FC)
não J-invariante

ν0(BC).

Como as separatrizes não J-invariantes que são isoladas aparecem em pares, vale∑
BC∈Iso0(FC)

ν0(BC) ≡
∑

BC∈Iso0(FC)
J-invariante

ν0(BC) (mod 2).

Visto que a interseção de uma separatriz isolada J-invariante de FC com o traço real se
identifica com uma separatriz isolada de FR, e que as equações de uma separatriz real e
de seu complexificado coincidem, tem-se ν0(BR) = ν0(BC), e portanto

(47)
∑

BC∈Iso0(FC)

ν0(BC) ≡
∑

BR∈Iso0(FR)
J-invariante

ν0(BR) (mod 2).

Agora, separamos as componentes dicŕıticas J-invariantes das dicŕıticas não J-invariantes
de DC, e temos que∑

DC∈Dic0(FC)

(2− ValC(DC))ρ(DC) =
∑

DC∈Dic0(FC)
J-invariante

(2− ValC(DC))ρ(DC)

+
∑

DC∈Dic0(FC)
não J-invariante

(2− ValC(DC))ρ(DC).

Como a quantidade de componentes dicŕıticas DC que não são J-invariantes é par, e
usando (45), obtemos

(48)
∑

DC∈Dic0(FC)

(2− ValC(DC))ρ(DC) ≡
∑

DR∈Dic0(FR)

(2− ValR(DR))ρ(DR) (mod 2).

Ao substituir (47) e (48) em (46),

ν0(BC) ≡
∑

B∈Iso0(FR)

ν0(BR) +
∑

DR∈Dic0(FR)

(2− ValR(DR))ρ(DR) (mod 2),

chegamos a

ν0(BC) ≡ ν0(BR) (mod 2).

�

Proposição 4.5.5. Seja XR um germe de campo vetorial anaĺıtico real com singularidade
algebricamente isolada na origem de (R2, 0), com complexificação XC. Denote por FR
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e FC as folheações induzidas por eles. Se τ0(FR) e τ0(FC) são os ı́ndices de excesso de
tangência de FR e FC, respectivamente, então

τ0(FC) ≡ τ0(FR) (mod 2).

Demonstração. Da equação (21), temos que o excesso de tangência de FC é

τ0(FC) =
∑

q∈SN(F̃C)

ρ(DC,q)(i
w
q (F̃C)− 1).

Se consideramos, por um lado, as separatrizes reais (J-invariantes) e, por outro, as separa-
trizes puramente complexas (não J-invariantes), podemos escrever o excesso de tangência
de FC como

τ0(FC) =
∑

q∈SNr(F̃C)

ρ(DC,q)(i
w
q (F̃C)− 1) +

∑
q∈SNc(F̃C)

ρ(DC,q)(i
w
q (F̃C)− 1).

A primeira parcela pode ser par ou ı́mpar. Porém, a segunda parcela sempre é par, pois
as singularidades do tipo sela-nó tangente que estão fora do traço real aparecem aos pares

e têm o mesmo ı́ndice fraco iwq (F̃C). Então

τ0(FC) ≡
∑

q∈SNr(F̃C)

ρ(DC,q)(i
w
q (F̃C)− 1) (mod 2).

Como q ∈ SNr(F̃C) está no traço real, ρ(DC,q) = ρ(DR,q) e iwq (F̃C) = iwq (F̃R). Portanto,

τ0(FC) ≡
∑

q∈SN(F̃R)

ρ(DR,q)(i
w
q (F̃R)− 1) (mod 2).

Conclúımos que

(49) τ0(FC) ≡ τ0(FR) (mod 2).

�

Adaptando [13, Prop.3.3] ao contexto dessa seção, temos o seguinte:

Proposição 4.5.6. Sejam, FC um germe de folheação holomorfa singular em (C2, 0), e
BC um divisor equilibrado complexo de separatrizes de FC. Denotando por ν0(FC) a mul-
tiplicidade algébrica de FC e por ν0(BC) a multiplicidade algébrica do divisor equilibrado,
temos

ν0(FC) = ν0(BC)− 1 + τ0(FC).

O seguinte resultado dá condições suficientes, em termos da multiplicidade algébrica,
para a existência de separatrizes em FR:

Proposição 4.5.7. Seja XR um germe de campo anaĺıtico real com singularidade algebri-
camente isolada na origem de (R2, 0). Denote por FR a folheação induzida. Suponhamos
que ν0(FR) ≡ τ0(FR) (mod 2). Então, FR tem pelo menos uma separatriz.

Demonstração. Da Proposição 4.5.6, temos que

ν0(BC) = ν0(FC)− τ0(FC) + 1.

Por definição, ν0(FC) = ν0(FR). Das Proposições 4.5.4 e 4.5.5, temos respectivamente
que ν0(BC) ≡ ν0(BR) (mod 2) e que τ0(FC) ≡ τ0(FR) (mod 2). Então

ν0(BR) ≡ ν0(FR)− τ0(FR) + 1 (mod 2).
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Assim, a condição ν0(FR) ≡ τ0(FR) (mod 2), implica que ν0(BR) ≡ 1 (mod 2). E isso só
pode acontecer quando FR tem pelo menos uma separatriz. �

O principal resultado dessa seção é

Teorema A. Seja FR um germe de folheação do tipo curva generalizada real topológica.
Se ν0(FR) é par, então existe uma separatriz em FR.

Demonstração. Observamos que se FR é uma folheação curva generalizada real to-
pológica, cada sela-nó ou bem é sela topológica ou bem é nó topológico. Em ambos

os casos, o ı́ndice fraco iwq (F̃R) é ı́mpar. Como τ0(FR) ≡
∑

q∈SN(F̃R)
ρ(DR,q)(i

w
q (F̃R)− 1),

então τ0(FR) é par. Usando a proposição 4.5.7, obtemos diretamente nosso resultado. �

O Teorema A fornece outra demonstração para um dos principais resultados de [22]:

Corolário 4.5.8. Se FR é uma folheação curva generalizada real com ν0(FR) par, então
FR tem pelo menos uma separatriz convergente (anaĺıtica).

Demonstração. A existência da separatriz, a prinćıpio formal, que denotaremos por
BR, é obtida diretamente do Teorema A, pelo fato que uma folheação curva generalizada
real é uma folheação curva generalizada real topológica. Após redução de singularidades,

o levantamento da separatriz BR, que denotamos B̃R, toca o divisor DR em uma singu-
laridade q do tipo traço que é do tipo não degenerada, pois a folheação é do tipo curva

generalizada real. Por esse motivo, q só possui duas separatrizes convergentes, sendo B̃R
uma de elas. Portanto, BR é convergente. �

De [16, Th.9.13], um germe de folheação real é centro-foco se e somente se, após
um processo de redução de singularidades, não possui singularidades fora das esquinas
do divisor (singularidades tipo traço) e possui apenas selas topológicas nas esquinas
do divisor excepcional, e além disso, todos os blow-ups que levam a essa redução são
não-dicŕıticos. Segue da definição que Sep0(FR) não tem elementos. Além disso, FR
não admite singularidades do tipo sela-nó topológica em sua redução de singularidades.
Portanto, uma folheação centro-foco é uma folheação curva generalizada real topológica.
Considerando isso, conseguimos o seguinte resultado que foi obtido também em [22,
Cor.3.5].

Corolário 4.5.9. Se FR é uma folheação centro-foco, então ν0(FR) é ı́mpar.

Demonstração. Se ν0(FR) fosse par, pelo Teorema A, a folheação FR teria pelo menos
uma separatriz. Porém isso é uma contradição com o fato de ser centro-foco. �

4.6. O número de Milnor e a existência de separatrizes reais

O número de Milnor de FC é definido por

µ(FC) = dim
C{x, y}
(PC, QC)

,

onde (PC, QC) é o ideal gerado por PC e QC. Para o contexto de nosso trabalho definimos
o número de Milnor de FR como µ(FR) = µ(FC). Seja ζC um ramo formal invariante
pela conjugação J e que não é invariante por FC. Seja ζR o ramo formal não invariante

por FR que se identifica com a interseção de ζC com o traço real, e sejam F̃C e ζ̃C as
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transformadas estritas de FC e ζC, em cada q ∈ I(ζC). Pela Definição 3.2.9, temos que o
ı́ndice do excesso de tangência de FC ao longo de ζC é

(50) τ0(FC, ζC) =
∑

q∈I(ζC)

τq(F̃C)νq(ζ̃C).

Seja ΓC uma curva reduzida tal que nenhuma de suas componentes irredut́ıveis ζC,i é
invariante por FC, e ΓC = ∪ki=1ζC,i sua escrita em componentes irredut́ıveis. Pela definição
3.2.11, o ı́ndice do excesso de tangência de FC ao longo de ΓC é

(51) τ0(FC,ΓC) =
k∑
i=1

τ0(FC, ζC,i).

E definimos para o caso real:

Definição 4.6.1. Se ζR é um ramo formal não invariante por FR, o ı́ndice do excesso de
tangência de FR ao longo de ζR é

(52) τ0(FR, ζR) =
∑

q∈I(ζR)

τq(F̃R)νq(ζ̃R),

onde F̃R e ζ̃R são as transformadas estritas de FR e ζR, em cada q ∈ I(ζR).

Definição 4.6.2. Se ΓR é uma curva reduzida tal que nenhuma de suas componentes irre-
dut́ıveis ζR é invariante por FR, e ΓR = ∪ki=1ζR,i sua escrita em componentes irredut́ıveis.
O ı́ndice de excesso de tangência de FR ao longo de ΓR é

(53) τ0(FR,ΓR) =
k∑
i=1

τ0(FR, ζR,i).

Visto que PC e QC tem coeficientes reais, escolhemos a e b reais, tal que aPC−bQC = 0.
Assim, a decomposição da curva polar genérica ΓC = P(a:b) é simétrica com respeito ao
traço real e as componentes puramente complexas (não J-simétricos) aparecem aos pares.
Nesse contexto, a curva ΓR que é a restrição da curva ΓC ao traço real é denominada curva
polar genérica real para FR, e se identifica com a união das componentes J-simétricas de
ΓC. Diretamente da definição 3.2.2, o número de interseção polar de FC com respeito a
uma separatriz BC é o número inteiro:

(54) p0(FC, BC) = (P(a:b), BC)0,

com (a : b) ∈ P1
C genérico, onde, pelo nosso contexto, a, b ∈ R. Dada a separatriz BR, o

número de interseção polar de FR com respeito a BR é o número inteiro:

p0(FR, BR) = (P(a:b), BR)0 = ordt=0 ((aP − bQ) ◦ γBR(t)) ,

com (a : b) ∈ P1
R genérico e γBR(t) é uma parametrização de Puiseux de BR. Diretamente

da definição 3.2.3, temos que o número de interseção polar de FC com respeito a um
divisor de separatrizes BC é

(55) p0(FC,BC) =
∑

BC∈Sep0(FC)

aBC · p0(FC, BC).
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Definição 4.6.3. Dado um divisor de separatrizes BR para FR, o número de interseção
polar de FR com respeito a BR é

(56) p0(FR,BR) =
∑

BR∈Sep0(FR)

aBR · p0(FR, BR).

A versão real do teorema 3.2.12 é:

Proposição 4.6.4. Sejam FR uma folheação anaĺıtica real com singularidade algebrica-
mente isolada na origem de (R2, 0) e BR um divisor equilibrado de separatrizes. Então

p0(FR,BR) ≡ µ0(FR) + ν0(FR)− τ0 (FR,ΓR) (mod 2),

onde ΓR é uma curva polar real genérica.

Demonstração. Pelo Teorema 3.2.12, podemos afirmar diretamente que se BC é um
divisor equilibrado de separatrizes para FC então, para toda curva polar genérica ΓC, o
número de interseção polar satisfaz

(57) p0(FC,BC) = µ0(FC) + ν0(FC)− τ0(FC,ΓC).

Por definição

(58) µ0(FR) = µ0(FC) e ν0(FR) = ν0(FC).

De (49), temos que τ0(FC) ≡ τ0(FR) (mod 2), e como no traço real νq(ζ̃R) = νq(ζ̃C),
então das equações (50) e (52) obtemos τ0(FR, ζR) ≡ τ0(FC, ζC) (mod 2). Com isso, das
equações (51) e (53) chegamos a

(59) τ0(FR,ΓR) ≡ τ0(FC,ΓC) (mod 2).

Uma vez que as componentes BC do divisor BC que não são J-simétricos aparecem aos
pares, obtemos

(60) p0(FR,BR) ≡ p0(FC,BC) (mod 2).

Aplicando (58), (59) e (60) em (57), obtemos

p0(FR,BR) ≡ µ0(FR) + ν0(FR)− τ0 (FR,ΓR) (mod 2).

�

Observamos que se p0(FR,BR) é ı́mpar, então FR terá separatriz real. Assim, obtemos
o seguinte resultado:

Proposição 4.6.5. Sejam FR uma folheação anaĺıtica real com singularidade algebrica-
mente isolada em (R2, 0), BR um divisor equilibrado de separatrizes real, τ0 (FR,ΓR) o
excesso de tangência de FR ao longo de ΓR, onde ΓR é uma curva polar real genérica. Se

µ0(FR) + ν0(FR) ≡ τ0 (FR,ΓR) + 1 (mod 2),

então FR tem pelo menos uma separatriz formal.

A seguir apresentamos o resultado principal dessa seção:

Teorema B. Suponhamos que FR seja uma folheação do tipo curva generalizada real
topológica. Se µ (FR) é par, então FR tem pelo menos uma separatriz.
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Demonstração. Se ν0(FR) fosse par, pelo Teorema A, a folheação FR teria pelo menos
uma separatriz. Por outro lado, se ν0(FR) fosse ı́mpar, consideremos ΓR uma curva polar
genérica e denotemos ζR,i a cada ramo não invariante dela. Como no processo de redução
de singularidades a folheação FR não admite pontos singulares do tipo sela-nó topológico,
temos que em cada ponto infinitamente próximo de cada ramo ζR,i o ı́ndice de excesso
de tangência τ0 é par. Então, pelas equações (52) e (53) temos que τ0(FR,ΓR) é também
par. Juntando isso ao fato que µ0(FR) é par, pela Proposição 4.6.5, a folheação FR tem
pelo menos uma separatriz formal. �

Com argumentos similares aos das provas dos Corolários 4.5.8 e 4.5.9, obtemos os dois
seguintes resultados que aparecem também em [22]:

Corolário 4.6.6. Se FR é uma folheação curva generalizada real com µ0(FR) par, então
FR tem pelo menos uma separatriz anaĺıtica.

Corolário 4.6.7. Se FR é uma folheação centro foco, então µ0(FR) é ı́mpar.

Quando a redução de singularidades admite singularidades do tipo sela-nó, podem
aparecer separatrizes não convergentes. De [20, Prop. 10], temos o seguinte exemplo de
curva generalizada real topológica, com µ = 6, ν = 2, que para valores genéricos de a(x)
possui apenas uma única separatriz real puramente formal.

Exemplo 4.6.8. Seja a = a(x) ∈ R{x} uma série convergente em uma variável tal que
a(0) = a′(0) = 0 e considere

XR = (y2 + x4)
∂

∂x
+

(
−xy + x3a(x) +

a(x)

x
y2
)
∂

∂y
.

Após de um blow-up π1 : (x, y1) 7→ (x, y = xy1), a transformada estrita da folheação
tem uma única singularidade sobre D1 = π−11 (0), situada em (x, y1) = (0, 0), que é uma
sela-nó com uma separatriz forte contida em D1. Outra explosão π1 : (x, y2) 7→ (x, y1 =
xy2) produz como transformada estrita a folheação induzida na origem por

x3
∂

∂x
+ (−y2(1 + b(x, y2)) + a(x))

∂

∂y2
,

onde b(x, y2) contém os termos de ordem pelo menos dois. O ı́ndice fraco da sela-nó é
iw = 3 e não é uma sela-nó topológica ( é uma sela topológica, que pode ser convertida
em um nó topológico, alterando y por −y nos coeficientes de XR). O campo vetorial
XR é, portanto, uma curva generalizada real topológica cuja única separatriz (para uma
escolha genérica de a(x)) é puramente formal. Como ν0(XR) = 2 e µ0(XR) = 6 são pares
temos que as afirmações dos Teoremas A e B não podem ser melhoradas pedindo uma
separatriz convergente.

O seguinte resultado considera uma famı́lia de folheações mais extensa que a famı́lia de
folheações de segundo tipo. Essa é a famı́lia de folheações do segundo tipo real topológica
(as que após dessingularização, não tem alguma sela-nó topológica tangente).

Corolário 4.6.9. Se FR é uma folheação do segundo tipo real topológica, tal que µ0(FR)
é par ou ν0(FR) é par, então FR tem pelo menos uma separatriz formal.

Demonstração. Se FR, a folheação do segundo tipo real topológica, não tivesse sepa-
ratriz, não teria singularidades tipo traço e portanto seria uma folheação curva topológica
generalizada. O que contradiz os Teoremas A e B. �
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CAṔıTULO 5

Existência de separatrizes de 1-formas integráveis em (C3, 0) e
(R3, 0)

Um germe de 1-forma anaĺıtica complexa em (C3, 0) com conjunto singular de di-
mensão no máximo 1 é representado por

(61) ω = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz,

onde P,Q,R são elementos do anel C{x, y, z} de germes de funções holomorfas sem fator
comum e ω satisfaz a condição de integrabilidade de Frobenius ω ∧ dω = 0 (ver Subseção
1.1.7.3). Denotamos F a folheação anaĺıtica complexa de codimensão 1 induzida por ω.
O conjunto singular de F definido por

Sing(F) = {(x, y, z) : P = Q = R = 0}

é um subconjunto anaĺıtico fechado de codimensão ≥ 2. Diferentemente do caso bidimen-
sional, o conjunto singular de um germe de folheação holomorfa em (C3, 0), definido por
uma 1-forma holomorfa integrável ω, pode ter dimensão um e as folhas são superf́ıcies e
não curvas.

Definição. Um germe de superf́ıcie B é denominado separatriz formal ou simplesmente
separatriz de F se é um germe de superf́ıcie formal, irredut́ıvel e invariante, que passa
pela origem de (C3, 0), isto é, um objeto dado por uma função formal irredut́ıvel f ∈
C[[x, y, z]], tal que

ω ∧ df = fθ

para alguma 2-forma anaĺıtica complexa θ.

O conjunto de separatrizes de F é denotado por Sep(F).

5.1. Composição de blow-ups com centros em pontos ou curvas lisas

Para a composição de blow-ups em dimensão 3, usamos blow-ups em centros Y (que
podem ser pontos ou curvas lisas e cuja análise foi feita nas Seções 2.7 e 2.8).

πY :

((
C̃3
)Y

, DY

)
→

(
C3, 0

)
.

Cada blow-up πY é um morfismo próprio entre espaços ambientes não singulares que

induz um isomorfismo fora de Y e fora do divisor excepcional DY =
(
πY
)−1

(Y ). A

transformada estrita F1 de F por πY é a folheação definida localmente pelo pull-back(
πY
)∗
ω. Podemos aplicar novamente outro blow-up em outro centro e assim sucessiva-

mente, obtendo a composição

σ = πY1 ◦ · · · ◦ πYk−1 ◦ πYk .
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Esse processo pode ser recomeçado uma e outra vez considerando composições sucessivas
de blow-ups em centros Yj,

πYj :
(
M̃ j,Dj

)
→

(
M̃ j−1,Dj−1

)
,

para j = 1, . . . , k, onde

•
(
M̃0,D0

)
= (C3, 0),

(
M̃1,D1

)
=
(

(C̃3)Y1 , DY1

)
,

• o blow-up com centro Y1 é πY1 :
(
M̃1,D1

)
→
(
M̃0,D0

)
,

• cada πYj é um blow-up complexo com centro Yj,

• para cada j = 1, . . . , k, temos que o divisor é Dj =
(
πY1 ◦ · · · ◦ πYj−1 ◦ πYj

)−1
(Y1)

e F j =
(
πY1 ◦ · · · ◦ πYj−1 ◦ πYj

)∗
(F).

Denotando
(
M̃,D

)
a
(
M̃k,Dk

)
podemos descrever a sequência de blow-ups por

σ = πY1 ◦ · · · ◦ πYk−1 ◦ πYk :
(
M̃,D

)
→

(
C3, 0

)
,

onde D = σ−1(Y1). Denotamos por F̃ = σ∗F a transformada estrita de F pela sequência
de blow-ups. Especificamente para nosso estudo, onde os coeficientes de P,Q,R são reais,
podemos assumir que essa sequência de blow-ups complexos define uma única involução
canônica

J̃ : M̃ → M̃,

tal que σC ◦ J̃ = J ◦ σC. Pois, de forma análoga ao caso bidimensional, quando o blow-
up é feito em torno de um centro Yj que não é invariante por conjugação complexa,
fazemos também outro blow-up cujo centro seja o levantamento do conjunto singular que
é simétrico por conjugação complexa a Yj. Veremos isso com detalhes na Seção 5.5.

Assim após aplicar uma sequência finita de blow-ups obtemos um divisor excepci-
onal D que surge do processo descrito anteriormente. Se, nesse processo, ao fazer um

blow-up πYj , sobre um centro Yj, obtemos uma componente DYj =
(
πYj
)−1

(Yj), que é

invariante por F j, o blow-up πYj é denominado blow-up não-dicŕıtico e a componente
DYj é denominada componente não-dicŕıtica. Caso contrário, são denominados blow-up
dicŕıtico e componente dicŕıtica, respectivamente. Após aplicar todos os k blow-ups da
sequência total, denotamos também DYj ao levantamento dessa componente DYj , obser-
vando que essa nova DYj é uma componente no divisor Dk. Uma folheação singular F
é dicŕıtica se existe uma sequência de blow-ups com centros permisśıveis contendo um
blow-up dicŕıtico. Em (C2, 0) uma folheação dicŕıtica tem a propriedade de ter infinitas
separatrizes. Em (C3, 0) existem folheações dicŕıticas singulares que não tem separatrizes.
Por exemplo, a folheação de Jouanolou [17], que é induzida pela 1-forma

ω = (xmy − zm+1)dx+ (ymz − xm+1)dy + (zmx− ym+1)dz,

onde m ≥ 2, é dicŕıtica, pois o primeiro blow-up é dicŕıtico, e não tem separatrizes. Em
[7], Cano e Cerveau provaram que uma folheação holomorfa singular não-dicŕıtica em
(C3, 0) tem pelo menos uma separatriz convergente.
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5.2. Redução de singularidades no caso não-dicŕıtico complexo

Procuramos escolher adequadamente centros Y , que podem ser pontos ou curvas lisas,
e aplicar sucessivos blow-ups para obter singularidades que sejam o mais simples posśıvel.
Esse processo é chamado de redução de singularidades. Toda folheação holomorfa de
codimensão 1 em (C3, 0) admite um processo de redução de singularidades. O caso
não-dicŕıtico foi estudado por Cano e Cerveau em [7], e o caso dicŕıtico foi estudado
por Cano em [6]. Em nosso estudo, consideramos F não-dicŕıtica. Os centros Y que
permitem atingir esse objetivo, são chamados de centros permisśıveis. Eles vão impedir
gerar situações estranhas. Por exemplo, consideremos a folheação não singular em C3

definida por dz = 0 e consideremos com centro Y a curva x = y = 0, que corta todas
as folhas, então obtemos um blow-up dicŕıtico, o que não devemos permitir. De forma
geral, um centro permisśıvel deve estar contido numa única folha ou deve estar contida
no Sing(F).

Definição 5.2.1. Seja M uma variedade complexa de dimensão 3. Um subconjunto
E ⊂M é um divisor com cruzamentos normais em M se, localmente, em cada p ∈ E, é
a união finita de no máximo três superf́ıcies lisas não tangentes entre elas passando por
p.

Note que, em dimensão três, o divisor E é localmente isomorfo a uma união finita de
planos coordenados. Ou seja, num sistema de coordenadas x1, x2, x3, localmente, módulo
difeormorfismo holomorfo, os posśıveis casos para E são: x1 = 0, x1x2 = 0, x1x2x3 = 0.
Dizemos que uma curva Y tem cruzamentos normais com o divisor E, quando existe um
sistema de coordenadas anaĺıticas no qual a curva é um dos eixos coordenados e o divisor
é uma união de planos coordenados. Ressaltamos que a curva Y pode não estar contida
no divisor de cruzamentos normais E. Se Y tem cruzamentos normais com o divisor E,

podemos considerar um novo divisor de cruzamentos normais E1 =
(
πY
)−1

(E ∪ Y ) e
continuar com o processo de aplicar sucessivos blow-ups, caso seja necessário. Para o
contexto de nosso trabalho, em que F é não dicŕıtica, consideramos a seguinte definição.

Definição 5.2.2. Um subconjunto Y 6= ∅ é chamado de centro permisśıvel se é um ponto
contido no Sing(F) ou é uma curva lisa contida no Sing(F) que tem cruzamentos normais
com o divisor de cruzamentos normais E.

Definição 5.2.3. Seja F um germe de folheação de codimensão um, definido em uma
vizinhança de um ponto p ∈ M (onde M é uma variedade holomorfa de dimensão três)
pela 1-forma integrável ω, e seja E um germe de divisor com cruzamentos normais em
M passando por p e invariante por F . O tipo dimensional de F em p ∈ E, denotado
por τp(F) ou por τp, é o menor número de variáveis necessárias para expressar a equação
ω = 0 em algum sistema de coordenadas locais.

Em dimensão três, as singularidades simples de tipo dimensional dois são descritos
por modelos formais:

(a)

ω = xy

(
λ1
dx

x
+ λ2

dy

y

)
,

onde λ1, λ2,∈ C∗ são tais que m1λ1 + m2λ2 6= 0 sempre que m1,m2 ∈ Z≥0 com
pelo menos um deles diferente de zero;
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(b1)

ω = xy

(
p1
dx

x
+ p2

dy

y
+ φ(xp1yp2)λ2

dy

y

)
,

onde p1, p2 ∈ Z>0, φ ∈ C[[z]] é uma não-unidade e λ2 ∈ C∗;
(b2)

ω = xy

(
p1
dx

x
+ φ(xp1)λ2

dy

y

)
,

onde p1 ∈ Z>0, φ ∈ C[[z]] é uma não-unidade e λ2 ∈ C∗.
Esses modelos correspondem aos modelos simples bidimensionais, onde os casos (a) e
(b1) são singularidades não degeneradas e o caso (b2) é singularidade do tipo sela-nó. Os
modelos de singularidades simples de tipo dimensional três são descritos por modelos
formais:

(A)

ω = xyz

(
λ1
dx

x
+ λ2

dy

y
+ λ3

dz

z

)
,

onde λ1, λ2, λ3 ∈ C∗ são tais quem1λ1+m2λ2+m3λ3 6= 0 sempre quem1,m2,m3 ∈
Z≥0 com pelo menos um deles diferente de zero;

(B1)

ω = xyz

(
p1
dx

x
+ φ(xp1)

(
λ2
dy

y
+ λ3

dz

z

))
,

onde p1 ∈ Z>0, φ ∈ C[[z]] é uma não-unidade e λ2, λ3 ∈ C∗ satisfaz m2λ2 +
m3λ3 6= 0 sempre que m2,m3 ∈ Z≥0 com pelo menos um deles diferente de zero;

(B2)

ω = xyz

(
p1
dx

x
+ p2

dy

y
+ φ(xp1yp2)

(
λ2
dy

y
+ λ3

dz

z

))
,

onde p1, p2 ∈ Z>0, φ ∈ C[[z]] é uma não-unidade e λ2, λ3 ∈ C∗ satisfaz m2λ2 +
m3λ3 6= 0 sempre que m2,m3 ∈ Z≥0 com pelo menos um deles diferente de zero;

(B3)

ω = xyz

(
p1
dx

x
+ p2

dy

y
+ p3

dz

z
+ φ(xp1yp2zp3)

(
λ2
dy

y
+ λ3

dz

z

))
,

onde p1, p2, p3 ∈ Z>0, φ ∈ C[[z]] é uma não-unidade e λ2, λ3 ∈ C∗ satisfaz
m2λ2 +m3λ3 6= 0 sempre que m2,m3 ∈ Z≥0 com pelo menos um deles diferente
de zero.

As singularidades que correspondem aos modelos (A) e (B3) são chamadas singularidades
hiperbólicas complexas simples (caso não degenerado), e as que correspondem aos modelo
(B1) ou (B2) são denominadas singularidades do tipo sela-nó. O conjunto singular é
formado por curvas anaĺıticas transversais correspondentes aos eixos de coordenadas.
Localmente, as singularidades fora da origem são do tipo dimensional 2.

A importância das singularidades simples, centros e blow-ups permisśıveis para nosso
estudo no caso não-dicŕıtico em dimensão 3, reside no seguinte teorema de [7]:

Teorema 5.2.4 (Redução de singularidades de Cano e Cerveau). Seja F uma folheação
não-dicŕıtica em (C3, 0). Então existe uma sequência finita de blow-ups permisśıveis

(C3, 0) = M0

πY1←−−M1

πY2←−− · · · πYn←−−Mn = (M̃,D)
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tal que F̃ , a transformada estrita de F por essa sequência, tem apenas singularidades
simples.

Esse resultado foi estendido para o caso dicŕıtico por Cano em [6]. Esse teorema quer
dizer que sempre é posśıvel encontrar uma sequência finita de blow-ups permisśıveis com
centros permisśıveis Y1, Y2, . . . , Yn−1, Yn:

σ = πY1 ◦ · · · ◦ πYn−1 ◦ πYn : (M̃,D)→ (C3, Sing(F)),

tal que cada singularidade obtida é simples. Ditos blow-ups permisśıveis podem ser
puntuais, se o centro permisśıvel é um ponto, ou monoidais se o centro permisśıvel é um
germe de curva lisa.

Como mencionamos anteriormente, no caso espećıfico de nosso trabalho, e que será
justificado na Seção 5.5, podemos considerar que a involução canônica definida por

J : (x, y, z) ∈ (C3, 0) 7→ (x, y, z) ∈ (C3, 0),

é levantada por σ a uma única involução canônica

J̃ : M̃ → M̃,

tal que σ ◦ J̃ = J ◦ σ.

5.3. Germe de folheação anaĺıtica real singular de codimensão 1 em (R3, 0)

Um germe de 1-forma anaĺıtica real em (R3, 0) é representado por

(62) ωR = PR(x, y, z)dx+QR(x, y, z)dy +RR(x, y, z)dz,

onde PR, QR, RR são elementos do anel R{x, y, z} de germes de funções anaĺıticas reais
sem fatores comuns e ωR satisfaz a condição de integrabilidade de Frobenius, ωR∧dωR = 0.
Denotamos por FR a folheação real de codimensão 1 induzida por ωR. O conjunto singular
de FR, definido por

Sing(FR) = {(x, y, z) : PR = QR = RR = 0} ,
é um subconjunto anaĺıtico fechado de codimensão ≥ 2. Uma separatriz formal real ou
simplesmente separatriz de FR é um germe irredut́ıvel de superf́ıcie formal e invariante,
que passa pela origem de (R3, 0), isto é, um objeto dado por uma função formal irredut́ıvel
fR ∈ R[[x, y, z]], tal que

ωR ∧ dfR = fRθR

para alguma 2-forma anaĺıtica real θR. O conjunto de separatrizes de FR é denotado
por Sep(FR). Em (R3, 0), a existência de separatrizes reais não está garantida. De fato,
a equação xdx + ydy + zdz = 0 define uma folheação que não tem separatriz, pois é
satisfeita por superf́ıcies x2 + y2 + z2 = c, com a constante real c ≥ 0.

5.4. Complexificação de uma folheação anaĺıtica real em (R3, 0)

Interpretando as variáveis x, y, z de (62) como variáveis complexas, obtemos as
complexificações de PR, QR, RR, que denotamos PC, QC, RC. Além disso, não tem fa-
tor comum complexo, pois, caso contrário, seu conjugado seria outro fator comum de
PC, QC, RC. Então, PR, QR, RR teriam fator comum real, o que não é posśıvel. Assim, ao
complexificar ωR obtemos em (C3, 0) a 1-forma holomorfa

(63) ωC = PC(x, y, z)dx+QC(x, y, z)dy +RC(x, y, z)dz,
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onde PC, QC, RC são as respectivas complexificações de PR, QR, RR sem fator comum.
Seu conjunto singular tem dimensão no máximo 1. Definimos o traço real de C3 como o
conjunto

Tr(C3) = {(x, y, z) ∈ C3 : (x, y, z) = (x, y, z)}.

Identificamos a restrição de ωC ao traço real com ωR. De forma similar ao caso plano,
em dimensão 3, a condição do conjunto singular de ωR ser algebricamente reduzido (PR,
QR, RR não têm fator comum) significa que ωC não tem componentes de codimensão um
no conjunto singular.

Observação 3. Se f é um germe de uma função anaĺıtica complexa em (C3, 0) tal que
f |Tr(C3) ≡ 0, então f ≡ 0. Pois, considerando x = x1 + ix2, y = y1 + iy2, z = z1 + iz2,
f = Re (f) + i Im (f), e as equações de Cauchy-Riemann para a primeira coordenada,
temos que

∂f

∂x
(0, 0, 0) =

∂Re (f)

∂x1
(0, 0, 0) + i

∂Im (f)

∂x1
(0, 0, 0) = 0 + 0 = 0.

Procedendo de forma similar obtemos que ∂f
∂y

(0, 0, 0) = 0, ∂f
∂z

(0, 0, 0) = 0. Por ser f uma

função anaĺıtica escrevemos ela como

f(Z) =
∑
I

∂If(0)

I!
ZI ,

onde Z = (x, y, z). E como na origem f tem derivadas parciais de todas as ordens nulas,
então f = 0.

Como ωR∧ dωR = aR(x, y, z) dx∧ dy∧ dz, onde aR é uma função anaĺıtica real, então,
ωC ∧ dωC = aC(x, y, z) dx ∧ dy ∧ dz, onde aC é a complexificação de aR. Da condição de
integrabilidade de ωR temos que

(ωC ∧ dωC) |Tr(C3) = (aC dx ∧ dy ∧ dz) |Tr(C3) = 0.

Pela Observação 3, como aC é uma função anaĺıtica complexa tal que aC|Tr(C3) = 0, então
aC = 0. Em consequência, como

ωC ∧ dωC = aC(x, y, z) dx ∧ dy ∧ dz = 0

temos que a 1-forma ωC é integrável.
Em (C3, 0), uma separatriz J-invariante, i.e. tal que J(BC) = BC, é chamada de

separatriz real, e uma não J-invariante é chamada de separatriz puramente complexa.
Lembrando que a folheação FC é a complexificação da folheação FR, se Sep(FC) é o
conjunto de todas as separatrizes formais de FC, denotamos por Sepr(FC) o conjunto de
separatrizes formais J-invariantes e por Sepc(FC) o conjunto de separatrizes formais não
J-invariantes. Temos

(64) Sep(FC) = Sepr(FC) ∪ Sepc(FC).

Observação 4. Cada separatriz de FR, corresponde a uma separatriz de Sepr(FC) e vice
versa. Em consequência, se Sepr(FC) 6= ∅ , então FC tem pelo menos uma separatriz
invariante por conjugação complexa e FR tem pelo menos uma separatriz.
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5.5. Blow-ups permisśıveis no espaço complexificado

Lembrando que involução canônica anti-holomorfa em (C3, 0) é definida por

J : (x, y, z) ∈ (C3, 0) 7→ (x, y, z) ∈ (C3, 0),

e que o subconjunto de (C3, 0) de pontos fixos de J é o traço real de (C3, 0) denotado
por Tr(C3). Considerando que

ωC(x, y, z) = PC(x, y, z)dx+QC(x, y, z)dy +RC(x, y, z)dz,

satisfaz as condições mencionadas na seção anterior, denotamos por FC a folheação ho-
lomorfa induzida pela 1-forma holomorfa ωC. Uma vez que ωC é definida por coeficientes
reais, os coeficientes PC, QC, RC no traço real coincidem com os coeficientes PR, QR, RR.
Através da 1-forma ωC, cada ponto (x0, y0, z0) ∈ (C3, 0) fora do conjunto singular está
associado a um único plano

PC(x0, y0, z0)x+QC(x0, y0, z0)y +RC(x0, y0, z0)z = 0,

que é simétrico, com respeito ao traço real, ao plano

PC(x0, y0, z0)x+QC(x0, y0, z0)y +RC(x0, y0, z0)z = 0,

pois

(PC(x0, y0, z0), QC(x0, y0, z0), RC(x0, y0, z0)) = (PC(x0, y0, z0), QC(x0, y0, z0), RC(x0, y0, z0)).

Por isso, as folhas de FC são simétricas com respeito ao traço real (são J-simétricas).
Além disso, o conjunto das singularidades Sing(FC) é J-invariante, ou seja se (x, y, z) ∈
Sing(FC) então J((x, y, z)) = (x, y, z) ∈ Sing(FC), pois, se

PC((x, y, z)) = QC((x, y, z)) = RC((x, y, z)) = 0,

então
PC((x, y, z)) = QC((x, y, z)) = RC((x, y, z)) = 0

e, portanto,

PC

(
(x, y, z)

)
= QC

(
(x, y, z)

)
= RC

(
(x, y, z)

)
= 0.

Isto permite decompor Sing(FC) em centros permisśıveis Y , que podem ser J-invariantes
ou J-simétricos.

Se o centro Y1 é J-invariante, o blow-up com centro Y1 (seguindo as notações apre-
sentadas na Seção 5.1)

πY1C :
(
M̃1

C,D1
C

)
→ (C3, 0),

onde D1
C = DY1

C , define em
(
M̃1

C,D1
C

)
uma única involução canônica

JY1 :
(
M̃1

C,D1
C

)
→
(
M̃1

C,D1
C

)
,

tal que
πY1C ◦ J

Y1 = J ◦ πY1C .
Então considerando

M̃1
R = {p ∈ M̃1

C : p = JY1(p)},
podemos dizer que M̃1

R é o traço real de M̃1
C e identificar D1

R com D1
C ∩ M̃1

R. Denotando

F̃0
C = FC, F̃1

C = (πY1C )∗(F̃0
C) identificamos F̃1

R com F̃1
C ∩ M̃1

R e πY1R = πY1C

∣∣∣M̃1
R

.
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Se o centro permisśıvel Y1 não é J-invariante, então J(Y1) é outro centro que é J-
simétrico a Y1 (simétrico com respeito ao traço real via conjugação complexa). Nesse caso,
se Y1 e J(Y1) se intersectam em um ponto p, podemos fazer sucessivos blow-ups puntuais
até separar eles. Assim, podemos supor que Y1 e J(Y1) são disjuntos. Isso nos permite
fazer a composição de dois blow-ups, o primeiro blow-up πY1C com centro permisśıvel Y1, e

compor o resultado com outro blow-up πY2C com centro permisśıvel Y2 =
(
πY1C
)−1

(J(Y1)).
Informalmente podemos considerar dita composição como se fosse um único blow-up. Ou
seja, seguindo as notações apresentadas na Seção 5.1, consideramos a composição de

πY1C :
(
M̃1

C,D1
C

)
→ (C3, 0)

com

πY2C :
(
M̃2

C,D2
C

)
→
(
M̃1

C,D1
C

)
como a composição

π
(Y1,Y2)
C = πY1C ◦ π

Y2
C :

(
M̃2

C,D2
C

)
→ (C3, 0)

Visto que Y e J(Y ) estão de lados diferentes do traço real, a involução canônica J e

π
(Y1,Y2)
C definem em

(
M̃2

C,D2
C

)
uma única involução cont́ınua

J (Y1,Y2) :
(
M̃2

C,D2
C

)
→
(
M̃2

C,D2
C

)
,

tal que

π
(Y1,Y2)
C ◦ J (Y1,Y2) = J ◦ π(Y1,Y2)

C .

Então, considerando

M̃2
R = {p ∈ M̃2

C : p = J (Y1,Y2)(p)},
podemos dizer que M̃2

R é o traço real de M̃2
C e identificamos D2

R com D2
C ∩ M̃2

R. Deno-

tando F̃0
C = FC, F̃1

C = (πY1C )∗(F̃0
C), F̃2

C = (πY2C )∗(F1
C), identificamos F̃2

R com F̃2
C ∩ M̃2

R,

identificamos também π
(Y1,Y2)
R = π

(Y1,Y2)
C |M̃2

R
. Ao fazer uma composição de k blow-ups

πY1C ◦ · · · ◦ π
Yk−1

C ◦ πYkC
com centros permisśıveis Y1, Y2, . . . , Yk devemos ter em conta os dois casos anteriores.

5.6. Redução de singularidades de uma folheação anaĺıtica real em (R3, 0)

Se a folheação FC é a complexificação da folheação FR, pelo Teorema 5.2.4, existe uma

sequência finita de blow-ups permisśıveis tal que F̃C, a transformada estrita de FC, tem
unicamente singularidades simples. Seja σC um processo de redução de singularidades
para a folheação FC em (C3, 0), definido por

σC = πY1C ◦ · · · ◦ π
Yn−1

C ◦ πYnC : (M̃C,DC)→ (C3, Sing(FC)),

onde Y1, Y2, . . . , Yn−1, Yn são os centros permisśıveis de cada blow-up. Conforme expli-
camos na seção anterior, produzimos essa sequência de blow-ups de forma a obter uma

única involução cont́ınua J̃ : M̃C → M̃C, tal que σC ◦ J̃ = J ◦ σC. Então considerando

M̃R = {p̃ ∈ M̃C : p̃ = J̃(p̃)},
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dizemos que M̃R é o traço real de M̃C e identificamos DR com DC ∩ M̃R, assim como

F̃R com F̃C ∩ M̃R e σR = σC|M̃R
. Após um processo de redução de singularidades as

componentes do divisor excepcional DC são simétricas com respeito ao traço real. Isso
é porque FC é J-simétrica e a sequência de blow-ups é simétrica e levanta o mapa de
conjugação.

Observação 5. Um germe de folheação FR é dicŕıtica se, para sua respectiva com-
plexificação FC, existe, uma sequência de blow-ups com centros permisśıveis tal que a
restrição de FC ao traço real contém um blow-up real dicŕıtico, i.e., um blow-up real com
componente não-invariante real. Dizemos que um germe de folheação FR em (R3, 0) é C-
não-dicŕıtica se sua complexificação FC é um germe de folheação holomorfa não-dicŕıtica.
Observe que se FR é C-não-dicŕıtica, então FR também é não-dicŕıtica.

5.7. Relação entre as separatrizes complexas e a redução de singularidades

Nessa seção descrevemos alguns resultados de Cano-Cerveau [7]. Seja F um germe
de uma folheação anaĺıtica complexa singular de codimensão um em (C3, 0), definida
pela 1-forma ω como na equação (61). Se F é não-dicŕıtica, após aplicar um processo de
redução de singularidades com centros permisśıveis Y1, . . . , Yn−1, Yn,

σ = πY1 ◦ · · · ◦ πYn−1 ◦ πYn :
(
M̃,D

)
→

(
C3, Sing(F)

)
,

obtemos F̃ , a transformada de F em torno do divisor excepcional D = σ−1 (Sing (F)),

invariante por F̃ , cujas singularidades são simples. Essas sigularidades simples podem
ser de dois tipos: singularidade tipo esquina, se ela está na interseção de pelo menos
duas componentes do divisor D, e singularidade tipo traço, se por ela passa uma única
componente do divisor D. O fecho das singularidades tipo traço formam um subconjunto

anaĺıtico de
(
M̃,D

)
, denotado por Singt(F̃ ,D), cujas componentes irredut́ıveis são não

singulares e têm dimensão um. Singt(F̃ ,D) tem cruzamentos normais com D. Em cada

singularidade tipo traço q existe exatamente uma única separatriz B̃q, que não é uma
componente do divisor D, passando sobre ela. Além disso, essa separatriz é uma superf́ıcie
transversalmente formal a D, e as singularidades tipo traço próximas dela correspondem

exatamente a D ∩ B̃q. Devido a isso, em cada componente conexa de Singt(F̃ ,D), as

separatrizes B̃q podem se colar em um germe de superf́ıcie transversalmente formal B̃ em

torno do divisor D. As superf́ıcies B̃ obtidas desta forma são as únicas superf́ıcies inva-

riantes de F̃ diferentes das componentes irredut́ıveis de D. Suas imagens pela sequência
de blow-ups são separatrizes de F . Temos a seguinte bijeção:

{Separatrizes de F} ↔ {Componentes conexas de Singt(F̃ ,D)}.

5.8. Imersões transversais complexas e reais

Temos a seguinte definição

Definição 5.8.1. Seja F uma folheação holomorfa singular de codimensão um em (C3, 0),
com multiplicidade ν(F) e definida pela equação ω = 0, onde ω é uma 1-forma holomorfa
e integrável. Uma imersão complexa i : (C2, 0) ↪→ (C3, 0) é transversal a F se satisfaz

• Sing(i∗ω) = i−1(Sing(ω)) = 0;
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• ν(F) = ν(i∗F).

Mattei e Moussu, em [19], mostram que as imersões complexas são genericamente
transversais. Portanto, sempre existe pelo menos uma imersão complexa satisfazendo as
duas condições acima. Temos o seguinte conceito

Definição 5.8.2. Seja FR um germe de folheação anaĺıtica real singular de codimensão
1 em (R3, 0) definida por um germe de 1-forma anaĺıtica real ωR. Uma imersão real
iR : (R2, 0) ↪→ (R3, 0) é transversal a FR se satisfaz

• Sing(i∗RFR) é algebricamente isolada na origem,
• ν(FR) = ν(i∗RFR).

Lembremos que em (R2, 0) uma singularidade de um germe de folheação anaĺıtica real
singular é algebricamente isolada se sua complexificação tem singularidade isolada. Se ωC
e iC : (C2, 0) ↪→ (C3, 0) a 1-forma anaĺıtica complexa e a imersão complexa obtidas pela
complexificação de ωR e iR respectivamente, a condição de Sing(i∗RFR) ser algebricamente
isolada na origem equivale a pedir que i∗CωC tem singularidade isolada. Como ν(FR) =
ν(FC), temos que iC é uma imersão complexa transversal. Pelo Teorema de existência
de separatriz de Camacho-Sad [4], a folheação i∗CFC tem separatriz complexa. Com essas
observações temos o seguinte resultado.

Proposição 5.8.3. Seja FR um germe de folheação anaĺıtica real singular de codimensão
um em (R3, 0) tal que FR é C-não-dicŕıtica. Se, para alguma imersão transversal real iR,
a folheação i∗RFR tiver separatriz, então FR tem separatriz.

Demonstração. Seja ωR a 1-forma que define a folheação FR em (R3, 0). Via a imersão

iR : (R2, 0) ↪→ (R3, 0)

obtemos a 1-forma ηR = i∗Rω e definimos a folheação GR = i∗RFR em (R2, 0) com sin-
gularidade algebricamente isolada em 0 ∈ R2. Por hipótese, GR tem uma separatriz γ.
Considerando a parametrização de γ,

γ(t) =
∑
n≥1

ant
n,

então a composição δ = iR ◦ γ define em (R3, 0) uma curva formal δ que é invariante por
FR. De fato, como γ é separatriz em (R2, 0), segue que

0 = η · γ′(t) = i∗Rω · γ′(t) = ω ·D(iR) · γ′(t) = ω · δ′(t),
onde D é denota a derivada. Sejam δC a complexificação de δ, e FC a complexificação de
FR. A curva δ ∈ (R3, 0) se identifica com a interseção de δC com o traço real de (C3, 0)
que denotamos por δR. A curva δC, por ser invariante, está contida em uma folha de
FC. Note que pela construção feita, δR e δC não estão contidas no conjunto Sing(FC).
Fazemos uma redução de singularidades para FC,

σC : (M̃C,DC)→ (C3, Sing(FC))

e obtemos F̃C = σ∗CFC, o divisor invariante DC = σ−1C (Sing(FC)) com Sing(F̃C) ⊂ DC,

e a curva δ̃C = σ∗CδC que é invariante por F̃C e não está contida no conjunto Sing(F̃C).
Assim como δR é o traço real de δC, o levantamento de δR pela redução de singularidades,

que denotamos δ̃R, é o traço real de δ̃C.
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Denotamos δ̃R ∩ DC por p. Observe que p = δ̃R ∩ DC = δ̃C ∩ DC está no traço
real. Podemos supor p fora das esquinas do divisor DC, pois se for necessário, fazendo

alguns blow-ups puntuais (reais) a mais, podemos dessingularizar a curva δ̃C. Isso em

particular implica separar δ̃C das esquinas do DC. Temos que δ̃C e DC são F̃C-invariantes,

logo, p ∈ Singt(F̃C,DC) e está no traço real. Pelo método de Cano-Cerveau, (veja Seção

5.7), temos que existe pelo menos uma superf́ıcie formal Σ̃C, em torno de DC, invariante

por F̃C que passa por p, que está relacionada biunivocamente com a separatriz formal

ΣC = σC(Σ̃C) de FC. Além disso, observe que Σ̃C é J̃-invariante, ou seja Σ̃C = J̃(Σ̃C).

Pois, caso contrário, a curva δ̃R teria que estar na interseção de Σ̃C ∩ J̃(Σ̃C) pois ela está

no traço real. E portanto, δ̃R estaria no conjunto Sing(F̃C) ⊂ DC, e isso não é posśıvel

pois F̃C é obtida pela redução de singularidades e δ̃R 6⊂ DC. Isso implica que ΣC = J(ΣC)
e intersectando ΣC com o traço real obtemos a separatriz procurada.

�

5.9. Superf́ıcie generalizada real e superf́ıcie generalizada real topológica

Seja F uma folheação holomorfa singular de codimensão um em (C3, p), não-dicŕıtica,
definida pela 1-forma integrável ω e tal que p é uma singularidade simples de F . Se o
tipo dimensional de F em p é τ(F , p) = 2, temos que a folheação F é um cilindro sobre
a folheação induzida por i∗ω, onde i : (C2, 0) ↪→ (C3, p) é uma imersão transversal em p.
Do trabalho de Cano-Cerveau [7] temos que, se τ(F , p) = 3 então existe uma vizinhança
U de p tal que todas as singularidades q 6= p contidas naquela vizinhança são simples de
tipo dimensional τ = 2. Ou seja, os elementos do conjunto

A = {q ∈ U \ {p} : q ∈ Sing(F)},
são singularidades do tipo dimensional τ = 2. Além disso, a singularidade p é simples se
e somente se todos os elementos no conjunto A são simples. Em [10] Fernandez e Mozo
definem o conceito de folheação do tipo superf́ıcie generalizada para descrever folhações
holomorfas não-dicŕıticas de codimensão 1, definidas por 1-formas integráveis em (C3, 0),
em cujas reduções de singularidades não aparecem sela-nós. Lembramos que um germe
de folheação anaĺıtica real singular de codimensão um em (R3, 0) é C-não-dicŕıtica se ela
e sua complexificação são não-dicŕıticas. A seguir definimos um conceito análogo àquele
de Fernandez e Mozo para o caso real.

Definição 5.9.1. Seja FR um germe de folheação anaĺıtica real singular de codimensão
1 em (R3, 0). Dizemos que FR é uma folheação do tipo superf́ıcie generalizada real se não
possui sela-nós reais na sua redução de singularidades e, além disso, é C-não-dicŕıtica.

A seguir apresentamos a versão real de [10, Lem.3.4].

Lema 5.9.2. Se FR é uma superf́ıcie generalizada real e iR : (R2, 0) ↪→ (R3, p) é uma
imersão transversal real, então a folheação i∗RFR é uma curva generalizada real.

Demonstração. Complexificamos as variáveis reais e obtemos, com as mesmas fórmulas
que definem FR e iR, a folheação holomorfa FC e a imersão transversal

iC = (iR)C : (C2, 0) ↪→ (C3, 0),

onde iC denota a complexificação da imersão iR. Essa imersão transversal define uma
superf́ıcie lisa H = iC((C2, 0)) que é transversal ao conjunto Sing(FC) em um ponto p.
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Consideramos para FC um processo de redução de singularidades

σC : (M̃C,DC)→ · · · → (C3, Sing(FC)).

Denotamos por F̃C a folheação obtida pelo processo σC. Denotamos por H = σ∗C(H).
Vemos que H intersecta transversalmente o divisor DC e além disso é transversal à fo-

lheação F̃C. Tomamos o levantamento da imersão transversal iC pelo processo de redução
de singularidades como o mapa

ĩC : (C2, 0) ↪→ (M̃C,DC),

definido por ĩC = σ∗C ◦ iC. Observamos que cada ponto singular de F̃C em H ∩ DC pode
ter tipos dimensionais τ = 2 ou τ = 3. Por hipótese, as singularidades simples p̃ que

estão no traço real de M̃C não são do tipo sela-nó. Considerando M̃R, o traço real de

M̃C, localizando H como germe de superf́ıcie em p̃ ∈
(

Sing(F̃C) ∩H ∩ M̃R

)
vemos que

H é transversal à folheação F̃C.
Se localmente τ(F̃C, p̃) = 2, então perto de p̃ a folheação F̃C é um cilindro sobre

a folheação ĩ∗CF̃C, portanto p̃ não é uma sela-nó real para ĩ∗CF̃C. Se τ(F̃C, p̃) = 3, a
singularidade p̃ está na interseção de três componentes invariantes (três componentes
de DC ou então duas componentes de DC e por uma superf́ıcie invariante fora de DC).
Localizando H como germe de superf́ıcie em p̃ e fazendo mais um blow-up puntual sobre

p̃. Seja H1 a transformada estrita de H por esse blow-up, e seja D̃p̃ a nova componente,
difeomorfa holomorficamente a P2

C, obtida por esse blow-up centrado em p̃. Note que,
antes desse último blow-up e usando coordenadas locais centradas em p̃, como a superf́ıcie
lisa H é transversal aos três eixos coordenados passando por p̃, então nenhum vetor
tangente a H saindo de p̃ tem inclinação paralela a algum dos eixos coordenados. Isso

implica que, após esse último blow-up extra, os pontos que estão na interseção da D̃p̃

e H1 estão fora de pontos com tipo dimensional 3. Pois as cartas dos blow-up usam
as inclinações desses vetores tangentes para definir as coordenadas dos pontos depois do

blow-up puntual (veja as cartas na Seção 2.7). Então, se algum ponto de H1∩ D̃p̃ tivesse
τ = 3, teria que existir algum vetor tangente a H e saindo de p̃ paralelo a alguns dos
eixos coordenados, o que é falso. Temos então, que os pontos que estão na interseção

do conjunto singular do levantamento de F̃C com H1 ∩ D̃p̃ têm tipo dimensional 2, e o
resultado é obtido pelas justificativas mencionadas anteriormente.

�

Definimos também o conceito de superf́ıcie generalizada real topológica como

Definição. Seja FR um germe de uma folheação anaĺıtica real singular de codimensão 1
em (R3, 0). Dizemos que FR é uma folheação do tipo superf́ıcie generalizada real topológica
se para toda imersão iR : (R2, 0) ↪→ (R3, 0) transversal a FR, a folheação i∗RFR tem
singularidade algebricamente isolada e não possui selas-nós topológicas reais na redução
de singularidades.

E em particular, pela Proposição 5.8.3 temos os dois seguintes resultados

Teorema C (Extensão para (R3, 0) do resultado de Risler). Seja FR um germe de fo-
lheação do tipo superf́ıcie generalizada real em (R3, 0). Se FR tem multiplicidade algébrica
par ou se existe uma imersão transversal iR tal que o número de Milnor µ(i∗RFR) é par,
então FR tem pelo menos uma separatriz.
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Demonstração. O resultado é consequência direta da Proposição 5.8.3 e do Lema
5.9.2, pois i∗RFR é uma curva generalizada real com multiplicidade par ou com número
de Milnor µ(i∗RFR) par e portanto tem separatriz. �

Teorema D. Seja FR um germe de folheação do tipo superf́ıcie generalizada real to-
pológica em (R3, 0). Se FR tem multiplicidade algébrica par ou se existe uma imersão
transversal iR tal que o número de Milnor µ(i∗RFR) é par, então FR tem pelo menos uma
separatriz.

Demonstração. O resultado é consequência direta da Proposição 5.8.3. �



83

Referências Bibliográficas
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[20] Rogério Mol and Fernando Sanz Sánchez. Real analytic vector fields with first integral and separa-

trices. 2018.
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