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Abstract

This thesis is dedicated to the study of conditions to ensure the existence of formal
separatrices for a foliation defined by a germ of real analytical vector field with an alge-
braically isolated singularity at the origin of R?. We also present sufficient conditions to
guarantee the existence of separatrices for germs of foliations defined by real analytical
1-forms at (R?,0). At (R?,0) we study the general case and at (R3,0) we study only the
non-dicritical case. In dimension two, a formal separatrix, or simply separatrix, is a germ
of invariant irreducible formal curve, whereas in dimension three it is a germ of invariant
irreducible formal surface.

At (R?%,0), a germ of foliation Fr induced by a germ of real analytical vector field with
algebraically isolated singularity at the origin does not always admit formal separatrix.
After a process of reduction of singularities, each singularity of saddle-node type obtained
can be classified as topological saddle, topological node or topological saddle-node. We
say that Fgr is of topological real generalized curve type if after a process of reduction
of singularities it does not admit singularities of topological saddle-node type. Our main
result is that if either the algebraic multiplicity or the Milnor number of a germ of a
topological real generalized curve type foliation at (R%,0) is even, then it has at least one
formal separatriz.

At (R3,0), a germ of foliation Fr induced by a germ of integrable real analytical
1-form of codimension one is C-non-dicritical if its complexification is a non-dicritical
germ of holomorphic 1-form. A real immersion ig : (R? 0) — (R?,0) is transversal to
Fr, if the singular set Sing(ifFr) has an algebraically isolated singularity at the origin
and the algebraic multiplicity satisfies vo(Fr) = vo(ixFr)-

A germ of foliation Fg is of topological real generalized surface type if, for all immersion
ir : (R?,0) — (R3,0) transversal to it, the foliation %k has no real topological saddle-
nodes in the process of reduction of singularities. As an application of our main result for
(R%0), we show that a germ of topological real generalized surface foliation in (R3,0)
having even algebraic multiplicity, or such that there is at least one transverse immersion
for which the Milnor number py(ixFr) is even, has at least one formal separatriz.

Keywords:
Real analytic vector field, formal and analytic separatrix, reduction of singularities,
index of vector fields, polar invariants, center-focus vector field.



Resumo

Essa tese ¢ dedicada ao estudo de condigoes para garantir a existéncia de separatri-
zes formais em folheagoes definidas por um germe de campo vetorial analitico real com
singularidade algebricamente isolada na origem de R?. Também apresentamos condicoes
suficientes para garantir a existéncia de separatrizes para germes de folheacoes defini-
das por 1-formas analiticas reais em (R3 0). Em dimensao dois, uma separatriz formal
ou simplesmente separatriz é um germe irredutivel de curva formal invariante, enquanto
em dimensdo trés é um germe irredutivel de superficie formal invariante. Em (R?,0)
estudamos o caso geral e em (R?,0) estudamos apenas o caso nao-dicritico.

Em (R?,0), um germe de folheacao Fg induzida por um germe de campo de vetores
analitico real com singularidade algebricamente isolada na origem nem sempre admite
separatriz formal. Apds de um processo de reducao de singularidades, cada singularidade
do tipo sela-né real obtida pode ser classificada como sela topoldgica, né topoldgico ou
sela-né topoldgica. Dizemos que Fg é do tipo curva generalizada real topoldgica se apos
um processo de reducao de singularidades ela nao admite singularidades do tipo sela-né
topolégica. Nosso principal resultado diz que se a multiplicidade algébrica ou o nimero
de Milnor de um germe de folheagao do tipo curva generalizada real topoldgica em (R?,0)
¢ par, entdao ele possui pelo menos uma separatriz formal.

Em (R3,0), um germe de folheacio Fg induzido por um germe de 1-forma analitica
real integravel de codimensao 1 é C-nao-dicritica se sua complexificagao é nao-dicritica.
Uma imersdo real ig : (R?,0) < (R30) é transversal a Fg, se o conjunto singular
Sing(ix Fr) tem uma singularidade algebricamente isolada na origem e a multiplicidade
algébrica satisfaz vy(Fr) = vo(ixFr). Um germe de folheagdo Fr ¢é do tipo superficie
generalizada real topoldgica se, para toda imersao ig : (R 0) — (R? 0) transversal a
ela, a folheacao ixFr nao possui selas-nés topolégicas reais no processo de reducao de
singularidades. Como aplicacdo de nosso principal resultado em (R?, () mostramos que
um germe de folheagdo do tipo superficie generalizada real topoldgica em (R3,0) com
multiplicidade algébrica par, ou admitindo pelo menos uma imersao transversal tal que o
nimero de Milnor ug(ixFr) € par, tem pelo menos uma separatriz formal.

Palavras-chave:
Campo vetorial analitico real, separatriz analitica e formal, reducao de singularidades,
indice de campos de vetores, invariantes polares, campos de vetores centro-foco.
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Introducao

Seja Xr um germe de campo vetorial analitico real com singularidade algebricamente
isolada na origem de (R?,0), definido por

(1) Xr = Pr(, y)a% + Qr(z, y)a%,

onde FPg, Qr € R{z,y} ndo tém fator comum e Px(0,0) = Qr(0,0) = 0. Este trabalho
propoe dar condigoes suficientes de natureza algébrica a Xg para garantir que a folheacao
induzida pelas trajetorias de Xg, denotada por Fg, tenha pelo menos uma separatriz
formal. O estudo dd sequéncia ao trabalho de Risler [22]. Parte de nossa pesquisa
aparece no artigo [1].

Denotamos por R{z,y} (respectivamente C{z,y}) o anel de séries de poténcias nas
variaveis x e y com coeficientes reais (respectivamente complexos) que sdo convergentes.
Denotamos também por R[[z, y]] (respectivamente C[[z,y]]) o anel de séries de poténcias
nas variaveis « e y com coeficientes reais (respectivamente complexos) que nao necessaria-
mente sao convergentes. Uma série de poténcias que pertence a R[[z, y]] (respectivamente
C[[z, y]]) recebe o nome de série de poténcias formal real (respectivamente complexa). O
germe de campo analitico complexo com singularidade isolada na origem, definido por

(2> X(C:P(C(xay)%—i_QC(xay)%a

onde P, Q¢ € C{z,y} ndo tém fator comum e F(0,0) = Qc(0,0) = 0, é definido pelas
mesmas férmulas que definem o campo Xg, porém no lugar de considerar suas variaveis
em R, as consideramos em C. Dizemos que um germe de campo analitico real Xg tem
singularidade algebricamente isolada se seu complexificado X¢ tem singularidade isolada.
Isso equivale ao fato que os coeficientes de Xg serem ambos nao unidades e relativamente
primos em R{z,y}. Seja

J:(r,y) €eC* — (z,7) €C?

a involucao anti-holomorfa canonica, onde T é o conjugado de x. O traco real de um
subconjunto de C? ¢ o conjunto formado pelos pontos fixos de J. Identificando o traco
real de C? com R?, como Pr e Q¢ tém coeficientes reais, X¢ é simétrico com respeito ao
traco real de C?, tem-se que o traco real das solucoes de X¢ se identifica com as solucoes
de XR.

Para simplificar a apresentacao de conceitos, defini¢oes e resultados que ja existem
em um contexto mais geral, tanto no caso real como no complexo, e explicar o uso deles
em nosso estudo, consideramos o corpo K = R ou C: dado um campo vetorial analitico
definido por

0 0
(3) Xk = PK(%ZU)% + QK(I,y)a—y;
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onde Px, Qx € K{z,y} ndo tém fator comum, Px(0,0) = Qx(0,0) = 0, e (z,y) € Uk
uma vizinhanca aberta da origem contida em K2. Observamos que, quando K = C, Px
e Qx podem admitir coeficientes complexos. No caso em que P e (Qc correspondem ao
complexificado de um campo de vetores analitico real, como na equacao , seus coefici-
entes sao reais. As solucoes do campo vetorial analitico Xk decompoem a vizinhanca Uy
em um conjunto singular, onde o campo é nulo, e em trajetorias do campo fora da ori-
gem, onde o campo nao é nulo. Essa decomposicao recebe o nome de folheagao analitica
(real ou complexa) singular de dimensdo um e é denotada por Fx. As trajetdrias de um
campo fora do conjunto singular sao denominadas folhas. Denotamos por Fr o germe
de folheagao analitica real induzida por Xy definido em . Denotamos por F¢ o germe
de folheacao analitica complexa induzida por X¢, o complexificado de Xg, definido em
([2). Dizer que um germe de folheacao holomorfa Fx em (K2,0) ¢ induzido pelo campo
vetorial analitico Xk definido em (3)) é equivalente a dizer que Fk ¢é induzido pela equacao
wg = 0, onde wk é a 1-forma holomorfa (integravel, pois estamos em dimensao dois)

(4) WK = PK('r? y)dy - QK(‘% y)dl‘

A folheacao Fg estd identificada com o traco real de F¢, cada folha de Fg correspon-
dendo a uma tnica folha de F¢. Pela simetria do campo X¢ em relagao a involucao J,
as folhas de F¢ fora do traco real aparecem de forma simétrica aos pares.

Se o desenvolvimento de Taylor de uma fungao analitica (real ou complexa) é

F=> fo=tntfma+-..,
k=m

onde f,, é o primeiro jato nao identicamente nulo (f,, # 0), o nimero m é chamado de
multiplicidade algébrica ou ordem da fungao f e denotado por vo(f). No caso em que
f(0) =0, é também chamado de multiplicidade algébrica da curva definida por f = 0. A
multiplicidade algébrica do germe de folheagao Fg, induzida por Xk, é definida como

vo(Fx) = min{vo(Px), vo(Qx)}-
O numero de Milnor de Fx é definido por

o(Fie) = dim S0 YL

(Pc,Qc)’

onde (P, Qc) é o ideal gerado por Pr, Qc € C{z,y}. Uma curva formal (respectiva-
mente convergente) é um objeto C' dado pela equacao f(x,y) = 0, onde f é uma série
de poténcias formal (respectivamente convergente). Uma curva formal ou convergente
C' ¢ dita irredutivel se C' = Cy U Cy, com C) e Cy curvas formais (respectivamente con-
vergentes), implica C; = C e Cy = 0, ou C; = () e Cy, = C. Toda curva formal ou
convergente pode ser escrita, de maneira tnica, como uniao finita de curvas irredutiveis.
Isso é consequéncia do fato de Kl[z,y]] e K{z,y} serem dominios de fatoragao unica.
Uma separatriz de Fg é um germe de curva formal irredutivel que passa pela origem e é
tangente ao germe de campo vetorial que define a folheacao. Uma separatriz definida por
uma série de poténcias convergente recebe o nome de separatriz convergente ou analitica,
caso contrario é denominada separatriz puramente formal. Enfatizamos que toda vez que
mencionemos a palavra separatriz ou separatriz formal, significa que estamos admitindo
a possibilidade desse germe de curva ser formal ou convergente. Quando a separatriz nao
for convergente, diremos que ela é puramente formal.
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IAT

F1GURA 1. Os vetores tangentes a curva definida por f = 0 sao tangentes a folheacao

Y

Denotamos Sep, (Fx) o conjunto de separatrizes de Fk. Dizemos que uma curva for-
mal (respectivamente convergente) definida pela equacdo f(z,y) = 0, onde f é uma série
de poténcias formal (respectivamente convergente), nao trivial, ndo unidade e reduzida,
é invariante por Fg, se ela é a uniao de curvas irredutiveis tangentes a folheacao. Isso
equivale a existéncia de uma fungao formal (respectivamente convergente) h tal que

of of
PKaI +QKay = fh.

Em 1982, Camacho e Sad [4] provaram que um germe de campo vetorial analitico com-
plexo definido em (C?,0), com singularidade isolada na origem, possui pelo menos uma
separatriz convergente. Porém, nem todo germe de campo analitico real tem solucoes
nao triviais passando pela origem. Por exemplo, as solucoes do campo X = —ya% + xa%
sao os circulos centrados na origem, 22 +y? = ¢, com ¢ > 0, e portanto a folheacao indu-
zida por esse campo nao tem separatrizes. Enfatizamos que a existéncia de separatrizes
formais ndo implica na existéncia de separatrizes convergentes. No exemplo [22] p.219],
a folheacao analitica real induzida pelo campo

0 0
X 2, 4 3., .3
R = ( y+x)8x (zy + o ‘|‘$?J)ay

possui separatriz formal mas nao tem separatrizes convergentes.
O blow-up em (0,0) € (K?,0) é o mapa analitico

’/TKZ(IKZ,DK) — (KQ,O),
onde Dg = {0} x P§ e

K* = {((z,), [z : 9]) : (2,y) € K*\ {0}} U D

(K2, Dx) se identifica com (K?,0) no seguinte sentido: {(0,0)} é substituido por Dk,
um espago projetivo Pt mergulhado em ]KQ, que parametriza as diregoes tangentes em
0 € K2. Duas cartas (z,v), (u,y) € K? da variedade analitica K2 sdo definidas pelas
relagoes y = v com x # 0 e x = uy com y # 0, de forma tal que o mapa do blow-up
se expressa como (z,v) — (z,vz), (u,y) — (uy,y). Além disso, o blow-up restrito a
K2 \ Dk é um difeomorfismo analitico em sua imagem. Dado um germe de folheagao
analitica singular Fx em (K2,0), um blow-up em (K?,0) transforma Fx em uma outra
folheacdo FL = 7 Fk em (K2, Dg), denominada transformada estrita de Fi, que possui
um numero finito de singularidades isoladas sobre Dy, e corresponde difeomorficamente
a JFk sobre os pontos onde 7 é um difeomorfismo. Se Dk é uma curva invariante por
TrFKk, dizemos que tanto mg como Dy sao nao-dicriticos, caso contrario sao dicriticos.
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Ao aplicar um blow-up real g a (R? 0), podemos considerar simultaneamente o
blow-up complexo m¢ em (C?,0) usando as mesmas equagoes que definem o blow-up real.
O levantamento da involucao canonica J pelo blow-up complexo 7¢ define uma tnica
involucao continua J*

J.C* -

tal que mcoJ! = Jome. Isso se deve ao fato de que a a expressao do mapa ¢ em coordenadas
envolve apenas coeficientes reais. O traco real de C2 ¢ o conjunto {p: € C2:py=JY ()}
e se identifica com R2. Assim, dizemos que R2 6o trago real de (C2 e identificamos Dy
com D¢ N RQ, e também mr = m¢|z.. Considerando a equacao e JFc, a folheagao
induzida por X¢, denotamos o levantamento de F¢ pelo blow-up m¢c por FE. A folheagao
F{ & simétrica com respeito ao traco real R? devido ao fato que ¢, Pc e Q¢ envolvem
apenas funcgoes cujas séries de Taylor tém coeficientes reais.

Dizemos que um germe de folheacao analitica (real ou complexa) com singularidade
isolada na origem de (K?,0) tem uma singularidade simples ou reduzida em 0 € K? se os
autovalores da parte linear do campo, A1, Ay € K| satisfazem uma das seguintes condicoes:

(1) Ay - Ag # 0 com i—; ¢ Qt (singularidade simples nao-degenerada),

(2) A1 # 0 e Ay =0 (singularidade simples sela-no).
No contexto de folheagoes analiticas reais, nos referiremos a uma singularidade sela-né
como singularidade sela-nd algébrica. Uma singularidade simples tem exatamente duas
separatrizes transversais [16]. No caso nao-degenerado, ambas sdo convergentes. No caso
sela-né, aquela associada ao autovetor do autovalor nao-nulo é convergente e é chamada
de separatriz forte. A outra separatriz é formal e é chamada de separatriz fraca.

Fazendo k sucessivos blow-ups sobre as singularidades isoladas que vao aparecendo
depois de cada blow-up, produzimos a composi¢ao

Og = T O - owﬁlom’z,

de blow-ups
m + (M, D) — (M, DY),
para j =1,... k, tal que
* (Mg, Dy) = (K*,0), (My, D) = (K?, Dy,
0 blow—up em 0 € K2 6wk : (ML, DL) — (M2 DO)
e cada 7y, ¢ um blow-up em um ponto p;_; € DJ

Jo_ (1 k=1 _ky-1 : :
e D) = (mgo---omg omg) '(0) é um divisor com cruzamentos normais, cujas

componentes irredutiveis sao isomorfas a retas projetivas ]P’]%(.
Denotamos (]f\\/_f/H’g, DE) por (MK, Dx), e a sequéncia de blow-ups por
OK : (MK,DK) — (KQ,O),

onde Dg = o' (0). Um ponto que pertence a Dx e estd na intersecao de duas compo-
nentes irredutiveis ¢ chamado de esquina. Caso contrario, é chamado de ponto trago.
Denotamos por F§ = Fg, Fi = (mk) (F2), ..., F& = Fx = (TR (FEh) = ot Fx as
folheacoes obtidas como transformadas estrltas pela sequéncia de blow-ups. Uma com-
ponente irredutivel de Dk é classificada como dicritica se é nao-invariante por Fg, caso
contrario, é classificada como nao-dicritica. Dizemos que Bk € Sep, (Fk) é uma sepa-
ratriz dicritica, se EK = ox Bk toca o divisor Dg em uma componente dicritica. Caso
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contrério, dizemos que Bx ¢ uma separatriz isolada. O conjunto de separatrizes dicriticas
é denotado por Dicy(Fk).

No caso complexo que estudamos, um blow-up complexo em uma singularidade que
estd no traco real determina o levantamento da involucao anti-holomorfa para a variedade
obtida pelo blow-up. Isso porém nao acontece caso o blow-up complexo tenha centro em
uma singularidade que esta fora do trago real. Por esse motivo, se p; é uma singularidade
fora do trago real de C? temos que considerar a singularidade ps = J(p;) e fazer dois
blow-ups sucessivos & e 7%, o primeiro sobre p; e outro sobre a singularidade (7¢) ™! (p2).
Informalmente podemos considerar dita composi¢ao como se fosse um tinico blow-up. Ou

seja, consideramos os blow-ups

e (Mé,@}c) — (C?,0)

s [~ —
w2 (MC,DC> = (MC,DC) ,
para fazer a composicao

1,2
71'(%7 ) = - 7T(113 © 7T(C (M(C7 D(C) - (Cza 0)
Assim, é possivel definir em (Mé, D%) uma Unica involugao continua

J02 (M2 D2) - (M2, D2) .
tal que
71_(§:1,2) o J(1’2 Jor 1 2)
Desse modo, quando aplicamos uma sequéncia de blow—ups complexos, sempre considera-
mos que para cada singularidade fora do traco real é feita essa composicao “simultanea”de
dois blow-ups no respectivo espaco ambiente. Assim, apds aplicar k blow-ups sucessivos,

O'(C:ﬂ'(lco owélom’é

obtemos que a sequéncia de blow-ups
oc : (Mc, Dc) — (C2,0)
determina a involugao anti-holomorfa J: Mc — M@, tal que ocoJ = Jooe. Considerando
Mp ={p e Mc:p=J(p)}
dizemos que MR é o traco real de M@, identificamos Dg com D¢ N JT/[/R e og com oc| Vo
Ou seja, a sequéncia de blow-ups reais é obtida pela restri¢ao da sequéncia de blow-ups
complexos ao trago real. Em M¢ obtemos a folheacao -7:@ = 0f(Fc). Considerando Mg,

o traco real de M(c, identificamos ]:R = ogJr com .7:@ N MR A folheacao -7:<c é simétrica

com respeito a MR

Em [23], Seidenberg provou que qualquer germe de folheagao analitica (real ou com-
plexa) com singularidade isolada na origem de (K2, 0) admite um processo de redugao de
singularidades, ou seja, apos aplicar uma sequéncia finita de blow-ups

OK = Mg o+ 0my L omp: (M, D) — (K20),

podemos obter uma nova folheagao fK que tem uma quantidade finita de singularidades,
todas elas simples e sobre o divisor Dx = o 1(0). O processo de reducio de singularidades
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real og se identifica com a restricao ao traco real do processo de reducao de singularidades
complexo oc. Uma singularidade simples é dita real se, apds aplicar um processo de
reducao de singularidades oc, ela esta sobre o trago real de F¢.

Em [22], Risler definiu o conceito de campo de vetores do tipo curva generalizada real.
Um germe de campo vetorial analitico em (R?,0) com uma singularidade algebricamente
isolada estd nessa categoria se, apds um processo de reducao de singularidades, nao possui
singularidades do tipo sela-né algébrica. Isso equivale a dizer que seu complexificado, apos
reducao de singularidades, nao possui singularidades simples do tipo sela-né sobre o trago
real. Em [22] Prop.3.9], Risler demonstrou o seguinte resultado

Teorema. Se um germe de campo de vetores analitico real em (R?,0), do tipo curva
generalizada real, tem multiplicidade algébrica par ou niumero de Milnor par, entao ele
possui pelo menos uma separatriz convergente.

Sejam X e X’ dois campos de vetores analiticos reais que definem as folheagoes F
e F' nas superficies M e M’ respectivamente. Dizemos que X e X’ sdo campos topo-
logicamente equivalentes se houver um homeomorfismo H : M — M’ que preserva a
orientacao, levando o conjunto singular de X no conjunto singular de X’ e as folhas de
F nas folhas de F’, respeitando as orientacoes. Dois germes de campos vetoriais sao
topologicamente equivalentes, se admitem representantes topologicamente equivalentes.
Pelo [16, Teo.9,1], temos que uma singularidade sela-né algébrica pode ser classificada,
segundo equivaléncia topoldgica, como uma sela topologica ou um noé topoldgico ou uma
sela-né topoldgica. Isso permite definir uma classe maior de campos vetoriais e analisar
a existéncia de separatrizes formais. Dizemos que um germe de campo vetorial analitico
com uma tnica singularidade algebricamente isolada em (R?,0) é do tipo curva generali-
zada real topologica se nenhuma singularidade sela-né algébrica, obtida apds um processo
de redugao de singularidades, é uma sela-n6 topoldgica.

Ficura 2. Classificagao topoldgica de uma sela-né algébrica: sela to-
poldgica, né topoldgico, sela-néd topoldgica

Para obter informacao sobre as separatrizes de F¢, o germe de folheagao induzida
pela equagao (2)), usamos a nogao de divisor equilibrado de separatrizes [12]. Trata-se de
uma combinacao formal de separatrizes da forma

Bc = Z aBe - Bc

BgESepo (.7:([3)

onde os coeficientes ap. € {—1,0,1} sdo 1 para cada separatriz isolada, sdo nao-nulos
para um nimero finito de B¢ € Dicy(F¢) e, para cada componente dicritica D¢ do divisor
Dc, satisfaz

> ap.=2-Val(De),

Bc€ESepo (D(c)
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onde Sep,(D¢) é o conjunto de separatrizes cujo transformado estrito por o¢ toca a com-
ponente D¢ e Val(D¢), denominada valéncia de D¢, é o nimero de outras componentes
de D¢ intersectando D¢. O suporte do divisor Be é o conjunto formado por todas as se-
paratrizes Bc € F¢ tal que ap. # 0. Como a folheagao F¢ é complexificada da folheacao
real Fg, podemos associar um divisor equilibrado de separatrizes simétrico em relacao ao
traco real de C2. Portanto, para mostrar que o campo real Xp possui separatrizes, pro-
curaremos dar condicoes a X para que o suporte do divisor equilibrado de separatrizes
de F¢ tenha um nimero impar de elementos.

De [2] e [13], uma singularidade sela-né em (K2 0) (sela-né algébrica no caso real)
pode ser expressa, em coordenadas formais, pela 1-forma

wi = y(1 + pa®)dx + 25 dy,

onde 1 € K e k € Z4 sao invariantes formais. A separatriz forte corresponde a {z = 0},
a separatriz fraca corresponde a {y = 0} e o inteiro i (Fx) = k + 1 > 1 é chamado de
indice fraco da sela-né. Quando a separatriz fraca esta contida em uma componente do
divisor, a singularidade é chamada de sela-nd tangente.

O indice de excesso de tangéncia de F em 0 € C? é o niimero inteiro nao negativo

w(Fi) = Y p(Dig) (i (Fe) = 1),

q€SN(Fk)

onde SN(Fk) é o conjunto de singularidades do tipo sela-né tangente contidas no divisor
excepcional Dk, Dk , é a componente que contém a separatriz fraca e p(Dg ) ¢ 0 peso da
componente Dk ,. Este dltimo invariante é a multiplicidade algébrica de uma curva g
cuja transformada estrita ok € transversal a Dy 4, fora das esquinas. Sempre 7o(Fk) >

0, e 70(Fk) = 0 se e somente se SN(Fx) = (0 (ndo hé selas-nés tangentes na redugao de
singularidades de Fx).

Para entender como a multiplicidade de um germe de folheagao analitica real com
singularidade algebricamente isolada esta relacionada com a existéncia de separatrizes
formais, de [13, Prop.3.3], temos a seguinte relagao:

V()(./T"(c) = VO(B((j) -1 + To(Fc),

onde vo(Fc) é a multiplicidade algébrica da folheacao Fc, vo(Bc) é a multiplicidade
algébrica do divisor equilibrado e 79(F¢) é o indice de excesso de tangéncia de Fc em
0 € C2. De [16] Teo.9.1], temos que uma sela-né algébrica de um campo de vetores real é
uma sela topolégica ou né topoldgico se, e somente se o indice fraco dela iy (Fg) ¢ impar.
Logo, se Fgr é uma folheagao curva generalizada topoldgica real entdao 7o(Fg) é par. Com
isso, obtemos o seguinte resultado:

Teorema A. Seja Fr um germe de folheagao do tipo curva generalizada real topoldgica.
Se vo(Fr) € par, entdo existe uma separatriz formal real em Fg.

Seja F um germe de folheacao holomorfa definida, segundo , pela equacao w = 0,
onde w = P(z,y)dy — Q(x,y)dx. De [8], uma parametriza¢io de Puiseur de um germe
de curva irredutivel com equagao reduzida f = 0, multiplicidade vy(f) = m e que satisfaz
f(0,0) = 0 pode ser obtida no formato = t™, y = ¢(t) = >, a;t*, com ordy(¢(t)) > m,
an, € C\{0}. A curva polar de F com respeito a (a : b) € P¢ é a curva dos pontos onde a
reta tangente a folheagao tem inclinagao ¢, com b # 0. Ela é denotada P(];:b) e ¢é definida
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pela equacao aP — b() = 0. Dada uma separatriz B de F, o numero de intersecao polar
de F com respeito a B, denotado por po(F, B), é o nimero inteiro:

po(F,B) = (P(Jg:b), B)O = ordi—o ((aP — bQ) o yp(t)),

onde (+,-) representa o nimero de interse¢ao de germes de curvas formais complexas em
(C2,0), PF b) ¢ uma curva polar genérica e yp(t) é uma parametrizagdo de Puiseux de B.

No Capltulo BB, buscamos entender como o ntmero de Milnor de uma folheagao ho-
lomorfa esta relacionado com os invariantes polares definidos no paragrafo anterior. Ba-
seados em [8] e [13], para um germe de folheacao holomorfa F, estudamos a relagao
que existe entre po(F, B), o nimero de interse¢ao polar de uma folheagao holomorfa com
respeito a um divisor equilibrado de separatrizes, a multiplicidade vo(F), o nimero de
Milnor de uma folheagao holomorfa po(F), e o processo de redugao de singularidades.
Seja ¢ um ramo formal nao invariante por J que passa pela origem go = 0. Apés um
blow-up puntual na origem obtemos o ponto ¢; € (N D, onde D ¢é o divisor excepcional
do blow-up e ( é a transformada estrita de . Aplicando sucessivos blow-ups nos pontos
¢; que estao na intersegao dos transformados estritos dos ramos nao invariantes com os
respectivos divisores que aparecem apos cada blow-up, é gerada uma sequéncia infinita
de pontos ¢o = 0, ¢1, G2, q3, ---, Qn, -... Esses pontos formam o conjunto de pontos
infinitamente préximos da curva ¢, denotado por Z({). Como ¢ nao é invariante por F,
existe n tal que em ¢,, as transformadas estritas ¢,, e fqn sao regulares e transversais.
Denotando por (; os ramos formais da curva polar genérica I', definimos o indice do
excesso de tangéncia de F ao longo da I' como o invariante

=2 2 Wl Fmle)

G q€Z(Gi)

onde ]E e EZ sao as transformadas estritas de F e (;. Os pontos para os quais g é singular
para F, e portanto, 7, é possivelmente nao nula, sao finitos. Obtemos, portanto, o
seguinte resultado:

Teorema. Sejam F um germe de uma folheagio holomorfa em (C%0) e B um divisor

equilibrado de separatrizes para F. Entao, para uma curva polar genérica I', o nimero
de intersecao polar satisfaz

(5) pO(FvB) :NO(I>+VO(F) _7-0(;71—‘)7
onde 10(F,I") é o indice do excesso de tangéncia de F ao longo de I'.

Esse resultado generaliza uma conhecida férmula de Teissier [25] para curvas. Pois,
se f € C{z,y} é uma equagao reduzida de um germe de uma curva analitica complexa
C em (C2%0), entdao a equacio w = 0, onde w é a 1-forma definida por w = df, define
uma folheacao F do tipo curva generalizada. A equacao torna-se, para (a : b) € Pt
genérico,

(af:c + bfya C)O = MO(f) + VO(f) -1

No Capitulo[d] definindo o nimero de intersegao polar de Fg e o excesso de tangéncia
real ao longo da curva 'y do mesmo modo que na versao complexa, porém considerando
varidveis reais, obtemos a versao real do teorema anterior. Observe que se po(Fg, Bg) for
impar, entao Fr terd separatriz real, pois isso implica automaticamente que o suporte
de Bgr possui um nimero impar de elementos. Entao, pelo teorema acima, o seguinte
resultado segue do fato que a relagdo nele contida implica que po(Fg, Bg) é impar.
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Proposicao. Sejam Fr uma folheacao analitica real com singularidade algebricamente
isolada na origem de (R?,0), Br um divisor equilibrado de separatrizes real e o (Fr,'r)

o0 excesso de tangéncia de Fr ao longo de I'r, onde I'r € uma curva polar real genérica.
Se

po(Fr) + vo(Fr) = 70 (Fr,I'r) +1  (mod 2),

entao Fr tem pelo menos uma separatriz formal.

Admitindo que a folheagao Fg seja do tipo curva generalizada real topoldgica, em seu
processo de reducao de singularidades ela nao admite pontos singulares do tipo sela-né
topolégico. Assim, em cada ponto infinitamente préximo de cada ramo (g; o indice de
excesso de tangencia 7y ¢ par. Entao, 7o(Fg,['r) é também par. Podemos supor vy(Fg)
impar, pois, caso seja par, pelo Teorema A, Fr possui separatriz. Assim, usando a
proposicao anterior, conseguimos o seguinte resultado:

Teorema B. Suponhamos que Fgr seja uma folheagao do tipo curva generalizada real
topolégica. Se o (Fr) € par, entdo Fg tem pelo menos uma separatriz formal.

Finalmente, no Capitulo 5], estendemos nossos resultados para germes de folhagoes
analiticas reais de codimensao um em (R?,0), onde as folhas sao germes de superficies
formais reais. Denotamos por JFg a folheacao definida pela 1-forma real integravel

WR = PR<x7y7 Z)dSC + QR(xa Y, ’Z)dy + RR(xa Y, Z)dz7

onde Pg, Qr, Rr sao germes de funcgoes analiticas reais sem fatores comuns. O conjunto
singular de Fg, definido por Sing(Fgr) = {(z,y, 2) : Pr = Qr = Rg = 0}, é um subcon-
junto analitico de codimensao > 2 formado por 0 € R? e, possivelmente, pela unido
de curvas analiticas. Em dimensao trés, de forma andloga ao caso bidimensional, di-
zemos que uma superficie formal (respectivamente convergente) definida pela equagao
f(z,y,2z) = 0, onde f é uma série de poténcias formal (respectivamente convergente), é
inwvariante por JFr se ela é uma uniao de superficies irredutiveis tangentes a folheagao.
Uma separatriz formal ou simplesmente separatriz de Fr ¢ um germe de superficie formal,
irredutivel e invariante que contém a origem de R®. A existéncia de separatrizes reais
nao esta garantida. Por exemplo, a equacao xdx + ydy + zdz = 0 define uma folheacao
que ndo tem separatriz, pois suas solucoes sao superficies 22 + y2 + 22 = ¢, onde ¢ € R*.
Um blow-up puntual em 0 € K3 é 0 mapa analitico (real ou complexo)

K - (KB,DK) — (K3,O),
onde Dg = 771(0), e

K® = D U{((z,,2), [r: y: 2]) : (w,9,2) € K2\ {0}},

o conjunto Dg = 7 1(0) = {0} x P& ~ P% é o divisor excepcional do blow-up pun-
tual. Trés cartas com coordenadas (uy, vi, wy), (U, vo, ws), (us, v3, w3) € K da variedade
analitica K? sao definidas pelas relagoes © = ui, y = ujv1, 2 = wyw; com & # 0;
T = UgUg, Y = Vg, 2 = Vowy com y # 0; e x = ugws, y = vsws, z = ws com 2z # 0;
de forma tal que o mapa do blow-up se expressa como (uy,vy,wy) — (w1, uvy, ugws),
(ug, v, wy) —> (Ugvg, Vg, Vows), (U3, Vs, w3) — (Uzws; V3w3; W3).

Um blow-up monoidal é aquele cujo centro é um germe de curva lisa. Escolhendo
coordenadas de modo que o eixo z, definido por O, = {(x,y,2) € K3 : x = y = 0}, seja
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o centro do blow-up monoidal
% (K% Dg) — (K% 0.),
onde Dx = O, x P, e
K® = Dx U{((2,9,2), [w: 9]) : (w,9,2) €K*\ 0.},

O divisor excepcional do blow-up monoidal é Dx = (7702)_1 (0,) = O, x PL. Cada
ponto g € O,, satisfaz (7rOZ)_1 (q) = {q} x Py ~ Pk. Duas cartas com coordenadas

(ug, vi, wr), (g, va, ws) € K3\ {0,} da variedade analitica K® \ Dg sao definidas pelas
relagoes * = uy, y = uvy, 2z = wy com x # 0; e x = uglsy, Yy = Vg, 2 = wy com y # 0;
de forma tal que o mapa do blow-up se expressa como (uy,vy,wy) — (uy,uvy,w),
(U2, V2, w2) > (Ugva, Vo, Wo).

Tanto para o blow-up puntual como para o monoidal, a restrigao do blow-up ao res-
pectivo K3\ Dg é um difeomorfismo analitico sobre sua imagem. Além disso, a folheagao
analftica singular Fx ¢ transformada em uma outra folheagao Fi em (K3, D), denomi-
nada a transformada estrita de Fg, que corresponde difeomorficamente a Fx sobre os
pontos onde o blow-up ¢ um difeomorfismo. Se Dk é uma superficie invariante por Fi,
dizemos que tanto o blow-up como Dg sao nao-dicriticos, caso contrario, sao dicriticos.

Em (C30) toda folheagao holomorfa de codimensao um admite um processo de
reducao de singularidades, ou seja, apds uma sequéncia finita de blow-ups em centros
permissiveis (pontos ou curvas lisas, invariantes pela folheagao e em posigao geral em
relagdo ao divisor excepcional), toda folheacao é transformada em outra cujas singula-
ridades sao todas simples ou reduzidas. Em analogia ao caso bidimensional, essas sin-
gularidades sao de dois tipos: singularidades nao-degeneradas ou singularidades do tipo
sela-nd. O caso nao-dicritico foi estudado por Cano e Cerveau em [7], e o caso dicritico
por Cano em [6]. Consideramos o caso nao-dicritico real em que sua complexificagao
também é nao-dicritica. Denominamos esse caso C-nao-dicritico. Essa escolha se deve ao
fato que a existéncia de separatrizes para o caso dicritico nao estd garantida. Por exem-
plo, a folheagao de Jouanolou [17] ndo tem separatrizes. No entanto, Cano e Cerveau em
[7] provaram que toda folheagao nao-dicritica em (C3,0) tem separatrizes convergentes.
Usamos o conceito de imersoes transversais reais: seja Fg um germe de uma folheacao
analitica real singular de codimensao um em (R3,0) definida pelo germe de 1-forma in-
tegravel analitica real wg. Uma imersdo real ig : (R?0) — (R3,0) é transversal a Fg se
o conjunto singular Sing(iyFr) ¢ algebricamente isolado na origem e as multiplicidades
algébricas sao tais que vo(Fr) = vo(igFr). Obtemos o seguinte resultado:

Proposicao. Seja Fr um germe de folheacao analitica real singular de codimensao um
em (R3,0) tal que Fr € C-nao-dicritica. Se, para alguma imersdao transversal real ig, a
folheagao i Fr tiver separatriz, entao Fr tem separatriz.

Em [10], Fernandez e Mozo denominaram folheagao do tipo superficie generalizada
a folheagao holomorfa nao-dicritica de codimensao um, definida por um germe de 1-
forma holomorfa integravel em (C3,0), em cuja reducao de singularidades nenhuma sela-
né aparece. Se F, um germe de folheagao holomorfa singular de codimensao um em
(C3,0) definida pela 1-forma holomorfa w, é uma superficie generalizada e ic : (C?,0) —
(C3,0) é uma imersao transversal, entdao a folheagao i%F é uma folheagao do tipo curva
generalizada. Dizemos que uma imersao complexa ic : (C%0) < (C3,0) é transversal a
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F, se Sing(itw) = ig' (Sing(w)) = 0 e vo(F) = vp(itF). Em nosso trabalho, definimos
germe de folheacao do tipo superficie generalizada real como um germe de folheacao
analitica real de codimensao um em cuja reducao de singularidades nenhuma sela-né real
aparece e que ¢ C-nao-dicritica, ou seja, tanto a folheagao real como a sua complexificada
sao nao-dicriticas. Obtemos a seguinte extensao do resultado de Risler para folheagoes
analiticas reais de codimensao um em um espaco de dimensao treés:

Teorema C. Seja Frg um germe de folheacao do tipo superficie generalizada real em
(R3,0). Se Fg tem multiplicidade algébrica par ou se existe uma imersdo transversal ig
tal que o nimero de Milnor po(ixFr) € par, entdo Fg tem pelo menos uma separatriz
formal.

Dizemos que Fgr, um germe de folheacao do tipo superficie generalizada real em
(R3,0), é do tipo superficie generalizada real topoldgica se para todo germe de imersao
ir : (R?,0) — (R3,0) transversal a Fg, a folheacao 15 Fr nao possui selas-nés topolégicas
reais na redugao de singularidades. Obtemos, por fim, a seguinte extensao dos Teoremas
A e B para dimensao trés:

Teorema D. Seja Fr um germe de folheacao do tipo superficie generalizada real to-
polégica em (R3,0). Se Fr tem multiplicidade algébrica par ou se existe uma imersao
transversal ig tal que o nimero de Milnor (i Fr) € par, entao Fg tem pelo menos uma
separatriz formal.
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CAP{TULO 1

Preliminares

1.1. Teoria basica

Nessa secao usamos como prefixos os simbolos R e C, para substituir o adjetivo real
ou complero. Por exemplo, uma aplicacao R-analitica faz referéncia a uma aplicacao
analitica real, uma aplicacao C-analitica faz referéncia a uma aplicacao analitica com-
plexa (holomorfa). Usamos também o prefixo K para realizar definigoes e afirmacoes
validas tanto no contexto real como no complexo, por exemplo ao apresentar a definicao
de uma aplicacao K-analitica estamos apresentando a definicao de uma aplicacao R-
analitica (analitica real) e a definigdo de uma aplicacdo C-analitica (analitica complexa)
em um unico texto. Denotamos por K{xy,zs,...,z,} o anel de séries de poténcias nas
variaveis x1, Ta, . .., T, com coeficientes em K que sao convergentes. Denotamos também
por K[z, 29, ..., x,]] 0 anel de séries de poténcias nas varidveis xq,xs, ..., T, com co-
eficientes em K que nao necessariamente sao convergentes. Uma série de poténcias que
pertence a K[[z1, xs, ..., 2,]] recebe o nome de série de poténcias K-formal.

1.1.1. Funcao K-analitica.
Definicao 1.1.1. Seja Ux um subconjunto aberto de K™. Uma funcgao
f:UkcK™ — K

(X1, T2y ..y xm) = flxr,29,...,2m)
é K-analitica se, para cada ponto a = (ay, as, . .., a,) € Uk existe uma vizinhanga aberta
Vk C Uk do ponto a tal que a fungao f tem uma expansao em série de poténcias:
(e}

(6) flry,zo, . 2y) = Z Ciyoim (11— a1)™ - (T — )™

14eeyim=0

que converge para todo (z1,xs,...,T,) € Vk. Para abreviar, apenas nessa e na préxima
segdo, em certos momentos usamos as notacoes I = (i1,...,0p,), X = (21,%2,...,Ty) €
K™, X' = 2% 25" .. 2, A = (a1, a9, ...,a,). Por exemplo, expressamos () como
o
I
(7) FX)=> aX-A)
1=0

Teorema 1.1.2. A série de poténcias de uma func¢ao K-analitica converge absolutamente
e uniformemente em uma vizinhanca de cada ponto de seu dominio Ug.

DEMONSTRAGAO. Fixemos um ponto A = (aq,as, ..., a,) € Uk qualquer e seja f uma
funcao K-analitica, entao existe Vg, uma vizinhanca aberta de A, tal que f tem uma
expansao em série de poténcias que converge para todo (z1,xa,...,T,) € Vk, segundo a
equacao @ Por este motivo,

~ lim Civ,oo.sim (5171 _ al)il - (xm _ am)im .
2150e0ytm =200
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Em particular, seja (by,---,,bn) € Vi, com b; # a; para j = 1,...,m, entdo para
quaisquer %1, . . ., i, existe M > 0 tal que
|Ciy i (D1 — ar)t - (b — am)™| < M.

Seja r; tal que 0 < r; < |b; — a;| e, denotando momentaneamente ¢;, _; ~como ¢, temos
que para qualquer x; € la; —rj, a; + ;[ se cumpre |z; — a;| < r; e, além disso,

ler(z1 — a1)™ -+ (2 — am)™| = | a1 ((51 _ a1)w>il o ((bm B am)wym

(bl - al) bm - am)
T n r om
< M| — R L )
(b1—a1> (bm—am>
Denotando A; = ‘#}, como para cada j = 1,...,m, temos que 0 < A; < 1, entao a
i . ]
série geométrica > . o M|AY - -+ Ajn| é convergente. Como
o [o¢]
Z |Cit i (1 = 1) - (T — @)™ | < Z MY - A,
i1yerim =0 i1 yeeeyim =0

entao fo i =0 ‘Cih,“,im (7 —a)™ - (2, — am)““| ¢ uniformemente convergente numa
vizinhanga de A = (ay,as, ..., a,) € Uk. Assim, a série
o

Z Cit i (T1 = @1)" -+ (T — @)™

15 yim=0

converge absolutamente e uniformemente em uma vizinhanca de A = (a1, a9, ...,a,;,) €
Uk. O teorema segue, pois o ponto (ai,as,...,a,) € Ug é arbitrario pois a fungao f é
K-analitica. O

Um K-polidisco aberto de K™ é o subconjunto
Ag(A,R) = Ax(ar, ... am, 11, rm) = {(z1,...,2) € K"/|z; —aj| <rj; 1 <j<m}
onde A é o centro do K-polidisco com polirraio R = (1,72, ...,7,) € R™,r; > 0.

Corolario 1.1.3. Sejam (ay,...,ay,) € R™ e a série de poténcias real
oo
Sk = g Cirovii (X1 — 1)+ (T — @)™,
i1 ey =0

onde cada ¢;, . ;, € R. Se Sg € convergente no R-polidisco Ag(0, R), entao a série de
poténcias complexa

[e.e]

Se= D Chin(m— @)t (T, — am)™

i1 yeeyim =0
¢ convergente no C-polidisco Ac(0, R).

DEMONSTRAGAO. Por absurdo, suponhamos que existe um ponto Q € C™ \ R™ dentro
do C-polidisco Ac(0, R) onde a série

(o)

Z Cil,...,im(QI — G1)i1 o (G — Gm)im

14eerim =0
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nao ¢ convergente e tampouco, ¢ absolutamente convergente. Escrevemos ¢; —a; = pjeiaj,
comp;, € Rel < j < m. ComoA = (ay,...,a,) € R™, entdo exite um ponto
P = (p1,...,pm) € R™ dentro do R-polidisco Ar(0, R) tal que ||¢; — a;]| = ||p; — a4l|-
Pelo Teorema [1.1.2] a série

[e.9]

Y Chinr— @) (P — am)™

é absolutamente convergente. Aqui chegamos a uma contradicao, pois as séries

(@) o

> chinlla — @l lgm —aml e Y iy llpr = adl| e o — am|
01,0 yim =0 i1,y0enyim =0
Sa0 as mesmas. O

Se o desenvolvimento de Taylor de uma fungao K-analitica é
F=> fo=tntfua+- .,
k=m

onde f,, é o primeiro jato nao identicamente nulo (f,, # 0), o numero m é chamado de
multiplicidade algébrica ou ordem da fungao f e denotado por vo(f). No caso em que
f(0) =0, é também chamado de multiplicidade algébrica da curva definida por f = 0.

1.1.2. Germes de funcgoes K-analiticas e K-formais. Para A € K™, consideramos
o conjunto:

{(f,U), : U C K™, é aberto e conexo, A € U, f é uma funcao K-analitica em U}
onde definimos a seguinte relagao de equivaléncia:
(f,U)a ~ (g,V)a < T aberto W CUNV, com A € W, tal que f|lw = glw.

Os elementos do espago quociente definido por essa relagao de equivaléncia, sao denomi-
nados germes de funcoes K-analiticas em A. A classe de equivaléncia associada ao par
(f,U) é denotada fa. Em geral, o ponto A é a origem 0 € K. Em nosso caso, denotamos
o germe de f simplesmente por f. O anel de germes de fung¢oes K-analiticas em (K™, 0)
se identifica com K{xy, z, ..., x,,} pois sdo isomorfos [14]. A apresentagao de germes de
funcoes K-formais é exatamente a mesma, basta trocar as palavras analitica e analiticas
por formal e formais respectivamente. O anel de germes de fungdes K-formais em (K™, 0)
se identifica com K [[x1, 22, ..., x;,]] pois s@o isomorfos [15]. Por essas identifica¢oes, nos
referimos também a K{x1,zs,...,z,} como anel de germes de fungdes K-analiticas em
(K™, 0), e a K[[x1, X2, ..., %] como anel de germes de fungdes K-formais em (K™, 0). De
[14] e [15], tanto K{z1,xs,..., 2y} como K|z, 2, ..., x,]] sdo dominios de fatoragao
unica, isto é, a fatoracao de f como produto de elementos irredutiveis é inica salvo ordem
dos fatores e salvo multiplicacdo por alguma unidade. O germe f € K{zy,xs,..., 2}
(respectivamente K [[z1, xa, ..., Ty]]) é reduzido em K{xy, zo, ...,z } (respectivamente
K{[z1, z2,. .., %m]]) se ndo tem fatores irredutiveis em K{xy, z, ..., x,, } (respectivamente
K [[#1, 22, ..., 2m]]) com multiplicidade algébrica > 1. Ou seja, f = f{*--- f{*, onde
f1, ..., fr sao elementos irredutiveis, é reduzido se e somente se i1 = --- =i = 1.
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A complexificacao canonica dada por

rX) =) aX-A)eR[X] — fe(X)=) aX-A)eC|X],

onde X é vista como uma variavel real, a esquerda, e complexa, a direita, define a inclusao
R [[X]] = C[[X]]. Essa complexificagdo canénica junto com o Corolario definem a
inclusao R{X} — C{X}.

1.1.3. Germe de curvas formais e convergentes. Um germe de curva formal (res-
pectivamente convergente) é o conjunto C' = {(z,y) € (K*0) : f(z,y) = 0}, onde f
¢ uma série de poténcias formal (respectivamente convergente), nao identicamente nula,
que é nula na origem. Um germe de curva formal ou convergente C' é irredutivel se
C' = C1UCy, com C) e Cy germes de curvas formais (respectivamente convergentes), im-
plicaCi =CeCy=0,ouC; =0eCy=C. Todo germe de curva formal ou convergente
pode ser escrito, de maneira tinica, como uniao finita de germes de curvas irredutiveis.
De fato, sejam f = fi'--- f’ uma decomposi¢ao de f em fatores irredutiveis, C; o germe
de curva irredutivel associado a f; = 0, para j = 1,...,e. Entao, C = C1U---UC, cada
C; é chamada de componente irredutivel de C. Note que isso é verdade porque K[z, y]|
e K{z,y} sdo dominios de fatoracao tinica, o que assegura que a decomposicao de C' em
suas componentes ¢ inica. O germe de curva C ¢ reduzido se e somente se cada i; = 1.

1.1.4. Germe de superficies formais e convergentes. Um germe superficie formal
(respectivamente convergente) é o conjunto S = {(z,y,2) € (K3,0) : f(z,y,z) = 0}, onde
f é uma série de poténcias formal (respectivamente convergente), nao identicamente nula,
que se anula na origem. Se na segao anterior trocamos K[z, y]] por K[[z, v, z]|, K{z, y}
por K{z,y, 2z}, aletra C por S, a palavra curva por superficie, teremos afirmagoes vélidas
para o contexto de germes de superficies.

1.1.5. Variedade K-analitica.

Definicao 1.1.4. Uma variedade K-analitica (lisa) de dimensdo m é um espago to-
polégico My, de Hausdorff, conexo, com base enumeravel, munido de uma estrutura
K-analitica definida da seguinte maneira: existe uma cobertura de Mg por abertos,
{Us}acayx, € homeomorfismos ¢, : U, — V,,, onde V,, C KM ¢ aberto, tais que as funcoes
de transicao pgo ¢, " sao K-analiticas onde definidas. As cartas locais {Us, ¥a }aca cons-
tituem um atlas de Mg e dois atlas, {Uy, P tacay € {Wp, ¥3}sen,, sdo ditos equivalentes
se sua unidao forma um atlas (isto é, as pg o ¢! sdo K-analiticas).

Definicao 1.1.5. Se My é uma variedade K-analitica de dimensao m, um subconjunto
conexo Ng C Mg é uma subvariedade (lisa) de dimensao n, onde 0 < n <n —1de Mg
se, para cada x € Nk, existe uma carta {U,, v, } do atlas de Mg, com z € U,, tal que
©o ¢ um homeomorfismo entre U, N Nk e um aberto de K" x {0} € K" x K" =2 K™,

Definicao 1.1.6. Dadas duas variedades K-analiticas Mgk e Nk, uma aplicacao F' : Mg —
Nk é K-analitica, se as compostas 150 F o ¢ ! (onde definidas) forem K-analiticas, onde
Ya € Pp sao cartas locais de Mk e de Nk.

Definicao 1.1.7. Seja My uma variedade K-analitica. Dizemos que Wx C Mg é um
subconjunto analitico se, para cada p € Mg, existem uma vizinhanca aberta U C My de
p e uma aplicagao K-analitica F': U — C? tais que Wx N U = F~1(0) (a dimensao P
pode depender de p).
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1.1.6. Campo de vetores K-analitico e 1-forma K-analitica. Se na definicao|l.1.6]
Nx = C ou R, a aplicagao F' é uma funcao K-analitica que denotamos por f e que é
representada em termos de coordenadas da carta ¢, como f(z1,...,%,) no lugar de
foo(zy,...,2,). Sejam Mg uma variedade K-analitica de dimensiao m e p € Mg,
considerando C,(Mk) o conjunto de todas as curvas ; que sao K-analiticas e tais que
7;(0) = p. A relagdo de equivaléncia definida por v; ~ 7j,, se para toda carta local
{Ua; ¢a}, com p € Uy, temos que 7;, (0) = 77,(0), ou seja,
d(pa © 75, () d(pa ©75,) ()
dt dt
Se {Us,, ¢a, } € outra carta local com p € U,,, entao ©a, ©v; = (Yo, © 95") © (Yo © 7)),

entao pela regra da cadeia a relacdo ~ é independente da carta escolhida. O quociente
de C,(Mx) por ~ é chamado o espaco tangente a My em p, e é denotado por T,Mk. O

t=0 t=0

conjunto {8%1 b %‘p} ¢ uma base para T,Mx. O fibrado tangente T My, definido
por
U {p} X T;DMK7
pEMg
tem estrutura de variedade K-analitica de dimensao 2m. Considerando a projecao
IT: TMK — MK

dada por II(p,v) = p, e U um subconjunto aberto de Mk, um campo de vetores K-
analitico é uma secao sobre U, ou seja, é uma aplicagao K-analitica s : U — T My tal que
[Tos = udy. Localmente, um campo de vetores se expressa em um sistema de coordenadas

como 5 5
P(xy,....,2p)=— 4+ -+ Pplx1,...,2,)=—,
1 (4 )6$1 + (71 m)axm

onde cada Pj(x1,...,xy), com i = 1,...,m, é uma funcdo K-analitica. O espago co-

tangente, denotado por T My, é o espago dual de T,Mx. O fibrado cotangente T Mx,
é obtido da mesma forma que o fibrado tangente. Cada campo de vetores K-analitico,
corresponde a uma aplica¢ao linear w denominada I-forma diferencial K-analitica e cuja
expressao em coordenadas locais é

w=0Q1(x1,...,xpn)dry + -+ Qu(x, ..., Tp)dT,,
onde cada Q;(x1,...,2y), com ¢ = 1,...,m é uma funcao K-analitica, {dz,...,dz,,} é a
, % ’p}. Denotando por Xk e (2 o espaco de germes de campos
de vetores K-analiticos e 1-formas K-analiticas em (K™, 0) respectivamente, considerando
o dito ao longo do capitulo temos as inclusoes Xg — X¢ e Qr — Q.

base dual de {8%1 SRR

1.1.7. Folheagoes definidas em variedades analiticas.

Definicao 1.1.8. Sejam Mg uma variedade K-analitica de dimensao m > 2 e Dx um
disco unitario na origem de K™. Uma folheacdo K-analitica nao singular de dimensao k
em Mg, onde 1 < k < m — 1, é um objeto definido mediante:

(i) uma cobertura por abertos {U, }aca, de Mg;
(ii) para cada a € Ak, uma aplicagdo K-analitica

®,: U, — DE x D

cuja inversa também ¢é analitica,;
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(iii) sempre que U,z = U, N U # 0,
Pag 1 Pa(Uap) — Ps(Uag)
(TasYa) — Pgo O (20, Ya) = (8, ys)
satisfaz Pop(TasYa) = (25(Tas Ya); Ys(Ya)), onde x5 e yg sdo K-analiticas em
DEx € DE~F e D respectivamente.

Cada aberto U, é denominado aberto trivializador da folheacao K-analitica. Devido a (ii)
e (iii), cada U, é decomposto em subvariedades de dimensao k, da forma ®_ (D% x b) onde
be Dg_k , chamadas placas. Por (iii) as placas se sobrepdem nas interse¢oes dos abertos
trivializadores. Unioes maximais de placas que se intersectam sao folhas, subvariedades
K-analiticas de dimensao k imersas em M.

Ficura 1. Folheagao K-analitica nao singular.

Definicao 1.1.9. Sejam Mg uma variedade K-analitica de dimensao m e Sx um conjunto
analitico de Mk de codimensao maior ou igual a dois. Uma folhea¢cao K-analitica singular
de dimensdo k (ou codimensao m — k), onde 1 < k < m — 1 em Mg é uma folheagao
nao singular de dimensao k em Mg \ Sx. O conjunto Sk é chamado conjunto singular da
folheacao Fx e é denotado por Sing(Fx). As folhas de Fg sao as folhas de Fi| s\ sing(Fy)-

1.1.7.1. Folheacgdo definida por um campo vetorial analitico real em R%. Seja U um
subconjunto aberto de R?, um campo vetorial analitico real em U ¢ uma aplicacao
analitica real

Xg: U — R?

que associa a cada ponto p = (z,y) € U um vetor

0 0
XR(p) = XR(LC,Z/) = (PR<x7y)7 QR(x7y)) = PR(x?y)a_l‘ + QR<x7y)a_y
Em nosso trabalho estamos interessados no caso onde Pg, Qr € R{z,y} nao tém fator
comum. Um ponto p € U é chamado ponto reqular de Xg se Xg(p) # 0, caso contrério p
¢ chamado ponto singular de Xg. Uma trajetéria do campo Xy ¢ uma solucao da equagao
diferencial

(8) (ZL’,y) :XR<I',Q),
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Se I é um intervalo aberto e v: 1 C R — U é uma trajetéria do campo Xg, entao

Y (t) = Xr(y(t)), t € 1.

Se Xg é um campo vetorial sem pontos singulares, pelo Teorema de existéncia e
unicidade de solucoes para equacoes diferenciais ordindrias, para cada ponto p € U existe
uma vizinhanca contida em U tal que por p passa uma tnica trajetéria v, (t) do campo Xg
nessa vizinhanga, definida em um intervalo (—e¢, €) C R tal que 7,(0) = p. As trajetérias
do campo X definem um fluxo local em cada ponto p € U, ou seja para cada p existe
uma vizinhanca U, C U e um intervalo (—ey, €1) tal que para qualquer ¢ € U, a trajetéria
do campo Xg que passa por ¢, denotada por v,(t) = ¢(t,q), estd definida para todo
te (—61, 61)2

2 (_617 61) X Up — U7 QO(tJQ) - ’VQ(t)
As condigoes do fluxo local sao
(1) ¢(0,q) = q para toda ¢ € U
(2) w(s,¢(t q) = (s +t,q).

Pelo Teorema do fluxo tubular, para cada ponto regular p € U existe uma vizinhanca
V, na qual é possivel decompor V), como uniao disjunta das trajetérias da restricao do
campo Xg a Vj, e, além disso, existe também uma carta analitica ®, : V, — V' C R? tal
que o campo Xg|y, ¢ levado ao campo horizontal Y = (1,0) definido em V’. Podemos
escolher V, de forma tal que V' seja o retangulo (—1,1) x (=1,1) = D} x Df. Assim,
podemos escolher uma cobertura por abertos {U,}aca, de U, com cartas ®, onde a
definicao de folheacao analitica real nao singular seja satisfeita. Desse modo, para cada
carta @, obtemos uma decomposigao de V' em segmentos (—1,1) x {y} tal que cada curva
O 1((—1,1) x {y}) estd contida em uma unica trajetéria de Xg. Entao, essas placas se
sobrepoem nas intersecoes dos abertos trivializadores, dando origem as folhas que nesse
caso sao trajetorias de Xy e definem uma folheacao de dimensdo 1 também chamada
folheagdao por curvas em Xg. Se na cobertura por abertos temos que U, = U, N Uz # ()
a condi¢ao (ii) da definicao de folheagao é satisfeita ao relacionar segmentos de reta
horizontais. Portanto, pela Definigao[1.1.8 obtemos a folheagao analitica real nao singular
em U. Se Xg é um campo vetorial analitico real com singularidade isolada na origem de
R? entao definimos uma folheagao analitica real nao singular em R? \ {0} e aplicando
a definicdo de folheagdo analitica real singular (Defini¢ao obtemos a folheacao
analitica singular desejada.

1.1.7.2. Folheacdio definida por um campo wvetorial analitico complexo em C?. Um
campo vetorial analitico complexo (holomorfo) em uma vizinhanga da origem U C C? é
uma aplicagao analitica complexa (holomorfa)

X:U — C?

que associa a cada ponto p = (x,y) € U C C? um vetor
0 0
ox dy
Em nosso trabalho estamos interessados no caso em que P, Q € C{x,y} nao tém fator

comum. Um ponto p € U é chamado ponto regular de X se X (p) # 0, caso contrario p é
chamado ponto singular de X. Uma solucao da equacao diferencial

(9) (#,9) = X(z,9),
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no interior do subconjunto aberto I C C ¢é definida por uma aplicacao
v: 1 CcC—-U
t—= (1)

tal que para toda t € I
V() =X(v(1), tel.

De forma andloga ao caso real, se X é um campo analitico complexo sem pontos
singulares, devido ao Teorema de existéncia e unicidade de solugoes para equacoes dife-
renciais ordinarias no plano complexo e ao Teorema do fluxo tubular complexo, usando
a Defini¢ao [I.1.8, obtemos uma folheagao analitica complexa nao singular em U. As
solugoes sao curvas complexas lisas (que tém dimensao real 2). Se X tem singularidade
isolada na origem pela Definicao obtemos uma folheacao holomorfa singular em U.

1.1.7.3. Folheagao analitica compleza singular de codimensdao 1 em dimensao 3. Veja-
mos primeiro a condicao que deve satisfazer uma 1-forma analitica complexa para definir
uma folheagdo em um conjunto aberto U C M, onde M ¢é uma variedade analitica com-
plexa de dimensao dimc(M) = 3. Uma distribui¢ao analitica complexa P de planos em
M ¢ uma aplicagao analitica complexa que associa a cada ponto p € M um plano P, de
T,M o espaco tangente a M em um ponto p € M. Dizemos que uma distribuicao P ¢é
integrdvel se existe uma folheacao F de dimensao 2 em M tal que em cada ponto p, o
plano P, coincide com T,(F), o espago tangente a folha de F em p. Seja w a 1-forma
analitica complexa definida em um aberto U C M tal que seu conjunto singular

Sing(w) ={p € U :w(p) =0}

tem codimensao > 2. Entao, w define uma distribuigdo P de planos em U \ Sing(w)
associando a cada p € U \ Sing(w) o plano

P, = ker(w,) = {v e T,U : w,(v) =0}

Teorema 1.1.10 (Frobenius para dimensao complexa 3 [3]). Sejam M uma variedade
analitica complexa com dimensao dimc(M) = 3 e P uma distribui¢ao de planos induzida
pela 1-forma analitica complexa w que estd definida no subconjunto aberto e conexo U de
M. Entao P € integravel em U se, e somente se, w A dw = 0.

Dizemos que a 1-forma analitica complexa w é integrdvel em U se existe uma folheagao
analitica complexa F nao singular de codimensao 1 em U\ Sing(w) tal que 7},(F) coincide
com o nucleo de w(p) para todo p € U\ Sing(w). Pelo Teorema de Frobenius no aberto U,
w A dw = 0 se e somente se w é integravel. Vejamos a seguir como definir uma folheacao
analitica complexa singular de codimensao 1 em uma variedade analitica complexa de
dimensao 3.

Definigao 1.1.11. Seja M uma variedade analitica complexa com dimc(M) = 3. Uma
folheagao analitica complexa singular de codimensao 1 em M, denotada por F, é definida
pelo seguinte conjunto de dados:

(i) uma cobertura {U, }aca de M por abertos;
(ii) para cada a € A, uma l-forma diferencial analitica complexa integravel w,
definida em U, cujo conjunto singular Sing(w,) tem codimensao > 2;
(iii) se Uap = Uy NUz # 0, existe uma fungao analitica complexa gos : Ups — C* tal
que Walu,; = Japwplu,,-
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Para cada « o conjunto singular Sing(w,) é um subconjunto analitico de U,. De
Sing(w,) N Uap = Sing(ws) N U,sp, a unido dos conjuntos Sing(w,) é um subconjunto
analitico denotado por Sing(F). Esse conjunto de dados define uma folhea¢ao nao sin-
gular de codimensao 1 no conjunto aberto M \ Sing(F). Por esse motivo, o conjunto
singular da folheagao é Sing(F) = Sing(w,), ver [3] ou [24].

Observagao 1. Tomando como referéncia a andlise feita na Subsecao [1.1.7.3] temos que
para fazer o estudo de uma folheacao definida por uma

(i) 1-forma diferencial analitica complexa em uma variedade analitica complexa de
dimensao 2 s6 precisamos trocar a palavra plano por reta e o nimero 3 por 2.
(ii) 1-forma diferencial analitica real em uma variedade analitica real de dimensao 3
sO precisamos trocar a palavra complexa por real, C por R, e w por wg.
(iii) 1-forma diferencial analitica real em uma variedade analitica real de dimensao 2
sO precisamos trocar as palavras complexa por real, C por R, plano por reta, o
nimero 3 por 2 € w Por wg.

Assim, tanto no caso bidimensional como no tridimensional, “inserimos”a folheagao
analitica real que estudamos dentro de uma outra folheacao analitica complexa para apli-
car resultados e técnicas complexas. Fazemos isso complexificando os campos analiticos
reais ou as 1-formas analiticas reais que definem as folheacoes analiticas reais que estu-
damos, esse processo serd explicado no préximo capitulo.
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CAPiTULO 2

Blow-ups complexos e reais

Sejam M uma variedade complexa de dimensao m e p € M. O blow-up puntual
complexo em p é o processo através do qual se cria uma nova variedade complexa M, que se
identifica com M no seguinte sentido: {p} C M é substituido por D, um espago projetivo
complexo IP’?C”’l mergulhado em M, denominado divisor excepcional, que parametriza as
retas tangentes a M em p. Além disso, existe um difeomorfismo analitico complexo

(holomorfo) entre M \ {p} e M \ D. Analogamente, sejam Mg uma variedade analitica
real de dimensao m e p € Mg. O blow-up real em p é o processo através do qual se
cria uma nova variedade analitica real My, que se identifica com Mg no seguinte sentido:
{p} C My é substituido por D, um espago projetivo real P~ mergulhado em Mg,
denominado divisor excepcional. Além disso, existe um difeomorfismo analitico real entre
Mg \ {p} e Mg \ Dg. A seguir, estudamos o blow-up complexo em 0 € C? e depois o
blow-up real em 0 € R2. Os dois processos podem ser considerados simultaneamente,
sendo que o blow-up real se identifica com a restrigao do blow-up complexo ao conjunto
de pontos J-invariantes de M, onde J é a involugao antiholomorfa J : (x,y) — (Z,7).

2.1. Blow-up puntual em 0 € C?

Seja [x : y] € P, e seja D = {0} x P¢.. Consideramos a variedade analitica complexa,
de dimensao complexa 2, definida por

C* = {((wy), [z : y]) : (w,9) € C*\{0}}UD.
O blow-up em 0 € C? é definido pela aplicacao
7:(C%, D) — (C%0),
que satisfaz 7((0,0), [z : y]) = (0,0), 7((x,y), [z : y]) = (2,y), onde (z,y) € C*\ {0}. A

seguir provamos que C? é uma variedade analitica complexa de dimensio 2. Seja (U, )
uma carta local de P{ tal que U = {[z : y] € P{ : x # 0}, e ¢ é definida por

p:C — U
v o= pv)=[1:0].
Seja (V, @) outra carta local de Pg tal que V = {[z:y] € Pt : y # 0}, e
p:C —- V
u = Plu) =[u:1].

Counsiderando

U={((x.y) o) €Cx Uz #0.2 = o™z :y)} U ({0} x U)
={((z,zv),[1 :v]) € C?’xU:v= go_l([l cv])},
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V={((z,y), [v:9)) eC*xV:y# 06 = ¢ [z 9y U ({0} x V)
={ ((uy,y),[u:1]) €C*xViu=0""([u: 1))},

como P& = U UV, temos que

C?=UUV.
As vizinhangas U V sdo denominadas vizinhangas coordenadas de C2. Como UNV £ (),
temos que U N 1% # (). Em UNV nem v nem u sio zero e uv = 1. Considerando

g:C* — U

~ [ ((0,0),[1:0]), x=0
(o) = e ={ (Tl D70

Se z = 0 temos que g~H(U N V) = {(0,0) € C2: v # 0}. Se = # 0 temos que
G UNV)={(z,v) €C?: §lz,v) e UNV}
= {(z,v) € C*: ((w,2v),[1:0v]) € C2 x (UNV)}
= {(v,v) € C* .z # 0,v # 0}.
Entdo 3~1(U NV) = C x C* ¢ subconjunto aberto de C2. E considerando
$p:C* = V

3 _J (0,0),[u:1]), y=0
o) (b(u’y)_{ (wy,y),[u:1]), y#0 "

Se yy = 0 temos que ¢ (UNV) = {(u,0) € C2: u # 0}. Se y # 0 temos que
6 (UNV) ={(uy) €C*: d(u,y) e TNV}
= {(u,y) € C*: ((uy,y), [u:1]) e C* x (UNV)}
= {(u,y) €C*:u#0,y # 0}

Entdo ¢~ 1(UNV) = C* x C é subconjunto aberto de C2.
Se (z,v) € C x C*, temos a mudancga de coordenadas

(30 3)(x,0) = 6~ ((w, 2v), [1: v]) = 3 ((m,xv), F : 1D _ (%xv) €C xC.

(%

Se (u,y) € C* x C, temos a mudanga de coordenadas

@ o @) = (o 1) =57 (|12 5]) = (g ) eexer

Como u # 0 e v # 0, entao (;5 Lo pe {5‘ o gg sao analiticas complexas. Obtemos
o atlas analitico complexo {(U, @), (V,¢)} de C2. Assim, C? é uma variedade analitica
complexa (holomorfa) de dimensao 2, com (D) = {0}. Temos 2 cartas locais dadas por

(10) 7o @(x,v) = (z,2v) e mod(u,y) = (uy,y).

A seguir verificamos que a restrigao

gy C\D = C*\ {0}
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¢ um difeomorfismo analitico complexo. Comegamos provando a injetividade. Sejam
pr = ((z1,91), [z1 1 91]) e p2 = (w2, 92), [72 : yo]) dois pontos em C?\ D tais que

Tr((xhyl)a [xl : 3/1]) = W((l’g,yg), [xQ : y2])
Pela definigao de 7, isso implica que (z1,41) = (22, y2). E portanto, p; = ps, e temos que
7|z2\p € injetiva. Além disso, como a aplicacdo 7 : (C?%, D) — (C?,0), é sobrejetiva, e
como 7 1({0}) = D, temos que
mgap : €\ D = C*\ {0}
é sobrejetiva. Entao, W]@Q\D é bijetiva.
Se (z,v) € C* x C, temos que
7T|((~:2\D © (:5(.17,1}) = 7T|@2\D((x7 I’U), [1 : U]) = (JZ,{L’U) € (C2 \ {0}7
entao 7| &2\p © @ ¢ analitica complexa. Definimos

<7T|@2\Do§5> :C*\ {0} — C*xC
(z,y) = (96%)

que ¢é analitica complexa.
Anélogamente, se (u,y) € C x C* temos que

7T|(E2\D © (Z(U’J y) = (Uy, y) S C2 \ {0}7

entao ﬂ@\ p © ¢ € analitica complexa. E definimos

(tleap 0 9) e\ {0} - CxC

(z,y) — <§y> :

que é analitica complexa. Entao, ﬂ@\ p ¢ um difeomorfismo analitico complexo.

2.2. Blow-up puntual em 0 € R?

Seja [z : y] € Pg, e seja D = {0} x Py. Consideramos a variedade analitica real, de
dimensao real 2, definida por

R* = {((z.y). [z : y)) : (2,y) € R*\ {0}} U D
O blow-up real é definido pela aplicacao
m: (R?, Dg) — (R%,0),
que satisfaz mr((0,0), [z : y]) = (0,0), 7r((z,y), [z : y]) = (z,y), onde (z,y) € R*\ {0}.

A prova de que R? ¢ uma variedade real analftica de dimensdo 2 é idéntica prova de que
C? é uma variedade complexa analitica. Das equacoes mencionadas em , temos que
as relagoes y = vx, com x # 0, e x = uy, com y # 0, definem tanto o blow-up real como
o blow-up complexo. Entao, ao aplicar um blow-up real g a (R?,0) podemos considerar

simultaneamente o blow-up complexo m¢ em (C?,0).
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2.3. Relagao entre um blow-up em (R? 0) e o blow-up em (C?,0)
Da secio [2.2) dado um blow-up real em 0 € R?, definido pela aplicacio
g (R%LDg) — (R20),

onde Dg = {0} x P. Obtemos a variedade analitica real

R? = {((2,y), v : y]) : (2,y) € B2\ {0}} U D

Interpretando as variaveis x,y como varidveis complexas, pela Secao obtemos para-
lelamente o blow-up complexo, definido pela aplicacao

¢ (C% De) — (C20),

onde D¢ = {0} x P§. Obtemos também a variedade analitica complexa,

C* = {((z,9),[z: 9)) : (x,y) € C*\ {0}} U De.
Consideramos o trago real de C* = {(x,y) € C*: (z,y) = (7,7)}. Seja
J:(z,y) €eC?® — (7,7)€C?

a involugao candnica anti-holomorfa. O subconjunto de (C2%,0) de pontos fixos de J é o
trago real de (C?,0) e se identifica com (R? 0). O levantamento da involugao canonica J
pelo blow-up complexo 7c define uma tinica involucao continua J!

e
tal que

c © Jl =Jo C.
Isso se deve ao fato de que a expressao do mapa mc em coordenadas envolve apenas
coeficientes reais. O traco real de C2 ¢ o conjunto {nm € C2:py = JY(p1)} e se identifica

com R2. Assim, dizemos que R2 é o traco real de C? ¢ identificamos Dg com De NR2, e
também 7 = 7r(c|@2. Nao ¢ dificil ver que R? é uma faixa de Mobius.

2.4. Blow-up puntual de uma folheagao analitica complexa em 0 € C?

Seja F o germe de folheacao analitica complexa singular em 0 € C? induzido pelo
germe de campo vetorial analitico complexo com singularidade isolada na origem

0
X=Pr ) -+ ) a
(,9) 5, + Q@ y)ay
onde P, @ € C{x,y} nao tém fator comum. Ou, equivalentemente, pela equagao
w =0,

onde w é o germe de 1-forma analitica complexa

w = Q(Q?,y)dl’ - P(l‘,y)dy

Escrevemos seu desenvolvimento em série de Taylor:
= (Qj(x,y)dx — Pi(x,y)dy) ,
j=k

onde Py(z,y) # 0 ou Qk(z,y) # 0. Temos dois casos a considerar:
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Caso 1: 2Qi(z,y) — yPe(z,y) # 0. A singularidade é denominada ndo-dicritica.
Usando y = vz, observamos que Qx(1,v) — vP,(1,v) # 0, entao
Tw = [Qj(x,zv)dx — Pj(x,xv)d(zv)]

=k

= ¥ ij*k [(Q;(1,v) —vP;(1,v)) dx — xP;(1,v)dv].

j=k
E obtemos
(11) WZU = (Qr(1,v) —vP(1,v))dx — xPy(1,v)dv + za,
x
onde

a= Z 27 7F1(Q4(1,v) — vPj(1,v)) dx — 2 P;(1,v)dv] é holomorfa.
j=k+1
Do mesmo modo, usando z = uy, observamos que Qx(u,1) — vP;(u, 1) #Z 0 escrevemos
W

(12) S (Qr(u, 1) = vP(u, 1))dy + yQp(u, 1)du +y 3,

onde

B="3" 5 (Q(u.1) — vPi(u,1))dy + yQ;(u, 1)dul.
Jj=k+1
Na intersecao dos abertos das cartas, se cumpre

* k*
T'w 1 ™ w
yk_(ﬂ) ak

Essa equacao diz que as solucoes coincidem na intersecao das vizinhancas coordenadas
que cobrem C?. Na carta (z,v), as singularidades de F mno divisor D : {z = 0} estao
dadas por pontos da forma (1,vy) que satisfazem a equagao

Qk(]-a UO) - U()Pk(l,vo) =0.

Entao, F tem k+1 singularidades, contadas com multiplicidade, sobre o divisor D. Nesse
caso D é invariante.

Caso 2: zQi(z,y) —yPi(x,y) = 0. A singularidade é denominada dicritica. De (|11)),
temos

T™*w s o
— = —2Pi(1,0)dv + 2 LZ 2FH(Q;(1,v) — wPi(1,0)) do — zPy(1,v)dv]
i=k+1
E entao
7T*(,U o0 o o0 -
(13) = Z 27 (Q,(1,v) — vPi(1,v)) da — ij *P;(1,v)dv.
j=k+1 Jj=k
De , temos também
™ w > o
yk = ka(ua 1>du +y Z y] b 1[(@]’(“, 1) - UPJ(”? 1))dy + ij(’LL, 1)du]

j=k+1



2.5. BLOW-UP PUNTUAL DE UMA FOLHEACAO ANALITICA REAL EM 0 € R? 35

Entao

(14) % = Y Qi 1) = vP(u, 1)dy + >y TFQ;(u, 1)du.

j=k+1 j=k

Na intersecao dos abertos das cartas, se cumpre

k+1
™ w 1 ™ w
Yk v ok

Assim, as curvas solugao também coincidem na intersecao das vizinhancas coordenadas
que cobrem C?. Na carta (z,v), as singularidades de F no divisor D : {z = 0} estdo
dadas por pontos da forma (1,vg) tais que

Qr+1(1,v0) — v0Prr1(1,v0) =0

e também
Pk(l, 'Uo) =0.
)

Nos pontos do divisor D : {x = 0} onde Qr11(1,v) —vPri1(1,v) # 0 e também Py (1,v) =
0, as folhas de F! sdo tangentes ao divisor. Nos pontos do divisor onde P(1,v) # 0 as
folhas sao transversais ao divisor. Como consequéncia, ao aplicar um blow-up na origem
de C? obtemos a folheagao F 1. Como um blow-up é um difeomorfismo analitico complexo
entre C%\ {0} e C?\ D e por cada ponto de uma folheagao passa uma tnica folha, temos
que cada folha de F é levada em uma tunica folha de F'. Definimos, assim, a folheacao
transformada estrita de F como F' = 7*(F).

2.5. Blow-up puntual de uma folheacao analitica real em 0 € R?

Sejam X um germe de campo vetorial analitico real e X¢ seu complexificado, ou
seja, um germe de campo vetorial analitico complexo definido pelas mesmas formulas que
definem o campo X, porém no lugar de considerar suas variaveis em R as consideramos
em C. Dizemos que Xr tem singularidade algebricamente isolada na origem se seu
complexificado X¢ tem singularidade isolada na origem. Seja JFg o germe de folheacao
analitica real singular em 0 € R? induzido pelo germe de campo vetorial analitico real
com singularidade algebricamente isolada na origem

0 0
XR - PR(xay)% + QR('x>y)a—ya

onde Pg, Qr € R{z,y} nao tém fator comum e Pg(0,0) = Qr(0,0) = 0. Equivalente-
mente, Fr € definida pela equagao
WR = 07

onde wg é o germe da 1-forma analitica real

wr = Pr(z,y)dy — Qr(z,y)dz.

Interpretando as varidveis z,y como varidaveis complexas, obtemos J¢ o germe de fo-
lheacido holomorfa singular em 0 € C? induzido pelo germe de campo vetorial holomorfo
com singularidade isolada na origem

0 0
Xc = Pc(lwy)% + Qc(%y)a—y,
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onde Pc, Q¢ € C{z,y} nao tém fator comum. Ou, equivalentemente, pela equagao
Wwe = O,
onde w¢ é o germe da 1-forma holomorfa

we = Pe(z,y)dy — Qc(z, y)da.

Observe que Xy tem singularidade algebricamente isolada pelo fato que os coeficientes
de Xg serem ambos nao-unidades e relativamente primos em R{xz,y}. Pois se X¢ nao
tivesse singularidade isolada entdao Pg(x,y) e Qc(x,y) teriam um fator comum da forma
a(z,y) +ib(x,y), com a(x,y),b(z,y) € R{x,y} porém como FPr(z,y) e Qc(z,y) s6 tem
coeficientes reais entao a(z,y) — ib(x,y) tem que ser outro fator comum entre eles, isso
implica que (a(z,y) + ib(x,y)) - (a(z,y) — ib(x,y)) seria fator comum entre eles, porém
isso contradiz o fato que Pr e Qg nao tem fator comum.

Seguindo as ideias e notagoes, apresentadas na se¢ao [2.3] identificamos Fg com a
intersegao de F¢ com o trago real de (C%,0). Ou seja, as folhas de Fr sdo obtidas pela
intersecao das folhas de F¢ com o trago real. Apds o blow-up complexo ¢, identificamos
e definimos o blow-up de Fg como

Fi=FLNR?,

onde R? ¢ o trago real de C2.

2.6. Composicao de blow-ups complexos e composi¢cao de blow-ups reais

Nessa secao usamos novamente K = C ou R para realizar definicoes e afirmacoes
validas tanto no contexto real como no complexo. Fazendo k sucessivos blow-ups sobre
as singularidades isoladas que vao aparecendo depois de cada blow-up, produzimos a
composicao

UK:WH1<O"'O7THI€<_IO7TH§7

de blow-ups

para j =1,... k, tal que
o (MR, DY) = (K?,0), (Mg, Dk) = (K2, Dy),

e 0 blow-up em 0 € K? é 7f, : (Mg, D) — (M2, DY).
S i1
e cada 7y, ¢ um blow-up em um ponto p;_; € Dj, .
e D} = (mho---omktork)~1(0) é um divisor com cruzamentos normais, cujas

componentes irredutiveis sdo isomorfas a retas projetivas Pg.

Denotamos (]\7]{;, DE) por (Mg, Dx), e a sequéncia de blow-ups por
ok : (Mg, Dx) — (K2,0),

onde Dx = o' (0). Um ponto que pertence a Dx e estd na intersecao de duas compo-
nentes irredutiveis ¢ chamado de esquina. Caso contrario, é chamado de ponto traco.
Denotamos por Fg = Fi, Fi = (7k)*(F2), ..., F& = Fx = (7b)*(Fg ') = 03Tk as
folheagoes obtidas como transformadas estritas pela sequéncia de blow-ups. Uma com-
ponente irredutivel de Dk é classificada como dicritica se é nao-invariante por Fg, caso
contrario, é classificada como nao-dicritica.
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2.7. Blow-up puntual em 0 € C3

Sejam [z :y: 2] € P2 e D = {0} x PZ. Obtemos a variedade analitica complexa, de
dimensao complexa 3, definida por

C* = DU{((z,y.2),[x:y:2]) : (z,y,2) € C*\ {0}}
aplicamos um blow-up na origem de C? definido pela aplicacao
7:(C} D) — (C0),

que satisfaz 7((0,0,0),[z : vy : 2]) = (0,0,0) e 7((z,y,2),[x : y : 2]) = (x,y, 2), onde
(z,y,2) € C3\ {0}. O divisor excepcional é a subvariedade

D =7""(0) = {0} x P¢ ~P¢.
A restri¢ao
ey C\D = C*\ {0}
¢ um difeomorfismo analitico complexo. Com os abertos
U= {((z,y,2),[z:y:z2]) € C? x # 0},
V= {(z,y,2),[x:y:z2]) € C? y # 0},
W= {((@,y,2) lr:y: ) € C 1 2 £ 0}
definimos as seguintes cartas para C?

p:C* = U

(u,v,w) = P(u,v,w) = ((u, uv,uw),[1: v : wl),
5: C: = w

(u,v,w) > (g(u,v,w) = ((uv,v,0w),[u: 1 :w)),
1;: C > W

(u,v,w) = Yu,v,w) = ((vw,vw,w),[u:v:1]),
Nessas cartas locais, escrevemos
o p(u,v,w) = (u, uv, uw)
70 d(u, v, w) = (w, v, vw)
To J(u, v, w) = (uw, vw, w)
2.7.1. Blow-up puntual em 0 € C* de um germe folheagao analitica de codi-

mensao 1. Seja F um germe de folheagdo de codimensido 1 em (C3,0) induzida pela
1-forma analitica complexa integravel

onde P,Q, R € C{z,y, 2z} sdao homogéneos e nao tém fator comum. Escrevemos
w = Z Pi(z,y,z)dx + Z Qj(x,y, z)dy + Z R;(z,y,2)dz,
j=k j=k j=k

seu desenvolvimento de Taylor. Seja 7*(w) a 1-forma obtida pelo pull-back de w pelo
blow-up 7 : (C3, D) — (C3,0). Temos dois casos a analisar.
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Caso 1 (nao-dicritico): zPy(x,y,2) + yQi(z,y, 2) + 2Rk(z,y, 2) Z 0. Tomamos a
escrita de 7 na primeira carta do blow-up puntual
T =u,y = uv, z = uw.
Observando que xPy(x,y, z) + yQ(x,y, 2) + zR(z,y, z) Z 0, temos
P;(1,v,w) +vQ;(1,v,w) + wR;(1,v,w) # 0.

Entao, a 1-forma 7*(w) nessas coordenadas é

™ (w) = Z Pj(u, uwv, uw)du + Q;(u, uv, uw)d(uv) + Rj(u,uv,uw)d(uw)]
i=k L
= Z P;(u, wv, uw)du + Q;(u, uv, uw)(vdu + udv) + R;(u, uwv, vw)(wdu + udw)]
i=k L
= Z w [P(1,0,w) +vQ;(1,v,w) + wR;(1,v,w)] du
i=k L
+wTHQ;(1, v, w)dv + R;(1,v, w)dw] ] .
Obtemos
T (w)
(15) Wi = = [Pe(1,v,w) + vQr(1,v,w) + wR(1,v,w)] du
+ u [Qr(1, v, w)dv + Ri(1,v,w)dw] + ua,
onde

a= Z W [P(1, v, w) + 0Qy(1,v,w) + wR(1,v,w)] du
j=k+1

+u[Q;(1,v,w)dv + R;(1,v, w)dw] ] .

Escrevemos m na segunda carta do blow-up puntual
T =uv,y =0,z = vW.
Nesse caso, v Py (x,y, 2) + yQr(x,y, z) + 2R(z,y, 2) # 0 implica em
uPj(u, 1, w) + Qj(u, 1,w) + wR;(u, 1,w) # 0.

Entao, nessa segunda carta,

Jj=k L

™ (w) = Z P;(uv, v, vw)d(uwv) + Q;(uv, v,vw)dv + Rj(uv,v,vw)d(vw)]

=

v’ [uP;(u, 1, w) + Qj(u, L, w) + wR;(u, 1, w)] dv

o

<

+ " [Py(u, 1, w)du + Rj(u, 1, w)dw] ] .
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Obtemos entao

™ (w
(16) wy = v(k ) = [uPy(u, 1, w) + Qr(u, 1, w) + wRy(u, 1, w)] dv
+ v [Py(u, 1, w)du + Ry(u, 1, w)dw] + vp,
onde
B = Z v R [uPy(u, 1, w) + Qj(u, 1, w) + wRj(u, 1,w)] dv
j=k+1

+ v [P(u, 1, w)du+ R;j(u, 1, w)dw] ] :

Finalmente, na terceira carta, temos
T =uw,y = 0w,z = w.

Nesse caso, uPj(u,v,1) +vQ;(u,v,1)du + R;(u,v,1) # 0. Logo,

™ (w) = Z P;(uw, vw, w)d(uw) + Q;(vw, vw, w)d(vw) + R;(uw, Uw,w)dw]

Ed

<

w! [uPj(u,v,1) +vQ;(u,v,1) + R;(u,v,1)] dw

[e.9]

<

+ Tt [Pj(u, v, 1)du + Q;(u,v, 1)dv]

Obtemos entao

(17) Wy = T ZJ = [uPy(u,v,1) + vQx(u,v,1) + Ri(u,v,1)] dw
+ w [Py(u, v, 1)du + Qg (u, v, 1)dv] + v7,
onde
v = Z w T Py (u, v, 1) + 0Qj(u, v, 1) + Rj(u, v, 1)] dw
J=k+1

+ w [P;(u,v,1)du + Q;(u, v, 1)dv] ]

¢ uma 1-forma holomorfa.

Momentaneamente, para reconhecer as variaveis u, v, w em cada carta e conhecer as
relagoes entre as cartas usamos subindices, por exemplo a varidavel u na carta 1 é denotada
uy. Assim, na intersecao dos abertos das cartas 1 e 2, denotamos v; ao v da carta 1, vg
ao v da carta 2 e temos temos que vy = vy - U7, € Se cumpre

o= (@) T = () -
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E fazemos exatamente os mesmos calculos e comparagoes com os outros casos. As
equagoes mostram que as curvas solugao coincidem na intersegao das vizinhangas coorde-
nadas que cobrem C3. Na carta (u,v,w), as singularidades de F no divisor D : {u = 0}
estao dadas por pontos da forma (1, vg, wg) que satisfazem a equagao

Pi(1, vo, wo) 4+ voQr (1, vo, wo) + woRk(1, vy, wy) = 0.

entao F tem uma curva de singularidades sobre divisor. Nesse caso D ¢ invariante.
Caso 2 (dicritico) zPy(z,y, 2) + yQr(x,y, 2) + zRi(z,y,2) = 0.
Usando

em temos

rT=U Y = UV, 2= W

Fu(:)) =u[Qr(1,v,w)dv + Ri(1,v,w)dw| + uc,

onde

a= Z W [Py(1, v, w) + 0Qy(1,v,w) + wRy(1,v,w)] du

j=k+1
+u[Q;(1,v,w)dv + R;(1,v, w)dw] ] .

Entao,

_ T NS ikt (1 R;(1 d

w4—uk+1—Zu (L v, w) +vQ;(1, v, w) + why(1,v,w) | du
j=k+1

+ Zu [Qj(l, v,w)dv + R;(1,v,w)dw

j=k

Considerando agora
T =uv, Yy =0,z = vw.

De obtemos

Wv—kw = v [Py(u, 1, w)dv + R(u, 1, w)dw] + vp,
onde
B = Z v TF Py (u, 1, w) + Qj(u, 1, w) + wR;(u, 1, w)] dv
j=k+1
+ v [P;(u, 1, w)du+ R;j(u, 1, w)dw] ] :
Logo,
_ Tw = k1
W5 = g = Z v uPj(u, 1, w) + Q;(u, 1,w) + wR;(u, 1, w)] dv
j=k+1

—i—Zv

(u, 1, w)du + R;(u, 1,w)dw]
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Por fim, considerando
T =uw,y =vw,z = w,

de , temos que

*

7;):] =W [Pk:(uv v, 1)du + Qk(ua v, l)dv} + vy,
onde
7= 0w P, 1) 4 0Qy(u, v, 1) + Ry, 1) du
Gj=k+1
+w [Pj(u,v,1)du + Q;(u, v, 1)dv] ]
Entao,
 Tw - j—k—1 d
WG_W_ Z w UP]‘(U,7U,1)+UQJ'(U,U,].)+Rj(u7'071)] v
j=k+1

+ Zw
j=k

Na intersecao dos abertos das cartas 1 e 2, temos que vy = vy - uy, vale

(W) TN e 1\t
w = — = e _— J— w
5 (vg )+ vy (up )F+1 v 4

E fazemos exatamente os mesmos calculos e comparagoes com os outros casos. Por
isso, no caso dicritico as curvas solug¢ao também coincidem na intersecao das vizinhancas

coordenadas que cobrem C3. Nesse caso, o divisor D é nao-invariante.

P;(u,v,1)du + Q;(u,v, 1)dv]

2.8. Blow-up ao longo de uma curva lisa em C3

O blow-up cujo centro é um germe de curva lisa é chamado monoidal. Vamos consi-
derar o blow-up cujo centro é o eixo z de C3, ou seja O, = {(z,y,2) € C3 : z =y = 0}.
Seja [z : y] € P, e seja D = O, x P¢. Definimos

C*=DU{((z,y,2),[x:y]) : (z,y,2) € C*\ O}

O blow-up com centro em O, é a aplicacao

7:(C,D) — (C%0,),
que satisfaz 7((0,0,2), [z : y]) = (0,0,2) e 7((z,y, 2), [z : y]) = (x,y, 2), onde (x,y, z) €
C3\ O,. O dwisor excepcional é

D=70,) =0, x P¢.
E para cada ponto q € O,

7 '(q) = {q} x Pg ~ Pr.

A restricao

g\ p C*\D — C*\O,
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¢ um difeomorfismo analitico complexo. Com os abertos

U={((.y,2)[x:9)) € C*: # 0},

V= {((z,y.2), [z :y]) € C*: y # 0}.

Temos o seguinte par de cartas para C3:

$:C* -5 U
(u,v,w) = P(u,v,w) = ((u,uv,w),[1 :v]),
gg: C -V

(u,v,w) = o(u,v,w) = ((uv,v,w), u: 1)),

permitem obter 2 cartas locais, com as que se relacionam os pontos de C3 \ D com os
pontos de C*\ O,

7o p(u,v,w) = (u,uv,w) € C*\ {u = 0}

7o ¢(u,v,w) = (uv,v,w) € C*\ {v =0}.

2.8.1. Blow-up ao longo de uma curva lisa de uma folheagao analitica com-
plexa de codimensao 1. Consideremos F um germe de folheacao de codimensao 1 em
(C3,0), cujo conjunto singular é O, e que é induzida pela 1-forma analitica complexa w
definida por

onde P,Q, R € C{z,y, 2z} nao tém fator comum. Entao,
P(0,0,2) = Q(0,0,2) = R(0,0,2) = 0.

Para z = 2y # 0 fixado, temos que cada P(z,y,z), Q(z,y,20), R(x,y,20) sao séries
de poténcias nas variaveis z,y. Apos uma mudanca linear de coordenadas, podemos
supor que P(z,y, 20), Q(x,y, 20), R(x,y, 20) tém a mesma multiplicidade algébrica. Entao
podemos escrever

W = Z P](x7 Y, ZU)d:U + Z Qj<x7 Y, ZO)dy + Z R](x7 Y, ZO)d’Zu
j=k j=k j=k
seu desenvolvimento de Taylor. Considerando que z = 2y implica dz = 0, temos que
w‘ZZZo = P(.’L‘, Y, Zo)dJJ + Q(.T, Y, ZO)dy7

Caso 1 (nao-dicritico): xPy(z,vy, 20) + yQr(z,y, z0) Z 0.
Na primeira carta do blow-up monoidal

T=u,y=uv,z =w = z.
Observamos que xPy(x,y, 20) + yQr(x,y, 20) Z 0, implica
P;(1,v,29) + vQ,(1,v, 29) # 0.
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Entao, a 1-forma 7*(w) nessas coordenadas é

™ (w) = Z Pi(u, uv, zo)du + Q;(u, uv, zo)d(uv)

= Z P;i(u, uv, zp)du + Q;(u, uv, zp) (vdu + udv) ]

= Z w [P(1,v, 20) + vQ;(1,v, 20)] du + /' Q;(1, v, zo)dv] :

j=k L
Obtemos
(18> W1 = ﬂ-u(]:d) = [Pk(lv v, ZO) + va(la v, ZU)] du + qu(]-) v, ZO)dU + ua,
onde

a= Z W TR [Pi(1, 0, 20) + 0Q;(1, v, 20)] du + u@Q; (1, v, zo)dv]
j=k+1
Escrevemos 7 na segunda carta do blow-up monoidal
T=U,y =0,z =w = 2.
Nesse caso, Py (x,y, 20) + yQi(z,y, 20) #Z 0 implica em
uPj(u, 1, 20) + Q;(u, 1, z9) # 0.

Entao, nessa segunda carta,

™*(w) = Z Pj(uv,v, zp)d(uwv) + Q;(uv, v, zo)dv]

J=Kk L

Ea

= v [uPj(u, 1, 20) + Q;(u, 1, 20)] dv + v/ P(u, 1, zo)du] .
=k L
Assim,
(19) wy= ”U(,j") = [uPy(u, 1, 20) + Qu(u, 1, 20)] dv + vPy(u, 1, z0)du + v,
onde

[o¢]
p = Z W uPy(u, 1, 20) + Qj(u, 1, 20)] dv + v Pi(u, 1, zo)du] :
j=k+1
Usando momentaneamente subindices, a variavel u na carta 1 é denotada wu, denota-
mos v; ao v da carta 1, e denotamos também vy ao v da carta 2 . Assim, na intersecao

dos abertos das cartas 1 e 2, e temos que v, = v; - u1, € Se cumpre

R R I

As equagoes mostram que, restritos a z = zp, as curvas solucao dentro do plano z = 2y
coincidem na interse¢ao das vizinhangas coordenadas que cobrem C?|,_,. Na carta
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(u,v, 2p), as singularidades de f|zzz0 em D|.—,, : {u = 0} estdao dadas por pontos da
forma (1,vo, 29) que satisfazem a equagao
Pi(1,v0, 20) + v0Qx (1, vo, 20) = 0.

entdo F |.—:, tem singularidades isoladas sobre divisor. Cada uma das singularidade
isoladas de F|,—,, estd sobre D|,—,,, onde D = 71(0,) = O, x Pt. Como o z é
arbitrario, entao por cada uma de aquelas singularidades passa uma curva contida no
conjunto singular de F. Nesse caso D ¢é invariante.

Caso 2 (dicritico) =Py (x,y, 20) + yQi(z,y, z0) = 0.

Usando

em temos

T=UY = UV, 2= 2

i (’:u) = uQr(1,v, 20)dv + ua,
u
onde
a= Z w TR [Pi(1, 0, 20) + 0Q;(1,v, 20)] du + u@Q;(1, v zo)dv]
j=k+1
Entao,
Wa u’““ = Z W Pi(1,0, %) +0Q;(1,v, 20) du—l—Zqu (1, v, zo)dv.

j=k+1 j=k
Considerando a outra carta

T=UV, Y =V,2 = 2.

De obtemos

*

i :J = vP;(u, 1, zo)dv + vf,
v
com
B = Z TR [uPy(u, 1, 20) + Q4(u, 1, 20)] dv + v Py(u, 1, zo)dv] .
j=k+1
Logo,
ws Uk+1 = Z vITF T WPy (u, 1, 20)+Qj(u, 1, 20)+wR;(u, 1, 2) dv+ZvP u, 1, z0)du

j=k+1 j=k

Na intersecao dos abertos das cartas 1 e 2, temos que vy = vy - uq, vale

™ (w) 1\ rw 1\
Wy = = — = — w
5 (vg ) +1 v, (up o+ v 4

Por isso, no caso dicritico as curvas solugao também coincidem na intersecao das vizi-

nhangas coordenadas que cobrem C3|.—, . Como 2, é arbitrario, todo D ¢ dicritico. Nesse
caso, o divisor D é nao-invariante.
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CAP{TULO 3

Invariante polar de uma folheagao holomorfa em (C?,0)

No presente capitulo, baseados em [8] e [13], procuramos entender como o nimero
de Milnor e a multiplicidade algébrica estao relacionados com invariantes polares de um
germe de folheagao holomorfa com singularidade isolada na origem de (C?,0). Apresen-
tamos dois novos resultados que generalizam o Corolario 1 e a Proposicao 2 de [8]. Além
disso, no contexto de folheacoes holomorfas singulares, apresentamos também uma outra
versao de uma conhecida formula para germes de curvas planas apresentada por Teis-
sier em [25]. Gragas ao principal resultado dessa segao, o Teorema conseguimos
estudar na Secao a relacao entre o numero de Milnor e a existéncia de separatriz
real em germes de campos analiticos reais com singularidade algebricamente isolada na
origem. Embora o foco de nosso trabalho esteja no contexto real, nesse capitulo nossos
resultados sao independentes do tema central da tese. Devido a isso e para facilitar a
leitura, comecamos com uma se¢ao preliminar, assim esse capitulo pode ser lido indepen-
dentemente dos outros.

3.1. Preliminares em (C?,0)

Um germe de folheacao holomorfa singular F em (C2,0) é definido pela equagao
w =0,
onde

(20) w = P(x,y)dy — Q(z,y)dx
¢ um germe de 1-forma holomorfa, onde P, @ € C{z,y} nao tém fator comum. Também
pode ser definido pelo campo vetorial

0

0

Fazendo o desenvolvimento de Taylor de uma func¢ao holomorfa f, escrevemos
F=> fo=tmt fma+ .,
k=m

onde f,, é o primeiro jato nao identicamente nulo (f,, # 0). Esse nimero m é chamado
de multiplicidade algébrica da fungao f e, no caso em que f(0) =0, é também chamado
multiplicidade algébrica da curva definida por f = 0 e denotado por vo(f).

A multiplicidade algébrica do germe de folheagao holomorfa F¢, induzida por Xg, é
definida como

vo(F) = min{vo(P), vo(Q)}-

O numero de Milnor de F é definido por
C
1o(F) = dim {z.y}

(P.Q) "
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onde (P, Q) é o ideal gerado por P, Q € C{z,y}.

Da secao , uma curva formal C' em (C?,0) é o objeto definido por uma equagao
f(z,y) =0, onde f € C|[[z,y]] é uma série formal, nao trivial, ndo unidade e reduzida.
Uma curva formal é invariante por F se ela é a uniao de curvas irredutiveis tangentes a
folheagao, ou seja, se existe uma funcao formal h que satisfaz

wAdf = (fh)dx A dy,

ou equivalentemente

of  of
pdl L oY —
Ox oy Jh.

para algum h € Cl[[z,y]]. Se uma decomposigao de f como produto de fatores irredutiveis
¢ f=fife--- fe, cada f; = 0 define um ramo C; de C. Fixado um germe de folheagao
F definido pela 1-forma w, denominamos separatriz formal ou simplesmente separatriz
a um germe de curva formal, irredutivel e invariante por F que passa pela origem de
(C%,0). Se a separatriz pertence a C{z,y} ela é chamada de separatriz convergente ou
separatriz analitica. Caso contrario, diz-se que é puramente formal. A familia de todas
as separatrizes de F na origem 0 é denotada por Sepg(F).

Segundo o estudado nas Secoes e , um blow-up puntual em (0,0) € (C%0) é o

mapa analitico

+Q

7:(C?, D) — (C%0),

onde D = 771(0) = {0} x PL. (C2, D) se identifica com (C2,0) no seguinte sentido:
{(0,0)} é substituido por D, um espaco projetivo P& mergulhado em C?, que parametriza
as diregoes tangentes em 0 € C?. O blow-up 7 ¢ definido nas coordenadas (x,v), (u,y) €
C? identificadas pelas relacoes y = vr com z # 0 e z = uy com y # 0, de forma tal que
(z,v) = (z,vx), (u,y) — (uy,y). O blow-up restrito a C*\ {D} é um difeomorfismo
holomorfo entre C2 \ {D} e C2\ {0} que leva a folheacdo holomorfa F & folheacdo 7*F
em (C% D), denominada transformada estrita de F, a qual é induzida por m*w = 0 e
que corresponde difeomorficamente a Fx sobre os pontos onde mx é um difeomorfismo.
Se D é uma curva invariante por 7*F, dizemos que tanto o blow-up m como D sao
nao-dicriticos, caso contrario sao dicriticos. No caso dicritico, infinitas curvas analiticas
invariantes cortam D. Elas sao projetadas em infinitas separatrizes de F.

Dizemos que um germe de folheagao holomorfa com singularidade isolada na origem
de (C?,0) tem uma singularidade simples ou reduzida em 0 € C? se os autovalores da
parte linear do campo, Aj, Ay € C, satisfazem uma das seguintes condigoes:

(1) Ay - Ag # 0 com i—; ¢ Qt (singularidade simples nao-degenerada),
(2) A1 # 0 e Ay = 0 (singularidade simples sela-no).

Uma singularidade simples tem exatamente duas separatrizes transversais [16]. No caso
nao-degenerado, ambas sao convergentes. No caso sela-né, aquela associada ao autovetor
do autovalor nao-nulo é convergente e é chamada de separatriz forte. A outra separatriz
¢ formal e é chamada de separatriz fraca. Quando a separatriz fraca de uma sela-no esta
contida em uma componente do divisor a singularidade é chamada sela-no tangente. Para
uma singularidade sela-né, existem coordenadas formais, em que ela é escrita

w=y(1 + pz®)dx + 25 dy,
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onde p € C e k € Z, sao invariantes formais, a separatriz forte corresponde a {x = 0},
a separatriz fraca corresponde a {y = 0} e o inteiro if (F) = k+ 1 > 1 é chamado indice
fraco da sela-né [18].

Em [23], Seidenberg provou que qualquer germe de folhea¢do holomorfa com singu-
laridade isolada na origem de (C?,0) admite um processo de reducio de singularidades
compleza, ou seja, apos aplicar uma sequéncia finita de blow-ups puntuais complexos

g=mlo-—or™ lox": (M,D) — (C2,0),

que foram explicados na Segao , podemos obter uma nova folheacao F que tem uma
quantidade finita de singularidades, todas elas simples e sobre o divisor D = o71(0),
uma uniao finita de retas projetivas, chamadas componentes e denotadas por D, com
cruzamentos normais. Um ponto que pertence a D e esta na intersegao de duas compo-
nentes irredutiveis é chamado de esquina. Caso contrario, é chamado de ponto trago. A
valéncia de D, denotada por Val(D), é o numero de outras componentes de D intersec-
tando D. Por exemplo, se uma componente D € intersectada por outras 3 componentes,
entao Val(D) = 3. Uma componente irredutivel de D que é nao-invariante por F é clas-
sificada como dicritica, caso contrdrio, ¢ classificada como nao-dicritica. Dizemos que
B € Sep, (F) é uma separatriz dicritica, se B = o*B toca o divisor D em uma compo-
nente dicritica. Caso contrario, dizemos que B é uma separatriz isolada. O conjunto de
separatrizes dicriticas de F é denotado por Dicy(F). O conjunto de separatrizes isoladas
de F é denotado por Isog(F). As transformadas estritas das separatrizes de F sao suaves
(tém multiplicidade algébrica 1), disjuntas e transversais a D. Cada singularidade isolada
de F é reduzida e estd fora das esquinas de D. Por cada uma delas passa uma separatriz
nao contida no divisor. Além disso, a folheacao F é sempre transversal as componentes
dicriticas. Ou seja, um processo de reducao de singularidades de F também dessingula-
riza as separatrizes de F. De [21], existe um processo minimal, no sentido que minimiza
a quantidade de blow-ups necessarios para obter singularidades simples e dessingularizar
as separatrizes (todas elas disjuntas, transversais ao divisor fora das esquinas, tal que
duas componentes dicriticas nao se interceptam). Nesse sentido, sempre que menciona-
mos processo de redugao de singularidades, nos referimos a um processo minimal. O
germe da folheagao F ¢é definida pela 1-forma w e o germe da folheagao F é definido por
o*w (observe que o*w se anula sobre o divisor; localmente, da Segao , F ¢é definida por
uma 1-forma com singularidades isoladas obtida pela divisao de o*w por uma poténcia
da equagao local do divisor).

Definicao 3.1.1. O indice de excesso de tangéncia de F em 0 € C? como o niimero
inteiro nao negativo

(21) n(F) = Y pD)Gy(F) - 1),

q€SN(F)

onde SN(F) é o conjunto de singularidades do tipo sela-né tangente no divisor excepcional
D, D, é a componente contendo a separatriz fraca e p(D,) é o peso da componente D,,.
Este ¢é definido como a multiplicidade algébrica de uma curva ~ tal que sua transformada
estrita o™y ¢é transversal a D, fora das esquinas.

Sempre 70(F) > 0, e 19(F) = 0 se e somente se SN(F) = @ (ndo hd selas-nds
tangentes na redugao de singularidades de F). Em geral, um divisor de separatrizes de
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uma folheacao F é uma soma formal

B = Z CLB'B,

BeSepo(F)

onde os coeficientes ag € 7Z sao zero, exceto para um numero finito de separatrizes
B € Sepo(F). O suporte do divisor B é o conjunto formado por todas as separatrizes
B € F tal que ap # 0. A defini¢do seguinte foi proposta por Genzmer em [12] (veja
também [11]).

Definicao 3.1.2. O divisor equilibrado de separatrizes B de um germe de folheacao
holomorfa singular em (C?,0) é uma soma formal

(22) B= > az-B
BeSepo (F)

onde os ag € {—1,0,1}, valem 1 para cada separatriz isolada, sdo nao-nulos para um
nimero finito de separatrizes dicriticas, B € Dicy(F) e, para cada componente dicritica,

satisfazem
> ap=2-Val(D),
BeSepy (D)

onde Val(D) é a valéncia da componente D e Sep,(D) é o conjunto de separatrizes cujo
transformado estrito por o toca a componente D.

A multiplicidade algébrica de um divisor de separatrizes B é

(23) w(B)= > apw(B).

BeSepo(F)

Observe que o resultado dessa soma formal é um numero inteiro pois a quantidade
de coeficientes ap ¢é finita. Cada componente dicritica tem infinitas curvas invarian-
tes que tém a mesma multiplicidade algébrica. Portanto, se By, By sao duas separa-
trizes diferentes cujos levantamentos interceptam a mesma componente dicritica, entao
ap,o(B1) = ap,vo(Bs). Assim, vy(B) é a mesma para qualquer divisor equilibrado de
F. O seguinte resultado é provado em [13, Prop.3.3]. Ele relaciona as multiplicidades
algébricas da folheagao e do divisor equilibrado com o excesso de tangéncia da folheacao.

Proposigao 3.1.3. Sejam F, um germe de folheagdo holomorfa singular em (C?,0), e
B um divisor equilibrado de separatrizes de F. Entao

Vo(]:) = V()(B) -1+ T()(./—").
3.2. Invariantes polares

O seguinte teorema cléssico permite parametrizar um germe de curva analitica em
(C%,0) por um mapa analitico definido em (C, 0).

Teorema 3.2.1 (Parametrizagao de Puiseux). [5] Seja C, o germe de curva analitica
irredutivel em (C2,0) que passa pela origem e distinta dos eizos coordenados, com equagdo
reduzida f(x,y) =0, onde f € C{x,y}. Entao, existe germe de aplicagcao holomorfa

7v:(C,0) — (C%0)

t — (tm,Zaiti>, comn >m

>n
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tal que f(y(t)) =0 e~ € uma bije¢io entre (C,0) e {f(z,y) = 0}.

Ou seja, uma parametriza¢ao de Puiseur de um germe de curva irredutivel com
equagao reduzida f = 0, multiplicidade vo(f) = m e que satisfaz f(0,0) = 0 pode
ser obtida no formato z =™, y = ¢(t) = >, a;t’, com ord(¢p(t)) > m, a, € C\ {0}.

Sejam C) e Cy dois germes de curvas analiticas (respectivamente formais) na origem
definidas por f =0e g =0, onde f,g € C{z,y} (respectivamente C|[x, y]]), a multiplici-
dade de interse¢ao na origem de dois germes de C} e (5 é definida por

(f.g)o = dime (%ﬁ”;} ) < respectivamente dime <%>) € NU oo,

onde (f,g) é o ideal gerado por f e g. As propriedades de (,)o que vamos usar sao (as
provas delas e mais propriedades podem ser vistas em [15]):

(i) (f,g9)o < oo se, e somente se, f e g ndo tem fatores em comum,
(i) (£.9) = (9. o
(iii) (f gh)o = (f.9)o + (f.h)o,
v o = 0 se, e somente se, f e g nao se interceptam na origem,
(iv) (f,9) 9 g
(v) (f, 9)o é invariante por mudanga de coordenadas,
(vi) (f + hg,9)0 = (f, 9)o
Seja F um germe de folheacao holomorfa com singularidade isolada na origem de
(C2,0) e definido pela equagiao w = 0, tal que

(24) w=P(z,y)dy — Qz,y)dx

é um germe de 1-forma holomorfa, onde P, Q@ € C{z,y} nao tém fator comum. Uma
curva polar de F com respeito a (a : b) € P, denotada P(];:b), é a curva definida pela
equacao

aP —bQ) = 0.

No contexto das formas diferenciaveis, é dada por w A (—bdy + adx) = 0. Observe
que, geometricamente, a curva P(]Z:b) ¢ o conjunto dos pontos onde a reta tangente a
folheagao tem inclinagao ¢, com b # 0. Exceto no caso radial, a curva polar P(j;:b) nao

tem ramos invariantes. Além disso, como P e () nao tem fatores comuns, temos que
vo(F) = min{vy(P), v0(Q)} = vo(aP — bQ), entao para (a : b) € P{ genérico:

v (Play) = n(F),

Para qualquer separatriz fixa B, o tipo de equisingularidade de P(J;b) U B ¢ indepen-

dente de (a : b), para (a : b) € P{ genérico. Assim, se I' € ((C2 0) é uma curva reduzida
formal nao invariante tal que I' U B é equisingular a 73 y U B, elas possuem o mesmo
nimero de ramos e vale

(FJ B)O = (P(a:b)v B)07
onde (.,.)o é a multiplicidade de interse¢ao. Isto permite fazer a seguinte definigao

Definicao 3.2.2. Dada a separatriz B, o numero de interse¢ao polar de F com respeito
a B é o nimero inteiro:

Po(F, B) = (P(avy; B)o,

onde (a : b) € P{ genérico.
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Para calcular py(F, B), parametrizamos B com uma parametrizacao de Puiseux vyp(t),

po(F, B) = ordi= ((aP = bQ) o v5(1)),

onde (a : b) € P§ genérico. Como o nimero de intersegao polar é um ntimero de in-
tersecao, é natural definirmos, para Bi, By € F¢, o numero de intersecao polar

po(Fe, Br U By) = po(Fc, Br) + po(Fe, Ba).
Temos a seguinte defini¢ao

Definicao 3.2.3. Dado um divisor de separatrizes B, o niumero de intersecao polar de
F com respeito a B é

(25) po(F, B) = Z ap  (Pawy, B)o = Z agp - po(F, B).
BeSepo(F) BeSepo(F)
De um modo geral, se B é um divisor equilibrado e ¢ um ramo nao invariante de F,
(26> (Bv C)O = Z ap - (B7 C)O
BeSepo(F)
Para calcular (B, ()o damos a cada ¢ uma parametrizacao de Puiseux v(t) = (x(t), y(t)),

e considerando a separatriz B definida por f(x,y) = 0. Entao, (B, () = ord(f o ~(t)).

Definicao 3.2.4. Se ( é um ramo formal nao invariante por F com parametrizacao de
Puiseux 7(t), a ordem de tangéncia de F com respeito a ¢ em 0 € C? é o inteiro

To(F,C) = ordi= (v'w) .
A seguir, estudamos o que acontece com To(F, (), a ordem de tangéncia de F com
respeito a ¢, depois de aplicar um blow-up 7 : (C?, D) — (C?,0). O blow-up 7 pode
ser nao-dicritico ou dicitico. Denotamos F e ¢ os transformados estritos da folheagao F

e do ramo formal nao invariante ( respectivamente, e consideramos o ponto ¢ € ( N D.
Obtemos o seguinte:

Proposicao 3.2.5. Seja ( um ramo formal nao invariante por F. Entao
%(F» C) =m VO(C) + 7;(?7 <)7
onde m = vy(F) no caso ndo-dicritico, m = vo(F) + 1 no caso dicritico.

DEMONSTRAGAO. Se (t) = (z(t),y(t)) é uma parametrizacdo Puiseux de ¢ na qual
o eixo x é tangente a ¢ (fazemos uma mudanca linear de coordenadas, se necessario),

obtemos uma parametrizacao y(t) de ¢, tal que y(t) = moJ(t). Se w = P(z,y)dy —
Q(ﬂf,y)d.ﬁ, onde P(x,y) - Z]’:V 13](3;7y)7 Q(xay) = Zj:y Qj(xay)> V= Vﬂ(w) = VO(F)v €

P;, @); sao polinomios homogeéneos de grau j:
m'w = P(x,vz)dr — Q(x,vz)(vdr + xdv)
= (P(z,vz) —vQ(z,vx))dr — xQ(x,vzx)dv.
No caso nao-dicritico P,(x,vz) — vQ,(x,vx) # 0, entao

P {2 N CX PR T

v xv

v~

=T W.
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Onde @ define F. Como (3)*7*w = (z(t))"(3)*®, temos

ord{(F)* 1" w} = ord{(z(t))"} + ord{(7)*@} = vo(F)ord{z(t)} + Ty(F,¢)
Como To(F,¢) = ord{(7)*m*w} e ord{z(t)} = () obtemos

(27) To(F, €)= o(F)o(C) + To(F. )
No caso dicritico, P,(z,vx) — vQ,(x,vz) = 0, e por um processo semelhante, obtemos
(28) To(F.¢) = (no(F) + Do(¢) + To(F, )

Entao, consolidando e em um unico resultado, obtemos

To(F,C) = m 15(C) + To(F, C).
]

A seguir, estudamos o que acontece com a multiplicidade de intersecao (B,()o apds
aplicar o blow-up 7 : (C2, D) — (C2,0). Denotamos B = 7*B a transformada estrita de
B € Sepg(F), o divisor é D = 771(0), ¢ é um ramo formal nao invariante, enquanto F , B
e gséo as transformadas estritas de F, B e ( respectivamente, e o ponto q € Z ND. Nesse
contexto, definimos g, o transformado estrito de um divisor de separatrizes B, como

(29) B=mB= Z ag -1 (B) = Z ap - B.
BeSepo(F) BeSepo(F)

Ap6s o blow-up, as transformadas estritas das separatrizes de B intersectam D em dis-
tintos pontos. A localizacao em q € D do transformado estrito de um divisor é

(30) B, = (7"B),
Isto é, a localizacao gq so considera as transformadas estritas das separatrizes do divisor
B que passam por q. Das equacoes , e obtemos
Proposicao 3.2.6.
(By.Qy= Y. a5 (B,Q,
BeSepo(F)
O seguinte lema permite relacionar invariantes de germes de curvas analiticas antes

do blow-up com invariantes de suas transformadas estritas.

Lema 3.2.7. (Férmula de Noether [9]). Se & e & sdao germes de curvas analiticas
definidas em (C%,0) e 7 : (C?, D) — (C2,0) é um blow-up, entdo
(&1, &2)0 = vo(&1)o(&2) + Z (51, E;)q-
qen—1(0)
A seguir, temos:
Proposigao 3.2.8. Seja ¢ um ramo formal nao invariante por F, cujo transformado

estrito pelo blow-up ™ € (. Seja B, a localizagio em q € ( N D do transformado estrito
do divisor equilibrado B. Entdo

(B, ¢)o = (m = 10(F))no(C) + (Bq, Cgs

onde m = vy(F) no caso ndo-dicritico, m = vo(F) + 1 no caso dicritico.
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DEMONSTRACAO. Se o blow-up 7 é nao-dicritico entao a componente D é uma separatriz
passando por ¢ e o divisor equilibrado da folheagao local no ponto ¢ é B, = B, + D. Se
7 ¢ dicritico, entao D nao é separatriz e B, = B,. Entao, o divisor equilibrado no ponto
qé

(31) B,=B,+(D,

onde ¢ é 1 se m é nao-dicritico ou é 0 se 7 ¢é dicritico. Pelo Lema temos que, para
B € Sepy(F),

(B,Q)o = vo(B)1o(C) + (B, ().
Da equacao
(B.Oo = > as: (w(Bw(C) + (B,0),)

BeSepo (F)

= Z apg - I/()(B) I/()(C) + Z ap - (B7C)q

BeSepo (F) BeSepo(F)
Da equagao e da Proposicao

(B,C)o = 10(B)uo(€) + (By, O)-
Da Proposicao temos vo(B) = vo(F) + 1 — 170(F), entao

(32) (B,C)o = (n(F) + 1 — 70(F))1o(C) + (By, O
Paralelamente, de (31),

(qu E)q = (gq + (D, E)q = (gqa E)q + E(Dm E)q - (gqv g)q + L1(Q).
De onde,
(By; Qg = (By, g — L10(C).
E substituindo em , obtemos

(B,Q)o = (vo(F) + 1 — £ — 10(F))wo(C) + (qug)q-

Se 7 é nao-dicritico vy(F) + 1 — € = 1y(F), e se w é dicritico, vo(F) +1— € = vo(F) + 1.
Usando o invariante m da Proposicao |3.2.5 obtemos

(B, C)o = (m = 10(F)no(C) + (By, Oy
U

Ap6s o blow-up 7, partindo de ¢ € E N D, pode-se aplicar uma quantidade infinita
de blow-ups, passando pelos pontos ¢; que estao na intersecao dos transformados estritos
dos ramos nao invariantes com os respectivos divisores que aparecem apos cada blow-up,
gerando uma sequéncia infinita de pontos ¢ =0, ¢1 = ¢, q2, ¢3, -+, @y - - - -

Ditos pontos formam o conjunto de pontos infinitamente préximos da curva (, de-
notado por Z(¢). Estamos interessados em um subconjunto finito de Z((), cujos n + 1

elementos ¢o = 0, ¢1 = ¢, @2, g3, - - -, ¢, Sa0 tais que, em g,, as transformadas estritas (,,
e J,, sao regulares e transversais, Tal n existe, pois a curva ¢ nao ¢ invariante por F.



3.2. INVARIANTES POLARES 53

Definicao 3.2.9. Se ¢ é um ramo formal nao invariante por F, o indice do excesso de
tangéncia de F ao longo de C é

(33) no(F.Q) = > m(Frg(0),

q€Z(Q)
onde F e ¢ sdo as transformadas estritas de F e ¢, em cada q € Z(C).

Como o ramo ¢ ¢ nao invariante, essa soma tem um numero finito de termos nao
nulos. A seguir, provaremos o seguinte

Lema 3.2.10. Se F é um germe de folheagio holomorfa em (C?,0), B o divisor equili-
brado de separatrizes de F e { um ramo formal nao invariante. Entao

(B,¢)o = To(F,C) + 1 —1(F, Q).
DEMONSTRAGAO. Das proposicoes e
To(F Q) = T(F.Q) = mul()
(B,Q)o = (B, Q)g = (m—70(F))(Q)-
Calculamos a diferenca entre elas, e vemos que, depois de aplicar o blow-up T,
(34) (T(F.0) = To(F.0) = ((B.)o = (B, 0)a) = mo(F)(€).

Apo6s aplicar os n primeiros blow-ups, conforme foi explicado anteriormente, como
para cada blow-up obtemos uma equagao correspondente a ([34]), somamos todas elas e
obtemos uma soma telescopica

—_

n—1

(76 (F Q) = T F.Q)) = (B, Oy = B D) = D70, (F) 4, (0

n—

I
o
<
|

J
onde j-:, Be fz sao as transformadas estritas de F, B e (, em cada ¢ € Z({). Obtemos
entao

(TF,0) = TauF.0) = (B, = (Bs O ) = - 7 (F) v, (O

Sempre ¢é possivel obter um n-ésimo blow-up, tal que em ¢, as transformadas estritas
de ¢ e F sejam regulares e transversais. Entao, podemos colocar um sistema de coor-
denadas em ¢, tal que a folheacao local esteja definida por w = dz e que o eixo z seja
¢. Entao, como B, = {x = 0} ¢é a unica separatriz da folheacao local em g¢,, o divisor

equilibrado de separatrizes B, = B,, = {z = 0} e portanto 7, (F,¢) = 0. Como B,,

e ¢ sdo lisas e transversais (B,,,()q = (Bg,()q. = 1, €, como a folheagdo é regular,

7o (F) = 0. Obtemos

To(F.Q) = (B.Qo+1= Y 7(F) vy, (C)

q€Z(C)

E com a definicao [3.2.9, obtemos

(87 C)O = 76(‘77 C) +1- TO(‘Fa Q)
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Definicao 3.2.11. Se I' é uma curva reduzida tal que nenhuma de suas componentes
irredutiveis ¢; ¢ invariante por F, e I' = UF_,(; é a sua decomposigao em componentes
irredutiveis, definimos o indice do excesso de tangéncia de F ao longo de I' como

(35) 70(F,T) = Z 70(F, G).

A seguir provaremos o resultado principal dessa se¢ao, o qual generaliza a formula de
Teissier para germes de curvas planas.

Teorema 3.2.12. Sejam F um germe de folheagdo holomorfa em (C%0) e B um divisor
equilibrado de separatrizes para F. FEntao, para toda curva polar genérica I', o nimero
de intersecao polar satisfaz

(36) po(F,B) = (I', B)o = po(F) + vo(F) — 7o(F,T).

DEMONSTRAGAO. Seja ' = P(Jg:b) uma curva polar genérica, onde (a : b) € P!. Podemos
supor que a = 1. Seja I' = U¥_ (; a decomposicio de I' em componentes irredutiveis.

Como
k
po(F, B) Z G. B
—1

e pelo Lema , (CiyB)o=To(F,G)+1— To(f ;) entdo
k k k

(37)  po(F.B) =3 (T(F, ) +1) = > n(F.G) =D (To(F.G) +1) — 7(F, ).
) i=1 =1

Damos a cada Q a parametrlza(;ao 7i(t) = (xi(t),y:(t)). Como I' : P —bQ = 0 entao

%(F,Ci)+1:07“dt o(vw)+1
= ordi—o{(P(%(1))yi(t) — Q(ri(t))i(t) )} + 1
= ordi—o{(bQ(7i(t))yi(t) — Q((1))i(t) )} + 1
= ordi—o{Q(i(t)) (by;(t) — 2i(t) )} + 1
= ordi—oQ(i(t)) + ordi—o (by;(t) — x;(t)) + 1
= ordi—o@Q(7i(t)) + ordi=o (byi(t) — (1))

= (Q7 Cz) + VO(CZ)

Logo,
k

Z (To(F,G) +1) = (Q,¢)o+ Y wolG)-

i=1 i=1
Como YF (Q,6), = (Q,T)o = (Q, P — bQ)o = (Q, P)o = dimc 55 = po(F) e, além
disso, Y% | 19(¢;) = (1) = vo(F), substituindo em obtemos o resultado. O
Observacao 2. como mencionamos anteriormente, nosso resultado generaliza uma co-

nhecida férmula de Teissier para curvas [25]. Pois, se f = 0, onde f € C{z,y}, é uma
equacao reduzida de um germe de curva analitica complexa C' em (C?,0), entdo a equagao
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w = 0, onde w é a 1-forma definida por w = df, define uma folheacao F do tipo curva
generalizada. A Equacao torna-se, para (a : b) € P§ genérico,

(afz +0fy,C)o = po(f) +wo(f) — 1.
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CAP{TULO 4

Existéncia de Separatrizes em (R? 0)

Esse capitulo estda dirigido especificamente ao estudo de condicoes para garantir
a existéncia de separatrizes em folheagoes definidas por um germe de campo vetorial
analitico real com singularidade algebricamente isolada na origem de R%. As férmulas
nas definicoes dos objetos reais podem coincidir com as férmulas de seus respectivos
objetos complexificados, porém ditos objetos nao sao iguais, tém propriedades e inter-
pretacoes geométricas diferentes. Além disso, os objetos reais e seus complexificados tém
relacoes entre si. Por esses motivos usamos o sub-indice R para nos referir aos objetos
reais e usamos o sub-indice C para nos referir a seus respectivos objetos complexificados.

4.1. Preliminares em (R?,0)

Essa primeira se¢ao é um resumo basico, no contexto real, do que ja foi apresentado
por extenso nos dois primeiros capitulos. Nesse capitulo o principal objeto de estudo é
um germe de campo vetorial analitico real com singularidade algebricamente isolada na
origem de (R?0) definido por

0 0
(38) XR:PR(xvy)%_{_QR(ZE:y)a_ya

onde Pr e Qg sao elementos do anel R{z,y} de germes de fungbes analiticas reais em
(R%,0) sem fatores comuns e Xg(0) = 0. Lembramos que Xg tem singularidade algebrica-
mente isolada se seu complexificado X¢ tem singularidade isolada. Isso equivale ao fato
que os coeficientes de Xg serem ambos nao unidades e relativamente primos em R{z, y}.

Denotamos por Fr o germe de folheagao analitica real com singularidade algebrica-
mente isolada na origem que é definido por Xg, ou pela equagao

szoa

onde wg é um germe de 1-forma analitica real com singularidade algebricamente isolada
na origem e satisfaz

(39) wr = Pr(z,y)dy — Qr(z, y)d.

Fazendo o desenvolvimento de Taylor de uma funcao analitica real fr, escrevemos

fe=> fo=fut fusr ...

k=m
onde f,, é o primeiro jato nao identicamente nulo (f,, # 0). Esse nimero m é chamado
de multiplicidade algébrica da fungao fg e, no caso em que fg(0) = 0, é também chamado
multiplicidade algébrica da curva definida por fg = 0 e denotado por v(fr). A multi-
plicidade algébrica do germe de folheacao analitica real Fg, induzida por Xg, é definida
como

v(Fr) = min{v(Fg), v(Qr)}-
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Uma curva formal Cg em (R?,0) é definida por uma equagao reduzida fr(z,y) = 0, onde
fr € R[[x,y]] é uma série formal, nao trivial e ndo unidade. Se

_ pin pio i
fe= 112 S
¢ uma decomposicao de fr como produto de fatores irredutiveis, cada f; = 0 define

um ramo C; de Cr. Uma curva formal ¢ invariante por Fr se ela é a uniao de curvas
irredutiveis tangentes a folheacao, ou seja, se existe uma funcao formal A que satisfaz

WR A de = (th]R)dl’ A dy,

ou equivalentemente

I fw

Ofr
PRa_x + QRa_y = frhr,

para algum hg € R[[z,y]]. Fixado um germe de folheacao Fg definido pela 1-forma weg,
denominamos separatriz formal (real) ou simplesmente separatriz (real) a um germe de
curva formal, irredutivel e invariante por Fgr que passa pela origem de (R?,0). Se a sepa-
ratriz pertence a R {z, y} ela é chamada de separatriz convergente ou separatriz analitica.
Caso contrario, diz-se que é puramente formal. A familia de todas as separatrizes de Fg
na origem 0 é denotada por Sepg(Fr). Em 1982, Camacho e Sad [4] provaram que um
germe de campo vetorial analitico complexo definido em (C?,0), com singularidade iso-
lada na origem, possui pelo menos uma separatriz convergente. Porém, nem todo germe
de campo analitico real tem solugoes nao triviais passando pela origem. Por exemplo, as
solugoes do campo

0 0
Y ou + x@y
sao os circulos centrados na origem, % + y?> = ¢, com ¢ > 0, e portanto a folheacao
induzida por esse campo nao tem separatrizes.
Enfatizamos que a existéncia de separatrizes formais nao implica na existéncia de
separatrizes convergentes. No exemplo [22] p.219], a folheagao analitica real induzida

pelo campo

Xp =

0 0
(2 n 9 3 379
Xr = (—y +x)3x—|—(xy+x —|—xy)6y

possui separatriz formal mas nao tem separatrizes convergentes.
Das Secoes e 2.5 temos que um blow-up puntual real, ou simplesmente blow-up
real, em (0,0) € (R?,0) é o mapa analitico

WRI(@z,DR) — (R2,0),

onde Dy = 73" (0) = {0} x PL. (R2, Dg) se identifica com (R2,0) no seguinte sentido:
{(0,0)} é substituido por Dg, um espago projetivo Pk mergulhado em R?, que parametriza
as diregoes tangentes em 0 € R?. Duas cartas (x,v), (u,y) € R? da variedade analitica
R? sdo definidas pelas relagoes y = vz com z # 0 ez = uy comy # 0, de forma tal
que (z,v) — (z,vz), (u,y) — (uy,y) Além disso, o blow-up restrito a R? \ Dg é um
difeomorfismo analitico em sua imagem. Dado um germe de folheacao analitica singular
Fr em (R? 0), um blow-up em (R? 0) transforma F em uma outra folheagao F = 75 Fr
em (@2, Dg), denominada transformada estrita de Fg, que possui um nimero finito de
singularidades isoladas sobre Dg, e corresponde difeomorficamente a Fr sobre os pontos
onde g é um difeomorfismo. Se Dy é uma curva invariante por mpFr, dizemos que tanto
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mr como Dg sao nao-dicriticos, caso contrario sao dicriticos. No caso dicritico, infinitas
curvas analiticas invariantes cortam Dg. Elas sao projetadas em infinitas separatrizes de

Fr.

4.2. Processo de complexificagao

Considerando as variaveis = e y de (38) como varidveis complexas, obtemos o germe
de campo vetorial holomorfo com singularidade isolada na origem definido por

0 0
(40) Xc = P@(m,y)% + Qc(%y)a—y,

Denotamos por F¢ o germe de folheacao holomorfa singular em 0 induzido por X¢, ou
pela equagao
we = 0,
onde
we = Pe(z,y)dy — Qc(z,y)dz..
A multiplicidade algébrica da folheagao F¢ é

v(Fe) = min{v(FPc), v(Qc)}-
Como as férmulas de X¢ e Xg coincidem, entdo v(Fc) = v(Fgr). Em nosso trabalho
consideramos que o numero de Milnor de Fg é

C{z, y}
(Pc,Qc)’

onde (Pg,Qc) é o ideal gerado por Fr, Qc € C{z,y}. Ao complexificar um germe de
curva formal real Cy € (R?,0) obtemos um germe de curva formal complexa C¢ € (C?,0)
o qual é definido por uma equacao reduzida fc(z,y) = 0, onde fc é a complexificagao da
equacao fr de Cr. Se fr = 0 define um germe de curva irredutivel formal, nao trivial,
passando pela origem (R?,0) entdo, seu complexificado, fc = 0, define um germe de curva
irredutivel formal complexa passando pela origem de (C2,0).

Considerando a Sec¢ao (3.1 uma separatriz formal complera ou simplesmente separatriz
complexa de we é uma curva formal, irredutivel e invariante que passa pela origem de
(C%,0), i.e, um objeto dado pela equagao g(x,y) = 0, onde g € C[[z,y]] é uma série
formal irredutivel tal que ¢g(0,0) = 0, e que satisfaz

we A dg = (gh)dx A dy,

u(Fr) = p = p(Fe) = dim

para algum h € C[[z,y]]. Se a separatriz complexa B pertenece a C {z,y}, ela é chamada
de separatriz convergente ou separatriz analitica, caso contrario, diz-se que ela é pura-
mente formal. A familia de todas as separatrizes de F¢ na origem 0 é denotada Sepg(Fc).
Observe que, embora a equacao que define uma separatriz real Br possa ser identificada
com a equacao que define uma separatriz complexa Bc, o oposto pode nao acontecer pois
uma separatriz B de F¢ pode estar definida por uma equagao nao-real.

Na Secao , (respectivamente [2.2)) estudamos o que é um blow-up pontual complexo
(respectivamente real). Na Segao studamos como um blow-up um blow-up real esta
relacionado com um blow-up complexo. Na Secao [2.4] estudamos o que acontece com um
germe de folheacao analitica complexa com singularidade isolada na origem apds aplicar
um blow-up complexo na origem e na Se¢ao fazemos o mesmo estudo porém para o
caso real. Na secao [2.6] estudamos o que é aplicar uma sequéncia de blow-ups complexos
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ou uma sequéncia de blow-ups reais em singularidades isoladas que aparecem apds de
cada blow-up, essa informacao, junto com os preliminares dessa se¢ao e da anterior sao
essenciais para a analise que vem a continuagao, por isso vamos assumir que o leitor estd
familiarizado com as notacgoes e conteudos daquelas secoes.

Aplicar uma sequéncia de j blow-ups reais implica aplicar j blow-ups complexos defi-
nidos pelas mesmas equagoes. Imagine que aplicamos um total de £ blow-ups complexos,
tal que os j primeiros se identificam com blow-ups reais. Da Secao [2.3 se um blow-up
complexo ¢ realizado em uma singularidade que esta no traco real, ele determina o levan-
tamento da involucao anti-holomorfa J para a variedade obtida pelo blow-up. Porém, um
blow-up complexo pode produzir singularidades isoladas fora do traco real do respectivo
levantamento da folheacao. Além disso, pode chegar o momento em que sé precisemos
fazer mais blow-ups complexos em singularidades isoladas fora do traco real da variedade
obtida pela sequéncia de blow-ups aplicados até aquele instante. O inconveniente que
aparece, ¢ o seguinte, um blow-up complexo feito numa singularidade isolada fora do
traco real nao levanta o mapa de conjugagao. Para resolver esse inconveniente, temos
que ter em conta como ¢ o X¢ definido na equagao (40), vamos supor que ja fizemos j
blow-ups complexos sobre singularidades no traco real de cada levantamento, entao até
aqui observamos que o levantamento da involucao canonica J pela sequéncia de blow-ups
complexos

mgo---omh toml: (ML, D) — (C,0),
define uma tnica involugao continua
J+ (M2, DE) — (M2, DY),
tal que
(m& o owfclowc) J = Jo (m¢ Oﬂéloﬂ'é),

Por esse motivo, a folheacao obtida .7-"] é simétrica com respeito ao traco real de ]Tfj
Agora, como o seguinte blow-up sera aphcado sobre p;, uma singularidade fora do tra(;o

real de Mé, temos que considerar a singularidade ps = J’(p;) e fazer dois blow-ups

Jj+1 Jj+2 . J+1I\—1
sucessivos T~ e m. ~, 0 primeiro em p; e outro na singularidade (71" ) ! (p2). Informal-

mente podemos Considerar dita composicao como se fosse um tunico blow-up. Ou seja,
consideramos os blow-ups

]+1 , (MjJrl D]+1> N (]/\\/[/é,Dé)
a+2 (M]-i-? D]+2> N <]\N4é+1,1)é+1> ’
para fazer a composicao
W((cj+1’j+2) =l o ml? <M‘7+2 D‘7+2> — (]\7%,@%) :
Assim, é possivel definir em <Mé+2, Dé”) uma Unica involugao continua
Jurtat s (NP, D) — (ML, D)),

tal que
7rg+1,j+2) o JUtLI+2) _ Jo Wg+1’j+2)-
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Desse modo, toda vez que apliquemos um blow-up puntual complexo numa singularidade
fora do traco real, vamos considerar que aplicamos a composi¢ao de dois blow-ups tal
como acabamos de explicar. Dessa forma, aplicando em total k blow-ups complexos,
obtemos a sequéncia

oc=Tgo--omho-omk lonk: (M@,D@) — (C?,0)

que determina a involucao anti-holomorfa E MC — M(C, tal que o¢ o J=Jo oc. Como
cada blow-up complexo, fora do conjunto singular, é um difeomorfismo holomorfo com
sua imagem, identificando MR, a variedade analitica real obtida pelos j blow-ups reais,
com {p € Mc : p= J(p)}, e fazendo um abuso de notacdo, definimos

My ={pe Mc:p=J(p)}

entao, MVR é o traco real de Mv(c. Identificamos Dr com D¢ N MR e or com 0'((:|”A7[R. Dessa
forma, identificamos a sequéncia dos j blow-ups reais com a restri¢ao da sequéncia dos
k blow-ups complexos ao trago real. Notemos que, por tudo o exposto, em Mc obtemos
a folheacao Fc = O'(C(.F([j) que é simétrica com respeito a Mg. Identificamos também
Jr]R = O'R.FR com f(c N MR

4.3. Redugao de singularidadades em (R? 0) e (C?,0)

No preliminar do capitulo anterior, mencionamos o resultado de reducao de singulari-
dades e a defini¢ao de singularidade simples para um germe de folheagao holomorfa com
singularidade isolada, mas elas tém uma apresentacao que considera tanto o caso real
como o complexo, por esse motivo denotamos momentaneamente K = R ou C. Dizemos
que um germe de folheagao analitica (real ou complexa) com singularidade isolada na ori-
gem de (K?,0) tem uma singularidade simples ou reduzida em 0 € K? se os autovalores
da parte linear do campo, A, Ay € K, satisfazem uma das seguintes condigoes:

(1) A1+ A2 # 0 com i—; ¢ Qt (singularidade simples nao-degenerada),

(2) A\ # 0 e Ay =0 (singularidade simples sela-no).
No contexto de folheagoes analiticas reais, nos referiremos a uma singularidade sela-né
como singularidade sela-no algébrica. Uma singularidade simples tem exatamente duas
separatrizes transversais [16]. No caso nao-degenerado, ambas sdo convergentes. No caso
sela-né, aquela associada ao autovetor do autovalor nao-nulo é convergente e é chamada
de separatriz forte. A outra separatriz é formal e é chamada de separatriz fraca. Para
uma singularidade sela-nd, existem coordenadas formais, em que ela é escrita [18]:

wi = y(1 + px®)dae £ 25 dy,

onde p € K e k € Z, sao invariantes formais, a separatriz forte corresponde a {z = 0}, a
separatriz fraca corresponde a {y = 0} e o inteiro ¢} (Fx) = k+ 1 > 1 é chamado indice
fraco da sela-né algébrica [18), 16]. Note que, na férmula normal acima, o sinal s6 é
relevante quando K = R.

Em [23], Seindenberg provou que qualquer germe de folheacao analitica (real ou
complexa) com singularidade isolada na origem de (K2,0) admite um processo de redugdo
de singularidades

OK =T o---omy L omp: (M Dx) — (K?,0),
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que permite obter uma nova folheagao Fx que tem uma quantidade finita de singulari-
dades, todas elas simples e sobre o divisor Dg = o5 '(0), unido finita de componentes
irredutiveis Dy, que sao retas projetivas com cruzamentos normais obtidas por esse pro-
cesso. Um ponto que esta na intersecao de duas componentes irredutiveis é chamado de
esquina. Caso contrario, é chamado de ponto traco. A waléncia de Dk, denotada por
Val(Dx), é o niimero de outras componentes de Dk intersectando D.

Uma componente irredutivel de D que é nao-invariante por JEK é classificada como
dicritica, caso contrario, é classificada como nao-dicritica. Dizemos que Bk € Sep, (Fk) é
uma separatriz dicritica, se EK = 0" Bk toca o divisor Dx em uma componente dicritica.
Caso contrario, dizemos que Bk é uma separatriz isolada. O conjunto de separatrizes
dicriticas de Fx é denotado por Dicy(Fk). O conjunto de separatrizes isoladas de Fx é
denotado por Isog(Fk). As transformadas estritas das separatrizes de Fx sao suaves (tém
multiplicidade algébrica 1), disjuntas e transversais a Dk. Cada singularidade isolada de
]?K é reduzida e esta fora das esquinas de Dg. Por cada uma delas passa uma separatriz
nao contida no divisor. Além disso, a folheacdo Fx é sempre transversal as componentes
dicriticas. Ou seja, um processo de redugao de singularidades de Fg também dessingu-
lariza as separatrizes de Fg. Fk é definida pela 1-forma wg e Fi € definido pela divisao
de ogwg por uma poténcia da equacao local do divisor de ogwg. Como um processo de
reducao de singularidades ¢ uma composicao de blow-ups aplicados sucessivamente, as
observagoes que fizemos na Secao também sao vélidas para o processo de redugao de
singularidades. Uma singularidade simples é dita real se, apos aplicar um processo de
reducao de singularidades oc, ela esta sobre o trago real de F¢.

4.4. Classificagao topoldgica de uma sela-né algébrica

De [2], um germe de folheagao holomorfa singular em (C?,0) é do tipo curva ge-
neralizada complexa se nao tem singularidades sela-né em seu processo de reducao de
singularidades. De [22], um germe de uma folheagao analitica real singular em (R?,0)
¢ do tipo curva generalizada real se nao tem singularidades sela-no algébricas em seu
processo de reducgao de singularidades real. Isso equivale a pedir que seu campo comple-
xificado nao possua selas-nés sobre o traco real do divisor excepcional D¢. Sejam X e X'
dois campos de vetores analiticos reais que definem as folheacoes F e F' nas superficies
M e M’ respectivamente. Dizemos que X e X’ sao campos topologicamente equivalentes
se houver um homeomorfismo H : M — M’ que preserva a orientacao, levando o conjunto
singular de X no conjunto singular de X’ e as folhas de F nas folhas de F’, respeitando
as orientacoes. Dois germes de campos vetoriais sao topologicamente equivalentes, se ad-
mitem representantes topologicamente equivalentes. Pelo [16l Teo.9,1], temos que uma
singularidade sela-né algébrica pode ser classificada, segundo equivaléncia topoldgica,
como uma sela topoldgica ou um né topolégico ou uma sela-né topolégica. De [16], se o
indice fraco iy (Fgr) é par, a singularidade é uma sela-né6 topolégica . Se iy (Fgr) é impar,
a singularidade pode ser ou sela topologica ou né topolégica. Dizemos que um germe de
campo vetorial analitico com uma tnica singularidade algebricamente isolada em (R?,0)
é do tipo curva generalizada real topologica se nenhuma singularidade sela-né algébrica,
obtida apds um processo de reducao de singularidades, ¢ uma sela-né topolégica.
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FicuraA 1. Classificagao topoldgica de uma sela-né algébrica: sela to-
poldgica, né topoldgico, sela-néd topoldgica

Definicao 4.4.1. O indice de ezcesso de tangéncia de Fr em 0 € R? é o ntimero inteiro
positivo
wo(Fe) = Y. p(Drg)iy (Fr) — 1),

q€SN(Fr)

onde SN(JER) ¢ o conjunto de singularidades do tipo sela-né tangente no divisor ex-
cepcional Dg, Dg, é a componente contendo a separatriz fraca e p(Dg,q) é o peso da
componente Dg,. Este ¢ definido como a multiplicidade algébrica de uma curva ~y tal
que sua transformada estrita oy ¢ transversal a Dy, fora das esquinas.

Sempre temos que 7o(Fr) > 0, e 70(Fr) = 0 se e somente se SN(j-:R) = ) (ndo ha
selas-nés tangentes na redugao de singularidades de Fg).

4.5. A multiplicidade algébrica e a existéncia de separatrizes

Em geral, um divisor de separatrizes de uma folheacao JF, real ou complexa, é uma

soma formal
B = Z ap - B s

BeSepo(F)
onde os coeficientes ag € 7Z sao zero, exceto por um numero finito de separatrizes B €
Sepo(F). No caso complexo B é denotado B e no caso real Bg. A multiplicidade
algébrica de um divisor de separatrizes é

(41) wB) = > wB+ Y > asw(B),

Belsog (F) DeDico(F) BeSepo(D)

onde Isoy(Fk) é o conjunto de separatrizes isoladas de F , Dicy(F) é o conjunto de sepa-
ratrizes dicriticas de F e Sepy(D) é o conjunto de separatrizes de F cujos levantamentos
pelo processo de redugao de singularidades intersectam a componente D.

A seguir, adaptamos para o contexto dessa secao, duas defini¢oes propostas por Genz-
mer em [12]. O divisor equilibrado complexo de separatrizes para Fc é um divisor da
forma

(42) B(c == Z ap: - B(C = Z B(c + Z Z ape - Bc,
Be€eSepo(Fe) Be€elsog (Fe) D¢ €eDico(Fc) Be€Sepy(De)

onde os ap. € {—1,0,1}, sdo 1 para cada separatriz isolada e sdo nao nulos para um
nimero finito de B¢ € Dico(F¢) e para cada componente dicritica

(43) > ap.=2-Val(De),
B(cESepo(DC)

onde Valc(Dc), denominada valéncia compleza de D¢ é o nimero de outras componentes
de D¢ intersectando D¢ .
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A multiplicidade algébrica de um divisor complexo de separatrizes é

(44) wBe)= > wBo)+ > > apo(Bo).

Bc€lsog (_7‘—@) DceDico (.7:(;) Bc€Sepo (D(C)

Se apdés um processo de reducao de singularidades consideramos s6 o trago real, po-
demos ter definicoes semelhantes para o caso real. Seguindo as duas defini¢oes anteriores
e nos referindo a folheagao real, definimos

Definicao 4.5.1. O divisor equilibrado real de separatrizes para JFg é

Br = Z Br + Z Z ap, * Br,

Br€E€lIsog (]:]R) Dgr€Dicg (]:R) BRESepO(D]R)

onde os ap, € {—1,0}, sdo ndo nulos para um numero finito de Bg € Dicy(Fg) e para
cada componente dicritica > g oo (pg) @82 = 2 — Val(Dg), onde Valg(Dg), denominada
valéncia real de Dy é o nimero de outras componentes de Dy intersectando Dg.

A relacao entre a valéncia complexa e a real é determinada no seguinte resultado.

Proposicao 4.5.2. Para cada componente dicritica De C D¢ com trago real nao trivial
Dy C Dg, se cumpre que

(45) ValR(DR) = Valc(Dc) (mod 2)

DEMONSTRAGAO. Existem dois tipos de componentes na desingularizacao: Aqueles que
vem de explosoes em singularidades invariantes por conjugacao complexa, e aqueles que
véem de singularidades que nao sao invariantes por conjugacao complexa. Os tltimos
aparecem em quantidade par. O

O resultado segue entao do fato que F¢ e sua reducao de singularidades ¢é invariante
por conjugacao.

Definigao 4.5.3. A multiplicidade de uma componente D¢ C D¢, denotada por p(Dc) é
a multiplicidade algébrica de uma curva Be em (C?,0) tal que 7*Bc é transversal a D¢
fora das esquinas de Dc.

Todas as separatrizes na mesma componente dicritica possuem a mesma multipli-
cidade algébrica. Entao, a multiplicidade algébrica de um divisor equilibrado nao de-
pende da escolha das separatrizes em cada componente dicritica. Entao, podemos sele-
cionar uma separatriz conveniente para cada componente dicritica no seguinte sentido:
se D¢ € Dicg(Fc) tem trago real nado-trivial, entdao selecionamos apenas separatrizes
reais. Usamos explicitamente o fato que curvas equisingulares tém a mesma multiplici-
dade algébrica. Observe que vy(Bc) e vo(Bgr) podem ser diferentes pois podem existir
separatrizes de J¢ sem intersecao nao trivial com o traco real.

Proposicao 4.5.4. Seja Xg um germe de campo vetorial analitico real com singularidade
algebricamente isolada na origem de (R?,0), com complezificagio Xc. Denote por Fr e
Fc as folheacos induzidas por eles. Se Bgr e Be sdo os divisores equilibrados de separatrizes
de Fr e Fc respectivamente, entao

vo(Be) = vp(Br) (mod 2).
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DEMONSTRAGAO. Aplicando a Definicao 4.5.3] se B¢ € Sepo(Dc), obtemos vy(Bc) =
p(Dc). Inserindo a equagao (43]) na equagao (42)), temos

V()(B(;) = Z VO(B(C) + Z Z CLB@VO(B(C)

Be€lIsoo(Fe) D¢ €Dico(Fc) Be€Sepo(De)
(46) = Y w(Bo)+ Y. (2 Vale(Dc))p(De).
Be€lIsog(Fe) D¢ €Dico(Fe)

Decompomos

> w(Bo)= > wBo)+ > w(Be).

Be€lIsog(Fe) Bc€lsog(Fe) Be€lsog(Fe)
J-invariante nao J-invariante

Como as separatrizes nao J-invariantes que sao isoladas aparecem em pares, vale

Y w(Bc)= Y. w(Be) (mod 2).

Bc€lsog(Fe) Bc€lsog (Fe)
J-invariante

Visto que a intersecao de uma separatriz isolada J-invariante de JF¢ com o trago real se
identifica com uma separatriz isolada de Fg, e que as equacoes de uma separatriz real e
de seu complexificado coincidem, tem-se vy(Bgr) = v9(Bc), e portanto

(47) > wBo)= Y. w(Br) (mod?2).

Bc€lsog(Fe) Bg€lIsog (Fr)
J-invariante

Agora, separamos as componentes dicriticas J-invariantes das dicriticas nao J-invariantes
de D¢, e temos que

> (2-Vale(De))p(De) = > (2= Vale(De))p(De)

D¢eDico(Fe) [f}c €Dico (JZ«:)
-1nvarliante

+ Y (2= Vale(De))p(De).

D¢ €eDico(Fe)
nao J-invariante

Como a quantidade de componentes dicriticas D¢ que nao sao J-invariantes é par, e
usando (45]), obtemos

(48) Z (2 — Vale(Dc))p(De) = Z (2 — Valg(Dgr))p(Dr) (mod 2).

D¢ €eDico(Fe) DreDico(Fr)

Ao substituir e em ,
w(Bc)= Y. w(Ba)+ Y. (2—Valg(Dg))p(Dr) (mod 2),
Belsog(Fr) Dr€Dico(Fr)
chegamos a
vo(Be) = vp(Br) (mod 2).
O

Proposicao 4.5.5. Seja Xg um germe de campo vetorial analitico real com singularidade
algebricamente isolada na origem de (R?,0), com complerificagio Xc. Denote por Fg



4.5. A MULTIPLICIDADE ALGEBRICA E A EXISTENCIA DE SEPARATRIZES 65

e Fc as folheagoes induzidas por eles. Se 1o(Fr) e mo(Fc) sdo os indices de excesso de
tangéncia de Fr e Fc, respectivamente, entao

10(Fc) = 10(Fr) (mod 2).
DEMONSTRACAO. Da equacao , temos que o excesso de tangéncia de F¢ é
n0(Fe) = Y. p(Dcg)iy(Fe) — 1)
q€SN(Fc)

Se consideramos, por um lado, as separatrizes reais (J-invariantes) e, por outro, as separa-
trizes puramente complexas (ndo J-invariantes), podemos escrever o excesso de tangéncia
de F¢ como

n(Fe)= Y. pDe )y (Fo) =1+ Y p(Dey)iy (Fe) —1).
q€SN™ (F¢) qE€SN(F¢)

A primeira parcela pode ser par ou impar. Porém, a segunda parcela sempre é par, pois
as singularidades do tipo sela-né tangente que estao fora do traco real aparecem aos pares
e tém o mesmo indice fraco i} (Fc). Entao

n(Fe)= Y. p(Deg(iy (Fe) — 1) (mod 2).
qE€SN*(F¢)
Como ¢ € SN'(F¢) estd no trago real, p(Dc ) = p(Dry) € z";(f@) = z“g(fR). Portanto,
To(Fc) = Z p(DR,q)(i;V(]?R) —1) (mod 2).
q€SN(Fr)
Concluimos que
(49) 70(Fc) = o(Fr)  (mod 2).
OJ
Adaptando [13], Prop.3.3] ao contexto dessa segao, temos o seguinte:

Proposigao 4.5.6. Sejam, Fc um germe de folheagao holomorfa singular em (C2,0), e
Bc um divisor equilibrado complexo de separatrizes de Fc. Denotando por vo(Fc) a mul-
tiplicidade algébrica de F¢ e por vy(Bc) a multiplicidade algébrica do divisor equilibrado,
temos

I/O(./T(c) = 1/0(8((;) -1+ 7'0(./—"@).

O seguinte resultado da condigoes suficientes, em termos da multiplicidade algébrica,
para a existéncia de separatrizes em JFg:

Proposicao 4.5.7. Seja Xg um germe de campo analitico real com singularidade algebri-
camente isolada na origem de (R?,0). Denote por Fr a folheagio induzida. Suponhamos
que vo(Fr) = 10(Fr) (mod 2). Entdo, Fr tem pelo menos uma separatriz.

DEMONSTRAGAO. Da Proposicao [4.5.6, temos que
V()(B(C) = l/o(./—"(c) — 7'0(]:@) + 1.

Por defini¢ao, vy(Fc) = vo(Fr). Das Proposicoes e [.5.5] temos respectivamente
que vy(Be) = vp(Br) (mod 2) e que 19(Fc) = 170(Fr) (mod 2). Entao

vo(Br) = vo(Fr) — 7o(Fr) +1  (mod 2).
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Assim, a condigao vy(Fr) = 70(Fr) (mod 2), implica que v4(Bg) =1 (mod 2). E isso s6
pode acontecer quando JFg tem pelo menos uma separatriz. O

O principal resultado dessa secao é

Teorema A. Seja Fr um germe de folheagao do tipo curva generalizada real topoldgica.
Se vo(Fr) € par, entdo existe uma separatriz em Fg.

DEMONSTRAGAO. Observamos que se Fr é uma folheacdo curva generalizada real to-
poldgica, cada sela-né ou bem é sela topoldgica ou bem € né topoldgico. Em ambos
os casos, o indice fraco 7y (Fr) é fmpar. Como 7o(Fr) = 3_ con(7) P(Dr) (3 (Fr) — 1),
entdo 7(Fgr) ¢ par. Usando a proposicao |4.5.7, obtemos diretamente nosso resultado. [

O Teorema A fornece outra demonstragao para um dos principais resultados de [22]:

Corolario 4.5.8. Se Fg € uma folheagio curva generalizada real com vo(Fr) par, entdo
Fr tem pelo menos uma separatriz convergente (analitica).

DEMONSTRAGAO. A existéncia da separatriz, a principio formal, que denotaremos por
Bg, é obtida diretamente do Teorema A, pelo fato que uma folheacao curva generalizada
real ¢ uma folheacdo curva generalizada real topoldgica. Apés redugao de singularidades,
o levantamento da separatriz Bg, que denotamos Bg, toca o divisor Dg em uma singu-
laridade ¢ do tipo trago que é do tipo nao degenerada, pois a folheagao ¢ do tipo curva
generalizada real. Por esse motivo, ¢ sé possui duas separatrizes convergentes, sendo Bgr
uma de elas. Portanto, Bg é convergente. O

De [16, Th.9.13], um germe de folheagao real é centro-foco se e somente se, apds
um processo de reducao de singularidades, nao possui singularidades fora das esquinas
do divisor (singularidades tipo trago) e possui apenas selas topoldgicas nas esquinas
do divisor excepcional, e além disso, todos os blow-ups que levam a essa reducao sao
nao-dicriticos. Segue da definigdo que Sepy(Fr) nao tem elementos. Além disso, Fg
nao admite singularidades do tipo sela-né topoldgica em sua reducgao de singularidades.
Portanto, uma folheacao centro-foco é uma folheacao curva generalizada real topoldgica.
Considerando isso, conseguimos o seguinte resultado que foi obtido também em [22]
Cor.3.5].

Coroléario 4.5.9. Se Fr € uma folheagao centro-foco, entao vo(Fr) € impar.

DEMONSTRAGAO. Se vy(Fg) fosse par, pelo Teorema A, a folheagdo Fg teria pelo menos
uma separatriz. Porém isso é uma contradi¢ao com o fato de ser centro-foco. O

4.6. O nimero de Milnor e a existéncia de separatrizes reais

O numero de Milnor de F¢ ¢é definido por

C{z,y}
(Pc,Qc)’

onde (Pg, Qc) é o ideal gerado por Pc e Qc. Para o contexto de nosso trabalho definimos
o numero de Milnor de Fr como pu(Fr) = pu(Fc). Seja (¢ um ramo formal invariante
pela conjugagao J e que nao € invariante por Fc. Seja (g 0 ramo formal nao invariante
por Fr que se identifica com a interse¢ao de (¢ com o trago real, e sejam F¢ e (¢ as

M(JT"@) = dim
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transformadas estritas de F¢ e (¢, em cada ¢ € Z((c). Pela Definigao temos que o
indice do excesso de tangéncia de F¢ ao longo de (¢ é

(50) 0(Fe,Ge) = D, m(Fe)va(Co)-

q€Z(¢c)

Seja I'c uma curva reduzida tal que nenhuma de suas componentes irredutiveis (c; é
invariante por F¢, e I'c = Uleg}cﬂ» sua escrita em componentes irredutiveis. Pela definicao
3.2.11} o indice do excesso de tangéncia de Fc ao longo de I'c é

K
(51) no(Fe, Te) = > 7o(Fe, ea)-
i=1

E definimos para o caso real:

Definicao 4.6.1. Se (g ¢ um ramo formal nao invariante por Fg, o indice do excesso de
tangéncia de Fr ao longo de (g é

(52) 70(Fr, () = ) 7o (Fin) g (Cr),

q€Z(¢r)
onde JER e ER sao as transformadas estritas de Fg e (g, em cada ¢ € Z((g)-

Definicao 4.6.2. Se I'g é uma curva reduzida tal que nenhuma de suas componentes irre-
dutiveis (g é invariante por Fg, e ['r = UleCRJ sua escrita em componentes irredutiveis.
O indice de excesso de tangéncia de Fg ao longo de I'g é

(53) To(Fr, I'r) = ZTO FR; CR,2)-

Visto que P¢ e Q¢ tem coeficientes reais, escolhemos a e b reais, tal que aPc —bQ¢ = 0.
Assim, a decomposicao da curva polar genérica I'c = P(qs) € simétrica com respeito ao
trago real e as componentes puramente complexas (nao J-simétricos) aparecem aos pares.
Nesse contexto, a curva I'g que ¢ a restricao da curva ['¢ ao traco real ¢ denominada curva
polar genérica real para JFg, e se identifica com a uniao das componentes J-simétricas de
['c. Diretamente da definigao |3.2.2 o nimero de intersecdao polar de Fc com respeito a
uma separatriz Be é o nimero inteiro:

(54) pO(f(Cv B(C) = (P(a:b)a B(C)(h

com (a : b) € P{ genérico, onde, pelo nosso contexto, a,b € R. Dada a separatriz Bg, o
numero de intersecao polar de Fgr com respeito a Br é o nimero inteiro:

po(}_R, BR) = (P(a:b)a B]R)O = ordi—g ((GP - bQ) © 'YBR(t)) )

com (a : b) € P} genérico e yp, (t) 6 uma parametrizacao de Puiseux de Bg. Diretamente
da defini¢ao [3.2.3 temos que o nimero de interse¢io polar de Fc com respeito a um
divisor de separatrizes B é

(55) po(Fe,Be)= Y. ap.-po(Fe, Be).

BeeSepo (Fe)
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Definicao 4.6.3. Dado um divisor de separatrizes Br para Fg, o numero de interse¢ao
polar de Fg com respeito a Bg é

(56) po(Fe,Br) = > ap, - po(Fr, Br).
BRESepo(]'—R)

A versao real do teorema [3.2.12] é:

Proposicao 4.6.4. Sejam Fr uma folheacao analitica real com singularidade algebrica-
mente isolada na origem de (R?,0) e Br um divisor equilibrado de separatrizes. Entdo

po(Fr, Br) = po(Fr) + vo(Fr) — 70 (Fr,Tr)  (mod 2),
onde I'g € uma curva polar real genérica.

DEMONSTRACAO. Pelo Teorema [3.2.12 podemos afirmar diretamente que se Be é um
divisor equilibrado de separatrizes para F¢ entao, para toda curva polar genérica I'c, o
numero de intersecao polar satisfaz

(57) po(Fe, Be) = po(Fe) + vo(Fe) — 10(Fe, Ie).
Por definicao
(58) to(Fr) = po(Fe) € vo(Fr) = vo(Fc)-

De , temos que 7o(Fc) = 710(Fr) (mod 2), e como no trago real Vq(Z]R) = I/q<g(c),
entao das equacoes e obtemos 7o(Fg, (r) = 70(Fc, (c) (mod 2). Com isso, das

equacoes e chegamos a
(59> TO(JT"R, FR) = To(./_"(c, F(c) (mod 2).

Uma vez que as componentes B¢ do divisor Be que nao sao J-simétricos aparecem aos
pares, obtemos

(60) po(.FR, BR) = po(f(c, B(C) (mod 2)
Aplicando , e em , obtemos
p()(./_"]R, BR) = /L()(JT"R) + VO(fR) — T0 (./—"R, F]R) (mod 2).
O

Observamos que se po(Fg, Br) é impar, entao Fg tera separatriz real. Assim, obtemos
o seguinte resultado:

Proposicao 4.6.5. Sejam Fr uma folheagao analitica real com singularidade algebrica-
mente isolada em (R%0), Br um divisor equilibrado de separatrizes real, 7o (Fr,'r) 0
excesso de tangéncia de Fr ao longo de I'r, onde I'r € uma curva polar real genérica. Se

to(Fr) + vo(Fr) = 70 (Fr,['r) +1 (mod 2),
entao Fr tem pelo menos uma separatriz formal.
A seguir apresentamos o resultado principal dessa se¢ao:

Teorema B. Suponhamos que Fg seja uma folheagao do tipo curva generalizada real
topolégica. Se p (Fr) € par, entdo Fg tem pelo menos uma separatriz.



4.6. O NUMERO DE MILNOR E A EXISTENCIA DE SEPARATRIZES REAIS 69

DEMONSTRAGAO. Se vy(Fg) fosse par, pelo Teorema A, a folheagdo Fg teria pelo menos
uma separatriz. Por outro lado, se vo(Fgr) fosse impar, consideremos I'g uma curva polar
genérica e denotemos (g ; a cada ramo nao invariante dela. Como no processo de reducao
de singularidades a folheacao Fr nao admite pontos singulares do tipo sela-né topoldgico,
temos que em cada ponto infinitamente préximo de cada ramo (g, o indice de excesso
de tangéncia 1y é par. Entao, pelas equacoes e temos que 7o(Fg, 'r) é também
par. Juntando isso ao fato que po(Fg) é par, pela Proposicao a folheacao Fgr tem
pelo menos uma separatriz formal. [l

Com argumentos similares aos das provas dos Coroldrios e[4.5.9] obtemos os dois

seguintes resultados que aparecem também em [22]:

Corolario 4.6.6. Se Fr € uma folheagdo curva generalizada real com po(Fr) par, entdo
Fr tem pelo menos uma separatriz analitica.

’

Corolario 4.6.7. Se Fr € uma folheacao centro foco, entio po(Fr) € impar.

Quando a reducao de singularidades admite singularidades do tipo sela-nd, podem
aparecer separatrizes nao convergentes. De [20] Prop. 10], temos o seguinte exemplo de
curva generalizada real topoldgica, com pu = 6, v = 2, que para valores genéricos de a(z)
possui apenas uma unica separatriz real puramente formal.

Exemplo 4.6.8. Seja a = a(x) € R{z} uma série convergente em uma variavel tal que
a(0) = a’(0) = 0 e considere

0 . a(z) 0

Xg = (* + 2= + | —zy + 2Pa(z) + —2y* | —.

rR=(y )5 y (@) + =~y 9

Apés de um blow-up 7 : (x,y1) — (z,y = xy1), a transformada estrita da folheagao

tem uma tnica singularidade sobre D; = 7, *(0), situada em (x,%;) = (0,0), que é uma

sela-né com uma separatriz forte contida em D;. Outra explosdo m : (z,y2) — (x, 51 =
xys) produz como transformada estrita a folheagao induzida na origem por

P (gl bl )+ a(x))a%,

onde b(x,y2) contém os termos de ordem pelo menos dois. O indice fraco da sela-né é
i = 3 e ndo é uma sela-né topoldgica ( é uma sela topolégica, que pode ser convertida
em um né topolégico, alterando y por —y nos coeficientes de Xg). O campo vetorial
Xg é, portanto, uma curva generalizada real topoldgica cuja unica separatriz (para uma
escolha genérica de a(x)) é puramente formal. Como v5(Xg) = 2 e p1o(Xg) = 6 sdo pares
temos que as afirmacoes dos Teoremas A e B nao podem ser melhoradas pedindo uma
separatriz convergente.

O seguinte resultado considera uma familia de folheagoes mais extensa que a familia de
folheacoes de segundo tipo. Essa é a familia de folheacoes do sequndo tipo real topoldgica
(as que apds dessingularizacdo, nao tem alguma sela-né topoldgica tangente).
Coroldrio 4.6.9. Se Fg € uma folheacao do sequndo tipo real topoldgica, tal que pio(Fr)

€ par ou vo(FRr) € par, entao Fr tem pelo menos uma separatriz formal.

DEMONSTRAGAO. Se Fg, a folheacao do segundo tipo real topoldgica, nao tivesse sepa-
ratriz, nao teria singularidades tipo trago e portanto seria uma folheagao curva topolégica
generalizada. O que contradiz os Teoremas A e B. O
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CAPiTULO 5

Existéncia de separatrizes de 1-formas integraveis em (C? 0) e
(R%,0)

Um germe de 1-forma analitica complexa em (C3,0) com conjunto singular de di-
mensao no maximo 1 é representado por

onde P, @, R sao elementos do anel C{z,y, z} de germes de fungées holomorfas sem fator
comum e w satisfaz a condigao de integrabilidade de Frobenius w A dw = 0 (ver Subsecao
[1.1.7.3). Denotamos F a folhea¢ao analitica complexa de codimensao 1 induzida por w.
O conjunto singular de F definido por

Sing(F) = {(z,y,2) : P=Q = R =0}

é um subconjunto analitico fechado de codimensao > 2. Diferentemente do caso bidimen-
sional, o conjunto singular de um germe de folheacao holomorfa em (C3,0), definido por
uma 1-forma holomorfa integravel w, pode ter dimensao um e as folhas sao superficies e
nao curvas.

Definicao. Um germe de superficie B é denominado separatriz formal ou simplesmente
separatriz de F se é um germe de superficie formal, irredutivel e invariante, que passa
pela origem de (C3,0), isto é, um objeto dado por uma fungao formal irredutivel f €
Cl[z,y, #]], tal que

wAdf = f0

para alguma 2-forma analitica complexa 6.

O conjunto de separatrizes de F é denotado por Sep(F).

5.1. Composicao de blow-ups com centros em pontos ou curvas lisas

Para a composigao de blow-ups em dimensao 3, usamos blow-ups em centros Y (que
podem ser pontos ou curvas lisas e cuja analise foi feita nas Secoes e[2.8).

g ((@3)Y,DY) S (C0).

Cada blow-up 7¥ ¢ um morfismo préprio entre espacos ambientes nao singulares que
induz um isomorfismo fora de Y e fora do divisor excepcional DY = (7?’/)_1 (V). A
transformada estrita F! de F por 7% é a folheacdo definida localmente pelo pull-back
(WY)* w. Podemos aplicar novamente outro blow-up em outro centro e assim sucessiva-
mente, obtendo a composicao

Y1 Yk

oc=n"10---oqn k1 oq'k,
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Esse processo pode ser recomecado uma e outra vez considerando composigoes sucessivas
de blow-ups em centros Y,

Y . (ij@) N <Mj—ljpj—1)7
para j =1,...,k, onde
° (M07D0> = (C3,0), (Mljpl) _ <(@3)Y17DY1>’
e 0 blow-up com centro Y; é 71 : (Ml,l?1> — (MO,D()),
e cada 7¥7 ¢ um blow-up complexo com centro Y;,
Vig...oq¥i-10 7TY')_1 (Y1)

e paracadaj =1,...,k, temos que o divisor é D/ = (r
e Fl=(m"o---ox¥i o7ryj)* (F).

Denotando (M , D) a (]\7 k. Dk> podemos descrever a sequéncia de blow-ups por
o=n"o...on¥-1og¥; <M7D> — (C%0),

onde D = ¢~1(Y}). Denotamos por F = o*F a transformada estrita de F pela sequéncia
de blow-ups. Especificamente para nosso estudo, onde os coeficientes de P, (), R sao reais,
podemos assumir que essa sequéncia de blow-ups complexos define uma tinica involucao
canonica

J:M — M,

tal que oc o J = J o o¢. Pois, de forma andloga ao caso bidimensional, quando o blow-
up ¢ feito em torno de um centro Y; que nao ¢ invariante por conjugacao complexa,
fazemos também outro blow-up cujo centro seja o levantamento do conjunto singular que
¢ simétrico por conjugacao complexa a Y;. Veremos isso com detalhes na Segao

Assim apds aplicar uma sequéncia finita de blow-ups obtemos um divisor excepci-
onal D que surge do processo descrito anteriormente. Se, nesse processo, ao fazer um
blow-up 77, sobre um centro Y}, obtemos uma componente DYi = (7TY]')71 (Y;), que é
invariante por F7, o blow-up 7% ¢ denominado blow-up nao-dicritico e a componente
DYi é denominada componente nao-dicritica. Caso contrario, sao denominados blow-up
dicritico e componente dicritica, respectivamente. Apds aplicar todos os k blow-ups da
sequéncia total, denotamos também DYi ao levantamento dessa componente DY, obser-
vando que essa nova DY/ ¢ uma componente no divisor D¥. Uma folheacdo singular F
é dicritica se existe uma sequéncia de blow-ups com centros permissiveis contendo um
blow-up dicritico. Em (C?,0) uma folheacao dicritica tem a propriedade de ter infinitas
separatrizes. Em (C3,0) existem folheagoes dicriticas singulares que nao tem separatrizes.
Por exemplo, a folheac¢ao de Jouanolou [17], que é induzida pela 1-forma

w=(2™y — 2" Ndx + (y"z — 2™ dy + 2"z — y™ " )dz,

onde m > 2, é dicritica, pois o primeiro blow-up é dicritico, e nao tem separatrizes. Em
[7], Cano e Cerveau provaram que uma folheagao holomorfa singular nao-dicritica em
((C3, 0) tem pelo menos uma separatriz convergente.
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5.2. Reducgao de singularidades no caso nao-dicritico complexo

Procuramos escolher adequadamente centros Y, que podem ser pontos ou curvas lisas,
e aplicar sucessivos blow-ups para obter singularidades que sejam o mais simples possivel.
Esse processo é chamado de reducdo de singularidades. Toda folheagao holomorfa de
codimensao 1 em (C3,0) admite um processo de reducio de singularidades. O caso
nao-dicritico foi estudado por Cano e Cerveau em [7], e o caso dicritico foi estudado
por Cano em [6]. Em nosso estudo, consideramos F nao-dicritica. Os centros Y que
permitem atingir esse objetivo, sao chamados de centros permissiveis. Eles vao impedir
gerar situacoes estranhas. Por exemplo, consideremos a folheacdo nao singular em C3
definida por dz = 0 e consideremos com centro Y a curva x = y = 0, que corta todas
as folhas, entao obtemos um blow-up dicritico, o que nao devemos permitir. De forma
geral, um centro permissivel deve estar contido numa unica folha ou deve estar contida

no Sing(F).

Definicao 5.2.1. Seja M uma variedade complexa de dimensao 3. Um subconjunto
E C M é um divisor com cruzamentos normais em M se, localmente, em cada p € E, é
a uniao finita de no méaximo trés superficies lisas nao tangentes entre elas passando por

p-

Note que, em dimensao trés, o divisor F é localmente isomorfo a uma uniao finita de
planos coordenados. Ou seja, num sistema de coordenadas x1, xo, 3, localmente, modulo
difeormorfismo holomorfo, os possiveis casos para E sao: 1 = 0, 129 = 0, x12973 = 0.
Dizemos que uma curva Y tem cruzamentos normais com o divisor F, quando existe um
sistema de coordenadas analiticas no qual a curva é um dos eixos coordenados e o divisor
¢ uma uniao de planos coordenados. Ressaltamos que a curva Y pode nao estar contida
no divisor de cruzamentos normais . Se Y tem cruzamentos normais com o divisor F,
podemos considerar um novo divisor de cruzamentos normais E' = (Wy)fl (EUY) e
continuar com o processo de aplicar sucessivos blow-ups, caso seja necessario. Para o
contexto de nosso trabalho, em que F é nao dicritica, consideramos a seguinte definicao.

Definigao 5.2.2. Um subconjunto Y # ) é chamado de centro permissivel se é um ponto
contido no Sing(F) ou é uma curva lisa contida no Sing(F) que tem cruzamentos normais
com o divisor de cruzamentos normais .

Definicao 5.2.3. Seja F um germe de folheagao de codimensao um, definido em uma
vizinhanga de um ponto p € M (onde M é uma variedade holomorfa de dimensao trés)
pela 1-forma integravel w, e seja £ um germe de divisor com cruzamentos normais em
M passando por p e invariante por F. O tipo dimensional de F em p € FE, denotado
por T,(F) ou por T,, é o menor nimero de varidveis necessarias para expressar a equacao
w = 0 em algum sistema de coordenadas locais.

Em dimensao trés, as singularidades simples de tipo dimensional dois sao descritos
por modelos formais:

(a)

dx d
w =1y ()\1— + >\2—y> ,
T Yy
onde A1, Ay, € C* sao tais que myA; + maode # 0 sempre que my, my € Zso com
pelo menos um deles diferente de zero;
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(b1)
dx d d
w =1y (pl— +p2—y + ¢($pl?/p2))\2—y> ,
x Yy )

onde py, ps € Z~o, ¢ € C[[z]] é uma nao-unidade e Ay € C*;

(b2)
dx d
w=uay (pl— + qb(xpl)AQ—y) :
z Y
onde p; € Z~g, ¢ € C|[z]] é uma ndo-unidade e \y € C*.

Esses modelos correspondem aos modelos simples bidimensionais, onde os casos (a) e
(by) s@o singularidades nao degeneradas e o caso (by) ¢é singularidade do tipo sela-né. Os
modelos de singularidades simples de tipo dimensional trés sao descritos por modelos
formais:

W d d d
W= 1Yz (/\1—96 + >\2—y + )\3—Z> ;
x y z

onde \i, Ao, A3 € C* sao tais que miA;+maoAo+mszAs # 0 sempre que my, mo, m3 €
Z>( com pelo menos um deles diferente de zero;
(B1)
W= TYyz <p1d_x + o) <>\2d_y + >\3%>) ;
T Y z
onde p; € Z-g, ¢ € CJ[[z]] é uma nao-unidade e Ay, \3 € C* satisfaz moy +
msAs # 0 sempre que mq, mg € Z> com pelo menos um deles diferente de zero;

(B2)
d d d d
w=zyz <p1—x +p2—y + (2P yP?) ()q—y + )\3—Z>) ,
x Yy Yy z
onde p1,p2 € Zso, ¢ € C[[z]] é uma nao-unidade e Ay, A3 € C* satisfaz moAy +
msAs # 0 sempre que mq, mg € Z> com pelo menos um deles diferente de zero;
(Bs)

d d d d d
W= TYyz (p1—x +p2—y +p3—z + P(ay™2") <)\2—y + )\3—Z>) ;
x Yy z Y z

onde py1,p2,p3 € Zso, ¢ € C|[z]] é uma nao-unidade e Ay, A3 € C* satisfaz
Moy + m3gAs # 0 sempre que mg, mg € Z>o com pelo menos um deles diferente
de zero.

As singularidades que correspondem aos modelos (A) e (B3) sdo chamadas singularidades
hiperbdlicas complexas simples (caso nao degenerado), e as que correspondem aos modelo
(B1) ou (B2) sao denominadas singularidades do tipo sela-né. O conjunto singular é
formado por curvas analiticas transversais correspondentes aos eixos de coordenadas.
Localmente, as singularidades fora da origem sao do tipo dimensional 2.

A importancia das singularidades simples, centros e blow-ups permissiveis para nosso
estudo no caso nao-dicritico em dimensao 3, reside no seguinte teorema de [7]:

Teorema 5.2.4 (Redugao de singularidades de Cano e Cerveau). Seja F uma folheagao
nao-dicritica em (C3,0). Entdo existe uma sequéncia finita de blow-ups permissiveis

7Ty2

(Cgao) = MO <7FY1 Ml NP Mn = (‘Z/—\Zv D)
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tal que ,7?, a transformada estrita de F por essa sequéncia, tem apenas singularidades
simples.

Esse resultado foi estendido para o caso dicritico por Cano em [6]. Esse teorema quer
dizer que sempre é possivel encontrar uma sequéncia finita de blow-ups permissiveis com
centros permissiveis Y7, Y5, ..., Y, 1, Y,:

c=1"0-orlon: (M,D)— (C? Sing(F)),

tal que cada singularidade obtida ¢é simples. Ditos blow-ups permissiveis podem ser
puntuais, se o centro permissivel é um ponto, ou monoidais se o centro permissivel é um
germe de curva lisa.

Como mencionamos anteriormente, no caso especifico de nosso trabalho, e que sera
justificado na Segao [5.5, podemos considerar que a involugao canoénica definida por

J:(z,y,2) € (C*0)— (7,7,2) € (C3,0),
é levantada por ¢ a uma unica involugao canonica
J: M — M,
tal que coJ=Joo.

5.3. Germe de folheagao analitica real singular de codimensao 1 em (R3,0)

Um germe de 1-forma analitica real em (R?,0) ¢ representado por
(62> WR = PR(QJ’ Y, Z)d(lf + QR(ZE, Y, Z)dy + RR(xu Y, Z)dZ,

onde Pg,Qg, Rg sdo elementos do anel R{z,y, 2z} de germes de fungoes analiticas reais
sem fatores comuns e wg satisfaz a condicao de integrabilidade de Frobenius, wg Adwg = 0.
Denotamos por Fg a folheagao real de codimensao 1 induzida por wg. O conjunto singular
de Fg, definido por

Slng(fR) = {(Z’,y,Z) : P]R = QR = R]R = 0}7
¢ um subconjunto analitico fechado de codimensao > 2. Uma separatriz formal real ou
simplesmente separatriz de Fgr é um germe irredutivel de superficie formal e invariante,
que passa pela origem de (R3,0), isto é, um objeto dado por uma fungao formal irredutivel
fr € R[[z,v, 2]], tal que
wr A dfg = frOr

para alguma 2-forma analitica real fg. O conjunto de separatrizes de Fr ¢ denotado
por Sep(Fr). Em (R?,0), a existéncia de separatrizes reais nio estd garantida. De fato,
a equagao zdxr + ydy + zdz = 0 define uma folheagdo que nao tem separatriz, pois é
satisfeita por superficies 22 + y? + 22 = ¢, com a constante real ¢ > 0.

5.4. Complexificagao de uma folheagao analitica real em (R?,0)

Interpretando as variaveis x, y, z de como variaveis complexas, obtemos as
complexificagoes de Pgr, Qr, Rr, que denotamos P, Qc, Rc. Além disso, nao tem fa-
tor comum complexo, pois, caso contrario, seu conjugado seria outro fator comum de
Pc, Qc, Rc. Entao, Pr, Qr, Rr teriam fator comum real, o que nao é possivel. Assim, ao
complexificar wg obtemos em (C?,0) a 1-forma holomorfa

(63) We = P((:(l’,y, Z)dl' + Q(C(xa Y, Z)dy + R(C(xa Y, Z)dZ,
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onde Fg,Qc, Rc sao as respectivas complexificacoes de Pg, Qr, Rr sem fator comum.
Seu conjunto singular tem dimensido no maximo 1. Definimos o traco real de C* como o
conjunto

Tr(C?*) = {(v,y,2) € C* : (z,y,2) = (7,7,2) }.

Identificamos a restricao de we ao trago real com wgr. De forma similar ao caso plano,
em dimensao 3, a condi¢do do conjunto singular de wg ser algebricamente reduzido (Pg,
Qr, Rg nao tém fator comum) significa que we nao tem componentes de codimensao um
no conjunto singular.

Observagao 3. Se f é um germe de uma fungao analitica complexa em (C?,0) tal que
flre@s) = 0, entao f = 0. Pois, considerando x = x1 + izy, y = y1 + iy, 2 = 21 + 29,
f =Re(f)+ilm(f), e as equagoes de Cauchy-Riemann para a primeira coordenada,
temos que

of ORe (f)

==(0,0,0) = ——22(0,0,0) _I_ialm(f)

o o o, (0:0.0)=0+0=0.

Procedendo de forma similar obtemos que %(O, 0,0) =0, %(O, 0,0) = 0. Por ser f uma
funcao analitica escrevemos ela como

onde Z = (z,y, z). E como na origem f tem derivadas parciais de todas as ordens nulas,
entao f = 0.

Como wg Adwg = ag(z,y, z) dv Ady Adz, onde ag é uma func¢do analitica real, entao,
we A dwe = ac(x,y, z) dx A dy A dz, onde ac é a complexificagdo de ag. Da condigao de
integrabilidade de wg temos que

((JJ(C AN dw(c) ’Tr((CB) = (CLC dx N\ dy A\ dZ) ‘Tr((C?’) = 0.

Pela Observagao , como ac ¢ uma funcao analitica complexa tal que ac|r(c3) = 0, entao
ac = 0. Em consequéncia, como

we A dwe = ac(z,y,z)de ANdy ANdz =0

temos que a 1-forma we é integravel.

Em (C3,0), uma separatriz J-invariante, i.e. tal que J(B¢) = Bg, ¢ chamada de
separatriz real, ¢ uma nao J-invariante é chamada de separatriz puramente complezxa.
Lembrando que a folheagdo F¢ é a complexificacdo da folheagdo Fg, se Sep(Fc) é o
conjunto de todas as separatrizes formais de F¢, denotamos por Sep”(F¢) o conjunto de
separatrizes formais J-invariantes e por Sep®(F¢) o conjunto de separatrizes formais nao
J-invariantes. Temos

(64) Sep(Fc) = Sep*(Fc) U Sep®(Fe).

Observagao 4. Cada separatriz de Fg, corresponde a uma separatriz de Sep®(F¢) e vice
versa. Em consequéncia, se Sep"(Fc) # () , entdo F¢ tem pelo menos uma separatriz
invariante por conjugagao complexa e Fg tem pelo menos uma separatriz.
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5.5. Blow-ups permissiveis no espago complexificado

Lembrando que involugao candnica anti-holomorfa em (C?,0) é definida por
J i (2,y,2) € (C°,0) = (7,7,%) € (C°,0),

e que o subconjunto de (C?,0) de pontos fixos de J é o trago real de (C3,0) denotado
por Tr(C?). Considerando que

W(C(:B7 Y, Z) = P(c(l', Y, Z)dl' + QC(:Ev Y, Z)dy + RC(xv Y, Z)dZ,

satisfaz as condi¢oes mencionadas na secao anterior, denotamos por F¢ a folheacao ho-
lomorfa induzida pela 1-forma holomorfa we. Uma vez que we € definida por coeficientes
reais, os coeficientes Pr, (¢, Rc no trago real coincidem com os coeficientes Pg, Qr, RR.
Através da 1-forma we, cada ponto (g, yo, 20) € (C3,0) fora do conjunto singular estd
associado a um unico plano

Pe(o, Yo, 20)7 + Qc(o, Yo, 20)y + Re(@o, Yo, 20)2 = 0,
que é simétrico, com respeito ao tracgo real, ao plano

P(C(:L‘_(b %7 Z_O):L‘ + Q(C('T_Ov %a Z_O)y + RC(:E_O7 %7 Z_O)Z = Oa

pois

(P(C(x()? Yo, ZO)7 QC(:'UOJ Yo, 20)7 R(C(xm Yo, ZO)) = (PC(x_OJ %7 2_0)7 Q(C(x_(]a %7 Z_O)a R(C(flf_(], %7 Z_O))
Por isso, as folhas de F¢ sdo simétricas com respeito ao trago real (sdo J-simétricas).
Além disso, o conjunto das singularidades Sing(F¢) é J-invariante, ou seja se (z,y, z) €

Sing(Fc) entao J((x,y,2)) = (z,y, z) € Sing(F¢), pois, se
P‘C((xv Y, Z)) = QC((‘%? Y, Z)) = Rc((l’,y, Z)) = 07

entao

P((j((l’, Y, Z)) - QC((‘Ia Y, Z)) = RC((‘T?y7 Z)) =0
e, portanto,
P(C ((l’,y72)> - Q(C ((ZL’,y,Z)) - R(C <($7y, Z)) =0.
Isto permite decompor Sing(F¢) em centros permissiveis Y, que podem ser J-invariantes
ou J-simétricos.

Se o centro Y; é J-invariante, o blow-up com centro Y; (seguindo as notagoes apre-

sentadas na Se¢ao

s (MLDL) = (€0,
onde DL = DY, define em (Mvé, D<1c) uma tnica involugao canénica

N (Mé,pé) = (Mg,%) ,
tal que

Tl o J = Jomi.

Entao considerando . N

My ={peM¢:p=J"(n)}
podemos dizer que Mg é o trago real de M¢ e identificar Dy com D¢ N Mg. Denotando

f(g = Fe, j—% — (7 2)*(FL) identificamos FL com .7% N ]T/[% e Ty = mE M-
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Se o centro permissivel Y nao é J-invariante, entdo J(Y;) é outro centro que é J-
simétrico a Y (simétrico com respeito ao trago real via conjugacao complexa). Nesse caso,
se Y7 e J(Y1) se intersectam em um ponto p, podemos fazer sucessivos blow-ups puntuais
até separar eles. Assim, podemos supor que Y; e J(Y;) s@o disjuntos. Isso nos permite
fazer a composicao de dois blow-ups, o primeiro blow-up 7%1 com centro permissivel Y7, e
compor o resultado com outro blow-up 75 com centro permissivel Y, = (7%1)_1 (J(Y1)).
Informalmente podemos considerar dita composicao como se fosse um tnico blow-up. Ou

seja, seguindo as notagoes apresentadas na Secao [5.1], consideramos a composicao de

77351 : (Mé,@é) — (C3,0)
co1m
n2 o (M2, D2) - (ML DL)

€COmMo a composicao

a1 = g ¥i g pde <M(C,DC> — (C%,0)

Visto que Y e J(Y) estao de lados diferentes do trago real, a involu¢do canédnica J e

Y1,Y2) v A . ,
7 definem em (Mé, D<2c) uma tnica involugao continua

J0 (M2, D2) — (M2, D2)

tal que

ﬂ_é:Yl,YZ) o J(Yl,YQ) — J o Wé:YhYZ)-

Entao, considerando

M; ={pe MZ:p=J""2(p)},
podemos dizer que M2 é o traco real de M2 e identificamos D2 com D2 N M2. Deno-
tando F2 = Fe, F& = (72)*(FQ), F& = (n22)*(FL), identificamos F2 com F2 N M2,

. . . Y1,Y Y1,Y:

identificamos também 75% 1Y2) 7T( b 2)| 3 Ao fazer uma composicao de k blow-ups
Y1 Yk—l Yk
(C EEYe) ﬂ-(C o) 7T(C

com centros permissiveis Y7, Y5, ..., Y, devemos ter em conta os dois casos anteriores.

5.6. Redugao de singularidades de uma folheagao analitica real em (R?,0)

Se a folheagao F¢ € a complexificagao da folheagao Fg, pelo Teorema(5.2.4} existe uma
sequéncia finita de blow-ups permissiveis tal que F¢, a transformada estrita de F¢, tem
unicamente singularidades simples. Seja o¢c um processo de reducao de singularidades
para a folheagao F¢ em (C3,0), definido por

oc =m0 omtom : (Mc, D) — (CF, Sing(Fe)),

onde Y1,Y5,...,Y, 1,Y, sdao os centros permissiveis de cada blow-up. Conforme expli-
camos na se¢ao anterior, produzimos essa sequéencia de blow-ups de forma a obter uma
unica involucao continua J: M¢ — Me, tal que o¢ o J=Jo oc. Entao considerando

Mg ={pe Mc:p=Jp)}
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(iizemos que Mj& é o traco real de ]\A/[/(C e identificamos Dr com D¢ N MR, assim como
Fr com Fc N Mg e ogp = oc| Ve Apo6s um processo de reducao de singularidades as
componentes do divisor excepcional D¢ sao simétricas com respeito ao traco real. Isso
é porque Fc¢ é J-simétrica e a sequéncia de blow-ups é simétrica e levanta o mapa de
conjugacao.

Observacao 5. Um germe de folheacao JFr € dicritica se, para sua respectiva com-
plexificacao F¢, existe, uma sequéncia de blow-ups com centros permissiveis tal que a
restricao de F¢ ao traco real contém um blow-up real dicritico, i.e., um blow-up real com
componente nao-invariante real. Dizemos que um germe de folheagao Fz em (R?,0) é C-
nao-dicritica se sua complexificagao F¢ é um germe de folheagao holomorfa nao-dicritica.
Observe que se Fg é C-nao-dicritica, entao Fr também é nao-dicritica.

5.7. Relagao entre as separatrizes complexas e a redugao de singularidades

Nessa segao descrevemos alguns resultados de Cano-Cerveau [7]. Seja F um germe
de uma folheacao analitica complexa singular de codimensiao um em (C3,0), definida
pela 1-forma w como na equacgao . Se F é nao-dicritica, apds aplicar um processo de
reducao de singularidades com centros permissiveis Y7,...,Y, 1,Y,,

c=m1o...oqinlogtn (M D) — (Cg,Sing(}")),

obtemos F, a transformada de F em torno do divisor excepcional D = ¢~ (Sing (F)),
invariante por F , cujas singularidades sao simples. Essas sigularidades simples podem
ser de dois tipos: singularidade tipo esquina, se ela estd na intersecao de pelo menos
duas componentes do divisor D, e singularidade tipo traco, se por ela passa uma tUnica
componente do divisor D. O fecho das singularidades tipo trago formam um subconjunto

analitico de (M , D), denotado por Singt(]:: , D), cujas componentes irredutiveis sdo nao

singulares e tém dimensao um. Sing® (.7? , D) tem cruzamentos normais com D. Em cada
singularidade tipo traco ¢ existe exatamente uma unica separatriz Eq, que nao é uma
componente do divisor D, passando sobre ela. Além disso, essa separatriz é uma superficie
transversalmente formal a D, e as singularidades tipo traco préximas dela correspondem
exatamente a D N B Devido a isso, em cada componente conexa de Sing" (]—" D), a;
separatrizes Bq podem se colar em um germe de superficie transversalmente formal Bem
torno do divisor D. As superficies B obtidas desta forma sdo as tnicas superficies inva-
riantes de F diferentes das componentes irredutiveis de D. Suas imagens pela sequéncia
de blow-ups sao separatrizes de F. Temos a seguinte bije¢ao:

{Separatrizes de F} <+ {Componentes conexas de Sing'(F, D)}.

5.8. Imersoes transversais complexas e reais
Temos a seguinte defini¢ao

Definigao 5.8.1. Seja F uma folheagao holomorfa singular de codimensao um em (C?,0),
com multiplicidade v(F) e definida pela equacao w = 0, onde w é uma 1-forma holomorfa
e integravel. Uma imersao complexa i : (C% 0) < (C?,0) é transversal a F se satisfaz

e Sing(i*w) = i !(Sing(w)) = 0;
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o U(F) = v(i*F).

Mattei e Moussu, em [19], mostram que as imersoes complexas sdo genericamente
transversais. Portanto, sempre existe pelo menos uma imersao complexa satisfazendo as
duas condicoes acima. Temos o seguinte conceito

Definigao 5.8.2. Seja Fr um germe de folheagao analitica real singular de codimensao
1 em (R?,0) definida por um germe de 1-forma analitica real wg. Uma imersio real
ig : (R?,0) = (R3,0) ¢ transversal a Fy se satisfaz

e Sing(igFr) ¢ algebricamente isolada na origem,

[} l/(]:R) = V(Zif]g)

Lembremos que em (R?,0) uma singularidade de um germe de folheagao analitica real
singular ¢ algebricamente isolada se sua complexificacao tem singularidade isolada. Se we¢
e ic : (C%,0) — (C?,0) a 1-forma analitica complexa e a imersao complexa obtidas pela
complexificagao de wg e ig respectivamente, a condi¢ao de Sing(ifFg) ser algebricamente
isolada na origem equivale a pedir que ifwe tem singularidade isolada. Como v(Fgr) =
v(Fc), temos que ic é uma imersao complexa transversal. Pelo Teorema de existéncia
de separatriz de Camacho-Sad [4], a folheagao i&F¢ tem separatriz complexa. Com essas
observagoes temos o seguinte resultado.

Proposicao 5.8.3. Seja Fg um germe de folheacao analitica real singular de codimensao
um em (R3,0) tal que Fr é C-ndo-dicritica. Se, para alguma imersdo transversal real i,
a folheagao iy Fr tiver separatriz, entao Fr tem separatriz.

DEMONSTRAGAO. Seja wg a 1-forma que define a folheagao Fg em (R3,0). Via a imersao
ig : (R?,0) — (R?,0)

obtemos a 1-forma ng = ifw e definimos a folheagao Gg = i Fr em (R%0) com sin-
gularidade algebricamente isolada em 0 € R?. Por hipdtese, Gr tem uma separatriz 7.
Considerando a parametrizacao de v,

V(t) = Z ant”,

n>1

entao a composigao § = ig oy define em (R?,0) uma curva formal § que é invariante por
Fr. De fato, como v ¢ separatriz em (R?,0), segue que

0=n-9(t)=igw-7(t) =w- D(ir) ' (t) =w-'(t),
onde D é denota a derivada. Sejam d¢c a complexificacao de §, e F¢ a complexificacao de
Fr. A curva 6 € (R3,0) se identifica com a intersecao de dc com o traco real de (C3,0)
que denotamos por dg. A curva dc, por ser invariante, estd contida em uma folha de

Fc. Note que pela construgao feita, dg e dc nao estao contidas no conjunto Sing(F¢).
Fazemos uma reducao de singularidades para F¢,

oc : (Mc, De) — (C, Sing(Fc))

¢ obtemos F¢ = oiFc, o divisor invariante De = o' (Sing(Fc)) com Sing(F¢) C D,
e a curva g@ = 0¢dc que é invariante por ]T-C e nao esta contida no conjunto Sing(]?@).
Assim como dg é o traco real de ¢, o levantamento de dr pela redugao de singularidades,
que denotamos SR, é o trago real de g(c.
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Denotamos ER N D¢ por p. Observe que p = gR N De = g(c N D¢ estd no trago
real. Podemos supor p fora das esquinas do divisor D¢, pois se for necessario, fazendo
alguns blow-ups puntuais (reais) a mais, podemos dessingularizar a curva g@. Isso em
particular implica separar g@ das esquinas do D¢. Temos que g@ e D¢ sao f@—invariantes,
logo, p € Singt(]-:(c, Dc) e estd no trago real. Pelo método de Cano-Cerveau, (veja Segao
, temos que existe pelo menos uma superficie formal i@:, em torno de D¢, invariante
por ]?@ que passa por p, que estd relacionada biunivocamente com a separatriz formal

Y = oc(X¢) de Fe. Além disso, observe que Y¢ é J-invariante, ou seja ¢ = j(EC).
Pois, caso contrario, a curva gR teria que estar na intersecao de ic n.J (ic) pois ela esta
no traco real. E portanto, dr estaria no conjunto Sing(j-:(c) C Dg, e isso nao é possivel
pois F¢ é obtida pela reducao de singularidades e or ¢ Dc. Isso implica que Y¢ = J(X¢)
e intersectando X¢ com o trago real obtemos a separatriz procurada.

O]

5.9. Superficie generalizada real e superficie generalizada real topolégica

Seja F uma folheacao holomorfa singular de codimensao um em (C3?, p), nao-dicritica,
definida pela 1-forma integravel w e tal que p é uma singularidade simples de F. Se o
tipo dimensional de F em p é ©(F,p) = 2, temos que a folhea¢ao F é um cilindro sobre
a folheagdo induzida por i*w, onde i : (C?,0) < (C3,p) é uma imersao transversal em p.
Do trabalho de Cano-Cerveau [7] temos que, se T(F,p) = 3 entdo existe uma vizinhanca
U de p tal que todas as singularidades ¢ # p contidas naquela vizinhanca sao simples de
tipo dimensional T = 2. Ou seja, os elementos do conjunto

A={qeU\{p}:qeSing(F)},

sao singularidades do tipo dimensional T = 2. Além disso, a singularidade p é simples se
e somente se todos os elementos no conjunto A sdo simples. Em [10] Fernandez e Mozo
definem o conceito de folheagao do tipo superficie generalizada para descrever folhagoes
holomorfas nao-dicriticas de codimensao 1, definidas por 1-formas integraveis em (C?,0),
em cujas reducoes de singularidades nao aparecem sela-nds. Lembramos que um germe
de folheagao analitica real singular de codimensao um em (R?,0) é C-nao-dicritica se ela
e sua complexificacao sao nao-dicriticas. A seguir definimos um conceito analogo aquele
de Fernandez e Mozo para o caso real.

Definicao 5.9.1. Seja Fr um germe de folheacao analitica real singular de codimensao
1 em (R3,0). Dizemos que Fg ¢ uma folheacao do tipo superficie generalizada real se nao
possui sela-nds reais na sua reducao de singularidades e, além disso, é C-nao-dicritica.

A seguir apresentamos a versao real de [10, Lem.3.4].

Lema 5.9.2. Se Fg ¢ uma superficie generalizada real e ig : (R*0) — (R3 p) € uma
imersao transversal real, entao a folheacao ixgFr € uma curva generalizada real.

DEMONSTRAGAO. Complexificamos as varidveis reais e obtemos, com as mesmas férmulas
que definem Fy e ig, a folheagao holomorfa F¢ e a imersao transversal

ic = (ig)c : (C*,0) — (C*,0),

onde i¢c denota a complexificagao da imersao ig. Essa imersao transversal define uma
superficie lisa H = ic((C?,0)) que é transversal ao conjunto Sing(F¢) em um ponto p.
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Consideramos para JF¢ um processo de reducao de singularidades
oc : (Mg, Dc) — -+ — (C?, Sing(Fe)).

Denotamos por ]A-:(c a folheagao obtida pelo processo o¢. Denotamos por H = of(H).
Vemos que H intersecta transversalmente o divisor D¢ e além disso ¢ transversal & fo-
lheacao F¢. Tomamos o levantamento da imersao transversal i¢ pelo processo de reducgao
de singularidades como o mapa

’;(c : ((C2,0) — (]/\Z(C,D(c),

definido por ic = o¢ oic. Observamos que cada ponto singular de ]?c em H N D¢ pode
ter tipos dimensionais 7 = 2 ou 7 = 3. Por hipétese, as singularidades simples p que
estao no trago real de MC nao sao do tipo sela-n6. Considerando Mg, o traco real de

M(c, localizando H como germe de superficie em p € (Slng(}"@) NHN MR> vemos que

H ¢ transversal a folheagao ]-"C

Se localmente (F@,@ = 2, entao perto de p a folhea(;ao ~7:<c ¢ um cilindro sobre
a folheacao z(c]-"(c, portanto p nao é uma sela-né real para Z@]:(c Se (.7:@,]3) =3, a
singularidade p estd na intersecdo de trés componentes invariantes (trés componentes
de D¢ ou entao duas componentes de D¢ e por uma superficie invariante fora de Dc).
Localizando H como germe de superficie em p e fazendo mais um blow-up puntual sobre
p. Seja H; a transformada estrita de H por esse blow-up, e seja D; a nova componente,
difeomorfa holomorficamente a P%, obtida por esse blow-up centrado em p. Note que,
antes desse ultimo blow-up e usando coordenadas locais centradas em p, como a superficie
lisa H ¢é transversal aos trés eixos coordenados passando por p, entdo nenhum vetor
tangente a H saindo de p tem inclinagao paralela a algum dos eixos coordenados. Isso
implica que, apds esse tultimo blow-up extra, os pontos que estao na interse¢ao da Dy
e H, estao fora de pontos com tipo dimensional 3. Pois as cartas dos blow-up usam
as inclinagoes desses vetores tangentes para definir as coordenadas dos pontos depois do
blow-up puntual (veja as cartas na Segao [2.7)). Entao, se algum ponto de H; N D tivesse
T = 3, teria que existir algum vetor tangente a H e saindo de p paralelo a alguns dos
eixos coordenados, o que ¢ falso. Temos entao, que os pontos que estao na intersegao
do conjunto singular do levantamento de F¢ com H; N Dy tem tipo dimensional 2, e o

resultado é obtido pelas justificativas mencionadas anteriormente.
O

Definimos também o conceito de superficie generalizada real topoldgica como

Definicao. Seja Fr um germe de uma folheacao analitica real singular de codimensao 1
em (R3,0). Dizemos que Fg é uma folheagao do tipo superficie generalizada real topoldgica
se para toda imersdo ig : (R*0) < (R3 0) transversal a Fg, a folheagdo i5Fg tem
singularidade algebricamente isolada e nao possui selas-nos topolégicas reais na redugao
de singularidades.

E em particular, pela Proposicao temos os dois seguintes resultados

Teorema C (Extensao para (R3 0) do resultado de Risler). Seja Fg um germe de fo-
lheacao do tipo superficie generalizada real em (R3,0). Se Fr tem multiplicidade algébrica
par ou se existe uma imersao transversal ig tal que o nimero de Milnor u(ixFr) € par,
entao Fr tem pelo menos uma separatriz.
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DEMONSTRAGAO. O resultado é consequéncia direta da Proposicao e do Lema
5.9.2] pois igFr ¢ uma curva generalizada real com multiplicidade par ou com nimero
de Milnor u(ixFgr) par e portanto tem separatriz. d

Teorema D. Seja Fr um germe de folheacao do tipo superficie generalizada real to-
polégica em (R3,0). Se Fr tem multiplicidade algébrica par ou se existe uma imersao
transversal ig tal que o nimero de Milnor u(iyFr) € par, entdo Fg tem pelo menos uma
separatriz.

DEMONSTRAGAO. O resultado é consequéncia direta da Proposigao [5.8.3] O



1]
2]

3
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