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Resumo

Neste trabalho, apresentamos alguns problemas que tém enunciados simples e bastante
interessantes. Os problemas possuem solugoes engenhosas e utilizam resultados béasicos
que sao acessiveis a estudantes de ensino médio.

Palavras-chave: algebra, nimeros inteiros, logaritmos.



Abstract

In this monograph, we present some problems having simple and interesting statements.
The problems have ingenious solutions and use basic results which are accessful to high

school students.

Keywords: algebra, integer numbers, logarithm.
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Introducao

Vamos apresentar trés problemas relacionados aos ntimeros inteiros e suas propriedades.
Sao problemas curiosos, interessantes, de apresentacao simples e que possuem solugoes
bonitas e elementares. O conhecimento exigido para a resolugao destes problemas é dado
no Ensino Médio, mas nem sempre os alunos conseguem resolvé-los porque nao enxergam
a maneira como podem ser resolvidos. Por isso sao tao interessantes.

O primeiro problema refere-se a uma propriedade de poténcia. Seja S = abcd...k...
uma sequéncia de digitos de 0 a 9. Entao existe uma poténcia, de base natural e diferente
de 10, que comega com essa sequéncia, ou seja, dados uma sequéncia S = abed...k... e um
numero natural a # 10, existe um nimero inteiro nao negativo n tal que a” = abcd...k....
Vamos provar este resultado para a = 2. A solucao deste problema consiste em mostrar
que existem naturais t e n que satisfazem a inequacao t+logS < nlog2 < t+log(S+1).
Nao precisamos encontrar valores para t e n, basta mostrar que eles existem. Para a
resolucao deste problema usaremos conhecimentos basicos sobre logaritmos e suas pro-
priedades.

O segundo problema refere-se a seguinte propriedade: Dado qualquer nimero inteiro
M de quatro algarismos, desde que seus digitos nao sejam todos iguais, é possivel trans-
forméa-lo no nimero 6174, através de uma transformacao T aplicada sobre M. Essa
transformacao é determinada pela subtragao de dois nimeros: o primeiro é formado pelos
algarismos de M na ordem decrescente e o segundo é formado pelos algarismos de M na
ordem crescente. A solucao deste problema consiste em mostrar que é possivel obter o
nimero 6174 em, no maximo, sete aplicagoes da transformacao 1" sobre o niimero M.

O terceiro problema refere-se ao fato de que alguns nimeros inteiros nao negativos
podem ser escritos como a soma de quadrados de dois inteiros. E essa representacao nao
é unica. Existe uma funcao aritmética que é definida como o niimero de maneiras pelas
quais um numero inteiro nao negativo pode ser expressado como a soma de quadrados de
dois inteiros. Na verdade, essa funcao corresponde ao niimero de pares ordenados (z,y),
com z,y € Z, que satisfazem a equacao n = x? + y?. A solucao deste problema consiste
em mostrar que, em média, um ntmero inteiro nao negativo tem 7 representagoes como
a soma de quadrados de dois inteiros.



Capitulo 1

Uma propriedade de a"

Neste capitulo vamos mostrar que, dado um numero natural a e qualquer
sequéncia S de digitos de 0 a 9, existe uma poténcia de a que comecga com
essa sequéncia. Esta propriedade é valida para qualquer poténcia de base
natural e diferente de 10. A demonstracao serd feita para poténcias de base
2. O caso geral é estabelecido de modo andlogo. Comecaremos com alguns
exemplos.

Exemplo 1.1. Para S = 3, temos que 2° = 32.
Exemplo 1.2. Para S = 12, temos que 27 = 128.
Exemplo 1.3. Para S = 20, temos que 2! = 2048.

Exemplo 1.4. Para S = 102, temos que 2!° = 1024.

Generalizando: Seja S = abed....k uma sequéncia de digitos de 0 a 9. Nos
precisamos provar que existe um numero inteiro nao negativo n, tal que:

2" = abed.. k....

Para fixar as idéias usaremos um exemplo concreto, S = 5 (nesse cason = 9,
pois 29 = 512). Se 2" comega com 5 isto pode ocorrer em um dos seguintes
intervalos:

(i) 5 <2< 6,
(i) 50 <2"< 60,
(iid) 500 <2"< 600,
(iv) 5000 <2"< 6000,  etc.

10
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Podemos expressar cada intervalo da seguinte maneira:

(i)  510° <2"< (5+1).10°,
(i) 5100 <2"< (5+1).10,
(4ii) 5.102 < 2" < (5+1).10%
(iv) 5.10% <2< (5+1).10% ete
Em geral, nos temos:
(7) S <M< (S+41)
(i1) S.10 <2"< (S+1).10
(i17) S10% <2< (S +1).107
(w) 5103 <2< (S +1).103
(t+1)  S100 <2"< (S+1).10° (A)

Vamos mostrar que , dada qualquer sequéncia S, existe algum natural ¢ e
algum natural n que satisfaz a inequacao (A). Nao precisamos nos preocupar
em encontrar os valores de t e n, basta demonstrar que eles existem.

Extraindo o logaritmo, na base 10, dos dois lados da inequacao (A), temos:

log(5.10") < log2™ < log[(S + 1).107]
log S + log 10" < n.log 2 < log(S + 1) + log 10
t+logS <nlog2<t+log(S+1) (B)

Qualquer t e n que satisfaz (B) também satisfaz (A).Vamos provar que para
qualquer sequéncia S existem inteiros nao negativos t e n que satisfazem (B).

Considere m = log S e I = log(S + 1) extremos do intervalo [m, [ e, defina
my=k+mel,=k—+1,onde k > 1.

m l my 1 Mo ly

=logS,l=log(S+1),....mpr=k+m,ly=k+1

Para S = 1, temos n = 0, pois 2° = 1.Para S > 1, o comprimento do
intervalo [m, [[ é:
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(1) 1 —m=1log(S+1)—logS =log(ZH) = log(1 + %) <log2 < 1.

A cada vez que intervalo é transladado uma unidade para a direita, temos
um novo intervalo, o que resulta na seguinte sequéncia de intervalos:

[m, [[= [log S,log(S + 1)|
[my, li[=[1 4+ log S, 1+ log(S + 1)[

[ma, o= [2 +log 5,2 + log(S + 1)[

[my, l;]=[i + log S, i + log(S + 1)]

Agora vamos considerar um circulo de comprimento unitario (isto é, de raio
r = %) sendo percorrido, infinitamente, pelos nimeros reais positivos, no
sentido anti-horario, a partir de C, onde o zero é mapeado.

Notamos que se dois nimeros diferem por um inteiro, entao eles sao ma-
peados no mesmo ponto do circulo e vice-versa. Entao vamos considerar que
m, mi, Ma,... sao todos mapeados sobre o ponto M e, [,l,ls,... sao todos

mapeados sobre o ponto L.

Para qualquer nimero real positivo k, denotamos por |k| o maior inteiro
que nao excede k. Note que o comprimento do arco C K, medido no sentido
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anti-horario, tem a propriedade:
(2) comprimento de CK=k — | k],
onde os pontos C' e K sao, respectivamente, as imagens de 0 e k.

Vamos fazer uma observagao sobre o logaritmo de um nimero natural que
sera util no desenvolvimento do restante da demonstracao.

A sequéncia {logn},eny é uma sequéncia crescente que passa por todos os
numeros naturais:

logl <log2 < ---<log9 <log10 < logll < --- <log99 < log100 < - --
=0 =1 =2
Claramente, os nimeros naturais atingidos por esta sequéncia surgem a par-

tir de logaritmos de poténcias de 10. De fato, temos que logn € Z se e
somente se, n é uma poteéncia de 10.

Assim, dado um numero natural S, se S+ 1 é uma poténcia de 10, digamos
S+1=10"k € Nentao |log(S+1)| = k. Neste caso, S nao é uma poténcia
de 10 e temos que log S nao ¢ inteiro e é tal que £ —1 < log S < k. Portanto,
llog S| = k — 1, ou seja,

(3) llog(S+1)] = |log S|+ 1.

Por outros lado, se S 4+ 1 ndo é uma poténcia de 10 entao log(S + 1) nao é
inteiro e como log S < log(S + 1) vamos ter

(3" [log(S+1)] = |logS|.

Considere os nimeros log 2,2log2,3log2,...,nlog2, ..., e denote suas im-
agens no circulo por Cq, Cy, Cs, ..., C,, ...,, respectivamente.

0 1 2
Cy Cy Cs Cy Cs Cs

C1=10g2,Cy=2log2,...,C;=jlog2
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c, L

Cs

Eles estao em volta do circulo e formam arcos de comprimento log2. Dois
deles ndo coincidem, pois se C; e C; (j > i) estivessem mapeados no mesmo
ponto,a diferenca

jlog2 —ilog2 = (j—1i)log2=w

seria um inteiro positivo e, consequentemente, log2 = J% seria um numero
racional, o que é um absurdo. Entao todos os pontos C,, sao distintos.

Observacgao: Se log2 fosse racional, poderiamos escrever log2 = * com
u e v inteiros. Entdo teriamos 2 = 10v, isto €, 2V = 10*. Mas isso € im-
possivel porque o lado direito é divisivel por 5, enquanto o lado esquerdo nao
€. Este é o unico lugar em que a natureza da base a entra em discussao.
Para provar essa propriedade, a so precisa ter um logaritmo irracional.
Argumentando de um modo semelhante para o caso a = 2 acima, qualquer
base que nao seja uma poténcia de 10 pode satisfazer este requisito. Os fatores
2 e 5 nunca sao igualmente distribuidos de cada lado da igualdade a® = 10",
a menos que a seja uma poténcia de 10.

Existem infinitos pontos C,. Consequentemente, existe um par desses pon-
tos cuja distancia entre eles é menor do que qualquer niimero pré-fixado. Se,
por exemplo, houvesse 100 pontos C,,, é concebivel que nao hé necessaria-
mente dois pontos mais préximos do que -+ (no caso em que os pontos estao

100
uniformemente espagados). Para a adicao de um 101° ponto, no entanto,
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seria necessario que a distancia entre um par de pontos fosse menor do que
ﬁ. Nao importa quao pequeno seja o arco M L, mais cedo ou mais tarde os

pontos estarao mapeados sobre o circulo de modo que alguns pares estejam

a uma distancia menor do que o comprimento do arco M L.
Seja C) e Cpyq (¢ > 0) um par de pontos tal que

(4) comprimento de C,C},y, < comprimento de M L.

Nao sabemos se o pequeno arco de C, para Cp;, é no sentido hordrio ou
anti-horario, e isso nao importa. Nés olhamos para os pontos

Cpy Cpiq, Cpiagy oy Cpgrgs -
correspondente aos ntmeros
plog2, (p+ q)log2, (p + 2q)log2, ..., (p+ rq)log2, ...
(uma progressao aritmética de razao qlog2) e observamos que

comprimento de C,C,1, = comprimento de C,1,Cp12y = ... = comprimento

de Op_;_(,«_l)qcpﬂﬂq = ...

em outras palavras, esses pontos sao mapeados ao redor do circulo (no sen-
tido horédrio ou anti-horario), em intervalos de comprimento de arco menor

que ML, e, por isso, em algum momento, pelo menos um desses pontos
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sera mapeado dentro do arco M L. N6s podemos concluir que,dado qualquer
nimero R, ndo importa quao grande, existe um inteiro v > R tal que Cpirq

estd contido em ML.
Escolhemos r tao grande que

(5) (p+rq)log2 >log S

em termos de comprimento de arco, ndés podemos escrever

—~ —~

(6) comprimento de C’?WS comprimento de C'Cy,,< comprimento de C'L,
e usando (2), escrevemos assim

m— |m] < (p+rqg)log2 — [(p+rq)log2] <1— [}, isto &,
(7) log S—|logS] < (p+rq)log2—|(p+rq)log2] < log(S+1)—|log(S+1)].

Adicionamos o inteiro u = | (p+rq) log 2| a todos os membros de (7) e obte-
mos

(8) u+logS —[logS| < (p+rq)log2 < u+log(S+1)—|log(S+1)].
Segue de (5) que o inteiro t = u — |log S| é nao negativo. Se (S + 1) nao é

uma poténcia de 10, nds usamos (3’) para deduzir que t = u — [log(S +1)].
Portanto, neste caso, (8) produz a relagao desejada

(9) t+1logS < (p+rq)log2 <t+log(S+1).

No caso em que (S +1) é uma poténcia de 10, nés observamos que o membro
do meio de (7) denota a parte nao inteira de (p + rq)log2 e, portanto, é
menor do que 1, entao

(7) log S — |log S| < (p+rqg)log2 —u < 1.

Por outro lado, neste caso, (3) resulta em
|log(S +1)] — [logS]| =1,

mas como log(S + 1) = [log(S + 1) ], temos que (7’) pode ser escrito como

log S — |log S| < (p+rq)log2 —u < log(S+ 1) — |log S].
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Novamente adicionamos u a todos os membros e obtemos o resultado (9)
também nesse caso excepcional.

Nos concluimos que, dada qualquer S, existem inteiros t e n = p+rq tal que
a inequagao (B) é satisfeita. Assim a poténcia 2" comega com os digitos de
S.

O resultado de existéncia que acabamos de provar nos assegura que a
busca por uma poténcia de 2 comecando com qualquer sequéncia de digitos
nao ¢ inttil, mas, infelizmente, a prova nao nos da uma receita para construir
a poteéncia desejada. Vale a pena notar, conforme o quadro abaixo, que a
menor poténcia de 2 que comeca com 7 é 26, e a menor poténcia de 2 que
comeca com 9 é 2°3. Poténcias de 2 comecando com qualquer outro digito
sao muito pequenas em comparacao a estas:

digito 1 2 3 4 5 6 7 8 9
poténcia 2024 28 25 92 29 926 916 93 953



Capitulo 2

O numero 6174

Neste capitulo vamos mostrar que, dado um ntimero de quatro algarismos,
desde que seus digitos nao sejam todos iguais, é possivel transforma-lo no
nimero 6174 por meio de uma transformacao, aplicando-a, no maximo, sete
vezes. Comegaremos com dois exemplos.

Exemplo 2.1. Dado o nimero 6174, vamos organizar os digitos de modo
a obter o maior nimero possivel, ou seja, vamos colocar os algarismos em
ordem decrescente. De maneira analoga, vamos organizar os algarismos de
modo a obter o menor nimero possivel. Em seguida vamos subtrair esses
dois nimeros:

7641 — 1467 = 6174.

Exemplo 2.2. Vamos aplicar o mesmo procedimento do exemplo anterior
ao numero 4959:

9954 — 4599 = 5355 o numero 6174 nao apareceu.

Vamos aplicar o mesmo procedimento ao resultado 5355:
5553 — 3555 = 1998 o ntmero 6174 também nao apareceu.
Vamos continuar aplicando o procedimento nos resultados:

9981 — 1899 = 8082
8820 — 0288 = 8532
8532 — 2358 = 6174

18



CAPITULO 2. O NUMERO 6174 19

o numero 6174 foi obtido, aplicando-se 0 mesmo procedimento cinco vezes.

O fato é que, nao importa com qual nimero de quatro digitos comecamos,
desde que seus algarismos nao sejam todos iguais, o procedimento o trans-
formara no nimero 6174 em, no maximo, sete passos.

Definicao: Seja M uwm nimero de quatro digitos, nao todos iguais. Se-
jam Mp e Mo niumeros formados pela organizacao dos algarismos de M na
ordem decrescente e crescente, respectivamente. Seja D1 = Mp — Mq. Por
esse método nos determinamos para cada numero M um numero Dy. FEssa
transformacdo leva cada numero M em um numero Dy e pode ser denotado
por T'. Nos dizemos

TIM—>D10UT(M):D1.

Devemos mostrar que em, no maximo sete aplicacoes, a transformacao T’
produzira o nimero 6174, isto é,

T(M)= Dy, T> (M) = D,,....,T*(M) = D, = 6174, para algum k < 7.

Demonstragdo: Ha 10* = 10000 nimeros de quatro digitos (os niimeros
que comegam com o algarismo 0 também serdo considerados). Mas, desses,
existem 10 ndmeros (os que tém os quatro digitos iguais) que s@o levados no
0000 pela transformagao T'. Entao hd 9990 ntimeros de quatro digitos que
nao possuem todos os algarismos iguais.

No6s vamos mostrar primeiramente que a transformacao 7" leva esses 9990
nimeros em apenas 54 numeros de quatro digitos. Sejam a, b, ¢, d os digitos
de M, tal que

(1) a>b>c>d,

desde que as desigualdades nao sejam simultaneamente iguais. Vamos calcu-
lar T'(M):

M = 1000a + 1006 + 10¢ + d
Mg = 1000d 4 100¢ + 10b + a
Dy = Mp — Mg = 1000(a — d) + 100(b — ¢) + 10(c — b) + (d — a)
T(M) = 999(a — d) + 90(b — c).

T(M) depende de (a — d) e (b — ¢). Desde que os digitos a, b, ¢, d ndo sejam
todos iguais, a inequacao (1) nos d4a

(2) a—d>0eb—c>0,
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pois se a = d entdao a = b = ¢ = d. Além disso b e ¢ estao entre a e d.
a>b=>a—d>b—d>0b—c. Entao

(3) a—d>b—c
As inequagoes (2) e (3) implicam que a—d pode assumir os valores {1, 2,3, ..., 9}
e b—c pode assumir os valores {0, 1,2, 3, ...,a—d}. Por exemplo, se a—d = 1,

as possibilidades para b — ¢ sao 0 e 1. Consequentemente, T (M) pode ter
apenas os valores

999(1) + 90(0) = 0999
999(1) + 90(1) = 1089

Analogamente, se a —d = 2, T(M) sé pode ter trés valores para b — ¢: 0,
1 ou 2. Adicionando o nimero de valores possiveis para b — ¢ nos casos
a—d=1,a—d=2,....,a—d=9 obtemos:

2+3+4+..4+10=>54 possiveis valores para T'(M).

b—c

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0999 | 1089

1998 | 2088 | 2178

2997 | 3087 | 3177 | 3267

3996 | 4086 | 4176 | 4266 | 4356

4995 | 5085 | 5175 | 5265 | 5355 | 5445

5994 | 6084 | 6174 | 6264 | 6354 | 6444 | 6534

6993 | 7083 | 7173 | 7263 | 7353 | 7443 | 7533 | 7623

7992 | 8082 | 8172 | 8262 | 8352 | 8442 | 8532 | 8622 | 8712

QO 00| | O U b= W DN —

8991 | 9081 | 9171 | 9261 | 9351 | 9441 | 9531 | 9621 | 9711 | 9801

Agora observe que dois numeros M e N que tem os mesmos digitos, mas
nao na mesma ordem, tem a mesma imagem de transformacao 7', ou seja,
T(M)=T(N).

Dizemos que dois niimeros sao equivalentes se eles tém os mesmos digitos.
Dentre os 54 possiveis valores para T'(M) (tabela acima), apenas 30 sdo nao
equivalentes. Sao estes:

0999 1089 1998 2088 2178 2997 3087 3177 3267 3996
4086 4176 4266 4356 4995 5085 5175 5265 5355 5445
6444 7353 7443 8262 8352 8442 9171 9261 9351 9441
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21

Aplicando a transformacao T" em cada um dos 30 nimeros nao equivalentes
concluimos que o nimero 6174 é produzido em, no maximo seis aplicagoes

de T

nimero nao equivalente

, para T"(M) = 6174

0999

1089

1998

2088

2178

2997

3087

3177

3267

3996

4086

4176

4266

4356

4995

5085

5175

9265

2355

5445

6444

7353

7443

8262

8352

8442

9171

9261

9351

9441

DD DD D | | = DO | OO U W N O W U | DO O O DO W WO |

Antes de finalizar o capitulo, mencionamos que para numeros de 6 digitos,
existem 384 diferentes resultados possiveis no final da primeira subtragao.

Dentre estes casos, temos 30 que levam ao “repetidor”

631764, temos 353

que levam ao ciclo (840852, 860832, 862632, 642654, 420876, 851742, 750843)
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e apenas em um caso o “repetidor” 549945 aparece.

Os resultados para nimeros de 8 digitos indicam uma conclusao na mesma
diregao. A similaridade do nimero de 6 digitos 631764 com o ntiimero 6174 é
intrigante e nos faz perguntar se para os proximos casos com nimero maior
de digitos aparecem os “repetidores” 63317664, 6333176664, etc... Esta é
uma questao a se pensar.



Capitulo 3

Escrevendo um nuimero como a
soma de dois quadrados

O problema de escrever um numero natural como soma de dois quadrados
inteiros é bastante antigo. Pierre de Fermat caracterizou tais ntimeros ao
provar o seguinte teorema.

Teorema (Fermat): Seja n um numero natural de modo que sua decom-
posi¢ao em fatores primos seja dada por

n —= 2'7p?1 . p?rqfl .. qSBS

onde os p;s sao primos do tipo 4k + 1 e os ¢;s sao primos do tipo 4k + 3.
Entao n é soma de dois quadrados se, e somente se, os B}s sao todos pares.

Com isso, nem todo nimero natural pode ser escrito como soma de dois
quadrados inteiros.

Exemplo 3.1. O ndmero 13 é primo do tipo 4k + 1 e 13 = 22 + 32

Exemplo 3.2. Na decomposicao do nimero 15 = 315!, o fator 3 tem ex-
poente impar. Portanto, 15 nao pode ser escrito como a soma de dois quadra-
dos inteiros.

Exemplo 3.3. Na decomposicao do niimero 42 = 2.31.7! os fatores do tipo
4k + 3 (3 e 7), tém expoente impar. Portanto, 42 ndo pode ser escrito como
a soma de dois quadrados inteiros.

Exemplo 3.4. Na decomposicao do nimero 90 = 2'.32.5! o fator 3 tem
expoente par e 90 = 32 4+ 92,

23
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Neste capitulo vamos observar o que ocorre quando um numero natural é
escrito como a soma de dois quadrados inteiros.

Na teoria do nimeros ha uma funcao aritmética r(n), definida como o niimero
de maneiras pelas quais um nimero inteiro nao negativo pode ser expressado
como a soma de dois quadrados inteiros. Mais precisamente, r(n) é o nimero
de pares ordenados (z,y) , onde z,y € Z, tais que

n=az>+ y2.
Por exemplo, r(5) = 8, pois:

5= (+1)* + (+2)* = (+2)* + (+1)?
(=1)* + (+2)* = (+2) ?
= (+1)* 4+ (=2)* = (-2)

= (=1)? 4+ (=2)* = (-2)?

Essas expressoes correspondem, respectivamente, aos pares ordenados:
(17 2)7 (27 1)7 <_17 2)? (27 _1>7 (17 _2)7 (_27 1)7 <_17 _2)7 <_27 _1)-
Alguns valores dessa fungao sao:

r(0)=1, r(1)=4, r(2)=4, r(3)=0,
r(4) =4, r(5)=8, r(7)=0, r(12)=0.

H& vérios fatos que podem ser provados sobre r(n). Por exemplo, r(n) =
0 se n é da forma 4k + 3 , isto é, se n é qualquer nimero da progressao
aritmética 3,7,11,15,19,23,... No apéndice deste texto, vamos comentar este
fato e provaremos o teorema que caracteriza os nimeros primos que sao soma
de dois quadrados.

Mas a fungao r(n) também pode assumir grandes valores. Nao é dificil
encontrar um n que vai fazer r(n) ser tdo grande quanto se queira. Esta
funcao é extremamente irregular e assim, é uma boa idéia olhar para a média
dos valores de r(n). E onde a funcio é surpreendentemente bem comportada.

Dado um nimero natural z, a média dos valores de r(n) paran = 0,1, ..., 2—1
é:

r(0) +7r(1) +7r(2) + ...+ r(z— 1)‘
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Denotamos o numerador dessa fracao por R(z) e a média do valores por

R(z)'

A média dos valores de r(n) ao longo dos inteiros nao negativos é

2z
definida pelo limite da expressao com z tendendo ao infinito

lim [R(Z)] 7

2Z—00 Z

desde que o limite exista.

Vamos mostrar que esse limite existe e é igual a 7. Em média, um nimero
inteiro nao negativo tem 7 representagoes como a soma de quadrados de dois
inteiros. O interessante é que a prova deste resultado é altamente instrutiva
e nao é sofisticada. Esta demonstracao foi dada pelo matematico alemao
Gauss (1777-1855) em torno de 1800, quando ele tinha apenas 23 anos.

Demonstracao: No plano cartesiano, considere o circulo

C(Vz):a? +y* =z,

com centro na origem e raio y/z. Seja A(a,b) um ponto reticulado, ou seja,
um ponto cujas coordenadas sao inteiras. Cada ponto reticulado A dentro
de C(y/z) tem coordenadas satisfazendo a inequagao a? + b? < z, desde que
a distancia de A até a origem seja menor do que o raio de C'(1/2), ou seja,

Va2 + b < y/z.

Além disso, como a e b sao inteiros, a? + b> = n é um nimero inteiro. Assim
o par ordenado (a, b) escreve n como uma soma de dois quadrados.

a2+ b =n<z.
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Cada ponto reticulado dentro de C(y/z) contribui em 1 para a soma
R(z) =r(0)+r(1)+7(2) + ... + (2 — 1), pois ele fornece um par ordenado
contado em algum r(n) em R(z). Reciprocamente, qualquer par ordenado

(p, q) tal que
P+ =n<z,

isto é, qualquer par ordenado contado em algum r(n) em R(z) é um ponto
reticulado dentro de C'(y/z). Consequentemente R(z) é igual ao nimero de
pontos reticulados dentro de C'(y/z). Agora nds vamos investigar quantos
pontos reticulados hd dentro de C'(1/z).

Ao redor de cada ponto reticulado P(a,b) no plano cartesiano, considere
um quadrado de lado 1 e centro em P.
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(a,b+1)

(a—1,b) (a+1,0)

(a,b—1)

Nos colorimos de azul os quadrados com centro em pontos reticulados dentro
de C(y/z) e de vermelho todo os outros quadrados.

Como resultado, a maior parte do interior de C(y/z) é azul e a maior
parte do exterior é vermelho.

Entretanto alguns quadrados azuis sdo projetados além de C(/z) en-
quanto alguns pedacos de quadrados vermelhos sao projetados dentro de

C(Vz).
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B
g

Agora, o numero de quadrados azuis é o nimero de pontos reticulados dentro
de C(y/z), e é igual a R(z). Além disso, uma vez que cada quadrado tem
area igual a 1, o nimero de quadrados azuis é o total da area colorida de
azul, que vamos denotar por A,. Entao

Vamos estimar Ay.

Se @ é um ponto reticulado que nao estd no interior de C'(1/z), e se R é
qualquer ponto pertencente ao quadrado com centro em (), entao

0Q > V2. RQS%,

e pela desigualdade triangular, OR + RQ) > OQ), nés temos

ORzOQ—RQzI—%-
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1
Segue que nenhum ponto colorido de vermelho esta dentro do circulo C (\/_ — E) ,

1
com centro na origem e raio (\/_ — E) Similarmente, para um ponto B

colorido de azul , pertencente a um quadrado com centro no ponto P, nés

1
temos OP < /z, PB<—, ¢

V2

1
OB <OP+PB<\z+—

7

1
entao nenhum ponto colorido de azul esta fora do circulo C' (\/5 + E)

C(Vz+1/V2)
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1
Segue que a &area A, estd entre as areas dos circulos C <\/_ — ﬁ) e
1
C z4+ —:
(f \/5)
1

Area C (\/_—E> <Ay, =R(2) < Area C (\/EJF%),
ou seja,

m (\f— %)2 < R(z)

IN

()

w(z—@Jr%) SR(Z)gw(er\/%Jr%),

Tz — TV 22 + g < R(z) <mz+4+mV2z+ g,
subtraindo 7z em todos os membros da desigualdade acima, temos
g —7mV2z < R(z) =7z < g+m/2z,

e portanto

_g_m/EgR(z)—mg g+7rv2z.

T
Em outras palavras, o nimero R(z)—mz esta dentro do intervalo de (5 - 2z>

a (g + TV 2z>, incluindo os seus extremos.

E*?T 2z
2

]

g + V22

Consequentemente, a magnitude de R(z) — wz nao pode exceder g + V22,

ou seja,

IR() — 72| < 7 (@+ g),

dividindo os termos da inequacao por z, temos
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‘R(z) < \f 1 )
— —n|<m -+ —|.
z z 2z
. . R 2 1 .
A medida que z cresce, a expressao w -+ 5, | se aproxima de zero.
z z
Portanto
R
lim ‘ (2) —W' =0,
Z—00 z
o que é equivalente a
R
lim (2) =T,
zZ—00 z

como queriamos demonstrar.
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Apeéendice

Primos que sao soma de dois quadrados

Queremos caracterizar os numeros primos em Z que sao soma de dois
quadrados. Este é um resultado classico que foi provado por Pierre de Fer-
mat no Século XVII. Aqui usaremos o que conhecemos do anel dos inteiros
gaussianos Z|i].

O anel Z[i] é o conjunto

{a+bi|abeZ}, com i*=—1

que é um subanel do corpo dos niimeros complexos C.
Um elemento f em Z[i] é dito invertivel se existe um elemento \ em Z[i
tal que S\ = 1. Os elementos invertiveis de Z[i] sao

{1,—1,i,—i}.

Um elemento nao nulo « de Z[i] é irredutivel se nao é invertivel e sempre
que escrevemos « = 7y, com [ e v em Z[i| entdo § é um elemento invertivel
ou 7 é um elemento invertivel em Z[i]. Por exemplo, 5 nao é irredutivel em
Z[i] pois

5= (2414) (2—14)
——  ~——

nao invertivel nao invertivel

Obs. Podemos provar que se a é irredutivel de Z[i] e a8\, com 5, \ €
Z[i] entao «|f ou «a|\, que é uma propriedade comum aos nimeros primos
em Z.

Teorema (Fermat): Seja p um primo inteiro. As seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

l.p=2oup=1 (mod 4)
2. existe a € Z tal que a* = —1 (mod p)
3. p nao é irredutivel em Z]i

4. p é soma de dois quadrados em Z.

Prova:
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(1) = (2) Se p =2, basta tomar a = 1. Agora suponhamos p = 1 (mod
4). Neste caso, p = 4n + 1, para algum n € Z.

Agora, sabemos que se b € Z é tal que mdc(b, p) = 1 entao, pelo Pequeno
Teorema de Fermat, »»~! = 1 (mod p), ou seja, ' = 1 em Z,, para todo
be {1,---,p—1}. Deste modo, dado b € {1,---,(p— 1)} temos que b é
raiz do polinémio zP~! — 1 com coeficientes em Z,:

=T =(@= D=2 (o~ (p= 1)

mas p — 1 = 4n entao

Pl oT=2"-1= @™ -1) @+1).
—_— ——

—_p—1 —_p—1
grau 2n="5- grau2n==>=3

Logo, existe b € {1,---,p — 1} tal que b** +1 = 0. Fazendo a = b" temos
a’* = —1, ou seja, existe a € Z tal que a*> = —1 (mod p), como queriamos

mostrar.

(2) = (3) Suponha que existe a € Z tal que a* = —1 (mod p). Entéo
2
1 =pk 1 keZ. L
(a )%(— | Pk, para algum Kk € 0go,
a+i)(a—1

pl(a+1i)(a—1), em Z[i].

Mas nao temos que p|(a+14) e nem que p|(a —1i) em Z[i]. De fato, se p|(a+1)
entao
a+i=plc+di)=pc+pdi = a=pc e 1=pd
——
p primo, absurdo
e do mesmo modo, chegamos a um absurdo se admitimos que p|(a —i). E

assim, p nao pode ser um irredutivel em Z[i] de acordo com a observacao que
fizemos antes do teorema.

(3) = (4) Suponha que p nao seja um irredutivel em Z[i]. Entao existem
21 =a+bi e zg =c+ di em Z[i] que sao elementos nao invertiveis tais que

P = 21%9.
Lembre que z1 € 29 sa0 numeros Complexos e assim, suas normas Sao

dadas por |z1| = vVa? + b? e |z3] = V¢ + d?. Logo:
| = |21l = pPP=@+0)(F+d®) = p=d+bP=+d

ou seja, p é soma de dois quadrados.
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(4) = (1) Suponha que p seja soma de dois quadrados e que p # 2.
Neste caso, p é impar e vamos mostrar que p deixa resto 1 na divisao por 4.
De fato, se deixa resto 3 entao temos p = 4k + 3 para algum m € Z.

Agora é simples ver que um nimero da forma 4k + 3 nao pode ser soma
de dois quadrados, pois o quadrado de qualquer inteiro deixa resto 0 ou 1 na
divisao por 4 e portanto na soma, o resto deve ser 0, 1 ou 2.

Com isso, provamos que p = 1 (mod 4) e o teorema estd provado. Ve-
jamos alguns exemplos.

Exemplo 3.5. J4 mencionamos anteriormente que 5 nao ¢ irredutivel em
Z[i], portanto, de acordo com o teorema acima, ele pode ser escrito como a
soma de dois quadrados. Por exemplo, 5 = 12 + 22

Exemplo 3.6. Seja p = 17. Ora, p = 1 (mod 4) entdo, tomando a = 4,
temos que a? = —1 (mod p), ou seja, 4> = —1 (mod 17). Portanto 17 nao
é irredutivel em Z[i] e pode ser escrito como a soma de dois quadrados, por
exemplo, 17 = 42 + 12,

Exemplo 3.7. Analogamente ao exemplo anterior, para p =29, p = 1 (mod
4). Entao, tomando a = 12, temos que a*> = —1 (mod p), ou seja, 12?2 = —1
(mod 29). Portanto 29 nao ¢ irredutivel em Z[i] e pode ser escrito como a
soma de dois quadrados, por exemplo, 29 = 22 + 52,

Exemplo 3.8. Agora, para p = 7 temos que p = 3 (mod 4) e p é irredutivel,
pois p = 1.7, sendo que 1 é um elemento invertivel de Z[i]. Portanto p nao
pode ser escrito como a soma de dois quadrados.

Exemplo 3.9. Qualquer nimero da progressao aritmética 3,7,11,15,19,23,...
¢ da forma 4k + 3 e, portanto, nao pode ser escrito como a soma de dois
quadrados.

O Teorema de Fermat que caracteriza os naturais que sao soma de dois
quadrados inteiros utiliza o teorema que caracteriza os primos que sao soma
de dois quadrados, mas nao faremos a demonstracao aqui neste trabalho.
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