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Resumo
O objetivo deste trabalho é estudar a mensurabilidade e os espectros de operadores
aleatórios em variedades compactas, em particular a densidade integrada de estados
associada a uma família de operadores de Schrödinger aleatórios. A motivação para este
trabalho vem da Física do Estado Sólido, onde procuramos um modelo matemático que
descreva como operadores, em especial, o operador de Schrödinger comporta-se em uma
variedade, considerando que tanto o operador Laplaciano, quanto o potencial e o tensor
métrico da variedade são indexados por elementos de um espaço de probabilidade. É simples
imaginar um cenário físico para tal modelo, como por exemplo, uma estrutura cristalina
onde não se sabe como as impurezas estão distribuídas pela rede. Para compreender
tal modelo, bem como algumas de suas propriedades, estudamos em detalhes todas as
definições e todos os resultados apresentados em [1].

Palavras-chave: Operadores de Schrödinger Aleatórios, Operadores Aleatórios, Variedades
Riemannianas, Densidade Integrada de Estados, Teorema Ergódico de Lindenstrauss.



Abstract
The aim of this work is to study the measurability and spectra of random operators
on compact manifolds, in particular the integrated density of states associated with a
family of random Schrödinger operators. The motivation for this work comes from Solid
State Physics, where we look for a mathematical model that describes how operators, in
particular, the Schrödinger operator behaves in a manifold, considering that both the
Laplacian operator, the potential and the metric tensor of manifold are indexed by elements
of a probability space. It is simple to imagine a physical scenario for such a model, such as
a crystalline structure where it is not known how impurities are distributed across the
network. To understand this model, as well as some of its properties, we studied in detail
all the definitions and all the results presented in [1].

Keywords: Random Schrödinger Operators, Random Operators, Riemannian Manifolds,
Integrated Density of State, Lindenstrauss’s Ergodic Theorem.
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1 Introdução

Operadores de Schrödinger1 aleatórios são modelos para a descrição da mecânica
quântica de meios desordenados. O estudo destes operadores tem origem na Física do
Estado Sólido, onde o fenômeno de localização foi tratado pela primeira vez por Philip W.
Anderson no final dos anos cinquenta e por Nevill F. Mott e W.D. Twose nos anos sessenta;
vale destacar que as contribuições de I. M. Lifshitz, na década de 1960, estabeleceram as
bases para o estudo matematicamente rigoroso da teoria. É padrão da Física do Estado
Sólido tratar de sistemas, no caso materiais (redes cristalinas), onde é atribuída uma
ordem (periodicidade) aos componentes do sistema, por exemplo, átomos ou moléculas
dispostos em uma rede. Porém, quando é adicionada uma componente diferente (impureza)
ao sistema, temos então o que é chamado de sistema desordenado (sem periodicidade).

Um sólido macroscópico consiste em uma ordem de grandeza de 1023 núcleos
e elétrons. O hamiltoniano resultante, levando em consideração todas as interações, é
altamente complicado. Para chegar a um operador de Schrödinger que possa ser estudado
com algum detalhe, negligenciamos as interações elétron-elétron e tratamos os núcleos
na aproximação de massa infinita. Assim, chega-se a um operador Schrödinger de um
elétron com um potencial externo devido às forças elétricas entre o elétron e os núcleos,
que se supõem serem fixos no espaço. Para o caso em que os núcleos são organizados
periodicamente em uma rede, a energia potencial do elétron é uma função periódica da
variável espacial.

Por outro lado, o elétron pode estar se movendo em um meio desordenado, caso em
que não há um grupo de simetria do hamiltoniano. No entanto, do ponto de vista físico, é
razoável supor que a estrutura local do meio seja, em média, invariante à translação [2].
Isso significa que consideramos o potencial que o elétron experimenta como uma realização
particular de um processo aleatório e assumimos a localização em relação a algum grupo
de translação. Além disso, a intuição física sugere supor que as propriedades locais do meio
em duas regiões distantes (na escala microscópica) são aproximadamente independentes
uma da outra. Portanto, o processo estocástico que descreve o potencial deve ter uma
função de correlação que decai para zero ou - mais geralmente - deve ser ergódico [2], [3]
e [4].
1 Operador de Schrödinger, operador hamiltoniano e operador energia são sinônimos.
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1.1 Os Operadores Aleatórios
Para incorporar a desordem aos modelos matemáticos, é preciso considerar um

operador como um elemento de uma família de operadores, família esta indexada pelos
elementos de um espaço de probabilidade. Isso quer dizer que, do ponto de vista físico, não
se sabe exatamente como as impurezas se distribuem ao longo da rede cristalina. Unindo-se
a tal família a propriedade de ergodicidade, é possível mostrar que os tipos espectrais que
normalmente se consideram, ou seja, espectros absolutamente contínuo, singular contínuo
e puramente pontual, não são aleatórios (i.e., independem do operador, a menos de um
conjunto de probabilidade zero) [3], [4] e [5].

Recordemo-nos da definição de sistema ergódico:

Definição 1.1. Seja (Ω, BΩ,P) um espaço de probabilidade. Uma transformação invertível
β : Ω → Ω é dita ser uma transformação que preserva a medida (invariante ou
estacionária) se β(A), β−1(A) ∈ BΩ e P(A) = P(β(A)) = P(β−1(A)) para todo A ∈ BΩ.
Uma medida invariante P é chamada de medida estacionária ou medida β-invariante.

Definição 1.2. Uma transformação β (ou uma probabilidade P estacionária) é β-ergódica
se qualquer conjunto invariante pela transformação β, ou seja, A ∈ BΩ, β−1(A) = A, tem
probabilidade P(A) ∈ {0, 1}.

Considere, por exemplo, o potencial dado por

Vω(x) :=
∑

k∈Zd

uk(ω, x),

onde k corresponde a um núcleo localizado em um ponto da rede cristalina. A função
uk(ω, x) descreve o potencial atômico em k e depende do parâmetro aleatório ω que
descreve as possíveis configurações de k. Se houver apenas um tipo de átomo presente na
rede cristalina, que possui potencial com simetria esférica, então todas uk(ω, ·) são iguais
e Vω é periódico. Agora, suponha que existam dois tipos de átomos, a e b, presentes na
rede cristalina com potencial simetricamente esférico, mas que difere no número de carga
qa e qb. Neste caso, o potencial é dado por

Vω(x) :=
∑
ka

qau(x− k) +
∑
kb

qbu(x− k).

Se estes dois tipos de átomos estão dispostos na rede em um padrão regular, então temos,
novamente, um potencial periódico [2], [3] e [4]. Entretanto, há muitas situações físicas
interessantes onde os sítios atômicos k são aleatórios, obedecendo, por exemplo, a lei

P{ ka} = P, P{kb} = 1 − P,

para algum P ∈ (0, 1), em que P{· · ·} representa a probabilidade de um sítio k estar
ocupado por um átomo do tipo a ou b. Se, além disso, assumirmos que as probabilidades
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acima são independentes em cada local e que o parâmetro P é o mesmo para todo k,
chegamos ao potencial contínuo de Bernoulli-Anderson

Vω(x) =
∑

k

qk(ω)u(x− k),

onde qk(ω) ∈ {qa, qb}, com k ∈ Zd, denota uma coleção de variáveis aleatórias de Bernoulli
independentes e identicamente distribuídas, e u é algum potencial atômico [2], [3] e [4].

O objetivo principal da análise de tais modelos é a compreensão das propriedades
de transporte do material. Por exemplo, no caso do Hamiltoniano quântico para um elétron
em um sólido desordenado, as propriedades de condutividade elétrica são o principal
objeto de interesse. Acontece que muitas das propriedades de interesse dos operadores de
Schrödinger aleatórios estão relacionadas a uma quantidade chamada densidade integrada
de estados. Na Física de Estado Sólido e na Física da Matéria Condensada, a densidade
de estados (na Física, D(ε)) de um sistema estabelece uma relação entre os estados que
podem ser ocupados pelo sistema e sua energia, mais precisamente, o número de estados
livres abaixo de uma certa energia. Um nome alternativo para essa quantidade é função
de distribuição espectral [2].

A densidade integrada de estados pode ser usada para calcular a energia livre e,
portanto, todas as quantidades termodinâmicas básicas do sistema de muitas partículas não
interagentes. Matematicamente, tal quantidade é representada como uma distribuição NH ,
sendo essa o limite da função de contagem ND

ω (λ) dos autovalores do operador {Hω}ω∈Ω,
uma vez que é a função de distribuição de uma medida espectral associada à família
aleatória de operadores [1], [2], [4], [6], [7] e [8].

Além disso, a função de distribuição espectral é objeto de estudo em outros campos
da matemática, como Geometria Diferencial, Álgebras de Grupo e de von Neumann e
Álgebra Homológica [2], e desempenha um papel proeminente nas provas de teoremas.

1.2 O Cenário Geométrico
Para motivar a geometria do problema podemos ter em mente os materiais bi-

dimensionais (ou 2D) que são formados por camadas únicas de átomos. O grafeno, por
exemplo, foi o primeiro desses materiais a ser isolado, em 2004, feito que resultou no prêmio
Nobel de Física de 2010 para Andre Geim e Konstantin Novoselov da Universidade de
Manchester [9]. O grafeno corresponde a um cristal de grafite com espessura de um átomo
de carbono. É centenas de vezes mais forte do que o aço e suas condutividades térmica e
elétrica são superiores às do cobre, o que o torna um material de enorme potencial para as
indústrias de semicondutor e de eletrônicos [9]. Assim, é natural do ponto de vista das
aplicações, estudar modelos matemáticos que descrevam o comportamento de operadores
auto-adjuntos em superfícies bidimensionais.
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A seguir, apresentamos um modelo que incorpora aleatoriedade não apenas no
potencial, como também na própria geometria da superfície. A ideia é buscar modelar
matematicamente a situação em que as impurezas do material afetam a disposição espacial
dos átomos no material, e portanto a geometria da superfície. Vale a pena mencionar
que a dimensão da variedade não está restrita a 2D.

Seja M = X/Γ uma variedade Riemanniana compacta com métrica g0 e uma forma
de volume vol0 associada a g0, onde Γ é o subgrupo discreto e finitamente gerado das
isometrias da variedade X (vide Seção 1.3 para uma discussão sobre Γ). Além disso, seja
(Ω, BΩ,P) um espaço de probabilidade no qual Γ atua ergodicamente por transformações
que preservam medida.

Definição 1.3. Uma família de tensores métricos Riemannianos {gω}ω∈Ω em X com
formas de volumes volω é chamado uma tensor métrico aleatório em (X, g0) se as
seguintes propriedades forem satisfeitas:

1. O mapa Ω × TM → R, (ω, v) 7→ gω(v, v), é conjuntamente mensurável.

2. Existe uma constante Cg ∈ (0,∞) tal que

C−1
g g0(v, v) ⩽ gω(v, v) ⩽ Cgg0(v, v), para todos ω ∈ Ω e v ∈ TX.

3. Existe uma constante Cρ > 0 tal que

|∇0ρω(x)|0 ⩽ Cρ, para todos ω ∈ Ω e x ∈ X,

onde ∇0 é o gradiente2 com respeito a métrica g0, ρω(x) é a única densidade suave
que satisfaz dvol0 = ρωdvolω, e |v|20 = g0(v, v).

4. Existe um limite inferior uniforme (d− 1)K ∈ R para o tensor de curvatura de Ricci
de todas as variedades Riemannianas (X, gω). Explicitamente, Ric(gω) ⩾ (d− 1)Kgω

para todo ω ∈ Ω e para todo x ∈ X.

5. As métricas são compatíveis, no sentido que as transformações

γ : (X, gω) → (X, gγω), γ : x 7→ γx

são isometrias. Isto implica, em particular, que

U(ω,γ) : L2(X, volγ−1ω) → L2(X, volω), U(ω,γ)fγ−1ω(x) = fω(γ−1x)

são operadores unitários na família de espaços de Hilbert sobre as variedades
{(X, gω)}ω∈Ω.

2 Vide equação (33.135) na página 1637 de [10] ou página 27 de [11] para uma expressão do gradiente
em variedades.
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Agora, seja A a matriz de mudança de base real e ortogonal n× n tal que

ei
0 =

n∑
j=1
aije

j
ω. (1.3)

Então, segue-se da propriedade (2) da Definição (1.3) que

C−1
g I ⩽ AAT ⩽ CgI. (1.4)

Com efeito, temos que

C−1
g g0(ei

0, e
j
0) ⩽ gω(ei

0, e
j
0) ⩽ Cg g0(ei

0, e
j
0).

Pela definição do tensor métrico Riemanniano, segue-se que

C−1
g δij ⩽ gω(ei

0, e
j
0) ⩽ Cg δij;

em particular, usando a identidade (1.3) na desigualdade acima, temos

C−1
g δij ⩽ gω

(
n∑

k=1
aike

k
ω,

n∑
l=1

ajle
l
ω

)
⩽ Cgδij;

agora, da definição do tensor métrico Riemanniano, chegamos a

C−1
g δij ⩽

〈
n∑

k=1
aike

k
ω,

n∑
l=1

ajle
l
ω

〉
ω

⩽ Cgδij.

Pela linearidade do produto interno, temos que

C−1
g δij ⩽

n∑
k=1

aik

n∑
l=1

ajl⟨ek
ω, e

l
ω⟩ω =

n∑
k=1

aik

n∑
l=1

ajlδkl ⩽ Cgδij.

Pela definição do Delta de Kronecker, temos que

C−1
g δij ⩽

n∑
k=1

aikajk ⩽ Cgδij,

donde
(C−1

g I)ij ⩽ (AAT )ij ⩽ (CgI)ij,

e portanto,
C−1

g ⟨φ, φ⟩0 ⩽ ⟨φ,AATφ⟩0 ⩽ Cg⟨φ, φ⟩0

para todo φ ∈ TX.

Segue-se de (1.4) que

C−n/2
g ⩽ ρω(x) ⩽ Cn/2

g . (1.5)

Com efeito, como acabamos de mostrar, (AAT )ij = gω(ei
0, e

j
0), e assim

C−n/2
g ⩽ det gω(ei

0, e
j
0)−1/2 = ρω(x) ⩽ Cn/2

g .

Além disso, sabemos que o tensor métrico induz uma forma de volume por meio de
vol(D) =

√
det(gij)dx1∧···∧dxn, onde gij é matriz que representa o tensor métrico [10], [11]

e [12]. Assim, temos que

C−n/2
g vol0(D) ⩽ volω(D) ⩽ Cn/2

g vol0(D). (1.6)
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1.3 Operadores de Schrödinger
Pelos postulados da Mecânica Quântica, é necessário que os operadores de Schrödin-

ger sejam auto-adjuntos. Assim, estamos considerando operadores da forma H = −∆ + V

onde −∆, o operador Laplaciano3, é uma quantização para a energia cinética e V é uma
função mensurável. Note que estamos usando a convenção de que −∆ é um
operador positivo. Segue-se do Teorema (A.1) que em Rn, σ(−∆) = [0,∞).

Assumimos que tanto −∆ quanto V são aleatórios (ergódicos), onde V é um pro-
cesso estocástico ergódico estacionário definido em um espaço de probabilidade (Ω, BΩ,P);
denotaremos doravante tanto −∆ quanto V como −∆ω e Vω, respectivamente, em que
ω ∈ Ω. Ser estacionário significa que todas as médias sobre o parâmetro aleatório ω

são invariantes por translação, e esta é uma suposição compatível com a suposição de
homogeneidade [4]. A ergodicidade não é menos natural, pois a experiência mostra que a
maioria dos sistemas físicos que encontramos são, na verdade, ergódicos [4]. Consequente-
mente, o operador de Schrödinger torna-se uma função do parâmetro aleatório ω e estamos
diante de um operador auto-adjunto e aleatório que deve ser e ergódico com respeito às
transformações γ ∈ Γ [4].

Definição 1.4. Seja gω um tensor métrico aleatório em (X, g0). Para cada ω ∈ Ω
seja Hω = −∆ω + Vω o operador de Schrödinger definido no subespaço denso Dω do
espaço de Hilbert L2(X, volω) com V : Ω × X −→ [0,∞) uma aplicação conjuntamente
mensurável tal que Vω ≡ V (ω, ·) ∈ L1

loc(X) para todo ω ∈ Ω. Assuma, além disso, que
V (γω, x) = V (ω, γ−1x) para x ∈ X, ω ∈ Ω e γ ∈ Γ arbitrários. Uma família de operadores
{Hω}ω∈Ω será chamada de operador de Schrödinger aleatório na variedade X se
satisfizer a condição de equivariância

Hω = U(ω,γ)Hγ−1ωU
∗
(ω,γ) (1.7)

para todos γ ∈ Γ e ω ∈ Ω.

Sabe-se, da Física Téorica, que a evolução temporal de um sistema quântico é
governada pela Equação de Schrödinger

iℏ
∂

∂t
ψ(r⃗, t) = − ℏ2

2m∆ψ(r⃗, t) + V (r⃗, t)ψ(r⃗, t),

e em um sistema ordenado as soluções da Equação de Schrödinger apresentam coerência de
longo alcance [13] e [14], o que torna possível definir a solução para todo o espaço. Porém,
em um meio desordenado, as impurezas destroem a ordem de longo alcance e podem
acarretar na inexistência de soluções estendidas a todo espaço para baixas energias [3]
e [4].
3 Vide equação (33.140) na página 1639 de [10] ou Proposição (2.46) de [11] para uma expressão do

Laplaciano em variedades.
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Apresentemos as definições precisas das quantidades discutidas anteriormente.

Definição 1.5. A função normalizada de contagem de autovalores é dada por

ND
ω (λ) = #{i|λi(HD

ω ) < λ}
volω(D) .

Segue que ND
ω é uma função de distribuição e possui um conjunto enumerável de

pontos de descontinuidade.

Definição 1.6. Dado x ∈ X, o conjunto O(x) := {y ∈ X | ∃γ ∈ Γ : y = γx} é chamado
de Γ-órbita de x. A relação x ∼ y ⇐⇒ O(x) ∩ O(y) ̸= ∅ particiona X em classes de
equivalência. Um subconjunto F ⊂ X é chamado de domínio Γ-fundamental se contém
exatamente um elemento de cada classe de equivalência.

Definição 1.7. Sejam F ⊂ X um domínio pré-compacto Γ-fundamental com fronteira
suave por partes e E o valor esperado com respeito a P, com Trω o traço no espaço de
Hilbert L2(X, volω). A densidade de estados para um operador {Hω}ω∈Ω é a medida
em R dada por

NH(f) := E[Trω(χFf(H•))]
E[vol•(F)] ,

em que f : R → C é uma função limitada e mensurável.

Definição 1.8. Seja a densidade de estados dada pela Definição (1.7). O caso particular
em que f = χ(−∞,λ) é chamado de densidade integrada de estados7 (IDS) do operador
aleatório {Hω}ω∈Ω.

Para calcular a IDS usaremos o método da transformada de Laplace desenvolvido por
Pastur [17] e Shubin [18]. Uma ideia particular dessa abordagem é provar a convergência das
transformadas de Laplace da função densidade de estados em vez de provar a convergência
das funções diretamente. Existe ainda uma outra forma para se calcular a IDS. Ela usa
estimativas de colchetes de Dirichlet-Neumann para operadores de Schrödinger, que são
transferidos para as funções de contagem de autovalores correspondentes [2]. Esses são,
portanto, processos estocásticos super ou subaditivos, aos quais um teorema ergódico pode
ser aplicado [1], [2], [6], [7] e [8].

De fato, os operadores aleatórios em variedades são equivariantes em relação a
um grupo que não precisa ser comutativo [2]. Isso significa que é necessário usar um
teorema ergódico não abeliano para derivar a convergência das funções de distribuição
ou, alternativamente, de suas transformadas de Laplace. Isso impõe alguma restrição à
estratégia da prova, visto que os teoremas ergódicos que se aplicam a grupos não abelianos
precisam de suposições mais restritivas do que suas contrapartes para grupos comutativos
7 Vide Teorema (1.4) para uma justificativa para a nomenclatura.
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(vide Observação 2.6.2 de [2] para detalhes) [2]. Para tanto, usaremos o Teorema Ergódico
de Lindenstrauss.

Apresentamos a seguir as propriedades necessárias que o grupo das isometrias Γ
deve satisfazer para que possamos aplicar o Teorema Ergódico de Lindenstrauss ao nosso
problema.

Definição 1.9. Um grupo G localmente compacto é dito ser amenable se para qualquer
compacto F ⊂ G e ε > 0 existir um compacto G ⊂ G tal que

mL(G∆FG) < ε mL(G),

onde ambas mL e | · | denotam uma medida de Haar8 invariante a esquerda e ∆ a diferença
simétrica entre conjuntos. Se G for discreto e finitamente gerado, então mL(·) = | · |
representa a medida de contagem de G, ou seja, a cardinalidade do grupo G. O compacto
G será chamado de (F, ε)-invariante.

Observação 1.1. Existe uma outra definição, usualmente empregada nos livros, para o
conceito de grupo amenable, naturalmente equivalente à Definição (1.9) (vide Definição
18.18 de [19] para detalhes). No entanto, para nossos propósitos, a Definição (1.9) é mais
natural.

Definição 1.10. Uma sequência monotonicamente crescente Gj de subconjuntos compactos
de um grupo G com j ∈ N é dita ser uma sequência de Følner se para todo γ ∈ Γ,
tivermos que

lim
j→∞

|Gj∆Gjγ|
|Gj|

= 0. (1.8)

Observação 1.2. Segue-se das Definições (1.9) e (1.10) que um grupo G será amenable
se, e somente se, existir uma sequência de Følner em G. Por [20], uma sequência de
subconjuntos compactos Gn de G será uma sequência de Følner se para todo compacto F e
ε > 0, para n suficientemente grande Gn for (F, ε)-invariante.

Assumimos, portanto, que o subgrupo das isometrias Γ é amenable. Segue-se que
existe uma sequência de Følner para G, uma condição necessária para evocar o Teorema
Ergódico (6.1). Além disso, o fato de Γ ser amenable garante a existência de uma cobertura
para X por conjuntos abertos {Dj}j. Esta cobertura {Dj}j é chamada uma sequência
admissível de subconjuntos de X. Logo, conclui-se a necessidade de termos M = X/Γ.

Por fim, apresentamos os demais resultados cujas demonstrações estudaremos neste
trabalho.
8 Vide Definição (A.9) para detalhes.
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Os resultados podem ser aplicados a uma família de operadores {Hω − C}ω∈Ω, uma vez
que NH−C(−∞, λ− C) = NH(−∞, λ) para todo λ ∈ R e ND

ω (H − C) = ND
ω (H) para a

função normalizada de contagem de autovalor, donde os resultados são transferidos para
os operadores originais.

1.5 Resultados Clássicos
Os principais resultados apresentados em [1] foram amplamente estudados em Rn

para o caso em que o tensor métrico g é mantido fixo (estamos denotando por clássico a
situação em que o tensor métrico da variedade não depende de ω ∈ Ω). Assim, mesmo
tomando o tensor métrico da variedade como aleatório, os resultados obtidos mostram
uma uniformidade em relação a ω ∈ Ω no sentido que os resultados apresentados são os
mesmo para g fixo, ou seja, independem de ω ∈ Ω.

Assim, vale a pena saber que o resultado obtido para o Teorema (1.1) pode ser
encontrado no Corolário (3) e na Proposição (5) de [21]. O resultado apresentado no
Teorema (1.2) pode ser encontrado no Teorema (1) e no Corolário (1) de [21], no Teorema
(1.2.5) de [3] e no Teorema (4.3) de [15]. O resultado apresentado no Teorema (1.3) pode
ser encontrado na Proposição (VI.1.3) de [4] e na Proposição (5.12) de [15]. Finalmente,
o resultado apresentado no Teorema (1.4) pode ser encontrado no Teorema (1.4) de [7],
no Teorema (7) de [8], no Corolário (5.8) e no Teorema (5.14) de [15] e, em especial a
convergência das transformadas de Laplace da função densidade de estados, pode ser
encontrada no Teorema (VI.1.1) de [4].

1.6 Organização
A presente dissertação se organiza da seguinte forma. No Capítulo 2, apresentamos

resultados sobre formas quadráticas e mensurabilidade dos operadores aleatórios {Hω}ω∈Ω,
e então apresentamos a demonstração do Teorema (1.1).

No Capítulo 3, discutimos algumas propriedades espectrais dos operadores alea-
tórios, e para tanto, apresentamos alguns resultados sobre Álgebras de von Neumann.
Concluímos o Capítulo 3 com as demonstrações dos Teoremas (1.2) e (1.3).

No Capítulo 4, discutimos alguns resultados sobre os núcleos integrais dos operadores
aleatórios {Hω}ω∈Ω. Esses resultados são utilizados na demonstração do princípio de não
sentir a fronteira.

No Capítulo 5, demonstraremos o princípio de não sentir a fronteira.

Por fim, no Capítulo 6 apresentaremos, sem demonstrar, o Critério para Conver-
gência de Pastur-Shubin e o Teorema Ergódico de Lindenstrauss, e então apresentamos a
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demonstração do Teorema (1.4).
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Lema 2.1. Um operador de Schrödinger aleatório {Hω}ω∈Ω será mensurável se, e somente
se, o mapa

ω 7→ ⟨f0, F (Hω)f0⟩ω (2.1)

for mensurável para toda F : R → C mensurável e limitada, e para toda f0 ∈ L2(D, vol0).

Demonstração. Temos que se a aplicação definida por (2.1) for mensurável, então o
mapa ω 7→ ⟨hω, F (Hω)hω⟩ω também o será, com h(ω, x) = f̃(ω)f0(x), f̃ ∈ L2(Ω,P) e
f0 ∈ L2(D, vol0). Tais funções formam um conjunto total, i.e, spanA = L2(Ω ×D,P ◦ vol)
onde A = {h(ω, x) = f̃(ω)f0(x) | f̃ ∈ L2(Ω,P), f0 ∈ L2(D, vol0)}.

Agora, considere h : Ω × D → R mensurável tal que h(ω, ·) ∈ L2(D, volω) para
todo ω ∈ Ω. Então, existe hn(ω, x) := χh,n(ω)h(ω, x) está em L2(Ω × D,P ◦ vol) onde
χh,n é a função característica do conjunto {ω ∈ Ω | ||h(ω)||L2(D,volω) ⩽ n}. Uma vez que
χh,n → 1 pontualmente em Ω quando n → ∞, temos que

⟨hn(ω, x), F (Hω)hn(ω, x)⟩ω → ⟨h(ω, x), F (Hω)h(ω, x)⟩ω,

mostrando que {Hω}ω∈Ω é uma família mensurável de operadores e isso encerra a demons-
tração.

Proposição 2.1. Seja {Aω}ω∈Ω uma família não-negativa densamente definida de ope-
radores auto-adjuntos em um espaço de Hilbert H. Seja Σ̃ = ⋃

ω
σ(Aω) e denote por Fi a

seguintes classes de funções:

1. F1 = {χ(−∞,λ) | λ ⩾ 0};

2. F2 = {x 7→ eitx | t ∈ R};

3. F3 = {x 7→ e−tx | t ⩾ 0};

4. F4 = {x 7→ (z − x)−1 | z ∈ C\Σ̃};

5. F5 = {x 7→ (z0 − x)−1} para z0 ∈ C\Σ̃ fixo;

6. F6 = Cb = {f : R → C} tal que f é limitada e contínua;

7. F7 = L∞ = {f : R → C} tal que f é limitada e mensurável.

Então, as seguintes propriedades são equivalentes:

(Fi) ω 7→ ⟨f, F (Aω)h⟩H

é mensurável para todas f, h ∈ H e F ∈ Fi onde i = 1, · · ·7.
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Demonstração. (5) ⇒ (4). Assuma que Z := {z ∈ C\Σ̃ | ω 7→ (z − Hω)−1}, com τC\Σ̃

a topologia gerada por abertos de C\Σ̃. Por F4, sabemos que Z é não vazio. Seja (zn)
uma sequência com zn ∈ Z, tal que zn → z ∈ C\Σ̃, em particular, o resolvente Rn é um
operador limitado. Pela primeira identidade dos resolventes, para toda f̃ ∈ H, temos que

lim
n→∞

||Rz(Hω)f̃ −Rzn(Hω)f̃ || = lim
n→∞

||(z − zn)Rz(Hω)Rzn(Hω)f̃ ||

= lim
n→∞

|z − zn| ||Rz(Hω)Rzn(Hω)f̃ || = 0,

e assim, ω 7→ (z − Hω)−1 é fracamente mensurável, ou seja, ω 7→ ⟨h̃, Rz(Hω)f̃⟩ω é
mensurável, pois o limite de uma sequência de funções mensuráveis é uma função mensurável
(vide Teorema (A.25) para detalhes). Então,

⟨h̃, Rzn(Hω)f̃⟩ω → ⟨h̃, Rz(Hω)f̃⟩ω ∀ ω ∈ Ω, ∀ h̃, f̃ ∈ H

e isso mostra que Z é fechado. Agora, seja z ∈ Z e denote por d(z, Σ̃) =: δ a distância
de z a Σ̃; mostremos que ∀ z̃ ∈ Bδ(z), o mapa ω 7→ (z̃ −Hω)−1 é fracamente mensurável.
Pelo Teorema (A.6), para todo z̃ ∈ Bδ(z), vale a identidade

Rz̃(Hω) =
∑
j⩾0

(z̃ − z)jRz(Hω)j+1,

sendo Rz̃(Hω) um operador limitado. Segue que

⟨h̃, Rz̃(Hω)f̃⟩ω =
∑
j⩾0

(z̃ − z)j⟨h̃, Rz(Hω)j+1(Hω)f̃⟩ω.

Uma série convergente de funções mensuráveis é uma função mensurável (vide Teorema
(A.25) para detalhes); logo, para todo z̃ ∈ Bδ(z) e para todas h̃, f̃ ∈ H, o mapa ω 7→
⟨h̃, Rz̃(Hω)f̃⟩ω é mensurável. Assim, C\Σ̃ é conexo, o que implica Z = C\Σ̃ e isso mostra
que (5) ⇒ (4).

(4) ⇒ (5). (F5) é simplesmente a restrição de (F4) para um z0 ∈ Z fixo.

(7) ⇒ (6). Sabemos que toda função contínua é mensurável. Logo, temos que
F6 ⊂ F7. Seja p uma propriedade de F7. Uma vez que p vale para toda f ∈ F7, segue que
p vale para toda f ∈ F6 ⊂ F7, e isso mostra que (7) ⇒ (6).

(6) ⇒ (3). Para x ⩾ 0 e t ⩾ 0 temos que |e−tx| ⩽ 1. Logo, o mapa x 7→ e−tx é
claramente limitado e contínuo, e isso mostra que (6) ⇒ (3).

(6) ⇒ (1). Podemos aproximar pontualmente qualquer função χ(−∞,λ) por uma
sequência monótona crescente de funções Fn não-negativas e limitada com n ∈ N; por
exemplo, basta tomar

Fn(x) =


1, se x ⩽ λ− 1

n

nλ− nx, se λ− 1
n
⩽ x ⩽ λ

0, se λ ⩽ x

.
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3. o mapa ω → Qω(f, f) é mensurável para toda f ∈ D.

Então, a família {Hω}ω∈Ω de operadores auto-adjuntos satisfaz as propriedades equivalentes
da Proposição (2.1).

Demonstração. Seja H0 = Q0(·, ·) + ⟨·, ·⟩0 uma forma quadrática associada a Q0. Por
suposição, D equipado com o produto interno H0(·, ·) é um espaço de Hilbert H. A dupla
desigualdade implica que fixado E ⩾ 1, a forma definida por (Hω + E)(f, h) é limitada e
positiva definida no espaço de Hilbert H. Com efeito, temos que

Qω(f, f) + ||f ||2 ⩾ CH0(f, f) ⩾ 0 ⇔

Qω(f, f) + E||f ||2 + ||f ||2 − ||f ||2 ⩾ CH0(f, f) + (E − 1)||f ||2 ⩾ 0

se, e somente se, E ⩾ 1. Agora, o Teorema de Representação de Riesz nos diz que existe
um operador inverso limitado Aω em (D,H0(·, ·)) tal que

(Hω + E)(f, h) = H0(Aωf, h), (2.6)

para todas f, h ∈ D. A suposição de mensurabilidade implica que ω 7→ Aω ∈ L(D) é
mensurável, onde L(D) é o espaço dos operadores limitados definidos em H. Pela Proposição
(2.1), o mapa ω 7→ A−1

ω ∈ L(D) é mensurável. Temos, pela identidade (2.6), que

(Hω + E)(f, h) = H0(Aωf, h)
⟨(Hω + E)f, h⟩ = ⟨KωAωf, h⟩,

donde
(Hω + E)−1 = A−1

ω K−1
ω

onde K é o operador associado à forma H0. Logo, temos que para todo E ⩾ 1, o mapa
ω 7→ (Hω +E)−1 ∈ L(D) é mensurável. Assim, a mensurabilidade de {Hω}ω∈Ω se segue da
Proposição (2.1) (note que (Hω +E)−1 é o resolvente de Hω em −E, e que todo −E ⩽ −1
pertence ao conjunto resolvente de Hω) e isso encerra a demonstração.

Proposição 2.4. A família de operadores {Aω}ω∈Ω da Proposição (2.2) é uma família
mensurável de operadores.

Demonstração. Mostremos que {Aω}ω∈Ω satisfaz as propriedades da Proposição (2.3). As
propriedades (1) e (2) seguem-se da Proposição (2.2). Toda f ∈ C∞

c (D) pertence a L1
loc(D),

logo Qω(f, f) está bem definida para toda f ∈ C∞
c . Assim, a propriedade (3) é obvia

para f ∈ C∞
c e segue por convergência em norma para toda f ∈ D = C∞

c (D), já que
C∞

c (D) é denso em L2(D,P ◦ vol0), novamente pela Proposição (2.2), e isso encerra a
demonstração.
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Proposição 2.5. Sejam Aω e Bω operadores mensuráveis auto-adjuntos e suponha que
Aω + Bω é essencialmente auto-adjunto em dom(Aω) ∩ dom(Bω). Então, Aω + Bω é
mensurável.

Demonstração. Usando a fórmula do produto de Trotter (vide Teorema (A.14) para
detalhes), temos que

ei(Aω+Bω)t = s − lim
n→∞

(
ei t

n
Aωei t

n
Bω

)n
.

O lado direito da igualdade acima é o limite de funções mensuráveis, logo também é uma
função mensurável. Assim, mostramos a propriedade (F2) da Proposição (2.1), e pela
mesma proposição, o resultado se segue.

Demonstração do Teorema (1.1). Para n ∈ N e ω ∈ Ω, defina a função limitada
Vω,n : X → R por

Vω,n := min{n, Vω(x)}.

Assim, o operador soma
Aω,n := Aω + Vω,n

está bem definido, onde Aω é como na Proposição (2.2) e D = X. Além disso, pela
Proposição (2.5) e pela Proposição (2.4), a família de operadores Aω,n é mensurável. Em
particular, os semigrupos correspondentes ω 7→ e−tAω,n , para todo t > 0 são, pela Proposição
(2.1) item (F3), fracamente mensuráveis. As formas de Aω,n convergem monotonicamente
para a forma de Aω,∞ = Aω + Vω.

Pelos Teorema (A.8) e Proposição (A.5), temos que os semigrupos de Aω,n convergem
fracamente para o semigrupo ω 7→ e−tAω,∞ quando n → ∞ o que implica a mensurabilidade
da família Aω,∞.

Finalmente, como Sω é o operador multiplicação por ρ1/2
ω (x) e o mapa (ω, x) 7→ ρω(x)

é mensurável, isto implica a mensurabilidade da família {Hω}ω∈Ω com Hω = SωAω,∞S
−1
ω e

isso encerra a demonstração.

Observação 2.1. O mesmo argumento mostra a mensurabilidade da família de operado-
res {HD

ω }ω∈Ω. Assim, concluímos que a família de operadores de Schrödinger aleatórios
{Hω}ω∈Ω é uma família mensurável de operadores.
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Seja a seguinte família de funções:

W = {Ff,h : L(H) → C | Ff,h(A) = ⟨f, Ah⟩ com f, h ∈ H}.

Assim, W é a coleção de todas as funções que associam a cada operador limitado o número
complexo ⟨f, Ah⟩. Cada função é assim indexada por um par de elementos de H. Define-se
a topologia operatorial fraca ou topologia fraca em L(H) como sendo a topologia
mais fina para o qual toda função de W é contínua [10]. Essa topologia é gerada pelos
conjuntos

{A ⊂ L(H) | ∀A,A′ ∈ A, tem-se |⟨f, Ah⟩−⟨f, A′h⟩| < r para algum r > 0 e algum par f, h ∈ H}.

Agora, seja a seguinte família de funções:

S = {Ff : L(H) → H | Ff (A) = Af com f ∈ H}.

Assim, S é a coleção de todas as funções que associam a cada operador limitado o elemento
Af ∈ H. Cada função é assim indexada por um elemento de H. Define-se a topologia
operatorial forte ou topologia forte em L(H) como sendo topologia mais fraca para o
qual toda função de S é contínua [10]. Essa topologia é gerada pelos conjuntos

{A ⊂ L(H) | ∀A,A′ ∈ A, tem-se ||Af − A′f || < r para algum r > 0 e algum f ∈ H.}

Definição 3.6. Sejam H um espaço de Hilbert, L(H) o espaço dos operadores limitados
agindo sobre H, e N um subconjunto de L(H). O conjunto comutante de N , denotado
por N ′, é o conjunto formado por todos os elementos que comutam com cada elemento de
N :

N ′ := {b ∈ L(H) | ab = ba para todo a ∈ L(H)}.

Segue-se da definição acima que N ′′ := (N ′)′ é o conjunto bicomutante de N .

Definição 3.7. Seja N uma álgebra1 (espaço vetorial) sobre o corpo C. Uma involução
em N é uma aplicação ∗ : N → N tal que

1. (A∗)∗ = A;

2. (AB)∗ = B∗A∗;

3. (αA+B)∗ = αA∗ +B∗;

4. Se a álgebra possuir uma identidade I∗ = I;

para todos A,B ∈ N e todo α ∈ C. A∗ é chamado de adjunto de A.
1 Vide [10] para detalhes.
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Uma álgebra que possua uma involução é dita ser uma álgebra involutiva ou
∗-álgebra.

Definição 3.8. Uma ∗-subálgebra N de L(H) que contém o operador identidade I de L(H)
e é fechada com respeito à topologia fraca é chamada de Álgebra de von Neumann.

Teorema 3.1. (Teorema do Bicomutante)2 Seja N ⊂ L(H) uma álgebra auto-adjunta e
não degenerada. Então, são equivalentes as seguintes afirmações:

1. N = N ′′.

2. N é fracamente fechada.

3. N é fortemente fechada.

Demonstração. Vide Teorema (38.24) de [10], Teorema (12.3) de [24] e Teorema (1.3.10)
de [25] para detalhes.

Segue-se do Teorema (3.1) que uma ∗-subálgebra N ⊂ L(H) será uma álgebra de
von Neumann se, e somente se, N = N ′′.

Proposição 3.1. Seja (Ni)i∈I uma família de álgebras de von Neumann. Então, N = ⋂
i∈I

Ni

é uma álgebra de von Neumann.

Demonstração. Seja {Ni ⊂ L(H), i ∈ I} uma família não vazia de subconjuntos de L(H).

Tem-se ⋂
i∈I

Ni ⊂ Nj para todo j ∈ I. Logo, N ′
j ⊂

(⋂
i∈I

Ni

)′

e, além disso, segue também

que
(⋂

i∈I
Ni

)′′

⊂ N ′′
j . Como isso vale para todo j ∈ I, segue que

(⋂
i∈I

Ni

)′′

⊂ ⋂
j∈I

N ′′
j . Logo,

valem as seguintes relações de continência:

⋂
i∈I

Ni ⊂
(⋂

i∈I

Ni

)′′

⊂
⋂
i∈I

N ′′
i . (3.1)

Se {Ni ⊂ L(H), i ∈ I} for uma família de ∗-subálgebra agindo em H, segue-se que ⋂
i∈I

Ni é
igualmente uma ∗-subálgebra de L(H). Se {Ni ⊂ L(H), i ∈ I} for uma família de álgebras
de von Neumann agindo em H, (ou seja, se Ni = N ′′

i para todo i ∈ I), então ⋂
i∈I

Ni é
igualmente uma família de álgebra de von Neumann agindo em H, pois (3.1) garante-nos

que ⋂
i∈I

Ni =
(⋂

i∈I
Ni

)′′

, e isso encerra a demonstração.

2 Devido a von Neumann.
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Lema 3.1. Seja I um ideal 5 em uma álgebra de von Neumann N agindo em um espaço de
Hilbert H com I∗I(H) = H. Seja τ um peso normal em N satisfazendo τ(A∗A) = τ(AA∗)
para todo A ∈ I. Então, τ é um traço.

Demonstração. É suficiente mostrar que τ(UAU∗) = τ(A) para A ∈ N + arbitrário e
U ∈ N unitário. Seja C(I) o fecho da norma de I∗I (logo, I∗I é um ideal denso em C(I)).
Pela Proposição (A.7), existe uma rede crescente de aproximantes da identidade (Iλ) para
C(I) em I. Como H é separável, podemos escolher (Iλ) como uma sequência crescente
(In). Por I∗I(H) = H, inferimos que In converge monotonicamente para identidade I em
H. Por decomposição polar, todo In ∈ I∗I pode ser escrito como

In =
∑

D∗
i,nDi,n −

∑
C∗

j,nCj,n (3.5)

para um número finito de Di,n, Cj,n ∈ I. Agora, seja D ∈ I dado. Sendo I é um ideal à
direita, podemos calcular

τ(UA1/2D∗DA1/2U∗) = τ(DA1/2U∗UA1/2D∗) = τ(DA1/2A1/2D∗) = τ(A1/2D∗DA1/2),
(3.6)

onde a primeira identidade segue-se de B = DA1/2U∗, B∗ = UA1/2D∗. Combinando (3.5)
e (3.6) ao fato de τ ser normal, podemos concluir a demonstração do lema da seguinte
maneira:

τ(UAU∗) = lim
n→∞

τ(UA1/2InA
1/2U∗)

= lim
n→∞

τ
(
UA1/2

(∑
D∗

i,nDi,n −
∑

C∗
j,nCj,n

)
A1/2U∗

)
= lim

n→∞
τ
(∑

UA1/2D∗
i,nDi,nA

1/2U∗ −
∑

UA1/2C∗
j,nCj,nA

1/2U∗
)

= lim
n→∞

τ
(∑

A1/2D∗
i,nDi,nA

1/2 −
∑

A1/2C∗
j,nCj,nA

1/2
)

= lim
n→∞

τ
(
A1/2

(∑
D∗

i,nDi,n −
∑

C∗
j,nCj,n

)
A1/2

)
= lim

n→∞
τ(A1/2InA

1/2) = τ(A).

Isso encerra a demonstração.

Agora, mostraremos que a álgebra de von Neumann formada pelos operadores
aleatórios e limitados é tal que τ definido no Teorema (3.5) é um traço normal.

Proposição 3.3. Seja {Hω}ω∈Ω um operador de Schrödinger aleatório e defina, para t ⩾ 0,
o operador

S(t) : L2(Ω ×X) → L2(Ω ×X)

por
S(t)fω(x) := (et∆ωfω)(x).

5 Seja (a,+, ·) um anel e seja I um subconjunto de não-vazio de a. Dizemos que I é um ideal de a se
para todos x, y ∈ I temos x+ y ∈ I e para todos c ∈ a e x ∈ I temos cx ∈ I.





Capítulo 3. Propriedades Espectrais de Operadores Aleatórios 45

e novamente pela mesma proposição e pelo mesmo teorema, uma vez que S(t) é um
semigrupo, segue-se que

||S(t)||2L2 = k2t
ω (x, x) < ∞.

Isto mostra que S(t) pertence a K e isso encerra a demonstração.

Teorema 3.6. Considere N a álgebra de von Neumann formada pelos operadores de
Schrödinger aleatórios em uma variedade compacta. A aplicação τ definida no enunciado
do Teorema (3.5) é um traço normal.

Demonstração. Pela Proposição (3.2) e pelo Lema (3.1), é suficiente mostrar que K∗K(L2(Ω×
X)) é denso em L2(Ω×X). Porém, isso segue diretamente da Proposição (3.3), que mostra
que S(t)f converge para f para toda f ∈ L2(Ω ×X), onde S(t) ∈ K∗K por propriedades
de semigrupo e isso encerra a demonstração.

Em N , um traço do tipo II∞ (vide [24], [25], [27] e [28] para definição) é dado por

τ(A) := E(Trω(χFA•)),

onde Tr denota o traço no espaço de Hilbert L2(X, volω). Note que tal expressão é um caso
particular do traço definido no enunciado do Teorema (3.5). Com efeito, para qualquer
u : Ω ×X → R+ mensurável com ∑

γ∈Γ
uγ−1ω(γ−1x) ≡ 1 para todo (ω, x) ∈ Ω ×Z, temos que

τ(A) := E(Tr(u•A•)).

A resolução da identidade {EHω(−∞, λ)}ω∈Ω de {Hω}ω∈Ω no intervalo ] − ∞, λ[ é um
operador aleatório e limitado e é um elemento de N . Assim, a densidade de estados

NH(−∞, λ) := τ(E(] − ∞, λ[))
E(vol•(F)) ,

onde F ⊂ X é um domínio pré-compacto Γ-fundamental, também é um traço.

3.3 O Espectro do Operador de Schrödinger
Agora, mostraremos que NH é uma medida espectral para {Hω}ω∈Ω. Apresentare-

mos, também, a definição de medida espectral bem como a definição de espectro de um
operador auto-adjunto. Por fim, apresentaremos as demonstrações dos Teoremas (1.2) e
(1.3).

Definição 3.13. Seja ϕ uma medida em R. Então ϕ será uma medida espectral para um
operador auto-adjunto A com respeito a resolução da identidade EA se para um boreliano
B ⊂ R,

ϕ(B) = 0 ⇐⇒ EA(B) = 0.
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Dados n e ε > 0, é possível encontrar m de modo que ℓ(Am) < 1
n

e então um I ∈ J tal
que µ(Am\I) ⩽ ε (já que µs⊥ℓ). Logo, como B ∩ Am ⊂ (B ∩ I) ⊔ (Am\I), segue-se que

µ(B ∩ I) ⩾ µ(B ∩ Am) − µ(Am\I) ⩾ µ(B ∩ B) − ε = µs(B) − ε.

Portanto,
ν(B) = lim

n→∞
sup

I∈J ,ℓ(I)< 1
n

µ(B ∩ I) ⩾ µs(B) − ε.

Agora, como ε foi escolhido arbitrariamente, segue que ν(B) ⩾ µs(B) e isso encerra a
demonstração.

Lema 3.2. Seja µ uma medida contínua e finita em R e seja B ⊂ R um aberto. Então,
lim

n→∞
µ(Bn) = 0 para toda sequência (Bn) de intervalos abertos cujos comprimentos tendem

para zero.

Demonstração. Assuma o contrário. Então, existe uma sequência de intervalos abertos
(Bn) com ℓ(Bn) → 0 e δ > 0 tal que µ(Bn) ⩾ δ para n ∈ N. Para cada n ∈ N, escolha uma
sequência xn ∈ Bn arbitrária. Se a sequência (xn) for ilimitada, então poderemos encontrar
uma subsequência (Bnk

)k∈N de (Bn) consistindo de intervalos disjuntos aos pares. Então,
µ(R) ⩾

∞∑
k=1

µ(Bnk
) ⩾

∞∑
k=1

δ = ∞, uma contradição. Assim, a sequência (xn) é limitada e
contém uma subsequência convergente.

Sem perda de generalidade, assumimos que xn → x para n → ∞. Para todo
intervalo aberto B contendo x, temos que µ(B) ⩾ µ(Bn) para n suficientemente grande.
Isso fornece µ(B) ⩾ δ para cada intervalo. Como Bnk

⊃ Bnk+1 ⊃ · · · e ⋂
k
Bnk

= {x},
temos que µ({x}) = lim

k→∞
µ(Bnk

) ⩾ δ, contradizendo a continuidade de µ e isso encerra a
demonstração.

Proposição 3.6. Seja µ uma medida de Borel e finita em R com parte puramente pontual
µpp e parte contínua µc. Então, para cada B ⊂ R, µpp é dada por

µpp(B) = lim
m→∞

lim
n→∞

sup
ℓ(I)⩽ 1

n
, I∈J m

µ(B ∩ I).

Demonstração. Denote por am,n(B) = sup
ℓ(I)⩽ 1

n
, I∈J m

µ(B∩I) e note que am,n(B) não decresce

quando m cresce. Portanto, os limites existem.

(⩽): Seja {xi} um subconjunto contável de R com µpp = ∑
i
µ({xi})δxi

, onde δxi

denota a medida de Dirac. Assim, temos µpp(B) = ∑
xi∈B

µ({xi}). Para todo ε > 0, existe

um subconjunto finito Bε = {xi | xi ∈ B} com número de elementos #Bε e µpp ⩽

ε+ ∑
x∈Bε

µ({x}). Logo,

µpp(B) ⩽ ε+
∑

x∈Bε

µ({x}) ⩽ ε+ µ(B ∩ I)
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para um I ∈ J #Bε adequado de medida de Lebesgue arbitrariamente pequena. Como ε é
arbitrário, segue-se a desigualdade desejada.

(⩾) Pelo Lema (3.2), podemos concluir que para todo m ∈ N,

lim
n→∞

sup
ℓ(I)⩽ 1

n
, I∈J m

µc(B ∩ I) = 0.

Combinando isso com a desigualdade µpp(B) ⩾ µpp(B∩ I), válida para B, I ⊂ R arbitrários
e mensuráveis, temos que

µpp(B) ⩾ lim
m→∞

lim
n→∞

sup
ℓ(I)⩽ 1

n
, I∈J m

µpp(B ∩ I)

= lim
m→∞

lim
n→∞

sup
ℓ(I)⩽ 1

n
, I∈J m

µpp(B ∩ I) + lim
m→∞

lim
n→∞

sup
ℓ(I)⩽ 1

n
, I∈J m

µc(B ∩ I)

= lim
m→∞

lim
n→∞

sup
ℓ(I)⩽ 1

n
, I∈J m

µ(B ∩ I).

Isso encerra a demonstração.

Demonstração do Teorema (1.2). Seja J como descrito acima e seja EHω a resolução
da identidade para o operador auto-adjuntoHω, com ω ∈ Ω. Sabemos pelo Lema (2.1) e pelo
Teorema (1.1) que o operador de Schrödinger {Hω}ω∈Ω é mensurável. Para um boreliano
B ⊂ R é possível, na topologia forte, aproximar EHω(B) por polinômios (vide Proposição
(A.2) para detalhes) independentes de ω, uma vez que o conjuntos dos polinômios é
denso no conjunto da funções contínuas pelo Teorema de Stone-Weierstrass. Isso implica a
mensurabilidade forte de EHω(B).

Segue da cálculo funcional que ∑
i

⟨ϕi, E
Hω(B)ϕi⟩ω = Tr(EHω(B)) está bem definido,

onde {ϕi} é uma base ortonormal para o espaço de Hilbert H. Logo, a aplicação ω →
Tr(EHω(B)) é uma função invariante e mensurável para todo B ∈ J .

Assim, por ergodicidade (vide Teorema (A.28) para detalhes), esta aplicação é
quase certamente constante. Denote esta constante por FB.

Como J é contável, podemos encontrar Ω′ ⊂ Ω com P(Ω′) = 1, tal que para todo
ω ∈ Ω′, temos Tr((EHω(B)) = FB para todo B ∈ J (a saber, para cada B ∈ J existe ΩB

tal que P(ΩB) = 1; faça Ω′ := ⋂
B∈J

ΩB). Pela Definição (3.14) e pelo fato do traço ser fiel,
inferimos a constância de σ(Hω) em Ω′. Por argumentos completamente análogos e usando
que

σess(Hω) = {λ ∈ R | Tr(EHω(B)) = ∞ para todo B ∈ J com λ ∈ B}

e
σdisc(Hω) = {λ ∈ R | Tr(EHω(B)) < ∞ para todo B ∈ J com λ ∈ B},

também inferimos a constância de σess(Hω) e também de σdisc(Hω), uma vez que σ(Hω) =
σess(Hω) ⊔ σdisc(Hω) (união disjunta).
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4 Núcleo de Calor

Neste capítulo discutiremos a existência e algumas propriedades dos núcleos de
calor referentes aos semigrupos exp(−tHω) e exp(−jHD

ω ). Em particular, avaliaremos a
dependência das estimativas dos núcleos tanto em função do potencial quanto da métrica,
uma vez que variam com o parâmetro aleatório ω ∈ Ω. Um fato importante é que usaremos
tais estimativas para mostrar o princípio de não sentir a fronteira, muitas vezes tratado
na Física como "desconsiderar condições de contorno", e na demonstração do Lema (6.1)
(vide Capítulo 5).

Considere por {Tt}t⩾0 uma família de operadores lineares agindo no espaço de
Banach B das funções mensuráveis f : [0,∞) → R e seja L(B) o espaço dos operadores
limitados.

Definição 4.1. Uma família {Tt}t⩾0 de operadores lineares é dita ser um semigrupo se
as seguintes condições forem satisfeitas:

1. Tt ∈ L(B) para todo t ⩾ 0;

2. T0 = I (operador identidade);

3. Tt · Ts = Tt+s para todos t, s ⩾ 0 (propriedade de semigrupo).

Definição 4.2. Seja {Tt}t⩾0 família de operadores agindo no espaço das funções mensurá-
veis com medida σ-finita invariante µ, satisfazendo as condições da Definição (4.1). Além
disso, suponha que {Tt}t⩾0 satisfaz as seguintes condições:

1. Tt(1) = 1, onde 1 é a função constante igual a 1;

2. Se f ⩾ 0, então Ttf ⩾ 0 (preservado positivamente).

Então, {Tt}t⩾0 é dita ser um semigrupo de Markov.

Definição 4.3. Uma família {Tt}t⩾0 de operadores lineares Tt : B → B, t ⩾ 0, será
chamada de semigrupo de contração se satisfizer as seguintes propriedades:

1. Tt+s = Tt · Ts para todos t, s ⩾ 0;

2. lim
t→0

||Ttf − f || = 0 para toda f ∈ B;

3. ||Tt|| ⩽ 1 para todo t ⩾ 0.
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Observação 4.1. Sejam D ⊂ X um aberto e µ uma medida de Borel σ-finita em D. Seja
T um operador auto-adjunto, real e não-negativo agindo em L2(D,µ). O semigrupo e−tT ,
com t > 0, é preservado positivamente se etTf ⩾ 0 para toda 0 < f ∈ L2(D,µ). Além
disso, se e−tT com t > 0 estiver bem definido em L∞(D,µ) então valerão as seguintes
propriedades:

1. e−tT : L2(D,µ) → L2(D,µ) é preservado positivamente para todo t > 0,

2. e−tT : L∞(D,µ) → L∞(D,µ) é uma contração para todo t > 0.

Segue-se que e−tT é um semigrupo de Markov.

Pelo Teorema (A.12), temos que e−tHω é uma contração em Lp para todos 1 ⩽ p ⩽ ∞
e t ⩾ 0, e segue do Teorema (A.13) que o operador de Schrödinger HD

ω em L2(D) é uma
forma de Dirichlet1 (as demonstrações de tais resultados valem para X = Rd, mas também
se estendem para uma variedade [2]).

Definição 4.4. Sejam 1 ⩽ p < q ⩽ +∞. Um semigrupo {Tt}t⩾0 : Lp → Lq é dito
ser ultracontrativo, se existir uma função positiva c(t) em (0,+∞) tal que para toda
f ∈ Lp ∩ L2 e t > 0, temos que Ttf ∈ Lq e

||Ttf ||q ⩽ c(t)||f ||p.

Mostraremos, a seguir, que et∆ω é ultracontrativo.

Seja et∆ω : L1(X, volω) → L∞(X, volω). Então, pelo Teorema (A.23), et∆ω é limitado
e vale que

||et∆ωf(x)||L∞
(X,volω)

⩽ ||et∆ω ||1→∞||f(x)||L1(x,volω),

com ||et∆ω ||1→∞ = Ct para todo ω ∈ Ω e t > 0.

Agora, pelo Lema (A.4), o semigrupo et∆ω tem um núcleo k−∆ω tal que

0 ⩽ k−∆ω(t, x, y) ⩽ ||et∆ω ||1→∞ =: Cω,t (4.1)

para todo t > 0 e para quase todos x, y ∈ X. Pela fórmula de Trotter, para 0 ⩽ f ∈
L1(X, volω), temos que

0 ⩽ e−tHωf(x) ⩽ et∆ωf(x) ⩽ Cω,t||f ||L1

para quase todo x ∈ X (já que Vω(x) ⩾ 0 para todo x ∈ X). Assim, e−tHω : L1(X, volω) →
L∞(X, volω) é também limitado por Cω,t e temos

0 ⩽ kHω(t, x, y) ⩽ Cω,t (4.2)
1 Operador com condição de Dirichlet.
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Seja também QDj ,m = ⟨(HDj ,m
ω )1/2f, (HDj ,m

ω )1/2f⟩ω a forma associada ao operador (Hω +
mχj) tal que lim

m→∞
QDj ,m =: QDj . Então, pelo Teorema (A.4), existe um operador auto-

adjunto HD
ω com dom(QDj ) ⊆ ⋂

j
dom(QDj ,m) tal que

⟨(HDj
ω )1/2f, (HDj

ω )1/2f, ⟩ω = lim
m→∞

⟨(Hω +mχj)1/2f, (Hω +mχj)1/2f⟩ω

para toda f ∈ dom(QDj ). Pelo Teorema (A.5), as formas QDj decrescem e convergem
quando j → ∞ para QD, porque C∞

c (D) é um cerne para Q e toda f ∈ C∞
c (D) também

pertence ao dom(QDj ). Agora, pela Fórmula de Trotter, temos que

0 ⩽ exp(−(HD
ω +mχj)t)f ⩽ exp(−HD

ω t)f

para toda 0 ⩽ f ∈ L2(D) e todo ω ∈ Ω. Então, tomando os dois limites, vale que

0 ⩽ exp(−HD
ω t)f ⩽ exp(−Hωt)f. (4.11)

A equivalência entre (4.10) e (4.11) é padrão e isso encerra a demonstração.

Finalmente, para volω(D) < ∞, a estimativa 0 ⩽ kHD
ω

(t, x, y) ⩽ Ct implica que
exp(−tHD

ω ) é um operador de Hilbert-Schmidt compacto. Pelo Corolário (A.1), o espectro
é puramente discreto, com exceção do 0 (único ponto de acumulação). Segue do Teorema
de Mapeamento Espectral5, que para todo t > 0,

σ(HD
ω ) =

{
−1
t

log(e−tλ) | λ ∈ σ(e−tHD
ω )/{0}

}
e assim, HD

ω tem espectro puramente discreto (note que +∞ é o único ponto de acumulação
de σ(HD

ω ), limite da sequência −1
t

log(e−tλn) quando λn → 0, λn ∈ σ(e−tHD
ω )).

5 Vide Proposição (A.1) para detalhes.
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5 O Princípio de Não Sentir a Fronteira

Neste capítulo, mostraremos que os semigrupos associados aos operadores aleatórios
{Hω}ω∈Ω, sob certas condições, satisfazem o princípio de não sentir a fronteira.

Seja D um aberto da variedade X. É esperado que a diferença entre os núcleos de
calor kHD

ω
(t, x, y) e kHω(t, x, y) seja pequena para t > 0 e para x e y longe o suficientemente

da fronteira de D. Este fenômeno é chamado de princípio de não sentir a fronteira,
equivalente na Física ao procedimento de desprezar as condições de contorno. Para tratar
este fenômeno de maneira rigorosa, introduziremos a noção de fronteira com espessura.
Assim, para ζ > 0 faça ∂ζD := {x ∈ X | d0(x, ∂D) ⩽ ζ} e defina por Dζ o interior do
conjunto D\∂ζD.

Iniciamos a nossa discussão apresentando o princípio do máximo para equação
do calor com potencial não-negativo. Heuristicamente, pelo princípio do máximo, a con-
tribuição da fronteira para o comportamento do núcleo do semigrupo pouco afeta o seu
comportamento no interior do domínio D ⊂ X, daí a ideia de não sentir a fronteira.

Lema 5.1. Sejam D ⊂ X um aberto com fecho compacto, V ⩾ 0 e

u ∈ C([0, T ) ×D) ∩ C2((0, T ) ×D)

uma solução para equação do calor

∂

∂t
u+ (−∆ + V )u = 0 em (0.T ) ×D

com supremo não-negativo s = sup{u(t, x) | (t, x) ∈ [0.T ) ×D}. Então,

s = max
max

x∈D
u(0, x), sup

[0,T )×∂D

u(t, x)
 .

Demonstração. É suficiente mostrar que para qualquer c ⩾ 0, a afirmação

u < c em ({0} ×D) ∪ ([0, T ) × ∂D) (5.1)

implica u ⩽ c em [0, T )×D. Para tanto, definiremos a função auxiliar uξ(t, x) = u(t, x)−ξt,
ξ > 0, e mostraremos que (5.1) implica que uξ(t0, x0) < c em [0, T ) ×D.

Assuma que a afirmação é falsa. Então, existe (t0, x0) ∈ (0, T ) × D tal que
uξ(t0, x0) > c. Por continuidade, a função f(t) := max

x∈D
uξ(t0, x0) > c está bem defi-

nida e t1 := min
t⩾0

{t | f(t) = c} existe. Por (5.1), temos que 0 < t1 ⩽ t0 e existe um x1 ∈ D

tal que uξ(t1, x1) = c. Por um lado, temos que (∂uξ/∂t)(t1, x1) ⩾ 0 e por outro lado,
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Demonstração. O resultado segue diretamente da Proposição (5.2).

Podemos perceber pelo Teorema (5.1) que a fronteira não interfere no compor-
tamento do núcleo de calor para o operador de Schrödinger {Hω}ω∈Ω. Tal propriedade
desempenha um papel fundamental na demonstração do Teorema (1.4), como veremos no
próximo capítulo.
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6 Densidade Integrada de Estados

Neste capítulo apresentamos a demonstração do Teorema (1.4). Para tanto, mos-
traremos que a IDS definida pela identidade (1.9) coincide com o limite de um processo de
exaustão para quase todo ω ∈ Ω, e isso demonstra a propriedade de auto-média da IDS
apresentada no Teorema (1.4).

Começaremos, como de praxe, introduzindo alguns conceitos necessários para o
desenvolvimento deste capítulo.

Definição 6.1. Uma sequência de Følner {Gj}j∈N será uma sequência de Følner
temperada se crescer monotonicamente e satisfazer

sup
j∈N

|GjG−1
j−1|

|Gj|
< ∞. (6.1)

A equação (6.1) é chamada de Condição de Shulman. Segue-se de [20] que uma
sequência de Følner será temperada se satisfizer a Condição de Shulman.

Proposição 6.1. Toda sequência de Følner Gj tem uma subsequência temperada. Em
particular, todo grupo amenable tem uma sequência de Følner temperada.

Demonstração. Seja Gn uma sequência de Følner. Provemos por indução. Começamos com
n1 = 1. Se n1, · · ·, ni foram determinados, faça G̃i = ⋃

j⩽i
Gnj

e tome ni+1 suficientemente

grande tal que Gni+1 é (G̃−1
i , 1/|G̃i|)-invariante. Um cálculo direto mostra que∣∣∣∣∣∣

⋃
j⩽i

G−1
nj

Gni+1

∣∣∣∣∣∣ < 2|Gni+1|,

e portanto a sequência satisfaz a Condição de Shulman.

Definição 6.2. Uma sequência {Dj}j de subconjuntos de X será uma sequência ad-
missível para X se satisfazer (1.8) e (6.1), com ⋃

j
Gj = Γ tal que Dj = ϕ(Gj) para todo

j ∈ N em que

ϕ(G) := int
⋃

γ∈G
γF

 ⊂ X.

Pelo Lema (A.6), temos que uma sequência admissível satisfaz a propriedade
isoperimétrica

lim
j→∞

vol0(∂ζD
j)

vol0(Dj) = 0, para todo ζ > 0. (6.2)
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7 Conclusão

O modelo matemático apresentado neste trabalho mostra-se satisfatório em sua
proposta. A partir deste modelo foi possível obter propriedades espectrais para o operador
de Schrödinger aleatório em variedades compactas, bem como obter uma equação para
densidade integrada de estados, e como já informado na Introdução deste trabalho, pode
ser usada para calcular quantidades termodinâmicas de um sistema com muitas partículas
não interagentes.

Além disso, como é mostrado na Seção 7 de [6] e em suas referências, é possível
estudar quasicristais do ponto de vista dos operadores aleatórios.

Vale a pena lembrar que as propriedades espectrais estão ligadas à dinâmica do
sistema (mais especificamente, à probabilidade de retorno do sistema aos seu estado inicial
e aos momentos médios, com respeito ao tempo, do operador de posição), e assim é possível
obter tais informações sobre a dinâmica do operador a partir do estudo detalhado da
densidade integrada de estados.
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APÊNDICE A – Resultados Auxiliares

Este apêndice tem como objetivo apresentar, sem demonstrar, resultados auxiliares
para total compreensão do trabalho.

A.1 Análise Funcional e Teoria Espectral

Teorema A.1. O operador de Schrödinger livre H0 = −∆ é auto-adjunto e seu espectro é
caracterizado por

σ(H0) = σac(H0) = [0,∞), σsc(H0) = σpp(H0) = ∅

Demonstração. Vide Teorema (7.17) de [22] para detalhes.

Corolário A.1. Seja H um operador linear compacto agindo sobre um espaço de Banach
B, então:

1. O único ponto de acumulação possível de σp(H) é zero.

2. σp(H) é contável e, se λ ̸= 0, então o núcleo do operador tem dimensão finita.

3. Se σp(H) é finito, então os autovalores de H podem ser ordenados numa sequência
convergindo a zero.

4. Se dimB = ∞, então zero pertence ao espectro de H.

Demonstração. Vide Corolário (30.3) de [35] para detalhes.

Proposição A.1. (Teorema de Mapeamento Espectral) Seja H auto-adjunto e
F ∈ C(σ(H)). Então (a barra indica o fecho)

σ(F (H)) = F (σ(H)) := {F (λ) : λ ∈ σ(H)}.

Demonstração. Vide Proposição (9.6.1) de [5] para detalhes.

Definição A.1. (Definição para o Teorema (A.2))

1. Se Q ⩽ β, denotaremos por (H+,Q+) o completamento do espaço com produto
interno (dom(Q), ⟨f, h⟩+ := Q(f, h) + (1 − β)⟨f, h⟩).

2. Seja Q uma forma fechada e limitada por baixo. Um cerne para Q é um subespaço
D ⊂ dom(Q) denso em dom(Q) equipado com o produto interno ⟨·, ·⟩+.
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Teorema A.2. (Extensão de Friedrichs) Seja H um operador hermitiano limitado
por baixo com H ⩾ βI, β ∈ R, Q(H) a forma gerada por H, i.e.,

Q(H)(f, h) = ⟨f,Hh⟩, f, h ∈ dom(Q(H)) = dom(H),

e (HH
+ ,Q(H)+) como na Definição (A.1). Então, o operador H tem uma única extensão

auto-adjunta HF : dom(HF ) → H com dom(HF ) ⊑ HH
+ . Além disso, HF ⩾ βI e dom(HF )

é um cerne para Q(H)+. HH
+ é o domínio de forma de HF .

Demonstração. Vide Teorema (4.3.1) de [5] para detalhes.

Teorema A.3. Se 0 ⩽ V ∈ L1
loc, então a forma Q associada ao operador de Schrödinger

é fechada em C∞
c e seu fecho é a soma das formas quadráticas de −∆ e V , com

dom(Q(H)) = dom(Q(−∆)) ∩ dom(Q(V )).

O operador de Schrödinger agindo em L2 é o gerador do semigrupo simétrico de Markov
e−tH

Demonstração. Vide Teorema (1.8.1) de [32] para detalhes.

Teorema A.4. Seja Hn uma sequência crescente de operadores auto-adjuntos e não-
negativos agindo em um espaço de Hilbert H. Seja Qn a forma associada e defina Q em
H por

Q(f) = lim
n→∞

Qn(f)

tal que
dom(Q) ⊆

⋂
n

dom(Q1/2
n ).

Então, existe um operador auto-adjunto H ⩾ 0 no fecho do dom(Q) tal que

⟨H1/2f,H1/2f⟩ = lim
n→∞

⟨H1/2
n f,H1/2

n f⟩

para toda f ∈ dom(Q).

Demonstração. Vide Teorema (1.2.2) de [32] para detalhes.

Teorema A.5. Sejam Hn e H operadores auto-adjunto e não-negativos agindo em um
espaço de Hilbert H tal que

Hn ⩾ Hn+1 ⩾ H

para todo n. Suponha que a forma associada satisfaz

lim
n→∞

Qn(f) = Q(f)

para toda f no cerne de forma de Q. Então, Hn converge para H no sentido forte do
resolvente.
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|h(x) − h(y)| ⩽ |f(x) − f(y)|,

para todo x, y ∈ X. Então, h ∈ dom(H1/2) e

Q(h) ⩽ Q(f).

4. Se 0 ⩽ f ∈ dom(H1/2), então min{f, 1} pertence ao dom(H1/2) e

Q(min{f, 1}) ⩽ Q(f).

Demonstração. Vide Teorema (1.3.3) de [32] para detalhes.

Teorema A.13. Se X ⊂ Rn e H é um operador elíptico agindo em L2(X) satisfazendo
condição de fronteira de Dirichlet, então H satisfaz as condições dos Teoremas (1.3.2) e
(1.3.3).

Demonstração. Vide Teorema (1.3.5) de [32] para detalhes.

Definição A.3. (Definição para a Proposição (A.5)) Seja H um operador auto-
adjunto agindo em um espaço de Hilbert H. Afirmamos que HN converge para H no sentido
forte do resolvente se Ri(Hn) s→ Ri(H), e escrevemos Hn

SR−→ H.

Proposição A.5. Hn
SR−→ H se, e somente se, F (Hn) s→ F (H) para toda função F : R →

C contínua e limitada.

Demonstração. Vide Proposição (10.1.9) de [5] para detalhes.

Teorema A.14. (Fórmula do Produto de Trotter) Se HA e HB são operadores
auto-adjuntos e HA +HB é essencialmente auto-adjunto em dom(HA) ∩ dom(HB), então

s − lim
n→∞

(eitHA/neitHB/n) = eit(HA+HB).

Além disso, se HA e HB são limitados por baixo, então

s − lim
n→∞

(etHA/netHB/n) = et(HA+HB).

Demonstração. Vide Teorema (VIII.31) de [23] para detalhes.

Teorema A.15. Se K é um operador de Carleman forte e H é um operador limitado,
então KH e HK também são operadores de Carleman fortes.

Demonstração. Vide Teorema (I) de [37] para detalhes.

Teorema A.16. Para todo operador de Carleman auto-adjunto, 0 é o ponto limite do seu
espectro; o espectro de um operador de Carleman forte tem no máximo os pontos limites
−∞, 0 e +∞.
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Demonstração. Vide (A.78) de [28] para detalhes.

Lema A.3. Existem uma função mensurável F : Ω → N0 ∪ {∞}, uma sequência (ϕ(n))n

de funções mensuráveis em Ω ×X e um conjunto Ω′ ⊂ Ω tal que P(Ω′) = 1 satisfazendo
as seguintes propriedades:

1. (ϕ(n)
ω : 1 ⩽ n ⩽ F (ω)) é uma base para L2(X, volω) para todo ω ∈ Ω′.

2. ϕ(n)
ω = 0 para n > F (ω), ω ∈ Ω′.

3. ϕ(n)
ω = 0 para ω /∈ Ω′.

Demonstração. Vide Lema (A.1) de [6] para detalhes.

A.1.2 Operadores Aleatórios

Proposição A.8. Se para cada ω ∈ Ω, sejam Hω um operador auto-adjunto agindo em H
e {EHω(B); B ∈ BR} a resolução da identidade para Hω. Então, as seguintes propriedades
são equivalentes:

1. Ω ∋ ω → EHω(B) ∈ L(H) é mensurável para todo B ∈ BR.

2. Ω ∋ ω → eitHω ∈ L(H) é mensurável para todo t ∈ R.

3. Ω ∋ ω → (Hω − zI)−1 ∈ L(H) é mensurável para todo z ∈ C \ R.

Demonstração. Vide Proposição (V.1.2) de [4] para detalhes.

A.1.3 Análise Matricial

Teorema A.22. Seja A uma matriz quadrada e normal. As seguintes propriedades são
equivalentes:

1. ĀA = AĀ.

2. AT A = AAT .

3. Existe uma matriz real e ortogonal Q tal que QT AQ é uma soma direta de blocos,
em qualquer ordem prescrita, cada um dos quais é um bloco zero ou um múltiplo
escalar diferente de zero de

[1],
 0 1

−1 0

 ,
 a b

−b a

 ,
 1 i

−i 1

 , a, b ∈ C

com a ̸= 0 ̸= b e a2 + b2 = 1.

Demonstração. Vide Teorema (2.5.17) de [39] para detalhes.
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A.5 Geometria Riemanniana

Teorema A.29. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional, e suponha
que exista uma constante K tal que o tensor de curvatura de Ricci de M satisfaz Ric(v, v) ⩾
(d− 1)K para todos o vetores unitários v. Seja p ∈ M dado, e para todo número positivo
δ, seja Vg(δ) o volume da esfera métrica de raio δ centrada em p, e VK(δ) o volume da
esfera métrica de raio δ no espaço Euclidiano n-dimensional, espaço hiperbólico ou esfera
com curvatura seccional constante K.

Então, para todo 0 < δ ⩽ inj(p), onde inj(p) é o supremo de todas os a > 0 tal que
a aplicação expp é um difeomorfismo de Ba(0) ⊆ TpM em sua imagem, temos que

Vg(δ) ⩽ VK(δ), (A.1)

e o quociente Vg(δ)/VK(δ) é uma função não-crescente de δ que aproxima-se de 1 quando
δ ↘ 0. Se (M, g) é completa, o mesmo é verdade para todo δ positivo, não apenas δ ⩽ injp.
Em ambos os casos, se vale a igualdade em (A.1) para algum δ, então g tem curvatura
seccional constante em toda a esfera métrica de raio δ centra em p.

Demonstração. Vide Teorema (11.19) de [11] para detalhes.

A.6 Densidade Integrada de Estados

Lema A.6. Seja Gn ⊂ Γ uma sequência não vazia e finita. Então, as seguintes propriedades
são equivalentes:

1. {Gn} é uma sequência de Følner.

2. {ϕ(Gn)} satisfaz a propriedade isoperimétrica (6.2).

Demonstração. Vide Lema (2.4) de [7] para detalhes.
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