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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a mensurabilidade e os espectros de operadores
aleatérios em variedades compactas, em particular a densidade integrada de estados
associada a uma familia de operadores de Schrodinger aleatérios. A motivagao para este
trabalho vem da Fisica do Estado Sélido, onde procuramos um modelo mateméatico que
descreva como operadores, em especial, o operador de Schrodinger comporta-se em uma
variedade, considerando que tanto o operador Laplaciano, quanto o potencial e o tensor
métrico da variedade sao indexados por elementos de um espago de probabilidade. E simples
imaginar um cendrio fisico para tal modelo, como por exemplo, uma estrutura cristalina
onde nao se sabe como as impurezas estao distribuidas pela rede. Para compreender
tal modelo, bem como algumas de suas propriedades, estudamos em detalhes todas as

defini¢bes e todos os resultados apresentados em [1].

Palavras-chave: Operadores de Schrodinger Aleatérios, Operadores Aleatérios, Variedades

Riemannianas, Densidade Integrada de Estados, Teorema Ergddico de Lindenstrauss.



Abstract

The aim of this work is to study the measurability and spectra of random operators
on compact manifolds, in particular the integrated density of states associated with a
family of random Schrodinger operators. The motivation for this work comes from Solid
State Physics, where we look for a mathematical model that describes how operators, in
particular, the Schrodinger operator behaves in a manifold, considering that both the
Laplacian operator, the potential and the metric tensor of manifold are indexed by elements
of a probability space. It is simple to imagine a physical scenario for such a model, such as
a crystalline structure where it is not known how impurities are distributed across the
network. To understand this model, as well as some of its properties, we studied in detail

all the definitions and all the results presented in [1].

Keywords: Random Schrodinger Operators, Random Operators, Riemannian Manifolds,

Integrated Density of State, Lindenstrauss’s Ergodic Theorem.
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1 Introducao

Operadores de Schr('jdinge aleatorios sao modelos para a descricao da mecanica
quantica de meios desordenados. O estudo destes operadores tem origem na Fisica do
Estado Sélido, onde o fendmeno de localizagao foi tratado pela primeira vez por Philip W.
Anderson no final dos anos cinquenta e por Nevill F. Mott e W.D. Twose nos anos sessenta;
vale destacar que as contribuigoes de I. M. Lifshitz, na década de 1960, estabeleceram as
bases para o estudo matematicamente rigoroso da teoria. E padrao da Fisica do Estado
Sélido tratar de sistemas, no caso materiais (redes cristalinas), onde é atribuida uma
ordem (periodicidade) aos componentes do sistema, por exemplo, 4tomos ou moléculas
dispostos em uma rede. Porém, quando é adicionada uma componente diferente (impureza)

ao sistema, temos entdo o que é chamado de sistema desordenado (sem periodicidade).

Um sélido macroscépico consiste em uma ordem de grandeza de 10?3 niicleos
e elétrons. O hamiltoniano resultante, levando em consideracao todas as interacoes, é
altamente complicado. Para chegar a um operador de Schrodinger que possa ser estudado
com algum detalhe, negligenciamos as interagoes elétron-elétron e tratamos os nicleos
na aproximacao de massa infinita. Assim, chega-se a um operador Schrédinger de um
elétron com um potencial externo devido as forgas elétricas entre o elétron e os ntcleos,
que se supdem serem fixos no espago. Para o caso em que os ntcleos sao organizados
periodicamente em uma rede, a energia potencial do elétron é uma funcao periddica da

variavel espacial.

Por outro lado, o elétron pode estar se movendo em um meio desordenado, caso em
que nao ha um grupo de simetria do hamiltoniano. No entanto, do ponto de vista fisico, é
razoavel supor que a estrutura local do meio seja, em média, invariante a translagao [2].
Isso significa que consideramos o potencial que o elétron experimenta como uma realizacao
particular de um processo aleatério e assumimos a localizacao em relagao a algum grupo
de translacao. Além disso, a intuicao fisica sugere supor que as propriedades locais do meio
em duas regioes distantes (na escala microscoépica) sao aproximadamente independentes
uma da outra. Portanto, o processo estocastico que descreve o potencial deve ter uma
funcdo de correlagdo que decai para zero ou - mais geralmente - deve ser ergddico [2], [3]
e [4].

1

Operador de Schrodinger, operador hamiltoniano e operador energia sdo sinénimos.
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1.1 Os Operadores Aleatorios

Para incorporar a desordem aos modelos matematicos, é preciso considerar um
operador como um elemento de uma familia de operadores, familia esta indexada pelos
elementos de um espaco de probabilidade. Isso quer dizer que, do ponto de vista fisico, nao
se sabe exatamente como as impurezas se distribuem ao longo da rede cristalina. Unindo-se
a tal familia a propriedade de ergodicidade, é possivel mostrar que os tipos espectrais que
normalmente se consideram, ou seja, espectros absolutamente continuo, singular continuo
e puramente pontual, ndo sdo aleatérios (i.e., independem do operador, a menos de um

conjunto de probabilidade zero) [3], [4] e [5].

Recordemo-nos da defini¢ao de sistema ergodico:

Definicao 1.1. Seja (2, Bo,P) um espago de probabilidade. Uma transformagao invertivel
B :Q — Q é dita ser uma transformagdo que preserva a medida (invariante ou
estaciondria) se B(A), 71 (A) € Bg e P(A) = P(B(A)) = P(87(A)) para todo A € Bqg.

Uma medida invariante P é chamada de medida estaciondria ou medida B-invariante.

Definicao 1.2. Uma transformagio B (ou uma probabilidade P estaciondria) é B-ergodica
se qualquer conjunto invariante pela transformagdo 3, ou seja, A € Bq, B~1H(A) = A, tem

probabilidade P(A) € {0,1}.

Considere, por exemplo, o potencial dado por

Vo(z) = Z ug(w, x),

kezd

onde k corresponde a um ntcleo localizado em um ponto da rede cristalina. A funcao
ug(w, ) descreve o potencial atémico em k e depende do pardmetro aleatério w que
descreve as possiveis configuracoes de k. Se houver apenas um tipo de dtomo presente na
rede cristalina, que possui potencial com simetria esférica, entao todas uy(w, ) sdo iguais
e V,, é periddico. Agora, suponha que existam dois tipos de atomos, a e b, presentes na
rede cristalina com potencial simetricamente esférico, mas que difere no niimero de carga

ga € qp. Neste caso, o potencial é dado por
Vi(z) = qau(z — k) + > qu(z — k).
ka T

Se estes dois tipos de atomos estao dispostos na rede em um padrao regular, entao temos,
novamente, um potencial periddico [2], [3] e [4]. Entretanto, hd muitas situagoes fisicas

interessantes onde os sitios atomicos k sao aleatérios, obedecendo, por exemplo, a lei
P{k.,} =P Plk}=1-P,

para algum P € (0,1), em que P{- - -} representa a probabilidade de um sitio k estar

ocupado por um atomo do tipo a ou b. Se, além disso, assumirmos que as probabilidades
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acima sao independentes em cada local e que o pardmetro P é o mesmo para todo k,

chegamos ao potencial continuo de Bernoulli-Anderson
Va(z) = > qe(w)u(z — k),
k

onde qx(w) € {qu, @}, com k € Z4, denota uma colecio de varidveis aleatérias de Bernoulli

independentes e identicamente distribuidas, e u é algum potencial atémico [2], [3] e [4].

O objetivo principal da anélise de tais modelos é a compreensao das propriedades
de transporte do material. Por exemplo, no caso do Hamiltoniano quantico para um elétron
em um solido desordenado, as propriedades de condutividade elétrica sao o principal
objeto de interesse. Acontece que muitas das propriedades de interesse dos operadores de
Schrodinger aleatorios estao relacionadas a uma quantidade chamada densidade integrada
de estados. Na Fisica de Estado Sélido e na Fisica da Matéria Condensada, a densidade
de estados (na Fisica, D(¢)) de um sistema estabelece uma relagdo entre os estados que
podem ser ocupados pelo sistema e sua energia, mais precisamente, o nimero de estados
livres abaixo de uma certa energia. Um nome alternativo para essa quantidade é funcao

de distribuigao espectral [2].

A densidade integrada de estados pode ser usada para calcular a energia livre e,
portanto, todas as quantidades termodinamicas basicas do sistema de muitas particulas nao
interagentes. Matematicamente, tal quantidade é representada como uma distribuicio N,
sendo essa o limite da fungao de contagem NP ()) dos autovalores do operador { H,,}.cq,
uma vez que é a funcao de distribuicdo de uma medida espectral associada a familia
aleatéria de operadores [1], [2], [4], [6], [7] e [8].

Além disso, a funcao de distribuicao espectral é objeto de estudo em outros campos
da matemadtica, como Geometria Diferencial, Algebras de Grupo e de von Neumann e

Algebra Homolégica [2], e desempenha um papel proeminente nas provas de teoremas.

1.2 O Cenario Geométrico

Para motivar a geometria do problema podemos ter em mente os materiais bi-
dimensionais (ou 2D) que sdo formados por camadas tnicas de dtomos. O grafeno, por
exemplo, foi o primeiro desses materiais a ser isolado, em 2004, feito que resultou no prémio
Nobel de Fisica de 2010 para Andre Geim e Konstantin Novoselov da Universidade de
Manchester [9]. O grafeno corresponde a um cristal de grafite com espessura de um dtomo
de carbono. E centenas de vezes mais forte do que o aco e suas condutividades térmica e
elétrica sao superiores as do cobre, o que o torna um material de enorme potencial para as
industrias de semicondutor e de eletronicos [9]. Assim, é natural do ponto de vista das
aplicagoes, estudar modelos matematicos que descrevam o comportamento de operadores

auto-adjuntos em superficies bidimensionais.
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A seguir, apresentamos um modelo que incorpora aleatoriedade nao apenas no
potencial, como também na prépria geometria da superficie. A ideia é buscar modelar
matematicamente a situacdo em que as impurezas do material afetam a disposigao espacial
dos atomos no material, e portanto a geometria da superficie. Vale a pena mencionar

que a dimensao da variedade nao esta restrita a 2D.

Seja M = X/I' uma variedade Riemanniana compacta com métrica gy e uma forma
de volume voly associada a ¢g, onde I' é o subgrupo discreto e finitamente gerado das
isometrias da variedade X (vide Secdo 1.3 para uma discussao sobre I'). Além disso, seja
(Q, Bg,P) um espago de probabilidade no qual I' atua ergodicamente por transformagoes

que preservam medida.

Definigao 1.3. Uma familia de tensores métricos Riemannianos {g.}weq em X com
formas de volumes vol, é chamado uma tensor métrico aleatério em (X, gy) se as

sequintes propriedades forem satisfeitas:

1. O mapa Q@ x TM = R, (w,v) — g,(v,v), é conjuntamente mensurdvel.

2. Existe uma constante C, € (0,00) tal que
Cg_lgo(v,v) < gu(v,v) < Cygo(v,v), para todos w € Q ev e TX.
3. Existe uma constante C, > 0 tal que
|Vopw(x)]|o < C,, para todos w € Q e x € X,

onde Vi € o gmdz’ent com respeito a métrica go, po() € a unica densidade suave

que satisfaz dvoly = p,dvol,,, e |v]3 = go(v,v).

4. Existe um limite inferior uniforme (d — 1)K € R para o tensor de curvatura de Ricci
de todas as variedades Riemannianas (X, g,). Explicitamente, Ric(g,) = (d — 1)K g,
para todo w € ) e para todo v € X.

5. As métricas sdo compativeis, no sentido que as transformacoes
v (X, 00) = (X, 0yw), YiTH— @
sao isometrias. Isto implica, em particular, que
Uw) L*(X,vol,,) — L*(X,vol,), U fy10() = fu(y o)

sao operadores unitdrios na familia de espacos de Hilbert sobre as wvariedades
{(Xagw)}wEQ-

2 Vide equacdo (33.135) na pagina 1637 de [10] ou pagina 27 de [11] para uma expressdo do gradiente

em variedades.
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A densidade p,(z) é uma fungao suave (p,(z) € C*(X)) tal que

/ fo() dvolo(x / fo(@)pu(z) dvol.(x) (1.1)

e
pu() = (det go(e,, €1))'/? = (det g (ep, 0)) ™,

onde {e},- -+, ef} é uma base ortonormal para T, X com respeito ao tensor métrico gq e

{el,---, e"} uma base ortonormal para T,X com respeito ao tensor métrico g,.

Note que pela propriedade (2) da Defini¢ao (1.3) e pela identidade (1.1), os espagos
de Hilbert L*(D,voly) e L*(D,vol,) coincidem como conjuntos para todo w € €2, embora
seus produtos escalares nao coincidam. Assim, faz sentido falar sobre funcoes f, = fo

como elementos de L*(D,vol,) = L*(D,voly). Consequentemente, o operador
S, : L*(D,voly) — L*(D,vol,) definido pela lei S, fo(x) = p/?(2) f.,(z) (1.2)
é unitario. Com efeito, pela identidade (1.2), temos que

Sufo@) Sufol@e = (o2(@) ful@), /2@ ful@)a
- / o (@) o (2)pY2 () fo() dvol,(x)

_ / Sl (@) P2 () £ () duvol,(x)
= [ L@ pule) dool(x)
S | fo(2)]? dvolo(z) = (f.r, fuo-

Sendo f, = fo, conclui-se que S, é uma isometria. Resta mostrar que S, é sobrejetivo.
Para tanto, seja f, € L*(D,vol,). Entao, para toda f, existe fo € L*(D,voly) tal que
fo(x) = p/?(x)S;1 f,,(z). Assim, temos que

(951 fu(@), S fu(@)o = 22 (@) fol), p 2 (@) fol))o
)P

pa (@) fo(2)p5 2 () folx) dvoly()

Fo(@)pg " (2)p5 " (2) fo(x) dvoly(x)

[fo(2)*p5 (z) dvolo(x)

[fo(x)[* dvol.,(z) = (fo, fo)u < 00

I
b\b\@\b\%\

e portanto S, é sobrejetivo.
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Agora, seja A a matriz de mudanga de base real e ortogonal n x n tal que
= Za,-jez;. (13)
j=1
Entao, segue-se da propriedade (2) da Definigao (1.3) que
I<AAT <O L (1.4)
Com efeito, temos que
Gyt goleqs €8) < gulep, ) < Cy golep, €d)-
Pela defini¢ao do tensor métrico Riemanniano, segue-se que
0;1 51’]‘ < gw(eé, 66) C 51]a

em particular, usando a identidade (1.3 na desigualdade acima, temos

n n
- k !
C, 151;‘ < Gw (Z QikCy, 5 Z aﬂ%) < Cgoij;
k=1 =1

agora, da defini¢cao do tensor métrico Riemanniano, chegamos a

1(51] < <Z alkew,Zaﬂe > < Cydy;.

w

Pela linearidade do produto interno, temos que

151] X Zalkza]l €L w Zalkza]lékl
k=1 k=1

Pela definicao do Delta de Kronecker, temos que

n

-1
51] Z ka]k l]a

donde
(Cy Dy < (AAT)y; < (O,
e portanto,
Cy e, 00 < {0, AA Yo < Cylip, )
para todo ¢ € T'X.

Segue-se de (1.4) que
-n/2 n/2
Cm? < plx) < Y72 (1.5)
Com efeito, como acabamos de mostrar, (AAT);; = g.(eh, €)), e assim

C, " < det o (ef, ) = pu(x) < Cp2.

Além disso, sabemos que o tensor métrico induz uma forma de volume por meio de
vol(D) = \/det(g;;)dx1 A---Adz,, onde g;; ¢ matriz que representa o tensor métrico [10], [11]

e [12]. Assim, temos que

C2v0ly (D) < voly,(D) < Cg/Qvolo(D). (1.6)

g
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1.3 Operadores de Schrodinger

Pelos postulados da Mecanica Quéantica, é necessario que os operadores de Schrédin-
ger sejam auto-adjuntos. Assim, estamos considerando operadores da forma H = —A +V
onde —A, o operador Laplacian ¢ uma quantizacao para a energia cinética e V' é uma
funcao mensuravel. Note que estamos usando a convengdo de que —A é um
operador positivo. Segue-se do Teorema que em R" o(—A) = [0, 00).

Assumimos que tanto —A quanto V' sao aleatérios (ergdédicos), onde V' é um pro-
cesso estocastico ergddico estacionario definido em um espago de probabilidade (€2, B, P);
denotaremos doravante tanto —A quanto V como —A,, e V,,, respectivamente, em que
w € (). Ser estacionario significa que todas as médias sobre o parametro aleatério w
sao invariantes por translacao, e esta é uma suposicao compativel com a suposicao de
homogeneidade [4]. A ergodicidade ndo é menos natural, pois a experiéncia mostra que a
maioria dos sistemas fisicos que encontramos sao, na verdade, ergbdicos [4]. Consequente-
mente, o operador de Schrodinger torna-se uma fungao do parametro aleatério w e estamos
diante de um operador auto-adjunto e aleatorio que deve ser e ergdédico com respeito as

transformagoes v € I' [4].

Definicao 1.4. Seja g, um tensor métrico aleatorio em (X, go). Para cada w €
seja H, = —A, + V,, 0o operador de Schridinger definido no subespaco denso D, do

espago de Hilbert L*(X,vol,) com V : Q x X — [0,00) uma aplicacio conjuntamente

1

loe(X) para todo w € Q. Assuma, além disso, que

mensurdvel tal que V,, = V(w,-) € L
V(yw,z) = V(w,y 12) para z € X, w € Q e~y €T arbitrdarios. Uma familia de operadores
{H,}wea serd chamada de operador de Schrodinger aleatério na variedade X se
satisfizer a condicao de equivariancia

Hy = Uy Hy 1, U7 (1.7)

(wy)

para todos v € 1" e w € (1.

Sabe-se, da Fisica Téorica, que a evolugao temporal de um sistema quantico é
governada pela Equacao de Schréodinger
iﬁgw(f' t) = —h—zAw(F t)+ V(7 t)u(r,t)
ot 2m ’ ’ T
e em um sistema ordenado as solucoes da Equagao de Schrodinger apresentam coeréncia de
longo alcance [13] e [14], o que torna possivel definir a solu¢do para todo o espago. Porém,
em um meio desordenado, as impurezas destroem a ordem de longo alcance e podem
acarretar na inexisténcia de solugoes estendidas a todo espago para baixas energias [3]
e [4].

3

Vide equagdo (33.140) na pagina 1639 de [10] ou Proposi¢do (2.46) de [11] para uma expressao do
Laplaciano em variedades.
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Sejam H um espaco de Hilbert e 1(¢) € ‘H uma solugao para equagao de Schrodinger
com 1(0) o estado inicial suportado em um conjunto compacto A C R¢. Considere, por
exemplo, uma onda de baixa energia dada por 1(t) = e~ "H«1)(0) que se propaga a partir
de uma parte regular (periédica) de um meio desordenado. Imediatamente apds atingir
uma impureza, a coeréncia é destruida e parte da onde é refletida. Esta situacao pode
resultar em que parte da energia fique sempre presa em uma regido finita do espago e assim
se fala em localizacdo. A localizagdo (grosso modo) estd ligada ao fato de que o operador
de Schrodinger, que descreve o sistema sélido desordenado, possui espectro puramente
pontual, com auto-fungoes localizadas [2], [3], [4] e [15]. No entanto, existem algumas
classes de operadores ergodicos que exibem espectro puramente continuo; conjectura-se
que para uma grande classe de operadores ergddicos os espectros puramente pontual e
continuo devem coexistir, com um ou varios valores de energia separando-os. Tais valores

de energia sdo chamados de bordas de mobilidade [3], [4] e [5].

Mais especificamente, dado um espago de probabilidade (€2, Bq, P), os operadores
aleatorios { H, }weq = —A, + V,, tém para quase todo w € {2 com respeito a P os mesmos
tipos espectrais. Espectros diferentes de um operador auto-adjunto {H,},cq, em geral,
acarretam comportamentos diferentes para o grupo unitario de evolucdo temporal e~
(particularmente quando |t| — o) (vide capitulo 13 de [5]). Assim, alguns conceitos fisicos
como, por exemplo, a probabilidade de retorno quantico e os momentos do operador

posigao, sao usados para analisar o comportamento de {H, },ecq quando [t| — oo.

Um resultado interessante envolvendo os tipos espectrais de um operador auto-
adjunto e a dindmica quantica é o seguinte: sejam H um espago de Hilbert, T : dom(T') C
H — H um operador auto-adjunto e f € dom(T'). Sobre a evolugao temporal e L f o
estado f é completamente abandonada em média (temporal) se f pertencer ao subespago
continuo? de T, o que significa dizer que o valor médio da probabilidade quantica de
retorno vai para zero quando t — oo. Algumas vezes, este resultado é associada com a

nogao de instabilidade, i.e., ionizacdo atomica [5].

Apresentamos, a seguir, alguns dos principais resultados estudados neste traba-
lhado envolvendo operadores de Schrodinger Aleatérios. Em particular, o Teorema (1.2)
nos diz que para quase todo w € €2 o operador de Schréodinger apresenta, quase com
certeza, espectro constante. Especialmente, para quase todo w € §2, o operador nao possui

autovalores isolados.

Teorema 1.1. Um operador {H,}ucq € uma familia mensurdvel de operadores.

&
Teorema 1.2. Sejam Q x I' ergédico® e H = [ H,,dP(w) um operador auto-adjunto agindo
Q

isso significa que a medida espectral de T associada a f é nao atémica [5]

> Ou seja, para cada v € ', (Q,7,P) é um sistema ergédico.
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o

no espago de Hilbert H = [H(w)dP(w) tal que E¥ € N(Q x I',Q x X) onde E¥ ¢ a
Q

resolugio da identidade para {Hy,}weq e N(Q2 x T',Q x X) € a dlgebra de von Neumann

formada pelos operadores aleatorios e limitados. Entao, existem ' C Q com P(Y) =1 e
Y, Yo CR, tal que o(H,) =3 e 0*(H,,) = X para todo w € ', onde ® = discreto (disc),
essencial (ess), absolutamente continuo (ac), singular continuo (sc), puramente pontual

(pp). Além disso, Xgisc = 0.

1.4 A Densidade Integrada de Estados

A densidade integrada de estados (IDS) desempenha um papel muito importante
para a Fisica do Estado Solido e a Fisica da Matéria Condensada. Considere, por exemplo,
um soélido desordenado como uma liga metalica com estrutura cristalina, onde os elementos
quimicos da liga sdo distribuidos aleatoriamente nos pontos da rede. Sejam A C R?® um
cubo de lado n centrado na origem e {H,}32, a restrigio de { H, }.cq ao cubo A, com
condigao de contorno, por exemplo, Dirichlet, Neumann ou periédica [1], [2], [6], [7] e [8].
Assim, a TDS é o limite das fungdes de contagem dos autovalores de {H,,}Az, normalizadas
pelo volume do cubo A,,. Pela hipotese de ergodicidade, pode-se mostrar que os pontos
de aumento da IDS coincidem com o espectro quase certo de {H, }weq (vide Corolério
(3.1) para detalhes). A nao-aleatoriedade dos tipos espectrais sugere que um elétron que
se move em uma rede cristalina exibe quase com certeza um comportamento dindmico

particular (i.e., tem-se transporte, localizagdo ou alguma situagao mista) [3], [4] e [5].

Quase toda propriedade de transporte eletronico de um soélido sera proporcional a
D(er), a densidade de estados na superficie de Fermi®, como por exemplo, a capacidade dos
elétrons de absorver calor ou sua resposta a campos elétricos aplicados. Os elétrons que estao
abaixo da energia de Fermi ndo podem contribuir para as propriedades de transporte, porque
todos os estados a sua volta estao ocupados. Uma vez que nao podem mudar seu estado,
estes elétrons localizados abaixo da energia de Fermi nao podem responder as perturbagoes.
Estados muito acima da superficie de Fermi nao sao ocupados em baixas temperaturas
e nao respondem a nenhum campo externo. Dessa maneira, a densidade do nimero de
elétrons na superficie de Fermi é, portanto, uma quantidade fisicamente importante [16].
Para o gas livre de Fermi, por exemplo, temos: D(ep) = 32 = 4.11-1072[n - AS}eV_lA_S.

2er
Seja D C X um aberto com forma de volume vol, (D) < co. Entenda por {H,}2_,
ou simplesmente H2 a restrigio de { H,,},cq a D com condigao de Dirichlet (i.e. H|sp = 0).
A restricio HP é auto-adjunta, limitada inferiormente e possui espectro puramente
discreto [1], [4] e [5]. Portanto, podemos enumerar seus autovalores em ordem crescente,
contando multiplicidades: A\;(H?) < M\y(HP) < -+« < Ni(HP) — .

6 Seja k o vetor de onda associado a um estado quantico 1; A colegao de todos os ks tal que 15 possui

energia e (energia de Fermi) é chamada de superficie de Fermi; vide [16] para detalhes.
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Apresentemos as defini¢oes precisas das quantidades discutidas anteriormente.

Definicao 1.5. A funcao normalizada de contagem de autovalores é dada por

BN < 0
vol, (D) '

NS (V)

Segue que NP ¢ uma funcio de distribuigao e possui um conjunto enumeravel de

pontos de descontinuidade.

Defini¢ao 1.6. Dado x € X, o conjunto O(zx) :={y € X | Iy €T :y =~x} é chamado
de I'-drbita de x. A relagio v ~ y <= O(x) N O(y) # 0 particiona X em classes de
equivaléncia. Um subconjunto F C X ¢é chamado de dominio T'-fundamental se contém

exatamente um elemento de cada classe de equivaléncia.

Definicao 1.7. Sejam F C X um dominio pré-compacto I'-fundamental com fronteira
suave por partes e & o valor esperado com respeito a P, com T'r, o traco no espaco de
Hilbert L*(X,vol,). A densidade de estados para um operador {H,}.,cq € a medida

em R dada por

e . ElTro(xrf(H))
NE(f) = Elvole(F)]

em que f:R — C é uma funcao limitada e mensurdvel.

Definicao 1.8. Seja a densidade de estados dada pela Defini¢ao . O caso particular
em que f = X(—oo,n) € chamado de densidade integrada de estado (IDS) do operador

aleatdrio {Hy Yoeq-

Para calcular a IDS usaremos o método da transformada de Laplace desenvolvido por
Pastur [17] e Shubin [18]. Uma ideia particular dessa abordagem ¢é provar a convergéncia das
transformadas de Laplace da funcao densidade de estados em vez de provar a convergéncia
das fungoes diretamente. Existe ainda uma outra forma para se calcular a IDS. Ela usa
estimativas de colchetes de Dirichlet-Neumann para operadores de Schrodinger, que sao
transferidos para as fungoes de contagem de autovalores correspondentes [2]. Esses sao,
portanto, processos estocasticos super ou subaditivos, aos quais um teorema ergddico pode
ser aplicado [1], [2], [6], [7] e [8].

De fato, os operadores aleatérios em variedades sao equivariantes em relagao a
um grupo que nao precisa ser comutativo [2]. Isso significa que é necessario usar um
teorema ergddico nao abeliano para derivar a convergéncia das fungoes de distribuicao
ou, alternativamente, de suas transformadas de Laplace. Isso impoe alguma restri¢ao a
estratégia da prova, visto que os teoremas ergodicos que se aplicam a grupos nao abelianos

precisam de suposi¢oes mais restritivas do que suas contrapartes para grupos comutativos

7 Vide Teorema 1) para uma justificativa para a nomenclatura.
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(vide Observagao 2.6.2 de |2| para detalhes) [2]. Para tanto, usaremos o Teorema Ergddico

de Lindenstrauss.

Apresentamos a seguir as propriedades necessarias que o grupo das isometrias I'
deve satisfazer para que possamos aplicar o Teorema Ergddico de Lindenstrauss ao nosso

problema.

Definicao 1.9. Um grupo G localmente compacto é dito ser amenable se para qualquer

compacto F C G e € > 0 existir um compacto G C G tal que
mp(GAFG) < e mp(G),

onde ambas my, e |-| denotam uma medida de Haaﬂ invariante a esquerda e A a diferenca
simétrica entre conjuntos. Se G for discreto e finitamente gerado, entdo mp(-) = |- |
representa a medida de contagem de G, ou seja, a cardinalidade do grupo G. O compacto

G serd chamado de (F,¢e)-invariante.

Observacao 1.1. FExiste uma outra defini¢io, usualmente empregada nos livros, para o
conceito de grupo amenable, naturalmente equivalente a Defini¢cao (vide Definicao
18.18 de [19] para detalhes). No entanto, para nossos propésitos, a Definicio é matis

natural.

Definigao 1.10. Uma sequéncia monotonicamente crescente G; de subconjuntos compactos
de um grupo G com j € N é dita ser uma sequéncia de Falner se para todo v € T,
tivermos que
NN
7= |Gl
Observagao 1.2. Seque-se das Definicoes € que um grupo G serd amenable

se, e somente se, existir uma sequéncia de Folner em G. Por [20], uma sequéncia de

0. (1.8)

subconjuntos compactos G, de G serd uma sequéncia de Folner se para todo compacto F e

e > 0, para n suficientemente grande G, for (F,e)-invariante.

Assumimos, portanto, que o subgrupo das isometrias I' é amenable. Segue-se que
existe uma sequéncia de Fglner para (G, uma condi¢ao necessaria para evocar o Teorema
Ergédico . Além disso, o fato de I" ser amenable garante a existéncia de uma cobertura
para X por conjuntos abertos {D’};. Esta cobertura {D’}; é chamada uma sequéncia

admissivel de subconjuntos de X. Logo, conclui-se a necessidade de termos M = X/T.

Por fim, apresentamos os demais resultados cujas demonstracoes estudaremos neste
trabalho.

8  Vide Definicdo l} para detalhes.
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Teorema 1.3. A funcio N ¢ uma medida espectral ® para o operador integral direto
@
H = / H, dP(w)
Q

e NE(f) er(f(H)) '° coincidem para toda f : R — C limitada e mensurdvel, a menos

de um valor constante fixzo. Em particular, o espectro quase certo 2 coincide com {\ €
RIN((A—&,A+¢)) >0V e >0}, i.e., o suporte topoldgico de N

Uma consequéncia do Teorema (1.3) é que N2 é zero fora do espectro X.

Teorema 1.4. Sejam {D?}; uma sequéncia admissivel e {H,},cq um operador aleatdrio.
Eziste um conjunto ' C Q tal que P(Y) =1 e
lim NP’ (A) = N (=00, M), (1.9)

Jj—00

para todos w € ' e A € R tal que N¥({\}) = 0.

O processo para se obter N (—o0, \) por uma sequéncia admissivel de subconjuntos
de X, {D’}; — X, sem integrar sobre (2 diretamente é conhecido como selfaveraging.
Assim, o Teorema (1.4) estabelece a propriedade de selfaveraging para a IDS através da

formula do traco tipo Subin''. Para um conjunto D; C X, segue-se que

Tr(xpiE" (X))

D f -
Nw (A) T ’UOlw(Dj) )

onde f indica o fato da IDS ser definida livre de condicdes de fronteira'? e E« representa

a resolucao da identidade para H, para todo w € €.

Corolario 1.1. Para quase todo w € §2, a convergéncia

lim N2 () = N (=00, \)

j—00

vale para todo ponto X de N (—co, \).

O Corolério (1.1) nos diz que no limite macroscopico, {D?}; — X, nao é possivel
perceber se a restricao do operador no espago ou a projecao sobre um intervalo de energia

ocorreu primeiro.

Por simplicidade, o potencial V, sera sempre nao-negativo. Entao, é suficiente

assumir que V,, é limitado inferiormente por uma constante C' que nao depende de w € Q.

9 Vide Definicdo (3.13) no Capitulo 3 para detalhes.

10 7 ¢ o traco da Algebra de von Neumann.

11 Ser4 visto no Capitulo 6 deste trabalho.

120 fato da IDS ser definida sem condicdes de fronteira é conhecido como principio de ndo sentir a
fronteira e sera visto no Capitulo 5 deste trabalho.



Capitulo 1. Introdugdo 22

Os resultados podem ser aplicados a uma familia de operadores {H,, — C'},cq, uma vez
que NH=C(—00, A — C) = N (—o00, \) para todo A € R e NP?(H — C) = NP(H) para a
funcdo normalizada de contagem de autovalor, donde os resultados sao transferidos para

os operadores originais.

1.5 Resultados Classicos

Os principais resultados apresentados em [1] foram amplamente estudados em R
para o caso em que o tensor métrico g é mantido fixo (estamos denotando por classico a
situagdo em que o tensor métrico da variedade nao depende de w € 2). Assim, mesmo
tomando o tensor métrico da variedade como aleatoério, os resultados obtidos mostram
uma uniformidade em relacdo a w € €2 no sentido que os resultados apresentados sao os

mesmo para ¢ fixo, ou seja, independem de w € €.

Assim, vale a pena saber que o resultado obtido para o Teorema pode ser
encontrado no Coroldrio (3) e na Proposi¢ao (5) de [21]. O resultado apresentado no
Teorema pode ser encontrado no Teorema (1) e no Corolario (1) de [21], no Teorema
(1.2.5) de [3] e no Teorema (4.3) de [15]. O resultado apresentado no Teorema pode
ser encontrado na Proposigao (VI.1.3) de [4] e na Proposigao (5.12) de [15]. Finalmente,
o resultado apresentado no Teorema pode ser encontrado no Teorema (1.4) de [7],
no Teorema (7) de [8], no Corolario (5.8) e no Teorema (5.14) de [15] e, em especial a
convergéncia das transformadas de Laplace da fun¢do densidade de estados, pode ser

encontrada no Teorema (VI.1.1) de [4].

1.6 Organizacao

A presente dissertacao se organiza da seguinte forma. No Capitulo [2, apresentamos
resultados sobre formas quadréticas e mensurabilidade dos operadores aleatérios { H, }ueq,

e entdo apresentamos a demonstragiao do Teorema (1.1).

No Capitulo |3 discutimos algumas propriedades espectrais dos operadores alea-

torios, e para tanto, apresentamos alguns resultados sobre Algebras de von Neumann.

Concluimos o Capitulo 3| com as demonstragdes dos Teoremas (1.2) e (1.3).

No Capitulo[4] discutimos alguns resultados sobre os niicleos integrais dos operadores
aleatérios {H, },ecq- Esses resultados sao utilizados na demonstracao do principio de nao

sentir a fronteira.
No Capitulo |5 demonstraremos o principio de nao sentir a fronteira.

Por fim, no Capitulo [6] apresentaremos, sem demonstrar, o Critério para Conver-

géncia de Pastur-Shubin e o Teorema FErgodico de Lindenstrauss, e entao apresentamos a
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demonstra¢ao do Teorema (1.4).
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2 Formas Quadraticas e Mensurabilidade

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados sobre formas quadraticas e mensu-
rabilidade de operadores aleatérios; esses resultados sao fundamentais na demonstragao do
Teorema (1.1).

Sejam (v,w), = gu(z)(v,w) o produto interno no espago tangente a X para
todos v,w € T,X e f,h: Q2 x X = R, com f(w,-) = f, € L*(X,vol,) e h(w,-) = h, €
L?(X,vol,). Para um aberto D C X e para todo w € Q, definimos as formas quadraticas

Q(—Af) O (D) x CX(D) =R, (f,h)— /D<Vfw(x),Vhw(x)>w dvol, ()

Q(VP): C®(D) x C*(D) =R, (f, h)— /D ful @)V (2)he(2) dvol,(z).

Estas formas sao fechadas, ou seja, seus graficos sdo subespagos fechados de C°(D) x
C>®(D) x R e seus fechos Q(—ALP) e Q(VP), respectivamente, definem operadores auto-
adjuntos e nao-negativos —Ag e V,. Pelo Teorema (A.3), temos entdao que a forma

quadratica

Q(HP) : ¢>*(D) x C>(D) — R,
(£ h) /D (V £o(2), Vho () dvol( / Fo(@)Vo(2)ho(z) dvolu(),

é fechada e seu fecho Q(H?P) define um operador auto-adjunto e nao-negativo HZ onde
Q(HP) é soma das formas Q(—AP) e Q(VP).

O tnico operador auto-adjunto associado a Q(HY) é chamado operador de Schri-
dinger com condi¢ao de fronteira de Dirichlet [2]. Segue-se do Teorema (A.2) e do Co-
rolario (A.2) que HY ¢ a tinica extensdo auto-adjunta (extensao de Friedrichs) da res-
trigo HY|ceo(py [2]. Logo, para f,(z) € CX(D) e V,, suave, temos que HY f,(z) =
—APf(z) + V,(z)f.(z) para todo w € Q.

Definicao 2.1. Uma familia de operadores auto-adjuntos {H, }weq onde para todo w € €2,
dom(H,) ¢ um subespaco denso de L*(D,vol,), € dita ser uma familia mensurdvel de

operadores se 0 mapa

w = (fo, F(He) fu)w

for mensuravel para toda funcao F : R — C limitada e mensurdvel e para toda f: Q2 x D —

R mensurdvel para todo w € §0.
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Lema 2.1. Um operador de Schridinger aleatdrio {H,},cq serd mensurdvel se, e somente
se, o mapa

w = (fo, F'(Hy) fo)w (2.1)

for mensurdvel para toda F : R — C mensurdvel e limitada, e para toda fo € L*(D,voly).

Demonstracio. Temos que se a aplicagao definida por for mensuravel, entao o
mapa w > (hy, F(H,)h,), também o serd, com h(w,z) = f(w)fo(x), f € L*(Q,P) e
fo € L*(D, voly). Tais fungoes formam um conjunto total, i.e, spanA = L*(Q x D, P o vol)
onde A = {h(w,z) = f(w)folz) | f € L*(Q,P), fo € L*(D,voly)}.

Agora, considere h : 2 x D — R mensurdvel tal que h(w,-) € L*(D,vol,) para
todo w € Q. Entao, existe h,(w, ) := Ypn(w)h(w,x) estd em L*(Q x D,Powvol) onde
Xhn € a fungao caracteristica do conjunto {w € Q | [|h(w)||z2(pwor,) < n}. Uma vez que

Xnn — 1 pontualmente em 2 quando n — oo, temos que
(hn(w,z), F(Hy,)hy(w,x))w = (h(w,x), F(H,)h(w,x)).,,

mostrando que {H,},cq é uma familia mensuravel de operadores e isso encerra a demons-

tracao. O

Proposicao 2.1. Seja {A, }weq uma familia nao-negativa densamente definida de ope-
radores auto-adjuntos em um espaco de Hilbert H. Seja Y= Uo(Ay) e denote por F; a

sequintes classes de fungoes:

1. Fy = {X(=on | A = 0};

2. Fy={x " | t € R};

3. Fs={z—e™|t>0}

4. Fy={z— (z—x2)"' | ze C\X};

5 Fs={x— (20 — )"} para zy € C\X fizo;

6. Fs=Cy,={f:R — C} tal que f € limitada e continua;

7. F; =L ={f:R — C} tal que f é limitada e mensurdvel.
Entao, as sequintes propriedades sdo equivalentes:
(F)  we (f, F(As) )y

é mensurdvel para todas f,h € H e FF € F; ondev=1,-- 7.
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Demonstragio. (5) = (4). Assuma que Z := {z € C\X | w — (z — H,)"'}, com Tos
a topologia gerada por abertos de C\X. Por Fy, sabemos que Z é nao vazio. Seja (z,)
uma sequéncia com z, € Z, tal que z, — z € (C\i, em particular, o resolvente R,, é um
operador limitado. Pela primeira identidade dos resolventes, para toda f € H, temos que

lim ||RZ(Hw)f_ Rzn(Hw)f” = lim [|(z - ZN)RZ(Hw)Rzn(Hw)fH

n—oo n—oo

= lim [z — 2| ||R.(Ho)R.,, (Ho) fI| = 0,

e assim, w — (z — H,)™! é fracamente mensurdvel, ou seja, w — (h, R,(H,)f), ¢
mensuravel, pois o limite de uma sequéncia de fun¢oes mensuraveis ¢ uma funcao mensuravel

(vide Teorema (A.25) para detalhes). Entao,
(h,R., (H,) ) — (h, R.(H) flu Y w e, Vh, feH

e isso mostra que Z é fechado. Agora, seja z € Z e denote por d(z, ZNI) =: 0 a distancia
de z a ¥; mostremos que V % € Bs(z), o mapa w + (2 — H,)~! é fracamente mensuravel.
Pelo Teorema (A.6)), para todo Z € Bs(z), vale a identidade

R:(H,) =) (¢ —z)R.(H,)",
j=0
sendo R:(H,) um operador limitado. Segue que
<l~l, RE(Hw)f>w = Z(g - Z)j<il7 Rz(Hw)j—H(Hw)f)w‘
j=0

Uma série convergente de fungdes mensurdveis é uma fungao mensuravel (vide Teorema
1) para detalhes); logo, para todo 2 € Bs(z) e para todas h, f € H, o mapa w
(h, R:(H,,)f). é mensuravel. Assim, C\X é conexo, o que implica Z = C\X e isso mostra
que (5) = (4).

(4) = (5). (F5) é simplesmente a restrigao de (Fy) para um zy € Z fixo.

(7) = (6). Sabemos que toda fun¢ao continua é mensuravel. Logo, temos que
F¢ C F7. Seja p uma propriedade de F7. Uma vez que p vale para toda f € F7, segue que
p vale para toda f € Fg C F7, e isso mostra que (7) = (6).

tx

(6) = (3). Parax > 0 et > 0 temos que |e ™| < 1. Logo, o mapa = + e '* é

claramente limitado e continuo, e isso mostra que (6) = (3).

(6) = (1). Podemos aproximar pontualmente qualquer funcdo x(—ox) por uma
sequéncia monodtona crescente de fungoes Fj, nao-negativas e limitada com n € N; por

exemplo, basta tomar
1, sex <A\ —
F.(z) = nA —nx, se\—

0, se A<z

S =

<z <A

S|
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Pelo Corolario (A.3), temos que
(B (F) = (. Fu(HB) = | oy ) 5
o(Hy

para todas f,h € dom(F,(H,)) = H em que Ef* ¢ a resolucio da identidade associada a

H,e u}{ﬁ ¢ a medida espectral associada a f, h. Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,

temos que
lim [ R dufi = [ X (HL) dufi = (B (o0, )
"0 Jo(Hy) o(H.)

Por hipétese, para todo n € N, o mapa w — (f, F,,(H,)h) é mensurdavel para todas
fyh € H. Logo, (f, Fn(Hy,)h) — (f, E¥“(—00, A\)h), uma vez que o limite pontual de uma
sequéncia de fungoes mensuraveis é uma funcao mensuravel para todas f,h € H, e isso

mostra que (6) = (1).

(1) = (7). Como toda f € F7 mensuravel e limitada ¢ o limite pontual de uma
sequéncia de fungoes simples (vide Lema (A.5) para detalhes), usando o mesmo argumento

de (6) = (1), concluimos que (1) = (7).

(1) = (2). Seja Ef«(A) a resolugdo da identidade para H,,. Para cada w € €,
f,h € dom(Fy(H,)) et € R, segue-se pelo Corolario (A.3) que

(f,E"(F,)hy = (f Fi(H,)h)
= (f,cMeh) = / ¢ d(f, B (\)h)

o(Hw)

= / e“)‘dug;j()\). (2.2)
o(Hy)

Pelo Lema (A.5) sabemos que toda fungao nao-negativa e boreliana é o limite pontual de
uma sequéncia mondtona nao decrescente de fungdes simples mensuraveis e nao-negativas.
Entéao podemos aproximar o lado direito de (2.2) por uma sequéncia de fungoes simples e
isso mostra (1) = (2).

(1) = (3) E o mesmo argumento de (1) = (2).

(2) = (4). Seja z € C com Im z > 0. Para x € R, temos que

1 [e's)
— —Z eiszefisxds,
r—z 0 ’

entdo, para todas f, h € H, segue-se do Teorema de Fubini e do Lema (A.1) (note que as
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fungdes envolvidas sao integraveis) que

(f RoAH By = / y )1 apts (z)

- / <—z/ eisze_i”ds> dpfs ()
o(H.) 0 ’
Fugini —Z/ ez‘sz </ e—is:v d,uf;;(x)) ds
0 o(He) ’
= —z'/ e (f, e " Heh),, ds = <f, (—2/ eisze_iSdes> h>,
0 0

R.(H,) = —z'/ e em e g
0

donde

para todo w € e isso mostra (2) = (4) (andlogo para Im z < 0, vide Proposigao (A.8)
para detalhes).

(4) = (1). Assumamos a existéncia de niimeros reais a e b fixos tais que —oo <

a < b < 400, e para cada a > 0 definimos a funcao £, ;. por:

1t 1 1
oo L _ dt.
a,b,a( ) Qiﬂé <t—ZOé—)\ t—f—ZOZ—)\)

Se a — 0, entao F,;, converge para 0, se A € (a,b), para 1/2, se A = a ou A = b, e para

1 se A € (a,b). Consequentemente, lin})Fa_gjbng’a()\) converge monotonicamente para a
a—r

fungao caracteristica do intervalo (a,b) quando £ — 0. Ja que F,p () é uniformemente

limitado para o — 07, usando o cdlculo funcional para operadores auto-adjuntos, temos

que
a+€

<EHOJ ((1, b)fv h>w = lim lim <f7 (Rtfia(Hw) - Rt+ia<Hw))h>w dtv (23)

£—0t a—0t a—¢

para todos f,h € H e w € §. Assim, de (2.3) (Férmula de Stone!), concluimos a

mensurabilidade de
w— B (N),

onde A = (a,b), e isso mostra que (4) = (1). O

Agora, vamos provar que os operadores aleatorios { H, },cq introduzidos no Capitulo
(1) sao mensuréveis no sentido da Definigao (2.1). O primeiro passo é fazer os operadores
{H, }weq agirem sobre o mesmo espago de Hilbert por meio de transformagoes unitérias
dadas pela identidade (1.2). Além disso, devemos mostrar a compatibilidade entre as
formas associadas. Para os préximos resultados, usaremos o fato de que f, = fo (vide
Se¢ao (1.2) da Introdugao).

L Vide [5], [22] e [23] para detalhes.
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Proposicao 2.2. Seja A, um operador auto-adjunto
Ay (S.)T'D(=AP) ¢ LA(D,voly) — L*(D,voly)

tal que A, = —(S,)TALS,, com D(=AP) o dominio do operador Laplaciano, um
subconjunto denso de L*(D,voly). Sejam Qo e Q. as formas quadrdticas associadas aos

operadores —AOD e A, respectivamente. Entdo, existe uma constante C's tal que

CaH(Qo(f, 1) + IAIIE) < Qu(f. ) + 15 < CalQo(f, £) +II£115), (2.4)

para toda f € CX(D) e todo w € Q. Além disso, existe um subconjunto denso D C
L3(D,voly) tal que
D = D(A?) = D((-A7)"?),

para todo w € ), e (2.4) vale para toda f € D.

Demonstragio. Para f € C°(D), temos que

Qw(faf) = _<f>(w)ADSf> <Sf7ASf>
= —/Swf(x)Awaf(x) dvol,, ()

— [ @026 @) (@) dvol (o)
= [ @A @) ) deol (o)
ja que f(z) e p(x) sdo reais. Por integragdo por partes, segue-se que
A 0) = [ IV @F ) doolfa),
onde o termo de fronteira é zero por condi¢ao de Dirichlet. Entao, temos que
) = [ 102 @)Vuf @)+ F@)Vap ) deol(o)

Pela desigualdade triangular, temos:

02 (2)Vuf(2) + f(2)Vup(2)]?
< o2 (@)Vuf (@) |2+ 2 [p (@) Vi f (@) o [F(@)Vupl* (@) + | f(2) Vapl*(2)[2

" A @)Vt )+ Ve @),

o que implica

Qu1.1) <2 [ (P 2@Vl @ +11@)Vupl (@) duol(z).
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Para avaliar ||pY/2(2) V. f(2)|2 = [ |pY/*(2)V.f(2)|2 dvol, (), usaremos a relagio (1.4),
bem como o fato que .AAT = AT A (o que se segue do Teorema (A.22), j4 que A é uma

matriz normal). Assim, para todo w € (2, temos que

CoHVL (@) < (Vuf(2), AATV, f(2))y = (AVuf(2), AVe f(2))
= (Vof(x),Vof(x))o = g90(Vof(x),Vof(x)) = ‘Vof(ff)‘g
= (Vof(2), AATV, f(2))0 < Cy|Vuf(2)[2,

e portanto,
Cy  IVuf (@)l < IVof ()5 < ColVaf ()5 (2.5)
Logo,
I @Vat@IE = [PV @] dol
= /|V f(@)|? po(z) dvol,( /|V f(@)? dvoly(x)
por (2.5
%/WM@%WM@=%%Mﬁ
D
Para estimar || f(2)V,pY/?(2)||2 = [ |f(2)Vwupl/?(2)|? dvol,(z), usaremos as rela-

¢oes (1.5), (2.5) e a propriedade (3) da Deﬁmgao (1.3). Por (1.5), temos que C;™/? <
po(z) < C’;/Q =1< C’;/?pw(x) < C,, donde 1 < O, e assim 1 < C;/Z. Logo,

wmwﬂ%mm=/f )Vapld*(2) [ (2)Veplf () dvol,(x)
= [ POV duol o),
Por (1.5), segue-se que
[ PVl deotofa) < 3 [ PNTopla)l dvol(o),
D D
e por (2.5), temos que

03/2/ fz(-f)’VWPW(m)‘Z dUOlw(x) <C’;+n/2/ fQ(flf)|Vo,0w(x)|g dUOlw(gj)
b D

Multiplicando o integrando da segunda integral acima por E ; temos que

2
Cl+n/2/ f |V0pw< )|0 dUOl Ol—l—n/Q/ f ‘VOPw )‘Odvolo(x)

e pela propriedade (3) da Definigao (1.3), segue-se que

9 2
Cl+n/2/ f |V0pw )|O dUOlo(ﬂf) < C;+n/202 f Exi dUOlo(l').
D Puwl\T
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Agora, novamente por (1.5),

f2(z) pri<cy”? 14n 2 2 T 20 £]12
e dvoly(z) < C;™C / f2(x) dvoly(z) = Cy Cp||f||0'
D FPw D

14n/2 2
C, c,
Assim, temos que

Qulf, f) = —(Suf, AuSuf)e < 2 / (102 (@)Vuf (@) 2 + | f(2)Vupl*(2)[2) dvol,(x)
< CyQolf, f) + Cy2C2)|£113,

donde

QLA +IFIE < CuQo(f. f)+ (C2Cr + DI

<
< (CPC2 4+ 1)(Qo(f f) +IFIIE) = CalQo(f, £) + II115)-

Pela propriedade (2) da Definigao (1.3), o modelo exibe uma simetria em w. Mais
precisamente, dada uma forma quadratica, temos associada a esta forma um produto
interno dado pelo tensor métrico. Novamente, pela propriedade (2) da Defini¢ao (1.3),
estas formas vao obedecer a uma relacao equivalente as desigualdades do tensor métrico,

mas no caso das formas, a constante sera C'y. Assim, explicitamente temos que

Ca (Qo(f, ) +IIF1I6) < Qu(f. ) +I£1lg

para toda f € C°(D), e (2.4) esta provada.

Resta mostrar que D = dom(Qy) = dom(Q,,). Segue da Proposi¢ao (A.3) e Lema
(A.2) que C°(D) é um cerne para —AE. Pelo Teorema (A.7) e da discussao final da pagina
104 de [5], temos que dom(—APL) é denso em dom(Qy), e dom(—AL) é um cerne para Q.

Pela definicao de cerne e pelo fato dos cernes coincidirem, temos que
D = dom(Qy) = dom(Q,)
¢ denso em L?*(D,voly) e isso encerra a demonstracao. ]

Restam apenas alguns ingredientes para demonstrar o Teorema (1.1).

Proposicao 2.3. (Proposi¢io (1.2.6) de [3]) Sejam Q,, com w € Q, e Qq formas

quadrdticas ndo-negativas fechadas com as sequintes propriedades:

1. Q,, comw €, e Qy estao definidos para o mesmo subespago denso D de um espaco
de Hilbert H,;

2. existe uma constante C' > tal que

CHQo(f, ) +If115) < Qulf, £) + IIFIIE < C(Qolf, )+ [1£115);
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3. 0 mapa w — Qu(f, f) é mensurdvel para toda f € D.

Entao, a familia {Hy,}o,ecq de operadores auto-adjuntos satisfaz as propriedades equivalentes

da Proposicao .

Demonstragio. Seja $ = Qo(-,-) + (-, )0 uma forma quadratica associada a Qy. Por
suposicao, D equipado com o produto interno $o(, -) é um espago de Hilbert H. A dupla
desigualdade implica que fixado £ > 1, a forma definida por (£, + E)(f, h) é limitada e

positiva definida no espago de Hilbert H. Com efeito, temos que
Qu(f, /) +IfIP = Cho(f, f) 20
Qu(f. )+ EIFIP + LI = [IfIP = CHolf. )+ (E=DIfI* >0

se, e somente se, I/ > 1. Agora, o Teorema de Representagao de Riesz nos diz que existe

um operador inverso limitado A, em (D, $,(-,-)) tal que

(o + E)(f, h) = $H0(Auf, h), (2.6)

para todas f,h € D. A suposi¢gao de mensurabilidade implica que w — A, € L(D) é
mensuravel, onde £(D) é o espago dos operadores limitados definidos em H. Pela Proposigao

(2.1), o mapa w — A € L(D) é mensuravel. Temos, pela identidade (2.6), que

(Do + E)(f,h) = $H(Auf,h)
(Ho + E)f,h) = (KuAufh),

donde
(Ho+ E)"" = AJTK!

onde K é o operador associado a forma $y. Logo, temos que para todo E > 1, o mapa
wr (H,+ E)™! € L(D) é mensuravel. Assim, a mensurabilidade de {H,,},cq se segue da
Proposicio (2.1) (note que (H, + E)~! é o resolvente de H,, em —E, e que todo —E < —1

pertence ao conjunto resolvente de H,) e isso encerra a demonstragao. O]

Proposicao 2.4. A familia de operadores {A, }oecq da Proposigio ¢ uma familia

mensurdvel de operadores.

Demonstragio. Mostremos que {A, },cq satisfaz as propriedades da Proposi¢ao . As
propriedades (1) e (2) seguem-se da Proposicdo (2.2). Toda f € C2°(D) pertence a L},.(D),
logo Q. (f, f) estd bem definida para toda f € C2°. Assim, a propriedade (3) é obvia
para f € C2 e segue por convergéncia em norma para toda f € D = C*(D), ja que
C=(D) é denso em L?(D,P o voly), novamente pela Proposicio (2.2)), e isso encerra a

demonstracao. O
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Proposicao 2.5. Sejam A, e B, operadores mensurdveis auto-adjuntos e suponha que
A, + B, € essencialmente auto-adjunto em dom(A,) N dom(B,). Entio, A, + B, €

mensuravel.

Demonstragio. Usando a férmula do produto de Trotter (vide Teorema (A.14]) para

detalhes), temos que

. . -t -t n
e!AetBt — g im (e’nA“e’nB“) :
n—oo

O lado direito da igualdade acima é o limite de fungdes mensuréaveis, logo também é uma
fun¢do mensurdvel. Assim, mostramos a propriedade (F3) da Proposicao (2.1), e pela

mesma proposicao, o resultado se segue. O]

Demonstracao do Teorema . Para n € N e w € (), defina a funcao limitada
Von 1 X — R por
Vion = min{n, V,(z)}.

Assim, o operador soma
Aw,n = Aw + Vw,n

estd bem definido, onde A, é como na Proposigao (2.2) e D = X. Além disso, pela
Proposi¢ao (2.5)) e pela Proposigao (2.4), a familia de operadores A, ,, ¢ mensuravel. Em

~tAwn para todo t > 0 sdo, pela Proposicio

particular, os semigrupos correspondentes w — ¢
(2.1) item (F3), fracamente mensuraveis. As formas de A,,,, convergem monotonicamente
para a forma de A, = A, + V..

Pelos Teorema (A.8) e Proposi¢ao (A.5), temos que os semigrupos de A, ,, convergem

tAw.co quando n — 0o o que implica a mensurabilidade

fracamente para o semigrupo w +— e~
da familia A, .

Finalmente, como S,, é 0 operador multiplicacdo por pY/2(z) e 0 mapa (w, x) + p,,(z)
¢ mensuravel, isto implica a mensurabilidade da familia {H,},cq com H, = S,A, S, Le

isso encerra a demonstragao. O

Observacgao 2.1. O mesmo argumento mostra a mensurabilidade da familia de operado-
res {HP} ,eq. Assim, concluimos que a familia de operadores de Schrédinger aleatérios

{H,}weq € uma familia mensurdvel de operadores.
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3 Propriedades Espectrais de Operadores Ale-

atorios

Neste capitulo, apresentaremos as demonstragoes dos Teoremas (1.2) e Teorema

(1.3). Para tanto, necessitaremos de alguns resultados envolvendo algebras de von Neumann.

3.1 Operadores Aleatérios e Algebras de von Neumann

Para iniciar nosso estudo sobre propriedades espectrais de operadores aleatorios,
apresentamos algumas defini¢bes basicas a respeito de tais operadores. Em seguida, de-
finimos o conceito de Algebra de von Neumann, e demonstramos que algumas familias
de operadores aleatérios e limitados associadas a {H,, },cq constituem &lgebras de von

Neumann.

Definigao 3.1. Seja (2, Bo,P) um espago de probabilidade. H(-) é chamado um campo
de espacos de Hilbert sobre Q) se, para todo w € Q, H(w) é um espago de Hilbert. Se
f(w) € H(w) para todo w € Q, entiao f(-) é chamado campo de vetores relativo a H(-).

Definigao 3.2. Um campo de espagos Hilbert H(-) sobre um espaco de medida de Borel
(Q, B, P) é dito ser mensurdvel se ezistir uma sequéncia { f,(-)} de campos de vetores

sobre (2, Bo,P) satisfazendo as sequintes propriedades:

1. A aplicagio w — (fn(w), fin(W))w € mensurdvel em (2, Bq,P) com n,m € N, onde

(-, ) denota o produto interno em H(w) para todo w € S.

2. Para qualquer w € , { fo(w) | n € N} é um subconjunto total de H(w) (em particular,

cada H(w) é separdvel).

Definicao 3.3. Seja H(w) um campo de espagos de Hilbert mensurdvel sobre um espago
de medida (2, Bo,P). O espago de Hilbert

i [ ) dr)

¢ chamado integral direta de H(w).
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@
Definigao 3.4. Um operador limitado A agindo em um espago de Hilbert H = [H(w) dP(w)
Q

serd decomponivel por integral direta se, e somente se, existir uma fungao A(-) € L>(2,P;H)

tal que para toda f € H,
(Af)(w) = A(w) f(w).

Entao, A serda decomponivel, e escreveremos

@
A= / A(w) dP(w).
0
Os A(w)s sao chamados de fibras de A.

Definig¢ao 3.5. Uma familia de operadores limitados { Ay }ueq tal que
A, - L*(X,vol,) — L*(X,vol,)
¢ chamada de operador aleatorio e limitado se satisfizer as sequintes propriedades:

1. w (hy,, A, f.) é mensurdvel para f,h € L*(Q x X, Powvol);

2. Eziste uma constante C' > 0 tal que ||A,|| < C para quase todo w € Q;

* s

3. Para todos w € Q2 ey € I, a condigdo de equivariancia A, = Uy, Ay-1,U, é

(w,)
satisfeita.

Observacgao 3.1. Pela condigcao de equivariancia e pela Proposi¢io (2.1) seque-se que
o resolvente, a resolugio da identidade e o semigrupo associado a {H,},ecq sao todos

operadores aleatorios e limitados.

Dois operadores aleatorios e limitados { A, }., e { B, }. sdo chamados de equivalentes,
o que se denota por {Ay}, ~ {Bu}w, se Ay, = B, P-q.t. w € . Cada classe de equivaléncia
de operadores aleatorios e limitados do tipo {A, }., dé origem a um operador limitado A
agindo em L?(Q x X, Powol) e definido por (Af)(w,x) := A, f.(x). Isto permite identificar

as classes de equivaléncia do operador {A,}, com o operador limitado A.

Antes de prosseguirmos, recordemo-nos de algumas defini¢cbes bésicas a respeito

das topologias em L(H).

Seja L(H) o espago dos operadores limitados agindo sobre o espago de Hilbert

H. O espaco £(H) munido da norma de operadores [|A]| = sup Al ¢ um espago de

(1Al
feH, f#0
Banach. Essa norma define uma topologia, a chamada topologia uniforme (ou usual) de

L(H) [10].
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Seja a seguinte familia de fungoes:
2 = {Ff}h : E(H) —C ’ Fﬁh(A) = <f, Ah> com f,h € H}

Assim, 27 é a colecao de todas as fungdes que associam a cada operador limitado o niimero
complexo (f, Ah). Cada fungéo é assim indexada por um par de elementos de H. Define-se
a topologia operatorial fraca ou topologia fraca em L(H) como sendo a topologia
mais fina para o qual toda fungao de 20 é continua [10]. Essa topologia é gerada pelos

conjuntos

{AC LH) VA A e, tem-se |(f, Ah)—(f, A'h)| < r para algum r > 0 e algum par f,h € H}.

Agora, seja a seguinte familia de fungoes:
S={F;:L(H) - H | Ff(A) = Af com f € H}.

Assim, S € a colecao de todas as fungoes que associam a cada operador limitado o elemento
Af € H. Cada funcao é assim indexada por um elemento de H. Define-se a topologia
operatorial forte ou topologia forte em L(H) como sendo topologia mais fraca para o

qual toda funcdo de S é continua [10]. Essa topologia é gerada pelos conjuntos
{ACLH) | VA A €A, tem-se ||Af — A'f|| < r para algum r > 0 e algum f € H.}

Definicao 3.6. Sejam H um espago de Hilbert, L(H) o espago dos operadores limitados
agindo sobre H, e N um subconjunto de L(H). O conjunto comutante de N, denotado

por N, é o conjunto formado por todos os elementos que comutam com cada elemento de
N:
N :={be L(H) | ab=ba paratodo a€ L(H)}.

Segue-se da defini¢ao acima que N := (N’)’ é o conjunto bicomutante de N.

Definicao 3.7. Seja N uma dlgebr (espago vetorial) sobre o corpo C. Uma involugdo
em N € uma aplicacio x : N' — N tal que

1. (A")* = A;

2. (AB)* = B*A*;

3. (kA + B)* =aA* + B*;

4. Se a dlgebra possuir uma identidade I* = 1;

para todos A, B € N e todo a € C. A* é chamado de adjunto de A.

1 Vide [10] para detalhes.
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Uma algebra que possua uma involucao é dita ser uma algebra involutiva ou

x-algebra.

Definicao 3.8. Uma x-subdlgebra N de L(H) que contém o operador identidade I de L(H)

e ¢ fechada com respeito a topologia fraca é chamada de Algebra de von Neumann.

Teorema 3.1. (Teorema do Bz’comutante Seja N C L(H) uma dlgebra auto-adjunta e

nao degenerada. Entdo, sdo equivalentes as sequintes afirmagoes:

1. N=N".
2. N é fracamente fechada.

3. N ¢ fortemente fechada.

Demonstragio. Vide Teorema (38.24) de [10], Teorema (12.3) de [24] e Teorema (1.3.10)
de [25] para detalhes. O

Segue-se do Teorema (3.1) que uma *-subalgebra N' C L(H) serd uma algebra de

von Neumann se, e somente se, N' = N".

Proposigao 3.1. Seja (N;)ier uma familia de dlgebras de von Neumann. Entao, N = N\ N;
iel
¢ uma algebra de von Neumann.

Demonstragio. Seja {N; C L(H),i € I} uma familia ndo vazia de subconjuntos de L(H).
/
Tem-se NN; C N para todo j € I. Logo, /\f]’ C (ﬂM) e, além disso, segue também

icl i€l

" "
que (ﬂM C Nj'. Como isso vale para todo j € I, segue que (ﬂM) C NN/ Logo,

iel icl jel
valem as seguintes relagoes de continéncia:

(N C (ﬂ M)N c M. (3.1)

iel il el

Se {N; C L(H),i € I} for uma familia de *-subdlgebra agindo em H, segue-se que NN; é
il
igualmente uma x-subalgebra de L(H). Se {N; C L(H),i € I} for uma familia de dlgebras

de von Neumann agindo em H, (ou seja, se N; = N para todo i € I), entao NN é
el

igualmente uma familia de dlgebra de von Neumann agindo em H, pois (3.1)) garante-nos

el el

"
que NN; = (ﬂM) , e isso encerra a demonstracao. O

2 Devido a von Neumann.
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Teorema 3.2. O conjunto dos operadores aleatorios e limitados forma uma dlgebra de

von Neumann N .

Demonstragio. Seja {A, }weq uma familia de operadores aleatdrios tal que
A, L*(X,vol,) — L*(X,vol,)

para todo w € €, com (w,x) — (A, f,)(r) mensurdvel e w — A, f, € L*(X,vol,) para

toda f € L*(2 x X, P owol), satisfazendo a condigdao de equivariancia
A =UwmAy-1.UG, - (3.2)

Podemos associar A,, a um operador A no espago de Hilbert L?(Q x X, P o vol) pela lei
(Af)(w,z) = (Aufo)(x). Agora, (3.2) implica

AU, = U, A, (3.3)

onde U, é um operador unitério agindo em L*(2 x X, P owol) e definido por (U, f). =

[y-1w(y 1), Com efeito, para f, € L*(X, vol,), temos que

AU, fulx) = Afyau(y o)
= Ay fr(y o) PO U(Z,w)AwU(wﬁ)f'rlw<7_1x)
= Ul Aufuly o) = Ayrofr1u(v ')
= U Aufu(z) = U, AL (@).

Por outro lado, para um operador decomponivel A temos que (3.3) implica (3.2) P-q.t.p.

Com efeito, temos que

UpmAr Ul fo?2) = UwmAsiwfyu(y'e)
= UpwUsAufu(r) = UpwU,Afu(@)
= U(%UJ)AUwa@) = U(W)Afvflww_lx)
- U(%W)Avflwfrlww_lf) = Aufu(y ).

@
Sabe-se que um operador A agindo em L*(2 x X)) é decomponivel, isto é, A = [A,dP(w)
o)

para uma familia { A, },ecq se, e somente se, A comuta com o operador multiplicagdo Mper,
com 7 : Q2 x X — Qe para toda h € L>®(Q,P) (vide Teorema (A.19) para detalhes).

Resumindo estas consideragoes, concluimos que

NOXT,Qx X)={U, | vy €T} N{Myor | h € L®(Q,P)Y,

' ¢ o comutante do conjunto de operadores. Os conjuntos {U,, | ¥ € T} e {Mor | h €

onde
L>(Q,P)} sdo fechados pela operagdo de tomada de adjunto. Conclui-se, pela Proposigao
(3.1) e pelo Teorema (3.1), que o conjunto dos operadores aleatérios e limitados forma

uma algebra de von Neumann e isso encerra a demonstracao. O
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Definigao 3.9. Seja (2 x I') um espago com medida de Haar my. Uma medida P no

conjunto (2, Bq) serd chamada my-invariante se
Pomy = (Pomyg)”,

onde (Pomy,)(f) = gmL(f)d]P’(w) e (Pomz)™(f) = (Pomy)(f) com f(w,7) = f((w, 7))

3.1.1 Operadores de Carleman

Definiremos, agora, uma classe importante de operadores com nucleo integral, a
saber, os operadores de Carleman. No decorrer do capitulo mostraremos que o operador

e« & um operador de Carleman.

Defini¢ao 3.10. Um operador K agindo em L*(Q x X,Powvol) é um operador de

Carleman se existir um nucleo
kE((w,x),-) € LQ(({w} x X) x {w} x X),vol,)

para todo (w,x) € Q x X tal que

ICf(w,x):/ k((w,2), (0, 8))f(w, F) dvolu (7).

X

&
Seque que K = [K,dP(w), ou seja, o operador de Carleman é decomponivel.
Q

O conjunto K de todos os operadores de Carleman satisfaz, para todos v € T' e
w € €

k((w,y2), (w,77)) = k((w, 7), (w, 7))

para quase todos x,Z € X com respeito a vol,,.

Observagao 3.2. Seque-se de [26] que os operadores do tipo Hilbert-Schmidt sao uma

subclasse dos operadores de Carleman.

Definicao 3.11. Seja KC um operador de Carleman. Entao, IC serd chamado de operador
de Carleman forte se UKU* for um operador de Carleman para qualquer operador

unitario U.

Teorema 3.3. Todo operador auto-adjunto de Carleman forte é do tipo Hilbert-Schmidt

Demonstragio. Seja K um operador de Carleman forte e auto-adjunto. O Teorema (A.16)
afirma que o espectro de I consiste de uma sequéncia de autovalores ()\,) com 0 o ponto
limite (e eventualmente +00). Como K é um operador de Carleman forte, entdo existe
para qualquer base ortonormal completa (&,) uma transformagao unitaria U e um ntcleo

ky(x,y) tal que
b
/ [k (2, y)|* dy < oo,
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b
(UKU*€,)(x) = Mbulw),  (UKU* f)(x) = / bo(e,y)f(y) dy

para quase todo x e f € dom(UKU™*) = Udom(K). Isso implica que A\, () sdo coeficientes
de Fourier de ky(z,y) (como fun¢do de y) com respeito a base ortonormal completa (&,).
Como kg (z,y) (como funcao de y) pertence a L*(a,b) para quase todo z, isso implica que

S| Anén(x)| < 0o para quase todo z. Faga
&n(r) = (b— a)""? exp(2minz/ (b — a));
segue que Y|\, |* < oo, i.e, K é um operador de Hilbert-Schmidt. O

Teorema 3.4. Todo operador de Carleman forte é um operador de Hilbert-Schmidt.

Demonstracao. Seja K um operador de Carleman forte; entdao K é fechado pelo Teorema
(A.18). Segue do Teorema (A.17) que K = UT onde T é um operador auto-adjunto e U :
img(R(T")) — img(R(K)) uma isometria parcial. Entao, U*U : img(R(T)) — img(R(T))

¢ uma isometria parcial e portanto 7' = U*K. Pelo Teorema (A.15), T' é um operador de

Carleman forte e auto-adjunto e consequentemente, pelo Teorema (3.3), é um operador do
tipo Hilbert-Schmidt. Entao, K = UT é um operador de Hilbert-Schmidt. n

Pela Definigao (3.5), temos que todo operador aleatdrio e limitado deve satisfazer a
condicao de equivaridncia. Assim, temos que todos os operadores aleatérios e limitados que
sao Carleman, sao pela Defini¢do (3.5) e Defini¢ao (3.11) operadores de Carleman fortes.
Conclui-se, pelo Teorema (3.4), que os operadores auto-adjuntos, aleatérios e limitados de

Carleman forte sao operadores de Hilbert-Schmidt.

3.2 O Traco na Algebra de von Neumann

Discutiremos agora a nocao de trago em &lgebras de von Neumann, conceito

necessario para a demonstragao dos Teoremas (1.2), (1.3) e (1.4).

Definicao 3.12. Um peso em uma dlgebra de von Neumann € uma aplicacio 7 : N* —
[0, 00], onde Nt C N € o conjunto dos operadores auto-adjuntos e nio-negativos, satisfa-

zendo as sequintes condigoes:

1. 7(MA) = A7(A) para todos A€ NT e X > 0;

2. T7(A+ B) = 7(A) + 7(B) para todos A,B € N*.
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O peso serda chamado normal se 7(A,,) convergir para 7(A) sempre que A, for
uma sequéncia crescente e limitada de operadores, ou seja, A, < A,.1 com n € N. O
peso serd chamado fiel se 7(A) = 0 implicar A = 0. Serd chamado semi-finito se
7(A) = sup{7(B) | B < A,7(B) < o¢}. Se o peso T satisfizer 7(CC*) = 7(C*C)? para
C € N arbitrério (ou, equivalentemente, 7(UAU*) = 7(A) para A € N e U € N unitédrio)*,

entao o peso sera um traco.

Teorema 3.5. Para A e NT(Q xT',Q x X) a expressio
r(4) = / Tr(AY2M,, AY?) dP(w) = / Tr(M2A,MY?) dP(w),
Q Q

onde M, € o operador multiplicagio por u : (Q x X) — RY mensurdvel, nao depende de

u desde que mp v = [Lu(w,y'z) dmy(y) = 1.

1. A aplicagio 7 : NT(Q x T',Q x X) — [0,00] € um peso normal, semi-finito e fiel em
N(EQxT,Qx X).

Demonstragio. Vide Teorema (4.2) de [6] para detalhes. O

Proposicao 3.2. Seja K € K dado. Entdo,

A(KCK) = / / / w(w, ) k((w, 2), (@, D)2 dvol,(z) dvol,(F)dP(w) = T(KK*)  (3.4)
aJxJx
para qualquer u : (2 x X) — RT satisfazendo mp x u = 1.

Demonstracao. Considere a identidade

Tr(A*A) :/s ) la(x,y)|* dvol(x)dvol(y)

(vide Teorema (A.9) e Teorema (A.10) para detalhes), vilida para qualquer operador
limitado A com niicleo a. Note que esta férmula vale tanto para a € L*(S x S, vol o vol)
quanto para a ¢ L*(S x S,vol o vol). No ultimo caso, ambos os lados da férmula sdo

infinitos. Agora, pelo Teorema (3.5), temos que
H(KK) = / Tr(MYPKC I, MY2) dP(w)
Q
= / / / u(w, @) [k((w, ), (w, 3))]* dvol,(x)dvol,(i)dP(w)
JxJx
e isto prova a primeira equagao. Para mostrar a segunda, vamos inserir

mr ok u = /u(w,w‘lm) dmp(y) =1
r

Vide Corolério (1) se¢do 1.6.1 de [27], Lema (55.2) de [24] e Proposigdo (6.5.2) de [25] para detalhes.
4 Vide Definicio (1) se¢do 1.6.1 de [27] e Definigdo (6.5.1) de [25] para detalhes.
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na primeira equagao. Assim, segue-se que

=[]

( [t dmLm) (e, &)k ((0,), (0, 2))]?
dvol,(z)dvol , (%) dP(w).

Por Fubini e pelo fato de K ser invariante, temos que

=

u(w, v 2)uw, 2)[k((w, 7" 2), (W,971T))
dvol,,(z)dvol,(Z)d(P o mp)(w, ).

| 2

Fazendo uso da invariancia de P, ou seja, Pomy = (Pomy)™ temos que

=0

w(w, yr)u(w, 7)|k((w, y2), (w,77))
dvol,-1,(x)dvol,-1,(Z)d(P o mp)(w, ).

| 2

Uma vez que a medida é invariante por uma mudanca de variavel, temos que

o=
ul

W2 Yu(w', ) k(W @), (@, 3)))

dvol,,(z")dvol,(Z")d(P o mp)(w, 7).

Novamente por Fubini, temos que

=[]

([ w2 am) ) utel (), (N
dvol,,(z") dvol, (") dP(w),
donde
T(IC*IC):/Q/X/Xu(w/,x'ﬂk((w/,x/),(w/,:%/))|2 dvol,,(z") dvol,, (") dP(w).

Assim,

A(K'K) = / Tr(MYK M) dP(w) = 7(KK?).
Q

Isso encerra a demonstracao.
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Lema 3.1. Seja Z um z’deal em uma dlgebra de von Neumann N agindo em um espaco de
Hilbert H com Z*Z(H) = H. Seja T um peso normal em N satisfazendo 7(A*A) = 7(AA*)
para todo A € Z. Entdo, T € um trago.

Demonstragio. E suficiente mostrar que 7(UAU*) = 7(A) para A € Nt arbitrario e
U € N unitério. Seja C(Z) o fecho da norma de Z*Z (logo, Z*Z é um ideal denso em C'(Z)).
Pela Proposicao (A.7), existe uma rede crescente de aproximantes da identidade (I,) para

C(Z) em Z. Como H é separavel, podemos escolher (I,) como uma sequéncia crescente

(I,). Por Z*Z(H) = H, inferimos que I,, converge monotonicamente para identidade I em

‘H. Por decomposicao polar, todo I,, € Z*Z pode ser escrito como
L,=> D5, Dip — > C1Cin (3.5)

para um ndimero finito de D, ,,,C;,, € Z. Agora, seja D € Z dado. Sendo Z é um ideal a

direita, podemos calcular

T(UAY2D*DAY?U*) = 7(DAYV2U*UAV?D*) = 7(DAY2AY2D*) = 1(AY2D*DAY?),
(3.6)
onde a primeira identidade segue-se de B = DAY2U*, B* = UA'Y?D*. Combinando (3.5)
e ao fato de 7 ser normal, podemos concluir a demonstragao do lema da seguinte
maneira:

T(UAU*) = lim 7(UAY?I,AYV2U%)

n—o0

=l 7 (UAY (D5, Di — Y01, Cin) AYPUY)

n—00

= lim 7 (Y UAY2D;, D, AVPU" = Y UAY2C,Ch, AU

n—o0

= lim 7 (> AV2D;, D, AV? = 3" AV2C;, 0, AY?)

n—o0

= Jim 7 (42 (YD}, Din — Y G Cr) AY2)

n—oo

_ : 1/2 1/2y _
= lim T(AY L, AV?) = T1(A).
Isso encerra a demonstracao. O

Agora, mostraremos que a algebra de von Neumann formada pelos operadores

aleatérios e limitados é tal que 7 definido no Teorema (3.5) é um trago normal.

Proposigao 3.3. Seja {H, },cq um operador de Schridinger aleatdrio e defina, parat > 0,
o operador

St): L*(Q x X) — L*(Q x X)

por
S(t) fula) = ("2 fu)(2).

Seja (A, +,-) um anel e seja Z um subconjunto de nao-vazio de d. Dizemos que Z ¢ um ideal de d se
para todos x,y € Z temos x +y € Z e para todos c€ A e x € T temos cx € 7.

5
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Entao, S(t) é um operador auto-adjunto, aleatorio e limitado para t > 0. Parat >0, o

operador S(t) pertence a K. A familia t — S(t) é um semigrupo fortemente continuo.

Demonstragio. A Proposicao (2.1) fornece imediatamente a mensurabilidade de S(t). Pelo

céalculo funcional (vide Corolérios (A.3) e (A.4) para detalhes), temos que
SOLw = [ oAt @Le)
0,00

(note que E~2«(y) = 0 se y < 0). Segue-se que

IWW@MWW_/

Qx[0,00)

oty A, Fubini A, )
e "V d(p; " (y)ow) < oty )lduf (y)dw = |[f(2)]|720x x)»

onde d,uJTA“(y) = | f(z)|*dx é uma medida espectral (vide Segdo 8.4 de [5] para detalhes).
Conclui-se que S(t) é um operador decomponivel, porque por Fubini vale a decomposicao
para toda f € L?*(Q2 x X). Como suas fibras sdo auto-adjuntas, S(¢) também é auto-
adjunto (vide Teorema (A.20) e (A.21) para detalhes). Pela férmula de transformagao

Ay =UwmAy-1,Uf, ), temos que

U(wvv)Sv‘lw(t)U(*w,y)fw(Vilx) = U(w,v)/[0 )efty dE_AW‘lw(y)U(*wﬁ)fw(’yflx)
- /& AU B0
= [ e = @ L)
[0,00)

= S<t)fw(7_1x)7

o que mostra que S(t) satisfaz a condi¢ao de equivaridncia, donde se conclui que S(t) é
de fato um operador aleatério. Usando que t — ef®~ é semigrupo fortemente continuo de
operadores com norma nao excedendo 1 para todo w € €2, podemos através de um calculo

concluir que S(t) também é um semigrupo fortemente continuo.

Para ¢t > 0, todo S(t) tem um nicleo k! (vide Teorema (4.1) para detalhes).
Mostremos que S(t) € K. Com efeito, segue-se dos Teoremas (A.9) e Teorema (A.10) que

Hﬂ%%:LXW@wammm%M-

Supondo que S(t) é um operador de Carleman, temos que

rwwmzéw@wﬁwmwzéﬁmm%mwM%@.

Agora, ja que S(t) é auto-adjunto, segue-se da Proposi¢ao (A.4) e Teorema (A.11), que

!WW@=A%@@%@@®%@,
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e novamente pela mesma proposi¢do e pelo mesmo teorema, uma vez que S(t) é um
semigrupo, segue-se que
2 2t
ISz = k5 (z,x) < oo

Isto mostra que S(t) pertence a K e isso encerra a demonstragao. L]

Teorema 3.6. Considere N a dlgebra de von Neumann formada pelos operadores de
Schrodinger aleatorios em uma variedade compacta. A aplicagdo T definida no enunciado
do Teorema ¢ um trago normal.

Demonstracao. Pela Proposicao (D e pelo Lema (D , é suficiente mostrar que K*K(L?(2x
X)) é denso em L?(2 x X). Porém, isso segue diretamente da Proposi¢ao (3.3)), que mostra
que S(t)f converge para f para toda f € L*(Q x X), onde S(t) € K*K por propriedades

de semigrupo e isso encerra a demonstracao. O
Em N, um trago do tipo I, (vide [24], [25], [27] e [28] para defini¢ao) é dado por
7(A) == E(Tru(x7As)),

onde T'r denota o trago no espago de Hilbert L?(X, vol,,). Note que tal expressao é um caso
particular do trago definido no enunciado do Teorema (3.5). Com efeito, para qualquer

u: Q2 x X — RY mensurdvel com Y u,-1,(y '2) = 1 para todo (w,z) € Q X Z, temos que
vyer

7(A) == E(Tr(usAs)).

A resolugao da identidade {E™«(—00,\)}ueq de {H,}ueq no intervalo | — oo, A\[ é um

operador aleatério e limitado e é um elemento de A/. Assim, a densidade de estados

T(E(] = 00, A])

NH(—oo,)\) = E(UO[.(.F)) ,

onde F C X é um dominio pré-compacto I'-fundamental, também é um traco.

3.3 O Espectro do Operador de Schrodinger

Agora, mostraremos que N ¢ uma medida espectral para {H,},cq. Apresentare-
mos, também, a definicio de medida espectral bem como a definicao de espectro de um

operador auto-adjunto. Por fim, apresentaremos as demonstragoes dos Teoremas (1.2)) e
i3).

Definicao 3.13. Seja ¢ uma medida em R. Entao ¢ serd uma medida espectral para um
operador auto-adjunto A com respeito a resolucio da identidade E4 se para um boreliano
B CR,

¢(B) =0 <= E4B) = 0.
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Para mais detalhes a respeito da Defini¢ao (3.13) vide Proposicao (A.6).

Proposicao 3.4. Para um boreliano mensuravel B C R e um operador auto-adjunto
H tal que % € N(2 xT',Q x X), seja N¥(B) dada por N¥(B) := 7(E"(B)). Entdio,
N ¢ uma medida espectral para H. Além dz’sso para uma funcao mensurdvel limitada
F:R —[0,00), a identidade T7(F(H)) = = [ F(z) dN"(z) estd bem definida.

Demonstragio. Seja {B,} uma familia de conjuntos mensurdveis dois a dois disjuntos.
Mostraremos que N7(UB,,) = > N¥(B,,), e assim que N* é uma medida. Com efeito,

como para todo m € N,
m—+1

B, C |J B.,

n=1

wr(ym) = (e (Us.))
- (s r)
= ;Df,EH(Bn i

e o resultado se segue do fato de 7 ser normal. Logo, N é uma medida. Como 7 é fiel,
temos que 7(E#(B)) = 0 — E(B) = 0. Segue da Definicio (3.13) que N é uma medida

espectral.

1Cs

temos que

A ultima afirmacao é entao imediata para combinagao linear de fungoes caracteristi-
cas com coeficientes ndo-negativos. Pelo Lema (A.5) podemos aproximar as partes positiva
e negativa de uma fungao boreliana limitada por sequéncias monétonas nao decrescentes de
fungoes simples nao-negativas. Entao, pela definicio de medida espectral e pelo Teorema

da Convergéncia Monétona, N (F) estd bem definida e isso encerra a demonstragao. [

Definicao 3.14. Seja J uma familia dado pela uniao finita de abertos em R cujos
pontos finais sao racionais. O espectro de um operador auto-adjunto H tal que
Ef e N(QxT,Qx X) é o conjunto

o(H)={\eR | E¥(B) #0, para todo B € J com X € B}.

Corolario 3.1. O suporte topolégico de N, supp(N) ={N e R | NI(JA —e, A +¢) >
0 para todo € > 0}, coincide com o espectro o(H) de H para todo operador auto-adjunto
H tal que 1 e N(Q xT,Q x X). Se Q x ' é ergédico, entao supp(N*) = o(H,,) para
quase todo w € €.

Demonstragio. Sendo N* uma medida espectral, segue-se que Ef(A —e, A +¢) > 0 <
NT(N—¢e,A+¢) > 0; em particular, c(H) ={\ e R | NF(B)20VB € J,A\ € B} =

supp(N#). A segunda afirmacdo segue do Teorema (1.2) e isso encerra a demonstragao. [
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Demonstragio do Teorema (1.3). Segue diretamente da Proposi¢ao (3.4) e do Coro-
lario (3.1). O

Por fim, resta-nos neste capitulo apresentar a demonstragao do Teorema (1.2). Para

tanto, alguns resultados preliminares sao necessarios.
Sejam
J ={I=J L | It = (b, qx) ¢ um intervalo aberto com py, gx € Q}, (3.7)
k=1

J™ um conjunto formado pelos elementos de J cuja unido consiste em exatamente m

intervalos, e B C J boreliano.

Proposigao 3.5. Seja p uma medida de Borel e finita em R para o operador {H,},eq. A
parte singular ps de p é dada por

1
1,(B) = lim sup {M(B NI) [LeJ, 4I) < n} —. u(B), (3.8)
onde ((I) indica a medida de Lebesgue de 1.

Demonstragdo. Note inicialmente que sup{u(BN1I) [T € J, {(I) < L} decresce quando n

cresce e portanto o limite definido por v(B) existe.

Escrevamos d,,, (z) = f(x)dl(z) (f € L'(X) pelo Teorema de Radon-Nikodym®),
R={z | f(z) > R} e n(R) = ptae(R). E claro que n(R) — 0% quando R — oco. Entdo,
para todo I € 7, pa.(I) < RE(T) + n(R). Com efeito,

,uac(I[) = ﬂac(iﬁ) + ,Uac(g}‘c)
= 77(%) + ﬂac(mc>

() — / fde < RUSE) < Ri(D),
Re
para toda f(z) < R com x € R Ja que u(BNI) = pee(BNI) + ps(BNI) (pelo Teorema

de Decomposigao de Lebesgue), temos que
u(BAT) < RUT) + ().

Assim, para todo R, v(B) < us(B) 4+ n(R), e portanto v(B) < u5(B).

Reciprocamente, como us e ¢ sao mutuamente singulares, existe um B C R com
((B) =0 e us(R\B) = 0. Sejam A,,, conjuntos abertos tais que BNB C A,, e ¢(A,,) — 0.

6 Vide [22], [29], [23], [30], [31] para detalhes.
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Dados n e € > 0, é possivel encontrar m de modo que ¢(A,,) < % e entao um I € J tal
que u(A,\I) < e (ja que psLf). Logo, como BN A, C (BNI) U (A,\I), segue-se que

p(BNI) = p(BNA) = p(An\D) > p(BNB) — & = puy(B) — e

Portanto,

v(B)=lim sup wpu(BNI) > p(B)—ec.
T reg um< 2

Agora, como ¢ foi escolhido arbitrariamente, segue que v(B) > us(B) e isso encerra a

demonstragao. O]

Lema 3.2. Seja o wma medida continua e finita em R e seja B C R um aberto. Entao,
nh—{goM(B”) = 0 para toda sequéncia (B,,) de intervalos abertos cujos comprimentos tendem

para zero.

Demonstracio. Assuma o contrario. Entao, existe uma sequéncia de intervalos abertos
(B,,) com ¢(B,) — 0ed >0 tal que u(B,,) > 6 para n € N. Para cada n € N, escolha uma
sequéncia x, € B, arbitrdria. Se a sequéncia (z,,) for ilimitada, entdo poderemos encontrar
uma subsequéncia (B, )ren de (B,,) consistindo de intervalos disjuntos aos pares. Entao,
w(R) > kiojlu(Bnk) > /?25 = 00, uma contradi¢do. Assim, a sequéncia (x,) é limitada e

contém uma subsequéncia convergente.

Sem perda de generalidade, assumimos que x, — x para n — oo. Para todo
intervalo aberto B contendo x, temos que u(B) > u(B,) para n suficientemente grande.
Isso fornece p(B) > § para cada intervalo. Como B,, D B,, 6 D ---e QBM = {x},
temos que p({z}) = klggo (B, ) > d, contradizendo a continuidade de p e isso encerra a

demonstracgao. O

Proposicao 3.6. Seja u uma medida de Borel e finita em R com parte puramente pontual
Wpp € parte continua fi.. Entao, para cada B C R, p,, € dada por

tpp(B) = lim lim sup u(BNI).

M—+00 N—+00 Z(H)é%, legm

Demonstragio. Denote por a,, ,(B) = sup  u(BNI) e note que @y, ,(B) ndo decresce
(<t 1egm

n’

quando m cresce. Portanto, os limites existem.
(<): Seja {z;} um subconjunto contdvel de R com pi,, = > u({7;})d,,, onde d,,
denota a medida de Dirac. Assim, temos p,,(B) = > p({z;}). Para todo € > 0, existe
z,€EB

um subconjunto finito B, = {z; | ; € B} com ntmero de elementos #B. e p,, <
e+ > u({z}). Logo,

reB.

ip(B) <+ Y ul{e}) <e+uBN)

ze€B.
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para um I € J7B: adequado de medida de Lebesgue arbitrariamente pequena. Como ¢ é

arbitrario, segue-se a desigualdade desejada.

(=) Pelo Lema (3.2), podemos concluir que para todo m € N,

lim sup . (BNI)=0.
T ym<L, tegm
Combinando isso com a desigualdade p,,(B) > p,,(BNI), valida para B, C R arbitrérios

e mensuraveis, temos que

ppp(B) = lim lim sup  pyp(BNI)

m—00 N—00 Z(H)gi, Tegm

= lim lim sup (B NI+ lim lim sup  p(BNI)

M—00 N—00 Z(H)é%, Tegm M—00 N—00 Z(H)i%, Tegm
= lim lim sup wu(BNI).

m—00 N—00 K(H)S%, Tegm

Isso encerra a demonstracao. 0

Demonstracdo do Teorema . Seja J como descrito acima e seja EH a resolucao
da identidade para o operador auto-adjunto H,,, com w € 2. Sabemos pelo Lema e pelo
Teorema que o operador de Schrodinger {H,,},cq é mensurdavel. Para um boreliano
B C R é possivel, na topologia forte, aproximar Ef«(B) por polinémios (vide Proposi¢io
para detalhes) independentes de w, uma vez que o conjuntos dos polinémios é
denso no conjunto da fungoes continuas pelo Teorema de Stone-Weierstrass. Isso implica a
mensurabilidade forte de Ef«(B).

Segue da calculo funcional que >-(¢;, E™<(B)¢;)., = Tr(E"~(B)) estéd bem definido,
onde {¢;} é uma base ortonormal para o espago de Hilbert H. Logo, a aplicacao w —

Tr(EH~(B)) é uma fungao invariante e mensuréavel para todo B € J.

Assim, por ergodicidade (vide Teorema (A.28) para detalhes), esta aplicagdo ¢

quase certamente constante. Denote esta constante por §p.

Como J é contédvel, podemos encontrar ' C Q2 com P()') = 1, tal que para todo

w € ', temos Tr((EH~(B)) = §p para todo B € J (a saber, para cada B € J existe Qp

tal que P(Qp) = 1; faga ' := N Qp). Pela Definicao (3.14)) e pelo fato do trago ser fiel,
BeJg

inferimos a constancia de o(H,,) em (V. Por argumentos completamente andlogos e usando
que
Oess(Hy) = {\ € R | Tr(E"*(B)) = oo para todo B € J com ) € B}

Oaise(Hy) = {\ € R | Tr(E"(B)) < oo para todo B € J com \ € B},

também inferimos a constancia de o.4s(H,,) e também de 045.(H,,), uma vez que o(H,) =
Oess(H,,) U ogise(Hy,) (unido disjunta).
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Para mostrar a constancia dos espectros restantes, é suficiente mostrar a mensura-
bilidade de
w = (fu, ng(B)fw>w e w = ( fu, EEW(B)fw% (3.9)

para toda f € L*(Q2 x X,Powol) e todo B € J. Para tanto, devemos lembrar que para
uma medida ;1 € R arbitraria com parte puramente pontual f,, e parte singular p;, temos
da Proposicao (3.5) e da Proposigao (3.6) que

pus(B) = lim  sup wu(BNI)

"Teg, (<t

tpp(B) = lim lim sup w(BNI).

MTOONT0 )<L, Tegm
Dadas tais identidades, segue-se que (3.9) é uma consequéncia imediata da mensurabilidade
de w — (f.,, E<(B)f.)w, que vale por suposicio para H = ?deIP’(w) (note que B+ (B) =
E!"(B)—E]l*(B)). Resta mostrar a tltima afirmacao. Temgs que EH(B) = 0 se, e somente
se, Ef1%(B) = 0 para quase todo w € Q. Usando isso, a Definigao (3.14) e a quase constancia

de Tr(E"~(B)), podemos inferir que A € o(H) se, e somente se, £~ (B) # 0 para todo

B € J com A € B e quase todo w € 2, e isso encerra a demonstracao. O



o1

4 Ndcleo de Calor

Neste capitulo discutiremos a existéncia e algumas propriedades dos nicleos de
calor referentes aos semigrupos exp(—tH,,) e exp(—jH?2). Em particular, avaliaremos a
dependéncia das estimativas dos ntcleos tanto em funcao do potencial quanto da métrica,
uma vez que variam com o parametro aleatério w € €2. Um fato importante é que usaremos
tais estimativas para mostrar o principio de ndo sentir a fronteira, muitas vezes tratado
na Fisica como "desconsiderar condi¢oes de contorno', e na demonstracao do Lema

(vide Capitulo 5).

Considere por {7}};>o uma familia de operadores lineares agindo no espago de
Banach B das fun¢oes mensuréveis f : [0,00) — R e seja L(B) o espago dos operadores

limitados.

Definicao 4.1. Uma familia {T}}>0 de operadores lineares é dita ser um semigrupo se

as sequintes condigoes forem satisfeitas:

1. T, € L(B) para todo t > 0;
2. Ty =1 (operador identidade);
3. Ty -Ts =Ty1s para todos t,s > 0 (propriedade de semigrupo).

Definicao 4.2. Seja {T,};>0 familia de operadores agindo no espago das fungoes mensurd-
veis com medida o-finita invariante p, satisfazendo as condicoes da Definicdo . Além

disso, suponha que {T;}i>0 satisfaz as sequintes condigoes:

1. Ty(1) =1, onde 1 € a fungao constante igual a 1;

2. Se f >0, entio T,f > 0 (preservado positivamente).

Entao, {T,}1>0 € dita ser um semigrupo de Markov.

Definigao 4.3. Uma familia {T,};>0 de operadores lineares T, : B — B, t > 0, serd

chamada de semigrupo de contracdo se satisfizer as sequintes propriedades:
1. Tyos =Ty - Ty para todos t,s > 0;
2. ll_I)réHth — f|| = 0 para toda f € B;

3. ||Ty|| <1 para todo t > 0.
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Observagao 4.1. Sejam D C X um aberto e p uma medida de Borel o-finita em D. Seja
T um operador auto-adjunto, real e nio-negativo agindo em L*(D, ). O semigrupo e 1,
com t > 0, € preservado positivamente se €T f > 0 para toda 0 < f € L*(D,u). Além

tT

disso, se e com t > 0 estiver bem definido em L*°(D,u) entao valerdo as sequintes

propriedades:

1. e L3(D, u) — L*(D, ) € preservado positivamente para todo t > 0,
2. 7T [°°(D, ) — L*>°(D, u) é uma contragio para todo t > 0.

tT

Seque-se que e~ € um semigrupo de Markov.

Pelo Teorema 1) temos que e~*’» ¢ uma contracao em LP para todos 1 < p < 0o
et >0, e segue do Teorema (A.13) que o operador de Schrédinger HP em L*(D) é uma
forma de Dirichle (as demonstracdes de tais resultados valem para X = R?, mas também

se estendem para uma variedade [2]).

Definigao 4.4. Sejam 1 < p < q < +oo. Um semigrupo {T;}1=0 @ LP — L7 é dito
ser ultracontrativo, se existir uma funcgao positiva c(t) em (0,400) tal que para toda
feIlPnNL?et >0, temos que T,f € L9 e

T fllg < @]

A

Mostraremos, a seguir, que e'?« é ultracontrativo.

Seja et : LY(X, vol,) — L>(X,vol,). Entdo, pelo Teorema (A.23), €'« é limitado
e vale que

[l f ()l e

(X,volw) < ||6tAw||1—>00||f(x)||L1(x,volw)7

com ||t ||} o = Cy para todo w € Qe t > 0.

Agora, pelo Lema |} o semigrupo e~ tem um ntcleo k_x_ tal que
0 < kon, (t2,y) <[ ][1500 = Cuy (4.1)

para todo t > 0 e para quase todos z,y € X. Pela féormula de Trotter, para 0 < f €
LY (X, vol,,), temos que

0< e f(z) < e f(x) < Cudllf]l

para quase todo x € X (j& que V,,(x) > 0 para todo x € X). Assim, e~* : L1(X vol,) —

L>(X,vol,) é também limitado por C,; e temos

0 < kHw (t,.T, y) < Cw,t (42)

L Operador com condicio de Dirichlet.
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para quase todos z,y € X.

Por fim, pela Defini¢do (4.4), resta-nos mostrar que para toda f € L' N L2 o

semigrupo e'®« : L2(X,vol,) — L=(X,vol,) também é limitado. Com efeito, temos que

16" flloo < Cue

f||17

e por Cauchy—Schwarz

Cw,t/X |f| dvolu(z) < </X1 dvolw(x)>1/2 </X r dvolw(x)>1/2

= (volu (X)) fll2,

donde

12 flloe < eIz, (4.3)

A

com ¢(t) = (vol,(X))Y2C, . Isso mostra que o semigrupo €'+ ¢ ultracontrativo.

Teorema 4.1. O semigrupo e""H« agindo em L*(X,vol,) tem um nicleo estritamente

positivo em C*((0,00) x X x X).

Demonstragio. Vide Teorema (5.2.1) de [32] para detalhes. O

Teorema 4.2. Seja {H, }oeq = {—Au+ V., }weq um operador aleatério com potencial suave
V, € C*(X). Entdo, o nicleo ky, tem um representante nao-negativo em C*((0,00) %
X x X). Além disso, temos:

1. O nicleo kp, € solugao para equagao do calor

d
(- ) brn -

onde —AY denota o operador —A,, agindo na varidvel y;

2. Para todo x € X, o nicleo kg, (t,x,-) converge fracamente quando t — 0 para a

medida atomica J,, isto €, para toda f : X — R limitada e continua, temos que
iy [ o (,2,)(0) dy = (o)

Demonstragio. Pelo Teorema (4.1) temos que kg, tem um representante em C'*((0, 00) x
X x X). J4& que e« ¢ preservado positivamente, concluimos que kz, > 0. Agora, sendo
kp, a funcao de Green por definicao, segue-se que kpy, ¢ a solugdo fundamental para

equagao do calor (vide Teorema (A.11) para detalhes.) e isso mostra o item (1).

Para mostrar (2), devemos observar que o espago onde o nucleo esté definido é um

espaco de medida de Lebesgue finita. Assim, Pelo Teorema de Portemanteau?, convergéncia

2 Vide Teorema (A.26) para detalhes.
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vaga e convergéncia fraca coincidem (vide Definigao (A.7) para detalhes), e é suficiente

tomar f € C.(X), onde C.(X) é o conjunto das fung¢oes continuas de suporte compacto.

Segue-se do Teorema de Stone-Weierstrass que C2°(X) é denso em C.(X) com
respeito a norma sup. Sabemos que a aplicagao identidade I : (C.(X), || ||oc) = (Ce(X), || -
||2) é continua. Logo, C2°(X) é denso em C.(X) na norma || - ||2. Pelo Teorema de Lusin
(vide Teorema (A.27) para detalhes), temos que C,(X) é denso em L*(X,vol,) na norma
|| - ||2, e assim C2° ¢ denso em L?(X,vol,) na norma || - ||o. Assim, podemos restringir

nossa argumentacao para C:°.

Para f € C2°, temos que —A, f € C°(X), donde segue que f € dom(—Al") com
condicao de Dirichlet e para qualquer inteiro m. Como V,, € C2°, segue que (—A,+V,)f €

C°. Pelo calculo funcional, para F': R — C boreliana, temos que

F(H,) = / ) F) a’ @) (4.4)

com

Segue-se que

HTf = / et dE (1) f (),

onde T; é um semigrupo. Isso implica
V2 (EF = e = [ a1 et
0

J& que z?™(1 — e7*)? ¢ limitada pela funcdo integrdvel z°™ (uma vez que H,f €
dom(H™) C L?, para todo t > 0, e que 2*™(1 — ¢ *)? — 0 quando ¢t — 0), entdo

pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que
|H?(T.f — f)||z2 — 0 quando ¢ — 0.

Podemos ver que T;f — f — 0 no espaco de Sobolev® Wi, o que implica, pelo Corolario
(A.5), que
th E} f7

e isso encerra a demonstracao. O

jo
3 SejamkeNe Wfokc( Yy={f | f,—Auf, - —AFfe€ Lloc( )}. Considere por Wi = kﬂ Wfokc( ).
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A seguir, apresentamos limites superiores explicitos para os ntcleos. Essas estima-
tivas foram demostradas em [33] para solugoes fundamentais da equagao do calor. E de
se esperar, naturalmente, que a solucao fundamental e o nicleo de calor do semigrupo

coincidam sob algumas suposicoes de regularidade.

Seja d, : X x X — [0,00) a funcdo distdncia Riemanniana em X com respeito a

g € seja dy a fungao distancia Riemanniana com respeito a gp.
Proposicao 4.1. Para todo t > 0, existem constantes Cy > 0 e ay > 0 tais que
k*Aw (t>x7y) <Gy eXp(_atdg(xay>) (4'5)

para todo w € 2. Em particular, valem as sequintes afirmagoes:

1. Cuy < Cy para todo w € Q, onde C,; foi definido em (4.1).

2. Para todo m > 0, existe By, < oo tal que a estimativa

/ (k_a (t,2,9))™ dvolu(y) < Bim
X

vale uniformemente em x € X e w € (), faca B, =B, ;.

Demonstragio. A desigualdade (4.5) é uma aplicagdo direta do Corolério (3.1) de [33]
(Propriedade de Li e Yau) para um operador de Schrodinger fixo. Seja V o volume dado
pela bola aberta B,(v/t) de raio v/t centrada em € X. Pelo Corolario (3.1) de [33],
podemos fazer uma estimativa para o nicleo de calor usando argumentos geométricos da

variedade como segue:

Kult, 2,9) < C&™VYA BV (B, (V) exp (Csm 1)K - (4&%35) . (46)

onde K > 0 é uma constante, 1 < a < 2,0 < ¢ < 1, C é uma constante que depende
da dimensao da variedade e C(¢) depende apenas de €, com C(g) — oo quando € — 0.

Usando (4.6) para o modelo estudado neste trabalho, temos que

V2(B,(v?) = /B(\/i)dUOZW(x):/B( pu() dvol,(x)

Vi) Pu(T)
1
= ——— dvoly(z) < C’”/Q/ dvoly(x),
Ba (V) Pu(2) o) < G Ba (VD) o)
donde se segue que k,(t,x,y) < 05/2 [ dvoly(x) nao depende de w € Q. Entdo, temos
= (VE
e Ba(v)
C(e)*VLA(B(VE)VIA(B,(VE) exp (Ce(a — 1) Kt) = C, (4.7)
e

exp <_ (ﬁy)i) — exp(—andi(z, 1)
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com 7?(x,y) = d3(x,y). Pela propriedade (3) da Definigao (1.3), por (1.5) e por
C, oz, y) < do(z,y) < Cydo(x,y), (4.8)

segue-se que a constante C; nao depende de w € 2. Além disso, para medir a distancia
entre os pontos x e y, podemos sempre substituir d,, por dy aumentando «; e isso mostra

que o modelo obedece a Propriedade de Li e Yau.

Para demonstrar (1), segue-se do Lema (A.4) e Teorema (A.9) que C,,; = sup ess k_a,, (¢, z, )
(com respeito a medida de Lebesgue). Logo, para todo & > 0 existe um conjunto Az de
medida de Lebesgue positiva tal que C,,; — € < k_a,, (¢, z,y) para todos z,y € Az. Temos,
por (4.5), que k_na,(t,7,y) < Crexp(—aud3(z,y)) < Cy paratodost > 0,w € Qex,y € X.
Assim, C,,; — € < C; donde C,,; < C.

Para demonstrar (2), usaremos o Teorema de Comparacgdo de Bishop? para controlar
o crescimento dos volumes das bolas. Isso nos diz que o limite inferior (d — 1)K € R na
curvatura de Ricci é suficiente para limitar o crescimento do volume das bolas a medida
que o raio aumenta. O volume da bola pode ser estimado pelo volume de uma bola com
0 mesmo raio em um espaco com curvatura constante K. Este ultimo volume cresce no
maximo exponencialmente com o raio. Para nossos propdsitos, é necessario ter uma versao
w-uniforme da estimativa de crescimento de volume. Usando as propriedades (2) e (4) da
Definicao (1.3), e as relagoes (1.5), obtemos o limite uniforme

vol,({y | du(z,y) <7r}) = /B pu(2) dvol,(x) = /B( )

(r)w () pu(T)
cpl? / dvolo(z) < C/? / dvoly(x)
B(r)w B(rCyq)o

= wvolg({y | do(x,y) < rC,})

g Ol erC’g

dvoly(x)

N

para todo x € X, onde B,, e By sao as bolas centras em y com d,,(x,y) < re do(z,y) < Cyr

respectivamente e C e (5 sao independentes de = e w.
Isso implica que para todo m > 0 temos, por (4.5), que
(k—a,(t, 2, y)™ < CF" exp(—audy(z, y)m),

donde

/ (hoas (t 2. 9))™ dvoly(y) < C / exp(—ond2(x, y)m) dvol,,(y)

= O™ [ exp(—ayd?(z mpw(m) V0
= 0 [ explaudi(ayym) 4 ol )

1
Pu(T)
C’;/QC’?/exp(—atdg(Ly)m) dvoly(y),

— o / exp(—aud2(z, y)m) —— dvolo(y)

N

4 Vide Teorema (A.29) para detalhes.
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com
C;/QC’[”/exp(—oztdg(x,y)m) dvoly(y) =: By -
Assim,
[ sz ool () < B,
como desejado, e isso encerra a demonstragao. O

Os resultados da Proposigao (4.1) podem ser estendidos para operadores pertur-
bados, i.e, para {H,},cq. Para isso, precisaremos da Férmula de Feynman-Kac (vide
Teorema (A.24) para detalhes)

et f(2) = B, (exp (— [ v ds) f(?f)t> , (19)

onde E, é o valor esperado com respeito ao movimento Browniano X; comecando em .
Usando propriedades de semigrupo e teoremas de convergéncia para integrais como feito
na demonstragdo do Teorema (A.24), podemos estender a validade desta férmula para

potenciais nao-negativos L}, .
Corolario 4.1. Para um aberto D arbitrario e t > 0, valem as desigqualdades
0< kHE (ta z, y) < kHw (ta z, y) < Ct exp(—atd?}(x, y)) (410)

para todos x,y € D, com C; dado por (4.7). Em particular, a integral estimada na
Proposicao (4.1) item (2) também vale para o operador perturbado H, para quase todo
reX.

Demonstracao. Pela definicao da Férmula de Feynman-Kac, temos

o< [ tteanro an = B (ow (- [V o) )
< B = [ kst ) dy
para toda f € L?(X,vol,). Pela Proposigio (4.1), temos que
0 < ka, (t,2,y) < Crexp(—auds(z,y)),

para quase todos x,y € X. Para a desigualdade referente a kyp, considere a sequéncia
de subconjuntos D; C D tal que D; tem fecho compacto e D; C D;,; para todo j e
UD; = D com D C X. Seja x; a funcdo caracteristica de X\D,. Entao, o operador
J

D;m . .
(H, +my;) = Huo”"" cresce monotonicamente quando m — 0o, ou seja,

(fs (Hy +mx;) o < (f, (Ho + (m 4 1)x;) -
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Seja também QPi™ = ((HL"™V/2f (HY7™/2f),, a forma associada ao operador (H,, +
my;) tal que WlLiinooQDj’m —=: QPi. Entéo, pelo Teorema (A.4), existe um operador auto-
adjunto HP com dom(QP7) C Ndom(QP+™) tal que

J

<(H£j)1/2f7 (Hfj)1/2f7 >w - 7,1%0<(HW + ij)1/2f7 (Hw —|— ij)1/2f>w

para toda f € dom(QP7). Pelo Teorema (A.5)), as formas QP decrescem e convergem
quando j — oo para QP porque C°(D) é um cerne para Q e toda f € C*°(D) também

pertence ao dom(QP7). Agora, pela Férmula de Trotter, temos que
0 < exp(—(H +mx;)t)f < exp(—HJt)f

para toda 0 < f € L*(D) e todo w € €. Entao, tomando os dois limites, vale que

0 < exp(—HPt)f < exp(—H,t)f. (4.11)
A equivaléncia entre (4.10) e (4.11) é padréo e isso encerra a demonstragao. ]

Finalmente, para vol,(D) < oo, a estimativa 0 < kyp(t,7,y) < C; implica que
exp(—tH?2) é um operador de Hilbert-Schmidt compacto. Pelo Coroldrio 1) o espectro
é puramente discreto, com exce¢do do 0 (inico ponto de acumulagao). Segue do Teorema

de Mapeamento Espectra que para todo t > 0,

o(12) = [~ log(e™) | A€ a(e ) {0}

e assim, H tem espectro puramente discreto (note que +o0o ¢ o tinico ponto de acumulagao

de o(HY), limite da sequéncia — log(e™***) quando A, — 0, A, € o(e" ).

5 Vide Proposicao 1| para detalhes.
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5 O Principio de Nao Sentir a Fronteira

Neste capitulo, mostraremos que os semigrupos associados aos operadores aleatérios

{H, }weq, sob certas condigoes, satisfazem o principio de nao sentir a fronteira.

Seja D um aberto da variedade X. E esperado que a diferenca entre os niicleos de
calor kyp(t,x,y) e kp, (t, z,y) seja pequena para t > 0 e para x e y longe o suficientemente
da fronteira de D. Este fenomeno é chamado de principio de nao sentir a fronteira,
equivalente na Fisica ao procedimento de desprezar as condi¢oes de contorno. Para tratar
este fendmeno de maneira rigorosa, introduziremos a noc¢ao de fronteira com espessura.
Assim, para ¢ > 0 faga 0;D = {x € X | dy(z,0D) < (} e defina por D, o interior do
conjunto D\0,D.

Iniciamos a nossa discussao apresentando o principio do maximo para equacao
do calor com potencial nao-negativo. Heuristicamente, pelo principio do maximo, a con-
tribuicdo da fronteira para o comportamento do nicleo do semigrupo pouco afeta o seu

comportamento no interior do dominio D C X, dai a ideia de nao sentir a fronteira.

Lema 5.1. Sejam D C X um aberto com fecho compacto, V =0 e
u € C([0,T) x D)NC*((0,T) x D)
uma solucao para equacao do calor

gtu—l— (=A+V)u=0 em (0.T)xD

com supremo nao-negativo s = sup{u(t,z) | (t,x) € [0.T) x D}. Entao,

§ = max {max u(0,x), sup wu(t, a:)} .

z€D [0,7)x8D
Demonstracao. E suficiente mostrar que para qualquer ¢ > 0, a afirmacgao
u<cem ({0} x D)U([0,T) x D) (5.1)
implica u < cem [0,7) x D. Para tanto, definiremos a fungao auxiliar ue(t, x) = u(t, ) —£t,

¢ > 0, e mostraremos que 1} implica que wug(tp, zo) < c em [0,7) x D.

Assuma que a afirmagdo é falsa. Entdo, existe (to,x9) € (0,7) x D tal que

ug(to, xp) > c. Por continuidade, a funcao f(t) := max ue(to,z9) > ¢ estd bem defi-
zeD

nida e t; := rggl{t | f(t) = ¢} existe. Por (5.1), temos que 0 < t; < t( e existe um x; € D

tal que wug(t1,z1) = c¢. Por um lado, temos que (Qug/0t)(t1,21) > 0 e por outro lado,
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ug(t1,-) tem um méaximo global em xy, (Ayue)(t, 1) < 0. Avaliando para (¢, x;), temos

que
Oue  Ou
0 —=——-¢=Au—Vu—-€E6<-£<0,
o o ST AuTVumis L
um absurdo. Isso encerra a demonstracao O]

Proposicao 5.1. Para t,e > 0 fizos, existe um ¢ = ((t,€) > 0 tal que para todo aberto
DcCX etodosweQ, veDeye D,

0<hon,(t,z,y) — k—AE (t,z,y) <e.
Demonstracao. Mostraremos que a afirmacao ¢ verdadeira para qualquer ¢ > 0 satisfazendo

Crexp(—a;(¢/2)%) < e.

Fixe w € Q e seja f5s € C3°(Bs(2)) com 0 < 6 < (/2 uma aproximagao nao-negativa para
a distribuicdo-0 em y € D¢, e Bs(z) ={y € X | do(y, z) < 0}. Seja

wn(t, ) = /X boa, (2, 9) foly) dvol(y) = /D boas(t,2,9)fi(y) dvol(y).

Além disso, denote por k_ap(t,7,y) o nicleo de calor do semigrupo "™ em D com

condic¢ao de Dirichlet na fronteira 0D e defina

us(t, x) ::/Dk_Ag(t,x,y)f(;(y) dvol,,(y).

Pelo Principio da Superposi¢ao, temos que u(t,z) — us(t, ) é solugdo para equagao
(0 — A,)u = 0 e satisfaz a condigao inicial uy(0,x) — uy(0,2) = fs5(x) — fs(z) = 0 para

todo x € D. Agora, por monotonicidade do dominio, sabemos que
k*Aw (tv T, y) - k*AB (tv T, y) 2 0.

Assim,

ul(t7 .T}) - UQ(t,SC) = / (kLAw(t,ZL’,y) - kag(t,x,y))fa(y) dUOlw(y> > 0

D

para todos t > 0 e x € D. Pelo Lema (5.1), temos que

u1<t7$) - UQ(t,.Z'> < sup {u1<37w) - UQ(S,’LU)}-
(0,t]x8D

O lado direito da desigualdade acima pode ser estimado como

ur(s,w) — ug(s,w) < /j;kAw(vaay)f6(y) dvol,(y)

< / k—Aw(S7 w, y)fé(y) dvolw(y)
D¢ 2
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(note que f5(y) = 0sey & D¢ss). J& que w € 0D ey € D)o, segue-se da Proposicao (4.1)

que

/ k_a,(s,w,y) fs(y) dvol,(y) < Cyrexp(—a(¢/2)?) f5(y) dvol,(y) < e.
D¢y2

D¢ 2

Logo, para todos t,e > 0 fixos, existe ¢ > 0 tal que para todo D C X aberto e para todos
re€Deye Dy,

/D (hoa(t2,y) — h_ap(t.2,9) foly) dvolu(y) < &.

Tomando o limite quando d — 0, o resultado se segue. O

Proposicao 5.2. As sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. Para todos t,e > 0, existe um ¢ = ((t,¢) tal que para todo conjunto aberto D C X e

todo w € (), temos que
0< k?_Aw<t7.T,y) - k—AB<t7 €, y) SE,
para quase todos x,y € D¢.

2. Para todos t,e > 0, existe um ¢ = ((t,&) tal que para todo conjunto aberto D C X e

todo w € (), temos que
E.(Xp, (X)x{p<ty) <&,

para quase todo x € De.

3. Para todo operador de Schrodinger aleatorio {H,},eq € todos t,e > 0, existe um

¢ ={((t,e, H) > 0 tal que para todo conjunto aberto D C X e todo w € 2, temos que
0 < kHw<t,l’,y) - ka?(t?xay> <é
para quase todos x,y € D.

Demonstragio. (1) = (2). Pela férmula de Feynman-Kac para —A, nao perturbado,

temos que
Ez(XDC (Xt>X{'rzD<t}) = /(kAw (t? xz, y) - k—AB (ta xz, y))XDC (y) dy

— [(b-alto) b sp(tny)
(k*Aw (tv z, y) - kaB (ta Z, y)>1/2XDg (y) dya

e pela desigualdade de Holder, || fhll1 < ||f]]1]|2||c com ||h||s = sup ess(h), temos que

< SU.pDQSS“{f_AW (ta L, y) - k—AE (ta T, y) ’1/2 /(k—Aw (t7 Z, y) - k—Ag (ta L, y))l/QXDg (y) dy
yel¢
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Pela hipétese (1), segue-se que

< sup eSS|kaw (t> €, y) - k—Ag <t7 €, y)|1/2 / k*Aw (ta Z, y)l/QXDQ (y) dy
yEDC

< P / boa (t2,9)xp, () dy.

O primeiro termo da desigualdade acima pode ser limitado por (1) e o segundo termo

pode ser limitado pelo item (2) da Proposigao (4.1) por By 1/s.

(2) = (3). Devemos mostrar que
Xp, (e e — e”‘HE)XDC : L' (D¢, vol,) — L®(D¢,vol,)

é arbitrariamente pequeno para ( suficientemente grande (independente de w e D). Note

tHy,

que pelo calculo funcional o operador e~ é limitado. Entao, pela Defini¢do (4.4) o

tH, —tHf’)

operador XDC(e_ e XD, ¢ ultracontrativo, logo para f € L' N L? podemos olhar

para o operador
Xp (e " — e’“qg)xpC : L*(D¢,vol,) — L*®(De¢,voly,).

Usando a féormula de Feynman-Kac, temos que

e O T N O G ACATN FPREA Ny
< E. (xpg(Xt)f(Xt)X{de})
S B () B, (i (X)X <))

1/2
_ ( [ Fatairmr dy> E, (v, (%)X (rp <)) 2

por (4.1) 1/2 ) 1/2 12
([P a) Ebe )
X
= Cl f 122 Ba(xo (X)X (rp<ty)?
pelo item (2)

< Gl e
3) = (1). E imediato, escolhendo V,, = 0. O
(

O resultado principal deste capitulo é o Teorema que se segue, resultado este que

pode ser interpretado como "principio de nao sentir a fronteira'.

Teorema 5.1. Para todos t,e > 0, existe um ¢ = ((t,e) > 0 tal que para todo conjunto
aberto D C X e todo w € (), temos que

0< k’Hw(t,I,y) - ng(t,l‘,y) <€, (52)

para quase todos x,y € De.
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Demonstracao. O resultado segue diretamente da Proposigao (5.2)). O]

Podemos perceber pelo Teorema (5.1) que a fronteira ndo interfere no compor-
tamento do nucleo de calor para o operador de Schrodinger {H, },eq. Tal propriedade
desempenha um papel fundamental na demonstragao do Teorema (1.4, como veremos no

préoximo capitulo.
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6 Densidade Integrada de Estados

Neste capitulo apresentamos a demonstracao do Teorema 1' Para tanto, mos-
traremos que a IDS definida pela identidade (1.9) coincide com o limite de um processo de

exaustao para quase todo w € €2, e isso demonstra a propriedade de auto-média da IDS

apresentada no Teorema (1.4)).

Comecaremos, como de praxe, introduzindo alguns conceitos necessarios para o

desenvolvimento deste capitulo.

Definicao 6.1. Uma sequéncia de Folner {G;}jen serd uma sequéncia de Fglner

temperada se crescer monotonicamente e satisfazer

19:9; 4]

. 0.1
WG < (6.1)

A equagdo (6.1) é chamada de Condigdo de Shulman. Segue-se de [20] que uma

sequéncia de Fglner serd temperada se satisfizer a Condi¢ao de Shulman.

Proposicao 6.1. Toda sequéncia de Folner G; tem uma subsequéncia temperada. Em

particular, todo grupo amenable tem uma sequéncia de Fglner temperada.

Demonstracao. Seja G, uma sequéncia de Fglner. Provemos por indu¢ao. Comegamos com

ny = 1. Se ny, - - -,n; foram determinados, faga G = U Gn, e tome n;;; suficientemente
J<i

grande tal que G, 41 é (G; ', 1/|G;|)-invariante. Um calculo direto mostra que

U g;]l gni—&—l

J<i

< 2|gni+1|7

e portanto a sequéncia satisfaz a Condigao de Shulman. n

Definigao 6.2. Uma sequéncia {D’}; de subconjuntos de X serd uma sequéncia ad-

missivel para X se satisfazer e , com UG; =T tal que D? = ¢(G;) para todo
J

j €N em que

o(G) == int (U fyf) C X.

vEG

Pelo Lema (A.6), temos que uma sequéncia admissivel satisfaz a propriedade
isoperimétrica

voly(0¢ D’

lim 70( D)

— =0 tod 0. 6.2
(D7) , paratodo (> (6.2)
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Segue-se de (1.6) que a identidade (6.2) satisfaz

vol,(0: D7)

i W = O, para todo C > 0. (63)

O préximo resultado é a principal ferramenta empregada na demonstragao do
Teorema (1.4).

Teorema 6.1. (Teorema Ergddico de Lindenstrauss) Seja I' um grupo discreto e amenable
atuando ergodicamente em um espago de probabilidade (X2, Bo,P) por transformagées que
preservam medida. Seja também {G;}; uma sequéncia de Fplner temperada. Entao, para

toda f € LY (2, P), para quase todo w € €2, temos que

lim 2 3 f(w) =E(f), (6.4)

J—ro ’gj‘ ’Yeg]‘

com a identidade vdlida em L.
Demonstragio. Vide Teorema (1.2) de [20] e Corolario (4.6) de [34] para detalhes. O

Os resultados das duas ultimas se¢oes serao usados na demonstragao do seguinte

lema sobre ntiicleo de calor.

Lema 6.1. Sejam {D’};en uma sequéncia admissivel e {Hy,},eq um operador aleatdrio.

Entao, valem as sequintes afirmacoes:
1. sup vol, (D7)~ Tr(xpse ) — Tr(e*tHBJ)| — 0, quando j — 0.
weN
2. Eziste uma constante C > 0 com Tr(xr e *H«) < C para todo w € Q.

—tHw)

3. A aplicagio w — Tr(xr e ¢ mensurdvel.

tH,,

Demonstragio. 1) Ja que e~ = ¢ tHe/2 ¢=tHe/2 (pela Férmula de Lie-Trotter para

H, > 0), e pelos Teoremas (A.9) e (A.10) (os quais mostram que podemos expressar o
trago de um operador do tipo Hilbert-Schmidt através da integral do niicleo de calor do

operador), segue-se do célculo funcional que

Tr(xpi e_tH“) = /Dj /Dj k’Hw(t/Q,ac,y)2 dvol,,(x)dvol,(y) (6.5)

Tr(e—tHe) — /D j /D g (4/2..9)? dvol (o) dvola(y) (6.6)

Podemos expressar a diferenga entre as identidades (6.5) e (6.6) usando

k, — k?{ij = (kn, — ngi)(kHw + kHj;’j)
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e assim, pelo Teorema (5.1),
0 < Tr(xpre ) — Tr(e*tHEj) — / / (ku, — kypi)(ku, + kypi) dvoly,(z)dvol,(y).
Di J Di © “

Decompondo o dominio como
DIxD¥ = (D x DI)U(D? x9: D7) = (D x DY) U(0. D’ x D)U(DIx8:D7)U(9: D7 x 0. D7),
temos que

/ | / (b, — by ), + Kygp) dvol,(2)dvol.(y) =
DJ DJ
/ | / (hn, — hygon) (i, + Fiygps) dvolu(@)dvolu(y) +
8CD3 (9CDJ
/ _ / (kr, — kypi )(ka, +kypi) dvol,(z)dvol,(y) +
Dl Jo.Di v *
/ / (ki — ko) (kg 4+ Ky ) dvol () dvol,,(y) +
d.DJ J D] ¢ ¢

/Dj /Dj (kr, — kypi ) (K, + kpypi) dvoly(x)dvol,,(y).
¢’ D¢

Podemos estimar o primeiro termo da seguinte forma:

/ / (km, — kypi)(ka, + kgpi) dvol,(x)dvol,(y)
d¢Di J 9 DI ¢ ¢
< / / ku, (kw, + kypi) dvol,(x)dvol,(y)
d¢Di Jd:Di v
< C’t/Q/ / (km, + kypi) dvol,(z)dvol,(y)
o¢Di J 9. Di ©

<26 [ [ dvola)dvol. )
8.0 J o, Di
agora, pela Proposigao (4.1) e por Fubini, temos que
QCt/Q/ / ky, dvol,(x)dvol,(y) < ZC’t/Q’Bt/Q/ dvol,(z)dvol,(y)
acD7 J Dl 9

¢ DI

= 2Ct/2%t/21}0lw (8<D3)

Consideragoes analogas nos permitem concluir que a mesma estimativa segue para o 2° e

3° termos.

Para o ultimo termo, fixemos € > 0 e escolhamos ¢ = ((¢/2,¢) de acordo com o
Teorema (5.1). Assim, pelo Teorema (5.1), temos que 0 < kg, (¢, 2,y) — kypi (t,2,y) < ¢
para todos x € D, y € D¢, e portanto

/Dj /Dj<kHw — kypi)(kn, + kypi) dvol,(z)dvol,(y) <
¢ e

o,

(ka., + kypi) dvol,(x)dvol,(y) < 25/

/kHW dvol,(z)dvol,(y).
plJp

J J J J
¢ ¢ S S



Capitulo 6. Densidade Integrada de FEstados 67

Agora, pelo item (2) da Proposigao (4.1) e por Fubini, temos que

25/ _ / kg, dvol,(x)dvol,(y) < 25%t/2/ dvoly,(y) = 2eB,9v0l, (D).
b I 0

J
DC

Combinando as estimativas anteriores, segue-se que

1 J
: (Tr(xme_tH“) — Tr(e )) < 2By + <2C’t/2%t/2

vol,(0:D?)
vol,, (D7) )

vol,, (D7)

Por fim, tomando o limite j — oo, segue-se da identidade (6.3) que
sup voly,(D?) " Tr(xpie ) — T'r’(e’tHEJ)| < 2By s.
weN

O resultado se segue da arbitrariedade de € > 0.

2) Temos que

Tr(xre ) :/ / ku, (t/2,2,9)* dvol,(x)dvol,(y),
FJF

e assim, por Fubini e pelo item (2) da Proposigao (4.1), obtemos

Tr(xre ) :/ / ku, (t/2,2,9)* dvol,(y)dvol,(r) < ’Bt/zz/ dvol,(z).
FJF F

Agora, por (1.5), chegamos a

%t/%?/ dvol,(z) = %t/zg/ pw(z)dvolw(x)
F F

3) Seja ¢, uma base para L?(X,vol,) escolhida de acordo com o Lema (A.3). Segue
que a aplicacio w — Tr(xr e *H«) estd bem definida para todos t > 0 e w € Q. J4 que EH«
é mensuravel, e pela Proposigao (2.1) o traco é mensuravel, temos que w — Tr(xr e~ H«)

é mensuravel. N

Estamos quase prontos para apresentar a demonstracao do Teorema (1.4), mas
ainda falta um detalhe. Aplicaremos o Teorema (6.1) nao a fungao normalizada de contagem
de autovalores Nf)j, mas sim a sua transformada de Laplace Efj. A razao é porque Efj é
limitada, enquanto que N2’ ndo é [2]. A saber, dada uma funcao f : [0,00) — R (ou C),
a transformada de Laplace £ de f é dada por

L(f)(s) = / e,

0
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Temos que
1

Lo = [ e AN (\) = ——— Trp(etHEY.
D) = [ PAND ) = s T
Assim, segue-se do item (2) do Lema (6.1) que £’ (t) é limitada. Usaremos o critério para
convergéncia de Pastur e Shubin, que afirma que é suficiente testar a convergéncia das

transformadas de Laplace.

Lema 6.2. (Critério para Convergéncia de Pastur-Shubin) Seja N, uma sequéncia de

funcoes distribuicao tal que

1. Existe um Ao € R tal que Nj(A) =0 para todo A < \g e j € N.

2. Eziste uma fungio C : RT — R tal que L;(t) := [ e dN;(\) < C(t) para todos
1j€Net>0.

3. Euxiste li)m L;(t) =: L(t) para todo t > 0.
j—o0

Entao, L € a transformada de Laplace de uma fungdo distribuicdo e para todos os pontos
de continuidade \ de N, temos que

N(A) := lim N;(A).

]—>OO

Demonstragio. Vide [17] e [18] para detalhes. O

Demonstragdo do Teorema (1.4). Temos que verificar as condigoes do Lema (6.2)
para a funcio normalizada de contagem de autovalores NP’. O item (1) é satisfeito para

Ao = 0, uma vez que o operador {H, }.cq é ndo-negativo.

O item (2) expressa a transformada de Laplace por meio do traco do semigrupo de

calor, a saber,

1 DI
S P b
z e UOlw(Dj) 7”(6 )7

n,An €0

LY (t) =

vol

onde a soma se estende sobre todos os autovalores A, de H f’j, contando multiplicidade.
Agora, aplicando monotonicidade do dominio ao item (2) do Lema (6.1), verificamos a
validade do item (2) do critério de Pastur-Shubin.

A fim de demonstrar o item (3), mostraremos que para todo ¢ > 0,

lim £2(t) = lim [ e AN’ (\) = / e AN (N)
R

Jj—o0 j—=oo Jp

converge no sentido L' e P-q.t.p. Por razoes técnicas, vamos lidar separadamente com a

convergéncia do numerador e do denominador em

DIy 1 —tHD’
L. (t) = Uolw(Dj)TT(e ).
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Entretanto, precisamos de alguma normalizagao, para evitar divergéncias. Considere

primeiramente o numerador com uma normalizagao auxiliar

1 DI
7T _tHw .
g e )

Dizemos que duas sequéncias (a;j(w)) e (b;(w)) sdo equivalentes, e denotaremos tal fato

por a; ~ b;, se a; —b; — 0 quando j — oo em L' e P-q.t.p. Pelo Lema (6.1), temos que

1 DJ
B tHy;
g )

),

1
7T7° j €
oo |Gyl (o

e pelo fato de {D7}; ser uma sequéncia admissivel para X, segue-se que

1

Gl S Trlre )
J

1
€9,

TT(XDje’tH“)
|QJ!

Agora, pela condicao de equivaridncia, temos que

1

@ > Tr(x,re 1) = > Tr(xre —Hey,
j

Vegj_l |g]| ’YGQJ

Por fim, pelo Teorema Ergddico de Lindenstrauss (Teorema (6.1)), temos que

Tr(xre ) ~ E(Tr(xre *)).
P> e

De maneira similar, podemos inferir para o denominador normalizado a relagao

——wol,(D’) = > wol,(vF) =

> wol,( ~ E(vols(F)). (6.7)
Ggfl ’gj €Y

HOO

\Qj\ \Qa!

Note que por (1.6), temos que

C:"2p0ly(F) < |G| ol (0(G)) < Cg/%olo(}"),

g

e todos os termos de (6.7) sao limitados por cima e por baixo uniformemente em w.

Finalmente, para todo conjunto finito G C I, temos que

b
vol,, (D7)

G|\ Tr(e M2y B(Tr(xpe )

_tng _ ~
TT(G )_ |gj|-1v0lw(Dj) j—00 ]E(UOZ.(.F))

Ly (t) =

Pela Definigao (1.7), temos que

E(Tr(re ™) [ v
E(vole(F)) _/R dNT (V)

e isso encerra a demonstracao. O
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7 Conclusao

O modelo matemaéatico apresentado neste trabalho mostra-se satisfatério em sua
proposta. A partir deste modelo foi possivel obter propriedades espectrais para o operador
de Schrédinger aleatério em variedades compactas, bem como obter uma equagao para
densidade integrada de estados, e como ja informado na Introducao deste trabalho, pode
ser usada para calcular quantidades termodinamicas de um sistema com muitas particulas

nao interagentes.

Além disso, como é mostrado na Se¢do 7 de [6] e em suas referéncias, é possivel

estudar quasicristais do ponto de vista dos operadores aleatérios.

Vale a pena lembrar que as propriedades espectrais estao ligadas a dinamica do
sistema (mais especificamente, a probabilidade de retorno do sistema aos seu estado inicial
e aos momentos médios, com respeito ao tempo, do operador de posi¢ao), e assim é possivel
obter tais informagoes sobre a dindmica do operador a partir do estudo detalhado da

densidade integrada de estados.
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APENDICE A - Resultados Auxiliares

Este apéndice tem como objetivo apresentar, sem demonstrar, resultados auxiliares

para total compreensao do trabalho.

A.1 Andlise Funcional e Teoria Espectral

Teorema A.1. O operador de Schridinger livre Hy = —A € auto-adjunto e seu espectro é

caracterizado por
U(H()) = UaC(HO) = [07 OO>’ USC(HO) = U’PP(H0> =0

Demonstragio. Vide Teorema (7.17) de [22] para detalhes. O

Corolario A.1. Seja H um operador linear compacto agindo sobre um espago de Banach

B, entdo:

1. O tnico ponto de acumulagao possivel de o,(H) € zero.
2. 0,(H) € contdvel e, se X\ # 0, entao o nicleo do operador tem dimensdo finita.

3. Se 0,(H) € finito, entdo os autovalores de H podem ser ordenados numa sequéncia

convergindo a zero.

4. Se dimB = oo, entao zero pertence ao espectro de H.

Demonstragio. Vide Coroléario (30.3) de [35] para detalhes. O

Proposicdao A.1. (Teorema de Mapeamento Espectral) Seja H auto-adjunto e
F e C(o(H)). Entao (a barra indica o fecho)

o(F(H)) = F(o(H)) := {F(\) : A € o(H)}.

Demonstragio. Vide Proposicao (9.6.1) de [5] para detalhes. O

Defini¢ao A.1. (Defini¢ao para o Teorema )

1. Se Q < 3, denotaremos por (Hy, Q1) o completamento do espago com produto

interno (dom(Q), (f,h)+ := Q(f,h) + (1 = B){f, h)).

2. Seja @ uma forma fechada e limitada por baixo. Um cerne para Q € um subespaco

D C dom(Q) denso em dom(Q) equipado com o produto interno (-,-), .
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Teorema A.2. (Extensdo de Friedrichs) Seja H um operador hermitiano limitado
por baizo com H > BI, p € R, Q(H) a forma gerada por H, i.e.,

QUH)(f h) = (f, Hh),  f,h € dom(Q(H)) = dom(H),

e (HY, Q(H)+) como na Definigio . Entao, o operador H tem uma unica extensao
auto-adjunta Hp : dom(Hp) — H com dom(Hp) C ’Hf Além disso, Hp > I e dom(HFp)

é um cerne para Q(H),. HY é o dominio de forma de Hp.

Demonstragio. Vide Teorema (4.3.1) de [5] para detalhes. O

Teorema A.3. Se 0 <V € L., entdo a forma Q associada ao operador de Schridinger

é fechada em C2° e seu fecho € a soma das formas quadrdticas de —A eV, com
dom(Q(H)) = dom(Q(—A)) Ndom(Q(V)).

O operador de Schridinger agindo em L? é o gerador do semigrupo simétrico de Markov
o—tH

Demonstragio. Vide Teorema (1.8.1) de [32] para detalhes. O

Teorema A.4. Seja H, uma sequéncia crescente de operadores auto-adjuntos e ndo-
negativos agindo em um espaco de Hilbert H. Seja Q, a forma associada e defina Q em
‘H por

Q(f) = lim Q.(f)

n—oo
tal que

dom(Q) C ﬂdom(Q,ll/Q).
Entdo, existe um operador auto-adjunto H > 0 no fecho do dom(Q) tal que
(HY2f, HV2f) = Yim (HY2f, HY2 )
para toda f € dom(Q).

Demonstragio. Vide Teorema (1.2.2) de [32] para detalhes. O

Teorema A.5. Sejam H, e H operadores auto-adjunto e nao-negativos agindo em um
espaco de Hilbert H tal que
Hn 2 HnJrl 2 H

para todo n. Suponha que a forma associada satisfaz

lim Q,(f) = Q(f)

n—o0

para toda f no cerne de forma de Q. Entao, H, converge para H no sentido forte do

resolvente.
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Demonstragio. Vide Teorema (1.2.3) de [32] para detalhes. O

Corolario A.2. Se existe 3 € R tal que V € L} (R™) satisfizer V(x) > 3, para todo

x € R", entdo a extensao de Friedrichs do oeprador de Schrodinger
dom(H) =Cg°(R"),  Hf=-Af+Vf  f¢€dom(H),
¢ a unica extensdo auto-adjunta de H.

Demonstragio. Vide Coroléario (4.3.7) de [5] para detalhes. O

Teorema A.6. Seja H € L(B) e \g € p(H), entdo para todo A no disco |\ — \g| <
1/||Rx,(H)|| do plano complezo tem-se que Ry(H) € L(B) e

=> (A= o) Ry, (H)’,
7=0
com a série convergindo em L(B).

Demonstragio. Vide Teorema (27.6) de [35] para detalhes. O

Proposicao A.2. Seja E uma resolugdo da identidade em H. Se F : R — C ¢é polinomial

com F(t) = Y a;t?, a; € C, para todo j, entao E(F) = > a;H’, onde H := E(h) com
=0 j=0

h(t) =t.

Demonstragio. Vide Proposicao (8.3.10) de [10] para detalhes. ]

Corolario A.3. Seja H auto-adjunto em H. Entao:
1. Para toda fungio Boreliana F : R — C,
F(H) :/ F dE" := E" (o) F);
(H)

em particular, para f € dom(F(H)), temos que (f, F(H)f) = fU(H) Fdpy.
2. Um ndmero real to € p(H) se, e somente se, existe £g > 0 tal que

1 (to — €0, to + €0) = 0, Vf e dom(H).

Demonstragio. Vide Corolério (8.3.17) de [5] para detalhes. O
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Corolario A.4. (Cdlculo Funcional) Sejam B*(R) o espaco das fungoes Borelianas

limitadas em R com norma ||F ||« := sup|F(t)| e H auto-adjunto em H. Entdo, existe um
teR

unico mapa linear B> — L(H), F — F(H), tal que os sequintes itens sao satisfeitos:

1. FyFy s Fo(H)Fy(H) = Fy(H)F(H).

3 NFE) < |1F]oo-

4. Se z € p(H), entio 7~ — R.(H) ¢

rnp = [ o

5. Se support(F)No(H) =0, entdo F(H) = 0.

6. Se F,, € uma sequéncia limitada por baizo em B¥(R) e F,, — F pontualmente, entio

F.(H) > F(H).
Além disso,

e Se FF >0 entio F(H) >0 (assim, se F' > J entio F(H) > J(H)).

e Se Hfy = Af\ e F' € continua, entio F(H)f\ = F())f.

Demonstragio. Vide Corolério (8.3.19) de [5] para detalhes. O

Lema A.1. Sejam B C R um intervalo e F' : BxR — C uma fungao (uniforme) Boreliana

limitada tal que para cada x a funcao t — F(t,z) é integrdvel com respeito a medida de
Lesbegue. Se G(H) = [, F(t,z)dt, entdo

G(H) = /B F(t, H)dt.

Demonstragio. Vide Lema (9.5.1) de [5] para detalhes. O

Proposicao A.3. Os operadores Ho e Hs com dominios C{°(R") e S(R™) (espago de
Schwartz), respectivamente, ambos com agao f — —Af, sao essencialmente auto-adjuntos
e

Ho = —A = Hg.

Em outras palavras, C§°(R™) e S(R") sdo um cerne para —A.

Demonstragio. Vide Proposicao (3.4.1) de [5] para detalhes. O
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Lema A.2. O conjunto C°(R") = {f € S(R™) | supp(f)é compacto} é um cerne para
—A.

Demonstragio. Vide Lema (7.19) de [22] para detalhes. O

Teorema A.7. Sejam dom(Q) C H e Q : dom(Q) x dom(Q) — C uma forma sesquilinear

fechada com limite inferior B € R (entao hermitiana).

Entao, o operador Hg associado com a forma Q é o tunica operador auto-adjunto
com dom(Hg) T dom(Q) — H tal que

Q(f, h) =(f, Hoh), Vf € dom(Q),Vh € dom(Hg).

Além disso, Hg = I e dom(Hg) ¢ um cerne de forma para Q. O subespag¢o dom(Q) é

chamado dominio de forma de Hg.

Demonstragio. Vide Teorema (4.2.6) de [5] para detalhes. O

Teorema A.8. Seja Q1 < Oy < -+ - uma sequéncia mondtona nao-decrescente de formas
fechadas por baixo. Defina por Q[f] = lim, o Qn|f] sempre que o limite finito existir. Q
¢ uma forma fechada e limitada por baixo. Suponha Q, e entdio Q,, sejam densamente
definidos, e sejam H e H, operadores auto-adjunto associados com os resolventes R e R,

respectivamente. Entao, quando — oo, temos que

1. Q.(f,h) = Q(f,h), f,hedom(Q).
2. R,(O) > R(C), Re ¢ <m (o limite inferior de Q).

3. (Hy—Y2f 5 (H—=&Y2f, fedom(Q), &<m.

Demonstragio. Vide Teorema (VIII - 3.13a) de [36] para detalhes. O

Teorema A.9. Seja (M, By, 1) um espago mensurdvel, com M sendo um conjunto ndo-
vazio, By uma o-dlgebra em M e p uma medida em M. Sejam H = L*(M,du) (que
supomos ser separdvel) e H* = L*(M x M, duodu). Entao, Hy € L(H) é um operador de
Hilbert-Schmidt (ou seja, Hy € Jo onde Ja € uma x-dlgebra de Banach na norma || - ||2)
se, e somente se, existe kg, € H? tal que
(HD)@) = [ (w0 0) dty). ¥F €
X
sendo ||Halla = ||k, ||z, isto € Tr(HAHA) = [y, 00 ks (@, y)1? du(x)du(y). A aplicagio
U :H?* — T, entre os espagos de Hilbert H? e Jo(H), definida por U(ky,) = Ha, € unitdria
e, portanto, vale mais geralmente
(Ha, Hp) gy = Tr(H 3 Hp) = / ki (@, y) kg (2,y) du(z)du(y),
XxX
para todos Ha, Hg € Jo(H), com ky, = U (Hy) e ky, = U (Hp).
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Demonstracio. Vide Teorema (38.48) de [10] para detalhes. O

Teorema A.10. Seja (X, ) um espago de medida e H = L*(X,du). Entao, H € L(H) é

um operador de Hilbert-Schmidt se, e somente se, existe uma funcao
ke L*(X x X, duodpu)

com
(H)@) = [ ) () duty).

Além disso,
1118 = [ 1) o)ty

Demonstragio. Vide Teorema (VI.23) de [23] para detalhes. O

Definicao A.2. (Defini¢cdo para o Teorema (A.11)) Uma tripla (M,g, ) serd
chamada de variedade ponderada, se (M,g) for uma variedade Riemanniana e p uma

medida em M com fungdo densidade positiva e suave.

Teorema A.11. Em qualquer variedade ponderada (M, g, p) o nicleo de calor satisfaz as

sequintes propriedades:

1. Simetria: ky(x,y) = ki(y, x) para todos x,y € M et > 0.

2. Para qualquer f € L?, e para todo x € M et > 0,

T, (x) = /M k() Fy) duly),

onde T, € um semigrupo.

3. ky(x,y) = 0 para todos x,y € M et >0, e

/Mkt(x,y) du(y) <1,

para todo x € M et > 0.

4. A identidade de semigrupo: para todos x,y € M et,s >0,
bealeny) = [ a2k (z.0) duz).
M

5. Para qualquer y € M, a funcgao u(t,x) = ki(x,y) é C° em (0,400) X M e satisfaz

a equacao do calor
ou
ot
onde A, € o operador Laplaciano em (M, g, ).

Ay,
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6. Para qualquer fungio f € C3°(M),

t—0

/M b, 9) f(y) du(y) — f(2),

onde a convergéncia é em C*(M).

Demonstragio. Vide Teorema (7.13) de [30] para detalhes. O

Proposicao A.4. Seja H = L*(M,du) como no Teorema (A.9) € seja ky, = U*(Ha) o
nicleo integral associado a Ha € Jo(H), tal como definido naquele teorema. Entao, valem
as sequintes propriedades:

1. Para todo Ha € Jo(H) vale ky+ (2,y) = ku, (y,), (1o p)-q.t.p.

2. Para todos Hy, Hp € Jo(H) vale kg, (x,y) = [3 ki€, 2)ka, (2, y) du(z), (pop)-
q.t.p.

3. Para todos Hy, Hg € Jo(H) vale

Tr(HAHp) = / it (g 2y (2, ) dp(2)dp(y).

M x M

4. Se Hy € um operador tracial, entao existe um nicleo integral Ly, tal que (Haf)(z) =

fM Ly, (z,y)f(y) du(y) e vale
Tr(Hy) = /M Ly, (7, 2) du(x).

Demonstragio. Vide Proposicao (38.101) de [10] para detalhes. O

Teorema A.12. Seja X C R" localmente compacto, sequndo contavel e Hausdorff. Suponha

que H > 0 satisfaz as sequintes condicoes:

o (H+ )™t é preservado positivamente para todo o > 0,

e e 1 ¢ preservado positivamente para todo t > 0.

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. e ' ¢ uma contracdo em L para todo t > 0.

2. e ™ ¢ uma contracio em LP para todos 1 < p < oo et > 0.

3. Seja f € dom(H'Y?) e seja h € L? satisfazendo

h(2)] < [f(=)],
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|h(z) — h(y)| < |f(x) = fF(Y)],
para todo x,y € X. Entio, h € dom(H"?) e

Q(h) < Q(f).
4. Se 0 < f € dom(HY?), entdo min{f,1} pertence ao dom(H'?) e
Q(min{f,1}) < Q(f).

Demonstragio. Vide Teorema (1.3.3) de [32] para detalhes. O

Teorema A.13. Se X CR™ e H é um operador eliptico agindo em L*(X) satisfazendo
condigdo de fronteira de Dirichlet, entdo H satisfaz as condigoes dos Teoremas (1.3.2) e
(1.3.8).

Demonstragio. Vide Teorema (1.3.5) de [32] para detalhes. O

Definicdo A.3. (Defini¢do para a Proposi¢io (A.5])) Seja H wm operador auto-
adjunto agindo em um espago de Hilbert H. Afirmamos que Hy converge para H no sentido

forte do resolvente se R;(H,) > R;(H), e escrevemos H, SEH.

Proposicao A.5. H, Ly} se, e somente se, F(H,) > F(H) para toda fun¢io F : R —

C continua e limitada.

Demonstragio. Vide Proposicao (10.1.9) de [5] para detalhes. O

Teorema A.14. (Férmula do Produto de Trotter) Se Hy e Hp sao operadores

auto-adjuntos e Hy + Hp é essencialmente auto-adjunto em dom(H ) Ndom(Hg), entdo

g — hm (ethA/neltHB/n) — ezt(HA+HB)'
n—oo

Além disso, se Hy e Hp sdo limitados por baixo, entao

s — lim (etHA/”etHB/n) _ o(Hat+Hp)
n—oo
Demonstragio. Vide Teorema (VIIL.31) de [23] para detalhes. n

Teorema A.15. Se K ¢ um operador de Carleman forte e H € um operador limitado,

entao KH e HIC também sao operadores de Carleman fortes.

Demonstragio. Vide Teorema (I) de [37] para detalhes. O

Teorema A.16. Para todo operador de Carleman auto-adjunto, 0 é o ponto limite do seu
espectro; o espectro de um operador de Carleman forte tem no mdzimo os pontos limites

—00, 0 e +00.
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Demonstragio. Vide Teorema (II) de [37] para detalhes. O

Teorema A.17. Um operador fechado e densamente definido H agindo em um espago

de Hilbert, pode ser fatorado como H = UT, onde T é auto-adjunto (nao-negativo) e

U :img(R(T)) — img(R(H)) é uma isometria parcial.

Demonstragio. Vide Teorema (III) de [37] para detalhes. O

Teorema A.18. Todo operador de Carleman é fechado.

Demonstra¢io. Vide Teorema (2) de [37] para detalhes. O

A.1.1 Algebra de Operadores

Proposigao A.6. Se B ¢ um Boreliano, entiao ;1(B) =0 se, e somente se, E(B) = 0.

Demonstragio. Vide Proposicao (15.3) de [24] para detalhes. O

Definicao A.4. (Defini¢ao para o Teorema (A.19)) Considere por LE(Z,v) o
espago essencialmente limitado das fungoes complexas v-mensurdveis em Z (conjunto
espectral de uma algebra-C* abeliana de operadores agindo em H), em que duas fungoes,

tguais localmente em quase todos os pontos, sao identificadas.

Teorema A.19. Seja H um operador linear continuo tal que para toda f € LF(Z,v),

temos que MyH = HM;j. Entao, H é decomponivel.

Demonstragio. Vide Teorema (1) da Secao (I1.2.5) de [27] para detalhes. O

Proposicao A.7. Sejam N uma dlgebra-C* e & um ideal bilateral de N denso em N .
Entao, existe uma rede crescente de aprozimantes da identidade de elementos de & em N .

Se N € separdvel, essa rede de aproximantes pode ser indexada por {1,2,---}.

Demonstragio. Vide Proposicao (1.7.2) de [28] para detalhes. O

Definigao A.5. (Defini¢cdo para o Teorema (A.20)) Uma fun¢io H(-) de um espago
de medida 2 para o operador auto-adjunto (ndo necessariamente limitado) em um espaco

de Hilbert H' serd chamada de mensurdvel se, e somente se, a fungdo (H(-) +1)7! ¢
®

mensurdvel. Dada essa fungio, nos definimos o operador H em H = [H' com dominio
Q

dom(H) = {f €M | f(w) € dom(H(w) i [ IH@F)By dule) < oo}
por
(Hf)(w) = H(w)f(w).
Escrevemos H = ?H(w) dp.
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Definicao A.6. (Defini¢cdo para o Teorema (A.20)) Se Hu, Hg sao operadores
lineares fechados agindo em um espago métrico, diz-se que H 4 € Hp-limitado se dom(Hpg) C
dom(H,) e existem £,m = 0 de forma que ||Haf|| < E||Hpf|| + nllf|l, para toda f €
dom(Hpg); o infimo dos valores de £ > 0 que tal relagao vale é chamado de Hpg-limite de

Hy (em geral m € fungao nao-decrescente de ).

D

Teorema A.20. Seja H = [H(w) du onde H(-) é mensurdvel e H(w) € auto-adjunto
Q

para todo w € 2. Entao:

~

. O operador H € auto-adjunto.
@
2. Um operador auto-adjunto H € H tem a forma [H(w) du se, e somente se, (H+1)!
Q
¢ um operador limitado e decomponivel.
3. Para qualquer fung¢do Boreliana F' em (R),
®
/ F(H
Q
4. A€ o(H) se, e somente se, para todo € > 0,
p{w [ o(Hw)) N (A =g, A+e) #0}) >0
5. X € um autovalor de H se, e somente se,

u({w | A € um autovalor de H(w)}) > 0.
6. Se cada H(w) tem espetro puramente absolutamente continuo, entdo H também.

7. Suponha que Hg = fHB ) dp com cada Hg(w) auto-adjunto. Se Hg é H 4-limitado

com H s-limite &, entao Hp(w) é Ha(w)-limitado p-q.t.p. com H4-limite £(w) < €.

Se £ < 1, entao
@

Ha+ Hy = / (Ha(w) + Hp(w)) dp,
Q
é auto-adjunto em dom(H).
Demonstragio. Vide Teorema (XII1.85) de [38] para detalhes. O

@
Teorema A.21. Se Hy = [Hu(w) du(w) e Hp = fHB ) du(w) sao decomponiveis,
entao temos que

@

Ha+ Hy = / (Ha(w) + Hp(w)) dp(w),  HaHp = / Hoa(w) Hp () dpu(w),

S D

NH , — / NHA(w) dp(w),  HY = / Ha(w)* du(w).
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Demonstragao. Vide (A.78) de [28] para detalhes. O

Lema A.3. Eristem uma fungio mensurdvel F : Q — Ny U {oo}, uma sequéncia (¢™),
de fungoes mensurdveis em 2 X X e um conjunto Q' C § tal que P(Q)) = 1 satisfazendo

as sequintes propriedades:

1. (™ 1< n < F(w)) é uma base para L*(X,vol,) para todo w € V.
2. o™ =0 paran > F(w), we Q.

3. ¢ =0 paraw ¢ Q.

Demonstragio. Vide Lema (A.1) de [6] para detalhes. O

A.1.2 Operadores Aleatérios

Proposicao A.8. Se para cada w € (), sejam H, um operador auto-adjunto agindo em H
e {EH=(B); B € Br} a resolugio da identidade para H,. Entdo, as sequintes propriedades

sao equivalentes:

1. Q3w — EH(B) € L(H) é mensurdvel para todo B € Bg.
2. Q35w — e € L(H) é mensurdvel para todo t € R.

3. Q3w — (H, —21)"' € L(H) é mensurdvel para todo z € C\ R.

Demonstragio. Vide Proposi¢ao (V.1.2) de [4] para detalhes. O

A.1.3 Analise Matricial

Teorema A.22. Seja A uma matriz quadrada e normal. As sequintes propriedades sdo

equivalentes:
1. AA = AA.
2. ATA=AAT.

3. Existe uma matriz real e ortogonal Q tal que QT AQ é uma soma direta de blocos,
em qualquer ordem prescrita, cada um dos quais € um bloco zero ou um maltiplo

escalar diferente de zero de

0 1 b 1
, “4 , ! , a,beC
-1 0 -b a — 1

coma#0#bea®+b=1.

[1],

Demonstragio. Vide Teorema (2.5.17) de [39] para detalhes. O
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A.2 Semigrupos

Teorema A.23. (Ultracontrativo) Seja (X, Bx, 1) um espago de medida Polonés' e T,

um semigrupo. As sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. Eziste uma constante C' > 0 tal que vale a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-
Sobolev

1f1%e < ClIVFIR = C /X VP dr.

2. Eziste uma constante C > 0 tal que para todo t > 0, temos que
C
Il < o
3. Eziste uma constante C > 0 tal que para todo t > 0, temos que

C

1T 1200 < 5o

Demonstragio. Vide Teorema (6.3.1) de [40] para detalhes. O

t

Lema A.4. Se e ' ¢ ultracontrativo, entio e " possui um niicleo integral k(t,x,y) para

todo t > 0, satisfazendo
0 < k<t7xay) < Ct2/27

em quase todos os pontos. Por outro lado, se e tem um niicleo satisfazendo
0 <k(tz,y) <a < o0,

- _4H s ) 1/2
em quase todos os pontos, entdo et ¢ ultracontrativo com Cy < at/ .

Demonstragio. Vide Lema (2.1.2) de [32] para detalhes. O

Teorema A.24. (Férmula de Feynman-Kac) Seja V uma funcio real em L?(R3) +
L>(R3) e seja H=—A+ V. Entdo, para toda f € L*(R3), temos que

1w = [ feb)ew (— [ v ds) aw;

onde Ay, para 0 < a < 1, € o conjunto de todos os caminhos Hélder continuos de ordem «

e dW é uma medida de Wiener.

Demonstragio. Vide Teorema (X.68) de [41] para detalhes. O
1 Vide Definigao (A.8) para detalhes.
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A.3 Teoria de Medida e Integracao

Teorema A.25. Sejam X um espago de medida com uma o-dlgebra e { f,}32, uma familia
de funcoes f, : X — R mensurdveis. Entdo, as sequintes funcoes sao mensurdveis com
valores em R N {xoo}:

sup fn(z), inf f,(x), limsup f,(z), liminf f,(z).

Demonstragio. Vide Teorema (4.3.6) de [29] ou pagina 1404 de [10] para detalhes. O

Lema A.5. Seja X um espaco de medida com uma o-dlgebra, toda funcio f: X — R
nao-negativa e Boreliana (ou mensurdvel por Lebesque) é o limite pontual de uma sequéncia
mondtona nao-negativa de fungoes simples mensurdveis e nao-negativas. Se f for também

limitada, a convergéncia é até mesmo uniforme.

Demonstragio. Vide Lema (30.3) de [10] para detalhes. O

Definigao A.7. (Convergéncia Fraca e Vaga) Sejam X um espa¢o métrico e Bx

uma o-algebra de Borel para X .

1. Sejam p, py, o, - - - medidas finitas em (X, Bx). Dizemos que (pin)neny converge

fracamente para ji, e escrevemos pp = w — li_>m L, SE
n—oo

/fdunw—%o/fdu

para toda f continua e limitada com dominio em X.

2. Sejam p, iy, pia, - - - medidas aleatorias em (X, By). Dizemos que (fin)nen converge

vagamente para [, € escrevemos [t = v — h_)m [, SE
n 0. 9]

[ am =3 [ 1 a

para toda f continua, limitada e de suporte compacto com dominio em X.

Para mais informagoes a respeito da Defini¢ao (A.7) vide Teorema (4.5.7) de [29]

para uma demonstracao da existéncia dos limites apresentados na Defini¢ao (A.7).

Definicdo A.8. (Defini¢do para o Teorema (A.26)) Um espago topoldgico separdvel

em que a topologia é gerada pela métrica completa é chamado de espago Polonés.
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Teorema A.26. (Portemanteau) Sejam X um espago métrico e i, jiy, pio, - - - medidas

de probabilidade. Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

Lop=w =l pin,
2. [ fdu, =y [ f du para toda fungio Lipschitz, continua e limitada.

3. [ f duy Y [ f du para toda fungio mensurdvel e limitada com p(Dy) = 0, onde

Dy € o conjunto dos pontos de descontinuidade de f.
4. lim inf pn(X) = p(X) elim sup p,(F) < u(F) para todo fechado F C X.
n—00 n—00
5. lim sup p,(X) < p(X) e lim nlggo,un(B) > u(B) para todo aberto B C X.

n—oo

6. lim p,(X) = u(X) para todo conjunto X mensurdvel com u(0X) = 0.

n—o0

Se X € localmente compacto e Polonés, seque-se que cada uma das afirmagoes a sequir sao
equivalente as declaracoes anteriores:
1op=v— limp, e p(X) = lim p,(X).

2. p=v— limp, e p(X) = lim sup p,(X).

n—oo
Demonstragio. Vide Teorema (13.16) de [31] ou Teorema (4.14.4) de [29] para detalhes. [

Teorema A.27. (Lusin) Seja X um espaco localmente compacto e Hausdorff e seja p
uma medida positiva sobre uma o-dlgebra Bx de X que contém a o-dlgebra de Borel de X

tal que:

1. p(F) < oo para todo compacto F C X;

2. u é regular, ou seja, p(U) = inf{u(B),U C B,B aberto} para todo U € Bx e
w(U) = sup{u(F),F C U,F compacto} para todo U € Bx com pu(U) < oo;

3. O espaco de medida produzido por Bx e € completo, ou seja, se U € Bx € tal que
w(U) = 0, entdo todo subconjunto de U pertence a Bx.

Suponha que h seja uma fungdo complexa e mensurdvel em X com a propriedade
que h(z) =0 se x ¢ G, sendo G C X tal que (G) < oo. Entdo, para todo € > 0 existe
f € Cu(X) (0 espago das fungoes continuas definidas em X que tenham suporte compacto)
tal que

p{e e X | hx) # f(2)}) <e.

Além disso, f pode ser escolhida de forma que

sup | f ()] < sup [h(z)].
zeX eX

Demonstragio. Vide Teorema (38.42) de [10] para detalhes. O
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A.3.1 Topologia

Corolario A.5. Seja M uma variedade Riemanniana. A aplicacdo identidade
I:C®(M)—Wi(M)

¢ um homeomorfismo entre os espagos topoldgicos C°(M) e W2 (M).

Demonstragio. Vide Corolério (7.2) de [30] para detalhes. O

A.4 Teoria Ergddica

Definicao A.9. Seja G um grupo finito e compacto. Uma medida finita my em G €
chamada de medida de Haar se, e somente se, my, # 0 e para toda F : G — C de suporte

compacto em G, temos que

/G Flg) dmu(g) = /G F(bg) dma(g) = /G F(gh) dma(g) = / F(g™) dmu(g),

G

para todo b € G.

Teorema A.28. Se (), Bo,P) € um espago de probabilidade e 5 : 0 — Q uma transfor-

macao que preserva a medida, entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. B é ergodica.

2. Sempre que [ for mensurdvel e (f o f)(w) = f(w) para todo w € ), entdo f é
constante P-q.t.p.

3. Sempre que f for mensuravel e (f o f)(w) = f(w) P-q.t.p., entdo f é constante
P-q.t.p.

4. Sempre que f € L*(P) e (f o B)(w) = f(w) para todo w € Q, entdo f é constante
P-q.t.p.

5. Sempre que f € L*(P) e (f o B)(w) = f(w) P-q.t.p., entio f ¢é constante P-q.t.p.

Demonstragio. Vide Teorema (1.6) de [42] para detalhes. O
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A.5 Geometria Riemanniana

Teorema A.29. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional, e suponha
que exista uma constante K tal que o tensor de curvatura de Ricci de M satisfaz Ric(v,v) >
(d — 1)K para todos o vetores unitdrios v. Seja p € M dado, e para todo nimero positivo
J, seja Vy4(0) o volume da esfera métrica de raio § centrada em p, e Vi (5) o volume da
esfera métrica de raio & no espago Fuclidiano n-dimensional, espago hiperbolico ou esfera

com curvatura seccional constante K.

Entao, para todo 0 < § < inj(p), onde inj(p) € o supremo de todas os a > 0 tal que

a aplicagdo exp, ¢ um difeomorfismo de B,(0) C T,M em sua imagem, temos que
Vy(6) < Vk(9), (A1)

e o quociente Vy(8)/Vk () € uma fungio nao-crescente de § que aprozima-se de 1 quando
0\ 0. Se (M, g) é completa, o mesmo ¢ verdade para todo 0 positivo, nio apenas § < inj,,.
Em ambos os casos, se vale a igualdade em para algum 6, entdo g tem curvatura

seccional constante em toda a esfera métrica de raio § centra em p.

Demonstragio. Vide Teorema (11.19) de [11] para detalhes. O

A.6 Densidade Integrada de Estados

Lema A.6. Seja G, C I' uma sequéncia nao vazia e finita. Entao, as sequintes propriedades

sao equivalentes:

1. {G,} é uma sequéncia de Folner.

2. {¢(Gn)} satisfaz a propriedade isoperimétrica (6.2).

Demonstragio. Vide Lema (2.4) de |7] para detalhes. O
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