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Resumo

Neste trabalho propomos um experimento de 6ptica quéntica para codificar a informacéao de
dois objetos bidimensionais na funcdo de onda de um foéton. O método proposto usa a conversiao
paramétrica descendente da luz de um laser para gerar pares de fétons emaranhados. Um dos
objetos sera colocado no feixe de bombeio, cujo espectro angular é transferido para os fétons
convertidos, no caminho de um dos quais sera colocado o segundo objeto. Mediante a deteccéo
desse foton, e dependendo da escolha de lente do experimentalista, o perfil da intensidade do

outro féton no plano de deteccdo correspondera a imagem de um ou do outro objeto.

Palavras-chave: Optica quantica, conversio paramétrica descendente, emaranhamento quan-

tico, imageamento quantico.






Abstract

In this work we propose a quantum optics experiment to encode the information about two
two-dimensional objects into the wavefunction of a photon. The method we propose uses
parametric downconversion of laser light in order to generate pairs of entangled photons. One
of the objects is to be placed along the pump beam, its angular spectrum being transferred to
the down-converted photons. The second object is placed along the path taken by one of the
photons. Upon detection of that photon, and depending on the experimentalist’s choice of lens,
the intensity profile on the detection plane of the other photon will match that of one object or
the other.

Keywords: Quantum optics, parametric downconversion, quantum entanglement, quantum

imaging.
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1 Introducao

Dentre os diversos elementos da natureza que ja foram contemplados pelas escolas de
pensamento ocidentais, talvez a luz tenha sido um dos mais obscuros, a julgar pela grande
quantidade e variedade de compreensdes que a historia oferece. Matéria sutil ou atomos de
fogo, segundo duas filosofias védicas na India antiga; “formas” que entravam nos olhos ou
raios emitidos por eles, divergiam os ensinamentos de Aristoteles e de Ptolomeu; onda ou

particula, discordariam Huygens e Newton.

Os mistérios da luz foram responsaveis pelas duas grandes revolucgdes pelas quais a
fisica passou no Século XX. Das deficiéncias do modelo do éter luminifero surgiu a relatividade
restrita, que imediatamente instigaria a relatividade geral. Por sua vez, das surpresas do espectro
emitido por corpos negros despontou o que mais tarde se tornaria a mecanica quantica, cujas

aparentes licoes deixariam Huygens e Newton igualmente frustrados.

Nem plenamente onda nem inteiramente particula, a luz (assim como a matéria)
comporta-se de maneira que nio pode ser completamente descrita por nenhuma dessas no-
coes classicas. Embora exiba propriedades tipicamente ondulatérias, como interferéncia e
difracdo, descobriu-se que a luz é absorvida por &tomos em quantidades discretas, a moda

de particulas classicas.

A mecanica quantica, ao contrario da classica, da conta desse aparente conflito. Ao
fazé-lo, cria novas possibilidades, algumas das mais célebres sendo o principio da superposi¢ao
generalizado (antes inédito para a matéria) e a consequente possibilidade de interferéncia, a
fundamental indistinguibilidade entre particulas da mesma natureza, e as correlagdes excepci-

onalmente fortes permitidas pelo emaranhamento quantico.

Varias areas do conhecimento se beneficiaram das descobertas da mecéanica quantica,
desde a medicina e a ciéncia de materiais até a computacao e a criptografia. Particularmente,
em décadas recentes a teoria quantica da informagao desenvolveu-se grandemente e com
extenso suporte experimental, encontrando maneiras mais eficientes de codificar, transmitir

e processar informacdo [1f].

Um dos méritos mais famosos dessa area é o teleporte quantico, por meio do qual uma
parte consegue efetivamente transmitir um bit quantico (ou qubit) de informacéo a outra parte
mediante o envio de dois bits classicos, desde que as partes compartilhem um sistema quantico
emaranhado no comeco do processo [2]. O reverso desse procedimento, chamado de superdense
coding (“codificagido superdensa”, em traducéo livre), pode ser de particular interesse para a
comunicacdo de grandes quantidades de dados, uma vez que o envio de um Unico qubit permite

a comunicac¢ido de dois bits classicos [1, 3].
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O emaranhamento necessario para esses dois protocolos, no entanto, pode ser atenuado
ou até perdido por meio de decoeréncia [4], isto é, quando o sistema quantico perde coeréncia ao
interagir com o ambiente. Por esse motivo, a capacidade de produzir emaranhamento e manté-
lo é de grande importancia para a aplicacdo de alguns efeitos quanticos e para investigacoes

continuadas dos fundamentos da teoria quantica.

A luz fornece essa capacidade. Ao interagir com ambientes transparentes, como o ar,
ela é pouco sensivel a decoeréncia. Entretanto, essa mesma propriedade torna dificil fazer com
que dois (ou mais) fétons interajam entre si para criarem emaranhamento. Felizmente, foram
desenvolvidas outras maneiras de se criarem fotons emaranhados. Uma das mais prolificamente
empregadas é a conversdo paramétrica descendente, em que um foéton de bombeio interage

com um meio nio linear para produzir um par de fétons emaranhados.

Além de facilitar a realizacdo de protocolos de informacdo quantica, a luz emaranhada
também pode ser empregada em técnicas mais eficientes de imageamento. Um dos destaques
nessa nova area de pesquisa é o chamado ghost imaging (“imageamento fantasma”, em tradugio
livre) [5-8]]. Nesse protocolo, um dos fétons emaranhados interage com o objeto a ser imageado,
mas € detectado sem nenhuma resolugéo. Por sua vez, o outro féton do par é detectado com
resolugdo, mas jamais interage com o objeto. Somente comparando os padrdes de deteccao

de ambos é que se consegue obter uma imagem do objeto.

Neste trabalho, propomos um experimento inspirado por ghost imaging [8] e por
superdense coding [3]: usando a conversao paramétrica descendente de uma luz que interage
com um objeto, sugere-se enviar um dos fétons emaranhados resultantes a um outro objeto
e em seguida a um detector sem resolucdo espacial, de modo a preparar o outro féton num
estado que contenha as informacgdes de ambos os objetos. Em seguida, pode-se realizar sobre
esse foton ou uma medicdo que revele um dos objetos, ou uma que revele o outro, ambas

exigindo um detector com resolucgao espacial.

No revemos alguns conceitos de dptica classica que sdo necessarios para
o desenvolvimento da teoria por tras da proposta experimental — especificamente, para a
formacao de imagens e de espectros angulares. No por sua vez, revemos os conceitos
necessarios de Optica quéntica, e também entramos em mais detalhes sobre ghost imaging e
outras técnicas de imageamento quantico. No apresentamos a proposta experimental
e discutimos sua viabilidade. Por fim, no apresentamos nossas conclusdes.
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2 Topicos em oOptica classica: difracao e

lentes finas

Neste capitulo, abordaremos algumas técnicas originalmente introduzidas no contexto
da optica classica, mas que nao obstante serdo aplicaveis a quantica. Primeiro, usaremos a
equacao de Helmholtz para substituir uma componente do campo elétrico ou magnético por
um fasor — uma funcao complexa mais conveniente de se manipular matematicamente. Depois,
demonstraremos o principio de Huygens—Fresnel para a difragdo luminosa, que nos permitira
calcular a evolugdo do campo eletromagnético pelo espago livre. Em seguida, definimos o
conceito de espectro angular e fornecemos sua interpretacao fisica. Finalmente, calcularemos
o efeito de uma lente fina sobre o campo de luz no regime de pequenos dngulos, mostrando

como ela pode ser usada no processo de formagao de imagem ou de espectro angular.

2.1 Equacao de Helmholtz

Fundamentais ao estudo do comportamento luminoso sdo as equacdes de Maxwell,

reproduzidas abaixo na presenca de cargas e correntes:

B
VxE=-2 (2.1)

ot

JE
Vsz,u(J+eE), (2.2)
V.-B=0, (2.3)
V * E = Ea (24)
€

sendo E e B os campos elétrico e magnético (dependentes da posicdo e do tempo), i e € a per-
meabilidade e a permissividade do meio, considerado linear, e p e J as densidades volumétricas
de carga e corrente livres, respectivamente. Se u e € forem constantes, podemos empregar

a identidade vetorial
V x (VxF)=V(V-F) -V, (2.5)

valida para qualquer campo vetorial F, para calcular os rotacionais das equagdes (2.1) e (2.2).

Fazendo isso, obtém-se que:

10°E 1 9
V2 v J

E - = = - + ) 6

v2 o2 ep ‘uat (2.6)
1 6°B

V’B - Iaev —pV x], (2.7)

(2.8)
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em que v = 1/+/p€ é a velocidade de propagacio do campo eletromagnético pelo meio.

Na auséncia de cargas e correntes livres, podemos denotar por c a velocidade da luz no
vacuo e definir o indice de refracido n = c¢/v para escrever a equacdo (escalar) de onda:
, n*du 0 (2:)
U— ———~ = 2.9
¢t ot 7
em que u é uma componente qualquer de E ou de B. Ademais, se a onda for monocromatica,

a solucdo da equacgido de onda é da forma:

u(x,y,z,t) = A(x,y, z) cos(2nvt — p(x,y,2)), (2.10)
em que a amplitude A e a fase ¢ sdo funcdes reais da posicdo (x,y,z) e v é a frequéncia de
oscilacgéo.

Seja uma funcao complexa U (as vezes chamada de fasor) da posicao tal que
U(x,y,z) = A(x,y, z)e9 %2 (2.11)
Entéo, é facil verificar a relacao:
u(x,y,z,t) = Re{U(x, U, z)e_z’mt}. (2.12)

Dessa forma, segue imediatamente da equagao de onda (2.9) para a componente u que o fasor

U deve obedecer a equacgdo de Helmholtz:
(VZ+ KU =0, (2.13)

em que k = 2zvn/c é o chamado numero de onda. Equivalentemente, sendo A = ¢/(nv) o

comprimento de onda, expressamos k = 21 /A.

2.2 Difracao

Muito antes de James Clerk Maxwell ter publicado em 1865 que a luz era uma forma
de radiacdo eletromagnética, ja havia propostas para uma teoria ondulatoéria da luz [9, 10].
Em 1678, Christiaan Huygens deu um passo primordial nessa area ao propor que cada ponto
numa frente de onda luminosa atuava como uma fonte secundaria de ondas, de modo que
o “envelope” de todas as ondas secundéarias forma a frente de onda que observamos [11]]. No
entanto, outro pioneiro da fisica tedrica, Isaac Newton, desenvolvia a teoria corpuscular da
luz, e seu grande prestigio influenciou a comunidade fisica a favorecé-la em detrimento da

explicacdo ondulatéria [J9].

Em 1818, 15 anos depois do experimento de fenda dupla de Young, Augustin-Jean
Fresnel parte da proposta de Huygens e calcula padroes de difragdo com grande precisio,

embora tenha empregado hipoteses um tanto arbitrarias sobre as amplitudes e as fases das
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Figura 1 — O valor do campo 6ptico no ponto de observacéo p, relaciona-se com a superficie S
de acordo com a equacao (2.23).

fontes secundarias [9]. Apenas em 1882, depois que a teoria ondulatéria da luz destituira a
corpuscular, foi demonstrado que as hipodteses de Fresnel eram, na verdade, consequéncias
l6gicas da natureza ondulatoria da luz. Esse trabalho foi feito por Gustav Kirchhoff, que assumiu

duas condi¢des de contorno para a luz incidente na superficie de um obstaculo.

Suas condic¢des, contudo, eram mutuamente inconsistentes. Em 1894, Arnold Sommer-
feld modificou a teoria de Kirchhoff de modo a eliminar essa inconsisténcia, originando a assim
chamada teoria de difracdo de Rayleigh—Sommerfeld e concluindo o trabalho de mais de 200

anos comecado por Huygens [9].

Embora a formulagao de Kirchhoff fornega resultados que concordem bem com a maioria
dos experimentos, a versdo de Sommerfeld é mais internamente consistente. Por esse motivo,
comecaremos com a teoria de Kirchhoff, abandona-la-emos ao identificarmos sua inconsisténcia,

e continuaremos com a modificacio de Sommerfeld.

2.2.1 Teorema integral de Helmholtz e Kirchhoff

Kirchhoff invoca suas condigdes inconsistentes ao tentar resolver uma expressao que
relaciona o valor do campo 6ptico num ponto de observagdo aos valores que ele e sua deri-
vada normal assumem numa superficie que cerca esse ponto. Essa expressao fora encontrada

independentemente por Hermann von Helmholtz, e recebe o nome dos dois cientistas [J9].

Para chegarmos até ela, denote py o ponto de observagéo, envolto por uma superficie
bidimensional S. Para evitar descontinuidades, consideremos uma casca esférica Se, de raio € e
centrada em py. Assim, como se vé pela|Figura 1} a borda do volume V entre as duas superficies

¢ a unido das duas superficies fechadas S e S:

S =SUS,, (2.14)
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em que o simbolo U denota a unido de conjuntos.

Assim, sendo G uma funcdo complexa da posi¢do cujas primeira e segunda derivadas
parciais sejam continuas em §’, e sendo U a funcdo expressa na equacio (2.12), podemos

invocar o teorema de Green:

oG _oU
/d% (UV:G -G V) = / d’s (U— - G—), (2.15)
Vv S’ 3n an

em que d/on representa a derivada parcial na dire¢do normal a superficie de integracéo. Se,
ademais, a fun¢do G obedecer a equagao de Helmholtz (2.13)), entdo

/d% (UV*G -GV) = - / d*v (UGK? — GUK?) = 0. (2.16)
v 1%
Logo, por causa de (2.14),
oG oUu oG oUu
/dzs (U— — G—) +/ d?s (U— — G—) =0. (2.17)
S on on S, on on

Escolhamos, como Kirchhoff fez, uma funcdo de Green Gk tal que, para todo ponto
p1 na superficie S,

eikr(n

Gk(p1) = — (2.18)

em que ro; denota a distancia entre p, e p;. Fisicamente, Gk corresponde a uma onda esférica

de amplitude unitaria, gerada por uma fonte pontual localizada em py.

Agora, voltemos nossa atencdo para a esfera S.. Para um ponto p, sobre ela, temos:

ike ike

Gk(pe) = —
K(p) € on € €

uma vez que o vetor normal de S, aponta para dentro. Fazendo seu raio tender a zero, o segundo
termo da relacdo (2.17) entre S e S, torna-se:

oG oU
lim [ d2s (U—K ~ Gk

- 2.20
e—0 Jg, on on ( )

elke ike oU (po)
€ € on

) = li_l)l’(l)‘lﬂ'ez [U(po)(é - lk)— -

= 47 lim [U(po)eike — eelke (ikU(po) + aUa(’f ) )] (2.21)

= 47U (po)- (2.22)

Com esse resultado, podemos reescrever a relagio (2.17) no formato conhecido como

teorema integral de Helmholtz e Kirchhoff:

(2.23)

oUu Gk
n on |’

_ e 6. 2Y 90K
U(po)_M/Sds(GKa U
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Figura 2 — Difracéo por tela plana. O valor do campo 6ptico no ponto de observacéo relaciona-se
com a regido X de acordo com o principio de Huygens-Fresnel, conforme expresso
na equacao (2.33).

2.2.2 Difracao por uma tela plana

A partir desta secdo, desejamos nos especializar num caso particular da situacdo geral
da[Figura 1} a difracdo por um objeto bidimensional com variacéo de amplitude e fase, situado
numa tela plana e opaca, como ilustrado na Nela, consideramos que a iluminagio
monocromatica incide sobre a tela a esquerda, estando o ponto de observagao py a sua direita.
A superficie fechada S escolhida consiste na unido de duas outras: um disco S;, diretamente

atras da tela e concéntrico ao objeto, e a calota esférica S, de raio R e centrada em p.

Segundo o teorema integral de Helmholtz e Kirchhoff (2.23), o valor do campo 6ptico
no ponto de observacao, U(py), depende dos valores que U e oU/dn assumem na superficie
S = §1 US; inteira. No entanto, sendo a area ¥ do objeto a tnica regido potencialmente nao
opaca da tela, nossa intuicdo sugere que essa regido é a Uinica que deveria contribuir para U (py),
porque toda a luz que alcanca p, passa apenas por ela, e nio por S, nem pelo resto de S;. E
exatamente isto que desejamos demonstrar nesta e na préoxima subsec¢des: que a nica regido de

S que contribuira para o teorema integral de Helmholtz e Kirchhoff sera a area ¥ atras do objeto.

Nesta subsecao, mostraremos que a contribui¢io de S, é nula. Para todo ponto p, € S,

temos:

ikR G 1 ikR
Grlpr) = o = K(p”:(ik——)e (2.24)

on R| R’

uma vez que o vetor normal de S; aponta para fora. Quando o raio R for muito grande, o

primeiro termo dentro dos parénteses sera dominante, de modo que, nesse regime,

oG
PPe) k(o). (2.25)
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O termo relevante a S; no teorema integral de Helmholtz e Kirchhoff (2.23), entdo, sera:

oU  aG ou
/dzs (GK— - U—K) = / dmRZGK(— —ikU) (2.26)
S, on on Q on

= / dw RGg - R(g - ikU), (2.27)
o) 0

n
em que Q € o angulo solido subentendido por S; em p,. Uma vez que, em virtude da expres-
sao , RGk é uma quantidade uniformemente finita em Sy, a integral sobre essa superficie
sera nula contanto que o limite

lim R(g - ikU) =0 (2.28)
R—co |\ On

seja uniformemente valido para todo angulo sélido w. Essa é a condi¢do de radia¢ao de Sommer-

feld, e é satisfeita se U divergir pelo menos tao rapido quanto uma onda esférica divergente.

Cumprida essa condicdo, restara apenas a contribui¢do de S; para o teorema integral
de Helmholtz e Kirchhoff:

1 oUu G
U(po) = E./S d?s (GKE - Ua_nK) (2.29)

2.2.3 Formulacao de Rayleigh-Sommerfeld

Para restringir a contribuicdo de S; a regido X, Kirchhoff propoe as seguintes condigdes:

1. Para todo ponto p € ¥, os valores U(p) e dU(p)/on sdo exatamente os mes-

mos que seriam caso a tela opaca néo existisse.

2. Para todo ponto p” € $; \ Z, temos U(p’) = dU(p’)/on = 0.

Se ambas forem simultaneamente verdadeiras, entao tanto U quanto oU /dn serdo descontinuas
na borda da regido ¥ (borda do objeto), o que é indesejavel. Ignorando essa inconsisténcia mate-
matica, a teoria de Kirchhoff pode ser continuada para fornecer resultados que concordam com
muitas situacdes experimentais. No entanto, desejamos seguir com a correcao de Sommerfeld,

que remove essa inconsisténcia sem diminuir a acuréacia.

Em vez de reduzir a integral na equacao (2.29) de S; para ¥ manipulando o comporta-
mento do campo U, Sommerfeld substitui a fungdo de Green Gk por outra funcdo de Green —
uma que preserve o desenvolvimento até entdo feito, mas também tal que ela ou sua derivada

normal seja nula sobre S;.

Tomemos como nova funcdo de Green aquela gerada pela superposi¢do de Gx com a
onda esférica de mesmo comprimento de onda, mas originada no ponto p, (oposto a p, através
da tela) e com uma diferenca de fase de 7 radianos. Num ponto p; € Sj, ela é expressa como:
ikFo1

ikr01

€ €

ro1 ro1

G-(p1) = ; (2.30)
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em que ry; € Fo; denotam a distincia entre p; e pg ou p,, respectivamente. (Veja a|Figura 2|)
0

Como G_ é nula para todo ponto p; elemento de S; — e, particularmente, de ~ —,
podemos modificar as condi¢des de Kirchhoff de modo que se apliquem apenas a U, deixando
oU /on livre. Fazendo isso, eliminamos o problema da descontinuidade e podemos reescrever

a equacao (2.29):

U(po) = —E/Zdzs U—. (2.31)

Esse resultado é conhecido como primeira solucao de Rayleigh-Sommerfeld[']

Calculando a derivada normal num ponto p; € 2,

9G_(p1)
on

1 eikr(n
) (2.32)

= 2 cos(0) (ik - —

ro1) To1

em que 0 denota o dngulo entre o vetor normal de X e o vetor que aponta de p, até p;. Se a
distancia ry; for muito maior do que o comprimento de onda A, entdo o nimero de onda k sera
muito maior do que 1/r¢;, de modo que o primeiro termo dentro dos parénteses sera dominante.

Nesse caso, podemos combinar a expressio acima com a equacéo (2.31) para obter:

eikr01

Utpn) = 37 | 5U(p) S cos(o). (:3)

i ro1
Na expressao acima, reconhecemos o principio de Huygens-Fresnel. A integral sobre
% e as ondas esféricas divergentes /"' /ry; remontam ao “envelope” de ondas secundarias

proposto por Huygens, as quais tém amplitudes U(p;) cos(0)/A e fases 1/i.

2.2.4 Aproximagao de Fresnel

Nesta subsecdo, vamos introduzir algumas simplificacdes. A primeira diz respeito a
notacdo. Neste trabalho, teremos interesse no valor que o campo 6ptico U assume em diversos
planos. Entao, por conveniéncia, introduzimos a familia de campos bidimensionais U,, definida

por:

V(x,y,2) € R3:  U,(x, y) =U(x,y,2). (2.34)

Considere dois planos paralelos como os ilustrados pela um ocupado por

uma tela opaca envolvendo um objeto, sobre a qual uma ilumina¢do monocromatica incide

' A segunda solugdo de Rayleigh—Sommerfeld é obtida usando uma terceira funcdo de Green, G, que difere de

G_ ao estipular que as duas ondas esféricas que a compdem oscilam em fase, e ndo com uma diferenca de x
radianos. Em vez de nos permitir restringir as condi¢des de Kirchhoff apenas a U, G, permite-nos restringi-las
apenas a dU /on, deixando U livre e novamente removendo a descontinuidade. Ambas as solu¢des séo, portanto,
correcdes igualmente satisfatorias. Escolhemos trabalhar com a primeira meramente por convencgao.

Essas expressdes também sdo conhecidas na literatura como as formulas de difracao de Rayleigh do primeiro
e segundo tipos, respectivamente, em referéncia a derivacio feita por Lorde Rayleigh em 1897 [12]].
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» po |7

Z

Figura 3 — A evolucdo do campo luminoso entre os dois planos é dada pela equacio (2.39).

a esquerda, e o outro, a direita, sendo o plano de observacio. Sejam (x’, y’) as coordenadas
do plano da tela, e (x, y) as do plano de observacao. Finalmente, esteja a dire¢io z orientada
horizontalmente da esquerda para a direita, e tomemos que o plano da tela encontra-se em

z = z1, e 0 de observacdo, em z = z,, sendo a diferenca Z = z, — z;.

Ao invocarmos o principio de Huygens—Fresnel para essa situacdo, notamos que o
angulo 6 entre o vetor normal da tela e o vetor que aponta de py = (x,y, z2) até p; = (¥, v/, z1)

é tal que cos(0) = Z/r1, permitindo-nos reescrever o principio (2.33) desta forma:

eikr01

Z ’ ’ ’ ’
Uax) = 5[] o ay v, ) (235)

o
To1
Note-se que, sendo U,,(x’,y’) = 0 fora de %, a integraciio pode ser tomada sobre R? sem

alteracdo do resultado.

A segunda é uma aproximacao sobre a distancia ry;. Nas coordenadas introduzidas,

ela se expressa como:

ror = V(x = x')2+ (y — y')2 + 22

/ 2 4 2
o (57 ¢ () 9

=Z\1+¢,

em que { = [(x — x')? + (y — y')?]/Z?. A série de Taylor de 4/1 + { em torno de { = 0 é:

m:1+g_%+.... (237)
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Assumindo que { < 1, podemos manter apenas os dois primeiros termos da expansido acima,

€ escrever:

1{x-x"\> 1 y—vy 2

roin = Z|[1+ = +—-1—] | (2.38)
2\ Z 2\ Z

Como no denominador da forma (2.35) a distancia est elevada ao quadrado, tomaremos apenas

o primeiro termo na expansdo acima como uma aproximacao razoavel. Contudo, no expoente

da mesma equacio, a distincia esta multiplicada pelo nimero de onda — que, na faixa visivel

do espectro luminoso, é muito grande (ordem de 10’ m™!) —, manteremos os dois primeiros

termos da série de Taylor no expoente.

Essa aplicacéo criteriosa da aproximacao (2.38) é conhecida como aproximacgao de Fresnel.

Quando combinada com a[equacao (2.35)) resulta na forma

’ ’ o i —x")2+(y—-1")?
//R v dy U, (x', g )e Wk/2DNG=) 4 4=y, (2.39)

e1kZ

irZ

Uy, (x,y) =

ou, mais compactamente,
Uspoz = Uy, + hz, (2.40)

em que * denota a operacdo de convolugdo’|e hz é a resposta ao impulso de Fresnel, dada por:

e(ik/ZZ)(xz+y2)‘

oikZ
hz(x,y) = 0z (2.41)

Essa definicao sera utilizada nas |Subsecoes 2.4.1| e [2.4.2]

2.3 Espectro angular

O espectro angular é uma ferramenta muito poderosa para o estudo de campos em
meios homogéneos, e todos os resultados da secdo anterior podem ser reobtidos usando essa
técnica [9]. Indo um pouco além, uma consideracdo matematicamente detalhada do fenomeno
de propagacéo luminosa a partir do espectro angular pode ser encontrada na referéncia [12].

Nesta secao, contudo, limitamo-nos a defini-lo e a fornecer a sua interpretacio fisica.

Considere, novamente, que uma onda monocromatica propaga-se na direcéo z, atra-
vessando um plano em z = 0. Mantendo a notacio introduzida pela familia (2.34), o fasor do
campo Optico nesse plano é representado por Uy. Para resolver o problema da propagacio
desse campo, o método da representacido em espectro angular consiste em expandir Uy em uma
base de ondas planas, calcular suas evolucdes espaciais separadamente, e depois recombina-las

a uma distancia especificada.

> A convolucdo entre duas fungdes f e g é denotada por f * g, e definida por:

(f*9)(xy) = L, dx'dy’ f(x',y)g(x = x",y —y).
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Essa expansao sera, essencialmente, a transformada de Fourier. Neste trabalho, ado-
taremos a convencdo segundo a qual a transformada de Fourier da fun¢éo Uy, denotada por

Uo, é dada por:
00(%, qy) = .// dx dy Uy (x, y)e—zm(qxx+qyy)_ (2.42)

Podemos inverter a relacdo acima, escrevendo U, como a transformada inversa de Fourier de Uy:

() = [ daeday U(g gy oo, (.43

em que o sinal do expoente é trocado.

Para compreender o significado fisico do integrando acima, consideremos uma onda
plana propagando-se com vetor de onda k = (27/1)(a%x + By + yZ), sendo X, ¥ e Z os vetores
unitarios do sistema de coordenadas em que estamos trabalhando, e «, f e y 0s cossenos
diretores[f|Sendo a posicdo r = xX+yy+2Z, a fase serd ¢ = k-r. Lembrando-nos da definicéo

e assumindo amplitude unitaria, o fasor dessa onda plana sera:
U(x, Y, Z) — eik«r — e(Zﬂi//l)(ax+/3y)e(27ri//1)yz. (2'44)
Comparando a expressdo acima com o integrando da transformada inversa de Fou-

rier (2.43), notamos que, caso z = 0, a funcéo e2mi(gxx+qyy) pode ser entendida como repre-

sentando o fasor de uma onda plana unitaria com cossenos diretores @ = Aqy, f = Agy e

y = v1-22(g2 + qf,), e o fasor Uj, como uma combinacéo linear de tais ondas planas. O

coeficiente dessa expansao, Uy, recebe o nome de espectro angular de U.

A transformada de Fourier tem muitas caracteristicas uteis. Desejamos salientar que ela
obedece ao teorema da convolugao: se U e h sdo as transformadas de Fourier de duas fung¢oes
Ueh,ese F = U= h, entdo

F=03. (2.45)

2.4 Lentes finas

Todo o desenvolvimento anterior foi feito considerando propagacido por um meio
com indice de refragdo constante. Esse ndo é o caso na maioria dos experimentos de Optica,
que incluem lentes (frequentemente de vidro) no caminho da luz. Nesta se¢do corrigimos
essa omissdo e apresentamos o efeito que uma lente esférica tem sobre o campo luminoso.

Consideraremos apenas lentes finas — isto é, tais que os raios de luz emergem da face posterior

3 Cossenos dos dngulos que o vetor k faz com os eixos coordenados. No caso, @ é o cosseno diretor relativo ao
eixo x, § ao eixo y, e y ao eixo z. Por serem cossenos, obedecem a relagdo y = /1 — a? — 2.

4 Note que se |k]| for fixo (por exemplo, com a aproximagio monocromatica), entio o vetor q = g X + q,¥
determina um dngulo.
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Figura 4 — Ilustragcdo esquematica de uma lente fina. A transformacao de fase associada a ela é
dada pela equacao (2.57)

da lente num ponto com coordenadas aproximadamente iguais as do ponto de incidéncia na face
anterior. Isso implica que o efeito de uma lente fina é apenas de “atrasar” cada raio luminoso,
alterando sua fase por uma quantidade proporcional a distancia percorrida dentro da lente.
Sendo o campo luminoso que incide na lente denotado por Uy, e o campo transmitido por ela

denotado por U}, o efeito da lente serd uma transformagéo f, tal que:

Up (x, ) = te(x,y)Ue(x, 1) (2.46)
para todo ponto (x,y) no plano da lente, sendo que |t;(x,y)| = 1.

AlFigura 4/ esquematiza uma lente biconvexa genérica. A curvatura de uma face ndo
necessariamente iguala a da outra. A grossura maxima da lente sera denotada A, e corresponde
ao segmento AF da figura. O ponto O; é o centro de curvatura do lado direito (posterior) da

lente, e O, do esquerdo (anterior).

A distancia percorrida dentro da lente por um raio que incide num ponto p = (x,y) e
emerge no ponto p’ de mesmas coordenadas sera denotada por A(x, y). Assim, a mudancga de
fase sofrida pela onda ao passar de p a p’ é igual a knA(x, y), sendo n o indice de refracdo da
lente. Pelo mesmo raciocinio, a mudanca de fase sofrida na regido de espaco livre ao redor da
lente na mesma altura de (x,y) sera k[Ag — A(x,y)]. O efeito total da lente, portanto, pode

ser expresso pela seguinta transformagao de fase:

t[(x, y) = eik”A(x,y)*'ik[Ao—A(x,y)]

_ ok oik(n=1)A(xy) (2.47)

Resta-nos encontrar uma maneira de expressar a distincia A(x,y) em termos das

propriedades geométricas da lente. Por conveniéncia, dividamos a lente em trés partes: a



26 Capitulo 2. Topicos em oOptica classica: difragdo e lentes finas

primeira tendo como superficie a calota esférica que corresponde a face esquerda, de largura
maxima Ag; = AC; a segunda correspondendo a regido de espessura Ay, = CD; e a terceira
sendo o volume subentendido pela face direita, com largura maxima A¢3 = DF. Note que

No1 + Aoy + Ags = Ay, naturalmente.

No diagrama da a distancia A(x, y) corresponde ao segmento de reta pp’, que
¢ congruente com BE. Noutras palavras,

A(x,y) = BC + CD + DE. (2.48)

Considerando a primeira parte da lente, notamos que AB = AO, — BO,. Ora, BO, é a
base do triangulo retangulo pBO,, pelo que seu comprimento pode ser obtido pelo teorema

de Pitagoras:
—2 —2 —
BO, +pB = pO, . (249)

Ambos os segmentos pO, e AO; correspondem ao raio de curvatura R, da face esquerda. Como

o comprimento de pB nada mais é do que /x2 + y2, temos:

AB =R, — \|[RZ — x2 — 12

x% + 12 (2.50)
=Re[1-4/1-—=]|.
R
logo
BC =AC - AB
A < : X2 + 42 (2.51)

Aplicando o mesmo raciocinio a terceira parte da lente, encontramos:

DE = DF — EF (2.52)

x2+y2)

(2.53)

=ANps+Ry|l1—,]1—
03 d( R

2
d
em que, por convengao, tomamos o raio de curvatura R; da face direita como sendo negativo.

Portanto,

2

+ 2 2+ 2
A(x,y) = Ao — Re[1— l—x Y +Ry|1 - 1—x y . (2.54)
R? Rj

Se considerarmos que as normais das frentes de onda do campo luminoso sao todas
raios paraxiais — isto é, raios que jazem a pequenos angulos com o eixo 6ptico 0;0; —, a

expressdo acima pode ser simplificada. De fato, se os raios de curvaturas forem muito maiores
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do que a distancia 4/x? + y?, podemos aplicar o0 mesmo raciocinio por tras da expressio (2.37)
e expandir as raizes de (2.54) em série de Taylor, mantendo apenas os dois primeiros termos.

Essa aproximacgado paraxial resulta em:
x? + y2 1 1
A(x,y) = Ao - —(— - —)- (2.55)
Definindo a distancia focal f por meio de

]% = (n- 1)(Rie - Rid) (2.56)

podemos usar a forma (2.55) para reescrever a transformacao (2.47):

iknfo o= (ik/2f) (x*+y*)

te(x,y) =e (2.57)

2.4.1  Formacao de imagem

Lentes finas podem ser usadas para formar imagens de objetos. Para entender como,
considere que um campo luminoso (monocromatico, com comprimento e nimero de onda
representados por A e k, respectivamente) propaga-se por uma distancia d; através do espaco
livre, atravessa uma lente fina (com distancia focal f), e depois continua em propagagao livre
por uma distancia d,. Essa situacdo esta esquematizada na

Consideremos que o eixo z coincide com o eixo Optico da lente, tal que o plano do objeto
esteja localizado em z = 0, e o de observagao, em z = d; + d,. Os campos bidimensionais de
interesse, entre aqueles da familia apresentada na equagéo (2.34), sdo Uy no plano do objeto, U;
incidindo sobre a lente, U; transmitido pela lente, e Uy, .4, incidindo sobre o plano de observacao.

Doravante, usaremos a notacio p = (x,y), por brevidade.

De acordo com a teoria desenvolvida na Secéo a propagacdo pelo espaco livre
corresponde a uma convolucdo com a resposta ao impulso de Fresnel. Isso significa que Uy, 14, =
U, * hg,, com h,; definida pela equacio (2.41). Por sua vez, segundo a Secéo [2.4} U; = t,U;, com
tp dada pela equacéo (2.57). Finalmente, U, = Uy * dg,. Assim, sendo o vetor bidimensional p

um elemento do plano de observacao, podemos combinar essas relacdes e escrever:

Usoan(®) = | dp Uil has(p = po) (2.59)
= [ dp, b Upo) itp - po (259)
= [ b tep) [ dpy Ustpn) i(p, = o) hi(p = po (2.60)
i1 1 1
d Py, dp, U
o ./RZ P, €Xp 1 (d1 + a4, f)P[ pf] /R2 Po Uo(py)

. . (2.61)
Ady 00 A\dy dp o



28 Capitulo 2. Topicos em oOptica classica: difragdo e lentes finas

Figura 5 — Ilustracao esquematica de um sistema optico simples. Se as distancias obedecerem
a lei dos pontos conjugados (2.62), entéo o sistema projetara sobre o plano de
observacao (direita) a imagem do objeto (localizado no plano da esquerda). Se d; = f,
entdo o sistema projetara sobre o plano de observacdo o espectro angular do objeto.

em que omitimos um termo e"/A%)PP ¢ outros termos de fase.

Se ndo fosse pelos termos quadraticos em p, e p,, a expressdo acima seria parecida
com uma transformada de Fourier. Em geral, a presenca de tais termos de fase quadraticos
levara a perda de nitidez. Portanto, no processo de formacgao de imagem, esses termos devem

ser eliminados.

Primeiro, vamos lidar com o termo quadratico em p,. Ele s6 sera nulo se a seguinte

condicdo, chamada de lei dos pontos conjugados, for observada:

1+1 1 0 (2.62)
—+——-==0. 2.62
d dy f

Caso as distancias d; e d, e a distancia focal f nao obedecam a relacado acima, ndo ocorre

formacdo perfeita de imagem.

Agora, tratemos do termo quadratico em p,,. Tradicionalmente [13], postula-se que
uma imagem nitida requeira uma correspondéncia de um para um entre os pontos do plano
do objeto e os do plano da imagem. Levando em conta uma possivel magnificacao M, definida
como M = —d,/d;, essa correspondéncia idealmente garantiria a possibilidade de substituir
p, por p/M no termo quadratico, o qual poderia ser imediatamente descartado pelo mesmo

motivo pelo qual ja descartamos o termo quadratico em p.

No entanto, se levado ao seu extremo, esse raciocinio permitiria a substituicdo p,

p/M em qualquer termo, ndo apenas no termo quadratico em consideracdo. Desejamos, portanto,
s c o~ . e~ ir

encontrar as minimas condi¢des que permitam essa substituicdo no termo exp[/l—dlp0 . Po]

mas que nao necessariamente a justifiquem nos demais, ou, em outras palavras, procuramos

identificar quais condi¢des nos permitem substituir p, por uma constante no termo de fase.

. . . 2 . L ~ <
5 Sendo a intensidade luminosa I(p) = |U(p)| , esses termos se cancelardo. Para aplicacdes que nio estio
interessadas apenas na intensidade, contudo, esses termos em geral ndo devem ser omitidos.
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Para fazer isso, comecemos reescrevendo alequacdo (2.61)|(ja assumindo a lei (2.62) dos

pontos conjugados), mas agora trocando a ordem das integrais:

T
Udy+d, (p) / dpy Uo(py) exp|=——pg * Po|X
R2 Adq
2mi(py P
d _— =+ =] .6
><‘/}R;2 p[exp[ A(d1+d2) p[] (2.63)
= [ dp, Uatoy) hipipy), (2.64)
em que a resposta ao impulso h é dada por:
i 27i(p o)

h(p; po) = eXp[A—dlpo ' Po] /R dp, P(p,) eXp[—T(d—f + d—z) : pf]- (2.65)

Na equacdo acima, incluimos um termo que haviamos deixado de lado até entdo: a
funcao pupilar P(p,), em que p, é um ponto no plano da lente. Ela representa a finitude do

tamanho da lente. Por exemplo, se o raio da lente esférica for R, entdo

| | 1, se |p[| <R,
P(p,) = circ(%) =41 selp,| =R (2.66)
0, se |p{,| > R.

Haviamos omitido a fung¢do pupilar até o momento porque sempre assumimos que a secio
reta dos feixes de luz considerados estava completamente contida dentro da area da lente, mas

ela sera util na discussdo que se segue.

Para podermos substituir o termo de fase quadratica exp [Al_gl Po Po] por um fator de fase
constante que possa ser omitido, precisamos: (i) estabelecer a regido no plano do objeto dentro
da qual a fase /{—glpo - p, ¢ praticamente constante, (ii) estabelecer a regido no plano do objeto

que mais contribui para a formacdo de imagem, e (iii) verificar se essa esta inclusa naquela.

(i) A primeira regido é determinada pelo raio ry sobre o qual a fase em questdo difere

de seu valor na origem por apenas um radiano, ou seja,

2
o g o r=+Ad (2.67)
2,

Assim, o termo quadratico em p,, variara pouco dentro da regido |p,| < rp.

(ii) Para determinar a segunda regido, consideremos que o ponto de observacdo esta

sobre o eixo de propagacao: p = (0,0). Assim,

oo ire(P2) exp| -2,
h(p,) = eXp[/ldl Po Po] AZ dp, Clrc( R ) exp[ M, Po Pf] (2.68)
 gex i J1(2mRpo/Ady) (2.69)
p Ad] pO pO Zﬂ'RpO/Adl ’ 09
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Plano do objeto

r

1
N

o

Figura 6 — Representacio do plano do objeto. Na regiio interior a r, = VAd;, o termo de fase
quadratica exp [(iﬂ'/ Ady) p, * Po] que aparece na |equag€10 (2.61)| ndo varia aprecia-
velmente. Na por¢do do plano interior a r; = 0,61 Ad; /R, a resposta ao impulso h
fornece a maior contribui¢io para a formacao da imagem do objeto. Tem-se que
ro > ry contanto que o raio R da lente exceda 0,61 Vad;.

em que py = | p0|, e J1 é a funcdo de Bessel de primeiro tipo e de ordem 1, definida por
1 /4
Ji(x) = —/ dr cos(r — xsenT). (2.70)
T Jo

A primeira raiz dalequacio (2.70) encontra-se em py = ry, com [J9]]

Ady
r; = 0,61 = (2.71)
e, para pg > r1, h(p,) assume valores muito pequenos. Portanto, a regido no plano do objeto

que mais contribui para a formacdo de imagem corresponde a |p0| < ry.

(iii) Agora precisamos garantir que exp[)%";lp0 . Po] nao varie significativamente sobre

a regido do plano do objeto em que a resposta ao impulso h tem valores apreciaveis. Isto é,

precisamos impor que essa regido, delimitada pelo raio r; dado pela [equacao (2.71), esteja

inteiramente contida naquela delimitada pelo raio r, dado pela

rn<ry, = R>061+Ad;. (2.72)

Logo, contanto que o raio da lente exceda 0,61 VAd;, asseguramos que o termo quadratico
em p, pode ser eliminado. Na situacdo experimental que proporemos no [Capitulo 4| teremos
A da ordem de centenas de nandmetros e d; da ordem de metros ou menor, enquanto as

lentes comumente usadas para aquele tipo de experimento tém raios da ordem de centimetros,

confirmando a desigualdade (2.72).
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Essas consideracgoes, aliadas alequacdo (2.62) dos pontos conjugados, permitem-nos

descartar os termos quadraticos da expressao (2.61)), que fica simplificada:

271
Ud1+d2(P)°C/ dp[/ dp, Us(p,) exp|—— &+£
R2 R? A\dy ds

= /R dpy Uo(po) /RZ dp, exp[ipf y (_%)(Po - ﬁp)] (2.74)

: Pf] (2.73)

< [ by Un(py) 3(py = p/a0) 275
= Un(p/M), (2.76)
indicando a formacao de uma imagem perfeita. Em particular, se d; = d;, temos M = -1 e

Ug+d,(p) = Up(—p), representando uma inversao sem alteracdo do tamanho. Nesse caso, as

duas distancias sdo iguais a 2f, por causa da lei dos pontos conjugados (2.62)).

2.4.2 Formacao de espectro angular

Lentes finas também podem ser usadas para realizar transformadas de Fourier bidi-
mensionais — ou, em outras palavras, formar espectros angulares de objetos. Considere uma
situagdo semelhante a considerada na subsecédo anterior, mas desta vez com d, = f, isto é, com

o plano de observacio sendo o plano focal (posterior). Entdo, a continuagio da equagao (2.59) é:

s (9) = [ dp, t(p) Uelp)) hy(p = p) C7)
o / dp, Ur(p,) e 2m (/A (2.78)

R2
= Ui(p/Af), (2.79)

em que novamente omitimos alguns termos de fase absoluta.

De acordo com o teorema da convolucio (2.45), U, = Uoizf, em que a transformada de

Fourier da resposta ao impulso de Fresnel é dada por:
ilf(x, y) = elkf gmindd(x*+y?) (2.80)
Como os termos de izf se cancelarido durante o cilculo da intensidade, ficamos com:

Usar(p) o U (p/Af). (2.81)
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3 Nocoes de 6ptica quantica

Embora a descricao classica do campo eletromagnético seja suficiente para a descricdo
de uma grande variedade de fendmenos Opticos, ela deixa a desejar em algumas situagdes
que envolvem intensidades luminosas muito baixas. Surge a necessidade de tratar o campo
eletromagnético quanticamente. Neste capitulo, abordaremos os rudimentos da Optica quéntica,
descrevendo o procedimento de quantizacdo do campo eletromagnético. Depois, descreveremos
um dos varios fendmenos cuja descricdo necessita desse procedimento: a conversdo paramétrica

descendente. Finalmente, apresentaremos uma breve revisao da area de imageamento quantico.

3.1 Quantizacao do campo eletromagnético

Seguiremos o procedimento usualmente adotado em livros-texto [12], consistindo na
reescrita do potencial vetorial classico de uma maneira mais adequada a linguagem da mecanica
quantica — variaveis candnicas —, seguida pela passagem de variaveis canonicas a operadores

candnicos.

3.1.1  Expansdao em ondas planas

Relembrando a terceira equagdo de Maxwell (2.3), V «+ B = 0. Logo deve haver algum

campo vetorial A tal que B = V X A. Assim, na auséncia de correntes, podemos combinar a

identidade vetorial (2.5) e alequacao (2.2)| para adquirirmos:

9 n? 9E
VXB:VX(VXA):V(V'A)—VA:—ZE. (31)
¢
Similarmente, torna-se:
(VXA oA oA
vxE= 2YXA g A _p_ A (3.2)
ot ot ot

Adotando o calibre de Coulomb, segundo o qual V-A = 0, os resultados acima implicam:

2 92
n“ 9“‘A
VIA - ——— =0, )
2o (3.3)
que é a mesma relacdo obedecida por u em (2.9). Ao contrario de 14, aqui desejamos escrever

a expansio em componentes de onda plana em detalhes:

A(r,t) = __r Z / dk [c(k, o) ek, o) ei(k'r_“’(k)t)] +c.c. (3.4)
g R?

63/2(27[)3/2

! ik-r
W;/W dk [u(k, o,t)e(ko)e ] +c.c. (3.5)
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Essa expansio consiste em uma combinacio linear de ondas planas e*(kT- (1)

viajando ao
longo da dire¢do k. Elas tém polarizagido o, que é somada sobre duas direcdes ortogonais a
direcao de propagacio e entre si. O vetor unitario e(k, o) é o vetor de polarizagao associado a
essas ondas, e os termos c¢(k, o) sdo os coeficientes da combinagdo linear. Usamos “c.c” para

—iw(k)t

indicar o conjugado complexo e definimos u(k, o,t) = c(k, 0)e por conveniéncia. (Note

que c(k,0) = u(k,0,0).)

Definamos o par de variaveis candnicas reais (q(k, o), p(k, 0)):

qk,o,t) =u(k, o, t) +u"(k o,t), (3.6)
pk o, t) = —iw(k) (u(k o, t) —u*(k o,1)). (3.7)

Invertendo as relacdes acima, encontramos:

uk o, t) = %(q(k, o, t)+ ﬁp(k, o, t)), (3.8)

0 que nos permite reescrever o potencial vetorial como:

1 1 iker
A(r,t) = W ; /R dk [(q(k, o, t) + mp(k, o, t)) ek o) e® | +cc.  (3.9)

3.1.2 Quantizacao candnica

Agora, lidaremos com a quantizacdo do campo propriamente dita. O papel que as
variaveis dinamicas como q e p desempenham na mecanica classica é, na quantica, desempe-
nhado por operadores sobre o espaco de Hilbert do sistema. Por isso, vamos substitui-las pelos

operadores hermitianos Q e P, que obedecem as seguintes relacdes de comutacao:

[Q(k’ o, t)3 Q(k,a O./a t)] = 09 (3.10)
[P(k, 0,t), P(K',do’,t)] =0, (3.11)
[O(k,0,t), P(K,0,t)] =i (k- K') 8,0 (3.12)

Sera mais conveniente trabalhar com o operador ndo hermitiano de aniquilacao,

a(k,o,t) = /2 h; B (a)(k) 0k 0,t) +iP(k o, t)), (3.13)

e seu conjugado hermitiano aT(k, o, 1), o operador de criacdo. Manipulando a relag¢do acima

e seu conjugado hermitiano, encontramos:

Q(k,o0,t) = th(k) (a(k, o,t) + aT(k, o, t)), (3.14)

P(k,o,t) = —i4/ ha)z(k) (a(k, o,t)—a'(k o, t)) (3.15)
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Notamos uma semelhanga entre as equacoes (3.6) e (3.7) e os termos entre parénteses
em (3.14) e (3.15). Substituindo aqueles por esses na forma (3.9) para o potencial vetorial classico,

encontramos uma expressao para o operador de potencial vetorial quantico:

A(r,t) = (2n)” 3/22/ ,/26 ) a(ka t) e(k, a)e‘kr)+ch (3.16)
ow

em que “c.h” indica o conjugado hermitiano da expressao imediatamente anterior. Levando a

comparagao entre a(k, 0, t) e U(k, o, t) adiante, assumiremos que a(k, o,t) = a(k, o, O)e_i‘*’(k)t .

Logo,

A(rn) = (2)2 ) /R dk ,/%(a(k, 5,0) (K, o) ei<k'f—w<k>”)+c.h.. (3.17)

Partindo da expressdo (3.17) para o operador de potencial vetorial quantico, definimos

o operador de campo elétrico em semelhanca a relacéo (3.2):

E(r1) = (2m) %2 ) /R dk / h‘;g‘) (i a(k, 0,0 e(k, o) ei<k'f—w<k>f>) +ch. (3.18)

Chamando a(k, 0, 0) simplesmente de a(k, ), chamaremos de E®) a parte de frequéncias po-

sitivas da equagao (3.18):

E® (1, 1) = (27) /2 Z/ dk i ’hz)e(k) a(k, o) e(k, o) elkT0®t) (3.19)
[ R?

enquanto a parte de frequéncias negativas E(~) correspondera ao seu conjugado hermitiano.

Podemos fazer duas simplifica¢des. Sendo o vetor de onda k = k,X+k,y +k.Z, definimos
q = kX + k¥, de modo que k, = m Para campos monocromaticos, isso nos permite
transformar a integral tripla em dk numa integral dupla em dq. Similarmente, sendo a posigao
I = XX + yy + zZ, definimos p = xX + yy. Ademais, em situacdes em que a polarizacdo e o
instante de tempo nao sdo de interesse, podemos ignorar o e t na forma e reescrevé-la:

i(q-p+mz)

B2 [ dqa(@e (3.20)

3.2 Nota sobre fotodeteccao

O operador de aniquilacio, definido nalequacao (3.13) atua sobre o espago de momento:

a(k, 0,t) aniquila um féton com polarizacdo o e momento k no instante ¢. Por sua vez, a

parte de frequéncias positivas E®*)(r, t) do operador de campo elétrico, sendo definida pela

lequacao (3.19)|como uma combinagéo linear apenas de operadores de aniquilagio, pode ser

entendida como a versdo do operador de aniquilacdo no espago de configuragéo, absorvendo
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um foton no instante ¢t e numa regido em torno do ponto espacial r, desde que essa regido
tenha dimensdes maiores do que o comprimento de onda do féton [12]. Desejamos calcular

a probabilidade de essa abor¢do ocorrer.

Para esse fim, denotamos o estado inicial do campo eletromagnético por |¢/;) e o estado
do mesmo campo apés a absorg¢io por |f/2). Entao, a probabilidade de absorc¢ao fotonica em
torno do ponto r e no instante ¢ sera proporcional a | (Y2 |E®) (r, )| )| ? [12,/14]. Se desejarmos
saber a probabilidade de fotodeteccdo independentemente do estado final |i/;), entdo devemos
somar essa probabilidade sobre um conjunto completo de estados finais que o campo pode
assumir. Apo6s algumas manipulacdes algébricas, essa soma simplifica-se, e a probabilidade de

absorc¢ao fotdnica em (r,t) expressa-se concisamente:
Py(x, 1) ¢ (Y lEC) (1, ) ED) (1, 1)) (3.21)

A expressio (3.21) pode ser facilmente generalizada para a situagdo em que acontece
mais de uma abor¢éo. Por exemplo, para duas fotodetec¢des, uma em (ry, t1) e outra em (rz, t7),

teremos

Py (11, 14,12, 1) o< (l//1|E(_)(1'1, t1) EC) (rg, t2) EM (1, 1) EW (1, t)|yn) - (3.22)

3.3 Conversao paramétrica descendente

Um exemplo de processo fisico em que o campo eletromagnético precisa ser descrito
quanticamente é o de conversdo paramétrica descendente espontanea (CPDE). Nele, o campo
eletromagnético interage com um cristal birrefringente de maneira néo linear, produzindo

pares de fotons emaranhados.

A CPDE pode ser descrita como um fenémeno de espalhamento [15]]. Classicamente,
ao interagir com um campo eletromagnético, um meio transparente adquire um momento de
dipolo elétrico. Se o campo for uma onda, entdo esse momento de dipolo induzido sera oscilante,
e sua oscilacdo produzira ela mesma uma onda eletromagnética. O campo total, portanto, sera

a superposicdo da onda incidente com a onda gerada pelo momento de dipolo induzido.

O meio espalhador pode responder ao campo incidente de maneira linear ou néo linear.
No primeiro caso, o momento de dipolo elétrico induzido é proporcional ao campo elétrico
incidente. No segundo, sua forma sera um pouco mais complicada. Por exemplo, se a resposta
for quadratica, ele conterd a soma dos termos de forma E;E;, em que i e j correspondem
as componentes do campo. Assim, além de E? = E,Z( + Ef/ + Eﬁ, aparecerao termos cruzados,

como E,E,.

No primeiro caso, se o campo incidente for constituido por apenas um féton, existe uma
amplitude de probabilidade de ele ndo interagir com o meio e uma amplitude de probabilidade

de ele ser instantaneamente absorvido e reemitido por ele. Para se calcular a func¢do de onda do
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foton espalhado, essas duas amplitudes de probabilidade devem ser somadas coerentemente.
Uma possivel interpretacdo do processo de absor¢ao e reemissao instantanea do foton é que a

sua absor¢do induz no objeto um momento de dipolo oscilante, o qual cria o féton espalhado.

Por sua vez, no caso nao linear mencionado, as oscila¢des que criam o féton espalhado
sdo induzidas pela absorcao de dois fotons, ndo de um. Esse fenomeno é chamado de geracao
de segundo harmonico. A CPDE é o seu oposto — a absorcdo de um foton e emissao de dois

— e ¢é possibilitada pela simetria do fenémeno [15]].
Por motivos histéricos, os fotons gémeos assim gerados sdo chamados de signal e idler.

Classicamente, a i-ésima componente da polarizacdo elétrica de um meio 6ptico nao

linear e nao centrossimétrico, até a segunda ordem no campo elétrico, é [[16-18]:

P =a [ 4 )W E 1)+ (323)
0

+/ dt’/ dt” X,-(fk)(t” t")Ej(r,t —t') Ex(r,t —t”),
0 0

em que se assume a soma sobre indices repetidos (notacéo de Einstein). As grandezas y(!)
e x'? sdo os tensores de susceptibilidade de primeira e de segunda ordens, e E; é a i-ésima

componente do campo elétrico E.

Essa polarizacao se acoplara com o campo elétrico segundo a hamiltoniana cléssica:

X (t) = %/Vdr [D(r,t) « E(r,t) + H(r, t) - B(1, 1)], (3.24)

em que V é o volume do meio 6ptico, D(r, t) = ¢E(r,t) + P(r, t) é o vetor de deslocamento,

B(r, t) é o campo magnético e H(r, t) = [B(r, t)/po] — M(r, t), sendo M(r, t) a magnetizacio.

Combinando as equagdes (3.23) e (3.24), podemos reescrever a hamiltoniana de modo

a separar a parte ndo linear das demais. Ela fica sendo
l o oo
Haalt) = - / dr / ar / ar” X}fk)(t', t")E;(x, t) Ej(r, t — t') By (r, t — ). (3.25)
v Jo 0

Substituindo os termos de campo elétrico da equacéo (3.25) por operadores quanticos

de campo elétrico segundo a equagio (3.18), obtemos o hamiltoniano quéntico da interacdo
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nio linear:

1 (o] (o]
Ha(t) = /V dr / ar / ar” Xi(]?,j(t', 1) X (3.26)
0 0

X (2n)‘3/22 /R dks € (ks, 0) 9" (ks, 03) al (kg, 0,) e ilesr-os(e)n) | o

x (2”)—3/22/1@ dk; € (ki 07) g° (ki ) a (K 07) e 1Rk |
L Oj

x | (2m)~** Z /Rg dky, € (kp, op) g(kp, 0p) alky, op) e Er TR IRID ] 4 o
%p

_(em)" . )
) 2 ; ; O'Z R? ks R® ks R dky 9" (ks, 05) g7 (ki 01) gk, o) X (3.27)
S 1 P

X aT (ks> US) aT(ki, O—i) a(kp> Up) 6? (k59 US) 6;'( (kia O—i) €k (kp’ O—p) X

Xy €O ron)~p eyt / dr e-iketkickolr L p
\%4

Nas expressdes acima, “s” refere-se a signal, “i” a idler e “p” ao campo incidente, conhecido
como feixe de bombeio (do inglés, pump beam). As variaveis o5, 0; e 0, sdo somadas sobre
as diregoes de polarizacao ordinaria e extraordinaria do cristal. Os termos da forma ¢; sdo a
i-ésima componente do vetor unitario de polarizagio €. No ultimo passo acima, substituimos

o tensor de susceptibilidade de segunda ordem pelo termo

0 0 2 TN, YV ’”
xl-jf/o dt//o de” x 2 (1, 17) e -opton), (328)

e condensamos alguns outros termos na grandeza

. hw(ka; O'a)
kg, 04) = PO —— .
N P (3:29)

Para encontrar o estado quantico |f/) do campo no instante de tempo ¢, usamos o

em que @ € {s, i, p}.

hamiltoniano (3.27) na equacdo de Schrédinger,

i 190) = Ha(0)19(0), (330)

cuja solucao geral é da forma
[$(0)) = e R 1y o)) (331
em que consideramos que a interago é iniciada no instante t = 0. Para resolver a equacéo (3.31),

expandimos a exponencial em série de poténcias e mantemos apenas os dois primeiros termos:

(Vi) [ldeu(m) — g 4 2 4o (3-32)
1

1 t
7 A dTHnl(T)
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O primeiro termo da expansao acima corresponde a possibilidade de o fé6ton de bombeio néo

sofrer conversdo paramétrica.

Para resolvermos a expansio (3.32), precisamos da seguinte identidade:

t
/ dr el? = tel®/? smc(%) (3-33)
0

em que sinc(x) = sen(x)/x. Aplicando-a a integragao temporal de (3.32) e a integracdo espacial
de (3.27), ficamos com:

t -9/2
(2m)" YT . .
/0 dTHnl(’l') = 5 . dks - dk1 o dkp g (ks, O'S) g (ki, O'i) g(kp, O'p) X
o5 0 Op

(3-34)
x a' (k, 05) a’ (ki, 07) a(ky, 0p) € (ks, 05) €] (ki, 01) € (kp, o) X
x yijk t el @stkrailk=opka)t/2 sinc (o4 (ks) + wi(ki) — wp(kp))t/2) %

z
X ]_[ Ly e Cstkikednln/2 gine (kg + ki = kp)mLm/2),
m=x
em que L, é o coprimento do cristal nao linear na direcdo m € {x,y, z}, seu volume sendo

V = LyLyL,. Com esse resultado, podemos reescrever a solucao (3.31):

(1)) = IVéC>+ (335)
" Sih(2n)l 21?'l(27r)9/2 Z Z Z /3 dks /R3 dk; ‘/IR;3 dkp, g*(ks, 05) g" (ki, 031) g(kyp, 0p) X

XV, (kp, 0p) Xijk €; (ks crs) € “(ki, 07) e (kp, op) sinc((ws(ks) + wi(kj) — wp(kp))t/Z) X
z
¢ el(@s (ks)+oi (ki) —wp (kp))1/2 1—[ sinc((ks +k — kp)mLm/z) e i(ks+ki=kp)mLm /2 |1>ks,as 1D k,00»
m=x
em que |1), , € o estado quantico de um féton com momento k, e polariza¢do o,. A fungdo
Vp representa a distribuicdo de amplitudes de vetores de onda do feixe de bombeio, e ela surge
no lugar do operador de aniquilagdo para os modos desse feixe porque a intensidade dele é

tao alta que podemos desprezar efeitos quanticos relativos a ele.

O primeiro termo da equacéo (3.35)), |vac.), representa o vacuo e corresponde a possibi-
lidade de ndo ocorrer conversao paramétrica. O segundo termo corresponde ao estado quantico

dos fotons gémeos. Somados, descrevem o estado quantico gerado num processo geral de CPDE.

A partir de agora, desejamos nos especializar no estado que sera usado na proposta

experimental do Capitulo |4l Em particular, as seguintes consideracdes se tornardo vigentes:

1. O tempo de interagdo t é suficientemente longo para que a contribuicdo do termo
sinc((ws(ks) + w; (ki) — cop(kp))t/Z) seja apreciavel apenas quando ws + w; = @p. As-

sim, esse termo e a exponencial que o segue serdo ambos iguais a unidade. Para garantir
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a validade desta aproximacéo, podemos impor que o laser usado para bombear o cristal
nao linear seja de poténcia moderada, tal que o intervalo de tempo entre duas conversdes

seja grande em comparagdo com a resolucao temporal da deteccdo dos fotons gémeos.

2. Sefiltros de interferéncia de banda estreita forem colocados na frente dos detectores, entio
podemos considerar que ws, w; e W, sejam constantes. Especificamente, consideraremos

que os filtros selecionam ws = w; = w,/2.
3. Também consideraremos constantes as grandezas g e y;j.

4. Estabelecendo que o feixe de bombeio propaga-se na direcéo z e que o cristal seja grande o
suficiente nas direcdes x e y de modo a abarcar todo o seu perfil de intensidade, podemos
substituir o produtério por 8(qs +qi — qp) sinc((ks; + ki; — kp;) L./ 2)e‘i(ksz+kiZ‘kP2)Lz/ 2 em

que definimos q, implicitamente por k, = qu + ko.Z para @ € {s, i, p}.

5. Ademais, se os fotons signal e idler forem gerados colinearmente e o cristal for suficiente
fino, entdo sinc((ksz + ki, — kpZ)LZ/Z) ~ 1.

6. Com as aproximagcdes paraxial e monocromatica, podemos substituir V, (k,) pelo espectro

angular v,(qp) do feixe de bombeio.

7. Finalmente, consideraremos que o feixe de bombeio tenha apenas polarizagdo extraor-
dinaria (o, = e), e que os fotons signal e idler tenham polarizacdes perpendiculares —
ordinaria e extraordinéaria (o5 = 0, 0; = e, ou vice-versa). Esse caso é conhecido como

conversdo paramétrica descendente espontanea de tipo IL[

Sob essas condi¢oes, a forma do estado quantico (3.35) simplifica-se grandemente:

) = Ivie) +C [ da. [ dasoplacta) (Dguo D+ IDg.eDgo)  (336)

em que C é uma constante.

Note que ha conservacdo de energia e de momento linear na CPDE [15]]. Como con-
sequéncia disso, a soma das componentes transversais dos momentos lineares dos fotons signal
e idler deve ser igual a componente transversal do momento linear dos fétons do feixe de

bombeio:

hqs + hiq; = hqp. (3-37)

Assim, a conservacdo de momento implica que signal e idler estio emaranhados em momento.
Se for sabido o momento transversal de um dos fétons gerados pela CPDE, pode-se inferir

o momento do outro.

' Na de tipo I, os fotons convertidos tém a mesma polarizacio (ordinaria).
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Para melhor ilustrar essa correlacdo entre os dois, considere que o feixe incidente seja
uma onda plana, cujo momento logo jaz inteiramente sobre o eixo de propagacédo z. Nesse caso,

qp = (0,0), logo qs = —q;, indicando uma anticorrela¢do perfeita.

Podemos ver nalequacio (3.36)|que os fotons gémeos nédo estao emaranhados apenas

em momento, mas também em polarizacdo. De fato, os fétons produzidos pela CPDE podem
estar correlacionados em diversos graus de liberdade [15]. A CPDE também é mais facil de
implementar do que outras técnicas de producédo de fétons emaranhados [19]], de modo que ela,
em décadas recentes, tem sido uma fonte muito produtiva de correlagdes quanticas — isto é,
o tipo de correlagdes mais fortes do que as previstas pela fisica classica, e que podem violar
o principio de realismo local [20]. Por esses motivos, essa técnica é amplamente empregada
em experimentos que utilizam luz fortemente correlacionada para criar melhores sistemas

de imageamento.

3.4 Imageamento quantico

Em anos recentes, a elaboracdo de técnicas para se obterem imagens Opticas por meio
de recursos quanticos tem ganhado um interesse crescente [6, 19]]. Essa nova area é conhecida
em inglés como quantum imaging (ou “imageamento quéntico”, em traducéo livre). Servindo-se
principalmente do emaranhamento de alguns sistemas quanticos — a existéncia de correlagdes
mais fortes do que as previstas pela fisica classica —, cada técnica oferece uma vantagem em

relacdo a métodos classicos de imageamento.

Talvez a técnica mais conhecida seja a de ghost imaging (“imageamento fantasma”),
demonstrada em 1995 [j5, |7]. Dependente de dois feixes fortemente correlacionados, essa
técnica comumente emprega foétons emaranhados gerados por CPDE. A ilustra a

implementacao tipica desa técnica no caso de CPDE de tipo II.

Os dois feixes quanticamente correlacionados sao produzidos pelo cristal ndo linear NL.
Um espelho dicroico separa o feixe de bombeio dos feixes convertidos, que sdo posteriormente
separados por um divisor de feixes polarizante. Um deles ilumina o objeto O e é coletado por
um detector sem resolugdo espacial, capaz de revelar sua presenca mas nao sua localizacio.
O outro é detectado com resolugio espacial, mas nunca interage com o objeto. Gragas a forte
correlagdo entre o feixes, no entanto, uma analise das detec¢des em coincidéncia é capaz de

formar uma imagem do objeto.

Entretanto, uma vez que o Unico requisito para ghost imaging é que os dois feixes
estejam correlacionados, essa técnica pode ser reproduzida com luz classica — por exemplo,
iluminando um divisor de feixes com um laser. (A fonte de luz pode até ser cadtica [7]; as
correlagoes relevantes sao produzidas no divisor de feixes [8]].) As resolucdes obtidas nas duas
versoes sao semelhantes, mas a versao quantica fornece uma maior visibilidade e uma melhor

relacao entre sinal e ruido.
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Figura 7 - Imageamento fantasma (ghost imaging) quantico. Os fétons emaranhados gerados
por CPDE (tipo II) no cristal nao linear NL sao espacialmente separados por um
divisor de feixes polarizante (PBS). Um deles interage com o objeto O e é coletado
por um detector sem resolucdo espacial. O outro nao interage com o objeto e incide
sobre um detector com resolugio espacial.

A principal aplicacio dessa técnica, seja com fontes quanticas ou classicas, consiste em
produzir imagens em alta resolugio de objetos que a camera (ou o detector) ndo pode ver. Por
exemplo, se o objeto estiver localizado em um ambiente precario ou de dificil acesso, o detector
sem resolucdo espacial seria colocado em tal ambiente, enquanto o outro detector, mais sensivel,
seria mantido em condic¢des mais favoraveis. A versao classica ja encontra aplicacdes praticas,

tendo resultado em uma patente para o exército dos Estados Unidos [21} [22].

Adicionalmente, se a CPDE ocorrer de modo que os fétons gémeos nio estejam cor-
relacionados em frequéncia, ghost imaging pode ser usada para sondar objetos usando um
comprimento de onda diferente daquele usado para formar a imagem. Isso seria ttil em situa-
¢des em que o objeto é opaco apenas para comprimentos de onda para os quais os detectores

com resolucao espacial sejam ineficientes ou dispendiosos.

Contudo, se o foton usado para sondar o objeto nao puder der detectado (por exemplo,
se nao se dispuser de detectores para os comprimentos de onda aos quais o objeto é opaco),
entdo nao se pode realizar ghost imaging. Felizmente, ndo é necessario detecta-lo para se
formar a imagem do objeto. Na técnica conhecida como imageamento quantico com fotons
nao detectados [19} 23], um feixe de laser é dividido em dois, que sdo usados para bombear
dois cristais ndo lineares. O campo idler de um deles é enviado para o objeto e em seguida
para o segundo cristal, alinhando-se perfeitamente com o campo idler produzido nele. Nesse
processo, as informacdes sobre o objeto sdo passadas para o campo signal gerado no segundo
cristal [23]]. Os dois campos idler sdo descartados, e os campos signal produzidos pelos dois
cristais sdo combinados num divisor de feixes, sua interferéncia permitindo a reconstrucdo da
imagem do objeto. Os tinicos fotons detectados, portanto, sao os signal— nenhum dos quais

interagiu diretamente com o objeto imageado.
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Embora a técnica descrita acima seja distinta de ghost imaging, ela também requer
apenas uma correlacdo entre o feixe que interage com o objeto e o(s) feixe(s) detectado(s), de

modo que uma versio classica do experimento é factivel [24].

Uma outra variagao de ghost imaging é o método conhecido como iluminagdo quantica
[25]]. Ele consiste em produzir um par de fétons emaranhados, reter um deles (o ancilla) e
enviar o outro para imagear um objeto imerso num banho de ruido térmico. Caso um féton
subsequentemente retorne, questiona-se se ele é o foton que fora enviado e foi refletido pelo

objeto ou se ele é meramente devido ao ruido térmico.

A presenca do ancilla permite que o foton retornado seja comparado com ele por meio
de uma medicdo conjunta. Comparada com a situagdo em que nao ha o ancilla (imageamento
com um unico foéton), essa técnica melhora a relacdo sinal-ruido efetiva por um fator que cresce
exponencialmente com o nimero de bits de emaranhamento do estado emaranhado’]Por esse
motivo essa técnica é genuinamente quantica, ao contrario de ghost imaging propriamente
dita. A melhora fornecida pela iluminagdo quantica persiste mesmo depois que o féton usado
para iluminar o objeto tenha se acoplado com o ambiente e que o emaranhamento original
tenha sido perdido [8].

> Um bit de emaranhamento é a quantidade de emaranhamento possuido por um estado de Bell, isto é, um dos

elementos da base formada pelos quatro estados |®*) = %(lOO) +|11)) e |¥*) = \%(IOI) +[10)).
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4 Proposta experimental

Neste capitulo, aplicaremos a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores a uma pro-
posta de experimento para codificar duas imagens na funcdo de onda de um féton usando
conversdo paramétrica descendente. O que queremos dizer com isso é que, nessa proposta, o(a)

experimentalista teria a sua disposi¢cdo uma montagem com duas configuracdes:

(A) aprimeira sendo tal que, ap6s diversas realizacdes do experimento, ele(a) seria capaz de

recuperar uma das imagens, e

(B) a segunda sendo tal que, apds diversas realizagdes do experimento, ele(a) seria capaz de

recuperar a outra imagem.

Dessa maneira, o(a) experimentalista teria a capacidade de escolher qual imagem deseja observar.

Para alternar entre as duas configuragdes, bastara trocar uma lente no aparato experimental.

4.1 Montagem

A montagem que propomos é a da[Figura 8| As duas imagens a que nos referimos séo as
funcdes de transmitancia de amplitude dos objetos O; e O, que por brevidade serdo denotadas
pelos mesmos simbolos que os respectivos objetos. Em outras palavras, se denotarmos por Uj 4
a amplitude de campo que incide no objeto O; e por U;; a que é transmitida por ele, entdo a

func¢éo de transmitancia de amplitude desse objeto, localizado em z = zy, sera [9]

Ur1(x,y,21)

O1(x,y) = .
1(9) Ui1(x,y,2z1)

(4.1)

A fungdo de transmitancia de amplitude do objeto O, é definida analogamente.

Além dos objetos O; e O,, a montagem envolve um total de quatro lentes convexas,
um laser, um cristal nio linear, um espelho dicroico, um divisor de feixes polarizante, um

fotodetector e um dispositivo de carga acoplada (CCD, do inglés charge-coupled device).

O laser produz um feixe de bombeio de comprimento de onda A, = /2, que atravessa
o objeto O; e a lente Ly, finalmente incidindo no cristal ndo linear NL, que obedece as condi-
goes|d| e 5| (pagina[g0). A distancia focal de L, ¢ f;, e as distancias entre O; e L, e entre L, e NL
sdo ambas iguais a 2f,. Como mostrado na[Subse¢io 2.4.1] esse arranjo garante que L;, projete

a imagem do objeto O; na face anterior de NL, com magnificacdo de —1.

A interacdo do feixe de bombeio com o cristal NL causara um processo de conversio
paramétrica descendente espontanea (CPDE) de tipo II, que produzira os campos signal e idler,

de baixa intensidade e de comprimento de onda igual a A — o dobro do comprimento de onda
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Figura 8 — Proposta de montagem experimental: O; e O, sdo as mascaras que contém as imagens
a serem codificadas; Ly, L;, L4 e Lp sdo lentes convexas com distancias focais f,, f;, fa
e fp, respectivamente; NL é o cristal ndo linear que efetua a CPDE; PBS é o divisor
de feixes polarizante; D; é um fotodetector e Dg é um CCD. Entre NL e PBS ha um
espelho dicroico que reflete o comprimento de onda A,,.

do feixe de bombeio (conforme o na paginalgo). A porcao do feixe de bombeio que nio

for convertida sera descartada pelo espelho dicroico.

Os feixes signal e idler sao colineares, e suas polariza¢des sao perpendiculares uma a
outra. Posicionando o divisor de feixes polarizante (PBS, do inglés polarizing beam splitter) logo
a frente do cristal ndo linear, os dois feixes convertidos separam-se espacialmente, tomando

caminhos ortogonais.

No caminho do feixe idler sdo colocados a lente L; e, mais adiante, o fotodetector D;.
As distancias entre NL e L; e entre L; e D; sao ambas iguais a distancia focal f; de L;, de modo

que essa lente projeta o espectro angular do campo em NL sobre o plano de deteccao de D;,

conforme a [Subsecao 2.4.2|

O objeto O, é posicionado imediatamente sobre D;, bloqueando a detecgdo de algumas
componentes do espectro angular de NL. Por efeito de L;, cada ponto no plano de deteccéo de
D;j correspondera a uma direcao de propagacao do feixe idler emergindo de NL. Por causa da
sombra de O,, alguns pontos desse plano néo serdo iluminados. Isso significa que os fotons idler
que se propagam ao longo das direcdes associadas a esses pontos ndo serdo transmitidos por
O,, tampouco detectados por D;. Em outras palavras, o objeto O filtra quais componentes do
espectro angular de NL sdo detectadas. Como veremos brevemente, é esse efeito que permitira

a recuperagdo de O;.

Em algum ponto no caminho do feixe signal coloca-se um CCD Dy, e uma terceira lente

¢ posicionada no meio desse caminho, a uma distancia d tanto de NL quanto de D;. Em nosso
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cenario, essa lente é escolhida pelo(a) experimentalista dentre duas possibilidades: a lente La,

com distancia focal fy = d/2, e a lente L, com distancia focal fp = d.

Dessa maneira, caso a lente escolhida seja L4, a imagem do campo em NL sera projetada
sobre o plano de detec¢do de Ds. Como esse campo, por sua vez, é a imagem invertida de Oy, o
efeito de L4 sera o de projetar a imagem de O; (com magnificagdo 1) sobre Ds. Assim, ao se

coletarem muitos fétons no CCD, recupera-se O; com perfeicio.

Por outro lado, caso a lente escolhida seja Lg, o espectro angular do campo em NL é
que sera projetado sobre o plano de deteccdo de Ds. Como vimos, o caminho do feixe idler
inclui um filtro de componentes de espectro angular. Se esse filtro for ativado (isto é, se forem
considerados apenas eventos de coincidéncia entre D; e Ds), entdo as componentes do espectro

angular que ndo correspondem a pontos de O; serdo descartadas do feixe idler.

Se a correlacgdo entre os feixes convertidos for perfeita — v,(qs + q;) ~ 5(qs + q;) na
— entdo as componentes do espectro angular de sinal oposto serdo descartadas
do feixe signal. Portanto, em eventos de coincidéncia, as tinicas componentes do espectro
angular de NL que serdo detectadas em Dg conterdo informacao sobre Oy, a qual podera ser

perfeitamente recuperada apds a coleta de muitos fotons.

Se a correlagdo entre os feixes convertidos for imperfeita, entdo a recuperacgio de O,

também sera.

4.2 Calculos das obtencdes de imagens

Para mostrar que os efeitos de L4 e Lp serdo como descrito acima, desejamos calcular
a taxa de contagem em coincidéncia. Segundo a[Secao 3.2} ela sera proporcional a funcédo de

correlagdo de quarta ordem [16, [26]:

Clpyp) = WIES (p) E7 (p) B (p) E (p)1Y) (4.2)

EC (o) B () 19 43)

em que |f/) é o estado quantico do bifoton gerado na CPDE, p, é a coordenada no plano
de deteccao de D, (a € {s,i}), e E((;r)(pa) é o operador de campo elétrico nessa posi¢do. No

experimento proposto, as polarizacdes dos fotons signal e idler permanecem indeterminadas

depois da deteccdo. Dessa forma, o segundo termo daequacao (3.36), correspondente ao estado

quantico dos fétons gémeos, reescreve-se:

)= [ da [ dasoplata g g, 4.9

em que o espectro angular do feixe de bombeio [} 16] é (compare com aequacao (2.42)):

(@) et [ dp <790, (-p). (@s)
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Chamando de p_ a coordenada transversal na face posterior de NL, o operador de

campo elétrico ali pode ser escrito em termos do operador de aniquilagdo a(q) do modo q

(compare com a |equacao (3.20)):

EY (p,) = / dq €% a(q), (46)

Ac

em que A é a area dessa face, e escolhemos localizar o cristal em z = 0. Conforme as|Subse

lcoes 2.4.1|e [2.4.2] os operadores de campo elétrico nos planos de detecgao de D; e Dg podem ser

expressos em termos do campo acima gracas a acdo das lentes Lj e Ly € {La, Lg}:

~(+) ( p;
EY (p,) « O(py) B¢ (f—f) (4.7)
E£+)(—ps), se L, for escolhida,

(+)
E;7(pg) o .
’ ) E(+) (E—;) , se Lg for escolhida.

(4.8)

C

A seguir, combinamos as equagdes (4.3) a (4.8) para encontrar, ao final, a expressao
para a taxa de detec¢do em D nas duas situacdes experimentais que esta proposta permite:

a situacdo A, em que se escolhe a lente L4 no braco signal, e a situagdo B, em que se escolhe
Lp. Os resultados finais serdo repetidos na Secao 4.3

Também usaremos as seguintes identidades:

a(qm) 1), = [0)q. 5(qm — ) (9)
/ dqei®® = (27)5(p). (4.10)
RZ

4.2.1  Situacao A

A colocacdo da lente Ly no brago signal da montagem proposta leva a que:

E (py) B (p) 19) o Oa(py) X (=p ) E” () 1), (411)

em que o operador E§+) corresponde a primeira linha dalequagao (4.8), o operador Ei(+) é dado

pelalequacéo (4.7)} o estado |i) dos fétons gémeos é de acordo com as|equagdes (4.4) e |(4.5)l
e o operador E£+) ¢ definido pela

Invocando a definicao (2.42), podemos expandir o termo de E£+) na equagio acima:

N( ) i =271ip .+ (p: i
B (%) = /A dp, e 2PN ES (p) (4.12)

:/ dp. e-ZﬂiPc-(pi/Aﬁ)/ dg; eldi*P a(qy). (4.13)
A R2
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Assim, substituindo as|equacdes (4.4) a[(4.8)|e a expressio (4.13) acima nalequacédo (4.11)]

B () B ) 19)  Ou(p) [ dae €0a(q0) x
/dp e—2ﬂipc-(pi/lf~)/ dg; el Pea(q;) X
/Rz dqs/ dqlf dp e 9PO, (=p) [1)g 1) - (4.14)

Deixamos de lado o termo de fase global e!*<* oriundo dalequacio (4.5)| ja que ele sera cancelado
quando calcularmos a norma daequacao (4.3) Adicionalmente, a fim de claridade, desloquemos

os operadores de aniquilagdo nalequacao (4.14) para que fiquem préximos dos kets sobre os

quais atuam:

B ) B (p) 19 0u(py) [ dge v [ ap ertmnnif) [ g éwnex
RZ

Ac R2
x / dq / dq! / dp ¢ PO, (~p) a(q) [1)g; a(g) |1)q
R2 R? R2 i
(4.15)

Usando a identidade (4.9)), a expressao acima torna-se:

EW (p) E7 (p,) 1Y) o Oa(p,) / dq, e 1P / dp, e 2P pi/Af) / dq 9P X (4.16)
R2 c R2

X / dg; / dg; / dp e (%4900, (=p) (qs — q)5(qi — qf) [véc.) .
R2 R2 R2

Entdo, podemos integrar sobre q; e q; para obter:

EC (p) Y (p)) 1Y) o< Os(py) /R dg, &7 / dp, e 2P P/ 5

Ac

dgi v [ dp R0 (p) vic). (a17)
R2 R?
Rearranjando alguns termos,

E§+) (ps) E1(+)(p1) |¢> oC Oz(pl) A;Z qu e_iqs'ps / dpc e—(2ﬂi/ﬂfi)pc-Pi X

X/ dp O1(—p)e P / dq €9 PP vac),  (418)
R2 R2

podemos agora usar a identidade na integral em g;, substituindo-a por §(p, — p). Depois,

integrando sobre p, ficamos com:

E£+)(Ps) Ei(+)(Pi) [/} o< O2(p;) / dqs e 1dsPs ¢
RZ

X/ dp, e CTIAPPi O (—p )e %P |vac) . (4.19)
Ac
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Rearranjando os termos novamente,

E§+)(Ps) Ei(+)(pi) |l//> o Oz(Pi) /A dPC e—(Zni//lfi)PC-Pi Ol(_PC) %

X/ dgs e 719 (P*PY) |vac.) . (4.20)
RZ

vemos que podemos aplicar a identidade (4.10) & integragdo em g, substituindo-a por 6(p,+p..).

Depois, integrando sobre p_, chegamos a:

EM (p) B (py) [9) oc e PADPP 0, (p ) O4(p,) [vac.) . (4.21)

Substituindo alequacdo (4.21) nalequacao (4.3):

C4(py, py) o |01(py[ 0=(p)" (4.22)

Para obtermos a taxa de de deteccdo em Dj na situagdo A, precisamos integrar a
equagao acima sobre a posicdo p, no plano de deteccdo de D;. No entanto, apenas o termo
relativo a O, depende de p;, de modo que o termo relativo a O; pode ser retirado da integral. A
integragao sobre o termo relativo a O, resultara em uma constante, pelo que podemos afirmar

que o perfil de intensidade observado ao longo de D; sera

CA(p,) |01 (py)|". (4.23)

indicando uma recuperacao perfeita de O;.

4.2.2 Situacao B

Por outro lado, a colocagéo da lente L no brago signal implicara que, nalequacio (4.11)]

o operador E£+) correspondera a segunda linha dalequacéo (4.8), e ndo a primeira:

B (p) BV (p) 19) o Oa(pp) B () B () 19). (424)

em que |{), E£+) e Ei(+) ainda sao dados pelasequagdes (4.4) a|(4.7)

Invocando novamente a defini¢ao (2.42), podemos expandir o primeiro termo de ]:3£+)

na equacao acima:

~(+) s —2mip ..
B (8) = [ dp, e rmotoi gD ) (429
Ac

:/ dp. e-2ﬂipc-(ps/ld>/ dqs elds Pe a(qs). (4.26)
A R2
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O segundo termo de ]:3£+) nalequacio (4.24)|tera a forma dada pela expressio (4.13). Substituindo

aslequacoes (4.4)|a|(4.8)| e as expressdes (4.13) e (4.26) nalequacao (4.24),

E™ (p) E¥ (p)) [9) o Oa(py) / dp, e 2P p./4) / dqs €%Pea(qy) x
A, R2
x/ dp!, e—zﬂipé-(p;/lfi)/ dq; e'%Pea(q;) x
Ae R?

x / dq / dq! / dp PO, (Cp) [0 [gr (827)
RZ Rz RZ 1

em que novamente deixamos de lado o termo de fase global e, Como fizemos na
podemos deslocar os operadores de aniquilagio na para que fiquem

proximos dos kets sobre os quais atuam e usar a identidade (4.9) para obtermos:

EX (p) B (p) 1) = O2(p)) /A dp, e 7PP/A0 /R dg e (4.28)

o / dp!, e 2mLpi/ M) / dq; €97 x
A R?
X/ dg / dg / dp €740, (—p)5(qs — 40)5(q; - qf) [véc.).
R? R? R?
Integrando sobre q; e q;, obtemos:
B () B (p) ) = Ou(p) [ dpe 000 [ ag v (429
Ac
x/ dp. e—Zﬂipé-(Pi/lfi)/ dg; eiqi-pé/ dp e‘i(qs+q1)"’01(—p) |vac.) .
A R? R?
Remanejando alguns termos,
E£+)(Ps) Ei(+)(pi) |¢> o OZ(pi)A dPC e—(27ri/)ui)pc-pS /RZ qu ol Pe (4.30)

X/ dp|, e emiAmpe / dp ¢4 0, (~p) / dq; (PP [vac.),
A R2 R2

podemos aplicar a identidade a integragao em g;, substituindo-a por §(p, — p). Depois,

integrando sobre p, ficamos com:
E£+)(Ps) Ei(+)(pi) |¢> o Oz(Pi) A dpc e—(27ri//'1d)pc-pS /Rz dqs oldsPe 5
X/ dp!, e~ BT/ARPCPieTIaPe O, (—p!) |vac.) . (4.31)
A

C

Novamente rearranjando 0s termos,
B (p) B (p) 1) < Oa(p) [ dp, e er/imev.x

X/ dp], e”@r/ARPCP 0, (—pl) / dg, 4P v, (432)
A R
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notamos que podemos aplicar a identidade (4.10) a integragéo em qs, substituindo-a por §(p, —

p.). Depois de integrar sobre p/, chegamos a:
E (p) E{ (py) [9) o O2(py) /A dp, & Cr/ADPcpie CRIAPP Oy (—p,) [véc)  (4:33)
= Oz(Pi)/A dp, e 2P PRI Oy (—p ) |vac.). (4.34)
Introduzindo a variavel de integracio p! = —p_ e usando novamente a definicao (2.42):

EM (p) E (p) 19) o< Oa(py) /A dp” e 2P (=P Ad=pi/2) O, (p) vac.) (4.35)

=01 (=55 = 2] 0u(py) Ivac) (430)

Assim, substituindo aequacdo (4.36) nalequacao (4.3),

~ 1\ |2 2
CB(p,, p;) ‘Ol (—ff—d - f—f)‘ l02(p)"- (4-37)

Para obtermos a taxa de deteccdo em Dy na situagdo B, precisamos integrar a equacio (4.37)

acima sobre a posicdo p; no plano de deteccdo de D;:
~ A\ 2 2
cipo s [ dpif0n (-5~ %) ot (4.39

A expressio (4.38) acima é uma convolucio de duas fungdes; uma dependente de Oy, a
. ~ , 1e =12 ~
outra de O,. Por causa disso, a resoluciio de C? sera limitada pelo tamanho de |01| em relacdo

a |0, |°. Ela sera maxima quando essa convolucgio ocorrer com uma funcéo delta de Dirac,

10:(p)[* ~ 8(p). (4-3)

Isso levaria a

2
, (4.40)

CJ(py) o ‘Oz (—éps)

indicando uma recuperacio perfeita de O, se d = f;, com magnificacdo —1[] Assim, esta parte

do protocolo depende de a aproximacio (4.39) ser verdadeira.

4.3 Simulacao
Condensando as equacdes (4.23) e (4.38) em uma so, ficamos com:

|01 (ps)lz, se L, for escolhida,
CS(ps) &

_/Rz dpl

Ou, se d # f;, uma recuperacio de O, com outra magnificacio.

e P ) . (4-41)
0, (_ﬁ - A_ﬁ)‘ |02(p)|",  se L for escolhida.

1
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Ademais, se a condigao (4.39) for valida e se d = f;, a relagdo acima simplifica-se e revela a

simetria do experimento proposto:

|Ol(ps)|2, se L, for escolhida,

Cs(py) o (4.42)

|Og(—ps)|2, se Lg for escolhida.

Nés realizamos uma simulagfio computacional no programa Mathematicd’| para testar
as previsdes da equacgio (4.41). Os parametros uados foram A = 800 nm (o comprimento de
onda dos fétons gémeos) e d = fi = 500 mm. As intensidades luminosas de O; e O, estdo

retratadas na [Figura 9| e as taxas de contagem em D; previstas para os casos A e B estdo
representadas na [Figura 10

Comparando as duas Figuras, notamos que a recuperacido de O, é perfeita, e que a Unica
falha na recuperacio de O, é uma queda na intensidade luminosa da|Figura | para a[Figura 10

Essa é uma falha toleravel, que nao afeta a reconstrugdo do objeto O,.

~ c e g . N . ~ 2
Nessa demonstragao, a escolha de O, foi judiciosa. Como se vé nas|Figuras g|e |Ol|

é quase uma funcio delta de Dirac quando comparado com O;. Desse modo, a condicio (4.39)

é aproximadamente obedecida dentro dalequacido (4.41), de modo que a simplificacdo (4.42)

era esperada.

4.4 Discussao

E possivel recuperar qualquer uma das duas imagens em seguida a deteccdo do féton
signal porque ele carrega informagao sobre ambas: a informacao sobre Oy, localizado no feixe
de bombeio, é devida & CPDE nos regimes paraxial e monocromatico , enquanto a
deteccdo do foton idler por D; prepara o féton signal em um estado que carrega a informagao

de O,, de maneira semelhante ao que acontece no processo de ghost imaging (Secao 3.4).

Em outras palavras, o experimento proposto pode ser visto como um imageamento
fantasma (ghost imaging) do espectro angular do objeto O, em que os fétons gémeos também
carregam informacao sobre o objeto Oy [26], acrescida da habilidade de selecionar qual dos

dois objetos se deseja reconstruir mediante a escolha de uma lente e a detecgio do foton signal.

Com os parametros usados na simulaciao (A = 800nm e d = fi = 500 mm), e usando
objetos de 1 cm X 1 cm, acreditamos que o experimento possa ser realizado dentro do proprio
Departamento de Fisica da Universidade Federal de Minas Gerais, cujos laboratdrios de optica
quantica ja realizaram experimentos similares [24, 26-30]], indicando que dispéem do espaco
necessario e dos demais instrumentos e dispositivos (lentes, cristal ndo linear, divisor de feixes

polarizante, espelho dicroico, detectores de fotons e laser) requeridos pela montagem (Figura 8).

> Disponivel para compra ou demonstragio em <https://www.wolfram.com/mathematica/>.


https://www.wolfram.com/mathematica/
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|01

|| ]

Figura 9 — Gréaficos das intensidades luminosas de O; e O,.
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FO1J?

Figura 11 — Intensidade luminosa de O;.
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5 Conclusao

Experimentos de ghost imaging usam CPDE para fazer a imagem de um objeto ao se
combinarem as detec¢des de pares de fotons emaranhados, enquanto protocolos de superdense
coding valem-se de emaranhamento para comunicar dois bits classicos de informacdo com a
transmissao de apenas um bit quantico. A proposta experimental apresentada neste trabalho
combina essas duas ideias: adaptamos o esquema de ghost imaging para que uma Unica particula
quantica (um foton) carregue dois conjuntos distintos de informacéo (dois objetos, um colocado

no caminho do feixe de bombeio, e o outro, no do feixe idler).

No |Capitulo 3} mostramos que os fotons gémeos gerados no processo de conversio
paramétrica descendente espontanea (CPDE) carregam informacao sobre o feixe de bombeio,

contidas num termo que representa a distribuicdo de amplitudes de seus vetores de onda

[cf. [equacdo (3.35) na [pagina 39| ou, sob as aproximacdes paraxial e monocromatica, seu

espectro angular. Também mostramos que o estado quantico desse par é emaranhado [cf.

cao (3.36) e discussdo subsequente, na pagina 40]].
No [Capitulo 4, usamos as técnicas matematicas desenvolvidas nos [Capitulos 2| e

para mostrar que uma montagem experimental como a da|Figura 8| napagina 46| seria capaz

de preparar um féton (o signal, como convencionamos chama-lo) num estado que contém
informacao sobre dois objetos com os quais ele ndo interagiu diretamente. O(A) experimentalista
teria a sua disposicdo dois aparatos de medicéao, representados pelas lentes Ly e L e pelo CCD
D;. Cada um deles lhe permitiria reconstruir a imagem de um dos objetos, contanto que esses
obedecam a uma condicdo — a intensidade do espectro angular de um deles (O;), quando

comparada a intensidade luminosa do outro objeto (O,), deve ser bem aproximada por uma

funcao delta de Dirac [cf. lequacdo (4.39), na jpagina 52|

No mesmo capitulo, relatamos uma simula¢do computacional do experimento proposto
com parametros razoaveis de se reproduzirem em laboratoério, usando como objetos os ilustrados
na(Figura 9| Esses objetos obedecem 4 condico (4.39). A fim de rigorosidade, pretende-se realizar
uma outra simulacdo usando objetos que nao lhe obedecam, esperando-se descobrir que, nesse
caso, a reconstrucao da imagem do novo O, seja tdo imperfeita quanto o novo O; falhe em

obedecer a condicao.

Exceto pelas duas possibilidades de deteccao do foton signal, a proposta ilustrada pela

difere da realizacéo tipica de ghost imaging (Figura 7| na|pagina 42) em apenas dois

pontos. Primeiro, o arranjo de lentes de nossa proposta projeta sobre o detector D; o espectro
angular do objeto O,. Segundo, sobre o cristal ndo linear usado na CPDE de nossa proposta
projeta-se a imagem de um objeto adicional, O;. Com essas modificacdes, o foton signal passa

a conter informacdes sobre os dois objetos.
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Dessa forma, o foton signal assume um papel analogo ao do qubit usado em superdense
coding. Nesse reverso do teleporte quantico, um tnico bit quantico é usado para transportar
dois bits classicos; na nossa proposta, uma tnica particula quantica (o féton signal) é preparada
de maneira a transportar duas imagens. No entanto, ao contrario de superdense coding, néo é
possivel recuperar as duas imagens simultaneamente, visto que cada uma necessita que uma

operacao diferente seja realizada no foéton signal.

Sem embargo, a técnica proposta mantém as vantagens de ghost imaging, podendo até
estendé-las, em virtude de codificar uma imagem adicional. Por exemplo, embora a proposta
detalhada no considere que os fotons gémeos tém o mesmo comprimento de onda,
pode-se realizar CPDE em que os foétons convertidos tém comprimentos de onda diferentes.
Assim, o experimento envolveria trés comprimentos de onda: A, para o feixe de bombeio, ;
para o feixe idler e A5 para o feixe signal. Uma generalizacdo da nossa proposta permitiria
que o(a) experimentalista tivesse a liberdade de escolher imagear um objeto O;, opaco apenas
ao comprimento de onda A, ou um objeto O, opaco apenas a A;, mesmo se o Unico detector
disponivel dotado de resolugio espacial for sensivel apenas ao comprimento A; — contanto que

também se disponha de um detector sem resolucdo espacial mas sensivel a A;.

Caso esse ultimo detector ndo esteja disponivel, resta a questao de se a técnica proposta
pode ser alterada de modo que os fotons que interagem com O, nao precisem ser detectados,

de maneira similar ao imageamento quantico com fétons nao detectados [19, |23].

Ademais, a moda de ghost imaging, a técnica proposta esta sujeita a admitir uma versao
que use apenas correlagdes classicas. Um possivel estudo futuro, portanto, consistiria em esta-
belecer se a nossa proposta de fato teria vantagens sobre essa versao classica, especificamente
quanto a visibilidade e a relacdo entre sinal e ruido (que sdo os aspectos em que a versio

quantica de ghost imaging tradicional é superior a classica).
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