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Resumo

Neste trabalho, estudaremos o processo de Moran [10]: um modelo estocastico
que foi desenvolvido em 1958 para descrever a evolugao temporal da composi¢ao
genética de uma populagao finita e haploide com reproducao assexuada supondo
que nao ocorrem mutacoes durante a reproducao. Abordaremos duas extensoes
desse processo: uma na Teoria de Jogos Evolutivos e outra na Teoria Evolutiva
em Grafos. No contexto da Teoria de Jogos, Taylor et al [14] estabeleceram uma
classificacdo completa dos cenarios evolutivos do processo de Moran com duas
estratégias. Vamos estudar brevemente essa classificagdo e as formas caracteristi-
cas do grafico da probabilidade de fixacdo para cada um dos cenérios evolutivos.
Analisaremos também o comportamento da probabilidade de fixacao quando o ta-
manho da populacao tende para o infinito. No contexto da Teoria Evolutiva em
Grafos, discutiremos alguns dos resultados publicados em [9] e [2]. Em particular,
generalizaremos para o caso de aptidoes dependentes da frequéncia e unificando
os casos BD (nascimento-morte) e DB (morte-nascimento) a solugao encontrada
por Broom e Rychtar para o processo de Moran no grafo estrela. Finalmente,
faremos algumas consideragoes sobre o comportamento assintético da solucao que
apresentaremos.

Palavras-chave: Cadeias de Markov, Processos de nascimento e morte, Teoria
de Jogos Evolutivos, Teoria Evolutiva em Grafos, Andlise assintética.



Abstract

We discuss the Moran process [10]: a stochastic model developed in 1958 for the
genetic evolution of a haploid population with asexual reproduction, assuming no
mutations, and fixed finite size. In this work, we deal with two extensions of this
process: in Evolutionary Game Theory and in Evolutionary Graph Theory. In the
context of game theory, Taylor et al. [14] present a classification of the evolutio-
nary scenarios for the Moran process with two strategies. We briefly study this
classification and the characteristic shapes for the graph of the fixation probability
for each evolutionary scenario. We also analyze the behavior of fixation probability
when the population size tends to infinity. In the context of Evolutionary Graph
Theory, we discuss some of the results published in [9] and [2]. In particular, we
generalize for the case of frequency dependent fitnesses and unifying the BD (birth-
death) and DB (death-birth) cases the solution found by Broom and Rychtér for
the Moran process in the star graph. Finally, we also make some considerations
on the asymptotic behavior of the solution that we present.

Keywords: Markov chains, Birth death processes, Evolutionary Game Theory,
Evolutionary Graph Theory, Assymptotic analysis.
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Introducao

Em Biologia, o conceito de Evolugao se baseia em trés principios basicos: reprodu-
¢ao, selecao e mutacao. Por exemplo, em ambientes sob condi¢oes apropriadas, en-
tidades biolégicas como virus, células e organismos multicelulares fazem copias de
si mesmos. Nesse processo, as informacoes armazenadas em seu material genético
(DNA ou RNA), responsaveis por determinar suas caracteristicas, sdo repassadas
aos seus descendentes. No entanto, esse processo nao é perfeito. Mutagoes podem
causar erros na transferéncia das informagoes levando ao surgimento de variagoes
de uma mesma caracteristica na populagao, ou seja, de novos tipos de individuos.
Além disso, quando tipos diferentes competem entre si pelos recursos do meio,
levando uns a se reproduzir com mais frequéncia do que outros, surge o fenémeno
de selecao.

Aos poucos, a nogao de evolugdo passou a ser empregada em outros contextos
além da biologia. Ainda assim, a utilizacao desse conceito continuou se fundamen-
tando nos principios basicos da evolugao genética. Por exemplo, nao apenas genes,
mas também linguagens, ideias e costumes multiplicam-se, propagam e se alteram
ao longo do tempo.

Hoje, evolugdo nao somente é um tema bem difundido em outras areas da
Biologia, como também ¢ objeto de estudo em outros campos da ciéncia. Por
exemplo, em Genética de Populagdes, uma area ativa da Biologia Matematica,
modelos de dinamica populacional que simulam mutacao e sele¢ao sao usados para
investigar as mudancgas que ocorrem na composicao genética de uma populagao.

Um desses modelos é o processo de Moran, proposto pelo matematico aus-
traliano Patrick A. P. Moran em 1958 [10]. O processo de Moran é um modelo
estocéstico que visa descrever a evolucao temporal da composicao genética de uma
populacao finita e haploide com reproducao assexuada supondo que nao ocorrem
mutacoes durante a reproducdo. Uma caracteristica presente nesse processo é a
deriva genética (genetic drift): se a populagao é composta por dois tipos de indi-
viduos, apés um tempo finito, com probabilidade 1, haverd a fixacao de um tnico
tipo na populacao. Entretanto, esse fendomeno, que é caracteristico de populagoes
finitas e existente mesmo na auséncia de selecao, nao garante a fixacao de um tipo
de individuo que possua uma aptidao (ou taxa de sucesso reprodutivo) vantajosa.



13

Em geral, individuos mutantes aparecem em uma populagdo em pequeno niimero,
frequentemente um tnico individuo. Mesmo que esse mutante seja mais apto que o
resto da populagao, portanto mais propenso a ser selecionado, ele e seus eventuais
descendentes podem ser extintos em decorréncia de seu baixo nimero e flutuagoes
estatisticas. Portanto, ndo ha garantia de que, ao final do processo, a populagao
seja formada apenas por aquele tipo vantajoso. Em virtude disso, somos motivados
a estudar uma das principais quantidades do processo de Moran: a probabilidade
de fixacao.

Desde a sua formulagao, o processo de Moran ganhou multiplas extensoes e,
juntamente com elas, muitos resultados importantes foram obtidos. Nesse traba-
lho, vamos apresentar duas extensoes principais do processo de Moran: uma na
Teoria de Jogos Evolutivos e outra na Teoria Evolutiva em Grafos. Em ambos os
contextos, vamos trabalhar com o caso particular em que populagdo é composta
por apenas dois tipos de individuos.

O processo de Moran foi originalmente proposto para o caso em que as ap-
tidoes dos individuos dependem do seu tipo, mas nao da sua frequéncia na po-
pulacao. Em 2004, esse processo foi estendido ao contexto da Teoria de Jogos
Evolutivos, onde os tipos de individuos sao interpretados como sendo estratégias
e a aptidao deles depende de sua frequéncia na populagao [12], [14]. No regime
da Teoria de Jogos, Taylor et al. [14] estabeleceram critérios para classificar os
cenarios evolutivos do processo de Moran em uma populacao com dois tipos de in-
dividuos. A principio, o nimero de possiveis cendrios evolutivos para o processo de
Moran em uma populacao com dois tipos de individuos ¢ 16. Porém, um resultado
importante provado em [14] mostra que apenas 8 dos 16 cenérios sao permitidos.
Além disso, Taylor et al. chamaram atencao para um fato importante: o tamanho
da populacao desempenha um papel relevante na dinamica evolutiva do processo
de Moran; também, forneceram exemplos que atestam esse fato.

Pouco tempo depois, em 2005, Lieberman, Hauert e Nowak [9] langaram as
bases da Teoria Evolutiva em Grafos ao proporem uma formulagao do processo de
Moran para populacoes estruturadas. Nessa abordagem mais geral do processo de
Moran, cada individuo da populacao é representado por um tnico vértice de um
grafo e as regras que definem o processo de evolucao populacional levam em con-
sideracao a estrutura do grafo. Nesse caso, a probabilidade de fixacdo dependera
tanto da aptidao dos individuos, como da estrutura da populagdo. Um resultado
importante elucidado em [9] é a caracterizagdo dos grafos para os quais a pro-
babilidade de fixacao se exprime como a probabilidade de fixacdo do processo de
Moran em populacoes nao-estruturadas.

Mais tarde, em 2008, Broom e Rychtar [1] investigaram mais a fundo o pro-
blema de calcular a probabilidade de fixacdo em um grafo, dado que um certo
conjunto inicial de vértices esteja ocupado por individuos de um tipo e os demais
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por individuos de um segundo tipo. Neste caso, a probabilidade de fixagdao é ob-
tida como solucdo de um sistema de equacoes lineares de ordem 2/, onde |V| é a
quantidade de vértices no grafo. Broom e Rychtar provam em [2] que, se o grafo
possuir simetrias, podemos usa-las para reduzir a ordem do sistema.

Em 2018, de Souza, Ferreira e Neves [4] provaram que o grafico da fungao
de probabilidade de fixacdo em cada um dos 8 cendrios evolutivos do processo
de Moran (cf. [14]) tem uma forma caracteristica. Eles também perceberam que
estava faltando em [14] uma anélise do que ocorre na dindmica quando o tamanho
da populacao tende ao infinito e a relacao disto com a dindmica deterministica
correspondente. Em [4] eles obtém férmulas assintéticas para a probabilidade de
fixacao e deduzem um conjunto de resultados que conciliam o caso deterministico
com o estocastico.

No capitulo 1, abordaremos o processo de Moran no contexto da Teoria de
Jogos Evolutivos. Na secao 1.1, apresentaremos o formalismo matematico do pro-
cesso de Moran e calcularemos uma expressao exata da probabilidade de fixacao a
partir de qualquer estado inicial da populacao. Ainda na sec¢ao 1.1, enunciaremos
e demonstraremos o Teorema 2 sobre a classificagdo dos cenarios evolutivos do
processo de Moran. Em particular, a demonstracao que iremos apresentar é mais
simples do que aquela encontrada em [14]. Em seguida, na se¢ao 1.2, discutiremos
um resultado que até entao nao haviamos encontrado na literatura: a caracteri-
zacao da forma do gréafico da probabilidade de fixacdo para cada um dos cendrios
evolutivos do processo de Moran [4]. Por tltimo, na se¢ao 1.3, faremos uma abor-
dagem qualitativa sobre o comportamento dos cenarios evolutivos do Teorema 2
quando o tamanho da populagao tende para o infinito [4].

Ja no capitulo 2 discutiremos uma extensao do processo de Moran na Teoria
Evolutiva em Grafos. Num certo sentido, o processo de Moran que serd estudado
no capitulo 1 é um caso particular deste. Apds uma breve introducao que faremos
na secao 2.1, formularemos na segdo 2.2 o processo de Moran em grafos. Neste
caso, podemos ainda calcular a probabilidade de fixacao para qualquer estado
inicial da populagdo, mas para isso, em vez de termos uma féormula explicita, serd
necessario resolver um sistema de equacoes lineares. Na se¢ao 2.3 demonstraremos
o Teorema Isotérmico [9], que caracteriza os grafos em que a probabilidade de
fixacao se exprime como a do processo de Moran em populac¢des nao-estruturadas.
Ao contrario do que ocorre no caso de populagdes nao-estruturadas, nem sempre é
possivel resolver explicitamente o sistema que determina a probabilidade de fixacao
em grafos. Na secao 2.4, discutiremos e ilustraremos um resultado de Broom
e Rychtar [2], em que os autores provam, usando agoes de grupos e o lema de
contagem de orbitas de Burnside, que o nimero de equagoes no sistema ¢ da
ordem de 2!Vl onde |V| é a quantidade de vértices no grafo.

O capitulo 3 é devotado ao estudo do processo de Moran no grafo estrela.
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Broom e Rychtaf [1] determinaram para a estrela uma solugdo do sistema no caso
particular em que as aptidoes dos individuos independem de sua frequéncia na
populacao. Na secao 3.1, vamos apresentar uma solugao exata que generaliza a
encontrada por eles ao caso em que as aptidoes dos individuos dependem de sua
frequéncia na populagdo. O processo de Moran é um caso particular de uma classe
denominada processos de nascimento e morte (BD). Existe ainda uma outra classe
chamada de processos de morte e nascimento (DB). Mostraremos que o método de
solugao a ser apresentado no caso BD continua valendo no caso DB. Por fim, na
secao 3.2 determinaremos uma expressao assintotica da solucao que encontramos
para a estrela no caso DB e faremos algumas consideragdes da mesma para o caso
BD.

Finalizaremos essa dissertacdo com uma conclusao acerca dos resultados que
iremos estudar ao longo do texto. Ao final dela, o leitor encontrara um apéndice,
onde fizemos uma breve revisao de dlgebra, contendo os resultados que usaremos
na secao 2.4.
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Capitulo 1

O processo de Moran

1.1 O processo de Moran com aptidoes e duas
estratégias

Consideremos uma populacao de tamanho constante igual a N individuos. Cada
individuo dessa populacao é do tipo A ou do tipo B. Assumiremos que um indi-
viduo do tipo A interage uma fragdo do seu tempo com os outros individuos do
tipo A e a fragdo restante do seu tempo com individuos do tipo B. Ao intera-
gir com os demais, cada individuo recebe um pagamento. Esses pagamentos sao
determinados por meio de uma matriz 2 x 2, chamada de matriz de pagamentos

P:(?Z), (1.1)

onde a, b, ¢, d sao parametros positivos. Na matriz P, o elemento na linha [ e coluna
k ¢ o pagamento que um individuo do tipo [ ganha interagindo com um individuo
do tipo k, onde o tipo A é numerado como 1 e o tipo B, como 2. Uma vez ocorridos
esses encontros, contabilizamos o pagamento final de cada individuo da populagao.
Esse pagamento final sera interpretado como sendo o sucesso reprodutivo daquele
individuo, isto é, sua aptidao.

Se ¢ é o numero de individuos que adotam a estratégia A, entao N — ¢ serdo
os que adotam a estratégia B. A fracdo do tempo que um individuo de tipo A
interage com outros individuos de tipo A é ;‘V:ll. Com individuos de tipo B, a
%:i. Portanto, é natural definir a aptidao dos individuos do

fracao de tempo é

tipo A como
1—1 N —1
i =1— b 1.2
f wtwla b (1.2)
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e, de forma analoga, a aptidao dos individuos do tipo B é definida como

) N—-—i7-1
=1 . 1.
i w+w cN_l—i—d N1 (1.3)

Nas equagoes acima, o pardmetro w € [0, 1], intitulado intensidade de selegao,
pesa o quanto a matriz de pagamentos contribui para a aptidao. Em particular,
quando w = 1, a matriz de pagamentos contribui na totalidade para a aptidao.
Por outro lado, se w = 0 todos individuos, independentemente do tipo, possuem a
mesma aptidao. Atendendo a alguns dos resultados que serao utilizados na segao
1.3, assumiremos que w ¢ independente de V.

Observe que, se a # b e ¢ # d, f; e g; dependem de 1, isto é, da frequéncia
dos individuos do tipo A na populagao. Aptidoes dependentes da frequéncia sao a
caracteristica distintiva da Teoria de Jogos Evolutiva. Note ainda que, se na matriz
P em (1.1), fizermos a = b e ¢ = d, as aptidoes passardo a ser independentes da
frequéncia, como nos modelos tradicionais da Genética de Populagoes.

Uma vez estabelecidas as condigoes acima, vamos definir o processo de Moran
como um modelo para estudar as mudancas que ocorrem ao longo do tempo na
frequéncia de individuos do tipo A e do tipo B dessa populagao, com individuos
morrendo e se reproduzindo.

Supomos que o tempo transcorre de forma discreta. A partir de uma com-
posicao inicial arbitraria da populacao, a cada passo de tempo, realiza-se dentre
todos os individuos da populagao dois sorteios independentes. Esses sorteios ocor-
rem da seguinte maneira. Primeiro, um individuo da populac¢ado é sorteado com
probabilidade proporcional a sua aptidao para se reproduzir de forma assexuada.
Em seguida, escolhe-se de maneira uniforme um individuo para morrer. O des-
cendente do individuo que se reproduziu terda o mesmo tipo que seu ancestral,
sem possibilidade de mutagoes, e ira tomar o lugar na populacao do individuo que
morreu.

O processo de Moran descrito acima e introduzido em [14], define uma cadeia
de Markov (X,,)%,, com espago de estados E = {0,1,2,..., N}, onde

X,, é o numero de individuos do tipo A no tempo n.

Para uma revisdo de cadeias de Markov veja [11].

A cada passo de tempo, o numero de individuos do tipo A pode aumentar
de 1, caso um individuo de tipo A seja escolhido para reproducao e um de tipo B
para a morte, diminuir de 1, caso um individuo B seja sorteado para a reproducgao
e um A seja sorteado para a morte, ou se manter constante nos demais casos.
Em outras palavras, se o nimero de individuos do tipo A é igual a i existe uma
probabilidade de transicao positiva entre o estado 7 e os estados @ — 1, ¢ e ¢ + 1.
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Dentro da hipotese ja mencionada de que o sorteio do individuo para a re-
producao é proporcional a aptidao, a probabilidade de que um individuo A seja
sorteado para se reproduzir é

ifi
ifi+ (N —i)g;
e a probabilidade de reproducao de um tipo B é

(N —i)g;
ifi+ (N —i)g
A probabilidades de transicao do estado ¢ para o estado ¢ + 1, levando em conta

que um individuo do tipo B sera sorteado de maneira uniforme para morrer e que
esse sorteio independe do sorteio para nascimento, é

if; N —i
PX,p1=1+1|X,=1)=qo; = - - ) 14
( +1 t ‘ Z) « ’Lfi‘i‘(N—’L)gi N ( )
De maneira semelhante, obtemos
. . (N —i)gi ¢
PX,s1=1—-1]|X,=19) =0 = - — 1.5

P(Xn+1:7; ‘ Xn:Z):l_az_Bl .
Todas as demais probabilidades de transicao sao nulas.

Definindo ¢;; como sendo a probabilidade da transicao do estado j para o
estado 7, obtemos a matriz de transicao 7" abaixo. Note que T ¢ tridiagonal.

1 b1 0 0 0 0

0 1- ] — 61 62 0 0 0

0 aq 1-— Qg — 62 0 0 0

0 0 Q9 0 0 0

T = :
0 0 0 1—04]\/,2—6]\[,2 ﬂN,1 0

0 0 0 QaN_2 1—OéN_1—5N_1 0

0 0 0 0 aN—1 1

(1.6)

Os estados 0 e N sao chamados de absorventes, pois uma vez que a cadeia
entre em um desses estados, permanece nele para sempre. Os demais estados sao
chamados de transientes, pois existe uma probabilidade nao nula de nunca retornar
a eles.

Um resultado importante sobre cadeias de Markov com espago de estados
finito é o seguinte:
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Teorema 1. Seja (X,,)52, uma cadeia de Markov com espago de estados E finito.

Suponha que haja em E um subconjunto nao vazio de estados absorventes e que
0s demais estados sejam todos transientes. Entao, com probabilidade 1, serao
absorvidas todas as trajetorias que comegcam em um estado transiente.

O leitor poderd consultar a demonstragao desse teorema em [11].

O processo de Moran que definimos anteriormente atende as hipdteses do
teorema acima, uma vez que ha dois estados absorventes e todos os demais N —1 sao
transientes. Portanto, com probabilidade 1 todas as trajetérias serao absorvidas
no estado 0 ou N. A seguir, deduziremos para o processo de Moran, uma férmula
explicita para as probabilidades de absor¢ao da cadeia nos estados 0 e N como
funcao do nimero inicial de individuos do tipo A.

Seja m; a probabilidade de absor¢ao da cadeia no estado N (isto é, fixacao do
tipo A) dado que o estado inicial é i individuos de tipo A.

Note que

=0 e ny=1. (1.7)

No tempo 0 as trajetérias que contribuem para o calculo da probabilidade
m; se encontram no estado ¢ e, com probabilidade ¢j;, estarao no estado j no
tempo 1. E uma vez no estado j, a probabilidade de serem absorvidas em N
¢ m;. Encontramos uma férmula recursiva para m; somando as probabilidades
de transicao do estado ¢ no tempo 0 para o estado j no tempo 1, multiplicadas
pelas respectivas probabilidades de absor¢ao no estado N. Ou seja, temos 7; =
SN otymy, i=1,2,...,N—1.

Usando a matriz T em (1.6) e levando em conta as condigbes de contorno
(1.7), obtemos o sistema de equagoes lineares

7T0:0
Wizﬂi 7Ti_1+(1—ai—ﬁi)7ﬂ'—|-04i’ﬂ'i+1, ’i:1,2,...,N—1 (18)
7TN:1

que pode ser reescrito como

U 0
(87 (7]—2'+1_7Ti)_5i (77'1'—7'('1'_1):0, 221,2,,N—1 (19)
™ = 1

A fim de nos auxiliar na tarefa de encontrar uma solucao m = (mg, 71, ...,7y) do

sistema (1.9), definimos a varidvel d;, que nada mais é que a derivada discreta de
T

di = Ty — T;—1. (]_].0)
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Assim, as equagoes o (mip1 —m) — B (M —mi—1) =0, i =1,2,...,N — 1 que
aparecem em (1.9) podem ser reescritas como

div1 =77 d; (1.11)
1=1,2,...,N —1, onde
Q; fi
rp=— =2 1.12
Bi Gi ( )

é a aptidao relativa dos individuos de tipo A com relacao aos do tipo B. Usando
a condi¢ao my = 0 e resolvendo (1.11), obtemos

dl = T
d2 = 7"1_171'1
ds = ry'ritm (1.13)

dy = (ijvz—ll 7“;;1) T
Note que, pela definicao de d; tem-se
N N
Zdi = Z(Wz _7Ti—1> =7y —To=1,
i=1

=1

onde usamos (1.7). Por outro lado, somando os lados direitos das igualdades em
(1.13) obtemos

N N-1 j

Z dz =1+ Z H 74];1 7.

i=1 7=1 k=1
Igualando as duas expressdes para >V, d; obtemos

1

= N—111J - -
T4+ 22500 Tl 7

T :dl (114)

Para obtermos m; para i = 2,3,..., N — 1 reescrevemos os 7; em termos dos d; e
usamos (1.13), obtendo assim

7T2:7T1—|—d2:(1+7’1_1) T,
773:772+d3:(1+7"f1+rfl7”51) T,

que em geral é
i-1 j
T = (1+2Hr,;1) . (1.15)

Jj=1k=1
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Finalmente, substituindo (1.14) em (1.15) obtemos

L+ i e
T = 1 n ZN*l g ,,,.—1 (116)
j=1 k=1"k

que vale parai =2,3,...,N —1 e, junto com (1.7) e (1.14), determinam a solucao
do sistema (1.9).

Se, ao invés da probabilidade de fixacao do tipo A, estivermos interessados
na probabilidade de fixacao do tipo B, consideramos a probabilidade 7; de fixacao
do tipo B quando o nimero inicial deles na populacao é ¢

T, = 1-— TN—; - (].].7)

Embora explicitas, as formulas (1.14) e (1.16) néo sao totalmente transparen-
tes, pois é dificil entender o comportamento das somas de produtos no numerador
e denominador. No entanto, para alguns casos particularmente interessantes po-
demos simplifica-las. Por exemplo, o processo de Moran neutro, em que tanto
o sorteio de morte quanto o de reproducao sao uniformes. Este importante caso
particular é descrito pela matriz de pagamentos

11
p- ( L ) .
Nesse caso, r, = 1 para todo k, e obtemos imediatamente

T, —

i (1.18)

para i =0,1,..., N. No caso do processo de Moran com aptidoes independentes
da frequéncia, usamos
ror

onde r é uma constante positiva que representa a aptidao relativa dos individuos
A com relacao aos B. Nesse caso, temos r, = r para todo k. Assim, usando a
férmula para a soma de um nimero finito de termos de uma progressao geométrica,
obtemos de (1.16) que
o _1=6)r (1.19)
TISY |
parai=1,..., V.
Uma quantidade de muito interesse em Genética de Populagoes é a probabi-
lidade de fixacdo ps = m; de um tnico individuo do tipo A em uma populacao de
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N — 1 individuos do tipo B, e também seu analogo pp = 1 — my_;. Para o caso
do processo de Moran neutro temos, por (1.18), que

1
pA=pp = —. (1.20)

N

Em [14] os cendrios evolutivos do processo de Moran com duas estratégias sao
classificados usando os sinais de 1 — 1,7ry_; — 1,p4 —1/N e pgp — 1/N. Os sinais
de r1 —1 e ry_1 — 1 caracterizam o que se chama a dinamica de invasao, enquanto
que os sinais de py —1/N e pp — 1/N caracterizam o que se conhece por dindmica
de substituicdo. Por exemplo, r; > 1 significa que um individuo do tipo A em
uma populacao de N — 1 individuos do tipo B, é mais apto que os individuos do
tipo B. Neste caso, dizemos que a selecao natural favorece a invasao da populagao
de individuos do tipo B por um individuo do tipo A. A notagao usada para essa
situacao é B — A.

Além de comparar a aptidao de um tnico individuo do tipo A com a do resto
da populagao, compararemos também a probabilidade de fixacdo do individuo do
tipo A com a probabilidade de fixacao (1.20) do caso neutro. Assim, se p4 > 1/N,
dizemos que a selecdo natural favorece a substituicao de B por A, e denotamos
isso por B = A.

Como notagao para os cenérios evolutivos, seguindo [14], usaremos setas sim-
ples superiores para nos referir a dinamica de invasao e setas duplas inferiores para
nos referir & dindmica de substituicao. Por exemplo, o caso r; > 1,ry_1 < 1,pa >
1/N,pp < 1/N, isto é, a selegao favorece a invasao de B por A e a invasao de A
por B, favorece a substituicdo de B por A, mas se opoe a substituicdo de A por
B é denotado por B =5 A.

Cada uma das 16 combinagoes possiveis de sinais para r—1,ry_1—1, pa—1/N
e pgp — 1/N é definida como um cenario evolutivo para o processo de Moran com
duas estratégias. No entanto, como o resultado a seguir mostra, apenas 8 cenarios
evolutivos realmente ocorrem [14].

Teorema 2. Dentre os 16 possiveis cendrios evolutivos para o processo de Moran
com duas estratégias, apenas 8 podem ocorrer:

B=2=2%A ¢ BEE A, (1.21)
B35 A BE&E& A ¢ B=E A, (1.22)

e finalmente
BS=Z A B&EE& A ¢ BEZ A (1.23)

Para demonstrar o Teorema 2 faremos uso do seguinte lema:
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Lema 3. A aptiddo relativa definida em (1.12) é uma fungao mondtona de i ou é
independente de i.

Deixamos a cargo do leitor a demonstracao desse resultado. Para obté-lo, bastar
derivar (1.12) com respeito a ¢ e notar que o sinal da derivada é independente de
i.

A seguir, faremos a prova do Teorema 2 exatamente como [4], que emprega
argumentos mais simples que [14].

Demonstragao. Inicialmente, provaremos o segundo cenéario em (1.21). Mos-
traremos que se a dinamica de invasao é B <+ A, entdo necessariamente devemos
ter pg < + e pgp > ~. As setas simples, neste caso, significam que 7 e ry_;

Sa0 ambostenores qge 1. Pelo Lema 3, devemos ter r; < 1 para todo i. Isso
implica que ;\/:—11 I, r7t> N —1. Como py = my, a férmula (1.14) implica que
pa < 1/N.

Uma férmula para pp andloga a (1.14) é

1

- N—11pJ :
I+ Zj:1 i=1 TN—i

PB

Podemos usar um raciocinio similar ao que foi feito acima para mostrar que, como
r; ¢ menor que 1 para todo i, isso implica pg > 1/N. Isso prova que, se a dindmica
de invasdo é dada por B <+ A, entdo o unico cenério possivel é B =& A. Uma
demostragao andloga vale para o primeiro cenario em (1.21).

Vamos nos concentrar agora nos cenarios em (1.22), nos quais as setas simples
significam r; > 1 > ry_;1. Neste caso, pelo Lema 3, r; é decrescente. Seja

¢ =max{j;r; > 1} e ¢ =max{j;ry_; <1}

E claro que 1 < ¢ < N — 2 e o mesmo vale para ¢'. Definimos recursivamente H;

como 1 ]
H=— e H=—H;_;, para 1=1,2,...,N —1.
1 T

Analogamente, definimos H; como
H =ry_1 ¢ H =ry_;H!, para i=1,2,...,N —1.

Note que as sequéncias Hy, Ho,...,H, e H{,H}, ..., H}, sao decrescentes, en-
quanto que as sequéncias Hy, Hyiq, ..., Hy_1 e Hy, Hy ..., Hy_, sdo crescentes.
Observe também que Hy < 1, H] < 1, mas nao sabemos se Hy_; e H},_; sdo mai-
ores, menores ou iguais a 1. Se H; > 1 para algum ¢, entao devemos ter Hy_1 > 1.
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Se, por outro lado, Hy_; < 1, entdo H; < 1 para todo i. As mesmas conclusoes
sao validas para H]. Além disso, vale a seguinte relagao

1
Hy i = ) 1.24
N = g (124)
Reescrevendo p4 e pp respectivamente em termos de H; e H] temos
! ! (1.25)
= e = .
ST S A I 5 G 7

Suponha que py < 1/N. Entdo 1/py —1 = SN7' H; > N — 1 e devemos
ter H; > 1 para algum 7. Conforme ja observamos, isso implica que Hy_; > 1.
Pela relagdo (1.24) concluimos que Hj_; < 1 e portanto H] < 1 para todo i.
Isso implica V7' Hl < N — 1 e, pela férmula para pg em (1.25), concluimos que
pp > 1/N. Podemos aplicar um raciocinio inteiramente analogo ao anterior para
mostrar que se r; > 1 >7ry_1 e pp < 1/N, entdo ps > 1/N.

Resulta imediatamente dos argumentos acima que, as desigualdades p4 <
1/N e pp < 1/N nao podem ser ambas verdadeiras, se 1y > 1 > ry_;. Em
sfmbolos, isso significa que o cendrio B &= A ndo é permitido. Isso prova a
afirmagao feita sobre os cendrios em (1.22).

A afirmagao sobre os cenérios (1.23) pode ser provada por argumentos ané-
logos. Donde, resultara também que, se r; < 1 < ry_1, entdo as desigualdades
pa > 1/N e pp > 1/N nado podem ser ambas verdadeiras. Em simbolos, o cenério
B S& A nao é permitido. O

Na secao 1.2, daremos exemplos de matrizes de pagamento que comprovam
que os cenarios evolutivos que nao sao proibidos pelo Teorema 2 podem ocorrer.

1.2 Forma dos graficos da probabilidade de
fixacao

A classificacao dos cenarios evolutivos do processo de Moran descritos no Teorema
2 baseia-se na comparacao de m e my_1; com a probabilidade de fixacdo do caso
neutro. Um resultado provado em [4] é que, para cada possivel atribuicao de
sinais a 1 — 1 e ry_; — 1, atribuindo apenas valores a m e a my_1, podemos
estimar os demais valores de m; comparando-os com os correspondentes valores
da probabilidade de fixacao do caso neutro (1.18). Uma consequéncia importante
disso, é que para cada um dos cenarios evolutivos que aparecem no Teorema 2,
podemos determinar uma forma caracteristica para o grafico da probabilidade de
fixacao m; em funcao da fragao inicial de individuos na populagao.
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Considere o cendrio B =& A, isto é, o caso em que B domina A tanto do
ponto de vista da invasdo quanto do ponto de vista da substituicdo. O Lema 3
garante que, se ;1 < 1 e ry_1 < 1, entao r; < 1 para todo 7. Isso quer dizer que
B é mais apto do que A nao importa a frequéncia de A na populacao. Mas isso
nao significa automaticamente que a probabilidade de fixacdo de A é menor do
que a do caso neutro (1.18) para todas as frequéncias de A. As setas duplas em
B <<« A significam que py < 1/N e pgp < 1/N, e isso nos diz que para i = 1 e
i =N —1 temos que m; < i/N. A proposigao a seguir mostra que, para esse caso,
a desigualdade m; < i/N também vale para os demais valores de 7.

Proposicdo 4. No cendrio B =& A, tem-se que m; < i/N para todo i €
{1,2,...,N —1}. Além disso, a derivada discreta (1.10) é uma fungio crescente

de 1.

A demonstracao da Proposicao 4, bem como das demais que aparecerao nessa
secdo, serd omitida aqui. O leitor poderd consulta-las em [4].

Usando a probabilidade 7; de fixagao do tipo B, pode-se provar um resultado
similar & proposicdo 4 para o cendrio B == A:

Proposicdo 5. No cendrio B == A, tem-se que m; > i/N para todo i €
{1,2,..., N —=1}. Além disso, a derivada discreta (1.10) é uma fungdo decrescente
de 1.

Para os trés cendrios evolutivos (1.22), o grafico de m; é caracterizado pela
seguinte proposicao:

Proposicao 6. Nos cendrios em que a dindmica de invasao é B =+ A existe um
inico i* € {1,2,...,N — 1} tal que d;11 < d; para i < i*, diyq1 > d; parai > i* e
di« 11 > di=. Além disso,

(a) no cendrio B =& A existe um tinicoi € {1,2,..., N=2} tal que m; > i/N
para i <i em; <i/N parai>1i.

(b) nos cendrios B =5 A e B &% A temos respectivamente que m; > i/N
em; <i/N para todo i € {1,2,...,N — 1}.

A primeira parte da Proposicao 6 estabelece para cada um dos trés cenérios
evolutivos (1.22) do Teorema 2, a existéncia e unicidade de um ponto i* onde a
derivada discreta muda seu comportamento de negativa para positiva. Podemos
encarar i* como um ponto de inflexdo. Por outro lado, o ponto i (que também ¢é
tinico) existe somente no cendrio B =& A.

Para os cendrios evolutivos (1.23) do Teorema 2 temos a seguinte caracteri-
zacao (analoga a Proposigao 6) para a forma dos graficos de ;
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Proposicao 7. Nos cendrios em que a dinamica de invasao é B <— A existe um
unico i* € {1,2,..., N — 1} tal que d;v1 > d; para i < i*, diyq < d; para i > i* e

di» 1 < dj. Além disso,

(a) no cendrio B == A existe um tinicoi € {1,2,..., N—2} tal que m; <i/N
para i <i em; >1i/N parai > i.

(b) nos cendrios B 5= A e B =< A temos respectivamente que m; > i/N

e m < i/N para todoi € {1,2,...,N — 1}.

probabilidade

°
>
.
®®ecccsccscces

e ¢
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06

08

neutro
N=50
N=250

N=1000

X
Figura 1.1: Grafico da probabilidade de fixacdo de A em fung¢ao da fragdo inicial

x = i/N de individuos A na populagido para alguns valores de N. O grafico do
caso neutro m; = i/N estd sendo exibido apenas para comparagao. Os elementos

da matriz de pagamentos sao a = 2.07, b = 1.07, ¢ = 2, d = 1. Para N = 50,
N =250 e N = 1000 verifica-se que r; > 1 e ry_1 > 1. As condigbes p4 > 1/N

e pp < 1/N também sao satisfeitas para esses valores, de modo que o cenario

evolutivo é B == A.
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probabilidade
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Figura 1.2: Gréfico da probabilidade de fixagdo de A em funcao da fragao inicial
x = i/N de A individuos na populagao para alguns valores de N. O grafico do
caso neutro m; = i/N estd sendo exibido apenas para comparagao. Os elementos
da matriz de pagamentos sao a = 1.9, b = 1.7, ¢ = 2.4, d = 1.3. Para N = 50,
N =200 e N = 1000 pode-se facilmente ver que r; > 1 e ry_; < 1. Para N = 50
ou N = 200 temos que py > 1/N e pg > 1/N e o cenario evolutivo é B =& A.
Mas para N = 1000 temos que py < 1/N e pgp > 1/N, de modo que o cenario

evolutivo é B << A.
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probabilidade

neutro

N=50

. N=250

. N=1000

Figura 1.3: Grafico da probabilidade de fixacdo de A em funcao da fracao inicial
x = i/N de A individuos na populagao para alguns valores de N. O grafico do
caso neutro m; = i/N estd sendo exibido apenas para comparagao. Os elementos
da matriz de pagamentos sdo a = 2.9, b= 1.8, ¢ = 2.2, d = 2. Para os referidos
valores de N verifica-se que 1 < 1 e ry_; > 1. Para N = 50 temos que py > 1/N
e pp < 1/N e o cenério evolutivo 6 B 5= A. Mas para N = 250 ou N = 1000
temos que py < 1/N e pp < 1/N, de modo que o cenério evolutivo é B &2 A
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1.3 Comportamento assintético da
probabilidade de fixacao

A partir de agora estudaremos de maneira qualitativa como se comportam as
probabilidades de fixacdo nos cenarios evolutivos do Teorema 2 quando o tamanho
da populacao N tende para o infinito. Mais precisamente, supondo que a matriz de
pagamentos e o parametro w sejam mantidos fixos, estudaremos o comportamento
assintotico da probabilidade de fixagao m; quando ambos o tamanho da populagao
e o numero de individuos do tipo A tendem para o infinito e, admitindo-se que a
fragdo x = i/N seja mantida fixa.

No artigo [4], usando ferramentas como a féormula de Euler-Maclaurin e uma
versao para somas do método de Laplace para avaliagdo assintotica de integrais,
foram provados teoremas que justificam a andlise qualitativa aqui apresentada.
Como a apresentagao destas ferramentas nos levaria longe demais do assunto cen-
tral dessa dissertacao, optamos por colocar aqui somente a ideia por tras delas.

Comegamos definindo para x € [0, 1]

Definindo
i1
Z:: Nlogrk (1.27)

e denotando [z] como o inteiro mais préximo de z, podemos escrever

1_I_Z:Ngﬁ] 1 eVl
Ademais, substituindo (1.2) e (1.3) em (1.12) ¢ facil ver que
N—o {
' R(~), 1.29
r T R() (1.20)
onde . b1
R(z) = —w + wlaz + b(1 — z)] (1.30)

1—w+wlcr+d(1—x)]

E importante observar que, em razao de (1.29), quando N é suficientemente
grande, os sinais de r; — 1 e R(0) — 1 sdo iguais, bem como os sinais de ry_1 — 1 e
R(1) — 1. Isso significa que para N suficientemente grande a dindmica de invasao
na classificacdo dos cenarios evolutivos do Teorema 2 pode ser expressa em termos
dos sinais de R(0) — 1 e R(1) —

Chamamos a atencao do leitor para o fato de que um resultado analogo
ao Lema 3 também é verdadeiro para a funcao R, pois sua derivada R’ é ou
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estritamente positiva ou estritamente negativa, ou nula em [0,1]. Informamos
também que R ¢ infinitamente diferencidvel em |0, 1].

Continuando, note que (1.27) é aproximadamente uma soma de Riemann
para — log R no intervalo [0, j/N]. Em virtude disso, podemos escrever a seguinte
aproximacao:

J
4~ L) (1.31)
onde -
L(z) = — / log R(t) dt (1.32)
0
¢ uma fun¢do C* definida no intervalo [0, 1]. Utilizando a aproximagao (1.31) a

equagao (1.26) torna-se

o 1+ Zyg]—l eNL(j/N)
n(w) ~ 14+ 2N 1 eNLG/N) -
]:

(1.33)

Note que para N grande, as somas no numerador e no denominador da for-
mula acima sao dominadas pelos valores de j dentro do intervalo de soma proximos
aos valores para os quais a fungdo L assume valor maximo. Como veremos, os
valores de j que maximizam L dependem, em cada cenario de invasao, dos cor-
respondentes sinais de R(0) — 1 e R(1) — 1. Analisemos cada cendrio de invasao
separadamente.

Cenario B -« A

Para N suficientemente grande, B —+<— A é caracterizado por R(0) > 1e R(1) < 1.
Neste caso, R é uma func¢ao decrescente em [0, 1], pois a derivada de R ndo muda
de sinal em [0, 1]. Em virtude disso, a fungdo — log R(t), que aparece no integrando
de (1.32), seré crescente e assumird valores negativos para z < x* e positivos para
x > z*, onde z* é o ponto que satisfaz R(z*) = 1. Logo, a fun¢do L assume um
valor minimo negativo no ponto z*. Como L(0) = 0, a fun¢do L assumird valor
maximo em z = 0 se L(1) < 0, ouem z = 1 caso L(1) > 0. Obviamente, é possivel
que L(1) = 0, mas nao lidaremos com essa possibilidade. O grafico de L para um
exemplo deste cenario de invasao é mostrado na Figura 1.4.

Suponha que L(1) < 0. Tanto no numerador, quanto no denominador de
(1.33) os termos com j préximo de 0 estardo presentes mesmo que x seja pequeno.
Quanto maior for N, tanto mais esses termos serao mais relevantes que os demais.
Isto significa que desde valores pequenos de x o numerador e o denominador serao
praticamente iguais. Portanto, para x > 0 qualquer, desde que N seja grande o
suficiente, espera-se que IIy(z) ~ 1.

Por outro lado, caso L(1) > 0, mesmo quando z é muito préximo de 1 os
termos mais relevantes do numerador nao terao sido somados. Portanto, se z < 1
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e N é grande o suficiente, o numerador serd muito menor que o denominador em
(1.33) e espera-se que IIy(x) ~ 0.

O resultado a seguir, provado em [4], estabelece para este caso, o que ocorre
para populagoes arbitrariamente grandes.

Proposicao 8. Se o cendrio de invasio é B —<— A, entdo para todo z € (0,1),

() Nﬁ{ ? EEB e (1.34)

Em consequéncia disso, para N suficientemente grande o cendrio evolutivo deverd
ser B&& A se L(1) >0, ou B=5 A se L(1) < 0. O cendrio B =& A ndo é
permitido, a menos que L(1) = 0.

Cenario B +—— A

Para N suficientemente grande, B <—— A é caracterizado por R(0) < 1e R(1) > 1.
Neste caso, R é uma funcao crescente em [0, 1]. Consequentemente, — log R(t) é
decrescente e assume valores positivos para x < z* e valores negativos para r > x*,
onde, como anteriormente, z* satisfaz R(z*) = 1. Logo, se z < z* a funcao L é
crescente em x e, se x > x* L é decrescente em x. Dependendo de ter-se z < z* ou
x > ¥, tem-se diferentes valores para o indice j que maximiza L(j/N). Apurando
os casos para x e empregando um argumento analogo ao anterior, obtém-se o
seguinte resultado:

Proposicao 9. Se o cendrio de invasio ¢ B <— A, entdo

Nooo { 0, sex<zx (1.35)

Iy () — 1, sex>ax""

A . . . ;. . — —
Em consequéncia disso, para N suficientemente grande os cendrio evolutivos B ==
<— —r ~ ~ . . . <— ;. ;.
A e B && A ndo sio permissiveis, sendo portanto B == A, o dnico cendrio
admissivel.

Cenarios B++ AeB —>— A

Para N suficientemente grande B —— A é caracterizado por R(0) > 1e R(1) > 1.
Neste caso, R pode ser crescente ou decrescente. Contudo, qualquer que seja o
crescimento de R, sabemos que, devido a R(0) e R(1) serem estritamente maiores
do que 1, segue que — log R(t) < 0 para todo x € [0, 1]. Em virtude disso, a funcao
L é decrescente com L(z) < 0 para todo = € (0, 1]. Portanto, aplicando o mesmo
raciocinio que ja fizemos, verifica-se o seguinte resultado:
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Proposicao 10. Se o cendrio de invasio ¢ B —— A ou B <<+ A, entdo Vx €
(0,1)
Iy(x) N0 { 0, se o cendrio é B <+ A (1.36)

1, seo cendrioé B—>— A~

Sugerimos ao leitor voltar as paginas 26 a 28 e reexaminar os graficos da
probabilidade de fixagao m; que ilustram alguns dos resultados enunciados acima
para casos particulares de matrizes de pagamentos. Nas Figuras 1.2 e 1.3, fixada
a matriz de pagamento e, portanto, o cenario de invasao, observa-se mudanca de
cendario evolutivo com o aumento de N, conforme as Proposi¢oes 8 e 9 acima.

L(x)

0.01

02 04 06 08 1.0 X

-0.04

Figura 1.4: Gréafico da funcdo L(z) para o exemplo ilustrado na figura 1.2. Para
aqueles valores de matriz de pagamento o cenario de invasao é B —+< A. Como
L(1) > 0, a Proposigao 8 prevé que para N suficientemente grande, haverd a fixagao
de individuos do tipo B, ou seja, a permanéncia do cenério evolutivo B && A.
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Capitulo 2

Processo de Moran em grafos

2.1 Breve introducao a Teoria Evolutiva em
grafos

Em muitas areas da ciéncia existe o interesse em se estudar a relagdo existente
entre objetos ou individuos em um determinado meio. Essa relagao ou estrutura
pode ser dada, por exemplo, através de um grafo: os objetos ou individuos sdo os
vértices e as relagoes sdo determinadas pelas arestas, que podem ser orientadas.
Por exemplo, um grafo pode modelar a interacao fisica entre computadores na
internet, a troca de informacoes entre pessoas em uma rede social ou a estrutura
espacial de animais ou plantas em um ecossistema.

A preocupacao de se colocar uma estrutura de interagoes ocorre possivelmente
em todas as areas da Biologia Matematica. Por exemplo, na Ecologia podemos usar
grafos para modelar como espécies ou individuos interagem de diferentes formas
em um ecossistema: competicao por recursos ou territério, interacao entre presas
e predadores ou a relagao entre hospedeiros e parasitas. Na Epidemiologia, os
modelos de espalhamento de doencas em uma populacdo podem ser generalizados
levando-se em conta a estrutura de contatos da populacao.

No capitulo 1 estudamos a dinamica evolutiva do processo de Moran em
uma populacao nao-estruturada onde todos os individuos interagiam com todos
os demais na populagao. Porém, nas populacoes realisticas os individuos nao sao
todos iguais em termos de contatos.

Na teoria evolutiva em grafos consideramos que os individuos de uma popula-
¢ao de tamanho finito estao ocupando os vértices de um grafo cujas arestas definem
uma estrutura de interagao entre os individuos. Nessa abordagem estudamos as
mudancas que ocorrem na composicao da populacao quando nela empregamos
as regras de um determinado processo evolutivo. No restante dessa dissertacao
nos restringiremos ao estudo de um processo estocastico de nascimento e morte
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para populacoes estruturadas, originalmente introduzido por Lieberman, Hauert
e Nowak [9] e que generaliza o processo de Moran estudado no capitulo 1.

Como anteriormente, consideraremos que a populagdo é composta por dois ti-
pos de individuos: A e B, aos quais nos referiremos respectivamente como mutante
e residente.

Quando estudamos teoria evolutiva em grafos estamos frequentemente inte-
ressados em calcular a probabilidade de fixagao de um mutante na populacao, dado
que um conjunto inicial de vértices esteja ocupada por eles e os demais vértices
por residentes.

No contexto da teoria evolutiva em grafos nao apenas a aptidao dos tipos
de individuos afeta a probabilidade de fixagdo, mas também a estrutura da po-
pulacdo e as posi¢oes no grafo ocupadas pelos mutantes e residentes. Algumas
estruturas podem significativamente aumentar (ou diminuir) a probabilidade de
fixacdo, enquanto outras nao afetam a probabilidade de fixacao.

Antes de prosseguirmos, vamos apresentar algumas notagoes sobre grafos.
Um grafo G = (V, X) de ordem p é composto de um conjunto finito e nao-vazio
V ={v1,v9,...,v,} de p pontos, chamados de vértices de G, e de um conjunto X
de pares de pontos de V. Um par z = {v;,v;} € X é chamado de uma aresta de
G e pode ser representado graficamente por uma linha conectando o vértice v; ao
vértice vj. Nesse caso dizemos que v; é adjacente ou vizinho a v;. O ntmero d,,
de vértices vizinhos a v; é chamado de grau de v;.

2.2 O processo de Moran em grafos

Considere uma populacdo de tamanho N com individuos de dois tipos, A e B, e
suponha que eles estao distribuidos de forma que possamos imagina-los ocupando
os vértices de um dado grafo G = (V, W), onde V = {1,2,..., N}. Admita que
cada vértice do grafo G represente um tnico individuo dessa populacao. No con-
texto da teoria evolutiva em grafos, assumimos que as arestas do grafo possuem
pesos probabilisticos e que esses sao dados por uma matriz W = [w;;] cujas en-
tradas significam a probabilidade de um individuo no vértice ¢ substituir por um
descendente seu um individuo no vértice j. Obviamente W tem que ser estocastica
por linhas, ou seja w;; > 0 para todos os indices com Zévzl w;; = 1 para todos os
1. Deve-se ter em mente que a matriz W nao é necessariamente simétrica, isto é,
nao se exige que w;; = wWj;.

O processo de Moran em um grafo ¢ definido da seguinte maneira: a cada
unidade de tempo discreto sao realizados primeiramente um sorteio de um indivi-
duo para se reproduzir, que ird deixar um descendente de tipo idéntico ao seu; em
seguida sera sorteado um individuo que ird morrer e em cujo vértice sera colocado



35

o descendente do individuo que se reproduziu!. O sorteio de reproducao, como
no caso do processo de Moran em uma populagdo nao-estruturada, sera realizado
entre todos os individuos, com probabilidade proporcional a aptidao do individuo.
O sorteio de morte serd realizado entre todos os vértices j adjacentes ao vértice ¢
do individuo que se reproduziu com probabilidade de morte igual a w;;.

O processo de Moran para o caso de populac¢oes nao estruturadas consideradas
no capitulo 1 é um caso particular desse. Podemos recupera-lo supondo que o grafo
que modela os contatos dos individuos na populagao é um grafo completo, isto é,
um grafo onde todos os vértices sao adjacentes entre si, e w;; = % para todos i e
j.

O processo de nascimento e morte descrito acima define uma cadeia de Markov
(Ch)2, a tempo discreto, onde

C,, € P(V) é o conjunto de vértices habitados por individuos do tipo A no tempo n,

e P(V) é o conjunto poténcia de V.
Pelas regras do processo, no tempo n + 1 C,1 podera assumir um dos se-
guintes estados:

(1) C,U{j}, j ¢ C,, caso um individuo do tipo A no vértice i € C, seja escolhido
para se reproduzir e seu descendente substitui um individuo do tipo B no
vértice J.

(2) C,\{i}, i € Cy, caso um individuo do tipo B no vértice j ¢ C,, seja escolhido
para reproducao e seu descendente substitui um individuo do tipo A em 1.

(3) C,, caso um individuo do tipo A em C,, ou um do tipo B em V' \ C,, sejam
escolhidos para se reproduzir e seu descendente substitui respectivamente
um individuo do tipo A em C,, ou um do tipo B em V' \ C,,.

Supondo por simplicidade que a aptiddo dos individuos independe da sua
frequéncia na populacdo, e que a aptidao dos do tipo A é f; = r e a dos do tipo B
é g; = 1, as probabilidades de transicao entre os estados C,, e C, 1 sdo dadas por

LA ordem dos sorteios de reproducéo e morte pode ser trocada e os dois processos em geral
nao produzem os mesmos resultados, como serd visto mais adiante.
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_ r2iec, Wi
FPe, .o = Qo = MG+ N = |Co]’ (2.1)

. ZjeV\Cn W3
Po,seniy = Bongy = r|Cul+ N = |Cyl’ (22)

i jec, Wi T 2ijev\c, Wij

P = — 2,)€Cn J 2,7 n J 2.3
Cn—Chp luCn T’Cn’ i N - ‘Cn‘ ( )
O processo é uma cadeia de Markov com conjunto de estados P(V') e possui uma
matriz de transicdo estocéstica 2V x 2V. Os estados C,, = 0 e C, = V sdo

absorventes.

Uma quantidade de grande interesse no estudo da teoria evolutiva em grafos
¢é a probabilidade de fixacdo. Estamos interessados em calcular a probabilidade
de fixacao do tipo A na populagdo dado que um conjunto inicial de vértices esteja
ocupada por eles e os demais vértices por individuos do tipo B. Seja P = P(3n :
C, = V|Cy = C) a probabilidade de fixagdo do tipo A, dado que inicialmente
os individuos do tipo A ocupam um conjunto C' C V e os demais vértices sao
ocupados por individuos do tipo B.

Para C' # () e C # V, as probabilidades de fixacdio Pz podem ser obtidas
como solugoes de um sistema de equagoes lineares, que pode ser construido de
forma andloga ao que foi construido no capitulo 1 para obter m;, ou seja

Po =Y acugy Peugy + e Po+ ) Boviy Povgays (2:4)
j¢cC ieC

com condigoes de contorno Py =0 e Py = 1. Usando as probabilidades de transi-
¢ao e efetuando algumas manipulacoes algébricas, podemos reescrever as equagoes

desse sistema como
P, — Zico Xigelr Wi Pougy + Wi Poygy) (2.5)
Yiec Ljgc(r wij +wj;)

com Py = 0 e P, = 1. Note que o niimero de equacdes do sistema é 2V — 2, a
cardinalidade do conjunto P(V') menos uma equagao para cada um dos estados
absorventes. Além disso, se ordenarmos de alguma forma as probabilidades de
fixagdo Pg, o sistema de todas as equagoes lineares (2.5) pode ser escrito de forma
matricial EX = F, onde £ é uma matriz de coeficientes (2V —2) x (2V —2) e F
é uma matriz coluna de dimensdo 2 — 2 que contém as condicoes de contorno.

A seguir, enunciaremos e demonstraremos dois resultados que serdao usados
na demonstracao do Teorema 13. Estes sao andlogos a resultados para problemas
de Dirichlet para a equagao de Laplace, ou sua versao discretizada [7].
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Teorema 11. (Propriedade do maximo e do minimo) Considere na forma
EX = F o sistema de equagoes lineares (2.5) , onde F se refere aqui a condigoes
de contorno de Dirichlet arbitrdrias em ) e V. Entdo tanto o mdzimo quanto o
minimo da probabilidade de fixacio Po ocorrem em () ou V.

Demonstracao. Suponha que o maximo do conjunto de todos os Pg ocorra em
um estado C” onde nao ha condigao de contorno. Pela equacao (2.5) Per é a média
ponderada dos valores de probabilidade de fixacao dos estados vizinhos a C’. Como
P é maximo, isso significa que o valor da probabilidade de fixacao dos estados
vizinhos a C’ nao pode ser menor que o valor méximo. Temos assim um conjunto
de estados vizinhos a C”’ tais que em todos eles o valor da probabilidade de fixagao
¢ o mesmo. Repetindo esse mesmo argumento para cada um dos estados vizinhos
aos vizinhos de €', ap6s um nimero finito de passos teremos mostrado que Pg é
constante. A prova usando o minimo é analoga. 0

Proposicao 12. O sistema de equagoes lineares (2.5) com condigoes de contorno
Py=0 e Py, =1 tem solucdo unica.

Demonstracao. Com efeito, o conjunto de solugoes do sistema homogéneo £ X =
0 associado a (2.5) com condigoes de contorno Py = 0 e Py = 0 é ndo-vazio e vale
a propriedade do maximo e do minimo para essas solucoes. Neste caso, como as
condig¢oes de contorno sao todas nulas, o maximo e o minimo desse conjunto de
solucoes deve ser 0. Logo, a tnica solugao do sistema EX = 0 ¢é a trivial. Conse-
quentemente, det E # 0. Portanto, E é invertivel e EX = F tem soluc¢ao unica.
O

2.3 Teorema Isotérmico

No processo de Moran em populagoes nao-estruturadas de tamanho N e selecao
constante, a probabilidade de fixacao p4 de um tnico individuo do tipo A em uma
populacao de N — 1 individuos do tipo B se expressa pela formula

11

PA = m ) (2.6)

r

onde supoe-se que os individuos do tipo A tém aptidao constante r e os do tipo B
tém aptidao 1. Recorde-se que o processo de Moran em um grafo completo com
peso 1/N em todas as arestas é equivalente ao processo de Moran para populagoes
nao estruturadas. Assim sendo, em um grafo completo a probabilidade de fixagao
p de um tnico mutante (que estamos identificando como sendo um individuo do
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tipo A) com aptidao r em uma populagdo de N — 1 residentes (individuos do tipo
B) com aptidao 1 também se exprime pela formula (2.6).

Visto que, conforme veremos, ha outros tipos de grafos em que a probabilidade
de fixagao de um unico mutante na populagao coincide com a férmula (2.6), somos
motivados a dar a seguinte defini¢ao:

Definicao 1. Se em um grafo com N wvértices, a probabilidade de fixagcao p de um
unico mutante com aptidao r em uma populagio de N —1 residentes com aptidao 1
se igualar @ formula (2.6), entdo dizemos que esse grafo é p-equivalente ao processo
de Moran em populacoes nao-estruturadas com aptidao constante.

A definicdo que faremos a seguir estabelece uma classe importante de grafos
que sdo p-equivalente ao processo de Moran.

Definigao 2. Seja W = [w;;] a matriz associada ao grafo no processo de Moran.

. o N - . .
Definimos T; = 7,2, w;; como sendo a temperatura do vértice j. Um grafo é
chamado de isotérmico se T; € constante como fungao de j.

A temperatura de um vértice nos dd uma ideia da frequéncia com que indivi-
duos que o ocuparem serao substituidos durante o processo de Moran. Note ainda,
na definicdo acima, que, como W é estocéstica por linhas, isto é, Zj-vzl w;; = 1 para
todo i, se T; = >N w;; € constante para todo j, entao T; = 1. Em outras palavras,
um grafo é isotérmico se, e somente se, a matriz W associada a ele é duplamente
estocéstica.

No Teorema Isotérmico que enunciaremos a seguir, deduziremos uma for-
mula explicita para a probabilidade de fixacdo Py para o caso de grafos isotér-
micos. Como consequéncia, obteremos uma importante classe de grafos que sao
p-equivalentes ao processo de Moran.

Teorema 13. (Teorema Isotérmico) Se G ¢ isotérmico e C C V, entao

NG
Po = 1_(1)N . (2.7)
1-(3)

Em particular, se G € isotérmico, entao € p-equivalente ao processo de Moran.

Demonstracao. Inicialmente, afirmamos que, se W é duplamente estocéstica,

entao
DD wi =) wy. (2.8)

ieC j¢C i¢C jeC
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De fato, como W é estocastica por linhas, temos
N
Do wi = > wy = > wiy=|Cl = Y wy
i€C jgC ieC j=1 ieC jeC i,jeC
Por outro lado, usando que W é estocastica por colunas, vem que
N
DD wi =) wip=) > wy— Y, Y wy=|Cl =} wy
i¢C jeC jeCi¢C jeC i=1 jeC ieC i,jec

Isto prova nossa afirmacao.
Agora, vamos escrever o sistema (2.4) para o caso de um grafo isotérmico:

TWw;,; j
P — Y P + ] P )
¢ %gr\0|+N—|c o ]GZC% ICl+ N —[c]

+(1_ZZT|C|+J\7| ZZT|C\+J$—\C|)PC’ (2.9)

jgC ieC jeCi¢C
com condigoes de contorno Py = 0 e Py = 1. Definamos
se=D D> wi = > wi;=|Cl= > wy (2.10)
ieC jgC i¢C jeC ijec

e reescrevamos (2.9) como

(14 7)s.Po =

r Y > wigPougy + Y D wiiPovgy| -

jgC ieC jeCig¢C

(2.11)

Seja C'+ a familia de todos os subconjuntos de V' que contém C' e possuem
exatamente um elemento a mais. Da mesma forma, seja C'— a familia de todos
os subconjuntos de V' contidos em C' e que possuem exatamente um elemento a
menos. Se supusermos momentaneamente que Po depende somente do niimero de
elementos de (', entao podemos definir Py e Po_ de maneira nao ambigua.

As equagdes (2.11) tornam-se entao

(L+7)scPe =rs.Poy + scPo—.
Ou seja,
Po=——PFPo, +
=10k

com Py =0 e Py = 1. Este sistema possui exatamente a mesma forma que (1.8).

Logo, a equagao (2.7) é uma solu¢do procurada.
Pela Proposigao 12 o sistema de equagoes (2.11) e condigbes de contorno
Py =0e Py =1 possui solugao tnica. Portanto, a equacao (2.7) é a tnica solugao
do sistema (2.12) e a hipdtese de que Po depende s6 de |C] fica justificada. O

Po_ 2.12
r C—» ( )
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Definicao 3. Um grafo é reqular quando todos os seus vértices tém o mesmo grau
e w;; = wj; para todos i e j.

Corolario 14. Se G € um grafo reqular, entio G ¢é isotérmico.

Quando consideramos o processo de Moran em um grafo que nao € isotérmico,
geralmente a probabilidade de fixacao p dependera nao somente da aptidao do
mutante, mas também da posicdo que ele ocupa no grafo. Certas estruturas de
grafos contribuem para que o valor da probabilidade de fixacdo p seja maior (ou
menor) do que o valor de ps em (2.6).

Definicao 4. A probabilidade de fizacao média de um mutante colocado de forma
aleatoria uniforme em um vértice de G € definida como

M = ]1[ Z P{Ui}' (2'13)
eV
Para determinar se a estrutura de um grafo G favorece (ou desfavorece) a
fixacdo de um mutante, comparamos o valor da probabilidade de fixacao pa de
um mutante no caso de uma populacao nao-estruturada, com a probabilidade de
fixacao py.

Definicao 5. Um grafo G é chamado de supressor de sele¢ao (respectivamente
amplificador de sele¢ao) se, para um mutante com aptidio r > 1 a probabilidade
de fizacdo pyr for menor (respectivamente maior) do que a probabilidade (2.6) de
fixacdo de um mutante com mesma aptidio em uma populagdo ndo-estruturada.
Se py = 1/N para qualquer r, dizemos que o grafo G € fortemente supressor de
selecao. Isso significa que a estrutura do grafo G elimina completamente o efeito
de selecao natural.

Vejamos alguns exemplos que ilustram as defini¢goes acima. Um classe de
grafos que sao p-equivalentes ao processo de Moran e que nao sao completos, sao
os chamados circulos direcionados. O grafo G = (V, W) com

V={1,2,3,4,56,7,8}, X = {{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,6},{6,7},{7,8},{8,1}}

e matriz W = [w;;] expressa por

0 1/2 0 0 0 0 0 1/2
/2 0 1/2 0 0 0 0 0
0 1/2 0 1/2 0 0 0 0
o o 1/2 0 12 0 0 0
=109 0o 0 12 0 12 0 o0 (2.14)
0o 0 0 0 1/2 0 1/2 0
O 0 0 0 0 1/2 0 1/2
/2 0 0 0 0 0 1/2 0
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estd ilustrado na figura 2.1 e é um exemplo dessas estruturas. A afirmativa de
que o circulo direcionado ¢é p-equivalente ao processo de Moran segue do Teorema
[sotérmico, ja que, para essas estruturas, a matriz W é duplamente estocéstica.

Figura 2.1: O circulo direcionado é um exemplo de grafo p-equivalente ao processo
de Moran.

Considere agora o grafo G = (V, W) dado por
V=A{1,2,3,45,6,7,8}, X ={{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,6},{6,7},{7,8}}
e com matriz W = [w;;] representada por

0

(2.15)

SO DD DO OO
S OO o~ OO
DO O R OO o
S OO OO OO
SO R OO o oo
_—_ 0 O O o oo

[l eleoNoBoll e

OO OO O oo

0 0 0

Esse grafo pertence a uma classe chamada de linhas (veja a figura 2.2).

Para o grafo linha de N vértices, a matriz W caracteriza a seguinte regra:
se um individuo ocupa o vértice i = 1,2,..., N — 1, entdo com probabilidade 1
seu descendente ocupara o vértice ¢ + 1. Por outro lado, se um individuo ocupa
o vértice N, com probabilidade 1, seu descendente substituird ele proprio. Assim,
se um mutante ocupar o vértice 1, com probabilidade 1 havera a sua fixagdo na
populacao. Ou seja,

1, sei=1
P{"}_{o, seit0" (2.16)
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Portanto, o grafo linha é fortemente supressor de selecao, ja que

1

independente do valor da aptidao.

o 0 0 % o 0. o ®

Figura 2.2: O grafo linha é um exemplo de estrutura que suprime a selegao.

No capitulo 3, estudaremos em detalhes o grafo estrela e veremos que é um
exemplo importante de amplificador de selecao.

6 7
\\\ //

Figura 2.3: Grafo estrela com N =7 + 1 vértices.

Para o grafo estrela ilustrado na figura 2.3 tem-se
V={1,2,3,4,5,6,7,8}, X ={{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,6}, {1,7} {1,8}}
e matriz W = [w;;] dada por
7 17 17 17 1)1 1)1 1)7
o o0 o0 o0 0 o0 0

(2.18)

0
1
1
1
1
1
1
1

S OO O oo
S OO O oo
OO OO OO
OO O oo
S OO O oo
OO OO OO
OO O oo
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2.4 Complexidade da determinacao de Fr

O numero de variaveis do sistema linear que determina Pg torna invidvel a obtengao
de uma solugdo analitica ou mesmo numérica quando N é grande. Em [1], [2]
Broom e Rychtar descreveram um método para reduzir o nimero de equacoes do
sistema (2.5) no caso em que a estrutura da populagao é dada por um grafo. Esse
método utiliza os automorfismos (ou simetrias) do grafo para determinar o ntimero
exato de configuragoes mutante-residente nao-equivalentes. Esse niimero, que em
geral cresce com a complexidade do sistema, ¢ a quantidade de variaveis que devem
ser consideradas na procura de uma solugao do sistema (2.5).

Se o grafo possuir simetrias, isso faz com que alguns conjuntos de vértices
ocupados por mutantes possuam probabilidades de fixagao idénticas entre si e
possam ser definidas como formagoes equivalentes. Portanto, o niimero exato de
possiveis formag¢oes mutante-residente nao-equivalentes depende da quantidade de
simetrias que o grafo possui.

A seguir, descreveremos e exemplificaremos o método que Broom e Rych-
tar utilizaram para determinar o nimero de formacoes mutante-residente nao-
equivalentes. Esse método emprega ac¢oes de grupos e o Lema de Burnside. Caso
o leitor deseje fazer uma breve revisao sobre agdes de grupos e o Lema de Burnside,
podera consultar o apéndice A.

Como anteriormente, considere uma populagao de tamanho N e suponha
que cada individuo dessa populagao esteja ocupando um tinico vértice de um dado
grafo G. Sabe-se que cada vértice do grafo pode ser ocupado por um tinico mutante
ou residente, de modo que, se V- = {1,2,..., N} é o conjunto de vértices de G,
existem 21 possiveis configuracoes mutante-residente na populacio.

Sejam, V(G) e V(G') os respectivos conjuntos de vértices de grafos G e G'.
Uma fungao injetiva o entre V(G) e V(G') que preserva adjacéncias é um isomor-
fismo. No caso em que G = G’, dizemos que o é uma permutacao dos vértices de
G e é chamado um automorfismo de GG. Os automorfismos do grafo G carregam,
por assim dizer, a informacao a respeito das simetrias que o grafo possui. O con-
junto T'(G) desses automorfismos é um grupo finito que denominamos de grupo
associado ao grafo G.

Como exemplo, considere o grafo G = (X, V') dado por

V =1{1,2,3,4,5,6}, X ={{1,2},{1,3},{1,4},{4,5},{4,6}}.
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e com matriz W = [w;;] representada por

1/3 1/3 1/3
0 0 0

W = (2.19)

0 0 0
1 0 0
1 0 0

1/3 1/3 1/3
0 0 0
0 0 0

OO OO
OO OO
—_= O O

Esse grafo, pertencente a uma classe chamada de estrelas duplas, esta ilustrado
em forma de diagrama na figura 2.4 abaixo.

3 5

Figura 2.4: Estrela dupla.

O grupo de automorfismos da estrela dupla, na notagao de ciclos, ¢ dado por:

['(G) ={1,(23), (56), (23)(56), (14)(25)(36), (14)(26)(35), (14)(2536), (14)(2635) },
(2.20)

o qual possui ordem |I'(G)| = 8.
Uma configuracao mutante-residente pode ser expressa através de uma funcao

¢ : V(G)— {0,1},

que atribui 0 aos vértices que estejam ocupados por residentes e 1 aos povoados
por mutantes. O conjunto M = {p : V +—— {0,1}} dessas funcdes, possui 2!V
elementos.

Agora, definamos a agdo do grupo I'(G) no conjunto M das configuragoes
mutante-residente:

NG)xM — M

(0,0) = cop=gp (07h). (2.21)

Sabemos que, ao definirmos uma acao do grupo I'(G) no conjunto M, indu-
zimos naturalmente em M uma relacao de equivaléncia. No caso em que estamos
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trabalhando, isso significa que duas formagoes mutante-residente representadas
pelas fungoes ¢, ¢’ € M sao equivalentes se existir um automorfismo o € I'(G) tal
que

@' =0co. (2.22)

A relagdo em (2.22) nos diz que, a parte simetrias no grafo, as fungdes ¢ e ¢’
representam a mesma configuracao mutante-residente na populagdo e portanto
suas probabilidades de fixacao sao idénticas. Na linguagem da teoria de grupos,
dizemos que cada classe de equivaléncia em M é uma orbita de I'(G).

Considerando a existéncia de configuragoes mutante-residente equivalentes,
no exemplo do grafo estrela dupla mencionado acima, considere a seguinte con-
figuragdo mutante-residente ¢; = (1,1,0,0,0,1) que tem mutantes nos vértices
1,2 e 6 e residentes nos vértices 3,4 e 5. Essa configuracao é equivalente a
wo = (1,0,1,0,1,0) ja que

(23)(56) 0 g1 = 2.

Usando os demais automorfismos de I'(G) verifica-se que as seguintes configuragoes
mutante-residente se encontram na mesma 6rbita de I'(G):

(0,0,1,1,0,1),(0,0,1,1,1,0), (0,1,0,1,0,1), (0,1,0,1,1,0), (1,0, 1,0,0, 1),
(1,0,1,0,1,0),(1,1,0,0,0,1),(1,1,0,0,1,0).

O numero de incognitas do sistema (2.5) serd, portanto, efetivamente igual
ao numero de classes de equivaléncia |M/I'(G)| do conjunto quociente de M pela
relacao de equivaléncia. De fato, cada érbita com mais de um elemento nos per-
mite diminuir o nimero de incégnitas do sistema (2.4). Por exemplo, suponha que
C1, Oy, ...} sao conjuntos de vértices distintos e ocupados por mutantes respec-
tivamente em configuragoes myq, mo, ..., m; que estdo na mesma orbita. Tomando
um representante nessa érbita, digamos m., e o respectivo conjunto de vértices C,
habitados por mutantes, podemos trocar de modo apropriado as probabilidades
Pe,, i € {1,2,...,k} que aparecem nas equagoes do sistema (2.4), por Pp,. Fa-
zendo a mesma operagao de escolher um representante para cada uma das outras
érbitas, obteremos um sistema onde vérias das equagoes de (2.4) aparecem repe-
tidas. Efetivamente, teremos um sistema com menos equagoes. Em vez de uma
equagao para cada configuracao, teremos uma para cada Orbita.

Usando o lema de contagem de érbitas de Burnside podemos escrever

[M/T(G)| =IT(G)| ™ > |Fix(o)] (2.23)

cel'(GQ)

onde |Fiz(o)| denota o nimero de elementos de M que sao fixos por o.
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Por exemplo, se 0 = (23)(56) € I'(G) é um automorfismo do grafo estrela,
entao

Fixz(o) =1{(0,0,0,0,0,0),(0,0,0,0,1,1),(0,0,0,1,0,0),(0,0,0,1,1, 1),
(0,1,1,0,0,0),(0,1,1,0,1,1),(0,1,1,1,0,0),(0,1,1,1,1,1
(1,0,0,0,0,0),(1,0,0,0,1,1),(1,0,0,1,0,0),(1,0,0,1,1,1
(1,1,1,0,0,0),(1,1,1,0,1,1),(1,1,1,1,0,0),(1,1,1,1,1,1

) Y

) ( )i ( )
) ( ) ( );
) ( )i ( );
) ( )i ( )}
e |Fix(o)| = 16.

Se denotarmos ¢(o) como o nimero de ciclos da representacao de o como
produto de ciclos disjuntos, entdao |Fiz(c)| = 2¢), pois uma configuracio ¢ serd
fixada por o se, e somente se, for constante em cada um dos seus ciclos. Como
exemplo, observe que o = (23)(56) possui 4 ciclos. Note que os 1-ciclos (1) e (4)
foram omitidos na notacao por uma convencao estabelecida no Apéndice A. De
acordo com a férmula, |Fiz(c)| = 2%, conferindo com a contagem anteriormente
realizada de forma manual.

Portanto, reescrevendo (2.23), concluimos que o nimero total de classes de

equivaléncia de M pode ser determinado pela féormula

[M/T(G)| = PG 3o 29, (2.24)

cel'(G)

Observe que a férmula (2.24) leva em conta apenas a estrutura do grafo G
e nao faz nenhuma referéncia ao processo que estamos considerando. No caso em
que I'(G) contém somente a permutacao identidade, que possui N ciclos, obtemos
2N érbitas e nada se ganha.

Voltando ao exemplo da estrela dupla, note que a quantidade de possiveis
formacoes mutante-residente nessa estrutura é 2 = 64. O niimero total de 6rbitas,
usando o Lema de Burnside é

1 ‘
M/T(G)| = 5 (2 +2°+2°+20 42 420+ 22 4+ 2%) =21,

em que as parcelas desta soma sao, na mesma ordem em que aparecem, referentes
aos elementos de I'(G) elencados em (2.20).

Portanto, em vez resolvermos um sistema de 64 equagcoes lineares, precisamos
resolver um de apenas 21 equagodes. Assim, o trabalho computacional para calcular
as probabilidades de fixacao nessa estrela dupla é substancialmente diminuido caso
se lance mao das suas simetrias.

No préximo capitulo estudaremos a estrela simples com n pontas e veremos
que a simplificagdo obtida com esse método é tal que as probabilidades de fixagao
podem ser encontradas de forma exata.
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Capitulo 3

Processos de Moran no grafo
estrela

3.1 Processos de morte nascimento (DB) e
nascimento morte (BD) na estrela

Neste capitulo consideraremos os processos de nascimento-morte (BD) e de morte-
nascimento (DB) em uma populagdo de N individuos estruturada pelo grafo es-
trela. A estrela (com n pontas) é um grafo que possui N = n + 1 vértices, onde
apenas um deles, o central, estd conectado com pesos iguais aos demais (pontas).
Cada ponta esta conectada somente ao centro. Os individuos dessa populagao
poderao ser do tipo A ou do tipo B e assumiremos que a aptidao deles depende
de sua frequéncia na populaciao. Nosso objetivo é determinar, a partir de qualquer
estado inicial da populacao, a probabilidade de fixacao de individuos do tipo A,
que serao também chamados mutantes. Os individuos de tipo B serdo denomina-
dos residentes. Lembre-se que para isso € necessario, em principio, resolvermos um
sistema de 2V equacdes lineares. Por causa das simetrias do grafo estrela - todas
as pontas sao equivalentes -, o niumero de equagoes serd bem menor.

O processo de Moran em grafos estudado até aqui é o caso BD: primeiro
sorteamos um individuo para se reproduzir e, depois, escolhemos entre os vértices
vizinhos do individuo que se reproduziu, quem vai morrer. O processo DB é
diferente: primeiro escolhemos de maneira uniforme um individuo da populagao
para morrer. Em seguida, sorteamos com probabilidade proporcional a sua aptidao
o individuo que ird ocupar o vértice daquele que morreu.

No caso BD, Broom e Rychtaf [1] determinaram uma solugdo exata para a
probabilidade de fixagao na situagao particular em que as aptidoes dos individuos
independem de sua frequéncia na populagao. Deduziremos uma solucao exata que
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generaliza a encontrada por eles ao caso em que as aptidoes do individuos depen-
dem de sua frequéncia na populacao. Conforme o leitor ird notar, o método que
empregaremos para resolver o sistema se aplicara a ambos os processos BD e DB.
Os estados da populagao na estrela podem ser descritos por 2(n + 1) pares orde-
nados (0,14), (1,7) com i € {0,1,...,n}. Nessa notagao, usamos 0 ou 1 na primeira
entrada do par ordenado para indicar se o vértice central esta ocupado respectiva-
mente por um residente ou por um mutante e, na segunda entrada usamos 7 para
indicar o niimero de mutantes ocupando as pontas.

Y TN Y YN

7\

.2)7 - ‘\_.1/;1) \.V’@ \\'913) \ /47) - ;Tf)/ )

o\ 1\ i\ f\

‘ 7N / /

‘i(o,m o) o2 Vo) \J0.4) ©05)
@ e K & K
N/ ( ( ) ) ( )
N/ o/ N N
Figura 3.1: Esquema do espaco de estados para os processos BD e DB na estrela
com N = 5+ 1 vértices. As setas indicam as possiveis transigbes que podem
ocorrer entre esses estados.

A probabilidade de fixacdo de mutantes serda denotada por
P? = P(3k: Cy = (1,n) | Cy = (0,1)),

quando na condicao inicial o centro estiver ocupado por um residente e houver ¢
mutantes nas pontas e, por

Pl =P3k:Cy=(1,n) | Co = (1,4)),

quando na condicao inicial o centro estiver ocupado por um mutante e houver
¢ mutantes nas pontas. As aptidoes de mutantes e residentes serdo denotadas
respectivamente por f; e g;, cujas expressoes sao dadas por (1.2) e (1.3). A aptidao
relativa de mutantes em relacao a residentes sera denotada por

ri = . (3.1)

o
No caso BD, suponha que o centro estd ocupado por um residente e que
haja ¢ mutantes nas pontas. Caso o centro seja sorteado para reprodugao, o que
acontece com probabilidade g;/(if; + (n — i+ 1)g;), e uma ponta com mutante for
escolhida para a morte, o que acontece com probabilidade i/n, o estado passa a
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ser (i — 1,0). A probabilidade dessa transi¢ao, considerando a independéncia dos
sorteios de reproducao e morte, é portanto

gi 1
ifit(n—i+1)g n

Considerando todos os demais sorteios possiveis de forma parecida e também as
transi¢oes a partir dos estados (1,7), obtemos

= - : —PY |+ - ~ P+
Codfi+(n—i+1gn "t 1 ifi+(n—i1+1)g '

gi n—i (n —1i)g; 0
(ifi+(n—i+1)9i " )P

n ifi+(n—i+lg) "’
ie{l,....,n}e
1 fi n—1. (n—1i)g; 0
A Gy e PG R S e o P
fi { vfi 1
<<i+1)fi+(n_i)gin+(i+1)fi+(n_i)gi>Pi,
ief{0,1,...

,n — 1}, com condi¢oes de contorno

P)=0e Pl =1

(3.2)

As equagdes acima podem ser reescritas sucintamente como

1 nr;
pY—_ - po 't pl
o+ 1 ’_1+nri+1 !
(3.3)
Pil = [ Pil—i-l + . Pz'o
n-+r; n-+r;

De maneira semelhante, obtemos pelas regras do processo DB, as equacgoes

| 7, . 1 — i, .

P = L S N B ) TR
n+1lif;+(n—1)g n n+lifi+n—ig n+1

0

i

1 (n—1)g n—i 1 ifi i
Pl — ¢ 0 Pl ¢ 1
on+lifi+ (n—1)g; szn—l—l ZH—I—<n—i—12']‘}%—(71—2’)91-+n+1 !
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com as mesmas condigoes de contorno (3.2) do caso BD. Simplificando as equagoes
acima obtemos

o T 1 i +n—1 0
oG+ Dri+n—i b G+ Dy n—i !

(3.4)
pl_ 1 0 i +n—1 1
Coiritn—i+1 i n—i+ 1

Observe que para os processos BD e DB na estrela, obtivemos os sistemas
(3.3) e (3.4) que sdo ambos da forma

=GP+ (1—B)P; (3.5)

Pl = ;P + (1 — )P, (3.6)

e em ambos os casos temos também condigdes contorno Py =0 e P} = 1.

A seguir, mostraremos como resolver de forma geral o sistema dado pelas
equagoes (3.5), (3.6) com suas condigoes de contorno (3.2). Para nos auxiliar
nessa tarefa definiremos as seguintes diferencas:

=P —p, (3.7)
d; = P} — P, (3.8)
d;" =P/ — P). (3.9)

Em primeiro lugar, vamos reescrever as relagoes dadas acima usando as equa-
goes (3.5) e (3.6). Substituindo a equagao (3.5) na relagao (3.7) obtém-se

51 1)p7,0 (1 ﬁl)lazl

— Bi)(P = P)

— B:) (B! — PO +P)—P))
1 — B:)(d}° +d?),

dd = p? —

(
(1
(1
(

de que resulta
d) = — b — 0. (3.10)
51
Trocando-se 7 por i — 1 na equagdo (3.6) e subtraindo o termo a;_; P! | de ambos
os lados da expressao resultante, obtemos, usando a relagao (3.8), que

1 -

dj = ———d°,. (3.11)

1 —
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Finalmente,
d;’ = P! = P! = (P! = PLy) = (P! = PLy) + (PL, = PL),
que, pela definigao das relagoes (3.7), (3.8) e (3.9), se torna
di’ =dj —d) +d}°,. (3.12)

Podemos encarar (3.10), (3.11) e (3.12) como um sistema de 3 equagoes linea-
res que determinam as incognitas dy, d} e d;° todas em termos de d}°;. Resolvamo-
lo.

A equagao (3.11) nos d4 diretamente d} em termos de d;°,. Segue da equagdo
(3.12) que

1— (73] 1

dzm + d? =d; + dilgl =(1+ )dz‘l91 - dzlgl'
a1 QG
Substituindo a equagao (3.10) na expressao acima, obtemos
tw:@d&. (3.13)

i—1
Por fim, substituindo a expressao de d;}° dada por (3.13) na equagao (3.10), che-
gamos a

-5

(078

40

7

;2. (3.14)

Agora, vamos eliminar o termo d}°; das equagoes (3.11), (3.13) e (3.14) para
exprimi-las em fungao de P.
Primeiro, atribuindo ¢ = 0 na relagdo (3.9) tem-se

dy’ = Py — Py = P, (3.15)

onde usamos umas das condigoes de contorno.
Assim, usando esse fato podemos obter recursivamente de (3.13) a seguinte
equacao:

d?:lﬁ<57>%; (3.16)

j=1 \ -1

Levando-se em conta que di° = Py e usando a equacio (3.16) diretamente nas
equagoes (3.11) e (3.14), decorrem respectivamente as férmulas

ﬁ:l_%1ﬁ<ﬁ%>% (3.17)

a1 Q1

i=1
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d&=1_@if<ﬁj>ay (3.18)

Q-1 ;2 \ -1

Podemos agora usar as equagoes obtidas em (3.16), (3.18) e (3.17) para cal-
cular recursivamente férmulas para as probabilidades de fixagao P? e P!. A ideia
do processo que faremos ¢ simples, mas como a notagao torna-se longa, exibiremos
o calculo para os indices mais baixos, deixando claro o processo indutivo que leva
ao termo geral.

Utilizando a relacao (3.8) e a equagao (3.17) procedemos da seguinte maneira:

1 1
Pl=Pl +d = P%u— %):%
Qp (07}
1 1— 1
Py =Pl +dy= P1<+ QM%>:F§[L+O—aQ&]
(&%) aq (&) (7)) aq
1 1-—
z%:%+ﬁzﬁll+u—mﬂj+ %&&]:
Q aq Qo Q1 O
1
=P — [1 +(1- ozl)é +(1- az)&ﬁl]
Qg 31 Q2 O

1+21ﬂ%ﬁ§] (3.19)

Para obter Py, utilizamos a condi¢io de contorno P! = 1 no termo geral
acima, que nos da imediatamente

P} = — : : (3.20)
1+ j:ll(l — ;) i:1%
Logo .
1+ i-*l(l—oz-) 7 B
1 _ J k=1 o
P! = ; - B (3.21)
+ ( O‘J) k=1 oy
1=1,2,...,n

Agora, vamos obter P?. A relagao (3.9) nos dé

P =Pl —d°, (3.22)
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€ COoImo

le_ ﬁldlo_ 51P1_ /81
1 — % — +fo — n—1 j B ?
Qo o 1+ 35020 (1 = ay) ey 5F
levamos esta tltima relagao na anterior e obtemos
0 11— 61

(3.23)

1= n— j .
1+ Zj:11<1 — a;) iy (%

Continuando, podemos empregar a relagao (3.7) e as equagoes (3.18) e (3.23),
e lancar mao de um processo analogo ao que utilizamos na determinagio de P},
dai se seguira a formula

po 22:1(1 - 5]) Hi;ll %

' 1+ ;':11(1_051') i:h%’

(3.24)

i=1,2,...,n. Convengao na férmula (3.24): se j = 1, tomamos Hf;ll g—z =1
Portanto, as condigoes de contorno (3.20) e (3.21), juntamente com as fér-
mulas (3.23) e (3.24), determinam a solugao do sistema dado pelas equagoes (3.5)
e (3.6).
As figuras 3.2 e 3.3 ilustram os graficos das probabilidades aqui calculadas
para os casos BD e DB na estrela. Observe que no caso BD, P? e P! sio muito
préximos. Enquanto que, no caso DB, P? e P! sdo bem diferentes.

3.2 Expressoes assintoticas da probabilidade de
fixacao na estrela: caso DB

Daqui por diante, trataremos de deduzir expressoes assintéticas para as probabi-
lidades de fixacdo P? e P! quando ambos o tamanho da populagio e o ntimero de
mutantes ¢ tendem para o infinito e, supondo-se que a fracdo de pontas ocupadas
por mutantes z = i/n seja mantida fixa. Com o objetivo de obter tais expressoes,
vamos definir

m'(z) = lim Pp, (3.25)
e
m(z) = lim P, (3.26)

onde [z] é o inteiro mais préximo de z. Definamos também

73

pk:EJ
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caso BD
1.0
.
q) 08
&
O oo n=20
3 0
0] P,-
ko]
E 04 1
Q i
o
e 0.2
o
0.0| ®
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
iln

Figura 3.2: Grafico das probabilidades de fixacao de A no grafo estrela com n = 20
pontas em fungdo da fracao inicial i/n de individuos A na populagdo para o caso
BD com matriz de pagamentos a = 2.9, b = 1.8, ¢ = 2.2, d = 2. Observe que
para cada i, P? e P! sdo tao préximos que é dificil distingui-los no gréfico.

caso DB
1.0
q) 0.8
a
O oo n=20
3 0
@ Pi
e}
E 04 ° 1
I Fi
o) . ‘
9 0.2 .
o
0.0| o
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0
iln

Figura 3.3: Grafico das probabilidades de fixacao de A no grafo estrela com n = 20
pontas em fungao da fracao inicial i/n de individuos A na populagdo para o caso
DB com matriz de pagamentos a = 2.9, b=1.8, c =22, d = 2.

onde oy, e [ aparecem nas expressoes (3.5) e (3.6) e sdo dados por expressoes
conhecidas que dependem de estarmos considerando o caso BD (3.3) ou o DB
(3.4).
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Ao investigarmos formulas assintOticas para as probabilidades de fixacao
quando n — oo, percebemos que existe uma grande diferenca entre os casos BD
e DB e, por isso, a partir de agora, iremos trata-los separadamente. Comecemos
com o caso DB, que é mais simples.

Para o caso DB, tomando as expressoes (3.4) seguem que

«; r;—1 1

1
- =14+ - —FF 2
5, + n1+%(ri_1)+0(n2), (3.27)
1 1 1
l—qy=- — : 2
@ = 1+%(n_1)—|—0(n2) (3.28)
¢ 1 1
T
1-3=-—" —). 2
b n 1+%(7’i—1)+0(n2) (3:29)

Podemos agora obter formulas assintéticas para as probabilidades de fixacao quando
n — 00 no caso DB na estrela.

Teorema 15. Defina

T R(y) [V __R(»)-1 dz
O(x E/ e Jo THRE-D 77 dy 3.30
W= Ty (R - D 330
‘ z 1 R(z)-1
E(z z/ e Jo THGRE-T ¥y, (3.31
= T R - )
onde R € definido em (1.30). Entao, para o caso DB na estrela, temos que
O(x)
0 n—o00
— ——— 3.32
@) = T ED (3:32)
i 1+ 5()
+ =(x
Yz) =8 — 2. 3.33

Demonstragdo. Primeiramente, usando a expressao (3.27) e que log(1 + z) =
r + O(x?) escrevemos

[nz] [nx] 1[ r—1 1 }
[n] — = +0(+
H plzl — e D keilog Pk — e 2t L3t (rg=1) ) . (334)
k=1
Dai podemos garantir que
[nx] 1 rp—1 1
—D e k +O(n):| ¥y R(z)-1
e T [”N“’v” 2 e Jo TERE-D 9 (3.35)
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[nz] j
=) IIe" =% 6), (3.36)
Jj=1 k=1
e
e / n—00
Z (1—qy) H p,?l — Z(x). (3.37)
Jj=1 k=1

Portanto, substituindo os termos de P? e P! quando n — oo pelos seus

correspondentes em (3.36) e (3.37), chegamos a

0 nsee  O(2)
T (z) — 720 (3.38)
‘ 1 nooe 1+ E(x)
m(x) — = (3.39)
]

No caso particular de aptidoes independentes da frequéncia r; = r, as integrais
do Teorema 15 sao facilmente calculaveis:

O(z) = st—l) (3.40)
S(z) = H.x?r—l) (3.41)

Corolario 16. No caso DB com aptidoes independentes da frequéncia r; = r,
valem as sequintes expressoes assintoticas

rx

m (@) =¥ (I+r)(1+x(r—1)) (3.42)

r(1+rx)
(1+r)Q+x(r—1))

(z) =X (3.43)
A figura 3.4 mostra a diferenca entre a probabilidade de fixagao P[%x] e sua ex-
pressdo assintética m¥(z) dada por (3.32). Conforme era de se esperar, a diferenga
entre as expressoes exatas e as assintéticas sao pequenas quando n ¢é grande.
Vale a pena mencionar que, sem ter a férmula exata, aproximacoes continuas
para as probabilidades de fixagdo nos casos BD e DB, no chamado regime de
selecao fraca, foram obtidas em [3].
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Figura 3.4: Gréafico com escala vertical logaritmica da diferenca entre a probabili-
dade de fixagao P[?w} e sua expressao assintGtica 7°(x) dada por (3.32) em fungao
da fracdo * = i/n de A individuos na popula¢do. Neste exemplo, a matriz de
pagamentos é dada por a =2.9, b=1.8, c¢=2.2, ed = 2.

3.3 Problemas em aberto

3.3.1 Expressoes assintéticas da probabilidade de fixacao
na estrela: caso BD

Consideremos agora o caso BD, cujas expressoes para «; e (3; sao dados por

r; 1
;= = 3.44
Yt © g nr; + 1 (344
Assim, no caso BD, obtemos
Q; s 1.1 1
—=r;+—(——n)+0(—), 3.45
=t (=) +0() (3.45)
bem como
r; 1 1 1
l—-=1—-"+0(= 1—8=1— O(—). 3.46
« n + (nz) € B nr; + (712) ( )

Observe no caso BD que, se n é grande e as aptidoes sao independentes da
frequéncia, r; = r, entao
a; 2
— = (3.47)
Bi
além de que as expressoes em (3.46) sdo ambas aproximadas por 1. Dai resulta,
pelas formulas (3.21) e (3.24), que para o grafo estrela no caso BD e n grande
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a probabilidade de fixagdo de um mutante com aptidao relativa r é aproximada-
mente a do processo de Moran para populacao nao-estruturada com aptidao r?
[9]. Portanto a estrela é um amplificador de sele¢do. Na situacao de aptidoes
independentes da frequéncia, a figura 3.5 mostra juntamente o grafico da proba-
bilidade de fixacdo m; para o caso de populagao nao-estruturada e os graficos das
probabilidades de fixagao P e P! para o caso BD, onde em ambos os casos r = 1.1.

Para deduzirmos as expressoes assintoticas da probabilidade de fixacao para
o caso BD, vamos repetir o raciocinio empregado na demonstracao do Teorema 15.
Usando a expressao (3.45) tem-se

[nz]

nx ] 1o | 72 T —
H pk —e ZE@ IIOng o Z l g|: += ( i)+O( 12):| ) (348)

Lembre-se que, para "transformar' somas em integrais, precisamos de um
fator 1/n dentro da soma. No caso DB, um fator 1/n aparecia naturalmente no
somatorio do expoente da expressao (3.35) mas, no caso BD, o mesmo nao ocorre.
O que torna mais complicado obter expressoes assintéticas para as probabilidades
de fixagao no caso BD é que precisamos introduzir um fator 1/n dentro da soma
do expoente da expressao (3.48), o qual devera ser obviamente contrabalangado
por um n do lado de fora.

De maneira parecida ao que fizemos em (1.27) e (1.28) podemos definir

i1
Z — log p (3.49)
=on
e reescrever as férmulas para P e P! como
, T u—@>ww
na] = — (3.50)
T+ S (1 - ag)e

L TN - ap)etina
) = T (1 = ag )
Desse modo, acreditamos que para obtermos as férmulas assintoticas para as
probabilidades de fixacdo no caso BD, devemos lancar mao de uma versao para

somas do método de Laplace andlogo ao que foi feito em [4] no caso de populagoes
nao-estruturadas, e que descrevemos de forma qualitativa na secao 1.3.

(3.51)

3.3.2 Uma propriedade do caso DB

Se observarmos a Figura 3.3, parece que, no caso DB, PY = P!, Observe ainda
) ) ) n 0
que no caso de aptidoes independentes da frequéncia, o Corolario 16 nos informa
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Figura 3.5: Grafico da probabilidade de fixacao m; para o processo de Moran em
populagdo nao-estruturada e das probabilidades de fixacao PP e P! para o caso
BD na estrela com 100 pontas. Neste grafico, a diferenga entre P e P! ¢ invisivel
para todos os valores de i. Neste exemplo, o regime de selecdo é constante com

r = 1.1. O grafico mostra que a estrela é um amplificador de selecao.

que
r

0

(1) = 1+7r
Com a ajuda do computador, realizamos alguns calculos numéricos envolvendo as
expressoes para P0 e P e matrizes de pagamento arbitrarias, e os resultados que
obtivemos parecem apoiar a conjectura de igualdade exata das duas quantidades.
No entanto, ainda nao fomos capazes de verificar a sua veracidade. Da mesma
forma, para o caso de aptidoes dependentes da frequéncia, calculos numéricos

sugerem que (1) = 1 e, portanto, no Teorema 15, também obtemos a conjectura
relacionada 7°(1) = 7(0).

= 7'(0). (3.52)

3.3.3 Uma diferenca entre os casos BD e DB

Observe que, a diferenca d!° = P! — PP é positiva. Isso é uma consequéncia
imediata da expressao

40 = H < b ) P} (3.53)

j=1 Jj—1

Em todas as figuras mostradas aqui, pode-se ver que os graficos de P? e P! sdo

muito préximos no caso BD, enquanto que, no caso DB eles sdo mais afastados.
Portanto, espera-se que para cada valor de 4, a diferenca d;° seja pequena para
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o caso BD e maior para o caso DB. Porém, nos calculos que realizamos, nao
conseguimos enxergar de modo claro como a expressao (3.53) evidencia esse fato.
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Conclusao

No processo de Moran em populagoes finitas com aptidoes dependentes da frequén-
cia e duas estratégias somos capazes de determinar uma férmula exata para a pro-
babilidade de fixacao m;. Porém, apesar de explicita, a férmula de m; nao deixa
transparecer de modo claro o que se passa na dinamica do processo. Mesmo assim,
comparando-se a aptidao dos tipos de individuos e, utilizando-se apenas dos valo-
res da probabilidade de fixacdo 7; parai =1e i = N — 1, é possivel estabelecer
uma classificacdo precisa dos cenarios evolutivos que podem ocorrer no processo.
Outrossim, valendo-se da derivada discreta de 7;, cuja formulacao é mais simples,
prova-se que o grafico da probabilidade de fixacdo m; em funcao da fracao de in-
dividuos na populacao tem uma forma caracteristica em cada cenario evolutivo.
Examinamos também o comportamento dos cenarios evolutivos quando o tama-
nho da populacao ¢é arbitrariamente grande. Nessa direcao, obtivemos uma classe
de resultados que aumentam o nosso entendimento sobre a dinamica estocéstica
no limite N — oco. Vimos por exemplo, que se fixarmos a matriz de pagamentos
e o parametro intensidade de selecao w, devemos esperar que para tamanhos de
populagao suficientemente grandes alguns desses cendrios deixem de existir. Em
determinados casos, esses resultados estabelecem também critérios para a fixagao
dos tipos de individuos quando a populagao é arbitrariamente grande.

Na segunda parte desse trabalho, descrevemos o processo de Moran em popu-
lacoes finitas com estrutura de grafo, do qual o mesmo processo para populagoes
nao-estruturadas é um caso particular. O processo de Moran em grafos é mais
complicado, visto que, para determinarmos a probabilidade de fixacdo Pp é neces-
sario, na maioria dos casos, resolvermos um sistema linear cujo nimero de equagoes
é da ordem de 2!V!, com |V| sendo o ntimero de vértices do grafo. Apesar disso, se
o grafo possuir simetrias, podemos esperar uma diminui¢cao do nimero de equa-
¢oes do sistema. Conforme estudamos, se pudermos determinar os automorfismos
associados a tais simetrias, podemos evocar o Lema de Burnside e calcular preci-
samente o nimero de equagoes relevantes no sistema. Obviamente, isso nao nos
fornece de imediato a solucdo do sistema, mas é um indicativo da sua complexi-
dade. Além disso, enunciamos e provamos o Teorema Isotérmico que estabelece
uma importante classe de grafos na qual somos capazes de exibir uma solugao
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exata do sistema que determina Pg.

Por fim, estudamos os processos de nascimento-morte (BD) e morte- nasci-
mento (DB) no grafo estrela, que é um bom exemplo de grafo simétrico. Embora
esses sejam processos distintos, desenvolvemos um método que nos permite soluci-
onar simultaneamente para os casos BD e DB na estrela o sistema que determina
Po. Além disso, no caso DB somos capazes de determinar uma expressao exata
da probabilidade de fixacao no limite N — oco. Por outro lado, determinar uma
expressao assintotica da probabilidade de fixagao no caso BD requer um pouco
mais de trabalho. Devido a essa dificuldade, ndo tivemos tempo de fazer uma
analise mais rigorosa de tais expressoes para o caso BD de modo a inclui-las no
texto.
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Apéndice A
Uma breve revisao de algebra

Para ajudar no entendimento da secao 2.4, faremos a seguir uma breve revisao
sobre grupos simétricos e agoes de grupos. O leitor que desejar aprender mais
sobre o tema poderd consultar publicacoes que tratam desse assunto, como, por
exemplo, as referéncias [5], [6] e [8].

A.1 Grupos simétricos

Seja X um conjunto ndo-vazio e Sx o conjunto de todas as bijecoes X = X.
O conjunto Sy é um grupo com a operacdo de composicao o, chamado grupo
simétrico de X. Os elementos de Sx sdo chamados de permutagoes.

Os isomorfismos que compoem Sy dependem apenas da cardinalidade do
conjunto X e nao dos elementos de X. Assim, se X e Y sdo conjuntos com a
mesma cardinalidade, temos que Sx ~ Sy.

No caso particular em que X = I,, := {1,2,...,n}, o grupo simétrico de I,, é
denotado por S,,. O grupo S,, possui ordem n!. Uma notagao eficaz para escrever
os elementos o de S, é dada na seguinte defini¢ao:

Definicao 6. Se iq,19,...,1., 7 < n, sdo distintos elementos de I,, o simbolo
(1323 - - - i) denotard a permutag¢do que mapeia iy — ig, io — i3, i3 > lgy. .., Gp_q >
ir, €1, — 11, € 0s demais elementos de I,, em si mesmos. Chamamos (iyigis - - 1i,)
de um ciclo de comprimento r ou um r-ciclo.

Por simplicidade, adotaremos a convenc¢ao de omitir na utilizagao da notacao
de r-ciclo a escrita dos 1-ciclos, quando for o caso. Contudo, a identidade de S,
que na notacgao de r-ciclos se escreve como (1)(2) ... (n), serd simplesmente escrita
como 1. Note que a notagao para ciclos nao é tnica, ji que (iyizis---i,) pode
representar um elemento de qualquer S, para n > r. No entanto, se o contexto
estiver claro isso nao causara nenhuma confusao.
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Exemplo. O grupo S3 tem 3! = 6 elementos, que na notacao de r-ciclo se escrevem
como:

1,(23), (13), (12), (123) e (132).

Teorema 17. Toda permutagcio em S, que é diferente da identidade, pode ser
escrita de maneira unica (a menos de ordenamento de fatores) como um produto
de ciclos disjuntos, cada ciclo tendo pelo menos comprimento 2.

A.2 Acoes de grupos

Definicao 7. Seja G um grupo. Uma agdo do grupo G no conjunto X €é uma
fungdo
GxX — X

(g,2) = g-x
tal que para todo x € X e g1, 9, € G, valem as sequintes duas propriedades:

(A.1)

lgrx=2 e (q192) =01 (92 7).
Quando uma tal funcdo existe, diz-se que o grupo G age no conjunto X.

Exemplo. Se H é um subgrupo de um grupo G. A acdo de H no conjunto G é
dada por (h,z) — hxh™'. A acdo de h € G é chamada de conjugagdo por h e
o elemento hah~! é chamado de conjugado de z. Se K é qualquer subgrupo de
G e h € H, entdao hKh™!' é um subgrupo de G isomorfo a K. Temos que H age
no conjunto de todos subgrupos de G por conjugacao: (h, K) — hKh™!. Dizemos
que o grupo hKKh™! é conjugado a K.

Proposicao 18. Se G € um grupo que age no conjunto X, entdo
1. A relagio no conjunto X definida por
r~y&sSg-r=y, para algum g€ G
¢ uma relagdo de equivaléncia.

2. Para cada v € X,
E@)={9eG|g -z=uz} (A.2)

¢ um subgrupo de G.

As classes de equivaléncia da relagao de equivaléncia definida na proposicao 18
sao chamadas de 6rbitas de G em X. O subgrupo E(z) é chamado de estabilizador
de x.

Note que quando z e y pertencem a mesma Orbita, F(z) e E(y) sdo subgrupos
conjugados de G e portanto |E(z)| = |E(Y)].
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Proposicao 19. Para qualquer elemento y de uma orbita Y de G, tem-se
Gl =|E@)] Y], (A.3)

isto €, o numero de elementos na orbita de y é o indice do estabilizador de y em

G.

Definicao 8. Seja G um grupo agindo em X, definimos o Fix de g € G como
Fiz(g)={re X | g-z=x}.
Lema de Burnside. O nimero N(G) de orbitas de G € dado por

N(G) =|G|7" X |Fix(g)| (A4)

geqG
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