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Resumo

Seja Z,, o anel dos inteiros p-adicos e G' um p-grupo finito. Recentemente, MacQuarrie
e Zalesskii caracterizaram os Z,G-mdédulos de permutagao apenas olhando para médulos
para G/N, onde N é um subgrupo normal de G com ordem p. Esta caracterizagao é
dada por duas condicoes e nesse trabalho mostramos que, em geral, nao podemos retirar
nenhuma dessas condigoes para caracterizar os Z,G-moédulos de permutagao. Os autores
ja sabiam que uma das condi¢oes nao poderia ser retirada mas a necessidade da outra
condicao era desconhecida. Trabalhamos com uma correspondéncia devida a Butler para
construir um Z,G-moédulo que nao é um Z,G-mdédulo de permutagao e satisfaz a condicao

que nao se sabia se era uma caracterizagao dos Z,G-médulos de permutacao.

Palavras-chave: Mddulos de permutacao. p-grupos finitos.



Abstract

Let Z, be the ring of p-adic integers and G be a finite p-group. Recently, MacQuarrie
and Zalesskii characterized the Z,G-permutation modules by just looking at modules for
G/N, where N is a normal subgroup of G with order p. This characterization is given by
two conditions and in this work we show that, in general, we cannot remove either of these
conditions to characterize the permutation Z,G-modules. The authors already knew that
one of the conditions could not be removed but the necessity of the other condition was
unknown. We work with a correspondence due to Butler to construct a Z,G-module that
is not a Z,G-permutation module, but which satisfies the condition that might still have

been a characterization of permutation Z,G-modules.

Keywords: Permutation modules. Finite p-groups.



Sumario

1 Introducgao

2 Z,G-médulos
2.1 Representagoes de grupos . . . . . . ..o
2.1.1 Definicoes e exemplos . . . . . . . . .. Lo
2.2  RG-modulos e representagdes . . . . ...
2.3 O Lema de Nakayama . . . . . .. .. ... . .. ... ...
2.4 Anéis de valorizacao e o ideal de Jacobson de RG' . . . . . . . . . .. ...

2.5 Decompondo o anel de grupo RG . . . . . . . . .. ... ..

3 RG-mbdulos de permutagao
3.1 Moédulos de permutacao . . . . .. ..o

3.2 Caracterizando os modulos de permutacao . . . . . . . .. ... ... ..

4 A correspondéncia de Butler
4.1 Diagramas . . . . . ...
4.2 Associando reticulados a diagramas . . . . .. ..o
4.3 Associando diagramas a reticulados . . . . ... ..o
4.4 Z,|C, x Cpl-médulos de permutacao . . . . . .. ...

4.4.1 Analisando diagramas . . . . . . .. ..o

10
10
10
12
15
19
25

33
33
35



Capitulo 1
Introducao

Seja G um p-grupo finito e R um anel comutativo com unidade. Um RG-modulo de
permutagao é um RG-reticulado (isto é, um RG-mdédulo que é finitamente gerado e R-
livre) que possui uma base que é invariante pela agdo de GG. Denotando o anel dos inteiros
p-adicos por Z, e por F,, o seu corpo residual, em [5] MacQuarrie e Zalesskii mostram que
um Z,G-moédulo é de permutacao se, e somente se, existe um subgrupo normal N <G

com ordem p satisfazendo
1. UN e Uy sao Z, |G/N]-médulos de permutagio e
2. (U/UYN), é um F, [G/N]-médulo de permutagdo,

onde, UV e Uy sdo, respectivamente, o maior submédulo e o maior quociente de U em

que N age trivialmente. Denotando por Iy o nicleo do homomorfismo natural

¢:Z,N = Z,

Z)\gg — ZAQ,

geN geEN

temos explicitamente
UN ={uecU;gu=uVge N},

Uy = U/INU.

No artigo [5] os autores fornecem pequenos exemplos mostrando que nao se pode
apenas supor que um dos médulos UV ou Uy é um Z,[G/N]-médulo de permutagao para
concluir que U é um Z,G-mddulo de permutacao, mas um problema que ficou em aberto
é o seguinte: se Uy e UV sdo Z,[G/N]-médulos de permutagao, entdao U é um Z,G-
moédulo de permutacao? Fornecemos uma resposta negativa para essa questao utilizando
ferramentas construidas por Butler em [7]. Para p = 3 ¢ G = (3 x (3 (C3 denota
o grupo ciclico de ordem 3) construimos um ZzG-reticulado U para o qual existe um

subgrupo N <1 G de ordem 3 tal que UY e Uy sao de permutacao mas U nao é um
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Z3G-médulo de permutagao. O reticulado obtido tem Z,-posto 11, como Z3[C5 x Cs)-
reticulado ¢é estruturalmente complicado e acreditamos que seria dificil encontra-lo sem
essas ferramentas.

Vamos assumir que o leitor tenha familiaridade com conceitos e resultados bésicos de
Algebra Abstrata pertinentes a teoria de grupos, anéis, e médulos.

No Capitulo 2 introduzimos algumas nogoes e resultados bésicos da teoria das repre-
sentacoes de grupos e resultados da teoria dos médulos finitamente gerados sobre anéis
comutativos com unidade que serao importantes para o desenvolvimento do trabalho. O
Capitulo 3 ¢ reservado para alguns resultados sobre RG-médulos de permutacao. Dedi-
camos o Capitulo 4 para apresentar a construcao da principal ferramenta que utilizamos

para construir um Zp[C’g x Cs]-reticulado que fornece a resposta para a questao proposta.
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Capitulo 2
ZpG-modulos

Nesse capitulo definimos algumas nocoes basicas da teoria das representacoes de gru-
pos finitos e expomos alguns resultados que serao relevantes para o desenvolvimento do
trabalho. Ao longo do texto, R denota um anel comutativo com unidade e G um grupo
finito.

2.1 Representacoes de grupos

2.1.1 Definicoes e exemplos

Seja R um anel comutativo com unidade e G um grupo finito. Uma representacao

linear de G sobre R é um homomorfismo de grupos
p:G— GL(U),

onde U é um R-médulo e GL(U) denota o grupo das transformagoes lineares invertiveis

de U. Isso significa que p satisfaz

p(gh) = p(g)p(h) Vg,h € G

fornecendo p(1) = 1 e p(g7!) = (p(g))~'. O mdédulo U é chamado médulo de repre-
sentacao. Se p’ é outra representagao de G com mdédulo de representacao W e existe uma

transformacao linear invertivel T': U — W satisfazendo

Tp(g)T~" = p'(g9) Vg € G,

dizemos que p e p’ sdo similares.
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O homomorfismo p fornece uma agdo de G em U definida por ¢g - u = p(g)(u), que

denotaremos por gu. Observe que essa agao cumpre
g(u+ \w) = gu + Agw, Yu,w € U, VA € R,

(gh)u = g(hu), Yg,h € G, Yu € U
1Gu = Uu.

Uma acao desse tipo é chamada uma acgao linear de G em U.

Se U ¢ livre e finitamente gerado, digamos com R-posto r, dizemos que r é o grau da
representagao p. Fixada uma R-base B de U, para cada elemento T' € GL(U) associamos
uma matriz [T]p € M,«.(R), onde [T]|p denota a matriz de T na base B e M,x,.(R)
é o anel das matrizes r X r com entradas em R. Sabemos que essa associacao fornece
um isomorfismo de grupos entre GL(U) e GL(r, R), onde GL(r, R) denota o conjunto
das matrizes nao singulares de M, (R). Nesse caso, uma representacao linear p é um
homomorfismo de G no grupo GL(r, R) e é chamada representacao matricial. Como cada
u € U possui uma tnica repressnta(;éo como combinagao linear dos elementos da base

B ={uy,...,u,}, assim, se u = E Aiu;, entao a acao de G em U é dada colocando
i=1

g-u=py(u) =Y o,
=1

onde
)\1 aq
/\2 (0]
plg)-| .| = :
Ar s

e py € Endg(U) satistaz p(g) = [py] 5.
Exemplo 2.1.1. Seja R* o conjunto dos elementos invertiveis de R. Defina
p:G— R*

por p(g) = 1g Vg € G. Essa é uma representacio de G chamada a representagao trivial.

O seu modulo de representacdo serd denotado ao longo do texto simplesmente por R.

Exemplo 2.1.2. Seja R = C o conjunto dos niumeros complexos e C,,n > 1, o grupo

ciclico com n elementos. Seja g um gerador de C,, e defina

p:C, — C\{0}
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pondo p(g") = A", onde X\ € C € uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Entdo, p é uma
representacao de grau 1 que nao € trivial. O mddulo de representacao é C, onde g age
como uma multiplicacao por A\. Em geral para um anel R com unidade e um grupo G,

uma representacao de grau 1 € especificada por um homomorfismo entre G e R*.

Exemplo 2.1.3. Seja R = F, um corpo com caracteristica p > 0 e G = (g) o grupo
ciclico de ordem p. Defina
p:G— GL(2,F,)

10
ro1]°

Como p(g) possui ordem p, p € uma representagdo de grau 2.

p(g") =

2.2 RG-médulos e representacoes

Denote por RG o R-médulo livre com base G. Em RG podemos definir uma acao
de G pondo g - h = gh Vg,h € GG, onde gh denota a multiplicacao em G dos elementos

h,g € G. Como os elementos de RG sao da forma A = Z AgG, Ag € R, definimos uma

geG
multiplicagao em RG da seguinte forma

(Z )\gg) (Z ahh> =3 > Aangh.

geG heG g€G held

Com essa multiplicacao, RG se torna um anel com unidade 15 e também é um R-modulo
que possui uma acao linear de G dada pela multiplicacao de RG definida acima.

Dado um modulo de representacao U, cada g € G age como uma transformagao linear
em U, assim, U se torna um RG-mddulo com a sua acao linear de G. Agora, dado um
RG-médulo U, esse possui uma acao linear de GG e podemos construir uma representacao
linear para GG da seguinte forma: para cada g € G associamos uma transformacao linear
py € GL(U) definida por py(u) = gu Yu € U, dai, pomos p(g) = p,, logo a agao linear de
G em U fornece uma representagao linear p de G.

Posto isso, vemos que lidar com modulos de representacao para G é a mesma coisa
que lidar com RG-moédulos e vice-versa. Isso tem uma grande vantagem ja que pode-
mos utilizar a teoria de modulos para anéis com unidade para entender os modulos de
representacao para G.

Dado um RG-moédulo U e W C U um R-submoédulo, dizemos que W é um RG-
submodulo de U se W ¢ invariante pela acao de G, isso é, se gu € W Vg € G, e Vu € W.

Definicao 2.2.1. Sejam U e W dois RG-maodulos e ¢ : U — W um R-homomorfismo.
Dizemos que ¢ é um RG-homomorfismo se ¢(gu) = gp(u) Vg € G eVu € U. No caso em



2.2. RG-MODULOS E REPRESENTACOES 13

que ¢ também € uma bijecdo, dizemos que ¢ € um isomorfismo de RG-mddulos. Como

de costume, denotamos por ker ¢ o nicleo do homomorfismo ¢. Claramente, esse é um

RG-submddulo de U.

Exemplo 2.2.1. Considere o mapa
¢: RG— R

dado por

o(S ) -3
geG geG

Seque da definicao da multiplicacao em RG que ¢ é um homomorfismo de anéis. Deno-

taremos por Ig o nicleo do homomorfismo ¢, esse € amplamente conhecido como ideal de

aumentacao de RG. Observe que Z)\gg € Ig se, e somente se, \y = — Z)\g, e disso

9€G g#1
seque que {g — 1;1 # g € G} € uma R-base para Ig. Quando G € ciclico e gerado por g,

I € gerado por (g — 1) como ideal de RG.

Ao longo do texto, I sempre denotara o ideal de aumentagao de RG. No contexto o

anel R estard evidente e nao haverd risco de confusao.

Definicao 2.2.2. Dizemos que um RG-mdodulo U € indecomponivel se esse nao possui
RG-somando direto diferente de U e do mddulo nulo. Dizemos que a representacao p €

indecomponivel se o RG-mddulo associado é indecomponivel.

Quando um RG-médulo U finitamente gerado possui uma decomposicao em soma

direta de RG-submédulos indecomponiveis, digamos
U=W,eWyd..6 W,

onde cada W, é indecomponivel, a representacao p associada a U se escreve como uma

soma das restri¢oes indecomponiveis plw,, i =1, ..., s.

Definicao 2.2.3. Seja U um RG-modulo. Dizemos que U é simples se os unicos RG-

submddulos de U sao o modulo nulo e ele proprio.

Teorema 2.2.1 ([8], Proposicao 6.2.1, pag.98). Seja K um corpo com caracteristica p > 0

e G um p-grupo finito, entao o mdodulo trivial é o unico KG-mddulo simples.

Demonstracao. Seja S um KG-modulo simples e seja x # 0 um gerador de S. Considere

o grupo abeliano aditivo H que é gerado pelos elementos gx, com g € G. Como S é um
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K-espaco vetorial, p age como 0 em H, de modo que os elementos de H possuem ordem
p e, assim, H é um p-grupo abeliano finito. Observe que H possui uma agao de G' que é
herdada da acao de G em S, ja que H é gerado pelo conjunto {gz;g € G}. Sendo G um
p-grupo, o estabilizador em G de cada elemento h € H possui ordem igual a uma poténcia
de p. Como a érbita de 0 € H tem tamanho 1, deve existir outro elemento possuindo
érbita com tamanho 1, pois caso contrario teriamos |H| = 14 pk o que é uma contradigao.
Entao, seja y # 0 um elemento cuja a orbita tem tamanho 1. Como S é simples, temos

S = (y)ke = K o médulo trivial. O
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2.3 O Lema de Nakayama

Seja R um anel comutativo com unidade. A interse¢ao de todos os ideais maximais de
R é um ideal, denominado o ideal de Jacobson de R e denotado por J(R). Quando o anel
que estivermos trabalhando estiver claro no contexto, denotaremos J(R) simplesmente
por J. O ideal de Jacobson de um anel comutativo R pode ser caracterizado de outras
maneiras, utilizaremos duas caracterizagoes que serao uteis para o desenvolvimento do
trabalho. Como veremos, o ideal de Jacobson fornece uma ferramenta essencial na teoria

dos R-modulos finitamente gerados que é conhecida como o Lema de Nakayama.

Teorema 2.3.1. Seja R um anel comutativo com unidade e J o ideal de Jacobson de R,

entao o ideal de Jacobson pode ser caracterizado das sequintes formas
1. J={z € R;2U =0, para todo R-mddulo simples U}.
2. J={x € Ryzy — 1 é invertivel Vy € R}.

Demonstracao. Primeiramente observe que se U é um modulo simples e u é um elemento
nao nulo de U, entdao U = (u)g. Assim, o homomorfismo definido por ¢(x) = zu é um
homomorfismo sobrejetivo e, dai, U ~ R/ker(¢). Como U ¢ simples, segue que ker(¢) é
um ideal maximal de R.

Posto isso, dado x € R tal que x pertence a todo ideal maximal de R, temos ne-
cessariamente que x anula todo R-mdédulo simples. Reciprocamente, dado x € R que
anula todo R-mdédulo simples, temos que x age como 0 em R/I para todo ideal maximal
I C R o que significa que x pertence a todos ideais maximais de R, assim, o Item 1 é uma
caracterizagao de J.

Dado x € J, suponha que para algum y € R tenhamos zy — 1 nao invertivel. Sendo R
comutativo com unidade, deve existir um ideal maximal I contendo zy—1, comox € J C [
devemos ter zy € I, logo 1 € I e concluimos que I = R, contradicao. Reciprocamente,
se xy — 1 é invertivel para todo y € R e existe um ideal maximal I tal que = ¢ I, entdo
escolha z ¢ I. Dai, temos R/I = (z+1)g, pois z+1 é invertivel em R/I, sendo I maximal
ele também ¢é um ideal primo, logo xz ¢ I e temos que R/I = (z+1)gr = (xz+1)R. Assim,
deve existir y € R satisfazendo y(zz+ I) = z + I e obtemos que (yz — 1)z € I. Como I é
primo e z ¢ I, devemos ter o elemento invertivel zy — 1 pertencente a I, e obtemos uma
contradicao com o fato de I ser maximal. Portanto, o Item 2 é outra caracterizagao do
ideal de Jacobson de R.

m

Seja U um R-moédulo. Denote por U a soma direta de r copias de U, também
denote o homomorfismo identidade de U por idy. Seja ¢ € Endg(U), convencionando

que ¢° = idy, denote por R[¢] o anel em que seus elementos sao combinagoes lineares do
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tipo
asd® + as_10° 1 + ... + agidy, aj € R,j=0,1,...s.

Claramente R[¢] é um anel comutativo com unidade.

Teorema 2.3.2 ([1], Proposicao 2.4, pag.21). Seja U um R-mddulo finitamente gerado e
¢ € Endr(U). Suponha que exista um ideal a C R tal que ¢(U) C aU, entao ¢ satisfaz

uma equacao do tipo
O+ a1 tag = 0,a; €a,7=0,1...,r — 1.

Demonstragao. Seja {vy,...,v,} um conjunto gerador de U, entao

I8
olvi) =D ayvj,a; € a,ij =1,

j=1

Reescrevendo a ultima equagao, obtemos

r

E ((SU¢ — aijidU)vj = O,
j=1
onde d;; ¢ 1 se ¢ = j e §;; = 0 caso contrario. Essa equacao pode ser interpretada como a

seguinte equagao matricial
U1

(¢Iyr — A)

0,

Ur

onde as entradas da matriz A sdo a;;idy € R[¢] e Iyr é a matriz identidade r x r
com entradas em R [¢]. Agora, sendo R [¢] um anel comutativo, podemos aplicar o que
conhecemos sobre matrizes com entradas em um anel comutativo. Sendo adj(¢plyr — A)

a adjunta da matriz ¢l — A, sabemos que
ladj(plyr — A)] (pIyr — A) = det(pIyr — A)Iyr,
assim

U1 (%1

ladj(@lyr — A)] (pIyr — A) | | = det(plyr — A)Iyr | 2| =0,

e logo
det(¢plyr — A)v; =0,i=1,...,r.
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Desenvolvendo o determinante obtemos
¢ +a,d .. +ag=0¢€ Endr(U),a; €a,i=0,1,..r — 1.

]

Coroléario 2.3.1 ([1], Coroldrio 2.5, pdg.21). Seja U um R-mddulo finitamente gerado e
a C R um ideal. Suponha que U = aU, entao existe v € R tal que x —1 € a e 2U = 0.

Demonstracao. Aplicando o ultimo teorema ao homomorfismo identidade de U, obtemos
idy, + apidy; t + ..+ agidy = 0.

Escolhendo x =1+ a,_1 + ... + ag, temos que zU =0ex —1 € a. O

O préximo resultado é conhecido como o Lema de Nakayama.

Proposicgao 2.3.1 ([!], Proposigao 2.6, pag.21). Seja U um R-mddulo finitamente gerado

e suponha que J(R)U = U, entao U é o mddulo nulo.

Demonstragao. Pelo Corolario 2.3.1, existe x € R tal que x — 1 € J(R) e zU = 0.
Como x — 1 € J(R), = deve ser invertivel pelo Teorema 2.3.1, portanto, xU = 0 implica
U=0. ]

Corolario 2.3.2 ([1], Corolario 2.7, pdg.22). Seja U um R-mddulo finitamente gerado e

suponha que existe W C U um R-submdédulo satisfazendo U = W+ J(R)U, entao W = U.

Demonstracao. Primeiramente, observe que

J(R)(U/W) = {Z it + Wi N € J(R), u; € U} —{u+w+W;ue JRUweW}.
i=1

Como

W+ JR)U)/W ={u+w+W;ue J(R)U,we W},
obtemos da igualdade acima que
J(R)U/W) = (W + J(R)U)/W.

Por hipétese U = W + J(R)U, donde obtemos J(R)(U/W) = U/W. Sendo U finitamente
gerado, assim também o é U/W, e segue da Proposigao 2.3.1 que U/W = 0, donde
W ="U. m

Dado um R-médulo U e u € U, denote por @ a classe de u em U/J(R)U.
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Corolario 2.3.3. Seja U um R-modulo finitamente gerado e sejam uq, ..., U, geradores
de U/J(R)U. Entio U = (uy, ..., u)Rg.

Demonstra¢ao. Com efeito, como g, ..., u, geram U/J(R)U, dado u € U podemos escre-

ver 4 € U/J(R)U como combinagao linear dos elementos y, ..., @,, digamos
U= )\1111 + ...+ )\ram )\Z € R,Z = 1, 2, T

Assim,

U— My — ... — Mty =0,

consequentemente

u— Mug + ... + Mu, € J(R)U

e temos que u = A\ju; + ... + Au, +w, onde w € J(R)U. Logo,
U= <U1, sy UT>R + J(R)U

e segue do tltimo coroldrio que U = (uq, ..., u,) g. ]
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2.4 Anéis de valorizacao e o ideal de Jacobson de RG

Nessa secao definimos o conceito de anéis de valorizacao e fornecemos uma descricao
do ideal de Jacobson da &lgebra de grupos RG quando R é um anel de valorizacao discreta,

p € primo em R e G é um p-grupo abeliano finito.

Definicao 2.4.1. Seja K um corpo. Uma valorizagao discreta (aditiva) em K é um

homomorfismo de grupos sobrejetivo v : K* — 7, satisfazendo a condicdo
e v(a+0b) > min{v(a),v(b)}.

Em alguns casos é conveniente estender a valorizacao para o corpo K, fazemos isso
colocando v(0) = +o00. O conjunto R = {a € K : v(a) > 0} é um anel chamado o anel de

valorizacao de v, ou anel de valorizacao do corpo K se nao houver perigo de confusao.

Definicao 2.4.2. Se R é um dominio, dizemos que R € um anel de valorizagao discreta

se esse € um anel de valorizacao para seu corpo de fragoes.

Vejamos algumas consequéncias da valorizacao discreta em K sobre o seu anel de

valorizacao R. Primeiramente, observamos que sendo v um homomorfismo temos

o que fornece (1) = 0, logo 1 € R. Dado a € R invertivel, obtemos pela definigdo de R

e do fato que v é um homomorfismo,

v(ia) >0ev(a)=—-v(a) >0

fornecendo v(a) = 0. Por outro lado, se a € R é tal que v(a) = 0, entao
v(a™) = —-v(a)=0
e segue que a~! € R, portanto, o conjunto dos elementos invertiveis de R é o conjunto
R* ={a € R;v(a) = 0}.

Dessas observagoes segue que o conjunto m = {a € R : v(a) > 0} é um ideal de R. Como
a € R é invertivel se, e somente se, v(a) = 0, o ideal m é o tnico ideal maximal de R, de
modo que R é um dominio local comutativo com unidade.

Se a,b € R sao tais que v(a) = v(b), entdo

via) —v(b) =0
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o que implica v(ab™!) =0 e z = ab™! é invertivel em R, logo (a)r = (b)g. Como v é um
homomorfismo sobrejetivo, deve existir 7 € R tal que v(m) = 1 e, dai vem que se a € R

devemos ter v(a) = k = v(7*) e consequentemente
(a)r = (7")r.

Isso também mostra que dado um ideal a C R e a € a com a menor valorizagao possivel

(é possivel escolher pela boa ordenagao de Z ), digamos v(a) = k, devemos ter
(a) = (7" = {b€ R;v(b) > k} = q,

pois todo elemento de a deve ter valorizagao maior ou igual a k.
Posto isso, vemos que cada elemento de R é da forma 7n"a, onde a é invertivel em R.
Além disso, m = (7) e todo ideal de R é da forma m”*. Também observe que o tinico ideal

primo nao nulo de R é m, e dado a € K* temos v(a) = [ para algum [ € Z, assim,

e obtemos que ar ' =b € R elogo a = —, dai, segue que K ¢é o corpo de fragoes de R.
o

Exemplo 2.4.1. Seja p um niumero primo. Cada numero racional q # 0 pode ser escrito
r

de forma tinica como pF—, onde k € Z,s > 0, ptr, pt s e mde(r,s) = 1. Defina
s

vy : Q — Z por v(q) =k e v,(0) = +00, assim v, € uma valoriza¢do discreta em Q e o

seu anel de valorizagao € o anel Zy,) = {§ € Q;p 1 b}.

Uma cadeia ascendente de ideais em um anel R é uma sequéncia crescente de ideais

w<eyC...Ca, C ...

Dizemos que essa cadeia € estacionaria se existe m > 0 tal que
a,, = a; Vi > m.

Um anel é dito Noetheteriano se toda cadeia ascendente de ideais é estacionaria, o anel
dos inteiros é um exemplo de tal anel.

Dada uma cadeia de ideais primos no anel R

Po C p1 C ... C P,

o numero n ¢ chamado comprimento da cadeia. O supremo dos comprimentos das cadeias
de ideais primos de R é denominado a dimensao de Krull de R. Por exemplo, um corpo

tem dimensao de Krull zero e o anel dos inteiros Z tem dimensao de Krull igual a um.
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Como observamos anteriormente, um anel de valorizacao discreta possui dimensao de

Krull igual 1, e como esse possui uma tnica cadeia de ideais proprios

R é um anel Noetheriano. Temos visto que um anel de valorizacao discreta é um dominio
local Noetheriano de dimensao de Krull um, no qual o tnico ideal maximal é principal.
Como mostra o préximo teorema, essa é uma caracterizacao dos anéis de valorizacao

discreta.

Teorema 2.4.1 ([!], Proposicao 9.2, padg.94). Seja R um dominio Noetheriano local pos-

suindo dimensao de Krull igual a 1. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes
1. R é um anel de valorizacao discreta.
2. 0 ideal maximal m C R € principal.

Em algumas ocasioes é conveniente utilizar uma outra nocao de valorizacao: a nocao
de valorizacao discreta multiplicativa. A grande diferenca é que essa fornece uma métrica
no corpo K em que estd definida, assim, K se torna um espago métrico. Quando K
nao é um espago métrico completo com a topologia induzida pela métrica (fornecida
pela valoriza¢do multiplicativa), é possivel construir um novo corpo K que é completo e
contém K como subcorpo. O corpo K é denominado o completamento de K com respeito
a métrica induzida pela valorizacao multiplicativa, esse é o menor corpo no qual K é
completo com essa métrica. A norma de K é uma extensdo da norma de K e, assim, toda

sequéncia de Cauchy em K possui um limite em K.

Definicao 2.4.3. Uma valorizacao multiplicativa no corpo K € uma func¢ao
¢: K — [0,400) que salisfaz

1. ¢(a) =0«<a =0,
2. ¢(ab) = ¢(a)¢(b),
3. ¢la+b) < ¢(a) + H(b).

As trés condigoes fornecem que definindo d(a,b) = ¢(a — b), d se torna uma métrica.

A ltima condicao é conhecida como a desigualdade triangular.

Exemplo 2.4.2. Seja K um corpo e defina ¢ por ¢(a) = 0 se a =0 e ¢p(a) = 1 caso

contrdrio. Entdo ¢ € uma valorizacao multiplicativa.

Exemplo 2.4.3. Seja K um subcorpo dos nimeros complexos. Definindo ¢(a) = |al,

onde | | denota a norma usual em C, ¢ € uma valorizagdo multiplicativa.
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O exemplo mais comum de um completamento via uma valorizacao é quando tomamos
K = Q e ¢ para ser o valor absoluto (a norma usual em C), o completamento de Q obtido
¢ o conjunto dos nimeros reais .

Uma valorizagao multiplicativa ¢ que satisfaz ¢(a 4+ b) < max (¢(a), (b)) é chamada

valorizacao multiplicativa nao arquimediana. Se ¢ é nao arquimediana o conjunto
Ry ={a€ K:¢(a) <1}
¢ um anel denominado anel de valorizacao de ¢. Dado a € Ry invertivel em R, temos
0<¢la) <1,0<(g(a)) " <1,

assim, ¢(a) = 1. Por outro lado, dado a € R, com ¢(a) = 1, entao ¢(a™') = (¢(a)) ™' =1
e logo a™!t € R,. Dessas observagoes segue que m = {a € Ry; ¢(a) < 1} é o tnico ideal
maximal de Ry.

Quando o conjunto ¢(K*) é um grupo ciclico infinito, dizemos que ¢ é uma valorizagao
discreta multiplicativa, e nesse caso, podemos mostrar, com ideias analogas para o caso
de uma valorizacao aditiva, que m é principal e gerado pelo elemento m € R, tal que ¢(m)
gera o grupo ciclico ¢(K*). Também podemos mostrar que todo ideal préprio de R ¢é da
forma m*, k € N, assim, o tnico ideal primo nao nulo em R4 é m. Portanto, Rs é um
dominio local Noetheriano de dimensao de Krull igual a um no qual o ideal maximal é

principal, logo um anel de valorizacao discreta pelo Teorema 2.4.1.

Exemplo 2.4.4 (valorizagao p-ddica). Seja p um nimero primo e seja v, a valorizagdo
discreta definida no Exemplo 2.4.1. Defina

¢p 1 Q — [0, +00)
1 vp(a)
colocando ¢,(a) = | - sea # 0 e ¢,(0) = 0. Com essa defini¢ao, ¢, € uma
p
valorizacao multiplicativa em Q. FEssa valorizacao € conhecida como a valorizacao p-

1
ddica. Como vy(a +b) > min{v,(a),v,(b)} e 5 < 1, obtemos

L\ rath)  rq min{vp(a) vy ()}
@) =6)
p p

ou seja, ¢p(a+b) < mazr{v,(a),v,(b)} e ¢ € nao arquimediana. Além disso, ¢, € discreta,
jd que ¢,(Q*) € gerado por p~'. O anel de valoriza¢io de ¢, € a localizacao de Z em p,

1550 €, 0 anel Zy).

No ultimo exemplo o completamento obtido para Q utilizando a métrica induzida por

¢p ¢ conhecido como o conjunto dos nimeros p-adicos e denotado por Q,. E possivel
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mostrar (veja [1], Lema 4.1.2, pdg.74) que ¢, possui uma extensao ap para todo Q, e
que g/gp((@;) = ¢,(Q*), assim, g/b\p ¢ uma valorizacao discreta e denotamos o seu anel de
valorizacao por Z, que é conhecido como o anel dos inteiros p-ddicos. Como vimos, Z, é

um anel de valorizagao discreta e seu ideal maximal é pZ,, j& que ggp(p) = ¢p(p) = p*

gera ¢,(Q5) = ¢,(Q").

Teorema 2.4.2. Seja R um anel de valorizacao discreta com ideal mazimal gerado por
m € R. Suponha que U seja um R-modulo finitamente gerado e livre de torg¢ao, e seja

wy € U\mU, entao uy gera um somando direto de U.

Demonstragao. Mantendo a notagao do Corolario 2.3.3, como u; ¢ 7wU e U/wU ¢é um
espago vetorial sobre o corpo R/mR, deve existir uma base para U/nU contendo uy,

digamos {iy, ..., 4, }. Pelo Corolario 2.3.3, U = (uy, ..., u,). Agora, observe que se
AU+ Xous + ...+ \u, =0= X\, € R
pois caso contrario, teriamos
Aty + Agtig + ... + Aty = 0

com algum \; ¢ TR e isso contraria a hipdtese dos elementos 1y, ..., U,, formarem uma
base para o R/mR-espago vetorial U/nU. Assim, \; = m%a;, onde a; é invertivel e s; > 0.

Seja s = min{sy, ..., s, }, entdo podemos escrever
(' faguy + ...+ T Pa,u,) = 0.

ja que U ¢ livre de torcao, devemos ter

Sn

™' Fau + ...+ 7T Pa,u, =0,

e logo vamos obter uma contradi¢ado com o fato de {uy, ..., 4, } ser uma base para U/7U.
Portanto, {us, ..., u,} é um conjunto linearmente independente e gera U, logo uma R-base

para U. Dai, u; gera um somando direto de U. O

Terminamos essa se¢ao com um teorema conhecido que diz respeito ao ideal de Jacob-
son da algebra de grupo RG quando G é um p-grupo abeliano finito e p é primo no anel

de valorizacao discreta R. Recordamos que I5 denota o ideal de aumentacao de RG.

Teorema 2.4.3. Seja G um p-grupo abeliano finito e R um anel de valorizagao discreta

com ideal mazximal pR. O ideal de Jacobson de RG €

J(RG) = pRG + I¢.
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Demonstracao. De fato, se U é um RG-modulo, entao pU também o é. Assim, se U é
simples, devemos ter pU = 0 ou pU = U, mas a segunda opcao somente ocorre quando
U = 0, pelo Proposigao 2.3.1. Posto isso, vemos que U deve ser um R/pR-espago vetorial.
O Teorema 2.2.1 garante que G age trivialmente em U, logo, pRG e I5 anulam todo

RG-modulo simples. Por outro lado,
RG - <1RG>R EB IG

como R-mddulos, pois, como vimos na se¢ao 2, o conjunto {g — 1;1 # g € G} é uma
R-base para I, além disso, como 1 ¢ I devemos ter (1rg)r @ I como R-médulos, mas
como podemos obter os elementos de G como combinagao linear de 1 e dos elementos de

{9 —1;1+# g € G} C Ig, temos essa decomposicao de RG. Assim,
RG/(pRG + I¢) = (1+ (pRG + I¢))r ~ R/pR.

Dai, concluimos que pRG + I é um ideal maximal de RG. Como o Teorema 2.3.1 fornece
que pRG + I C J(RG), pela definigao de J(RG), temos

J(RG) = pRG + I¢.
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2.5 Decompondo o anel de grupo RG

Seja R um anel comutativo com unidade e G' um grupo abeliano finito. Dois elementos
a,b € RG sao chamados ortogonais se ab = 0. Um elemento e € RG ¢ dito idempotente
se e2 = e. O idempotente e é chamado de primitivo se ele nao se escreve como uma soma
de dois idempotentes ortogonais, o que equivale a dizer que RGe nao se escreve como uma

soma direta de ideais de RG nao nulos.

Teorema 2.5.1 ([3], Proposigao 3.6.1, pdg.46 ). Seja R um anel comutativo com unidade e

G um grupo abeliano finito. Cada decomposi¢ao de RG em soma direta de ideais bilaterais
RG=ANSAD..DA,
corresponde a uma decomposi¢ao da identidade de RG
l=e+e+..+e,

como soma de idempotentes ortogonais e vice-versa. Por essa correspondéncia, A; = RGe;
e se cada N\; € indecomponivel, entao e; € primitivo e esses sao 0s unicos idempotentes

primitivos centrais de RG.

Demonstracao. Se RG possui uma decomposicao do tipo RG = A1 @ Ay ® ... & A,, onde

cada A; é um ideal de RG, entao existem e; € A;, ¢ = 1,...,r tais que
l=e;+e+..+e,.

Sendo A; um ideal de RG, obtemos que e;e; € A; N A;. Como A; N A; =0 se i # j, por
consequeéncia temos e;e; = 0 quando ¢ # 7.

Agora, observe que

ei=el=ecfles+es+..+e)=e>+ Zeiej
i

e obtemos e; = €2, assim, os elementos ey, ..., e,, sao idempotentes e ortogonais. Dado
A € A;, temos

)\i = )\11 = )\i<€1 +e9+ ...+ er) = )\iei,

onde a ultima igualdade foi obtida da decomposicao de RG como soma direta dos A;.
Dessa maneira, A; = RGe;.

Reciprocamente, dada uma decomposicao da unidade de RG

l=e14+e+...4¢€,
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como soma de idempotentes ortogonais, temos para cada A € R

A=Al= e +ex+..+e) € RGey + RGey + ... + RGe,

e segue que RG = RGe; + RGes + ... + RGe,. Agora, se \; € RGe; N (Z RGej> , entao
i#j
A = e\ =0, ja que e; age como 0 em Z RGe;. Assim,
i#]

RG = RGey & RGey @ ... ® RGe,.

Se cada RGe; é indecomponivel como anel, entao e;,¢ = 1,2,...,r, é primitivo, pois
caso contrario teriamos

/ 1
e, =e;te¢;

onde € e e/ sao idempotentes ortogonais, o que implicaria em RGe; = RGe, ® RGe!. E
de modo analogo vemos que e; primitivo implica RGe; indecomponivel como anel.
Por outro lado, se existem outros idempotentes primitivos que sao ortogonais, digamos

fi,.--, fs, e que satisfazem
l=e1+..+e.=fi+...+ [

entao para cada i = 1,...,r temos

s
€, = eil = €; E fj'
Jj=1

Sendo e; primitivo, devemos ter e; = e; f; para um tnico indice j € {1,2, ..., s}, pois e, f;

é idempotente e ortogonal a e; f, se [ # k . Para esse indice j, temos

r

fi=Ht=1 e
i=1
e pelo mesmo argumento anterior obtemos f; = f;ex para algum indice k € {1,2,..., s}.
Como ja obtemos e; f; # 0, devemos ter f; = e;f; e logo f; = e;. Note que se ¢ # j, entao
e; € e; nao podem cumprir e; = fi e e; = fi, uma vez que e; e e; sao ortogonais, portanto
r < s. De forma analoga obtemos s < r, donde r = s.

]

Agora, considerando o anel dos inteiros p-adicos Z, e seu corpo de fracoes @Q,, vamos
fornecer uma descri¢ao dos idempotentes primitivos da édlgebra de grupo Q,[C, x C,].
Vamos utilizar esses idempotentes em uma correspondéncia devida a Butler para a cons-

trucao de um Z,[C, x C,]-mddulo conveniente.
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Ao longo dessa se¢ao, G denotard o grupo C, x C, e p > 0 um nimero primo. Ob-
serve que sendo GG um grupo abeliano seus subgrupos sao normais, assim, se H e H' sao
subgrupos de G com ordem p satisfazendo H N H' = {15}, entdo HH' é um subgrupo de
G possuindo ordem p? e, dai, G ¢é o produto direto dos subgrupos H e H' que sao ciclicos.
Também note que se G = (g) X (h) os subgrupos préprios de G sdo exatamente os p + 2

subgrupos a seguir

<1G>aH1 = <g>7H2 = <h>aH2+j = <gh]>>] = 17 P 1.

Isso segue de observar que se 1 < i # j < p — 1 nao podemos ter gh = (gh?)* para
nenhum k € Z, pois caso contrario k — 1 € pZ e consequentemente h' = h’, resultando
em ¢ — j € pZ o que Nao ocorre.

Vamos denotar por I/-L a soma de todos elementos do subgrupo H; e por G a soma de

todos elementos de GG. Para cada subgrupo H; defina o seguinte elemento de Q,G

Observe que

1
P
L g 2 2
= —(p’H; = 2p°G +p°G) = ¢,
p—1
assim, e; é idempotente. Além disso, quando i # j temos G = U thj, onde (h;) = H,,
k=1

e a uniao é disjunta. Dal,

1 ~
e temos e; ortogonal a e; se ¢ # j. Definindo ¢y = — G, uma conta simples mostra que eg
p

¢ idempotente e ortogonal a e; para cada i =1,2,....,p + 1. Também temos

p+1

1 — A A~ ~
E €; :E [p<H1+H2++Hp+1> —pG] =1.
1=0
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Segue do Teorema 2.5.1 que essa decomposicao da unidade fornece a decomposicao
QPG = QpGeO D QpGel D...D @PGGP‘H’

Observagao 2.5.1. Observe que se g € H;, temos ge; = e; e logo Q,Ge; é um Q,|G/H,]-
mddulo. Também note que se g € G\H;, temos (1+ g+ ¢g*>+ ... + gpfl)l/-ji = @, logo

1 ~ ~
(1+g+..+g" De; = = (p(l g4+ HH, - (1+g+..+ gp_l)G> =0.

Dai, g ¢ H; implica em
A+g+g+ .. +¢ e=0

e caso contrario ge; = e;.

Nosso objetivo é mostrar que Q,Ge; ¢ um Q,G-médulo simples para cadai = 1,2, ..., p+

1. Para tanto, vamos precisar de alguns resultados.

Proposicao 2.5.1. Seja g ¢ H;, entdo os elementos e;, ge;, ..., g°2e; formam uma base

para Q,Ge; sobre Q.

Demonstracao. Seja g ¢ H;, como G é o produto direto de H; com o subgrupo gerado por

g, € H; age trivialmente em Q,Ge;, todo elemento de Q,Ge; pode ser escrito da forma
(ag +arg+ ... + ap_2g" > +a, 16" Ves,a; € Q,.
Pela Observacgao 2.5.1 temos
P lei =14+ ¢+ ...+ ¢" e,

assim, apenas os elementos e;, ge;, ..., g~ 2e; sdo necessarios para gerar Q,Ge;. Por outro
lado,

1/ ~ -
(ap +arg+ ... + ap_ggp_2)ei =(ag+a19+ ... + ap_ggp_Q)— <pHi — G) =

p?
1 -2\ 13 ~
= E <p(a0 +aig+ ... +a, 29" )H; — (ap + a1 + ... + ap,z)G) .
Como
é\ = ]/'\Iz + g]TIZ + ...+ gp_ll/:?i,
obtemos
1 ~

5 (p(CLO + a1 g 4+ ...+ ap,ggpﬁ)f[i — (ao + aq + ...+ CLp,2>G> =

p
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1 A N | = .
:E pag—Zaj HZ—FE pal—Zaj ng—i—
§=0

J=0

1 r2 1 22
+}; (Papz - Z aj) 9" *H; — <]¥ Z%) 9" ' H;.
=0 =0

Assim,
(ap +arg+ ... + ap 29" %)e; =0 &
p—2
pa; = Zaj 1=0,1,....,p—2
& bo U0
Zaj =0
§=0
p—1
donde, a; = 0,7 =0,1,...,p — 2, pois G = U g"H; é uma base para Q,G e essa uniao ¢é
k=1

disjunta. Por consequéncia, os elementos e;, ge;, ..., g°2e;, sao linearmente independentes
sobre Q,, como eles geram Q,Ge;, segue que o conjunto {e;, ge;, ..., gP"%¢;} é uma Q,-base
para Q,Ge;. O

Observacao 2.5.2. Considere o grupo ciclico C, e seja g € C, um gerador desse grupo.

Podemos definir um homomorfismo de dlgebras ¢ entre a dlgebra de polinomios Q,x] e
Q,C, colocando
olag + a1z + ... + apa™) = ag + a19 + ... + a,g".

Como ¢ € sobrejetiva temos Q,C,, ~ Q,[x]/ ker ¢. Agora, observe que
(xP — 1) C ker ¢.

Por outro lado, se f ¢ (z¥ — 1), entdo existem unicos polinomios q e r em Q,[z] tais que
f=qx?—=1)4+r, onder #0 e o grau de r é menor do que p. Assim, ¢(f) = ¢(r) # 0,
jd que os elementos 1,g,...,g*~" formam uma base para Q,C,, logo kerp = (x? — 1) e

QpCp =~ Qplz]/ (2P — 1).

Denote por fy o polinomio 27! +2P~2 + ..+ x4+ 1 € Z,[z].

Proposicao 2.5.2. O polinémio fy € irredutivel em Z,[x] e consequentemente também

irredutivel em Q,x].

Demonstracao. Como Z, ¢ um dominio de fatoragao tnica e p é primo em Z,, podemos
aplicar o critério de Eisenstein (veja [11], Teorema 3.2.8, pdg.80) ao polindémio fo(z + 1)

para obter que fo(x + 1) é irredutivel em Z,[z]. Ora, fy(z) ¢é irredutivel se, e somente se,
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fo(z +1) o é. Observe que

+1)P -1
1) = (x + 1) W2 h 4 (po1) 1o BV
fole+ D) =(x4+ 1P+ x4+ 1)+ . . +(x-1)+ 1)1
a4+ D)ar 4+ L+ (P +1-1
) L") :x”_1+(p>x7’_2+...+< b )x+p7
T 1 p—2
|

onde (f) = ﬁ Uma vez que p|(f) quando 0 < i < p e p*{ p, temos que fo(z+1) é

irredutivel pelo critério de Eisenstein. Como fy é primitivo e irredutivel em Z,[x], segue

do Lema de Gauss (ver [L1] Lema 2.3.6, pdg.60) que fy é irredutivel em Q,[z]. O

Uma consequéncia imediata da proposicao anterior é que o ideal gerado por fy é
maximal em Q,[x]. Além disso, fy é um fator de z* — 1, e dai vem que (fp)/(z? — 1) é um
ideal de Q,[z]/(x? — 1). Como vimos na Observacao 2.5.2, Q,C, ~ Q,[z]/(x? — 1) como
Q,-algebras, assim, (fy)/(z?—1) é um Q,C,-mddulo. Agora, o quociente de Q,[x]/(z?—1)
pelo Q,C,-submddulo gerado pela classe de fy é isomorfo ao quociente Q,[z]/(fy) que é
um corpo. Denote por g um gerador de C,. Como g age em Q,[x]/(fy) como uma
multiplicagao pela classe de z, qualquer Q,C,-submédulo de Q,[z]/(fo) ¢ um ideal do
mesmo, portanto, Q,[z]/(fo) é um Q,C,-médulo simples. Também observe que como o
graude fo é p—1, a dimensao de Q,[z]/(fy) sobre Q, deve ser p—1. Com essas observagoes

temos o seguinte resultado:

Proposigao 2.5.3. Q,[z]|/(fy) € um Q,C,-mddulo simples.

Fixado i € {1,2,...,p + 1}, temos visto que podemos tratar Q,[z]/(fo) como um
Q,|G/H;]-médulo em que um gerador g de G/H; age como uma multiplicagao pela classe

do = em Q,[x]/(fo). Posto isso, temos o seguinte resultado:
Teorema 2.5.2. Fizado i € {1,2,...,p + 1}, os Q,[G/H;]-mddulos Q,Ge; e Q,|x]/(fo)
sao isomorfos .

Demonstragdo. Seja h € Q,[z] e denote por h = ag + a1 % + ... + a,_177~% a sua classe em
Qplz]/(fo)- Seja g € G\H,; e defina ¢ : Q,[z]/(fo) — Q,Ge; por

Plag + arT + ... + ap, 27" ?) = (a9 + a1g + ... + a,_26" ?)e;.

Sendo {1,z,...,zP%} uma Q,-base para Q,[z]/(fo), ¢ estd bem definida. Como vi-
mos na Proposigao 2.5.1, o conjunto {e;, ge;, ..., g" %e;} é uma base para Q,Ge;, assim,
¢ é um isomorfismo de Q,-espagos vetoriais. Agora, ¢(1) = e;,d(z) = ge;, d(T?) =
g*ei, ..., p(7P7?) = g ?¢;. Dal, como g age em Q,[z]/(fo) por uma multiplicacio pela
classe de z, obtemos Vk € {0,1,...,p — 2}, e Vi € {1, ..., p},

o9’ (") = o(3'7") = p(3'*") =
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=g’ ei = g (g"e:) = ¢ ().
Assim, ¢ é um Q,[G/H;]-isomorfismo, mas sendo G = H; X (g), ¢ também ¢ um Q,G-

isomorfismo. 0
Corolario 2.5.1. Q,Ge; € um Q,G-mddulo simples para cada i € {1,...,p+ 1}.

Demonstragao. Com efeito, a Proposicao 2.5.3 garante que Q,[z]/(fo) é¢ um Q,G-médulo

simples. Pelo tltimo teorema temos Q,Ge; =~ Q,[z]/(fo)- O

Observagao 2.5.3. Note que tratando Q,[z]/(fo) como uma Q,-dlgebra a aplica¢io ¢
definida no teorema anterior é um homomorfismo de Q,-dlgebras. Mas sendo ¢ uma

bijecao, ¢ € um isomorfismo de Q,-dlgebras.

Corolario 2.5.2. Os idempotentes e, ..., ep41 SG0 tdempotentes primitivos ortogonais da

dlgebra de grupo Q,G.

Demonstracao. De fato, ja vimos que eles sao ortogonais. Como que Q,Gey >~ Q,,, temos
ep primitivo. Utilizando o Corolério 2.5.1 obtemos que Q,Ge; ¢é simples para cada i €

{1,...,p+ 1}, portanto, indecomponivel. O

Vamos terminar a secao mostrando que o dominio Z,Ge; C Q,Ge; é um anel de
valorizacao discreta com ideal maximal JZ,Ge;, onde J denota o ideal de Jacobson de
Z,G. Esse fato serd de grande utilidade para o desenvolvimento do trabalho.

Comecamos observando que Z,[z]/(fy) é uma Z,-dlgebra que é isomorfa a Z,Ge;,i =
1,...,p+1. Mostramos isso da mesma forma que fizemos no Teorema 2.5.2 e na Observagao
2.5.3, pois os coeficientes lideres dos polinomios fy e 2”7 — 1 sao invertiveis em Z,, desse
modo podemos realizar divisao por eles em Z,|x].

Sendo Z, Noetheriano de dimensao de Krull igual a um, o anel Z,[z] é Noetheriano
com dimensao de Krull igual a 2 (veja [3], Teorema 15.4, pdg.117 ). Assim, se p C Z,[z]
¢ um ideal primo nao nulo, entdo o dominio Noetheriano Z,|x]/p tem dimensao de Krull
igual a 1, pois cada ideal primo nao nulo de Z,[z]|/p é da forma p’/p, onde p’ é um ideal
primo de Z,[z] que contém p. Dali, concluimos que Z,Ge; é um dominio Noetheriano de
dimensa@o de Krull igual a 1, ja que Z,Ge; ~ Z,[x]/(fo) e o ideal (fy) C Z,[x] é primo.

Denote por J o ideal de Jacobson de Z,G. Pelo Teorema 2.4.3, temos

J = pZ,G + Ig.

Teorema 2.5.3. Os anéis Z,Ge; sao de valorizacao discreta para cada

i=0,1,...,p+ 1, e com ideal mazimal J (Z,Ge;).

Demonstragao. Primeiramente observe que e; é a identidade de Z,Ge;. Para ¢ = 0 nao

temos nada para fazer, ja que Z,Gey ~ Z,. Quando ¢ > 0 e g ¢ H; temos

pei=p—1—g—g°—..—g" Ve,
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pois, pela Observacao 2.5.1
(14+g+g*+...+g" He; =0.

Como
p—-1-g—¢"—. =" H=01-9)+1-¢)+...+(1—-g¢""),

pela definicao de I, temos (p —1— g — ¢* — ... — g?" ') € I. Dai, pe; € 1(Z,Ge;.
Sendo Iig) = (g — 1)z,(4), temos pe; € (g — 1)Z,Ge;. Como G = H; x (g) e H; age

trivialmente em Z,Ge;, obtemos
J(Z,Ge;) = (PZpG + 1q)ZyGe; = (pZy(g) + 11g)) ZpGe; = 11 ZpGle;,

onde a ultima igualdade foi obtida do fato de que pe; € I(pZ,Ge;. Com isso, temos
J(Z,Ge;) = (g — 1)e;Z,Ge; e J (Z,Ge;) é um ideal principal de Z,Ge; .

Agora, se A € J e N € Z,G, entao AN'e; — e; = (AN — 1)e;, mas, pela definigao de J,
AN —1 é invertivel. Logo, (AN — 1)e; é invertivel em Z,Ge;, consequentemente Ae; esta
no ideal de Jacobson de Z,Ge,;.

Ora, Z,Ge;/JZ,Ge; é um F,-espaco vetorial gerado pela classe de e;, pois G age
trivialmente nesse quociente e pe; € J (Z,Ge;). Entao, temos que Z,Ge;/J (Z,Ge;) ~ T,
e J (Z,Ge;) ¢ maximal, disso segue que J (Z,Ge;) ¢ o ideal de Jacobson de Z,Ge;.

Concluimos que Z,Ge; é um dominio Noetheriano local possuindo dimensao de Krull
igual a 1 no qual o ideal maximal é principal, entao, pelo Teorema 2.4.1, Z,Ge; é um anel

de valorizagao discreta. O
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Capitulo 3
RG-moddulos de permutacao

Nesse capitulo apresentamos a noc¢ao de RG-moddulos de permutagao e alguns resul-
tados importantes relacionados com eles. Quando G é um p-grupo finito e R = Z,, dois
dos principais resultados indicam uma maneira de decidir quando um Z,G-mdédulo ¢ de

permutacao.

3.1 Mobdulos de permutacao

Seja U um RG-moédulo. Dizemos que U é um RG-reticulado ou simplesmente reticu-
lado, se U é R-livre e finitamente gerado. Dizemos que U é um RG-moddulo de permutagao

se U é um RG-reticulado que possui uma R-base que é preservada pela acao de G.

Exemplo 3.1.1. Seja G = S,, o grupo simétrico e U um R-mddulo com R-base {uy, ug, ..., u,}.
Defina ou; = us@y, e estenda para todo U a agao de forma linear, desse modo, U € um

RS,,-mddulo de permutacao.

Exemplo 3.1.2. Considere o anel de grupo RG. Esse é um mddulo de permutacdo para

RG, jd que {g; g9 € G} € uma R-base preservada por G.

Exemplo 3.1.3. O RGmodulo trivial R, € um RG-mddulo de permutacao, jd que g-1 =
1Vg € G.

Exemplo 3.1.4. Seja p > 0 um nimero primo. Seja R =7, e G = (g) o grupo ciclico
de ordem p. Considere o ideal de aumentagao g de Z,G. Como Ig = (9 — 1)z,a,

1+g+g*+ ...+ gt age como uma multiplicacao por 0 em Ig, uma vez que
(g-DA+g+g"+..+g")=1-g"=0.

Desse modo, nao se pode ter uma base para Ig preservada pela acao de G, pois caso

tivesse, a soma de todos os elementos dessa base, digamos u € Ig, seria um ponto fixo de
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G. Como (1+g+¢*+...+ g )u = pu =0, pela escolha de u, obtemos uma contradicao.

Assim, Ig nao é um Z,G-médulo de permutagao.

Um G-conjunto é um conjunto 2 nao vazio com uma acao de G. Em geral, um
RG-modulo de permutacao é especificado por um G-conjunto. De fato, considere o R-
médulo livre RS2 com base ). Sendo 2 um G-conjunto, entao RS2 é um RG modulo de
permutacao. Por outro lado, um moédulo de permutacao U possui uma base B que é um
G-conjunto e, claro, temos U = RB.

Seja G um grupo abeliano e 2 um G-conjunto. Para cada x € Q) denote por O(x) a

6rbita de . Como €2 se decompde em uma uniao disjunta de érbitas, digamos
T
Q= JO(x:)
i=1

dai, devemos ter RQ) = RO(x)®...® RO(x,). Denote por H; o estabilizador de z;, entao
O(x;) é um G/ H;-conjunto e, desse modo, RO(z;) é um R[G/H;]-mddulo de permutagao.
Sejam 1, gy, ..., g, representantes distintos das classes laterais de H; em G, entao o conjunto
{1,41,...,gs} é uma base para R[G/H;]. Como O(x) = {z,g17, g2, ..., g5}, segue que
definindo

¢ : R|G/H;] — RO(x)

por ¢(1) = z,¢(g;) = g;x,i = 1,...,s, obtemos um isomorfismo de RG-mddulos. Com

essas observagoes acabamos de provar o seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Seja G um grupo abeliano e R um anel comutativo com unidade. Supo-

nha que U € um RG-mddulo de permutacao, entao U possui uma decomposicdo em soma

direta de RG-mddulos do tipo R|G/H].
Observagao 3.1.1. O dltimo teorema também € vdlido quando G ndo € abeliano.

Embora um RG-médulo de permutacao U possua uma decomposicao em soma direta
de RG-moédulos de permutacao, pode acontecer que esse tenha uma decomposicao em
soma direta de RG-modulos que nao sao de permutacgao, por exemplo, quando G =
Cp, x Cp, Q,G ¢ uma soma direta dos médulos Q,Ge;, 7 = 0,1,...,p + 1, e apenas Q,Gey
¢ um Q,G-mddulo de permutacao. Mas quando G ¢ um p-grupo, nao necessariamente
abeliano, e R é um anel de valorizacao discreta completo no qual p é primo ou um corpo
de caracteristica p, entao os somandos de um RG-moédulo de permutacao sao sempre

RG-médulos de permutacao como afirma o préximo teorema.

Teorema 3.1.2 ([2], Teorema 7.1, p4g.433). Seja R um corpo de caracteristica p > 0 ou
um anel de valorizacao discreta completo em que p € primo. Suponha que G € um p-grupo

e que U € um RG-maodulo com uma decomposicao

U:Ul@@Us
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entdio U ¢ um RG- maodulo de permutacao se, e somente se, cada U;,i =1,...,5, 0 €.

3.2 Caracterizando os médulos de permutacao

Em geral, decidir quando um RG-reticulado é de permutagao nao é uma tarefa simples,
e 0s mesmos possuem aplicacoes importantes na teoria das representagoes de grupos.
Desse modo, é conveniente encontrar formas de decidir quando um RG-reticulado é de
permutacao. O primeiro resultado que apresentamos nessa dire¢ao é para o caso no qual
R =7, e G ¢ ciclico de ordem p. Para tanto, precisamos de um resultado fundamental

sobre a classificagao dos Z,C)-reticulados indecomponiveis.

Lema 3.2.1 ([9], Teorema 2.6, pag.79). Os tnicos Z,C,-reticulados indecomponiveis (a

menos de isomorfismos) sao Zy,, Z,C, e Ic, .

Observacao 3.2.1. Seja g um gerador de C,, e denote Z,C, por U. Como U possui um

elemento u tal que o conjunto {u, gu, g*u, ..., g9* " *u} € uma Zy-base para U, o conjunto

{u, (9 —Du,(¢* —u), ..., (¢" ' — 1)u}

também € uma Z,-base para U. Observe que o conjunto

{(g—Du, (¢* =), ... (" = Du} C Ie,U

¢ uma Zy-base para Ic,U. Assim, se i denota a classe de u no quociente U/Ic,U, temos
que @ gera U/Ic,U como Z,-mddulo. Jd que {u,(g—1)u, (¢*> —u), ..., (¢ ' = 1)u} € uma
Zy-base para U, temos que U/lc, U é Zy-livre e u forma uma base para esse modulo, ou

seja, U/Ic,U ~ Zy, é um reticulado.

Quando U = I¢,, como visto no Exemplo 3.1.4, o elemento (p—1—g—g*>—...—gP7 1) €
Z,C, age como uma multiplicacao por p em U, logo (p —1—g—g* — ... — g?" U = pU.
Agora,

p-1-g-g—~g =19 +1-¢)+..+(1-g¢"") €I,

assim, pU C Ic,U. Portanto, U/Ic,U nao é Zy-livre, uma vez que Z, ¢ um dominio de
ideais principais.

Para U = Zy, € imediato que U/Ic, ~ Zy, assim, U/I¢, é um reticulado.

Teorema 3.2.1 ([5], Lema 8, pag.5). Seja U um Z,C, reticulado, entio U é um Z,C,-

modulo de permutagdo se, e somente se, U/Ic,U é um reticulado.
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Demonstragao. A classificacao dos Z,C)-reticulados fornece que U é uma soma direta dos
modulos Zy, Z,C), e Ic,. Como vimos no Exemplo 3.1.4, o Z,C,-médulo I¢, nao ¢ de
permutacao. Logo, pelo Teorema 3.1.2, U é de permutacao se, e somente se, U nao possui
somando isomorfo a I¢, .

Por outro lado, pela Observagao 3.2.1, o inico Z,-reticulado U indecomponivel para o
qual U/I¢,U nao é um reticulado é o Z,C,-médulo I¢,. Assim, para um Z,C,-reticulado
U, U/I¢,U é um reticulado se, e somente se, U nao possui Z,C),-somando direto isomorfo
a Ig,. Portanto, um Z,C)-reticulado U é um Z,C,-moédulo de permutacao se, e somente
se, U/I¢,U é um reticulado. O

Seja G um p-grupo finito e I, o corpo residual de Z,. Dado N < G denote por U |n

o médulo U restrito aos escalares de Z,N e por
UN ={uecU,gu=uVge€ N},

Uy = U/IyU.

Um resultado importante na teoria das representacoes integrais, devido a Weiss é o

seguinte:

Teorema 3.2.2 ([0], Teorema 1, pag. 1). Seja U um Z,G-reticulado e suponha que N é

um subgrupo normal de G para o qual

o U |y éum Z,N-mddulo livre e

o UYN ¢ um Z,|G/N]-médulo de permutagao.
Entao U € um Z,G-mddulo de permutagao.

Como um Z,G-médulo de permutacao nao precisa ser Z,N-livre (o médulo trivial Z,
¢ de permutagao mas nao é Z,N-livre) o Teorema 3.2.2 nao é uma caracterizagdo dos
Z,G-mobdulos de permutagao. Quando N tem ordem p, temos a seguinte caracterizagao

dos Z,G-mdédulos de permutacao devida a MacQuarrie e Zalesskii.

Teorema 3.2.3 ([5], Teorema 2, pag.2). Seja U um Z,G-reticulado e N um subgrupo

normal de G com ordem p. Entao, U € um Z,G-mddulo de permutacao se, e somente se
1. UN e Uy sio Z,|G/N]-mddulos de permutacao e
2. (U/UN), € um Fp[G/N]-mddulo de permutagio.

Em [5], MacQuarrie e Zalesskii fornecem dois exemplos em que a Condicao 2 é verda-
deira e apenas um dos médulos UY e Uy é de permutagao, mas U nao é um Z,G-médulo
de permutacao. O objetivo do préximo capitulo é mostrar que, em geral, nao podemos

retirar a condigao 2 no teorema acima e concluir que U é um Z,G-mddulo de permutagao.
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Capitulo 4
A correspondéncia de Butler

Nesse capitulo vamos utilizar uma correspondéncia construida por Butler em [7] para
mostrar que em geral somente a Condigao 1 no Teorema 3.2.3 nao caracteriza os Z,G-
modulos de permutacgao. A correspondéncia de Butler vale para qualquer p-grupo abeliano
e anéis de coeficientes (que sao anéis de valorizagao discreta) mais gerais que Z,, mas
fornecemos na Sec¢ao 4.1 a construgao feita por Butler em [7] no caso especial em que
G = C, x (), e o anel de coeficientes é Z,. Na Secao 4.4 utilizamos a ferramenta construida
na Secao 4.1 para mostrar que, quando p = 2, UN e Uy serem de permutacao implica
U de permutacao, mas para p > 2 isso ja nao é vélido, fornecendo um exemplo de um
Z3|Csx C3]-médulo U em que UY e Uy sdo de permutacio, porém, U nao é um Zsz[Cs x Cs]-
modulo de permutacao. Vamos fixar algumas notagoes que serao usadas doravante: G
denotara o grupo C, x C, e F,, o corpo residual de Z,. Manteremos as notagoes da Secao
2.5 para os idempotentes ortogonais primitivos eg, ey, ..., e,4+1 de Q,G, e para os subgrupos
maximais H;,0 < i <p-+1de G. Também denotaremos por A o Z,G-médulo livre Z,G,
e para cada i € A,1o = {0,1,...,p+ 1}, A; denotard o Z,G-reticulado Z,Ge; e J o ideal
de Jacobson de Z,G.

4.1 Diagramas

Denote por V o conjunto de todos os F,G-mddulos finitamente gerados. Também

denote o produto cartesiano de p + 3 cépias de V por VP+3.

Definigao 4.1.1. Uma p + 3-upla (V; Vo, Vi, ..., V,u1) € VPP3 € um diagrama se sao

satisfeitas as sequintes condi¢oes
1.V, CV Vi Apia,
2. Fizado i € Apyo, temos V = Z Vi,

JFi

JEAp+2
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8. Para cada i € Ay existem r; > 0 e um epimorfismo ¢; € Homg (A", V;), onde
¢ A JI(A)) — Vi) TV

i+ J(A]) = o(N) + TV,
€ um isomorfismo.

Observacao 4.1.1. Como vimos na demonstragao do Teorema 2.5.3, para cadai € Apio
temos

Dat, dimg, Vi/JVi = r;. Como para cada i € Ayys existe um Z,G-homomorfismo sobreje-
tivo ¢; € Homg, (A", V;), necessariamente Vi tem agao trivial de G, jd que Ay € trivial.
Além disso, cada V; é um F,[G/H;|-mddulo no qual, pela Observacao 2.5.1, se g € G\ H;

o elemento (14 g+ g* + ... + g?~1) age como uma multiplica¢io por 0.

Exemplo 4.1.1. Sejap =2e G =Cy x Cy. Pondo V=V, =V, =Fy, Vo =V3=0
obtemos uma 5-upla
(V, Vo, V41,0,0)

que satisfaz as duas primeiras condicoes na Definicao 4.1.1. Dado um gerador de Vj,
digamos vy, pegamos para Vo uma copia de Ny, sendo Ay gerado por ey como Z,-médulo,
podemos definir um ZyG-homomorfismo sobrejetivo ¢g : Ag — Vi, colocando ¢(ey) = vo.
E de modo andlogo, pegamos para Vi uma copia de Ay e definimos ¢ : A1 —> Vi colocando
o1(e1) = vg. Como um elemento de G age como uma multiplicagio por 1 ou —1 em
A1, seque que ¢y € um ZoG-homomorfismo sobrejetivo. Assim, a 5-upla (Fg, Fa,Fy,0,0)

também satisfaz a ultima condi¢cao da Definicdo 4.1.1, portanto é um diagrama.

Exemplo 4.1.2. Sejamp=3 e G=N x C, onde N = (n) e C = (c) possuem ordem 3.
Sejam
Hy = (n), Hy = (c), H3 = (nc), Hy = (nc*),

0s subgrupos mazximais de G. Considere o F3G-mddulo V' com base {vo,v1,ve} e multi-
plica¢ao

nvyg = Cvg = Vg, CV1 = VU1 + Vg, NV = V1,
Nvy = Vg + Vg, CUy = V3.

Observe que os sequintes F3G-submddulos de V'

‘/0 = <U0>7‘/1 = <U07U1>7‘/2 = <'U0,'U2>,‘/3 = 0 € ‘/4 = <U07U0 +'U1 + U2>
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satisfazem as Condicoes 1 e 2 da Definicio 4.1.1. Para a 6-upla
(V, Vo, V1, V2,0, Vy)

ser um diagrama, precisamos verificar que essa também satisfaz a Condicao 3 da Definicdo
4.1.1.
Observe que

JVo=0,JVi = JVa = JVy = (),

logo
Vo/ IV = (vo+JVo), Vi) TVi = (i +JVA), Vo Vo = (vatJVA), Va/ TV = (vo+v14va+J V).

Assim, cada V;/JV; € unidimensional. FEscolha para cada V;/JV; uma copia de A;. Da
mesma forma que fizemos na Proposi¢do 2.5.1, mostramos que os conjuntos {eg}, {e1,ce1},
{ea,mes} e {eq, nes} sao bases de Ao, A1, Ay e Ay, respectivamente. Denote os elementos
desses conjuntos por

Wy = €p, W1 = €1, Wy = C€4q,
W3 = €2, Wy = Ney,
Ws = €4, Wg = NEy.

Temos

nwgy = cCwyp = Wy,

nw; = wy, Wy = Wy, CW; = Wa, CWg = —W1 — Wy,
CW3 = W3, CWy = W4, NW3 = W4, NW4 = —W3 — W4,
2 2. _ _

nc ws = Wi, NC Wg = Wg, W5 = Wg, NWg — —W5 — Weg.

Agora, defina os sequintes Zs-homomorfismos

oo 1 Ao — Vo, wo — o,

o1 Ay — Vi, wy = —vp + vg, wy = —,
2 1 Ny — Vo, w3 = —vy + Vg, Wy = —g,
a1 Ny — Vi, ws = —v1 — Vg, W — —Vy — V1 — V.

Vamos verificar que de fato as aplicagoes definidas acima sao homomorfismos de ZsG-

modulos. Para ¢g nao temos nada a fazer, ja que G age trivialmente em Vy e Ag. Observe



4.1. DIAGRAMAS 40

que
¢1(cwr) = ¢1(wa) = —v1 = c(—v1 + Vo) = cpr(wy)

P1(wr) = d1(cws) = d1(—w1 — wy) = —vg 4+ v1 + U1 = —vy — vy =
= (v — v1) = ¢ (wy),
P1(cws) = Pr(wr) = Edr(wr) = —vg — v1 = ¢(—v1) = cdr(w2),
d1(Pws) = P1(wr) = —v1 + v = —v1 — 209 = F(—v1) = Fr(wy).

P2(nws) = da(ws) = —va = n(—v2 + vy) = nea(ws),
Pa(n*ws) = ¢(nwy) = ¢o(—ws — wy) = vy — Vg + Vg = —V; — Vg =

= n2(—U2 + ) = ”2¢2<w3)’

Pa(nwy) = —vg — v2 = n(—v2) = nepa(ws),
P2 (n*wy) = do(ws) = —vy + vy = —vy — 209 = n*(—13) = NPy (wy).
da(cws) = dpa(ws) = —vg — v1 — V2 = c(—v1 — V2) = cPa(ws),
Pa(c*ws) = pa(cws) = da(—ws — we) = 201 + 20y + v = —vy — vy — 2vp =

= A (—v1 — v2) = Pu(ws),
da(cwg) = Pa(—ws — we) = 2v1 + 203 + vy = ¢(—vy — V1 — Vo) = cPa(wg),
¢4(02w6) = gz54(w5) = —UV1 — Uy = 02(—U0 — U1 — Ug) = 02¢4(w6).

Entao, fica verificado que ¢; é um homomorfismo de Z3G-mddulos sobrejetivo para cada
i€{0,1,2,4}.
Note que para cada i € {0,1,2,4} o homomorfismo ¢; induz um novo homomorfismo

sobrejetivo

-~

¢i 2 Nij — Vi) IV,
Para i =0 € imediato que o mapa

bo : Ao/ TNg — Vo /IVy

¢ um Z,G-isomorfismo. Seja x1 € Ay. Logo, existem escaleres ay,ay € Zg tais que

T1 = awi + aswy. Assim,

71 € ker ¢y & ¢1(71) € JVi = (vo)r, & ¢1(71) = a1vo + (—ay — ag)vy € JV1.
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Como vy e vy sao linearmente independentes sobre Fs, devemos ter (a1 + as) € 3Z,, ou

seja, a; = —as + 3q,q € Zs. Dai,
r1 = Wy + aswy = (—az + 3q)wy + agws = 3qrwy + az(wy — wy) =

= 3quw; + az(cw; — wy) = 3qrwy + as(c — )wy € JA;.

Seque que ker qgl C JA4, claramente JA; C ker qgl, donde JA, = ker qgl. Disso seque que

0 Z,G-homomorfismo induzido por ¢,
¢r: Ny /TN — V1TV

T+ JAl — ¢1(ZL’1) ‘f‘J‘/l

¢ um Z,G-isomorfismo. De modo andlogo podemos mostrar que ¢;,i € {2,4}, também

induz um isomorfismo entre N;/JN\; e V;/JV;. Seque que a 6-upla
(V, Vo, Vi, Va, 0, Vy)

também satisfaz a Condicao 3 da Defini¢ao 4.1.1, portanto é um diagrama.

Definicao 4.1.2. Sejam D; = (V. Vo, Vi,...,Vp1) e Dy = (V’,VO’,V{,...,V;)’H) dois di-
agramas. Um morfismo ¢ entre os diagramas Dy e Dy € definido para ser um Z,G-

homomorfismo ¢ € Homg,c(V, V') tal que ¢(V;) C V.

Daqui em diante, denotaremos o conjunto dos morfismos entre dois diagramas D e
D, por Homg, (D1, Ds).

Denote por U a categoria cujos os objetos sao diagramas da forma
D= (‘/7 ‘/07 ‘/17 seey ‘/p—i-l) S Vp+37

e 0s morfismos sao como na ultima definicao. O objetivo da proxima secao é estabele-
cer uma correspondéncia entre Z,G-reticulados reduzidos (vamos dar esta definigdo na
préxima segao) e diagramas, de modo que Z,G-reticulados isomorfos estejam associados
a diagramas isomorfos e vice-versa. A ideia central por tras dessa correspondéncia é que
podemos entender certos Z,G-reticulados olhando apenas para o seu diagrama correspon-

dente.
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4.2 Associando reticulados a diagramas

Dado um Z,G-reticulado U, serd conveniente para o nosso trabalho tratar U como
sendo um Z,G-submdédulo de algum Q,G-médulo. A melhor forma para isso ¢ olhar para

a imagem de U em Q,G ®z,c U via a inclusao
iZPG U — QpG ®z,G U

u—1 ®ZpG u.
Quando U ¢é Zy-livre, entao U = iz,c(U). De fato, como U é livre, temos Q, ®z, U ~ Q,
onde r é o Z,-posto de U (veja [10], Coroldrio 18, pdg.373). Assim, a inclusao

in:U_>Qp®ZPU

ur—1®z,u

é injetiva (ver [10], Coroldrio 8, pdg.362) e U ~ iz, (U) como Z,-médulos. Agora, Q,®z, U
possui uma Q,-base em que os elementos sao da forma 1 ®z, u, pois Q, é o corpo de
fragoes de Z,. Ja& que U é um Z,G-mddulo, podemos definir uma agao nos elementos

1 ®z, u € Q,®z, U da seguinte forma
9(1 ®z, u) =1®z, gu,Vg € G,Yu € U.

Uma vez que iz, ¢ injetiva, essa agao estd bem definida, e como Q, ®z, U possui uma base
na qual os elementos sao da forma 1 ®z, u, podemos estender essa acao para Q, ®z, U.
Assim, Q,®z, U se torna um Q,G-médulo e iz, é um Z,G-homomorfismo, donde iz, (U) ~
U como Z,G-moédulos.

Pela propriedade universal do produto tensorial Q,G ®z,c U (veja [10], Teorema 8,

pag.362), deve existir um tnico homomorfismo de Q,G-médulos
U:Q,G®z,cU — Q,®z, U
satisfazendo iz, = W oiz . Como iz, ¢ injetiva, assim deve ser iz ¢, logo U ~ ing(U).
Daqui em diante vamos identificar U com a sua imagem isomérfica ing(U ) em Q,G®z,6cU.
Observacao 4.2.1. Dado dois Z,G-reticulados U, W e um homomorfismo
¢ € Homg,q(U,W),

como Qy-espago vetorial, Q,G' ®@z,c U € gerado por elementos da forma 1 ® u de tal
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maneira que podemos definir
P QPG Q7,6 U— QPG Q7,6 W

por (1 ®@u) = 1 ® ¢(u). Desse modo, ¢ estd bem definida e quando estendemos essa
de forma linear, ® ¢é um homomorfismo de Q,G-mddulos. Observe que ® € o unico
homomorfismo em Homg,q(Q,G ®z,¢ U, QG @z, W) que quando restrito a U coincide
com ¢. Posto isso, passaremos a tratar um homomorfismo de Z,G-mddulos como sendo

a restricao de um unico homomorfismo de Q,G-mddulos.

Seja U um Z,G-reticulado. Para cada ¢ € {0,1,2,...,p 4+ 1} considere o conjunto
eU ={e;@u:ueclU} C Q)G ®z,U. Claramente ;U é um Z,G-médulo finitamente
gerado, e como U é um reticulado, e;U é um Z,G-reticulado para cada i € {0, 1,...,p+1}.

Denote por U, o seguinte Z,G-submédulo de Q,G ®z,¢ U:

eoU +eU+ ... +epqU.

Observacao 4.2.2. Observe que a soma
eoU +eU+ ... +ep U

é direta, pois os idempotentes sao ortogonais. Também observe que, como
eoter+ ... +ep =1,

temos para todo u € U

pt1
l®u= (60—|—61+...+€p+1>®u:Z(ei®u> elU,e

i=0

p+1 p+1
ei®u:ei®u+2(ei®u) —Z(ei®u) =
i=0 i=0
=1®u— Z(ej@)u) GU—l—Z e;U.
j#4 JFi
JE€EAp L2 J€Ap+2

Logo, U C U, e para cada i € Apis temos

U.=U+Y_ ¢U.
al

J€Apt2

Posto isso, daqui em diante vamos tratar U como sendo um Z,G-submédulo do Z,G-
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modulo

Assim, iremos denotar o elemento e; ® u € ;U simplesmente por e;u.

Definicao 4.2.1. Um Z,G-reticulado U é dito reduzido se esse nao possui somando direto

isomorfo a A ou N;j,; 01 =0,1,....p+ 1.

Teorema 4.2.1. Seja U um Z,G-reticulado. Entao e;U é A;-livre.

Demonstragao. Para i = 0 ¢ imediato que egU é Ag-livre, ja que Ay ~ Z,. Para i > 0

observe que e;U é um Z,[G/H,]-reticulado em que, pela Observagao 2.5.1,
(I+g+g+..+g"")

age como zero se g ¢ H;. Como G/H; é ciclico de ordem p, pela classificacao dos Z,C,-
médulos (Lema 3.2.1), o tinico Z,[G/H;]-reticulado em que (1+g+¢*+...+¢*" 1), g ¢ H,,

age como 0 é uma soma direta dos moédulos Ijq/ g, ~ A;. O

Proposigao 4.2.1 (Butler ). Seja U um Z,G-reticulado. Entdo U ndo possui somando
isomorfo a A se, e somente se, pe,U CUVi=0,1,....,p+ 1.

Demonstra¢ao. Suponha que U tenha um somando isomorfo a A. J& que A é gerado
por 1 como Z,G-médulo, temos que existe v € U tal que (u)z,¢ ~ A como Z,G-

moédulos, assim, Zgu ¢ p(u)z,c, pois {gu;g € G} é uma Z,-base para (u)z,c . Dal,
geG

(pz g— Zg) u ¢ pU, donde pe;u ¢ U Vi =0,1,2,...,p+ 1.
g€eH; geG
Reciprocamente, se pe;U ¢ U para algum ¢ = 0,1,...,p + 1, escolha ug € U tal que

peiug ¢ U e seja w = E gug. Observe que w ¢ pU, pois caso contrario teriamos w =

geG

1
Zguo = pu’ e logo pegug € U. Como ey — ¢; = —— Z g, temos p(eg — €;)ug € U o que
geG geH;
implica pe;uy € U, contradi¢do. Dai, w ¢ pU e pelo Teorema 2.4.2, w gera um Z,-somando

direto de U. Seja W' C U tal que U = (w)z, ® W' e defina m(,y € Homg, (U, (w)z,) por
Ty (1) = Aw, onde A € Z, e u = Mw+w' com w’ € W'. Seja § € Homy, ((w), Z,) definida
por f(Aw) = A. Entao, 7 = 6 o 7, € Homg, (U, Z,) e cumpre 7(w) = 1.

Defina ¢ : U — Z,G por ¢(u) = Zgﬁ(g_lu) Vu € U. Sendo m um homomorfismo

geG
de Z,-médulos entre U e Z,, ¢ estd bem definida e é um homomorfismo de Z,-mdédulos.

Para cada h € G temos

p(hu) = gr(g~ hu) = h(hg)m((h™"g) " u) =

geG geq
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=1 gr(g ),

geG
logo ¢ € Homy,¢(U, Z,G).
Agora,
ot = Yom (o7 S ) = Sm (S = oo = o
geG geG geG geG geG geG

entao p(w) = Zggp(uo) = Zg. Sejam \; € Z,,j = 1,...,p?, as coordenadas de p(ug)

geqG geG

p2

relativamente a base canonica {g; g € G} de Z,G. Entao Z Aj =1, pois h Zg = Zg
j=1 geG geG
e {g; g € G} é uma base para Z,G. Pela defini¢ao de I, temos (¢(ug)—1) € I C J. Pelo

Teorema 2.3.1, ¢(ug) é invertivel. Sendo ¢(ug) invertivel, existe A\ € Z,G satisfazendo
Ap(ug) = 1. Como ¢ é um Z,G-homomorfismo, obtemos p(Auy) = 1 e dal vem que ¢ é
um Z,G-homomorfismo sobrejetivo. Segue que U/ ker ¢ >~ A e isso implica que U/ ker ¢
é A-livre, portanto, temos U ~ A @ ker ¢ como A-mddulos.

0

Proposigao 4.2.2 ([7], Proposi¢ao 3.3(a), padg.63). Seja U um Z,G-reticulado. Entdo U

nao possui somando isomorfo a A; se, e somente se, U Ne;U C Je;U.

Demonstracao. Observe que e;A; N A; = A, ,@ JA;. Assim, U Ne;U C Je,U implica que
U nao possui somando isomorfo a A;.

Reciprocamente, se e,U NU ¢ Je;U para algum ¢ = 0,1, ...,p + 1, escolha u € U tal
que e;u € U\Je;U. Observe que Je;U = JA;(e;U). Pelo Teorema 2.5.3, JA; é o ideal
maximal do anel de valorizacao discreta A;. Como e;U é A;-livre e finitamente gerado, o
Teorema 2.4.2 garante que e;u gera um A;-somando direto de e;U. Seja W’ um submdédulo
de ;U tal que e;U = Aju@® W’ e considere o conjunto W = {u € U; e;u € W'}, Entao, W
é um Z,G-submédulo de U tal que W N A;u = 0. Dado v’ € U, temos e;u’ = e;u + e;w,
onde A € Z,G, w € W, logo e;(v/ — de;u —w) =0€ W'. Dai, v/ —deju —w=w"€We
temos u' = Ae;u +w + w'. Portanto, U = Aju & W. O

Teorema 4.2.2 (Butler). Se U é um Z,G-reticulado, entdo U € reduzido se, e somente
se,

pe;U Ce,UNU C Je;U.

Demonstracao. Segue imediatamente das Proposicoes 4.2.1 e 4.2.2. O]

Se U ¢ um Z,G-reticulado, vimos na Observagao 4.2.2 que U é um Z,G-submddulo
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do Z,G-médulo
p+1

U. = PeU
=0

e que para cada ¢ € Apio
U.=U+) eU.
J#i

J€Ap+2

Dai, U, /U é um Z,G-mdédulo finitamente gerado com Z,G-submédulos (e;U + U) /U, i €

Apt2, que satisfazem para cada i € A9

UJU=Y (e;U+U)/U.
P/
Se U ¢ reduzido, temos, pelo Teorema 4.2.2, que pe,U C e,U NU C Je,U Vi € Apo.
Assim, cada (e;U + U)/U é um F,-espago vetorial. Desse modo, denotando U, /U por V
e (e;U +U)/U por V;, associamos a U uma (p + 3)-upla

A(U) - (‘/7 %7 ‘/17 "'7‘/]74-1)7

que satisfaz as Condigoes 1 e 2 da Definicao 4.1.1.
Defina
T - €iU — <€1U+ U)/U

pondo 7;(e;u) = e;u + ;U Yu € U. Note que kerm; = UNeU C Je;U. Seja A € J e
observe que se e;u+e;U = Ae;u' +e;U, entao e;(u— ') € UNe,U. Como e;,UNU C Je;U
e de;u’ € Je;U, obtemos que e;u € Je;U. Disso segue que m(e;u) € JV; se, e somente se,
e;u € Je;U. Dessas observacoes segue que 7; induz um Z,G-isomorfismo entre e;U/Je;U
e Vi/JV.

Pelo Teorema 4.2.1, existe ; > 0 e um Z,G-isomorfismo ¢; : A" — ¢;U, assim
m; 0 ¢; € Homg (A", V;) induz um isomorfismo entre Aj*/J(A*) e V;/JV;. Portanto,

A(U) também satisfaz a Condigao 3 da Defini¢ao 4.1.1, logo é um diagrama para Z,G.

Denote por Ly a categoria dos Z,G-reticulados reduzidos. Segue das observagoes feitas
acima que para cada reticulado U € Ly podemos associar um diagrama A(U) na categoria
U dos diagramas para Z,G. Essa associagao fornecerd a nossa principal ferramenta, mas
precisamos de mais alguns resultados.

Dados dois Z,G-reticulados U, W, e ¢ € Homg, (U, W), lembramos da Observagao

4.2.1 que esse é uma restricao de um homomorfismo de Q,G-médulos. Defina
A(gp) : A(U) — A(W)

por A(¢)(eu+U) = e;p(u)+W Yu € Ue Vi € Apra. Observe que se e;u+U = eu'+ U,
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entao e;(u — u') € U o que implica ¢(e;u — e;u') = e;p(u — ') € W, donde e;¢(u) + W =
e;p(u’) + W. Entao, A(¢) é um mapa bem definido e claramente é um homomorfismo
entre os diagramas A(U) e A(W). E fécil verificar que A : £y — 2 é um funtor. Os
proximos resultados fornecerao que A é uma aplicacao injetiva sobre a classe de objetos

isomorfos de L.

Teorema 4.2.3 ([7], Propoigao 2.4, pag.59). Sejam U e W dois Z,G-reticulados reduzi-
dos. Entao
AU,W : Homng(U, W) — Homng(A(U), A(W))

¢ = Auw(9) = A9),

¢ um homomorfismo sobrejetivo de Z,-mddulos e V¢ € ker Ay existe ¢ > 0 tal que 1 — ¢?

€ invertivel.

Demonstracao. E claro que Ayw é um homomorfismo de Z,-médulos e quando U = W,
Apy,w é um homomorfismo de anéis. Seja ¢ € Homg, (A(U), A(W)). Pelo teorema 4.2.1
e;U é Aj-livre para cada i = 0,1,...,p+ 1, dai, seja {e;uy;, ..., e;u;,; } uma A;-base de e;U.
Para cada i = 0,1,...,p + 1, defina o A;-homomorfismo ®; : ;U — e, na A;-base
{eiuyi, ..., e;u;,; } pondo @;(ejun) = e;we,r = 1,..., j;, onde ¢(euy + U) = ejwy; + W.
Dado A € Z,G temos

(I%(A@ium‘) = @i(/\ez‘eium‘) = (/\ei)eiwri = \ejwr; = /\‘Pz‘(eium‘),

e ®;, ¢ um Z,G-homomorfismo. Definindo ® : U, — W, coincidindo com ®; em e;U,
temos que ®|y € Homg, (U, W), pela definicao e pelo fato de que todo elemento de U

pode ser escrito como combinacao linear dos elementos das bases de cada A;. Agora,
A(R|y)(eur; + U) = ;®@|y(ur) + W = e;P(ejupy) + W = e;wyy + W = d(ejup; + U),

donde A(®|y) = ¢.

Observe que
pekerApy < o(e;,U) CUNeUVi=0,1,...,p+ 1.

Sendo U reduzido, pelo Teorema 4.2.2, temos ¢(e;U) C Je;U. Por outro lado, existe
q > 0 tal que J9 C p*Z,G, dai, Jie;,U C p?e;U. Assim, ¢?(e;U) C Ji,U C p?e;U. Pelo
Teorema 4.2.2 p*e;U C pU, o que fornece ¢4(U,) C p?U, C pU, logo ¢4(U) C pU. Ora,
#? — 1 induz um homomorfismo sobrejetivo em U/pU, via u + pU +— (¢? — 1)(u) + U, ja
que ¢2(U) C pU. Dai, U = img(¢? — 1) + pU e, pelo Corolario 2.3.2, U = img(¢? — 1),
donde ¢? — 1 é sobrejetiva. Como ¢?(U) C pU, o Teorema 2.2.1 garante que ¢? satisfaz
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uma equagao do tipo
(¢q)s + as_1(¢q)s—1 + ...+ algbq + ag = O7

onde a; € pZ,, Vj =0,1...;s, e s é 0 Z,-posto de U. Dali, dado u € U tal que ¢?(u) = u,
entdao (14+ap+... +as_1)u = 0, mas como ag+ ... +as_; € pZ, temos que 1+ag+... +a5_1

é invertivel, donde u = 0. Portanto, ¢? — 1 é um automorfismo de U. O

Corolario 4.2.1 ([7], Propoicao 2.4, pag.59). Sejam U e W dois Z,G-reticulados redu-
zidos, entao U ~ W se, e somente se, A(U) ~ A(W).

Demonstragao. Suponha que A(U) ~ A(W) e seja ¢ : U, /U — W, /W um isomorfismo.
Pelo Teorema 4.2.3, existem 6 € Homgz, (U, W) e 6 € Homg, (W, U) tais que A(f) = ¢
e A(#) = ¢!, assim, temos que 00’ — 1y € ker Ay e 0’0 — 1y € ker Ay, pois A(A8') =
A(f) o A(0') = 1 € Endg, o(W./W) e A(§'9) = A(#') o A(0) = 1 € Endg,¢(U./U). O
Teorema 4.2.3 garante que existe ¢ > 0 tal que (1 —600)7 — 1 e (1 —60)? — 1 sao ambos

isomorfismos. Agora,
(1—00)—1=00(00)""+..4+q),1—-00)7—-1=(00)""+.. +q)00.

Dai, a primeira igualdade fornece que # é um homomorfismo sobrejetivo e a segunda

garante que 6 é injetiva, pois
(1-600)—1,(1-60)7—1

sao isomorfismos. Portanto, 6 é um isomorfismo. De modo anélogo obtemos que ¢’ é um
isomorfismo.
Reciprocamente, dado um isomorfismo ¢ € Homgz, (U, W), temos que A(¢) e A(¢™!)

sao isomorfismos um inverso do outro, pois

A(ly) = A(¢™ 0 9) = A(¢71) 0 A(¢) = lu. v

Allw) = Ao ¢™") = A(d) o Al¢™") = Lw. jw

Vamos terminar essa se¢ao com alguns exemplos.

Exemplo 4.2.1. Seja G = Cy x Cy = (n) x (¢). Considere o ZoG-mddulo U com base

{u1,us,usz} e multiplicacao
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nup = Ug — U1, CUL = Ug + Uz — U
Nnug = Ug, Cug = U2

nus = —us, Cus = us.

Se Hy = (n), Hy = (¢), Hy = (nc), temos

1
eouy = Z(l +n+c+ncju; =

1
U2,

1
:Z(Ul+(U2—U1)+(U2+u3—u1)+(U2—U2—U3+U1)): 5

1
ey = 1(1 +n+ ¢+ nc)uy = us,

1 1
€Uz = Z(1+n+c+n0)u3:Z<u3_u3+u3_u3) :0,

1
ey = Z(l—l—n—c—nc)ul =

:Z_l(ul‘f‘(uz—ul)—(U2+U3—U1)—(“2_“2_u3+u1)):O’

1
e1lly = Z—l(l—f—n—c—nc)m:o,
1 1
elu3zz—l(1+n—c—nC)U3:Z—l(us_UB_ui’)_’—u?)):O;
1

1 1
= Z(Ul — (ug —uy) + (ug +us —uy) — (ug — ug —uz +uy)) = 5“3;

1
eolly = Z(l —n+c—nc)uy =0,

1
eolly = 4_1(1 —n+c—nc)uz = ug;

1
esuy = Z(l —n—c+nc)u; =

1
:Z(ul—(u2—u1)—(uz—l—u;:,—u1)+(U2—u2—U3+u1)):

= U7 + —(—UQ — U3),

2

1
e3ly = Z(l —n—c+nc)uy =0,

49
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1
e3ls = Z_L(l —n—c+nc)uz = 0.

Assim, obtemos
60U = <2_1U2>Z2 s

e U =0,
eU = <2’1u3>z2 ,
esU = (ug + 27 (—up — u3)>Z2 :
Observe que Je;U = 2e,U = U Ne;U,1=0,1,2,3, assim, o Teorema 4.2.2 garante que U
¢ reduzido. Por fim, observe que denotando U, /U por V, e (e;U + U)/U por V;, obtemos

Vo = (eous + U)r, = (e2u1 + esus + U)p,, V4 =0,

Vo = {equy + U)r,, V3 = (ezug + U).

Posto isso, vemos que

A(U) = ((F2)%{(1, 1))y, 0, {(1, 0))r,, (0, 1)), )
onde {(1,0), (0,1)} € uma base para (F3)?.

Exemplo 4.2.2. Seja G = C, x C,. Denote por U o Z,G-mddulo Z,|G/H;] e seja
g € G\H;. Como U possui um elemento u tal que {u, gu, g*u, ..., g* *u} € uma Z,-base
de U obtemos

1/~ . . 1
eou = ] (Hi +g9H;, + ... —I—gp_lHZ») u = 5(1 +g+..+g¢ Hu
v Y oh B ol AT
elu_pQ p v z_g z__g i)l U=

1

1
:E(pQ—p—pg+pg2—|—...+pgp_1)u:u—5(1+g+...+gp_1)u.
Se he€ H;, j#1 ej#0 obtemos

1 ~ ~ ~ ~
eju = — (ij —H— hH— .- hHHj) w=
p
1/ ~ N
= ]? (ij —ij> u = 0.

Como
(g—Dp+1+¢"+..+¢" ") =plg—1),

obtemos para i > 0, que Je;U = (g — 1)e;U C pe;U, donde Je;U = U Ne;U. Seque que G
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age trivialmente em V;, assim,
(U +U)/U = (e;U+U) /U = (e;u+U)
e (e;U+U)/U =0 sei#j. Seque que
AU) = (Vi Vo, Vi, ., Vi),

ondeV =Vy=V,>2FyeV;=0sej#iej#0.

Exemplo 4.2.3. Seja G = C, xC), e suponha que U € Ly € de permutagao. Pelo Teorema

3.1.1, temos
U= (Zy|G/Hi])" © (Zp[|G/Ha])” @ ... ® (Zp[G [ Hpa])" .
Seque do ultimo exemplo que
e;U = (e,Z,|G/H;])" ~ A]'Vi > 0
e que egU ~ Zp' """ Também vimos no dltimo exemplo que

pe;U = Je;U = U Ne;U,

assim, V; = (e;U + U)/U tem agao trivial de G para todo i € {0,1,....,p + 1}. Agora,

dimVy =7 +ro+ ... +1pp1 e dimV; =1y, pois, como vimos, a projecdo canonica
T €iU — ‘/1

mduz um isomorfismo

Ja que V=V, + Vo + ...+ V41, temos que
dimV <dimV; +dim V5 + ... + dim V,;; = dim ;.

Logo, dimV = 1y + 1y + ... + 1p1. Agora, se a soma Vi + Vo + ... + V41 ndo € direta,

entao
dimV =dim(V; + Vo + ... + V1) <dimV) +dim Vo + ... +dim V1, =dim V,

contradicao. Assim,
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Teorema 4.2.4. Seja U € Ly. Entao U é um Z,G-mddulo de permutacdao se, e somente
se,

A(U) = (V7‘/07‘/17‘/27 "‘7‘/])4-1)7
onde V=V =VioVo® ... 0 V1.

Demonstracao. Se U € L é tal que A(U) ~ (V; Vo, Vi, Vs, ..., Vj11), onde
V:%:m@%@@‘/}H»D

entao, pelo exemplo anterior A(U) é um diagrama para um médulo de permutagao, di-
gamos, W &€ Lj. Pelo Coroldrio 4.2.1, W ~ U, donde U ¢ um Z,G-mdédulo de per-

mutacao. O

4.3 Associando diagramas a reticulados

Nessa secao vamos descrever como obter um Z,G-reticulado reduzido a partir de um

diagrama para Z,G e forneceremos alguns exemplos ilustrativos.

Teorema 4.3.1 ([7], Teorema 3.2.(a), pag.61). Para cada diagrama D € U existe um
Z,G-reticulado U € Ly satisfazendo A(U) ~ D.

Demonstragao. Sejam D = (V;Vy, Vi,...,Vp1) € U e d; = dimV;/JV;. Denote por F; =
p+1

Afi, F = @E e sejam ¢; € Homy ¢(F;,V;),i = 0,1,...,p + 1, Z,G-epimorfismos que
i=0 B

induzem isomorfismos ¢; entre F;/JF; e V;/JV;. Desse modo ker ¢; C JF;. Defina

p:F—V

+1

por ¢ = pz ¢;. Entao ¢ é um Z,G-epimorfismo. Denotando por U = ker ¢, U é um Z,G-

reticuladéz,opois F' é um reticulado e Z, ¢ um dominio de ideais principais. Vamos mostrar
+1

que U € Ly, e que A(U) ~ D. Primeiramente, note que e;U C F;, pois U C é}Fi e

e; age como zero em Fj se ¢ # j. Dado z; € F; temos, pela definigao de diagrar;l:a(i que

existem x; € F}, j # i, tais que

oa) = 3 lay).
ji

J€Ap L2
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p+1
Pela definicao de U, devemos ter Z xr; € U, assim
i=0

x; € Z rj+usuelU
J#i

jeAerQ

Logo x; = e;x; € e;U, e temos e;U = F;. Como ker p; = UNF; = UNe;U, temos UNe;U C
JF; = Je;U. Por outro lado, pV = 0, o que fornece pe;U C UNe;U,7 =0,1,...,p+1. Pelo
Teorema 4.2.2, U € Ly. Agora, F'/ker ¢ =~V e é facil ver que ¢ induz um isomorfismo de
diagramas entre A(U) e D. O

Teorema 4.3.2 ([7], Teorema 3.2.(a), pag.61). O funtor A : Lo — U induz uma bijecdo

entre os conjuntos das classe de isomorfismos.

Demonstracao. Com efeito, dado dois Z,G-reticulados U, W € Ly, o Corolario 4.2.1 ga-
rante que U ~ W se, e somente se, A(U) ~ A(W). Por outro lado, o dltimo teorema
garante que para cada diagrama D € U existe um reticulado U € L, para o qual se tem

A(U) ~ D. Assim, A induz uma bijegao na classe de objetos isomorfos. O
Vamos apresentar alguns exemplos que também serao revisitados nas proximas segoes.

Exemplo 4.3.1. Considere o diagrama (Fo & Fo, ((1,1)),0,((1,0)),((0,1))) que foi obtido
no Exemplo 4.2.1. Mantendo a notacao do Eremplo 4.2.1, observe que JV; = 0, Vi €
{0,1,2,3}. Assim, escolhemos para cada V;,i € {0,2,3} uma copia de A;. Denotando por

wo, w1, we 0s geradores, respectivamente, de Ao, Ay e Az, definimos
T - Ao — ‘/0
Wy > (1, 1),
et Aoy —> V5
wy, — (1, O),
3 . A3 — ‘/3
Wy > (0, ].)
E claro que m; € um ZsG-homomorfismo, e que

ker (bl = JAZ

Defina
W:AO@AQ@A3—>F2@F2
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por ™ = Ty + Mo + T3.
Dado u € Ay ® Ay @& A3, temos que existem unicos escalares \g, A1, Aa € Zs tais que

U = )\owo + /\1’Ll)1 -+ )\211)2.

Entao
m(u) =0<
=TT (/\()wo =+ /\1’(1)1 —+ )\211)2) = /\0(1, ].) + /\1(1, 0) + )\2(0, 1) =0«
Ao+ A € 27,
=
Ao+ Xy € 275
N A= —Xo+2q1 Ao, q1 € Zy
A= —X+2q0 N,q €7
Logo

A =X+ 2k Ao, ki € Zy
A=A +2q A,q € Zy

Seque disso que
u = (—A2 + 2¢2)wo + (Ao + 2k1)wy + Agwy =

= )\2(—11)0 + wy + U)Q) + 2q2w0 -+ 2k1w1.

Assim, temos que B = {(—wqy + wy + wy), 2wp, 2w} € uma base para kerw. Deno-

tando por
Uy = (—wo + w1 + U)Q)
Ug = 2’(1]0, 2’(1)0,
Uz = 2w1,
Temos
nu; = —Ug — U, CUp = —U1 — U2 + us

Nug = Uy, Cluy = Uy

nus = —usz, Cuz = Uusg,

e € imediato verificar que kerm ~ U, onde U € o ZsG-reticulado do Fxemplo 4.2.1.
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Exemplo 4.3.2. Seja {(1,0),(0,1)} uma base para Fy & Fy e considere o diagrama
D= <F2 S5 F27F2 S FQ: <(]—7 0)>7 <(17 0)>7 <(07 1)))

para ZsG. Como dimVy = 2 e dimV; = 1,7 > 1, escolhemos duas copias de Ny e uma
copia de cada A;,i > 0. Seja {wg, w1} uma Zy-base de A3 e denote por wq, w3, wy 0s
geradores, respectivamente, de A1, Ay e A3. Defina
o A2 — 1
wp — (1,0)
wy — (0,1)
™A —
wy — (1,0)
o+ Aoy — V5
ws — (1,0)
3 A — Vs
wy — (0,1)

e tome
3

W:Zﬂ-z':Ag@Al@A2EBA3—>V

1=0

Dado u € A2 ® Ay & Ay @ A3, existem tinicos escalares \; € Zo,i = 0,1,2,3, tais que

4
1=0

Entao
m(u) =0«

4
™ (Z )\iwi) = Xo(1,0) + A(0,1) + X(1,0) + A3(1,0) + A (0,1) = 0 =
=0
Ao+ A + A3 € 27y
=4
A+ A € 27,

A= A\ A 2
@{ 0T AEAT ) N Andk € Z,

A=A\ + 2k
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Dat,
4
u = Z Aiw; = (Ao + A3 + 2q)wo + (Ag + 2k)wy + Agwy + Agws + A\qwy =
=0

)\2('11}0 + wg) —+ )\3(11)0 + 'lU3> + )\4(’11]1 + U)4) + 2qw0 + 2kw1
Seque que B = {wo + wa, wo + w3, wy + wy, 2wo, 2wy} € uma base para U = ker w. Deno-

tando por

U = Wy + we
Uy = Wy + W3
Uz = W1 + Wy

us = 2w

Us = 2'11)1,
obtemos a sequinte acao de G na base B:

nu; = Uy, Cu; = Uqg — U

Nug = Ug — Ug, CUg = U2

nus = us — U3z, Cuz = Uz — U3
nugs = Ug, Clly = Uy

Nnus = Us, Cus = Us.
Exemplo 4.3.3. Seja V' um Fy-espago vetorial com base {vq,ve}. Considere o diagrama

(V50, {v1)ry, V1, V2)F,, (V2)F,) -

Tome uma cdpia de Ny, duas de Ay e uma de Az. Sejam wy um gerador de Ay, {wq, w3}

uma base de Ay ® Ay e wy um gerador de Az. Defina
VISR A1 — Vi

wy > v
Ty i Ao DNy — VS
Wy — V1, W3 > Vo]
w3 Ag — V3

Wy > Vag.
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Definindo
7TIA1@A2@A2@A3 —V

por ™ = m + mo + w3, observe que
4
u = Z)‘iwi € kerm &
i=1
= W(u) = )\17)1 -+ )\2?)1 + )\31}2 + )\4?]2 = ()\1 + )\2)’(}1 —+ ()\3 + )\4)@2 =0

{ A =X+ 2¢
=

s A2, Ad, q1, @2 € Zo.
Az = A+ 2q3

Assim,

u = (A2 + 2q1)wy + Aows + (A3 + 2¢3)ws + Aqwy =
= )\2(11)1 + UJQ) + )\4(21)3 + w4) + 2q1w1 -+ 2Q3’LU3.

Denotando por

Ul = W1 + Wa, Uy = W3 + Wy,

Uz = 2w, Uy = 2W3

Obtemos que uy,us, uz € uy formam uma base para U = ker m na qual a multiplicagcao de

G € dada por :

nu; = —Up + Uz, Ny = —Ug, NU3 = U3, NU4 = —Uy

Cup = Uy — U3, CUg = —Ug + Uy, CU3 = —U3
Exemplo 4.3.4. Considere o diagrama
(V. Vo, Vi, V2,0, Vi)

para Z3G do Exemplo 4.1.2. Mantendo a notacao do Exemplo 4.1.2, lembramos que o

conjunto {vy,ve,v3} € uma base para 'V na qual a multiplica¢iao de G € dada por
nvg = Cvg = Vg, CV1 = V1 + Vg, NV = V1,

Nnvy = Vs + Vg, CVg = V3.

Também temos

‘/0 = </U0>a‘/1 = <U0)/U1>7‘/2 - <UO;U2>7‘/3 - 0 € ‘/;1 - <U()7U0 +U1 +1}2>~
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Como vimos no Fxemplo 4.1.2, definindo os sequintes Z3G-homomorfismos

oo 1 Ao — Vo, wo — o,

o1 Ay — Vi, wy = —vp + vg, wy = —,
2 1 Ny — Vo, w3 = —vy + Vg, Wy — —g,
st Ny — Vi, w5 —= —v1 — Vg, W — —Vy — V1 — V.

temos que cada ¢; € sobrejetivo e induz um isomorfismo entre N;/JA; e V;/JV;. Posto
1850, defina
PN BN DA BN —V

por ¢ = ¢g + ¢1 + ¢o + ¢4. Pelo Teorema 4.3.1 U = kerep é um ZzG-maodulo cujo o
diagrama associado € (V; Vo, Vi, V5,0, Vy). Vamos encontrar U.

Observe que dado u € Ng B A1 B Ay & Ay temos que existem unicos escalares \; €

6
Zg,1=0,1,2,3,4, tais que u = Z Aw;. Assim
i=0

o(u) =0

& Aogo(wo) + @1 (Awr + Aaws) + Pa(Asws + Agws) + Ga(Asws + Agws) = 0 &

= >\0U0 —+ /\1(’00 — Ul) — >\2U1 + /\3(’00 — Ug) — >\4U2 + /\5(—1)1 — UQ) — )‘G(UO + v + UQ) =0«

()\0 + )\1 + )\3 — )\6)7}0 + (—)\1 — )\2 — )\5 — )\G)Ul -+ (—)\3 — )\4 — )\5 — )\6)02 =0«

Ao = —A1 — A3+ A + 3qo
<~ )\2 = _)\1 - )\5 - )\6 + 3q2 ;)\17 )\37 )\57 )\67(]07(]27(]4 € Z3'
M= —X3— X5 — ¢ + 3qu

Assim,
6
u = Z )\iwi = (—)\1 — )\3 + )\6 + 3(]0)10() + )\1’w1 + (—)\1 — )\5 — )\6 + 3q2)w2 + A3w3+
i=0

+(—=A3 — A5 — A6 + 3q4)wy + Asws + Agwe =
= )\1(—100 + w, — wg) + )\3(—w0 + ws — w4) -+ )\5(—202 — Wy -+ w5)+

+A6(wo — wa — wy + we) + 3qowo + 3gaws + 3qawy,
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logo

{3100, 3w2, 311)4, —Wo + w1 — We, —Wo + W3 — Wy, —W9o — Wy -+ Ws, Wy — W9 — Wy + wﬁ}

¢ uma base para U = ker ¢.

Denotando por
uy = 3’(1)0, Ug = 3’(1)2, Us = 3?1)4,

Uy = —Wp + W1 — W2, Us = —Wy + W3 — Wy,
U = —W — Wy + Ws, Uy = Wy — W2 — Wy + W,
Vemos que
Cu; = nNu; = Uq,
Nuy = Us, Cus = —us — (U1 + ug + 3ug) = —2us — uyp — 3uy,
nug = —3vy — vy = —uz — (Bus + uy + uz) = —2uz — 3us — Uy, cuz = ug,
nu4:u4,cu4:—w0+w2+w1+w2:—w0+w1—w2+3w2:u4+u2,
nus = —Wo + Wy + W3 + Wy = —wy + ws — Wy + 3wy = us + usz, cuy = Uus,
Nug = —Wz + Wy + W3 + W = 3wy — Wo + Wg — Wq + Wy — Wy — Wa + We = Uz + Us + Uy,

Clug = Wy + W1 — Wy + W = Wy — Wy — Wy + Wg — Wy + W1 — Wy + 3ws = U7y + Uy + Usg,
Nu7 = Wy — We + W3 + Wy — W5 — Wg = UL — U + Us — Ug — U7,
ClU7 = Wy + W1 + Wy — Wy — W5 — Wg = U1 + Uy — Ug — U7 — U3.

Logo U possui a sequinte multiplicacao de G:

Cu; = nu; = Uy,

NUy = Uy, Clly = —2Uy — U — Iy,
nug = —2us — 3us — U1, ClUz = Ug,
NUy = Uy, CUy = Ug + Ug,
nus = Us + us, Cus = Us,

Nnug = Uz + Us + U7, CUg = U7 + Uy + U2,

nU7y = U; — Ug + Us — Ug — Uy, CUT = U] + Ug — Ug — U7 — U3.



4.4. Zp|Cp x Cp]-MODULOS DE PERMUTACAO 60

4.4 7,C, x Cy]-médulos de permutagao

Ao longo dessa secao, G denotara o grupo abeliano N x C, onde N e C sao grupos
de ordem p, e p > 0 é primo. Seja U um Z,G-reticulado reduzido. Nessa secao encontra-
mos condigoes necessdrias e suficientes em A(U) para que UV e Uy sejam Z,C-mé6dulos
de permutacao e as utilizamos para a construgao de um Z,G-reticulado reduzido U em
que UY e Uy sdo de permutagio, mas U nao ¢ um Z,G-médulo de permutagio. Esse
exemplo mostra que apenas a Condicao 1 no Teorema 3.2.3, em geral, nao garante que

um reticulado U seja de permutagao.

4.4.1 Analisando diagramas

Relembramos que os idempotentes ortogonais primitivos de Q,G' sao

eOZ%Zh,ei:%GZh—Zh) i€{1,2,3,...,p+1},

heG heH; heG

onde H; é um subgrupo de ordem p. Denote os subgrupos de G' com ordem p por
H, = (n), Hy = (c), H3 = (nc), Hy = (nc®), ..., Hyy1 = (nc’1).

Seja U um Z,G-reticulado. Como vimos na Secao 4.2, podemos trabalhar com U como

sendo um Z,G-submdédulo do Z,G-médulo
U* = €0U D €1U D...D 6p+1U,

onde ;U ~ A", pe;U CUNeU C Je;Uyr; >0Vi=0,1,...,p+ 1. Assim, associamos a

esse um diagrama A(U), onde

A(U) = (‘/7 %7 ‘/17 LR ‘/]2+1)

p+1
V=U,/U=) (eU+U)/UV;=(e;U+U)/U,i € Apsa.
i=0
Ao longo do texto, denotamos e;U por F; e por z; um elemento de F;. A projecao de x;
em V; = (e;U 4+ U)/U sera denotada por ;.
Comecamos observando que, uma vez que cada u € U pode ser expresso unicamente

da forma
p+1

U = E T, T; € Fi,
=0
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temos,
U=To+T1+...+Tp1=0€V.

Assim, por exemplo, se u = 1 + x5 + ... + 2,11 obtemos que

p+1

> meVin(Va+Vs+ ..+ Vo).
=2

§ |

Agora, cada elemento de Vi N (Vo + Vi + ... 4+ V,41) é da forma

T :.T2+£f3+...—|—ii‘p+1

logo
fl—fg—i’g—...—i’p+1:OGV:U*/U,
donde x; —x9 — ... — 2,41 € U. Assim, a associagao
p+1
E T I :—fg—fg—...—fp_,_l

¢ bem definida e fornece um Z,G homomorfismo sobrejetivo de U N (Fy + Fo + ... + F,41)

em V1N (Vo + V5 + ... 4+ V,41). Vamos generalizar essa ideia em um Lema.

Lema 4.4.1. Seja B, = {iy,..,i,} C {0,1,2,3,...,p+1},r > 1. Para cada i; € B,, eziste

um homomorfismo sobrejetivo de

UN(F,@F,®. . 0F)mV,n|Y V,
1574

is€Br

Demonstracao. Dado i; € B, defina

0, UN(F, ®F,®..0F,) —V, 0| Y V,
IsF£i;

is€Br

T
por ©;, < g xu) =Ty = — g Z;,. Esse é claramente um homomorfismo, e dado
s=1 isFi;

is€By

T,=—y meVin| Y Vi,

is 7&]' is 761‘]'

is€Byr is€EBr
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temos que
r p+1
> x,=0eV =) (U+U)/U=
s=1 =0
=Y 5, €eUN(F,0F,o..0F),
s=1
donde a associagao Z Ti, > Ty, = — Z Z;, € sobrejetiva. O

s=1 is#£i;
is€Byr

Dado um Z,G-médulo reduzido U, passamos a estabelecer condicoes necessérias e sufi-
cientes em A(U) para que UN e Uy sejam Z,C-mddulos de permutagao. Daqui em diante
quando estivermos trabalhando com um certo reticulado reduzido U, V e V;, sempre de-
notarao as componentes de A(U) = (V; Vo, ..., V,41). Antes de comecarmos a estabelecer
os resultados vamos conferir, através de alguns exemplos, o que ocorre no diagrama para

um Z,G- reticulado U quando um dos médulos UV e Uy nao sao de permutagao.

Exemplo 4.4.1. Para o diagrama do exemplo 4.3.2:
D = (FQ D FQ;FQ D FQ? <(1? 0)>7 <(1> O)>7 <(07 1)))

obtemos um Z,G-reticulado U com uma base {uy, us, us, us, us} com a seguinte agio de

G:

nu; = U1, Cu; = Ugqg — Uq

Nug = Ug — U, CUg = U3

nus = Us — U3z, Cuz = Uz — U3
nuy = Uyg, Cuy = Uy

nus = U5, Cus = Us.

Dai, vemos que {ug — u1,uy, us} € uma base para UN. Assim, UN € de permutacao.

Por outro lado, o conjunto {uy — 2uy,us — 2us, } € uma base para INU, como B’ =
{uy, ug, us, uy — 2us, us — 2uz} € uma base para U, logo U/INU é um reticulado. Note que
IcUn ndo € um reticulado, dai, pelo Teorema 3.2.1, Uy ndo é um Zy|G/N]-mddulo de

permutacao. Veja que a soma Vi + Vo + V3 nao é direta, e que Vi, Vo, V3 C Vo =V.

Exemplo 4.4.2. Considere o diagrama do Fxemplo 4.3.3:

(V7 0, <U1>1F27 <1}1, UZ>F27 <U2>F2> .

Obtemos no Fxemplo 4.3.3 que o reticulado U, associado ao diagrama acima, possui

uma base {uy,ug, us, us} na qual a multiplicagao de G € dada por :
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nu] = —uUyp + Uz, MUy = —Ua,
nus = Uz, NUg = —Uyg
CUl = U] — U3, CUp = —Ug + Uy,

cuz = —us.

Observe que UN € gerado por us, e como cus = —us, esse nao pode ser um ZoC-mddulo

de permutacao. Também observe que
INU == <—2U1 + us, —2U2, —2U4>

Como uy ¢ INU e 2uy € INU, entao Uy nao é um reticulado.
Observe que no diagrama para U temos V; 7,@_ Vo, a soma Vo 4+ V3 + Vy nao € direta e
Vo+Vs+ Vi & Vo+ V4.

Exemplo 4.4.3. Seja U o reticulado obtido no Fxemplo 4.3.4. Vimos que o diagrama

associado a U é

(V. Vo, V1, V2,0, Va),

onde o conjunto {vy,ve,v3} € uma base para V. na qual a multiplica¢ao de G é dada por
nvg = Cvg = Vg, CV1 = V1 + Vg, NV = V1,

NVy = Vg + Vg, CUy = V3.

Também temos
Vo = <U0>,V1 = <U0,?)1>,V2 = (UO,U2>7V3 =0eVy = (7)077)0 + v + Uz)-

Agora, observe que como U possui uma base {uy, us, ...,ur} na qual a multiplica¢io de G
€ dada por

Cup = nu; = uy,

NUy = Uy, Cly = —2Uy — U — Sy,
nuz = —2usz — 3us — Uy, Cuz = Uz,
NUg = Uy, Clgy = Uy + Ug,
nus = Us + Ug, Cus = Us,

nug = Uz + Us + U7, CUg = U7 + Ug + U2,



4.4. Zp[Cp x Cp]-MODULOS DE PERMUTACAO 64

nu7y = U; — U + Us — Ug — U7, CUT = U7 + Ug — Ug — U7 — U3.

Observe que UN = (uy,us, uy,) € que

(¢ — 1Dug = —3ug — up — 3uy,
(A —1)uy = —ug+c(—2uy—u; —3uy) = —tg—2(—2ug —uy —3uy) —u; —3(us+us) = uy+3uy
(c—1)ug = ug, (2 —1)ug = —ug+c(ugtuy) = —ugttg+uy—2us—u; —3uy = —Ug—u; —3y.

Logo IcUYN = {(uy + 3uy,us), como {uy + 3uy,us, us} também € base de UN seque que
UN/IcUN = (uy) € um reticulado. Portanto, pelo Teorema 3.2.1, UN é um Z3C-mddulo
de permutacao.

Por outro lado, Uy nao € de permutacao. De fato, temos
(n — 1ug = —3uz — 3us — uy,

(n* — Dug = —uz + n(—2uz — 3us — uy) =
—ugz — 2(—2ug — 3us — uy) — 3(us + uz) — uy = 3us + uq,
(n — 1us = us,
(n® — Dus = —us + n(us + u3) = —us + us + uz — 2uz — 3us — Uy = —Uz — Uz — Uy,
(n — 1)ug = —ug + ug + us + ur,
(n* — Dug = —ug + n(us + us +uy) =
—Ug — 2ug — 3us — Uy + Us + Uz + U — Us + U5 — Ug — U7y =
= —2Ug — U5 — U3 — Uy — U7,
(n — Duy = uy — ug + us — ug — 2uy
(n* — Duy = —uz + n(ug — ug + us — ug — uy) =
= —uy +uy — us + us + ug — (ug + us + uy) — (ug — ug + us — ug — uy) =
= —U7 — Uz + Ug.

Assim,

INU = <U3,3U5 + Uy, —2U6 —Us — U2 — U7, —U7 — U5 — U6>,

como {us, uy, us, ug, Jus + U1, —2ug — Us — Uy — U7, —Uy — Uy — Ug} também € base de U,
seque que

Un = (U, U5, Uug),
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e Uy € um reticulado. Agora,
Cﬂﬁ:ﬂ7+ﬂ4+ﬂ2:’L_L7+I_L4+ﬂg—2ﬂ6—ﬂ5—ﬂ2—ﬂ7:ﬂ4—2ﬂ6—ﬂ5,

CUg = Ug + Un :ﬂ4+a2—3ﬂ6—62:a4—3ﬂ6,
Plig =ty — 3lig — 2(Uy — 20 — Us) — Us = —liyg + Ug + Us,
Py = Uy — g — 3(ty — 21 — Us) = —21y + g + s
Dai, obtemos
IcUyn = (—3ug, —tuy + us).

Como g ¢ IcUy € 3ug € IcUy, seque que Uy /IcUy nao € livre de tor¢ao. Entao, pelo
Teorema 3.2.1, Uy nao é um ZsC-mddulo de permutacao.

Observe que no diagrama para U temos que todo G-ponto fixo de Vi estda contido em
Vo. Dado v € Vo + V3 + Vi, jd que {vg, vy, vg + va + v1} € uma Fs-base para Vo + V3 + Vj,
existem escalares (inicos mdédulo o ideal 3Z3) o, A1, A2, € Zs, tais que v = Agvg + Ajvg +
Aa(vo +v1 +v2). Logo,

(n— 1)U == ()\1 +/\2)w0 =0« )\1 +)\2 € ?)Zg

Seque que v = A\gvg — AUz + Ag(Vo + v1 + v2) = Ao + Aa(vg + v1) € Vo + Vi, assim, temos
que

{fveVa+V3+Vy(n—1)v=0} CVo+ Vi
Por fim, observe que Vi N (Vo + V3 + Vi) € IgV4.
Observacao 4.4.1. Ja que U C Fy @ F1 @ ... ® Fpyq, cada u € U pode ser expresso

unicamente como
p+1

u = E xi, x; € F;.
i=0

ptl

(n—l)u:O@(n—l)in:O,

pois n age trivialmente em Fy e Fy. Por outro lado, seque da Observacao 2.5.1 que o

unico N-ponto fixo de F;,;i > 1, € 0. Assim,

1=2

eu=mo+ 1z, donde UN = {xg+ 21 € [y ® Fri;z0+x, €Uy =UN(Fy + F).
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Proposicao 4.4.1. Seja U um Z,G-reticulado reduzido, entao UN é um Zy|G /N]-mdédulo
de permutacado se, e somente se, IcUYN = U N Fy.

Demonstragdo. Pela observacao anterior temos UY = U N (Fy + F}). Como ¢ age trivial-
mente em Fy, obtemos IcUYN C U N Fy. Se existe 1 € U\IcUY, entdo, pela Observacio
2.5.1,

(I +1-A+.. +Q - =@p-Q+c+E+..+ ), =px;, € IoUY,

portanto, U /IoUY nao é um reticulado. Segue do Teorema 3.2.1 que U" nao pode ser
um Z,C-médulo de permutacao. Portanto, se UV é de permutacao, entdao IoUN = UNF.

Reciprocamente, IcUYN = U N F; implica que UY /IcUYN é livre de torcao, pois se
zo+x € U ealzg+x) € IcUY,a € Z,, entdo zp =0 e x; € UNF, = IcUY. Sendo
Z, um dominio de ideais principais e UY /IcU"N Z,livre de torgao, temos UY /IoUY

reticulado e, pelo Teorema 3.2.1, UY ¢ um Z,C-médulo de permutagao. O]

Observacao 4.4.2. Dado u € U, u se escreve de forma unica como u = To+x1+...+Tpi1,
onde x; € F;,i=0,1,2,....p+ 1. Agora, INU = (n — 1)U ja que Iy € gerado por (n — 1)

como Z,N -médulo. Como n age trivialmente em Fy e Fy devemos ter
INUCUN(Fy+ Fs5+ ...+ F,p).
De modo andlogo obtemos
IcUCUN(F + Fs+ Fy+ ...+ Fopq),

ja que c age trivialmente em Fy e Fy.

Proposicao 4.4.2. Seja U um Z,G-reticulado reduzido, entao Uy € um reticulado se, e
somente se, UN (Fy+ F35+ ...+ F,11) = INU.

Demonstragao. Pela observagao anterior temos

INUCUN(Fy+ Fs+ ...+ F,pq).

p+1
Se existe u = sz € U\InU, entdo, ja que pela Observagao 2.5.1
i=2
p+1
(14+n+n?+.. —|—np_1)Zx,~ =0,
i=2

temos
p+1

(1-n)+(1-n?)+..+(1 —np‘l)]in -
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p+1
=(p— (1+n—|—n2—|—...+np_1))z$i =
=2
p+1
—=p Yz =pu€ INU,
=2

e Uy nao é um reticulado, pois como u ¢ IyU a sua projecao em U/IyU é nao nulo,
mas 0 mesmo nhao ocorre com pu, ja que pu € INyU. Portanto, Uy reticulado implica
UN(Fo+ Fs+ ...+ Fp) = InU.

Reciprocamente, U N (Fy + F5 + ... + F,11) = IyU implica que Uy é livre de torgao,
pois se u = xop+ 21+ ...+ 2,41 € U e existe 0 # a € Z, com au € IyU, entao xyp = 1 =0
ero+ a3+ ... +xpp1 EUN(Fy+ F3+ ...+ F,pq) = InU, logo u € IyU. Como Z, é um

dominio de ideais principais e U/IxU é livre de torgao, segue que é um reticulado. O

Observacgao 4.4.3. Como Ig € gerado pelo conjunto {(g—1);9 € G, g # 1}, os elementos
de IcU sao combinagoes lineares sobre Z, de elementos da forma (g — 1)u tal que uw € U.
Sendo G = N x C cada g € G € da forma n'c*, k,i € Z e logo

(n'c® —1) = (nick —n'n™") =n'(F —n™) =n'[(F — 1) = (n™* = 1)].
Assim,
(n'cd® = Du=n'(c*—1) = (n"" = 1)] = (" = Dn'u — (n™ = Dn'u € IyU + IoU.

Disso seque que IcU = INU +IcU CUN(Fy+ Fo+ F5+ ...+ F,q).

Proposicao 4.4.3. Seja U um Z,G-reticulado reduzido e suponha que Un € um reticu-
lado. Entdo Uy € de permutacao se, e somente se, IcU =U N (Fy + Fy+ ... + Fpiq).

Demonstragao. Pela observacao anterior temos IoU C U N (Fy + Fo + F3 + ... + Fy11).

Pelo Teorema 3.2.1, Uy é de permutagao se, e somente se, (Uy)c = Un/IcUy ~ U/IcU
p+1 p+1

é reticulado. Dai, se existe Z x; € U\IgU, entao existe r > 0 tal que p” le e lqU, ja
i=1 i=1
que pela Observagao 2.5.1 se g € H;, entao (p— (1 +g+g*>+ ...+ ¢g? ') € Ig, age como

zero em Fj e Iy, e como uma multiplicacao por p em Fj,j # 4,0. Assim, se IqU esta
contido propriamente em U N (Fy + Fo+ F3+ ...+ Fj11), entdo (Uy)e nao é um reticulado
e, portanto, Uy nao pode ser de permutacao.

Reciprocamente, IcU = U N (Fy + F5 + F3 + ... + F,41) implica que U/IgU ~ (Un)c

¢ Zy-livre de torcao, logo um reticulado. O

Teorema 4.4.1. Seja U um Z,G-reticulado reduzido, entao UYN € de permutagio se, e

somente se, todo G-ponto fixo de Vy pertence a Vj.
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Demonstracao. Suponha que U seja de permutacao. Pela Proposicao 4.4.1 temos IoUN =
UNF,. Dado Z; € V; tal que (c—1)Z; = 0, temos (¢ — 1)z; € U. Como UNF, = IcUY,
existe xg € Fy com xg + x1 € U. O Lema 4.4.1 fornece que 71 € V4.

Reciprocamente, dado (¢ — 1)x; € UN Fy C JF; temos que (¢ — 1)Z; = 0. Logo 7y
¢ G-ponto fixo de V;. Como Z; € Vj, temos que existe xg € F tal que ¥y = 71 o que
implica xyp — 21 € U, donde (¢ — 1)z; € IcUYN. Assim, IcUYN = U N F} e a Proposicio
4.4.1 garante que UY é de permutacao. O

Teorema 4.4.2. Seja U um Z,G-reticulado reduzido, entao Uyn € um reticulado se, e

somente se, sao vdlidas

Lvin| Y vi|cwiiz2

§#0,1,i
JE€Apt2
pt+1 p+1
2, {inev;(n—l)zxizo} C Vo + Wi
=2 1=2

Demonstracao. Suponha que Uy seja um reticulado. Pela Proposicao 4.4.2 temos
UN(F+F+...+ Fyp) =INU,

dai, o Lema 4.4.1 garante que

vin| Y Vi| € IwV.

]7507177/
jEAp+2
p+2 p+1
Seja Zfz € V tal que (n—1) Zfz = 0. Entao,
=2 =2
pt1

(n—1)> €U

e por hipdtese

p+1
(n— 1) E x; € INU,
=2
p+1
assim, existe 5 y; € U com
=0
p+1 p+1

(n—l)Zyi: (n—l)Zmz
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Ja que 1 +n+...+n% age como 0 em Fj,i > 1, o inico N-ponto fixo de F},7 > 1, é nulo.

Dai, obtemos z; = y;, Vi > 1. Por outro lado,

p+1
Do+ =—> 5eV+W,
i=2
portanto
p+1
d meVh+ Vi
i=2

Reciprocamente, pelo Lema 4.4.1, ja que U é reduzido, o Item 1 garante que

UN(Fo+ 5+ ..+ Fppr) CINFo+ F5+ .o+ Fppn).

p+1
Dali, dado Zml € U temos
= p+1 p+1
:E::ah ::(n/_-l)jg::yh
=2 =2
p+1
logo (n — 1) Z y; = 0 e por hipdtese,
i=2

p+1

ZE:Z% € L6'+'Lﬁ7
=2

assim, existe yo + y1 € Fy + F} tal que

p+1 p+1 p+1
YomeUey wi=(m—1)Y yelyl.
i=0 i=2 i=0

A Proposicao 4.4.2 garante que Uy é um reticulado.
[

Teorema 4.4.3. Seja U um Z,G-reticulado reduzido e suponha que Uy seja um reticu-

lado. Entao Uy € de permutacao se, e somente se, sao vdlidas

Lvin| Y V| cleVivi>o0, e
J#0yi
JEAp+2

2. Cada elemento de Vi N (Vo + V3 +Vi+ ...+ V,11) € da forma

P+l p+1
(n—1) <Z i + Z >\i?/i> ,
i=2 i=3
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onde
p+1 p+1
(c—1Dyr=(n—-1) (Zxﬁ—z&yz),
p+1 p+1
Zfi eVo+ Vi, n —Zﬂz‘ eVo+ Vo, e (n—1)ANy; = (c— Dy, \i € Z,G.
i=2 i=3

Demonstragao. Se Uy é de permutagao, temos pela Proposicao 4.4.3

Uﬂ (Fl + F2 + Fg + ...+ Ferl) == [GU

p+1 p+1
Dai, dado w € U N (Fy + Fy + ... + Fj4+1) temos que existem Zx, cUe Zyz € U tais
que i=0 i=0
p+1 p+1
u=(n-—1) sz (c— Dy + c—1Zyz
=3

Como c age em Fj,7 > 2, igual a uma poténcia de n, existe \; € Z,N,i > 2, satisfazendo
(¢ —1y; = (n — 1) \y;. Assim,

pt1 p+l
u=(c—Ly+(n—1) (Zml—i-z}\zgh) :

e pelo Lema 4.4.1

p+1 p+1

(c—1Dyr=—(n—1) (Zmz —|—Z)\1yz> eVin(Va+ Vs +...V,u1).

p+1 p+1 p+1
Como le eUe Zyi € U, temos Tg + 71 = —Z:T:i € Vo + Vi e de modo andlogo
i=0 i=0 =2
p+1

obtemos 7, + Z@i eVo+ Vs

=3
Assim, o Lema 4.4.1 garante a Condicao 2 e a Condicao 1 é uma aplicacao direta do
mesmo, uma vez que U N (Fy + Fo + F3+ ...+ F1q) = IU.
Reciprocamente, o fato de ser U reduzido garante que z; € JV; < x; € JA;. Isso

juntamente com a Condicao 1 e o Lema 4.4.1 garantem que U N (Fy + Fo + ... + F,41) C

p+1
Io(Fi+ Fo+ ...+ F,41). Dai, dadow € UN (Fy + Fo + ... + F,41), existem Zmz cU,e
i=0
p+1
Zyi € U, tais que
=0

p+1 p+1 p+1 p+1
u=(n—1) sz (c—=Dy;+(c—1) Zyl— (c—Dy;+(n—1) (sz—l—Z)\zyZ).

=3
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Logo,
p+1 p+1

(c—1)j = —(n—1) (Zx—i—Z)\y) eVin(Va+ Va4 ...+ Vo).

p+1 pt+1

Dai, a Condigao 2 fornece que existe (n—1) (Zx +Z/\ ) e in(Va+Va+...4V,42),

p+1 p+1
onde » " a'i € Vo+ Vi, =i+ Yy € Vo+ Vo, (n— DNyl = (c— Lyl e
i=2 i=3

(c—=1g=(n—1) (Zx —i—Z)\ )

Disso segue que

p+1 p+1 > p+1 p+1

w' = (c—1)y;—(n—1) (Zx —i—Z)\lyZ (n—1) Zx—i—c Dyr—(c— 1Zy1€IGU
=3

pois existe y{, + y4 € Fo + F» tal que

p+1
Yot ys= —§1+Zy_’,~ e+
=3
e existe z( + 2] € Fy + F tal que
p+1
.T_,0+J71 = Zl?z eVo+ V1.
=2
Como
p+l p+l p+l P+
s (S San) om0 (S 5w
temos que

p+1 p+1 p+1 p+1
w=(n—1) (in + ZAM) (Zaz + ZX ) EUN(Fa+Fy+...+Fpp).
1=2 1=3

Como IyU é reticulado, pela Proposigao 4.4.2, temos InU = U N (Fo + F5 + ... + F,12),

assim, w € IyU. Agora observe que

p+1 p+1
u=w+w =(n—-1) (le—i_z)‘l%) (c— 1Dy, € IgU,
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jad que w € INU e w' € IgU. Portanto, UN (Fy + Fo+ ...+ F,12) = IgU e pela Proposicao
4.4.3 Uy é de permutacao.

]

Suponha que U é um Z,G-reticulado reduzido para o qual UYN e Uy sdo Z,[G/N]-
modulos de permutagao, e além disso Je;U = pe;U. Entao, A(U) é um diagrama em que
V tem acao trivial de G e, dai, o Teorema 4.4.1 fornece que V; C Vj. Pelo Teorema 4.4.2,

temos V; C Vg, ja que Vi C Vj. E finalmente, o Teorema 4.4.3 fornece
V=W=VoeV,® ..o V.
Posto isso, vemos que
A(U) ~ (F;1+...+rp+1;F;1+...+rp+1’F;1’ ),
onde r; = dim V;, 7 > 0. Segue do Teorema 4.2.4 que
U~ (Z|G/H\])" & (Zp|G/Ha)])” & ... (Zy| G/ Hpa])""

portanto, U é um Z,G-moédulo de permutacao. Com essa observagao acabamos de provar

(0)

Teorema 4.4.4. Seja U € Ly. Entao U é um Z,G-mddulo de permutagdao se, e somente

se,
1. UN e Uy sio Z,|G/N]-médulos de permutacio e

2. Je,U =pe;UYe=0,1,....p+ 1.

Teorema 4.4.5. Sejap =2 e U € Ly. Entao U é um ZoG-maodulo de permutacao se, e

somente se, UN e Uy sao Zy|G/N]-mddulos de permutagao.

Demonstracao. De fato, para p = 2, temos Je; = 2¢;U Vi = 0,1, 2,3, pois dado g € G,
(1 — g) age como uma multiplicacao por 0 ou por 2 em A;. Logo, o resultado segue do

teorema anterior. O

Em posse desses resultados vamos estabelecer o nosso principal resultado: em geral, a
Condi¢ao 1 no Teorema 3.2.3 nao caracteriza os Z,G-moédulos de permutagao. Para tanto,
consideremos p = 3 e passamos a analisar os ZzG-reticulados reduzidos e seus diagramas

associados.
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Considere o seguinte F3G-médulo V' com base {vy, v9, v3, v4,v5} possuindo a seguinte
multiplicacao
nv; = Ccvy = vy,
NVy = Vg, CV2 = V1 + U2
nvs = vs + V1, CU3 = U3
nvy = Cvy = U1 + Uy, nc2v4 = 1y
Nnvs = U1 + U5 = 62’05,
cvs = nus = 2u; + Vs,

nevs = Us.

Assim, vemos que V = Z Vi,i,5 € {0,1,...,4} onde
i

Vo = (01,03 + v5 + vg, =03 + v2 + v35), Vi = (v1,02), Vo = (vy, v3),
Vs = (v1,vs), Va = (U1, 04).

Observe que
Vo/IVo = Vo, Vi) JVi = (v2 + JV1), Vo / JVa = (vs + JVa), V3/ T V3 = (v + JV3),

Vi) JVi = (va+ JVy).

Lembramos que se g ¢ H;, entdao {e;, ge;, ..., g" 2e;} é uma Z,base de A;. Escolha trés

copias de Ay e denote um gerador de cada cépia por w;,i = 0, 1,2. Utilizando a seguinte

notacao:
W3 = €1,Wy4 = C€1
W5 = €2, Wg = NE2
Wy = €3, Wg = Ne3
Wy = €4, W10 = NEy,
temos

A3 - <'lU0, w1, w2>

Ay = (w3, wy); cws = wy, cwy = —wsz — Wy, NWy = Wq, NW3 = W3,

Ay = (ws, wg); nws = we, NWg = —ws — We, CW5 = Ws, CWg = W,
Ao — ) _ _ 2 2

3 = <w7,w8>7nw7 = Wg,NWg = —Wy — W, CW7y = 1 Wy, CWg = T Ws,

Ay = <w9, w10>; nwg = W10, NW1p9 = —W9 — Wy0, CW9g = NWy, CW19 = NW10-
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Defina os seguintes Zz-homomorfismos
do s Ay — Vo

Wy — U1
Wy > V3 + U5 + Uy
Wa > —V3 + U2 + Us,
oAM=V
W3 > V; — Vg, Wy —> —Us,
G2 Ap = Vo
Wy — V1 — V3, Wg — —U3,
¢3: Az = V3
Wy — V1 — Vs, Wg —> —Us,
Gs Ny =V
Wy > V1 — Uy, Wig —> —V4.

Vamos verificar que esses sao Z,G-homomorfismos.

p1(cws) = ¢1(wy) = —vy = c(v1 — va) = cPr(w3),

¢1(cws) = ¢1(—ws — wy) = vy — V1 + V2 = V1 — vy = ¢(=Va) = chr(wa);
Pa(nws) = Pa(we) = —v3 = n(vy = v3) = ngs(ws),

$2(nwe) = da(—ws — we) = vs — V1 + U5 = —v3 — vy = n(—v3) = na(we);
¢3(nwr) = P3(ws) = —vs = n(vy — vs) = ngs(wr),

¢3(nws) = ¢3(—w7 — ws) = vs — V1 +v5 = —v5 — v1 = n(=v5) = ng3(ws),

P3(cwr) = ¢3(n2w7) = n2¢3(w7) = cpz(wr),
P3(cws) = ¢3(n2’w8) = n2¢3(w8) = cg3(ws);
Ga(nwg) = g4(wio) = —vg = n(vr — va) = na(wy),
da(nwig) = Pa(—wg — wig) = vy — v1 + vg = n(—vy) = nP(wnp).
E claro que ¢;,1 =0,1,2,3,4, é sobrejetiva, também observe que definindo

~

¢i: Ny = Vi) IV,
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zi = ¢ixi) + JVi,

temos ker ;ﬁ\l = JV;, assim,
i : ANi/ TN = ViV,

¢ um isomorfismo. Fica verificado que (V;Vp, ..., V,41) é um objeto em Q.
Agora, vamos verificar que o reticulado U, associado ao diagrama acima, satisfaz U™
e Uy de permutacao. Primeiramente, observe que o submédulo maximal trivial de V; é

gerado por v; € Vjp, assim, pelo Teorema 4.4.1, UV é de permutacao. Dado v € Z V; com
i#0,1
(n—1)v = 0, temos v = A\jv;+ A3+ A304+Ag05, Aj € Zg, e (n—1)v = (Ag+A3+Ag)v1 =0,

entao Ay + A3 + Ay € 3Z3 e, dai,
v = )\1?]1 + (—)\3 — )\4)113 + )\3?]4 + )\41}5 = )\11)1 + )\3(?]4 — Ug) + )\4(1}5 — 1)3).
Note que
Vs — V3 = (—U3+U2+U5)—U2 6‘/(]+‘/1,
vy — vz = (Vs — v3) + (V3 + V5 +v4) + (V3 + vy +v5) —va € Vo + Vi,

também temos
(v)) =Von (Vs + V) =Van (Vo + V) =Vin (Vo + Va).

Entao, pelo Teorema 4.4.2, Uy é um reticulado.
Observe que se v € (V14+V3+V,)N(Vo+V4), entdao (c—1)v = 0. Dado, v € V1+V3+V)

existem escalares A1, A2, A3, Ay € Z,, (inicos médulo o ideal 3Z3) tais que
v = A1 + Aavg + Agvg + A\gvs.
Assim,
(C — 1)’0 = ()\2 + A3+ 2)\4)’01 =0< Ao+ A3+ 2\, € 3Zs,

logo
V= )\12)1 + (—)\3 — 2)\4)1)2 + )\3114 + )\4’05 =

= )\11]1 + )\3(1}4 - ’U2) + )\4(1}5 — 2’(}2).
Observe que vy + v5 = v5 — 209 € Vo + Vo e vy +v5 € Vo + Vo, assim, vy — vy € Vo + V.

Logo v € V + Vs, e segue que

(Vo + Vo) (Vi + V5 + Vy) = (01,04 — v2, 05 — v2).
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Claramente
() =Vin(Va+Vs+ V) =Voan(Vi+V3+Vy) =

=Van(Vi+Va+Vy) =Vin(Vi+ Va4 Vs),

e V também satisfaz a Condigao 1 do Teorema 4.4.3. Por outro lado, dado v € (Vo +V5)N
(Vi + V3 + V}) temos

v = /\1U1 + (—>\3 - 2)\4)@2 + >\4U5 + )\31)4,

observe que dado v' € (Vo + V1) N (Vo + Vs + V), temos (n — 1)v" = 0, também observe
que
(c—1)vs = (n* — Dy = (n—1)(n + 1)vs

e (c—1)vy = (n— 1)vy. Assim,
(n—1)(v'+(n+1)A\qus+A304) = (n+1)\v1+A301 = 2N+ A3)v; € ViN(Va+V3+Vy) = (vq).

Agora,
(C — 1)()\1’01 + (—)\3 — 2)\4)1)2) = —<2)\4 + )\3)’01,

e logo
(c = 1) (Mvr + (A3 = 2X\)v2) = —(n — 1) (" + (n + 1) A\qv5 + A304),

onde v € (Vo + Vi) N (Vo + Va+Vy) e Mup + (=3 — 20\)va + M\us + A3y € Vg + Va.
Portanto, a Condicao 2 do Teorema 4.4.3 também ¢é satisfeita. Segue do Teorema 4.4.3
que Uy é de permutagao.

Como V' tem acao nao trivial de G, U nao pode ser um ZzG-mdédulo de permutacao
pelo Teorema 4.4.4.

Alternativamente, poderiamos ter calculado direto que
Uy ~ Zs|G/N| ® Zs ® Zs ~ UV

por encontrar uma base para o reticulado U como fizemos nos exemplos da Secao 4.3. Se

assim fosse feito, encontrariamos que com respeito a uma base de U as matrizes de n e ¢
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tivamente

sSa0 respec

0 0000
0 0000

-1
0
-1
-1
-1
1
0
0
-1
-1
-1

-1 -1 -1

10

01 00

-1 0 0 10

1

-2 0
-2

0 0

0
-2

0 0001
0 00O0O

1

0

1
-1 0 0 10

0

0000
1 000
0100

-3 0
-3

0 0

0
-3

0 0001

0

-1 0
-1 10 0 O

0 00

0
0
0
0
-1
1
0
0
0
1

-1 01 -1
-2 0 0 O
-1

1
0

0O 00 0 O

0

0
-2

0O 0 00 O
0 0 00 O

0

0

1

0 0 01

0
1
0O 00 0 O

-1
0 00 O
1
-1 10 0 O

0 00

0 0 00

00 0 O

-3 00 0

01
0 0

0
1

0 0 00 O
0 0 03 0
0 0 00

0
1

-2

0 00 O

-3
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