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Resumo

Seja Zp o anel dos inteiros p-ádicos e G um p-grupo finito. Recentemente, MacQuarrie

e Zalesskii caracterizaram os ZpG-módulos de permutação apenas olhando para módulos

para G/N , onde N é um subgrupo normal de G com ordem p. Esta caracterização é

dada por duas condições e nesse trabalho mostramos que, em geral, não podemos retirar

nenhuma dessas condições para caracterizar os ZpG-módulos de permutação. Os autores

já sabiam que uma das condições não poderia ser retirada mas a necessidade da outra

condição era desconhecida. Trabalhamos com uma correspondência devida a Butler para

construir um ZpG-módulo que não é um ZpG-módulo de permutação e satisfaz a condição

que não se sabia se era uma caracterização dos ZpG-módulos de permutação.

Palavras-chave: Módulos de permutação. p-grupos finitos.



Abstract

Let Zp be the ring of p-adic integers and G be a finite p-group. Recently, MacQuarrie

and Zalesskii characterized the ZpG-permutation modules by just looking at modules for

G/N , where N is a normal subgroup of G with order p. This characterization is given by

two conditions and in this work we show that, in general, we cannot remove either of these

conditions to characterize the permutation ZpG-modules. The authors already knew that

one of the conditions could not be removed but the necessity of the other condition was

unknown. We work with a correspondence due to Butler to construct a ZpG-module that

is not a ZpG-permutation module, but which satisfies the condition that might still have

been a characterization of permutation ZpG-modules.

Keywords: Permutation modules. Finite p-groups.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Seja G um p-grupo finito e R um anel comutativo com unidade. Um RG-módulo de

permutação é um RG-reticulado (isto é, um RG-módulo que é finitamente gerado e R-

livre) que possui uma base que é invariante pela ação de G. Denotando o anel dos inteiros

p-ádicos por Zp e por Fp o seu corpo residual, em [5] MacQuarrie e Zalesskii mostram que

um ZpG-módulo é de permutação se, e somente se, existe um subgrupo normal N C G

com ordem p satisfazendo

1. UN e UN são Zp [G/N ]-módulos de permutação e

2.
(
U/UN

)
N

é um Fp [G/N ]-módulo de permutação,

onde, UN e UN são, respectivamente, o maior submódulo e o maior quociente de U em

que N age trivialmente. Denotando por IN o núcleo do homomorfismo natural

φ : ZpN → Zp

∑

g∈N

λgg 7→
∑

g∈N

λg,

temos explicitamente

UN = {u ∈ U ; gu = u ∀g ∈ N},

UN = U/INU.

No artigo [5] os autores fornecem pequenos exemplos mostrando que não se pode

apenas supor que um dos módulos UN ou UN é um Zp[G/N ]-módulo de permutação para

concluir que U é um ZpG-módulo de permutação, mas um problema que ficou em aberto

é o seguinte: se UN e UN são Zp[G/N ]-módulos de permutação, então U é um ZpG-

módulo de permutação? Fornecemos uma resposta negativa para essa questão utilizando

ferramentas constrúıdas por Butler em [7]. Para p = 3 e G = C3 × C3 (C3 denota

o grupo ćıclico de ordem 3) constrúımos um Z3G-reticulado U para o qual existe um

subgrupo N C G de ordem 3 tal que UN e UN são de permutação mas U não é um
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Z3G-módulo de permutação. O reticulado obtido tem Zp-posto 11, como Z3[C3 × C3]-

reticulado é estruturalmente complicado e acreditamos que seria dif́ıcil encontrá-lo sem

essas ferramentas.

Vamos assumir que o leitor tenha familiaridade com conceitos e resultados básicos de

Álgebra Abstrata pertinentes a teoria de grupos, anéis, e módulos.

No Caṕıtulo 2 introduzimos algumas noções e resultados básicos da teoria das repre-

sentações de grupos e resultados da teoria dos módulos finitamente gerados sobre anéis

comutativos com unidade que serão importantes para o desenvolvimento do trabalho. O

Caṕıtulo 3 é reservado para alguns resultados sobre RG-módulos de permutação. Dedi-

camos o Caṕıtulo 4 para apresentar a construção da principal ferramenta que utilizamos

para construir um Zp[C3×C3]-reticulado que fornece a resposta para a questão proposta.
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Caṕıtulo 2

ZpG-módulos

Nesse caṕıtulo definimos algumas noções básicas da teoria das representações de gru-

pos finitos e expomos alguns resultados que serão relevantes para o desenvolvimento do

trabalho. Ao longo do texto, R denota um anel comutativo com unidade e G um grupo

finito.

2.1 Representações de grupos

2.1.1 Definições e exemplos

Seja R um anel comutativo com unidade e G um grupo finito. Uma representação

linear de G sobre R é um homomorfismo de grupos

ρ : G −→ GL(U),

onde U é um R-módulo e GL(U) denota o grupo das transformações lineares invert́ıveis

de U . Isso significa que ρ satisfaz

ρ(gh) = ρ(g)ρ(h) ∀g, h ∈ G

fornecendo ρ(1) = 1 e ρ(g−1) = (ρ(g))−1. O módulo U é chamado módulo de repre-

sentação. Se ρ′ é outra representação de G com módulo de representação W e existe uma

transformação linear invert́ıvel T : U −→ W satisfazendo

Tρ(g)T−1 = ρ′(g) ∀g ∈ G,

dizemos que ρ e ρ′ são similares.
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O homomorfismo ρ fornece uma ação de G em U definida por g · u = ρ(g)(u), que

denotaremos por gu. Observe que essa ação cumpre

g(u+ λw) = gu+ λgw, ∀u, w ∈ U, ∀λ ∈ R,

(gh)u = g(hu), ∀g, h ∈ G, ∀u ∈ U

1Gu = u.

Uma ação desse tipo é chamada uma ação linear de G em U .

Se U é livre e finitamente gerado, digamos com R-posto r, dizemos que r é o grau da

representação ρ. Fixada uma R-base B de U , para cada elemento T ∈ GL(U) associamos

uma matriz [T ]B ∈ Mr×r(R), onde [T ]B denota a matriz de T na base B e Mr×r(R)

é o anel das matrizes r × r com entradas em R. Sabemos que essa associação fornece

um isomorfismo de grupos entre GL(U) e GL(r, R), onde GL(r, R) denota o conjunto

das matrizes não singulares de Mr×r(R). Nesse caso, uma representação linear ρ é um

homomorfismo de G no grupo GL(r, R) e é chamada representação matricial. Como cada

u ∈ U possui uma única representação como combinação linear dos elementos da base

B = {u1, ..., ur}, assim, se u =
r∑

i=1

λiui, então a ação de G em U é dada colocando

g · u = ρg(u) =
r∑

i=1

αiui,

onde

ρ(g) ·




λ1

λ2

...

λr



=




α1

α2

...

αr



,

e ρg ∈ EndR(U) satisfaz ρ(g) = [ρg]B.

Exemplo 2.1.1. Seja R∗ o conjunto dos elementos invert́ıveis de R. Defina

ρ : G −→ R∗

por ρ(g) = 1R ∀g ∈ G. Essa é uma representação de G chamada a representação trivial.

O seu módulo de representação será denotado ao longo do texto simplesmente por R.

Exemplo 2.1.2. Seja R = C o conjunto dos números complexos e Cn, n > 1, o grupo

ćıclico com n elementos. Seja g um gerador de Cn e defina

ρ : Cn −→ C\{0}
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pondo ρ(gr) = λr, onde λ ∈ C é uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Então, ρ é uma

representação de grau 1 que não é trivial. O módulo de representação é C, onde g age

como uma multiplicação por λ. Em geral para um anel R com unidade e um grupo G,

uma representação de grau 1 é especificada por um homomorfismo entre G e R∗.

Exemplo 2.1.3. Seja R = Fp um corpo com caracteŕıstica p > 0 e G = 〈g〉 o grupo

ćıclico de ordem p. Defina

ρ : G −→ GL(2,Fp)

ρ(gr) =

[
1 0

r 1

]
.

Como ρ(g) possui ordem p, ρ é uma representação de grau 2.

2.2 RG-módulos e representações

Denote por RG o R-módulo livre com base G. Em RG podemos definir uma ação

de G pondo g · h = gh ∀g, h ∈ G, onde gh denota a multiplicação em G dos elementos

h, g ∈ G. Como os elementos de RG são da forma λ =
∑

g∈G

λgg, λg ∈ R, definimos uma

multiplicação em RG da seguinte forma

(∑

g∈G

λgg

)(∑

h∈G

αhh

)
=
∑

g∈G

∑

h∈G

λgαhgh.

Com essa multiplicação, RG se torna um anel com unidade 1G e também é um R-módulo

que possui uma ação linear de G dada pela multiplicação de RG definida acima.

Dado um módulo de representação U , cada g ∈ G age como uma transformação linear

em U , assim, U se torna um RG-módulo com a sua ação linear de G. Agora, dado um

RG-módulo U , esse possui uma ação linear de G e podemos construir uma representação

linear para G da seguinte forma: para cada g ∈ G associamos uma transformação linear

ρg ∈ GL(U) definida por ρg(u) = gu ∀u ∈ U , dáı, pomos ρ(g) = ρg, logo a ação linear de

G em U fornece uma representação linear ρ de G.

Posto isso, vemos que lidar com módulos de representação para G é a mesma coisa

que lidar com RG-módulos e vice-versa. Isso tem uma grande vantagem já que pode-

mos utilizar a teoria de módulos para anéis com unidade para entender os módulos de

representação para G.

Dado um RG-módulo U e W ⊆ U um R-submódulo, dizemos que W é um RG-

submódulo de U se W é invariante pela ação de G, isso é, se gu ∈ W ∀g ∈ G, e ∀u ∈ W .

Definição 2.2.1. Sejam U e W dois RG-módulos e φ : U −→ W um R-homomorfismo.

Dizemos que φ é um RG-homomorfismo se φ(gu) = gφ(u) ∀g ∈ G e ∀u ∈ U . No caso em
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que φ também é uma bijeção, dizemos que φ é um isomorfismo de RG-módulos. Como

de costume, denotamos por kerφ o núcleo do homomorfismo φ. Claramente, esse é um

RG-submódulo de U .

Exemplo 2.2.1. Considere o mapa

φ : RG −→ R

dado por

φ

(∑

g∈G

λgg

)
=
∑

g∈G

λg.

Segue da definição da multiplicação em RG que φ é um homomorfismo de anéis. Deno-

taremos por IG o núcleo do homomorfismo φ, esse é amplamente conhecido como ideal de

aumentação de RG. Observe que
∑

g∈G

λgg ∈ IG se, e somente se, λ1 = −
∑

g 6=1

λg, e disso

segue que {g − 1; 1 6= g ∈ G} é uma R-base para IG. Quando G é ćıclico e gerado por g,

IG é gerado por (g − 1) como ideal de RG.

Ao longo do texto, IG sempre denotará o ideal de aumentação de RG. No contexto o

anel R estará evidente e não haverá risco de confusão.

Definição 2.2.2. Dizemos que um RG-módulo U é indecompońıvel se esse não possui

RG-somando direto diferente de U e do módulo nulo. Dizemos que a representação ρ é

indecompońıvel se o RG-módulo associado é indecompońıvel.

Quando um RG-módulo U finitamente gerado possui uma decomposição em soma

direta de RG-submódulos indecompońıveis, digamos

U = W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Ws,

onde cada Wi é indecompońıvel, a representação ρ associada a U se escreve como uma

soma das restrições indecompońıveis ρ|Wi
, i = 1, ..., s.

Definição 2.2.3. Seja U um RG-módulo. Dizemos que U é simples se os únicos RG-

submódulos de U são o módulo nulo e ele próprio.

Teorema 2.2.1 ([8], Proposição 6.2.1, pág.98). Seja K um corpo com caracteŕıstica p > 0

e G um p-grupo finito, então o módulo trivial é o único KG-módulo simples.

Demonstração. Seja S um KG-módulo simples e seja x 6= 0 um gerador de S. Considere

o grupo abeliano aditivo H que é gerado pelos elementos gx, com g ∈ G. Como S é um



2.2. RG-MÓDULOS E REPRESENTAÇÕES 14

K-espaço vetorial, p age como 0 em H, de modo que os elementos de H possuem ordem

p e, assim, H é um p-grupo abeliano finito. Observe que H possui uma ação de G que é

herdada da ação de G em S, já que H é gerado pelo conjunto {gx; g ∈ G}. Sendo G um

p-grupo, o estabilizador em G de cada elemento h ∈ H possui ordem igual a uma potência

de p. Como a órbita de 0 ∈ H tem tamanho 1, deve existir outro elemento possuindo

órbita com tamanho 1, pois caso contrário teŕıamos |H| = 1+pk o que é uma contradição.

Então, seja y 6= 0 um elemento cuja a órbita tem tamanho 1. Como S é simples, temos

S = 〈y〉KG = K o módulo trivial.
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2.3 O Lema de Nakayama

Seja R um anel comutativo com unidade. A interseção de todos os ideais maximais de

R é um ideal, denominado o ideal de Jacobson de R e denotado por J(R). Quando o anel

que estivermos trabalhando estiver claro no contexto, denotaremos J(R) simplesmente

por J . O ideal de Jacobson de um anel comutativo R pode ser caracterizado de outras

maneiras, utilizaremos duas caracterizações que serão úteis para o desenvolvimento do

trabalho. Como veremos, o ideal de Jacobson fornece uma ferramenta essencial na teoria

dos R-módulos finitamente gerados que é conhecida como o Lema de Nakayama.

Teorema 2.3.1. Seja R um anel comutativo com unidade e J o ideal de Jacobson de R,

então o ideal de Jacobson pode ser caracterizado das seguintes formas

1. J = {x ∈ R; xU = 0, para todo R-módulo simples U}.

2. J = {x ∈ R; xy − 1 é invert́ıvel ∀y ∈ R}.

Demonstração. Primeiramente observe que se U é um módulo simples e u é um elemento

não nulo de U , então U = 〈u〉R. Assim, o homomorfismo definido por φ(x) = xu é um

homomorfismo sobrejetivo e, dáı, U ' R/ ker(φ). Como U é simples, segue que ker(φ) é

um ideal maximal de R.

Posto isso, dado x ∈ R tal que x pertence a todo ideal maximal de R, temos ne-

cessariamente que x anula todo R-módulo simples. Reciprocamente, dado x ∈ R que

anula todo R-módulo simples, temos que x age como 0 em R/I para todo ideal maximal

I ⊂ R o que significa que x pertence a todos ideais maximais de R, assim, o Item 1 é uma

caracterização de J .

Dado x ∈ J , suponha que para algum y ∈ R tenhamos xy− 1 não invert́ıvel. Sendo R

comutativo com unidade, deve existir um ideal maximal I contendo xy−1, como x ∈ J ⊆ I

devemos ter xy ∈ I, logo 1 ∈ I e conclúımos que I = R, contradição. Reciprocamente,

se xy − 1 é invert́ıvel para todo y ∈ R e existe um ideal maximal I tal que x /∈ I, então

escolha z /∈ I. Dáı, temos R/I = 〈z+I〉R, pois z+I é invert́ıvel em R/I, sendo I maximal

ele também é um ideal primo, logo xz /∈ I e temos que R/I = 〈z+I〉R = 〈xz+I〉R. Assim,

deve existir y ∈ R satisfazendo y(xz+ I) = z+ I e obtemos que (yx− 1)z ∈ I. Como I é

primo e z /∈ I, devemos ter o elemento invert́ıvel xy − 1 pertencente a I, e obtemos uma

contradição com o fato de I ser maximal. Portanto, o Item 2 é outra caracterização do

ideal de Jacobson de R.

Seja U um R-módulo. Denote por U r a soma direta de r cópias de U , também

denote o homomorfismo identidade de U por idU . Seja φ ∈ EndR(U), convencionando

que φ0 = idU , denote por R[φ] o anel em que seus elementos são combinações lineares do
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tipo

asφ
s + as−1φ

s−1 + ...+ a0idU , aj ∈ R, j = 0, 1, ..., s.

Claramente R[φ] é um anel comutativo com unidade.

Teorema 2.3.2 ([4], Proposição 2.4, pág.21). Seja U um R-módulo finitamente gerado e

φ ∈ EndR(U). Suponha que exista um ideal a ⊆ R tal que φ(U) ⊆ aU , então φ satisfaz

uma equação do tipo

φr + ar−1φ
r−1 + ...+ a0 = 0, aj ∈ a, j = 0, 1..., r − 1.

Demonstração. Seja {v1, ..., vr} um conjunto gerador de U , então

φ(vi) =
r∑

j=1

aijvj, aij ∈ a, i, j = 1, ..., r.

Reescrevendo a última equação, obtemos

r∑

j=1

(δijφ− aijidU)vj = 0,

onde δij é 1 se i = j e δij = 0 caso contrário. Essa equação pode ser interpretada como a

seguinte equação matricial

(φIUr − A)




v1
...

vr


 = 0,

onde as entradas da matriz A são aijidU ∈ R [φ] e IUr é a matriz identidade r × r

com entradas em R [φ]. Agora, sendo R [φ] um anel comutativo, podemos aplicar o que

conhecemos sobre matrizes com entradas em um anel comutativo. Sendo adj(φIUr − A)

a adjunta da matriz φIUr − A, sabemos que

[adj(φIUr − A)] (φIUr − A) = det(φIUr − A)IUr ,

assim

[adj(φIUr − A)] (φIUr − A)




v1
...

vr


 = det(φIUr − A)IUr




v1
...

vr


 = 0,

e logo

det(φIUr − A)vi = 0, i = 1, ..., r.
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Desenvolvendo o determinante obtemos

φr + ar1φ
r−1 + ...+ a0 = 0 ∈ EndR(U), ai ∈ a, i = 0, 1, ...r − 1.

Corolário 2.3.1 ([4], Corolário 2.5, pág.21). Seja U um R-módulo finitamente gerado e

a ⊆ R um ideal. Suponha que U = aU , então existe x ∈ R tal que x− 1 ∈ a e xU = 0.

Demonstração. Aplicando o último teorema ao homomorfismo identidade de U , obtemos

idrU + ar1id
r−1
U + ...+ a0idU = 0.

Escolhendo x = 1 + ar−1 + ...+ a0, temos que xU = 0 e x− 1 ∈ a.

O próximo resultado é conhecido como o Lema de Nakayama.

Proposição 2.3.1 ([4], Proposição 2.6, pág.21). Seja U um R-módulo finitamente gerado

e suponha que J(R)U = U , então U é o módulo nulo.

Demonstração. Pelo Corolário 2.3.1, existe x ∈ R tal que x − 1 ∈ J(R) e xU = 0.

Como x − 1 ∈ J(R), x deve ser invert́ıvel pelo Teorema 2.3.1, portanto, xU = 0 implica

U = 0.

Corolário 2.3.2 ([4], Corolário 2.7, pág.22). Seja U um R-módulo finitamente gerado e

suponha que existe W ⊆ U um R-submódulo satisfazendo U = W+J(R)U , então W = U .

Demonstração. Primeiramente, observe que

J(R)(U/W ) =

{
r∑

i=1

λiui +W ;λi ∈ J(R), ui ∈ U

}
= {u+ w +W ; u ∈ J(R)U,w ∈ W} .

Como

(W + J(R)U)/W = {u+ w +W ; u ∈ J(R)U,w ∈ W},

obtemos da igualdade acima que

J(R)(U/W ) = (W + J(R)U)/W.

Por hipótese U = W +J(R)U , donde obtemos J(R)(U/W ) = U/W . Sendo U finitamente

gerado, assim também o é U/W , e segue da Proposição 2.3.1 que U/W = 0, donde

W = U .

Dado um R-módulo U e u ∈ U , denote por ū a classe de u em U/J(R)U .
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Corolário 2.3.3. Seja U um R-módulo finitamente gerado e sejam ū1, ..., ūr geradores

de U/J(R)U . Então U = 〈u1, ..., ur〉R.

Demonstração. Com efeito, como ū1, ..., ūr geram U/J(R)U , dado u ∈ U podemos escre-

ver ū ∈ U/J(R)U como combinação linear dos elementos ū1, ..., ūr, digamos

ū = λ1ū1 + ...+ λrūr, λi ∈ R, i = 1, 2, ..., r.

Assim,

ū− λ1ū1 − ...− λrūr = 0̄,

consequentemente

u− λ1u1 + ...+ λrur ∈ J(R)U

e temos que u = λ1u1 + ...+ λrur + w, onde w ∈ J(R)U . Logo,

U = 〈u1, ..., ur〉R + J(R)U

e segue do último corolário que U = 〈u1, ..., ur〉R.



2.4. ANÉIS DE VALORIZAÇÃO E O IDEAL DE JACOBSON DE RG 19

2.4 Anéis de valorização e o ideal de Jacobson de RG

Nessa seção definimos o conceito de anéis de valorização e fornecemos uma descrição

do ideal de Jacobson da álgebra de grupos RG quando R é um anel de valorização discreta,

p é primo em R e G é um p-grupo abeliano finito.

Definição 2.4.1. Seja K um corpo. Uma valorização discreta (aditiva) em K é um

homomorfismo de grupos sobrejetivo ν : K∗ −→ Z satisfazendo a condição

� ν(a+ b) ≥ min{ν(a), ν(b)}.

Em alguns casos é conveniente estender a valorização para o corpo K, fazemos isso

colocando ν(0) = +∞. O conjunto R = {a ∈ K : ν(a) ≥ 0} é um anel chamado o anel de

valorização de ν, ou anel de valorização do corpo K se não houver perigo de confusão.

Definição 2.4.2. Se R é um domı́nio, dizemos que R é um anel de valorização discreta

se esse é um anel de valorização para seu corpo de frações.

Vejamos algumas consequências da valorização discreta em K sobre o seu anel de

valorização R. Primeiramente, observamos que sendo ν um homomorfismo temos

ν(1) = ν(12) = 2ν(1)

o que fornece ν(1) = 0, logo 1 ∈ R. Dado a ∈ R invert́ıvel, obtemos pela definição de R

e do fato que ν é um homomorfismo,

ν(a) ≥ 0 e ν(a−1) = −ν(a) ≥ 0

fornecendo ν(a) = 0. Por outro lado, se a ∈ R é tal que ν(a) = 0, então

ν(a−1) = −ν(a) = 0

e segue que a−1 ∈ R, portanto, o conjunto dos elementos invert́ıveis de R é o conjunto

R∗ = {a ∈ R; ν(a) = 0}.

Dessas observações segue que o conjunto m = {a ∈ R : ν(a) > 0} é um ideal de R. Como

a ∈ R é invert́ıvel se, e somente se, ν(a) = 0, o ideal m é o único ideal maximal de R, de

modo que R é um domı́nio local comutativo com unidade.

Se a, b ∈ R são tais que ν(a) = ν(b), então

ν(a)− ν(b) = 0
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o que implica ν(ab−1) = 0 e x = ab−1 é invert́ıvel em R, logo 〈a〉R = 〈b〉R. Como ν é um

homomorfismo sobrejetivo, deve existir π ∈ R tal que ν(π) = 1 e, dáı vem que se a ∈ R

devemos ter ν(a) = k = ν(πk) e consequentemente

〈a〉R = 〈πk〉R.

Isso também mostra que dado um ideal a ⊂ R e a ∈ a com a menor valorização posśıvel

(é posśıvel escolher pela boa ordenação de Z ), digamos ν(a) = k, devemos ter

〈a〉 = 〈πk〉 = {b ∈ R; ν(b) ≥ k} = a,

pois todo elemento de a deve ter valorização maior ou igual a k.

Posto isso, vemos que cada elemento de R é da forma πna, onde a é invert́ıvel em R.

Além disso, m = 〈π〉 e todo ideal de R é da forma mk. Também observe que o único ideal

primo não nulo de R é m, e dado a ∈ K∗ temos ν(a) = l para algum l ∈ Z, assim,

ν(a) = ν(πl)

e obtemos que aπ−l = b ∈ R e logo a =
b

π−l
, dáı, segue que K é o corpo de frações de R.

Exemplo 2.4.1. Seja p um número primo. Cada número racional q 6= 0 pode ser escrito

de forma única como pk
r

s
, onde k ∈ Z, s > 0, p - r, p - s e mdc(r, s) = 1. Defina

νp : Q −→ Z por ν(q) = k e νp(0) = +∞, assim νp é uma valorização discreta em Q e o

seu anel de valorização é o anel Z(p) = {a
b
∈ Q; p - b}.

Uma cadeia ascendente de ideais em um anel R é uma sequência crescente de ideais

a0 ⊆ a1 ⊆ ... ⊆ an ⊆ ....

Dizemos que essa cadeia é estacionaria se existe m ≥ 0 tal que

am = ai ∀i > m.

Um anel é dito Noetheteriano se toda cadeia ascendente de ideais é estacionária, o anel

dos inteiros é um exemplo de tal anel.

Dada uma cadeia de ideais primos no anel R

p0 ⊂ p1 ⊂ ... ⊂ pn

o numero n é chamado comprimento da cadeia. O supremo dos comprimentos das cadeias

de ideais primos de R é denominado a dimensão de Krull de R. Por exemplo, um corpo

tem dimensão de Krull zero e o anel dos inteiros Z tem dimensão de Krull igual a um.
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Como observamos anteriormente, um anel de valorização discreta possui dimensão de

Krull igual 1, e como esse possui uma única cadeia de ideais próprios

... ⊂ mk ⊂ ... ⊂ m1 = m

R é um anel Noetheriano. Temos visto que um anel de valorização discreta é um domı́nio

local Noetheriano de dimensão de Krull um, no qual o único ideal maximal é principal.

Como mostra o próximo teorema, essa é uma caracterização dos anéis de valorização

discreta.

Teorema 2.4.1 ([4], Proposição 9.2, pág.94). Seja R um domı́nio Noetheriano local pos-

suindo dimensão de Krull igual a 1. As seguintes afirmações são equivalentes

1. R é um anel de valorização discreta.

2. O ideal maximal m ⊂ R é principal.

Em algumas ocasiões é conveniente utilizar uma outra noção de valorização: a noção

de valorização discreta multiplicativa. A grande diferença é que essa fornece uma métrica

no corpo K em que está definida, assim, K se torna um espaço métrico. Quando K

não é um espaço métrico completo com a topologia induzida pela métrica (fornecida

pela valorização multiplicativa), é posśıvel construir um novo corpo K̂ que é completo e

contém K como subcorpo. O corpo K̂ é denominado o completamento de K com respeito

a métrica induzida pela valorização multiplicativa, esse é o menor corpo no qual K é

completo com essa métrica. A norma de K̂ é uma extensão da norma de K e, assim, toda

sequência de Cauchy em K possui um limite em K̂.

Definição 2.4.3. Uma valorização multiplicativa no corpo K é uma função

φ : K −→ [0,+∞) que satisfaz

1. φ(a) = 0 ⇔ a = 0,

2. φ(ab) = φ(a)φ(b),

3. φ(a+ b) ≤ φ(a) + φ(b).

As três condições fornecem que definindo d(a, b) = φ(a− b), d se torna uma métrica.

A última condição é conhecida como a desigualdade triangular.

Exemplo 2.4.2. Seja K um corpo e defina φ por φ(a) = 0 se a = 0 e φ(a) = 1 caso

contrário. Então φ é uma valorização multiplicativa.

Exemplo 2.4.3. Seja K um subcorpo dos números complexos. Definindo φ(a) = |a|,

onde | | denota a norma usual em C, φ é uma valorização multiplicativa.
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O exemplo mais comum de um completamento via uma valorização é quando tomamos

K = Q e φ para ser o valor absoluto (a norma usual em C), o completamento de Q obtido

é o conjunto dos números reais .

Uma valorização multiplicativa φ que satisfaz φ(a + b) ≤ max (φ(a), φ(b)) é chamada

valorização multiplicativa não arquimediana. Se φ é não arquimediana o conjunto

Rφ = {a ∈ K : φ(a) ≤ 1}

é um anel denominado anel de valorização de φ. Dado a ∈ Rφ invert́ıvel em Rφ temos

0 < φ(a) ≤ 1, 0 < (φ(a))−1 ≤ 1,

assim, φ(a) = 1. Por outro lado, dado a ∈ Rφ com φ(a) = 1, então φ(a−1) = (φ(a))−1 = 1

e logo a−1 ∈ Rφ. Dessas observações segue que m = {a ∈ Rφ;φ(a) < 1} é o único ideal

maximal de Rφ.

Quando o conjunto φ(K∗) é um grupo ćıclico infinito, dizemos que φ é uma valorização

discreta multiplicativa, e nesse caso, podemos mostrar, com ideias análogas para o caso

de uma valorização aditiva, que m é principal e gerado pelo elemento π ∈ Rφ tal que φ(π)

gera o grupo ćıclico φ(K∗). Também podemos mostrar que todo ideal próprio de R é da

forma mk, k ∈ N, assim, o único ideal primo não nulo em Rφ é m. Portanto, Rφ é um

domı́nio local Noetheriano de dimensão de Krull igual a um no qual o ideal maximal é

principal, logo um anel de valorização discreta pelo Teorema 2.4.1.

Exemplo 2.4.4 (valorização p-ádica). Seja p um número primo e seja νp a valorização

discreta definida no Exemplo 2.4.1. Defina

φp : Q −→ [0,+∞)

colocando φp(a) =

(
1

p

)νp(a)

se a 6= 0 e φp(0) = 0. Com essa definição, φp é uma

valorização multiplicativa em Q. Essa valorização é conhecida como a valorização p-

ádica. Como νp(a+ b) ≥ min{νp(a), νp(b)} e
1

p
< 1, obtemos

(
1

p

)νp(a+b)

≤

(
1

p

)
min{νp(a),νp(b)}

ou seja, φp(a+ b) ≤ max{νp(a), νp(b)} e φ é não arquimediana. Além disso, φp é discreta,

já que φp(Q∗) é gerado por p−1. O anel de valorização de φp é a localização de Z em p,

isso é, o anel Z(p).

No último exemplo o completamento obtido para Q utilizando a métrica induzida por

φp é conhecido como o conjunto dos números p-ádicos e denotado por Qp. É posśıvel
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mostrar (veja [1], Lema 4.1.2, pág.74) que φp possui uma extensão φ̂p para todo Qp e

que φ̂p(Q∗
p) = φp(Q∗), assim, φ̂p é uma valorização discreta e denotamos o seu anel de

valorização por Zp que é conhecido como o anel dos inteiros p-ádicos. Como vimos, Zp é

um anel de valorização discreta e seu ideal maximal é pZp, já que φ̂p(p) = φp(p) = p−1

gera φ̂p(Q∗
p) = φp(Q∗).

Teorema 2.4.2. Seja R um anel de valorização discreta com ideal maximal gerado por

π ∈ R. Suponha que U seja um R-módulo finitamente gerado e livre de torção, e seja

u1 ∈ U\πU , então u1 gera um somando direto de U .

Demonstração. Mantendo a notação do Corolário 2.3.3, como u1 /∈ πU e U/πU é um

espaço vetorial sobre o corpo R/πR, deve existir uma base para U/πU contendo ū1,

digamos {ū1, ..., ūn}. Pelo Corolário 2.3.3, U = 〈u1, ..., un〉. Agora, observe que se

λ1u1 + λ2u2 + ...+ λnun = 0 ⇒ λi ∈ πR

pois caso contrário, teŕıamos

λ1ū1 + λ2ū2 + ...+ λnūn = 0̄

com algum λi /∈ πR e isso contraria a hipótese dos elementos ū1, ..., ūn, formarem uma

base para o R/πR-espaço vetorial U/πU . Assim, λi = πsiai, onde ai é invert́ıvel e si > 0.

Seja s = min{s1, ..., sn}, então podemos escrever

πs(πs1−sa1u1 + ....+ πsn−sanun) = 0.

já que U é livre de torção, devemos ter

πs1−sa1u1 + ....+ πsn−sanun = 0,

e logo vamos obter uma contradição com o fato de {ū1, ..., ūn} ser uma base para U/πU .

Portanto, {u1, ..., un} é um conjunto linearmente independente e gera U , logo uma R-base

para U . Dáı, u1 gera um somando direto de U .

Terminamos essa seção com um teorema conhecido que diz respeito ao ideal de Jacob-

son da álgebra de grupo RG quando G é um p-grupo abeliano finito e p é primo no anel

de valorização discreta R. Recordamos que IG denota o ideal de aumentação de RG.

Teorema 2.4.3. Seja G um p-grupo abeliano finito e R um anel de valorização discreta

com ideal maximal pR. O ideal de Jacobson de RG é

J(RG) = pRG+ IG.
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Demonstração. De fato, se U é um RG-módulo, então pU também o é. Assim, se U é

simples, devemos ter pU = 0 ou pU = U , mas a segunda opção somente ocorre quando

U = 0, pelo Proposição 2.3.1. Posto isso, vemos que U deve ser um R/pR-espaço vetorial.

O Teorema 2.2.1 garante que G age trivialmente em U , logo, pRG e IG anulam todo

RG-módulo simples. Por outro lado,

RG = 〈1RG〉R ⊕ IG

como R-módulos, pois, como vimos na seção 2, o conjunto {g − 1; 1 6= g ∈ G} é uma

R-base para IG, além disso, como 1 /∈ IG devemos ter 〈1RG〉R ⊕ IG como R-módulos, mas

como podemos obter os elementos de G como combinação linear de 1 e dos elementos de

{g − 1; 1 6= g ∈ G} ⊂ IG, temos essa decomposição de RG. Assim,

RG/(pRG+ IG) = 〈1 + (pRG+ IG)〉R ' R/pR.

Dáı, conclúımos que pRG+IG é um ideal maximal de RG. Como o Teorema 2.3.1 fornece

que pRG+ IG ⊆ J(RG), pela definição de J(RG), temos

J(RG) = pRG+ IG.
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2.5 Decompondo o anel de grupo RG

Seja R um anel comutativo com unidade e G um grupo abeliano finito. Dois elementos

a, b ∈ RG são chamados ortogonais se ab = 0. Um elemento e ∈ RG é dito idempotente

se e2 = e. O idempotente e é chamado de primitivo se ele não se escreve como uma soma

de dois idempotentes ortogonais, o que equivale a dizer que RGe não se escreve como uma

soma direta de ideais de RG não nulos.

Teorema 2.5.1 ([8], Proposição 3.6.1, pág.46 ). Seja R um anel comutativo com unidade e

G um grupo abeliano finito. Cada decomposição de RG em soma direta de ideais bilaterais

RG = Λ1 ⊕ Λ2 ⊕ ...⊕ Λr

corresponde a uma decomposição da identidade de RG

1 = e1 + e2 + ...+ er

como soma de idempotentes ortogonais e vice-versa. Por essa correspondência, Λi = RGei

e se cada Λi é indecompońıvel, então ei é primitivo e esses são os únicos idempotentes

primitivos centrais de RG.

Demonstração. Se RG possui uma decomposição do tipo RG = Λ1 ⊕ Λ2 ⊕ ...⊕ Λr, onde

cada Λi é um ideal de RG, então existem ei ∈ Λi, i = 1, ..., r tais que

1 = e1 + e2 + ...+ er.

Sendo Λi um ideal de RG, obtemos que eiej ∈ Λi ∩ Λj. Como Λi ∩ Λj = 0 se i 6= j, por

consequência temos eiej = 0 quando i 6= j.

Agora, observe que

ei = ei1 = ei(e1 + e2 + ...+ er) = e2i +
∑

j 6=i

eiej

e obtemos ei = e2i , assim, os elementos e1, ..., er, são idempotentes e ortogonais. Dado

λi ∈ Λi, temos

λi = λi1 = λi(e1 + e2 + ...+ er) = λiei,

onde a última igualdade foi obtida da decomposição de RG como soma direta dos Λi.

Dessa maneira, Λi = RGei.

Reciprocamente, dada uma decomposição da unidade de RG

1 = e1 + e2 + ...+ er



2.5. DECOMPONDO O ANEL DE GRUPO RG 26

como soma de idempotentes ortogonais, temos para cada λ ∈ R

λ = λ1 = λ(e1 + e2 + ...+ er) ∈ RGe1 +RGe2 + ...+RGer

e segue que RG = RGe1 +RGe2 + ...+RGer. Agora, se λi ∈ RGei ∩

(∑

i 6=j

RGej

)
, então

λi = eiλi = 0, já que ei age como 0 em
∑

i 6=j

RGej. Assim,

RG = RGe1 ⊕RGe2 ⊕ ...⊕RGer.

Se cada RGei é indecompońıvel como anel, então ei, i = 1, 2, ..., r, é primitivo, pois

caso contrário teŕıamos

ei = e′i + e′′i

onde e′i e e′′i são idempotentes ortogonais, o que implicaria em RGei = RGe′i ⊕ RGe′′i . E

de modo análogo vemos que ei primitivo implica RGei indecompońıvel como anel.

Por outro lado, se existem outros idempotentes primitivos que são ortogonais, digamos

f1, ..., fs, e que satisfazem

1 = e1 + ...+ er = f1 + ...+ fs,

então para cada i = 1, ..., r temos

ei = ei1 = ei

s∑

j=1

fj.

Sendo ei primitivo, devemos ter ei = eifj para um único ı́ndice j ∈ {1, 2, ..., s}, pois eifl

é idempotente e ortogonal a eifk se l 6= k . Para esse ı́ndice j, temos

fj = fj1 = fj

r∑

i=1

ei,

e pelo mesmo argumento anterior obtemos fj = fjek para algum ı́ndice k ∈ {1, 2, ..., s}.

Como já obtemos eifj 6= 0, devemos ter fj = eifj e logo fj = ei. Note que se i 6= j, então

ei e ej não podem cumprir ei = fk e ej = fk, uma vez que ei e ej são ortogonais, portanto

r ≤ s. De forma análoga obtemos s ≤ r, donde r = s.

Agora, considerando o anel dos inteiros p-ádicos Zp e seu corpo de frações Qp, vamos

fornecer uma descrição dos idempotentes primitivos da álgebra de grupo Qp[Cp × Cp].

Vamos utilizar esses idempotentes em uma correspondência devida a Butler para a cons-

trução de um Zp[Cp × Cp]-módulo conveniente.
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Ao longo dessa seção, G denotará o grupo Cp × Cp e p > 0 um número primo. Ob-

serve que sendo G um grupo abeliano seus subgrupos são normais, assim, se H e H ′ são

subgrupos de G com ordem p satisfazendo H ∩H ′ = {1G}, então HH ′ é um subgrupo de

G possuindo ordem p2 e, dáı, G é o produto direto dos subgrupos H e H ′ que são ćıclicos.

Também note que se G = 〈g〉 × 〈h〉 os subgrupos próprios de G são exatamente os p+ 2

subgrupos a seguir

〈1G〉, H1 = 〈g〉, H2 = 〈h〉, H2+j = 〈ghj〉, j = 1, ..., p− 1.

Isso segue de observar que se 1 ≤ i 6= j ≤ p − 1 não podemos ter ghi = (ghj)k para

nenhum k ∈ Z, pois caso contrário k − 1 ∈ pZ e consequentemente hi = hj, resultando

em i− j ∈ pZ o que não ocorre.

Vamos denotar por Ĥi a soma de todos elementos do subgrupo Hi e por Ĝ a soma de

todos elementos de G. Para cada subgrupo Hi defina o seguinte elemento de QpG

ei =
1

p2

(
pĤi − Ĝ

)
.

Observe que

eiei =
1

p4

(
pĤi − Ĝ

)(
pĤi − Ĝ

)
=

1

p4

(
p2Ĥ2

i − 2pĤiĜ+ Ĝ2
)
=

=
1

p4
(p3Ĥi − 2p2Ĝ+ p2Ĝ) = ei,

assim, ei é idempotente. Além disso, quando i 6= j temos G =

p−1⋃

k=1

hk
iHj, onde 〈hi〉 = Hi,

e a união é disjunta. Dáı,

eiej =
1

p4

(
pĤi − Ĝ

)(
pĤj − Ĝ

)
=

1

p4

(
p2ĤiĤj − pĤiĜ− pĤjĜ+ Ĝ2

)
=

=
1

p4

(
p2Ĝ− p2Ĝ− p2Ĝ+ p2Ĝ

)
= 0,

e temos ei ortogonal a ej se i 6= j. Definindo e0 =
1

p2
Ĝ, uma conta simples mostra que e0

é idempotente e ortogonal a ei para cada i = 1, 2, ..., p+ 1. Também temos

p+1∑

i=0

ei =
1

p2

[
p
(
Ĥ1 + Ĥ2 + ...+ Ĥp+1

)
− pĜ

]
= 1.
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Segue do Teorema 2.5.1 que essa decomposição da unidade fornece a decomposição

QpG = QpGe0 ⊕QpGe1 ⊕ ...⊕QpGep+1.

Observação 2.5.1. Observe que se g ∈ Hi, temos gei = ei e logo QpGei é um Qp[G/Hi]-

módulo. Também note que se g ∈ G\Hi, temos (1 + g + g2 + ...+ gp−1)Ĥi = Ĝ, logo

(1 + g + ...+ gp−1)ei =
1

p2

(
p(1 + g + ...+ gp−1)Ĥi − (1 + g + ...+ gp−1)Ĝ

)
= 0.

Dáı, g /∈ Hi implica em

(1 + g + g2 + ...+ gp−1)ei = 0

e caso contrário gei = ei.

Nosso objetivo é mostrar queQpGei é umQpG-módulo simples para cada i = 1, 2, ..., p+

1. Para tanto, vamos precisar de alguns resultados.

Proposição 2.5.1. Seja g /∈ Hi, então os elementos ei, gei, ..., g
p−2ei formam uma base

para QpGei sobre Qp.

Demonstração. Seja g /∈ Hi, como G é o produto direto de Hi com o subgrupo gerado por

g, e Hi age trivialmente em QpGei, todo elemento de QpGei pode ser escrito da forma

(a0 + a1g + ...+ ap−2g
p−2 + ap−1g

p−1)ei, aj ∈ Qp.

Pela Observação 2.5.1 temos

gp−1ei = −(1 + g2 + ...+ gp−2)ei,

assim, apenas os elementos ei, gei, ..., g
p−2ei são necessários para gerar QpGei. Por outro

lado,

(a0 + a1g + ...+ ap−2g
p−2)ei = (a0 + a1g + ...+ ap−2g

p−2)
1

p2

(
pĤi − Ĝ

)
=

=
1

p2

(
p(a0 + a1g + ...+ ap−2g

p−2)Ĥi − (a0 + a1 + ...+ ap−2)Ĝ
)
.

Como

Ĝ = Ĥi + gĤi + ...+ gp−1Ĥi,

obtemos

1

p2

(
p(a0 + a1g + ...+ ap−2g

p−2)Ĥi − (a0 + a1 + ...+ ap−2)Ĝ
)
=
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=
1

p2

(
pa0 −

p−2∑

j=0

aj

)
Ĥi +

1

p2

(
pa1 −

p−2∑

j=0

aj

)
gĤi + ...

+
1

p2

(
pap−2 −

p−2∑

j=0

aj

)
gp−2Ĥi −

(
1

p2

p−2∑

j=0

ai

)
gp−1Ĥi.

Assim,

(a0 + a1g + ...+ ap−2g
p−2)ei = 0 ⇔

⇔





pai =

p−2∑

j=0

aj i = 0, 1, ..., p− 2

p−2∑

j=0

aj = 0

donde, aj = 0, i = 0, 1, ..., p − 2, pois G =

p−1⋃

k=1

gkHi é uma base para QpG e essa união é

disjunta. Por consequência, os elementos ei, gei, ..., g
p−2ei, são linearmente independentes

sobre Qp, como eles geram QpGei, segue que o conjunto {ei, gei, ..., g
p−2ei} é uma Qp-base

para QpGei.

Observação 2.5.2. Considere o grupo ćıclico Cp e seja g ∈ Cp um gerador desse grupo.

Podemos definir um homomorfismo de álgebras φ entre a álgebra de polinômios Qp[x] e

QpCp colocando

φ(a0 + a1x+ ...+ anx
n) = a0 + a1g + ...+ ang

n.

Como φ é sobrejetiva temos QpCp ' Qp[x]/ kerφ. Agora, observe que

〈xp − 1〉 ⊆ kerφ.

Por outro lado, se f /∈ 〈xp − 1〉, então existem únicos polinômios q e r em Qp[x] tais que

f = q(xp − 1) + r, onde r 6= 0 e o grau de r é menor do que p. Assim, φ(f) = φ(r) 6= 0,

já que os elementos 1, g, ..., gp−1 formam uma base para QpCp, logo kerφ = 〈xp − 1〉 e

QpCp ' Qp[x]/〈x
p − 1〉.

Denote por f0 o polinômio xp−1 + xp−2 + ...+ x+ 1 ∈ Zp[x].

Proposição 2.5.2. O polinômio f0 é irredut́ıvel em Zp[x] e consequentemente também

irredut́ıvel em Qp[x].

Demonstração. Como Zp é um domı́nio de fatoração única e p é primo em Zp, podemos

aplicar o critério de Eisenstein (veja [11], Teorema 3.2.8, pág.80) ao polinômio f0(x + 1)

para obter que f0(x+ 1) é irredut́ıvel em Zp[x]. Ora, f0(x) é irredut́ıvel se, e somente se,
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f0(x+ 1) o é. Observe que

f0(x+ 1) = (x+ 1)p−1 + (x+ 1)p−2 + ...+ (x− 1) + 1 =
(x+ 1)p − 1

(x+ 1)− 1
=

xp +
(
p
1

)
xp−1 + ...+

(
p

p−1

)
x+ 1− 1

x
= xp−1 +

(
p

1

)
xp−2 + ...+

(
p

p− 2

)
x+ p,

onde
(
p
i

)
=

p!

(p− i)!i!
. Uma vez que p|

(
p
i

)
quando 0 < i < p e p2 - p, temos que f0(x+1) é

irredut́ıvel pelo critério de Eisenstein. Como f0 é primitivo e irredut́ıvel em Zp[x], segue

do Lema de Gauss (ver [11] Lema 2.3.6, pág.60) que f0 é irredut́ıvel em Qp[x].

Uma consequência imediata da proposição anterior é que o ideal gerado por f0 é

maximal em Qp[x]. Além disso, f0 é um fator de xp− 1, e dáı vem que 〈f0〉/〈x
p− 1〉 é um

ideal de Qp[x]/〈x
p − 1〉. Como vimos na Observação 2.5.2, QpCp ' Qp[x]/〈x

p − 1〉 como

Qp-álgebras, assim, 〈f0〉/〈x
p−1〉 é um QpCp-módulo. Agora, o quociente de Qp[x]/〈x

p−1〉

pelo QpCp-submódulo gerado pela classe de f0 é isomorfo ao quociente Qp[x]/〈f0〉 que é

um corpo. Denote por g um gerador de Cp. Como g age em Qp[x]/〈f0〉 como uma

multiplicação pela classe de x, qualquer QpCp-submódulo de Qp[x]/〈f0〉 é um ideal do

mesmo, portanto, Qp[x]/〈f0〉 é um QpCp-módulo simples. Também observe que como o

grau de f0 é p−1, a dimensão de Qp[x]/〈f0〉 sobre Qp deve ser p−1. Com essas observações

temos o seguinte resultado:

Proposição 2.5.3. Qp[x]/〈f0〉 é um QpCp-módulo simples.

Fixado i ∈ {1, 2, ..., p + 1}, temos visto que podemos tratar Qp[x]/〈f0〉 como um

Qp[G/Hi]-módulo em que um gerador g de G/Hi age como uma multiplicação pela classe

do x em Qp[x]/〈f0〉. Posto isso, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.5.2. Fixado i ∈ {1, 2, ..., p + 1}, os Qp[G/Hi]-módulos QpGei e Qp[x]/〈f0〉

são isomorfos .

Demonstração. Seja h ∈ Qp[x] e denote por h̄ = a0 + a1x̄+ ...+ ap−1x̄
p−2 a sua classe em

Qp[x]/〈f0〉. Seja g ∈ G\Hi e defina φ : Qp[x]/〈f0〉 −→ QpGei por

φ(a0 + a1x̄+ ...+ ap−2x̄
p−2) = (a0 + a1g + ...+ ap−2g

p−2)ei.

Sendo {1̄, x̄, ..., x̄p−2} uma Qp-base para Qp[x]/〈f0〉, φ está bem definida. Como vi-

mos na Proposição 2.5.1, o conjunto {ei, gei, ..., g
p−2ei} é uma base para QpGei, assim,

φ é um isomorfismo de Qp-espaços vetoriais. Agora, φ(1̄) = ei, φ(x̄) = gei, φ(x̄
2) =

g2ei, ..., φ(x̄
p−2) = gp−2ei. Dáı, como g age em Qp[x]/〈f0〉 por uma multiplicação pela

classe de x, obtemos ∀k ∈ {0, 1, ..., p− 2}, e ∀i ∈ {1, ..., p},

φ(gj(x̄k)) = φ(x̄jx̄k) = φ(x̄j+k) =
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= gj+kei = gj(gkei) = gjφ(x̄k).

Assim, φ é um Qp[G/Hi]-isomorfismo, mas sendo G = Hi × 〈g〉, φ também é um QpG-

isomorfismo.

Corolário 2.5.1. QpGei é um QpG-módulo simples para cada i ∈ {1, ..., p+ 1}.

Demonstração. Com efeito, a Proposição 2.5.3 garante que Qp[x]/〈f0〉 é um QpG-módulo

simples. Pelo último teorema temos QpGei ' Qp[x]/〈f0〉.

Observação 2.5.3. Note que tratando Qp[x]/〈f0〉 como uma Qp-álgebra a aplicação φ

definida no teorema anterior é um homomorfismo de Qp-álgebras. Mas sendo φ uma

bijeção, φ é um isomorfismo de Qp-álgebras.

Corolário 2.5.2. Os idempotentes e0, ..., ep+1 são idempotentes primitivos ortogonais da

álgebra de grupo QpG.

Demonstração. De fato, já vimos que eles são ortogonais. Como que QpGe0 ' Qp, temos

e0 primitivo. Utilizando o Corolário 2.5.1 obtemos que QpGei é simples para cada i ∈

{1, ..., p+ 1}, portanto, indecompońıvel.

Vamos terminar a seção mostrando que o domı́nio ZpGei ⊂ QpGei é um anel de

valorização discreta com ideal maximal JZpGei, onde J denota o ideal de Jacobson de

ZpG. Esse fato será de grande utilidade para o desenvolvimento do trabalho.

Começamos observando que Zp[x]/〈f0〉 é uma Zp-álgebra que é isomorfa a ZpGei,i =

1, ..., p+1. Mostramos isso da mesma forma que fizemos no Teorema 2.5.2 e na Observação

2.5.3, pois os coeficientes lideres dos polinômios f0 e xp − 1 são invert́ıveis em Zp, desse

modo podemos realizar divisão por eles em Zp[x].

Sendo Zp Noetheriano de dimensão de Krull igual a um, o anel Zp[x] é Noetheriano

com dimensão de Krull igual a 2 (veja [3], Teorema 15.4, pág.117 ). Assim, se p ⊂ Zp[x]

é um ideal primo não nulo, então o domı́nio Noetheriano Zp[x]/p tem dimensão de Krull

igual a 1, pois cada ideal primo não nulo de Zp[x]/p é da forma p′/p, onde p′ é um ideal

primo de Zp[x] que contém p. Dáı, conclúımos que ZpGei é um domı́nio Noetheriano de

dimensão de Krull igual a 1, já que ZpGei ' Zp[x]/〈f0〉 e o ideal 〈f0〉 ⊂ Zp[x] é primo.

Denote por J o ideal de Jacobson de ZpG. Pelo Teorema 2.4.3, temos

J = pZpG+ IG.

Teorema 2.5.3. Os anéis ZpGei são de valorização discreta para cada

i = 0, 1, ..., p+ 1, e com ideal maximal J (ZpGei).

Demonstração. Primeiramente observe que ei é a identidade de ZpGei. Para i = 0 não

temos nada para fazer, já que ZpGe0 ' Zp. Quando i > 0 e g /∈ Hi temos

pei = (p− 1− g − g2 − ...− gp−1)ei,
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pois, pela Observação 2.5.1

(1 + g + g2 + ...+ gp−1)ei = 0.

Como

(p− 1− g − g2 − ...− gp−1) = (1− g) + (1− g2) + ...+ (1− gp−1),

pela definição de IG, temos (p− 1− g − g2 − ...− gp−1) ∈ IG. Dáı, pei ∈ I〈g〉ZpGei.

Sendo I〈g〉 = 〈g − 1〉Zp〈g〉, temos pei ∈ (g − 1)ZpGei. Como G = Hi × 〈g〉 e Hi age

trivialmente em ZpGei, obtemos

J (ZpGei) = (pZpG+ IG)ZpGei = (pZp〈g〉+ I〈g〉)ZpGei = I〈g〉ZpGei,

onde a última igualdade foi obtida do fato de que pei ∈ I〈g〉ZpGei. Com isso, temos

J (ZpGei) = (g − 1)eiZpGei e J (ZpGei) é um ideal principal de ZpGei .

Agora, se λ ∈ J e λ′ ∈ ZpG, então λλ′ei − ei = (λλ′ − 1)ei, mas, pela definição de J ,

λλ′ − 1 é invert́ıvel. Logo, (λλ′ − 1)ei é invert́ıvel em ZpGei, consequentemente λei está

no ideal de Jacobson de ZpGei.

Ora, ZpGei/JZpGei é um Fp-espaço vetorial gerado pela classe de ei, pois G age

trivialmente nesse quociente e pei ∈ J (ZpGei). Então, temos que ZpGei/J (ZpGei) ' Fp

e J (ZpGei) é maximal, disso segue que J (ZpGei) é o ideal de Jacobson de ZpGei.

Conclúımos que ZpGei é um domı́nio Noetheriano local possuindo dimensão de Krull

igual a 1 no qual o ideal maximal é principal, então, pelo Teorema 2.4.1, ZpGei é um anel

de valorização discreta.
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Caṕıtulo 3

RG-módulos de permutação

Nesse caṕıtulo apresentamos a noção de RG-módulos de permutação e alguns resul-

tados importantes relacionados com eles. Quando G é um p-grupo finito e R = Zp, dois

dos principais resultados indicam uma maneira de decidir quando um ZpG-módulo é de

permutação.

3.1 Módulos de permutação

Seja U um RG-módulo. Dizemos que U é um RG-reticulado ou simplesmente reticu-

lado, se U é R-livre e finitamente gerado. Dizemos que U é um RG-módulo de permutação

se U é um RG-reticulado que possui uma R-base que é preservada pela ação de G.

Exemplo 3.1.1. Seja G = Sn o grupo simétrico e U um R-módulo com R-base {u1, u2, ..., un}.

Defina σui = uσ(i), e estenda para todo U a ação de forma linear, desse modo, U é um

RSn-módulo de permutação.

Exemplo 3.1.2. Considere o anel de grupo RG. Esse é um módulo de permutação para

RG, já que {g; g ∈ G} é uma R-base preservada por G.

Exemplo 3.1.3. O RGmodulo trivial R, é um RG-módulo de permutação, já que g · 1 =

1∀g ∈ G.

Exemplo 3.1.4. Seja p > 0 um número primo. Seja R = Zp e G = 〈g〉 o grupo ćıclico

de ordem p. Considere o ideal de aumentação IG de ZpG. Como IG = 〈g − 1〉ZpG,

1 + g + g2 + ...+ gp−1 age como uma multiplicação por 0 em IG, uma vez que

(g − 1)(1 + g + g2 + ...+ gp−1) = 1− gp = 0.

Desse modo, não se pode ter uma base para IG preservada pela ação de G, pois caso

tivesse, a soma de todos os elementos dessa base, digamos u ∈ IG, seria um ponto fixo de
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G. Como (1+ g+ g2+ ...+ gp−1)u = pu = 0, pela escolha de u, obtemos uma contradição.

Assim, IG não é um ZpG-módulo de permutação.

Um G-conjunto é um conjunto Ω não vazio com uma ação de G. Em geral, um

RG-módulo de permutação é especificado por um G-conjunto. De fato, considere o R-

módulo livre RΩ com base Ω. Sendo Ω um G-conjunto, então RΩ é um RG módulo de

permutação. Por outro lado, um módulo de permutação U possui uma base B que é um

G-conjunto e, claro, temos U = RB.

Seja G um grupo abeliano e Ω um G-conjunto. Para cada x ∈ Ω denote por O(x) a

órbita de x. Como Ω se decompõe em uma união disjunta de órbitas, digamos

Ω =
r⋃

i=1

O(xi)

dáı, devemos ter RΩ = RO(x1)⊕ ...⊕RO(xr). Denote por Hi o estabilizador de xi, então

O(xi) é um G/Hi-conjunto e, desse modo, RO(xi) é um R[G/Hi]-módulo de permutação.

Sejam 1̄, ḡ1, ..., ḡs representantes distintos das classes laterais deHi em G, então o conjunto

{1̄, ḡ1, ..., ḡs} é uma base para R[G/Hi]. Como O(x) = {x, g1x, g2x, ..., gsx}, segue que

definindo

φ : R[G/Hi] −→ RO(x)

por φ(1̄) = x, φ(ḡi) = gix, i = 1, ..., s, obtemos um isomorfismo de RG-módulos. Com

essas observações acabamos de provar o seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Seja G um grupo abeliano e R um anel comutativo com unidade. Supo-

nha que U é um RG-módulo de permutação, então U possui uma decomposição em soma

direta de RG-módulos do tipo R[G/H].

Observação 3.1.1. O último teorema também é válido quando G não é abeliano.

Embora um RG-módulo de permutação U possua uma decomposição em soma direta

de RG-módulos de permutação, pode acontecer que esse tenha uma decomposição em

soma direta de RG-módulos que não são de permutação, por exemplo, quando G =

Cp × Cp, QpG é uma soma direta dos módulos QpGei, i = 0, 1, ..., p + 1, e apenas QpGe0

é um QpG-módulo de permutação. Mas quando G é um p-grupo, não necessariamente

abeliano, e R é um anel de valorização discreta completo no qual p é primo ou um corpo

de caracteŕıstica p, então os somandos de um RG-módulo de permutação são sempre

RG-módulos de permutação como afirma o próximo teorema.

Teorema 3.1.2 ([2], Teorema 7.1, pág.433). Seja R um corpo de caracteŕıstica p > 0 ou

um anel de valorização discreta completo em que p é primo. Suponha que G é um p-grupo

e que U é um RG-módulo com uma decomposição

U = U1 ⊕ ...⊕ Us
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então U é um RG- módulo de permutação se, e somente se, cada Ui, i = 1, ..., s, o é.

3.2 Caracterizando os módulos de permutação

Em geral, decidir quando um RG-reticulado é de permutação não é uma tarefa simples,

e os mesmos possuem aplicações importantes na teoria das representações de grupos.

Desse modo, é conveniente encontrar formas de decidir quando um RG-reticulado é de

permutação. O primeiro resultado que apresentamos nessa direção é para o caso no qual

R = Zp e G é ćıclico de ordem p. Para tanto, precisamos de um resultado fundamental

sobre a classificação dos ZpCp-reticulados indecompońıveis.

Lema 3.2.1 ([9], Teorema 2.6, pág.79). Os únicos ZpCp-reticulados indecompońıveis (a

menos de isomorfismos) são Zp,ZpCp e ICp
.

Observação 3.2.1. Seja g um gerador de Cp e denote ZpCp por U . Como U possui um

elemento u tal que o conjunto {u, gu, g2u, ..., gp−1u} é uma Zp-base para U , o conjunto

{
u, (g − 1)u, (g2 − u), ..., (gp−1 − 1)u

}

também é uma Zp-base para U . Observe que o conjunto

{
(g − 1)u, (g2 − u), ..., (gp−1 − 1)u

}
⊂ ICp

U

é uma Zp-base para ICp
U . Assim, se ū denota a classe de u no quociente U/ICp

U , temos

que ū gera U/ICp
U como Zp-módulo. Já que {u, (g− 1)u, (g2 − u), ..., (gp−1 − 1)u} é uma

Zp-base para U , temos que U/ICp
U é Zp-livre e ū forma uma base para esse módulo, ou

seja, U/ICp
U ' Zp é um reticulado.

Quando U = ICp
, como visto no Exemplo 3.1.4, o elemento (p−1−g−g2−...−gp−1) ∈

ZpCp age como uma multiplicação por p em U , logo (p− 1− g − g2 − ...− gp−1)U = pU .

Agora,

(p− 1− g − g2 − ...− gp−1) = (1− g) + (1− g2) + ...+ (1− gp−1) ∈ ICp
,

assim, pU ⊆ ICp
U . Portanto, U/ICp

U não é Zp-livre, uma vez que Zp é um domı́nio de

ideais principais.

Para U = Zp, é imediato que U/ICp
' Zp, assim, U/ICp

é um reticulado.

Teorema 3.2.1 ([5], Lema 8, pág.5). Seja U um ZpCp reticulado, então U é um ZpCp-

módulo de permutação se, e somente se, U/ICp
U é um reticulado.
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Demonstração. A classificação dos ZpCp-reticulados fornece que U é uma soma direta dos

módulos Zp,ZpCp e ICp
. Como vimos no Exemplo 3.1.4, o ZpCp-módulo ICp

não é de

permutação. Logo, pelo Teorema 3.1.2, U é de permutação se, e somente se, U não possui

somando isomorfo a ICp
.

Por outro lado, pela Observação 3.2.1, o único Zp-reticulado U indecompońıvel para o

qual U/ICp
U não é um reticulado é o ZpCp-módulo ICp

. Assim, para um ZpCp-reticulado

U , U/ICp
U é um reticulado se, e somente se, U não possui ZpCp-somando direto isomorfo

a ICp
. Portanto, um ZpCp-reticulado U é um ZpCp-módulo de permutação se, e somente

se, U/ICp
U é um reticulado.

Seja G um p-grupo finito e Fp o corpo residual de Zp. Dado N 6 G denote por U ↓N

o módulo U restrito aos escalares de ZpN e por

UN = {u ∈ U ; gu = u ∀g ∈ N},

UN = U/INU.

Um resultado importante na teoria das representações integrais, devido a Weiss é o

seguinte:

Teorema 3.2.2 ([5], Teorema 1, pág. 1). Seja U um ZpG-reticulado e suponha que N é

um subgrupo normal de G para o qual

� U ↓N é um ZpN-módulo livre e

� UN é um Zp[G/N ]-módulo de permutação.

Então U é um ZpG-módulo de permutação.

Como um ZpG-módulo de permutação não precisa ser ZpN -livre (o módulo trivial Zp

é de permutação mas não é ZpN -livre) o Teorema 3.2.2 não é uma caracterização dos

ZpG-módulos de permutação. Quando N tem ordem p, temos a seguinte caracterização

dos ZpG-módulos de permutação devida a MacQuarrie e Zalesskii.

Teorema 3.2.3 ([5], Teorema 2, pág.2). Seja U um ZpG-reticulado e N um subgrupo

normal de G com ordem p. Então, U é um ZpG-módulo de permutação se, e somente se

1. UN e UN são Zp[G/N ]-módulos de permutação e

2.
(
U/UN

)
N

é um Fp[G/N ]-módulo de permutação.

Em [5], MacQuarrie e Zalesskii fornecem dois exemplos em que a Condição 2 é verda-

deira e apenas um dos módulos UN e UN é de permutação, mas U não é um ZpG-módulo

de permutação. O objetivo do próximo caṕıtulo é mostrar que, em geral, não podemos

retirar a condição 2 no teorema acima e concluir que U é um ZpG-módulo de permutação.
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Caṕıtulo 4

A correspondência de Butler

Nesse caṕıtulo vamos utilizar uma correspondência constrúıda por Butler em [7] para

mostrar que em geral somente a Condição 1 no Teorema 3.2.3 não caracteriza os ZpG-

módulos de permutação. A correspondência de Butler vale para qualquer p-grupo abeliano

e anéis de coeficientes (que são anéis de valorização discreta) mais gerais que Zp, mas

fornecemos na Seção 4.1 a construção feita por Butler em [7] no caso especial em que

G = Cp×Cp e o anel de coeficientes é Zp. Na Seção 4.4 utilizamos a ferramenta constrúıda

na Seção 4.1 para mostrar que, quando p = 2, UN e UN serem de permutação implica

U de permutação, mas para p > 2 isso já não é válido, fornecendo um exemplo de um

Z3[C3×C3]-módulo U em que UN e UN são de permutação, porém, U não é um Z3[C3×C3]-

módulo de permutação. Vamos fixar algumas notações que serão usadas doravante: G

denotará o grupo Cp ×Cp e Fp o corpo residual de Zp. Manteremos as notações da Seção

2.5 para os idempotentes ortogonais primitivos e0, e1, ..., ep+1 de QpG, e para os subgrupos

maximais Hi, 0 < i ≤ p+ 1 de G. Também denotaremos por Λ o ZpG-módulo livre ZpG,

e para cada i ∈ Ap+2 := {0, 1, ..., p + 1}, Λi denotará o ZpG-reticulado ZpGei e J o ideal

de Jacobson de ZpG.

4.1 Diagramas

Denote por V o conjunto de todos os FpG-módulos finitamente gerados. Também

denote o produto cartesiano de p+ 3 cópias de V por Vp+3.

Definição 4.1.1. Uma p + 3-upla (V ;V0, V1, ..., Vp+1) ∈ Vp+3 é um diagrama se são

satisfeitas as seguintes condições

1. Vi ⊆ V ∀i ∈ Ap+2,

2. Fixado i ∈ Ap+2, temos V =
∑

j 6=i
j∈Ap+2

Vj,
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3. Para cada i ∈ Ap+2 existem ri ≥ 0 e um epimorfismo φi ∈ HomZpG(Λ
ri
i , Vi), onde

φ̄ : Λri
i /J(Λ

ri
i ) −→ Vi/JVi

λi + J(Λri
i ) 7→ φ(λi) + JVi

é um isomorfismo.

Observação 4.1.1. Como vimos na demonstração do Teorema 2.5.3, para cada i ∈ Ap+2

temos

Λi/JΛi ' Fp.

Dáı, dimFp
Vi/JVi = ri. Como para cada i ∈ Ap+2 existe um ZpG-homomorfismo sobreje-

tivo φi ∈ HomZpG(Λ
ri
i , Vi), necessariamente V0 tem ação trivial de G, já que Λ0 é trivial.

Além disso, cada Vi é um Fp[G/Hi]-módulo no qual, pela Observação 2.5.1, se g ∈ G\Hi

o elemento (1 + g + g2 + ...+ gp−1) age como uma multiplicação por 0.

Exemplo 4.1.1. Seja p = 2 e G = C2 × C2. Pondo V = V0 = V1 = F2, V2 = V3 = 0

obtemos uma 5-upla

(V, V0, V1, 0, 0)

que satisfaz as duas primeiras condições na Definição 4.1.1. Dado um gerador de V0,

digamos v1, pegamos para V0 uma cópia de Λ0, sendo Λ0 gerado por e0 como Zp-módulo,

podemos definir um Z2G-homomorfismo sobrejetivo φ0 : Λ0 −→ V0, colocando φ(e0) = v0.

E de modo análogo, pegamos para V1 uma cópia de Λ1 e definimos φ1 : Λ1 −→ V1 colocando

φ1(e1) = v0. Como um elemento de G age como uma multiplicação por 1 ou −1 em

Λ1, segue que φ1 é um Z2G-homomorfismo sobrejetivo. Assim, a 5-upla (F2,F2,F2, 0, 0)

também satisfaz a última condição da Definição 4.1.1, portanto é um diagrama.

Exemplo 4.1.2. Sejam p = 3 e G = N ×C, onde N = 〈n〉 e C = 〈c〉 possuem ordem 3.

Sejam

H1 = 〈n〉, H2 = 〈c〉, H3 = 〈nc〉, H4 = 〈nc2〉,

os subgrupos maximais de G. Considere o F3G-módulo V com base {v0, v1, v2} e multi-

plicação

nv0 = cv0 = v0, cv1 = v1 + v0, nv1 = v1,

nv2 = v2 + v0, cv2 = v2.

Observe que os seguintes F3G-submódulos de V

V0 = 〈v0〉, V1 = 〈v0, v1〉, V2 = 〈v0, v2〉, V3 = 0 e V4 = 〈v0, v0 + v1 + v2〉
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satisfazem as Condições 1 e 2 da Definição 4.1.1. Para a 6-upla

(V, V0, V1, V2, 0, V4)

ser um diagrama, precisamos verificar que essa também satisfaz a Condição 3 da Definição

4.1.1.

Observe que

JV0 = 0, JV1 = JV2 = JV4 = 〈v0〉,

logo

V0/JV0 = 〈v0+JV0〉, V1/JV1 = 〈v1+JV1〉, V2/JV2 = 〈v2+JV2〉, V4/JV4 = 〈v0+v1+v2+JV4〉.

Assim, cada Vi/JVi é unidimensional. Escolha para cada Vi/JVi uma copia de Λi. Da

mesma forma que fizemos na Proposição 2.5.1, mostramos que os conjuntos {e0}, {e1, ce1},

{e2, ne2} e {e4, ne4} são bases de Λ0,Λ1,Λ2 e Λ4, respectivamente. Denote os elementos

desses conjuntos por

w0 = e0, w1 = e1, w2 = ce1,

w3 = e2, w4 = ne2,

w5 = e4, w6 = ne4.

Temos

nw0 = cw0 = w0,

nw1 = w1, nw2 = w2, cw1 = w2, cw2 = −w1 − w2;

cw3 = w3, cw4 = w4, nw3 = w4, nw4 = −w3 − w4;

nc2w5 = w5, nc
2w6 = w6, nw5 = w6, nw6 = −w5 − w6.

Agora, defina os seguintes Z3-homomorfismos

φ0 : Λ0 −→ V0, w0 7→ v0,

φ1 : Λ1 −→ V1, w1 7→ −v1 + v0, w2 7→ −v1,

φ2 : Λ2 −→ V2, w3 7→ −v2 + v0, w4 7→ −v2,

φ4 : Λ4 −→ V4, w5 7→ −v1 − v2, w6 7→ −v0 − v1 − v2.

Vamos verificar que de fato as aplicações definidas acima são homomorfismos de Z3G-

módulos. Para φ0 não temos nada a fazer, já que G age trivialmente em V0 e Λ0. Observe



4.1. DIAGRAMAS 40

que

φ1(cw1) = φ1(w2) = −v1 = c(−v1 + v0) = cφ1(w1)

φ1(c
2w1) = φ1(cw2) = φ1(−w1 − w2) = −v0 + v1 + v1 = −v0 − v1 =

= c2(v0 − v1) = c2φ1(w1),

φ1(cw2) = φ1(c
2w1) = c2φ1(w1) = −v0 − v1 = c(−v1) = cφ1(w2),

φ1(c
2w2) = φ1(w1) = −v1 + v0 = −v1 − 2v0 = c2(−v1) = c2φ1(w2).

φ2(nw3) = φ2(w4) = −v2 = n(−v2 + v0) = nφ2(w3),

φ2(n
2w3) = φ(nw4) = φ2(−w3 − w4) = v2 − v0 + v2 = −v1 − v0 =

= n2(−v2 + v0) = n2φ2(w3),

φ2(nw4) = −v0 − v2 = n(−v2) = nφ2(w4),

φ2(n
2w4) = φ2(w3) = −v2 + v0 = −v2 − 2v0 = n2(−v2) = n2φ2(w4).

φ4(cw5) = φ4(w6) = −v0 − v1 − v2 = c(−v1 − v2) = cφ4(w5),

φ4(c
2w5) = φ4(cw6) = φ4(−w5 − w6) = 2v1 + 2v2 + v0 = −v1 − v2 − 2v0 =

= c2(−v1 − v2) = c2φ4(w5),

φ4(cw6) = φ4(−w5 − w6) = 2v1 + 2v2 + v0 = c(−v0 − v1 − v2) = cφ4(w6),

φ4(c
2w6) = φ4(w5) = −v1 − v2 = c2(−v0 − v1 − v2) = c2φ4(w6).

Então, fica verificado que φi é um homomorfismo de Z3G-módulos sobrejetivo para cada

i ∈ {0, 1, 2, 4}.

Note que para cada i ∈ {0, 1, 2, 4} o homomorfismo φi induz um novo homomorfismo

sobrejetivo

φ̂i : Λi −→ Vi/JVi,

xi 7→ φi(xi) + JVi.

Para i = 0 é imediato que o mapa

φ̄0 : λ0/JΛ0 −→ V0/JV0

é um ZpG-isomorfismo. Seja x1 ∈ Λ1. Logo, existem escaleres a1, a2 ∈ Z3 tais que

x1 = a1w1 + a2w2. Assim,

x1 ∈ kerφ1 ⇔ φ1(x1) ∈ JV1 = 〈v0〉F3
⇔ φ1(x1) = a1v0 + (−a1 − a2)v1 ∈ JV1.
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Como v0 e v1 são linearmente independentes sobre F3, devemos ter (a1 + a2) ∈ 3Zp, ou

seja, a1 = −a2 + 3q, q ∈ Z3. Dáı,

x1 = a1w1 + a2w2 = (−a2 + 3q)w1 + a2w2 = 3q1w1 + a2(w2 − w1) =

= 3q1w1 + a2(cw1 − w1) = 3q1w1 + a2(c− 1)w1 ∈ JΛ1.

Segue que ker φ̂1 ⊆ JΛ1, claramente JΛ1 ⊆ ker φ̂1, donde JΛ1 = ker φ̂1. Disso segue que

o ZpG-homomorfismo induzido por φ1

φ̄1 : Λ1/JΛ1 −→ V1/JV1

x1 + JΛ1 7→ φ1(x1) + JV1

é um ZpG-isomorfismo. De modo análogo podemos mostrar que φi, i ∈ {2, 4}, também

induz um isomorfismo entre Λi/JΛi e Vi/JVi. Segue que a 6-upla

(V, V0, V1, V2, 0, V4)

também satisfaz a Condição 3 da Definição 4.1.1, portanto é um diagrama.

Definição 4.1.2. Sejam D1 = (V, V0, V1, ..., Vp+1) e D2 =
(
V ′, V ′

0 , V
′
1 , ..., V

′
p+1

)
dois di-

agramas. Um morfismo φ entre os diagramas D1 e D2 é definido para ser um ZpG-

homomorfismo φ ∈ HomZpG(V, V
′) tal que φ(Vi) ⊆ V ′

i .

Daqui em diante, denotaremos o conjunto dos morfismos entre dois diagramas D1 e

D2 por HomZpG(D1, D2).

Denote por V a categoria cujos os objetos são diagramas da forma

D = (V, V0, V1, ..., Vp+1) ∈ Vp+3,

e os morfismos são como na última definição. O objetivo da próxima seção é estabele-

cer uma correspondência entre ZpG-reticulados reduzidos (vamos dar esta definição na

próxima seção) e diagramas, de modo que ZpG-reticulados isomorfos estejam associados

a diagramas isomorfos e vice-versa. A ideia central por trás dessa correspondência é que

podemos entender certos ZpG-reticulados olhando apenas para o seu diagrama correspon-

dente.
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4.2 Associando reticulados a diagramas

Dado um ZpG-reticulado U , será conveniente para o nosso trabalho tratar U como

sendo um ZpG-submódulo de algum QpG-módulo. A melhor forma para isso é olhar para

a imagem de U em QpG⊗ZpG U via a inclusão

iZpG : U −→ QpG⊗ZpG U

u 7→ 1⊗ZpG u.

Quando U é Zp-livre, então U ' iZpG(U). De fato, como U é livre, temos Qp⊗Zp
U ' Qr

p,

onde r é o Zp-posto de U (veja [10], Corolário 18, pág.373). Assim, a inclusão

iZp
: U −→ Qp ⊗Zp

U

u 7→ 1⊗Zp
u

é injetiva (ver [10], Corolário 8, pág.362) e U ' iZp
(U) como Zp-módulos. Agora, Qp⊗Zp

U

possui uma Qp-base em que os elementos são da forma 1 ⊗Zp
u, pois Qp é o corpo de

frações de Zp. Já que U é um ZpG-módulo, podemos definir uma ação nos elementos

1⊗Zp
u ∈ Qp ⊗Zp

U da seguinte forma

g(1⊗Zp
u) = 1⊗Zp

gu, ∀g ∈ G, ∀u ∈ U.

Uma vez que iZp
é injetiva, essa ação está bem definida, e como Qp⊗Zp

U possui uma base

na qual os elementos são da forma 1 ⊗Zp
u, podemos estender essa ação para Qp ⊗Zp

U .

Assim, Qp⊗Zp
U se torna um QpG-módulo e iZp

é um ZpG-homomorfismo, donde iZp
(U) '

U como ZpG-módulos.

Pela propriedade universal do produto tensorial QpG ⊗ZpG U (veja [10], Teorema 8,

pág.362), deve existir um único homomorfismo de QpG-módulos

Ψ : QpG⊗ZpG U −→ Qp ⊗Zp
U

satisfazendo iZp
= Ψ ◦ iZpG. Como iZp

é injetiva, assim deve ser iZpG, logo U ' iZpG(U).

Daqui em diante vamos identificar U com a sua imagem isomórfica iZpG(U) emQpG⊗ZpGU .

Observação 4.2.1. Dado dois ZpG-reticulados U , W e um homomorfismo

φ ∈ HomZpG(U,W ),

como Qp-espaço vetorial, QpG ⊗ZpG U é gerado por elementos da forma 1 ⊗ u de tal
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maneira que podemos definir

Φ : QpG⊗ZpG U −→ QpG⊗ZpG W

por Φ(1 ⊗ u) = 1 ⊗ φ(u). Desse modo, Φ está bem definida e quando estendemos essa

de forma linear, Φ é um homomorfismo de QpG-módulos. Observe que Φ é o único

homomorfismo em HomQpG(QpG⊗ZpG U,QpG⊗ZpG W ) que quando restrito a U coincide

com φ. Posto isso, passaremos a tratar um homomorfismo de ZpG-módulos como sendo

a restrição de um único homomorfismo de QpG-módulos.

Seja U um ZpG-reticulado. Para cada i ∈ {0, 1, 2, ..., p + 1} considere o conjunto

eiU := {ei ⊗ u : u ∈ U} ⊂ QpG ⊗ZpG U . Claramente eiU é um ZpG-módulo finitamente

gerado, e como U é um reticulado, eiU é um ZpG-reticulado para cada i ∈ {0, 1, ..., p+1}.

Denote por U∗ o seguinte ZpG-submódulo de QpG⊗ZpG U :

e0U + e1U + ...+ ep+1U.

Observação 4.2.2. Observe que a soma

e0U + e1U + ...+ ep+1U

é direta, pois os idempotentes são ortogonais. Também observe que, como

e0 + e1 + ...+ ep+1 = 1,

temos para todo u ∈ U

1⊗ u = (e0 + e1 + ...+ ep+1)⊗ u =

p+1∑

i=0

(ei ⊗ u) ∈ U∗ e

ei ⊗ u = ei ⊗ u+

p+1∑

i=0

(ei ⊗ u)−

p+1∑

i=0

(ei ⊗ u) =

= 1⊗ u−
∑

j 6=i
j∈Ap+2

(ej ⊗ u) ∈ U +
∑

j 6=i
j∈Ap+2

ejU.

Logo, U ⊆ U∗ e para cada i ∈ Ap+2 temos

U∗ = U +
∑

j 6=i
j∈Ap+2

ejU.

Posto isso, daqui em diante vamos tratar U como sendo um ZpG-submódulo do ZpG-
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módulo

U∗ =

p+1⊕

i=0

eiU.

Assim, iremos denotar o elemento ei ⊗ u ∈ eiU simplesmente por eiu.

Definição 4.2.1. Um ZpG-reticulado U é dito reduzido se esse não possui somando direto

isomorfo a Λ ou Λi, i = 0, 1, ..., p+ 1.

Teorema 4.2.1. Seja U um ZpG-reticulado. Então eiU é Λi-livre.

Demonstração. Para i = 0 é imediato que e0U é Λ0-livre, já que Λ0 ' Zp. Para i > 0

observe que eiU é um Zp[G/Hi]-reticulado em que, pela Observação 2.5.1,

(1 + g + g2 + ...+ gp−1)

age como zero se g /∈ Hi. Como G/Hi é ćıclico de ordem p, pela classificação dos ZpCp-

módulos (Lema 3.2.1), o único Zp[G/Hi]-reticulado em que (1+g+g2+ ...+gp−1), g /∈ Hi,

age como 0 é uma soma direta dos módulos I[G/Hi] ' Λi.

Proposição 4.2.1 (Butler ). Seja U um ZpG-reticulado. Então U não possui somando

isomorfo a Λ se, e somente se, peiU ⊆ U ∀i = 0, 1, ..., p+ 1.

Demonstração. Suponha que U tenha um somando isomorfo a Λ. Já que Λ é gerado

por 1 como ZpG-módulo, temos que existe u ∈ U tal que 〈u〉ZpG ' Λ como ZpG-

módulos, assim,
∑

g∈G

gu /∈ p〈u〉ZpG, pois {gu; g ∈ G} é uma Zp-base para 〈u〉ZpG . Dáı,

(
p
∑

g∈Hi

g −
∑

g∈G

g

)
u /∈ pU , donde peiu /∈ U ∀i = 0, 1, 2, ..., p+ 1.

Reciprocamente, se peiU * U para algum i = 0, 1, ..., p + 1, escolha u0 ∈ U tal que

peiu0 /∈ U e seja w =
∑

g∈G

gu0. Observe que w /∈ pU , pois caso contrário teŕıamos w =

∑

g∈G

gu0 = pu′ e logo pe0u0 ∈ U . Como e0 − ei = −
1

p

∑

g∈Hi

g, temos p(e0 − ei)u0 ∈ U o que

implica peiu0 ∈ U , contradição. Dáı, w /∈ pU e pelo Teorema 2.4.2, w gera um Zp-somando

direto de U . Seja W ′ ⊂ U tal que U = 〈w〉Zp
⊕W ′ e defina π〈w〉 ∈ HomZp

(U, 〈w〉Zp
) por

π〈w〉(u) = λw, onde λ ∈ Zp e u = λw+w′ com w′ ∈ W ′. Seja θ ∈ HomZp
(〈w〉,Zp) definida

por θ(λw) = λ. Então, π = θ ◦ π〈w〉 ∈ HomZp
(U,Zp) e cumpre π(w) = 1.

Defina ϕ : U −→ ZpG por ϕ(u) =
∑

g∈G

gπ(g−1u) ∀u ∈ U . Sendo π um homomorfismo

de Zp-módulos entre U e Zp, φ está bem definida e é um homomorfismo de Zp-módulos.

Para cada h ∈ G temos

ϕ(hu) =
∑

g∈G

gπ(g−1hu) =
∑

g∈G

h(h−1g)π((h−1g)−1u) =
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= h
∑

g∈G

gπ(g−1u),

logo ϕ ∈ HomZpG(U,ZpG).

Agora,

ϕ(w) =
∑

g∈G

gπ

(
g−1

∑

g∈G

gu0

)
=
∑

g∈G

gπ

(∑

g∈G

gu0

)
=
∑

g∈G

gπ(w) =
∑

g∈G

g,

então ϕ(w) =
∑

g∈G

gϕ(u0) =
∑

g∈G

g. Sejam λj ∈ Zp, j = 1, ..., p2, as coordenadas de ϕ(u0)

relativamente a base canônica {g; g ∈ G} de ZpG. Então

p2∑

j=1

λj = 1, pois h
∑

g∈G

g =
∑

g∈G

g

e {g; g ∈ G} é uma base para ZpG. Pela definição de IG, temos (ϕ(u0)−1) ∈ IG ⊂ J . Pelo

Teorema 2.3.1, ϕ(u0) é invert́ıvel. Sendo ϕ(u0) invert́ıvel, existe λ ∈ ZpG satisfazendo

λϕ(u0) = 1. Como φ é um ZpG-homomorfismo, obtemos ϕ(λu0) = 1 e dáı vem que ϕ é

um ZpG-homomorfismo sobrejetivo. Segue que U/ kerϕ ' Λ e isso implica que U/ kerϕ

é Λ-livre, portanto, temos U ' Λ⊕ kerϕ como Λ-módulos.

Proposição 4.2.2 ([7], Proposição 3.3(a), pág.63). Seja U um ZpG-reticulado. Então U

não possui somando isomorfo a Λi se, e somente se, U ∩ eiU ⊆ JeiU .

Demonstração. Observe que eiΛi ∩ Λi = Λi * JΛi. Assim, U ∩ eiU ⊆ JeiU implica que

U não possui somando isomorfo a Λi.

Reciprocamente, se eiU ∩ U * JeiU para algum i = 0, 1, ..., p + 1, escolha u ∈ U tal

que eiu ∈ U\JeiU . Observe que JeiU = JΛi(eiU). Pelo Teorema 2.5.3, JΛi é o ideal

maximal do anel de valorização discreta Λi. Como eiU é Λi-livre e finitamente gerado, o

Teorema 2.4.2 garante que eiu gera um Λi-somando direto de eiU . Seja W ′ um submódulo

de eiU tal que eiU = Λiu⊕W ′ e considere o conjunto W = {u ∈ U ; eiu ∈ W ′}. Então, W

é um ZpG-submódulo de U tal que W ∩ Λiu = 0. Dado u′ ∈ U , temos eiu
′ = λeiu+ eiw,

onde λ ∈ ZpG, w ∈ W , logo ei(u
′ − λeiu− w) = 0 ∈ W ′. Dáı, u′ − λeiu− w = w′ ∈ W e

temos u′ = λeiu+ w + w′. Portanto, U = Λiu⊕W .

Teorema 4.2.2 (Butler). Se U é um ZpG-reticulado, então U é reduzido se, e somente

se,

peiU ⊆ eiU ∩ U ⊆ JeiU.

Demonstração. Segue imediatamente das Proposições 4.2.1 e 4.2.2.

Se U é um ZpG-reticulado, vimos na Observação 4.2.2 que U é um ZpG-submódulo
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do ZpG-módulo

U∗ =

p+1⊕

i=0

eiU

e que para cada i ∈ Ap+2

U∗ = U +
∑

j 6=i
j∈Ap+2

ejU.

Dáı, U∗/U é um ZpG-módulo finitamente gerado com ZpG-submódulos (eiU + U)/U, i ∈

Ap+2, que satisfazem para cada i ∈ Ap+2

U∗/U =
∑

j 6=i
j∈Ap+2

(ejU + U)/U.

Se U é reduzido, temos, pelo Teorema 4.2.2, que peiU ⊆ eiU ∩ U ⊆ JeiU ∀i ∈ Ap+2.

Assim, cada (eiU + U)/U é um Fp-espaço vetorial. Desse modo, denotando U∗/U por V

e (eiU + U)/U por Vi, associamos a U uma (p+ 3)-upla

∆(U) = (V, V0, V1, ..., Vp+1),

que satisfaz as Condições 1 e 2 da Definição 4.1.1.

Defina

πi : eiU −→ (eiU + U)/U

pondo πi(eiu) = eiu + eiU ∀u ∈ U . Note que ker πi = U ∩ eiU ⊆ JeiU . Seja λ ∈ J e

observe que se eiu+eiU = λeiu
′+eiU , então ei(u−λu′) ∈ U ∩eiU . Como eiU ∩U ⊆ JeiU

e λeiu
′ ∈ JeiU , obtemos que eiu ∈ JeiU . Disso segue que π(eiu) ∈ JVi se, e somente se,

eiu ∈ JeiU . Dessas observações segue que πi induz um ZpG-isomorfismo entre eiU/JeiU

e Vi/JVi.

Pelo Teorema 4.2.1, existe ri ≥ 0 e um ZpG-isomorfismo ϕi : Λri
i → eiU , assim

πi ◦ ϕi ∈ HomZpG(Λ
ri
i , Vi) induz um isomorfismo entre Λri

i /J(Λ
ri
i ) e Vi/JVi. Portanto,

∆(U) também satisfaz a Condição 3 da Definição 4.1.1, logo é um diagrama para ZpG.

Denote por L0 a categoria dos ZpG-reticulados reduzidos. Segue das observações feitas

acima que para cada reticulado U ∈ L0 podemos associar um diagrama ∆(U) na categoria

V dos diagramas para ZpG. Essa associação fornecerá a nossa principal ferramenta, mas

precisamos de mais alguns resultados.

Dados dois ZpG-reticulados U , W , e φ ∈ HomZpG(U,W ), lembramos da Observação

4.2.1 que esse é uma restrição de um homomorfismo de QpG-módulos. Defina

∆(φ) : ∆(U) −→ ∆(W )

por ∆(φ)(eiu+U) = eiφ(u)+W ∀u ∈ U e ∀i ∈ Ap+2. Observe que se eiu+U = eiu
′+U ,
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então ei(u− u′) ∈ U o que implica φ(eiu− eiu
′) = eiφ(u− u′) ∈ W , donde eiφ(u) +W =

eiφ(u
′) + W . Então, ∆(φ) é um mapa bem definido e claramente é um homomorfismo

entre os diagramas ∆(U) e ∆(W ). É fácil verificar que ∆ : L0 −→ V é um funtor. Os

próximos resultados fornecerão que ∆ é uma aplicação injetiva sobre a classe de objetos

isomorfos de L0.

Teorema 4.2.3 ([7], Propoição 2.4, pág.59). Sejam U e W dois ZpG-reticulados reduzi-

dos. Então

∆U,W : HomZpG(U,W ) −→ HomZpG(∆(U),∆(W ))

φ 7→ ∆U,W (φ) = ∆(φ),

é um homomorfismo sobrejetivo de Zp-módulos e ∀φ ∈ ker∆U,U existe q > 0 tal que 1−φq

é invert́ıvel.

Demonstração. É claro que ∆U,W é um homomorfismo de Zp-módulos e quando U = W ,

∆U,W é um homomorfismo de anéis. Seja φ ∈ HomZpG(∆(U),∆(W )). Pelo teorema 4.2.1

eiU é Λi-livre para cada i = 0, 1, ..., p + 1, dáı, seja {eiu1i, ..., eiujii} uma Λi-base de eiU .

Para cada i = 0, 1, ..., p + 1, defina o Λi-homomorfismo Φi : eiU −→ eiW na Λi-base

{eiu1i, ..., eiujii} pondo Φi(eiuri) = eiwri, r = 1, ..., ji, onde φ(eiuri + U) = eiwri + W .

Dado λ ∈ ZpG temos

Φi(λeiuri) = Φi(λeieiuri) = (λei)eiwri = λeiwri = λΦi(eiuri),

e Φi é um ZpG-homomorfismo. Definindo Φ : U∗ −→ W∗ coincidindo com Φi em eiU ,

temos que Φ|U ∈ HomZpG(U,W ), pela definição e pelo fato de que todo elemento de U

pode ser escrito como combinação linear dos elementos das bases de cada Λi. Agora,

∆(Φ|U)(eiuri + U) = eiΦ|U(uri) +W = eiΦ(eiuri) +W = eiwri +W = φ(eiuri + U),

donde ∆(Φ|U) = φ.

Observe que

φ ∈ ker∆U,U ⇔ φ(eiU) ⊆ U ∩ eiU ∀i = 0, 1, ..., p+ 1.

Sendo U reduzido, pelo Teorema 4.2.2, temos φ(eiU) ⊆ JeiU . Por outro lado, existe

q > 0 tal que Jq ⊂ p2ZpG, dáı, JqeiU ⊆ p2eiU . Assim, φq(eiU) ⊆ JqeiU ⊆ p2eiU . Pelo

Teorema 4.2.2 p2eiU ⊆ pU , o que fornece φq(U∗) ⊆ p2U∗ ⊂ pU , logo φq(U) ⊆ pU . Ora,

φq − 1 induz um homomorfismo sobrejetivo em U/pU , via u+ pU 7→ (φq − 1)(u) + U , já

que φq(U) ⊆ pU . Dáı, U = img(φq − 1) + pU e, pelo Corolário 2.3.2, U = img(φq − 1),

donde φq − 1 é sobrejetiva. Como φq(U) ⊆ pU , o Teorema 2.2.1 garante que φq satisfaz
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uma equação do tipo

(φq)s + as−1(φ
q)s−1 + ...+ a1φ

q + a0 = 0,

onde aj ∈ pZp, ∀j = 0, 1..., s, e s é o Zp-posto de U . Dáı, dado u ∈ U tal que φq(u) = u,

então (1+a0+ ...+as−1)u = 0, mas como a0+ ...+as−1 ∈ pZp temos que 1+a0+ ...+as−1

é invert́ıvel, donde u = 0. Portanto, φq − 1 é um automorfismo de U .

Corolário 4.2.1 ([7], Propoição 2.4, pág.59). Sejam U e W dois ZpG-reticulados redu-

zidos, então U ' W se, e somente se, ∆(U) ' ∆(W ).

Demonstração. Suponha que ∆(U) ' ∆(W ) e seja φ : U∗/U −→ W∗/W um isomorfismo.

Pelo Teorema 4.2.3, existem θ ∈ HomZpG(U,W ) e θ′ ∈ HomZpG(W,U) tais que ∆(θ) = φ

e ∆(θ′) = φ−1, assim, temos que θθ′−1W ∈ ker∆W,W e θ′θ−1U ∈ ker∆U,U , pois ∆(θθ′) =

∆(θ) ◦ ∆(θ′) = 1 ∈ EndZpG(W∗/W ) e ∆(θ′θ) = ∆(θ′) ◦ ∆(θ) = 1 ∈ EndZpG(U∗/U). O

Teorema 4.2.3 garante que existe q > 0 tal que (1− θθ′)q − 1 e (1− θ′θ)q − 1 são ambos

isomorfismos. Agora,

(1− θθ′)q − 1 = θθ′((θθ′)q−1 + ...+ q), (1− θ′θ)q − 1 = ((θ′θ)q−1 + ...+ q)θ′θ.

Dáı, a primeira igualdade fornece que θ é um homomorfismo sobrejetivo e a segunda

garante que θ é injetiva, pois

(1− θθ′)q − 1, (1− θ′θ)q − 1

são isomorfismos. Portanto, θ é um isomorfismo. De modo análogo obtemos que θ′ é um

isomorfismo.

Reciprocamente, dado um isomorfismo φ ∈ HomZpG(U,W ), temos que ∆(φ) e ∆(φ−1)

são isomorfismos um inverso do outro, pois

∆(1U) = ∆(φ−1 ◦ φ) = ∆(φ−1) ◦∆(φ) = 1U∗/U

e

∆(1W ) = ∆(φ ◦ φ−1) = ∆(φ) ◦∆(φ−1) = 1W∗/W .

Vamos terminar essa seção com alguns exemplos.

Exemplo 4.2.1. Seja G = C2 × C2 = 〈n〉 × 〈c〉. Considere o Z2G-módulo U com base

{u1, u2, u3} e multiplicação
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nu1 = u2 − u1, cu1 = u2 + u3 − u1

nu2 = u2, cu2 = u2

nu3 = −u3, cu3 = u3.

Se H1 = 〈n〉, H2 = 〈c〉, H3 = 〈nc〉, temos

e0u1 =
1

4
(1 + n+ c+ nc)u1 =

=
1

4
(u1 + (u2 − u1) + (u2 + u3 − u1) + (u2 − u2 − u3 + u1)) =

1

2
u2,

e0u2 =
1

4
(1 + n+ c+ nc)u2 = u2,

e0u3 =
1

4
(1 + n+ c+ nc)u3 =

1

4
(u3 − u3 + u3 − u3) = 0;

e1u1 =
1

4
(1 + n− c− nc)u1 =

=
1

4
(u1 + (u2 − u1)− (u2 + u3 − u1)− (u2 − u2 − u3 + u1)) = 0,

e1u2 =
1

4
(1 + n− c− nc)u2 = 0,

e1u3 =
1

4
(1 + n− c− nc)u3 =

1

4
(u3 − u3 − u3 + u3) = 0;

e2u1 =
1

4
(1− n+ c− nc)u1 =

=
1

4
(u1 − (u2 − u1) + (u2 + u3 − u1)− (u2 − u2 − u3 + u1)) =

1

2
u3,

e2u2 =
1

4
(1− n+ c− nc)u2 = 0,

e2u3 =
1

4
(1− n+ c− nc)u3 = u3;

e3u1 =
1

4
(1− n− c+ nc)u1 =

=
1

4
(u1 − (u2 − u1)− (u2 + u3 − u1) + (u2 − u2 − u3 + u1)) =

= u1 +
1

2
(−u2 − u3),

e3u2 =
1

4
(1− n− c+ nc)u2 = 0,
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e3u3 =
1

4
(1− n− c+ nc)u3 = 0.

Assim, obtemos

e0U =
〈
2−1u2

〉
Z2

,

e1U = 0,

e2U =
〈
2−1u3

〉
Z2

,

e3U =
〈
u1 + 2−1(−u2 − u3)

〉
Z2

.

Observe que JeiU = 2eiU = U ∩ eiU, i = 0, 1, 2, 3, assim, o Teorema 4.2.2 garante que U

é reduzido. Por fim, observe que denotando U∗/U por V , e (eiU + U)/U por Vi, obtemos

V0 = 〈e0u1 + U〉F2
= 〈e2u1 + e3u1 + U〉F2

, V1 = 0,

V2 = 〈e2u1 + U〉F2
, V3 = 〈e3u1 + U〉.

Posto isso, vemos que

∆(U) '
(
(F2)

2; 〈(1, 1)〉F2
, 0, 〈(1, 0)〉F2

, 〈(0, 1)〉F2

)

onde {(1, 0), (0, 1)} é uma base para (F2)
2.

Exemplo 4.2.2. Seja G = Cp × Cp. Denote por U o ZpG-módulo Zp[G/Hi] e seja

g ∈ G\Hi. Como U possui um elemento u tal que {u, gu, g2u, ..., gp−1u} é uma Zp-base

de U obtemos

e0u =
1

p2

(
Ĥi + gĤi + ...+ gp−1Ĥi

)
u =

1

p
(1 + g + ...+ gp−1)u

eiu =
1

p2

(
pĤi − Ĥi − gĤi − ...− gp−1Ĥi

)
u =

=
1

p2
(p2 − p− pg + pg2 + ...+ pgp−1)u = u−

1

p
(1 + g + ...+ gp−1)u.

Se h ∈ Hi, j 6= i e j 6= 0 obtemos

eju =
1

p2

(
pĤj − Ĥj − hĤj − ...− hp−1Ĥj

)
u =

=
1

p2

(
pĤj − pĤj

)
u = 0.

Como

(g − 1)(p+ 1 + g2 + ...+ gp−1) = p(g − 1),

obtemos para i > 0, que JeiU = (g− 1)eiU ⊆ peiU , donde JeiU = U ∩ eiU . Segue que G
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age trivialmente em Vi, assim,

(e0U + U)/U = (eiU + U)/U = 〈eiu+ U〉

e (ejU + U)/U = 0 se i 6= j. Segue que

∆(U) ' (V ;V0, V1, ..., Vp+1) ,

onde V = V0 = Vi ' F2 e Vj = 0 se j 6= i e j 6= 0.

Exemplo 4.2.3. Seja G = Cp×Cp e suponha que U ∈ L0 é de permutação. Pelo Teorema

3.1.1, temos

U = (Zp[G/H1])
r1 ⊕ (Zp[G/H2])

r2 ⊕ ...⊕ (Zp[G/Hp+1])
rp+1 .

Segue do último exemplo que

eiU = (eiZp[G/Hi])
ri ' Λri

i ∀i > 0

e que e0U ' Zr1+...+rp+1

p . Também vimos no último exemplo que

peiU = JeiU = U ∩ eiU,

assim, Vi = (eiU + U)/U tem ação trivial de G para todo i ∈ {0, 1, ..., p + 1}. Agora,

dimV0 = r1 + r2 + ...+ rp+1 e dimVi = ri, pois, como vimos, a projeção canônica

πi : eiU −→ Vi

induz um isomorfismo

π̄i : eiU/JeiU −→ Vi/JVi ' Vi.

Já que V = V1 + V2 + ...+ Vp+1, temos que

dimV ≤ dimV1 + dimV2 + ...+ dimVp+1 = dimV0.

Logo, dimV = r1 + r2 + ... + rp+1. Agora, se a soma V1 + V2 + ... + Vp+1 não é direta,

então

dimV = dim(V1 + V2 + ...+ Vp+1) < dimV1 + dimV2 + ...+ dimVp+1 = dimV,

contradição. Assim,

V = V0 = V1 ⊕ V2 ⊕ ...⊕ Vp+1.
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Teorema 4.2.4. Seja U ∈ L0. Então U é um ZpG-módulo de permutação se, e somente

se,

∆(U) ' (V ;V0, V1, V2, ..., Vp+1),

onde V = V0 = V1 ⊕ V2 ⊕ ...⊕ Vp+1.

Demonstração. Se U ∈ L0 é tal que ∆(U) ' (V ;V0, V1, V2, ..., Vp+1), onde

V = V0 = V1 ⊕ V2 ⊕ ...⊕ Vp+1,

então, pelo exemplo anterior ∆(U) é um diagrama para um módulo de permutação, di-

gamos, W ∈ L0. Pelo Corolário 4.2.1, W ' U , donde U é um ZpG-módulo de per-

mutação.

4.3 Associando diagramas a reticulados

Nessa seção vamos descrever como obter um ZpG-reticulado reduzido a partir de um

diagrama para ZpG e forneceremos alguns exemplos ilustrativos.

Teorema 4.3.1 ([7], Teorema 3.2.(a), pág.61). Para cada diagrama D ∈ V existe um

ZpG-reticulado U ∈ L0 satisfazendo ∆(U) ' D.

Demonstração. Sejam D = (V ;V0, V1, ..., Vp+1) ∈ V e di = dimVi/JVi. Denote por Fi =

Λdi
i , F =

p+1⊕

i=0

Fi e sejam φi ∈ HomZpG(Fi, Vi), i = 0, 1, ..., p + 1, ZpG-epimorfismos que

induzem isomorfismos φ̄i entre Fi/JFi e Vi/JVi. Desse modo kerφi ⊆ JFi. Defina

φ : F −→ V

por φ =

p+1∑

i=0

φi. Então φ é um ZpG-epimorfismo. Denotando por U = kerφ, U é um ZpG-

reticulado, pois F é um reticulado e Zp é um domı́nio de ideais principais. Vamos mostrar

que U ∈ L0, e que ∆(U) ' D. Primeiramente, note que eiU ⊆ Fi, pois U ⊂

p+1⊕

i=0

Fi e

ei age como zero em Fj se i 6= j. Dado xi ∈ Fi temos, pela definição de diagrama, que

existem xj ∈ Fj, j 6= i, tais que

φ(xi) =
∑

j 6=i
j∈Ap+2

φ(xj).
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Pela definição de U , devemos ter

p+1∑

i=0

xi ∈ U , assim

xi ∈





∑

j 6=i
j∈Ap+2

xj + u; u ∈ U





.

Logo xi = eixi ∈ eiU , e temos eiU = Fi. Como kerφi = U∩Fi = U∩eiU , temos U∩eiU ⊆

JFi = JeiU . Por outro lado, pV = 0, o que fornece peiU ⊆ U ∩eiU, i = 0, 1, ..., p+1. Pelo

Teorema 4.2.2, U ∈ L0. Agora, F/ kerφ ' V e é fácil ver que φ induz um isomorfismo de

diagramas entre ∆(U) e D.

Teorema 4.3.2 ([7], Teorema 3.2.(a), pág.61). O funtor ∆ : L0 −→ V induz uma bijeção

entre os conjuntos das classe de isomorfismos.

Demonstração. Com efeito, dado dois ZpG-reticulados U,W ∈ L0, o Corolário 4.2.1 ga-

rante que U ' W se, e somente se, ∆(U) ' ∆(W ). Por outro lado, o último teorema

garante que para cada diagrama D ∈ V existe um reticulado U ∈ L0 para o qual se tem

∆(U) ' D. Assim, ∆ induz uma bijeção na classe de objetos isomorfos.

Vamos apresentar alguns exemplos que também serão revisitados nas próximas seções.

Exemplo 4.3.1. Considere o diagrama (F2 ⊕ F2, 〈(1, 1)〉, 0, 〈(1, 0)〉, 〈(0, 1)〉) que foi obtido

no Exemplo 4.2.1. Mantendo a notação do Exemplo 4.2.1, observe que JVi = 0, ∀i ∈

{0, 1, 2, 3}. Assim, escolhemos para cada Vi, i ∈ {0, 2, 3} uma copia de Λi. Denotando por

w0, w1, w2 os geradores, respectivamente, de Λ0,Λ2 e Λ3, definimos

π0 : Λ0 −→ V0

w0 7→ (1, 1);

π2 : Λ2 −→ V2

w1 7→ (1, 0);

π3 : Λ3 −→ V3

w2 7→ (0, 1).

É claro que πi é um Z2G-homomorfismo, e que

kerφi = JΛi.

Defina

π : Λ0 ⊕ Λ2 ⊕ Λ3 −→ F2 ⊕ F2
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por π = π0 + π2 + π3.

Dado u ∈ Λ0 ⊕ Λ2 ⊕ Λ3, temos que existem únicos escalares λ0, λ1, λ2 ∈ Z2 tais que

u = λ0w0 + λ1w1 + λ2w2.

Então

π(u) = 0 ⇔

⇔ π (λ0w0 + λ1w1 + λ2w2) = λ0(1, 1) + λ1(1, 0) + λ2(0, 1) = 0 ⇔

⇔

{
λ0 + λ1 ∈ 2Z2

λ0 + λ2 ∈ 2Z2

⇔

⇔

{
λ1 = −λ0 + 2q1 λ0, q1 ∈ Z2

λ0 = −λ2 + 2q2 λ2, q2 ∈ Z2

Logo {
λ1 = λ2 + 2k1 λ2, k1 ∈ Z2

λ0 = −λ2 + 2q2 λ2, q2 ∈ Z2

Segue disso que

u = (−λ2 + 2q2)w0 + (λ2 + 2k1)w1 + λ2w2 =

= λ2(−w0 + w1 + w2) + 2q2w0 + 2k1w1.

Assim, temos que B = {(−w0 + w1 + w2), 2w0, 2w1} é uma base para ker π. Deno-

tando por

u1 = (−w0 + w1 + w2)

u2 = 2w0, 2w0,

u3 = 2w1,

Temos

nu1 = −u2 − u1, cu1 = −u1 − u2 + u3

nu2 = u2, cu2 = u2

nu3 = −u3, cu3 = u3,

e é imediato verificar que ker π ' U , onde U é o Z2G-reticulado do Exemplo 4.2.1.
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Exemplo 4.3.2. Seja {(1, 0), (0, 1)} uma base para F2 ⊕ F2 e considere o diagrama

D = (F2 ⊕ F2,F2 ⊕ F2, 〈(1, 0)〉, 〈(1, 0)〉, 〈(0, 1)〉)

para Z2G. Como dimV0 = 2 e dimVi = 1, i > 1, escolhemos duas cópias de Λ0 e uma

cópia de cada Λi, i > 0. Seja {w0, w1} uma Z2-base de Λ2
0 e denote por w2, w3, w4 os

geradores, respectivamente, de Λ1,Λ2 e Λ3. Defina

π0 : Λ
2 −→ V0

w0 7→ (1, 0)

w1 7→ (0, 1)

π1 : Λ1 −→ V1

w2 7→ (1, 0)

π2 : Λ2 −→ V2

w3 7→ (1, 0)

π3 : Λ3 −→ V3

w4 7→ (0, 1)

e tome

π =
3∑

i=0

πi : Λ
2
0 ⊕ Λ1 ⊕ Λ2 ⊕ Λ3 −→ V

Dado u ∈ Λ2
0 ⊕ Λ1 ⊕ Λ2 ⊕ Λ3, existem únicos escalares λi ∈ Z2, i = 0, 1, 2, 3, tais que

u =
4∑

i=0

λiwi.

Então

π(u) = 0 ⇔

π

(
4∑

i=0

λiwi

)
= λ0(1, 0) + λ1(0, 1) + λ2(1, 0) + λ3(1, 0) + λ4(0, 1) = 0 ⇔

⇔

{
λ0 + λ2 + λ3 ∈ 2Z2

λ1 + λ4 ∈ 2Z2

⇔

⇔

{
λ0 = λ2 + λ3 + 2q

λ1 = λ4 + 2k
;λ2, λ3, λ4, q, k ∈ Z2.
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Dáı,

u =
4∑

i=0

λiwi = (λ2 + λ3 + 2q)w0 + (λ4 + 2k)w1 + λ2w2 + λ3w3 + λ4w4 =

λ2(w0 + w2) + λ3(w0 + w3) + λ4(w1 + w4) + 2qw0 + 2kw1.

Segue que B = {w0 + w2, w0 + w3, w1 + w4, 2w0, 2w1} é uma base para U = ker π. Deno-

tando por

u1 = w0 + w2

u2 = w0 + w3

u3 = w1 + w4

u4 = 2w0

u5 = 2w1,

obtemos a seguinte ação de G na base B:

nu1 = u1, cu1 = u4 − u1

nu2 = u4 − u2, cu2 = u2

nu3 = u5 − u3, cu3 = u5 − u3

nu4 = u4, cu4 = u4

nu5 = u5, cu5 = u5.

Exemplo 4.3.3. Seja V um F2-espaço vetorial com base {v1, v2}. Considere o diagrama

(V, 0, 〈v1〉F2
, 〈v1, v2〉F2

, 〈v2〉F2
) .

Tome uma cópia de Λ1, duas de Λ2 e uma de Λ3. Sejam w1 um gerador de Λ1, {w2, w3}

uma base de Λ2 ⊕ Λ2 e w4 um gerador de Λ3. Defina

π1 : Λ1 −→ V1

w1 7→ v1;

π2 : Λ2 ⊕ Λ2 −→ V2

w2 7→ v1, w3 7→ v2;

π3 : Λ3 −→ V3

w4 7→ v2.
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Definindo

π : Λ1 ⊕ Λ2 ⊕ Λ2 ⊕ Λ3 −→ V

por π = π1 + π2 + π3, observe que

u =
4∑

i=1

λiwi ∈ ker π ⇔

⇔ π(u) = λ1v1 + λ2v1 + λ3v2 + λ4v2 = (λ1 + λ2)v1 + (λ3 + λ4)v2 = 0 ⇔

⇔

{
λ1 = λ2 + 2q1

λ3 = λ4 + 2q3
;λ2, λ4, q1, q2 ∈ Z2.

Assim,

u = (λ2 + 2q1)w1 + λ2w2 + (λ3 + 2q3)w3 + λ4w4 =

= λ2(w1 + w2) + λ4(w3 + w4) + 2q1w1 + 2q3w3.

Denotando por

u1 = w1 + w2, u2 = w3 + w4,

u3 = 2w1, u4 = 2w3

Obtemos que u1, u2, u3 e u4 formam uma base para U = ker π na qual a multiplicação de

G é dada por :

nu1 = −u1 + u3, nu2 = −u2, nu3 = u3, nu4 = −u4

cu1 = u1 − u3, cu2 = −u2 + u4, cu3 = −u3

Exemplo 4.3.4. Considere o diagrama

(V, V0, V1, V2, 0, V4)

para Z3G do Exemplo 4.1.2. Mantendo a notação do Exemplo 4.1.2, lembramos que o

conjunto {v1, v2, v3} é uma base para V na qual a multiplicação de G é dada por

nv0 = cv0 = v0, cv1 = v1 + v0, nv1 = v1,

nv2 = v2 + v0, cv2 = v2.

Também temos

V0 = 〈v0〉, V1 = 〈v0, v1〉, V2 = 〈v0, v2〉, V3 = 0 e V4 = 〈v0, v0 + v1 + v2〉.
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Como vimos no Exemplo 4.1.2, definindo os seguintes Z3G-homomorfismos

φ0 : Λ0 −→ V0, w0 7→ v0,

φ1 : Λ1 −→ V1, w1 7→ −v1 + v0, w2 7→ −v1,

φ2 : Λ2 −→ V2, w3 7→ −v2 + v0, w4 7→ −v2,

φ4 : Λ4 −→ V4, w5 7→ −v1 − v2, w6 7→ −v0 − v1 − v2.

temos que cada φi é sobrejetivo e induz um isomorfismo entre Λi/JΛi e Vi/JVi. Posto

isso, defina

φ : Λ0 ⊕ Λ1 ⊕ Λ2 ⊕ Λ4 −→ V,

por φ = φ0 + φ1 + φ2 + φ4. Pelo Teorema 4.3.1 U = kerφ é um Z3G-módulo cujo o

diagrama associado é (V ;V0, V1, V2, 0, V4). Vamos encontrar U .

Observe que dado u ∈ Λ0 ⊕ Λ1 ⊕ Λ2 ⊕ Λ4 temos que existem únicos escalares λi ∈

Z3, i = 0, 1, 2, 3, 4, tais que u =
6∑

i=0

λiwi. Assim

φ(u) = 0 ⇔

⇔ λ0φ0(w0) + φ1(λ1w1 + λ2w2) + φ2(λ3w3 + λ4w4) + φ4(λ5w5 + λ6w6) = 0 ⇔

⇔ λ0v0 + λ1(v0 − v1)− λ2v1 + λ3(v0 − v2)− λ4v2 + λ5(−v1 − v2)− λ6(v0 + v1 + v2) = 0 ⇔

(λ0 + λ1 + λ3 − λ6)v0 + (−λ1 − λ2 − λ5 − λ6)v1 + (−λ3 − λ4 − λ5 − λ6)v2 = 0 ⇔

⇔





λ0 = −λ1 − λ3 + λ6 + 3q0

λ2 = −λ1 − λ5 − λ6 + 3q2

λ4 = −λ3 − λ5 − λ6 + 3q4

;λ1, λ3, λ5, λ6, q0, q2, q4 ∈ Z3.

Assim,

u =
6∑

i=0

λiwi = (−λ1 − λ3 + λ6 + 3q0)w0 + λ1w1 + (−λ1 − λ5 − λ6 + 3q2)w2 + λ3w3+

+(−λ3 − λ5 − λ6 + 3q4)w4 + λ5w5 + λ6w6 =

= λ1(−w0 + w1 − w2) + λ3(−w0 + w3 − w4) + λ5(−w2 − w4 + w5)+

+λ6(w0 − w2 − w4 + w6) + 3q0w0 + 3q2w2 + 3q4w4,
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logo

{3w0, 3w2, 3w4,−w0 + w1 − w2,−w0 + w3 − w4,−w2 − w4 + w5, w0 − w2 − w4 + w6}

é uma base para U = kerφ.

Denotando por

u1 = 3w0, u2 = 3w2, u3 = 3w4,

u4 = −w0 + w1 − w2, u5 = −w0 + w3 − w4,

u6 = −w2 − w4 + w5, u7 = w0 − w2 − w4 + w6,

Vemos que

cu1 = nu1 = u1,

nu2 = u2, cu2 = −u2 − (u1 + u2 + 3u4) = −2u2 − u1 − 3u4,

nu3 = −3v4 − 3v3 = −u3 − (3u5 + u1 + u3) = −2u3 − 3u5 − u1, cu3 = u3,

nu4 = u4, cu4 = −w0 + w2 + w1 + w2 = −w0 + w1 − w2 + 3w2 = u4 + u2,

nu5 = −w0 + w4 + w3 + w4 = −w0 + w3 − w4 + 3w4 = u5 + u3, cu5 = u5,

nu6 = −w2 + w4 + w3 + w6 = 3w4 − w0 + w3 − w4 + w0 − w2 − w4 + w6 = u3 + u5 + u7,

cu6 = w2 + w1 − w4 + w6 = w0 − w2 − w4 + w6 − w0 + w1 − w2 + 3w2 = u7 + u4 + u2,

nu7 = w0 − w2 + w3 + w4 − w5 − w6 = u1 − u2 + u5 − u6 − u7,

cu7 = w0 + w1 + w2 − w4 − w5 − w6 = u1 + u4 − u6 − u7 − u3.

Logo U possui a seguinte multiplicação de G:

cu1 = nu1 = u1,

nu2 = u2, cu2 = −2u2 − u1 − 3u4,

nu3 = −2u3 − 3u5 − u1, cu3 = u3,

nu4 = u4, cu4 = u4 + u2,

nu5 = u5 + u3, cu5 = u5,

nu6 = u3 + u5 + u7, cu6 = u7 + u4 + u2,

nu7 = u1 − u2 + u5 − u6 − u7, cu7 = u1 + u4 − u6 − u7 − u3.
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4.4 Zp[Cp × Cp]-módulos de permutação

Ao longo dessa seção, G denotará o grupo abeliano N × C, onde N e C são grupos

de ordem p, e p > 0 é primo. Seja U um ZpG-reticulado reduzido. Nessa seção encontra-

mos condições necessárias e suficientes em ∆(U) para que UN e UN sejam ZpC-módulos

de permutação e as utilizamos para a construção de um ZpG-reticulado reduzido U em

que UN e UN são de permutação, mas U não é um ZpG-módulo de permutação. Esse

exemplo mostra que apenas a Condição 1 no Teorema 3.2.3, em geral, não garante que

um reticulado U seja de permutação.

4.4.1 Analisando diagramas

Relembramos que os idempotentes ortogonais primitivos de QpG são

e0 =
1

p2

∑

h∈G

h, ei =
1

p2

(
p
∑

h∈Hi

h−
∑

h∈G

h

)
, i ∈ {1, 2, 3, ..., p+ 1},

onde Hi é um subgrupo de ordem p. Denote os subgrupos de G com ordem p por

H1 = 〈n〉, H2 = 〈c〉, H3 = 〈nc〉, H4 = 〈nc2〉, ..., Hp+1 = 〈ncp−1〉.

Seja U um ZpG-reticulado. Como vimos na Seção 4.2, podemos trabalhar com U como

sendo um ZpG-submódulo do ZpG-módulo

U∗ = e0U ⊕ e1U ⊕ ...⊕ ep+1U,

onde eiU ' Λri
i , peiU ⊆ U ∩ eiU ⊆ JeiU, ri ≥ 0 ∀i = 0, 1, ..., p + 1. Assim, associamos a

esse um diagrama ∆(U), onde

∆(U) = (V, V0, V1, ..., Vp+1)

e

V = U∗/U =

p+1∑

i=0

(eiU + U)/U, Vi = (eiU + U)/U, i ∈ Ap+2.

Ao longo do texto, denotamos eiU por Fi e por xi um elemento de Fi. A projeção de xi

em Vi = (eiU + U)/U será denotada por x̄i.

Começamos observando que, uma vez que cada u ∈ U pode ser expresso unicamente

da forma

u =

p+1∑

i=0

xi, xi ∈ Fi,
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temos,

ū = x̄0 + x̄1 + ...+ x̄p+1 = 0 ∈ V.

Assim, por exemplo, se u = x1 + x2 + ...+ xp+1 obtemos que

x̄1 = −

p+1∑

i=2

x̄i ∈ V1 ∩ (V2 + V3 + ...+ Vp+1) .

Agora, cada elemento de V1 ∩ (V2 + V3 + ...+ Vp+1) é da forma

x̄1 = x̄2 + x̄3 + ...+ x̄p+1

logo

x̄1 − x̄2 − x̄3 − ...− x̄p+1 = 0 ∈ V = U∗/U,

donde x1 − x2 − ...− xp+1 ∈ U . Assim, a associação

p+1∑

i=1

xi 7→ x̄1 = −x̄2 − x̄3 − ...− x̄p+1

é bem definida e fornece um ZpG homomorfismo sobrejetivo de U ∩ (F1 +F2 + ...+Fp+1)

em V1 ∩ (V2 + V3 + ...+ Vp+1). Vamos generalizar essa ideia em um Lema.

Lema 4.4.1. Seja Br := {i1, .., ir} ⊂ {0, 1, 2, 3, ..., p+1}, r > 1. Para cada ij ∈ Br, existe

um homomorfismo sobrejetivo de

U ∩ (Fi1 ⊕ Fi2 ⊕ ...⊕ Fir) em Vij ∩



∑

is 6=ij
is∈Br

Vis


.

Demonstração. Dado ij ∈ Br defina

ϕij : U ∩ (Fi1 ⊕ Fi2 ⊕ ...⊕ Fir) −→ Vij ∩



∑

is 6=ij
is∈Br

Vis




por ϕij

(
r∑

s=1

xis

)
= x̄ij = −

∑

is 6=ij
is∈Br

x̄is . Esse é claramente um homomorfismo, e dado

x̄ij = −
∑

is 6=ij
is∈Br

x̄is ∈ Vij ∩



∑

is 6=ij
is∈Br

Vis


 ,
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temos que
r∑

s=1

x̄is = 0 ∈ V =

p+1∑

i=0

(eiU + U)/U ⇒

⇒

r∑

s=1

xis ∈ U ∩ (Fi1 ⊕ Fi2 ⊕ ...⊕ Fir),

donde a associação
r∑

s=1

xis 7→ x̄ij = −
∑

is 6=ij
is∈Br

x̄is é sobrejetiva.

Dado um ZpG-módulo reduzido U , passamos a estabelecer condições necessárias e sufi-

cientes em ∆(U) para que UN e UN sejam ZpC-módulos de permutação. Daqui em diante

quando estivermos trabalhando com um certo reticulado reduzido U , V e Vi, sempre de-

notarão as componentes de ∆(U) = (V ;V0, ..., Vp+1). Antes de começarmos a estabelecer

os resultados vamos conferir, através de alguns exemplos, o que ocorre no diagrama para

um ZpG- reticulado U quando um dos módulos UN e UN não são de permutação.

Exemplo 4.4.1. Para o diagrama do exemplo 4.3.2:

D = (F2 ⊕ F2;F2 ⊕ F2, 〈(1, 0)〉, 〈(1, 0)〉, 〈(0, 1)〉)

obtemos um ZpG-reticulado U com uma base {u1, u2, u3, u4, u5} com a seguinte ação de

G:

nu1 = u1, cu1 = u4 − u1

nu2 = u4 − u2, cu2 = u2

nu3 = u5 − u3, cu3 = u5 − u3

nu4 = u4, cu4 = u4

nu5 = u5, cu5 = u5.

Dáı, vemos que {u4 − u1, u1, u5} é uma base para UN . Assim, UN é de permutação.

Por outro lado, o conjunto {u4 − 2u1, u5 − 2u3, } é uma base para INU , como B′ =

{u1, u2, u3, u4 − 2u2, u5 − 2u3} é uma base para U , logo U/INU é um reticulado. Note que

ICUN não é um reticulado, dáı, pelo Teorema 3.2.1, UN não é um Z2[G/N ]-módulo de

permutação. Veja que a soma V1 + V2 + V3 não é direta, e que V1, V2, V3 ⊂ V0 = V .

Exemplo 4.4.2. Considere o diagrama do Exemplo 4.3.3:

(V, 0, 〈v1〉F2
, 〈v1, v2〉F2

, 〈v2〉F2
) .

Obtemos no Exemplo 4.3.3 que o reticulado U , associado ao diagrama acima, possui

uma base {u1, u2, u3, u4} na qual a multiplicação de G é dada por :
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nu1 = −u1 + u3, nu2 = −u2,

nu3 = u3, nu4 = −u4

cu1 = u1 − u3, cu2 = −u2 + u4,

cu3 = −u3.

Observe que UN é gerado por u3, e como cu3 = −u3, esse não pode ser um Z2C-módulo

de permutação. Também observe que

INU = 〈−2u1 + u3,−2u2,−2u4〉.

Como u4 /∈ INU e 2u4 ∈ INU , então UN não é um reticulado.

Observe que no diagrama para U temos V1 * V0, a soma V2 + V3 + V4 não é direta e

V2 + V3 + V4 * V0 + V1.

Exemplo 4.4.3. Seja U o reticulado obtido no Exemplo 4.3.4. Vimos que o diagrama

associado a U é

(V, V0, V1, V2, 0, V4),

onde o conjunto {v1, v2, v3} é uma base para V na qual a multiplicação de G é dada por

nv0 = cv0 = v0, cv1 = v1 + v0, nv1 = v1,

nv2 = v2 + v0, cv2 = v2.

Também temos

V0 = 〈v0〉, V1 = 〈v0, v1〉, V2 = 〈v0, v2〉, V3 = 0 e V4 = 〈v0, v0 + v1 + v2〉.

Agora, observe que como U possui uma base {u1, u2, ..., u7} na qual a multiplicação de G

é dada por

cu1 = nu1 = u1,

nu2 = u2, cu2 = −2u2 − u1 − 3u4,

nu3 = −2u3 − 3u5 − u1, cu3 = u3,

nu4 = u4, cu4 = u4 + u2,

nu5 = u5 + u3, cu5 = u5,

nu6 = u3 + u5 + u7, cu6 = u7 + u4 + u2,
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nu7 = u1 − u2 + u5 − u6 − u7, cu7 = u1 + u4 − u6 − u7 − u3.

Observe que UN = 〈u1, u2, u4, 〉 e que

(c− 1)u2 = −3u2 − u1 − 3u4,

(c2−1)u2 = −u2+c(−2u2−u1−3u4) = −u2−2(−2u2−u1−3u4)−u1−3(u4+u2) = u1+3u4

(c−1)u4 = u2, (c
2−1)u4 = −u4+c(u4+u2) = −u4+u4+u2−2u2−u1−3u4 = −u2−u1−3u4.

Logo ICU
N = 〈u1 + 3u4, u2〉, como {u1 + 3u4, u2, u4} também é base de UN segue que

UN/ICU
N = 〈ū4〉 é um reticulado. Portanto, pelo Teorema 3.2.1, UN é um Z3C-módulo

de permutação.

Por outro lado, UN não é de permutação. De fato, temos

(n− 1)u3 = −3u3 − 3u5 − u1,

(n2 − 1)u3 = −u3 + n(−2u3 − 3u5 − u1) =

−u3 − 2(−2u3 − 3u5 − u1)− 3(u5 + u3)− u1 = 3u5 + u1,

(n− 1)u5 = u3,

(n2 − 1)u5 = −u5 + n(u5 + u3) = −u5 + u5 + u3 − 2u3 − 3u5 − u1 = −u3 − 3u5 − u1,

(n− 1)u6 = −u6 + u3 + u5 + u7,

(n2 − 1)u6 = −u6 + n(u3 + u5 + u7) =

−u6 − 2u3 − 3u5 − u1 + u5 + u3 + u1 − u2 + u5 − u6 − u7 =

= −2u6 − u5 − u3 − u2 − u7,

(n− 1)u7 = u1 − u2 + u5 − u6 − 2u7

(n2 − 1)u7 = −u7 + n(u1 − u2 + u5 − u6 − u7) =

= −u7 + u1 − u2 + u5 + u3 − (u3 + u5 + u7)− (u1 − u2 + u5 − u6 − u7) =

= −u7 − u5 + u6.

Assim,

INU = 〈u3, 3u5 + u1,−2u6 − u5 − u2 − u7,−u7 − u5 − u6〉,

como {u3, u4, u5, u6, 3u5 + u1,−2u6 − u5 − u2 − u7,−u7 − u5 − u6} também é base de U ,

segue que

UN = 〈ū4, ū5, ū6〉,
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e UN é um reticulado. Agora,

cū6 = ū7 + ū4 + ū2 = ū7 + ū4 + ū2 − 2ū6 − ū5 − ū2 − ū7 = ū4 − 2ū6 − ū5,

cū4 = ū4 + ū2 = ū4 + ū2 − 3ū6 − ū2 = ū4 − 3ū6,

c2ū6 = ū4 − 3ū6 − 2(ū4 − 2ū6 − ū5)− ū5 = −ū4 + ū6 + ū5,

c2ū4 = ū4 − 3ū6 − 3(ū4 − 2ū6 − ū5) = −2ū4 + 3ū6 + 3ū5.

Dáı, obtemos

ICUN = 〈−3ū6,−ū4 + ū5〉.

Como ū6 /∈ ICUN e 3ū6 ∈ ICUN , segue que UN/ICUN não é livre de torção. Então, pelo

Teorema 3.2.1, UN não é um Z3C-módulo de permutação.

Observe que no diagrama para U temos que todo G-ponto fixo de V1 está contido em

V0. Dado v ∈ V2 + V3 + V4, já que {v0, v2, v0 + v2 + v1} é uma F3-base para V2 + V3 + V4,

existem escalares (únicos módulo o ideal 3Z3) λ0, λ1, λ2,∈ Z3, tais que v = λ0v0 + λ1v2 +

λ2(v0 + v1 + v2). Logo,

(n− 1)v = (λ1 + λ2)w0 = 0 ⇔ λ1 + λ2 ∈ 3Z3.

Segue que v = λ0v0 − λ2v2 + λ2(v0 + v1 + v2) = λ0 + λ2(v0 + v1) ∈ V0 + V1, assim, temos

que

{v ∈ V2 + V3 + V4; (n− 1)v = 0} ⊆ V0 + V1.

Por fim, observe que V1 ∩ (V2 + V3 + V4) * IGV1.

Observação 4.4.1. Já que U ⊂ F0 ⊕ F1 ⊕ ... ⊕ Fp+1, cada u ∈ U pode ser expresso

unicamente como

u =

p+1∑

i=0

xi, xi ∈ Fi.

Dáı,

(n− 1)u = 0 ⇔ (n− 1)

p+1∑

i=2

xi = 0,

pois n age trivialmente em F0 e F1. Por outro lado, segue da Observação 2.5.1 que o

único N-ponto fixo de Fi, i > 1, é 0. Assim,

p+1∑

i=2

xi = 0

e u = x0 + x1, donde UN = {x0 + x1 ∈ F0 ⊕ F1; x0 + x1 ∈ U} = U ∩ (F0 + F1).
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Proposição 4.4.1. Seja U um ZpG-reticulado reduzido, então UN é um Z2[G/N ]-módulo

de permutação se, e somente se, ICU
N = U ∩ F1.

Demonstração. Pela observação anterior temos UN = U ∩ (F0 + F1). Como c age trivial-

mente em F0, obtemos ICU
N ⊆ U ∩ F1. Se existe x1 ∈ U\ICU

N , então, pela Observação

2.5.1,

[(1− c) + (1− c2) + ...+ (1− cp−1)] = (p− (1 + c+ c2 + ...+ cp−1))x1 = px1 ∈ ICU
N ,

portanto, UN/ICU
N não é um reticulado. Segue do Teorema 3.2.1 que UN não pode ser

um Z2C-módulo de permutação. Portanto, se UN é de permutação, então ICU
N = U∩F1.

Reciprocamente, ICU
N = U ∩ F1 implica que UN/ICU

N é livre de torção, pois se

x0 + x1 ∈ U e a(x0 + x1) ∈ ICU
N , a ∈ Zp, então x0 = 0 e x1 ∈ U ∩ F1 = ICU

N . Sendo

Zp um domı́nio de ideais principais e UN/ICU
N Zp-livre de torção, temos UN/ICU

N

reticulado e, pelo Teorema 3.2.1, UN é um ZpC-módulo de permutação.

Observação 4.4.2. Dado u ∈ U , u se escreve de forma única como u = x0+x1+...+xp+1,

onde xi ∈ Fi, i = 0, 1, 2, ..., p+ 1. Agora, INU = (n− 1)U já que IN é gerado por (n− 1)

como ZpN-módulo. Como n age trivialmente em F0 e F1 devemos ter

INU ⊆ U ∩ (F2 + F3 + ...+ Fp+1).

De modo análogo obtemos

ICU ⊆ U ∩ (F1 + F3 + F4 + ...+ Fp+1),

já que c age trivialmente em F0 e F2.

Proposição 4.4.2. Seja U um ZpG-reticulado reduzido, então UN é um reticulado se, e

somente se, U ∩ (F2 + F3 + ...+ Fp+1) = INU.

Demonstração. Pela observação anterior temos

INU ⊆ U ∩ (F2 + F3 + ...+ Fp+1).

Se existe u =

p+1∑

i=2

xi ∈ U\INU , então, ja que pela Observação 2.5.1

(1 + n+ n2 + ...+ np−1)

p+1∑

i=2

xi = 0,

temos

[(1− n) + (1− n2) + ...+ (1− np−1)]

p+1∑

i=2

xi =
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= (p− (1 + n+ n2 + ...+ np−1))

p+1∑

i=2

xi =

= p

p+1∑

i=2

xi = pu ∈ INU,

e UN não é um reticulado, pois como u /∈ INU a sua projeção em U/INU é não nulo,

mas o mesmo não ocorre com pu, já que pu ∈ INU . Portanto, UN reticulado implica

U ∩ (F2 + F3 + ...+ Fp+1) = INU .

Reciprocamente, U ∩ (F2 + F3 + ... + Fp+1) = INU implica que UN é livre de torção,

pois se u = x0+x1+ ...+xp+1 ∈ U e existe 0 6= a ∈ Zp com au ∈ INU , então x0 = x1 = 0

e x2 + x3 + ...+ xp+1 ∈ U ∩ (F2 + F3 + ...+ Fp+1) = INU , logo u ∈ INU . Como Zp é um

domı́nio de ideais principais e U/INU é livre de torção, segue que é um reticulado.

Observação 4.4.3. Como IG é gerado pelo conjunto {(g−1); g ∈ G, g 6= 1}, os elementos

de IGU são combinações lineares sobre Zp de elementos da forma (g− 1)u tal que u ∈ U .

Sendo G = N × C cada g ∈ G é da forma nick, k, i ∈ Z e logo

(nick − 1) = (nick − nin−i) = ni(ck − n−i) = ni[(ck − 1)− (n−i − 1)].

Assim,

(nick − 1)u = ni[(ck − 1)− (n−i − 1)] = (ck − 1)niu− (n−i − 1)niu ∈ INU + ICU.

Disso segue que IGU = INU + ICU ⊆ U ∩ (F1 + F2 + F3 + ...+ Fp+1).

Proposição 4.4.3. Seja U um ZpG-reticulado reduzido e suponha que UN é um reticu-

lado. Então UN é de permutação se, e somente se, IGU = U ∩ (F1 + F2 + ...+ Fp+1).

Demonstração. Pela observação anterior temos IGU ⊆ U ∩ (F1 + F2 + F3 + ... + Fp+1).

Pelo Teorema 3.2.1, UN é de permutação se, e somente se, (UN)C = UN/ICUN ' U/IGU

é reticulado. Dáı, se existe

p+1∑

i=1

xi ∈ U\IGU , então existe r > 0 tal que pr
p+1∑

i=1

xi ∈ IGU , já

que pela Observação 2.5.1 se g ∈ Hi, então (p− (1 + g + g2 + ...+ gp−1)) ∈ IG, age como

zero em Fi e F0, e como uma multiplicação por p em Fj, j 6= i, 0. Assim, se IGU está

contido propriamente em U ∩ (F1+F2+F3+ ...+Fp+1), então (UN)C não é um reticulado

e, portanto, UN não pode ser de permutação.

Reciprocamente, IGU = U ∩ (F1 + F2 + F3 + ...+ Fp+1) implica que U/IGU ' (UN)C

é Zp-livre de torção, logo um reticulado.

Teorema 4.4.1. Seja U um ZpG-reticulado reduzido, então UN é de permutação se, e

somente se, todo G-ponto fixo de V1 pertence a V0.
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Demonstração. Suponha que UN seja de permutação. Pela Proposição 4.4.1 temos ICU
N =

U ∩F1. Dado x̄1 ∈ V1 tal que (c− 1)x̄1 = 0, temos (c− 1)x1 ∈ U . Como U ∩F1 = ICU
N ,

existe x0 ∈ F0 com x0 + x1 ∈ U . O Lema 4.4.1 fornece que x̄1 ∈ V0.

Reciprocamente, dado (c − 1)x1 ∈ U ∩ F1 ⊆ JF1 temos que (c − 1)x̄1 = 0. Logo x̄1

é G-ponto fixo de V1. Como x̄1 ∈ V0, temos que existe x0 ∈ F0 tal que x̄0 = x̄1 o que

implica x0 − x1 ∈ U , donde (c − 1)x1 ∈ ICU
N . Assim, ICU

N = U ∩ F1 e a Proposição

4.4.1 garante que UN é de permutação.

Teorema 4.4.2. Seja U um ZpG-reticulado reduzido, então UN é um reticulado se, e

somente se, são válidas

1. Vi ∩



∑

j 6=0,1,i
j∈Ap+2

Vj


 ⊆ INVi, i ≥ 2.

2.

{
p+1∑

i=2

x̄i ∈ V ; (n− 1)

p+1∑

i=2

x̄i = 0

}
⊆ V0 + V1.

Demonstração. Suponha que UN seja um reticulado. Pela Proposição 4.4.2 temos

U ∩ (F2 + F3 + ...+ Fp+1) = INU,

dáı, o Lema 4.4.1 garante que

Vi ∩



∑

j 6=0,1,i
j∈Ap+2

Vj


 ⊆ INVi.

Seja

p+2∑

i=2

x̄i ∈ V tal que (n− 1)

p+1∑

i=2

x̄i = 0. Então,

(n− 1)

p+1∑

i=2

xi ∈ U

e por hipótese

(n− 1)

p+1∑

i=2

xi ∈ INU,

assim, existe

p+1∑

i=0

yi ∈ U com

(n− 1)

p+1∑

i=0

yi = (n− 1)

p+1∑

i=2

xi.
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Já que 1 + n+ ...+ n2 age como 0 em Fi, i > 1, o único N -ponto fixo de Fi, i > 1, é nulo.

Dáı, obtemos xi = yi, ∀i > 1. Por outro lado,

ȳ0 + ȳ1 = −

p+1∑

i=2

ȳi ∈ V0 + V1,

portanto
p+1∑

i=2

x̄i ∈ V0 + V1.

Reciprocamente, pelo Lema 4.4.1, já que U é reduzido, o Item 1 garante que

U ∩ (F2 + F3 + ...+ Fp+1) ⊆ IN(F2 + F3 + ...+ Fp+1).

Dáı, dado

p+1∑

i=2

xi ∈ U temos

p+1∑

i=2

xi = (n− 1)

p+1∑

i=2

yi,

logo (n− 1)

p+1∑

i=2

ȳi = 0 e por hipótese,

p+1∑

i=2

ȳi ∈ V0 + V1,

assim, existe y0 + y1 ∈ F0 + F1 tal que

p+1∑

i=0

yi ∈ U e

p+1∑

i=2

xi = (n− 1)

p+1∑

i=0

yi ∈ INU.

A Proposição 4.4.2 garante que UN é um reticulado.

Teorema 4.4.3. Seja U um ZpG-reticulado reduzido e suponha que UN seja um reticu-

lado. Então UN é de permutação se, e somente se, são válidas

1. Vi ∩



∑

j 6=0,i
j∈Ap+2

Vj


 ⊆ IGVi, ∀i > 0, e

2. Cada elemento de V1 ∩ (V2 + V3 + V4 + ...+ Vp+1) é da forma

(n− 1)

(
p+1∑

i=2

x̄i +

p+1∑

i=3

λiȳi

)
,
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onde

(c− 1)ȳ1 = (n− 1)

(
p+1∑

i=2

x̄i +

p+1∑

i=3

λiȳi

)
,

p+1∑

i=2

x̄i ∈ V0 + V1, ȳ1 −

p+1∑

i=3

ȳi ∈ V0 + V2, e (n− 1)λiyi = (c− 1)yi, λi ∈ ZpG.

Demonstração. Se UN é de permutação, temos pela Proposição 4.4.3

U ∩ (F1 + F2 + F3 + ...+ Fp+1) = IGU.

Dáı, dado u ∈ U ∩ (F1 + F2 + ... + Fp+1) temos que existem

p+1∑

i=0

xi ∈ U e

p+1∑

i=0

yi ∈ U tais

que

u = (n− 1)

p+1∑

i=2

xi + (c− 1)y1 + (c− 1)

p+1∑

i=3

yi.

Como c age em Fi, i > 2, igual a uma potência de n, existe λi ∈ ZpN, i > 2, satisfazendo

(c− 1)yi = (n− 1)λiyi. Assim,

u = (c− 1)y1 + (n− 1)

(
p+1∑

i=2

xi +

p+1∑

i=3

λiyi

)
,

e pelo Lema 4.4.1

(c− 1)ȳ1 = −(n− 1)

(
p+1∑

i=2

x̄i +

p+1∑

i=3

λiȳi

)
∈ V1 ∩ (V2 + V3 + ...Vp+1).

Como

p+1∑

i=0

xi ∈ U e

p+1∑

i=0

yi ∈ U , temos x̄0 + x̄1 = −

p+1∑

i=2

x̄i ∈ V0 + V1 e de modo análogo

obtemos ȳ1 +

p+1∑

i=3

ȳi ∈ V0 + V2.

Assim, o Lema 4.4.1 garante a Condição 2 e a Condição 1 é uma aplicação direta do

mesmo, uma vez que U ∩ (F1 + F2 + F3 + ...+ Fp+1) = IGU.

Reciprocamente, o fato de ser U reduzido garante que x̄i ∈ JVi ⇔ xi ∈ JΛi. Isso

juntamente com a Condição 1 e o Lema 4.4.1 garantem que U ∩ (F1 + F2 + ...+ Fp+1) ⊆

IG(F1 + F2 + ...+ Fp+1). Dáı, dado u ∈ U ∩ (F1 + F2 + ...+ Fp+1), existem

p+1∑

i=0

xi ∈ U∗ e

p+1∑

i=0

yi ∈ U∗ tais que

u = (n− 1)

p+1∑

i=2

xi + (c− 1)y1 + (c− 1)

p+1∑

i=3

yi = (c− 1)y1 + (n− 1)

(
p+1∑

i=2

xi +

p+1∑

i=3

λiyi

)
.
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Logo,

(c− 1)ȳ1 = −(n− 1)

(
p+1∑

i=2

x̄i +

p+1∑

i=3

λiȳi

)
∈ V1 ∩ (V2 + V3 + ...+ Vp+1).

Dáı, a Condição 2 fornece que existe (n−1)

(
p+1∑

i=2

x̄′
i +

p+1∑

i=3

λ′
iȳ

′
i

)
∈ V1∩(V2+V3+...+Vp+2),

onde

p+1∑

i=2

x̄′
i ∈ V0 + V1, −ȳ1 +

p+1∑

i=3

ȳ′i ∈ V0 + V2, (n− 1)λ′
iy

′
i = (c− 1)y′i e

(c− 1)ȳ1 = (n− 1)

(
p+1∑

i=2

x̄′
i +

p+1∑

i=3

λ′
iȳ

′
i

)
.

Disso segue que

w′ = (c−1)y1−(n−1)

(
p+1∑

i=2

x′
i +

p+1∑

i=3

λ′
iy

′
i

)
= −(n−1)

p+1∑

i=2

x′
i+(c−1)y1−(c−1)

p+1∑

i=3

y′i ∈ IGU,

pois existe y′0 + y′2 ∈ F0 + F2 tal que

ȳ′0 + ȳ′2 = −ȳ1 +

p+1∑

i=3

ȳ′i ∈ V0 + V2

e existe x′
0 + x′

1 ∈ F0 + F1 tal que

x̄′
0 + x̄′

1 =

p+1∑

i=2

x̄′
i ∈ V0 + V1.

Como

−(n− 1)

(
p+1∑

i=2

x̄i +

p+1∑

i=3

λiȳi

)
= (n− 1)

(
p+1∑

i=2

x̄′
i +

p+1∑

i=3

λ′
iȳ

′
i

)
,

temos que

w = (n−1)

(
p+1∑

i=2

xi +

p+1∑

i=3

λiyi

)
+(n−1)

(
p+1∑

i=2

x′
i +

p+1∑

i=3

λ′
iy

′
i

)
∈ U ∩ (F2+F3+ ...+Fp+2).

Como INU é reticulado, pela Proposição 4.4.2, temos INU = U ∩ (F2 + F3 + ... + Fp+2),

assim, w ∈ INU . Agora observe que

u = w + w′ = (n− 1)

(
p+1∑

i=2

xi +

p+1∑

i=3

λiyi

)
+ (c− 1)y1 ∈ IGU,



4.4. ZP [CP × CP ]-MÓDULOS DE PERMUTAÇÃO 72

já que w ∈ INU e w′ ∈ IGU . Portanto, U ∩ (F1+F2+ ...+Fp+2) = IGU e pela Proposição

4.4.3 UN é de permutação.

Suponha que U é um ZpG-reticulado reduzido para o qual UN e UN são Zp[G/N ]-

módulos de permutação, e além disso JeiU = peiU . Então, ∆(U) é um diagrama em que

V tem ação trivial de G e, dáı, o Teorema 4.4.1 fornece que V1 ⊆ V0. Pelo Teorema 4.4.2,

temos Vj ⊆ V0, já que V1 ⊆ V0. E finalmente, o Teorema 4.4.3 fornece

V = V0 = V1 ⊕ V2 ⊕ ...⊕ Vp+1.

Posto isso, vemos que

∆(U) ' (Fr1+...+rp+1

p ;Fr1+...+rp+1

p ,Fr1
p , ...,Frp+1

p ),

onde ri = dimVi, i > 0. Segue do Teorema 4.2.4 que

U ' (Zp[G/H1])
r1 ⊕ (Zp[G/H2])

r2 ⊕ ... (Zp[G/Hp+1])
rp+1 ,

portanto, U é um ZpG-módulo de permutação. Com essa observação acabamos de provar

o

Teorema 4.4.4. Seja U ∈ L0. Então U é um ZpG-módulo de permutação se, e somente

se,

1. UN e UN são Zp[G/N ]-módulos de permutação e

2. JeiU = peiU ∀i = 0, 1, ..., p+ 1.

Teorema 4.4.5. Seja p = 2 e U ∈ L0. Então U é um Z2G-módulo de permutação se, e

somente se, UN e UN são Z2[G/N ]-módulos de permutação.

Demonstração. De fato, para p = 2, temos Jei = 2eiU ∀i = 0, 1, 2, 3, pois dado g ∈ G,

(1 − g) age como uma multiplicação por 0 ou por 2 em Λi. Logo, o resultado segue do

teorema anterior.

Em posse desses resultados vamos estabelecer o nosso principal resultado: em geral, a

Condição 1 no Teorema 3.2.3 não caracteriza os ZpG-módulos de permutação. Para tanto,

consideremos p = 3 e passamos a analisar os Z3G-reticulados reduzidos e seus diagramas

associados.
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Considere o seguinte F3G-módulo V com base {v1, v2, v3, v4, v5} possuindo a seguinte

multiplicação

nv1 = cv1 = v1,

nv2 = v2, cv2 = v1 + v2

nv3 = v3 + v1, cv3 = v3

nv4 = cv4 = v1 + v4, nc
2v4 = v4

nv5 = v1 + v5 = c2v5,

cv5 = n2v5 = 2v1 + v5,

ncv5 = v5.

Assim, vemos que V =
∑

i 6=j

Vi, i, j ∈ {0, 1, ..., 4} onde

V0 = 〈v1, v3 + v5 + v4,−v3 + v2 + v5〉, V1 = 〈v1, v2〉, V2 = 〈v1, v3〉,

V3 = 〈v1, v5〉, V4 = 〈v1, v4〉.

Observe que

V0/JV0 = V0, V1/JV1 = 〈v2 + JV1〉, V2/JV2 = 〈v3 + JV2〉, V3/JV3 = 〈v5 + JV3〉,

V4/JV4 = 〈v4 + JV4〉.

Lembramos que se g /∈ Hi, então {ei, gei, ..., g
p−2ei} é uma Zpbase de Λi. Escolha três

copias de Λ0 e denote um gerador de cada cópia por wi, i = 0, 1, 2. Utilizando a seguinte

notação:

w3 = e1, w4 = ce1

w5 = e2, w6 = ne2

w7 = e3, w8 = ne3

w9 = e4, w10 = ne4,

temos

Λ3
0 = 〈w0, w1, w2〉

Λ1 = 〈w3, w4〉; cw3 = w4, cw4 = −w3 − w4, nw4 = w4, nw3 = w3,

Λ2 = 〈w5, w6〉;nw5 = w6, nw6 = −w5 − w6, cw5 = w5, cw6 = w6,

Λ3 = 〈w7, w8〉;nw7 = w8, nw8 = −w7 − w8, cw7 = n2w7, cw8 = n2w8,

Λ4 = 〈w9, w10〉;nw9 = w10, nw10 = −w9 − w10, cw9 = nw9, cw10 = nw10.
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Defina os seguintes Z3-homomorfismos

φ0 : Λ
3
0 → V0

w0 7→ v1

w1 7→ v3 + v5 + v4

w2 7→ −v3 + v2 + v5,

φ1 : Λ1 7→ V1

w3 7→ v1 − v2, w4 7→ −v2,

φ2 : Λ2 7→ V2

w5 7→ v1 − v3, w6 7→ −v3,

φ3 : Λ3 7→ V3

w7 7→ v1 − v5, w8 7→ −v5,

φ4 : Λ4 7→ V4

w9 7→ v1 − v4, w10 7→ −v4.

Vamos verificar que esses são ZpG-homomorfismos.

φ1(cw3) = φ1(w4) = −v2 = c(v1 − v2) = cφ1(w3),

φ1(cw4) = φ1(−w3 − w4) = v2 − v1 + v2 = −v1 − v2 = c(−v2) = cφ1(w4);

φ2(nw5) = φ2(w6) = −v3 = n(v1 − v3) = nφ2(w5),

φ2(nw6) = φ2(−w5 − w6) = v3 − v1 + v3 = −v3 − v1 = n(−v3) = nφ2(w6);

φ3(nw7) = φ3(w8) = −v5 = n(v1 − v5) = nφ3(w7),

φ3(nw8) = φ3(−w7 − w8) = v5 − v1 + v5 = −v5 − v1 = n(−v5) = nφ3(w8),

φ3(cw7) = φ3(n
2w7) = n2φ3(w7) = cφ3(w7),

φ3(cw8) = φ3(n
2w8) = n2φ3(w8) = cφ3(w8);

φ4(nw9) = φ4(w10) = −v4 = n(v1 − v4) = nφ4(w9),

φ4(nw10) = φ4(−w9 − w10) = v4 − v1 + v4 = n(−v4) = nφ(w10).

É claro que φi, i = 0, 1, 2, 3, 4, é sobrejetiva, também observe que definindo

φ̂i : Λi → Vi/JVi
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xi 7→ φi(xi) + JVi,

temos ker φ̂i = JVi, assim,

φ̄i : Λi/JΛi → Vi/JVi

xi + JΛi 7→ φi(xi) + JVi,

é um isomorfismo. Fica verificado que (V ;V0, ..., Vp+1) é um objeto em V.

Agora, vamos verificar que o reticulado U , associado ao diagrama acima, satisfaz UN

e UN de permutação. Primeiramente, observe que o submódulo maximal trivial de V1 é

gerado por v1 ∈ V0, assim, pelo Teorema 4.4.1, UN é de permutação. Dado v ∈
∑

i 6=0,1

Vi com

(n−1)v = 0, temos v = λ1v1+λ2v3+λ3v4+λ4v5, λj ∈ Z3, e (n−1)v = (λ2+λ3+λ4)v1 = 0,

então λ2 + λ3 + λ4 ∈ 3Z3 e, dáı,

v = λ1v1 + (−λ3 − λ4)v3 + λ3v4 + λ4v5 = λ1v1 + λ3(v4 − v3) + λ4(v5 − v3).

Note que

v5 − v3 = (−v3 + v2 + v5)− v2 ∈ V0 + V1,

v4 − v3 = (v5 − v3) + (v3 + v5 + v4) + (−v3 + v2 + v5)− v2 ∈ V0 + V1,

também temos

〈v1〉 = V2 ∩ (V3 + V4) = V3 ∩ (V2 + V4) = V4 ∩ (V2 + V3).

Então, pelo Teorema 4.4.2, UN é um reticulado.

Observe que se v ∈ (V1+V3+V4)∩(V0+V2), então (c−1)v = 0. Dado, v ∈ V1+V3+V4

existem escalares λ1, λ2, λ3, λ4 ∈ Zp (únicos módulo o ideal 3Z3) tais que

v = λ1v1 + λ2v2 + λ3v4 + λ4v5.

Assim,

(c− 1)v = (λ2 + λ3 + 2λ4)v1 = 0 ⇔ λ2 + λ3 + 2λ4 ∈ 3Z3,

logo

v = λ1v1 + (−λ3 − 2λ4)v2 + λ3v4 + λ4v5 =

= λ1v1 + λ3(v4 − v2) + λ4(v5 − 2v2).

Observe que v2 + v5 = v5 − 2v2 ∈ V0 + V2 e v4 + v5 ∈ V0 + V2, assim, v4 − v2 ∈ V0 + V2.

Logo v ∈ V0 + V2, e segue que

(V0 + V2) ∩ (V1 + V3 + V4) = 〈v1, v4 − v2, v5 − v2〉.
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Claramente

〈v1〉 = V1 ∩ (V2 + V3 + V4) = V2 ∩ (V1 + V3 + V4) =

= V3 ∩ (V1 + V2 + V4) = V4 ∩ (V1 + V2 + V3),

e V também satisfaz a Condição 1 do Teorema 4.4.3. Por outro lado, dado v ∈ (V0+V2)∩

(V1 + V3 + V4) temos

v = λ1v1 + (−λ3 − 2λ4)v2 + λ4v5 + λ3v4,

observe que dado v′ ∈ (V0 + V1) ∩ (V2 + V3 + V4), temos (n − 1)v′ = 0, também observe

que

(c− 1)v5 = (n2 − 1)v5 = (n− 1)(n+ 1)v5

e (c− 1)v4 = (n− 1)v4. Assim,

(n−1)(v′+(n+1)λ4v5+λ3v4) = (n+1)λ4v1+λ3v1 = (2λ4+λ3)v1 ∈ V1∩(V2+V3+V4) = 〈v1〉.

Agora,

(c− 1)(λ1v1 + (−λ3 − 2λ4)v2) = −(2λ4 + λ3)v1,

e logo

(c− 1)(λ1v1 + (−λ3 − 2λ4)v2) = −(n− 1)(v′ + (n+ 1)λ4v5 + λ3v4),

onde v′ ∈ (V0 + V1) ∩ (V2 + V3 + V4) e λ1v1 + (−λ3 − 2λ4)v2 + λ4v5 + λ3v4 ∈ V0 + V2.

Portanto, a Condição 2 do Teorema 4.4.3 também é satisfeita. Segue do Teorema 4.4.3

que UN é de permutação.

Como V tem ação não trivial de G, U não pode ser um Z3G-módulo de permutação

pelo Teorema 4.4.4.

Alternativamente, podeŕıamos ter calculado direto que

UN ' Z3[G/N ]⊕ Z3 ⊕ Z3 ' UN

por encontrar uma base para o reticulado U como fizemos nos exemplos da Seção 4.3. Se

assim fosse feito, encontraŕıamos que com respeito a uma base de U as matrizes de n e c
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são respectivamente




1 0 −1 −1 −1 −1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −2 0 0 −1 1 0 1 0 0

0 0 0 −2 0 −1 −1 0 0 1 0

0 0 0 0 −2 −1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 −3 0 0 −1 1 0 1 0 0

0 0 0 −3 0 −1 −1 0 0 1 0

0 0 0 0 −3 −1 0 0 0 0 1




e 


1 −1 0 1 −1 0 0 0 0 −1 0

0 −2 0 0 0 0 −1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 −2 −1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 −3 0 0 0 0 −1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 3 0 1 1 0 0 −2 0

0 0 0 0 −3 −1 0 0 0 0 1




.
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