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Resumo

Os objetos centrais de estudo nesta dissertação são as cadeias de Markov em espaços de
estado finito. O objetivo principal é apresentar técnicas e ferramentas que permitam a
obtenção de cotas superiores para taxa de convergência de uma tal cadeia para a sua dis-
tribuição estacionária (ou distribuição de equilíbrio). Discutiremos aqui três métodos: os
tempos estacionários fortes, os acoplamentos e a análise de Fourier. Durante o percurso,
manteremos em mente o exemplo do passeio aletório no hipercubo para ilustrar o funcio-
namento das técnicas. Em alguns pontos apresentaremos resultados específicos para este
exemplo. As técnicas, no entanto, são aplicáveis em um contexto muito mais amplo para
tratar a convergência de cadeias com propriedades de simetria, como os passeios aleatórios
em grupos. Além do passeio aleatório no hipercubo, outros exemplos de tais cadeias de
Markov aparecem, por exemplo, na modelagem do embaralhamento de cartas que pode
ser visto como um passeio aleatório no grupo simétrico.

Palavras-Chaves : cadeias de Markov, tempo estacionário forte, acoplamento, análise
de Fourier, passeio aleatório.



Abstract

The central object of study in this dissertation are the Markov chains in finite state spaces.
The objective is present techniques and tools that allow the obtention of upper bounds
for the convergence rate of such a chain for its stationary distribution (or equilibrium
distribution). We will discuss three here: strong stationary times, couplings and Fourier
analysis. During the course, we will keep in mind the example of the random walk on the
hypercube to illustrate how the techniques work. In some points we will present details
for this example. The techniques, however, are implemented in a context of converging
chains with symmetry properties, such as random walks in groups. In addition to the
random walk in the hypercube, other examples of Markov modeling chains appear, for
example, on the shuffling of cards which can be seen as a random walk in symmetric
group.

Key Words : Markov chains, strong stationary time, coupling, Fourier analysis, random
walk.
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Introdução

As cadeias de Markov foram introduzidas pela primeira vez em 1906 pelo mate-
mático russo Andrey Markov [5, Seção 4.2, pág. 15] e são objetos importantes de estudo
em probabilidade e nas suas diversas aplicações. Aparecem também em conexão com a
física, biologia e outras áreas do conhecimento.

Mais recentemente, matemáticos como David Aldous e Persi Diaconis estudaram
intensamente as propriedades da convergência para o equilíbrio de cadeias de Markov
como o embaralhamento de cartas [2] e, em geral, passseio aleatórias em grupos. Tanto
os métodos espectrais quanto as técnicas probabilísticas, como o acoplamento, desempe-
nharam papeis importantes.

Informalmente, uma cadeia de Markov em um espaço de estados finito Ω é um
processo estocástico em que, a cada unidade de tempo t um estado Xt ∈ Ω da cadeia é
escolhido de acordo com uma distribuição de probabilidade de forma que, condicionado no
estado presente, todo o passado é independente do futuro. Em outras palavras, somente o
estado atual é relevante para a previsão do estado seguinte. Partindo de uma distribuição
inicial para o primeiro estado da cadeia, podemos nos perguntar como evolui a distribuição
da posição da cadeia com o passar do tempo.

Uma das linhas de pesquisa importantes na teoria das cadeias de Markov visa
quantificar tal convergência, estimando quanto tempo temos que esperar para chegar a
uma boa aproximação da medida equilíbrio. Chamamos esse tempo de tempo de mistura
da cadeia.

Nesse contexto, David Aldous e Persi Diaconis [10], introduziram pela primeira
vez a noção de cutoff para descrever a transição abrupta da convergência para estacio-
nariedade. Isso significa que, quando o tamanho do espaço de estados (por exemplo, no
processo de embaralhamento de cartas é o número de cartas no baralho) é muito grande,
a distância para a distribuição estacionária vai de quase 1 (máximo) a quase 0 em um
intervalo em torno do tempo de mistura que é relativamente muito pequeno em relação ao
próprio tempo de mistura. Esse comportamento foi observado para uma ampla classe de
exemplos naturais. No entanto, não é simples provar com rigor a existência desse rápido
decaimento.

Nesta dissertação o enfoque são nas cadeias de Markov com boas propriedades
de simetria (que permitem tratar todos os estados da cadeia da mesma forma) como,
por exemplo, os passeios aleatórios em grupos. Pretende-se estudar técnicas para obter
estimativas para taxa de convergência para a distribuição estacionária em tais cadeias de
Markov. Para isso, seguiremos como base principal o artigo [3] D. Aldous e Persi Diaconis.

No Capítulo 1, vamos introduzir o conceito de cadeias de Markov e algumas pro-
priedades básicas. Em seguida, definiremos formalmente o que queremos dizer com estar
"próximo ao equilíbrio". Para tanto, introduziremos duas noções úteis de distância entre



10

distribuições: a distância de separação sx(n) e a de variação total d(n).
Existem três técnicas disponíveis para obter limites superiores explícitos para sx(n)

e d(n), quando n é finito e grande:

• (1) Tempo estacionário forte

• (2) Acoplamento

• (3) Analise de Fourier

Essas técnicas serão apresentadas nos Capítulos 2, 3 e 5 respectivamente. Elas são
fundamentais para a área e suas aplicações práticas têm sido amplamente discutidas na
literatura. Aqui, usaremos o exemplo do passeio aleatório no hipercubo n-dimensional,
para ilustrar o funcionamento de cada uma dessas três técnicas. Veja a Seção 2.2 para
uma descrição precisa desse exemplo.

O capítulo 2 apresenta a técnica de tempo estacionário forte. De maneira infor-
mal, esses são tempos de parada (portanto aleatórios) que têm a seguinte propriedade:
ao observarmos a cadeia parada em um tempo estacionário forte, a sua posição será des-
crita pela distribuição estacionária e é independente do próprio tempo transcorrido. A
observação chave é que a distância entre a distribuição da cadeia em um dado tempo e a
distribuição estacionária pode ser cotada pela probabilidade do tempo estacionário forte
ainda não ter chegado. Para o nosso exemplo (principal desse trabalho), o passeio alea-
tório no hipercubo N -dimensional vamos exibir a construção de um tempo estacionário
forte.

O Capítulo 3 é totalmente dedicado à técnica do acomplamento. Depois de fornecer
alguns resultados básicos sobre o assunto mostraremos um análogo do que foi visto no
Capítulo 2, agora para a relação entre o acoplamento e a distância de varição total.
Discutiremos o mesmo exemplo do passeio aleatório no hipercubo n-dimensional fazendo
uma analogia com o exemplo da Urna de Enhefest, que pode ser vista em [10].

O capítulo 4 tratará de propriedades simétricas das cadeias de Markov e suas
consequências. Veremos como d(n) e sx(n) são afetados por essas condições de simetria e
como estão relacionados ao segundo maior autovalor da matriz de transição da cadeia.

Por fim, no capítulo 5, descreveremos cotas obtidas através da Análise de Fourier.
E, novamente trateremos o exemplo do passeio aleatório no hipercubo N -dimensional para
entender essa técnica.
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Capítulo 1

Cadeias de Markov e Convergência

Neste capítulo apresentaremos uma rápida introdução às Cadeias de Markov a fim
de proporcionar uma certa base de entendimento para o leitor. Aqueles familiarizados
com as definições e propriedades elementares de Cadeias e Markov podem preferir saltar
diretamente para o Capítulo 2. Não temos a intenção de fornecer aqui uma introdução
completa e totalmente rigorosa. Para maiores detalhes encorajamos o leitor a consultar
as referências [10] e [11] onde o tema é apresentado de maneira introdutória e completa.

1.1 Primeiros Resultados

Consideraremos nesse trabalho cadeias de Markov em espaços de estado finito. Para
isso começamos fixando um conjunto finito Ω chamado espaço de estados. Denotemos
Ω = {x1, x2, . . . , x|Ω|}, onde |Ω| é a cardinalidade de Ω. Cada ponto xi ∈ Ω será chamado
de estado e representa uma possível posição que a cadeia de Markov pode ocupar em um
determinado instante de tempo.

Será importante estudar qual é a probabilidade de que a cadeia ocupe uma dada
posição em Ω em um determinado tempo. Isso motiva a definição de distribuições de
probabilidade sobre Ω.

Definição 1.1. Uma distribuição de probabilidade µ em um conjunto finito Ω é uma
função µ : Ω → [0, 1] que pode ser representada como um vetor linha e que satisfaz:

(i) µ(k) ≥ 0 para todo k ∈ Ω,

(ii)
∑

k∈Ω

µ(k) = 1.

Seja (Ω, µ) um espaço de probabilidade finito. Os subconjuntos de Ω são chamados
de eventos. A probabilidade de um evento B ⊆ Ω é dada por

µ(B) =
∑

x∈B

µ(k).

Dados dois eventos, A,B ⊆ Ω, com µ(B) > 0, a probabilidade condicional de A
dado B é definida como

µ(A|B) =
µ(A ∩ B)

µ(B)
. (1.1)
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Dois eventos A,B ⊆ Ω são independentes se

µ(A ∩ B) = µ(A)µ(B).

Definição 1.2. Seja (Ω,F , P ) um espaço de probabilidade finito, onde F é uma σ-álgebra
em Ω. Uma função X : Ω 7→ R é uma variável aleatória se [X ≤ x] = {ω ∈ Ω;X(ω) ≤ x}
é um conjunto mensurável, isto é, [X ≤ x] ∈ F para todo x ∈ R.

Observação 1.3. Neste texto, geralmente a σ-álgebra considerada, será aquela que con-
tém todos os subconjuntos de Ω. Sendo assim, qualquer função X : Ω → R se torna
mensurável.

Neste caso, uma variável aleatória pode ser entendida como uma descrição numérica
do resultado de um experimento probabilístico.

Um processo estocástico é uma sequência de variáveis aleatórias X0, X1, X2, . . .. A
seguir, estaremos interessados em um tipo particular de processos estocásticos.

Definição 1.4. Uma sequêcia de variáveis aleatórias (X0, X1, . . .) é uma Cadeia de Mar-
kov finita com espaço de estados finito Ω se, para todo t ≥ 1 e x1, . . . , xt+1 ∈ Ω vale:

P (Xt+1 = xt+1|Xt = xt, . . . , X0 = x0) = P (Xt+1 = xt+1|Xt = xt). (1.2)

As probabilidades condicionais P (Xt+1 = xt+1|Xt = xt) são denominadas Probabi-
lidades de Transição e representam, portanto, a probabilidade Xt+1 assumir o valor xt+1

no instante t+ 1 condicionado em Xt ser igual a xt no instante t.
A Equação (1.2) nos diz que, a chance de encontrar a cadeia de Markov no estado

j no instante t+1 depende somente do estado em que essa cadeia se encontra no instante
t. Sendo assim, dado esse último estado, tudo aquilo que ocorreu até o momento t
(estados X0, X1, ...Xt−1) é irrelevante para determinar a posição no tempo t + 1. Em
outras palavras, condicionado no estado presente, o passado é independente do futuro.
Esta propriedade é conhecida como a Propriedade de Markov.

Existe uma relação estreita entre cadeias de Markov e matrizes do tipo

P =











P (1, 1) P (1, 2) . . . P (1, n)
P (2, 1) P (2, 2) · · · P (2, n)

...
...

. . .
...

P (n, 1) · · · · · · P (n, n)











(1.3)

que satisfazem algumas condições.

Definição 1.5. Dizemos que uma matriz quadrada P = (xi, xj) como em (1.3) com
i, j ∈ {1, . . . , |Ω|} é estocástica se cada linha é uma distribuição de probabilidade em Ω.
Isto é, para cada i ∈ {1, . . . , |Ω|} temos que P (xi, xj) ≥ 0 para todo j ∈ {1, . . . , |Ω|} e que
∑

j∈{1,...,|Ω|} P (xi, xj) = 1.

A matriz de transição de uma cadeia de Markov P é definida por

P (xi, xj) := P (Xt+1 = xj|Xt = xi), (1.4)

sendo P (xi, xj) interpretado como a probabilidade de ir do estado xi para o estado xj.
É importante ressaltar que, a matriz de transição é uma matriz estocástica. Mais ainda,
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fixada uma distribuição inicial em Ω a matriz de transição determina completamente a
(distribuição da) cadeia de Markov. Em outras palavras, uma cadeia de Markov fica
inteiramente determinada uma vez que são especificadas a distribuição de X0 e a matriz
de transição.

Antes de prosseguirmos, passemos a um exemplo simples de cadeia de Markov
finita.

Exemplo 1.6. Considere uma cadeia com três estados, digamos Ω = {1, 2, 3} definida
através do seguinte diagrama:

1

2

3

1
2

2
31

2

1
2

1
4

1
4

1
3

Figura 1.1: Cadeia de três estados correspondentes a matriz P

Assim, a sua matriz de transição P é dada por

P =





1/2 1/2 0
1/4 1/2 1/4
0 1/3 2/3



 (1.5)

onde, por exemplo, P (2, 3) = 1
4
, ou seja, a propabilidade de ir do estado 2 para o estado 3

é de 1
4
, como indicado na Figura 1.1 através de uma seta partindo do estado 2 em direção

estado 3.

Além da propriedade de Markov, apresentamos a Propriedade Forte de Markov que
difere da primeira por levar em conta a distribuição do estado ocupado pela cadeia de
Markov após um tempo aleatório. Esses são os tempos de parada que definimos a seguir.
Seja {Xn}n≥0 um processo estocástico com espaço de estados finito Ω. Uma variável
aleatória τ : Ω → IN∪{∞} é um tempo de parada se, para todo m ≥ 0, o evento {τ = m}
é mensurável com respeito a X0, X1, . . . , Xm.

Intuitivamente, pensamos em um tempo de parada como sendo aquele em que
vamos interromper a evolução da cadeia. Mas para que esse tempo seja realmente um
tempo de parada, é necessário que a decisão de interroper a evolução seja determinada
somente com o conhecimento acumulado até o momento da tomada de decisão. Em outras
palavras, para determinar se τ = m basta analisar as variáveis aleatórias X0, . . . , Xm.

Podemos agora enunciar a Propriedade Forte de Markov (PFM) cuja demonstração
pode ser encontrada em [11, Teorema 1.4.2, pág. 20].
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Proposição 1.7 (Propriedade Forte de Markov). Seja {Xn}n≥0 uma cadeia de Markov
com matriz de transição P e τ um tempo de parada para essa matriz, então temos que

P (Xτ+1 = K1, . . . , Xτ+K = kK |Xτ = xτ , . . . , X0 = x0)

= P (Xτ+1 = k1, . . . , Xτ+K = kK |Xτ = xτ )

Uma maneira de interpretar a equação acima é notando que, dado o evento {τ =
m,Xm = xm} o futuro (Xm+1, Xm+2, . . .) é independente do passado (X0, . . . , Xm), ou de
maneira ainda mais informal, que a cadeia “começa de novo” após um tempo de parada.

Se uma cadeia de Markov tem distribuição inicial µ, isto é, se P (X0 = x) = µ(x)
para todo x ∈ Ω, então é possível verificar, por indução, que a distribuição da posição
após n passos é dada por

P (Xn = k) =
∑

j∈Ω

µ(x)P n(x, y) = (µP n)(y),

onde P n denota a n-ésima potência da matriz P .
Neste trabalho estamos interessados no comportamento assintótico da distribuição

µ(n) = µP n,

quando n → ∞. Isto é, estamos interessados em determinar qual é o limite, caso esse
exista, para distribuição da posição ocupado pela cadeia após n passos.

Definição 1.8. Uma distribuição π em Ω satisfazendo

π = πP, (1.6)

é chamada de distribuição estacionária da cadeia de Markov com matriz de transição P .
Ou seja,

π(y) =
∑

π(y)P (x, y) para todo y ∈ Ω. (1.7)

Note que, se uma cadeia de Markov possui uma distribuição estacionária π, to-
mando essa como a distribuição inicial, implica que a distribuição da cadeia permanece
constante, isto é, πP n = π para todo n.

Vamos mostrar que sob algumas hipóteses, a cadeia têm uma distribuição estaci-
onária que é o limite µ(n) quando n→ ∞.

Definição 1.9. Uma cadeia de Markov com matriz de transição P é dita irredutível se
para quaisquer dois estados x, y ∈ Ω existe um inteiro positivo t possivelmente dependendo
de x e y, tal que P t(x, y) > 0. Caso contrário, chamamos a cadeia de redutível.

Assim, uma cadeia de Markov é irredutível se é sempre possível ir de um estado
para outro, apenas iterando a cadeia. Vamos considerar o exemplo a seguir para entender
melhor essa propriedade.

Exemplo 1.10. A cadeia de Markov no exemplo 1.6 é irredutível. De fato, utilizando
(1.5) temos imediatamente:

P 2 =





3/8 1/2 1/8
1/4 11/24 7/24
1/12 7/18 19/36



 .

Pela Definição, 1.9 vemos que para o inteiro t = 2 já temos que P 2(x, y) > 0 para todo
x, y ∈ Ω.



15

Definição 1.11. Seja o conjunto τ(x) := {t ≥ 1; P t(x, x) > 0} o conjunto de tempos
em que é possível encontrar a cadeia em sua posição inicial x. O período do estado x é
definido como o máximo divisor comum (mdc) do conjunto τ(x).

O período, para uma cadeia irredutível, é definido como o período comum a todos
os estados. A cadeia é chamada de aperiódica se todos os estados tem período 1. Caso
contrário, chamamos de periódica.

Exemplo 1.12. Considere uma cadeia com quatro estados, digamos Ω = Z4 = {0, 1, 2, 3}
o conjunto dos restos módulo 4, definida através do seguinte diagrama:

0 1

3 2

Figura 1.2: Passeio aleatório em Z4 é periódica, uma vez que cada passo vai de um estado
par para um estado ímpar, ou vice-versa.

Consideramos um passeio aleatório nesse diagrama. A cada etapa, uma moeda é
lançada. Se a moeda cair cara, a caminhada dá um passo no sentido horário. Se a moeda
cair coroa, a caminhada se moverá um passo no sentido anti-horário. Seja Xt a cadeia
de Markov associada e seja X0 = v1 ou seja, no tempo t = 0 o passeio está no vértice v1.
Assim, para retornar a esse vértice, ele precisa andar um número par de vértices. Isto
significa que P t(v1, v1) > 0 apenas para t = 2, 4, 6, . . .. Consequentemente

mdc{t > 1 : P t(x, x) > 0)} = mdc{2, 4, 6} = 2

portanto a cadeia é periódica. Já um exemplo de cadeia aperiódica é o caso Z7.

1

2
3

4

5

6
7

Figura 1.3: O passeio aleatório em Z7 é uma cadeia aperiódica, uma vez que o mdc{t ≥
1; P t(x, x) > 0} = 1

.

De maneira informal, podemos dizer que a irredutibilidade nos garante que a cadeia
não irá ficar restrita a apenas alguns estados, ou seja, é possível alcançar qualquer estado a
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partir de um estado inicial. Já aperiodicidade garante ser possível atingir qualquer estado
depois de passado qualquer valor tempo suficientemente grande. Assim, por exemplo, não
é necessário aguardar um tempo par para poder observar a cadeia em um determinado
estado.

Proposição 1.13. Se P é aperiódica e irredutível, então existe um inteiro r tal que
P r(xi, xj) > 0 para todo xi, xj ∈ Ω.

A demonstração pode ser vista em [10, Proposição 1.7].
O próximo resultado nos garante que sob certas condições a existência e a unicidade

de distribuições estacionárias para uma cadeia de Markov. A sua demonstração pode ser
encontrada em [10, Seções 1.5.3 e 1.5.4].

Proposição 1.14. Seja P uma matriz de transição de uma cadeia de Markov irredutível.
Então existe uma única distribuição estacionária π em Ω tal que π = πP e π(x) > 0 para
todo x ∈ Ω

Veremos que as condições de irredutibilidade e aperiodicidade são suficientes para
a convergência de uma cadeia de Markov para uma distribuição estacionária. No entanto,
para estudar tal convergência é necessário primeiro definir uma noção de distância en-
tre distribuições. Para isso vamos estudar na próxima seção umamaneira de "medir"a
distância entre duas distribuições.

1.2 Convergência para o Equilíbrio

Vamos começar estudando uma forma de “medir” a distância entre duas distribuições
que é explicitamente probabilística: a distância entre as distribuições µ e ν é a diferença
máxima entre as probabilidades atribuídas a um mesmo evento.

Definição 1.15. A distância de variação total entre duas distribuições de probabilidade
µ e ν ∈ Ω é

‖ µ− ν ‖TV= max
A⊂Ω

| µ(A)− ν(A) | . (1.8)

Às vezes é conveniente usar uma forma equivalente para a distância acima.

Proposição 1.16. Sejam µ e ν distribuições em Ω. Então

‖ µ− ν ‖TV=
1

2

∑

x∈Ω

| µ(x)− ν(x) | . (1.9)

Demonstração. Definimos o conjunto B = {x;µ(x) ≥ ν(x)} e seja A ⊆ Ω um evento.
Então pela identidade A = (A ∩B) ⊔ (A ∩ Bc) temos que

µ(A)− ν(A) = [µ(A ∩ B) + µ(A ∩ Bc)]− [ν(A ∩ B) + ν(A ∩ Bc)]

= [µ(A ∩ B)− ν(A ∩B)] + [µ(A ∩ Bc)− ν(A ∩ Bc)]

≤ µ(A ∩ B)− ν(A ∩ B),

onde ⊔ siginifica união disjunta e na última desigualdade usamos µ(A∩Bc)−ν(A∩Bc) ≤ 0,
pela definição de B.
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De maneira similar, temos B = (A ∩ B) ⊔ (Ac ∩ B). Assim, temos que

µ(B)− ν(B) = [µ(A ∩ B) + µ(Ac ∩ B)]− [ν(A ∩ B) + ν(Ac ∩ B)]

= [µ(A ∩ B)− ν(A ∩B)] + [µ(Ac ∩ B)− ν(Ac ∩ B)]

≥ µ(A ∩ B)− ν(A ∩ B),

onde, na última desigualdade, usamos µ(Ac ∩B)− ν(Ac ∩ B) ≥ 0.
Logo,

µ(A)− ν(A) ≤ µ(A ∩B)− ν(A ∩ B) ≤ µ(B)− ν(B).

Similarmente, podemos ver que ν(A)− µ(A) ≤ ν(Bc)− µ(Bc) = µ(B)− ν(B).
Assim temos que

−(µ(B)− ν(B)) ≤ µ(A)− ν(A) ≤ µ(B)− ν(B),

logo
| µ(A)− ν(A) |≤ µ(B)− ν(B).

Então

2 | µ(A)− ν(A) | ≤ [µ(B)− ν(B) + ν(Bc)− µ(Bc)]

=
∑

x∈B

|µ(x)− ν(x)|+
∑

x∈Bc

|µ(x)− ν(x)|

=
∑

x∈Ω

|µ(x)− ν(x)|.

Como A é um evento arbitrário, a Equação (1.9) nos dá

‖ µ(A)− ν(A) ‖TV=
1

2

∑

x∈Ω

| µ(x)− ν(x) | .

A prova da Proposição 1.16 também mostra que

‖ µ− ν ‖TV=
∑

x∈Ω
µ(x)>ν(x)

[µ(x)− ν(x)]. (1.10)

Pode-se verificar facilmente, a partir da Equação (1.9), que a distância de variação
total é uma métrica no conjunto de todas as distribuições de probabilidade em Ω.

Podemos definir agora algumas quantidades que quantificam o quão distante a
cadeia de Markov se encontra do equilíbrio em um dado instante de tempo n. Primeira-
mente, seja πn(y) = P n(x, y) = P (Xn = y) com x, y ∈ Ω podemos definir

d(n) =‖ π(x)
n − π ‖TV . (1.11)

Maximizando sobre a posição inicial obtemos

d∗(n) = max
x∈Ω

‖ P n(x, ·)− π(·) ‖TV . (1.12)
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Uma outra quantidade de interesse é

d(n) = max
x,y∈Ω

‖ P n(x, ·)− P n(y, ·) ‖TV (1.13)

que envolve a distância entre a distribuição de duas cadeias de Markov com mesma matriz
de transição começando de estados diferentes.

Podemos mostrar a seguinte relação entre as quantidades definidas acima:

Lema 1.17. Considere d∗(t) e d(t) como definidas em (1.12) e (1.13), respectivamente,
então

d∗(t) ≤ d(t) ≤ 2d∗(t).

.

Demonstração. Para provar a primeira desigualdade usaremos a identidade

π(y) =
∑

y∈Ω

π(y)P t(y, A),

para qualquer conjunto A ⊆ Ω. Esta igualdade segue diretamente da definição de esta-
cionariedade se A for um conjunto com apenas um elemento {x}. Para obtê-la para A
arbitrário, basta somar sobre os elementos em A.

Assim temos

‖ P t(x, ·)− π ‖TV = max
A⊂Ω

| P t(x,A)− π(A) |

= max
A⊂Ω

|
∑

y∈Ω

π(y)
[

P t(x,A)− P t(y, A)
]

|

≤ max
A⊂Ω

∑

y∈Ω

π(y) | P t(x,A)− P t(y, A) |

≤
∑

y∈Ω

π(y)max
A⊂Ω

| P t(x,A)− P t(y, A) |

=
∑

y∈Ω

π(y) ‖ P t(x, ·)− P t(y, ·) ‖TV .

(1.14)

Uma vez que a média ponderada de um conjunto de números nunca é maior do
que seu elemento máximo, o lado direito de (1.14) é limitado por maxy∈Ω ‖ P t(x, .) −
P t(y, .) ‖TV . Tomando o máximo sobre todo x em Ω, temos

d∗(t) = max
x∈Ω

‖ P t(x, .)− π ‖TV≤ max
x,y∈Ω

‖ P t(x, .)− P t(y, .) ‖TV= d(t). (1.15)

Para mostrar a segunda desigualdade, usaremos a desigualdade triangular para
‖ . ‖TV , inserindo π como distribuição intermediária.

d(t) = max
x,y∈Ω

‖ P t(x, .)− P t(y, .) ‖TV

≤ max
x∈Ω

‖ P t(x, .)− π ‖TV +max
y∈Ω

‖ P t(y, .)− π ‖TV

= d∗(t) + d∗(t) = 2d∗(t).
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O Lema 1.17 é importante, pois nos permite obter uma cota para d∗(t) em termos
de d(t) mesmo sem saber qual é a distribuição estacionária.

Outra noção de distância que vamos introduzir é a distância de separação entre duas
distribuições de probabilidade. Suponha que µ e ν sejam distribuições de probabilidade
em Ω e que ν(y) 6= 0 para todo y ∈ Ω.

s(µ, ν) := max
y∈Ω

(

1− µ(y)

ν(y)

)

. (1.16)

Equivalentemente,

s(µ, ν) é o menor s ≥ 0 t.q. µ = (1− s)ν + sq para algum distribuição q. (1.17)

De fato, escrevendo α(µ, ν) = s(µ, ν)−1,

q(x) := α(µ, ν)µ(x) + (1− α(µ, ν))µ(x)

define uma distribuição de probabilidade sobre Ω, uma vez que é uma combinação convexa
de distribuições de probabilidade. Seja agora q uma distribuição qualquer e s ≥ 0 tal que
µ = (1− s)ν + sq. Então para todo x ∈ Ω temos que

1− µ(y)

ν(y)
= s− s

µ(y)

ν(y)
≤ s

para todo x ∈ Ω.
A noção de separação entre duas distribuições nos permite definir para uma cadeia

de Markov com matriz de transição P a separação no tempo t. Para um valor de x ∈ Ω
fixo, definimos:

sx(t) = s(P t(x, ·), π(·)) = max
y∈Ω

(

1− P t(x, y)

π(y)

)

. (1.18)

Maximizando sobre os valores de x ∈ Ω :

s∗(t) = max
x∈Ω

sx(t) = max
x∈Ω

s(P t(x, ·), π(·)) = max
x,y∈Ω

(

1− P t(x, y)

π(y)

)

. (1.19)

Um resultado interessante é que a distância de separação é uma cota superior para
a distância de variação total

0 ≤‖ µ− ν ‖TV ≤ s(µ, ν) ≤ 1. (1.20)

De fato,

‖ µ− ν ‖TV =
∑

y:ν(y)≥µ(x)

(ν(y)− µ(y)) =
∑

y:ν(y)≥µ(y)

ν(y)
(

1− µ(y)

ν(y)

)

≤
∑

y:ν(y)≥µ(x)

max
y

(

1− µ(y)

ν(y)

)

= s(µ, ν).

Em particular,
d∗(t) ≤ sx(t). (1.21)
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Observação 1.18. Os valores de d(t) e sx(t) podem diferir bastante. Por exemplo, seja
Q a distribuição uniforme em Ω−{l1} onde Ω = {l1, l2, l3, l4, l5, l6} representa os lados de
um dado. Seja π(li) = U(li) =

1
|Ω|

para todo i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, isto é, π é a distribuição

uniforme em Ω. Então d(1) =
∑

Q(li)≥π(li)
(1
5
− 1

6
) = 1

6
, mas sx(1) = 1, pois o máximo é

atingido quando Q(l1) = 0.

Agora já podemos enunciar o Teorema da Convergência que garante, sob as hipó-
teses de irredutibilidade e aperiodicidade, a convergência de todas as linhas P t(x, ·), com
x ∈ Ω, para a distribuição estacionária. Veja [10, Teorema 4.9] para uma demonstração.

Teorema 1.19. Suponha que P seja irredutível e aperiódica, com distribuição estacionária
π. Então existe uma constante α ∈ (0, 1) e C > 0 tal que

d∗(t) = max
x∈Ω

‖ P t(x, .)− π ‖TV≤ Cαt.

O significado desse teorema é claro: não importando a distribuição inicial, depois
de uma quantidade suficiente de passos, a probabilidade de estar em y se torna muito
próxima de π(y).

Dizemos que uma distribuição de probabilidade π satisfaz a equação de balanço
detalhado para uma cadeia de Markov P se, ∀x, y ∈ Ω se

π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x). (1.22)

Proposição 1.20. Se π satisfaz a equação de balanço detalhado (1.22) para uma cadeia
P , então ela é estacionária para essa cadeia.

Demonstração. Temos apenas que somar sobre todo y ∈ Ω em ambos os lados da Equação
(1.22) e usando a estacionaridade de P temos

∑

y∈Ω

π(x)P (x, y) =
∑

y∈Ω

π(y)P (y, x) = π(y). (1.23)

Essa propriedade geralmente é útil para verificar se uma distribuição de probabi-
lidade é estacionária. Além disso, iterando a Equação (1.22)

π(x0)P (x0, x1)π(x1)P (x1, x2) . . . P (xn−1, xn) = π(xn)P (xn, xn−1), . . . , P (x1, x0).

Isso significa que, a partir da medida estacionária, a distribuição das variáveis (X0, ..., Xt)
e de (Xt, ..., X0) é a mesma, ou seja,

Pπ(X0 = x0, X1 = x1, . . . Xn = xn) = Pπ(Xn = xn, . . . , X1 = x1, X0 = x0).

Definição 1.21. Se uma cadeia (Xt) satisfaz a Equação (1.22) e têm distribuição inicial
estacionária, então a distribuição de (X0, X1, . . . , Xn) é a mesma que a distribuição de
(Xn, Xn−1, . . . , X0). Por esta razão, uma cadeia que satisfaça (1.22) é chamada reversível.

Uma propriedade interessante da distância de separação é
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Lema 1.22. A separação s∗(n) é uma função submultiplicativa, ou seja,

s∗(m+ n) ≤ s∗(m)s∗(n); para todo m,n ≥ 1

Em particular, s∗(n) é decrescente em n.

Demonstração. Seja α(n) := 1
s∗(n)

e escrevamos o vetor linha π na forma

π = [π(1) π(2) · · · π(| Ω |)].
Definamos Π como sendo a matriz | Ω | × | Ω | cujas |Ω| linhas são cópias do vetor

π

Π|Ω|×|Ω| =











π(1) π(2) · · · π(| Ω |)
π(1) π(2) · · · π(| Ω |)

...
...

. . .
...

π(1) π(2) · · · π(| Ω |)











e defina, para cada n a matriz

V n := α(n)P n + (1− α(n))Π. (1.24)

Ou seja, V n é a matriz cujas entradas satisfazem

P n(x, y) = (1− s∗(n))π(y) + s∗(n)V n(x, y).

Note que V n é estocástica.
É simples verificar queMΠ = Π para qualquer matriz estocásticaM e que ΠM = Π

para qualquer matriz M tal que πM = π. Logo

ΠV n = α(n)ΠP n + (1− α(n))ΠΠ

= α(n)Π + (1− α(n))Π = Π

o que mostra que
πV n = π.

Agora temos que

Pm+n = [(1− s∗(m)Π + s∗(m)V m][(1− s∗(n)Π + s∗(n)V n]

(∗)
= [1− s∗(m)s∗(n)]Π + s∗(m)s∗(n)V mV n,

onde em
(∗)
= usamos o fato que ΠVn = VmΠ = Π. Em outras palavras, temos que

Pm+n(x, y) = [1− s∗(m)s∗(n)]π(y) + s∗(m)s∗(n)(V mV n)(x, y).

Usando a Equação (1.18) concluímos que sx(m + n) ≤ s∗(m)s∗(n). Maximizando
sobre x ∈ Ω, nos fornece o resultado desejado.

O próximo resultado relaciona a separação associada as cadeias cujas as matrizes
de transição não são muito diferentes.

Lema 1.23. Sejam P1, P2 matrizes de transição em Ω, e sejam s∗1 e s∗2 as respectivas
separações máximas definidas em (1.19). Suponha que



22

(i) existe c > 0 tal que P2(x, y) ≥ cP1(x, y); para todo x, y ∈ Ω;

(ii) P1P2 = P2P1.

Então

s∗2(n) ≤
n
∑

b=0

s∗1(b)

(

n

b

)

cb(1− c)n−b,

para todo n ≥ 1.

Demonstração. Por (i) podemos escrever que

P2 = cP1 + (1− c)V, (1.25)

para alguma matriz de transição V .
Como consequência de (ii), temos que P1V = V P1. Com isso, utilizando o Binômio

de Newton para expandir a potência da Equação (1.25) temos

P n
2 =

n
∑

b=0

(

n

b

)

cb(1− c)n−bP b
1V

n−b. (1.26)

A comutatividade entre as matrizes P1 e P2 implica que que essas matrizes têm a
mesma distribuição estacionária π. De fato, supondo que πP1 = π, vale que

πP2P1 = πP1P2 = πP2.

Logo π e πP2 são ambos autovetores (à esquerda) de P1 com autovalor um. Como o
autoespaço de P1 associado ao autovalor 1 é unidimensional, πP2 deve ser um múltiplo de
π. Em outras palavras, π é um autovetor de P2 assim como de P1. Consequentemente, a
matriz V e suas potências também têm distruição estacionária π.

Para uma matriz estocástica Q cuja distribuição estacionária seja π, vamos denotar

s∗(Q) := max
x∈Ω

max
y∈Ω

(

1− Q(x,y)
π(y)

)

.

Note que, se V1 e V2 são duas matrizes estocásticas com a mesma distribuição
estacionária, então

s∗(V1V2) ≤ s∗(V1),

em palavras, a multiplicação diminui a distância de separação até a distribuição estacio-
nária. Isso pode ser demonstrado com uma simples adaptação da prova do Lemma 1.22.
Então

s∗(P b
1V

n−b) ≤ s∗(P b
1 ) = s∗1(b). (1.27)

Note também que, se Q1, Q2, . . . , Qn são matrizes estocásticas com a mesma dis-
tribuição estacionária e q1, q2, . . . , qn são tais que qi ≥ 0 e q1 + q2 + · · · qn = 1 então

1−q1Q1(x, y) + q2Q2(x, y) + · · ·+ qnQn(x, y)

π(y)

= q1
(

1− Q1(x, y)

π(y)

)

+ q2
(

1− Q2(x, y)

π(y)

)

+ · · ·+ qn
(

1− Qn(x, y)

π(y)

)

.
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Maximizando sobre x e y em Ω nos fornece

s∗(q1Q1(x, y)+q2Q2(x, y)+ · · ·+qnQn(x, y)) ≤ q1s
∗(Q1)+q2s

∗(Q2)+ · · · qns∗(Qn). (1.28)

Usando as Equações (1.27) e (1.28) em (1.26) iteradamente termina a demonstra-
ção.

O resultado acima é interessante porque nos diz que, grosso modo, se n passos
bastam para fazer s∗1 pequeno, então n

c
passos são suficientes para tornar o s∗2 pequeno.
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Capítulo 2

Cotas superiores para convergência

Existem vários argumentos disponíveis para estimar as taxas de convergência de
cadeias de Markov. Nesse capítulo vamos falar do método de Tempo Estacionário Forte,
que foram introduzidos em [3].

2.1 Tempo Estacionário Forte

Definição 2.1. Seja {Xn}n≥0 uma cadeia de Markov com distribuição de probabilidade
estacionária π. Um tempo estacionário forte T é um tempo de parada tal que

P (Xk = x, T = k) = P (T = k)π(x), (2.1)

para todo x ∈ Ω e todo inteiro positivo k.

Lema 2.2. São equivalentes

(i) P (Xk = x|T = k) = π(x);

(ii) P (Xk = x|T ≤ k) = π(x);

(iii) T é um tempo estacionário forte.

Ou seja, o item (iii) diz que XT têm distribuição π e é independente de T .

Demonstração. Que os itens (i) e (iii) são equivalentes segue diretamente das definições
de tempo estacionário forte e da definição (1.1) de probabilidade condicional.

Mostremos então que os itens (i) e (ii) são equivalentes.
Primeiro suponha que (i) vale. Então

P (Xk = x|T ≤ k) =
P (Xk = x, T ≤ k)

P (T ≤ k)
=

1

P (T ≤ k)

k
∑

j=0

P (Xk = x, T = j).

Assim, usando (i) temos que:

k
∑

j=0

P (Xk = x, T = j) =
k
∑

j=0

P (Xk = x|T = j)P (T = j) =
k
∑

j=0

π(x)P (T = j).
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Logo temos que

P (Xk = x|T ≤ k) =
1

P (T ≤ k)

k
∑

j=0

π(i)P (T = j)

=
π(x)

P (T ≤ k
)

k
∑

j=0

P (T = j) = π(x).

Reciprocamente, suponhamos que (ii) vale. Então

P (Xk = x, T = k) = P (Xk = x, T ≤ k)− P (Xk = x, T ≤ k − 1)

= π(x)P (T ≤ k)− π(x)P (T ≤ k − 1)

= π(x)P (T = k),

onde na segunda igualdade usamos os itens (i) e (ii) descritos no Lema 2.2. Dividindo os
dois lados por P (T = k) temos o resultado.

Para compreender melhor a definição de tempo estacionário forte vamos explorar
o seguinte exemplo:

Exemplo 2.3. (Embaralhamento “de cima ao acaso”). Vamos considerar uma pilha
contendo n cartas que será embaralhada repetidamente removendo-se a carta do topo e
inserindo-a em uma posição aleatória escolhida uniformemente nas n possíveis posições.
Cada repetição do embaralhamento é feita independentemente das demais. Vamos nos
atentar em seguir a posição da carta que começa na posição inferior na pilha original, va-
mos denominá-la de N . Vamos mostrar, por indução, que em um tempo t existem k cartas
embaixo de N e cada uma das k! possíveis orientações estão igualmente distribuídas.

No tempo t = 0, não há cartas abaixo de N , sendo a chance de inserir a carta
acima de N maior do que a de inseri-la abaixo. A carta N continua na posição final até
o primeiro tempo em que uma carta é inserida abaixo dela, que leva cerca de n embara-
lhamentos. Seja essa carta chamada de k1.

Como o procedimento continua, eventualemnte uma segunda carta k2 é inserida
abaixo da carta final original (isso leva cerca de mais n

2
embaralhas). Nota-se que, nesse

momento, as duas cartas abaixo de N têm a mesma probabilidade de serem encontradas
na ordem (k1, k2) ou (k2, k1). Similarmente, no primeiro tempo em que uma terceira carta
k3 é inserida abaixo de N , cada uma das seis possíveis ordens das três cartas k1, k2 e k3
são igualmente prováveis.

Suponhamos agora que no instante t existam k cartas sob N e cada uma das k!
ordenações possíveis é igualmente provável.

Para o instante t+ 1 existem dois casos:

• Caso 1: Uma carta é colocada sob N , então como a carta foi inserida aleatoriamente
e no tempo t, as cartas embaixo desta eram equiprováveis, todas as (k+1)! ordenações
das k + 1 cartas são agora igualmente prováveis.

• Caso 2: A carta é colocada acima de N então, a distribuição das cartas sob N
permanece inalterada, ou seja, permanecem distribuídas uniformemente.
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Agora consideramos o primeiro tempo τtop em que a carta N chega ao topo, ou
seja, há n− 1 cartas abaixo dela. Por indução, vimos que todos os (n− 1)! arranjos das
cartas abaixo de N são igualmente prováveis.

Se pararmos de embaralhar precisamente um embaralhamento após este tempo,
então a ordem das cartas neste momento é exatamente uniforme em todos os arranjos
possíveis. De fato, quando N é inserida aleatoriamente, todas n possíveis localizações
para a carta são igualmente distribuídas, e então, cada um dos n! arranjos da pilha são
equiprováveis.

Ademais, no tempo t = τtop + 1 as cartas abaixo de N estão uniformemente dis-
tribuídas. Portanto, a ordem das cartas em τtop é uniforme e τtop é independente de
Xτtop.

Logo, t = τtop + 1 é um tempo estacionário forte.
Quando a carta inferior original (N) está na posição j do fundo, o tempo de espera

para que uma nova carta seja inserida abaixo dela é de cerca de N
j
. Assim, o tempo de

espera para que a carta N chegue ao topo e seja inserida é de aproximadamente

n+
n

2
+
n

3
+ . . .+

n

n
≃ n log n.

Agora vamos enunciar um resultado muito importante que relaciona distância de
separação e o tempo estacionário forte.

Proposição 2.4. (a) Se T é um tempo estacionário forte para {Xn} então sx(n) ≤
P (T > n), para todo n ≥ 0.

(b) Por outro lado, existe um tempo estacionário forte T tal que sx(n) = P (T > n).

Demonstração. (a) Como T é tempo estacionário forte, temos que pelo Lema 2.2

P (Xn = y|T ≤ n) = π(i).

Assim,

P (Xn = y) ≥ P (Xn = y, T ≤ n) = π(y)P (T ≤ n) = π(y)[1− P (T > n)].

Usando que P (Xn = y) = πn(y), temos que

πn(y)

π(y)
≥ 1− P (T > n),

ou seja, em particular sx(n) ≤ P (T > n).

(b) Fixando x ∈ Ω e seja

an = min
y

P n(x, y)

π(y)
= min

y

P (Xn = y)

π(y)
= 1− sx(n).

Note que an é não decrescente, pois sx(n) é descrescente. Seja K o menor inteiro tal que
aK > 0.

Definiremos T indutivamente e mostraremos que é um tempo estacionário forte.
O primeiro passo é

P (T < K) = 0,
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P (T = K|XK = y) =
aKπ(y)

P (XK = y)
.

Isso implica que P (T = K,XK = y) = aKπ(y) como na Equação (2.1).
Podemos mostrar por indução que para n > K temos

P (T = n,Xn = y) = π(y)(an − an−1). (2.2)

Para isso, seja

P (T = n|Xn = y, T > n− 1) =
an − an−1

πn(y)
π(y)

− an−1

. (2.3)

A quantidade no lado direito de (2.3) faz sentido pois está em [0, 1] já que an é não
decrescente e an ≤ Pn(x,y)

π(y)
.

Supomos que (2.2) vale para todos os inteiros menores que n, assim

P (Xn = y, T = n) = P (T = n|Xn = y, T > n− 1).P (Xn = y, T > n− 1)

=
an − an−1

πn(y)
π(y)

− an−1

.(P (Xn = y)− P (Xn = y, T ≤ n− 1)). (2.4)

Então

P (Xn = y, T ≤ n− 1) = π(i)an−1. (2.5)

Usando a Equação (2.5) em (2.4) temos a (2.2) que implica que T é um tempos
estacionário forte.

Além disso, a (2.2) implica que P (T = n) = an − an−1. Portanto,
consequentemente temos que P (T ≤ n) = an. Logo

an = P (T ≤ n) = 1− P (T > n) = 1− sx(n) ⇒ sx(n) = P (T > n).

2.2 Passeio Aleatório no Hipercubo: Tempo Estacioná-

rio Forte

Consideramos aqui o hipercubo
(

Z/2Z
)N

como sendo o grafo com vértices {0, 1}N e cujas

arestas ligam os pares de vértices que diferem em exatamente uma coordenada. Vamos
estudar o passeio aleatório neste grafo.

Nesse tipo de passeio a partir de um dado vértice (x1, x2, ..., xN ) escolhe-se uma
coordenada j ∈ {1, 2, . . . , N} uniformemente ao acaso e define-se o novo estado como
sendo (x1, x2, . . . , xj−1, 1 − xj, xj+1, . . . , xN). Ou seja, se a coordenada escolhida vale 0
então ela se tornará 1 e vice-versa.

Infelizmente, o passeio aleatório simples no hipercubo é periódico, uma vez que
cada movimento inverte a paridade do número de coordenadas que são iguais a 1. Para
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evitar esse problema, estudaremos uma versão preguiçosa do passeio aleatório no hiper-
cubo. Nessa versão, em cada passo o passeio permanece em sua posição atual com proba-
bilidade positiva e se move segundo a regra anterior com a propabilidade complementar.
A escolha mais comum consiste em tomar a probabilidade de que o passeio não se mova
igual 1

2
. Abaixo consideraremos uma versão na qual a probabilidade de o passeio não se

mover vale 1
N+1

. A probabilidade de transição de entre os vértices x = (x1, x2, . . . , xN ) e
y = (y1, y2, . . . , yN ) é dada por

P (x, y) =

{

1
N+1

, se
∑

s | xs − ys |∈ {0, 1};
0, caso contrário.

(2.6)

Vamos construir um tempo estacionário forte para esse processo. Para tanto será
útil construir esse processo de uma maneira particular. Definimos então {θn}n≥1 uma
sequência de variáveis aleatórias i.i.d. (idependentes e ideticamente distribuídas) no con-
junto {0, 1, . . . , N}, isto é, para cada j ∈ {0, 1, . . . , N},

P (θn = j) =
1

N + 1
.

Através dessa sequência podemos então definir recursivamente o passeio aleatório

X(n) = (Xi(n); 1 ≤ i ≤ N)

fazendo X(0) = 0 e, condicionado no valor de X(n− 1), definindo

X(n) = X(n− 1) +
N
∑

k=1

ek1(θn=k) (mod2),

onde ek é o k-ésimo vetor canônico, isto é, o vetor cujas entradas são nulas, exceto a
k-ésima entrada que vale 1.

Note que o passeio não se move no tempo n se θn = 0, o que acontece com
probabilidade 1/(N + 1), como queríamos. Ao contrário, se θn = k 6= 0 então a k-ésima
entrada têm o seu valor alternado. Segue daí que X(n) é uma cadeia de Markov com
transição dada por (2.6).

Vamos agora definir recursivamente uma segunda sequência

C(n) = (Ci(n); 1 ≤ i ≤ N)

que também toma valores em {0, 1}N . A construção também será feita de forma recursiva.
Definimos assim C(0) = (0, . . . , 0) e, para cada n ≥ 1, o valor de C(n) será dado em termos
de C(n − 1), θn e outras sequências adicionais de variáveis aleatórias independentes. A
construção, será feita de forma que as entradas sejam crescentes, isto é, uma vez que
Ci(n) = 1 então teremos Ci(n+m) = 1 para todo m ≥ 0.

Antes de passarmos à construção precisa do processo C(n), vamos somente men-
cionar intuitivamente que ele pode ser entendido como um processo de “verificação de
coordenadas”. Uma coordenada i será declarada verificada quando o valor de Ci passar
de 0 para 1. Se θn = i, tentamos verificar a coordenada i no tempo n, caso ela ainda
não tenha sido verificada. Para isso uma moeda honesta (ζn) independente do restante é
lançada. Se o resultado for “cara” (ζn = 1), de fato declaramos a coordenada i verificada.
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Se o resultado for “coroa” escolhemos uma coordenada (ξn) diferente de i uniformemente
dentre as que ainda não foram verificadas e a declaramos verificada.

De maneira precisa, a regra para a evolução de C(n) será dada pelo seguinte
algoritmo:

1. Enquanto
∑N

k=1Ck(n− 1) ≤ N − 2 repita:

(a) Se θn = 0 então C(n) = C(n− 1);

(b) Se θn = j 6= 0 e Cj(n− 1) = 1 então C(n) = C(n− 1);

(c) Se θn = j 6= 0 e Cj(n−1) = 0 então defina ζn variável aleatória com distribuição
Bernoulli(1/2) e ξn variável aleatória uniforme em {k : Ck(n− 1) = 0}, ambas
independentes de todo o resto e defina

C(n) = C(n− 1) + ej1(ζn=1) +
∑

k 6=j

ek1(ζn=0, ξn=k).

2. Enquanto
∑N

k=1Ck(n − 1) = N − 1 fixe {j} = {k ∈ {1, . . . , n} : Ck(n − 1) = 0} e
repita:

(a) Se θn /∈ {0, j} então C(n) = C(n− 1);

(b) Se θn ∈ {0, j} então C(n) = C(n− 1) + ej.

3. Uma vez que C(n) = (1, . . . , 1), pare.

Note que o algoritmo acima necessariamente para, já que, a cada iteração n há uma
probabilidade positiva e uniformemente longe de 0 de se acrescentar uma coordenada 1
ao vetor C(n). Definimos então:

T = min{n;C(n) = (1, 1, . . . , 1)}.

Na interpretação intuitiva do processo C(n) dada acima, pensamos em T como o primeiro
tempo no qual todas as coordenadas foram verificadas.

O fato central aqui é que T é um tempo estacionário forte. Para demonstrar esse
fato, começamos mostrando, que para cada n, se

Bn = {i ∈ {0, 1, . . . , N} : Ci(n) = 1}

então cada suconjunto B ⊆ {1, 2, . . . , N}, condicionado em Bn = B, o vetor {Xi(n); i ∈
B} é uniformemente distribuído em {0, 1}B. Isso pode ser feito por indução em n.

Iniciamos com o caso n = 1. Vamos supor, por simplicidaade que θ1 6= 0. Caso
contrário, aguarde o primeiro instante de tempo no no qual θno

= 1 e reinicie a contagem
do tempo a partir daí.

Então temos que B1 = B onde B = {j} para algum j ∈ {1, . . . , N} e temos que

Xj(1) = 1{ξ1=1} = ξ1

é simplesmente uma variável aleatória de Bernoulli, ou seja, uniformemente distribuída
no intervalo {0, 1}.

Agora, suponha o resultado válido para n. Separamos então o argumento em dois
casos dependendo se Bn+1 coincide com Bn ou não.
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1. Se Bn+1 = Bn = B, e |B| ≤ N − 2, então temos as seguintes possibilidades:

(a) θn+1 = 0.
Neste caso, X(n+1) = X(n), logo a hipótese de indução garante que {Xi(n+
1): i ∈ B} tem a distribuição uniforme em {0, 1}B.

(b) θn+1 = j ∈ B.
Neste caso, X(n+1) = X(n)+ej mod 2, ou seja, a j-ésima coordenada de X

alterna enquanto as demais coordenadas permanecem fixas. Como {Xj(n) : j ∈
B} possui a distribuição uniforme em {0, 1}B que é invariante pela operação de
alternar uma coordenada em B, segue que X(n+1) também tem a distribuição
uniforme em {0, 1}B.

2. Se Bn+1 = Bn∪{j} = B∪{j} com |B| ≤ N−2 e j ∈ {1, . . . , N}\B, então a variável
Xj(n + 1) é obtida alternando-se ou mantendo-se o valor de Xj(n) a depender se
ζn+1 = 1 ou ζn+1 = 0, respectivamente. Mais precisamente, temos que

Xj(n+ 1) = (1−Xj(n))1{ζn+1=1} +Xj(n)1(ζn+1=0)

cuja distribuição é Bernoulli(1/2). Como as demais coordenadas não variam, {Xj(n+
1): j ∈ B} é igual a {Xj(n) : j ∈ B} que, pela a hipótese de indução é uniforme em
{0, 1}B e independente deXj(n+1). Logo {Xj(n+1): j ∈ B∪{j}} é uniformemente
distribuído em {0, 1}B∪{j}.

3. Se Bn+1 = Bn = B, e |B| = N − 1 então necessariamente θn+1 ∈ B (porque,
caso contrário,a última coordenada faltante seria incorporada a B e então teríamos
Bn+1 6= Bn = B ). Segue daí que X(n + 1) = X(n), logo a hipótese de indução
garante que {Xi(n+ 1): i ∈ B} tem a distribuição uniforme em {0, 1}B.

4. Se Bn+1 = Bn ∪ {j} = B ∪ {j} com |B| = N − 1 e j ∈ {1, . . . , N} \B, então temos
que θn+1 ∈ {0, j}. A probabilidade condicional de que θn+1 tenha cada um desses
valores é 1/2. Segue daí que a distribuição condicional de Xj(n+1) é Bernoulli(1/2),
já que ela é obtida alternando o valor de Xj(n) se θn+1 = j e mantendo esse valor
inalterado se θn+1 = 0. Como as demais coordenadas não variam, {Xj(n+1): j ∈ B}
é igual a {Xj(n) : j ∈ B} que, pela a hipótese de indução é uniforme em {0, 1}B
e independente de Xj(n + 1). Logo {Xj(n + 1): j ∈ B ∪ {j}} é uniformemente
distribuído em {0, 1}B∪{j}.

Para concluir que T é um tempo estacionário forte, basta notar que, no evento
{T = t} temos Bt = {1, . . . , N}, logo X(T ) é uniformemente distribuído em {1, . . . , N},
independentemente do valor de T .

Para estimar a distribuição de T , podemos escrever:

T = WN +WN−1 + · · ·+W1,

onde Wk é o número mínimo de etapas durante as quais haviam k coordenadas ainda não
verificadas. Então os Wk são independentes com distribuição geométrica e probabilidade
de sucesso igual a







P (W1 = m) = 2
N+1

(

1− 2
N+1

)m−1

para todo m ≥ 1;

P (Wk = m) = k
N+1

(

1− k
N+1

)m−1

para todo m ≥ 1 e k ≥ 2.
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Observação 2.5. Observa-se que a variável aleatória T têm distribuição muito simi-
lar à variável aleatória do problema do colecionador (veja, por exemplo, [10, Seção 2.2,
pág. 22]). Chamaremos tal variável aleatória de T̃ .

De fato, podemos considerar o problema clássico do colecionador com um álbum
contendo N+1 figurinhas indexadas por {0, 1, . . . , N}, mas que já começa com a figurinha
0 presente. Então a distribuição do número mínimo de etapas durante as quais haviam
k figurinhas faltantes é a mesma de Wk acima para k = 2, . . . , N . A única diferença é
quando k = 1, caso no qual temos que substituir a distribuição acima por

P (W̃1 = m) =
1

N + 1

(

1− 1

N + 1

)m−1

para todo m ≥ 1.

Assim, T̃ domina estocasticamente T , significando que:

P
(

T > t
)

≤ P
(

T̃ > t
)

, (2.7)

para todo t > 0.

Vamos agora cotar o valor esperado e a variância de T . Pela lineariedade da
esperaça temos,

E(T ) = E(WN) + E(WN−1) + · · ·+ E(W1)

=
N + 1

N
+
N + 1

N − 1
+ · · ·+ N + 1

2

=
N + 1

2
+

N
∑

k=2

N + 1

k

=
N + 1

2
+ (N + 1)

N
∑

k=2

1

k

≤ (N + 1) + (N + 1)
N
∑

k=2

1

k

(∗)

≤ (N + 1) + (N + 1) log(N)

= (N + 1)(1 + log(N)),

onde na desigualdade marcada com (*), usamos o fato que logN − 1 ≤
∑N

k=2
1
k
≤ logN.

Como asWk são independentes então a variância é linear. Assim, podemos calcular:

Var(T ) =
(N + 1

2

)2(

1− 2

N + 1

)

+
N
∑

k=2

[(N + 1

k

)2(

1− k

N + 1

)]

=
N2 − 1

4
+ (N + 1)2

N
∑

k=2

1

k2
− (N + 1)

N
∑

k=2

1

k

≤ N2 − 1

4
+ (N + 1)2

N
∑

k=2

1

k2

≤ (N + 1)2.
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Pela desigualdade de Chebyshev, para c > 1, temos:

P
(

T ≥ (N + 1)(log(N) + c)
)

≤ P
(

| T − (N + 1)(log(N) + 1) | ≥ (c− 1)(N + 1)
)

≤ (N + 1)2

(c− 1)2(N + 1)2

=
1

(c− 1)2
.

Logo para um passeio aleatório no hipercubo, obtemos da Proposição 2.4(a) uma
cota superior para sx(n):

sx
(

(N + 1)(log(N) + c)
)

≤ P
(

T ≥ (N + 1)(log(N) + c)
)

≤ 1

(c− 1)2
.

O resultado anterior pode ser melhorado ainda mais, comparando, para N grande,
P (T > (N + 1)(log(N) + c) e e−c.

Para isso, voltemos à comparação com o problema do colecionador. Por (2.7),
temos que

P
(

T > ⌈(N + 1)(log(N) + c)⌉
)

≤ P
(

T̃ > ⌈(N + 1)(log(N) + c)⌉
)

. (2.8)

SejaAi o evento que a i-ésima figurinha não aparece durante as primeirasN(log(N)+
c) etapas. E

P
(

T̃ > ⌈(N + 1)(log(N) + c)⌉
)

= P
(

N
⋃

i=0

Ai

)

≤
N
∑

i=0

P (Ai).

Como cada etapa tem probabilidade 1− 1
N+1

de não retirar a figurinha i e as etapas são
independentes temos:

N
∑

i=0

P (Ai) ≤
N
∑

i=0

(

1− 1

N + 1

)⌈(N+1)(log(N)+c)⌉

= (N + 1)
(

1− 1

N + 1

)⌈(N+1)(log(N)+c)⌉

≤ (N + 1) exp
(−(N + 1)(log(N) + c)

N + 1

)

=
N + 1

N
e−c.

Com isso temos que
P (T̃ > (N + 1)(log(N) + c)) ≤ 2e−c,

Então, pela Equação (2.8), a cota é bem próxima de

P (T > (N + 1)(log(N) + c)] ≤ 2e−c.

E, portanto temos
sx((N + 1)(log(N) + c)) ≤ 2e−c.
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Como pela relação (1.20), a sx (1.19) é uma cota superior para d (1.11) então

d((N + 1)(log(N) + c)) ≤ 2e−c.

Portanto, como a distribuição estacionária do passeio no hipercubo é a medida
uniforme sobre todos os vértices, como vimos nessa seção, então para estar suficientemente
perto dessa medida, próximo ao "equilíbrio", o tempo necessário de evolução da cadeia
é de cerca de (N + 1) logN etapas. Se esperarmos menos que este tempo, ainda seria
possível reconhecer de qual posição a cadeia se iniciou e a distribuição uniforme não será
bem aproximada, enquanto aguardar um tempo maior mais não é útil.
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Capítulo 3

Acoplamento

Acoplamento é uma técnica padrão, amplamente utilizada em diversos ramos da
probabilidade. Acoplar consiste em construir simultâneamente dois processos ou, mais
geralmente, duas medidas de probabilidade em um mesmo espaço. De maneira informal,
busca-se encontrar a melhor forma de fazê-lo. Por exemplo, para estudar a velocidade de
convergência ao equilíbrio de uma cadeia de Markov, construímos simultâneamente duas
trajetórias e estimamos o tempo que elas levam para se encontrar. Esse tempo depende
da lei conjunta dos dois caminhos percorridos, então busca-se encontrar a construção
conjunta de duas trajetórias que minimiza, em certo sentido, esse tempo. Para saber
mais sobre acoplamento e suas aplicações em probabilidade veja [15].

3.1 Acoplamento e Distância de Variação Total

Iniciamos essa seção com a definição precisa do que é um acoplamento.

Definição 3.1. Um acoplamento de duas distribuições de probabilidade µ e ν é um par
de variáveis aleatórias X, Y definidas no mesmo espaço de probabilidade, de modo que as
distribuições marginais de X e de Y sejam µ e ν, respectivamente, ou seja,

P (X = x) = µ(x) e P (Y = y) = ν(y).

Em geral, existem várias maneiras de acoplar duas distribuições de probabilidade.

Exemplo 3.2. Suponha que µ = ν. Um acoplamento de µ e ν consiste em tomar X e Y
como variáveis aleatórias independentes com distribuição µ. Outro possível acoplamento
consiste em tomar X = Y .

Intuitivamente falando, os acoplamentos do exemplo anterior são triviais e não
devem ser bons o suficiente para o propósito de estudar as distribuição de probabilidade
evolvida.

Quaisquer duas distribuições têm um acoplamento independente. No entanto,
quando essas distribuições não são idênticas, não é possível que as variáveis X e Y tenham
sempre o mesmo valor. Então quão perto pode um acoplamento chegar de ter X e Y
idênticos?

Definição 3.3. Dizemos que um acoplamento (X, Y ) de µ e ν é ótimo se

‖ µ− ν ‖TV= max
x,y∈Ω

Px,y(X 6= Y )
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onde Px,y representa a probabilidade no espaço onde ambas as distribuições estão
definidas.

O próximo resultado, mostra que a distância de variação total fornece a resposta e
motiva a procura por um acoplemento ótimo além de proporcionar um método para obter
cotas superiores para d(n).

Proposição 3.4. Sejam µ e ν duas distribuições de probabilidade em Ω. Então

‖ µ− ν ‖TV= inf
{

P (X 6= Y ) : (X, Y ) é um acomplamento de µ e ν
}

. (3.1)

Demonstração. Seja (X, Y ) um acoplamento de µ e ν. Para qualquer A ⊆ Ω temos:

µ(A)− ν(A) = P (X ∈ A)− P (Y ∈ A)

= P (X ∈ A,X = Y ) + P (X ∈ A,X 6= Y )

− P (Y ∈ A,X = Y )− P (Y ∈ A,X 6= Y )

= P (X ∈ A,X 6= Y )− P (Y ∈ A,X 6= Y ) ≤ P (X 6= Y ).

Trocando-se o papel de µ e ν vale que ν(A)− µ(A) ≤ P (X 6= Y ). Pontanto,

| µ(A)− ν(A) |≤ P (X 6= Y ).

Maximizando sobre A obtemos

‖ µ− ν ‖TV≤ inf
{

P (X 6= Y ) : (X, Y ) é um acomplamento de µ e ν
}

.

Para mostrar a direção oposta, construiremos um acoplamento para o qual P (X 6=
Y ) assume exatamente o valor da distância de variação total.

Seja p =
∑

x∈Ω µ(x) ∧ ν(x), onde µ(x) ∧ ν(x) = min{µ(x), ν(x)}. Lançamos uma
moeda com probabilidade de cara igual a p. Se a moeda der cara, então escolhemos o
valor Z de acordo com a distribuição de probabilidade

γIII(x) =
µ(x) ∧ ν(x)

p
(3.2)

e definimos X = Y = Z. Se a moeda der coroa, então escolhemos X de acordo com a
distribuição

γI(x) =
µ(x)− ν(x)

1− p
1(µ(x)>ν(x)), (3.3)

e Y de acordo com

γII(x) =
ν(x)− µ(x)

1− p
1(ν(x)>µ(x)). (3.4)

Note que

P (X = x) = p.
µ(x) ∧ ν(x)

p
+ (1− p).

µ(x)− ν(x)

1− p
1(µ(x)>ν(x)) = µ(x),

P (Y = x) = p.
µ(x) ∧ ν(x)

p
+ (1− p).

ν(x)− µ(x)

1− p
1(ν(x)>µ(x)) = ν(x).

Logo (X, Y ) é um acoplamento de µ e ν.
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Note que, caso a moeda seja coroa, X 6= Y , pois γI e γII são positivos em subcon-
juntos disjuntos de Ω. Assim X = Y se, e somente se, o lançamento da moeda for cara.
Usando a Equação (1.10) concluímos que

P (X 6= Y ) = 1− p = 1−
∑

x∈Ω

µ(x) ∧ ν(x) =
∑

x∈Ω
µ(x)>ν(x)

[µ(x)− ν(x)] =‖ µ− ν ‖TV .

Até agora definimos o que é um acoplamamento de variáveis aleatórias. Podemos
também acoplar cadeias de Markov inteiras para obter informações sobre a convergência
para o equilíbrio.

Definição 3.5. Um acoplamento de duas cadeias de Markov com matriz de transição P
e pontos iniciais xo e yo é uma sequência (Xt, Yt)

∞
t=0 tal que (Xt)

∞
t=0 e (Yt)

∞
t=0 são cadeias

de Markov com matriz de tranisção P , com X0 = xo, Y0 = yo quase certamente.

Se (Xt, Yt)
∞
t=0 é um acoplamento de Cadeias de MarkovXt e Yt iniciando nos estados

xo e yo, a notação Pxo,yo representa a probabilidade no espaço onde ambas as cadeias estão
definidas.

Qualquer acoplamento (Xt, Yt) de cadeias de Markov com a matriz de transição P
pode ser modificado para que as duas cadeias marginais evoluam juntas após sua primeira
visita simultânea a um dado estado. Assim, vamos supor a partir de agora que, para todo
acoplamento vale

se Xs = Ys então Xt = Xt ∀t ≥ s. (3.5)

Vamos definir τcoup como o primeiro tempo em que as cadeias Xt e Yt se encontram, ou
seja,

τcoup = min{t;Xt = Yt}. (3.6)

A importância de τcoup reside na seguinte:

Teorema 3.6. Seja (Xt, Yt) um acoplamento de cadeias de Markov com a matriz de
transição P . Então

‖ P t(x, ·)− P t(y, ·) ‖TV≤ Px,y(τcoup > t).

Demonstração. Seja X0 = x e Y0 = y, observe que P t(x, z) = Px,y{Xt = z} e P t(y, z) =
Px,y{Yt = z} o que implica que (Xt, Yt) é um acoplamento de P t(X, ·) com P t(y, ·). Pela
Proposição 3.4 temos que

‖ P t(x, ·)− P t(y, ·) ‖TV≤ Px,y{Xt 6= YT}.
Como Px,y{Xt 6= Yt} = Px,y{τcoup > t} temos que

‖ P t(x, ·)− P t(y, ·) ‖TV≤ Px,y{τcoup > t}.
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Corolário 3.7. Suponha que para cada par de estados x, y ∈ Ω existe um acoplamento
(Xt, Yt)t≥0 tal que X0 = x e Y0 = y. Então

d∗(t) ≤ max
x,y∈Ω

Px,y{τcoup > t} ; ∀t ≥ 1, (3.7)

onde τcoup é definido em (3.6). Por outro lado, existe um acoplamento tal que a (3.7) vale
com igualdade.

Demonstração. Pela definição de distribuição estacionária 1.6 e usando o Lema 1.17

‖ P t(x, .)− π ‖TV = max
A⊂Ω

| P t(x,A)− π(A) |

= max
A⊂Ω

|
∑

y∈Ω

π(y)(P t(x,A)− P t(y, A)) |

≤ max
A⊂Ω

∑

y∈Ω

π(y) | (P t(x,A)− P t(y, A)) |

≤
∑

y∈Ω

π(y) ‖ (P t(x,A)− P t(y, A)) ‖TV

≤ max
y∈Ω

‖ (P t(x,A)− P t(y, A)) ‖TV .

Tomando o máximo também sob todos os valores de x, temos

d∗(t) ≤ max
x,y∈Ω

‖ (P t(x,A)− P t(y, A)) ‖TV . (3.8)

Usando a Equação (3.8) e o Teorema 3.6 temos

d∗(t) ≤ max
x,y∈Ω

Px,y{τcoup > t} ; para todo t ≥ 1.

A igualdade da Equação (3.7) foi mostrada em [9, Teorema 4, pág 100] em uma
extensa demonstração e em [12] de maneira mais simplificada.

A Proposição 2.4 é intimamente análoga ao Corolário 3.7, a técnica de tempo
uniforme forte se ajusta com a distância de separação exatamente da mesma maneira que a
técnica de acoplamento se ajusta com a distância de variação total. A próxima proposição
mostrará que o Tempo Estacionário Forte é um caso particular do Acoplamento.

Proposição 3.8. Seja T um Tempo Estacionário Forte para uma Cadeia de Markov
(Xn) com estado inicial i0. Então existe um acoplamento com tempo de acomplamento
τcoup = T .

Demonstração. Sejam T e (Xn) como no enunciado. Vamos construir uma nova cadeia
(Yn) da seguinte forma: para cada m, no evento {T = m}, definimos Y (m)

n = Xn para todo
n ≥ m. Condicionando em {T = m}, o processo futuro da cadeia {Y (m)

n : n ≥ m} têm
distribuição estacionária (pois T é um tempo estacionário forte). Portanto, essa cadeia
pode ser “extendida para trás”, ou seja, podemos definir {Y (m)

n : 0 ≤ n < m} como sendo
a cadeia estacionária. Definimos assim

Yn = Y (m)
n , em {T = m}, ∀m.
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Então (Yn) é a cadeia de Markov estacionária e Yn = Xn se n ≥ T . Isso nos fornece
o acomplamento procurado.

Já conhecendo acoplamentos, podemos mostrar uma propriedade importantes de
d(t) definida na Equação (1.13).

Lema 3.9. d(t) é submultiplicativa, ou seja, d(s+ t) ≤ d(s)d(t) para todo t, s ≥ 0.

Demonstração. Fixemos x e y e seja (X, Y ) o acoplamento ótimo de P s(x, ·) e de P s(y, ·),
ou seja,

‖ P s(x, ·)− P s(y, ·) ‖TV= P (X 6= Y ).

Pela Proposição 1.16, temos que

‖ P s(x, ·)− P s(y, ·) ‖TV=
1

2

∑

z

| P s+t(x, z)− P s+t(y, z) | . (3.9)

Como P s+t = P sP t, ou seja, o produto das matrizes e a distribuição de Xs é dada
por P s(x, .) então

P s+t(x, w) =
∑

z

P s(x, z)P t(z, w) =
∑

z

P (Xs = z)P t(z, w) = E(P t(Xs, w)).

Analogamente, temos que P s+t(y, w) = E(P t(Ys, w)), combinando-as e usando a
linearidade da esperança

P s+t(x, w)− P s+t(y, w) = E(P t(Xs, w)− P t(Ys, w)).

Substituindo na Equação (3.9), temos

‖ P s(x, .)− P s(y, .) ‖TV =
1

2

∑

w∈Ω

| E(P t(Xs, w)− P t(Ys, w)) |

≤ E
(1

2

∑

w∈Ω

| (P t(Xs, w)− P t(Ys, w)) |
)

= E
(

‖ (P t(Xs, w)− P t(Ys, w)) ‖TV

)

= E
(

‖ (P t(Xs, w)− P t(Ys, w)) ‖TV 1(Xs 6=Ys)

)

≤ E(d(t)1(Xs 6=Ys))

= d(t)P (Xs 6= Ys) = d(t)d(s).

Maximizando sobre x e y completamos a prova.

3.2 Passeio Aleatório no Hipercubo: Acomplamento

Vamos agora mostrar como usar acoplamento para obter cotas para a distância de
variação total para o passeio aleatório no hipercubo N -dimensional. Começamos com um
acoplamento bastante simples que envolve dois passeios começando de posições diferentes
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no hipercubo. Depois apresentaremos uma contrução mais complicada que envolve urnas
de Ehrenfest.

Por conveniência, nessa seção vamos considerar uma versão do passeio aleatório
preguiçoso ligeiramente diferente da considerada em (2.6): a cada vez que o partícula fica
onde está com probabilidade 1

2
e se move para um vizinho aleatório mais próximo com

probabilidade 1
2N

. Isso dá a matriz de transição entre dois estados x = (x1, . . . xN) e
y = (y1, . . . , yN ):

P (x,y) =











1
2
, x = y;
1
2N
,
∑

s | xs − xs |= 1;

0, caso contrário.

(3.10)

Proposição 3.10. Para o passeio aleatório no hipercubo definido como em (3.10) vale
que ∀c > 0

d(N logN + cN) ≤ e−c.

Demonstração. Iniciamos com uma sequência de variáveis aleatórias independentes {θt}t
uniformemente distribuídas em {1, . . . , N}. Definamos também uma segunda sequência
de variáveis aleatórias independentes ζn com distribuição Bernoulli(1/2).

Tomemos dois pontos x e y no hipercubo. A partir desses pontos geramos dois
processos X = (Xt) e Y = (Yt) no hipercubo da seguinte maneira: no tempo t, atuali-
zamos simultaneamente a coordenada θt no dois processos, substituindo ambos os valores
por ζt.

Cada um dos processos X e Y tem a distribuição de um passeio no hipercubo dado
como em (3.10). Além disso, note que uma vez que uma coordenada tenha sido atualizada,
os valores desta coordenada nos dois passeios será sempre a mesma. Assim um tempo de
acoplamento τcoup será dado pelo primeiro momento em que todas as coordenadas tenham
sido atualizadas. Esse tempo tem então a mesma distribuição da variável aleatória do
problema do colecionador T̃ .

Consideramos Ai o evento em que a i-ésima coordenada não aparece durante as
primeiras N(log(N) + c) etapas. Temos que para todo i ∈ {1, 2, . . . , N}

P (Ai) =
(

1− 1

N

)⌈N(log(N)+c)⌉

≤ e−⌈(log(N)+c)⌉.

Então

P
(

τcoup > ⌈N(log(N) + c)⌉
)

= P
(

N
⋃

i=1

Ai

)

≤
N
∑

i=1

P (Ai) ≤ Ne−⌈(log(N)+c)⌉ = e−c.

Do Corolário 3.7 e da equação acima temos que

d(N(log(N) + c)) = P
(

τcoup > ⌈N(log(N) + c)⌉
)

≤ e−c.

Veremos que a ordem da cota superior para a distância de variação total N logN
pode ser melhorada por um fator constante de 1

2
como será mostrado mais adiante nessa

seção.
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Consideramos agora um exemplo, a urna de Ehrenfest, que à primeira vista parece
bem diferente do passeio aleatório no hipercubo, mas que nos ajudará a entender o seu
comportamento.

Exemplo 3.11. (Urna de Ehrenfest) Imagine que temos duas urnas, Urna I e Urna II,
dentro das quais são distribuidas N bolas. Em cada passo do processo escolhemos ao acaso
e uniformemente umas das N bolas e a transferimos da urna atual para a outra urna. Se
chamarmos Ut o números de bolas na Urna I no tempo t, então Ut é a cadeia de Markov
no espaço de estados Ω := {0, 1, . . . , N} cuja matriz de transição é

P (j, k) =











N−j
N
, se k = j + 1;

j
N
, se k = j − 1;

0, caso contrário.

(3.11)

Se deixarmos uma probabilidade de 1
2

para as bolas pararem em cada etapa (P (j, j) =
1
2
), obteremos uma versão preguiçosa da cadeia, ou seja,

Q(j, k) =











N−j
2N

, se k = j + 1;
j
2N
, se k = j − 1;

1
2
, caso contrário.

(3.12)

A distribuição estacionária para ambas as cadeias (preguiçosa Q e não preguiçosa
P ), é uma distribuição binomial de parâmetros N e 1

2
. De fato, seja π(k) =

(

N
k

)(

1
2

)N
, j ∈

Ω e usando a (1.7).
Para a cadeia P temos

πP (y) = π(y − 1)P (y − 1, y) + π(y + 1, y)P (y + 1, y)

=

(

N

y + 1

)

(1

2

)N[y − 1

N

]

+

(

N

y − 1

)

(1

2

)N
[N − y + 1

N

]

=
(1

2

)N[
(

N − 1

y − 1

)

+

(

N − 1

y

)

]

=
(1

2

)N
(

N

y

)

= π(y)

(3.13)

Já para a cadeia Q temos

πQ(y) = π(y − 1)Q(y − 1, y) + π(y)Q(y, y) + π(y + 1, y)P (y + 1, y)

=
1

2
π(y − 1)P (y − 1, y) +

1

2
π(y) +

1

2
π(y + 1, y)P (y + 1, y)

= π(y).

(3.14)

Logo a distribuição invariante corresponde a colocar cada bola independentemente
na Urna I e Urna II, com igual probabilidade. Então podemos nos perguntar qual é o
elo entre essa cadeia, chamada de processo de urna Ehrenfest, e o passeio aleatório no
hipercubo?
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Para um vértice do hipercubo, podemos definir seu peso de Hamming W (x) como
um vetor x := (x1, ..., xN ) ∈ {0, 1}N que é o número de 1′s que aparecem no vetor x:

W (x) =
N
∑

j=1

xj. (3.15)

Se Xt é o passeio aleatório (não preguiçoso), então podemos estudar sua projeção
(em um sentido que é definido precisamente em [10, Seção 2.3.1, pág. 24]. Seja

Wt = W (Xt), (3.16)

o peso de Hamming da posição do passeio no tempo t.
Quando Wt = j, o peso é incrementado por um valor unitário se uma das N − j

coordenadas 0 é selecionada, enquanto diminui uma unidade se uma das j coordenadas 1
for escolhida. Conclui-se que Wt é novamente uma cadeia de Markov e que suas probabili-
dades de transição também são descritas por (3.11). Neste paralelo, a j-ésima coordenada
do passeio aleatório Xt pode ser pensada como a j-ésima bola do processo das urnas: se
o j-ésimo bit é 1, então a bola está na Urna I, enquanto se o bit é 0 a bola está na Urna
II.

O lema a seguir fornece outra conexão importante entre os dois modelos. Isso nos
permitirá lidar com a urna de Ehrenfest em vez do passeio aleatório mais complicado
(preguiçoso) no hipercubo, a fim de encontrar a cota superior para a distância de variação
total. Assim, Wt é a versão preguiçosa da cadeia da Ehrenfest. Escrevemos πW para a
distribuição estacionária de Wt. Antes introduziremos uma definição que será essencial
para a prova desse Lema.

Definição 3.12. Uma cadeia de Markov é transitiva se para cada par (x, y) ∈ (Ω × Ω)
existe uma bijeção φ = φ(x,y) : Ω 7→ Ω tal que

φ(x) = y e P (x, y) = P (φ(x), φ(y)), para todo x, y ∈ Ω.

Lema 3.13. Seja Xt o passeio aleatório simples no hipercubo e seja Wt :=
∑N

j=1Xt(j) o
peso de Hamming da cadeia para cada passo (correspondendo a cadeia da urna Ehrenfest).
Então

‖ P1(Xt ∈ ·)− π ‖TV=‖ PN(Wt ∈ ·)− πW ‖TV , (3.17)

onde P1 diz que estamos iniciando o passeio aleatório pelo vértice com todas as coorde-
nadas 1 e PN diz que estamos iniciando a cadeia das urnas com todas as bolas na Urna
I.

Observação 3.14. Uma consequência da propriedade de transitividade de uma cadeia
é que, para calcular a distância de variação total da cadeia a partir de sua distribuição
estacionária, podemos deixar a cadeia começar em qualquer ponto de Ω.

Demonstração. Defina ΩW := {x ∈ Ω : W (x) = w}. Por simetria, ambas funções
x 7→ P1{Xt = x} e x 7→ π(x) são funções constantes em ΩW . Então

∑

x∈Ω,
W (x)=w

|P1(Xt = x)− π(x)| = |
∑

x∈Ω,
W (x)=w

P1(Xt = x)− π(x)|

= |P1(Wt = w)− πW (w)|,
(3.18)
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onde usamos na primeira igualdade o fato de que todos os termos na primeira soma serem
iguais. Somando todos os possíveis w ∈ {0, 1, ..., N} e dividindo por 2 obtemos a Equação
(3.17).

Proposição 3.15. Para o passeio aleatório preguiçoso no hipercubo N-dimensional existe
uma constante c > 0 tal que

d
(1

2
N logN + αN

)

≤ c√
α
. (3.19)

Demonstração. Como a cadeia é transitiva, pelo Lema 3.13, será suficiente limitar o lado
direito da Equação (3.17), para isso, vamos usar o método do acoplamento.

Vamos construir duas cópias do modelo da urna de Ehrenfest preguiçosa, Wt e
Zt, partindo de diferentes pontos de ΩW , W0 = w e Z0 = z com z ≥ w, sem perda de
generalidade. Em cada etapa, lançamos uma moeda justa para decidir qual das duas
cópias executará um movimento de acordo com as probabilidades descritas na matriz
(3.11). Dessa forma, olhando separadamente para Wt e Zt, veremos duas cópias da versão
preguiçosa da urna de Ehrenfest. Além disso, uma vez que as duas cadeias se encontrem,
podemos forçá-las a ficarem juntas para sempre.

Denotaremos agora a diferença do número de bolas na Urna I nas duas cadeias,
por

Dt = Zt −Wt, (3.20)

tal que que Dt ≥ 0 para todo t por construção.
Seja τ o primeiro tempo em que as duas cópias se encontram

τ := min{t ≥ 0 : Zt = Wt}. (3.21)

Suponha (Zt,Wt) = (zt, wt), enquanto τ > t

Dt+1 −Dt =







1, com probabilidade
(

1
2

)(

1− zt
N

)

+
(

1
2

)

wt

N
;

−1, com probabilidade
(

1
2

)(

zt
N

)

+
(

1
2

)(

1− wt

N

)

.
(3.22)

Vemos então que no evento {τ > t}

Ez,w[Dt+1 −Dt|Zt = zt,Wt = wt] = 1.
(1

2

(

1− Zt

N

)

+
1

2

Wt

N

)

+

(−1)
(1

2

Zt

N
+

1

2

(

1− Wt

N

))

= −zt − wt

N

= −dt
N
.

(3.23)

Seja Zt = (Z1, . . . , Zt) e Wt = (W1, . . . ,Wt). A partir disso, o fato de 1(τ>t) de-
pender apenas da história da cadeia até o tempo t e da Propriedade de Markov (Definição
1.4), temos
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1(τ>t)Ez,w[(Dt+1 −Dt)|Zt,Wt] = Ez,w[1(τ>t)(Dt+1 −Dt)|Zt,Wt]. (3.24)

Combinando as Equações (3.23) e (3.24)

Ez,w[1(τ>t)(Dt+1)|Zt,Wt] =
(

1− 1

N

)

1(τ>t)Dt.

Tomando a esperança sobre todos os caminhos possíveis de Z e W

Ez,w[1(τ>t)Dt+1] =
(

1− 1

N

)

Ez,w[1(τ>t)Dt]. (3.25)

Como 1(τ>t+1) ≤ 1(τ>t) temos que

Ez,w

[

1(τ>t+1)Dt+1

]

≤
(

1− 1

N

)

Ez,w[1(τ>t)Dt]. (3.26)

Por indução,

Ez,w[1(τ>t)Dt] ≤
(

1− 1

N

)t

(z − w) ≤ Ne−
t
N . (3.27)

Agora note que se τ > t, o processo (Dt) têm pelo menos a mesma probabilidade
de se mover para baixo do que para cima. Assim, até o tempo τ , o processo (Dt) pode
ser acoplado a um passeio aleatório simples (St). Podemos supor S0 = z − w e forçar St

a dominar Dt no sentido de que sempre que St dá um passo para a esquerda, obrigamos
Dt a fazer o mesmo; dessa forma para todo t ≤ τ, S0 = D0 e St ≥ Dt.

Seja τ̃ := min{t ≥ 0 : St = 0}. Então, pelo que dissemos, τ ≤ τ̃ e pelo [10,
Teorema 2.26 e Corolário 2.28, pág. 35 e 36], existe c > 0 tal que para z − w ≥ 0

Pz−w(τ > u) ≤ Pz−w(τ̃ > u) ≤ c(z − w)√
u

. (3.28)

Portanto,

Pz,w(τ > s+ u|D0, D1 . . . , Ds) = 1(τ>s)PDs
(τ > u) ≤ 1(τ>s)

cDs√
u
. (3.29)

Tomando a esperança e aplicando (3.27)

Pz,w(τ > s+ u) =
cNe−s/N

√
u

. (3.30)

Escolhendo s = 1
2
N logN e u = αN obtemos

Pz,w

(

τ >
1

2
N log(N) + αN

)

≤ c√
α
. (3.31)

Pelo Corolário 3.7 temos

d
(1

2
N logN + αN

)

≤ c√
α
.

Assim, um pouco mais de 1
2
N logN passos são suficientes para que o passeio alea-

tório de Ehrenfest atinja o equilíbrio. Portanto, como a distribuição estacionária da cadeia
é a medida uniforme sobre todos os vértices do hipercubo então para estar suficientemente
perto dessa medida temos que evoluir a cadeia por cerca de 1

2
N logN etapas.



Capítulo 4

Propriedades Simétricas

Supomos até agora que as matrizes de transição P (x, y), com x, y ∈ Ω, são ir-
redutíveis e aperiódicas. Além disso, vários exemplos, como o passeio no hipercubo ou
no n-ciclo, compartilham propriedades de simetria importantes. Nessa seção provaremos
resultados teóricos que valem sob as hipóteses de simetria. Este capítulo segue [8] e [10].

4.1 Definições e Consequências Elementares

Um primeiro resultado importante e muito útil está relacionado a simetria da
matriz de transição.

Proposição 4.1. Se P é uma matriz de transição simétrica, ou seja, P (x, y) = P (y, x)
então a distribuição uniforme é a estacionária para P .

Demonstração. Seja | Ω |= n e π(y) = 1
n

para todo y ∈ Ω, então

∑

y

π(y)P (y, x) =
1

n

∑

j

P (x, y) =
1

n
= π(x).

Definição 4.2. P é duplamente estocástica (DE) se
∑

i P (x, y) = 1 para todo y ∈ Ω.

Esta é precisamente a condição sob a qual a distribuição estacionária π é a distri-
buição uniforme U(i) = 1

|Ω|
∀i ∈ Ω. Mais que isso, vamos mostrar que são equivalentes.

Proposição 4.3. P é duplamente estocástica se, e somente se, a distribuição uniforme é
a estacionária para P .

Demonstração. Suponha que |Ω| = n e denote π(i) = 1/n para todo i ∈ Ω. Então π é a
distribuição uniforme em Ω. Denote 1 = (1, 1, . . . , 1). Então:

P é DE ⇔ 1P = 1 ⇔ 1

n
1P =

1

n
1 ⇔ πP = π.

Definição 4.4. P é semi-simétrica se existe uma bijeção ξ : Ω → Ω tal que P (x, y) =
P (ξ(y), ξ(x)) para todo x, y ∈ Ω.
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Podemos ver facilmente que uma matriz semi-simétrica é também DE. De fato,
supomos que P é semi-simétrica, então existe uma bijeção tal que ψ : Ω 7→ Ω tal que
P (x, y) = P (ψ(y), ψ(x)) ∀x, y ∈ Ω então

|Ω|
∑

x

P (x, y) =

|Ω|
∑

x

P (ψ(y), ψ(x))
(1)
=

|Ω|
∑

k

P (ψ(y), k)
(2)
= 1,

onde em (1) usamos que a soma percorre todos os i’s, pois ψ é a bijeção e (2)
usamos o fato da matriz ser estocástica.

Definimos o que seria uma cadeia transitiva em 3.12. Informalmete, significa que
a cadeia “parece a mesma” de qualquer ponto no espaço de estados, ou seja, todos os
estados iniciais são equivalentes. Dessa forma d∗(n) e sx(n) não dependem dos estados
iniciais, então d(n) = d∗(n) e sx(n) = s∗(n).

4.2 Consequências das Condições Simétricas

Nesta seção vamos mostrar algumas consequências elementares das condições simétricas.
Iniciamos fornecendo a primeira propriedade elementar do espectro de P .

Proposição 4.5. Seja uma matriz de transição P de uma Cadeia de Markov finita. Então
1 é um autovalor de P . Além disso, se λ é outro autovalor de P então | λ |≤ 1.

Demonstração. Vamos computar o produto da matriz P pelo vetor 1 = (1, 1, . . . , 1)











a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
an,1 · · · · · · an,n











.











1
1
...
1











=











a1,1 + a1,2 + . . .+ a1,n
a2,1 + a2,2 + . . .+ a2,n

...
an,1 + an,2 + . . .+ an,n











= 1.











1
1
...
1











.

Aqui a segunda igualdade segue da Definição de matriz estocástica (1.5). Além
disso, este cálculo mostra que 1 é um autovalor de P e o vetor 1 = (1, 1, . . . , 1) é o seu
autovetor associado.

Supomos agora que Pv = λv com v 6= 0. Escolhemos x ∈ Ω tal que |v(x)| ≥ |v(y)|
∀y ∈ Ω (Ω finito). Então

|λv(x)| = |
∑

y∈Ω

P (x, y)v(y)| ≤
∑

y∈Ω

P (x, y)|v(y)| = |v(x)|
∑

y∈Ω

P (x, y) = |v(x)|,

e portanto | λ |≤ 1.

Uma matriz P simétrica e reversível (Definição 1.21), além da suposição de já ser
irredutível e aperiódica, têm todos seus autovalores reais e satisfaz uma ordem decrescente
para seus autovalores:

1 = λ1 > λ2 ≥ . . . ≥ λ|Ω| > −1. (4.1)

Podemos limitar a variação total d∗(n) em termo dos autovalores da matriz.
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Proposição 4.6. Se P é simétrica então

d∗(n) ≤ 1

2
| Ω | 12

{

∑

k≥2

λ4nk

} 1

4

.

Demonstração. Pela teoria dos espectros das matrizes de transição temos

P n(x, x) =
∑

k

axλ
n
k , onde

∑

k

a2x,k = 1 e ax,1 =
1

| Ω |

(veja [10, Lema 12.11, pág. 160] e [6, Capítulo 9, pág 71].)
Logo

(P n(x, x))2 = P 2n(x, x) =
∑

k

ax,kλ
2n
k .

Como ax,1 = 1
|Ω|

e λ1 = 1 podemos escrever que

P 2n(x, x) =
∑

k≥2

ax,kλ
2n
k +

1

| Ω |λ
2n
1 =

∑

k≥2

ax,kλ
2n
k +

1

| Ω | .

Assim

P 2n(x, x)− 1

| Ω | =
∑

k≥2

ax,kλ
2n
k

≤
(

∑

k≥2

a2x,k

) 1

2
(

∑

k≥2

λ4nk

) 1

2

≤
{

∑

k≥2

λ2nk

} 1

2

,

(4.2)

onde na primeira desigualdade usamos Cauchy-Schwarz e na última
∑

k≥2 a
2
x,k < 1.

Agora, novamente por Cauchy-Schwarz

{

∑

y

| P n(x, y)− 1

| Ω | |
}2

≤
∑

y

{

P n(x, y)− 1

| Ω |
}2

=| Ω |
∑

y

{

P n(x, y)− 1

| Ω |
}2

=| Ω |
∑

y

{

(P n(x, y))2 − 2P n(x, y)
1

| Ω | +
1

| Ω |2
}

=| Ω |
∑

y

(P n(x, y))2 − 2 + 1

=| Ω |
∑

y

(P n(x, y))2 − 1

(∗)
=| Ω | P 2n(x, y)− 1

≤| Ω |
{

∑

k≥2

λ4nk

} 1

2

,

(4.3)
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onde em
(∗)
= usamos o fato de P ser simétrica e a útima desigualdade usamos a Equação

(4.2).
Como P é simétrica sua distribuição estacionária é uniforme, pela Proposição 4.1.

Então considerando a definição de d∗(n) em (1.12), temos

d∗(n) = max
x

‖ P n(x, ·)− π(·) ‖TV =
1

2

∑

y∈Ω

| P n(x, y)− π(y) |

=
1

2

∑

y∈Ω

| P n(x, y)− 1

| Ω | | .

Assim usando (4.3) e a Proposição 1.16 temos:

d∗(n) =
1

2

∑

y∈Ω

| P n(x, y)− 1

| Ω | |≤
1

2
| Ω | 12 (

∑

k≥2

λ4nk )
1

2 .

Observação 4.7. Observe que a sequência de desigualdades em (4.3) implica que

P 2n(x, x) ≥ 1

|Ω|

para qualquer cadeia de Markov de estado finito com uma matriz de probabilidade de
transição simétrica.

4.3 Passeios Aleatórios em Grupos

No capítulo 2 consideramos o exemplo 2.3 do embaralhamento de n cartas: pegue a
carta do topo e insira-a uniformemente ao acaso no baralho, esse processo produzirá uma
mistura no baralho. Esses movimentos são melhores tratados como um passeio aleatório
no grupo Sn de n! possíveis permutações das cartas, que provaremos, na Proposição 4.9,
ter distribuição estacionária uniforme. Uma distribuição de probabilidade µ no grupo
simétrico descreve um mecanismo para embaralhar cartas: aplique a permutação σ ∈ Sn

ao baralho com probabilidade µ(σ). Embaralhar repetidamente o baralho usando esse
mecanismo é equivalente a executar o passeio aleatório no grupo com distribuição de
incremento µ.

Dada uma distribuição de probabilidade Q em um grupo finito G, definimos o
passeio aleatório em G com distribuição de incremento Q da seguinte forma: é uma cadeia
de Markov com espaço de estado G e que se move multiplicando o estado atual à esquerda
por um elemento aleatório de G selecionado de acordo com Q. Equivalentemente, a matriz
de transição P desta cadeia têm entradas

P (g, hg) = Q(h); ∀g, h ∈ G. (4.4)

Outra maneira de interpretar o passeio aleatório em um grupo G é a seguinte: dado
algum esquema para escolher aleatoriamente um elemento de G, seja Q(g) a probabilidade
de g ser escolhido. Então Q(g) é uma distribuição de probabilidade onde Q(g) ≥ 0 e
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∑

g∈GQ(g) = 1 como na Definição 1.1. Escolhas sucessivas feitas independentemente
através do mesmo esquema geram o produto

X0 = identidade = id

X1 = ξ1

X2 = ξ2X1 = ξ2ξ1

X3 = ξ3X2 = ξ3ξ2ξ3
...

Xn = ξnXn−1 = ξnξn−1 . . . ξ1,

onde (ξi) são independentes com distribuição Q. Então Xn é a Cadeia de Markov em
Ω = G com

P (g1, g2) = Q(g2g
−1
1 ) ∀g1, g2 ∈ G, (4.5)

onde as Equações (4.4) e (4.5) são equivalentes.
Podemos interpretar Xk como sendo a posição no tempo k de uma partícula que

se move aleatóriamente sobre os vértices de G. Vamos mostrar que a distribuição de Xk

pode ser expressa em termos do que é conhecido como a convolução da distribuição Q.
Por exemplo, para calcular a distribuição de X2 olhamos para P (X2 = g) com

g ∈ G. Começamos com X0 = id. Vamos então calcular P (X1 = h) para algum h ∈ G:

P (X1 = h) = P (X1 = h|X0 = id)

= P (id, h.id) = P (id, h) = Q(h).

Podemos agora calcular a distribuição de X2

P (X2 = h) =
∑

h∈G

P (X1 = h|X0 = id)P (X2 = g|X1 = h)

=
∑

h∈G

Q(h)P (X2 = g|X1 = h)

=
∑

h∈G

Q(h)P (h, g)

=
∑

h∈G

Q(h)P [(gh−1)−1g, g]

=
∑

h∈G

Q(h)P [(gh−1)hg−1g, (gh−1)g]

=
∑

h∈G

Q(h)P [(g, (gh−1)g]

=
∑

h∈G

Q(h)Q(gh−1)

ou seja, P (X2 = g) =
∑

h∈GQ(h)Q(gh
−1) = Q ⋆ Q(g), onde Q(h)Q(gh−1) é a chance do

elemento h ser escolhido antes e gh−1 ser escolhido depois. Similarmente P (Xk = g) = Qk⋆

onde Qk⋆ é a convolução repetida

Qk⋆ = Q ⋆ Qk−1 =
∑

h∈G

Q(h)Qk−1⋆(gh−1). (4.6)
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Para o caso do passeio aleatório em grupo finito, as suposições de irredutibilidade
e aperiodicidade correspondem a suposição de Q não ser suportada em nenhuma classe
de qualquer subgrupo próprio de G. Então sob esta restrição, um resultado fundamental
é que a convoluções repetidas convergem para a distribuição uniforme:

Qk⋆ 7→ U(g) =
1

| G | , quando k 7→ ∞. (4.7)

Essse resultado mostra que eventualmente a distância de variação tende a zero
exponencialmente rápido, uma prova curta pode ser vista em [8, Teorema 3, pág 73] ou
[2, Teorema 3, pág 340].

Para o caso do exemplo 2.3, como citamos no início dessa seção, as possíveis tran-
sições nas permutações do baralho são um passeio aleatório no grupo Sn, irredutível e
aperiódico.

Como a partir de qualquer ordenação do baralho, qualquer outra ordenação pode
eventualmente ser alcançada garantimos a irredutibilidade. De uma maneira mais formal,
conforme discutido na [10, Proposição 2.13, pág 28], desde que o suporte de µ gere todo o
Sn, a cadeia resultante é irredutível. Já a periodicidade ocorre em passeios aleatórios em
grupos quando todo o suporte da distribuição de incremento cai em uma única coclasse de
algum subgrupo. No entanto, quando a distribuição µ em um grupo G satisfaz µ(id) > 0,
então o passeio aleatório com distribuição de incremento µ é aperiódico. De fato, seja
g ∈ G, como µ(id) = P (g, idg) = P (g, g) > 0, temos 1 ∈ {t : P t(g, g) > 0} e assim
mdc{t : P t(g, g) > 0} = 1.

Lembramos aqui o conceito de coclasse.

Definição 4.8. Se H ⊆ G são grupos (com a mesma operação) dizemos que H é subgrupo
de G. Dado um subgrupo H de G, e a ∈ G, definimos a coclasse esquerda (equivalente
para direita) por

aH = {ah, h ∈ H}.

Claramente, qualquer passeio aleatório em um grupo é transitivo, pensando G
agindo sobre si mesmo e definindo φ(x,y)(g) = gx−1y. O passeio é também semi-simétrico
(Definição 4.4) sob g 7→ g−1.

Proposição 4.9. Seja P a matriz de transição de um passeio aleatório em um grupo
finito G e seja U a distribuição de probabilidade uniforme em G. Então U é a distribuição
estacionária para P .

Demonstração. Seja Q a distribuição de incremento para o passeio aleatório. Para qual-
quer g ∈ G

∑

h∈G

Q(h)P (h, g) =
1

| G |
∑

k∈G

P (k−1g, g) =
1

| G |
∑

k∈G

Q(k) =
1

| G | = U(g).

Para primeira igualdade, usamos k = gh−1.

Sejam P e Q sejam probabilidades em um grupo finito G. Assim
∑

k∈G P (k) = 1
e P (k) ≥ 0. Pela convolução P ⋆ Q queremos dizer a probabilidade

P ⋆ Q(k) =
∑

t∈G

P (kt−1)Q(t),
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ou seja, "primeiro escolha t de Q, então, independentemente, escolha k de P e forme o
produto kt". A ordem das duas funções na convolução é essencial, pois em geral P ⋆Q 6=
Q ⋆ P . De fato, o produto da convolução é comutativo se, e somente se, o grupo G for
abeliano.

Seja s, r ∈ G então δs ⋆ δr = δsr e δr ⋆ δs = δrs tal que

δt(g) =

{

1, g = t;

0, g 6= t.
(4.8)

Como s, r são elementos arbitrários de G temos que comutatividade do grupo é
uma condição necessária para a comutatividade da convolução. O outro lado, é fácil
verificar.

A distribuição uniforme em G é U(k) = 1
|G|

para todo k ∈ G e | G | denota a
cardinalidade de G. Observe que U ⋆ U = U , mas isso não caracteriza U - a distribuição
uniforme em qualquer subgrupo satisfaz isso também. No entanto, U ⋆ P = U para
qualquer distribuição P e isso caracteriza a distribuição uniforme U .

Definição 4.10. Q é uma distribuição de probabilidade simétrica, em um grupo G, se
Q(g) = Q(g−1) para todo g ∈ G.

O exemplo 2.3 não envolve distribuições simétricas. Já o passeio aleatório nos
inteiros Zn mod n, com n ímpar (similar a figura 1.12), têm distribuição dada por

Q(−1) = Q(1) =
1

2
.

Proposição 4.11. O passeio aleatório em um grupo finito G, com distribuição de incre-
mento Q é reversível se Q é simétrica.

Demonstração. Seja U a distribuição de probabilidade uniforme em G. Para qualquer g,
h ∈ G temos que

U(g)P (g, h) =
Q(hg−1)

| G | (4.9)

U(h)P (h, g) =
Q(gh−1)

| G | , (4.10)

onde (4.9) e (4.10) são iguais se Q(hg−1) = Q((hg−1)−1).

Definiremos agora, algumas condições de simetria.

Definição 4.12. Seja s, t ∈ G. Dizemos que s e t são conjugados se existe g ∈ G tal que
gsg−1 = t.

Isso define uma relação de equivalência em G, suas classes de equivalência são
simplesmente chamadas de classes de conjugação, uma noção que é muito importante na
teoria dos grupos.

A seguir, introduziremos uma série de conceitos que serão úteis para o estudo de
probabilidades em grupos finitos que são “bem comportadas” com respeito às classes de
conjugação.
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Definição 4.13. Uma distribuição de probabilidade Q é constante na classe de conjugação
se

Q(g) = Q(hgh−1); ∀g, h ∈ G.

Um exemplo é o passeio gerado por transposições aleatórias:

Exemplo 4.14. (Transposições Aleatórias) Imagine n cartas seguidas em uma mesa. As
cartas começam em ordem, a carta 1 à esquerda, a carta 2 ao lado,. . . , e a carta n
à direita. Os pares de cartas são transpostos aleatoriamente da seguinte forma: a mão
esquerda toca uma carta aleatória e a mão direita toca uma carta aleatória (então esquerda
= direita com probabilidade 1

n
, pois é possível que as duas cartas sejam as mesmas). As

duas cartas tocadas são trocadas. Um modelo matemático para este processo é a seguinte
distribuição de probabilidade no grupo simétrico (Sn):

Q(id) =
1

n

Q((i, j)) =
2

n2

Q(π) = 0 caso contrário

para (i, j) uma transposição e π um elemento de Sn − {id, (i, j)}.
A transposição repetida k vezes equivale a convoluir repetidamente Q consigo mesmo,

ou seja, Qk⋆. É sabido que 1
2
n log n embaralhadas são necessárias para para fazer o baralho

estar bem misturado (próximo ao aleatório). Pra ver isso, veja [8, Seção 3D, pág 36].

Definição 4.15. Seja K um subgrupo de G. Q é uma distribuição K-biinvariante se

Q(g) = Q(k1gk2); ∀g ∈ G, k1, k2 ∈ K.

Definição 4.16. O par (G,K) é um par de Gelfand se a convolução de distribuições
K-biinvariante é comutativa.

Exemplo 4.17. (Sn, Sn−1) é um par de Gelfand. Sn age em {1, 2, . . . , n} e Sn−1 ≃
stab({1}), onde stab({1}) = {g ∈ G; k.1 = 1}. Veja [7, exemplo 4.3.2, pág 123].

Seja Z = G
K

o espaço quociente. Então consideramos o espaço

L(Z) = Q : Z 7→ C. (4.11)

Dada Q uma distribuição K-biinvariante em um par de Gelfand (G,K), o passeio
aleatório associado é a Cadeia de Markov em Z com matriz de transição:

P (g1K, g2K) = Q(g−1
1 g2K). (4.12)

Diaconis [8] usou pares de Gelfand para determinar a taxa de convergência para
a distribuição estacionária de cadeias finitas de Markov. Mais precisamente, dada uma
cadeia de Markov que é invariante sob a ação de um grupo G, seu operador de transição
pode ser expresso como um operador de convolução cujo núcleo pode ser escrito, pelo
menos em teoria, como uma “série de Fourier” onde as exponenciais clássicas exp(inx) são
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substituídos pelas representações irredutv́eis do grupo G. Mais detalhes também podem
ser vistos em [7].

O próximo resultado usará a condição de transitividade para mostrar uma espécie
de recíproca da Equação (1.21). Para isso, lembramos que πn é a distribuição de Xn

resultante de algum estágio inicial x e sx(n) e d∗(n) são as distâncias de separação e
variação entre πn e a distribuição uniforme U (pois estamos em um grupo), o que por
transitividade não depende de x. Assim sob condições de simetria d∗(n) e sx(n) não
dependem da posição inicial, então d(n) = d∗(n) e sx(n) = s∗(n).

Para 0 < ǫ < 1
4

definimos

φ(ǫ) = 1− (1− 2ǫ
1

2 )(1− ǫ
1

2 )2. (4.13)

Observe que φ(ǫ) diminui a medida que ǫ diminui e φ(ǫ) ≈ 4ǫ1/2 quando ǫ∞0.
Grosso modo, se a distância de variação torna-se pequena após k etapas, a sepa-

ração torna-se pequena após no máximo 2k etapas.

Proposição 4.18. Se P é transitiva e semi-simétrica em um conjunto G, (em particular,
para qualquer passeio aleatório em um grupo G),

d(2k) ≤ sx(2k) ≤ φ(2d(k)), k ≥ 1,

desde que d(k) < 1
8
.

Para provar essa proposição precisamos do próximo Lema.

Lema 4.19. Seja (q1, . . . , qJ) uma distribuição de probabilidade, e suponha
∑

i | qi − I
J
|

≤ ǫ < 1
4
, onde I é o conjunto dos índices i tais que | qi − I

J
|> αǫ

J
. Então para qualquer

permutação π ∈ SJ (grupo simétrico),

∑

i

qiqπ(i) ≥ −(1− φ(ǫ))

J
.

Demonstração. Fixe 1
ǫ
> α > 2. Então

∑

i∈I

| qi −
I

J
| ≥ αǫ | I |

J
.

Usando a hipótese temos que | I |≤ J
α

Agora consideramos a soma
∑

i qiqπ(i). Para no mínimo J − 2J
α

termos, ambos i e
π(i) estão fora de I e então ambos qi e qπ(i) são maiores que 1

J
− αǫ

J
.

Logo,

∑

i

qiqπ(i) ≥
(

J − 2J

α

)( 1

J
− αǫ

J

)2

=
(

J − 2J

α
(
1

J2

)(

1− αǫ
)2

=
(

J − 2J

α

)( 1

J

)( 1

J

)(

1− αǫ
)2

=
1

J

(

1− 2

J

)(

1− αǫ
)2

.

Tomando α = ǫ−
1

2 temos
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1

J

(

1− 2

ǫ−
1

2

)(

1− ǫ
1

2

)2

=
1

J

(

1− 2ǫ
1

2

)(

1− ǫ
1

2

)2

e o resultado segue.

Demonstração. (Proposição 4.18)
Provaremos apenas a segunda desigualdade pois a primeira é consequência do Lema 1.17
e da Equação (1.21).

Supomos que d(n) < 1
8
. Então a hipótese do lema 4.19 é satisfeita pela probabi-

lidade qi = Qk⋆(i) = P (i0, i), i0, i ∈ G, com ǫ = 2d(k) e J =| G |. Agora para qualquer
g ∈ G,

Q2k⋆(g) =
∑

i

P k(i0, i)P
k(i, g)

=
∑

i

P k(i0, i)P
k(ǫ(g), ǫ(i)) por alguma bijeção ǫ : G 7→ G

=
∑

i

P k(i0, i)P
k(i0, Hgǫ(i)) por alguma bijeção Hg : G 7→ G

≥ (1− φ(2d(k))

| G | pelo lema 4.19.

E por (1.21) para sx(2k) temos que sx(2k) ≤ φ(2d(k)).

O próximo resultado é um lema de comparação para passeios aleatórios em grupos.

Lema 4.20. Sejam Q1, Q2 distribuições no grupo G satisfazendo:

Q1 ⋆ Q2 = Q2 ⋆ Q1. (4.14)

Sejam s1x(n), s
2
x(n) as distâcias de separação para os passeio aleatórios associados.

• a) Suponha que exista c > 0 tal que Q2(g) ≥ cQ1(g), g ∈ G. Então

s2x(n) ≤
n
∑

b=0

s1x(b)

(

n

b

)

cb(1− c)n−b, n ≥ 1.

• b) Seja Q = Q1 ∗Q2 e seja sx(n) a distância de separação associada.

Então
sx(n) ≤ s1x(n) , n ≥ 1.

Demonstração. A parte a) é uma especialização do lema 1.23. Podemos escrever Q2 =
cQ1 + (1 − c)Q0, para alguma distribuição Q0 em G. Considerando variáveis aleatórias
independentes

ξ01 , ξ
0
2 , . . . ; ξ

1
1 , ξ

1
2 , . . . ; J0, J1, . . . ,

onde ξ1i têm distirbuição Q1 e ξ0i têm distribuição Q0 e P (Ji = 1) = c e P (Ji =
0) = 1− c. Definimos
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ξ2i = ξJii .

Então ξ2i têm distribuição Q2 e, consequentemente

Xn = ξ21 ⋆ ξ
2
2 ⋆ . . . ⋆ ξ

2
n têm distribuição (Q2)

n⋆

condicional em {Ji = ji; 1 ≤ i ≤ n}, Xn = ξj11 ⋆ ξj22 ⋆ . . . ⋆ ξjnn .
(4.15)

A hipótese (4.14) ξ2i1ξ
1
i2

têm a mesma distribuição que ξ1i1ξ
2
i2
. Então sob repetidas

tranposições em (4.15) de termos adjacentes,

ξi1 ⋆ ξ
i
2 ⋆ . . . ⋆ ξ

1
Bn
⋆ ξ0Bn+1 ⋆ . . . ⋆ ξ

0
n têm distribuição (Q2)

n⋆,

onde Bn =
∑n

i=1 1(Ji=1) têm distribuição distribuição binomial (n, c). Logo,

(Q2)
n⋆ =

n
∑

b=0

P (Bn = b)Q =
n
∑

b=0

(

n

b

)

cb(1− c)n−bQ, (4.16)

onde Q é a distribuição de ξ11 ⋆ . . . ⋆ ξ
1
b ⋆ ξ

0
b+1 ⋆ . . . ⋆ ξ

0
n.

Como a convolução diminui a distância de separação então a separação sx(n),
associada a Q = Q1 ⋆ Q2 na parte b), é no máximo s1x(n), pois

∑

λbQ é no máximo
∑

λbsx(n), usando a Equação (1.28).

A razão para mencionar esse resultado é que as condições de simetria, vistas nas
Definições 4.13 e 4.15 são úteis na verificação de comutatividade (Equação (4.14)). Se
Q1, Q2 são K-biinvariantes em um par de Gelfand então a Equação (4.14) vale por defi-
nição. Se Q é constante na classe de conjugação então

Q ⋆ P = P ⋆ Q, ∀P distribuição em G. (4.17)

Outra classe natural de exemplos são passeios aleatórios em grafos. Para um grafo
finito não direcionado Γ = (V,E) com conjunto de vértices V e conjunto de arestas E, onde
os elementos de E são pares não ordenados de vértices: E ⊆ {{x, y} : x, y ∈ V, x 6= y}.
Podemos pensar em V como um conjunto de pontos, onde dois pontos x e y são unidos
por uma linha se, e somente se x, y for um elemento do conjunto de arestas. Quando
x, y ∈ E, escrevemos x ∼ y e dizemos que y vizinho de x (e vice-versa). O grau deg(x)
de um vértice x é o número de vizinhos de x.

Dado um grafo Γ = (V,E), podemos definir o passeio aleatório simples em Γ como
a cadeia de Markov com espaço de estado V e matriz de transição

P (x, y) =

{

1
deg(x)

, x ∼ y;

0, caso contrário.
(4.18)

Isso quer dizer que, quando a cadeia está no vértice x, ela examina todos os vizinhos
de x, escolhe um uniformemente ao acaso e se move para o vértice escolhido.

Aqui, P é irredutível e aperiódico se, e somente se, Γ é conexo (se existir pelo
menos um caminho entre cada par de vértices do grafo) e não 2-colorível (seu número
cromático é menor ou igual a 2). E P é duplamente estocástica se, e somente se, Γ é
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regular (deg(x) = m, ∀x ∈ V ). Com essas condições P é automaticamente simétrica.
Essas e outras definições, sobre o estudo de grafos, podem ser melhor vistas em [10].

Assim para qualquer vértice y ∈ V ,

∑

x∈V

deg(x)P (x, y) =
∑

x∼y

deg(x)

deg(x)
= deg(y). (4.19)

Para obter uma probabilidade, simplesmente normalizamos por
∑

y∈V

deg(y) = 2 | E |,

e assim concluímos que a medida de de probabilidade é ∀y ∈ V

π(y) =
deg(y)

2 | E | .

O hipercubo N -dimensional, introduzido na Seção 2.2, é um grafo cujos vértices
são as N -uplas binárias {0, 1}N . Como o hipercubo um grafo N -regular (os graus de todos
os vértices são iguais a N), a distribuição estacionária do passeio simples e do preguiçoso
são uniformes em {0, 1}N .

Para encerrar esse capítulo vamos considerar G um grupo e S um subconjunto de G
que não está contido em nehuma coclasse de nenhum subgrupo de G (pois, caso contrário
seria possível encontrar elementos de G que não são gerados a partir dos elemento de S).
Seja Q a distribuição uniforme em S : Q(g) = 1

|S|
, g ∈ S.

Nesse cenário, mostramos que há uma construção de tempos estacionários fortes.
Seja k ≥ 1 e g ∈ G, definimos

Bk
g =

{

(s1, s2, . . . , sk) ∈ Sk/s1s2 · · · sk = g
}

, (4.20)

bk = min
g∈G

| Bk
g | . (4.21)

Como Qk⋆(g) =
|Bk

g |

|S|k
, temos que a definição de distância de separação em (1.18) leva a

sx(k) = max
g

(

1− Qk⋆(g)

π(g)

)

= 1−min
g

(Qk⋆(g)

1/| G |
)

= 1−min
g

( | Bk
g |/| S |k
1/| G |

)

= 1− | G | bk
| S |k .

(4.22)

Seja B̂k
g ⊂ Bk

g tal que | B̂k
g |= bk. Escrevemos o passeio aleatório associado com a

distribuição Q como
Xn = ξnξn−1 · · · ξ1.

Como bk > 0, podemos definir um tempo aleatório T tomando valores em {k, 2k, . . .}
por

T = k min{j ≥ 1 : (ξjk, ξjk−1, . . . , ξ(j−1)k+1) ∈ B̂k
g para algum g ∈ G}. (4.23)

Temos que

P (T = k,Xk = g) =
| B̂k

g |
| S |k =

bk
| S |k =

1− sx(k)

| G | (4.24)
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e então somando a Equação (4.24) sobre g ∈ G obtemos

P (T = k) = 1− sx(k). (4.25)

Em particular, temos que

P (Xk = g|T = k) =
P (Xk = g, T = k)

P (T = k)
=

1

| G | .

Como T é um tempo de parada (cf. Definição 1.1), temos que o evento {T >
(j − 1)k} depende apenas de X0, . . . , X(j−1)k. Vamos utilizar indução em j para mostrar
que

P (T = jk,Xjk = g) =
sx(k)

j−1(1− sx(k))

| G | . (4.26)

para todo j ≥ 1.
O caso j = 1 segue da Equação (4.24). Suponha agora que a Equação (4.26) seja

válida para j. Então

P (T = (j + 1)k,X(j+1)k = g) = P (X(j+1)k = g, T = (j + 1)k, T > jk)

= E
(

P (X(j+1)k = g, T = (j + 1)k, T > jk|X0, . . . , Xjk

)

= E
(

1{T>jk}P (X(j+1)k = g, T = (j + 1)k|X0, . . . , Xjk)
)

= P (T = k,Xk = g)P (T > jk)

=
1− sx(k)

| G | sx(k)
j,

onde E represesenta a esperança associada com a probabilidade P . Isso prova (4.26).
Somando sobre g ∈ G em (4.24), concluímos imediatamente que, T/k têm a dis-

tribuição geométrica com parâmetro 1− sx(k), isto é:

P (T = jk) = sx(k)
j−1(1− sx(k)). (4.27)

Proposição 4.21. Supondo as Equações (4.20) e (4.21) definindo T como em (4.23) para
algum k ≥ 1 tal que bk > 0 (o que equivale a sx(k) < 1), então temos que T é um tempo
estacionário forte para o qual

P (T > jk) = sjx(k), j ≥ 1. (4.28)

Demonstração. A afirmação que T é um tempo estacionário forte segue dividindo (4.26)
por (4.27).

Agora precisamos mostrar que vale (4.28). Pela proposição 2.4 b) sabemos que
existe T tal que sx(k) = P (T > k).

Então

P (T > jk) = P (T = (j + 1)k) + P (T = (j + 2)k) + · · ·
= sjx(k)(1− sx(k)) + sj+1

x (k)(1− sx(k)) + · · ·

=
sjx(k)(1− sx(k))

1− sx(k)

= sjx(k),

onde na penúltima igualdade usamos a fórmula da soma dos termos de uma P.G. com
razão 0 < sjx(k) < 1.
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Vamos supor agora que o conjunto S de (4.20) satisfaça

S = S−1 ou seja, se s ∈ S ⇒ s−1 ∈ S e S contém a identidade. (4.29)

Definimos o “diâmetro” de um elemento do grupo G como

∆g = min{n : cada g ∈ G é da forma g = h1h2 . . . hn para algum hi ∈ S}. (4.30)

Proposição 4.22. Sob as condições (4.20),(4.21) e (4.29),

d(n) ≤ 1

2
| G | 34

{

1− 1

17∆2
g | S |

}n

, n ≥ 1.

Demonstração. Seja S0 = S − {identidade}, Q0 a distribuição uniforme em S0 e P e P0

as matrizes de transição referentes a Q e Q0. Como podemos escrever P = Q(g)I + (1−
Q(g))P0, ou seja, uma cobinação convexa, temos

P =
1

| S |I +
| S | −1

| S | P0. (4.31)

Seja λ2 o segundo maior autovalor de P0 e seja τe = −1
log(λ2)

o que implica que λn =

exp
(

− n
τe

)

.
Para formalizar essa ideia, utilizaremos um resultado de [4, Lema 2.4, pág 86],

adaptando-o para o caso em questão. Seja Γ = (V,E) como definido na seção 4.3 e
ǫ > 0 o maior número tal que A ⊂ V com | A | ≤ 1

2
| V |, o conjunto F = {w /∈

A; (w, v) é uma aresta para algum v ∈ A tal que | F |≥ ǫ | A |. Então para o caso de um
grafo r-regula (todos vértices com grau igual a r), ou seja um grupo G, temos que

τe ≤ r(2 + 4ǫ−2), (4.32)

veja em [1, Proposição 3.1, pág. 39].
O parâmetro ǫ é uma espécie de medida do quão conectado é o grafo, o que não

é tão óbvio de ser estimado. No entanto, para o caso onde G é um grupo S, S0 ⊂ G
satisfazendo a Equação (4.29) e como diâmetro definido na Equação (4.30) temos que,
pelo [1, Lema 3.1, pág. 39]

ǫ ≥ 1

2∆g

, (4.33)

Neste caso temos que
τe ≤ 17∆2

g | S0 | . (4.34)

De fato, fixando A ⊂ G com | A |≤ 1
2
| G |, seja Ag = {ag; a ∈ A}. Então

1

| G | =
∑

g∈G

| A ∪ Ag |= | A |2
| G | ,

e então existe um ĝ ∈ G tal que | A ∪ Aĝ |≤ |A|2

|G|
que implica que

| Aĝ − A |≥| A | −| A |2
| G | ≥ 1

2
| A | . (4.35)
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Se g = h1h2 . . . hd com hi ∈ S0 e d ≤ ∆g podemos ecrever gi = h1h2 . . . hi então

| Ag − A |≤
d
∑

i=1

| Agi − Agi−1 |=
d
∑

i=1

| Ahi − A | . (4.36)

Por (4.35) e (4.36), existe algum h0 ∈ S0 tal que | Ah0 − A |≥ 1
2
| A | ∆g. Então (4.33)

segue considerando o conjunto de arestas (a, ah0), a ∈ A.
Assim pela expansão de Taylor, temos que log x ≈ x− 1 então

log λ2 ≈ λ2 − 1 ⇒ − log λ2 ≈ 1− λ2.

Portanto

τe =
1

1− λ2
≤ 17∆2

g | S0 |

1 ≤ 17∆2
g | S0 | (1− λ2)

1

17∆2
g | S0 |

≤ 1− λ2

λ2 ≤ 1− 1

17∆2
g | S0 |

.

Segue que (4.36) que todos os autovalores λk, k ≥ 2 de P satisfaz

| λk |≤ 1− 1

17∆2
g | S | ,

e o resultado segue da Proposição 4.6.
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Capítulo 5

Representações de Grupos

A teoria da representações estuda operadores lineares que são dados por elementos
de grupo que atuam em espaços vetoriais. Além disso, fornece uma ferramenta poderosa
para a obtenção de cotas na distância de separação e variação total, onde os detalhes
podem ser vistos em [8], [7] e [13].

5.1 Definições Básicas e Resultados da Teoria da Re-

presentação

Nessa seção forneceremos a definição de uma representação de um grupo finito e formas
de estudá-la com vários conceitos e teoremas notáveis.

Seja G um grupo finito e V um espaço vetorial finito sobre C. Denotamos por
GL(V ) o grupo linar de V consistindo de todos os mapas lineares invertíveis A : V 7→ V .

Uma representação linear de G em V é um homomosfismo ρ : G 7→ GL(V ). Em
outras palavras, uma representação ρ de G em algum espaço de dimensão finita n atribui
a cada s ∈ G uma matriz n × n invertível ρ(s) de tal forma que a matriz atribuída ao
produto de dois elementos é o produto das matrizes atribuídas a cada elemento:

ρ(st) = ρ(s)ρ(t), ∀s, t ∈ G. (5.1)

Nesse texto denotaremos uma representação por (ρ, V ) ou apenas ρ. Observe que
(5.1) implica que:

ρ(id) = I e ρ(s−1) = ρ(s)−1.

Seja dimV = n, como GL(V ) é isomorfo a GL(n,C) o grupo de todas as matrizes
invertíveis n × n, podemos considerar uma representação de G como um homomorfismo
de grupo ρ : G 7→ GL(n,C). Então n é a dimensão ou grau de ρ e será denotada por dρ.

Se W é um subespaço de V G-invariante (ρ(g)W ⊆ W para todo g ∈ G) então ρ
restrito a W é uma subrepresentação de (ρ, V ). Claramente, toda representação é uma
subrepresentação de si mesma.

Definição 5.1. Se a representação ρ não admite subrepresentação não trivial (o subespaço
W = 0 e o subespaço W = V são subrepresentações triviais), então ρ é chamado de
irredutível.



60

Observação 5.2. Qualquer representação unidimensional é claramente irredutível.

Exemplo 5.3. Seja G = Sn o grupo simétrico de grau n, que é o grupo de permutações
de n elementos. Nesse grupo temos três tipo de representações.

(i) A representação trivial (mapa que atua como a identidade ρ1(g) = 1, ∀g ∈ G) é
unidimensional, ou seja, V = C;

(ii) A representação sinal (ou alternada). Também é unidimensional (irredutível), onde
atribui a cada elemento de grupo a identidade 1 se g for uma permutação par (ou
seja, g é o produto de um número par de transposições, equivalentemente g ∈ An,
o grupo alternado), e o oposto da identidade, −1 caso contrário, isto é, se g for
uma permutação ímpar. Em outras palavras, denotando pelo sinal(g) o sinal de
uma permutação g, temos ρ2(g) = sinal(g)In. Como sinal é um homomorfismo
G 7→ Sn

An

∼= C2 ou s eja, sinal(g1g2) = sinal(g1)sinal(g2) então ρ2 é de fato uma
representação;

(iii) A representação de permutação é n-dimensional: fixemos uma base ortonormal
{e1, e2, . . . , en} de um espaço vetorial n-dimensional V e defina ρ3(g)ej = eg(j)
para todo g ∈ Sn. Com relação à base V, ρ3(g) é a chamada matriz de permutação,
ou seja, uma matriz obtida permutando as linhas da matriz dentidade. Essa é uma
representação não irredutível, pois, por exemplo, o hiperplano

∑n
i=1 xi = 0 é um

n− 1-dimensional subespaço Sn-invariante.

Definição 5.4. Sejam (ρ, V ) e (σ,W ) duas representações do mesmo grupo G. Então ρ
e σ são equivalentes se existe T : V 7→ W bijeção linear tal que ∀g ∈ G, σ(g)T = Tρ(g).
Em imagem, temos que o diagrama comuta.

ρ(g) : V V

σ(g) : W W

T T

Suponha que o espaço vetorial V seja dotado de um produto escalar
〈

· | ·
〉

então
podemos definir a noção de uma representação unitária.

Definição 5.5. Uma representação (ρ, V ) é unitária se preserva o produto interno, ou
seja,

〈

ρ(g)v | ρ(g)v′
〉

=
〈

v | v′
〉

para todo g ∈ G e v, v′ ∈ V .

Vale ressaltar que, dada uma representação arbitrária (ρ, V ) é sempre possível
dotar V com um produto interno para que ρ se torne uma represetação unitária. Dado
um produto interno arbitrário

〈

· | ·
〉

para V defina, ∀v, w ∈ V

(v|w) =
∑

g∈G

〈

ρ(g)v|ρ(g)w
〉

.

Proposição 5.6. Seja V um espaço vetorial munido dos produtos internos:
(

· | ·
)

e
〈

· | ·
〉

.

A representação
(

ρ, V( | )

)

é equivalente a
(

ρ, V< |>

)

. Em particular, toda representação

de G é equivalente a uma representação unitária.
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A prova é simples e pode ser vista em [7, Proposição 3.3.1, pág 84].
Sejam ρ : G 7→ GL(V ) e σ : G 7→ GL(W ) duas representações de um grupo G.

Seja f : V 7→ W uma transformação linear. Diz-se que f comuta ρ e σ se fρ(g) = σ(g)f
para todo g ∈ G.

O seguinte resultado relaciona a noção de redutibilidade de uma representação com
a existência de comutadores.

Lema 5.7. (Lema de Schur) Sejam (ρ, V ) e (σ,W ) duas representações irredutíveis de
um grupo G. Se f comuta ρ e σ (fρ(g) = σ(g)f), então

• (1) f é zero ou é um isomorfismo

• (2) Se V = W e ρ = σ então f é um múltiplo escalar da matriz identidade (f = λI).

A prova desse Lema pode ser vista em [13, Proposição 4, pág. 13].
Agora vamos descrever uma informação [14, Corolário 4.1.8, pág 29] útil das re-

presentações irredutíveis para grupos abelianos, consequência do Lema de Schur.

Corolário 5.8. Um grupo G é abeliano se, e somente se, todas as representações irredu-
tíveis de G têm grau um.

Demonstração. Seja ρ : G 7→ GL(V ) uma representação irredutível. Fixe por um mo-
mento h ∈ G. Então, para todo g ∈ G, temos que

ρ(h)ρ(g) = ρ(hg) = ρ(gh) = ρ(g)ρ(h).

Agora, pelo Lema de Schur 5.7 ∃λh ∈ C tal que ρ(h) = λhI.
Logo, temos que ∀v ∈ V : ρ(h)v = λhv.
Como vale para todo v ∈ V isso implica que todo subespaço W ⊂ V é G-invariante.

Portanto (ρ,W ) é uma subrepresentação de (ρ, V ). Como supomos, por hipótese, que ρ
é irredutível então W = 0 ou W = V .

Supomos, por absurdo, que dimV > 1. Se tomarmos o span de um elemento da
base então teríamos um subespaço de v que deveria ser invariante. Pela irredutibilidade
de ρ, isso contradiz a hipótese.

Portanto como V 6= 0 então dimV = 1.
Por outro lado, o número de classes de conjugação é igual ao número de represen-

tações irredutíveis, veja [8, Teorema 7 e Teorema 8, pág 15]. Se
∑

ρ d
2
ρ = |G| e cada uma

é unidimensional, deve haver tantos elementos nos grupos quanto como existem classes
de conjugação, então G é abeliano.

Observação 5.9. Uma representaçãoo de grau um de G é apenas um homomorfismo de
grupo ρ : G −→ C×, onde C× é o grupo multiplicativo de C.

Lema 5.10. Seja G um grupo finito, ρ : G 7→ GL(V ) então para todo g ∈ G, todos os
autovalores de ρ(g) são raízes da unidade.

Demonstração. Seja ρ(g) = A, g ∈ G. Note que ρ(id) = I e portanto, os autovalores da
matriz identidade são 1. Como G é finito, então qualquer elemento g ∈ G têm ordem
finita, ou seja, ∃N ∈ Z∗

+ tal que gN = id

ρ(g)N = ρ(gN) = ρ(id) = I ⇒ A = I.
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Seja λ um autovalor de A e ~v seu autovetor correspondente, ou seja,

A~v = λ~v. (5.2)

Multiplicando por A à esquerda em (5.2), temos

A.A~v = A2~v = Aλ~v = λ(A~v) = λ(λ~v) = λ2~v. (5.3)

Mutiplicando novamente à esquerda temos A3~v = λ~v. Indutivamente obtemos AN~v =
λN~v.
Como AN = I ⇒ ~v = λN~v ⇒ (λN − 1)~v = 0 e como ~v 6= 0 (pois é autovetor) temos

λN = 1 ⇒ λ é uma n-ésima raíz da unidade.

Um caso particular desse Lema é quando ρ é uma representação de grau um de G
e |G| = n. Seja g ∈ G então, pela Observação 5.9, (ρ(g))n = 1 ∈ C×. Neste caso, ρ(g) é
uma n-ésima raiz da unidade em C, para todo g ∈ G.

Lema 5.11. Seja G = 〈g〉 um grupo cíclico de ordem n. Então G têm exatamente n
representações de grau um.

Demonstração. Se ρ : G −→ C× é uma representação do grau um, então, como vimos
no Lema 5.10, ρ(g) é uma n-ésima raiz da unidade em C. Por outro lado, se ζ ∈ C é
uma n-ésima raiz da unidade, então o mapa ρ : G −→ C× definido por ρ(gj) = ζj, para
todo j, é obviamente um homomorfismo de grupo bem definido. Então, se ζ1, · · · , ζn são
as n-ésimas raízes da unidade, então existem exatamente n representações de G que têm
grau um, são elas:

ρk : G −→ C
×, 1 ≤ k ≤ n, definido por ρk(g

j) = ζjk, para todo j.

Pelo Lema de Schur, o [8, Corolário 3, pág 11] fornece relações de ortogonalidade
para as entradas da matriz de ρ unitária. Mas, podemos supor, sem perda de generalidade,
sempre que necessário que ρ é unitária (Proposição 5.6), ou seja, ρ(t)∗ = ρ(t−1). Definimos
o produto interno usual em todas as funções φ, ψ : G −→ C:

〈

φ|ψ
〉

=
1

| G |
∑

φ(t)ψ(t)∗.

Então
〈

ρ(i,j)|η(k,l)
〉

= 0 se ρ e η são representações unitárias inequivalentes, para qualquer

entrada (i, j), (k, l).

〈

ρ(i,j)|ρ(k,l)
〉

=

{

1
dρ
, i = k, j = l;

0, exceto quando i = k ej = l.
(5.4)
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A noção do caracter de uma representação é extraordinariamente útil. Se ρ for
uma representação de G, definimos o caracter associado a ρ como a função

χρ : G 7→ C definida por χρ(s) = Tr(ρ(s)).

Lembrando que o traço de uma matriz Anxn é dado por

Tr(A) = Trace(A) =
n
∑

i

aii

ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal, que também é a soma dos autovalores
de A (contados com suas multiplicidades), e não depende da escolha da base.

Observação 5.12. Observamos que se ρ é uma representação unidimensional, então
coincide com seu caracter: ρ = χρ.

Proposição 5.13. Se χρ é o caracter de uma representação (ρ, V ) de um grupo G. Então
∀s, t ∈ G,

• (i) χρ(1) = dρ;

• (ii) χρ(s
−1) = χρ(s);

• (iii) χρ(t
−1st) = χρ(s),

onde denotamos o conjugado do número complexo z = x+ iy por z∗ = x− iy ou z.

Demonstração. Observe que ρ(1G) = I a identidade (matriz identidade) em V cujo o
traço é claramente a dimensão de V , dρ, logo temos (i).

Para (ii) observamos que ρ(s) têm ordem finita o que segue que os autovalores ρ(s)
são raízes da unidade (esse fato pode ser visto no Lema 5.10). Então

χρ(s)
∗ = Tr(ρ(s)∗) =

∑

λ∗i =
∑ 1

λi
= Tr(ρ(s)−1) = Tr(ρ(s−1)) = χρ(s

−1).

Já para mostrar (iii) podemos escrever χρ(vu) = χρ(uv), tomando u = ts e v = t−1

e o resultado segue do fato de Tr(AB) = Tr(BA), onde A e B são matrizes quadradas.

Agora que temos os mecanismo básicos da teoria da representação, podemos definir
a transformada de Fourier de maneira adequada.

Seja Q uma distribuição de probabilidade em G. A transformada de Fourier de Q
na representação ρ é definida por

Q̂(ρ) =
∑

g∈G

Q(g)ρ(g). (5.5)

Abordaremos agora uma propriedade adicional da transformada de Fourier. A
propriedade de convolução que mostra que a transformada de Fourier da convolução de
duas funções é simplesmente o produto das transformadas de Fourier das funções.

Consideramos Q1, Q2 distribuições e (ρ, V ) uma representação.
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̂(Q1 ⋆ Q2)(ρ) =
∑

g∈G

(Q1 ⋆ Q2)(g)ρ(g)

=
∑

g∈G

(

∑

h∈G

Q1(gh
−1)Q2(h)

)

ρ(g)

=
[

∑

g∈G

Q1(gh
−1)ρ(gh−1)

]

∑

h∈G

Q2(h)ρ(h)

= Q̂1(ρ)Q̂2(ρ).

(5.6)

Indutivamente vale para n ≤ 2. Portanto, podemos evitar fazer convolução to-
mando as transformadas de Fourier! Em muitos casos, isso será muito mais conveniente
do que executar diretamente a convolução.

Exemplo 5.14. Seja a distribuição uniforme U em G, dada por U(g) = 1
|G|

∀g ∈ G.
Vamos mostrar que a transforamda de Fourier é

Û(g) =

{

I, ρ é a representação trivial;

0, ρ é não-trivial e irredutível.
(5.7)

Se ρ = ρ1, como no exemplo 5.3, ρ1(g) = I, ∀g ∈ G

Û(ρ1) =
∑

g∈G

U(g)ρ1(g) =
∑

g∈G

U(g)I = I.

Se ρ é uma representação irredutível não-trivial

Û(ρ) =
∑

g∈G

U(g)ρ(g) =
1

| G |
∑

g∈G

ρ(g). (5.8)

Vamos supor, por absurdo, que Û(ρ) 6= 0 o que implica que Û(ρ) têm autovetor
v 6= 0.

Seja λ é um autovalor de Û(ρ) e v ∈ Cn temos que

λv = Û(ρ)v =
1

| G |
∑

g∈G

ρ(g)v ∈ span(v).

Então ρ(g)v ∈ span(v). Como span(v) é um subespaço não zero invariante, temos um
absurdo pois ρ é irredutível e portanto, Û(ρ) = 0.

Observação 5.15. Denotameremos por
∑

ρ o somatório sob todas as representações ir-
redutíveis não triviais.

Definimos como
Tr(AA∗) = Trace(AA∗) =‖ A ‖2, (5.9)

onde A é uma matriz quadrada e A∗ sua matriz conjugada.
Enunciaremos agora, dois resultados que estarão em uso constante até a conclusão

desse trabalho, onde as provas podem ser vistas em [8, pág 15] ou [7, pág 47 e 48].
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Teorema 5.16. (Teorema da Inversão de Fourier) Seja Q uma distribuição em G então

Q(g) =
1

|G|
∑

Ĝ

dρTr(Q̂(ρ)ρ(g
−1). (5.10)

onde Ĝ é o dual de G, um conjunto completo de representações não-equivalentes (unitá-
rias) pareadas irredutíveis de G (em outras palavras, Ĝ contém exatamente um elemento
pertencente a cada classe de equivalência de representações irredutíveis).

Teorema 5.17. (Teorema de Plancherel) Seja P,Q : G 7→ C, então
〈

P,Q
〉

=
1

| G |
∑

ρ

dρ | P̂ (ρ)Q̂(ρ)∗ | . (5.11)

Se P = Q

‖ Q ‖22=
1

| G |
∑

ρ

dρ ‖ Q̂(ρ) ‖2HS, (5.12)

onde ‖ Q ‖22=
√

〈

P,Q
〉

e ‖ Q̂(ρ) ‖HS=

√

Tr(Q̂(ρ)Q̂(ρ)∗).

A fórmula de inversão de Fourier (5.10) mostra que cada distribuição é determi-
nada exclusivamente por suas transformadas de Fourier com respeito às representações
irredutíveis. Já Fórmula de Plancherel (5.11) diz que o produto interno de duas funções
é igual ao "produto interno"de suas transformadas.

Uma cota superior útil é dada pelo seguinte Lema.

Lema 5.18. (Lema do Limite Superior) Para uma distribuição Q em um grupo finito G,

‖ Qn⋆ − U ‖2≤ 1

4

∑

ρ

dρ ‖ Q̂n(ρ) ‖2 . (5.13)

Demonstração. Pela Proposição 1.16 temos que

‖ P − U ‖= 1

2

∑

s∈G

| P (s)−Q(s) |,

onde P,Q são distruições em G. Portanto, a partir disso temos

4 ‖ Qn⋆ − U ‖2 =
∑

s∈G

| Qn⋆(s)− U(s) |
2

≤| G |
∑

s∈G

| Qn⋆(s)− U(s) |2

=
∑

ρ

dρTr
[

(Q̂(ρ))n(Q̂(ρ))n
]

≤
∑

ρ

dρ ‖ Q̂n(ρ) ‖2,

(5.14)

onde na primeira desigualdade usamos Cauchy-Schuwarz e na segunda igualdade o Teo-
rema de Plancherel 5.17 e Q̂(ρ) = 1 se ρ = ρ1 e Û(ρ) = 0 para ρ não trivial.
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Assim, o problema de delimitar a distância de variação d(n) para o passeio aleatório
em G associado a Q se reduz ao problema de estimar autovetores e autovalores de Q̂(ρ).
Esta técnica é particularmente útil nas condições de simetria das Definições 4.13 ou 4.15.

O restante dessa seção será usado para obtenção de cotas para distância da variação
total em grupos não necessariamente abelianos, e que satisfazem certas condições de
simetria, vistas no capítulo 4. A análise de Fourier de funções que são constantes nas
classes de conjugação. E a análise de funções bi-invariantes em um par de Gelfand que
oferece uma rica teoria e uma coleção de exemplos. Embora este último não sendo utilizado
para obter cotas relevantes para o nosso exemplo do hipercubo, eles possuem interesse
teórico e aplicações interessantes como, por exemplo, o problema do embaralhamento de
cartas.

Proposição 5.19. Se Q é constante na classe de conjugação (Definição 4.13) então sua
tranformada de Fourier com respeito as representações irredutíveis é da forma

Q̂(ρ) = λI onde λ =
1

dρ

∑

g∈G

Q(g)χρ(g). (5.15)

Demonstração. Observe que ∀g ∈ G

ρ(g)Q̂(ρ)ρ−1(g) =
∑

h∈G

ρ(g)
(

Q(h)ρ(h)
)

ρ(g−1)

=
∑

h∈G

Q(h)ρ(ghg−1)

=
∑

h∈G

Q(ghg−1)ρ(ghg−1)

= Q̂(ρ),

onde a última igualdade segue de uma mudança de variáveis apropriada.
Então Q̂(ρ) comuta ρ consigo mesmo. Pelo Lema de Shur 5.7, temos que

Q̂(ρ) = λI. (5.16)

Computando o traço de ambos os lados em (5.16), temos

Tr(Q̂(ρ)) =
∑

h∈G

Q(h)χρ(g) = λdρ.

Seja o espaço L(Z) definido em (4.11). Termos correspondentes à representação
que não aparecem na decomposição de L(Z) têm transformada de Fourier nula, por causa
da Reciprocidade de Frobenius [13, Teorema 13, pág 56], que diz que o número de vezes
que uma representação ρ de G aparece na indução de σ (uma representação de K) de G
é igual à multiplicidade de σ em ρ restrito a K. Isso implica que uma representação ρ
ocorre em L(Z) com multiplicidade correspondente à dimensão do espaço de K vetores
fixos de (ρ, V ). Assim se ρ não aparece em L(Z) (L(Z) é a representação trivial de K
induzida até G), a representação trivial não ocorre em ρ restrita a K. Veja [8, Lema 5,
pág 55] para mais detalhes.
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Proposição 5.20. O par (G,K) é um par de Gelfand se cada representação irredutível
de G aparecer em L(Z) com multiplicidade no máximo 1.

Demonstração. Vamo supor, por absurdo, que (G,K) é um par de Gelfand, mas alguma
representação ρi têm multiplicidade j > 1 em L(Z).

Escolhemos uma base de Vi com as primeiras j coordenadas percorrendo o espaço
K-invariante.

Seja A1 e A2 matrizes j × j não comutativas. Definimos duas distribuições Q1 e
Q2 em G tais que























Q̂1(ρ) = Q̂2(ρ) = 0, se ρ 6= ρi;

Q̂1(ρi) =

(

A1 0

0 0

)

, Q̂2(ρi) =

(

A2 0

0 0

)

.

(5.17)

Pela fórmula da inversão de Fourier (5.10), essas são funções K-biinvariantes, não
nulas e Q1 ∗Q2 6= Q2 ∗Q1. O que é uma contradição pela Definição 4.16.

Observação 5.21. Na verdade, a Proposição 5.20 é uma equivalência, onde a recíproca
pode ser vista [8, Teorema 9, pág 54] ou [7, Teorema 4.4.2, pág 125].

Proposição 5.22. Seja Q uma distribuição de um passeio aleatório em um par de Gelfand
(G,K), então sua transformada de Fourier com respeito as representações irredutíveis é
da forma

Q̂(ρ) =











α 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 0 0











,

onde α = |K|
∑

x∈Z Q(x)si(x).

Demonstração. Pela Observação 5.21, para um par de Gelfand, seja

L(Z) = V0 ⊕ V1 ⊕ · · · ⊕ VN (5.18)

a decomposição em irredutíveis distintos (isso siginifica ter multiplicidade no máximo 1 o
que chamamos de multiplicidade livre). A reciprocidade de Frobenious [13, Teorema 13,
pág 56] implica que cada Vj têm um subespaço unidimensional K-invariante V k

j := {v ∈
Vj : ρj(k)v = v}. Seja sj(x) ser uma função K-invariante, ou seja, sj ∈ V k

j normalizada e
sj(id) = 1. É chamada de j-ésima função esférica e, estas formam uma base para o espaço
L(Z), segundo [7, Proposição 4.7.1, pág. 135]. As funções esféricas foram explicitamente
computadas para muitos Pares de Gelfand.

Fixando i, considere o espaço vetorial Vi de (5.18) como uma representação ρi de
G. Complete si a uma base para Vi ortonormal, tomando si como o primeiro vetor de
base ({si, vi2, . . . , vidi}). Então para k ∈ K a matriz ρ(k) é do tipo:

ρ(k) =











1 0 · · · 0
0 ∗ · · · ∗
...

... ∗ ...
0 ∗ ∗ ∗











.
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Com relação a esta base, a transformada de Fourier de qualquer função K bi-
invariante Q em G torna-se

Q̂(ρ) =
∑

g∈G

Q(g)ρi(g)

=
∑

kt∈G

Q(tk)ρi(tk)

=
∑

k,t∈G

Q(t)ρi(tk)

=
∑

k,t∈G

Q(t)ρi(t)ρi(k)

=
∑

t

Q(t)ρi(t)
∑

k∈K

ρi(k),

(5.19)

onde na terceira igualdade usamos a invariâcia a direita. Pelas relações de ortogonalidade
de Schur (Equação (5.4)) temos que a entrada (a, b) com a 6= b da matriz satisfaz:

〈

ρ(a,b)|ρ(a,b)
〉

:=
1

|G|
∑

g∈G

ρ(a,b)(g)ρ(a,b)(g)∗ =
1

|G|
∑

g∈G

ρ(a,b)(g)ρ(a,b)(g−1) = 0.

Com isso temos que

ρ(k) =











1 0 · · · 0
0 ∗ · · · 0
...

... ∗ ...
0 0 0 ∗











.

Mas como (G,K) é um par de Gelfand a dimensão do subespaço K-invariante é
1. Ou seja, se por exemplo, a entrada (2, 2) da matriz for diferente de zero, a segunda
coluna também seria um autovetor, logo vetores K-invariantes.

Assim temos que

∑

k∈K

ρ
(a,b)
i (k) =

{

| K |, se a = b = 1;

0, caso contrário.
(5.20)

Logo, Q̂(ρi) têm forma
∑

Q(x)(
...0) = (

...0) para K-invariantes à direita e para Q
invariante à esquerda temos que Q̂(ρi) têm forma











∗ · · · ∗ ∗
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 0 0











.

Comparando os dois caso de invariância à direita e à esquerada e pelo [8, Lema 5,
pág. 53] temos que para qualquer K-biinvariante distribuição Q existe uma base de V tal
que
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Q̂(ρi) =











∗ · · · · · · 0
... 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 0 0











é uma matriz com entradas nulas, exceto na posição (1, 1). Para calcular o valor dessa
entrada, aplicamos a Equação (5.20) na (5.19) temos

∑

t

Q(t)ρi(t)
∑

k∈K

ρi(k) = |K|
∑

t

Q(t)ρ
(1,1)
i (t).

No Lema 5.25 mostraremos que ρ(1,1)i (t) = sρi(t), concluindo a prova.

Nos casos acima, o produtos de matrizes é reduzido ao produto de números.

Proposição 5.23. Suponha que Q é constante na classe de conjugação (Definição 4.13)
de G. Para uma representação irredutível ρ seja

Q̃(ρ) =
1

dρ

∑

g∈G

Q(g)χρ(g), (5.21)

onde χρ(g) = Tr(ρ(g)). Então ∀g ∈ G

(a) 1− | G | Q(g) ≤
∑

ρ dρ | χρ(g)Q̃(ρ) |≤
∑

ρ d
2
ρ | Q̃(ρ) |;

(b) ‖ Q− U ‖2TV≤ 1
4

∑

ρ d
2
ρ | Q̃(ρ) |2.

Observação 5.24. Perceba que λ na Proposição 5.19 é igual a Q̃(ρ).

Demonstração. (a) Para a primeira desigualdade observamos, primeiramente, que a
Fórmula da inversão de Fourier (5.10) é dada pela soma sob todas representações
irredutíveis de G incluindo a representação trivial ρ1.

Segundo, se Q é constante na classe de conjugação e ρ é uma representação irredu-
tivel, então temos que

Q̂(ρ) = Q̃(ρ)I (5.22)

pelo que vimos que na Proposição 5.19.
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Logo,

1− | G | Q(g) ≤| 1− | G | Q(g) |
=| 1−

∑

Ĝ

dρTr(Q̂(ρ)ρ(g
−1) |

=| 1−
∑

Ĝ

dρTr(Q̃(ρ)Iρ(g
−1)) |

=| 1−
∑

Ĝ

dρQ̃(ρ)χρ(g) |

= 1−
∑

Ĝ

dρ | Q̃(ρ) || χρ(g
−1) |

= 1−
∑

Ĝ

dρ | Q̃(ρ) || χρ(g) |

=| 1− dρ1Q̃(ρ1)χρ1(g)−
∑

ρ

dρχρ(g)Q̃(ρ) |,

onde ρ1 denota a representação trivial. Temos que dρ1 = 1 = χρ1(g). Além disso,

Q̃(ρ1) =
∑

g∈G

Q(g)χρ(g) =
∑

g∈G

Q(g) = 1.

Logo segue que

1− | G | Q(g) ≤| 1− 1−
∑

ρ

dρQ̃(ρ)χρ(g) |

≤
∑

ρ

| dρQ̃(ρ)χρ(g) |

=
∑

ρ

dρ | Q̃(ρ)χρ(g) | .

Para demonstrar a segunda desigualdade, seja α autovalor de ρ(g), então | α |= 1
(pelo Lema (5.10)). Assim temos

| χρ(g) |=| Tr(ρ(g) |=|
∑

i

αi |≤
∑

i

| αi |= dρ,

onde na segunda igualde usamos o fato do Tr(A) =
∑n

i=1 λi tal que An×n matriz e
λi são os autovalores de A.

(b) Usaremos o lema 5.18 para n = 1

‖ Q− U ‖2TV≤
1

4

∑

ρ

‖ Q̂(ρ) ‖2 .
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Como ‖ Q̂(ρ) ‖2= Tr(Q̂(ρ)Q̂(ρ)∗), substituindo temos

‖ Q− U ‖2TV ≤ 1

4

∑

ρ

dρTr(Q̂(ρ)Q̂(ρ)
∗)

=
1

4

∑

ρ

dρTr(Q̃(ρ)IQ̃(ρ)
∗I)

=
1

4

∑

ρ

dρTr(| Q̃(ρ) |2 I)

=
1

4

∑

ρ

d2ρ | Q̃(ρ) |2,

onde na primeira igualdade usamos (5.16).

Lema 5.25. Para uma representação irredutível ρ de G, seja

sρ(g) =
1

| K |
∑

k∈K

χρ(gk), (5.23)

onde sρ são a funções esféricas mencionadas na Proposição 5.22 e χρ(g) = Tr(ρ(g)).
Então sρi(g) coincide com a primiera entrada da matriz ρ(g).

Demonstração.

sρ(g) =
1

| K |
∑

k∈K

χρ(gk)

=
1

| K |
∑

k∈K

Tr(ρ(g)ρ(k))

=
1

| K |
∑

k∈K

ρ(1,1)(g)

=
1

| K | | K | ρ(1,1)(g)

= ρ(1,1)(g),

(5.24)

onde na terceira igualdade usamos (5.20).

Proposição 5.26. Seja Q uma distribuição K-biinvariante no par de Gelfand (G,K)
(Definições 4.15 e 4.16). Para uma representação irredutível ρ de G, seja sρ(g) como
definido acima na Equação (5.23). Definimos

Q̄(ρ) =
∑

g∈G

Q(g)sρ(g). (5.25)

Então para todo g ∈ G,

(a) 1− | G | Q(g) ≤∑ρ dρ | Q̄(ρ)sρ(g) |≤
∑

ρ dρ | Q̄(ρ) |
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(b) ‖ Q− U ‖2TV≤ 1
4

∑

ρ dρ | Q̄(ρ) |2.

Observação 5.27. Perceba que na Proposição 5.22 α = Q. De fato,

Q̄(ρ) =
∑

g∈G

Q(g)sρ(g)

=
∑

z∈Z

∑

k∈K

Q(zk)sρi(zk)

=
∑

z∈Z

|K|Q(z)sρi(z)

= |K|
∑

z∈Z

Q(z)sρi(z).

Visto que Q e sρ são funções K-biinvariantes.

Demonstração. (a) Para mostrar a primeira desigualdade, temos que se Q é K- biinva-
riante no par de Gelfand (G,K) então

Q̂(ρ) = Q̄(ρ)

pelo que vimos que na Proposição 5.22.

Logo, usando a Fórmula da Inversão de Fourier (5.10),

1− | G | Q(g) ≤| 1− | G | Q(g) |
=| 1−

∑

Ĝ

dρTr(Q̂(ρ)ρ(g
−1) |

=| 1−
∑

Ĝ

dρTr(Q̄(ρ)ρ(g
−1)) |

=| 1−
∑

Ĝ

dρQ̄(ρ)ρ
(1,1)(g)−1 |

=| 1− dρ1Q̄(ρ1)ρ
(1,1)
1 (g)−1 −

∑

ρ

dρQ̄(ρ)ρ
(1,1)(g−1) | .

Como dρ1 = 1 = ρ
(1,1)
1 (g)−1, temos

sρ1(g) =
1

| K |
∑

k∈K

χρ1(gk)

=
1

| K |
∑

k∈K

Tr(I)

=
1

K

∑

k∈K

dρ1

=
1

| K |
∑

k∈K

1 = 1.
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Assim,
Q̄(ρ1) =

∑

g∈G

Q(g)sρ1(g) = 1. (5.26)

pela Equação (5.1).

Retomando a desigualdade temos que

1− | G | Q(g) ≤ | 1− 1−
∑

ρ

dρQ̄(ρ)ρ
(1,1)(g)−1|

≤
∑

ρ

| dρQ̄(ρ)ρ(1,1)(g)−1 |

=
∑

ρ

dρ | Q̄(ρ)ρ(1,1)(g)−1 |

=
∑

ρ

dρ | Q̄(ρ)ρ(1,1)(g) |

=
∑

ρ

dρ | Q̄(ρ)sρ(g) |,

onde na última igualdade usamos a Equação (5.24).

Para demonstrar a segunda desigualdade, como podemos assumir que as represen-
tações irredutíveis são sempre unitárias, pela Proposição 5.6, isso implica que as
colunas da matriz são ortonormais. Ou seja, denotando por v1 a primeira coluna da
matriz ρ(g) então ‖ v1 ‖= 1, assim

ρ(1,1)(g) ≤ ‖ v1 ‖= 1.

Pelo Lema 5.25 temos que

ρ(1,1)(g) = sρ(g) ≤ 1 ∀g ∈ G.

Assim temos que
∑

ρi
dρ | Q̄(ρ)sρ(g) |≤

∑

ρ dρ | Q̄(ρ) |.

(b) Usaremos o lema 5.18 para n = 1

‖ Q− U ‖2TV≤
1

4

∑

ρ

‖ Q̂(ρ) ‖2 .

Como ‖ Q̂(ρ) ‖2= Tr(Q̂(ρ)Q̂(ρ)∗), substituindo temos

‖ Q− U ‖2TV ≤ 1

4

∑

ρ

dρTr(Q̂(ρ)Q̂(ρ)
∗)

=
1

4

∑

ρ

dρTr(Q̄(ρ)Q̄(ρ)
∗)

=
1

4

∑

ρ

dρTr(| Q̄(ρ) |2)

=
1

4

∑

ρ

d2ρ | Q̄(ρ) |2,
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onde na última igualdade que Tr(Q̄(ρ)) = Q̄(ρ) pois Q̄(ρ) é da forma mostrada na
Proposição 5.22.

Os limites finais em cada (a) da Proposição 5.23 e 5.26 não envolvem g e, portanto,
é um limite na separação sx(n). Aplicar os limites a Qn⋆ fornece limites em sx(n) e d(n).

5.2 Análise Harmônica no Hipercubo

Retomando o exemplo do hipercubo, seja HN = {(x1, x2, . . . , xN) : x1, x2, . . . , xN ∈
{0, 1}}, o passeio aleatório preguiçoso, que pode ser visto como um passeio em

(

Z/2Z
)N

,

que é o produto direto de N cópias do grupo de dois elementos,
(

Z/2Z
)

= {0, 1}.

Como
(

Z/2Z
)

é um grupo cíclico e, portanto abeliano, temos que para cada ρ,

existe y ∈ HN tal que o mapa x 7→ ρ(x) = (−1)x·y é uma representação unidimensional
(Corolário 5.8), onde

x · y =
∑

u

xuyu mod 2 (5.27)

para x, y ∈ HN .
O passeio aleatório preguiçoso em HN é baseado na distribuição de probabilidade

Q(x) =

{

1
N+1

, se | x |≤ 1;

0, se | x |≥ 2,
(5.28)

onde x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ HN e | x |= x1 + x2 + . . . + xN (ou seja, o número de 1’s em
x).

Podemos calcular a transformada de Fourier de Q definido na Equação (5.28)

Q̂(ρ) =
∑

x∈HN

Q(x)ρ(x)

=
∑

x∈HN

Q(x)(−1)x·y

=
∑

x:|x|≤1

1

N + 1
(−1)x·y

=
1

N + 1

∑

x:|x|≤1

(−1)x·y.

(5.29)

Se | x |= 1, então x é do tipo eu = (0, . . . , 0,
↓u

1 , 0, . . . , 0). Se y = (y1, y2, . . . , yN) então



75

eu · y = yu. Logo,

Q̂(ρ) =
1

N + 1

[

1 +
N
∑

u=1

(−1)eu·y
]

=
1

N + 1

[

1 +
N
∑

u=1

(−1)yu
]

=
1

N + 1

[

1 +
N
∑

u=1

(−1)1(yu=1) +
N
∑

u=1

1(yu=0)

]

=
1

N + 1

[

1− | ρ | +(N− | ρ |)
]

=
1

N + 1

[

(1 +N)− 2 | ρ |
]

= 1− 2 | ρ |
N + 1

.

(5.30)

Por (5.28) e (5.29) Q(x) e Q̂(ρ) são funções de | x | e | ρ |, respectivamente.
Como vimos na Equação (5.6) a tranformada de Fourier converte convolução em

produto, logo ˆ(QN) = (Q̂)N .
Aplicando a fórmula da inversão (5.10) para Qk⋆ temos

Qk⋆ =
1

2N

∑

y

dyTr(Q̂kρ(x−1))

=
1

2N

∑

y

(−1)x·y(Q̂k)

=
1

2N

∑

y

(−1)x·y
(

1− 2 | ρ |
N + 1

)k

,

(5.31)

onde na segunda igualdade usamos o fato que o caracter de uma representação unidimen-
sional ser a própria representação, ou seja, Tr(ρ(x)) = ρ(x).

Seja L(HN) = {f : HN 7→ C} o espaço das funções complexas em HN . Seja Vk o
subespaço de L(HN) gerado pelas representações com | x |= k

Vk =
〈

y :| y |= k
〉

,

onde a dimVk =
(

N
k

)

que é o número de 1’s que podemos escolher nas N coordenadas.

Proposição 5.28. Seja Q como em (5.28). Para k = 1
4
(N + 1)(logN + c) temos que

‖ Qk⋆ − U ‖2TV≤
1

2
(ee

−c − 1). (5.32)

Demonstração. Pela Equação (5.22) temos que

(

(Q̃)k⋆(ρ)
)

=
(

1− 2 | ρ |
N + 1

)k
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Então, pela parte b) da propoção 5.23

‖ Qk⋆ − U ‖2TV ≤ 1

4

∑

ρ 6=0

(

1− 2 | ρ |
N + 1

)2k

=
1

4

N
∑

j=1

dimVj

(

1− 2j

N + 1

)2k

=
1

4

N
∑

j=1

(

N

j

)

(

1− 2j

N + 1

)2k

≤ 1

2

⌊N+1

2
⌋

∑

j=1

(

N

j

)

(

1− 2j

N + 1

)2k

.

Agora usando
(

N
j

)

= N !
(N−j)!j!

≤ N !
j!

e 1− x ≤ e−x consequentemente

(

1− 2j

N + 1

)2k

≤ e−
4kj

N+1

quando j ≤ N+1
2

, pois se j satisfaz essa condição então 1− 2j
N+1

> 0
Portanto, temos

‖ Qk⋆ − U ‖2TV ≤ 1

2

⌊N+1

2
⌋

∑

j=1

N !

j!
e−

4kj

N+1 . (5.33)

Agora, se k = 1
4
(N + 1)(logN + c) temos que

e−
4kj

N+1 = e−j logN−jc = exp
(

− jc

N j

)

e aplicando à (5.33) temos

‖ Qk⋆ − U ‖2TV ≤ 1

2

⌊N+1

2
⌋

∑

j=1

N !

j!
e−j logN−jc

=
1

2

⌊N+1

2
⌋

∑

j=1

1

j!
e−jc

≤ 1

2

∞
∑

j=1

1

j!
(e−c)j

=
1

2

(

ee
−c − 1

)

.

Como 1
2

(

ee
−c − 1

)

≤ 1
2
ee

−c

, tomando a raiz quadrada dos dois lados,

d(k) =‖ Qk⋆ − U ‖TV≤
1√
2
exp

(

1
2
e−c
)

. (5.34)
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Capítulo 6

Conclusões

Cadeias de Markov irredutíveis, aperiódicas e com estado finito têm distribuições
estacionárias únicas. Além disso, para qualquer cadeia desse tipo, as probabilidades de
transição convergem para a distribuição estacionária. Em várias aplicações é desejável
saber quantos passos são necessários para que as probabilidades de transição se tornem
próximas das estacionárias. Nesse trabalho, apresentamos três das técnicas para estudar
este problema: Tempo estacionário forte, acoplamento e análise Fourier. Concentramos
nosso interesse na cadeia de markov para o passeio aleatório no hipercubo.

Tempos stacionários fortes são aliados à distância de separação, como vimos no
capítulo 2, e diz que o tempo necessário para diminuir a distância de separação, que é
uma cota superior para a distância de variação total, é assintóticamente limitado acima

por N logN para passseio no hipercubo, que é exatamente o dobro
(

1
2
N logN

)

da cota

superior obtida usando acoplamento (capítulo 3), onde para melhorar o tempo para a cota
superior encontrada fizemos uma comparação com o problema da Urna de Ehrenfest.

A análise de Fourier e suas generalizações para a teoria de representação de grupos
foram usadas para limitar as taxas de convergência através do Lema do Limite Superior
5.18, com ele vimos que é preciso metade do tempo necessário alcançado pelo acoplamento
e a quarta parte do tempo da técnica do Tempo estacionário forte, ou seja, é preciso

convoluir a cadeia por cerca de
(

1
4
N logN

)

para estar próxima ao equilíbrio. Assim essa

técnica fornece melhores resultados em relação ao métodos probabilísticos. Neste método
analítico (capítulo 5) vimos que a transição de um estado para o seguinte é determinado
por uma medida P , onde Q ⋆ P (g) =

∑

h∈GQ(h)P (h
−1g) representa a probabilidade de

permanecer no elemento g após uma etapa, onde Q pode representar a probabilidade
inicial.

Quando G é abeliano, o Lema de Schur (5.7) implica dρ = 1, ∀ρ ∈ Ĝ . Este é o caso
do passeio aleatório no hipercubo. O cálculo das n-ésimas potências das matrizes P̂ (ρ) é
em teoria mais fácil do que o cálculo das n-ésimas potências da matriz P (h−1g), pois, para
determinar essas matrizes, é necessário um conhecimento detalhado das representações
irredutíveis de G. Ou seja, isso permite estudar a distribuição convoluída de Qk⋆ sem
mencionar o passeio aleatório Xk.

A computação pode ser realmente mais fácil se P satisfizer certas condições de
simetria e as as matrizes P̂ (ρ) podem reduzir-se a matrizes com apenas entradas na
diagonal principal (constante na classe de conjugação) ou uma entrada não trivial que
está na diagonal (Pares de Gelfand).
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