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Resumo

Os objetos centrais de estudo nesta dissertacao sao as cadeias de Markov em espacos de
estado finito. O objetivo principal é apresentar técnicas e ferramentas que permitam a
obtengao de cotas superiores para taxa de convergéncia de uma tal cadeia para a sua dis-
tribuigao estacionéria (ou distribui¢do de equilibrio). Discutiremos aqui trés métodos: os
tempos estacionarios fortes, os acoplamentos e a analise de Fourier. Durante o percurso,
manteremos em mente o exemplo do passeio aletorio no hipercubo para ilustrar o funcio-
namento das técnicas. Em alguns pontos apresentaremos resultados especificos para este
exemplo. As técnicas, no entanto, sao apliciveis em um contexto muito mais amplo para
tratar a convergéncia de cadeias com propriedades de simetria, como os passeios aleatorios
em grupos. Além do passeio aleatério no hipercubo, outros exemplos de tais cadeias de
Markov aparecem, por exemplo, na modelagem do embaralhamento de cartas que pode
ser visto como um passeio aleatério no grupo simétrico.

Palavras-Chaves : cadeias de Markov, tempo estacionério forte, acoplamento, analise
de Fourier, passeio aleatorio.



Abstract

The central object of study in this dissertation are the Markov chains in finite state spaces.
The objective is present techniques and tools that allow the obtention of upper bounds
for the convergence rate of such a chain for its stationary distribution (or equilibrium
distribution). We will discuss three here: strong stationary times, couplings and Fourier
analysis. During the course, we will keep in mind the example of the random walk on the
hypercube to illustrate how the techniques work. In some points we will present details
for this example. The techniques, however, are implemented in a context of converging
chains with symmetry properties, such as random walks in groups. In addition to the
random walk in the hypercube, other examples of Markov modeling chains appear, for
example, on the shuffling of cards which can be seen as a random walk in symmetric

group.

Key Words : Markov chains, strong stationary time, coupling, Fourier analysis, random
walk.
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Introducao

As cadeias de Markov foram introduzidas pela primeira vez em 1906 pelo mate-
maético russo Andrey Markov [5, Segao 4.2, pag. 15| e sdo objetos importantes de estudo
em probabilidade e nas suas diversas aplicagoes. Aparecem também em conexao com a
fisica, biologia e outras areas do conhecimento.

Mais recentemente, matematicos como David Aldous e Persi Diaconis estudaram
intensamente as propriedades da convergéncia para o equilibrio de cadeias de Markov
como o embaralhamento de cartas [2] e, em geral, passseio aleatérias em grupos. Tanto
os métodos espectrais quanto as técnicas probabilisticas, como o acoplamento, desempe-
nharam papeis importantes.

Informalmente, uma cadeia de Markov em um espaco de estados finito {2 é um
processo estocastico em que, a cada unidade de tempo ¢t um estado X; € 2 da cadeia é
escolhido de acordo com uma distribui¢ao de probabilidade de forma que, condicionado no
estado presente, todo o passado é independente do futuro. Em outras palavras, somente o
estado atual é relevante para a previsao do estado seguinte. Partindo de uma distribuicao
inicial para o primeiro estado da cadeia, podemos nos perguntar como evolui a distribuigao
da posicao da cadeia com o passar do tempo.

Uma das linhas de pesquisa importantes na teoria das cadeias de Markov visa
quantificar tal convergéncia, estimando quanto tempo temos que esperar para chegar a
uma boa aproximagao da medida equilibrio. Chamamos esse tempo de tempo de mistura
da cadeia.

Nesse contexto, David Aldous e Persi Diaconis [10], introduziram pela primeira
vez a nogao de cutoff para descrever a transicao abrupta da convergéncia para estacio-
nariedade. Isso significa que, quando o tamanho do espago de estados (por exemplo, no
processo de embaralhamento de cartas é o nimero de cartas no baralho) é muito grande,
a distdncia para a distribui¢do estacionaria vai de quase 1 (méximo) a quase 0 em um
intervalo em torno do tempo de mistura que é relativamente muito pequeno em relacao ao
proprio tempo de mistura. Esse comportamento foi observado para uma ampla classe de
exemplos naturais. No entanto, nao é simples provar com rigor a existéncia desse rapido
decaimento.

Nesta dissertacao o enfoque sao nas cadeias de Markov com boas propriedades
de simetria (que permitem tratar todos os estados da cadeia da mesma forma) como,
por exemplo, os passeios aleatorios em grupos. Pretende-se estudar técnicas para obter
estimativas para taxa de convergéncia para a distribuicao estacionaria em tais cadeias de
Markov. Para isso, seguiremos como base principal o artigo [3] D. Aldous e Persi Diaconis.

No Capitulo 1, vamos introduzir o conceito de cadeias de Markov e algumas pro-
priedades bésicas. Em seguida, definiremos formalmente o que queremos dizer com estar
"préoximo ao equilibrio". Para tanto, introduziremos duas nogoes tteis de distancia entre
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distribuigoes: a distancia de separagao s,(n) e a de variagao total d(n).
Existem trés técnicas disponiveis para obter limites superiores explicitos para s,(n)
e d(n), quando n é finito e grande:

e (1) Tempo estacionario forte
e (2) Acoplamento

e (3) Analise de Fourier

Essas técnicas serao apresentadas nos Capitulos 2, 3 e 5 respectivamente. Elas sao
fundamentais para a area e suas aplicacoes praticas tém sido amplamente discutidas na
literatura. Aqui, usaremos o exemplo do passeio aleatorio no hipercubo n-dimensional,
para ilustrar o funcionamento de cada uma dessas trés técnicas. Veja a Segao 2.2 para
uma descrig¢ao precisa desse exemplo.

O capitulo 2 apresenta a técnica de tempo estaciondrio forte. De maneira infor-
mal, esses s@o tempos de parada (portanto aleatorios) que tém a seguinte propriedade:
ao observarmos a cadeia parada em um tempo estacionario forte, a sua posicao sera des-
crita pela distribuicao estacionaria e é independente do proprio tempo transcorrido. A
observagao chave é que a distancia entre a distribuicao da cadeia em um dado tempo e a
distribuicao estacionaria pode ser cotada pela probabilidade do tempo estacionario forte
ainda nao ter chegado. Para o nosso exemplo (principal desse trabalho), o passeio alea-
tério no hipercubo N-dimensional vamos exibir a construcao de um tempo estacionario
forte.

O Capitulo 3 é totalmente dedicado a técnica do acomplamento. Depois de fornecer
alguns resultados basicos sobre o assunto mostraremos um analogo do que foi visto no
Capitulo 2, agora para a relacao entre o acoplamento e a distancia de varicao total.
Discutiremos o mesmo exemplo do passeio aleatorio no hipercubo n-dimensional fazendo
uma analogia com o exemplo da Urna de Enhefest, que pode ser vista em [10].

O capitulo 4 tratarda de propriedades simétricas das cadeias de Markov e suas
consequéncias. Veremos como d(n) e s,(n) sao afetados por essas condigoes de simetria e
como estao relacionados ao segundo maior autovalor da matriz de transicao da cadeia.

Por fim, no capitulo 5, descreveremos cotas obtidas através da Andlise de Fourier.
E, novamente trateremos o exemplo do passeio aleatorio no hipercubo N-dimensional para
entender essa técnica.



11

Capitulo 1

Cadeias de Markov e Convergéncia

Neste capitulo apresentaremos uma rapida introducao as Cadeias de Markov a fim
de proporcionar uma certa base de entendimento para o leitor. Aqueles familiarizados
com as defini¢oes e propriedades elementares de Cadeias e Markov podem preferir saltar
diretamente para o Capitulo 2. Nao temos a intencao de fornecer aqui uma introducao
completa e totalmente rigorosa. Para maiores detalhes encorajamos o leitor a consultar
as referéncias [10] e [11] onde o tema ¢é apresentado de maneira introdutoria e completa.

1.1 Primeiros Resultados

Consideraremos nesse trabalho cadeias de Markov em espacgos de estado finito. Para
isso comecamos fixando um conjunto finito 2 chamado espaco de estados. Denotemos
Q= {x1,22,..., 279}, onde |Q] é a cardinalidade de 2. Cada ponto z; € €2 serd chamado
de estado e representa uma possivel posicao que a cadeia de Markov pode ocupar em um
determinado instante de tempo.

Sera importante estudar qual é a probabilidade de que a cadeia ocupe uma dada
posicao em € em um determinado tempo. Isso motiva a definicao de distribuigoes de

probabilidade sobre €.

Definicao 1.1. Uma distribuicdo de probabilidade p em um conjunto finito €2 € uma
fungao p: Q — [0, 1] que pode ser representada como um vetor linha e que satisfaz:

(i) (k) > 0 para todo k € (2,
(i) > p(k) = 1.

ke

Seja (£2, ) um espago de probabilidade finito. Os subconjuntos de €2 sdo chamados
de eventos. A probabilidade de um evento B C 2 é dada por

w(B) = p(k).

zeB

Dados dois eventos, A, B C Q, com u(B) > 0, a probabilidade condicional de A
dado B é definida como
H(ANB)

1(A|B) = (B

(1.1)
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Dois eventos A, B C () sao independentes se

AN B) = u(A)u(B).

Definigao 1.2. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade finito, onde F € uma o-dlgebra
em Q. Uma func¢io X : Q — R € uma varidvel aleatoria se [X < z] ={w € Q; X(w) < x}
¢ um congunto mensurdvel, isto €, [X < z| € F para todo x € R.

Observacgao 1.3. Neste texto, geralmente a o-dlgebra considerada, serd aquela que con-
tém todos os subconjuntos de 2. Sendo assim, qualquer funcao X: Q1 — R se torna
mensurdvel.

Neste caso, uma variavel aleatoria pode ser entendida como uma descrigao numeérica
do resultado de um experimento probabilistico.

Um processo estocastico é uma sequéncia de variaveis aleatorias X, X1, Xo,.... A
seguir, estaremos interessados em um tipo particular de processos estocésticos.

Definigao 1.4. Uma sequécia de varidveis aleatorias (Xo, X1,...) € uma Cadeia de Mar-
kov finita com espaco de estados finito € se, para todot > 1 e x1,..., 111 €  vale:

P(Xt+1 = fl?t+1‘Xt =T4...,Xg= 1’0) = P(Xt+1 = $t+1‘Xt = xt). (1-2)

As probabilidades condicionais P(X;1 = 2411|X¢ = ;) s@o denominadas Probabi-
lidades de Transicao e representam, portanto, a probabilidade X;,; assumir o valor x;.
no instante ¢t 4+ 1 condicionado em X, ser igual a x; no instante t.

A Equagao (1.2) nos diz que, a chance de encontrar a cadeia de Markov no estado
j no instante t + 1 depende somente do estado em que essa cadeia se encontra no instante
t. Sendo assim, dado esse tltimo estado, tudo aquilo que ocorreu até o momento ¢
(estados Xo, X1, ...X;_1) € irrelevante para determinar a posi¢do no tempo t + 1. Em
outras palavras, condicionado no estado presente, o passado é independente do futuro.
Esta propriedade é conhecida como a Propriedade de Markov.

Existe uma relacao estreita entre cadeias de Markov e matrizes do tipo

P(1,1) P(1,2) ... P(1,n)
P(2,1) P(2,2) --- P(2,n
p_ | P PR2) e s
P(n’ 1) e e P(n7 n)
que satisfazem algumas condicoes.
Defini¢ao 1.5. Dizemos que uma matriz quadrada P = (z;,x;) como em (1.3) com
i,j € {1,...,|Q|} € estocdstica se cada linha é uma distribui¢ao de probabilidade em €.
Isto €, para cada i € {1,...,|Q} temos que P(x;,x;) > 0 para todo j € {1,...,|Q]} e que

Zje{1,...,|g|} P(zi, z;) = 1.

A matriz de transicao de uma cadeia de Markov P é definida por
P(Z‘Z,.TJ) = P(XtJrl = QZJ’Xt = .",Ci), (14)

sendo P(x;,z;) interpretado como a probabilidade de ir do estado z; para o estado z;.
E importante ressaltar que, a matriz de transicao ¢ uma matriz estocastica. Mais ainda,
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fixada uma distribuic¢ao inicial em (2 a matriz de transigao determina completamente a
(distribuigao da) cadeia de Markov. Em outras palavras, uma cadeia de Markov fica
inteiramente determinada uma vez que sao especificadas a distribuicao de Xy e a matriz
de transicao.

Antes de prosseguirmos, passemos a um exemplo simples de cadeia de Markov
finita.

Exemplo 1.6. Considere uma cadeia com trés estados, digamos Q2 = {1,2,3} definida
através do sequinte diagrama:

Wi

Figura 1.1: Cadeia de trés estados correspondentes a matriz P

Assim, a sua matriz de transi¢ao P € dada por

1/2 1/2 0
P=11/4 1/2 1/4 (1.5)
0 1/3 2/3
onde, por exemplo, P(2,3) = i, ou seja, a propabilidade de ir do estado 2 para o estado 3
€ de %, como indicado na Figura 1.1 através de uma seta partindo do estado 2 em diregao
estado 3.

Além da propriedade de Markov, apresentamos a Propriedade Forte de Markov que
difere da primeira por levar em conta a distribuicao do estado ocupado pela cadeia de
Markov ap6s um tempo aleatério. Esses sao os tempos de parada que definimos a seguir.
Seja { X, }n>0 um processo estocéstico com espago de estados finito 2. Uma variavel
aleatoria 7 : 2 — INU{oo} ¢ um tempo de parada se, para todo m > 0, o evento {7 = m}
¢ mensuravel com respeito a Xg, X1,..., X;.

Intuitivamente, pensamos em um tempo de parada como sendo aquele em que
vamos interromper a evolucao da cadeia. Mas para que esse tempo seja realmente um
tempo de parada, é necessario que a decisao de interroper a evolucao seja determinada
somente com o conhecimento acumulado até o momento da tomada de decisao. Em outras
palavras, para determinar se 7 = m basta analisar as varidveis aleatorias X, ..., X,,.

Podemos agora enunciar a Propriedade Forte de Markov (PFM) cuja demonstragao
pode ser encontrada em [11, Teorema 1.4.2, pag. 20].
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Proposigao 1.7 (Propriedade Forte de Markov). Seja { X, }n>0 uma cadeia de Markov
com matriz de transicao P e T um tempo de parada para essa matriz, entao temos que

P(XT+1:Klﬂ"‘7XT+K:kK|XT:$T,~--,X0:xO)
:P(XT+1 :k17“'7XT+K :kK|XT:‘/L‘T>

Uma maneira de interpretar a equagdo acima ¢ notando que, dado o evento {7 =
m, Xm = Ty} o futuro (X401, Xingo, .. .) é independente do passado (Xo, ..., X,,), ou de
maneira ainda mais informal, que a cadeia “comeca de novo” ap6s um tempo de parada.

Se uma cadeia de Markov tem distribui¢ao inicial u, isto é, se P(Xy = x) = p(x)
para todo x € 2, entao é possivel verificar, por inducao, que a distribuicao da posicao
apos n passos é dada por

P(X, =k) =Y p(x)P"(z,y) = (1P")(y),
JEQ
onde P" denota a n-ésima poténcia da matriz P.
Neste trabalho estamos interessados no comportamento assintotico da distribuicao

ut™ = P,

quando n — oo. Isto é, estamos interessados em determinar qual é o limite, caso esse
exista, para distribuicao da posicao ocupado pela cadeia apds n passos.

Definicao 1.8. Uma distribuiciao m em ) satisfazendo
T =P, (1.6)

€ chamada de distribuicao estaciondria da cadeia de Markov com matriz de transicao P.
Ou seja,
m(y) = Zw(y)P(x,y) para todo y € ). (1.7)

Note que, se uma cadeia de Markov possui uma distribui¢ao estacionaria m, to-
mando essa como a distribuicao inicial, implica que a distribuicao da cadeia permanece
constante, isto é, 7P" = 7 para todo n.

Vamos mostrar que sob algumas hipoteses, a cadeia tém uma distribuicao estaci-
onaria que é o limite ™ quando n — co.

Definicao 1.9. Uma cadeia de Markov com matriz de transicao P € dita irredutivel se
para quaisquer dois estados x,y € §2 existe um inteiro positivo t possivelmente dependendo
de x ey, tal que P'(x,y) > 0. Caso contrdrio, chamamos a cadeia de redutivel.

Assim, uma cadeia de Markov é irredutivel se é sempre possivel ir de um estado
para outro, apenas iterando a cadeia. Vamos considerar o exemplo a seguir para entender
melhor essa propriedade.

Exemplo 1.10. A cadeia de Markov no exemplo 1.6 € irredutivel. De fato, utilizando
(1.5) temos imediatamente:

3/8 1/2  1/8
PP=| 1/4 11/24 7/24
1/12 7/18 19/36

Pela Definigdo, 1.9 vemos que para o inteiro t = 2 jd temos que P?(x,y) > 0 para todo
x,y € Q.
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Defini¢ao 1.11. Seja o conjunto 7(x) := {t > 1; P'(x,x) > 0} o conjunto de tempos
em que € possivel encontrar a cadeia em sua posi¢ao inicial x. O periodo do estado x €
definido como o mdximo divisor comum (mdc) do conjunto 7(x).

O periodo, para uma cadeia irredutivel, € definido como o periodo comum a todos
os estados. A cadeia € chamada de aperiddica se todos os estados tem periodo 1. Caso
contrdrio, chamamos de periddica.

Exemplo 1.12. Considere uma cadeia com quatro estados, digamos QQ = Z4 = {0,1,2,3}
o conjunto dos restos modulo 4, definida através do sequinte diagrama:

Figura 1.2: Passeio aleatério em Z4 ¢é periddica, uma vez que cada passo vai de um estado
)
par para umm estado impar, ou vice-versa.

Consideramos um passeio aleatdrio nesse diagrama. A cada etapa, uma moeda é
lancada. Se a moeda cair cara, a caminhada dd um passo no sentido hordrio. Se a moeda
cair coroa, a caminhada se moverd um passo no sentido anti-hordrio. Seja X, a cadeia
de Markov associada e seja Xo = vy ou seja, no tempo t =0 o passeio estd no vértice vy .
Assim, para retornar a esse vértice, ele precisa andar um nimero par de vértices. Isto
significa que P*(vy,vy) > 0 apenas para t = 2,4,6,.... Consequentemente

mdc{t > 1: P'(z,z) > 0)} = mdc{2,4,6} = 2

portanto a cadeia € periodica. Jda um exemplo de cadeia aperiddica € o caso Zsy.

Figura 1.3: O passeio aleatério em Z; é uma cadeia aperiodica, uma vez que o mde{t >
1; P(z,z) >0} =1

De maneira informal, podemos dizer que a irredutibilidade nos garante que a cadeia
nao ira ficar restrita a apenas alguns estados, ou seja, é possivel alcancar qualquer estado a
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partir de um estado inicial. Ja aperiodicidade garante ser possivel atingir qualquer estado
depois de passado qualquer valor tempo suficientemente grande. Assim, por exemplo, nao
¢ necessario aguardar um tempo par para poder observar a cadeia em um determinado
estado.

Proposicao 1.13. Se P ¢é aperiddica e irredutivel, entao existe um inteiro r tal que
P"(z;,z;) > 0 para todo z;,x; € 2.

A demonstragao pode ser vista em [10, Proposi¢ao 1.7].

O proximo resultado nos garante que sob certas condigoes a existéncia e a unicidade
de distribuigbes estacionérias para uma cadeia de Markov. A sua demonstragao pode ser
encontrada em [10, Segdes 1.5.3 e 1.5.4].

Proposigao 1.14. Seja P uma matriz de transi¢ao de uma cadeia de Markov irredutivel.
Entao existe uma unica distribui¢ao estaciondria m em ) tal que m = 7P e w(x) > 0 para
todo x € )

Veremos que as condi¢oes de irredutibilidade e aperiodicidade sao suficientes para
a convergéncia de uma cadeia de Markov para uma distribuicao estacionéaria. No entanto,
para estudar tal convergéncia é necessario primeiro definir uma noc¢ao de distancia en-
tre distribui¢des. Para isso vamos estudar na proxima se¢ao umamaneira de "medir"a
distancia entre duas distribuigoes.

1.2 Convergéncia para o Equilibrio

Vamos comecgar estudando uma forma de “medir” a distancia entre duas distribuigoes
que é explicitamente probabilistica: a distancia entre as distribuigoes p e v é a diferenca
méaxima entre as probabilidades atribuidas a um mesmo evento.

Definicao 1.15. A distincia de variacao total entre duas distribuicoes de probabilidade
pevefdé
= v llrv=max | p(A) = v(A) [ . (1.8)

As vezes é conveniente usar uma forma equivalente para a distancia acima.
Proposicao 1.16. Sejam p e v distribuicoes em ). Entao
1
| w—=vllrv= 52 | () —v(z) |- (1.9)
z€eQ

Demonstrag¢ao. Definimos o conjunto B = {z;u(x) > v(x)} e seja A C Q um evento.
Entao pela identidade A = (AN B) U (AN B°) temos que

#(A) — v(A) = (AN B) + p(A N BY)] — (AN B) + oA B
=[uwANB)—v(ANB)] + [u(AN B°) — v(AN B°)]
<u(AnB)—-v(ANB),

onde U siginifica uniao disjunta e na tltima desigualdade usamos p(ANB¢)—v(ANB°) < 0,
pela definicao de B.
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De maneira similar, temos B = (AN B) U (A°N B). Assim, temos que

u(B) = v(B) = [s(AN B) + u(A° 0 B)] — (AN B) + v(A° (1 B)]
=[uwANB) —v(ANB)| + [W(A°N B) — v(A°N B)]
> u(ANB)—v(ANB),

onde, na ultima desigualdade, usamos p(A°N B) — v(A°N B) > 0.

Logo,
i(A) = V(A) < p(AN B) = v(AN B) < u(B) — v(B).

Similarmente, podemos ver que v(A) — u(A) < v(B¢) — u(B¢) = u(B) — v(B).
Assim temos que
—(u(B) = v(B)) < p(A) = v(A) < u(B) = v(B),
logo
| 1(A) = v(A) |< p(B) = v(B).
Entao
2 | p(A) = v(A) | < [u(B) = v(B) +v(B°) — u(B)]
= lulx) —v@)| + Y lu(@) —v(z)]

€D rEBC

= 3 [u(a) — (@),

e

Como A ¢é um evento arbitrario, a Equagao (1.9) nos da

| 1(A) = (A) lov= 5 3 | ) = vla) |

e

A prova da Proposi¢ao 1.16 também mostra que

lu—vlv= 3 [ul) - va)] (110
e
(@) >v (@)

Pode-se verificar facilmente, a partir da Equacao (1.9), que a distancia de variacao

total € uma métrica no conjunto de todas as distribui¢oes de probabilidade em €2.
Podemos definir agora algumas quantidades que quantificam o quao distante a
cadeia de Markov se encontra do equilibrio em um dado instante de tempo n. Primeira-

mente, seja m,(y) = P"(z,y) = P(X, =y) com x,y € Q podemos definir

d(n) =|| 7@ — 7 ||7v . (1.11)

n

Maximizando sobre a posi¢ao inicial obtemos

d*(n) = max || P"(z,-) — 7(-) |7y - (1.12)

zeN



18

Uma outra quantidade de interesse é

d(n) = max || P"(z,") = P"(y.") [lrv (113)

que envolve a distancia entre a distribuicao de duas cadeias de Markov com mesma matriz
de transicao comecando de estados diferentes.
Podemos mostrar a seguinte relacao entre as quantidades definidas acima:

Lema 1.17. Considere d*(t) e d(t) como definidas em (1.12) e (1.13), respectivamente,
entao 3
d*(t) < d(t) < 2d*(t).

Demonstracao. Para provar a primeira desigualdade usaremos a identidade

w(y) = > _w(y)P(y, A),
yeN
para qualquer conjunto A C 2. Esta igualdade segue diretamente da definicao de esta-
cionariedade se A for um conjunto com apenas um elemento {x}. Para obté-la para A
arbitrario, basta somar sobre os elementos em A.
Assim temos

I P, ) =7 llrv = max | P'(z, A) = (A) |

= max | Z ) [Pz, A) — P'(y, A)] |

ACQ

yed
<max Y 7(y)| P'(x, A) — P'(y,A) |
Aca o (1.14)
< Zﬂ' max | P'(xz, A) — P'(y, A) |
yeN
= > wy) | P(,) = Py ) v -
yeN

Uma vez que a média ponderada de um conjunto de ntimeros nunca ¢ maior do
que seu elemento maximo, o lado direito de (1.14) é limitado por max,cq || P'(x,.) —
P'(y,.) |l7v. Tomando o méximo sobre todo x em §2, temos

d*(t) = max || P'(x,.) = lrv< max || P'(x,.) = P'(y,) [rv=d(®). (1.15)

)

Para mostrar a segunda desigualdade, usaremos a desigualdade triangular para
| . [[7v, inserindo 7 como distribuic¢ao intermediaria.

d(t) = max || P'(z,.) = P'(y,.) lrv

RISV,

< . ) — Yy, ) —
max || P'(z,.) = |y +max | P(y,.) = v

= d"(t) + d"(t) = 2d*(1).
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O Lema 1.17 é importante, pois nos permite obter uma cota para d*(t) em termos
de d(t) mesmo sem saber qual ¢ a distribuicdo estacionaria.

Outra nocao de distancia que vamos introduzir é a distancia de separacao entre duas
distribuigdes de probabilidade. Suponha que p e v sejam distribuigoes de probabilidade
em 2 e que v(y) # 0 para todo y € €.

s(p,v) = max ( - %) (1.16)

Equivalentemente,

s(p,v) € o menor s > 0 t.q. up = (1 — s)v + sq para algum distribuicao gq. (1.17)

De fato, escrevendo a(u,v) = s(u, )™,

q(z) = a(p, v)p(x) + (1 — a(p,v))p(z)

define uma distribuigao de probabilidade sobre €2, uma vez que é uma combinagao convexa
de distribui¢oes de probabilidade. Seja agora ¢ uma distribui¢ao qualquer e s > 0 tal que
= (1—s)v+ sq. Entao para todo = €  temos que

M S—SMSS

(y)

—_
I
I

para todo x € ().

A nogao de separagao entre duas distribui¢des nos permite definir para uma cadeia
de Markov com matriz de transicao P a separac¢ao no tempo t. Para um valor de x € (2
fixo, definimos:

() = s(P'(2,"), () = max (1 - %) (1.18)
Maximizando sobre os valores de z € {2 :
s*(t) = max s.(t) = rgeaé(s(Pt(;c, N, m(-) = max <1 - P;(é/’)y)) (1.19)

Um resultado interessante é que a distancia de separa¢ao é uma cota superior para
a distancia de variagao total

0<[p—vlrv<s(pr) <L (1.20)
De fato,
ln=viw = 3 w)-u)= X v)(1-45)
yiv(y)>p(z) yiv(y)2u(y)
ax (1 — M =s(pu,v
: y:V(?J)ZZM(a:) my <1 V(y)> -

Em particular,
d*(t) < s.(t). (1.21)
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Observacao 1.18. Os valores de d(t) e s,(t) podem diferir bastante. Por exzemplo, seja
Q a distribuicao uniforme em QL —{l;} onde Q = {ly,1s,13,14,15,ls} representa os lados de
um dado. Seja w(l;) = U(l;) = ﬁ para todo i € {1,2,3,4,5,6}, isto é, m € a distribui¢ao
uniforme em 2. Entao d(1) = ZQ(li)Zw(li)(% -3 =43,

5 mas s;(1) = 1, pois o mdzximo é
atingido quando Q(l;) = 0.

Agora ja podemos enunciar o Teorema da Convergéncia que garante, sob as hipo-
teses de irredutibilidade e aperiodicidade, a convergéncia de todas as linhas P(z, ), com
x € Q, para a distribuigao estacionéria. Veja [10, Teorema 4.9] para uma demonstragao.

Teorema 1.19. Suponha que P seja irredutivel e aperiodica, com distribuicao estaciondria
7. Entao existe uma constante o € (0,1) e C' > 0 tal que

d*(t) = max | P(z,.) — 7 [|rv< Cal.
zEe

O significado desse teorema é claro: nao importando a distribuicao inicial, depois
de uma quantidade suficiente de passos, a probabilidade de estar em y se torna muito
proxima de 7(y).

Dizemos que uma distribuicao de probabilidade 7 satisfaz a equacao de balanco
detalhado para uma cadeia de Markov P se, Vz,y € € se

m(x)P(x,y) = m(y) Py, x). (1.22)

Proposicao 1.20. Se 7 satisfaz a equagao de balango detalhado (1.22) para uma cadeia
P, entao ela € estaciondria para essa cadeia.

Demonstra¢ao. Temos apenas que somar sobre todo y € €2 em ambos os lados da Equacao
(1.22) e usando a estacionaridade de P temos

> (@) Pla,y) =Y w(y)Py,x) =7(y). (1.23)

ye yeN

]

Essa propriedade geralmente é til para verificar se uma distribui¢ao de probabi-
lidade é estacionaria. Além disso, iterando a Equagao (1.22)

7(xo) P(zo, x1)m(z1) P21, 22) ... P(xy_1, ) = 7(xp) P(20, Tp1), - . ., P21, 20).

Isso significa que, a partir da medida estacionaria, a distribuigao das variaveis (Xo, ..., X)
e de (Xy, ..., Xp) € a mesma, ou seja,

PW<X0:ZL’0,X1:C(/’l,...Xn:.'L'n):PW(Xn:xn,...,Xlzdfl,XO:fL’o).

Definicao 1.21. Se uma cadeia (X;) satisfaz a Equacao (1.22) e tém distribuicao inicial
estaciondria, entao a distribuicao de (Xo, X1,...,X,) € a mesma que a distribuicio de
(X, Xo—1,...,X0). Porestarazio, uma cadeia que satisfaca (1.22) € chamada reversivel.

Uma propriedade interessante da distancia de separagao é
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Lema 1.22. A separagdo s*(n) € uma fung¢ao submultiplicativa, ou seja,
s'(m+n) < s*(m)s*(n); para todo m,n >1
Em particular, s*(n) € decrescente em n.
1

Demonstracao. Seja a(n) = G € escrevamos o vetor linha 7 na forma

7= [r()72) - (] Q).

Definamos IT como sendo a matriz | Q | x | Q | cujas || linhas sdo copias do vetor

W e e
Higyxja) = L
7(1) w(2) o w(Q))
e defina, para cada n a matriz
V"= a(n)P" + (1 — a(n))IL. (1.24)

Ou seja, V" é a matriz cujas entradas satisfazem

P(z,y) = (1= s"(n))m(y) + 5" (n)V" (2, y)-

Note que V" é estocastica.
E simples verificar que M1I = II para qualquer matriz estocastica M e que IIM = 11
para qualquer matriz M tal que 7 M = 7. Logo

v

a(n)IIP" + (1 — a(n))IL1I
am)II+ (1 — a(n)II =11

0 que mostra que
V" =m.

Agora temos que
P = [(1 — s*(m)IL + s*(m)V™][(1 — s*(n)I] + s*(n)V"]
® 1 —s"(m)s*(n)]Il + s*(m)s*(n)V"V",

onde em ® usamos o fato que I1V,, = V,,Il = II. Em outras palavras, temos que
P (z,y) = [1 = s™(m)s™(n)]7(y) + s"(m)s"™ (n) (V"V") (2, y).

Usando a Equagao (1.18) concluimos que s,(m + n) < s*(m)s*(n). Maximizando
sobre x € (), nos fornece o resultado desejado. O

O préximo resultado relaciona a separacao associada as cadeias cujas as matrizes
de transi¢cao nao sao muito diferentes.

Lema 1.23. Sejam P;, P» matrizes de transicao em 2, e sejam s e sy as respectivas
separagoes mdzimas definidas em (1.19). Suponha que
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(i) existe ¢ > 0 tal que Py(x,y) > cPi(x,y); para todo x,y € €);
(ii) PP, = PyP,.

Entao

w
N ¥
S
3
S~—
VAN

3
w
— %
—~
)
S~—

Y
o 3

~__
o
o
—~
[a—
|
o
S~—

7
\.@

para todo n > 1.

Demonstmgdo. Por (Z) podemos escrever que
PQ :CP1+(1—C)‘/, (125)

para alguma matriz de transi¢ao V.
Como consequéncia de (i7), temos que P,V = V P;. Com isso, utilizando o Bindémio
de Newton para expandir a poténcia da Equagao (1.25) temos

Pp=3 (Z) A1 =)t Pyt (1.26)

b=0

A comutatividade entre as matrizes P, e P5 implica que que essas matrizes tém a
mesma distribuicao estacionéria w. De fato, supondo que 7P, = 7, vale que

7TP2P1:7TP1P2:7TP2.

Logo 7 e mP, sdo ambos autovetores (a esquerda) de P; com autovalor um. Como o
autoespaco de P; associado ao autovalor 1 é unidimensional, 7P, deve ser um miltiplo de
7. Em outras palavras, 7 é um autovetor de P, assim como de P;. Consequentemente, a
matriz V' e suas poténcias também tém distruigao estacionéria 7.

Para uma matriz estocéstica () cuja distribuicao estacionéria seja m, vamos denotar

* — _ Q=)
$'(Q) = magemax (1= 565,

Note que, se V; e V5 sao duas matrizes estocédsticas com a mesma distribuicao
estacionéaria, entao

s (ViVa) < s7(VA),

em palavras, a multiplicagao diminui a distancia de separacao até a distribuicao estacio-
naria. Isso pode ser demonstrado com uma simples adaptagao da prova do Lemma 1.22.
Entao

s (PPV™P) < s*(PP) = s3(b). (1.27)
Note também que, se QQ1,Qo, ..., , sao matrizes estocasticas com a mesma, dis-
tribuicao estacionaria e q1,¢qo, ..., q, sao tais que ¢; > 0e ¢ + g2+ - - - ¢, = 1 entao
1_91@1(%9) + @Qa2(z,y) + -+ ¢uQn(2,y)
m(y)
Ql(x7y) QQ(xay) Qn(xay)
=qgl-—7-7)+tel-——-7)+ -+l - -
( m(y) ) + m(y) ) ( m(y) )
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Maximizando sobre x e y em {2 nos fornece

S (O (2, y) + Qa2 y) ++ -+ ¢:.Qn(,y)) < 15" (Q1) +q25"(Q2) +- - ¢n5™(Qn). (1.28)

Usando as Equagoes (1.27) e (1.28) em (1.26) iteradamente termina a demonstra-
¢ao. ]

O resultado acima ¢ interessante porque nos diz que, grosso modo, se n passos
bastam para fazer sy pequeno, entao % passos sao suficientes para tornar o s3 pequeno.



24

Capitulo 2

Cotas superiores para convergeéncia

Existem vérios argumentos disponiveis para estimar as taxas de convergéncia de
cadeias de Markov. Nesse capitulo vamos falar do método de Tempo Estacionéario Forte,
que foram introduzidos em |[3].

2.1 Tempo Estacionario Forte

Defini¢ao 2.1. Seja { X, }n>0 uma cadeia de Markov com distribui¢ao de probabilidade
estaciondria w. Um tempo estaciondrio forte T é um tempo de parada tal que

P(Xy=2,T=k)=P(T =k)r(x), (2.1)
para todo x € § e todo inteiro positivo k.
Lema 2.2. Sao equivalentes
(1) P(Xp = z|T = k) = m(x);
(it) P(Xy = x|T < k) =n(zx);
(iii) T é um tempo estaciondrio forte.
Ou seja, o item (iii) diz que Xp tém distribuicao 7 e € independente de T.

Demonstragao. Que os itens (i) e (iii) sdo equivalentes segue diretamente das definigoes
de tempo estacionario forte e da defini¢ao (1.1) de probabilidade condicional.
Mostremos entdo que os itens (i) e (i7) sdo equivalentes.
Primeiro suponha que (i) vale. Entéao

P(Xy =T < k) = P(X;(ZTJ;YI;)S k) _ P(T1§ 5 S P(Xp = 2,7 = ).

Assim, usando (i) temos que:

k k

Y P(Xp=u,T=j)=)Y P(Xy=2|T =j)P(T =j) =Y _ x(x)P(T = j).

J=0 J=0 J=0
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Logo temos que

P(Xe = 2lT <) = G S ()P(T =)
— L) Y PT = ) = (o)

Reciprocamente, suponhamos que (ii) vale. Entao

P(Xpy=a2,T =k)=P(Xp =2, T <k) — P(Xp =2, T < k — 1)
k) —7m(x)P(T <k-—1)
k)

onde na segunda igualdade usamos os itens (i) e (ii) descritos no Lema 2.2. Dividindo os
dois lados por P(T = k) temos o resultado.
0

Para compreender melhor a definicao de tempo estacionério forte vamos explorar
o seguinte exemplo:

Exemplo 2.3. (Embaralhamento “de cima ao acaso”). Vamos considerar uma pilha
contendo n cartas que serd embaralhada repetidamente removendo-se a carta do topo e
mserindo-a em uma posicao aleatoria escolhida uniformemente nas n possiveis posi¢oes.
Cada repeticao do embaralhamento € feita independentemente das demais. Vamos nos
atentar em sequir a posicao da carta que comeca na posi¢ao inferior na pilha original, va-
mos denomind-la de N. Vamos mostrar, por inducao, que em um tempo t existem k cartas
embaizo de N e cada uma das k! possiveis orientagoes estao igualmente distribuidas.

No tempo t = 0, nao ha cartas abaizo de N, sendo a chance de inserir a carta
actma de N maior do que a de inseri-la abaizo. A carta N continua na posi¢cao final até
o primeiro tempo em que uma carta € inserida abaizo dela, que leva cerca de n embara-
lhamentos. Seja essa carta chamada de k.

Como o procedimento continua, eventualemnte uma sequnda carta ko € inserida
abairo da carta final original (isso leva cerca de mais 5 embaralhas). Nota-se que, nesse
momento, as duas cartas abaizo de N tém a mesma probabilidade de serem encontradas
na ordem (ki, ka) ou (ko, k1). Similarmente, no primeiro tempo em que uma terceira carta
ks € inserida abaizo de N, cada uma das seis possiveis ordens das trés cartas ki, ko e ks
sao igualmente provdveis.

Suponhamos agora que no instante t existam k cartas sob N e cada uma das k!
ordenagoes possiveis € igualmente provdvel.

Para o instante t + 1 existem dois casos:

e (Caso 1: Uma carta € colocada sob N, entao como a carta foi inserida aleatoriamente
e no tempo t, as cartas embaizo desta eram equiprovdveis, todas as (k+1)! ordenagéoes
das k + 1 cartas sao agora igualmente provdveis.

e Caso 2: A carta € colocada acima de N entdo, a distribuicao das cartas sob N
permanece inalterada, ou seja, permanecem distribuidas uniformemente.
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Agora consideramos o primeiro tempo Ty, em que a carta N chega ao topo, ou
seja, ha n — 1 cartas abaizo dela. Por indugdo, vimos que todos os (n — 1)! arranjos das
cartas abaixo de N sao igualmente provdveis.

Se pararmos de embaralhar precisamente um embaralhamento apds este tempo,
entao a ordem das cartas neste momento é exatamente uniforme em todos os arranjos
possiveis. De fato, quando N € inserida aleatoriamente, todas n possiveis localizagoes
para a carta sao iqualmente distribuidas, e entdo, cada um dos n! arranjos da pilha sao
equipTovaveis.

Ademais, no tempo t = T, + 1 as cartas abaizo de N estao uniformemente dis-
tribuidas. Portanto, a ordem das cartas em T, € uniforme e Ty, € independente de

X

Ttop *

Logo, t = Tiop + 1 € um tempo estaciondrio forte.

Quando a carta inferior original (N ) estd na posi¢io j do fundo, o tempo de espera
para que uma nova carta seja inserida abairo dela é de cerca de % Assim, o tempo de
espera para que a carta N chegue ao topo e seja inserida € de aproximadamente

n o n n
n+—-+—-+4...+—>~nlogn.
2 3 n

Agora vamos enunciar um resultado muito importante que relaciona distancia de
separacao e o tempo estacionario forte.

Proposicao 2.4. (a) Se T € um tempo estaciondrio forte para {X,} entdo s;(n) <
P(T > n), para todo n > 0.

(b) Por outro lado, existe um tempo estaciondrio forte T tal que s,(n) = P(T > n).

Demonstragao. (a) Como T é tempo estacionario forte, temos que pelo Lema 2.2
P(X, =y|T <n)=m().
Assim,
P(X, = y) = P(X, = 9. T < n) = 7(y) P(T < n) = w(y)[1 = P(T > n)].

Usando que P(X,, = y) = m,(y), temos que

W) >1— P(T > n),

ou seja, em particular s,(n) < P(T > n).

(b) Fixando x € Q e seja

pr P(X, =
a, = min (z,y) = min —( y)

v 7(y) ooy Fosl)

Note que a,, é nao decrescente, pois s,(n) é descrescente. Seja K o menor inteiro tal que
arg > 0.
Definiremos 7' indutivamente e mostraremos que é um tempo estacionério forte.
O primeiro passo é
P(T < K) =0,
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agm(y)
P(Xg =vy)
Isso implica que P(T' = K, Xk = y) = ax7(y) como na Equagao (2.1).
Podemos mostrar por inducao que para n > K temos

P(T=K|Xk=y) =

P(T =n, Xn = y) = W(y)(an - an—l)' (22)

Para isso, seja

Ap — Qp—1

Tn (y)
m(y)

PT=nX,=y,T>n—-1)= (2.3)

— Qp—1

A quantidade no lado direito de (2.3) faz sentido pois estda em [0, 1] j4 que a, é nao
decrescente e a,, < %.
Supomos que (2.2) vale para todos os inteiros menores que n, assim

PX,=y,T=n)=PT=n|X,=y,T>n—-1).PX,=y,T>n—1)

= Tl (p(x,=y)— P(X, =y, T <n—1)). (2.4)
™ (y) —a
(y) n—1
Entao
PX,=y,T<n—-1)=mn(i)a, 1. (2.5)

Usando a Equagao (2.5) em (2.4) temos a (2.2) que implica que 7' é um tempos
estacionério forte.

Além disso, a (2.2) implica que P(T = n) = a,, — a,_;. Portanto,

consequentemente temos que P(T' < n) = a,. Logo

a,=P(T <n)=1—P(T >n)=1-s,(n) = s:(n) =P(T >n).

]

2.2 Passeio Aleatério no Hipercubo: Tempo Estaciona-
rio Forte

N
Consideramos aqui o hipercubo (Z / 2Z> como sendo o grafo com vértices {0, 1} e cujas

arestas ligam os pares de vértices que diferem em exatamente uma coordenada. Vamos
estudar o passeio aleatorio neste grafo.

Nesse tipo de passeio a partir de um dado vértice (xy, 23, ..., zx) escolhe-se uma
coordenada j € {1,2,..., N} uniformemente ao acaso e define-se o novo estado como
sendo (x1,%9,...,2j-1,1 — 2;,2j11,...,2n). Ou seja, se a coordenada escolhida vale 0
entao ela se tornara 1 e vice-versa.

Infelizmente, o passeio aleatério simples no hipercubo é peridédico, uma vez que
cada movimento inverte a paridade do ntimero de coordenadas que sao iguais a 1. Para
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evitar esse problema, estudaremos uma versao preguicosa do passeio aleatorio no hiper-

cubo. Nessa versao, em cada passo o passeio permanece em sua posi¢ao atual com proba-

bilidade positiva e se move segundo a regra anterior com a propabilidade complementar.

A escolha mais comum consiste em tomar a probabilidade de que o passeio nao se mova

igual % Abaixo consideraremos uma versao na qual a probabilidade de o passeio nao se
1

mover vale N A probabilidade de transi¢ao de entre os vértices z = (1,2, ...,Ty) €

y = (y1,y2,-..,yn) ¢ dada por

Pla.y) = {N— se X2, |, — s e {0,1; 2.6

0, caso contrario.

Vamos construir um tempo estacionario forte para esse processo. Para tanto sera
util construir esse processo de uma maneira particular. Definimos entao {6,},>1 uma
sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d. (idependentes e ideticamente distribuidas) no con-
junto {0,1,..., N}, isto é, para cada j € {0,1,..., N},

1

P(Q”:j):N—H'

Através dessa sequéncia podemos entao definir recursivamente o passeio aleatorio
X(n) = (X;(n);1 <i< N)

fazendo X(0) = 0 e, condicionado no valor de X(n — 1), definindo

X(n)=X(n—1)+ Y eplg,-r (mod2),

k=1

onde e, é o k-ésimo vetor canonico, isto é, o vetor cujas entradas sao nulas, exceto a
k-ésima entrada que vale 1.

Note que o passeio nao se move no tempo n se 6, = 0, o que acontece com
probabilidade 1/(/N + 1), como queriamos. Ao contrario, se #,, = k # 0 entdo a k-ésima
entrada tém o seu valor alternado. Segue dai que X(n) é uma cadeia de Markov com
transi¢ao dada por (2.6).

Vamos agora definir recursivamente uma segunda sequéncia

C(n) = (Ci(n);1 <i<N)

que também toma valores em {0, 1}". A construgao também sera feita de forma recursiva.
Definimos assim C(0) = (0, ...,0) e, para cadan > 1, o valor de C(n) sera dado em termos
de C(n — 1), 6, e outras sequéncias adicionais de variaveis aleatorias independentes. A
construcao, serd feita de forma que as entradas sejam crescentes, isto €, uma vez que
Ci(n) = 1 entdo teremos C;(n + m) = 1 para todo m > 0.

Antes de passarmos & construgao precisa do processo C(n), vamos somente men-
cionar intuitivamente que ele pode ser entendido como um processo de “verificagao de
coordenadas”. Uma coordenada i sera declarada verificada quando o valor de C; passar
de 0 para 1. Se 6, = i, tentamos verificar a coordenada 7 no tempo n, caso ela ainda
nao tenha sido verificada. Para isso uma moeda honesta ((,) independente do restante é
langada. Se o resultado for “cara” (¢, = 1), de fato declaramos a coordenada i verificada.
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Se o resultado for “coroa” escolhemos uma coordenada (,,) diferente de ¢ uniformemente
dentre as que ainda nao foram verificadas e a declaramos verificada.

De maneira precisa, a regra para a evolucao de C(n) serd dada pelo seguinte
algoritmo:

1. Enquanto 30 Cy(n — 1) < N — 2 repita:
(a) Se 6, = 0 entao C(n) = C(n — 1);
(b) Se 0, =j #0e Cj(n—1)=1entao C(n) = C(n — 1);

(¢) Seb, =j# 0eCj(n—1) = 0 entao defina (, variavel aleatoria com distribuicao
Bernoulli(1/2) e &, variavel aleatoria uniforme em {k: Cy(n — 1) = 0}, ambas
independentes de todo o resto e defina

C(n) = C(TL — 1) + ejﬂ(gnzl) + Zekﬂ(CnZO,EnZk)'
k#j

2. Enquanto Y5 C(n —1) = N — 1 fixe {j} = {k € {1,...,n}: Cx(n — 1) = 0} e
repita:
(a) Se 0, ¢ {0,7} entdao C(n) = C(n — 1);
(b) Se 6, € {0,7} entdo C(n) = C(n — 1) +¢;.

3. Uma vez que C(n) = (1,...,1), pare.

Note que o algoritmo acima necessariamente para, ja que, a cada iteracao n ha uma
probabilidade positiva e uniformemente longe de 0 de se acrescentar uma coordenada 1
ao vetor C(n). Definimos entao:

T = min{n;C(n) = (1,1,...,1)}.

Na interpretacao intuitiva do processo C(n) dada acima, pensamos em 7' como o primeiro
tempo no qual todas as coordenadas foram verificadas.

O fato central aqui é que T' é um tempo estacionério forte. Para demonstrar esse
fato, comegamos mostrando, que para cada n, se

B,={i€{0,1,...,N}: Ci(n) = 1}

entao cada suconjunto B C {1,2,..., N}, condicionado em B,, = B, o vetor {X;(n);i €
B} ¢é uniformemente distribuido em {0, 1}2. Isso pode ser feito por indugao em n.
Iniciamos com o caso n = 1. Vamos supor, por simplicidaade que #; # 0. Caso
contrario, aguarde o primeiro instante de tempo n, no qual f,,, = 1 e reinicie a contagem
do tempo a partir dai.
Entao temos que By = B onde B = {j} para algum j € {1,..., N} e temos que

X;(1) =13 =&

¢ simplesmente uma variavel aleatéria de Bernoulli, ou seja, uniformemente distribuida
no intervalo {0, 1}.

Agora, suponha o resultado valido para n. Separamos entao o argumento em dois
casos dependendo se B, coincide com B,, ou nao.
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1. Se B,41 =B, = B, ¢ |B| < N — 2, entdo temos as seguintes possibilidades:

(a) 9n+1 =0.
Neste caso, X(n+ 1) = X(n), logo a hipotese de indugao garante que {X;(n +
1): i € B} tem a distribui¢do uniforme em {0, 1}Z.

(b) 9n+1 =J€ B.
Neste caso, X(n+1) = X(n)+e; mod 2, ou seja, a j-ésima coordenada de X
alterna enquanto as demais coordenadas permanecem fixas. Como {X;(n): j €
B} possui a distribuigao uniforme em {0, 1} que é invariante pela operagao de
alternar uma coordenada em B, segue que X(n+1) também tem a distribuigao
uniforme em {0, 1}7.

2. Se B11 =B,U{j} =BU{j}com |[B| < N—-2eje{l,...,N}\B, entao a variavel
X;(n 4+ 1) é obtida alternando-se ou mantendo-se o valor de X;(n) a depender se
Cne1 = 1 ou (41 = 0, respectivamente. Mais precisamente, temos que

Xj(n + 1) = (1 - Xj(n>)1{Cn+1:1} + Xj(n)]l(Cn+1=0)

cuja distribuigdo é Bernoulli(1/2). Como as demais coordenadas nao variam, {X;(n+
1): j € B} éigual a {X;(n): j € B} que, pela a hipotese de indugao ¢ uniforme em
{0,1} e independente de X;(n+1). Logo {X;(n+1): j € BU{j}} ¢ uniformemente
distribuido em {0, 1}5Yi7},

3. Se B,y1 = B, = B, e |[B] = N — 1 entdo necessariamente 6,.; € B (porque,
caso contrario,a ultima coordenada faltante seria incorporada a B e entao teriamos
B,i1 # B, = B ). Segue dai que X(n + 1) = X(n), logo a hipotese de indugao
garante que {X;(n + 1): i € B} tem a distribuigao uniforme em {0, 1} 7.

4. Se B,y1 =B, U{j} =BU{j} com |B|=N—-1eje{l,...,N}\ B, entao temos
que 6,1 € {0,7}. A probabilidade condicional de que 6,1 tenha cada um desses
valores é 1/2. Segue daif que a distribui¢ao condicional de X;(n+1) é Bernoulli(1/2),
ja que ela é obtida alternando o valor de X;(n) se 6,41 = j e mantendo esse valor
inalterado se 6,11 = 0. Como as demais coordenadas nao variam, {X;(n+1): j € B}
é igual a {X;(n): j € B} que, pela a hipotese de indugao ¢ uniforme em {0, 1}?
e independente de X;(n + 1). Logo {X;(n+1): j € BU{j}} é uniformemente
distribuido em {0, 1}5Yi7},

Para concluir que T' é um tempo estacionario forte, basta notar que, no evento
{T =t} temos B; = {1,...,N}, logo X(T') é uniformemente distribuido em {1,..., N},
independentemente do valor de T.

Para estimar a distribuicao de T', podemos escrever:

T=Wy+Wy_q+-+ W,

onde W}, é o nimero minimo de etapas durante as quais haviam k coordenadas ainda nao
verificadas. Entao os W sao independentes com distribuigao geométrica e probabilidade
de sucesso igual a

m—1
PWy=m) = Niﬂ(l — 1\%1) para todo m > 1;

m—1
P(Wk:m):NLHO—NLH) para todom > 1e k > 2.
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Observacgao 2.5. Observa-se que a varidvel aleatoria T tém distribuicao muito simi-
lar & varidvel aleatoria do problema do colecionador (veja, por exemplo, [10, Segcio 2.2,
pdg. 22]). Chamaremos tal varidvel aleatéria de T.

De fato, podemos considerar o problema cldssico do colecionador com um dlbum
contendo N +1 figurinhas indexadas por {0,1,..., N}, mas que ji come¢a com a figurinha
0 presente. Entao a distribuicao do nimero minimo de etapas durante as quais haviam
k figurinhas faltantes € a mesma de Wy, acima para k = 2,...,N. A unica diferenca €
quando k =1, caso no qual temos que substituir a distribuicao acima por

- 1 1 \m-1
P(lem):N+1<1—N+1> para todo m > 1.

Assim, T domina estocasticamente T, significando que:
P(T>t) <P(T>t), (2.7)
para todo t > 0.

Vamos agora cotar o valor esperado e a variancia de 1. Pela lineariedade da
esperaca temos,

E(T) = E(WN) + E(WN—l) + -+ E(Wl)
_N+1+N+1+ +N+1
N N—1 2

N
N+1 N+1
TR h

N +1

N
- T LN+ z
5 +(+)§;k

S(N+D)+(N+1))

| =

*

< (N+1)+ (N +1)log(N)
= (N +1)(1 + log(N)),

~

onde na desigualdade marcada com (*), usamos o fato que log N — 1 < fo:Q 7 <log N.
Como as W}, sao independentes entao a variancia é linear. Assim, podemos calcular:

var®) = (552) (- 55 ) 2 [() (- )

WE

>
Il

2

N2 -1 N N

= N +1)? — —(N+1) —

TV (D2
M—1 N o
< (N +1) —
<— + ;&

< (N+1)%



32

Pela desigualdade de Chebyshev, para ¢ > 1, temos:

P(T > (N + 1)(log(N) + ¢)) < P< | T — (N + 1)(log(N) +1) | > (c— 1)(N + 1))
(N 4 1)
T (c= 12N +1)?
1
(c—1)*

Logo para um passeio aleatorio no hipercubo, obtemos da Proposigao 2.4(a) uma
cota superior para s,(n):

52 ((N + 1) (lo5(V) +)) < P(T = (N + {log(N) +0)) < 1 5

O resultado anterior pode ser melhorado ainda mais, comparando, para N grande,
P(T > (N +1)(log(N) +c¢) ee“.

Para isso, voltemos & comparagdo com o problema do colecionador. Por (2.7),
temos que

P(T > [(N +1)(log(N) + cﬂ) < P(T > [(N +1)(log(N) + cﬂ) (2.8)

Seja A; o evento que a i-ésima figurinha nao aparece durante as primeiras N (log(N )+
c) etapas. E

P(T > [(N +1)(10g(N) + o)1) = P( U 4;) < > PA).

Como cada etapa tem probabilidade 1 — N+rl de nao retirar a figurinha ¢ e as etapas sao
independentes temos:

N N
1 [(N+1)(log(N)+c)]
Py <Y (1o )
Py (- vy

= 1=0
1 [(V+1)(log(N)+<)]
=+ 11— 55)
—(N 4+ 1)(log(N) +¢) N+1 _
< (N+1 ( ) _ ¢
< (N Dexp N1 N ©

Com isso temos que 5
P(T > (N +1)(log(N) 4+ ¢)) < 2e°,

Entao, pela Equagao (2.8), a cota é bem proxima de
P(T > (N 4+ 1)(log(N) + ¢)] < 2™

E, portanto temos
s:((N 4+ 1)(log(N) +¢)) < 2e7°.
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Como pela relagao (1.20), a s, (1.19) é uma cota superior para d (1.11) entdo

d((N + 1)(log(N) +¢)) < 2e .

Portanto, como a distribuicao estacionéria do passeio no hipercubo ¢ a medida
uniforme sobre todos os vértices, como vimos nessa se¢ao, entao para estar suficientemente
perto dessa medida, proximo ao "equilibrio", o tempo necessario de evolucao da cadeia
¢ de cerca de (N + 1)log N etapas. Se esperarmos menos que este tempo, ainda seria
possivel reconhecer de qual posicao a cadeia se iniciou e a distribuicao uniforme nao sera
bem aproximada, enquanto aguardar um tempo maior mais nao ¢é util.
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Capitulo 3

Acoplamento

Acoplamento é uma técnica padrao, amplamente utilizada em diversos ramos da
probabilidade. Acoplar consiste em construir simultdneamente dois processos ou, mais
geralmente, duas medidas de probabilidade em um mesmo espago. De maneira informal,
busca-se encontrar a melhor forma de fazé-lo. Por exemplo, para estudar a velocidade de
convergéncia ao equilibrio de uma cadeia de Markov, construimos simultaneamente duas
trajetorias e estimamos o tempo que elas levam para se encontrar. Esse tempo depende
da lei conjunta dos dois caminhos percorridos, entao busca-se encontrar a construgao
conjunta de duas trajetorias que minimiza, em certo sentido, esse tempo. Para saber
mais sobre acoplamento e suas aplicagoes em probabilidade veja [15].

3.1 Acoplamento e Distancia de Variagao Total

Iniciamos essa se¢ao com a definicao precisa do que é um acoplamento.

Definicao 3.1. Um acoplamento de duas distribuicoes de probabilidade i e v é um par
de variaveis aleatorias X,Y definidas no mesmo espago de probabilidade, de modo que as
distribuicoes marginais de X e de 'Y sejam u e v, respectivamente, ou seja,

P(X =) = p(z) e PY =y)=wvly).
Em geral, existem varias maneiras de acoplar duas distribui¢oes de probabilidade.

Exemplo 3.2. Suponha que = v. Um acoplamento de p e v consiste em tomar X eY
como varidveis aleatorias independentes com distribuicao . Qutro possivel acoplamento
consiste em tomar X =Y.

Intuitivamente falando, os acoplamentos do exemplo anterior sao triviais e nao
devem ser bons o suficiente para o propoésito de estudar as distribuicao de probabilidade
evolvida.

Quaisquer duas distribui¢cdes tém um acoplamento independente. No entanto,
quando essas distribui¢oes nao sao idénticas, nao é possivel que as varidveis X e Y tenham
sempre o mesmo valor. Entao quao perto pode um acoplamento chegar de ter X e Y
idénticos?

Defini¢ao 3.3. Dizemos que um acoplamento (X,Y) de u e v é dtimo se

| 4 —v ||ry= max Px,y(X #Y)
z,yes
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onde P, , representa a probabilidade no espaco onde ambas as distribuicoes estao
definidas.

O proximo resultado, mostra que a distancia de variacao total fornece a resposta e
motiva a procura por um acoplemento ¢timo além de proporcionar um método para obter
cotas superiores para d(n).

Proposicao 3.4. Sejam p e v duas distribuicoes de probabilidade em §2. Entao
| p—vlrv=inf {P(X #Y):(X,Y) é um acomplamento de j1 e v}. (3.1)
Demonstragao. Seja (X,Y) um acoplamento de p e v. Para qualquer A C Q) temos:
wA) —v(A)=P(X € A)—P(Y € A)
=PXeAX=Y)+P(Xe€eAX#Y)
—PYeAX=Y)-PYeAX#Y)
=PXeAX#AY)—PYeeAX#Y)<PX#Y).
Trocando-se o papel de p e v vale que v(A) — u(A) < P(X #Y). Pontanto,
| 1(A) —v(A) |[S P(X #Y).
Maximizando sobre A obtemos
| p—v|lrv<inf {P(X #Y):(X,Y) ¢ um acomplamento de p e v}.

Para mostrar a diregao oposta, construiremos um acoplamento para o qual P(X #
Y') assume exatamente o valor da distancia de variagao total.

Seja p = > cqm(x) Av(x), onde pu(x) Av(z) = min{u(z),v(r)}. Lancamos uma
moeda com probabilidade de cara igual a p. Se a moeda der cara, entao escolhemos o
valor Z de acordo com a distribuicao de probabilidade

(@) A v(a)

g (3.2)

V() =

e definimos X =Y = Z. Se a moeda der coroa, entao escolhemos X de acordo com a
distribuicao

p(z) — v(z)
11(2) = =7 Lu)>v), (33)
p
e Y de acordo com (2) (z)
v(x) — pu(x
Y1(7) = = L@t (34)
p
Note que
(@) A v(x) (@) = ()
p p
ulx) Nvie v(r) — plx
P =) = p >p @) 11— p. 4 i_p( )ﬂ(uu)»(as)) = v(z)

Logo (X,Y) é um acoplamento de p e v.
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Note que, caso a moeda seja coroa, X # Y, pois 77 e 77 sao positivos em subcon-
juntos disjuntos de €. Assim X =Y se, e somente se, o lancamento da moeda for cara.
Usando a Equagao (1.10) concluimos que

PX#Y)=1-p=1-Y p@)Av(@)= > [uz)-v@)]=|p=-vm.
zeQ e
W) v(z)

]

Até agora definimos o que é um acoplamamento de variaveis aleatorias. Podemos
também acoplar cadeias de Markov inteiras para obter informacgoes sobre a convergéncia
para o equilibrio.

Definicao 3.5. Um acoplamento de duas cadeias de Markov com matriz de transicao P
e pontos iniciais T, €y, € uma sequéncia (X, Y7)52, tal que (X)2, e (Y1), sao cadeias
de Markov com matriz de traniscao P, com Xy = x,, Yo = y, quase certamente.

Se (Xt, Y3)52, € um acoplamento de Cadeias de Markov X; e Y; iniciando nos estados
T, € Yo, a notacao P, , representa a probabilidade no espaco onde ambas as cadeias estao
definidas.

Qualquer acoplamento (X3, Y;) de cadeias de Markov com a matriz de transi¢ao P
pode ser modificado para que as duas cadeias marginais evoluam juntas apds sua primeira
visita simultdnea a um dado estado. Assim, vamos supor a partir de agora que, para todo
acoplamento vale

se X;=Y, entao X; =X, Vt>s. (3.5)

Vamos definir 7.,,, como o primeiro tempo em que as cadeias X, e Y, se encontram, ou
seja,
Teoup = min{t; Xy = Vi }. (3.6)

A importancia de 7.y, reside na seguinte:

Teorema 3.6. Seja (X:,Y;) um acoplamento de cadeias de Markov com a matriz de
transicao P. Entao

| Pt(% ) — Pt(?Jv ) v < P%y(Tcouz) > 1).

Demonstragao. Seja Xo = x e Yy =y, observe que P'(x,z) = P, ,{X: = z} e P'(y,2) =
P, ,{Y; = z} o que implica que (X;,Y;) é um acoplamento de P*(X,-) com P'(y,-). Pela
Proposicao 3.4 temos que

|| Pt(x7 ) - Pt(y7 ) ||TV§ Pa:,y{Xt 7£ YT}
Como P, ,{X: # Y} = Py y{Teoup > t} temos que

|| Pt<x7 ) - Pt(% ) ||TV§ Px,y{Tcoup > t}
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Corolario 3.7. Suponha que para cada par de estados x,y € ) existe um acoplamento
(X4, Yi)iso tal que Xo = x e Yy =y. Entao

d (t) < max Ppo{Teoup >t} ;VE > 1, (3.7)
T,ye

onde Tepyp € definido em (3.6). Por outro lado, existe um acoplamento tal que a (3.7) vale
com iqualdade.

Demonstracao. Pela definicao de distribuicao estacionaria 1.6 e usando o Lema 1.17

| P(x,.) =7 |lrv = max | P'(z, A) — 7(A) |

= r;;;c | yEZQ )(P'(x, A) = P'(y, A)) |
< max > (y) | (P'(x, A) = P'(y, A)) |
< Zﬂy(y) I (P!, A) = P'(y, A)) [lrv
< i/;e%( I (P (z, A) = P'(y, A)) llrv -

Tomando o maximo também sob todos os valores de x, temos

d*(t) < max || (P'(x, A) — P'(y, A)) |lrv - (3.8)

,yeq)

Usando a Equagao (3.8) e o Teorema 3.6 temos

d (t) < max Py y{Teoup >t} ; para todo ¢t > 1.
?ye
A igualdade da Equagao (3.7) foi mostrada em |9, Teorema 4, pag 100] em uma
extensa demonstragao e em [12] de maneira mais simplificada.
[

A Proposicao 2.4 é intimamente analoga ao Corolario 3.7, a técnica de tempo
uniforme forte se ajusta com a distancia de separagao exatamente da mesma maneira que a
técnica de acoplamento se ajusta com a distancia de variacao total. A préxima proposicao
mostrara que o Tempo Estacionario Forte é um caso particular do Acoplamento.

Proposicao 3.8. Seja T um Tempo FEstaciondrio Forte para uma Cadeia de Markov
(Xn) com estado inicial ig. Entao existe um acoplamento com tempo de acomplamento
Teoup = 1.

Demonstracao. Sejam T e (X,,) como no enunciado. Vamos construir uma nova cadeia

(m)

(Y,,) da seguinte forma: para cada m, no evento {T' = m}, definimos Y, = X,, para todo

n > m. Condicionando em {T'" = m}, o processo futuro da cadeia {Yn(m) :n > m} tém
distribui¢@o estacionéria (pois 7' é um tempo estacionario forte). Portanto, essa cadeia
pode ser “extendida para tras”, ou seja, podemos definir {Yn(m) :0 <n < m} como sendo

a cadeia estacionaria. Definimos assim

Y, =Y"™ em {T =m},Vm.
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Entao (Y},) é a cadeia de Markov estacionaria e Y,, = X,, se n > T Isso nos fornece
o acomplamento procurado.
n

3 Ja conhecendo acoplamentos, podemos mostrar uma propriedade importantes de
d(t) definida na Equagao (1.13).

Lema 3.9. d(t) é submultiplicativa, ou seja, d(s +t) < d(s)d(t) para todo t,s > 0.

Demonstracao. Fixemos x e y e seja (X, Y) o acoplamento 6timo de P*(x,-) e de P*(y, -),
ou seja,
| P*(z,-) = P°(y,") [rv=P(X #Y).
Pela Proposigao 1.16, temos que

1

Y | P z) = Py, ) | (3.9)

IP* () = Py, ) llrv= 35

z

Como Pt = P5P! ou seja, o produto das matrizes e a distribuicao de X, ¢ dada
por P*(x,.) entdo

Pz, w) = ZPS x,2)P'(z,w) ZP 2)P'(z,w) = B(P'(X,,w)).

Analogamente, temos que Pt (y,w) = E(P'(Ys,w)), combinando-as e usando a
linearidade da esperanca

P$+t(x,w) B Ps+t(y,w) _ E(Pt(Xs7w) _ Pt(YS,w))

Substituindo na Equagao (3.9), temos

| PP, ) = PPy v = 5 3 | B(PH(Xa ) = PH(YVew))|

< B(3 30| (P w) — PV ) | )
wesd
= B( || (P(X,,w) — P'(Yaw)) [|7v )
= B( || (P'(Xow) = P'(Yo0)) llzv Lixpvs)
< E(d(t)1(x,4v,))
= d(t)P(X, #Y,) = d(t)d(s)

Maximizando sobre x e y completamos a prova.

3.2 Passeio Aleatoério no Hipercubo: Acomplamento

Vamos agora mostrar como usar acoplamento para obter cotas para a distancia de
variacao total para o passeio aleatorio no hipercubo N-dimensional. Comegamos com um
acoplamento bastante simples que envolve dois passeios comecando de posi¢oes diferentes
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no hipercubo. Depois apresentaremos uma contrug¢ao mais complicada que envolve urnas
de Ehrenfest.

Por conveniéncia, nessa secao vamos considerar uma versao do passeio aleatorio
preguigoso ligeiramente diferente da considerada em (2.6): a cada vez que o particula fica
onde estd com probabilidade % e se move para um vizinho aleatério mais proximo com

probabilidade ﬁ Isso d&4 a matriz de transi¢do entre dois estados x = (z1,...zy) €
y = (ylv"'ayN>:
3 X=Y;
Pxy) =1y 2olas—Ts =1 (3.10)
0, caso contrario.

Proposicao 3.10. Para o passeio aleatorio no hipercubo definido como em (3.10) wvale
que Yc >0
d(Nlog N +cN) <e "

Demonstragao. Iniciamos com uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes {6, },
uniformemente distribuidas em {1,..., N}. Definamos também uma segunda sequéncia
de variaveis aleatorias independentes (,, com distribuigao Bernoulli(1/2).

Tomemos dois pontos x e y no hipercubo. A partir desses pontos geramos dois
processos X = (X;) e Y = (Y;) no hipercubo da seguinte maneira: no tempo ¢, atuali-
zamos simultaneamente a coordenada #; no dois processos, substituindo ambos os valores
por G

Cada um dos processos X e Y tem a distribuicao de um passeio no hipercubo dado
como em (3.10). Além disso, note que uma vez que uma coordenada tenha sido atualizada,
os valores desta coordenada nos dois passeios seréa sempre a mesma. Assim um tempo de
acoplamento 7., sera dado pelo primeiro momento em que todas as coordenadas tenham
sido atualizadas. Esse tempo tem entao a mesma distribuicao da varidvel aleatoria do
problema do colecionador 7.

Consideramos A; o evento em que a i-ésima coordenada nao aparece durante as
primeiras N (log(N) + ¢) etapas. Temos que para todo 7 € {1,2,..., N}

< o~ Tloa(W)+a)]

1 ) [N (log(N)+c)]

P(A) = (1 -

Entao

N N
P(uup > [N(log(N) + ¢)]) = P( U Ai> <Y P(A;) < NeTlostM+o] — o-e,
=1 =1

Do Corolario 3.7 e da equagao acima temos que
d(N(log(N)+¢)) = P(Twup > [N(log(N) + cﬂ) <e ‘.
m

Veremos que a ordem da cota superior para a distancia de variagao total N log N
pode ser melhorada por um fator constante de % como serd mostrado mais adiante nessa
secao.
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Consideramos agora um exemplo, a urna de Ehrenfest, que a primeira vista parece
bem diferente do passeio aleatério no hipercubo, mas que nos ajudara a entender o seu
comportamento.

Exemplo 3.11. (Urna de Ehrenfest) Imagine que temos duas urnas, Urna I e Urna 11,
dentro das quais sao distribuidas N bolas. Em cada passo do processo escolhemos ao acaso
e uniformemente umas das N bolas e a transferimos da urna atual para a outra urna. Se
chamarmos U; o nimeros de bolas na Urna I no tempo t, entao U; € a cadeia de Markov

no espago de estados Q2 :={0,1,..., N} cuja matriz de transicao é
%, se k=7+1;
P(jk)y=¢4, sek=j—1; (3.11)
0, caso contrdrio.

Se deixarmos uma probabilidade de % para as bolas pararem em cada etapa (P(7,7) =
%), obteremos uma versao prequicosa da cadeia, ou seja,

%, se k=7+1;
QU k) =¢ 5%, sek=j—1 (3.12)

1

oL caso contrdrio.

A distribui¢ao estaciondria para ambas as cadeias (prequi¢osa () e nao prequi¢osa
P), € uma distribui¢io binomial de pardmetros N e % De fato, seja (k) = (]IX) (%)N,j €
Q e usando a (1.7).

Para a cadeia P temos

mP(y) =7(y—1)P(y—1 y)+7r(y+1 y)P(y+1,y)

- (y+1> (% ) <y]jl) (%)N[W}
I 619

: <%>N<Z>

= 7(y)

Jd para a cadeia () temos

TQ(y) =7y — 1)Q(y — 1,y) + 7(y)Qy,y) + 7(y + L,y) P(y + 1,y)
= %W(y - 1)P(y—1,y) + %W(y) + %W(y + 1L, y)P(y +1,y) (3.14)
=(y).

Logo a distribuicao invariante corresponde a colocar cada bola independentemente
na Urna I e Urna 11, com igual probabilidade. Entao podemos nos perguntar qual é o
elo entre essa cadeia, chamada de processo de urna Fhrenfest, e o passeio aleatorio no
hipercubo?
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Para um vértice do hipercubo, podemos definir seu peso de Hamming W (z) como
um vetor x := (x1,...,2x5) € {0, 1} que é o niimero de 1's que aparecem no vetor x:

W(z) = Z ;. (3.15)

Se Xy € o passeio aleatorio (nao prequicoso), entao podemos estudar sua proje¢ao
(em um sentido que € definido precisamente em [10, Se¢io 2.5.1, pag. 24]. Seja

W, = W(X,), (3.16)

o peso de Hamming da posicao do passeio no tempo t.

Quando Wy = j, o peso € incrementado por um valor unitdrio se uma das N — j
coordenadas 0 € selecionada, enquanto diminui uma unidade se uma das j coordenadas 1
for escolhida. Conclui-se que Wy € novamente uma cadeia de Markov e que suas probabili-
dades de transi¢ao também sao descritas por (3.11). Neste paralelo, a j-ésima coordenada
do passeio aleatorio X; pode ser pensada como a j-ésima bola do processo das urnas: se

0 j-ésimo bit € 1, entao a bola estd na Urna I, enquanto se o bit € 0 a bola esta na Urna
II.

O lema a seguir fornece outra conexao importante entre os dois modelos. Isso nos
permitira lidar com a urna de Ehrenfest em vez do passeio aleatério mais complicado
(preguigoso) no hipercubo, a fim de encontrar a cota superior para a distancia de variagao
total. Assim, W, é a versao preguicosa da cadeia da Ehrenfest. Escrevemos my, para a
distribuicao estacionaria de W;. Antes introduziremos uma definicao que sera essencial
para a prova desse Lema.

Definigao 3.12. Uma cadeia de Markov € transitiva se para cada par (x,y) € (€2 x Q)
ewiste uma bije¢ao ¢ = @y @ 0 = Q tal que

p(z)=y e P(z,y) = P(¢(x),¢(y)), para todo x,y € Q.

Lema 3.13. Seja X; o passeio aleatorio simples no hipercubo e seja Wy := Zjvzl Xi(j) o
peso de Hamming da cadeia para cada passo (correspondendo a cadeia da urna Ehrenfest).
Entao

| Pi(Xe € ) =7 [[rv=| Ph(Wi € -) = 7w lzv, (3.17)

onde Py diz que estamos iniciando o passeio aleatorio pelo vértice com todas as coorde-
nadas 1 e Py diz que estamos iniciando a cadeta das urnas com todas as bolas na Urna

L

Observacao 3.14. Uma consequéncia da propriedade de transitividade de uma cadeia
€ que, para calcular a distdncia de variacao total da cadeia a partir de sua distribuicao
estaciondria, podemos deizar a cadeia comecar em qualquer ponto de §).

Demonstragao. Defina Qy = {z € Q : W(z) = w}. Por simetria, ambas fungoes
r+— P {X;, =1z} ez — m(x) sdo fungdes constantes em Qy . Entao

Y. X =) —w@) =] Y P(Xi=2)—n(x)
Wx(g)gz’w Wx(i)Q:’w (3.18)

= [P(W, = w) — 7w (w)],
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onde usamos na primeira igualdade o fato de que todos os termos na primeira soma serem
iguais. Somando todos os possiveis w € {0, 1, ..., N} e dividindo por 2 obtemos a Equagao
(3.17). O

Proposicao 3.15. Para o passeio aleatorio preguicoso no hipercubo N-dimensional existe
uma constante ¢ > 0 tal que

1 c

Demonstracao. Como a cadeia é transitiva, pelo Lema 3.13, seré suficiente limitar o lado
direito da Equacao (3.17), para isso, vamos usar o método do acoplamento.

Vamos construir duas copias do modelo da urna de Ehrenfest preguicosa, W; e
Zy, partindo de diferentes pontos de Qy, Wy = w e Zy = z com z > w, sem perda de
generalidade. Em cada etapa, lancamos uma moeda justa para decidir qual das duas
coOpias executara um movimento de acordo com as probabilidades descritas na matriz
(3.11). Dessa forma, olhando separadamente para W; e Z;, veremos duas copias da versao
preguicosa da urna de Ehrenfest. Além disso, uma vez que as duas cadeias se encontrem,
podemos forg¢é-las a ficarem juntas para sempre.

Denotaremos agora a diferenca do ntimero de bolas na Urna I nas duas cadeias,
por

D, =7, — W, (3.20)

tal que que D; > 0 para todo t por construgao.
Seja 7 o primeiro tempo em que as duas copias se encontram

7:=min{t > 0: Z, = W;}. (3.21)

Suponha (Z;, W;) = (2, w;), enquanto 7 > t

1, com probabilidade (2)(1— ﬁ) + l) L
Dys— Dy = RO (3.22)
—1, com probabilidade { 5 %) + <§> 1— %)

Vemos entao que no evento {7 > t}

1 A 1w,
E. D1 — Di|Zy = 20, Wy = wy] = 1-<—(1 — —t) + ——t)—i-

’ 17 Nl . ]T}[/
Zt — Wt
- N
dy

Seja Zy = (Z1,...,Zy) e Wy = (Wh,...,W,;). A partir disso, o fato de 1(;5¢) de-
pender apenas da historia da cadeia até o tempo t e da Propriedade de Markov (Definigao
1.4), temos
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IL(7->t)sz,w[(l)tJrl - Dt)|zt7 Wt] = Ez,w[ﬂ(7'>t) (DtJrl - Dt)’Zta Wt] (324)
Combinando as Equagoes (3.23) e (3.24)
1
Be L) (Du) 2, Wil = (1= )1y De
Tomando a esperanca sobre todos os caminhos possiveis de Z e W
1
Ez,w[]-(‘r>t)Dt+l] = (1 - N) Ez,w[ﬂ-(7'>t)Dt]- (325)
Como 1(75¢11) < 175y temos que
1
Ez,w []l(r>t+1)Dt+l} < (1 - N)Ez,w[ﬂ(7>t)Dt]- (326)
Por indugao,
1\¢ ¢
Er[Lirsn Dy] < (1 - N) (z —w) < Ne™¥. (3.27)

Agora note que se 7 > t, o processo (D;) tém pelo menos a mesma probabilidade
de se mover para baixo do que para cima. Assim, até o tempo 7, o processo (D;) pode
ser acoplado a um passeio aleatorio simples (S;). Podemos supor Sy = z — w e forgar S;
a dominar D; no sentido de que sempre que .S; d4 um passo para a esquerda, obrigamos
Dy a fazer o mesmo; dessa forma para todo t < 7,50 = Dy e S; > D;.

Seja 7 := min{t > 0 : S, = 0}. Entao, pelo que dissemos, 7 < 7 e pelo [10,
Teorema 2.26 e Corolario 2.28, pag. 35 e 36], existe ¢ > 0 tal que para z —w > 0

Pooy(r>u) < Poy(F > u) < % (3.28)
Portanto,
cDy
P.w(T > s+ ulDy,Dy...,Ds) = L5 Pp, (T > u) < Il(T>S)ﬁ. (3.29)
Tomando a esperanca e aplicando (3.27)
N —s/N
Pow(r > s+u) = % (3.30)
Escolhendo s = %N log N e u = aN obtemos
Prou(r > SNlog(N) + aN) < - (3.31)
’ 2 ~ Ja
Pelo Corolario 3.7 temos
1 c
d(=NlogN +aN) < —.
(2 og N + aN) < 7
O

Assim, um pouco mais de %N log N passos sao suficientes para que o passeio alea-
torio de Ehrenfest atinja o equilibrio. Portanto, como a distribuicao estacionaria da cadeia
é a medida uniforme sobre todos os vértices do hipercubo entao para estar suficientemente
perto dessa medida temos que evoluir a cadeia por cerca de %N log N etapas.



Capitulo 4

Propriedades Simétricas

Supomos até agora que as matrizes de transi¢do P(z,y), com z,y € €, s@o ir-
redutiveis e aperiddicas. Além disso, varios exemplos, como o passeio no hipercubo ou
no n-ciclo, compartilham propriedades de simetria importantes. Nessa secao provaremos
resultados teoricos que valem sob as hipoteses de simetria. Este capitulo segue [8] e [10].

4.1 Definicoes e Consequéncias Elementares

Um primeiro resultado importante e muito 1til esta relacionado a simetria da
matriz de transicgao.

Proposigao 4.1. Se P ¢ uma matriz de transi¢ao simétrica, ou seja, P(x,y) = P(y,x)
entao a distribuicao uniforme € a estaciondria para P.

Demonstragio. Seja | Q |=n e w(y) = + para todo y € 2, entdo

> wy)Py,x) = %Z P(z,y) = % = m(z).

Y

Definicao 4.2. P ¢ duplamente estocdstica (DE) se ), P(x,y) =1 para todo y € .

Esta é precisamente a condi¢ao sob a qual a distribuigao estacionaria 7 é a distri-
buigao uniforme U(i) = ﬁVi € (). Mais que isso, vamos mostrar que sao equivalentes.
Proposicao 4.3. P ¢ duplamente estocdstica se, e somente se, a distribuicao uniforme é
a estaciondria para P.

Demonstra¢ao. Suponha que Q2] = n e denote (i) = 1/n para todo i € Q. Entdo 7 é a
distribuigao uniforme em €. Denote 1 = (1,1,...,1). Entao:

PéDE & 1P=1 & l1P:l1<:> TP = .
n n

O

Defini¢ao 4.4. P ¢é semi-simélrica se existe uma bijecio & : Q — Q tal que P(z,y) =
P((y), £(x)) para todo z,y € Q.



45

Podemos ver facilmente que uma matriz semi-simétrica ¢ também DE. De fato,
supomos que P é semi-simétrica, entao existe uma bijecao tal que ¥ : Q — Q tal que

P(z,y) = P(¢(y),¥(z)) Yz, y € Q entdo

12 12 12

S Py =3 Py) b@) LS P k) 21,

onde em (1) usamos que a soma percorre todos os i’s, pois ¥ é a bijegao e (2)
usamos o fato da matriz ser estocastica.

Definimos o que seria uma cadeia transitiva em 3.12. Informalmete, significa que
a cadeia “parece a mesma’ de qualquer ponto no espaco de estados, ou seja, todos os
estados iniciais sao equivalentes. Dessa forma d*(n) e s,(n) nao dependem dos estados
iniciais, entdo d(n) = d*(n) e sy(n) = s*(n).

4.2 Consequéncias das Condicoes Simétricas

Nesta secao vamos mostrar algumas consequéncias elementares das condigoes simétricas.
Iniciamos fornecendo a primeira propriedade elementar do espectro de P.

Proposigao 4.5. Seja uma matriz de transicao P de uma Cadeia de Markov finita. Entao
1 é um autovalor de P. Além disso, se A € outro autovalor de P entao | A |< 1.

Demonstra¢ao. Vamos computar o produto da matriz P pelo vetor 1 = (1,1,...,1)
ayi; air2 ... Qin 1 aii -+ Q12 + ...+ A1n 1
Q21 Q22 -+ Gap 1 | G2a +ago+ ... +az, _1 1
pi "+ Qpn 1 Api + Apa+ ...+ Gpp 1

Aqui a segunda igualdade segue da Definigdo de matriz estocastica (1.5). Além
disso, este calculo mostra que 1 é um autovalor de P e o vetor 1 = (1,1,...,1) é o seu
autovetor associado.

Supomos agora que Pv = Av com v # 0. Escolhemos z € 2 tal que |v(z)| > |v(y)|
Yy € Q (£ finito). Entao

o(z)] = 1Y Pla,y)oly) < Y Ple,y)luy)l = [u(@)] Y Ple,y) = |o(@)],

yGQ yEQ yEQ
e portanto | A |< 1. O

Uma matriz P simétrica e reversivel (Defini¢ao 1.21), além da suposigao de ja ser
irredutivel e aperioédica, tém todos seus autovalores reais e satisfaz uma ordem decrescente
para seus autovalores:

Podemos limitar a variacao total d*(n) em termo dos autovalores da matriz.
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Proposicao 4.6. Se P ¢é simétrica entao

Demonstracao. Pela teoria dos espectros das matrizes de transicao temos

1
P (z,z) = Zax)\z, onde Zaik =1 e az1=——
k . | €]
veja [10, Lema 12.11, pag. 160| e |6, Capitulo 9, pag 71]|.
(veja | , Cap pag
Logo
P"(z,2))* = P*(z,2) = Ug kA
( ( ) )) ) x,k N\
k
Como a, 1 = \ﬁl| e A1 = 1 podemos escrever que
P2n(l’ ZL‘):Z(I /\271_}_#/\271:2& /\271_,_#
) kN |Q|1 z,k N\ |Q|
k>2 k>2
Assim
n 1 n
P (x,x) ] = Zaz kAL
k>2
3 2\ 2
< (Xa) (X) (12)
k>2 k>2
n 2
(ol
k>2

onde na primeira desigualdade usamos Cauchy-Schwarz e na tltima ), -, aik < 1.
Agora, novamente por Cauchy-Schwarz

{zy: | P"(2,y) — ﬁ | }2 < %:{P"(x,y) - ﬁ}Q
-l ;{P%,y)—ﬁf

101 T {(P @) 2P ) gy + 1)

|
=) (PM(zy)’ -2+1 (4.3)

= QY (P"(z,y)* 1

21| Py -1

<o { X}

k>2
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onde em ® usamos o fato de P ser simétrica e a itima desigualdade usamos a Equagao
(4.2).

Como P é simétrica sua distribui¢ao estacionaria é uniforme, pela Proposicao 4.1.
Entao considerando a defini¢ao de d*(n) em (1.12), temos

d*(n) = max || P*(z,-) = 7() [lrv = %Z | P (z,y) = 7(y) |

T
ye

1 1
==Y | P -,

yeN
Assim usando (4.3) e a Proposic¢ao 1.16 temos:
* 1 n 1 1 1 4n\
) =3 51 P )~ g 1< 5 19 (DA
ye k>2

Observagao 4.7. Observe que a sequéncia de desigualdades em (4.3) implica que

P (z,z) >

3~

para qualquer cadeia de Markov de estado finito com wma matriz de probabilidade de
transicao simétrica.

4.3 Passeios Aleatérios em Grupos

No capitulo 2 consideramos o exemplo 2.3 do embaralhamento de n cartas: pegue a
carta do topo e insira-a uniformemente ao acaso no baralho, esse processo produzird uma
mistura no baralho. Esses movimentos sao melhores tratados como um passeio aleatorio
no grupo S, de n! possiveis permutagoes das cartas, que provaremos, na Proposicao 4.9,
ter distribuigao estacionaria uniforme. Uma distribui¢ao de probabilidade p no grupo
simétrico descreve um mecanismo para embaralhar cartas: aplique a permutacao o € S,
ao baralho com probabilidade p(c). Embaralhar repetidamente o baralho usando esse
mecanismo ¢ equivalente a executar o passeio aleatério no grupo com distribuicao de
incremento .

Dada uma distribui¢ao de probabilidade () em um grupo finito G, definimos o
passeio aleatoério em G com distribuigao de incremento @ da seguinte forma: é uma cadeia
de Markov com espago de estado G e que se move multiplicando o estado atual & esquerda
por um elemento aleatério de G selecionado de acordo com (). Equivalentemente, a matriz
de transicao P desta cadeia tém entradas

P(g,hg) = Q(h); Vg,h€G. (4.4)

Outra maneira de interpretar o passeio aleatério em um grupo G é a seguinte: dado
algum esquema para escolher aleatoriamente um elemento de G, seja Q(g) a probabilidade
de g ser escolhido. Entao ((g) é uma distribuigdo de probabilidade onde Q(g) > 0 e
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deGQ(g) = 1 como na Defini¢ao 1.1. Escolhas sucessivas feitas independentemente
através do mesmo esquema geram o produto

Xy = identidade = id
X1=&

Xy = &X1 =64

X3 = X9 = 883

Xn = ann—l = gngn—l B 51,
onde (&) s@o independentes com distribuicao ). Entdo X, é a Cadeia de Markov em
2 =G com
P(g1,92) = Qg297") V91,92 € G, (4.5)

onde as Equagoes (4.4) e (4.5) sdo equivalentes.

Podemos interpretar Xj; como sendo a posi¢ao no tempo k£ de uma particula que
se move aleatoriamente sobre os vértices de G. Vamos mostrar que a distribuicao de X}
pode ser expressa em termos do que é conhecido como a convolugao da distribuicao Q.

Por exemplo, para calcular a distribui¢ao de X, olhamos para P(X,; = g) com
g € G. Comegamos com Xy = id. Vamos entao calcular P(X; = h) para algum h € G:

P(X; = h) = P(X; = h| X, = id)
= P(id, hid) = P(id, h) = Q(h).

Podemos agora calcular a distribuicao de X,

P(Xy=h) = P(X; = h|Xy=id)P(Xs = g|X; = h)
heG

= ZQ(h)P(XQ =g|X1=h)

heG

=> Q(h)P(h

heG

= > Q)P[(gh™") g, 4]

heG

= Q(h)Pl(gh™")hg~"g, (gh™")g]

heG

= Q(h)P[(g. (gh™")g]

heG

=Y Q(MQ(gh™

heG

ou seja, P(X = g) = Xy QR)Q(gh™) = Q  Q(g), onde Q(h)Q(gh™) é a chance do
elemento h ser escolhido antes e gh™! ser escolhido depois. Similarmente P(X}, = g) = Q**
onde Q" & a convolucgao repetida

Q" =QxQ"' =) QM (gh™). (4.6)

heG
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Para o caso do passeio aleatério em grupo finito, as suposicoes de irredutibilidade
e aperiodicidade correspondem a suposicao de () nao ser suportada em nenhuma classe
de qualquer subgrupo proprio de G. Entao sob esta restrigao, um resultado fundamental
é que a convolucgoes repetidas convergem para a distribui¢ao uniforme:

Q™ — Ul(g) = ., quando k +— oo. (4.7)

1
|G|

Essse resultado mostra que eventualmente a distancia de variagao tende a zero
exponencialmente rapido, uma prova curta pode ser vista em |8, Teorema 3, pag 73| ou
[2, Teorema 3, pag 340].

Para o caso do exemplo 2.3, como citamos no inicio dessa segao, as possiveis tran-
sicoes nas permutacoes do baralho sao um passeio aleatoério no grupo S, irredutivel e
aperiodico.

Como a partir de qualquer ordenacao do baralho, qualquer outra ordenagao pode
eventualmente ser alcancada garantimos a irredutibilidade. De uma maneira mais formal,
conforme discutido na [10, Proposic¢ao 2.13, pag 28|, desde que o suporte de p gere todo o
S,, a cadeia resultante é irredutivel. Ja a periodicidade ocorre em passeios aleatérios em
grupos quando todo o suporte da distribuicao de incremento cai em uma tnica coclasse de
algum subgrupo. No entanto, quando a distribui¢ao  em um grupo G satisfaz p(id) > 0,
entao o passeio aleatério com distribuicao de incremento p é aperiédico. De fato, seja
g € G, como pu(id) = P(g,idg) = P(g,g9) > 0, temos 1 € {t : P'(g,g) > 0} e assim
mdc{t : P'(g,9) >0} = 1.

Lembramos aqui o conceito de coclasse.

Definigao 4.8. Se H C G sao grupos (com a mesma opera¢ao) dizemos que H € subgrupo
de G. Dado um subgrupo H de G, e a € G, definimos a coclasse esquerda (equivalente
para direita) por

aH = {ah,h € H}.

Claramente, qualquer passeio aleatéorio em um grupo é transitivo, pensando G
agindo sobre si mesmo e definindo ¢, ,(g) = gz~ 'y. O passeio ¢ também semi-simétrico
(Definigao 4.4) sob g+ g~ !

Proposicao 4.9. Seja P a matriz de transi¢cao de um passeio aleatorio em um grupo
finito G e seja U a distribuicao de probabilidade uniforme em G. Entao U € a distribui¢cao
estaciondria para P.

Demonstracao. Seja @) a distribuicao de incremento para o passeio aleatorio. Para qual-
quer g € G

> Q(h)P(h, g) HHZPkgg‘mip = |Um
heG keG keG
Para primeira igualdade, usamos k = gh~". ]

Sejam P e () sejam probabilidades em um grupo finito G. Assim ), ., P(k) =1
e P(k) > 0. Pela convolugao P x ) queremos dizer a probabilidade

PxQ(k) =Y Pkt ")Q(

teG
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ou seja, "primeiro escolha t de (), entao, independentemente, escolha k de P e forme o
produto kt". A ordem das duas fungdes na convolugao é essencial, pois em geral P * () #
@ = P. De fato, o produto da convolugao é comutativo se, e somente se, o grupo G for
abeliano.

Seja s, € GG entao ds * 0, = d, € 0, x 0y = 0,5 tal que

di(g) = {(1) z;z (4.8)

Como s,r sao elementos arbitrarios de G temos que comutatividade do grupo é
uma condicao necessaria para a comutatividade da convolucao. O outro lado, é facil
verificar.

A distribuigao uniforme em G é U(k) = ﬁ para todo k € G e | G | denota a
cardinalidade de GG. Observe que U = U = U, mas isso nao caracteriza U - a distribuicao
uniforme em qualquer subgrupo satisfaz isso também. No entanto, U x P = U para
qualquer distribuicao P e isso caracteriza a distribuic¢ao uniforme U.

Definicao 4.10. ) é uma distribuicao de probabilidade simétrica, em um grupo G, se

Q(g9) = Q(g™1) para todo g € G.

O exemplo 2.3 nao envolve distribuicoes simétricas. J& o passeio aleatério nos
inteiros Z, mod n, com n impar (similar a figura 1.12), tém distribui¢do dada por

Proposigao 4.11. O passeio aleatorio em um grupo finito G, com distribuicdo de incre-
mento () € reversivel se () € simétrica.

Demonstracao. Seja U a distribuicao de probabilidade uniforme em G. Para qualquer g,
h € G temos que

_ Qg™
U(g)P(g,h) = el (4.9)
U(h)P(h,g) = QTgThT), (4.10)
onde (4.9) e (4.10) sdo iguais se Q(hg™t) = Q((hg™')™1). O

Definiremos agora, algumas condigoes de simetria.

Definicao 4.12. Seja s,t € G. Dizemos que s e t sao conjugados se existe g € G tal que
~1
gsg - =1.

Isso define uma relacao de equivaléncia em G, suas classes de equivaléncia sao
simplesmente chamadas de classes de conjugagao, uma nog¢ao que é muito importante na
teoria dos grupos.

A seguir, introduziremos uma série de conceitos que serao tteis para o estudo de
probabilidades em grupos finitos que sao “bem comportadas” com respeito as classes de
conjugacao.
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Definicao 4.13. Uma distribuicao de probabilidade Q) é constante na classe de conjuga¢ao
se

Q9) = Q(hgh™); Vg,h e G.
Um exemplo é o passeio gerado por transposicoes aleatorias:

Exemplo 4.14. (Transposi¢oes Aleatorias) Imagine n cartas sequidas em uma mesa. As
cartas comecam em ordem, a carta 1 a esquerda, a carta 2 ao lado,..., e a carta n
a direita. Os pares de cartas sao transpostos aleatoriamente da sequinte forma: a mao
esquerda toca uma carta aleatoria e a mao direita toca uma carta aleatoria (entao esquerda
= direita com probabilidade %, pois € possivel que as duas cartas sejam as mesmas). As
duas cartas tocadas sao trocadas. Um modelo matemdtico para este processo € a sequinte
distribui¢ao de probabilidade no grupo simétrico (S, ):

Q(id) =
Q((i,)) =

Q(m) =0 caso contrario

1

n
2

n?

para (i,7) uma transposi¢ao e m um elemento de S, — {id, (i,7)}.

A transposicao repetida k vezes equivale a convoluir repetidamente (Q consigo mesmo,
ou seja, Q. E sabido que %nlogn embaralhadas sao necessdarias para para fazer o baralho
estar bem misturado (proximo ao aleatorio). Pra ver isso, veja [8, Se¢iao 3D, pig 36].

Definicao 4.15. Seja K um subgrupo de G. Q) é uma distribui¢cao K-biinvariante se

Q(9) = Q(kygks); Vg € G ki, ky € K.

Defini¢ao 4.16. O par (G,K) é um par de Gelfand se a convolugao de distribui¢ées
K -biinvariante € comutativa.

Exemplo 4.17. (S,,S,_1) € um par de Gelfand. S, age em {1,2,...,n} e S, =~
stab({1}), onde stab({1}) = {g € G; k.1 = 1}. Veja [7, exemplo 4.3.2, pig 123].
Seja Z = % o espaco quociente. Entao consideramos o espago

L(Z)=Q: Z s C. (4.11)

Dada @) uma distribuigao K-biinvariante em um par de Gelfand (G, K), o passeio
aleatorio associado é a Cadeia de Markov em Z com matriz de transi¢ao:

P(g1 K, 2 K) = Q(g; ' 92K). (4.12)

Diaconis [8] usou pares de Gelfand para determinar a taxa de convergéncia para
a distribuicao estacionaria de cadeias finitas de Markov. Mais precisamente, dada uma
cadeia de Markov que é invariante sob a acao de um grupo G, seu operador de transigao
pode ser expresso como um operador de convolucao cujo nucleo pode ser escrito, pelo
menos em teoria, como uma “série de Fourier” onde as exponenciais cléssicas exp(inx) sdo
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substituidos pelas representacoes irredutveis do grupo G. Mais detalhes também podem
ser vistos em [7].

O proximo resultado usara a condicao de transitividade para mostrar uma espécie
de reciproca da Equagao (1.21). Para isso, lembramos que , é a distribuigao de X,
resultante de algum estagio inicial x e s.(n) e d*(n) sao as distancias de separagao e
variagao entre 7, e a distribuigdo uniforme U (pois estamos em um grupo), o que por
transitividade ndo depende de z. Assim sob condigoes de simetria d*(n) e s,(n) nao
dependem da posi¢ao inicial, entao d(n) = d*(n) e s,(n) = s*(n).

Para 0 < e < }l definimos

d(e) =1 — (1 —2e2)(1 — e2)2. (4.13)

Observe que ¢(¢) diminui a medida que e diminui e ¢(¢) ~ 4€'/2 quando eoc0.
Grosso modo, se a distancia de variagao torna-se pequena apos k etapas, a sepa-
racao torna-se pequena ap6és no méaximo 2k etapas.

Proposigao 4.18. Se P ¢ transitiva e semi-simétrica em um conjunto G, (em particular,
para qualquer passeio aleatdorio em um grupo G),

A(2H) < 5,(2k) < BQA(E), k> 1,
desde que d(k) < L.

(o]

Para provar essa proposi¢ao precisamos do proximo Lema.

Lema 4 19. Seja (q1, .. .,q7) uma distribuicao de probabz'lidade e suponha Silag—1% 7 |
<e< —, onde I € o conjunto dos indices i tais que | q; — \ > 2. Entao para qualquer
permutagao ™ € Sy (grupo simétrico),

(1—9¢(e))
Zi:QiQW(i) > g

Demonstracao. Fixe % >« > 2. Entao

=70 = J

el

Usando a hipdtese temos que | [ [< é

Agora consideramos a soma ), ¢i¢x(;)- Para no minimo J — 22 termos, ambos i e
o

7 (i) estao fora de I e entdo ambos ¢; € ¢r(;) sao maiores que + — %,

S (1-2)(5-5) = (- L) (o
(-G
ST |

1
Tomando o« = €72 temos
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e o resultado segue. O]

Demonstragao. (Proposi¢ao 4.18)
Provaremos apenas a segunda desigualdade pois a primeira é consequéncia do Lema 1.17
e da Equacao (1.21).

Supomos que d(n) < %. Entao a hipotese do lema 4.19 é satisfeita pela probabi-
lidade ¢; = Q" (i) = P(ig,1),i0,7 € G, com ¢ = 2d(k) e J =| G |. Agora para qualquer
g€G,

Q™ (g) =Y P*(io,1)P*(i, 9)
= Z P*(ig,3)P*(e(g), e(i)) por alguma bijecio € : G+ G
= ZPk(io,i)Pk(io, H,e(i)) por alguma bijecdo H, : G — G

L (- 6(2d(k))

> pelo lema 4.19.
|G

E por (1.21) para s,(2k) temos que s,(2k) < ¢(2d(k)).
m
O proximo resultado é um lema de comparagao para passeios aleatorios em grupos.

Lema 4.20. Sejam QQ1, Qo distribuicoes no grupo G satisfazendo:

Q1% Q2 = Q2 x Q1. (4.14)

Sejam sl(n),s%(n) as distdcias de separagdo para os passeio aleatdrios associados.

x )T

e a) Suponha que exista ¢ > 0 tal que Q2(g) > cQ1(g9),g9 € G. Entao
s2(n) < slb(n)cbl—c"b, n>1.
LR UIWEIEEIEE

e b) Seja Q = Q1 % Qs € seja s,(n) a distdncia de separagao associada.

Entao

Demonstragao. A parte a) é uma especializacao do lema 1.23. Podemos escrever Qs =
@1 + (1 — ¢)Qo, para alguma distribuigdo @)y em G. Considerando variaveis aleatorias
independentes

5?7637"';5%76%7"'; J07 J].?"'?
onde & tém distirbuigao @, e £ tém distribuigdo Qg e P(J; = 1) = ce P(J; =
0) =1 — ¢. Definimos
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& =gl

Entao £ tém distribuigao @, e, consequentemente

X, =ExE x ... % & tém distribuicdo (Qq)™

A , . 4.15

condicional em {J; =j;1 <i<n}, X, =& x> x...x&r. (1.15)

A hipotese (4.14) £2 &}, tém a mesma distribuicao que & &, Entao sob repetidas
tranposigoes em (4.15) de termos adjacentes,

Eix&yx...xEp *EG 1 *...x & tém distribuicio (Q2)™,

onde B, = >""", 1(j,=1) tém distribui¢ao distribui¢cao binomial (n,c). Logo,

@ =Y P, =na =3 (})¢n- e (1.16)
b=0

b=0

onde @ ¢ a distribuicdo de & * ... x&§ x & ... x &b

Como a convolugao diminui a distancia de separagdo entdo a separagdo s;(n),
associada a Q = Q1 x Q2 na parte b), ¢ no méaximo s.(n), pois > \Q ¢ no maximo
> Mpsz(n), usando a Equagao (1.28). O

A razao para mencionar esse resultado é que as condigoes de simetria, vistas nas
Defini¢oes 4.13 e 4.15 sao tteis na verificacdo de comutatividade (Equacgao (4.14)). Se
()1, Q)2 sdo K-biinvariantes em um par de Gelfand entao a Equacao (4.14) vale por defi-
nigao. Se () é constante na classe de conjugagao entao

Q+ P =Px(Q, VP distribuigao em G. (4.17)

Outra classe natural de exemplos sao passeios aleatérios em grafos. Para um grafo
finito nao direcionado I' = (V, E') com conjunto de vértices V' e conjunto de arestas F, onde
os elementos de E sao pares nao ordenados de vértices: E C {{z,y} : z,y € V,z # y}.
Podemos pensar em V' como um conjunto de pontos, onde dois pontos x e y sao unidos
por uma linha se, e somente se x,y for um elemento do conjunto de arestas. Quando
z,y € E, escrevemos x ~ y e dizemos que y vizinho de z (e vice-versa). O grau deg(x)
de um vértice x é o ntimero de vizinhos de .

Dado um grafo I' = (V, E), podemos definir o passeio aleatério simples em I' como
a cadeia de Markov com espago de estado V' e matriz de transicao

0, caso contrario.

1 o~ o
P<x,y>:{deg“)’ e (4.13)

Isso quer dizer que, quando a cadeia esta no vértice x, ela examina todos os vizinhos
de z, escolhe um uniformemente ao acaso e se move para o vértice escolhido.

Aqui, P é irredutivel e aperiodico se, e somente se, I' é conexo (se existir pelo
menos um caminho entre cada par de vértices do grafo) e nao 2-colorivel (seu nimero
cromatico ¢ menor ou igual a 2). E P é duplamente estocastica se, e somente se, I é
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regular (deg(x) = m, Vo € V). Com essas condigbes P é automaticamente simétrica.
Essas e outras definigoes, sobre o estudo de grafos, podem ser melhor vistas em [10].
Assim para qualquer vértice y € V|

3 deg(a) Pla.) = 30 W) eg(y). (119)

zeV Y

Para obter uma probabilidade, simplesmente normalizamos por
> degly) =2 E|,
yev

e assim concluimos que a medida de de probabilidade é Vy € V

deg(y)
m(y) = 2 E|

O hipercubo N-dimensional, introduzido na Se¢ao 2.2, ¢ um grafo cujos vértices
sao as N-uplas binarias {0, 1}?. Como o hipercubo um grafo N-regular (os graus de todos
os vértices sao iguais a V), a distribuicao estacionaria do passeio simples e do preguigoso
sao uniformes em {0, 1},

Para encerrar esse capitulo vamos considerar G um grupo e S um subconjunto de G
que nao esta contido em nehuma coclasse de nenhum subgrupo de G (pois, caso contrario
seria possivel encontrar elementos de G que nao sao gerados a partir dos elemento de 5).
Seja @) a distribui¢do uniforme em S : Q(g) = ﬁ, geSs.

Nesse cenério, mostramos que hé uma construcao de tempos estacionarios fortes.

Seja k> 1e g € G, definimos

By = {(s1,82,...,55) € 8"/s182- -5, = g}, (4.20)
— mi k
b, = min | By |- (4.21)

k
Como Q**(g) = ‘éfk‘, temos que a defini¢do de distancia de separagao em (1.18) leva a

55(k) = max (1 - Qk*<g)> =1—min (Qk*(@)

g 7r(g) 9 1/|G|
i (LBSEY (G )
—tmr Uy ) T s

Seja Bg C BZ; tal que | B;;’ |= bg. Escrevemos o passeio aleatorio associado com a
distribuicao () como

X, = gngn—l toe 51-
Como by, > 0, podemos definir um tempo aleatorio T’ tomando valores em {k, 2k, ...}
por
T =kmin{j > 1: (&, -1, §G-1)k+1) € Bg para algum ¢ € G}. (4.23)
Temos que
Byl b 1—su(k)

P<T:k7Xk:g)_

= = = 4.24
SFISF- T4 (4.24)
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e entdao somando a Equagao (4.24) sobre g € G obtemos
P(T =k)=1-s,(k). (4.25)
Em particular, temos que

P(Xy =g, T =k |
PO =gl =k = TR 0T =0

PT=k |G|
Como T é um tempo de parada (cf. Definigao 1.1), temos que o evento {1 >
(j — 1)k} depende apenas de X, ..., X(j_1),. Vamos utilizar inducao em j para mostrar
que

Sm(k>j_l(1 — 82(k))
| G| '

P(T = jk, X;, = g) = (4.26)

para todo 7 > 1.
O caso j = 1 segue da Equacao (4.24). Suponha agora que a Equagao (4.26) seja
valida para j. Entao

P(T=(G+1Dk X =9) =

"U

(Xj+1)k—97 (]+1)k7T>jk)

= E(P(Xgjik=9T =+ Dk T > jk|Xo,..., Xj)
= E(LirsjmP( X1k = 9. T = (j + Dk[Xo, ..., Xj))
= P(T =k, X}, = g)P(T > jk)
1 — s.(k) ,
= — s, (kY
|G |

onde E represesenta a esperanga associada com a probabilidade P. Isso prova (4.26).
Somando sobre g € G em (4.24), concluimos imediatamente que, T'/k tém a dis-
tribuigdo geométrica com parametro 1 — s, (k), isto é:

P(T = jk) = s, (kY™ (1 = s, (k)). (4.27)

Proposigao 4.21. Supondo as Equagdes (4.20) e (4.21) definindo T como em (4.23) para
algum k > 1 tal que b, > 0 (o que equivale a s.(k) < 1), entao temos que T é um tempo
estaciondrio forte para o qual

P(T > jk) = si(k), j=>1. (4.28)
Demonstrag¢ao. A afirmagao que T é um tempo estacionario forte segue dividindo (4.26)
por (4.27).
Agora precisamos mostrar que vale (4.28). Pela proposi¢ao 2.4 b) sabemos que
existe T tal que s, (k) = P(T > k).
Entao
PT>jk)=PT=0G(+1Dk)+P(T=(+2)k) +-
= s3(k)(1 = sa(k)) + s37 (k) (1 = sa(k)) + -+
_ s3(R)(1 — su(K))
B 1 — s.(k)
= si(k),

onde na pentltima igualdade usamos a féormula da soma dos termos de uma P.G. com
razao 0 < si(k) < 1. O
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Vamos supor agora que o conjunto S de (4.20) satisfaga
S =571 ouseja, se s€S=s"'€SeS contém a identidade. (4.29)
Definimos o “diametro” de um elemento do grupo G' como
A, =min{n: cada g € G éda forma g = hihy...h, para algum h; € S}. (4.30)

Proposigao 4.22. Sob as condigdes (4.20),(4.21) e (4.29),

{1—@}”, n> 1.

Demonstragao. Seja Sp = S — {identidade}, @)y a distribui¢ao uniforme em Sy e P e P
as matrizes de transigao referentes a @) e Qp. Como podemos escrever P = Q(g)I + (1 —
Q(g)) Py, ou seja, uma cobinagao convexa, temos

>

d(n) < 5 |G|

1
2

1 |S|-1
= I+
| S | S

Seja A 0 segundo maior autovalor de Py e seja 7. =

P

F. (4.31)

@ o que implica que A" =
exp ( — Tﬂ)

Para formalizar essa ideia, utilizaremos um resultado de [4, Lema 2.4, pag 86/,
adaptando-o para o caso em questdo. Seja I' = (V| E) como definido na segdo 4.3 e
e > 0 o maior ntmero tal que A C V com | A |[< 1|V |, o conjunto F = {w ¢
A; (w,v) é uma aresta para algum v € A tal que | F' |> €| A |. Entéo para o caso de um

grafo r-regula (todos vértices com grau igual a r), ou seja um grupo G, temos que
Te < 7(2 4 4e7?), (4.32)

veja em |1, Proposigao 3.1, pag. 39].

O parametro € é uma espécie de medida do quao conectado é o grafo, o que nao
é tao Obvio de ser estimado. No entanto, para o caso onde G é um grupo 5,5y C G
satisfazendo a Equacao (4.29) e como didmetro definido na Equagao (4.30) temos que,
pelo [1, Lema 3.1, pag. 39|

1
> — 4.
€> oA, (4.33)
Neste caso temos que
T SITAZ[ Sy | - (4.34)
De fato, fixando A C G com | A |[< 1| G |, seja Ag = {ag;a € A}. Entao
1 A2
LS auag = AL
Ky 4
e entao existe um g € G tal que | AU Ag |< % que implica que
ag— Az A AES Ly (4.35)
o et |
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Se g = hihy...hg com h; € Sy e d < A, podemos ecrever g; = hihy...h; entao

d d
| Ag— A< | Agi— Agiy |= ) | Ahi— A (4.36)

i=1 i=1
Por (4.35) e (4.36), existe algum hg € Sy tal que | Ahg — A |> 3 | A| Ay Entéo (4.33)
segue considerando o conjunto de arestas (a,ahg),a € A.

Assim pela expansao de Taylor, temos que logx ~ x — 1 entao

10g>\2%/\2—1$—10g/\2%1—/\2.

Portanto

1 2
Tezl_/\2§17Ag|SO|

L<ITAZ] Sy | (1= Xy)

S S
17A2] S, | = 2

1
) VIR [ —
T IIAZ[S, |

Segue que (4.36) que todos os autovalores g, k > 2 de P satisfaz

1

ANl<1lo—
[ A = 17A2| S|

e o resultado segue da Proposicao 4.6. [l
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Capitulo 5

Representacoes de Grupos

A teoria da representacoes estuda operadores lineares que sao dados por elementos
de grupo que atuam em espagos vetoriais. Além disso, fornece uma ferramenta poderosa
para a obtencao de cotas na distancia de separagao e variacao total, onde os detalhes
podem ser vistos em [§8], [7] e [13].

5.1 Definicoes Basicas e Resultados da Teoria da Re-
presentacao

Nessa secao forneceremos a definicao de uma representacao de um grupo finito e formas
de estuda-la com varios conceitos e teoremas notaveis.

Seja G um grupo finito e V um espago vetorial finito sobre C. Denotamos por
GL(V') o grupo linar de V' consistindo de todos os mapas lineares invertiveis A : V +— V.

Uma representacao linear de G em V' é um homomosfismo p : G — GL(V). Em
outras palavras, uma representagao p de G em algum espago de dimensao finita n atribui
a cada s € G uma matriz n X n invertivel p(s) de tal forma que a matriz atribuida ao
produto de dois elementos é o produto das matrizes atribuidas a cada elemento:

p(st) = p(s)p(t), Vs,teq. (5.1)

Nesse texto denotaremos uma representagao por (p, V') ou apenas p. Observe que
(5.1) implica que:

plid) =1 e p(s™') =p(s)~".

Seja dimV = n, como GL(V) ¢ isomorfo a GL(n,C) o grupo de todas as matrizes
invertiveis n x n, podemos considerar uma representagao de G como um homomorfismo
de grupo p: G — GL(n,C). Entao n é a dimensao ou grau de p e serd denotada por d,.

Se W é um subespago de V' G-invariante (p(¢g)W C W para todo g € G) entdo p
restrito a W é uma subrepresentagdo de (p,V’). Claramente, toda representagao é uma
subrepresentagao de si mesma.

Definigao 5.1. Se a representagao p nao admite subrepresentagao nao trivial (o subespago
W =0 e o subespagco W =V sao subrepresentagées triviais), entao p é chamado de
wrredutivel.
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Observagao 5.2. Qualquer representacao unidimensional é claramente irredutivel.

Exemplo 5.3. Seja G = S, 0o grupo simétrico de grau n, que € o grupo de permutagoes
de n elementos. Nesse grupo temos trés tipo de representagoes.

(i) A representacao trivial (mapa que atua como a identidade pi(g) = 1,Vg € G) é
unidimensional, ou seja, V = C;

(it) A representacao sinal (ou alternada). Também é unidimensional (irredutivel), onde
atribui a cada elemento de grupo a identidade 1 se g for uma permutac¢ao par (ou
seja, g € o produto de um numero par de transposicoes, equivalentemente g € A,
o grupo alternado), e o oposto da identidade, —1 caso contrdrio, isto €, se g for
uma permutagdo impar. Em outras palavras, denotando pelo sinal(g) o sinal de
uma permutagao g, temos ps(g) = sinal(g)l,. Como sinal é um homomorfismo
G — i—z >~ Oy ou s eja, sinal(gig2) = sinal(gy)sinal(gy) entao py € de fato uma
representagao;

(iti) A representag¢do de permutagdo € m-dimensional: fizemos uma base ortonormal
{e1,€2,...,e,} de um espago vetorial n-dimensional V' e defina ps(g)e; = e4(j)
para todo g € S,,. Com relagao a base V, p3(g) € a chamada matriz de permutagao,
ou seja, uma matriz obtida permutando as linhas da matriz dentidade. Essa é uma
representagio nao irredutivel, pois, por exemplo, o hiperplano Y . x; = 0 é um
n — 1-dimensional subespago S,-invariante.

Defini¢ao 5.4. Sejam (p,V) e (o,W) duas representagoes do mesmo grupo G. Entdo p
e o sao equivalentes se existe T : V +— W bijecao linear tal que Vg € G,o(g)T = Tp(g).
Em imagem, temos que o diagrama comuta.

olg): W — W

Suponha que o espaco vetorial V' seja dotado de um produto escalar < |- > entao
podemos definir a no¢ao de uma representagao unitaria.

Definigao 5.5. Uma representagio (p, V') € unitdria se preserva o produto interno, ou
seja, (p(g)v|p(g)v') = (v|v') para todo g € G ev,v' € V.

Vale ressaltar que, dada uma representacao arbitraria (p,V’) é sempre possivel
dotar V' com um produto interno para que p se torne uma represetacao unitaria. Dado
um produto interno arbitrario < o > para V defina, Yv,w € V

(v]w) =D " {plg)vlp(g)w).
geG
Proposicao 5.6. Seja V' um espaco vetorial munido dos produtos internos: ( | ) e <|>

A representagao (p,V(‘)) € equivalente a (,0, V<|>>. Em particular, toda representac¢ao

de G € equivalente a uma representacao unitdria.
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A prova é simples e pode ser vista em |7, Proposigao 3.3.1, pag 84].

Sejam p : G — GL(V) e 0 : G — GL(W) duas representagoes de um grupo G.
Seja f : V — W uma transformagao linear. Diz-se que f comuta p e o se fp(g) = o(g)f
para todo g € G.

O seguinte resultado relaciona a nocao de redutibilidade de uma representagao com
a existéncia de comutadores.

Lema 5.7. (Lema de Schur) Sejam (p, V') e (o,W) duas representagoes irredutiveis de
um grupo G. Se f comuta p e o (fp(g) =0c(g)f), entao

e (1) fé zero ou € um isomorfismo

o (2)SeV =W ep=o entio f € um mailtiplo escalar da matriz identidade (f = NI ).

A prova desse Lema pode ser vista em [13, Proposicao 4, pag. 13].
Agora vamos descrever uma informagao [14, Corolario 4.1.8, pag 29| util das re-
presentacoes irredutiveis para grupos abelianos, consequéncia do Lema de Schur.

Corolario 5.8. Um grupo G ¢é abeliano se, e somente se, todas as representagoes irredu-
tiveis de G tém grau um.

Demonstragao. Seja p : G — GL(V) uma representagao irredutivel. Fixe por um mo-
mento h € G. Entao, para todo g € G, temos que

p(h)p(g) = p(hg) = p(gh) = p(g)p(h).

Agora, pelo Lema de Schur 5.7 3\, € C tal que p(h) = 1.

Logo, temos que Yv € V : p(h)v = Apv.

Como vale para todo v € V isso implica que todo subespaco W C V' é G-invariante.
Portanto (p, W) é uma subrepresentacao de (p, V). Como supomos, por hipotese, que p
é irredutivel entao W =0ou W = V.

Supomos, por absurdo, que dimV > 1. Se tomarmos o span de um elemento da
base entao teriamos um subespaco de v que deveria ser invariante. Pela irredutibilidade
de p, isso contradiz a hipotese.

Portanto como V' # 0 entao dim V' = 1.

Por outro lado, o niimero de classes de conjugacao ¢ igual ao ntimero de represen-
tagoes irredutiveis, veja [8, Teorema 7 e Teorema 8, pag 15]. Se > ) di = |G| e cada uma
¢ unidimensional, deve haver tantos elementos nos grupos quanto como existem classes
de conjugagao, entao G é abeliano.

m

Observagao 5.9. Uma representacaoo de grau um de G é apenas um homomorfismo de
grupo p: G — C*, onde C* € o grupo multiplicativo de C.

Lema 5.10. Seja G um grupo finito, p : G — GL(V) entao para todo g € G, todos os
autovalores de p(g) sao raizes da unidade.

Demonstracao. Seja p(g) = A,g € G. Note que p(id) = I e portanto, os autovalores da
matriz identidade sao 1. Como G ¢ finito, entao qualquer elemento ¢ € G tém ordem
finita, ou seja, AN € Z tal que gN =id

p(g)N =plg") =plid) =T = A=1.
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Seja A um autovalor de A e ¥ seu autovetor correspondente, ou seja,
AU = A\ (5.2)

Multiplicando por A a esquerda em (5.2), temos

A AT = A%0 = AN = M(AV) = A\(\D) = \*0. (5.3)
Mutiplicando novamente & esquerda temos A%¢ = A#. Indutivamente obtemos ANT =
AT

Como AN =T=v=Xv= (A —1)0=0 e como ¥ # 0 (pois é autovetor) temos
MV =1 = ) é uma n-ésima raiz da unidade.

]

Um caso particular desse Lema é quando p é uma representacao de grau um de G
e |G| = n. Seja g € G entdo, pela Observagao 5.9, (p(g))” =1 € C*. Neste caso, p(g) ¢
uma n-ésima raiz da unidade em C, para todo g € G.

Lema 5.11. Seja G = (g) um grupo ciclico de ordem n. Entao G tém exatamente n
representacoes de grau um.

Demonstragao. Se p : G — C* & uma representacao do grau um, entao, como vimos
no Lema 5.10, p(g) é uma n-ésima raiz da unidade em C. Por outro lado, se ( € C ¢
uma n-ésima raiz da unidade, entdo o mapa p : G — C* definido por p(¢?) = (7, para
todo j, é obviamente um homomorfismo de grupo bem definido. Entao, se (3,--- ,(, sao
as n-ésimas raizes da unidade, entao existem exatamente n representagoes de G que tém
grau um, sao elas:

pr: G —C*, 1 <k<mn, definido por p(¢’) = Ci, para todo j.
L]

Pelo Lema de Schur, o [8, Corolario 3, pag 11| fornece relagoes de ortogonalidade
para as entradas da matriz de p unitaria. Mas, podemos supor, sem perda de generalidade,
sempre que necessario que p ¢ unitéaria (Proposicao 5.6), ou seja, p(t)* = p(t~!). Definimos
o produto interno usual em todas as funcoes ¢,y : G — C:

(ol = g7 S e(0u ey

Entao
plid) |7](k’l)> = 0 se p e n sdo representacoes unitarias inequivalentes, para qualquer
entrada (7, ), (k,1).

- L=k j=1
< )] p<k7l>> _ {d,, (5.4)

0, exceto quando 7=k ej = 1.
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A nogao do caracter de uma representacao é extraordinariamente util. Se p for
uma representacao de GG, definimos o caracter associado a p como a fungao

X, : G — C definida por x,(s) = Tr(p(s)).

Lembrando que o trago de uma matriz A,,, é dado por
Tr(A) = Trace(A) = Z ag;

ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal, que também é a soma dos autovalores
de A (contados com suas multiplicidades), e ndo depende da escolha da base.

Observacao 5.12. Observamos que se p € uma representag¢ao unidimensional, entao
coincide com seu caracter: p = x,.

Proposicao 5.13. Se x, € o caracter de uma representagao (p,V') de um grupo G. Entao
Vs,t € G,

o (1) xp(1) = dp;

o (ii) Xp(s7') = x,(s);
o (iii) x,(t  st) = x,(s),
onde denotamos o conjugado do nimero complexo z = x + 1y por z* =x — 1y ou Z.

Demonstragao. Observe que p(lg) = I a identidade (matriz identidade) em V' cujo o
trago é claramente a dimensao de V, d,, logo temos (i).

Para (i7) observamos que p(s) tém ordem finita o que segue que os autovalores p(s)
sao raizes da unidade (esse fato pode ser visto no Lema 5.10). Entao

Xo(8)" =Tr(p(s)) =Y N =) Al = Tr(p(s)™") = Tr(p(s™1)) = xo(s7).

J& para mostrar (iii) podemos escrever y,(vu) = x,(uv), tomando u =tsev =t~ *
e o resultado segue do fato de Tr(AB) = Tr(BA), onde A e B sao matrizes quadradas. [

Agora que temos os mecanismo bésicos da teoria da representagao, podemos definir
a transformada de Fourier de maneira adequada.

Seja () uma distribuigao de probabilidade em G. A transformada de Fourier de @
na representacao p ¢ definida por

Q(p) =D _Q9)r(g). (5.5)

geG

Abordaremos agora uma propriedade adicional da transformada de Fourier. A
propriedade de convolugao que mostra que a transformada de Fourier da convolucao de
duas fungoes é simplesmente o produto das transformadas de Fourier das funcoes.

Consideramos @1, Qs distribuigdes e (p, V') uma representagao.
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(Qu* Q2)(p) = S (Q1 % Q2)(9)p(9)

geG
-3 (> @1<gh-1>@2<h>)p<g>
9eG  heG (5.6)
= [ZQI gh ] ZQ2
geG heG
= Ql(p) A2(P)-

Indutivamente vale para n < 2. Portanto, podemos evitar fazer convolugao to-
mando as transformadas de Fourier! Em muitos casos, isso serd muito mais conveniente
do que executar diretamente a convolugao.

Exemplo 5.14. Seja a distribui¢ao uniforme U em G, dada por U(g) = % Vg € G.
Vamos mostrar que a transforamda de Fourier é

A I, p € a representagao trivial;
Ulg) = { (5.7)

0, p € nao-triwial e irredutivel.

Se p = p1, como no exemplo 5.3, p1(g) = 1,Vg € G

= Ulgnlg) =D Ulgl =

geG geqG

Se p é uma representacao irredutivel nao-trivial

= Ulg)nlg) = ﬁ > nl9). (5.8)

geG

Vamos supor, por absurdo, que (7(,0) # 0 o que implica que U(p) tém autovetor

v # 0.
Seja A € um autovalor de U(p) ev € C" temos que
= U(p)v = GZP g)v € span(v).
|Gl

Entao p(g)v € span(v). Como span(v) € um subespago nao zero invariante, temos um
absurdo pois p € irredutivel e portanto, U(p) = 0.

Observacgao 5.15. Denotameremos por Zp o somatorio sob todas as representagoes ir-
redutiveis nao triviais.

Definimos como

Tr(AA*) = Trace(AA™) =| A |]?, (5.9)

onde A é uma matriz quadrada e A* sua matriz conjugada.
Enunciaremos agora, dois resultados que estarao em uso constante até a conclusao
desse trabalho, onde as provas podem ser vistas em [8, pag 15| ou |7, pag 47 e 48|.
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Teorema 5.16. (Teorema da Inversao de Fourier) Seja @ uma distribuicao em G entdo

Qg) = |—é| S d,Tr(Qp)els ™). (5.10)
a

onde G € o dual de G, um conjunto completo de representacoes nao-equivalentes (unitd-
rias) pareadas irredutiveis de G (em outras palavras, G contém exatamente um elemento
pertencente a cada classe de equivaléncia de representagoes irredutiveis).

Teorema 5.17. (Teorema de Plancherel) Seja P,Q : G — C, entao
1 > A *
(P.@) =72 do | POQG) | (5.11)
p

Se P=Q X
IQ 3= mzdp 1 Q(p) II7rs, (5.12)
p

onde || Q 3= 1/(P.Q) ¢ | Qo) llus= /Tr(@(p)Q(p)").

A férmula de inversao de Fourier (5.10) mostra que cada distribui¢do é determi-
nada exclusivamente por suas transformadas de Fourier com respeito as representacoes
irredutiveis. Ja Formula de Plancherel (5.11) diz que o produto interno de duas fungoes
é igual ao "produto interno"de suas transformadas.

Uma cota superior tutil é dada pelo seguinte Lema.

Lema 5.18. (Lema do Limite Superior) Para uma distribui¢iao Q em um grupo finito G,
Qv U IP< a1 Q") I (5.13)
p
Demonstracao. Pela Proposicao 1.16 temos que
| P=U =531 Pls) - Qs) |

seG

onde P, () sao distruicoes em G. Portanto, a partir disso temos

1 =UIP=31Q"(s) - U(s) |

seG

<G 1Q™(s)—Us)

seG ) A (5.14)
= d,Tr[(Q(p)"(Qp))"]
<341 @) I

onde na primeira desigualdade usamos Cauchy-Schuwarz e na segunda igualdade o Teo-
rema de Plancherel 5.17 e Q(p) = 1 se p = p; e U(p) = 0 para p nao trivial. O
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Assim, o problema de delimitar a distancia de variacao d(n) para o passeio aleatorio
em (G associado a () se reduz ao problema de estimar autovetores e autovalores de Q(p)
Esta técnica é particularmente 1til nas condi¢oes de simetria das Defini¢oes 4.13 ou 4.15.

O restante dessa segao sera usado para obtengao de cotas para distancia da variagao
total em grupos nao necessariamente abelianos, e que satisfazem certas condi¢oes de
simetria, vistas no capitulo 4. A analise de Fourier de funcoes que sao constantes nas
classes de conjugacao. E a analise de fungoes bi-invariantes em um par de Gelfand que
oferece uma rica teoria e uma colegao de exemplos. Embora este tltimo nao sendo utilizado
para obter cotas relevantes para o nosso exemplo do hipercubo, eles possuem interesse
tedrico e aplicagoes interessantes como, por exemplo, o problema do embaralhamento de
cartas.

Proposicao 5.19. Se ) € constante na classe de conjugagao (Definigcao 4.13) entao sua
tranformada de Fourier com respeito as representacoes irredutiveis € da forma

Q(p) =AM onde = diz Q(9)X4(9)- (5.15)

p geG

Demonstragao. Observe que Vg € G

p(9)Q(p)p " (9) =D _ p(9)(Q(R)p(h))p(g™")

heG

= Q(h)p(ghg™)

= Q(ghg )plghg™)

heG
= Q(p),

onde a ultima igualdade segue de uma mudanga de varidveis apropriada.
Entao Q(p) comuta p consigo mesmo. Pelo Lema de Shur 5.7, temos que

Q(p) = AL (5.16)

Computando o trago de ambos os lados em (5.16), temos

Te(Q(p) = Y Q(h)xo(9) = Ad,.

heG
O

Seja o espago L(Z) definido em (4.11). Termos correspondentes & representacao
que nao aparecem na decomposigao de L(Z) tém transformada de Fourier nula, por causa
da Reciprocidade de Frobenius [13, Teorema 13, pag 56|, que diz que o ntumero de vezes
que uma representagao p de G aparece na indugao de o (uma representagao de K) de G
é igual a multiplicidade de o em p restrito a K. Isso implica que uma representagao p
ocorre em L(Z) com multiplicidade correspondente & dimensao do espago de K vetores
fixos de (p, V). Assim se p nao aparece em L(Z) (L(Z) é a representagao trivial de K
induzida até @), a representacao trivial ndo ocorre em p restrita a K. Veja [8, Lema 5,
péag 55| para mais detalhes.
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Proposicao 5.20. O par (G, K) € um par de Gelfand se cada representagao irredutivel
de G aparecer em L(Z) com multiplicidade no mdzimo 1.

Demonstra¢ao. Vamo supor, por absurdo, que (G, K) é um par de Gelfand, mas alguma
representagao p; tém multiplicidade j > 1 em L(Z).

Escolhemos uma base de V; com as primeiras j coordenadas percorrendo o espago
K-invariante.

Seja A; e Ay matrizes j X j nao comutativas. Definimos duas distribuigdes Q1 e
> em G tais que

Q1(p) = Q2(p) =0, se p # pi;

40 4 0 (5.17)
Ql(Pz’>:<0 0 >7Q2(Pz‘)=(0 0 )

Pela formula da inversao de Fourier (5.10), essas sdo fungoes K-biinvariantes, nao
nulas e Q1 * Q2 # Q2 x Q1. O que é uma contradigao pela Definicao 4.16. [

Observagao 5.21. Na verdade, a Proposicao 5.20 é uma equivaléncia, onde a reciproca
pode ser vista [8, Teorema 9, pdg 54] ou [7, Teorema 4.4.2, pag 125].

Proposicao 5.22. Seja Q uma distribuicao de um passeio aleatorio em um par de Gelfand
(G, K), entdo sua transformada de Fourier com respeito as representacoes irredutiveis €
da forma

a 0 0
R 00 --- 0
Qow=1|{. . . .|
00 0 O

onde o = |K| Y ., Q(x)si().

Demonstragao. Pela Observacao 5.21, para um par de Gelfand, seja
LZ)=VoaVid - d VN (5.18)

a decomposi¢ao em irredutiveis distintos (isso siginifica ter multiplicidade no méaximo 1 o
que chamamos de multiplicidade livre). A reciprocidade de Frobenious [13, Teorema 13,
pag 56| implica que cada V; tém um subespago unidimensional K-invariante Vj’“ ={v e
V; : pj(k)v = v}. Seja s;(x) ser uma fungio K-invariante, ou seja, s; € V¥ normalizada e
s;(id) = 1. E chamada de j-ésima funcao esférica e, estas formam uma base para o espaco
L(Z), segundo [7, Proposicao 4.7.1, pag. 135]. As fungoes esféricas foram explicitamente
computadas para muitos Pares de Gelfand.

Fixando ¢, considere o espago vetorial V; de (5.18) como uma representagao p; de
G. Complete s; a uma base para V; ortonormal, tomando s; como o primeiro vetor de
base ({s;,v5,...,v} }). Entao para k € K a matriz p(k) é do tipo:

0 --- 0
* *

1
0
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Com relagao a esta base, a transformada de Fourier de qualquer funcao K bi-
invariante () em G torna-se

Q(p) =D Qg)pi(g)

geG

= Z Q(tk)pi(tk)

kteG

= Qt)pi(th) (5.19)

k,teG

= Z Q(t)pi(t)pi(k)

kteG

=> Qi)Y pilk),

keK

onde na terceira igualdade usamos a invariacia a direita. Pelas relacoes de ortogonalidade
de Schur (Equagao (5.4)) temos que a entrada (a,b) com a # b da matriz satisfaz:

1 * 1 a a —
<p(a,b)|p(a,b)> = @ Z p(a7b) (g)p(a,b) (g) _ @ Z p( ,b) (g)p( ,b) (g 1) —0.
geG

geG

Com isso temos que

1 0 - 0
0 * - 0
pk) =1 . .
. . * .
0 0 0 =«

Mas como (G, K) é um par de Gelfand a dimensdo do subespago K-invariante é
1. Ou seja, se por exemplo, a entrada (2,2) da matriz for diferente de zero, a segunda
coluna também seria um autovetor, logo vetores K-invariantes.

Assim temos que

a K|, sea=0b=1;
> hl ’b)(k‘)z{| | (5.20)

oy 0, caso contrario.

Logo, Q(p;) tém forma > Q(x)(:0) = (:0) para K-invariantes a direita e para Q
invariante a esquerda temos que Q(p;) tém forma

0 O 0
0 0 0 0

Comparando os dois caso de invariancia a direita e & esquerada e pelo [8, Lema 5,
pag. 53| temos que para qualquer K-biinvariante distribuigao ) existe uma base de V' tal
que
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* 0
A 0 0
Qpi) = _

0 0 0 0

¢ uma matriz com entradas nulas, exceto na posi¢do (1,1). Para calcular o valor dessa
entrada, aplicamos a Equagao (5.20) na (5.19) temos

STQei ) pilk) = K> Q)P (1)

keK

(1,1)

No Lema 5.25 mostraremos que p; "’ (t) = s,,(t), concluindo a prova.

Nos casos acima, o produtos de matrizes é reduzido ao produto de ntimeros.

Proposicao 5.23. Suponha que Q € constante na classe de conjugacao (Defini¢ao 4.13)
de G. Para uma representacao irredutivel p seja

Q) = 7 3" Qo 9) (521)

p geG

onde x,(9) = Tr(p(g)). Entao Vg € G

() 1= [ G Q9) <X, dy | Xp(9)Q(p) 1< 2, &2 1 Qlp) |;
() | Q-UlFv< 13,4 Qo) I
Observagao 5.24. Perceba que X\ na Proposi¢ao 5.19 € igual a Q(p)

Demonstra¢ao. (a) Para a primeira desigualdade observamos, primeiramente, que a
Formula da inversao de Fourier (5.10) é dada pela soma sob todas representagoes
irredutiveis de GG incluindo a representacao trivial p;.

Segundo, se () é constante na classe de conjugacao e p é uma representacao irredu-
tivel, entao temos que

Qp) = Qp)I (5.22)

pelo que vimos que na Proposicao 5.19.
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Logo,

1-1G|Q(g) <|1- |G| Qg) |
=|1- deTr(Q(p)p(g‘l) |

=1- ider(Q(p)Ip(g‘l)) |
=1- idpé?(p)xp(g) |
=1- ZG:dp 1 Q) 1| xo(g7") |
:1_§:dp|(2(p) 1 x0(9) |

| de pl Xp1 deXp

onde p; denota a representacao trivial. Temos que d,, =1 = x,,(g). Além disso,

=Y Q9x,(9) =) _Qlg) =

geG geG
Logo segue que
1= G1Q() <I1=1=3 d,Qp)x,(9) |
p
<> 1d,Q)x,(9) |
p

=>"d, | Qp)Xul9) | -

Para demonstrar a segunda desigualdade, seja a autovalor de p(g), entdo | a |=1
(pelo Lema (5.10)). Assim temos

| Xp(g ) |=[ Tr(p( |_|ZO‘Z|<Z|0@ |=d P>

onde na segunda igualde usamos o fato do Tr(A) = >"" | \; tal que A, », matriz e
A; sao os autovalores de A.

(b) Usaremos o lema 5.18 para n =1

QU |7y< ZIIQ )7
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Como || Q(p) [1*= T(Q(p)Q(p)"), substituindo temos
QU By < § 34T (Q)Q))
= 1 > 4 T
p
=130 4m( Q) P D
p
N AL
,,
onde na primeira igualdade usamos (5.16).

Lema 5.25. Para uma representacgao irredutivel p de G, seja
1
50(9) = 777 D Xol9h), (5.23)
K

onde s, sao a funcgoes esféricas mencionadas na Proposicao 5.22 e x,(9) = Tr(p(g)).
Entao s,,(g) coincide com a primiera entrada da matriz p(g).

Demonstracao.
1
Sp(g) = K] Xp(gk)
keK
1
TR Tr(p(g)p(k))
keK
1 (5.24)
_ (1,1)
=—)_r ")
R et
1
= — | K |p"(g)
| K|
= p"(g)
onde na terceira igualdade usamos (5.20). O

Proposicao 5.26. Seja QQ uma distribuicio K-biinvariante no par de Gelfand (G, K)
(Definigoes 4.15 e 4.16). Para wma representacdo irredutivel p de G, seja s,(g) como
definido acima na Equagao (5.23). Definimos

Qp) =Y Q(9)s,(9). (5.25)

geG

Entao para todo g € G,
(a) 1= [ G| Qg) < 32,dy | Q(p)s,(9) 1< 32, dy | Q(p) |
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(0) 1Q—=Uliv<132,d, | Qo) .

Observacao 5.27. Perceba que na Proposicio 5.22 a = Q. De fato,

Qo) = 3 Ql9)s,(9)

geG

z€Z keK

=D IKIQ(2)s,,(2)

z€Z

= K] Q(=)sp(2).

z€Z
Visto que QQ e s, sao fungoes K-bitnvariantes.

Demonstragao. (a) Para mostrar a primeira desigualdade, temos que se @) é K- biinva-
riante no par de Gelfand (G, K') entao

Q(p) = Q(p)
pelo que vimos que na Proposicao 5.22.

Logo, usando a Formula da Inversao de Fourier (5.10),

1-1G1Q(g9) <I1- |G| Ql9) |
=1- deTr(@(p)p(g‘l) |

G

= 1= d,T(Qp)p(g™")) |
p

=1-> d,Q(p)p"(9)" |
p

=11 = dp Qp)pi" (97 = D d,Q(p)p (g7 |-

p
Como d,, =1 = p{""(g)~!, temos
1
Sp(9) = m X1 (9K)
keK
o ST
= — T
K
1
==Y dn
keK
1
——— N"1-1
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Assim,

Qo) =D Qg)sp(9) =1. (5.26)

geG
pela Equagao (5.1).

Retomando a desigualdade temos que

1= GlQ(g) < [1-1=> d,Q(p)p""(g)"]
<> dpQ(;)p(l’”(g)‘l |
= idp | Q(p)p" D (g) 7" |
= idp | Q(p)p"(9) |
= Z::d,, | Q(p)sp(9) |,

onde na ultima igualdade usamos a Equagao (5.24).

Para demonstrar a segunda desigualdade, como podemos assumir que as represen-
tagoes irredutiveis sao sempre unitéarias, pela Proposicao 5.6, isso implica que as
colunas da matriz sao ortonormais. Ou seja, denotando por v; a primeira coluna da
matriz p(g) entdo || v || =1, assim

P (g) < v fl=1.
Pelo Lema 5.25 temos que

p"V(g) = s,(9) <1 Vg € G.

Assim temos que ) d, | Q(p)s,(g) |I< >, dp | Qp) |.

(b) Usaremos o lema 5.18 paran =1
1 A
lQ-Ulivs 32 QM) I°-
p
Como || Q(p) ||2= Tr(Q(p)Q(p)*), substituindo temos

1Q-U Iy < 130 QU
= 1 4T Q)
= 324,11 Q) )

1 _
DAL
P



74

onde na tltima igualdade que Tr(Q(p)) = Q(p) pois Q(p) é da forma mostrada na
Proposicao 5.22. O

Os limites finais em cada (a) da Proposigao 5.23 e 5.26 ndao envolvem g e, portanto,
¢ um limite na separagao s,(n). Aplicar os limites a Q™ fornece limites em s,(n) e d(n).

5.2 Analise Harmonica no Hipercubo

Retomando o exemplo do hipercubo, seja Hy = {(x1, 22, ..., 2N) : ¥1,Z2,..., TN €

N

{0,1}}, o passeio aleatorio preguigoso, que pode ser visto como um passeio em (Z / 2Z> ,
que é o produto direto de N copias do grupo de dois elementos, (Z/ 2Z> = {0,1}.

Como (Z/ 22) é um grupo ciclico e, portanto abeliano, temos que para cada p,

existe y € Hy tal que o mapa x — p(z) = (—1)*Y é uma representagao unidimensional
(Corolario 5.8), onde

Ty = Z TyYy ~ mod 2 (5.27)

para x,y € Hy.
O passeio aleatorio preguigoso em Hy ¢é baseado na distribui¢ao de probabilidade

1
~—, se |z |<1;
x) = N+ - 5.28
Q) {07 NN (5.29)
onde x = (z1,x9,...,2y5) € Hy e | x |= 21+ 29+ ... + 2y (0u seja, o namero de 1’s em

Podemos calcular a transformada de Fourier de @) definido na Equacao (5.28)

Qlp) = > Qa)p(x)

zeHN
= > Qa)(=1)™
rEHN
1 oy (5.29)
1 oy
“ e 2
x:|x|<1
1

Se | z |= 1, entao z é do tipo e, = (0,...,0,1,0,...,0). Se y = (y1,%2,...,yn) entao
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€y Y = Yy Logo,

+

I
2‘
+ —
—_

—_

+

T

—_

F

u=1

.. N N
= viilt Tt ;(—1)1(%:1) + ; IL(yu=0)} (5.30)

1 -
- - N— ]
vl e+ =1e])

1 -
- la+nN)—2 }
Nl N) =20
_q1_2lr]

N+1

Por (5.28) e (5.29) Q(z) e Q(p) sdo funcdes de | z | e | p |, respectivamente.
Como vimos na Equagao (5.6) a tranformada de Fourier converte convolugao em

produto, logo (CjN) = (Q)N.
Aplicando a férmula da inversao (5.10) para Q* temos

- QLN S aT@ota™)
=58 Z )@ (5.31)
ry 2[p[y\*
-y 20 (- )

onde na segunda igualdade usamos o fato que o caracter de uma representacao unidimen-
sional ser a propria representagao, ou seja, Tr(p(x)) = p(x).

Seja L(Hy) = {f : Hy — C} o espago das fun¢oes complexas em Hy. Seja Vi o
subespago de L(Hy) gerado pelas representagoes com | x |= k

Ve=(y:lyl=k),

onde a dimVj, = (]]X ) que é o nimero de 1’s que podemos escolher nas N coordenadas.

Proposigao 5.28. Seja Q como em (5.28). Para k = (N +1)(log N + ¢) temos que

1( et ). (5.32)

kx
| Q" ~U [y <

Demonstragao. Pela Equagao (5.22) temos que

(@) = (1- 221’
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Entao, pela parte b) da propocao 5.23

[Q Ul <230 (1- 22D

p#0
N
1 27 \2k
= -y dimV, 1——)
4; M TN
N

j=1
|52
- 1 & (N ( 2 )%
-2 = \J N +1
Agora usando (zj\/) = (N]_V;)!j, < ]jv—,' el — 2z < e consequentemente
2k ;
(1 NQi 1) < e
quando 7 < %, pois se j satisfaz essa condicao entao 1 — N +1 >0
Portanto, temos
| 55)
1 N! 4kj
k —=hJ
Q™ —U |7y < 2 Z 76 N (5.33)
j=1
Agora, se k = (N + 1)(log N + ¢) temos que
e aplicando & (5.33) temos
7] log N—jc

. 1
| Q™ U 3y < 5

|
<.
o

N | —

. zg i
Il +
—

u|,_.

/\mMg
k;|,_.

l\DIH l\DI>—‘

Como %(eefc — 1) < %eefc, tomando a raiz quadrada dos dois lados,

d(k) =I| @ = U |y < % exp (Le7). (5.34)
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Capitulo 6

Conclusoes

Cadeias de Markov irredutiveis, aperiddicas e com estado finito tém distribuigoes
estacionarias tunicas. Além disso, para qualquer cadeia desse tipo, as probabilidades de
transicao convergem para a distribuicao estacionaria. Em varias aplicagoes é desejavel
saber quantos passos sao necessarios para que as probabilidades de transicao se tornem
proximas das estacionarias. Nesse trabalho, apresentamos trés das técnicas para estudar
este problema: Tempo estacionario forte, acoplamento e analise Fourier. Concentramos
nosso interesse na cadeia de markov para o passeio aleatério no hipercubo.

Tempos stacionarios fortes sao aliados & distancia de separacao, como vimos no
capitulo 2, e diz que o tempo necessario para diminuir a distancia de separacao, que é
uma cota superior para a distancia de variagao total, é assintoticamente limitado acima

por N log N para passseio no hipercubo, que é exatamente o dobro <%N log N ) da cota

superior obtida usando acoplamento (capitulo 3), onde para melhorar o tempo para a cota
superior encontrada fizemos uma comparacao com o problema da Urna de Ehrenfest.

A anélise de Fourier e suas generalizagoes para a teoria de representagao de grupos
foram usadas para limitar as taxas de convergéncia através do Lema do Limite Superior
5.18, com ele vimos que é preciso metade do tempo necessario alcancado pelo acoplamento
e a quarta parte do tempo da técnica do Tempo estacionério forte, ou seja, é preciso

convoluir a cadeia por cerca de (}lN log N ) para estar proxima ao equilibrio. Assim essa

técnica fornece melhores resultados em relagao ao métodos probabilisticos. Neste método
analitico (capitulo 5) vimos que a transigdo de um estado para o seguinte é determinado
por uma medida P, onde @ x P(g) = >, ., Q(h)P(h™'g) representa a probabilidade de
permanecer no elemento g apés uma etapa, onde () pode representar a probabilidade
inicial.

Quando G é abeliano, o Lema de Schur (5.7) implica d, = 1,Vp € G . Este é o caso
do passeio aleatério no hipercubo. O célculo das n-ésimas poténcias das matrizes P(p) é
em teoria mais facil do que o célculo das n-ésimas poténcias da matriz P(h~1g), pois, para
determinar essas matrizes, é necessario um conhecimento detalhado das representacoes
irredutiveis de G. Ou seja, isso permite estudar a distribuicdo convoluida de Q** sem
mencionar o passeio aleatério Xj.

A computacao pode ser realmente mais facil se P satisfizer certas condicoes de
simetria e as as matrizes f’(p) podem reduzir-se a matrizes com apenas entradas na
diagonal principal (constante na classe de conjugagao) ou uma entrada nao trivial que
estd na diagonal (Pares de Gelfand).
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