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Resumo

Nesta tese obtemos algumas estimativas espectrais para caracterizar as hipersuperficies
de Clifford ou H(r)-toros na esfera S"™'. O trabalho foi divido em duas partes. Na
primeira parte consideramos hipersuperficies fechadas em S™*? com p > 1. Inicialmente,
provamos que as unicas superficies que maximizam o segundo autovalor forte do operador
de Jacobi em SP*2 sao os toros minimos de Clifford, para isso usamos uma técnica base-
ada no uso de aplicagoes conformes. Em seguida usamos a mesma técnica para provar
que a estimativa é verdadeira para o caso geral, supondo uma hipotese sobre a curvatura
escalar. Finalizando a primeira parte, estudamos uma conjectura de classificacao de hi-
persuperficies nao totalmente geodésicas em S"™!. Na segunda parte estudamos o caso
de hipersuperficies com curvatura média constante (H # 0). Comegamos provando um
resultado de comparacgao entre os autovalores do operador de Jacobi e os autovalores do
Laplaciano de Hodge, agindo em 1-formas, em seguida usamos essa mesma técnica agindo
desta vez em formas harmonicas para provar que o indice de Morse para hipersuperficies
com curvatura média constante fechadas em S**! ¢ limitado inferiormente por uma funcao
linear do primeiro nimero de Betti. Finalizamos mostrando uma caracterizacao para os

H(r)-toros via o primeiro autovalor fraco do operador de Jacobi.

Palavras-chave: Superficie de curvatura média constante. Indice de Morse. Estabi-

lidade. Autovalor forte e fraco. Operador de Jacobi. H (r)-toros.



Abstract

In this thesis we obtain some spectral estimates to characterize the Clifford hypersurfaces
or H(r)-torus in the sphere S"*!. The work was divided into two parts. In the first part
we consider hypersurfaces closed in S"*? with p > 1. Initially, we proved that the only
surfaces that maximize the second strong eigenvalue of the Jacobi operator in SP*2 are the
minimal Clifford torus, for this we use a technique based on the use of conformal applica-
tions. Then we use the same technique to prove that the estimate is true for the general
case, assuming a hypothesis about the scalar curvature. Finishing the first part, we study
a conjecture of classification of hypersurfaces not totally geodesic in S™*!. In the second
part we study the case of hypersurfaces with constant mean curvature (H # 0). We start
by proving a result of comparison between the eigenvalues of the Jacobi operator and the
eigenvalue of the Hodge Laplacian, acting in 1-forms, then we use this same technique
acting this time in harmonic forms to prove that the Morse index for hypersurfaces with
curvature constant mean closed at S**! is bounded inferiorly by a linear function of the
first Betti number. We conclude by showing a characterization for the H (r)-torus via the

first weak eigenvalue of the Jacobi operator.

Keywords: Surface of constant mean curvature. Morse index. Stability. Strong and

weak eigenvalue. Jacobi Operator. H (r)-torus.



Sumario

Introducao 10
1 Preliminares 15
1.1 Alguns Preliminares . . . . . . . . . .. ... ... 15
1.1.1 Notagoes e convengoes . . . . . . . . . . . ... 15

1.1.2 Subvariedades Riemannianas . . . . . . . .. ... ... ... .... 16

1.1.3 Subvariedades Minimas . . . . . . . . . .. ... L 18

1.2 Operadores em variedades Riemannianas . . . . . . . . ... .. ... ... 20
1.2.1  Operadores diferenciaveis bésicos em variedades Riemannianas . . . 20

1.2.2 O operador de Jacobi e o Indice de Morse . . . . ... 21

1.2.3 Teoria Espectral de Operadores fortemente elipticos . . . . . . . .. 23

1.3  Operadores definidos sobre formas diferenciais . . . . . . .. ... .. ... 24

2 Uma caracterizacao espectral do operador de Jacobi em superficies

minimas 30

2.1

2.2
2.3

24

Estabilidade e caracterizaciao espectral de hipersuperficies fechadas em S"*! 30

2.1.1  Toros minimos de Clifford . . . . . . . ... ... ... ... .... 33

2.1.2  Uma caracterizagao espectral do toro minimo de Clifford pelo pri-
meiro autovalor de estabilidade . . . . .. .. .. ... ... 35

Funcoes testes baseadas em aplicacoes conformes de S"*! em S+ . . . . . 36

Uma caracterizagao de hipersuperficies via o segundo autovalor do operador

de Jacobi . . . ... 39

Uma conjectura de classificacao . . . . . . . . . .. ... L. 49

3 Uma caracterizagao espectral dos H(r)-toros 52



3.1 Estabilidade, indice e caracterizacao espectral das hipersuperficies com cur-
vatura média constante em S™*1 . . ..o 52
3.1.1 Esferas totalmente umbilicas e hipersuperficies de Clifford . . . . . 55
3.1.2  Uma caracterizagao espectral dos H (r)-toros pelo primeiro autova-

lor de estabilidade forte . . . . . . . ... 58

3.2 Fungoes testes baseadas em coordenadas de 1-formas . . . . .. ... ... 60

3.3 Comparagao entre os autovalores do operador de Jacobi e o Laplaciano de

Hodge . . . . . . . 66
3.4 Uma caracterizacao dos H(r)-toros pelo primeiro autovalor fraco do opera-

dor de Jacobi . . . . ... 74

3.4.1 Casos particulares de H(r)-toros . . . . . ... ... ... ..... 75

Referéncias Bibliograficas 82



10

Introducao

A investigagao sobre o comportamento do espectro dos operadores Schrodinger,
ou seja, operadores da forma A + ¢, onde A representa o operador Laplaciano em uma
variedade Riemanniana M" e q é qualquer funcao continua em M™, constitui um tépico
de pesquisa interessante e frutifero em andlise geométrica.

No caso de M"™ ser uma subvariedade fechada imersa na esfera Euclidiana unitéria S"*?
com curvatura média constante, um importante operador Schrédinger é o chamado ope-

rador de estabilidade, o qual é definido por
J=A+|A>+n,

onde || A|| denota a norma do operador forma e n é a curvatura de Ricci da esfera. Notamos
que, quando p = 1, J é apenas o operador de Jacobi estabelecido por Barbosa, do Carmo
e Eschenburg [6] para estudar o problema de minimizagao do funcional drea para variagoes
que preservam volume. O operador de Jacobi induz a forma quadrética Q : C°(M) — R

definida por:
o) =~ [ tasam.

Existem dois problemas de autovalores diferentes: o problema usual de Dirichlet, associado
com a forma quadratica Q agindo no espaco de funcoes diferenciaveis em M™, e o problema
twisted Dirichlet, associado com a mesma forma quadratica Q, mas restrito ao subespaco
de funcoes diferencidveis f € C*(M) satisfazendo a condicao adicional [, fdM = 0.
Entao existem duas diferentes nogoes de estabilidade e indice: estabilidade e indice forte,
denotado por Ind(M) e associado ao problema usual de Dirichlet, e estabilidade e indice
fraco, denotado por Indy (M) e associado com o problema twisted Dirichlet. Conhecemos
por indice o niimero de autovalores negativos de J e por uma variedade estavel se Q(f) >
0, para qualquer f € C*°(M).

Assim, o primeiro autovalor de estabilidade forte \{ de M™ é definido como o menor
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nimero real negativo A para o qual existe solu¢ao nao-nula da equacao Jf + Af =0, em
que f € C>®(M).

Em seu célebre trabalho [30], Simons estudou o primeiro autovalor de estabilidade forte de
uma hipersuperficie minima fechada M™ imersa em S"*!. Nesse cendrio, ele provou que se
A/ = —n, entdo M™ é uma esfera totalmente geodésica, e para o caso contrario mostrou
que A{ < —2n. Mais tarde, Wu [33] caracterizou a igualdade \{ = —2n, mostrando que
ela é védlida apenas para os toros minimos de Clifford. Em seguida, Perdomo [27] deu uma
nova prova dessa caracterizacao espectral para o valor de \{. Recentemente, Chen e Cheng
[11] obtiveram um limite superior para A{ associado a hipersuperficies compactas nao
totalmente umbilicas com curvatura média constante, limitante este apenas da curvatura
média H e da dimensao n. Pouco depois, Cunha, de Lima e dos Santos [14] inspirados
em uma técnica desenvolvida por Li [21], estenderam a estimativa de \{ em codimensio
alta.

Por outro lado, El Soufi e Tlias [16] derivaram um limite superior para o segundo autovalor
de um operador Schrédinger A + ¢ de uma subvariedade compacta M™ de um espaco
forma Riemanniano, em termos da curvatura média de M e da média do potencial q.
Em particular, para o operador de Jacobi de uma hipersuperficie com curvatura média
constante em S"*!) eles estimaram que \J < —ﬁ Sy llol? < 0, onde ||¢| denota o
comprimento do operador de umbilicidade, com igualdade se M ¢é totalmente umbilico.
Recentemente, A. Mendes [24] provou que \j < —2 para uma superficie com género
maior ou igual a 1, mostrando que a igualdade é valida somente para os toros minimos
de Clifford.

Inspirados em uma técnica de Li e Yau [22] no Capitulo 2 estendemos o resultado de A.

Mendes para codimensao alta. Mais precisamente, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.1. Seja M uma superficie fechada e orientdvel imersa na esfera Euclidiana
unitdria S*™P, p > 1, com género g(M) maior ou igual a 1. Entdo, o sequndo autovalor

do operador J = A + || A||*> + 2 satisfaz \j < —2, com igualdade se, e somente se, M é o
toro minimo de Clifford S! <\/1/2> x St ( 1/2).
Também mostramos que o resultado continua sendo valido para dimensao maior (n > 3),

adicionando uma hipotese sobre a curvatura escalar.

Teorema 0.0.2. Seja M"™ uma subvariedade nao totalmente geodésica e fechada imersa

em S"™P com curvatura escalar satisfazendo Sy < n(n —2). Entao, o sequndo autovalor
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do operador J = A + ||A||*> + n satisfaz \] < —n, com igualdade Ny = —n se, e somente
se, M é o toro minimo de Clifford S* (\/k;/n) X S”"“( (n— k;)/n), para um inteiro
ke{l,...,n—1}.

Outro assunto a ser tratado no Capitulo 2 serd estudar uma conjectura de clas-
sificagao referente ao indice de hipersuperficies minimas e nao totalmente geodésicas na
esfera S"™!. Esta conjectura afirma que as tnicas hipersuperficies minimas, compactas
e orientdveis imersas em S"*! com Ind(M) = n + 3 sao os toros minimos de Clifford
Sk (\/k/n) x S*75(\/(n —k)/n) C S"*'. Urbano [32] mostrou que a conjectura é ver-
dadeira quando n = 2. Mais tarde, Guadalupe, Brasil Jr. e Delgado [18] mostraram
que a conjectura também ¢é verdadeira para o caso geral n, sob a hipdétese adicional que
M tenha curvatura escalar constante. E mais recentemente, Perdomo [26] mostrou que
a conjectura é também verdadeira para qualquer dimensao n com a suposicao adicional
sobre as simetrias de M. Inspirados por estes resultados, mostramos como resultado final
deste capitulo uma prova mais simples ao resultado de Guadalupe, Brasil Jr. e Delgado.

Mais precisamente temos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.3. Seja M"™ uma hipersuperficie minima, compacta e orientdvel imersa em

S™! com curvatura escalar constante. Se Ind(M) = n + 3, entdo M € um toro minimo
de Clifford S¥(\/k/n) x S*7*(\/(n — k)/n) C S**1.

O Capitulo 3 ¢ dedicado a estudar a estabilidade, indice e caracterizagoes es-
pectrais de hipersuperficies com curvatura média constante (H # 0) em particular para
os toros de Clifford com curvatura média constante ou também conhecidos como H (r)-
toros. Comecamos este capitulo com um breve estudo sobre estabilidade fraca e algu-
mas caracterizagoes espectrais. Barbosa, do Carmo e Eschenburg [6] caracterizaram as
esferas totalmente umbilicas S"(r) C S™"! como as tnicas hipersuperficies compactas
com curvatura média constante fracamente estdveis, ou seja Indr(M) = 0. Em seguida,
Alias, Brasil e Perdomo [2] obtiveram que Ind7(M) > n + 2, onde a igualdade é satis-
feita apenas pelos toros de curvatura média constante S*(r) x S*7*(v/1 —r2) com raio

VE/(n+2) <r <\/(k+2)/(n+2).

Depois disto, nosso primeiro topico a ser estudado serd uma comparagao entre os espec-

tros do operador de Jacobi de M"™ e do Laplaciano de Hodge agindo em 1-formas em

M™. A. Savo [30] comparou os autovalores do operador de Jacobi com os autovalores do
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Laplaciano de Hodge de hipersuperficies minimas em S"*'. Em seguida, Ma e Huang [23]
obtiveram um resultado similar para hipersuperficies com curvatura média constante em
S**1 porém envolvendo a norma da segunda forma fundamental de M. Recentemente,
Cavalcante e de Oliveira [9] conseguiram melhorar a estimativa de Ma e Huang para o caso
onde M é uma superficie. Inspirados por esses resultados, neste capitulo estendemos o
resultado de Cavalcante e de Oliveira para caso de dimensao alta sob a hipétese adicional
de que M™ tenha duas curvaturas principais. Mais precisamente, obtivemos o seguinte

resultado:

Teorema 0.0.4. Seja M uma hipersuperficie fechada imersa em S™™' com curvatura
média constante H. Suponha também que M tenha duas curvaturas principais com mul-

tiplicidades n/2, para n par. Entao para todo inteiro positivo k,
J 2 2—n 2 Ay
N, < —2(n—1)—nH*+ — max||A|" + A,
onde m(k) > 2(n+2)(k —1).

O segundo assunto a ser estudado neste capitulo serd uma estimativa para o indice
fraco Indr(M). Inspirados na técnica usada na demonstracao do Teorema 0.0.4, aplicada
a campos harmonicos, obtemos um limite inferior para este indice. Assim conseguimos o

seguinte resultado:

Corolario 0.0.5. Seja M uma hipersuperficie fechada imersa em S"*' com curvatura
média constante nao nula H. Suponha também que M tenha duas curvaturas principais
com multiplicidades n/2, para n par. Entao,

bi (M)

Indp(M) > —Z
r(M) 2 2(n + 2)

Concluimos a tese estudando uma caracterizacao espectral para os toros de Clif-

ford com curvatura médica constante ou também chamados H (r)-toros. Mostramos uma

estimativa para o primeiro autovalor fraco AT das hipersuperficies com curvatura média

constante na esfera Euclidiana S™™!. Explicitamente, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.6. Seja M™ uma hipersuperficie compacta, orientdvel e imersa em S™ com
7/ . ~ . J . .

curvatura média constante nao nula, e seja A\;" o primeiro autovalor fraco do operador

de Jacobi J = A+ ||A||*> +n. Além disso, suponha que M tem duas curvaturas principais

K1 e ko com multiplicidades 1 en — 1 oun — 1 e 1, respectivamente.
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(i) Sen <3, entdo

2py2 3 — —2
AT < —2(n—1)— n +n n |H|maxk; + - maxkx;
n—1 n—1 M n—1) M

(i) Sen >4, entdo

2py2 3 - —2
AT < —2(n—1)— n +n n |H|mink; + o MaxK;.
1 M n—1

n—1 M

Além disso, a igualdade ocorre em ambos casos se, e somente se:

(a) M ¢é um toro de Clifford S*(r) x S""Y(v/1 —r?) de curvatura média constante, com
H>0ey/1/n<r<+3/(n+2); ou

(b) M € um toro de Cliford S"™'(r) x SY(v/1 — r2) de curvatura média constante, com

H<0e 1/ (n+2)<r<+/1/n.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Alguns Preliminares

O objetivo deste capitulo é desenvolver brevemente algumas defini¢oes, notagoes e
convencoes da teoria basica de subvariedades Riemannianas, formas diferencidveis, assim

como também introduzir o conceito de estabilidade e indice de uma subvariedade.

1.1.1 Notacoes e convencgoes

Sejam (M, g), (M, g) duas variedades Riemannianas com conexodes de Levi-Civita
V,V, respectivamente. Denota-se por C*(M, M) o conjunto das funcoes diferencidveis
f:M — M, eCFM,M), o conjunto das funcdes f : M — M as quais sdo k- vezes
continuamente diferencidaveis. No caso especial M = R, escreve-se simplesmente como
C>(M) ou C*(M). Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C*
em M. Entenda-se por (p, g)-tensor como sendo covariante em suas primeiras p entradas e
contravariante em suas ultimas ¢ entradas, logo podemos definir o endomorfismo curvatura

Riemanniana em M, R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) como
R(X,Y)Z =V*Z(Y,X) - V2Z(X,Y)
onde V27 denota a segunda derivada covariante do campo Z e é definida por:
V2Z(X,Y) :=Vx(VyZ) = VyvZ,

para todos X, Y, Z € X(M). Podemos definir também o tensor de curvatura Riemanniana,

Rar : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C=(M), por:

Ru(X,Y, Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).
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O tensor de curvatura Riemanniana tem as seguintes simetrias:
R(X,)Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z,W)=—-R(X,Y,W,Z) e R(X,Y,Z,W)=R(Z W, X,Y)
e satisfaz a identidade de Bianchi
RX,)Y,Z W)+ R(Y,Z, X, W)+ R(Z, X, Y, W) =0.

Tomando o traco do endomorfismo curvatura, define-se o tensor de Ricci, o qual é o
traco do endomorfismo curvatura em relacao a segunda entrada covariante e sua entrada
contravariante. Para isto, vamos tomar um referencial ortonormal local em M, {e;}! , e

definir antes o operador de Ricci, Ric: X(M) — X(M), por
Ric(X) = R(ex, X)ex;
assim o tensor de Ricci é definido por

Ric(X,Y) = g(Ric(X),Y).

1.1.2 Subvariedades Riemannianas

Seja 1 : M* — M™, n > k, uma imersdo. Entdo, para qualquer p € M, tem-se as
projegoes tangencial e normal ()7 : T,M — T,M, ()N : T,M — N,M que naturalmente

decompoem o espaco tangente de M:
TpM =T,M ®& N,M onde pe€ M.

Uma variedade imersa v : M — M em uma variedade Riemanniana M naturalmente
herda uma estrutura de variedade Riemanniana do espaco ambiente: se M tem uma

métrica Riemanniana g e uma conexao de Levi-Civita V, entao g = ¥*g é uma métrica

Riemanniana em M com conexao de Levi-Civita dada por:

ViV = dy™ ((vdw(X)dﬂ)(Y))T) :

Pensando em M C M, simplesmente podemos escrever g = gl e V = (V)T. Entao

V=WT+V)N=v+V"

com VV .= (V)V.
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Definicao 1.1. A segunda forma fundamental de M induzida por V é a forma bilinear
B definida por:
B(X,Y)= (VY)Y XY € T,M.

E f4cil ver que B é simétrica, isto é, B(X,Y) = B(Y, X), ja que

B(X,Y) = (VyX)Y = (VyX + [X, Y]V

= B(Y, X) +0.

A forma fundamental B fica associada uma aplicagao linear auto-adjunta A, : T,M —
T,M definida por:
<A77(X)7Y> = (B(X,Y),n),

onde n € N,M. A aplicagao A, é chamada o operador forma. Dizer que A, ¢ auto-
adjunta é equivalente a dizer que B ¢é simétrica. Segue-se da defini¢ao da segunda forma

fundamental B que o operador forma ¢é dado por:
Ay (X) = =(VxN),

onde X € T,M e N é uma extensao local de 7 normal a M.
Seja p € M e escolhendo um referencial ortonormal {E;}?—F em N,M, podemos

definir, em p, o vetor curvatura média, que é dado na definicao a seguir.

Definicao 1.2. O vetor de curvatura média h em p € M é dado por:

=

n—

B =

S|

i=1

onde A; = Ag, nao depende do referencial E; escolhido. Define-se também H = ||h|| como

a funcao de curvatura média de M.

Observagao 1.1.1. No caso particular em que a codimensao da imersao é 1, i.e., ¥ :
MF — M*Y (M) C M é entao denominada uma hipersuperficie. Seja p € M e
n € NyM, ||n|]| =1 Como A, : T,M — T,M é simétrica, existe uma base ortonormal de
vetores proprios {e;,...,ex} de T,M com valores préprios reais Ay, ..., A, i.e., A,(e;) =
Niei, 1 < i < k. Se M e M sao ambas orientaveis e estdo orientadas (i.e., escolhemos
orientacdes para M e M ), entdo o vetor 7 fica univocamente determinado se exigirmos

que sendo {ey,..., e} uma base na orientagao de M, {ey,...,er,n} seja uma base na
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orientacdo de M. Neste caso, denominamos os e; direcées principais e os \; = K;
curvaturas principais de . As fungoes simétricas de Aq,... A\, sdo invariantes da
imersdo. Por exemplo: det(A) = Ay ...\ é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker
de ¢ e %(/{1 + -+ + ki) é denominada a curvatura média de ¢. Quando trabalhamos

neste caso, vamos simplesmente denotar o operador forma de A.
Definicao 1.3. O quadrado da norma do operador de forma ¢é definido por:
IA]]* = tr(A?)

Definicao 1.4. Uma subvariedade Riemanniana M C M diz-se totalmente geodésica se

satisfaz uma das seguintes condigoes equivalentes:
(i) Qualquer g-geodésica em M é também uma g—geodésica em M.
(ii) A segunda forma fundamental de M é identicamente nula.

As duas proposicoes seguintes relacionam a segunda forma fundamental de M as curva-
turas de M e M. A primeira nos mostra como a diferenca na curvatura da subvariedade
e a curvatura da variedade ambiente esta relacionada com a segunda forma fundamental.
A segunda nos diz como a derivada covariante da segunda forma fundamental também

nos da informacao sobre o endomorfismo curvatura de M.
Proposicao 1.1.2. (Equa¢ao de Gauss) Para quaisquer X,Y,Z, W € X(M)

Ruy(X,Y,Z, W) = Ry(X,Y,Z, W)
—(B(X,W),B(Y,Z))+(B(X,Z),B(Y,W)),

onde (-,-) denota a métrica em M.
Proposicao 1.1.3. (Equacao de Codazzi) Para quaisquer X,Y,7Z € X(M),
(Ru(X,Y)Z)N = (VxB)(Y,Z) — (VyB)(X, Z),

onde (VxB)(Y,Z)=VYB(Y,Z) - B(VxY,Z)— B(Y,VxZ).

1.1.3 Subvariedades Minimas

Sejam M uma n-variedade Riemanniana e ¢ : M — M uma imersao, onde M

¢ uma k-variedade compacta e orientavel com bordo dM (possivelmente vazio). Seja
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F:IxM— M, I=(-1,1), uma variagao diferenciavel de 1, isto é, ' é uma aplicagao
diferenciavel tal que:
(i) Para cada t € I, a aplicagao v := F(t,-) : M — M é uma imersdo.
(ii) o == F(0,") = .
(iii) Para cada t € I, ¥i]onm = ¢|om.

Seja t a coordenada em I e seja E a se¢io de T(M) ® N(M), dada por E = dF (Z]—).
Vamos suprimir a dependéncia do tempo e denotar dV' como o elemento volume da métrica

induzida por ¥; de modo que o volume de M no tempo ¢, Area(t), é dado por:

Area(t) = / av.
M

Consideramos M uma variedade compacta. Logo, a partir do funcional Area temos:

Teorema 1.1.4 (A primeira férmula de variacdo).

dArea / divyE dV = — / (h, E) dV. (1.1)

Para mais detalhes, ver [13].

Teorema 1.1.5 (A segunda férmula de variagao).

2A
d”Area rea / (B B av
+/ VY E[ dV—/ Tra (R (-, E)-, E) dV.
M M
Para mais detalhes, ver [13].

Definicao 1.5. Seja v : M — M uma imersdo. Dizemos que uma variedade M é uma

subvariedade minima de M se dArea|t —o = 0 para qualquer variacao diferenciavel de 1.

Defini¢ao 1.6 (fungao bump). Uma fungao bump é uma fungao f : R™ — R no espago
euclideano R"™ a qual é diferencidvel (no sentido de ter derivadas continuas de todas as

ordens) e com suporte compacto.

Lema 1.1.6. M € uma subvariedade minima de M se, e somente se, o vetor de curvatura

média é identicamente nulo.
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Demonstragao. Isto é claro a partir da primeira férmula de variacao (1.1), ja que se h = 0,
entdo M é uma subvariedade minima de M.

Agora, suponha que M é uma subvariedade minima de M e que h(p) # 0 para
algum p € M. Entao, pela continuidade, ||| > 1 ||k(p)|| em alguma vizinhanca U C M de
p. Seja ¢ : M — R uma fungao bump diferencidvel tal que ¢|y = 1, e seja F' uma variagao
diferenciavel de 1) com o campo de variacao ¢h, por exemplo F'(t,q) =exp,(td(q)h(q)).

Entao, temos que

dArea 1
0= o == [ oy dve <=5 )* [ dvi
M U
Desde que [, dVj > 0, obtemos que ||A(p)|| < 0, o que é uma contradigao. |

1.2 Operadores em variedades Riemannianas

Nesta secao, discutiremos alguns operadores especificos em variedades Riemanni-
anas. Comecamos com as defini¢coes de alguns operadores diferenciais ordinarios e com
alguns resultados que vamos fazer uso mais tarde nos Capitulos 2 e 3.

Entao, prosseguimos com a discussao de um operador eliptico especifico sobre sub-
variedades minimas que vem da segunda formula de variacao: o operador de Jacobi. Va-
mos introduzir os resultados do indice e estabilidade das subvariedades minimas e delinear

a teoria espectral dos operadores elipticos sobre variedades Riemannianas compactas.

1.2.1 Operadores diferenciaveis basicos em variedades Rieman-

nianas

Defini¢ao 1.7. Seja f € C*°(M). Vamos definir:

(i) O gradiente de f, gradf é o campo de vetores caracterizado pela equagao
df(X) = (grad f, X).

(ii) O Hessiano de f, Hessf, é o tensor (0,2) simétrico tal que, para X, Y € X(M)

Hessf(X,Y) = (Vxgrad f,Y) = XY f — (VxY)f.
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(iii) O Laplaciano de f, Af € C*(M) é a fung¢ao dada por:
k
Af =Tr(Hess f) =Y Vi,(Vef) = (Ve E)f,
i=1

onde {E;}*_, é uma base ortonormal para T M.

Um simples calculo mostra que o Laplaciano satisfaz um tipo de regra do produto:

A(fg) = fAg+ gAf +2(grad f,grad g). (1.3)

Lema 1.2.1. Sejam f € C*(M), g € CY(M) fungoes tais que h(grad f) tem suporte
compacto. Entao,

/ (hAf + (grad h, grad f)) dV = 0.
M

Para mais detalhes, ver [9]. Note que (1.3) junto ao Lema 1.2.1. mostram que, se o grad f

tem suporte compacto, entao

O:/ 1-Af+ (grad f,grad 1) dV:/ Af dV. (1.4)
M M

Em particular, se M ¢é compacta, entao (1.4) verifica-se para qualquer f € C*(M).

1.2.2 O operador de Jacobi e o Indice de Morse

Podemos alternativamente escrever a segunda férmula de variagao (1.2) da seguinte

forma: )
d?Area
dt?

onde J é o operador autoadjunto de Jacobi da segunda variacao, o qual age em campos

o = — /M (B, JE)dV. (1.5)

de vetores normais X a M assim,
JX = AN X — R(X) + A(X). (1.6)

Aqui, se {E;}¥_| é uma base ortonormal para T M, Aéo operador de Simons definido por

A(X) = g(B(E;E;),X)B(E; E)), (1.7)

ij=1

A} ¢ o Laplaciano no fibrado normal

k k
ANX =) VIVEX - ngVVEiEi)TX, (1.8)

i=1 =1
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k
R(X) = Tr[Ryz(-, X)) = Y _Ryp(E;, X)E;.
i=1
Se M for uma hipersuperficie orientdvel de M, entdo M tem um fibrado normal
trivial, ou seja, o fibrado normal tem uma base ortonormal global e o operador de Jacobi
se simplifica como um operador sobre fungoes : com efeito, podemos neste caso escrever
qualquer campo vetorial normal como um produto de uma fungao e o campo vetorial

normal unitario, podemos entao identificar os campos de vetores normais com fungoes,

isto é, se X = fN, entao podemos identificar X com f. Assim,
Jf = Auf + Al £+ Ricy (N, N)f. (1.9)

Diremos que A é um autovalor (Dirichlet) para J em 2 C M se existe um campo de

vetores normal nao trivial X € X(NM) tal que X|go =0e
JX +AX = 0. (1.10)

Defini¢ao 1.8. O indice de Morse (ou somente indice) de uma subvariedade minima
compacta M, denotada por Ind(M ), é o numero de autovalores negativos (contando mul-
tiplicidades) do operador de Jacobi J agindo no espago das fungdes diferencidveis no

fibrado normal, o qual é identicamente nulo na fronteira.

Existe uma forma quadratica, Q, associada ao operador de Jacobi, dada por:

Q(X,X) = —/

M

<x¢mdvz—/

Qxaﬁx—mu3+mx»cw; (1.11)
M
e Ind(M) é o indice de Q. No caso em que M é uma hipersuperficie, isso pode ser
simplificado:

Q1) = [ VAP = (A + Ric(N, M) * av. (112)
As vezes é til trabalhar com esta forma quadréatica em vez do operador Jacobi.

Segue da segunda férmula de variagao (1.2) que podemos definir alternativamente
Ind(M ), como um ponto critico para o funcional Area, e entao o indice de Morse, em algum
sentido, descreve quao estdvel é a subvariedade minima; isso fornece o niimero de dire¢oes
independentes em que a subvariedade minima pode ser deformada para diminuir o seu
volume. Assim, uma subvariedade minima estdvel, que realmente minimiza (localmente)

o funcional volume, tem indice zero. Se o indice é positivo, entao M é dito nao estavel.

Veremos mais tarde que nao ha subvariedades minimas estaveis na esfera S™.
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1.2.3 Teoria Espectral de Operadores fortemente elipticos

Iniciaremos esta se¢ao com uma breve descricao de alguns resultados sobre a teoria
geral dos operadores fortemente elipticos. Lembremos que um operador diferencial eliptico
de ordem m em uma variedade m-dimensional M é um operador P que em coordenadas

locais tem a formas:

P(z,D)u = Z ao () D%,

laj<m

cujo simbolo principal

Pm(]}7£) - Z aa(x)fa
la|<m
é inversivel para £ € R" diferente de zero. Aqui D = (D, ...,D,), D; = %% e a =

(v, ..., ) € um multi-indice tal que D* = D{"*...D{". Um operador fortemente eliptico

¢ um operador diferencial eliptico com

onde P, (z,&)* = Py(z,§)T.
O operador Jacobi é conhecido por ser fortemente eliptico (ver [31], pag.65) e desde
que M é compacta, entao o espectro de J é composto inteiramente de autovalores {\;}32;.

Se organizamos os autovalores de acordo ao tamanho
)\1<>\2<...<>\k<...

entdo {\;}2, é um conjunto discreto e A, — oco. Além disso, a multiplicidade de cada
autovalor é finita. De fato, o primeiro autovalor tem multiplicidade um e existe uma
autofuncao associada ao primeiro autovalor que é estritamente positiva.

Os autoespagos E; correspondentes a \; sao mutuamente ortogonais com respeito
ao produto interno em L*(M), e &2, E; é denso em L?(M) e no completamento de C*° (M)
em L*(M).

Se f; é uma autofuncao correspondente a J\;, entao para qualquer funcao u €
W12(M,R), espago de Sobolev, com |[ul|,» =1 e (u, fi);» = 0 para i = 1,2,3,...,5 — 1,
temos que

Qu,u) > A, (1.13)

tendo a igualdade se e somente se Ju + A\ju = 0.
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As vezes, a delimitacao sobre o indice de uma subvariedade minima pode ser ob-
tida diretamente a partir da obtencao de limitantes para o nimero de valores proprios
negativos de J, embora isto seja mais vidvel em certas situagoes do que em outras. Se a
curvatura de Ricci e o quadrado da segunda forma fundamental sao constantes, entao em
seguida, encontrar os valores proprios do operador de Jacobi se transforma no problema
de encontrar os valores proprios do Laplaciano em M, um operador mais profundamente
estudado. Em alguns casos especiais, como quando temos (M, g) = (S*, go) com gy a
métrica induzida por R¥*! os valores préprios do Laplaciano e suas multiplicidades sao

conhecidas e o indice pode ser calculado.

Teorema 1.2.2. Os autovalores do Laplaciano em (S¥(r), go) sao dados por

U-DkE+5-2)

r2

)\j =

;o J=123.

com multiplicidades

m>\1:1, ,m,\2:k+1,

k+j5—1 k+j—3
my; :diij_l—diij_gz ( +i )_ ( +i )7 J=34...,
Jg—1 J—3

onde P; é o espago dos polinémios homogéneos de grau j em RFFL.

A prova pode ser encontrada em Sakai [29].

O seguinte teorema mostra que o espectro do Laplaciano sobre uma variedade produto
(dotado com a métrica produto) é completamente determinado pelo espectro do Laplaci-
ano em cada uma das variedades componentes.

Aqui, Spec(M, g) denota o espectro do Laplaciano em uma variedade Riemanniana (M, g).

Teorema 1.2.3. Sejam (M, g) e (N,h) duas variedades Riemannianas. Na variedade

produto, temos
Spec(M x N,g x h) = {\ + u|\ € Spec(M, g), p € Spec(N,h)}.

Os detalhes s@o dados por Berger [7].

1.3 Operadores definidos sobre formas diferenciais

Nesta secao, apresentamos alguns operadores definidos sobre formas diferenciais

que serao de uso fundamental nas provas dos resultados do Capitulo 3.
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Denotamos por QP(M) o espago das p-formas diferencias sobre uma variedade Riemanni-
ana M. Assim, uma O-forma em M é simplesmente uma fungao em M, e Q°(M) = C>(M).
Destacamos os isomorfismos existentes entre os espagos Q' (M) e X(M), os quais sao in-

duzidos pela métrica de M.
Definicao 1.9. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Definimos o isomorfismo bemol
b 1 X(M) — QY (M)
X=X
que leva X no covetor X” definido por:
X(Y)=g(X,Y) = (X,Y)
para todo Y. Seu inverso é o isomorfismo sustenido

# o QYM) — X(M)

W W

que leva o covetor w no vetor w? definido por:
g™ Y) = (" Y) = w(Y)
para todo Y € X(M).
Os operadores b e # sao conhecidos como isomorfismos musicais.

Definigao 1.10. Seja w € QP(M™). A expressao local de w é
w= Z wi1i2...ipdxil Adz? A - Adxte,
1<i1 < <ip<n

definimos sua diferencial exterior dw € QP (M) por

dw = —=da* A dz!
8xk

onde wy = Wi, 4.4, € dz’ = dz™ Ndx™ A Adar.

Definicao 1.11. Fixada uma forma de volume dM sobre M definimos o operador estrela
de Hodge
*: QP (M) — Q"P(M)

por

a(xf) = (o, B)dM

para todo a, B € QP(M).
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O operador estrela de Hodge é uma das operacoes basicas em formas diferenciais. As
outras duas operagoes sao o produto cunha A e a diferenciacao externa d. No entanto,
a maioria dos tratamentos considera apenas produtos internos com definicao positiva e
existem pelo menos duas maneiras padrao de generalizar isso em produtos internos de
assinatura arbitraria.

Como o operador € linear, vamos calculd-lo em uma base. Usaremos uma base ortonormal
{dz"} para Q" onde

de’ = da' AL A da'

se assume que os indices satisfazem 1 < 43 < --- < 4, < n. Logo, para uma métrica

definida positiva, vemos que

*(ey, Newy N+ Neg,) A€y N Nei,,

= Cipyy

onde (i1,149, -+ ,i,) ¢ uma permutacao par de {1,2,...,n}.
Usando notagao tensorial, o dual Hodge de um produto de cunha arbitrario de 1-formas

¢ dado por:

|det[gab] | 1171 |

*(dz" A ... ANd') = (= k)

s gtReg L da AN AN dat

onde €j,..;, é o simbolo Levi-Civita definido para que &1_,, = 1, e gq é a métrica e g é
sua inversa.

A modo de exemplo, consideremos primeiro o caso do espaco R? com um produto interno
definido positivo. Consideremos como base {dx,dy}. Logo, o produto interno pode-se

expressar em termos da métrica
ds? = da® + dy?.

Como estamos no caso Euclidiano, todos os vetores base tem norma +1. Portanto, obte-

mos
*1 =dz A dy,
*dx = dy,
*dy = —dzx,
*(dx N dy) = 1.

Outro exemplo é o caso R?, onde a métrica é

ds* = dx* + dy* — dt*
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correspondente & base ortonormal {dz,dy,dt}. Lembremos que g(dt,dt) = —1. Assim,

obtemos o seguinte

*1 =dx ANdy N dt,

*dxr = dy A dt,
*dy = dt N dx,
*dt = —dx N dy,

*(dx AN dy N dt) = —1.

A seguinte proposicao mostra duas importantes propriedades do operador estrela de

Hodge.

Proposicao 1.3.1. Para quaisquer w,n € QP(M), tem-se x xw = (—=1)P" Py e também

(xw,*n) (isometria linear).

Demonstracao. Uma p-forma diferencial arbitraria pode ser expandida em seus compo-

nentes da seguinte maneira:

1 . . .
W= —Wiyigi, T Ndx"? N -+ dx'
p! '
*w = Lw e €1 dz'rt A dax'Pt? A - da”
= p'<n _ p)' 2122 p ip+1ip+2"'in

ja que xw é uma (n — p)-forma, podemos escrever

1 . .
— 7. . . Ip+1 Ip+2 C. n
*W = (= p)lw,pﬂ%w...zndx A dz A---dx
_ VG, iniap .
onde Wi\ i, pi, = o Wigig iy € iy Lip2-erin? entao
\/g _ ip+1ip+2“'in ) ]
—_ VNI 5 . 1 2 AL P
* ok W = ln — p),wzp+1zp+2~-zn€ z.”.p,_inala: ANdx™ A ---dx
N/ N ivig--i ipt1ipt2in i i
= D)l pt i€ ipipain €T g, 48 N ATE A dz”
_ |g| 1122 lp ip+1ip+2°in w
p'(n _ p)' ’ip+1ip+2~“in ilig---ip
— (_1)p(nfp)w

onde foi usado a contragao de e.

Como consequéncia, vemos que * € de fato uma isometria linear.

(xw, %)M = (xw) A *(x1) = (=1)P" P (xw) A = A *w = (1, w)dM.
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Assim,

(rw, xn) = (0, w) = (w,m)

|
Usando o operador estrela de Hodge, vamos definir o L?-produto sobre uma variedade
fechada M por:
(@8)= [ (.5,
M

para todos «, B € QP(M). A partir desta defini¢ao, podemos definir o adjunto formal

S5y QP(M) — QP H (M),
do operador diferencial exterior

dpy : QP (M) — QP(M)
por

(dp—1w1,ws) = (w1, Gpw2),
para todos wy € QP71 (M) e wy € QF(M).
Proposicao 1.3.2. Sobre uma variedade compacta sem bordo o adjunto formal do ope-

rador d € dado por

b, = (—1)"PTUH gy
Demonstragao. Ver [19]. |
Definigao 1.12. Seja w € QP(M). O Laplaciano de Hodge de w, denotado por A,w, é
uma p-forma diferencial sobre M definida por:
Apw = dpp1dpw + dp_10pw.
Proposicao 1.3.3. O operador de estrela de Hodge definido sobre uma variedade fechada
comuta com o operador Laplaciano de Hodge.

Demonstragao. Por simplicidade, vamos representar os operadores A, d,, e 9, apenas por

A, d e 0, respectivamente.
Ak = dd x +ddx
= (1) G s ok (—1)M Pk d ok dk
= %((=1)™ PO o ) d + #d((—1)" P  dx)
= x0d + *dd
= xA.
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Definigao 1.13. Seja w € QP(M). O Laplaciano de Béchner de w, denotado por V*Vw,

¢ uma p-forma diferencial sobre M definida por:
V*Vw = —trV3w.

Seja {e;}; um referencial ortonormal sobre M; podemos escrever o Laplaciano de Boch-

ner de w da seguinte forma:
VVw = -V, V,w+ Vy, w.

Defini¢ao 1.14. O operador de Weitzenbock, W : QP (M) — QP(M), é definido para uma

p-forma diferencial w por:
(Ww)(Xla e 7Xp) = (R(Xk7 ej)w)(Xb e 7Xk717 €j7Xk+17 e aXp)
para todos Xi, -+, X, € X(M).

Em particular, se w € Q'(M), entao o operador Weitzenbock se torna o operador de Ricci.
Os operadores Laplaciano de Hodge, Laplaciano de Bochner e Weitzenbdck estao relacio-

nados pela férmula de Bochner

Aw = V*'Vw + Wuw. (1.14)
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Capitulo 2

Uma caracterizacao espectral do
operador de Jacobi em superficies

minimas

Neste capitulo, caracterizamos o toro de Clifford como a superficie que maximiza
o segundo autovalor do operador de Jacobi entre todas as superficies orientdaveis imersas
e fechadas de S**?, p > 1, com género maior que zero. Na Secao 2.1 introduzimos alguma
teoria sobre estabilidade e caracterizacdo espectral de hipersuperficies minimas em S"*!.
Em seguida, na segao 2.2, apresentamos uma técnica introduzida por Li e Yau [22] baseada
no uso do grupo de aplicacoes conformes, assim como as ferramentas que serao utilizadas
para a prova dos nossos resultados. Finalizamos com a Secao 2.3, na qual mostramos
nossos primeiros resultados os quais envolvem uma caracterizacao dos toros de Clifford
via o segundo autovalor forte do operador de Jacobi e também damos uma nova prova para

uma conjectura de classificacao de hipersuperficies minimas nao totalmente geodésicas em

Sn—l—l

2.1 Estabilidade e caracterizagao espectral de hiper-
superficies fechadas em S"*!

Considera-se a imersao v : M™ — S™*! de uma hipersuperficie orientdvel na esfera
Euclidiana unitaria S**!. Denota-se por A o operador forma de M com relacio a um

campo vetorial normal unitario definido globalmente N. Isto é, A : X(M) — X(M) é o
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endomorfismo determinado por:
AX = —VxN=-VxN, X eX(M),

onde V e V denotam, respectivamente, as conexoes de Levi-Civita em R**2 e S**!. Como
vimos no Capitulo 1, A define um endomorfismo simétrico em X(M) cujos autovalores
K1,--- , ky sao geralmente referidos como curvaturas principais da hipersuperficie.

Como foi definido no Capitulo 1, a curvatura média de M é dada por:
1 1
H:_trA:_(/f1+"'+/€n).
n n

Neste trabalho, assumiremos que M" seja compacta. Qualquer funcao diferenciavel f €
C*>*(M) induz uma variagao normal ; : M — S™! da imersao original v, a qual é dada

por:
Yi(p) = Expy ) (Lf ()N (p)) = cos(tf(p))(p) + sen(tf(p))y(p)

onde Exp denota a aplicacao exponencial em S"*!. Como M é compacta e 1)y = 1 é uma
imersao, entao existe € > 0 tal que qualquer ; é também uma imersao, para qualquer
It| < e.

A partir disso, consideramos o funcional drea A : (—¢,¢) — R o qual designa para cada
t a area n-dimensional de M com relacao a métrica induzida em M pela imersao ;. Ou
seja,

A(t) = Area(M,) = / dM;,

M
onde M, representa a variedade M dotada da métrica induzida por v¢; da métrica Eucli-

deana em S"™!, e dM, é o elemento area n-dimensional dessa métrica em M.
Como foi visto no Capitulo 1, para nosso caso de estudo, a primeira férmula de variacao

da area estabelece que:

dA

SA="2(0) = —n /M FHAM.

Como consequéncia direta, M ¢é uma hipersuperficie minima (isto ¢ H = 0 em M, pelo
Lema 1.1.6) se, e somente se, ;A = 0, para qualquer funcao diferencidvel f € C>(M).
Em outras palavras, hipersuperficies minimas sao caracterizadas como pontos criticos do
funcional area.

O operador de estabilidade do problema variacional para este trabalho é dada pela segunda

formula de variacao para a area, estabelecida da seguinte forma:

=50 == [ 487+ (AP +mfas = - [ figam
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Aqui, J = A +]|A]|*>+n, onde A representa o operador Laplaciano de M e || A||*> = tr(A?)
é o quadrado da norma do operador forma. O operador J : C*°(M) — C*(M) é chamado
de operador de Jacobi (ou de estabilidade) para a hipersuperficie M. O operador de
Jacobi J pertence a uma classe de operadores os quais sao usualmente conhecidos como
operadores Schrodinger, isto é, operadores da forma A + g, onde ¢ é qualquer fungao
continua em M.

Como ¢é de conhecimento geral, o espectro de J consiste de uma sequéncia crescente de

autovalores A\, com multiplicidades finitas my, tal que limy_,, A\, = +00.
Sp@C(J) = {)\1 <A< A3 < }

Além disso, o primeiro autovalor é simples (m; = 1) e satisfaz a seguinte caracterizagao
espectral (ver [21]):

(- [, fJfdM
A = mm{ﬁjfw :

Neste trabalho, dizemos que um nimero real A é um autovalor de J se, e somente se,

Jf+ Af =0 para alguma fungao diferencidvel f € C*(M), f # 0.

f e, f%o}.

O operador de Jacobi induz a forma quadratica Q : C*°(M) — R agindo sobre o espago

de funcgoes diferenciaveis em M, a qual é definida por:

o) =~ [ fasam.

Como foi definido no Capitulo 1, o indice de uma hipersuperficie minima M que se denota
por Ind(M), é o nimero de autovalores negativos de J (contando multiplicidades), o qual

é necessariamente finito e é dado por

Equivalentemente, Ind(M) é a dimensao maxima de qualquer subespago V' de C*(M) no

qual Q ¢é definida negativa, ou seja
Ind(M) ={dimV : V < C®(M), Q(f) <0 para qualquer f € V}.

Uma hipersuperficie minima se diz estavel se para qualquer f € C*(M) temos que
Q(f) > 0. Em termos de indice, estabilidade significaria que Ind(M) = 0. Intuitivamente,

Ind(M) mede o numero de diregdes independentes em que a hipersuperficie falha ao
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minimizar drea. Para ver isto, observe que se Q(f) < 0 para alguma funcao f € C*(M),
entao (5]ch < 0 e portanto Area(M )>Area(Mt) para pequenos valores de ¢ # 0 na variagao
normal de M induzida por f.

Isto significa que a hipersuperficie minima M, embora seja um ponto critico do funcional
drea, nao ¢ um minimo local. No caso de hipersuperficies minimas na esfera S"*! isto é

sempre verdade, s6 basta usar a funcao constante f = 1 para obter:
gn:—/wmﬁme:—wm—/“mmMg—wm<a
M M

Em particular, qualquer hipersuperficie minima compacta em S"! é instavel, o que é
equivalente a dizer que Ind(M) > 1.

Simons [31] caracterizou os equadores totalmente geodésicos S* C S™™! como as tnicas
hipersuperficies minimas na esfera S™™' com Ind(M) = 1. Mais tarde, Urbano [32] e El
Soufi [15] provaram para o caso n = 2 e para o caso geral n, respectivamente, que se M
nao for um equador totalmente geodésico, entao Ind(M) > n + 3.

Segue o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1 ([15],[31],[32]). Seja M wma hipersuperficie minima, compacta e ori-

entdvel na esfera Euclideana S*'. Entao
(i) Ind(M) =1 (M ¢é um equador totalmente geodésico S* C S"™™), ou

(ii) Ind(M) > n + 3.

2.1.1 Toros minimos de Clifford

Além dos equadores totalmente geodésicos, os quais sao obtidos como intersegoes de
S**! com hiperplanos lineares de R"*2, existem outros tipos de hipersuperficies em S"**,
os chamados de toros de Clifford, os quais sao obtidos considerando-se imersoes canonicas
Sk(\/k/n) — R e S**(\/(n —k)/n) — R* ¥ 1 para um determinado inteiro k €
{1,--+,n—1}, tomando o produto de imersdes S*(1/k/n) x S**(\/(n — k)/n) = S+ C
R™+2,

Dado um ponto (z,y) € S¥(y/k/n)xS"*(/(n — k)/n), o campo vetorial normal unitério

é definido por:
n—=k k
N = —/—y .
(z,9) (\/ | kzz)
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Com respeito a sua orientagao, suas curvaturas principais sao dadas por:

n—k k

Kl=...= K = — y RKkil = ... = Kp = .
n n—k

Entao, qualquer toro de Clifford tem ||A||> = n. Em particular, o operador de Jacobi se
reduz a J = A+ 2n, onde A é o Laplaciano sobre a variedade produto M = S¥(y/k/n) x
S**(y/(n — k)/n), e seus autovalores de J sao dadas por \; = j; — 2n, onde p; sdo os
autovalores de A. Portanto, o indice de M reduz ao niumero de autovalores de A (contados
com multiplicidade) estritamente menores que 2n.

Para calcular o indice, simplesmente basta lembrar que se o é um autovalor do Laplaciano
sobre a variedade Riemanniana M com multiplicidade m, e se § for um autovalor do
Laplaciano sobre a variedade N com multiplicidade mg, entao p = o+ 8 é um autovalor
do Laplaciano sobre a variedade produto M x N, e a multiplicidade de p é a soma dos
produtos m,mg para todos os possiveis valores de o e 8 que satisfacam p = o + 3, para

mais detalhes ver [7]. Segue do Teorema 1.2.2 que os autovalores do Laplaciano sobre

Sk(y/k/n) sdo dados por:

n(i—1)(k+i—2)
- ,

i=1,2,3,...,

o; =

com multiplicidades

malzla 7ma2:k+17

i -
o = (PO (RT3 i
‘ 1—1 71— 3

e os autovalores do Laplaciano sobre S"~*(y/(n — k)/n) sdo dados po

—

n(j—1n—k+j—2 ,
6]: (] )(n—k: / )7 .]:172737"‘7

com multiplicidades

mg, =1, ,mg, =n—Fk+1,

n—k+j—1 n—k+j—3 ,
Ma, = . - . ) 223,4,....
Z J—1 J=3

Segue-se facilmente daqui que p; = 0 com multiplicidade 1, o = a3 + o = s + 1 =n
com multiplicidade n + 2 e pu3 = as + B2 = 2n. Portanto, todos os toros minimos de

Clifford em S"*! tém Ind(M) = n + 3.
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Veremos na Secao 2.4 uma conjectura de classificacao das hipersuperficies nao totalmente
geodésicas que envolve os toros minimos de Clifford. Nas duas se¢oes seguintes, carac-
terizaremos estas hipersuperficies via o primeiro e o segundo autovalores do operador de

Jacobi.

2.1.2 Uma caracterizacao espectral do toro minimo de Clifford

pelo primeiro autovalor de estabilidade

Na secao anterior mencionamos que o operador de Jacobi ou de estabilidade J =
A + ||A]|? + n é um operador tipo Schrodinger, ou seja um operador da forma A + gq.
Considera-se o operador tipo Schrodinger L = A+ || A%, e seja AF seu primeiro autovalor.
Simons [31] provou que A\ < —n se M é nao totalmente geodésico. Recentemente, Wu
[33] obteve a seguinte caracterizacao do toro de Clifford através do primeiro autovalor de

L.

Teorema 2.1.2 ([33]). Seja M™ wuma hipersuperficie minima, compacta e orientdvel

imersa na esfera Buclideana S, e seja A\ o primeiro autovalor do operador Schrédinger

L =A+|A|? Entao,
(i) ME=0 (M € um equador totalmente geodésico S® C S*™1), ou
(i) A\ < —n.
Além disso, \b = —n se, e somente se, M ¢ um toro de Clifford S¥(\/k/n)xS"*(\/(n — k)/n).

Observa-se que o operador L esté relacionado ao operador de Jacobi J associado a
caracterizagao de hipersuperficies minimas em S"™, o qual é dado por J = A+||A||*+n =
L + n. Em particular, seus espectros estao relacionados pelo fato que se A € Spec(J)
se, e somente se, A +n € Spec(L) e A{ = A — n. Portanto, uma consequéncia do
resultado anterior é a seguinte caracterizacao do toro de Clifford via o primeiro autovalor

do operador de Jacobi dado por Wu [33].

Teorema 2.1.3 ([33]). Seja M™ wuma hipersuperficie minima, compacta e orientdvel

imersa na esfera Euclideana S"™, e seja A{ o primeiro autovalor do operador de es-

tabilidade J = A + ||A]|* + n. Entdo

(i) M = —n (M ¢é um equador totalmente geodésico S® C S™™), ou
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(i) A < —2n.
Além disso, \{ = —2n se, e somente se, M é um toro de Clifford S¥(\/k/n)xS"*(\/(n — k) /n).

Este teorema foi obtido também por Perdomo [27] usando um novo método o qual é com-
pletamente diferente do método usado por Wu no Teorema 2.1.3.

Pode-se também ressaltar que na prova do Teorema 2.1.3 foi utilizada uma férmula fa-
mosa para o Laplaciano da funcao ||A]|* em M, a qual foi estabelecida por Simon [31].

Especificamente, para o caso minimo em S"™, a férmula de Simons é como segue:
1
SAIAI = IVAF + (n — [[AIP) AP,

Como uma aplicacao da férmula de Simons, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.4 ([12],[20],[30]). Seja M wuma hipersuperficie minima, compacta e ori-

entdvel imersa na esfera Euclideana S™, e assuma que ||A||> <n em M. Entdo
(i) |Al> =0 (M € um equador totalmente geodésico S™ C S™1), ou
(i) ||A||> =n e M é um toro minimo de Clifford.

A parte (i) e o limite dado em (ii) foram dados por Simons [30, Corolario 5.3.2]. Por outro
lado, a caracterizacao do toro minimo dado em i), a qual é local, foi obtida independente

e simultaneamente por Chern, do Carmo e Kobayashi [12] e Lawson [20].

2.2 Funcoes testes baseadas em aplicacoes conformes

de Sn+1 em Sn+1

Nesta secao, apresentamos duas ferramentas fundamentais para as demonstracoes
dos nossos primeiros resultados. Comecamos definindo duas familias de funcoes geométricas
sobre hipersuperficies nas esferas.

Seja 1 : M™ — S™ C R™2 uma imersao de uma variedade n-dimensional na esfera
unitaria. Para qualquer m € M denotamos por T,,M o espaco tangente de M em m,
o qual é um subespago de R™*2. Isso implica que existe um tinico vetor N(m) no com-
plemento ortogonal de T,,,M, tal que (N(m),m) = 0. Quando M é orientével, podemos
escolher N(m) tal que defina uma aplicagdao N : M — S"'. Esta aplicacdo é conhecida

como aplicagao de Gauss.
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Em particular, quando tratarmos com aspectos locais de M, identificamos M com o con-
junto ¥(M) C R, e o espago T, M com o subespago di,, (T, M) de R™2,

Fixado w € R""2, defina-se as funcoes ¢, : M — R e f,, : M — R dadas por

lw(m) = (Y(m),w) e fu(m)=(N(m), w),

para todo m € M.

Observe que ¢, e f,, sao, respectivamente, as coordenadas da imersao ¢ e da aplicacao
de Gauss.

Estas duas familias de fungoes geométricas em hipersuperficies sao muito tteis no estudo
do espectro de operadores elipticos definidos em M como o Laplaciano e o operador de
Jacobi.

Fixado w € R"*2, defina-se o campo vetorial tangente w' : M — R"*2 por:
w' (m) = w — Ly,(m)p(m) — fo,(m)N(m)

para todo m € M.

T ¢ um campo vetorial tangente em M porque (w'(m),y)(m)) = 0 e

Claramente, w
(w'(m), N(m)) = 0 para qualquer m € M. De modo preciso, w'(m) é a projegao

ortogonal do vetor w em T,, M.

Proposicao 2.2.1. Sejam M™ € uma hipersuperficie diferencidvel com curvatura média
constante de S"™* e A o operador forma com respeito ao campo vetorial unitdrio v : M —

R™*2 entdo, o gradiente e o Laplaciano das funcoes {y, e f,, sio dadas por:

Vi,=w", Vf,=—-Aw"), (2.1)
Aly = —nly +nHfy,  Afy=—[|A|*fu+nHl,. (2.2)

Demonstragao. Para qualquer vetor w € T, M, seja « : (—e¢,€) — M uma curva tal que

a(0) =z e o' (0) = w. Note que

_ dl,(a(t) d(a(t),v>| e

)
dly(w) e

Desde que a igualdade anterior é verdadeira para qualquer w € T, M, entao, V{,(z) = v'.

Para a fungao f, tem-se

dw) = O

= —(Aw),v" (x)) = (w, —A(" (x))).
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Para calcular os Laplacianos das funcoes £, e f, utilizamos os gradientes encontrados no

passo anterior, isto é
VoVl, = Vv = —Ly(x)w + fo(2)A(w),

onde V denota a derivada intrinseca em M. Seja {ej,--- ,e,} uma base ortonormal de

T,,M. Entao, o Laplaciano de ¢, no ponto m é dado por

n

ALy(m) = (Ve Vi, e5) = —nly(m) + tr(Ay) f,(m) = —nly(m) + nH,(m).

=1

Por outro lado, usando a equacao de Codazzi tem-se também

VuVfy = =Vu(A@")) = =(VuA) (v (m)) = Apn(Vyo!)
= —(V 7 A)(w) + Ly(m) A, (w) — f,(2) A% (w).

Portanto,

n

Afo(m) = Y (Ve Vi e)

= - Z((me)z‘l(ei)@» +nHL,(m) — [[A]*(m) f,(m)
= —n(v' (m), VH(m)) +nH,(m) — [ A]]*(m)f,(m)
= nHl,(m) — | AlI*(m) fo(m),

desde que a curvatura media H seja constante. [

Finalmente, mostramos uma técnica introduzida por Li e Yau [22], a qual faz uso
do grupo de aplicacoes conformes de S*** em S**1.
Seja D"*2 a bola aberta unitdria delimitada por S"*! em R"*? e G o grupo conforme de

S"*t1. Para cada g € D""2, considera-se a aplicagao Fj : S"™' — S"*! dada por

) — P+ (lp.3) + X)g

o) =g + 12 (23)

g

para todo p € S"*! onde A = (1—|§|2)*%, p=(A=1)[g|™%e(, ) denota o produto interno
usual em R™*2. Uma verificagao direta mostra que F; é uma transformagao conforme de
S**! em S**! a qual pode ser estendida para uma isometria de D"*? dotada com a métrica
hiperbdlica, que transporta a origem de D"*2 no ponto g. Além disso, cada transformacao

de G pode ser expressa por T o F;, onde T é uma transformagao ortogonal de S"*! e Fj
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é dada por (2.3), para algum g € D"*2,
A aplicacao diferencial dFy é dada por:

dFy(v) = A ((p.g) + 1) {A(p, 9) + Dv — Mo, g)p + (v, 9)(1 = Mgl g},
onde v é um vetor tangente a S"™ em p. Assim, para dois vetores v, w tem-se:

1 — g%

(dFy(v), dFy(w)) = (g + 12

(v, w).
Em [22], Li e Yau provaram o seguinte lema:

Lema 2.2.2 ([22]). Se h é uma métrica Riemanniana em M e v : (M, h) — S™*! ¢ uma

imersao conforme, entdio existe g € D"2 tal que

/M(Fgomdvz(o,...,()).

Aqui o diferencial de volume dv € tomado com respeito a métrica h.

2.3 Uma caracterizacao de hipersuperficies via o se-
gundo autovalor do operador de Jacobi

Nesta se¢ao, apresentamos nossos primeiros resultados os quais sao inspirados nos
trabalhos de A. Mendes [24] e El Soufi e Ilias [16]. Mendes caracterizou os toros de
Clifford como as superficies que maximizam o segundo autovalor do operador de Jacobi
entre todas as superficies fechadas, orientaveis e imersas em S3.

Ele provou o seguinte:

Teorema 2.3.1 ([24]). Seja M wma superficie fechada, orientdvel e imersa em S* de
género g(M) maior ou igual a 1. Entao o sequndo autovalor de J = A+ ||Al|? +2 satisfaz

Ny (M) < —2 e a igualdade ocorre se, e somente se, M é congruente ao toro de Clifford.

El Soufi e Ilias [16] derivaram um limite superior para o segundo autovalor de
um operador Schrédinger da forma A + ¢ de uma subvariedade compacta (M™, g) de um
espaco forma Riemanniano, em termos da curvatura média total de M e do valor médio
do potencial q.

Eles provaram o seguinte:
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Teorema 2.3.2 ([16]). Seja ¢ : M™ — N™(c) uma imersao de uma subvariedade com-
pacta, conexa com m > 2 em um espago forma N™(c). Para qualquer potencial continuo
qg em M™, tem-se
A0 < o [ {m(HE +0)+ gbo,
M| S
Se m > 3, entdo a igualdade ocorre se, e somente se, q é constante e (M) é uma

1/2
subvariedade minima de uma esfera geodésica de raio r. de N(c), com ry = (%) ,
2

. . -1
ry = arcsinrg e r—_; = sinh™ " ry.

Neste tltimo resultado, N(c) representa o espago Euclidiano R"™ para ¢ = 0, a
esfera Euclidiana unitaria S™ para ¢ = 1 e o espago hiperbdlico H" para ¢ = —1.

Nesta diregao, conseguimos estender o resultado de A. Mendes para codimensao
alta no caso de superficies e também provamos que o resultado se cumpre para dimensao
alta com uma hipdtese adicional sob a curvatura escalar. Portanto, nosso primeiro resul-

tado se enuncia como:

Teorema 2.3.3. Seja M uma superficie fechada e orientdvel imersa na esfera Euclidiana
unitdria S*™P, p > 1, com género g(M) maior ou igual a 1. Entdo, o sequndo autovalor

do operador J = A + || A||*> + 2 satisfaz \y < —2, com igualdade se, e somente se, M é o

toro minimo de Clifford S! <\/1/2) x St ( 1/2).
Para provar o Teorema 2.3.3 precisaremos do seguinte resultado:

Teorema 2.3.4. Seja M uma superficie minima fechada e orientdvel imersa na esfera
Euclidiana unitdria S*™?, p > 1, com género (M) > 1. Entdo, o sequndo autovalor do
operador Jacobi J = A + || A||? + 2 satisfaz Ny < —2, com igualdade se, e somente se, M
¢ o toro minimo de Clifford S! ( 1/2) x St ( 1/2).

A demonstracao do Teorema 2.3.4 segue de uma sequéncia de lemas:

Lema 2.3.5. Seja v : M¥ — S"*' k < n, uma aplicacdo diferencidvel, g € D"+2
e {e;}"2 uma base ortonormal de R"2.  Se definimos h; : M — R por hi(m) =
(Fy(ip(m)),ei) es; : M — R por s;(m) = ((m), e;), entao

n+2 n—+2

> 19k = IS (o).

(14 {¥(m), 9))* £
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Demonstragdo. Seja {v;}¥_, uma base ortonormal de T,,, M. Tem-se

(Vhal*(m) = Z (v (hi))?
— Z () ymy (i (v)) )
Portanto,
Z [Vhal*(m) = Z ({(dEy )y (i (7)), €)”

(A oy (o (03) 1

I
E

1

.
Il

1_’92‘ NE

1—|g]? ()2
T+ [im >g>>22(”f( )

i=1

n+2

||M?TTEM?r

n+2

1 - \9\2
_ (1 + Z |Vsz

O seguinte lema d4 uma expressao que relaciona volume de M, | M|, em termos de

uma das fungoes coordenadas.

Lema 2.3.6. Seja v : M* — S™ wma imersdo isométrica de uma variedade com cur-

vatura média constante em uma esfera unitdria. Para um vetor fivo w € D" defina a

fungao f =1+ £,(m). Entao

/ !wP _ /\w\2—€2—-1W wl® /2wa
(1+£,)? (14 £,)? w4l
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Demonstracao. Segue da Proposicao 2.2.1 e de uma verificacao direta que

Alog f = divV(log(¢, + 1))

= div Vi
1+74,

Al VG|
L+l  (144,)?
—kly +kHf, Vi)

144, (14 0,)?
k (20,(1+ 0y) — 2H f,(1+ €,) + 2|wT|?
T2 ( (1+0)? )
k (%w + 2402 +1—1—-2Hf,(14+4,) + %|uﬁ|2>
2 (14 4,)?
_k (1 a0 )l ) e A 2wa>
2 (1+4,)? 144,
__k (1 SR el el et 0 2wa) |
2 (1+4,)? (1+4y)? 1+ 4y
Integrando esta ultima equagao, segue o lema. |

Demonstracao do Teorema 2.3.4. Sabe-se que o primeiro autoespago de A+ ||A|[*+2
é gerado por uma autofungao positiva p. Consideremos a variedade Riemanniana (M, h),
onde h é a métrica p-vezes a métrica induzida por 1. Desde que v : (M, h) — SP™ é uma

aplicacao conforme, pelo Lema 2.2.2 podemos encontrar g € D3 tal que

[ Fov= [ wren=0...0,
(M, h) M

onde a primeira igualdade obtém-se pela féormula de mudanca de variaveis em integrais

multiplas. Fazendo ¢ = F; 09 = (¢1,...,¢p+3), concluimos que as funcoes ¢; =
(F5(¢(m)), e;), com {e;}’*? base ortonormal de R”*3, sdo perpendiculares & funcio p,
ou seja

/M/Nbi:()-

Pelo principio min-max, temos que para todo ¢ < p + 3

AéfMd)?s/ -
= [ vor = [ a +2)0

Somando em i = 1,...,p+3 e usando o fato que Z ¢?=1e|Vo]* = Z |V i|* obtemos:

=1

3 < [ Vel - [ (a2, (2.4
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Por outro lado, do Lema 2.3.5 podemos ver que:

p+3 52 p+3 p+3

2 1—1g eT 2
XV = T 7 2V T gt g

7 - ((1 +1<;<‘.5>‘,29>>2) |

Lembrando que para nosso caso, dado qualquer vetor fixo v em RP™3, pode-se definir o

(2.5)

campo vetorial tangente v’ : M? — RP*3 por:
v’ (m) =v—l,(m Z]”N

onde N; sdo os vetores unitarios no complemento ortogonal de 77, M tal que (N;(m), m) =

0 para j = 1,...,p, fi = (v,N;), para algum j = 1,...,p e v’ é um campo vetorial

tangente em M, pois (v (m),1(m)) = 0 e (v'(m),N;(m)) = 0 para qualquer m €
Mej=1,...,p. Integrando (2.5), usando o Lema 2.3.6 (no caso minimo H = 0) e

substituindo em (2.4) obtemos

A < / Sl / (IAI +2)
M Sy (14 (@ ()Q )? |M|
9 /W / (IAI2 +2)
| M| 1—|—€ |M|
:__/ 1APP / 9> — & !2_
M| Ju |M| 1—|—£

/ g> =2 —1g"?
(1445

¢ positiva, a menos que g = 0, obtemos

Ja que a expressao

AJ<—M / A2 (2.6)

Usando a equacgao de Gauss e o teorema de Gauss-Bonnet,

1
o< —— 292K
2= 2

2
——2+—/K
(M Sy

Portanto, desde que assumimos que o género g(M) > 1, entao X'(M) =2 —2g(M) <0,

assim obtemos que \j < —2.
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Se A\ = —2, entdo g = 0. Portanto, para i < p+3 temos h; = £, e todas as desigualdades

anteriores serao igualdades. Logo, Jl., = \J{., e pela Proposigao 2.2.1 obtemos :
—[[AI*le, = (=A = [ A* = 2)Le, = —2¢e,.

A igualdade anterior implica que ||A||*> = 2, logo, ||A||*> + 2 é constante, entao a igualdade
em (2.6) é equivalente & igualdade 53 = 2. Em [17], El Soufi e Ilias provaram que esta
igualdade ocorre se e somente se (M) é uma subvariedade minima imersa de uma esfera
geodésica de raio r = arcsin(1), portanto M? serd uma subvariedade de S*7. Aplicando
recursivamente este fato, jd que [|A||?> + 2 é constante, concluimos, que M serd uma
subvariedade de S?, assim, pelo Teorema 2.1.4, temos que M ¢é isométrico a um toro

minimo de Clifford. |

Finalmente, para a prova do Teorema 2.3.3 precisaremos também do seguinte lema

(para mais detalhes ver [16]):

Lema 2.3.7 ([16]). Seja ¢ : M™ — S™™! wma imersao de uma subvariedade compacta e

conexa numa esfera unitdria. Para qualquer aplicacao conforme F : St — S tem-se

[ v@ewr<m [ (ap )
M M
Além disso, para m > 3 a igualdade implica que |V (F o )|? € constante em M.

Demonstracdo. Sejam B e H respectivamente a segunda forma fundamental e curvatura
média de F'(1)(M)) vista como uma subvariedade imersa de S"™!. Da invariancia conforme
da segunda forma fundamental, podemos deduzir a seguinte férmula [16]:

V(Fou)P
m

|BI> = m|H|* = (IBI* = m[H[?) .

Usando a equacao de Gauss, obtém-se

|BI* —m|H|* = m(m — DIH[* +m(m — 1) = S,,
onde S, ¢é a curvatura escalar de (M, g). Da mesma forma

|B)> = m|H|?> = m(m — D)|H? +m(m —1) - S,

onde g = (F o)*h é a métrica induzida em M da métrica canonica de S**1. Portanto

V(o) = miliP + 1) - VFowlar - Lo (5, M)

-1 m
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Como F o ¢é uma aplicagao conforme de (M, g) — (S"*1 h) tem-se g = Mg.

m

Portanto, usando a formula de mudanca conforme para a curvatura escalar obtemos

_IVFoyP

S, S;=(m—1)((m—=2)|[VIVFo¢|]> + A (In|VF o ¢|?)).

Substituindo em (2.7) e logo integrando obtemos:

/ V(F 0 ) /m\H\2+1 / V(F o )2 HP — (m _2>/ VIV (F o).
M
Isto prova a afirmacao do lema. [ |

Demonstracao do Teorema 2.3.3. Com as mesmas condigoes usadas na demons-
tragao do teorema anterior, temos a existéncia de uma aplica¢ao conforme ¢ : (M, h) —

SP*2 e pelo Lema 2.2.2 podemos encontrar g € DP*3 tal que

/(M,h)Fgo¢:/Mp(Fgo¢):(0"”’0)’

Fazendo ¢ = Fy01) = (¢1, ..., ¢prs), concluimos que as fungdes ¢; = (F;(10(m)), e;), com

{eZ base ortonormal de RP™3, sdo perpendiculares & funcao p, ou seja

/ p ¢i = 0.
M
Pelo principio min-max, temos que para todo ¢ < p+ 3
M [ ot [ it
M M
= [ Ve~ [ (a1 +2)6%
M M

Somando em ¢ = 1,...,p+ 3 e usando o fato que Z ¢?=1e|Vo]* = Z |V ;i|* obtemos

M < [ 1968 -7 [ (a2, (28)
27 M| IMI
Usando o Lema 2.3.7 e a equacao de Gauss, obtéem-se

2
N < — [ (|H?+1) - (2 +4H? — 2Ky, +2)

| M| s 1M] Sy
(|H|* +1) H?> -4+ — | K
|M|/' 1) |M|/ +|M|/ M
:W/(|H|2+1)—W/ H2—4+WX(M), (2.9)
——2——/ H2+—XM)
|M| | M|

< 2+—X (M).
| M|
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Portanto, desde que assumimos a hip6tese sobre o género, temos que X' (M) = 2—2g(M) <

0, assim \J < —2.

Se \J = —2, entdo M serd minima e g(M) = 1. Logo, aplicando o Teorema 2.3.4,

obtemos que M é um toro de Clifford. [ |

Nosso segundo resultado é uma versao do Teorema 2.3.3 para o caso geral n > 3, o qual

se enuncia como:

Teorema 2.3.8. Seja M"™ uma subvariedade nao totalmente geodésica e fechada imersa
em S"P com curvatura escalar satisfazendo Sy < n(n —2). Entao, o sequndo autovalor
do operador de Jacobi J = A+ ||A]]* +n satisfaz Ny < —n, com igualdade N\ = —n se, e
somente se, M é o toro minimo de Clifford SF <\/l<;/_n> x SnF ( (n— k)/n), para wm
inteiro k € {1,...,n — 1}.

Para provar o Teorema 2.3.9 precisaremos do seguinte resultado:

Teorema 2.3.9. Seja M™ uma subvariedade minima nao totalmente geodésica e fechada
imersa em S"P com curvatura escalar satisfazendo Sy < n(n — 2). Entao, o sequndo
autovalor do operador J = A + || A||? +n satisfaz Ay < —n, com igualdade \j = —n se, e
somente se, M ¢é o toro minimo de Clifford S* <\/k/_n> x Sk ( (n— k)/n), para um

inteiro k € {1,...,n — 1}.

Demonstracao do Teorema 2.3.9. Com as mesmas condi¢oes usadas na demons-
tragdo do teorema anterior, temos a existéncia de uma aplicagdo conforme v : (M, h) —

S"*P e pelo Lema 2.2.2 podemos encontrar § € D" P+ tal que

/ Fgow:/p(Fgoz/}):(O,...,O).
(M,h) M

Fazendo ¢ = F; 09 = (¢1,..., Pnipt1), concluimos que as funcoes ¢; = (F5;(1(m)), €;),

1 ~ : . - :
com {e;}"7P*" base ortonormal de R"*P*! sdo perpendiculares & funcio p, ou seja,

/Mpfb@':()-

Pelo principio min-max, temos que para todo i < n+p+1

M [ < [ —ree,
= [ Vo= [ AR+ e
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n+p+1 n+p+1
Somandoem i =1,...,n+p+1eusando o fato que >, ¢? =1e|Vo|?= > |V,

i=1 i=1
obtemos

J L Q_L A 2
M < o [ Vel =5 [ AR <) (210)

Pela equagao de Gauss
Su=nn—1Dr=n(n—1)+n’H* —||A|?,
e pelas nossas hipdteses obtemos
Sy =n(n—1)— || A]> (2.11)

Substituindo (2.11) em (2.10) e aplicando os Lemas 2.3.5 e 2.3.6, obtemos:

1—|g|2
J —_
A= rM|/ S+ \Mr/

) 3 52—2|w E <
- rM|/ 0+0,) \M\/M”<” \Mr/ v

desde que a expressao
/ 91> — ¢ — 2 |g °
(1 + (3)

¢ positiva a menos que g = 0, obtemos:

1 1
M<—— [ nn-1 +—/5, 2.12
o] S, "V ), S (2.12)

assumindo a hipétese sobre a curvatura escalar, obtemos que \j < —n.

Se \y = —n, entdo g = 0. Portanto, para i < n + p + 1 temos ¢; = /., e todas
as desigualdades anteriores serao igualdades. Logo, Jl., = \j{., e pela Proposigao 2.2.1
obtemos:

—[[ A, = (=A = A" = n)te, = —nke,.

A igualdade anterior implica que || A||? = n, logo, || A]|? 4+ 2 é constante, entao a igualdade
em (2.12) é equivalente a igualdade A3 = n. Em [17], El Soufi e Ilias provaram que
esta igualdade ocorre se e somente se ¢(M) é uma subvariedade minima imersa de uma
esfera geodésica de raio r = arcsin(1), portanto M™ serd uma subvariedade de S"~17.
Aplicando recursivamente este fato, ja que ||A]|? + 2 é constante, concluimos, que M serd
uma subvariedade de S"*!, assim, pelo Teorema 2.1.4, temos que M é isométrico a um

toro minimo de Clifford.
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Demonstracao do Teorema 2.3.8. Com as mesmas condicoes usadas na demons-
tragao do teorema anterior, temos a existéncia de uma aplicacao conforme ¢ : (M, h) —

S"*P e pelo Lema 2.2.2 podemos encontrar g € D"™P+! tal que

/ Fgow:/p(Fgoz/}):(O,...,O).
(M,h) M

Fazemos ¢ = Fy 019 = (¢1,..., dnipt1), concluimos que as fungoes ¢; = (Fy(¢(m)), e;),

1 - : . - :
1P base ortonormal de R™7*1 sio perpendiculares & funcio p, ou seja,

/ p ¢ = 0.
M
Pelo principio min-max ¢ < n+p—+1,
M [ < [ s,
M M
= [ 1Vl = [ Qal? + e
M M

n+p+1 n+p+1
Somando em i = 1,...,n+p+1 e usando o fato que >, ¢?=1¢e|Vo|*= > |V¢|?
i=1 i=1

1 1
J o= 2 2
= \M|/M'W' 7] /M(”A” o

Usando o Lema 2.3.7 obtém-se

1
AJgi/ H2+1——/ AP +n),

pela equacao de Gauss

com {e;

obtemos

A =n*H? +n(n—1) — Sy
obtemos

1 n
A< o= [ @ (= 1) = Sw) o+ e | (HE +1)

1 / 2 2
=-—Nn—— nlH|*(n—-1)+n"—2n-3S§

1 1 1 (2.13)
— i | =)= [ @R - 10)+ o s
| M| /M (M| (MY Jar
1 1
< —— (n(n—l))+—/ S,
M| [M] S
assumindo a hipétese sobre a curvatura escalar, obtemos que \j < —n.
Se \j = —n, entdo M serd minima, pois H = 0. Logo, aplicando o Teorema 2.3.10,

obtemos que M é um toro de Clifford. [ |
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2.4 Uma conjectura de classificacao

Como foi mencionado na Subsegao 2.1.1, os toros minimos de Clifford tem Ind(M) =
n + 3, por esse motivo foi conjecturado ha muito tempo que os toros de Clifford sao as
tinicas hipersuperficies nao totalmente geodésicas em S"™! com Ind(M) = n+3, mudando

o Teorema 2.1.1 para a seguinte conjectura:

Conjectura 1. Seja M" uma hipersuperficie minima, compacta e orientdvel na esfera

Euclideana S™. Entdo
(i) Ind(M) =1 ( M é um equador totalmente geodésico S® C S™™!), ou

(ii) Ind(M) > n+ 3, com igualdade se, e somente se, M é um toro minimo de Clifford

SE(v/k/n) x S"k(\/(n — k)/n) C S, para um inteiro k € {1,....,n — 1}.

Urbano [32] mostrou que a conjectura é verdadeira para o caso n = 2. O mesmo Urbano

obteve a seguinte caracterizacao dos toros minimos de Clifford em S?:

Teorema 2.4.1 ([32]). Seja M? uma superficie minima, compacta, orientdvel imersa em

S3, que nado é um equador totalmente geodésico. Entdo Ind(M) > 5, com igualdade se e

somente se M* é um toro minimo de Clifford S*(1/1/2) x S'(1/1/2) C S3.

Posteriormente, Guadalupe, Brasil Jr. e Delgado [18] mostraram que a conjectura
é verdadeira para qualquer dimensao n, sob a hipdtese adicional de que M tem curvatura

escalar constante, obtendo o seguinte resultado.

Teorema 2.4.2 ([18]). Seja M™ uma superficie minima, compacta, orientdvel imersa em
S™HL | que nao é um equador totalmente geodésico. Assuma que M tem curvatura escalar

constante. Entao Ind(M) > n+ 3, com igualdade se e somente se M™ € um toro minimo

de Clifford S¥(\/k/n) x S**(\/(n — k)/n) C S*™, para um inteiro k € {1,...,n — 1}.

Pouco depois, Perdomo [26] mostrou que a conjectura também é verdadeira para
toda dimensao n com uma suposicao adicional sobre as simetrias de M, e, em particular,
a conjectura é verdadeira para hipersuperficies minimas com simetria antipodal.

Para ver essa condigao sobre simetrias de M defina-se o grupo

Oun+1)={y€O0n+1):~v(M)=M}.
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A aplicacao antipodal, 7(m) = —m, pode ou nao ser um elemento de Op(n + 1).
Quando isto acontece, dizemos que “M tem simetria antipodal”. A partir disso, Perdomo

mostrou o seguinte resultado:

Teorema 2.4.3 ([26]). Seja M uma hipersuperficie minima compacta, orientdvel imersa
em S™ que ndo € um equador totalmente geodésico. Assuma que Oy(n+1) fiza unica-

mente a origem em R Entado:
(i) Ind(M) > n+ 3, com igualdade se e somente se M é um toro de Clifford.
(i) A — X < n, com igualdade somente se || A||*> = |\]].
Portanto, se desprende o seguinte resultado:

Corolario 2.4.4 ([26]). Seja M uwma hipesuperficie minima, compacta, orientdvel imersa
em S", que nao é um equador totalmente geodésico. Assuma que M tem simetria

antipodal. Entdo Ind(M) > n + 3, com igualdade se e somente se M €é um toro de

Clifford.

Recentemente, Perdomo [28] obteve um prova mais simples para a conjectura no

caso n = 2. Para isso precisou do seguinte teorema:

Teorema 2.4.5 ([28]). Seja M"™ uma variedade compacta e orientdvel e seja ¢ : M —
S™! uma imersio minima de M em S"*'. Se Ind(M) = n+ 3, entio [, ||Al> < [, n

e . 2 . ~ ;. ’ . . .
Além disso, se [, ||A|* = [, n, entio M serd isométrico ao toro minimo de Clifford.
A partir desse tltimo teorema, obteve o seguinte corolario:

Corolério 2.4.6 ([28]). Se M C S? é uma superficie com Ind(M) = 5, entio M é um
toro de Clifford.

O seguinte resultado faz uso do Teorema 2.1.6 e da suposigao que a curvatura esca-
lar de M seja constante, ou seja, obtivemos uma nova prova ao resultado de Guadalupe,

Brasil Jr. e Delgado (Teorema 2.4.2).

Teorema 2.4.7. Seja M"™ uma hipersuperficie minima, compacta e orientdvel imersa em

S™! com curvatura escalar constante. Se Ind(M) = n + 3, entdo M € um toro minimo

de Clifford S¥(\/k/n) x S**(\/(n — k)/n) C S*1.
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Demonstracao. Pela Proposicao 2.2.1 vemos que para cada v € R™"2 as funcoes f, sa-
tisfazem J(f,) = —nf,. Essas fungbes geram um espago n + 2-dimensional porque M é
nao totalmente geodésico. Portanto, —n é um autovalor de J com multiplicidade n + 2.
Entao, pela hipdtese de Ind(M) = n + 3, implica que —n é o segundo autovalor de J.

Agora, usando as condigoes das provas dos teoremas da secao anterior, podemos obter a

1
)\Jg—/ Vo|* — / All? -

Usando novamente o Lemas 2.3.5 e 2.3.6, obtemos

)\ / |g|2 2|g |2 /”AH2
2="" M| (1 +€ M|

desde que a expressao
/ 91> — ¢ — > |g °
(1 + )

¢ positiva a menos que g = 0, obtemos

1
AJS——/ All%.
7] M|| |

Desde que a curvatura escalar é constante, temos que ||A]|? é constante e dado que Ny =

seguinte estimativa

—n, aplicando o Teorema 2.4.5 obtemos que ||A||*> = n, o que implica pelo Teorema 2.1.4

que M sera um toro de Clifford. [ |

Observacao: As diferencas com a prova do resultado de Guadalupe, Brasil Jr.
e Delgado estao na parte da rigidez, esta é uma prova por contradicao. A suposicao

da curvatura escalar seja constante é necessaria para provar que f, seja autofuncao de

—llAlP*.
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Capitulo 3

Uma caracterizacao espectral dos

H(r)-toros

Neste capitulo caracterizamos os H (r)-toros via o primeiro autovalor fraco do ope-
rador de Jacobi ou de estabilidade J = A + [|A]|? + n, além disso mostraremos que eles
tem Indr(M) = n 4+ 4. Na Segdo 3.1 introduzimos alguma teoria sobre estabilidade e
caracterizacoes espectrais de hipersuperficies com curvatura média constante em S™*!.
Logo, na Segao 3.2 apresentamos algumas ferramentas e fungoes testes para as provas dos
nossos resultados. Na Secao 3.3 mostramos nossos primeiros resultados do capitulo, os
quais envolvem uma comparacao dos espectros dos operadores de Jacobi e do Laplaciano
e uma delimitacao inferior para o indice fraco por uma fungao linear do primeiro nimero
de Betti. Finalizamos com a Secao 3.4, na qual mostramos uma caracterizagao espectral
dos toros com curvatura média constante ou H(r)-toros através de uma estimativa para
o primeiro autovalor fraco do operador de Jacobi, sob a hipdteses de ter duas curvaturas

principais.

3.1 Estabilidade, indice e caracterizacao espectral das
hipersuperficies com curvatura média constante

em Sn—i—l

Seja 1 : M™ — S™! um hipersuperficie compacta, orientdvel imersa na esfera Eu-

clidiana. Como outra consequéncia da primeira férmula de variagao de area, temos que M
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tem curvatura média constante (ndo necessariamente nula) se e somente se 6.4 = 0 para
qualquer fungao diferencidvel f € C*(M) satisfazendo a condigao adicional [, fdM = 0.
Para ver isso, vamos assumir que é;A = 0 para qualquer f € C*(M) satisfazendo

Joy fFAM =0, e escrevemos H = Hy + (H — Hy), onde

1
H :—/HdM.
M|y

Desde que [,,(H — Hy)dM = 0, entéo, por hipétese,

0= (SH,HO.A = —n/

(H — Hy)HdM = —n/ (H — Hy)2dM,
M

M
mas isso implica que H = H é constante em M.

Geometricamente, a condigao adicional | 1 fAM = 0 significa que as variagoes em consi-
deracao preservam uma certa funcao de volume. De fato, se vy é uma variacao normal
induzida por uma fungao diferencidvel f € C>*(M), entao a fun¢ao volume é a fungao

V : (—¢,€) — R definida por:

V(t) = /[O )

onde dV denota o elemento volume (n + 1)-dimensional de S"™ e W : (—¢,€) x M — S"!

é uma variacao de ¢, W(t,m) = 14(m). Entdo, a primeira variacao de V é dada por:

qv
6V =~ (0) = /MfdM.

Para mais detalhes, veja [5, 6]. Uma variacao se diz que preserva volume se V(t) = V(0) =
0 para todo t. Como foi mostrado por Barbosa, do Carmo e Eschenburg [6, Lema 2.2],
dada uma fungao diferencidvel f € C*(M) com | 1 JAM = 0, existe uma variagao normal
que preserva volume cujo campo vetorial variacional é fN. Como uma consequéncia, M
tem curvatura média constante (ndo necessariamente nula) se, e somente se, 474 = 0 para
qualquer variacao que preserva volume de M. Em outras palavras, umas hipersuperficies
com curvatura média constante sao caracterizadas como pontos criticos do funcional area
quando for restrito a variagoes que preservam volume.

Como no caso de hipersuperficies minimas, o operador de estabilidade deste problema
variacional é dado pela segunda férmula de variagao da drea (1.2), e similarmente a forma

quadratica correspondente é dada por

Qﬂ:—ﬁﬁﬁwﬁ
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com operador de Jacobi J = A + ||A||* + n. No entanto, em contraste com o caso
minimo, no caso de hipersuperficies com curvatura média constante podemos considerar

dois problemas diferentes de autovalores:

e Problema Dirichlet: associado a forma quadratica Q atuando em todo o espaco

da fungao diferenciaveis em M.

e Problema twisted Dirichlet: associado a mesma forma quadratica Q, mas res-
trito ao subespago de fungoes diferenciaveis f € C*(M) satisfazendo a condigao

adicional fM fdM = 0.

Similarmente, existem duas diferentes nogoes de estabilidade e indice, estabilidade forte e
indice forte, denotado por Ind(M) associado ao problema usual de Dirichlet, e estabilidade
fraca e indice fraco, denotado por Indy(M) associado ao problema twisted Dirichlet.

Assim, o indice forte é dado por:
Ind(M) = max{dimV : V < C>*(M), Q(f) <0 para qualquer f € V},

e M é chamada fortemente estavel se, e somente se, Ind(M) = 0. Por outro lado, o indice

fraco é dado por:
Indr(M) = max{dimV : V < CF (M), Q(f) <0 para qualquer f € V},

onde

CRM) = {f € €M) [ fddr =0}

M

e M é chamada fracamente estavel se, e somente se, Indy(M) = 0.
Do ponto de vista geométrico, o indice fraco é mais natural que o indice forte para o caso
em que H = é constante. No entanto, do ponto de vista analitico, o indice forte é mais
natural e mais facil de usar.
Barbosa e Bérard [4] estudaram em profundidade o problema twisted Dirichlet, com-
parando os autovalores deste problema com os autovalores do problema usual de Diri-
chlet. Por exemplo, segue facilmente do principio min-max que ambos espectros estao

entrelagados (ver [4])

M <A <A <A<

onde

Spec(J) = {\ <X <\ <---}
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é o espectro usual de J, e
Specy(J) = {NT < AT < AT < -1}

é o espectro twisted.
Quando trabalhamos com hipersuperficies com curvatura média constante, em vez da
segunda forma fundamental A, é mais conveniente trabalhar com o tensor de umbilicidade
total ¢ de M, que é dado por ¢ = A— HI, onde I denota o operador identidade em X(M).
Observe que

tr(¢) =0 e ¢l = [A|* = nH* >0,
tendo a igualdade se, e somente se, M ¢é totalmente umbilica (||¢|| = 0), o qual é equi-
valente a que satisfaca A(X,Y) = g(X, Y)%, para quaisquer X,Y tangentes a N. Em
termos de ¢, o operador de Jacobi é dado por:

J=A+|6]* +n(1+ H?).

Como o caso minimo, podemos usar novamente a funcao constante f = 1 como uma

fungao teste para estimar o Ind(M), assim obtemos:
Q1) =~ [ (Il + n(1 + HA)M = ~n(1+ HM| - [ [olfdat
M M
< —n(l+ H?)|M| < 0.

Portanto, o Ind(M) > 1 para qualquer hipersuperficie com curvatura média constante em

S**1 o qual significa que nao existe hipersuperficie fortemente estdvel em S™*!.

3.1.1 Esferas totalmente umbilicas e hipersuperficies de Clifford

Nesta secao descrevemos duas familias de exemplos de hipersuperficies em S™+!

que sao relacionadas com nosso resultado principal do capitulo.

a) Esferas totalmente umbilicas: Seja v € R™™ um vetor unitdrio fixo e ¢ um

nimero real com |¢| < 1. Definimos
S"(v,e) = {x € S" : (x,v) = c}.

Claramente, S"(n,c) é uma hipersuperficie de S"™'. Neste caso a aplicagao v :

S™(v, ¢) — S"*! dada por:

v(r) = ——(v — cx)

V1—c2
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é um vetor normal unitrio ao longo de S"*!. Portanto, para qualquer x € S"(v, ¢)
1
o operador forma A, é uma aplicagio c¢(1 —c?)"21, onde I é a aplicacao identidade,

€

k1(z) = = kn(2) = N

para todo = € S™(v,c). Nao é dificil mostrar que esses exemplos sdo as unicas
hipersuperficies totalmente umbilicas de S**!. Neste caso temos

nc?
1—c?

C
H=——— ¢ |A|*=
vi—e ¢ M

ambos sao constantes em S™(v, c).

Hipersuperficies de Clifford: Dado qualquer inteiro k € {1,...,n—1} e qualquer

nimero real r € (0,1), definimos ¢ =n — k e

SFr) x S"E(VT —12) = {(x,y) e RFI xR jz|? = 2 e ||y||> = 1 — 2}  S™HL

Nao ¢ dificil mostrar que para qualquer (z,y) € S¥(r) x S*7*(v/1 — 72) temos
Tao[S*() x S (VI=7)] = {(0,w) € R¥ X R (3,0) = 0 ¢ (w,y) = 0.}

Portanto, a aplicacdo v : S¥(r) x S**(v/1 — r2) — S"*! dada por:

Vi ry)

v(z,y) = T,
(z,y) ( . T
define um campo vetorial normal unitdrio ao longo de S¥(r) x S"~*(1/1 — r2), ou seja,

¢ uma aplicacdo de Gauss em S*(r) x S"7* (v/1 —2). Note-se que os vetores em
Sk (r) x S"*(v/1 — r?) da forma (v, 0) definem um espago k-dimensional. Um célculo

direto, usando a expressdo para v, nos da que se (v,0) € T'(z,y) (Sk(r) x SPF(V1 — 7"2)),

entao

V1-—r2
A(x,y)(v, O) = ——(U, 0)

r

Portanto —v/1 — r2/r é um autovalor A,y com multiplicidade k. Do mesmo modo
mostramos que 7/v/1 — r? é um autovalor de A, ) com multiplicidade ¢. Portanto,
as curvaturas principais de S¥(r) x S"7*(1/1 — 12) sdo dadas por:

Nipre r
/ﬁ;l(.’lj7y) — ... = /‘ik(iﬂ,y) = —T’ 'L{';k+].(x7y) — ... = /ﬁ;n(l”y) = \/ﬁ’

e também temos que

nr? —k , k n—k
= 6” H :_2+ ; N
nry/1 — r? r 1—r

sao constantes.
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Na subsecao anterior foi mostrado que nao existe hipersuperficie com curvatura média
constante e compacta que seja fortemente estavel em S"*!. Em contraste a isto, Barbosa,
do Carmo e Eschenburg [6] caracterizaram as esferas totalmente umbilicas S"(r) C S"*!
como as unicas hipersuperficies com curvatura média constante e compactas que sao

fracamente estdveis em S**1.

Teorema 3.1.1 ([6]). Seja M™ uma hipersuperficie com curvatura média constante, com-
pacta e orientdvel imersa na esfera Euclidiana S, Entao M ¢é fracamente estdvel se, e

somente se, M é uma esfera totalmente umbilica S™(r) C S

Para o caso das hipersuperficies de Clifford ou toros de curvatura média constante ou
H(r)-toros, temos que o operador de Jacobi pode ser expresso por:

J:A+(ﬁ+n_k>.

rz 1 —r2

Em particular, o espectro de J esta diretamente relacionado ao espectro de A, especifi-

camente, eles compartilham as mesmas autofuncoes, e seus autovalores sao relacionados

A;’:Af—<ﬁ+n_k), i=1,2,....

r2 1 —1r2

por:

Como uma consequéncia, usando A2 = 0 e que suas correspondentes autofuncoes sao

fungoes constantes, obtemos que \{ = — (r% + f_’rkg) com multiplicidade 1 e suas corres-
pondentes autofuncoes sao fungoes constantes. Observe-se que \{ = — (r% + fjfg) < 0,

ele contribui ao Ind(M) mas nao para o Indy (M), isto devido a que as autofung¢oes nao
satisfazem a condigao [ 3 udv = 0. Ainda mais, jd que todo o resto das autofungoes de J
sao ortogonais as funcoes constantes, eles satisfazem a condigao f 1 Wdv = 0 e contribuem
com o Indy(M). Portanto, neste caso temos que Ind(M) = Indp(M) + 1.

Para calcular os autovalores, s6 basta lembrar o que foi feito no caso minimo, assim no

nosso caso, os autovalores do Laplaciano em S*(r) sao:

(k-2
P Gl [ i I
T

com multiplicidades

my :1, ,m>\2:k3+1,

k+i—1 k+i—
my = (F 7 L A T
‘ 1 —1 71— 3
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e os autovalores do Laplaciano em S"*(y/1 — r2) sao

G-—Dr—k+j-2)
1—r? ’

My = j:1>2337"'7

com multiplicidades

my, =1, ,my, =n—Fk+1,

— n—k+j—-1\ (n—-k+j-3 i34
Mi j_l j_3 9 T Yy Ey ey

entao, a partir de tudo isto, o problema se reduz a contar quando A; + p; < T% + fjﬁ =

Mo+ g, comi=14>1¢ei>17=1.

Observe que sempre vamos ter que Ay + o = 1"__:“2 < 7% + % com multiplicidade n—k+1

e Xy + = T% < r% + =% com multiplicidade k& + 1. Portanto, Indy (M) > n + 2 para

1—7r2

qualquer toro de Clifford com curvatura média constante. Além disso, Indyr (M) =n + 2

quando
A+ >k nok As + N> nk
— pa— e — PR -
1T M3 M3_T2 1,2 3T H1 8= 2T 2
se, e somente se,
b T2<k+2.
n+2- T n+4+2

Claramente o toro minimo de Clifford satisfaz Indz(M) = n + 2, pois r* = k/n.
Motivados pelo valor do Indz (M) para um toro de Clifford com curvatura média constante,

Alias, Brasil e Perdomo [2] provaram o seguinte resultado:

Teorema 3.1.2 ([2]). Seja M™ uma hipersuperficie compacta, orientdvel e imersa em uma
esfera Euclidiana S™ com curvatura média constante H, e seja Indr(M) o indice fraco de
estabilidade. Assumimos que M tem curvatura escalar constante. Entao Indr(M) > n+2,

com igualdade se, e somente se, M ¢ um toro de Clifford com curvatura média constante

S*(r) x S (V1 —=12) com raio \/k/(n+2) <r < /(k+2)/(n+2).

3.1.2 Uma caracterizagao espectral dos H(r)-toros pelo primeiro

autovalor de estabilidade forte

Um caso particular dos toros de Clifford com curvatura média constante é aquele

obtido considerando as imersoes canonicas S"7!(r) < R" e S'(/1 — r2) < R? para um
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raio 0 < r < 1, e tomando o produto de imersoes S (r) x S'(/1 — r2) — S*"*! C R"*2.

A partir disso, as curvaturas principais sao

1—r2 r
Ri =" '"=Rp-1= , Rp = —

r m’

o qual implica que a curvatura média é
n—1—nr?

nrm '

= (n—1)/n, que corresponde ao toro minimo

H=H(r)=

Em particular, H(r) = 0 se, e somente se, r?

de Clifford. Daqui resulta que

2 2(n —1)+nH*+ |H|\/n?H? +4(n — 1)
on(1 + H?) ’

onde escolhemos o sinal como — ou + de acordo a r* < (n — 1)/n ou r? > (n — 1)/n,

respectivamente. Além disso, ||¢||* é dado por

9 n—1 n < >2
_ _ — Q)| H| £ /n?H? +4(n — 1
61 = =y = o (0= 2] VP d =)
onde usamos o mesmo criterio para o sinal. Em particular, ||¢[|? = ||4||2 ¢ também
constante e A\{ = —||@||2 — n(1 + H?). Portanto, se r* < (n — 1)/n, temos que

-2
A = —2n(1+ H?) + n(n —2)

— = H[l|9lo,
el

onde

ol = gy (0 = 2181 = VPP + 000 =)

eser?>(n—1)/n temos

N = o1+ 1) =SB 2 Aol

onde

913 = 3~ ((n —2)|H| + Vi#H 4 4 1))

n
(n—1)
Motivados pelo valor de \{ para esses H(r)-toros, Alias, Barros e Brasil [1] provaram o

seguinte resultado que vem a ser uma extensao do Teorema 2.1.3.

Teorema 3.1.3 ([1]). Seja M™ uma hipersuperficie compacta, orientdvel e imersa em uma
esfera Euclidiana S™ com curvatura média constante H, e seja \{ o primeiro autovalor

do seu operador de estabilidade J = A + ||¢]|* + n(1 + H?). Entdao,
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(i) A = —n(1+ H?) (M € totalmente umbilica), ou

(i) M < —2n(1 + H?) + 2| H|maz||¢|.

v/ n(n—1)
Além disso, \{ = —2n(1 + H?) + &%\H|max”¢” se, e somente se,
(a) n=2e M éum H(r)-toro S'(r) x S'(v/1 —r2), com r* #1/2

(b) n>3 e M éum H(r)-toro S*1(r) x SL(v/1 —r2), com r* < (n —1)/n.

3.2 Funcoes testes baseadas em coordenadas de 1-
formas

Seja 1 : M™ — S"! uma imersao isométrica de uma hipersuperficie compacta,
orientavel, conexao de Levi-Civita V e com curvatura média constante. Escolhemos um
campo vetorial normal N ao longo de M™. Seja V a conexao de Levi-Civita em S"t!, entéo
a segunda forma fundamental B e o operador forma A de 1 sao dados, respectivamente,
por:

B(X,Y) = (VxY,N), A(X)=-VxN e B(X,Y)=(A(X),Y)

para todos os vetores tangentes X,Y € T'M.

Escolhemos um campo vetorial normal unitdrio v para S**! em R"*2 para que a
segunda forma fundamental da imersdo canonica ¢ : S"*1 — R"2 seja a identidade.
Denotando por V a conexdo de Levi-Civita em R"*2, entdo temos Vxv = —X para todos
os vetores tangentes a S"*!. Assim, obtemos uma base ortonormal (N,v) do fibrado

normal da imersdo composta ¢ : M™ — R™*2, e para quaisquer X,Y € TM:

VxY = VyY = (X,Y)v+ B(X,Y)N. (3.1)

Fixamos uma base ortonormal & = {E}, ..., E,.»} de campos paralelos sobre R"*2, de-

notamos por

Ei = Ez — <E1,N>N — <E27 l/>7/

a projecdo ortogonal de E; sobre M.
Da mesma forma que foi definido no Capitulo 2, definimos as fungoes suporte ¢;, f; €
C> (M) respeito a base &, as quais sao dadas por:

L=, Ei) e fi=(N,E)
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para todo 1 <i <n+ 2.

Os gradientes e Laplacianos das fungoes suporte sao dadas por:

Lema 3.2.1. Seja A o operador forma da imersao v : M™ — S"*'. Para as funcoes

suporte £;, f; e os campos componentes da base £ valem as sequintes identidades:
(i) gradl; = E; gradf; = —A(E),
(i) Al =nt; —nHf;, Afi=|Al*fi — nH;.
Demonstragao. (i) Para todo X € X(M) vale
(grad(;, X) = X (¢;) = (Ei, Dx) = (E;, X)
(gradf;, X) = (E;, DyN) = —(E;, AX) = —(AE;, X).
(ii) Seja {e;}}j_, um referencial ortonormal local geodésico em m € M, entdo
Al; = div(E;)
— —(V.,Ei )
= —(fide; — liej, ;)
=nl; —nHf;.
Af; = div(—AE;)
= (V,(AE;), ¢;) (3.2)
= ((Ve,A)ei, e5) + (AV., Ej, e;).
Sabemos que para todo X,Y € X(M) temos
(VxE;,Y) = X(E;,Y) — (E;, VxY)
= X{(E;,Y) — (E;,VxY)
— (E;, DxY — VxY).
Logo, pela decomposicao (3.1) obtemos
(VxE,Y) = [iAX — £;X. (3.3)
Portanto, usando a equacgao (3.3) e a equagao de Codazzi na equagao (3.2), obtemos
Afi = (Ve A)ej e;) + (A(fide; — Lie;), e5)
= t1(Vg,A) + fitr(A?) — litr(A)
= ||A||2fi — nH;.
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Lema 3.2.2. Seja A o operador forma da imersdo ¢ : M™ — S™™'. Para todo X € X(M)

e qualquer campo paralelo E' sobre R"*2 com projecio ortogonal E; sobre M temos
(i) Ric(X)=(n—-1)X +nHAX — A*X;
(ii) V*VE; = A’E; + E;.

Demonstragdo. Seja {e;}7_; um referencial ortonormal local em m € M.

(i) Usando a equagao de Gauss, obtemos

Ric(X) = (R(e;, X)ej, ex)ey
= (({ej, €)X — (X, ¢j)e;) + (Aej, ;) AX — (AX, ej) Aej, ex)ey,

=(n—-1)X+nHAX — A’X.
(ii) Usando a defini¢do do Laplaciano de Bochner obtemos

V*VE; = =V .V E;
= —Vej (fZ-Aej — €i€j>
= (AL, ej)Aej — fi(Ve,A)ej + (Ei, e)e;

= A%E, + E,.
]

Seja & € T'M um campo vetorial diferenciavel em M e seja 6 seu dual 1-forma, ou seja
¢ = 6%, Denotamos por £* = {E',..., E"*2} o dual da base £. Assim, as coordenadas

de 6 na base £* sao dadas por
w; = (0, E") para todo 1 <i <n+2,

onde E’ representa a projecao ortogonal da 1-forma E° sobre M.
Inspirados nos trabalhos de Ros e Savo, usaremos as coordenadas de & € T'M como

funcoes-teste. Para tal fim, escrevemos w; como um produto de campos duais, ou seja,
Os Laplacianos de Hodge e Bochner do campo £ sao definidos, respectivamente, por:

AE = (MO)F e VVE = (VVO)F.
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Lema 3.2.3. Seja A o operador forma da imersdao v : M — S"1. Para os campos duais
E=0% el = (x0)*, onde § € QY (M) e § € Q"1 (M), defina as funcoes w; = (£, E;) e

Demonstracao. Pela definicao do Laplaciano de Bochner obtemos

pelos Lemas 3.2.1 e 3.2.2 obtemos

A& E;) = (V'VE E;) + (6, AE;) + (€, B)) — 2f(VE, A) — 20;divE.

Lembrando que V*V¢ = (V*V6)# e usando a relacao do Laplaciano de Hodge, Laplaciano
de Bochner e Weitzenbock (1.14) obtemos:

|

Lema 3.2.4. Seja M™ uma hipersuperficie de S™™' com duas curvaturas principais de

multiplicidade n/2, para n par. Entao, o quadrado do operador forma se escreve como
nA* = (J|A|”> — 2nH?) Id + AH A,
onde Id ¢ o operador identidade.

Demonstracao. Desde que M tem duas curvaturas principais A; e Ay de multiplicidade
n/2, entdao a curvatura média e a norma ao quadrado do operador forma se escrevem

respectivamente como

AL+ Az
2 )
AP =2 (22 4 22
Al —2( T+

H =
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Logo, temos que

4H? = N2+ X2+ 2\ )

2
= ﬁ||A||2 +2X1 )Xo

2
= ZJAJP + 20, 2H - X), i€ {1,2)

2
= Z||A|* + 4HN\; — 2)7.
n

Assim, n)\? = ||A||? — 2nH? 4+ 2nH\; e o resultado segue. |

Lema 3.2.5. Sejam M uma hipersuperficie de S*™' com duas curvaturas principias de
multiplicidade n/2, para n par, e &, & 0s campos duais, os quais satisfazem a seguinte
relacao:

(AE,€) + (A€, &) = 2H||¢]?

Demonstracao. A prova do lema serd feita por construcao com relagao a dimensao, para

0 0
9o 9my’ T B } seja uma base de TM e seja {dz!, dz?, ... dx"}

isso vamos supor que {

a sua base dual.

(i) Sen=2

Dado 0 € QY(M), pode ser escrita como
0 = aydzt + asda?®

e devido as propriedades do operador estrela de Hodge, temos que,
*0 = apdx® — aydr?

Agora, aplicamos sem perda de generalidade o isomorfismo #, obtemos

0 0
#_ 0 9
0 @ 81'1 + 81‘2
0 0
#
(x0) a; s a9 o

Pela definicao de & e £ e pela hipdtese sobre as curvaturas principais e ja que A é

um operador auto adjunto, temos que

0 0
A€ = 7 7
f al)\l 8131 + a2)\2 axQ
0 0

AE = —ag\j— Ag—
1 Qs 18:1:1 + ay 25@
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logo,
<A£7 5> >\1 +a /\2
(A€, €) = a3k + aiky;
portanto
(A€, &) + (AE,€) = (af +a3) (M + Xo) = 2H|[¢]?
Sen=4

Dado 6 € QY(M), pode ser escrita como
0 = aydz' + aydz? + azdx® + agda?
e, seja 0 € Q3(M) da forma
0 = aydz' A dz® A da® + asda’ A da® A dat + azdz' A da® A dat + agda® A da® A dat
devido as propriedades do operador estrela de Hodge, temos:
*0 = aydzt + asdx® + azdx® + asdz?

Agora, aplicamos sem perda de generalidade o isomorfismo #, e obtemos

6#—ai+a 0 +a 0 +ai
I T T P
_ ) ) )
#_ . Y
()7 = a1y~ F o~ s =+ dag

Pela definicao de € e € e pela hipdtese sobre as curvaturas principais, ja que A é um

operador auto adjunto, temos

0 0 0 0
Af = al)\la—l + ag)\la + ag)\ga + (14)\28 o
- 0 8 8 0
A§ = al)\Qa—4 + Cl2/\2a + GS)\la + CL4/\18:1€1
logo,
(AL, &) = aih + a3\ + ag/\2 + ajhs
<A€, £> = (Z3/\1 + a4)\1 + CLl)\Q + a2)\27
portanto

(AL, &) + (AL, &) = (af + a3 + a3 + a]) (M + A2) = 2H|[¢|]?
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(iii) caso geral
Dado 0 € QY(M), pode ser escrita como
0 = aydzt + asdz® + -+ - + a,dz"
e seja f € Q" 1(M) da forma
0 = ayda' Nda? Ao ANdx" T+ agdet AdeP AL ANd A+ -+ apda® AdP AL A da"
devido as propriedades do operador estrela de Hodge, temos:
*0 = aydz™ + asdz™ + - - + aydalt.
Agora, aplicando sem perda de generalidade o isomorfismo #, obtemos

0 0 0
9#:a1—+ag—+---+a4—

o0xy 0xy Oy
_ 0 0 0
# — e -
(x0) alf)mn + as o + - 4a, .

Pela definicdo de ¢ e £ e pela hipétese sobre as curvaturas principais,ja que A é um

operador auto adjunto, obtemos:

0 0 0 0 0
A& = a N — M=+ F ApA n/241A s apA
§=a v + as ! 9zg + ot an 18%/2 + Apj2+1 2a$n/2+1 +rta .
Af—a)\a+a)\ + o e +a A 0 - —ira>\i
— 1 281'” 2 annfl n/2 ann/2+1 n/2+1 1895”/2 n 181'1
logo
(AL, &) = aihi + -+ ad ph 4+ a) jp Mo+ -+ al )y
(AL, &) = abp )+ -+ aih+ai o+ -+ al )
portanto

(AE,€) + (AL, €) = (af + a5+ -+ al) (M + o) = 2H|€]]?

3.3 Comparacao entre os autovalores do operador de
Jacobi e o Laplaciano de Hodge

Nesta secao apresentamos nossos primeiros resultados do capitulo os quais sao

inspirados nos trabalhos de A. Savo, Ma-Huang e Calvancate-de Oliveira.
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A. Savo [30] mostrou um teorema de comparagao entre o espectro do operador de Jacobi

e do Laplaciano Hodge em 1-formas.

Teorema 3.3.1 ([30]). Seja M™ uma hipersuperficie minima de S™™' com operador de

Jacobi J. Entao, para todo inteiro positivo k, temos
A< =2(n—1)+ A0,
onde m(k) = ("}?)(k—1) + 1.

Ma e Huang [23] mostraram um teorema de comparagao entre os autovalores do operador

de Jacobi e o Laplaciano Hodge em 1-formas.

Teorema 3.3.2 ([23]). Seja ) : M™ — S™™! uma hipersuperficie compacta com curvatura
média constante H. Denotamos o quadrado da norma da sequnda forma fundamental por
|A||*. Entao,

AN < =2(n — 1) + A\g" 4 n|H|max, || A2

s

onde \j € o k-ésimo autovalor de J, )\kAl ¢ o m(k)-ésimo autovalor do Laplaciano Hodge

Ay com respeito a 1-formas. Aqui m(k) = ("5?)(k — 1) + 1.

Por tltimo, Cavalcante e de Oliveira [9] estenderam o resultado de A. Savo para superficies

CMC e melhoraram a estimativa de Ma e Huang para o caso de superficies.

Teorema 3.3.3 ([9]). Seja M? uma superficie compacta com curvatura média constante

em S3. Entdo, para todo inteiro positivo k,
A
A < =2(1+ H?) + Ay,
onde m(k) > 8(k —1).
Nesta diregao nosso resultado se enuncia da seguinte forma:

Teorema 3.3.4. Seja M wuma hipersuperficie fechada imersa em S™™' com curvatura
média constante nao nula H. Suponha também que M tenha duas curvaturas principais

com multiplicidades n/2, para n par. Entao, para todo inteiro positivo k,
J 2 2—n 2 A
A, < —2(n—1)—nH*+ — max||A[" + A,

onde m(k) > 2(n + 2)(k —1).
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Demonstragdo. Seja {0;}; 7 uma base L?-ortonormal de Q'(M) constituida por 1-formas
que satisfazem A0, = )\kAle. Denota-se por V21 o espaco vetorial dado pela soma direta
dos autoespagos gerados por &i1,&s,...,&n, as primeiras m autofuncoes do Laplaciano
Hodge A1, onde & = 9# e seja uma base L%-ortonormal {¢;};"F dada pelas autofungoes
do operador de Jacobi, onde ¢, esta associada a A{. Dado um vetor ¢ € V21 tal que

satisfaca as seguintes relacoes de ortogonalidade:

/wz’%’:/@iﬁbg‘:oa 1<i<n+2 1<j<k-1
M M

onde as fungoes w; e w; sao como foram definidas no Lema 3.2.3. Temos entao, um sistema
de 2(n + 2)(k — 1) equagdes lineares homogéneas em & € VA1

Se m(k) = dimVAr > 2(n + 2)(k — 1), entdo podemos encontrar um campo vetorial
¢ € V21 nao-nulo.

Devido as definigoes apresentadas no Capitulo 1, Secao 1.3, o operador de Jacobi da
imersao M — S"! é dado por J = A — ||A||*> — n. Tendo em vista essa definigao, segue

da caracterizacao dos autovalores de J, que

N < wa—“];}l e M\ < wa—’:];u’
Sy wi Sy @i

Logo, segue do Lema 3.2.3 que:
J 2 _ 2 _ Nay. 2 Naps Nws
A [ wr<— [ -2t - nn [ Gemyae [ g Epr [ @B
_ s _ PN TP 2 2
2 [ guive -2 [ fandive ~ [ (LA +
Somando em ¢ = 1...n + 2 obtemos
J 2 . . 2 A AQ A
A [l <= m=2) [ el -ntr [ (aso+2 [ eo+ [ ey
= [ QA + el
M

Agora, pelo Lema 3.2.4 é conhecido que o quadrado do operador forma, com a hipotese

sobre as curvaturas principais, se escreve como:

nA? = (||A||* — 2nH?)Id + 2nH A.
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Substituindo na desigualdade anterior, obtemos

A [P <= -2 [ 1 —ntt [ g9+ [ COAP -20m0 + 4t [ (a66)
+ [ @ee - [ (AR« el

“2n-1) [ 1~ -0t [ age+ (2-1) [ parge
-t [ e+ [ @,

Analogamente, obtemos com as funcoes teste w;,

X]/ lel* < 2n—1/||£||2 (n—4 H/ 468+ (__1)/HAH o (3.5
—ar [ e+ [ e

Como ¢ é uma combinagao linear das primeiras m(k) autofungoes de Ay, verifica-se facil-

[ @eo= [ e <y, [ e

e j& que M tem duas curvaturas principais com multiplicidades n/2, pelo Lema 3.2.5

(3.4)

)

mente que:

temos:
(A€, €) + (AL, &) = 2H ||¢]|*.

Somando as equagoes (3.4) e (3.5) e considerando as duas observagoes acima encontramos

o\ [ Nl < —tta—1) [ el —2um [ ||€||2+2<——1) [ e
o8 /M el

Portanto, concluimos que
J 2 2 2
A, < —2(n—1)—nH*+ ~ 1 ) max||Al|* + )\m(k
[ |

Com respeito ao indice de hipersuperficies com curvatura média constante, no caso
minimo, A. Savo [30] mostrou que o indice de Morse é limitado por baixo por uma fungao
linear do primeiro niimero de Betti; que em particular, se o primeiro nimero de Betti for
grande, entao a imersao sera altamente instavel. Com tudo isto, ele mostrou os seguintes

resultados.
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Teorema 3.3.5 ([30]). Seja M™ uma hipersuperficie de S"*'. Assuma que by(M) > 1 e

n > 3. Entao:
b1 (M)

onde a igualdade ocorre unicamente para o toro de Clifford com b, (M) = 1.

Ind(M) > +n+ 2,

Em dimensao 2 tem-se a seguinte estimativa.
Teorema 3.3.6 ([30]). Seja M? uma superficie minima em S* com género g > 1. Entao,

Ind(M) > 2 + 4.

N

Esses resultados foram generalizados por Ambrosio, Carlotto e Sharp [3] e Mendes
e Radeschi [25] para uma grande classe de variedades ambientes com curvatura seccional
positiva. Nesta diregao, Cavalcante e de Oliveira [9] obtiveram a seguinte estimativa para

o indice de Morse de superficies CMC fechadas:

Teorema 3.3.7 ([9]). Seja M? uma superficie fechada imersa em S* de curvatura média

constante nao nula H e com género g. Entao,

Indy(M) >

NS

O Teorema 3.3.4 mostra que, se existirem muitos autovalores pequenos do Lapla-
ciano em 1-formas, o indice fraco serd grande. Inspirados nos resultados anteriores temos

o seguinte resultado:

Corolario 3.3.8. Seja M uma hipersuperficie fechada imersa em S**' com curvatura
média constante nao nula H. Suponha também que M tenha duas curvaturas principais
com multiplicidades n/2, para n par. Entao,

o (M)

Indr(M) 2 355

Para a prova deste resultado, precisaremos definir antes o que é uma forma harmonica

e dar alguns preliminares sobre cohomologia de De Rham.

Definicao 3.1. Uma p-forma diferenciavel 6 é dita ser harmonica se

0 € HP(M) = {w € P(M)| Aw = 0}.
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Seja k > 0. Definimos os seguintes subespagos de QF(M):
ZFM) = {w € QF(M)| dw = 0}
BE(M) = {w € QF(M)| In € Q1 (M) com dn = w}
Os elemento de Z*(M) sdo chamados de k-formas fechadas e os elementos de B*(M) sao

chamados de k-formas ezatas. Assim, definimos o k-ésimo grupo de cohomologia de De

Rham de M como sendo

k
M) =———.
HdR( ) Bk(M)
Para cada k-forma fechada w em M, denotamos por [w] a classe de equivaléncia de w em

Hir(M).
Se k < 0 ou k > dim(M), entdo HEp(M) = [0]. Se [w] = [w'] (ou seja, se w e w’ diferem
apenas por uma forma exata ), dizemos que w e w’ sdo cohomélogas. Quando M é fechada,

os grupos de cohomologias de De Rham tem dimensao finita, denotada por
bi(M) := dimH%, (M),

onde o nimero by(M) é chamado o k-ésimo nimero de Betti de M. Uma propriedade
importante dos nimeros de Betti é que satisfazem by (M) = b, (M) e também definem

a caracteristica de Euler de uma variedade fechada:

i=0
Devido ao fato que toda funcao harmonica sobre superficies fechadas é constante, temos
que bo(M) = 1. Além disso, temos que X (M) = 2 — 2g onde g é o género da superficie.

Portanto, segue que
2 =29 = bo(M) = by (M) + by (M) = 2 = by (M),
onde by (M) = 2g no caso particular de superficies fechadas.

Teorema 3.3.9 (Hodge). Seja M wuma variedade Riemanniana fechada. Entao toda
classe de cohomologia no k-ésimo grupo de cohomologia de De Rham possui exatamente

uma k-forma harmonica, isto €,

Han(M) = H*(M).
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Portanto, segue do teorema de Hodge que by(M) = dimH*(M).
E para finalizar, mostramos que as fungdes testes w; = (€, E;) e w; = (€, F;) satisfazem a

condigao de ter média nula, o que implica que contribuem com o Indy(M).

Lema 3.3.10. Seja M uma variedade fechada e € HY(M). Se & = 0% ¢ & = (x0)*

entao
/ (€ E)IM =0 ¢ / (& E)dM =0,
M M

Demonstracao. Desde que 6 é harmonica, temos que 66 = 0. Pelo Lema 3.2.1, segue que

/M<§7Ei>dM=/M<£,grad€i>dM
- /M 0, dft;)dM
- /M (66, £,)dM

=0.

A segunda integral é satisfeita pois xf é harmonica. [ |

Demonstracao do Coroldario 3.3.8. Como foi feito na prova do Teorema 3.3.4, mas
agora escolhemos uma base ortonormal {¢;};=7 do espaco F = {u € C>*(M); [,,u = 0}
dado pelas autofungoes do operador de Jacobi.

Pelo Lema 3.3.10, sabemos que para qualquer ¢ = 6% onde § € H(M), as funcoes
w;,w; € F. Entdo, consideramos campos vetoriais & € H!(M) que satisfacam as seguintes

relacoes de ortogonalidade:

[wo= [(@o=0 1zi<nsz 1<i<koL
M M

Entdo temos um sistema de 2(n+ 2)(k — 1) equagoes lineares homogéneas em & € H'(M).
Se dimH!'(M) > 2(n+2)(k—1), entao podemos encontrar um campo vetorial £ € H'(M)
nao-nulo.

Segue da caracterizacao dos autovalores de J, que

)\ggﬁ\/lw—i‘]fi e )\gSM_
Juwi

Pelo Lema 3.2.3 aplicado a campos harmonicos temos:

A [ wt <= [ an-1d - [ AP -t [ atag By +2 [ aiae B
- /M wifi(A, VE).
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Somando em ¢ = 1...n + 2 obtemos

J 2 . o 2 2 i 2 2
A /M €17 < —2(n — 1) /M €? — nH /M (AE,€) +2 /M (4%, ) /M LA e,

Agora, pelo Lema 3.2.4 é conhecido que o quadrado do operador forma, com a hipdtese

sobre as curvaturas principais, se escreve como:
nA? = (||A||> — 2nH?)Id + 2nH A.

Substituindo na desigualdade anterior, obtemos

2

J 2 . . 2 . A = A 2 2
)‘k/M||§|| < -2(n 1)/M||§|| (n 4)H/M< §,§>+(n 1>/M|| [nlli3 .

— 4H? .

/ 1
Analogamente, fazemos os mesmos cédlculos para as fungoes w;,

J 2 _ 2 a3 2 20 ¢112
A [ 16 < <20-0) [ 1P - - o [ g+ (2-1) [ e (

e /M el

Como M tem duas curvaturas principais com multiplicidades n/2, pelo Lema 3.2.5 temos:

3.7)

(AL, &) + (A€, §) = 2H €|,

Somando as equagoes 3.6 e 3.7 e considerando a observagao anterior obtemos:

J 2 2 2 2 2 2
AL [ e < —atn-1) [ el -2 [ a2 (2-1) [ papiee

Portanto, concluimos que
J 2 2 2
A, < —2(n—1)—nH"+ [ — — 1 | max||A|*.
n

O anterior implica que o k-ésimo autovalor fraco de J é negativo, entdo Indr(M) > k.

Além disso, k é o maior niimero inteiro que satisfaz dimH'(M) > 2(n + 2)(k — 1), logo:

k> (M) ,
~ 2(n+2)

e finalmente obtemos:

by (M)

Indg (M) > Snrd)
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3.4 Uma caracterizagao dos H(r)-toros pelo primeiro
autovalor fraco do operador de Jacobi

Na Secao 3.1 mostramos o resultado de Barbosa, do Carmo e Eschenburg que ca-
racteriza as esferas totalmente umbilicas S"(r) C S"™! como as tinicas hipersuperficies
compactas com curvatura média constante que sao fracamente estaveis. Equivalente-
mente, Indp(M) > 1 para o resto de hipersuperficies compactas de S"*'. Alfas, Bra-
sil e Perdomo [2], mostraram que se M for uma hipersuperficie compacta, orientével
e com curvatura média constante, entdo Indp(M) > n + 2 sob a hipdtese adicional
da curvatura escalar ser constante. Além disso, se M for uma hipersuperficie com
Indp(M) = n + 2, entdo M serd um toro com curvatura média constante ou H(r)-toro
SE(r) x SPF(VT —12) < S € R™?2 com raio v/k/(n +2) < r < /(k+2)/(n+2).

Cabe dizer que o valor do indice dos toros de Clifford com curvatura média constante

Sk(r) x S"7*(/1 — r2) converge a infinito quando r converge para 0 ou 1. Lembrando o
exposto na Segao 3.1, onde vimos que \; e u; sao os autovalores do Laplaciano em S¥(r)

e S"‘k(\/ 1 — r2), respectivamente, entdo pode-se ver facilmente para qualquer i, j > 3,

/\1+Mj<£“r‘ n—k
r2  1—r2

se, e somente se,

r?<aj= b
n+(j=3)(n—k+(G-10—-2)
e

Aot < g R
r2 1 —r2

se, e somente se,
r2>b=1-— (n— k)

(n—Fk)+@G@—-2)(k+i—1)
onde {a;} N\, 0 e {b;} ~ 1. Como consequéncia, se Indy(r) representa o indice de
estabilidade fraco de S*(r) x S"7*(v/1 — r2), obtemos que Indr(r) = n + 2 quando a3z =
k/(n+2) <r*<(k+2)/(n+2)=bs,
j : :
n—k+j—1 n—k+j—2

IndT(r):n+2+lZ;mm :k+( P ) +< P

quando a; 1, < r* < a;, com j >3, e

d k+i—1 k+i—1
IndT(r):n+2+lz:;m,\l:n—k+1+( i1 >+< i 9 )
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quando b; < r? < by, com i > 3.
Por esse motivo, em contraste com o caso do toro minimo de Clifford, nao é possivel,
em geral, encontrar uma caracterizacao de todos os toros de Clifford de curvatura média

constantes ou H (r)-toros em termos do seu indice.

3.4.1 Casos particulares de H(r)-toros

A partir das defini¢oes dos autovalores do Laplaciano em S*(r) e S"*(\/1 — r2),

obtemos:
e Em S*(r):
)\1A=O )\A:r%, 2D — 1kt21)’ A\ =3 ]:;2 )\A_4(1:;L3),“.
e Em S”_"’(\/W);

Pelo anterior podemos calcular os autovalores do operador de Jacobi para certo tipo de

toro com curvatura média constante.
e Autovalores em S'(r) x S" (/1 —1?)

Se H>0e/1/n<r <y/3/(n+2) temos

Spec(J) = {\] = —%’

o A =) N = L)

e Autovalores em S"!(r) x S'(v/1 —1r?)

Se H<0e/1/(n+2) <r <y/1/n temos

Spec(J) = {\{ = _’112(1—”T2)T A = _(n;1)7)\g =iy b
Como uma consequéncia, se sabe que \{ = —(T% + f‘:fg) com multiplicidade 1 e suas

correspondentes autofungoes sao fungoes constantes que contribuem para o Ind(M) mas
nao para o Indy(M), pois as autofungoes nao satisfazem a condigao [ a udv = 0. Ainda
mais, ja que todo o resto das autofungoes de J sao ortogonais as fungoes constantes e elas
satisfazem a condicao [,, udv = 0 e contribuem para o Indp(M). Portanto, neste caso
tem-se que Ind(M) = Indp (M) + 1.

Pelo exposto anteriormente, podemos dizer que o primeiro autovalor fraco do operador

de Jacobi é:
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(a) se H>0e+/1/n<r <+/3/n+ 2, entao:

)\{T:_n—l

l—rz;

(b) se H<0e/1/(n+2) <r < +/1/n entdo:

n—1

Jr _
)\1 — )
r

Por outro lado, através de um calculo tedioso, mas direto, segue das igualdades anteriores
e de

nr —k m r

H= — s Rl = —— € Ko =

nry/1 — r? r V1—r2

que o primeiro autovalor fraco pode-se expressar da seguinte forma:
(a) se H>0e+/1/n<r <+/3/n+ 2, entao:

2 3— —2
)\{T:—2(n—1)—n +n( n)HH1+<n )Hj%,
n

n—1
(b) se H<0ey/1/(n+2) <r < +/1/n, entao:

2[y2 3 — —2
)\fT:—Q(n—l)—n —i—n(—n) Hﬁ2+<n )kag,
n n

n—1

onde K1 e kg representam as curvaturas principais.
Nesta tltima se¢ao mostraremos nosso resultado principal do capitulo o qual esta baseado
nos trabalhos de Ros e Savo, devido a isto usamos novamente as coordenadas de £ € T'M

como fungoes testes. Elas sao dadas por

onde ¢ = 0% com § € QY(M). Além disso, vamos supor que M tem duas curvaturas
principais com multiplicidades k e n — k, respectivamente.
O seguinte lema mostra expressoes para (A&, €) e (A%€, €) para hipersuperficies M™

com duas curvaturas principais.

Lema 3.4.1. Seja A o operador forma da imersao ¢ : M™ — S"™ de uma hipersu-
perficie compacta, orientdvel e imersa em S**' com curvatura média constante e com

duas curvaturas principais k1 e ko de multiplicidades k e n — k, respectivamente. Entao,

n n

(A,) = mallEl® — 2pra D (660 + 28 3 (€6,
i=k+1 i=k+1
k k
(A6.6) = mallEl? = Fra (6,607 + 2 216,60
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n

D> (& &),

i=k+

(4%6,6) = €I — 7pmd 35 (6,67 + 14
A5 (6.6

i=k+1
k
(4%,6) = w1 = r3 06, €)° +

onde {& 1, € uma base ortonormal em TM.

Demonstracao. Suponha que M tenha duas curvaturas principais ki e ko com multiplici-

dades k e n — k, respectivamente. Seja {£;} uma base ortonormal em TM. Entao

krki + (n — k)ka
n

H = e ||A|]? = kx?+ (n — k)k3.

A partir do anterior, pode-se isolar ks em funcao de H e k1, obtendo-se

(AE,€) =(A((E,E06), S2(E.6)E)

i=1 j=1

(EE)6+ X (E.6)E), S (6E)E)

i=k+1 j=1

-

@
Il
,_.

=(A(

€6V +mr > (6,606 D (E.6)E)

i=kt1 j=1

(6,606 + (HE=Em) S5 (€ 606, S E, 65)Ey)

i=k+1 J=1

6,606+ £ 36 ENE —mt S (G E)E+ 2 S (€606 S (EE)E)

i=k+1 i=k+1 i=k+1 j=1

:</<J1

s.
I Mw
A

I
=

J
Z Z
II'M?v EM:r

=rll€]l* — k175 <7Z (€, €)&i, &) + 45 Zk;l@ 6060 )

—%1||f|| — R, <§ §z> _Hk Z <fafz>2

i=k+1 1=k+1

Do mesmo modo, pode-se isolar x;

(A€, €) =<A<i<é,@>§i>, 66

J=1

AT+ Y (E6)8), S (6 E)E)

>
i=1 i=k+1 7=1
SE 66 +m 3 (666 3 E6))

i=k+1 7=1

=(r1

n

—(M) S e )+ 3 (6,606 3 (6606

i=kt1 j=1

=</‘62 <€757L>€i + Ko f)<€,£i>€i - HQ% é(fafi)ﬁi + % §:<§7fi>§w Z(f 53)55)

i=k+1 i= i=1 j=1

(6,66, + (56,6060

M»

=ra €] — Ko (;

N
Il
—_

(€,&) + % i<575i>2-

i=1

™M=

=rs|€]|* — Kot

Il
—

7
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Assim também pode-se isolar ky em funcgao de ||Al]? e K

n

(A%, €) = ;1 (€.606). L (666
(A5 606+ 5 (6606 Si6)6)

n

<£ 5%)61“"%2 Z <£ €z>€zv Z<€a§]>€]>

— N
o .
M=

=(kr

i=1 i=k+1 j=1
k 9 2 n
= (e e+ (M) 5 6606, 2 66)6)
i=1 i=k+1 j=1
k n n
=(kt 2 (6,606 + ] S (€ ENE — KB 30 (€ &6 + AL S (e 6 o6 6)8)
i=1 i=k+1 i=k+1 z' k+1 j=1
—R2El? - K32 > (6,602 + LA St (e g2

i=k+1 i=k+1

Do mesmo modo, pode-se isolar x;

(A%, €) =(A (é“ £, g (€.6)6)
SRS E)E+ S (666, DEE)E)

[y

i=k+1 i

/\
»—Il\’)
IIMw ﬁ

(6,606 + 13 > <£,@->fié<£,£j>éj>

i=k+1

#(%) S 686+ 3 (6616 3 16.606)

i= i=k+1 7=1

#réi@@»&w% (6606 — %Z<£ &), + 14 2<£ E)6 30 (6, 6)E)

i=k+1 J=1

=1

k , Kk
=r3lI€|* — K32 D (E,&)? +@;<£,&>2

Devido ao fato de nao podermos caracterizar todos H (r)-toros, o seguinte resultado

mostra uma caracterizacao espectral para um caso particular deles.

Teorema 3.4.2. Seja M™ uma hipersuperficie compacta, orientdvel e imersa em S™* com
L. . . J . .
curvatura média constante nao nula, e seja A\;" o primeiro autovalor fraco do operador

de Jacobi J = A+ ||A||*> +n. Além disso, suponha que M tem duas curvaturas principais

K1 e ko com multiplicidades 1 en —1 oun — 1 e 1, respectivamente.

(i) Sen <3, entdo

272 3— —2
AT < —2(n—1)— n yn(2=2 |H|maxr; + o maxe;
n—1 n—1 M n—1) M
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(ii) Sen >4, entao

2fy2 3— —2
AT < —2(n—1)— n +n n |H|mink; + n-= maxs; .
n—1 n—1 M 1) M

Além disso, a igualdade ocorre em ambos casos se, e somente se:

(a) M € um toro de Clifford S*(r) x S""1(v/1 —r?) de curvatura média constante, com
H>0ey/1/n<r<+3/(n+2); ou

(b) M € um toro de Cliford S™ ' (r) x S'(v/1 — r?) de curvatura média constante, com

H<0e+/1/(n+2)<r<+/1/n.

Demonstragio. Denota-se por VA1 o espaco vetorial dado pela soma direta dos auto-
espagos gerados por &1,&s, ..., &y, as primeiras m autofungoes do Laplaciano Hodge A; e
denota-se também por H!'(M) o espago vetorial de campos vetoriais harmonicos em M.

Considera-se campos vetoriais & € V41 tais que as fungoes w;, como foram definidas ante-
riormente, sejam ortogonais a primeira autofuncao ¢; do operador de Jacobi. Em outras

palavras, tem-se o seguinte sistema

/wi¢120, 1§Z§TL+2
M

com n + 2 equagoes lineares homogéneas na varidvel . Portanto, se dimH!' (M) > n + 2,
o sistema terd pelo menos uma solucao nao-trivial & € H'(M). Pelo principio min-max

tem-se:
fM Ww; le-

Juwi

Pelo Lema 3.2.3 aplicado a campos harmoénicos, tem-se

3 [ wrx—2n-n) [ wt- [ AP -n [ Hutdg By +2 [ waie B
2 /M wifi(A, VE).

J
)\IT S

Somando em i = 1,--- ,n + 2 obtém-se:

Jr 2 o 2 211112 2
X /M l€)? < —2(n— 1) /M el /M JARIER = n /M H(AE €) + 2 /M (4%, €).

Seja & da forma ({1, 0,---,0) e aplicando o Lema 3.4.1, obtém-se:

Jr 2 « _ SN2 A2~2_ 112 2”’2' _
X /M 1€1? < —2(n— 1) /M 18l /M JAIRIER = n /M Hr €] + 2 /M I8P (3.8)
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A desigualdade (3.8) pode-se expressar em termos da primeira curvatura principal, entao:

2H2
[ Er < 20— [ -2 [ ||s||2+n( ) [ mlEle
2
+Z_1/Mf€?||§H2-

A partir da desigualdade anterior temos os seguintes dois casos:

Se n < 3, entao:

2H2
[ Er<-20-0 [ e -2 [ ||5||2+n(

2 2
It [ 6

) g [ 7

Portanto

2H? 3—n n—2
AT <—2(n—1)— +n (n — 1) |H\m]\e4mxm + mmﬁxn%.

Se n > 4, entao:

AT /M €12 < — 2(n— 1) /M €] -

n—2 2/ 2
+ ——maxs I1€]1%.
n—1 M *J,

+n( )|H|mm1/ 1212

Portanto

2py2 3— —2
AT <—2n—1)— Z_ 1 +n (n _?) |H|mj\}nf£1 + %mﬂz}xm%.

Nestas ultimas duas desigualdades estamos supondo que x; < 0, pois assim nao descar-
tamos o caso onde H < 0.

Agora, se £ é da forma (0,--- ,0, an) e usando o Lema 3.4.1, obtém-se:

Jr 2 « - 2 21112 112 21112
X /M €12 < — 2(n— 1) /M 1l /M JAIRIEP = n /M Hra €12 + 2 /M R2IE2 (3.9)

A desigualdade (3.9) pode-se expressar em termos da segunda curvatura principal, entao:

A e <-2m- 1) [ @R e (222) [ i
+Z_ /@usr\?

Do mesmo modo que o caso anterior, obtemos os seguintes dois casos:
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Se n < 3, entao:

AT <—2(n—-1) -

-1

n’>H? (3—n
+n
n—1

n—2
|H|maxky + —— maxss.
M n—1 M

Se n > 4, entao:

2H2 3_ _2
)\{T <—-2(n-1)- Z_ 1 +n (n_Tll> ]H|m]\}n/£2 + %mj\z}xng.

Nestas ultimas duas desigualdades estamos supondo que ko > 0, pois assim nao descar-
tamos o caso onde H > 0.

Portanto, isto prova as desigualdades procuradas. Alem disso, se

n2H? <3—n
+n

AT = 2 —1) —

n—1 —1

> |H]m]\e4nxm + (Z—:i) m]\%xm?, para i = 1,2,

implicard que as curvaturas principais de M sao constantes de multiplicidades 1 e (n—1)
ou (n—1) e 1. Entao, pelo resultado de Cartan [7] sobre hipersuperficies isoparamétricas
da esfera, conclui-se que M sera um toro de Clifford com curvatura média constante da
forma S'(r) x "' (v/1 —72) ou S"*(r) x SY(v/1 =12) com 0 < r < 1 e r # /1/n, pois
H # 0. Finalmente, para identificar qual toro de Clifford com curvatura media constante

aparece, um calculo direto na Subsecao 3.4.1 mostrou que:

a) se H > 0, entao teremos que M = S'(r) x S"1(v/1—17r2) com /1/n < r <

V3/(n+2), ou

b) se H < 0, entao teremos que M = S"!(r) x S'(v/1 —1r2) com /1/(n+2) <r <
1/n.

Observacgao: Devido ao Teorema 3.1.2 podemos ver que se M ¢é uma hipersu-
perficie compacta, orientdvel e imersa em S"*! com curvatura média constante e com duas

curvaturas principais, entao o indice fraco sera n + 2.
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