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Resumo

Nesta tese obtemos algumas estimativas espectrais para caracterizar as hipersuperf́ıcies

de Clifford ou H(r)-toros na esfera Sn+1. O trabalho foi divido em duas partes. Na

primeira parte consideramos hipersuperf́ıcies fechadas em Sn+p com p ≥ 1. Inicialmente,

provamos que as únicas superf́ıcies que maximizam o segundo autovalor forte do operador

de Jacobi em Sp+2 são os toros mı́nimos de Clifford, para isso usamos uma técnica base-

ada no uso de aplicações conformes. Em seguida usamos a mesma técnica para provar

que a estimativa é verdadeira para o caso geral, supondo uma hipótese sobre a curvatura

escalar. Finalizando a primeira parte, estudamos uma conjectura de classificacão de hi-

persuperf́ıcies não totalmente geodésicas em Sn+1. Na segunda parte estudamos o caso

de hipersuperf́ıcies com curvatura média constante (H ̸= 0). Começamos provando um

resultado de comparação entre os autovalores do operador de Jacobi e os autovalores do

Laplaciano de Hodge, agindo em 1-formas, em seguida usamos essa mesma técnica agindo

desta vez em formas harmônicas para provar que o ı́ndice de Morse para hipersuperf́ıcies

com curvatura média constante fechadas em Sn+1 é limitado inferiormente por uma função

linear do primeiro número de Betti. Finalizamos mostrando uma caracterização para os

H(r)-toros via o primeiro autovalor fraco do operador de Jacobi.

Palavras-chave: Superf́ıcie de curvatura média constante. Índice de Morse. Estabi-

lidade. Autovalor forte e fraco. Operador de Jacobi. H(r)-toros.



Abstract

In this thesis we obtain some spectral estimates to characterize the Clifford hypersurfaces

or H(r)-torus in the sphere Sn+1. The work was divided into two parts. In the first part

we consider hypersurfaces closed in Sn+p with p ≥ 1. Initially, we proved that the only

surfaces that maximize the second strong eigenvalue of the Jacobi operator in Sp+2 are the

minimal Clifford torus, for this we use a technique based on the use of conformal applica-

tions. Then we use the same technique to prove that the estimate is true for the general

case, assuming a hypothesis about the scalar curvature. Finishing the first part, we study

a conjecture of classification of hypersurfaces not totally geodesic in Sn+1. In the second

part we study the case of hypersurfaces with constant mean curvature (H ̸= 0). We start

by proving a result of comparison between the eigenvalues of the Jacobi operator and the

eigenvalue of the Hodge Laplacian, acting in 1-forms, then we use this same technique

acting this time in harmonic forms to prove that the Morse index for hypersurfaces with

curvature constant mean closed at Sn+1 is bounded inferiorly by a linear function of the

first Betti number. We conclude by showing a characterization for the H(r)-torus via the

first weak eigenvalue of the Jacobi operator.

Keywords: Surface of constant mean curvature. Morse index. Stability. Strong and

weak eigenvalue. Jacobi Operator. H(r)-torus.
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Introdução

A investigação sobre o comportamento do espectro dos operadores Schrödinger,

ou seja, operadores da forma ∆ + q, onde ∆ representa o operador Laplaciano em uma

variedade Riemanniana Mn e q é qualquer função continua em Mn, constitui um tópico

de pesquisa interessante e frut́ıfero em análise geométrica.

No caso de Mn ser uma subvariedade fechada imersa na esfera Euclidiana unitária Sn+p

com curvatura média constante, um importante operador Schrödinger é o chamado ope-

rador de estabilidade, o qual é definido por

J = ∆+ ∥A∥2 + n,

onde ∥A∥ denota a norma do operador forma e n é a curvatura de Ricci da esfera. Notamos

que, quando p = 1, J é apenas o operador de Jacobi estabelecido por Barbosa, do Carmo

e Eschenburg [6] para estudar o problema de minimização do funcional área para variações

que preservam volume. O operador de Jacobi induz a forma quadrática Q : C∞(M) → R

definida por:

Q(f) = −
∫
M

fJfdM.

Existem dois problemas de autovalores diferentes: o problema usual de Dirichlet, associado

com a forma quadráticaQ agindo no espaço de funções diferenciáveis emMn, e o problema

twisted Dirichlet, associado com a mesma forma quadrática Q, mas restrito ao subespaço

de funções diferenciáveis f ∈ C∞(M) satisfazendo a condição adicional
∫
M
fdM = 0.

Então existem duas diferentes noções de estabilidade e ı́ndice: estabilidade e ı́ndice forte,

denotado por Ind(M) e associado ao problema usual de Dirichlet, e estabilidade e ı́ndice

fraco, denotado por IndT (M) e associado com o problema twisted Dirichlet. Conhecemos

por ı́ndice o número de autovalores negativos de J e por uma variedade estável se Q(f) ≥

0, para qualquer f ∈ C∞(M).

Assim, o primeiro autovalor de estabilidade forte λJ1 de Mn é definido como o menor
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número real negativo λ para o qual existe solução não-nula da equação Jf + λf = 0, em

que f ∈ C∞(M).

Em seu célebre trabalho [30], Simons estudou o primeiro autovalor de estabilidade forte de

uma hipersuperf́ıcie mı́nima fechadaMn imersa em Sn+1. Nesse cenário, ele provou que se

λJ1 = −n, então Mn é uma esfera totalmente geodésica, e para o caso contrario mostrou

que λJ1 ≤ −2n. Mais tarde, Wu [33] caracterizou a igualdade λJ1 = −2n, mostrando que

ela é válida apenas para os toros mı́nimos de Clifford. Em seguida, Perdomo [27] deu uma

nova prova dessa caracterização espectral para o valor de λJ1 . Recentemente, Chen e Cheng

[11] obtiveram um limite superior para λJ1 associado a hipersuperf́ıcies compactas não

totalmente umb́ılicas com curvatura média constante, limitante este apenas da curvatura

média H e da dimensão n. Pouco depois, Cunha, de Lima e dos Santos [14] inspirados

em uma técnica desenvolvida por Li [21], estenderam a estimativa de λJ1 em codimensão

alta.

Por outro lado, El Soufi e Iĺıas [16] derivaram um limite superior para o segundo autovalor

de um operador Schrödinger ∆ + q de uma subvariedade compacta Mn de um espaço

forma Riemanniano, em termos da curvatura média de M e da média do potencial q.

Em particular, para o operador de Jacobi de uma hipersuperf́ıcie com curvatura média

constante em Sn+1, eles estimaram que λJ2 ≤ − 1
|M |

∫
M
∥ϕ∥2 ≤ 0, onde ∥ϕ∥ denota o

comprimento do operador de umbilicidade, com igualdade se M é totalmente umb́ılico.

Recentemente, A. Mendes [24] provou que λJ2 ≤ −2 para uma superf́ıcie com gênero

maior ou igual a 1, mostrando que a igualdade é valida somente para os toros mı́nimos

de Clifford.

Inspirados em uma técnica de Li e Yau [22] no Caṕıtulo 2 estendemos o resultado de A.

Mendes para codimensão alta. Mais precisamente, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.1. Seja M uma superf́ıcie fechada e orientável imersa na esfera Euclidiana

unitária S2+p, p ≥ 1, com gênero g(M) maior ou igual a 1. Então, o segundo autovalor

do operador J = ∆+ ∥A∥2 + 2 satisfaz λJ2 ≤ −2, com igualdade se, e somente se, M é o

toro mı́nimo de Clifford S1
(√

1/2
)
× S1

(√
1/2
)
.

Também mostramos que o resultado continua sendo válido para dimensão maior (n ≥ 3),

adicionando uma hipótese sobre a curvatura escalar.

Teorema 0.0.2. Seja Mn uma subvariedade não totalmente geodésica e fechada imersa

em Sn+p com curvatura escalar satisfazendo SM ≤ n(n− 2). Então, o segundo autovalor
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do operador J = ∆+ ∥A∥2 + n satisfaz λJ2 ≤ −n, com igualdade λJ2 = −n se, e somente

se, M é o toro mı́nimo de Clifford Sk
(√

k/n
)
× Sn−k

(√
(n− k)/n

)
, para um inteiro

k ∈ {1, ..., n− 1}.

Outro assunto a ser tratado no Caṕıtulo 2 será estudar uma conjectura de clas-

sificação referente ao ı́ndice de hipersuperf́ıcies mı́nimas e não totalmente geodésicas na

esfera Sn+1. Esta conjectura afirma que as únicas hipersuperf́ıcies mı́nimas, compactas

e orientáveis imersas em Sn+1 com Ind(M) = n + 3 são os toros mı́nimos de Clifford

Sk(
√
k/n) × Sn−k(

√
(n− k)/n) ⊂ Sn+1. Urbano [32] mostrou que a conjectura é ver-

dadeira quando n = 2. Mais tarde, Guadalupe, Brasil Jr. e Delgado [18] mostraram

que a conjectura também é verdadeira para o caso geral n, sob a hipótese adicional que

M tenha curvatura escalar constante. E mais recentemente, Perdomo [26] mostrou que

a conjectura é também verdadeira para qualquer dimensão n com a suposição adicional

sobre as simetrias de M . Inspirados por estes resultados, mostramos como resultado final

deste caṕıtulo uma prova mais simples ao resultado de Guadalupe, Brasil Jr. e Delgado.

Mais precisamente temos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.3. Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e orientável imersa em

Sn+1 com curvatura escalar constante. Se Ind(M) = n + 3, então M é um toro mı́nimo

de Clifford Sk(
√
k/n)× Sn−k(

√
(n− k)/n) ⊂ Sn+1.

O Caṕıtulo 3 é dedicado a estudar a estabilidade, ı́ndice e caracterizações es-

pectrais de hipersuperf́ıcies com curvatura média constante (H ̸= 0) em particular para

os toros de Clifford com curvatura média constante ou também conhecidos como H(r)-

toros. Começamos este caṕıtulo com um breve estudo sobre estabilidade fraca e algu-

mas caracterizações espectrais. Barbosa, do Carmo e Eschenburg [6] caracterizaram as

esferas totalmente umb́ılicas Sn(r) ⊂ Sn+1 como as únicas hipersuperf́ıcies compactas

com curvatura média constante fracamente estáveis, ou seja IndT (M) = 0. Em seguida,

Aĺıas, Brasil e Perdomo [2] obtiveram que IndT (M) ≥ n + 2, onde a igualdade é satis-

feita apenas pelos toros de curvatura média constante Sk(r) × Sn−k(
√
1− r2) com raio√

k/(n+ 2) ≤ r ≤
√
(k + 2)/(n+ 2).

Depois disto, nosso primeiro tópico a ser estudado será uma comparação entre os espec-

tros do operador de Jacobi de Mn e do Laplaciano de Hodge agindo em 1-formas em

Mn. A. Savo [30] comparou os autovalores do operador de Jacobi com os autovalores do
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Laplaciano de Hodge de hipersuperf́ıcies mı́nimas em Sn+1. Em seguida, Ma e Huang [23]

obtiveram um resultado similar para hipersuperf́ıcies com curvatura média constante em

Sn+1, porém envolvendo a norma da segunda forma fundamental de M . Recentemente,

Cavalcante e de Oliveira [9] conseguiram melhorar a estimativa de Ma e Huang para o caso

onde M é uma superf́ıcie. Inspirados por esses resultados, neste caṕıtulo estendemos o

resultado de Cavalcante e de Oliveira para caso de dimensão alta sob a hipótese adicional

de que Mn tenha duas curvaturas principais. Mais precisamente, obtivemos o seguinte

resultado:

Teorema 0.0.4. Seja M uma hipersuperf́ıcie fechada imersa em Sn+1 com curvatura

média constante H. Suponha também que M tenha duas curvaturas principais com mul-

tiplicidades n/2, para n par. Então para todo inteiro positivo k,

λJk ≤ −2(n− 1)− nH2 +

(
2− n

n

)
max∥A∥2 + λ∆1

m(k),

onde m(k) > 2(n+ 2)(k − 1).

O segundo assunto a ser estudado neste caṕıtulo será uma estimativa para o ı́ndice

fraco IndT (M). Inspirados na técnica usada na demonstração do Teorema 0.0.4, aplicada

a campos harmônicos, obtemos um limite inferior para este ı́ndice. Assim conseguimos o

seguinte resultado:

Corolário 0.0.5. Seja M uma hipersuperf́ıcie fechada imersa em Sn+1 com curvatura

média constante não nula H. Suponha também que M tenha duas curvaturas principais

com multiplicidades n/2, para n par. Então,

IndT (M) ≥ b1(M)

2(n+ 2)

Conclúımos a tese estudando uma caracterização espectral para os toros de Clif-

ford com curvatura médica constante ou também chamados H(r)-toros. Mostramos uma

estimativa para o primeiro autovalor fraco λT1 das hipersuperf́ıcies com curvatura média

constante na esfera Euclidiana Sn+1. Explicitamente, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.6. SejaMn uma hipersuperf́ıcie compacta, orientável e imersa em Sn+1 com

curvatura média constante não nula, e seja λJT1 o primeiro autovalor fraco do operador

de Jacobi J = ∆+ ∥A∥2 +n. Além disso, suponha que M tem duas curvaturas principais

κ1 e κ2 com multiplicidades 1 e n− 1 ou n− 1 e 1, respectivamente.
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(i) Se n ≤ 3, então

λJT1 ≤ −2(n− 1)− n2H2

n− 1
+ n

(
3− n

n− 1

)
|H|max

M
κi +

(
n− 2

n− 1

)
max
M

κ2i

(ii) Se n ≥ 4, então

λJT1 ≤ −2(n− 1)− n2H2

n− 1
+ n

(
3− n

n− 1

)
|H|min

M
κi +

(
n− 2

n− 1

)
max
M

κ2i .

Além disso, a igualdade ocorre em ambos casos se, e somente se:

(a) M é um toro de Clifford S1(r)× Sn−1(
√
1− r2) de curvatura média constante, com

H > 0 e
√

1/n < r <
√

3/(n+ 2); ou

(b) M é um toro de Cliford Sn−1(r) × S1(
√
1− r2) de curvatura média constante, com

H < 0 e
√

1/(n+ 2) < r <
√
1/n.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Alguns Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo é desenvolver brevemente algumas definições, notações e

convenções da teoria básica de subvariedades Riemannianas, formas diferenciáveis, assim

como também introduzir o conceito de estabilidade e ı́ndice de uma subvariedade.

1.1.1 Notações e convenções

Sejam (M, g), (M̄, ḡ) duas variedades Riemannianas com conexões de Levi-Civita

∇,∇, respectivamente. Denota-se por C∞(M, M̄) o conjunto das funções diferenciáveis

f : M → M̄ , e Ck(M, M̄), o conjunto das funções f : M → M̄ as quais são k- vezes

continuamente diferenciáveis. No caso especial M̄ = R, escreve-se simplesmente como

C∞(M) ou Ck(M). Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞

emM . Entenda-se por (p, q)-tensor como sendo covariante em suas primeiras p entradas e

contravariante em suas últimas q entradas, logo podemos definir o endomorfismo curvatura

Riemanniana em M , R : X(M)× X(M)× X(M) → X(M) como

R(X, Y )Z = ∇2Z(Y,X)−∇2Z(X, Y )

onde ∇2Z denota a segunda derivada covariante do campo Z e é definida por:

∇2Z(X, Y ) := ∇X(∇YZ)−∇∇XYZ,

para todosX, Y, Z ∈ X(M). Podemos definir também o tensor de curvatura Riemanniana,

RM : X(M)× X(M)× X(M)× X(M) → C∞(M), por:

RM(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ).
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O tensor de curvatura Riemanniana tem as seguintes simetrias:

R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ) = −R(X, Y,W,Z) e R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y )

e satisfaz a identidade de Bianchi

R(X, Y, Z,W ) +R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0.

Tomando o traço do endomorfismo curvatura, define-se o tensor de Ricci, o qual é o

traço do endomorfismo curvatura em relação à segunda entrada covariante e sua entrada

contravariante. Para isto, vamos tomar um referencial ortonormal local em M , {ei}ni=1, e

definir antes o operador de Ricci, Ric : X(M) → X(M), por

Ric(X) = R(ek, X)ek;

assim o tensor de Ricci é definido por

Ric(X, Y ) = g(Ric(X), Y ).

1.1.2 Subvariedades Riemannianas

Seja ψ : Mk → M̄n, n ≥ k, uma imersão. Então, para qualquer p ∈ M , tem-se as

projeções tangencial e normal (·)T : TpM̄ → TpM, (·)N : TpM̄ → NpM que naturalmente

decompõem o espaço tangente de M̄ :

TpM̄ = TpM ⊕NpM onde p ∈M.

Uma variedade imersa ψ : M → M̄ em uma variedade Riemanniana M̄ naturalmente

herda uma estrutura de variedade Riemanniana do espaço ambiente: se M̄ tem uma

métrica Riemanniana ḡ e uma conexão de Levi-Civita ∇̄, então g = ψ∗ḡ é uma métrica

Riemanniana em M com conexão de Levi-Civita dada por:

∇XY = dψ−1
((

∇̄dψ(X)dψ(Y )
)T)

.

Pensando em M ⊂ M̄ , simplesmente podemos escrever g = ḡ|M e ∇ = (∇̄)T . Então

∇ = (∇)T + (∇)N = ∇+∇N ,

com ∇N := (∇)N .
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Definição 1.1. A segunda forma fundamental de M induzida por ∇ é a forma bilinear

B definida por:

B(X, Y ) = (∇XY )N X, Y ∈ TpM.

É fácil ver que B é simétrica, isto é, B(X, Y ) = B(Y,X), já que

B(X, Y ) = (∇YX)N = (∇YX + [X, Y ])N

= B(Y,X) + 0.

A forma fundamental B fica associada uma aplicação linear auto-adjunta Aη : TpM →

TpM definida por:

⟨Aη(X), Y ⟩ = ⟨B(X, Y ), η⟩,

onde η ∈ NpM . A aplicação Aη é chamada o operador forma. Dizer que Aη é auto-

adjunta é equivalente a dizer que B é simétrica. Segue-se da definição da segunda forma

fundamental B que o operador forma é dado por:

Aη(X) = −(∇̄XN)T ,

onde X ∈ TpM e N é uma extensão local de η normal a M .

Seja p ∈ M e escolhendo um referencial ortonormal {Ei}n−ki=1 em NpM , podemos

definir, em p, o vetor curvatura média, que é dado na definição a seguir.

Definição 1.2. O vetor de curvatura média h em p ∈M é dado por:

h =
1

n

n−k∑
i=1

(trAi)Ei

onde Ai = AEi
não depende do referencial Ei escolhido. Define-se também H = ∥h∥ como

a função de curvatura média de M .

Observação 1.1.1. No caso particular em que a codimensão da imersão é 1, i.e., ψ :

Mk → M̄k+1; ψ(M) ⊂ M̄ é então denominada uma hipersuperf́ıcie . Seja p ∈ M e

η ∈ NpM, ∥η∥ = 1 Como Aη : TpM → TpM é simétrica, existe uma base ortonormal de

vetores próprios {ei, . . . , ek} de TpM com valores próprios reais λ1, . . . , λk, i.e., Aη(ei) =

λiei, 1 ≤ i ≤ k. Se M e M̄ são ambas orientáveis e estão orientadas (i.e., escolhemos

orientações para M e M̄), então o vetor η fica univocamente determinado se exigirmos

que sendo {e1, . . . , ek} uma base na orientação de M , {e1, . . . , ek, η} seja uma base na
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orientação de M̄ . Neste caso, denominamos os ei direções principais e os λi = κi

curvaturas principais de ψ. As funções simétricas de λ1, . . . λk são invariantes da

imersão. Por exemplo: det(A) = λ1 . . . λk é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker

de ψ e 1
k
(κ1 + · · · + κk) é denominada a curvatura média de ψ. Quando trabalhamos

neste caso, vamos simplesmente denotar o operador forma de A.

Definição 1.3. O quadrado da norma do operador de forma é definido por:

∥A∥2 = tr(A2)

Definição 1.4. Uma subvariedade Riemanniana M ⊂ M̄ diz-se totalmente geodésica se

satisfaz uma das seguintes condições equivalentes:

(i) Qualquer g-geodésica em M é também uma ḡ−geodésica em M̄ .

(ii) A segunda forma fundamental de M é identicamente nula.

As duas proposições seguintes relacionam a segunda forma fundamental de M às curva-

turas de M e M̄ . A primeira nos mostra como a diferença na curvatura da subvariedade

e a curvatura da variedade ambiente está relacionada com a segunda forma fundamental.

A segunda nos diz como a derivada covariante da segunda forma fundamental também

nos dá informação sobre o endomorfismo curvatura de M .

Proposição 1.1.2. (Equação de Gauss) Para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M)

RM̄(X, Y, Z,W ) = RM(X, Y, Z,W )

−⟨B(X,W ), B(Y, Z)⟩+ ⟨B(X,Z), B(Y,W )⟩ ,

onde ⟨·, ·⟩ denota a métrica em M̄ .

Proposição 1.1.3. (Equação de Codazzi) Para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M),

(RM(X, Y )Z)N = (∇XB)(Y, Z)− (∇YB)(X,Z),

onde (∇XB)(Y, Z) = ∇N
XB(Y, Z)−B(∇XY, Z)−B(Y,∇XZ).

1.1.3 Subvariedades Mı́nimas

Sejam M̄ uma n-variedade Riemanniana e ψ : M → M̄ uma imersão, onde M

é uma k-variedade compacta e orientável com bordo ∂M (possivelmente vazio). Seja
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F : I ×M →M , I = (−1, 1), uma variação diferenciável de ψ, isto é, F é uma aplicação

diferenciável tal que:

(i) Para cada t ∈ I, a aplicação ψt := F (t, ·) :M → M̄ é uma imersão.

(ii) ψ0 := F (0, ·) = ψ.

(iii) Para cada t ∈ I, ψt|∂M = ψ|∂M .

Seja t a coordenada em I e seja E a seção de T (M)⊕N(M), dada por E = dF
(
∂
∂t
|t=0

)
.

Vamos suprimir a dependência do tempo e denotar dV como o elemento volume da métrica

induzida por ψt de modo que o volume de M no tempo t, Área(t), é dado por:

Área(t) =

∫
M

dV.

ConsideramosM uma variedade compacta. Logo, a partir do funcional Área temos:

Teorema 1.1.4 (A primeira fórmula de variação).

dÁrea

dt
|t=0 =

∫
M

divME dV = −
∫
M

⟨h,E⟩ dV. (1.1)

Para mais detalhes, ver [13].

Teorema 1.1.5 (A segunda fórmula de variação).

d2Área

dt2
∣∣
t=0

= −
∫
M

|⟨B(·, ·), E⟩|2 dV

+

∫
M

∣∣∇N
ME
∣∣2 dV −

∫
M

TrM ⟨RM(·, E)·, E⟩ dV.
(1.2)

Para mais detalhes, ver [13].

Definição 1.5. Seja ψ : M → M̄ uma imersão. Dizemos que uma variedade M é uma

subvariedade mı́nima de M̄ se dÁrea
dt

|t=0 = 0 para qualquer variação diferenciável de ψ.

Definição 1.6 (função bump). Uma função bump é uma função f : Rn → R no espaço

euclideano Rn a qual é diferenciável (no sentido de ter derivadas cont́ınuas de todas as

ordens) e com suporte compacto.

Lema 1.1.6. M é uma subvariedade mı́nima de M̄ se, e somente se, o vetor de curvatura

média é identicamente nulo.
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Demonstração. Isto é claro a partir da primeira fórmula de variação (1.1), já que se h ≡ 0,

então M é uma subvariedade mı́nima de M̄.

Agora, suponha que M é uma subvariedade mı́nima de M̄ e que h(p) ̸= 0 para

algum p ∈M . Então, pela continuidade, ∥h∥ > 1
2
∥h(p)∥ em alguma vizinhança U ⊂M de

p. Seja ϕ :M → R uma função bump diferenciável tal que ϕ|U ≡ 1, e seja F uma variação

diferenciável de ψ com o campo de variação ϕh, por exemplo F (t, q) =expq(tϕ(q)h(q)).

Então, temos que

0 =
dÁrea

dt
|t=0 = −

∫
M

⟨h, ϕh⟩ dV0 ≤ −1

2
∥h(p)∥2

∫
U

dV0.

Desde que
∫
U
dV0 > 0, obtemos que ∥h(p)∥ ≤ 0, o que é uma contradição. ■

1.2 Operadores em variedades Riemannianas

Nesta seção, discutiremos alguns operadores espećıficos em variedades Riemanni-

anas. Começamos com as definições de alguns operadores diferenciais ordinários e com

alguns resultados que vamos fazer uso mais tarde nos Caṕıtulos 2 e 3.

Então, prosseguimos com a discussão de um operador eĺıptico espećıfico sobre sub-

variedades mı́nimas que vem da segunda fórmula de variação: o operador de Jacobi. Va-

mos introduzir os resultados do ı́ndice e estabilidade das subvariedades mı́nimas e delinear

a teoria espectral dos operadores eĺıpticos sobre variedades Riemannianas compactas.

1.2.1 Operadores diferenciáveis básicos em variedades Rieman-

nianas

Definição 1.7. Seja f ∈ C∞(M). Vamos definir:

(i) O gradiente de f , gradf é o campo de vetores caracterizado pela equação

df(X) = ⟨grad f,X⟩ .

(ii) O Hessiano de f , Hessf , é o tensor (0,2) simétrico tal que, para X, Y ∈ X(M)

Hessf(X, Y ) = ⟨∇Xgrad f, Y ⟩ = XY f − (∇XY )f.
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(iii) O Laplaciano de f , ∆f ∈ C∞(M) é a função dada por:

∆f = Tr(Hess f) =
k∑
i=1

∇Ei
(∇Ei

f)− (∇Ei
Ei)f,

onde {Ei}ki=1 é uma base ortonormal para TM .

Um simples cálculo mostra que o Laplaciano satisfaz um tipo de regra do produto:

∆(fg) = f∆g + g∆f + 2 ⟨grad f, grad g⟩ . (1.3)

Lema 1.2.1. Sejam f ∈ C2(M), g ∈ C1(M) funções tais que h(grad f) tem suporte

compacto. Então, ∫
M

(h∆f + ⟨grad h, grad f⟩) dV = 0.

Para mais detalhes, ver [9]. Note que (1.3) junto ao Lema 1.2.1. mostram que, se o gradf

tem suporte compacto, então

0 =

∫
M

1 ·∆f + ⟨grad f, grad 1⟩ dV =

∫
M

∆f dV. (1.4)

Em particular, se M é compacta, então (1.4) verifica-se para qualquer f ∈ C2(M).

1.2.2 O operador de Jacobi e o Índice de Morse

Podemos alternativamente escrever a segunda fórmula de variação (1.2) da seguinte

forma:
d2Área

dt2
|t=0 = −

∫
M

⟨E, JE⟩ dV. (1.5)

onde J é o operador autoadjunto de Jacobi da segunda variação, o qual age em campos

de vetores normais X a M ; assim,

JX = ∆N
MX −ℜ(X) + Ã(X). (1.6)

Aqui, se {Ei}ki=1 é uma base ortonormal para TM , Ã é o operador de Simons definido por

Ã(X) =
k∑

i,j=1

g(B(Ei,Ej), X)B(Ei,Ej), (1.7)

∆N
M é o Laplaciano no fibrado normal

∆N
MX =

k∑
i=1

∇N
Ei
∇N
Ei
X −

k∑
i=1

∇N
(∇Ei

Ei)T
X, (1.8)
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e

ℜ(X) := Tr[RM(·, X)·] =
k∑
i=1

RM(Ei, X)Ei.

Se M for uma hipersuperf́ıcie orientável de M̄ , então M tem um fibrado normal

trivial, ou seja, o fibrado normal tem uma base ortonormal global e o operador de Jacobi

se simplifica como um operador sobre funções : com efeito, podemos neste caso escrever

qualquer campo vetorial normal como um produto de uma função e o campo vetorial

normal unitário, podemos então identificar os campos de vetores normais com funções,

isto é, se X = fN , então podemos identificar X com f . Assim,

Jf = ∆Mf + ∥A∥2 f +RicM̄(N,N)f. (1.9)

Diremos que λ é um autovalor (Dirichlet) para J em Ω ⊂ M se existe um campo de

vetores normal não trivial X ∈ X (NM) tal que X|∂Ω = 0 e

JX + λX = 0. (1.10)

Definição 1.8. O ı́ndice de Morse (ou somente ı́ndice) de uma subvariedade mı́nima

compacta M , denotada por Ind(M), é o número de autovalores negativos (contando mul-

tiplicidades) do operador de Jacobi J agindo no espaço das funções diferenciáveis no

fibrado normal, o qual é identicamente nulo na fronteira.

Existe uma forma quadrática, Q, associada ao operador de Jacobi, dada por:

Q(X,X) = −
∫
M

⟨X, JX⟩ dV = −
∫
M

〈
X,∆N

MX −ℜ(X) + Ã(X)
〉
dV, (1.11)

e Ind(M) é o ı́ndice de Q. No caso em que M é uma hipersuperf́ıcie, isso pode ser

simplificado:

Q(f, f) =

∫
M

|∇f |2 − (∥A∥2 +Ric(N,N))f 2 dV. (1.12)

As vezes é útil trabalhar com esta forma quadrática em vez do operador Jacobi.

Segue da segunda fórmula de variação (1.2) que podemos definir alternativamente

Ind(M), como um ponto cŕıtico para o funcional Área, e então o ı́ndice de Morse, em algum

sentido, descreve quão estável é a subvariedade mı́nima; isso fornece o número de direções

independentes em que a subvariedade mı́nima pode ser deformada para diminuir o seu

volume. Assim, uma subvariedade mı́nima estável, que realmente minimiza (localmente)

o funcional volume, tem ı́ndice zero. Se o ı́ndice é positivo, então M é dito não estável.

Veremos mais tarde que não há subvariedades mı́nimas estáveis na esfera Sn.
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1.2.3 Teoria Espectral de Operadores fortemente eĺıpticos

Iniciaremos esta seção com uma breve descrição de alguns resultados sobre a teoria

geral dos operadores fortemente eĺıpticos. Lembremos que um operador diferencial eĺıptico

de ordem m em uma variedade m-dimensional M é um operador P que em coordenadas

locais tem a forma:

P (x,D)u =
∑
|α|≤m

aα(x)D
αu,

cujo śımbolo principal

Pm(x, ξ) =
∑
|α|≤m

aα(x)ξ
α

é inverśıvel para ξ ∈ Rn diferente de zero. Aqui D = (D1, ..., Dn), Dj = 1
i
∂
∂xj

e α =

(α1, ..., αn) é um multi-́ındice tal que Dα = Dα1
1 ...D

αn
1 . Um operador fortemente eĺıptico

é um operador diferencial eĺıptico com

1

2
(Pm(x, ξ) + Pm(x, ξ)

∗) ≥ C ∥ξ∥m ,

onde Pm(x, ξ)
∗ = Pm(x, ξ)T .

O operador Jacobi é conhecido por ser fortemente eĺıptico (ver [31], pag.65) e desde

queM é compacta, então o espectro de J é composto inteiramente de autovalores {λi}∞i=1.

Se organizamos os autovalores de acordo ao tamanho

λ1 < λ2 < ... < λk < ...

então {λi}∞i=1 é um conjunto discreto e λk → ∞. Além disso, a multiplicidade de cada

autovalor é finita. De fato, o primeiro autovalor tem multiplicidade um e existe uma

autofunção associada ao primeiro autovalor que é estritamente positiva.

Os autoespaços Ei correspondentes a λi são mutuamente ortogonais com respeito

ao produto interno em L2(M), e ⊕∞
i=1Ei é denso em L2(M) e no completamento de C∞(M)

em L2(M).

Se fi é uma autofunção correspondente a λi, então para qualquer função u ∈

W 1,2(M,R), espaço de Sobolev, com ∥u∥L2 = 1 e ⟨u, fi⟩L2 = 0 para i = 1, 2, 3, ..., j − 1,

temos que

Q(u, u) ≥ λj, (1.13)

tendo a igualdade se e somente se Ju+ λju = 0.
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As vezes, a delimitação sobre o ı́ndice de uma subvariedade mı́nima pode ser ob-

tida diretamente a partir da obtenção de limitantes para o número de valores próprios

negativos de J , embora isto seja mais viável em certas situações do que em outras. Se a

curvatura de Ricci e o quadrado da segunda forma fundamental são constantes, então em

seguida, encontrar os valores próprios do operador de Jacobi se transforma no problema

de encontrar os valores próprios do Laplaciano em M , um operador mais profundamente

estudado. Em alguns casos especiais, como quando temos (M, g) = (Sk, g0) com g0 a

métrica induzida por Rk+1, os valores próprios do Laplaciano e suas multiplicidades são

conhecidas e o ı́ndice pode ser calculado.

Teorema 1.2.2. Os autovalores do Laplaciano em (Sk(r), g0) são dados por

λj :=
(j − 1)(k + j − 2)

r2
, j = 1, 2, 3, . . . ,

com multiplicidades

mλ1 = 1, ,mλ2 = k + 1,

e

mλj = dimPj−1 − dimPj−3 =

(
k + j − 1

j − 1

)
−
(
k + j − 3

j − 3

)
, j = 3, 4, . . . ,

onde Pj é o espaço dos polinômios homogêneos de grau j em Rk+1.

A prova pode ser encontrada em Sakai [29].

O seguinte teorema mostra que o espectro do Laplaciano sobre uma variedade produto

(dotado com a métrica produto) é completamente determinado pelo espectro do Laplaci-

ano em cada uma das variedades componentes.

Aqui, Spec(M, g) denota o espectro do Laplaciano em uma variedade Riemanniana (M, g).

Teorema 1.2.3. Sejam (M, g) e (N, h) duas variedades Riemannianas. Na variedade

produto, temos

Spec(M ×N, g × h) = {λ+ µ|λ ∈ Spec(M, g), µ ∈ Spec(N, h)}.

Os detalhes são dados por Berger [7].

1.3 Operadores definidos sobre formas diferenciais

Nesta seção, apresentamos alguns operadores definidos sobre formas diferenciais

que serão de uso fundamental nas provas dos resultados do Caṕıtulo 3.
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Denotamos por Ωp(M) o espaço das p-formas diferencias sobre uma variedade Riemanni-

anaM . Assim, uma 0-forma emM é simplesmente uma função emM , e Ω0(M) = C∞(M).

Destacamos os isomorfismos existentes entre os espaços Ω1(M) e X(M), os quais são in-

duzidos pela métrica de M .

Definição 1.9. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Definimos o isomorfismo bemol

♭ : X(M) → Ω1(M)

X 7→ X♭

que leva X no covetor X♭ definido por:

X♭(Y ) = g(X, Y ) = ⟨X, Y ⟩

para todo Y . Seu inverso é o isomorfismo sustenido

# : Ω1(M) → X(M)

ω 7→ ω#

que leva o covetor ω no vetor ω# definido por:

g(ω#, Y ) = ⟨ω#, Y ⟩ = ω(Y )

para todo Y ∈ X(M).

Os operadores ♭ e # são conhecidos como isomorfismos musicais.

Definição 1.10. Seja ω ∈ Ωp(Mn). A expressão local de ω é

ω =
∑

1≤i1<···<ip≤n

ωi1i2···ipdx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip ,

definimos sua diferencial exterior dω ∈ Ωp+1(M) por

dω =
∂ωI
∂xk

dxk ∧ dxI

onde ωI = ωi1i2···ip e dxI = dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip .

Definição 1.11. Fixada uma forma de volume dM sobre M definimos o operador estrela

de Hodge

⋆ : Ωp(M) → Ωn−p(M)

por

α ∧ (⋆β) = ⟨α, β⟩dM

para todo α, β ∈ Ωp(M).
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O operador estrela de Hodge é uma das operações básicas em formas diferenciais. As

outras duas operações são o produto cunha ∧ e a diferenciação externa d. No entanto,

a maioria dos tratamentos considera apenas produtos internos com definição positiva e

existem pelo menos duas maneiras padrão de generalizar isso em produtos internos de

assinatura arbitrária.

Como o operador é linear, vamos calculá-lo em uma base. Usaremos uma base ortonormal

{dxI} para Ωn, onde

dxI = dxii ∧ . . . ∧ dxip

se assume que os ı́ndices satisfazem 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n. Logo, para uma métrica

definida positiva, vemos que

⋆(ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eik) = eik+1
∧ eik+2

∧ · · · ∧ ein ,

onde (i1, i2, · · · , in) é uma permutação par de {1, 2, . . . , n}.

Usando notação tensorial, o dual Hodge de um produto de cunha arbitrário de 1-formas

é dado por:

⋆(dxii ∧ . . . ∧ dxik) =
√

|det[gab]|
(n− k)!

gi1j1 · · · gikjkεj1···jndxik+1 ∧ . . . ∧ dxin

onde εj1···jn é o simbolo Levi-Civita definido para que ε1...n = 1, e gab é a métrica e gij é

sua inversa.

A modo de exemplo, consideremos primeiro o caso do espaço R2 com um produto interno

definido positivo. Consideremos como base {dx, dy}. Logo, o produto interno pode-se

expressar em termos da métrica

ds2 = dx2 + dy2.

Como estamos no caso Euclidiano, todos os vetores base tem norma +1. Portanto, obte-

mos

⋆1 = dx ∧ dy,

⋆dx = dy,

⋆dy = −dx,

⋆(dx ∧ dy) = 1.

Outro exemplo é o caso R3, onde a métrica é

ds2 = dx2 + dy2 − dt2
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correspondente à base ortonormal {dx, dy, dt}. Lembremos que g(dt, dt) = −1. Assim,

obtemos o seguinte

⋆1 = dx ∧ dy ∧ dt,

⋆dx = dy ∧ dt,

⋆dy = dt ∧ dx,

⋆dt = −dx ∧ dy,

⋆(dx ∧ dy ∧ dt) = −1.

A seguinte proposição mostra duas importantes propriedades do operador estrela de

Hodge.

Proposição 1.3.1. Para quaisquer ω, η ∈ Ωp(M), tem-se ⋆ ⋆ ω = (−1)p(n−p)ω e também

⟨⋆ω, ⋆η⟩ (isometria linear).

Demonstração. Uma p-forma diferencial arbitrária pode ser expandida em seus compo-

nentes da seguinte maneira:

ω =
1

p!
ωi1i2···ipdx

i1 ∧ dxi2 ∧ · · · dxip

⋆ω =

√
g

p!(n− p)!
ωi1i2···ipϵ

i1i2···ip
ip+1ip+2···indx

ip+1 ∧ dxip+2 ∧ · · · dxn

já que ⋆ω é uma (n− p)-forma, podemos escrever

⋆ω =
1

(n− p)!
ω̄ip+1ip+2···indx

ip+1 ∧ dxip+2 ∧ · · · dxn

onde ω̄ip+1ip+2···in =
√
g

p!
ωi1i2···ipϵ

i1i2···ip
ip+1ip+2···in , então

⋆ ⋆ ω =

√
g

p!(n− p)!
ω̄ip+1ip+2···inϵ

ip+1ip+2···in
i1ip···indx

i1 ∧ dxi2 ∧ · · · dxp

=

√
g

p!(n− p)!

√
g

p!
ωi1i2···ipϵ

i1i2···ip
ip+1ip+2···inϵ

ip+1ip+2···in
i1i2···ipdx

i1 ∧ dxi2 ∧ · · · dxp

=
|g|

p!(n− p)!
ϵ
i1i2···ip

ip+1ip+2···inϵ
ip+1ip+2···in

i1i2···ipω

= (−1)p(n−p)ω

onde foi usado a contração de ϵ.

Como consequência, vemos que ⋆ é de fato uma isometria linear.

⟨⋆ω, ⋆η⟩dM = (⋆ω) ∧ ⋆(⋆η) = (−1)p(n−p)(⋆ω) ∧ η = η ∧ ⋆ω = ⟨η, ω⟩dM.
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Assim,

⟨⋆ω, ⋆η⟩ = ⟨η, ω⟩ = ⟨ω, η⟩

■

Usando o operador estrela de Hodge, vamos definir o L2-produto sobre uma variedade

fechada M por:

(α, β) :=

∫
M

⟨α, β⟩dM,

para todos α, β ∈ Ωp(M). A partir desta definição, podemos definir o adjunto formal

δp : Ω
p(M) → Ωp−1(M),

do operador diferencial exterior

dp−1 : Ω
p−1(M) → Ωp(M)

por

(dp−1ω1, ω2) = (ω1, δpω2),

para todos ω1 ∈ Ωp−1(M) e ω2 ∈ Ωp(M).

Proposição 1.3.2. Sobre uma variedade compacta sem bordo o adjunto formal do ope-

rador d é dado por

δp = (−1)n(p+1)+1 ⋆ d ⋆ .

Demonstração. Ver [19]. ■

Definição 1.12. Seja ω ∈ Ωp(M). O Laplaciano de Hodge de ω, denotado por ∆pω, é

uma p-forma diferencial sobre M definida por:

∆pω = δp+1dpω + dp−1δpω.

Proposição 1.3.3. O operador de estrela de Hodge definido sobre uma variedade fechada

comuta com o operador Laplaciano de Hodge.

Demonstração. Por simplicidade, vamos representar os operadores ∆p, dp e δp apenas por

∆, d e δ, respectivamente.

∆⋆ = dδ ⋆+δd⋆

= (−1)n(n−p+1)+1d ⋆ d ⋆ ⋆+ (−1)n(n−p)+1 ⋆ d ⋆ d⋆

= ⋆((−1)n(n−p+1)+1 ⋆ d⋆)d+ ⋆d((−1)n(p+1)+1 ⋆ d⋆)

= ⋆δd+ ⋆dδ

= ⋆∆.
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■

Definição 1.13. Seja ω ∈ Ωp(M). O Laplaciano de Böchner de ω, denotado por ∇∗∇ω,

é uma p-forma diferencial sobre M definida por:

∇∗∇ω = −tr∇2ω.

Seja {ei}ni=1 um referencial ortonormal sobre M ; podemos escrever o Laplaciano de Böch-

ner de ω da seguinte forma:

∇∗∇ω = −∇ei∇eiω +∇∇eiei
ω.

Definição 1.14. O operador de Weitzenböck, W : Ωp(M) → Ωp(M), é definido para uma

p-forma diferencial ω por:

(Wω)(X1, · · · , Xp) = (R(Xk, ej)ω)(X1, · · · , Xk−1, ej, Xk+1, · · · , Xp)

para todos X1, · · · , Xp ∈ X(M).

Em particular, se ω ∈ Ω1(M), então o operador Weitzenböck se torna o operador de Ricci.

Os operadores Laplaciano de Hodge, Laplaciano de Böchner e Weitzenböck estão relacio-

nados pela fórmula de Böchner

∆ω = ∇∗∇ω +Wω. (1.14)
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Caṕıtulo 2

Uma caracterização espectral do

operador de Jacobi em superf́ıcies

mı́nimas

Neste caṕıtulo, caracterizamos o toro de Clifford como a superf́ıcie que maximiza

o segundo autovalor do operador de Jacobi entre todas as superf́ıcies orientáveis imersas

e fechadas de S2+p, p ≥ 1, com gênero maior que zero. Na Seção 2.1 introduzimos alguma

teoria sobre estabilidade e caracterização espectral de hipersuperf́ıcies mı́nimas em Sn+1.

Em seguida, na seção 2.2, apresentamos uma técnica introduzida por Li e Yau [22] baseada

no uso do grupo de aplicações conformes, assim como as ferramentas que serão utilizadas

para a prova dos nossos resultados. Finalizamos com a Seção 2.3, na qual mostramos

nossos primeiros resultados os quais envolvem uma caracterização dos toros de Clifford

via o segundo autovalor forte do operador de Jacobi e também damos uma nova prova para

uma conjectura de classificação de hipersuperf́ıcies mı́nimas não totalmente geodésicas em

Sn+1.

2.1 Estabilidade e caracterização espectral de hiper-

superf́ıcies fechadas em Sn+1

Considera-se a imersão ψ :Mn → Sn+1 de uma hipersuperf́ıcie orientável na esfera

Euclidiana unitária Sn+1. Denota-se por A o operador forma de M com relação a um

campo vetorial normal unitário definido globalmente N . Isto é, A : X(M) → X(M) é o
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endomorfismo determinado por:

AX = −∇̃XN = −∇XN, X ∈ X(M),

onde ∇̃ e ∇ denotam, respectivamente, as conexões de Levi-Civita em Rn+2 e Sn+1. Como

vimos no Caṕıtulo 1, A define um endomorfismo simétrico em X(M) cujos autovalores

κ1, · · · , κn são geralmente referidos como curvaturas principais da hipersuperf́ıcie.

Como foi definido no Caṕıtulo 1, a curvatura média de M é dada por:

H =
1

n
trA =

1

n
(κ1 + · · ·+ κn).

Neste trabalho, assumiremos que Mn seja compacta. Qualquer função diferenciável f ∈

C∞(M) induz uma variação normal ψt : M → Sn+1 da imersão original ψ, a qual é dada

por:

ψt(p) = Expψ(p)(tf(p)N(p)) = cos(tf(p))ψ(p) + sen(tf(p))ψ(p)

onde Exp denota a aplicação exponencial em Sn+1. Como M é compacta e ψ0 = ψ é uma

imersão, então existe ϵ > 0 tal que qualquer ψt é também uma imersão, para qualquer

|t| < ϵ.

A partir disso, consideramos o funcional área A : (−ϵ, ϵ) → R o qual designa para cada

t a área n-dimensional de M com relação à métrica induzida em M pela imersão ψt. Ou

seja,

A(t) = Área(Mt) =

∫
M

dMt,

onde Mt representa a variedade M dotada da métrica induzida por ψt da métrica Eucli-

deana em Sn+1, e dMt é o elemento área n-dimensional dessa métrica em M .

Como foi visto no Caṕıtulo 1, para nosso caso de estudo, a primeira fórmula de variação

da área estabelece que:

δfA =
dA
dt

(0) = −n
∫
M

fHdM.

Como consequência direta, M é uma hipersuperf́ıcie mı́nima (isto é H = 0 em M , pelo

Lema 1.1.6) se, e somente se, δfA = 0, para qualquer função diferenciável f ∈ C∞(M).

Em outras palavras, hipersuperf́ıcies mı́nimas são caracterizadas como pontos cŕıticos do

funcional área.

O operador de estabilidade do problema variacional para este trabalho é dada pela segunda

fórmula de variação para a área, estabelecida da seguinte forma:

δ2fA =
d2A
dt2

(0) = −
∫
M

(f∆f + (∥A∥2 + n)f 2)dΣ = −
∫
M

fJfdM.
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Aqui, J = ∆+∥A∥2+n, onde ∆ representa o operador Laplaciano deM e ∥A∥2 = tr(A2)

é o quadrado da norma do operador forma. O operador J : C∞(M) → C∞(M) é chamado

de operador de Jacobi (ou de estabilidade) para a hipersuperf́ıcie M . O operador de

Jacobi J pertence a uma classe de operadores os quais são usualmente conhecidos como

operadores Schrödinger, isto é, operadores da forma ∆ + q, onde q é qualquer função

cont́ınua em M .

Como é de conhecimento geral, o espectro de J consiste de uma sequência crescente de

autovalores λk com multiplicidades finitas mk, tal que limk→∞ λk = +∞.

Spec(J) = {λ1 < λ2 < λ3 < · · · }.

Além disso, o primeiro autovalor é simples (m1 = 1) e satisfaz a seguinte caracterização

espectral (ver [21]):

λ1 = min

{−
∫
M
fJfdM∫

M
f 2dM

: f ∈ C∞(M), f ̸= 0

}
.

Neste trabalho, dizemos que um número real λ é um autovalor de J se, e somente se,

Jf + λf = 0 para alguma função diferenciável f ∈ C∞(M), f ̸= 0.

O operador de Jacobi induz a forma quadrática Q : C∞(M) → R agindo sobre o espaço

de funções diferenciáveis em M , a qual é definida por:

Q(f) = −
∫
M

fJfdM.

Como foi definido no Caṕıtulo 1, o ı́ndice de uma hipersuperf́ıcie mı́nimaM que se denota

por Ind(M), é o número de autovalores negativos de J (contando multiplicidades), o qual

é necessariamente finito e é dado por

Ind(M) =
∑
λk<0

mk <∞.

Equivalentemente, Ind(M) é a dimensão máxima de qualquer subespaço V de C∞(M) no

qual Q é definida negativa, ou seja

Ind(M) = {dimV : V ⩽ C∞(M), Q(f) < 0 para qualquer f ∈ V }.

Uma hipersuperf́ıcie mı́nima se diz estável se para qualquer f ∈ C∞(M) temos que

Q(f) ≥ 0. Em termos de ı́ndice, estabilidade significaria que Ind(M) = 0. Intuitivamente,

Ind(M) mede o número de direções independentes em que a hipersuperf́ıcie falha ao
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minimizar área. Para ver isto, observe que se Q(f) < 0 para alguma função f ∈ C∞(M),

então δ2fA < 0 e portanto Área(M)>Área(Mt) para pequenos valores de t ̸= 0 na variação

normal de M induzida por f .

Isto significa que a hipersuperf́ıcie mı́nima M , embora seja um ponto cŕıtico do funcional

área, não é um mı́nimo local. No caso de hipersuperf́ıcies mı́nimas na esfera Sn+1 isto é

sempre verdade, só basta usar a função constante f = 1 para obter:

Q(1) = −
∫
M

(∥A∥2 + n)dM = −n|M | −
∫
M

∥A∥2dM ≤ −n|M | < 0.

Em particular, qualquer hipersuperf́ıcie mı́nima compacta em Sn+1 é instável, o que é

equivalente a dizer que Ind(M) ≥ 1.

Simons [31] caracterizou os equadores totalmente geodésicos Sn ⊂ Sn+1 como as únicas

hipersuperf́ıcies mı́nimas na esfera Sn+1 com Ind(M) = 1. Mais tarde, Urbano [32] e El

Soufi [15] provaram para o caso n = 2 e para o caso geral n, respectivamente, que se M

não for um equador totalmente geodésico, então Ind(M) ≥ n+ 3.

Segue o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1 ([15],[31],[32]). Seja M uma hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e ori-

entável na esfera Euclideana Sn+1. Então

(i) Ind(M) = 1 (M é um equador totalmente geodésico Sn ⊂ Sn+1), ou

(ii) Ind(M) ≥ n+ 3.

2.1.1 Toros mı́nimos de Clifford

Além dos equadores totalmente geodésicos, os quais são obtidos como interseções de

Sn+1 com hiperplanos lineares de Rn+2, existem outros tipos de hipersuperf́ıcies em Sn+1,

os chamados de toros de Clifford, os quais são obtidos considerando-se imersões canônicas

Sk(
√
k/n) ↪→ Rk+1 e Sn−k(

√
(n− k)/n) ↪→ Rn−k+1, para um determinado inteiro k ∈

{1, · · · , n−1}, tomando o produto de imersões Sk(
√
k/n)×Sn−k(

√
(n− k)/n) ↪→ Sn+1 ⊂

Rn+2.

Dado um ponto (x, y) ∈ Sk(
√
k/n)×Sn−k(

√
(n− k)/n), o campo vetorial normal unitário

é definido por:

N(x, y) =

(√
n− k

n
x,−

√
k

n− k
y

)
.
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Com respeito a sua orientação, suas curvaturas principais são dadas por:

κ1 = . . . = κk = −
√
n− k

n
, κk+1 = . . . = κn =

√
k

n− k
.

Então, qualquer toro de Clifford tem ∥A∥2 = n. Em particular, o operador de Jacobi se

reduz a J = ∆+2n, onde ∆ é o Laplaciano sobre a variedade produto M = Sk(
√
k/n)×

Sn−k(
√
(n− k)/n), e seus autovalores de J são dadas por λi = µi − 2n, onde µi são os

autovalores de ∆. Portanto, o ı́ndice deM reduz ao número de autovalores de ∆ (contados

com multiplicidade) estritamente menores que 2n.

Para calcular o ı́ndice, simplesmente basta lembrar que se α é um autovalor do Laplaciano

sobre a variedade Riemanniana M com multiplicidade mα e se β for um autovalor do

Laplaciano sobre a variedade N com multiplicidade mβ, então µ = α+ β é um autovalor

do Laplaciano sobre a variedade produto M × N , e a multiplicidade de µ é a soma dos

produtos mαmβ para todos os posśıveis valores de α e β que satisfaçam µ = α + β, para

mais detalhes ver [7]. Segue do Teorema 1.2.2 que os autovalores do Laplaciano sobre

Sk(
√
k/n) são dados por:

αi =
n(i− 1)(k + i− 2)

k
, i = 1, 2, 3, . . . ,

com multiplicidades

mα1 = 1, ,mα2 = k + 1,

e

mαi
=

(
k + i− 1

i− 1

)
−
(
k + i− 3

i− 3

)
, i = 3, 4, . . . ,

e os autovalores do Laplaciano sobre Sn−k(
√

(n− k)/n) são dados por:

βj =
n(j − 1)(n− k + j − 2)

n− k
, j = 1, 2, 3, . . . ,

com multiplicidades

mβ1 = 1, ,mβ2 = n− k + 1,

e

mαi
=

(
n− k + j − 1

j − 1

)
−
(
n− k + j − 3

j − 3

)
, i = 3, 4, . . . .

Segue-se facilmente daqui que µ1 = 0 com multiplicidade 1, µ2 = α1 + β2 = α2 + β1 = n

com multiplicidade n + 2 e µ3 = α2 + β2 = 2n. Portanto, todos os toros mı́nimos de

Clifford em Sn+1 têm Ind(M) = n+ 3.
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Veremos na Seção 2.4 uma conjectura de classificação das hipersuperf́ıcies não totalmente

geodésicas que envolve os toros mı́nimos de Clifford. Nas duas seções seguintes, carac-

terizaremos estas hipersuperf́ıcies via o primeiro e o segundo autovalores do operador de

Jacobi.

2.1.2 Uma caracterização espectral do toro mı́nimo de Clifford

pelo primeiro autovalor de estabilidade

Na seção anterior mencionamos que o operador de Jacobi ou de estabilidade J =

∆+ ∥A∥2 + n é um operador tipo Schrödinger, ou seja um operador da forma ∆ + q.

Considera-se o operador tipo Schrödinger L = ∆+∥A∥2, e seja λL1 seu primeiro autovalor.

Simons [31] provou que λL1 ≤ −n se M é não totalmente geodésico. Recentemente, Wu

[33] obteve a seguinte caracterização do toro de Clifford através do primeiro autovalor de

L.

Teorema 2.1.2 ([33]). Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e orientável

imersa na esfera Euclideana Sn+1, e seja λL1 o primeiro autovalor do operador Schrödinger

L = ∆+ ∥A∥2. Então,

(i) λL1 = 0 (M é um equador totalmente geodésico Sn ⊂ Sn+1), ou

(ii) λL1 ≤ −n.

Além disso, λL1 = −n se, e somente se,M é um toro de Clifford Sk(
√
k/n)×Sn−k(

√
(n− k)/n).

Observa-se que o operador L está relacionado ao operador de Jacobi J associado à

caracterização de hipersuperf́ıcies mı́nimas em Sn+1, o qual é dado por J = ∆+∥A∥2+n =

L + n. Em particular, seus espectros estão relacionados pelo fato que se λ ∈ Spec(J)

se, e somente se, λ + n ∈ Spec(L) e λJ1 = λL1 − n. Portanto, uma consequência do

resultado anterior é a seguinte caracterização do toro de Clifford via o primeiro autovalor

do operador de Jacobi dado por Wu [33].

Teorema 2.1.3 ([33]). Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e orientável

imersa na esfera Euclideana Sn+1, e seja λJ1 o primeiro autovalor do operador de es-

tabilidade J = ∆+ ∥A∥2 + n. Então

(i) λJ1 = −n (M é um equador totalmente geodésico Sn ⊂ Sn+1), ou
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(ii) λJ1 ≤ −2n.

Além disso, λJ1 = −2n se, e somente se,M é um toro de Clifford Sk(
√
k/n)×Sn−k(

√
(n− k)/n).

Este teorema foi obtido também por Perdomo [27] usando um novo método o qual é com-

pletamente diferente do método usado por Wu no Teorema 2.1.3.

Pode-se também ressaltar que na prova do Teorema 2.1.3 foi utilizada uma fórmula fa-

mosa para o Laplaciano da função ∥A∥2 em M , a qual foi estabelecida por Simon [31].

Especificamente, para o caso mı́nimo em Sn+1, a fórmula de Simons é como segue:

1

2
∆∥A∥2 = |∇A|2 + (n− ∥A∥2)∥A∥2.

Como uma aplicação da fórmula de Simons, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.4 ([12],[20],[30]). Seja M uma hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e ori-

entável imersa na esfera Euclideana Sn+1, e assuma que ∥A∥2 ≤ n em M . Então

(i) ∥A∥2 = 0 (M é um equador totalmente geodésico Sn ⊂ Sn+1), ou

(ii) ∥A∥2 = n e M é um toro mı́nimo de Clifford.

A parte (i) e o limite dado em (ii) foram dados por Simons [30, Corolário 5.3.2]. Por outro

lado, a caracterização do toro mı́nimo dado em ii), a qual é local, foi obtida independente

e simultaneamente por Chern, do Carmo e Kobayashi [12] e Lawson [20].

2.2 Funções testes baseadas em aplicações conformes

de Sn+1 em Sn+1

Nesta seção, apresentamos duas ferramentas fundamentais para as demonstrações

dos nossos primeiros resultados. Começamos definindo duas famı́lias de funções geométricas

sobre hipersuperf́ıcies nas esferas.

Seja ψ : Mn → Sn+1 ⊂ Rn+2 uma imersão de uma variedade n-dimensional na esfera

unitária. Para qualquer m ∈ M denotamos por TmM o espaço tangente de M em m,

o qual é um subespaço de Rn+2. Isso implica que existe um único vetor N(m) no com-

plemento ortogonal de TmM , tal que ⟨N(m),m⟩ = 0. Quando M é orientável, podemos

escolher N(m) tal que defina uma aplicação N : M → Sn+1. Esta aplicação é conhecida

como aplicação de Gauss.
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Em particular, quando tratarmos com aspectos locais de M , identificamos M com o con-

junto ψ(M) ⊂ Rn+2, e o espaço TmM com o subespaço dψm(TmM) de Rn+2.

Fixado w ∈ Rn+2, defina-se as funções ℓw :M → R e fw :M → R dadas por

ℓw(m) = ⟨ψ(m), w⟩ e fw(m) = ⟨N(m), w⟩,

para todo m ∈M .

Observe que ℓw e fw são, respectivamente, as coordenadas da imersão ψ e da aplicação

de Gauss.

Estas duas famı́lias de funções geométricas em hipersuperf́ıcies são muito úteis no estudo

do espectro de operadores eĺıpticos definidos em M como o Laplaciano e o operador de

Jacobi.

Fixado w ∈ Rn+2, defina-se o campo vetorial tangente w⊤ :M → Rn+2 por:

w⊤(m) = w − ℓw(m)ψ(m)− fw(m)N(m)

para todo m ∈M .

Claramente, w⊤ é um campo vetorial tangente em M porque ⟨w⊤(m), ψ(m)⟩ = 0 e

⟨w⊤(m), N(m)⟩ = 0 para qualquer m ∈ M . De modo preciso, w⊤(m) é a projeção

ortogonal do vetor w em TmM .

Proposição 2.2.1. Sejam Mn é uma hipersuperf́ıcie diferenciável com curvatura média

constante de Sn+1 e A o operador forma com respeito ao campo vetorial unitário ν :M →

Rn+2 então, o gradiente e o Laplaciano das funções ℓw e fw são dadas por:

∇ℓw = w⊤, ∇fw = −A(w⊤), (2.1)

∆ℓw = −nℓw + nHfw, ∆fw = −∥A∥2fw + nHℓw. (2.2)

Demonstração. Para qualquer vetor w ∈ TxM , seja α : (−ϵ, ϵ) → M uma curva tal que

α(0) = x e α
′
(0) = w. Note que

dℓv(w) =
dℓv(α(t))

dt

∣∣
t=0

=
d⟨α(t), v⟩

dt

∣∣
t=0

= ⟨α′
(0), v⟩ = ⟨w, v⊤(x)⟩.

Desde que a igualdade anterior é verdadeira para qualquer w ∈ TxM , então, ∇ℓv(x) = v⊤.

Para a função fv tem-se

dfv(w) =
dfv(α(t))

dt

∣∣
t=0

=
d⟨N(α(t)), v⟩

dt

∣∣
t=0

= ⟨dN(α
′
(0)), v⟩

= −⟨A(w), v⊤(x)⟩ = ⟨w,−A(v⊤(x))⟩.
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Para calcular os Laplacianos das funções ℓv e fv utilizamos os gradientes encontrados no

passo anterior, isto é

∇w∇ℓv = ∇wv
⊤ = −ℓv(x)w + fv(x)Ax(w),

onde ∇ denota a derivada intŕınseca em M . Seja {e1, · · · , en} uma base ortonormal de

TmM . Então, o Laplaciano de ℓv no ponto m é dado por

∆ℓv(m) =
n∑
i=1

⟨∇ei∇ℓv, ei⟩ = −nℓv(m) + tr(Am)fv(m) = −nℓv(m) + nHv(m).

Por outro lado, usando a equação de Codazzi tem-se também

∇w∇fv = −∇w(A(v
⊤)) = −(∇wA)(v

⊤(m))− Am(∇wv
⊤)

= −(∇v⊤A)(w) + ℓv(m)Am(w)− fv(x)A
2
m(w).

Portanto,

∆fv(m) =
n∑
i=1

⟨∇ei∇fv, ei⟩

= −
n∑
i=1

⟨(∇v⊤(m)A(ei)ei)⟩+ nHℓv(m)− ∥A∥2(m)fv(m)

= −n⟨v⊤(m),∇H(m)⟩+ nHℓv(m)− ∥A∥2(m)fv(m)

= nHℓv(m)− ∥A∥2(m)fv(m),

desde que a curvatura media H seja constante. ■

Finalmente, mostramos uma técnica introduzida por Li e Yau [22], a qual faz uso

do grupo de aplicações conformes de Sn+1 em Sn+1.

Seja Dn+2 a bola aberta unitária delimitada por Sn+1 em Rn+2 e G o grupo conforme de

Sn+1. Para cada ḡ ∈ Dn+2, considera-se a aplicação Fḡ : Sn+1 → Sn+1 dada por

Fḡ(p) =
p+ (µ⟨p, ḡ⟩+ λ)ḡ

λ(⟨p, ḡ⟩+ 1)2
(2.3)

para todo p ∈ Sn+1, onde λ = (1−|ḡ|2)−
1
2 , µ = (λ−1)|ḡ|−2 e ⟨ , ⟩ denota o produto interno

usual em Rn+2. Uma verificação direta mostra que Fḡ é uma transformação conforme de

Sn+1 em Sn+1 a qual pode ser estendida para uma isometria de Dn+2 dotada com a métrica

hiperbólica, que transporta a origem de Dn+2 no ponto ḡ. Além disso, cada transformação

de G pode ser expressa por T ◦ Fḡ, onde T é uma transformação ortogonal de Sn+1 e Fḡ
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é dada por (2.3), para algum ḡ ∈ Dn+2.

A aplicação diferencial dFḡ é dada por:

dFḡ(v) = λ−2(⟨p, ḡ⟩+ 1)−2{λ(⟨p, ḡ⟩+ 1)v − λ⟨v, ḡ⟩p+ ⟨v, ḡ⟩(1− λ)|ḡ|−2ḡ},

onde v é um vetor tangente a Sn+1 em p. Assim, para dois vetores v, w tem-se:

⟨dFḡ(v), dFḡ(w)⟩ =
1− |ḡ2|

(⟨p, ḡ⟩+ 1)2
⟨v, w⟩.

Em [22], Li e Yau provaram o seguinte lema:

Lema 2.2.2 ([22]). Se h é uma métrica Riemanniana em M e ψ : (M,h) → Sn+1 é uma

imersão conforme, então existe ḡ ∈ Dn+2 tal que∫
M

(Fḡ ◦ ψ)dv = (0, . . . , 0).

Aqui o diferencial de volume dv é tomado com respeito à métrica h.

2.3 Uma caracterização de hipersuperficies via o se-

gundo autovalor do operador de Jacobi

Nesta seção, apresentamos nossos primeiros resultados os quais são inspirados nos

trabalhos de A. Mendes [24] e El Soufi e Ilias [16]. Mendes caracterizou os toros de

Clifford como as superf́ıcies que maximizam o segundo autovalor do operador de Jacobi

entre todas as superf́ıcies fechadas, orientáveis e imersas em S3.

Ele provou o seguinte:

Teorema 2.3.1 ([24]). Seja M uma superf́ıcie fechada, orientável e imersa em S3 de

gênero g(M) maior ou igual a 1. Então o segundo autovalor de J = ∆+∥A∥2+2 satisfaz

λJ2 (M) ≤ −2 e a igualdade ocorre se, e somente se, M é congruente ao toro de Clifford.

El Soufi e Ilias [16] derivaram um limite superior para o segundo autovalor de

um operador Schrödinger da forma ∆+ q de uma subvariedade compacta (Mn, g) de um

espaço forma Riemanniano, em termos da curvatura média total de M e do valor médio

do potencial q.

Eles provaram o seguinte:
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Teorema 2.3.2 ([16]). Seja ψ : Mm → Nn(c) uma imersão de uma subvariedade com-

pacta, conexa com m ≥ 2 em um espaço forma Nn(c). Para qualquer potencial cont́ınuo

q em Mm, tem-se

λ∆+q
2 (M) ≤ 1

|M |

∫
M

{m(|H|2 + c) + q}vg.

Se m ≥ 3, então a igualdade ocorre se, e somente se, q é constante e ψ(M) é uma

subvariedade mı́nima de uma esfera geodésica de raio rc de N(c), com r0 =
(
m
λ∆2

)1/2
,

r1 = arcsin r0 e r−1 = sinh−1 r0.

Neste último resultado, N(c) representa o espaço Euclidiano Rn para c = 0, a

esfera Euclidiana unitária Sn para c = 1 e o espaço hiperbólico Hn para c = −1.

Nesta direção, conseguimos estender o resultado de A. Mendes para codimensão

alta no caso de superf́ıcies e também provamos que o resultado se cumpre para dimensão

alta com uma hipótese adicional sob a curvatura escalar. Portanto, nosso primeiro resul-

tado se enuncia como:

Teorema 2.3.3. Seja M uma superf́ıcie fechada e orientável imersa na esfera Euclidiana

unitária S2+p, p ≥ 1, com gênero g(M) maior ou igual a 1. Então, o segundo autovalor

do operador J = ∆+ ∥A∥2 + 2 satisfaz λJ2 ≤ −2, com igualdade se, e somente se, M é o

toro mı́nimo de Clifford S1
(√

1/2
)
× S1

(√
1/2
)
.

Para provar o Teorema 2.3.3 precisaremos do seguinte resultado:

Teorema 2.3.4. Seja M uma superf́ıcie mı́nima fechada e orientável imersa na esfera

Euclidiana unitária S2+p, p ≥ 1, com gênero (M) ≥ 1. Então, o segundo autovalor do

operador Jacobi J = ∆+ ∥A∥2 + 2 satisfaz λJ2 ≤ −2, com igualdade se, e somente se, M

é o toro mı́nimo de Clifford S1
(√

1/2
)
× S1

(√
1/2
)
.

A demonstração do Teorema 2.3.4 segue de uma sequência de lemas:

Lema 2.3.5. Seja ψ : Mk → Sn+1, k ≤ n, uma aplicação diferenciável, g ∈ Dn+2

e {ei}n+2
i=1 uma base ortonormal de Rn+2. Se definimos hi : M → R por hi(m) =

⟨Fg(ψ(m)), ei⟩ e si :M → R por si(m) = ⟨ψ(m), ei⟩, então

n+2∑
i=1

|∇hi|2(m) =
1− |g|2

(1 + ⟨ψ(m), g⟩)2
n+2∑
i=1

|∇si|2(m).
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Demonstração. Seja {vi}ki=1 uma base ortonormal de TmM . Tem-se

|∇hi|2(m) =
k∑
j=1

(vj(hi))
2

=
k∑
j=1

(
⟨(dFg)ψ(m)(dψ(vj)), ei⟩

)2
.

Portanto,

n+2∑
i=1

|∇hi|2(m) =
n+2∑
i=1

k∑
j=1

(
⟨(dFg)ψ(m)(dψ(vj)), ei⟩

)2
=

k∑
j=1

∥(dFg)ψ(m)(dψ(vj))∥2

=
k∑
j=1

1− |g2|
(1 + ⟨ψ(m), g⟩)2

∥dψ(vj)∥2

=
k∑
j=1

1− |g|2

(1 + ⟨ψ(m), g⟩)2
n+2∑
i=1

(vj(si))
2

=
1− |g|2

(1 + ⟨ψ(m), g⟩)2
n+2∑
i=1

|∇si|2(m).

■

O seguinte lema dá uma expressão que relaciona volume de M , |M |, em termos de

uma das funções coordenadas.

Lema 2.3.6. Seja ψ : Mk → Sn+1 uma imersão isométrica de uma variedade com cur-

vatura média constante em uma esfera unitária. Para um vetor fixo w ∈ Dn+2 defina a

função f = 1 + ℓw(m). Então∫
M

1− |w|2

(1 + ℓw)2
= |M | −

∫
M

|w|2 − ℓ2w − 2
k
|∇ℓw|2

(1 + ℓw)2
−
∫
M

2Hfw
1 + ℓw

.
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Demonstração. Segue da Proposição 2.2.1 e de uma verificação direta que

∆ log f = div∇(log(ℓw + 1))

= div

(
∇ℓw
1 + ℓw

)
=

∆ℓw
1 + ℓw

− |∇ℓw|2

(1 + ℓw)2

=
−kℓw + kHfw

1 + ℓw
− |∇ℓw|2

(1 + ℓw)2

= −k
2

(
2ℓw(1 + ℓw)− 2Hfw(1 + ℓw) +

2
k
|w⊤|2

(1 + ℓw)2

)
= −k

2

(
2ℓw + ℓ2w + ℓ2w + 1− 1− 2Hfw(1 + ℓw) +

2
k
|w⊤|2

(1 + ℓw)2

)
= −k

2

(
1 +

−1 + ℓ2w + |w|2 − |w|2 + 2
k
|w⊤|2

(1 + ℓw)2
− 2Hfw

1 + ℓw

)
= −k

2

(
1− 1− |w|2

(1 + ℓw)2
−

|w|2 − ℓ2w − 2
k
|w⊤|2

(1 + ℓw)2
− 2Hfw

1 + ℓw

)
.

Integrando esta última equação, segue o lema. ■

Demonstração do Teorema 2.3.4. Sabe-se que o primeiro autoespaço de ∆+∥A∥2+2

é gerado por uma autofunção positiva ρ. Consideremos a variedade Riemanniana (M,h),

onde h é a métrica ρ-vezes a métrica induzida por ψ. Desde que ψ : (M,h) → Sp+2 é uma

aplicação conforme, pelo Lema 2.2.2 podemos encontrar ḡ ∈ Dp+3 tal que∫
(M,h)

Fḡ ◦ ψ =

∫
M

ρ(Fḡ ◦ ψ) = (0, . . . , 0),

onde a primeira igualdade obtém-se pela fórmula de mudança de variáveis em integrais

múltiplas. Fazendo ϕ = Fḡ ◦ ψ = (ϕ1, . . . , ϕp+3), conclúımos que as funções ϕi =

⟨Fḡ(ψ(m)), ei⟩, com {ei}p+3
i=1 base ortonormal de Rp+3, são perpendiculares à função ρ,

ou seja ∫
M

ρ ϕi = 0.

Pelo prinćıpio min-max, temos que para todo i ≤ p+ 3

λJ2

∫
M

ϕ2
i ≤

∫
M

−J(ϕi)ϕi

=

∫
M

|∇ϕi|2 −
∫
M

(∥A∥2 + 2)ϕ2
i .

Somando em i = 1, . . . , p+3 e usando o fato que
p+3∑
i=1

ϕ2
i = 1 e |∇ϕ|2 =

p+3∑
i=1

|∇ϕi|2 obtemos:

λJ2 ≤ 1

|M |

∫
M

|∇ϕ|2 − 1

|M |

∫
M

(∥A∥2 + 2). (2.4)
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Por outro lado, do Lema 2.3.5 podemos ver que:

p+3∑
i=1

|∇ϕi|2 =
1− |ḡ|2

(1 + ⟨ψ(x), ḡ⟩)2
p+3∑
i=1

|∇lei |2 =
1− |ḡ|2

(1 + ⟨ψ(x), ḡ⟩)2
p+3∑
i=1

|e⊤i |2

=2

(
1− |ḡ|2

(1 + ⟨ψ(x), ḡ⟩)2

)
.

(2.5)

Lembrando que para nosso caso, dado qualquer vetor fixo v em Rp+3, pode-se definir o

campo vetorial tangente v⊤ :M2 −→ Rp+3 por:

v⊤(m) = v − lv(m)ψ(m)−
p∑
j=1

f jvNj(m),

onde Nj são os vetores unitarios no complemento ortogonal de TmM tal que ⟨Nj(m),m⟩ =

0 para j = 1, . . . , p, f jv = ⟨v,Nj⟩, para algum j = 1, . . . , p e v⊤ é um campo vetorial

tangente em M , pois ⟨v⊤(m), ψ(m)⟩ = 0 e ⟨v⊤(m), Nj(m)⟩ = 0 para qualquer m ∈

M e j = 1, . . . , p. Integrando (2.5), usando o Lema 2.3.6 (no caso mı́nimo H = 0) e

substituindo em (2.4) obtemos

λJ2 ≤ 2

|M |

∫
M

1− |ḡ|2

(1 + ⟨ψ(x), ḡ⟩)2
− 1

|M |

∫
M

(∥A∥2 + 2)

= 2− 2

|M |

∫
M

|ḡ|2 − ℓ2ḡ − |ḡ⊤|2

(1 + ℓḡ)2
− 1

|M |

∫
M

(∥A∥2 + 2)

= − 1

|M |

∫
M

∥A∥2 − 2

|M |

∫
M

|ḡ|2 − ℓ2ḡ − |ḡ⊤|2

(1 + ℓḡ)2
.

Já que a expressão ∫
M

|ḡ|2 − ℓ2ḡ − |ḡ⊤|2

(1 + ℓḡ)2

é positiva, a menos que ḡ = 0, obtemos

λJ2 ≤ − 1

|M |

∫
M

∥A∥2. (2.6)

Usando a equação de Gauss e o teorema de Gauss-Bonnet,

λJ2 ≤ − 1

|M |

∫
M

(2− 2KM)

= −2 +
2

|M |

∫
M

KM

= −2 +
4π

|M |
X (M).

Portanto, desde que assumimos que o gênero g(M) ≥ 1, então X (M) = 2 − 2g(M) ≤ 0,

assim obtemos que λJ2 ≤ −2.
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Se λJ2 = −2, então ḡ = 0. Portanto, para i ≤ p+3 temos hi = ℓei e todas as desigualdades

anteriores serão igualdades. Logo, Jℓei = λJ2 ℓei e pela Proposição 2.2.1 obtemos :

−∥A∥2ℓei = (−∆− ∥A∥2 − 2)ℓei = −2ℓei .

A igualdade anterior implica que ∥A∥2 ≡ 2, logo, ∥A∥2+2 é constante, então a igualdade

em (2.6) é equivalente à igualdade λ∆2 = 2. Em [17], El Soufi e Ilias provaram que esta

igualdade ocorre se e somente se ψ(M) é uma subvariedade mı́nima imersa de uma esfera

geodésica de raio r = arcsin(1), portanto M2 será uma subvariedade de S1+p. Aplicando

recursivamente este fato, já que ∥A∥2 + 2 é constante, conclúımos, que M será uma

subvariedade de S3, assim, pelo Teorema 2.1.4, temos que M é isométrico a um toro

mı́nimo de Clifford. ■

Finalmente, para a prova do Teorema 2.3.3 precisaremos também do seguinte lema

(para mais detalhes ver [16]):

Lema 2.3.7 ([16]). Seja ψ : Mm → Sn+1 uma imersão de uma subvariedade compacta e

conexa numa esfera unitária. Para qualquer aplicação conforme F : Sn+1 → Sn+1 tem-se∫
M

|∇(F ◦ ψ)|2 ≤ m

∫
M

(|H|2 + 1).

Além disso, para m ≥ 3 a igualdade implica que |∇(F ◦ ψ)|2 é constante em M .

Demonstração. Sejam B̄ e H̄ respectivamente a segunda forma fundamental e curvatura

média de F (ψ(M)) vista como uma subvariedade imersa de Sn+1. Da invariância conforme

da segunda forma fundamental, podemos deduzir a seguinte fórmula [16]:

|B|2 −m|H|2 = |∇(F ◦ ψ)|2

m

(
|B̄|2 −m|H̄|2

)
.

Usando a equação de Gauss, obtém-se

|B|2 −m|H|2 = m(m− 1)|H|2 +m(m− 1)− Sg,

onde Sg é a curvatura escalar de (M, g). Da mesma forma

|B̄|2 −m|H̄|2 = m(m− 1)|H̄|2 +m(m− 1)− Sḡ,

onde ḡ = (F ◦ ψ)∗h é a métrica induzida em M da métrica canônica de Sn+1. Portanto

|∇(F ◦ ψ)|2 = m(|H|2 + 1)− |∇(F ◦ ψ)|2|H̄|2 − 1

m− 1

(
Sg −

|∇(F ◦ ψ)|2

m
Sḡ
)
. (2.7)
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Como F ◦ ψ é uma aplicação conforme de (M, g) → (Sn+1, h) tem-se ḡ = |∇(F◦ψ)|2
m

g.

Portanto, usando a fórmula de mudança conforme para a curvatura escalar obtemos

Sg −
|∇F ◦ ψ|2

m
Sḡ = (m− 1)

(
(m− 2)|∇|∇F ◦ ψ||2 +∆

(
ln |∇F ◦ ψ|2

))
.

Substituindo em (2.7) e logo integrando obtemos:∫
M

|∇(F ◦ ψ)|2 =
∫
M

m(|H|2 + 1)−
∫
M

|∇(F ◦ ψ)|2|H̄|2 − (m− 2)

∫
M

|∇|∇(F ◦ ψ)||2.

Isto prova a afirmação do lema. ■

Demonstração do Teorema 2.3.3. Com as mesmas condições usadas na demons-

tração do teorema anterior, temos a existência de uma aplicação conforme ψ : (M,h) →

Sp+2 e pelo Lema 2.2.2 podemos encontrar ḡ ∈ Dp+3 tal que∫
(M,h)

Fḡ ◦ ψ =

∫
M

ρ(Fg ◦ ψ) = (0, . . . , 0).

Fazendo ϕ = Fḡ ◦ψ = (ϕ1, . . . , ϕp+3), conclúımos que as funções ϕi = ⟨Fḡ(ψ(m)), ei⟩, com

{ei}p+3
i=1 base ortonormal de Rp+3, são perpendiculares à função ρ, ou seja∫

M

ρ ϕi = 0.

Pelo prinćıpio min-max, temos que para todo i ≤ p+ 3

λJ2

∫
M

ϕ2
i ≤

∫
M

−J(ϕi)ϕi

=

∫
M

|∇ϕi|2 −
∫
M

(∥A∥2 + 2)ϕ2
i .

Somando em i = 1, . . . , p+3 e usando o fato que
p+3∑
i=1

ϕ2
i = 1 e |∇ϕ|2 =

p+3∑
i=1

|∇ϕi|2 obtemos

λJ2 ≤ 1

|M |

∫
M

|∇ϕ|2 − 1

|M |

∫
M

(∥A∥2 + 2). (2.8)

Usando o Lema 2.3.7 e a equação de Gauss, obtêm-se

λJ2 ≤ 2

|M |

∫
M

(|H|2 + 1)− 1

|M |

∫
M

(2 + 4H2 − 2KM + 2)

=
2

|M |

∫
M

(|H|2 + 1)− 4

|M |

∫
M

H2 − 4 +
2

|M |

∫
M

KM

=
2

|M |

∫
M

(|H|2 + 1)− 4

|M |

∫
M

H2 − 4 +
4π

|M |
X (M),

= −2− 2

|M |

∫
M

H2 +
4π

|M |
X (M)

≤ −2 +
4π

|M |
X (M).

(2.9)
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Portanto, desde que assumimos a hipótese sobre o gênero, temos que X (M) = 2−2g(M) ≤

0, assim λJ2 ≤ −2.

Se λJ2 = −2, então M será mı́nima e g(M) = 1. Logo, aplicando o Teorema 2.3.4,

obtemos que M é um toro de Clifford. ■

Nosso segundo resultado é uma versão do Teorema 2.3.3 para o caso geral n ≥ 3, o qual

se enuncia como:

Teorema 2.3.8. Seja Mn uma subvariedade não totalmente geodésica e fechada imersa

em Sn+p com curvatura escalar satisfazendo SM ≤ n(n− 2). Então, o segundo autovalor

do operador de Jacobi J = ∆+ ∥A∥2 + n satisfaz λJ2 ≤ −n, com igualdade λJ2 = −n se, e

somente se, M é o toro mı́nimo de Clifford Sk
(√

k/n
)
× Sn−k

(√
(n− k)/n

)
, para um

inteiro k ∈ {1, ..., n− 1}.

Para provar o Teorema 2.3.9 precisaremos do seguinte resultado:

Teorema 2.3.9. Seja Mn uma subvariedade mı́nima não totalmente geodésica e fechada

imersa em Sn+p com curvatura escalar satisfazendo SM ≤ n(n − 2). Então, o segundo

autovalor do operador J = ∆+ ∥A∥2 + n satisfaz λJ2 ≤ −n, com igualdade λJ2 = −n se, e

somente se, M é o toro mı́nimo de Clifford Sk
(√

k/n
)
× Sn−k

(√
(n− k)/n

)
, para um

inteiro k ∈ {1, ..., n− 1}.

Demonstração do Teorema 2.3.9. Com as mesmas condições usadas na demons-

tração do teorema anterior, temos a existência de uma aplicação conforme ψ : (M,h) →

Sn+p e pelo Lema 2.2.2 podemos encontrar ḡ ∈ Dn+p+1 tal que∫
(M,h)

Fḡ ◦ ψ =

∫
M

ρ(Fḡ ◦ ψ) = (0, . . . , 0).

Fazendo ϕ = Fḡ ◦ ψ = (ϕ1, . . . , ϕn+p+1), conclúımos que as funções ϕi = ⟨Fḡ(ψ(m)), ei⟩,

com {ei}n+p+1
i=1 base ortonormal de Rn+p+1, são perpendiculares à função ρ, ou seja,∫

M

ρ ϕi = 0.

Pelo prinćıpio min-max, temos que para todo i ≤ n+ p+ 1

λJ2

∫
M

ϕ2
i ≤

∫
M

−J(ϕi)ϕi

=

∫
M

|∇ϕi|2 −
∫
M

(∥A∥2 + n)ϕ2
i .
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Somando em i = 1, . . . , n+ p+1 e usando o fato que
n+p+1∑
i=1

ϕ2
i = 1 e |∇ϕ|2 =

n+p+1∑
i=1

|∇ϕi|2,

obtemos

λJ2 ≤ 1

|M |

∫
M

|∇ϕ|2 − 1

|M |

∫
M

(∥A∥2 + n). (2.10)

Pela equação de Gauss

SM = n(n− 1)r = n(n− 1) + n2H2 − ∥A∥2,

e pelas nossas hipóteses obtemos

SM = n(n− 1)− ∥A∥2. (2.11)

Substituindo (2.11) em (2.10) e aplicando os Lemas 2.3.5 e 2.3.6, obtemos:

λJ2 ≤ −n− 1

|M |

∫
M

(n(n− 1)− SM) +
n

|M |

∫
M

1− |ḡ|2

(1 + ⟨ψ(x), ḡ⟩)2

= − n

|M |

∫
M

|ḡ|2 − ℓ2ḡ − 2|∇ℓḡ|2

(1 + ℓḡ)2
− 1

|M |

∫
M

n(n− 1) +
1

|M |

∫
M

SM ;

desde que a expressão ∫
M

|ḡ|2 − ℓ2ḡ − 2
n
|ḡ⊤|2

(1 + ℓḡ)2

é positiva a menos que ḡ = 0, obtemos:

λJ2 ≤ − 1

|M |

∫
M

n(n− 1) +
1

|M |

∫
M

SM , (2.12)

assumindo a hipótese sobre a curvatura escalar, obtemos que λJ2 ≤ −n.

Se λJ2 = −n, então ḡ = 0. Portanto, para i ≤ n + p + 1 temos ϕi = ℓei e todas

as desigualdades anteriores serão igualdades. Logo, Jℓei = λJ2 ℓei e pela Proposição 2.2.1

obtemos:

−∥A∥2ℓei = (−∆− ∥A∥2 − n)ℓei = −nℓei .

A igualdade anterior implica que ∥A∥2 ≡ n, logo, ∥A∥2+2 é constante, então a igualdade

em (2.12) é equivalente à igualdade λ∆2 = n. Em [17], El Soufi e Ilias provaram que

esta igualdade ocorre se e somente se ψ(M) é uma subvariedade mı́nima imersa de uma

esfera geodésica de raio r = arcsin(1), portanto Mn será uma subvariedade de Sn−1+p.

Aplicando recursivamente este fato, já que ∥A∥2 +2 é constante, conclúımos, que M será

uma subvariedade de Sn+1, assim, pelo Teorema 2.1.4, temos que M é isométrico a um

toro mı́nimo de Clifford.

■
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Demonstração do Teorema 2.3.8. Com as mesmas condições usadas na demons-

tração do teorema anterior, temos a existência de uma aplicação conforme ψ : (M,h) →

Sn+p e pelo Lema 2.2.2 podemos encontrar ḡ ∈ Dn+p+1 tal que∫
(M,h)

Fḡ ◦ ψ =

∫
M

ρ(Fḡ ◦ ψ) = (0, . . . , 0).

Fazemos ϕ = Fḡ ◦ ψ = (ϕ1, . . . , ϕn+p+1), conclúımos que as funções ϕi = ⟨Fḡ(ψ(m)), ei⟩,

com {ei}n+p+1
i=1 base ortonormal de Rn+p+1, são perpendiculares à função ρ, ou seja,∫

M

ρ ϕi = 0.

Pelo prinćıpio min-max i ≤ n+ p+ 1,

λJ2

∫
M

ϕ2
i ≤

∫
M

−J(ϕi)ϕi

=

∫
M

|∇ϕi|2 −
∫
M

(∥A∥2 + n)ϕ2
i .

Somando em i = 1, . . . , n+ p+ 1 e usando o fato que
n+p+1∑
i=1

ϕ2
i = 1 e |∇ϕ|2 =

n+p+1∑
i=1

|∇ϕi|2

obtemos

λJ2 ≤ 1

|M |

∫
M

|∇ϕ|2 − 1

|M |

∫
M

(∥A∥2 + n).

Usando o Lema 2.3.7 obtêm-se

λJ2 ≤ n

|M |

∫
M

(|H|2 + 1)− 1

|M |

∫
M

(|A|2 + n),

pela equação de Gauss

|A|2 = n2H2 + n(n− 1)− SM

obtemos

λJ2 ≤ −n− 1

|M |

∫
M

(n2H2 + n(n− 1)− SM) +
n

|M |

∫
M

(|H|2 + 1)

= −n− 1

|M |

∫
M

(n|H|2(n− 1) + n2 − 2n− SM)

= − 1

|M |

∫
M

(n(n− 1))− 1

|M |

∫
M

(n|H|2(n− 1)) +
1

|M |

∫
M

SM

≤ − 1

|M |

∫
M

(n(n− 1)) +
1

|M |

∫
M

SM ,

(2.13)

assumindo a hipótese sobre a curvatura escalar, obtemos que λJ2 ≤ −n.

Se λJ2 = −n, então M será mı́nima, pois H = 0. Logo, aplicando o Teorema 2.3.10,

obtemos que M é um toro de Clifford. ■
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2.4 Uma conjectura de classificação

Como foi mencionado na Subseção 2.1.1, os toros mı́nimos de Clifford tem Ind(M) =

n + 3, por esse motivo foi conjecturado há muito tempo que os toros de Clifford são as

únicas hipersuperf́ıcies não totalmente geodésicas em Sn+1 com Ind(M) = n+3, mudando

o Teorema 2.1.1 para a seguinte conjectura:

Conjectura 1. Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e orientável na esfera

Euclideana Sn+1. Então

(i) Ind(M) = 1 ( M é um equador totalmente geodésico Sn ⊂ Sn+1), ou

(ii) Ind(M) ≥ n+ 3, com igualdade se, e somente se, M é um toro mı́nimo de Clifford

Sk(
√
k/n)× Sn−k(

√
(n− k)/n) ⊂ Sn+1, para um inteiro k ∈ {1, ..., n− 1}.

Urbano [32] mostrou que a conjectura é verdadeira para o caso n = 2. O mesmo Urbano

obteve a seguinte caracterização dos toros mı́nimos de Clifford em S3:

Teorema 2.4.1 ([32]). Seja M2 uma superf́ıcie mı́nima, compacta, orientável imersa em

S3, que não é um equador totalmente geodésico. Então Ind(M) ≥ 5, com igualdade se e

somente se M2 é um toro mı́nimo de Clifford S1(
√

1/2)× S1(
√

1/2) ⊂ S3.

Posteriormente, Guadalupe, Brasil Jr. e Delgado [18] mostraram que a conjectura

é verdadeira para qualquer dimensão n, sob a hipótese adicional de que M tem curvatura

escalar constante, obtendo o seguinte resultado.

Teorema 2.4.2 ([18]). Seja Mn uma superf́ıcie mı́nima, compacta, orientável imersa em

Sn+1, que não é um equador totalmente geodésico. Assuma que M tem curvatura escalar

constante. Então Ind(M) ≥ n+ 3, com igualdade se e somente se Mn é um toro mı́nimo

de Clifford Sk(
√
k/n)× Sn−k(

√
(n− k)/n) ⊂ Sn+1, para um inteiro k ∈ {1, ..., n− 1}.

Pouco depois, Perdomo [26] mostrou que a conjectura também é verdadeira para

toda dimensão n com uma suposição adicional sobre as simetrias de M , e, em particular,

a conjectura é verdadeira para hipersuperf́ıcies mı́nimas com simetria antipodal.

Para ver essa condição sobre simetrias de M defina-se o grupo

OM(n+ 1) = {γ ∈ O(n+ 1) : γ(M) =M}.
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A aplicação antipodal, τ(m) = −m, pode ou não ser um elemento de OM(n + 1).

Quando isto acontece, dizemos que “M tem simetria antipodal”. A partir disso, Perdomo

mostrou o seguinte resultado:

Teorema 2.4.3 ([26]). Seja M uma hipersuperf́ıcie mı́nima compacta, orientável imersa

em Sn+1, que não é um equador totalmente geodésico. Assuma que OM(n+1) fixa unica-

mente a origem em Rn+1. Então:

(i) Ind(M) ≥ n+ 3, com igualdade se e somente se M é um toro de Clifford.

(ii) λJ2 − λJ1 ≤ n, com igualdade somente se ∥A∥2 ≡ |λJ2 |.

Portanto, se desprende o seguinte resultado:

Corolário 2.4.4 ([26]). Seja M uma hipesuperf́ıcie mı́nima, compacta, orientável imersa

em Sn+1, que não é um equador totalmente geodésico. Assuma que M tem simetria

antipodal. Então Ind(M) ≥ n + 3, com igualdade se e somente se M é um toro de

Clifford.

Recentemente, Perdomo [28] obteve um prova mais simples para a conjectura no

caso n = 2. Para isso precisou do seguinte teorema:

Teorema 2.4.5 ([28]). Seja Mn uma variedade compacta e orientável e seja ψ : M →

Sn+1 uma imersão mı́nima de M em Sn+1. Se Ind(M) = n + 3, então
∫
M
∥A∥2 ≤

∫
M
n.

Além disso, se
∫
M
∥A∥2 =

∫
M
n, então M será isométrico ao toro mı́nimo de Clifford.

A partir desse último teorema, obteve o seguinte corolário:

Corolário 2.4.6 ([28]). Se M ⊂ S3 é uma superf́ıcie com Ind(M) = 5, então M é um

toro de Clifford.

O seguinte resultado faz uso do Teorema 2.1.6 e da suposição que a curvatura esca-

lar de M seja constante, ou seja, obtivemos uma nova prova ao resultado de Guadalupe,

Brasil Jr. e Delgado (Teorema 2.4.2).

Teorema 2.4.7. Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e orientável imersa em

Sn+1 com curvatura escalar constante. Se Ind(M) = n + 3, então M é um toro mı́nimo

de Clifford Sk(
√
k/n)× Sn−k(

√
(n− k)/n) ⊂ Sn+1.
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Demonstração. Pela Proposição 2.2.1 vemos que para cada v ∈ Rn+2, as funções fv sa-

tisfazem J(fv) = −nfv. Essas funções geram um espaço n + 2-dimensional porque M é

não totalmente geodésico. Portanto, −n é um autovalor de J com multiplicidade n + 2.

Então, pela hipótese de Ind(M) = n + 3, implica que −n é o segundo autovalor de J .

Agora, usando as condições das provas dos teoremas da seção anterior, podemos obter a

seguinte estimativa

λJ2 ≤ 1

|M |

∫
M

|∇ϕ|2 − 1

|M |

∫
M

∥A∥2 − n.

Usando novamente o Lemas 2.3.5 e 2.3.6, obtemos

λJ2 ≤ n− n

|M |

∫
M

|g|2 − ℓ2g − 2
n
|g⊤|2

(1 + ℓg)2
− 1

|M |

∫
M

∥A∥2 − n,

desde que a expressão ∫
M

|g|2 − ℓ2g − 2
n
|g⊤|2

(1 + ℓg)2

é positiva a menos que g = 0, obtemos

λJ2 ≤ − 1

|M |

∫
M

∥A∥2.

Desde que a curvatura escalar é constante, temos que ∥A∥2 é constante e dado que λJ2 =

−n, aplicando o Teorema 2.4.5 obtemos que ∥A∥2 = n, o que implica pelo Teorema 2.1.4

que M será um toro de Clifford. ■

Observação: As diferenças com a prova do resultado de Guadalupe, Brasil Jr.

e Delgado estão na parte da rigidez, esta é uma prova por contradição. A suposição

da curvatura escalar seja constante é necessária para provar que fv seja autofunção de

−∥A∥2.



52

Caṕıtulo 3

Uma caracterização espectral dos

H(r)-toros

Neste caṕıtulo caracterizamos os H(r)-toros via o primeiro autovalor fraco do ope-

rador de Jacobi ou de estabilidade J = ∆ + ∥A∥2 + n, além disso mostraremos que eles

tem IndT (M) = n + 4. Na Seção 3.1 introduzimos alguma teoria sobre estabilidade e

caracterizações espectrais de hipersuperf́ıcies com curvatura média constante em Sn+1.

Logo, na Seção 3.2 apresentamos algumas ferramentas e funções testes para as provas dos

nossos resultados. Na Seção 3.3 mostramos nossos primeiros resultados do caṕıtulo, os

quais envolvem uma comparação dos espectros dos operadores de Jacobi e do Laplaciano

e uma delimitação inferior para o ı́ndice fraco por uma função linear do primeiro número

de Betti. Finalizamos com a Seção 3.4, na qual mostramos uma caracterização espectral

dos toros com curvatura média constante ou H(r)-toros através de uma estimativa para

o primeiro autovalor fraco do operador de Jacobi, sob a hipóteses de ter duas curvaturas

principais.

3.1 Estabilidade, ı́ndice e caracterização espectral das

hipersuperf́ıcies com curvatura média constante

em Sn+1

Seja ψ :Mn → Sn+1 um hipersuperf́ıcie compacta, orientável imersa na esfera Eu-

clidiana. Como outra consequência da primeira fórmula de variação de área, temos queM
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tem curvatura média constante (não necessariamente nula) se e somente se δfA = 0 para

qualquer função diferenciável f ∈ C∞(M) satisfazendo a condição adicional
∫
M
fdM = 0.

Para ver isso, vamos assumir que δfA = 0 para qualquer f ∈ C∞(M) satisfazendo∫
M
fdM = 0, e escrevemos H = H0 + (H −H0), onde

H0 =
1

|M |

∫
M

HdM.

Desde que
∫
M
(H −H0)dM = 0, então, por hipótese,

0 = δH−H0A = −n
∫
M

(H −H0)HdM = −n
∫
M

(H −H0)
2dM,

mas isso implica que H = H0 é constante em M .

Geometricamente, a condição adicional
∫
M
fdM = 0 significa que as variações em consi-

deração preservam uma certa função de volume. De fato, se ψt é uma variação normal

induzida por uma função diferenciável f ∈ C∞(M), então a função volume é a função

V : (−ϵ, ϵ) → R definida por:

V(t) =
∫
[0,t]×M

Ψ⋆(dV )

onde dV denota o elemento volume (n+1)-dimensional de Sn+1 e Ψ : (−ϵ, ϵ)×M → Sn+1

é uma variação de ψ, Ψ(t,m) = ψt(m). Então, a primeira variação de V é dada por:

δfV =
dV
dt

(0) =

∫
M

fdM.

Para mais detalhes, veja [5, 6]. Uma variação se diz que preserva volume se V(t) = V(0) =

0 para todo t. Como foi mostrado por Barbosa, do Carmo e Eschenburg [6, Lema 2.2],

dada uma função diferenciável f ∈ C∞(M) com
∫
M
fdM = 0, existe uma variação normal

que preserva volume cujo campo vetorial variacional é fN . Como uma consequência, M

tem curvatura média constante (não necessariamente nula) se, e somente se, δfA = 0 para

qualquer variação que preserva volume de M . Em outras palavras, umas hipersuperf́ıcies

com curvatura média constante são caracterizadas como pontos cŕıticos do funcional área

quando for restrito a variações que preservam volume.

Como no caso de hipersuperf́ıcies mı́nimas, o operador de estabilidade deste problema

variacional é dado pela segunda fórmula de variação da área (1.2), e similarmente a forma

quadrática correspondente é dada por

Q(f) = −
∫
M

fJfdM,
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com operador de Jacobi J = ∆ + ∥A∥2 + n. No entanto, em contraste com o caso

mı́nimo, no caso de hipersuperf́ıcies com curvatura média constante podemos considerar

dois problemas diferentes de autovalores:

• Problema Dirichlet: associado à forma quadrática Q atuando em todo o espaço

da função diferenciáveis em M .

• Problema twisted Dirichlet: associado à mesma forma quadrática Q, mas res-

trito ao subespaço de funções diferenciáveis f ∈ C∞(M) satisfazendo a condição

adicional
∫
M
fdM = 0.

Similarmente, existem duas diferentes noções de estabilidade e ı́ndice, estabilidade forte e

ı́ndice forte, denotado por Ind(M) associado ao problema usual de Dirichlet, e estabilidade

fraca e ı́ndice fraco, denotado por IndT (M) associado ao problema twisted Dirichlet.

Assim, o ı́ndice forte é dado por:

Ind(M) = max{dimV : V ⩽ C∞(M), Q(f) < 0 para qualquer f ∈ V },

e M é chamada fortemente estável se, e somente se, Ind(M) = 0. Por outro lado, o ı́ndice

fraco é dado por:

IndT (M) = max{dimV : V ⩽ C∞
T (M), Q(f) < 0 para qualquer f ∈ V },

onde

C∞
T (M) = {f ∈ C∞(M) :

∫
M

fdM = 0},

e M é chamada fracamente estável se, e somente se, IndT (M) = 0.

Do ponto de vista geométrico, o ı́ndice fraco é mais natural que o ı́ndice forte para o caso

em que H = é constante. No entanto, do ponto de vista anaĺıtico, o ı́ndice forte é mais

natural e mais fácil de usar.

Barbosa e Bérard [4] estudaram em profundidade o problema twisted Dirichlet, com-

parando os autovalores deste problema com os autovalores do problema usual de Diri-

chlet. Por exemplo, segue facilmente do prinćıpio min-max que ambos espectros estão

entrelaçados (ver [4])

λJ1 < λJT1 ≤ λJ2 ≤ λJT2 ≤ · · · ,

onde

Spec(J) = {λJ1 < λJ2 < λJ3 < · · · }
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é o espectro usual de J , e

SpecT (J) = {λJT1 < λJT2 < λJT3 < · · · }

é o espectro twisted.

Quando trabalhamos com hipersuperf́ıcies com curvatura média constante, em vez da

segunda forma fundamental A, é mais conveniente trabalhar com o tensor de umbilicidade

total ϕ deM , que é dado por ϕ = A−HI, onde I denota o operador identidade em X(M).

Observe que

tr(ϕ) = 0 e ∥ϕ∥2 = ∥A∥2 − nH2 ≥ 0,

tendo a igualdade se, e somente se, M é totalmente umb́ılica (∥ϕ∥ = 0), o qual é equi-

valente a que satisfaça A(X, Y ) = g(X, Y )
1

n
, para quaisquer X, Y tangentes a N . Em

termos de ϕ, o operador de Jacobi é dado por:

J = ∆+ ∥ϕ∥2 + n(1 +H2).

Como o caso mı́nimo, podemos usar novamente a função constante f = 1 como uma

função teste para estimar o Ind(M), assim obtemos:

Q(1) =−
∫
M

(∥ϕ∥2 + n(1 +H2))dM = −n(1 +H2)|M | −
∫
M

∥ϕ∥2dM

≤ −n(1 +H2)|M | < 0.

Portanto, o Ind(M) ≥ 1 para qualquer hipersuperf́ıcie com curvatura média constante em

Sn+1, o qual significa que não existe hipersuperf́ıcie fortemente estável em Sn+1.

3.1.1 Esferas totalmente umb́ılicas e hipersuperf́ıcies de Clifford

Nesta seção descrevemos duas famı́lias de exemplos de hipersuperf́ıcies em Sn+1

que são relacionadas com nosso resultado principal do caṕıtulo.

a) Esferas totalmente umb́ılicas: Seja v ∈ Rn+2 um vetor unitário fixo e c um

número real com |c| < 1. Definimos

Sn(v, c) = {x ∈ Sn+1 : ⟨x, v⟩ = c}.

Claramente, Sn(n, c) é uma hipersuperf́ıcie de Sn+1. Neste caso a aplicação ν :

Sn(v, c) → Sn+1 dada por:

ν(x) =
1√

1− c2
(v − cx)
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é um vetor normal unitário ao longo de Sn+1. Portanto, para qualquer x ∈ Sn(v, c)

o operador forma Ax é uma aplicação c(1− c2)−
1
2 I, onde I é a aplicação identidade,

e

κ1(x) = · · · = κn(x) =
c√

1− c2

para todo x ∈ Sn(v, c). Não é dif́ıcil mostrar que esses exemplos são as únicas

hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas de Sn+1. Neste caso temos

H =
c√

1− c2
e ∥A∥2 = nc2

1− c2

ambos são constantes em Sn(v, c).

b) Hipersuperf́ıcies de Clifford: Dado qualquer inteiro k ∈ {1, . . . , n−1} e qualquer

número real r ∈ (0, 1), definimos ℓ = n− k e

Sk(r)×Sn−k(
√
1− r2) = {(x, y) ∈ Rk+1×Rℓ+1 : ∥x∥2 = r2 e ∥y∥2 = 1− r2} ⊂ Sn+1.

Não é dif́ıcil mostrar que para qualquer (x, y) ∈ Sk(r)× Sn−k(
√
1− r2) temos

T(x,y)[Sk(r)× Sn−k(
√
1− r2)] = {(v, w) ∈ Rk+1 × Rℓ+1 : ⟨x, v⟩ = 0 e ⟨w, y⟩ = 0.}

Portanto, a aplicação ν : Sk(r)× Sn−k(
√
1− r2) → Sn+1 dada por:

ν(x, y) =

(√
1− r2

r
x,− r√

1− r2
y

)
define um campo vetorial normal unitário ao longo de Sk(r)×Sn−k(

√
1− r2), ou seja,

é uma aplicação de Gauss em Sk(r) × Sn−k
(√

1− r2
)
. Note-se que os vetores em

Sk(r)×Sn−k(
√
1− r2) da forma (v, 0) definem um espaço k-dimensional. Um cálculo

direto, usando a expressão para ν, nos da que se (v, 0) ∈ T (x, y)
(
Sk(r)× Sn−k(

√
1− r2)

)
,

então

A(x,y)(v, 0) = −
√
1− r2

r
(v, 0).

Portanto −
√
1− r2/r é um autovalor A(x,y) com multiplicidade k. Do mesmo modo

mostramos que r/
√
1− r2 é um autovalor de A(x,y) com multiplicidade ℓ. Portanto,

as curvaturas principais de Sk(r)× Sn−k(
√
1− r2) são dadas por:

κ1(x, y) = · · · = κk(x, y) = −
√
1− r2

r
, κk+1(x, y) = · · · = κn(x, y) =

r√
1− r2

,

e também temos que

H =
nr2 − k

nr
√
1− r2

e ∥A∥2 = k

r2
+
n− k

1− r2
− n

são constantes.



57

Na subseção anterior foi mostrado que não existe hipersuperf́ıcie com curvatura média

constante e compacta que seja fortemente estável em Sn+1. Em contraste a isto, Barbosa,

do Carmo e Eschenburg [6] caracterizaram as esferas totalmente umb́ılicas Sn(r) ⊂ Sn+1

como as únicas hipersuperf́ıcies com curvatura média constante e compactas que são

fracamente estáveis em Sn+1.

Teorema 3.1.1 ([6]). Seja Mn uma hipersuperf́ıcie com curvatura média constante, com-

pacta e orientável imersa na esfera Euclidiana Sn+1. Então M é fracamente estável se, e

somente se, M é uma esfera totalmente umb́ılica Sn(r) ⊂ Sn+1.

Para o caso das hipersuperf́ıcies de Clifford ou toros de curvatura média constante ou

H(r)-toros, temos que o operador de Jacobi pode ser expresso por:

J = ∆+

(
k

r2
+
n− k

1− r2

)
.

Em particular, o espectro de J esta diretamente relacionado ao espectro de ∆, especifi-

camente, eles compartilham as mesmas autofunções, e seus autovalores são relacionados

por:

λJi = λ∆i −
(
k

r2
+
n− k

1− r2

)
, i = 1, 2, . . . .

Como uma consequência, usando λ∆1 = 0 e que suas correspondentes autofunções são

funções constantes, obtemos que λJ1 = −
(
k
r2

+ n−k
1−r2

)
com multiplicidade 1 e suas corres-

pondentes autofunções são funções constantes. Observe-se que λJ1 = −
(
k
r2

+ n−k
1−r2

)
< 0,

ele contribui ao Ind(M) mas não para o IndT (M), isto devido a que as autofunções não

satisfazem a condição
∫
M
udv = 0. Ainda mais, já que todo o resto das autofunções de J

são ortogonais às funções constantes, eles satisfazem a condição
∫
M
udv = 0 e contribuem

com o IndT (M). Portanto, neste caso temos que Ind(M) = IndT (M) + 1.

Para calcular os autovalores, só basta lembrar o que foi feito no caso mı́nimo, assim no

nosso caso, os autovalores do Laplaciano em Sk(r) são:

λi =
(i− 1)(k + i− 2)

r2
, i = 1, 2, 3, . . . ,

com multiplicidades

mλ1 = 1, ,mλ2 = k + 1,

e

mλi =

(
k + i− 1

i− 1

)
−
(
k + i− 3

i− 3

)
, i = 3, 4, . . . ,
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e os autovalores do Laplaciano em Sn−k(
√
1− r2) são

µj =
(j − 1)(n− k + j − 2)

1− r2
, j = 1, 2, 3, . . . ,

com multiplicidades

mµ1 = 1, ,mµ2 = n− k + 1,

e

mµi =

(
n− k + j − 1

j − 1

)
−
(
n− k + j − 3

j − 3

)
, i = 3, 4, . . . ,

então, a partir de tudo isto, o problema se reduz a contar quando λi + µj <
k
r2

+ n−k
1−r2 =

λ2 + µ2, com i = 1, j > 1, e i > 1, j = 1.

Observe que sempre vamos ter que λ1+µ2 =
n−k
1−r2 <

k
r2
+ n−k

1−r2 com multiplicidade n−k+1

e λ2 + µ1 = k
r2
< k

r2
+ n−k

1−r2 com multiplicidade k + 1. Portanto, IndT (M) ≥ n + 2 para

qualquer toro de Clifford com curvatura média constante. Além disso, IndT (M) = n + 2

quando

λ1 + µ3 = µ3 ≥
k

r2
+
n− k

1− r2
e λ3 + µ1 = λ3 ≥

k

r2
+
n− k

1− r2
,

se, e somente se,
k

n+ 2
≤ r2 ≤ k + 2

n+ 2
.

Claramente o toro mı́nimo de Clifford satisfaz IndT (M) = n+ 2, pois r2 = k/n.

Motivados pelo valor do IndT (M) para um toro de Clifford com curvatura média constante,

Aĺıas, Brasil e Perdomo [2] provaram o seguinte resultado:

Teorema 3.1.2 ([2]). SejaMn uma hipersuperf́ıcie compacta, orientável e imersa em uma

esfera Euclidiana Sn+1 com curvatura média constante H, e seja IndT (M) o ı́ndice fraco de

estabilidade. Assumimos queM tem curvatura escalar constante. Então IndT (M) ≥ n+2,

com igualdade se, e somente se, M é um toro de Clifford com curvatura média constante

Sk(r)× Sn−k(
√
1− r2) com raio

√
k/(n+ 2) ≤ r ≤

√
(k + 2)/(n+ 2).

3.1.2 Uma caracterização espectral dos H(r)-toros pelo primeiro

autovalor de estabilidade forte

Um caso particular dos toros de Clifford com curvatura média constante é aquele

obtido considerando as imersões canônicas Sn−1(r) ↪→ Rn e S1(
√
1− r2) ↪→ R2, para um
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raio 0 < r < 1, e tomando o produto de imersões Sn−1(r)× S1(
√
1− r2) ↪→ Sn+1 ⊂ Rn+2.

A partir disso, as curvaturas principais são

κ1 = · · · = κn−1 =
1− r2

r
, κn = − r√

1− r2
,

o qual implica que a curvatura média é

H = H(r) =
n− 1− nr2

nr
√
1− r2

.

Em particular, H(r) = 0 se, e somente se, r2 = (n−1)/n, que corresponde ao toro mı́nimo

de Clifford. Daqui resulta que

r2 =
2(n− 1) + nH2 ± |H|

√
n2H2 + 4(n− 1)

2n(1 +H2)
,

onde escolhemos o sinal como − ou + de acordo a r2 ≤ (n − 1)/n ou r2 ≥ (n − 1)/n,

respectivamente. Além disso, ∥ϕ∥2 é dado por

∥ϕ∥2 = n− 1

nr2(1− r2)
=

n

4(n− 1)

(
(n− 2)|H| ±

√
n2H2 + 4(n− 1)

)2
,

onde usamos o mesmo criterio para o sinal. Em particular, ∥ϕ∥2 = ∥ϕ∥20 é também

constante e λJ1 = −∥ϕ∥20 − n(1 +H2). Portanto, se r2 ≤ (n− 1)/n, temos que

λJ1 = −2n(1 +H2) +
n(n− 2)√
n(n− 1)

|H|∥ϕ∥0,

onde

∥ϕ∥20 =
n

4(n− 1)

(
(n− 2)|H| −

√
n2H2 + 4(n− 1)

)2
,

e se r2 ≥ (n− 1)/n temos

λJ1 = −2n(1 +H2)− n(n− 2)√
n(n− 1)

|H|∥ϕ∥0,

onde

∥ϕ∥20 =
n

4(n− 1)

(
(n− 2)|H|+

√
n2H2 + 4(n− 1)

)2
.

Motivados pelo valor de λJ1 para esses H(r)-toros, Aĺıas, Barros e Brasil [1] provaram o

seguinte resultado que vem a ser uma extensão do Teorema 2.1.3.

Teorema 3.1.3 ([1]). SejaMn uma hipersuperf́ıcie compacta, orientável e imersa em uma

esfera Euclidiana Sn+1 com curvatura média constante H, e seja λJ1 o primeiro autovalor

do seu operador de estabilidade J = ∆+ ∥ϕ∥2 + n(1 +H2). Então,
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(i) λJ1 = −n(1 +H2) (M é totalmente umb́ılica), ou

(ii) λJ1 ≤ −2n(1 +H2) + n(n−2)√
n(n−1)

|H|max∥ϕ∥.

Além disso, λJ1 = −2n(1 +H2) + n(n−2)√
n(n−1)

|H|max∥ϕ∥ se, e somente se,

(a) n = 2 e M é um H(r)-toro S1(r)× S1(
√
1− r2), com r2 ̸= 1/2

(b) n ≥ 3 e M é um H(r)-toro Sn−1(r)× S1(
√
1− r2), com r2 ≤ (n− 1)/n.

3.2 Funções testes baseadas em coordenadas de 1-

formas

Seja ψ : Mn → Sn+1 uma imersão isométrica de uma hipersuperf́ıcie compacta,

orientável, conexão de Levi-Civita ∇ e com curvatura média constante. Escolhemos um

campo vetorial normal N ao longo deMn. Seja ∇̃ a conexão de Levi-Civita em Sn+1, então

a segunda forma fundamental B e o operador forma A de ψ são dados, respectivamente,

por:

B(X, Y ) = ⟨∇̃XY,N⟩, A(X) = −∇̃XN e B(X, Y ) = ⟨A(X), Y ⟩

para todos os vetores tangentes X, Y ∈ TM .

Escolhemos um campo vetorial normal unitário ν para Sn+1 em Rn+2 para que a

segunda forma fundamental da imersão canônica ϕ : Sn+1 → Rn+2 seja a identidade.

Denotando por ∇̄ a conexão de Levi-Civita em Rn+2, então temos ∇̄Xν = −X para todos

os vetores tangentes a Sn+1. Assim, obtemos uma base ortonormal (N, ν) do fibrado

normal da imersão composta ψ̄ :Mn → Rn+2, e para quaisquer X, Y ∈ TM :

∇̄XY −∇XY = ⟨X, Y ⟩ν +B(X, Y )N. (3.1)

Fixamos uma base ortonormal E = {Ē1, . . . , Ēn+2} de campos paralelos sobre Rn+2, de-

notamos por

Ei := Ēi − ⟨Ēi, N⟩N − ⟨Ēi, ν⟩ν

a projeção ortogonal de Ēi sobre M .

Da mesma forma que foi definido no Caṕıtulo 2, definimos as funções suporte ℓi, fi ∈

C∞(M) respeito à base E , as quais são dadas por:

ℓi = ⟨ψ, Ēi⟩ e fi = ⟨N, Ēi⟩
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para todo 1 ≤ i ≤ n+ 2.

Os gradientes e Laplacianos das funções suporte são dadas por:

Lema 3.2.1. Seja A o operador forma da imersão ψ : Mn → Sn+1. Para as funções

suporte ℓi, fi e os campos componentes da base E valem as seguintes identidades:

(i) gradℓi = Ei gradfi = −A(Ei),

(ii) ∆ℓi = nℓi − nHfi, ∆fi = ∥A∥2fi − nHℓi.

Demonstração. (i) Para todo X ∈ X(M) vale

⟨gradℓi, X⟩ = X(ℓi) = ⟨Ēi, DXψ⟩ = ⟨Ei, X⟩

⟨gradfi, X⟩ = ⟨Ēi, DXN⟩ = −⟨Ei, AX⟩ = −⟨AEi, X⟩.

(ii) Seja {ej}nj=1 um referencial ortonormal local geodésico em m ∈M , então

∆ℓi = div(Ei)

= −⟨∇ejEi, ej⟩

= −⟨fiAej − ℓiej, ej⟩

= nℓi − nHfi.

∆fi = div(−AEi)

= ⟨∇ej(AEi), ej⟩

= ⟨(∇ejA)ei, ej⟩+ ⟨A∇ejEi, ej⟩.

(3.2)

Sabemos que para todo X, Y ∈ X(M) temos

⟨∇XEi, Y ⟩ = X⟨Ei, Y ⟩ − ⟨Ei,∇XY ⟩

= X⟨Ēi, Y ⟩ − ⟨Ēi,∇XY ⟩

= ⟨Ēi, DXY −∇XY ⟩.

Logo, pela decomposição (3.1) obtemos

⟨∇XEi, Y ⟩ = fiAX − ℓiX. (3.3)

Portanto, usando a equação (3.3) e a equação de Codazzi na equação (3.2), obtemos

∆fi = ⟨(∇Ei
A)ej, ej⟩+ ⟨A(fiAej − ℓiej), ej⟩

= tr(∇Ei
A) + fitr(A

2)− ℓitr(A)

= ∥A∥2fi − nHℓi.

■



62

Lema 3.2.2. Seja A o operador forma da imersão ψ :Mn → Sn+1. Para todo X ∈ X(M)

e qualquer campo paralelo Ēi sobre Rn+2 com projeção ortogonal Ei sobre M temos

(i) Ric(X) = (n− 1)X + nHAX − A2X;

(ii) ∇∗∇Ei = A2Ei + Ei.

Demonstração. Seja {ej}nj=1 um referencial ortonormal local em m ∈M .

(i) Usando a equação de Gauss, obtemos

Ric(X) = ⟨R(ej, X)ej, ek⟩ek

= ⟨(⟨ej, ej⟩X − ⟨X, ej⟩ej) + ⟨Aej, ej⟩AX − ⟨AX, ej⟩Aej, ek⟩ek

= (n− 1)X + nHAX − A2X.

(ii) Usando a definição do Laplaciano de Böchner obtemos

∇∗∇Ei = −∇ej∇ejEi

= −∇ej(fiAej − ℓiej)

= ⟨AEi, ej⟩Aej − fi(∇ejA)ej + ⟨Ei, ej⟩ej

= A2Ei + Ei.

■

Seja ξ ∈ TM um campo vetorial diferenciável em M e seja θ seu dual 1-forma, ou seja

ξ = θ#. Denotamos por E∗ = {Ē1, . . . , Ēn+2} o dual da base E . Assim, as coordenadas

de θ na base E∗ são dadas por

wi = ⟨θ, Ei⟩ para todo 1 ≤ i ≤ n+ 2,

onde Ei representa a projeção ortogonal da 1-forma Ēi sobre M .

Inspirados nos trabalhos de Ros e Savo, usaremos as coordenadas de ξ ∈ TM como

funções-teste. Para tal fim, escrevemos wi como um produto de campos duais, ou seja,

wi = ⟨ξ, Ei⟩.

Os Laplacianos de Hodge e Böchner do campo ξ são definidos, respectivamente, por:

∆ξ = (∆1θ)
# e ∇∗∇ξ = (∇∗∇θ)#.
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Lema 3.2.3. Seja A o operador forma da imersão ψ :M → Sn+1. Para os campos duais

ξ = θ# e ξ̄ = (⋆θ̄)#, onde θ ∈ Ω1(M) e θ̄ ∈ Ωn−1(M), defina as funções wi = ⟨ξ, Ei⟩ e

w̄i = ⟨ξ̄, Ei⟩. Então

∆wi = −(n− 2)wi − nH⟨Aξ,Ei⟩+ 2⟨A2ξ, Ei⟩

+⟨∆ξ, Ei⟩ − 2gi⟨∇ξ, A⟩ − 2fidivξ.

∆w̄i = −(n− 2)w̄i − nH⟨Aξ̄, Ei⟩+ 2⟨A2ξ̄, Ei⟩

+⟨∆ξ̄, Ei⟩ − 2gi⟨∇ξ̄, A⟩ − 2fidivξ̄.

Demonstração. Pela definição do Laplaciano de Böchner obtemos

∆⟨ξ, Ei⟩ = ⟨∇∗∇ξ, Ei⟩+ ⟨ξ,∇∗∇Ei⟩ − 2⟨∇ξ,∇Ei⟩

pelos Lemas 3.2.1 e 3.2.2 obtemos

∆⟨ξ, Ei⟩ = ⟨∇∗∇ξ, Ei⟩+ ⟨ξ, A2Ei⟩+ ⟨ξ, Ei⟩ − 2fi⟨∇ξ, A⟩ − 2ℓidivξ.

Lembrando que∇∗∇ξ = (∇∗∇θ)# e usando a relação do Laplaciano de Hodge, Laplaciano

de Böchner e Weitzenböck (1.14) obtemos:

∆⟨ξ, Ei⟩ = −(n− 2)⟨ξ, Ei⟩ − nH⟨Aξ,Ei⟩+ 2⟨A2ξ, Ei⟩ − 2fi⟨∇ξ, A⟩ − 2ℓidivξ + ⟨∆ξ, Ei⟩.

■

Lema 3.2.4. Seja Mn uma hipersuperf́ıcie de Sn+1 com duas curvaturas principais de

multiplicidade n/2, para n par. Então, o quadrado do operador forma se escreve como

nA2 =
(
∥A∥2 − 2nH2

)
Id+ 4HA,

onde Id é o operador identidade.

Demonstração. Desde que M tem duas curvaturas principais λ1 e λ2 de multiplicidade

n/2, então a curvatura média e a norma ao quadrado do operador forma se escrevem

respectivamente como

H =
λ1 + λ2

2
,

∥A∥2 = n

2

(
λ21 + λ22

)
.
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Logo, temos que

4H2 = λ21 + λ22 + 2λ1λ2

=
2

n
∥A∥2 + 2λ1λ2

=
2

n
∥A∥2 + 2λi(2H − λi), i ∈ {1, 2}

=
2

n
∥A∥2 + 4Hλi − 2λ2i .

Assim, nλ2i = ∥A∥2 − 2nH2 + 2nHλi e o resultado segue. ■

Lema 3.2.5. Sejam M uma hipersuperf́ıcie de Sn+1 com duas curvaturas principias de

multiplicidade n/2, para n par, e ξ, ξ̄ os campos duais, os quais satisfazem a seguinte

relação:

⟨Aξ, ξ⟩+ ⟨Aξ̄, ξ̄⟩ = 2H∥ξ∥2

Demonstração. A prova do lema será feita por construção com relação à dimensão, para

isso vamos supor que

{
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . . ,

∂

∂xn

}
seja uma base de TM e seja {dx1, dx2, . . . , dxn}

a sua base dual.

(i) Se n = 2

Dado θ ∈ Ω1(M), pode ser escrita como

θ = a1dx
1 + a2dx

2

e devido às propriedades do operador estrela de Hodge, temos que,

⋆θ = a1dx
2 − a2dx

1

Agora, aplicamos sem perda de generalidade o isomorfismo #, obtemos

θ# = a1
∂

∂x1
+ a2

∂

∂x2

(⋆θ)# = a1
∂

∂x2
− a2

∂

∂x1
.

Pela definição de ξ e ξ̄ e pela hipótese sobre as curvaturas principais e já que A é

um operador auto adjunto, temos que

Aξ = a1λ1
∂

∂x1
+ a2λ2

∂

∂x2

Aξ̄ = −a2λ1
∂

∂x1
+ a1λ2

∂

∂x2
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logo,

⟨Aξ, ξ⟩ = a21λ1 + a22λ2

⟨Aξ̄, ξ̄⟩ = a22λ1 + a21λ2;

portanto

⟨Aξ, ξ⟩+ ⟨Aξ̄, ξ̄⟩ =
(
a21 + a22

)
(λ1 + λ2) = 2H∥ξ∥2

(ii) Se n = 4

Dado θ ∈ Ω1(M), pode ser escrita como

θ = a1dx
1 + a2dx

2 + a3dx
3 + a4dx

4

e, seja θ̄ ∈ Ω3(M) da forma

θ̄ = a1dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3 + a2dx

1 ∧ dx2 ∧ dx4 + a3dx
1 ∧ dx3 ∧ dx4 + a4dx

2 ∧ dx3 ∧ dx4

devido às propriedades do operador estrela de Hodge, temos:

⋆θ̄ = a1dx
4 + a2dx

3 + a3dx
2 + a4dx

1

Agora, aplicamos sem perda de generalidade o isomorfismo #, e obtemos

θ# = a1
∂

∂x1
+ a2

∂

∂x2
+ a3

∂

∂x3
+ a4

∂

∂x4

(⋆θ̄)# = a1
∂

∂x4
+ a2

∂

∂x3
+ a3

∂

∂x2
+ a4

∂

∂x1
.

Pela definição de ξ e ξ̄ e pela hipótese sobre as curvaturas principais, já que A é um

operador auto adjunto, temos

Aξ = a1λ1
∂

∂x1
+ a2λ1

∂

∂x2
+ a3λ2

∂

∂x3
+ a4λ2

∂

∂x4

Aξ̄ = a1λ2
∂

∂x4
+ a2λ2

∂

∂x3
+ a3λ1

∂

∂x2
+ a4λ1

∂

∂x1

logo,

⟨Aξ, ξ⟩ = a21λ1 + a22λ1 + a23λ2 + a24λ2

⟨Aξ̄, ξ̄⟩ = a23λ1 + a24λ1 + a21λ2 + a22λ2;

portanto

⟨Aξ, ξ⟩+ ⟨Aξ̄, ξ̄⟩ =
(
a21 + a22 + a23 + a24

)
(λ1 + λ2) = 2H∥ξ∥2
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(iii) caso geral

Dado θ ∈ Ω1(M), pode ser escrita como

θ = a1dx
1 + a2dx

2 + · · ·+ andx
n

e seja θ̄ ∈ Ωn−1(M) da forma

θ̄ = a1dx
1∧ dx2∧ . . .∧ dxn−1+ a2dx

1∧ dx2∧ . . .∧ dxn+ · · ·+ andx2∧ dx3∧ . . .∧ dxn

devido às propriedades do operador estrela de Hodge, temos:

⋆θ̄ = a1dx
n + a2dx

n−1 + · · ·+ andx
1.

Agora, aplicando sem perda de generalidade o isomorfismo #, obtemos

θ# = a1
∂

∂x1
+ a2

∂

∂x2
+ · · ·+ a4

∂

∂x4

(⋆θ̄)# = a1
∂

∂xn
+ a2

∂

∂xn−1

+ · · ·+ an
∂

∂x1

Pela definição de ξ e ξ̄ e pela hipótese sobre as curvaturas principais,já que A é um

operador auto adjunto, obtemos:

Aξ = a1λ1
∂

∂x1
+ a2λ1

∂

∂x2
+ · · ·+ an/2λ1

∂

∂xn/2
+ an/2+1λ2

∂

∂xn/2+1

+ · · ·+ anλ2
∂

∂xn

Aξ̄ = a1λ2
∂

∂xn
+ a2λ2

∂

∂xn−1

+ · · ·+ an/2λ2
∂

∂xn/2+1

+ an/2+1λ1
∂

∂xn/2
+ · · ·+ anλ1

∂

∂x1

logo

⟨Aξ, ξ⟩ = a21λ1 + · · ·+ a2n/2λ1 + a2n/2+1λ2 + · · ·+ a2nλ2

⟨Aξ̄, ξ̄⟩ = a2n/2+1λ1 + · · ·+ a2nλ1 + a21λ2 + · · ·+ a2n/2λ2

portanto

⟨Aξ, ξ⟩+ ⟨Aξ̄, ξ̄⟩ =
(
a21 + a22 + · · ·+ a2n

)
(λ1 + λ2) = 2H∥ξ∥2

■

3.3 Comparação entre os autovalores do operador de

Jacobi e o Laplaciano de Hodge

Nesta seção apresentamos nossos primeiros resultados do caṕıtulo os quais são

inspirados nos trabalhos de A. Savo, Ma-Huang e Calvancate-de Oliveira.
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A. Savo [30] mostrou um teorema de comparação entre o espectro do operador de Jacobi

e do Laplaciano Hodge em 1-formas.

Teorema 3.3.1 ([30]). Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima de Sn+1 com operador de

Jacobi J . Então, para todo inteiro positivo k, temos

λJk ≤ −2(n− 1) + λ∆1
k ,

onde m(k) =
(
n+2
2

)
(k − 1) + 1.

Ma e Huang [23] mostraram um teorema de comparação entre os autovalores do operador

de Jacobi e o Laplaciano Hodge em 1-formas.

Teorema 3.3.2 ([23]). Seja ψ :Mn → Sn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta com curvatura

média constante H. Denotamos o quadrado da norma da segunda forma fundamental por

∥A∥2. Então,

λJk ≤ −2(n− 1) + λ∆1
k + n|H|maxM∥A∥2

onde λJk é o k-ésimo autovalor de J , λ∆1
k é o m(k)-ésimo autovalor do Laplaciano Hodge

∆1 com respeito a 1-formas. Aqui m(k) =
(
n+2
2

)
(k − 1) + 1.

Por último, Cavalcante e de Oliveira [9] estenderam o resultado de A. Savo para superf́ıcies

CMC e melhoraram a estimativa de Ma e Huang para o caso de superf́ıcies.

Teorema 3.3.3 ([9]). Seja M2 uma superf́ıcie compacta com curvatura média constante

em S3. Então, para todo inteiro positivo k,

λJk ≤ −2(1 +H2) + λ∆1

m(k)

onde m(k) > 8(k − 1).

Nesta direção nosso resultado se enuncia da seguinte forma:

Teorema 3.3.4. Seja M uma hipersuperf́ıcie fechada imersa em Sn+1 com curvatura

média constante não nula H. Suponha também que M tenha duas curvaturas principais

com multiplicidades n/2, para n par. Então, para todo inteiro positivo k,

λJk ≤ −2(n− 1)− nH2 +

(
2− n

n

)
max∥A∥2 + λ∆1

m(k)

onde m(k) > 2(n+ 2)(k − 1).
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Demonstração. Seja {θi}+∞
i=1 uma base L2-ortonormal de Ω1(M) constitúıda por 1-formas

que satisfazem ∆1θk = λ∆1
k θk. Denota-se por V

∆1
m o espaço vetorial dado pela soma direta

dos autoespaços gerados por ξ1, ξ2, . . . , ξm, as primeiras m autofunções do Laplaciano

Hodge ∆1, onde ξk = θ#k e seja uma base L2-ortonormal {ϕi}+∞
i=1 dada pelas autofunções

do operador de Jacobi, onde ϕk esta associada a λJk . Dado um vetor ξ ∈ V ∆1
m tal que

satisfaça as seguintes relações de ortogonalidade:∫
M

ωiϕj =

∫
M

ω̄iϕj = 0, 1 ≤ i ≤ n+ 2, 1 ≤ j ≤ k − 1

onde as funções ωi e ω̄i são como foram definidas no Lema 3.2.3. Temos então, um sistema

de 2(n+ 2)(k − 1) equações lineares homogêneas em ξ ∈ V ∆1
m .

Se m(k) = dimV ∆1
m > 2(n + 2)(k − 1), então podemos encontrar um campo vetorial

ξ ∈ V ∆1
m não-nulo.

Devido às definições apresentadas no Caṕıtulo 1, Seção 1.3, o operador de Jacobi da

imersão M → Sn+1 é dado por J = ∆− ∥A∥2 − n. Tendo em vista essa definição, segue

da caracterização dos autovalores de J , que

λJk ≤
∫
M
ωiJωi∫
M
ω2
i

e λJk ≤
∫
M
ω̄iJω̄i∫
M
ω̄i2

.

Logo, segue do Lema 3.2.3 que:

λJk

∫
M

w2
i ≤−

∫
M

(n− 2)w2
i − nH

∫
M

⟨Aξ,Ei⟩wi + 2

∫
M

⟨A2ξ, Ei⟩wi +
∫
M

⟨∆ξ, Ei⟩wi

− 2

∫
M

giwi⟨∇ξ, A⟩ − 2

∫
M

fiwidivξ −
∫
M

(∥A∥2 + n)w2
i .

Somando em i = 1 . . . n+ 2 obtemos

λJk

∫
M

∥ξ∥2 ≤− (n− 2)

∫
M

∥ξ∥2 − nH

∫
M

⟨Aξ, ξ⟩+ 2

∫
M

⟨A2ξ, ξ⟩+
∫
M

⟨∆ξ, ξ⟩

−
∫
M

(∥A∥2 + n)∥ξ∥2.

Agora, pelo Lema 3.2.4 é conhecido que o quadrado do operador forma, com a hipótese

sobre as curvaturas principais, se escreve como:

nA2 = (∥A∥2 − 2nH2)Id + 2nHA.
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Substituindo na desigualdade anterior, obtemos

λJk

∫
M

∥ξ∥2 ≤− (n− 2)

∫
M

∥ξ∥2 − nH

∫
M

⟨Aξ, ξ⟩+
∫
M

⟨ 2
n
(∥A∥2 − 2nH2)ξ, ξ⟩+ 4H

∫
M

⟨Aξ, ξ⟩

+

∫
M

⟨∆ξ, ξ⟩ −
∫
M

(∥A∥2 + n)∥ξ∥2,

= −2(n− 1)

∫
M

∥ξ∥2 − (n− 4)H

∫
M

⟨Aξ, ξ⟩+
(
2

n
− 1

)∫
M

∥A∥2∥ξ∥2

− 4H2

∫
M

∥ξ∥2 +
∫
M

⟨∆ξ, ξ⟩.

(3.4)

Analogamente, obtemos com as funções teste w̄i,

λJk

∫
M

∥ξ∥2 ≤ −2(n− 1)

∫
M

∥ξ∥2 − (n− 4)H

∫
M

⟨Aξ̄, ξ̄⟩+
(
2

n
− 1

)∫
M

∥A∥2∥ξ∥2

− 4H2

∫
M

∥ξ∥2 +
∫
M

⟨∆ξ̄, ξ̄⟩.
(3.5)

Como ξ é uma combinação linear das primeiras m(k) autofunções de ∆1, verifica-se facil-

mente que: ∫
M

⟨∆ξ̄, ξ̄⟩ =
∫
M

⟨∆ξ, ξ⟩ ≤ λ∆1

m(k)

∫
M

∥ξ∥2

e já que M tem duas curvaturas principais com multiplicidades n/2, pelo Lema 3.2.5

temos:

⟨Aξ, ξ⟩+ ⟨Aξ̄, ξ̄⟩ = 2H∥ξ∥2.

Somando as equações (3.4) e (3.5) e considerando as duas observações acima encontramos

2λJk

∫
M

∥ξ∥2 ≤ −4(n− 1)

∫
M

∥ξ∥2 − 2nH2

∫
M

∥ξ∥2 + 2

(
2

n
− 1

)∫
M

∥A∥2∥ξ∥2

+ 2λ∆1

m(k)

∫
M

∥ξ∥2.

Portanto, conclúımos que

λJk ≤ −2(n− 1)− nH2 +

(
2

n
− 1

)
max∥A∥2 + λ∆1

m(k).

■

Com respeito ao ı́ndice de hipersuperficies com curvatura média constante, no caso

mı́nimo, A. Savo [30] mostrou que o ı́ndice de Morse é limitado por baixo por uma função

linear do primeiro número de Betti; que em particular, se o primeiro número de Betti for

grande, então a imersão será altamente instável. Com tudo isto, ele mostrou os seguintes

resultados.
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Teorema 3.3.5 ([30]). Seja Mn uma hipersuperf́ıcie de Sn+1. Assuma que b1(M) ≥ 1 e

n ≥ 3. Então:

Ind(M) ≥ b1(M)(
n+2
2

) + n+ 2,

onde a igualdade ocorre unicamente para o toro de Clifford com b1(M) = 1.

Em dimensão 2 tem-se a seguinte estimativa.

Teorema 3.3.6 ([30]). Seja M2 uma superf́ıcie mı́nima em S3 com gênero g ≥ 1. Então,

Ind(M) ≥ g

2
+ 4.

Esses resultados foram generalizados por Ambrosio, Carlotto e Sharp [3] e Mendes

e Radeschi [25] para uma grande classe de variedades ambientes com curvatura seccional

positiva. Nesta direção, Cavalcante e de Oliveira [9] obtiveram a seguinte estimativa para

o ı́ndice de Morse de superf́ıcies CMC fechadas:

Teorema 3.3.7 ([9]). Seja M2 uma superf́ıcie fechada imersa em S3 de curvatura média

constante não nula H e com gênero g. Então,

IndT (M) ≥ g

4
.

O Teorema 3.3.4 mostra que, se existirem muitos autovalores pequenos do Lapla-

ciano em 1-formas, o ı́ndice fraco será grande. Inspirados nos resultados anteriores temos

o seguinte resultado:

Corolário 3.3.8. Seja M uma hipersuperf́ıcie fechada imersa em Sn+1 com curvatura

média constante não nula H. Suponha também que M tenha duas curvaturas principais

com multiplicidades n/2, para n par. Então,

IndT (M) ≥ b1(M)

2(n+ 2)

Para a prova deste resultado, precisaremos definir antes o que é uma forma harmônica

e dar alguns preliminares sobre cohomologia de De Rham.

Definição 3.1. Uma p-forma diferenciável θ é dita ser harmônica se

θ ∈ Hp(M) := {ω ∈ Ωp(M)| ∆ω = 0}.
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Seja k ≥ 0. Definimos os seguintes subespaços de Ωk(M):

Zk(M) = {ω ∈ Ωk(M)| dω = 0}

Bk(M) = {ω ∈ Ωk(M)| ∃η ∈ Ωk−1(M) com dη = ω}

Os elemento de Zk(M) são chamados de k-formas fechadas e os elementos de Bk(M) são

chamados de k-formas exatas. Assim, definimos o k-ésimo grupo de cohomologia de De

Rham de M como sendo

Hk
dR(M) =

Zk(M)

Bk(M)
.

Para cada k-forma fechada ω em M , denotamos por [ω] a classe de equivalência de ω em

Hk
dR(M).

Se k < 0 ou k > dim(M), então Hk
dR(M) = [0]. Se [ω] = [ω′] (ou seja, se ω e ω′ diferem

apenas por uma forma exata ), dizemos que ω e ω′ são cohomólogas. QuandoM é fechada,

os grupos de cohomologias de De Rham tem dimensão finita, denotada por

bk(M) := dimHk
dR(M),

onde o número bk(M) é chamado o k-ésimo número de Betti de M . Uma propriedade

importante dos números de Betti é que satisfazem bk(M) = bn−k(M) e também definem

a caracteŕıstica de Euler de uma variedade fechada:

X (M) :=
n∑
i=0

(−1)ibi(M).

Devido ao fato que toda função harmônica sobre superf́ıcies fechadas é constante, temos

que b0(M) = 1. Além disso, temos que X (M) = 2 − 2g onde g é o gênero da superf́ıcie.

Portanto, segue que

2− 2g = b0(M)− b1(M) + b2(M) = 2− b1(M),

onde b1(M) = 2g no caso particular de superf́ıcies fechadas.

Teorema 3.3.9 (Hodge). Seja M uma variedade Riemanniana fechada. Então toda

classe de cohomologia no k-ésimo grupo de cohomologia de De Rham possui exatamente

uma k-forma harmônica, isto é,

Hk
dR(M) ≃ Hk(M).
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Portanto, segue do teorema de Hodge que bk(M) = dimHk(M).

E para finalizar, mostramos que as funções testes ωi = ⟨ξ, Ei⟩ e ω̄i = ⟨ξ̄, Ei⟩ satisfazem a

condição de ter média nula, o que implica que contribuem com o IndT (M).

Lema 3.3.10. Seja M uma variedade fechada e θ ∈ H1(M). Se ξ = θ# e ξ̄ = (⋆θ)#

então ∫
M

⟨ξ, Ei⟩dM = 0 e

∫
M

⟨ξ̄, Ei⟩dM = 0.

Demonstração. Desde que θ é harmônica, temos que δθ = 0. Pelo Lema 3.2.1, segue que∫
M

⟨ξ, Ei⟩dM =

∫
M

⟨ξ, gradℓi⟩dM

=

∫
M

⟨θ, dfℓi⟩dM

=

∫
M

⟨δθ, ℓi⟩dM

= 0.

A segunda integral é satisfeita pois ⋆θ é harmônica. ■

Demonstração do Corolário 3.3.8. Como foi feito na prova do Teorema 3.3.4, mas

agora escolhemos uma base ortonormal {ϕi}+∞
i=1 do espaço F = {u ∈ C∞(M);

∫
M
u = 0}

dado pelas autofunções do operador de Jacobi.

Pelo Lema 3.3.10, sabemos que para qualquer ξ = θ# onde θ ∈ H1(M), as funções

ωi, ω̄i ∈ F . Então, consideramos campos vetoriais ξ ∈ H1(M) que satisfaçam as seguintes

relações de ortogonalidade:∫
M

ωiϕj =

∫
M

ω̄iϕj = 0, 1 ≤ i ≤ n+ 2 1 ≤ j ≤ k − 1.

Então temos um sistema de 2(n+2)(k−1) equações lineares homogêneas em ξ ∈ H1(M).

Se dimH1(M) > 2(n+2)(k−1), então podemos encontrar um campo vetorial ξ ∈ H1(M)

não-nulo.

Segue da caracterização dos autovalores de J , que

λJk ≤
∫
M
ωiJωi∫
M
ω2
i

e λJk ≤
∫
M
ω̄iJω̄i∫
M
ω̄i2

.

Pelo Lema 3.2.3 aplicado a campos harmônicos temos:

λJk

∫
M

w2
i ≤−

∫
M

2(n− 1)ω2
i −

∫
M

∥A∥2ω2
i − nH

∫
M

ωi⟨Aξ,Ei⟩+ 2

∫
M

ωi⟨A2ξ, Ei⟩

−
∫
M

ωifi⟨A,∇ξ⟩.
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Somando em i = 1 . . . n+ 2 obtemos

λJk

∫
M

∥ξ∥2 ≤− 2(n− 1)

∫
M

∥ξ∥2 − nH

∫
M

⟨Aξ, ξ⟩+ 2

∫
M

⟨A2ξ, ξ⟩ −
∫
M

∥A∥2∥ξ∥2,

Agora, pelo Lema 3.2.4 é conhecido que o quadrado do operador forma, com a hipótese

sobre as curvaturas principais, se escreve como:

nA2 = (∥A∥2 − 2nH2)Id + 2nHA.

Substituindo na desigualdade anterior, obtemos

λJk

∫
M

∥ξ∥2 ≤ −2(n− 1)

∫
M

∥ξ∥2 − (n− 4)H

∫
M

⟨Aξ, ξ⟩+
(
2

n
− 1

)∫
M

∥A∥2∥ξ∥2

− 4H2

∫
M

∥ξ∥2.
(3.6)

Analogamente, fazemos os mesmos cálculos para as funções w̄i,

λJk

∫
M

∥ξ∥2 ≤ −2(n− 1)

∫
M

∥ξ∥2 − (n− 4)H

∫
M

⟨Aξ̄, ξ̄⟩+
(
2

n
− 1

)∫
M

∥A∥2∥ξ∥2

− 4H2

∫
M

∥ξ∥2.
(3.7)

ComoM tem duas curvaturas principais com multiplicidades n/2, pelo Lema 3.2.5 temos:

⟨Aξ, ξ⟩+ ⟨Aξ̄, ξ̄⟩ = 2H∥ξ∥2.

Somando as equações 3.6 e 3.7 e considerando a observação anterior obtemos:

2λJk

∫
M

∥ξ∥2 ≤ −4(n− 1)

∫
M

∥ξ∥2 − 2nH2

∫
M

∥ξ∥2 + 2

(
2

n
− 1

)∫
M

∥A∥2∥ξ∥2.

Portanto, conclúımos que

λJk ≤ −2(n− 1)− nH2 +

(
2

n
− 1

)
max∥A∥2.

O anterior implica que o k-ésimo autovalor fraco de J é negativo, então IndT (M) ≥ k.

Além disso, k é o maior número inteiro que satisfaz dimH1(M) > 2(n+ 2)(k − 1), logo:

k ≥ b1(M)

2(n+ 2)
,

e finalmente obtemos:

IndT (M) ≥ b1(M)

2(n+ 2)
.

■
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3.4 Uma caracterização dos H(r)-toros pelo primeiro

autovalor fraco do operador de Jacobi

Na Seção 3.1 mostramos o resultado de Barbosa, do Carmo e Eschenburg que ca-

racteriza as esferas totalmente umb́ılicas Sn(r) ⊂ Sn+1 como as únicas hipersuperf́ıcies

compactas com curvatura média constante que são fracamente estáveis. Equivalente-

mente, IndT (M) ≥ 1 para o resto de hipersuperf́ıcies compactas de Sn+1. Aĺıas, Bra-

sil e Perdomo [2], mostraram que se M for uma hipersuperf́ıcie compacta, orientável

e com curvatura média constante, então IndT (M) ≥ n + 2 sob a hipótese adicional

da curvatura escalar ser constante. Além disso, se M for uma hipersuperf́ıcie com

IndT (M) = n + 2, então M será um toro com curvatura média constante ou H(r)-toro

Sk(r) × Sn−k(
√
1− r2) ↪→ Sn+1 ∈ Rn+2 com raio

√
k/(n+ 2) ≤ r ≤

√
(k + 2)/(n+ 2).

Cabe dizer que o valor do ı́ndice dos toros de Clifford com curvatura média constante

Sk(r) × Sn−k(
√
1− r2) converge a infinito quando r converge para 0 ou 1. Lembrando o

exposto na Seção 3.1, onde vimos que λi e µj são os autovalores do Laplaciano em Sk(r)

e Sn−k(
√
1− r2), respectivamente, então pode-se ver facilmente para qualquer i, j ≥ 3,

λ1 + µj <
k

r2
+
n− k

1− r2

se, e somente se,

r2 < aj =
k

n+ (j − 3)(n− k) + (j − 1)(j − 2)
,

e

λi + µ1 <
k

r2
+
n− k

1− r2

se, e somente se,

r2 > bi = 1− (n− k)

(n− k) + (i− 2)(k + i− 1)
,

onde {aj} ↘ 0 e {bi} ↗ 1. Como consequência, se IndT (r) representa o ı́ndice de

estabilidade fraco de Sk(r) × Sn−k(
√
1− r2), obtemos que IndT (r) = n + 2 quando a3 =

k/(n+ 2) ≤ r2 ≤ (k + 2)/(n+ 2) = b3,

IndT (r) = n+ 2 +

j∑
l=3

mµl = k +

(
n− k + j − 1

j − 1

)
+

(
n− k + j − 2

j − 2

)
quando aj+1 ≤ r2 < aj, com j ≥ 3, e

IndT (r) = n+ 2 +
i∑
l=3

mλl = n− k + 1 +

(
k + i− 1

i− 1

)
+

(
k + i− 1

i− 2

)
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quando bi < r2 ≤ bi+1, com i ≥ 3.

Por esse motivo, em contraste com o caso do toro mı́nimo de Clifford, não é posśıvel,

em geral, encontrar uma caracterização de todos os toros de Clifford de curvatura média

constantes ou H(r)-toros em termos do seu ı́ndice.

3.4.1 Casos particulares de H(r)-toros

A partir das definições dos autovalores do Laplaciano em Sk(r) e Sn−k(
√
1− r2),

obtemos:

• Em Sk(r):

λ∆1 = 0, λ∆2 = k
r2
, λ∆3 = 2(k+1)

1−r2 , λ
∆
4 = 3(k+2)

r2
, λ∆5 = 4(k+3)

r2
, . . .

• Em Sn−k(
√
1− r2):

µ∆
1 = 0, µ∆

2 = (n−k)
1−r2 , µ

∆
3 = 2(n−k+1)

1−r2 , µ∆
4 = 3(n−k+2)

1−r2 , µ∆
5 = 4(n−k+3)

1−r2 , . . .

Pelo anterior podemos calcular os autovalores do operador de Jacobi para certo tipo de

toro com curvatura média constante.

• Autovalores em S1(r)× Sn−1(
√
1− r2)

Se H > 0 e
√
1/n < r <

√
3/(n+ 2) temos

Spec(J) = {λJ1 = −1+(n−2)r2

r2(1−r2) , λ
J
2 = − (n−1)

1−r2 , λ
J
3 = − 1

r2
, · · · }.

• Autovalores em Sn−1(r)× S1(
√
1− r2)

Se H < 0 e
√
1/(n+ 2) < r <

√
1/n temos

Spec(J) = {λJ1 = −n−1−(n−2)r2

r2(1−r2) , λJ2 = − (n−1)
r2

, λJ3 = − 1
1−r2 , · · · }.

Como uma consequência, se sabe que λJ1 = −( k
r2

+ n−k
1−r2 ) com multiplicidade 1 e suas

correspondentes autofunções são funções constantes que contribuem para o Ind(M) mas

não para o IndT (M), pois as autofunções não satisfazem a condição
∫
M
udv = 0. Ainda

mais, já que todo o resto das autofunções de J são ortogonais às funções constantes e elas

satisfazem a condição
∫
M
udv = 0 e contribuem para o IndT (M). Portanto, neste caso

tem-se que Ind(M) = IndT (M) + 1.

Pelo exposto anteriormente, podemos dizer que o primeiro autovalor fraco do operador

de Jacobi é:
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(a) se H > 0 e
√

1/n < r <
√
3/n+ 2, então:

λJT1 = − n− 1

1− r2
;

(b) se H < 0 e
√
1/(n+ 2) < r <

√
1/n então:

λJT1 = −n− 1

r2
.

Por outro lado, através de um cálculo tedioso, mas direto, segue das igualdades anteriores

e de

H =
nr2 − k

nr
√
1− r2

, κ1 = −
√
1− r2

r
e κ2 =

r√
1− r2

que o primeiro autovalor fraco pode-se expressar da seguinte forma:

(a) se H > 0 e
√

1/n < r <
√
3/n+ 2, então:

λJT1 = −2(n− 1)− n2H2

n− 1
+ n

(
3− n

n− 1

)
Hκ1 +

(
n− 2

n− 1

)
κ21,

(b) se H < 0 e
√
1/(n+ 2) < r <

√
1/n, então:

λJT1 = −2(n− 1)− n2H2

n− 1
+ n

(
3− n

n− 1

)
Hκ2 +

(
n− 2

n− 1

)
κ22,

onde κ1 e κ2 representam as curvaturas principais.

Nesta última seção mostraremos nosso resultado principal do caṕıtulo o qual esta baseado

nos trabalhos de Ros e Savo, devido a isto usamos novamente as coordenadas de ξ ∈ TM

como funções testes. Elas são dadas por

ωi := ⟨Ei, ξ⟩, 1 ≤ i ≤ n+ 2

onde ξ = θ# com θ ∈ Ω1(M). Além disso, vamos supor que M tem duas curvaturas

principais com multiplicidades k e n− k, respectivamente.

O seguinte lema mostra expressões para ⟨Aξ, ξ⟩ e ⟨A2ξ, ξ⟩ para hipersuperf́ıciesMn

com duas curvaturas principais.

Lema 3.4.1. Seja A o operador forma da imersão ψ : Mn → Sn+1 de uma hipersu-

perf́ıcie compacta, orientável e imersa em Sn+1 com curvatura média constante e com

duas curvaturas principais κ1 e κ2 de multiplicidades k e n− k, respectivamente. Então,

⟨Aξ, ξ⟩ = κ1∥ξ∥2 − n
n−kκ1

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩2 + nH
n−k

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩2,

⟨Aξ, ξ⟩ = κ2∥ξ∥2 − n
k
κ2

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩2 + nH
k

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩2
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e

⟨A2ξ, ξ⟩ = κ21∥ξ∥2 − n
n−kκ

2
1

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩2 + ∥A∥2
n−k

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩2,

⟨A2ξ, ξ⟩ = κ22∥ξ∥2 − n
k
κ22

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩2 + ∥A∥2
k

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩2,

onde {ξi}ni=1 é uma base ortonormal em TM .

Demonstração. Suponha que M tenha duas curvaturas principais k1 e k2 com multiplici-

dades k e n− k, respectivamente. Seja {ξi} uma base ortonormal em TM. Então

H =
kκ1 + (n− k)κ2

n
e ∥A∥2 = kκ21 + (n− k)κ22.

A partir do anterior, pode-se isolar κ2 em função de H e κ1, obtendo-se

⟨Aξ, ξ⟩ =⟨A(
n∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi),
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨A(
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi +
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi),
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨κ1
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi + κ2
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨κ1
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi +
(
nH−kκ1
n−k

) n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨κ1
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi + κ1
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi − κ1
n

n−k

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi + nH
n−k

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=κ1∥ξ∥2 − κ1
n

n−k ⟨
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi, ξ⟩+ nH
n−k ⟨

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi, ξ⟩

=κ1∥ξ∥2 − κ1
n

n−k

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩2 + nH
n−k

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩2.

Do mesmo modo, pode-se isolar κ1

⟨Aξ, ξ⟩ =⟨A(
n∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi),
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨A(
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi +
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi),
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨κ1
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi + κ2
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨
(
nH−(n−k)κ2

k

) k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi + κ2
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨κ2
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi + κ2
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi − κ2
n
k

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi + nH
k

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=κ2∥ξ∥2 − κ2
n
k
⟨
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi, ξ⟩+ nH
k
⟨
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi, ξ⟩

=κ2∥ξ∥2 − κ2
n
k

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩2 + nH
k

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩2.
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Assim também pode-se isolar κ2 em função de ∥A∥2 e κ1〈
A2ξ, ξ

〉
=⟨A2(

n∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi),
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨A2(
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi +
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi),
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨κ21
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi + κ22
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨κ21
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi +
(

∥A∥2−kκ21
n−k

) n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨κ21
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi + κ21
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi − κ21
n

n−k

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi + ∥A∥2
n−k

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=κ21∥ξ∥2 − κ21
n

n−k

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩2 + ∥A∥2
n−k

n∑
i=k+1

⟨ξ, ξi⟩2.

Do mesmo modo, pode-se isolar κ1〈
A2ξ, ξ

〉
=⟨A2(

n∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi),
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨A2(
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi +
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi),
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨κ21
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi + κ22
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨
(

∥A∥2−(n−k)κ22
k

) k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi + κ22
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=⟨κ22
k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi + κ22
n∑

i=k+1

⟨ξ, ξi⟩ξi − κ22
n
k

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi + ∥A∥2
k

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩ξi,
n∑
j=1

⟨ξ, ξj⟩ξj⟩

=κ22∥ξ∥2 − κ22
n
k

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩2 + ∥A∥2
k

k∑
i=1

⟨ξ, ξi⟩2

■

Devido ao fato de não podermos caracterizar todosH(r)-toros, o seguinte resultado

mostra uma caracterização espectral para um caso particular deles.

Teorema 3.4.2. SejaMn uma hipersuperf́ıcie compacta, orientável e imersa em Sn+1 com

curvatura média constante não nula, e seja λJT1 o primeiro autovalor fraco do operador

de Jacobi J = ∆+ ∥A∥2 +n. Além disso, suponha que M tem duas curvaturas principais

κ1 e κ2 com multiplicidades 1 e n− 1 ou n− 1 e 1, respectivamente.

(i) Se n ≤ 3, então

λJT1 ≤ −2(n− 1)− n2H2

n− 1
+ n

(
3− n

n− 1

)
|H|max

M
κi +

(
n− 2

n− 1

)
max
M

κ2i
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(ii) Se n ≥ 4, então

λJT1 ≤ −2(n− 1)− n2H2

n− 1
+ n

(
3− n

n− 1

)
|H|min

M
κi +

(
n− 2

n− 1

)
max
M

κ2i .

Além disso, a igualdade ocorre em ambos casos se, e somente se:

(a) M é um toro de Clifford S1(r)× Sn−1(
√
1− r2) de curvatura média constante, com

H > 0 e
√

1/n < r <
√

3/(n+ 2); ou

(b) M é um toro de Cliford Sn−1(r) × S1(
√
1− r2) de curvatura média constante, com

H < 0 e
√

1/(n+ 2) < r <
√
1/n.

Demonstração. Denota-se por V ∆1
m o espaço vetorial dado pela soma direta dos auto-

espaços gerados por ξ1, ξ2, . . . , ξm, as primeiras m autofunções do Laplaciano Hodge ∆1 e

denota-se também por H1(M) o espaço vetorial de campos vetoriais harmônicos em M .

Considera-se campos vetoriais ξ ∈ V ∆1
m tais que as funções ωi, como foram definidas ante-

riormente, sejam ortogonais à primeira autofunção ϕ1 do operador de Jacobi. Em outras

palavras, tem-se o seguinte sistema∫
M

ωiϕ1 = 0, 1 ≤ i ≤ n+ 2

com n+ 2 equações lineares homogêneas na variável ξ. Portanto, se dimH1(M) > n+ 2,

o sistema terá pelo menos uma solução não-trivial ξ ∈ H1(M). Pelo prinćıpio min-max

tem-se:

λJT1 ≤
∫
M
ωiJωi∫
M
ω2
i

.

Pelo Lema 3.2.3 aplicado a campos harmônicos, tem-se

λJT1

∫
M

ω2
i ≤− 2(n− 1)

∫
M

ω2
i −

∫
M

∥A∥2ω2
i − n

∫
M

Hωi⟨Aξ,Ei⟩+ 2

∫
M

ωi⟨A2ξ, Ei⟩

− 2

∫
M

ωifi⟨A,∇ξ⟩.

Somando em i = 1, · · · , n+ 2 obtém-se:

λJT1

∫
M

∥ξ∥2 ≤− 2(n− 1)

∫
M

∥ξ∥2 −
∫
M

∥A∥2∥ξ∥2 − n

∫
M

H⟨Aξ, ξ⟩+ 2

∫
M

⟨A2ξ, ξ⟩.

Seja ξ da forma (ξ̃1, 0, · · · , 0) e aplicando o Lema 3.4.1, obtêm-se:

λJT1

∫
M

∥ξ̃∥2 ≤− 2(n− 1)

∫
M

∥ξ̃∥2 −
∫
M

∥A∥2∥ξ̃∥2 − n

∫
M

Hκ1∥ξ̃∥2 + 2

∫
M

κ21∥ξ̃∥2. (3.8)



80

A desigualdade (3.8) pode-se expressar em termos da primeira curvatura principal, então:

λJT1

∫
M

∥ξ̃∥2 ≤− 2(n− 1)

∫
M

∥ξ̃∥2 − n2H2

n− 1

∫
M

∥ξ̃∥2 + n

(
3− n

n− 1

)∫
M

Hκ1∥ξ̃∥2

+
n− 2

n− 1

∫
M

κ21∥ξ̃∥2.

A partir da desigualdade anterior temos os seguintes dois casos:

Se n ≤ 3, então:

λJT1

∫
M

∥ξ̃∥2 ≤− 2(n− 1)

∫
M

∥ξ̃∥2 − n2H2

n− 1

∫
M

∥ξ̃∥2 + n

(
3− n

n− 1

)
|H|max

M
κ1

∫
M

∥ξ̃∥2

+
n− 2

n− 1
max
M

κ21

∫
M

∥ξ̃∥2.

Portanto

λJT1 ≤− 2(n− 1)− n2H2

n− 1
+ n

(
3− n

n− 1

)
|H|max

M
κ1 +

n− 2

n− 1
max
M

κ21.

Se n ≥ 4, então:

λJT1

∫
M

∥ξ̃∥2 ≤− 2(n− 1)

∫
M

∥ξ̃∥2 − n2H2

n− 1

∫
M

∥ξ̃∥2 + n

(
3− n

n− 1

)
|H|min

M
κ1

∫
M

∥ξ̃∥2

+
n− 2

n− 1
max
M

κ21

∫
M

∥ξ̃∥2.

Portanto

λJT1 ≤− 2(n− 1)− n2H2

n− 1
+ n

(
3− n

n− 1

)
|H|min

M
κ1 +

n− 2

n− 1
max
M

κ21.

Nestas últimas duas desigualdades estamos supondo que κ1 < 0, pois assim não descar-

tamos o caso onde H < 0.

Agora, se ξ é da forma (0, · · · , 0, ξ̃n) e usando o Lema 3.4.1, obtêm-se:

λJT1

∫
M

∥ξ̃∥2 ≤− 2(n− 1)

∫
M

∥ξ̃∥2 −
∫
M

∥A∥2∥ξ̃∥2 − n

∫
M

Hκ2∥ξ̃∥2 + 2

∫
M

κ22∥ξ̃∥2. (3.9)

A desigualdade (3.9) pode-se expressar em termos da segunda curvatura principal, então:

λJT1

∫
M

∥ξ̃∥2 ≤− 2(n− 1)

∫
M

∥ξ̃∥2 − n2H2

n− 1

∫
M

∥ξ̃∥2 + n

(
3− n

n− 1

)∫
M

Hκ2∥ξ̃∥2

+
n− 2

n− 1

∫
M

κ22∥ξ̃∥2.

Do mesmo modo que o caso anterior, obtemos os seguintes dois casos:
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Se n ≤ 3, então:

λJT1 ≤− 2(n− 1)− n2H2

n− 1
+ n

(
3− n

n− 1

)
|H|max

M
κ2 +

n− 2

n− 1
max
M

κ22.

Se n ≥ 4, então:

λJT1 ≤− 2(n− 1)− n2H2

n− 1
+ n

(
3− n

n− 1

)
|H|min

M
κ2 +

n− 2

n− 1
max
M

κ22.

Nestas últimas duas desigualdades estamos supondo que κ2 > 0, pois assim não descar-

tamos o caso onde H > 0.

Portanto, isto prova as desigualdades procuradas. Alem disso, se

λJT1 = −2(n− 1)− n2H2

n− 1
+ n

(
3− n

n− 1

)
|H|max

M
κi +

(
n− 2

n− 1

)
max
M

κ2i , para i = 1, 2,

implicará que as curvaturas principais de M são constantes de multiplicidades 1 e (n− 1)

ou (n− 1) e 1. Então, pelo resultado de Cartan [7] sobre hipersuperf́ıcies isoparamétricas

da esfera, conclui-se que M será um toro de Clifford com curvatura média constante da

forma S1(r)× Sn−1(
√
1− r2) ou Sn−1(r)× S1(

√
1− r2) com 0 < r < 1 e r ̸=

√
1/n, pois

H ̸= 0. Finalmente, para identificar qual toro de Clifford com curvatura media constante

aparece, um cálculo direto na Subseção 3.4.1 mostrou que:

a) se H > 0, então teremos que M = S1(r) × Sn−1(
√
1− r2) com

√
1/n < r <√

3/(n+ 2), ou

b) se H < 0, então teremos que M = Sn−1(r) × S1(
√
1− r2) com

√
1/(n+ 2) < r <√

1/n.

■

Observação: Devido ao Teorema 3.1.2 podemos ver que se M é uma hipersu-

perf́ıcie compacta, orientável e imersa em Sn+1 com curvatura média constante e com duas

curvaturas principais, então o ı́ndice fraco será n+ 2.
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