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Resumo

O formalismo da funcao de onda de féton fornece uma descricao alternativa de alguns
fendmenos Opticos quanticos de uma forma mais intuitiva. Usamos esse formalismo para
descrever o processo de espalhamento correlacionado Stokes-anti-Stokes (SaS) presente
no espalhamento Raman. Nesse processo, dois fétons de um feixe de laser sao dispersos
inelasticamente por um foénon criado pelo primeiro féton (processos de Stokes) e aniquilados
pelo segundo foton (processo anti-Stokes), produzindo um par de f6tons Stokes— anti-Sokes
(SaS) . Chegamos a uma expressao para a fungao de onda de dois f6tons, nos dominios
temporal e de frequéncia, do par de fétons SaS espalhado, que esta de acordo com uma
série de resultados experimentais. Foi mostrado, a partir da analise de casamento de
fase, que o padrao de espalhamento é compativel com os experimentos. Foi visto que, na
aplicagdo para experimentos Pump-and-probe, foi possivel gerar as curvar corretas para o
decaimento da populacao de fonons na amostra. Por fim, verificou-se que, por meio da
analise do espectro conjunto dos pares, foram obtidas informagoes sobre o emaranhamento
em frequéncia dos fotons espalhados. Assim, conclui-se que, a partir dos resultados, o
formalismo de fun¢ao de onda do féton, fornece uma maneira intuitiva e robusta para o

calculo das propriedades do espalhamento SasS.

Palavras-chave: Espalhamento Raman, Funcao de onda do féron, Raman correlacionado



Abstract

The photon wave function formalism provides an alternative description of some quantum
optical phenomena in a more intuitive way. We use this formalism to describe the Stokes-
anti-Stokes (SaS) correlated scattering process present in Raman scattering. In this process,
two photons from a laser beam are inelastically scattered by a phonon created by the first
photon (Stokes processes) and annihilated by the second photon (anti-Stokes process),
producing a pair of Stokes—anti-Sokes (SaS) photons. . We arrive at an expression for
the two-photon wavefunction, in the time and frequency domains, of the scattered SaS
photon pair, which is in agreement with a number of experimental results. It was shown,
from the phase matching analysis, that the scattering pattern is compatible with the
experiments. It was seen that, in the application for Pump-and-probe experiments, it was
possible to generate the correct curves for the decay of the population of phonons in the
sample. Finally, it was verified that, through the analysis of the joint spectrum of the pairs,
information was obtained about the entanglement in frequency of the scattered photons.
Thus, it is concluded that, from the results, the photon wave function formalism provides

an intuitive and robust way to calculate the SaS scattering properties.

Keywords: Raman scattering, Photon wave function, Correlated Raman.
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1 INTRODUCAO

1.1 Efeito Raman

Na interacao da luz com a matéria varios processos ocorrem como transmissao,
reflexao e espalhamento. A luz pode ser espalhada sem alteragao no seu comprimento
de onda - espalhamento eléstico - como por exemplo o espalhamento Rayleigh ou pode
haver uma mudanca no comprimento de onda da luz - espalhamento inelastico - como
o espalhamento Raman|l, 2, 3|, espalhamento Brillouin [4] e espalhamento Compton [5].
Essa mudanca no comprimento de onda é causada pela interagao da luz com os modos

vibracionais do material, onde ela é espalhada com diferente energia.

O espalhamento Raman é utilizado para a analise e caracterizagao de materiais,
onde o que se mede é o desvio de frequéncia da luz espalhada, na medicao é utilizado um
espectrometro que fornece uma diferenca no comprimento de onda da luz espalhada, que
em seguida é convertida para uma diferenca de energia medida em unidades de cm™1. O
espectro coletado apds o espalhamento caracteriza os modos vibracionais ou rotacionais

do material fazendo com que seja possivel o estudo de algumas de suas propriedades.

Ao se medir a luz espalhada pelo meio, observam-se componentes com frequéncias
menores que a da luz incidente, chamadas de componentes Stokes, e componentes com

frequéncias maiores que a da luz incidente, chamadas de componentes anti-Stokes.

A componente Stokes possui frequéncia menor pois, ao interagir com o material, a
luz incidente é espalhada e deixa no material um quantum de vibracao ou de rotacao -
um fonon -, assim a sua energia é menor do que a inicial. Por outro lado a componente
anti-Stokes possui frequéncia maior pois a luz incidente interage com o meio é espalhada,
absorvendo a energia de um fonon ja existente no material, ficando com frequéncia maior

que a inicial [2].

Pode-se explicar o espalhamento Raman vibracional de forma cléssica considerando
uma variagao da polarizabilidade molecular & ou da susceptibilidade elétrica do material
?, devidas as variacoes das posi¢oes atomicas dentro do material. Essas variagoes sao
induzidas pelo campo incidente que é modulado pelos modos normais de vibragao do

material gerando assim as componentes Stokes e anti-Stokes.

Para se obter a expressao que descreve o efeito deve se calcular o momento de

dipolo induzido no meio dada por:
p="a-E. (1.1)

Onde E é o campo elétrico na posicao da molécula.
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Por simplicidade considere um meio onde a polarizabilidade molecular é um escalar

a. Nesse caso a o momento de dipolo induzido sera

p = aE. (1.2)

Para se expressar a polarizabilidade do meio realiza-se uma expansao em séries de

Taylor de o com relagao as coordenadas normais de vibracao ). Assim

da

8Q>Q+~~. (1.3)

OéIOéo—i-(

Escrevendo a dependéncia em frequéncia do campo elétrico incidente como
E = Ej cos(wt), (1.4)
e as coordenadas normais de vibracao da molécula como

Q = Qo cos(wt) (1.5)

é possivel calcular o momento de dipolo induzido no meio. Tomando a expansao de o em
[ole

/ 7
oG Como « obtém-se

primeira ordem e escrevendo

p = aE = agEq cos(wt) + a'Eq cos(wt) cos(wyt). (1.6)

Utilizando a identidade trigonométrica cos A cos B = [cos(A + B) + cos(A — B)]

chega-se a
1
p = aEq cos(wt) + §O/E0{ cos[(w + wy )t] + cos[(w — wv)t]}. (1.7)

Observa-se que o momento de dipolo induzido na molécula possui trés termos. O
primeiro, dependente de g é o termo referente ao espalhamento Rayleigh. Os dois termos
seguintes sao termos que dependem da derivada de o com relacao a coordenada normal de
vibracao e apresentam dois termos oscilatérios dependentes de (w — w,) e (w + w,) . Esses

termos sao referentes ao espalhamento Raman Stokes e anti-Stokes, respectivamente.

Embora o efeito Raman possa ser descrito classicamente, muitos aspectos do
espalhamento s6 podem ser explicados lancando mao do tratamento quantico da teoria. Por
exemplo, no tratamento cléssico, como é possivel ver através da equacao (1.7), a intensidade
da luz espalhada do tipo Stokes é igual a do anti-Stokes, entretanto experimentalmente
isso se mostra incorreto. Dessa forma, para o tratamento quantico, utiliza-se teoria de
perturbacao onde se leva em conta, além da interacdo elétron-féton, a interacao elétron-

fonon.

A intensidade do processo envolvendo um fénon é dada pela expressao da regra

de ouro de Fermi e é um termo de perturbacao em terceira ordem. Esse termo pode ser
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escrito como [6]

CF| Heg |b) (b Ho i |a) {a] Ho g Ji) ||
(El — Ea — i’ya)(El — Eb — Z")/b)

I=|K) (1.8)

a,b
onde (f| He—f |b) , (b] He—pn |a) , (a| He_¢ |i) s@o referentes aos processos de interagao elétron-
foton anterior ao espalhamento, elétron-fonon e elétron féton na interacao com a luz incidida,
respectivamente. F, e E, sdo as energias dos estados intermedidrios |a) e |b) e 7, e 7, sdo as

constantes de amortecimento relacionadas aos tempos de vida dos estados intermediarios.

Mesmo que a descri¢do quantica esteja correta, seu tratamento é de grande difi-
culdade matematica, tendo em vista que o tratamento perturbativo lida com amplitudes
de transi¢ao de varios estados intermediarios, fazendo com que os cédlculos sejam longos e
laboriosos. Nesta tese, mostraremos uma descri¢ao alternativa ao efeito através da funcao
de onda de foton. Nesse tratamento podemos realizar todos os calculos em termos de
campos eletromagnéticos classicos e depois realizar a segunda quantizacao. Esse caminho,
além de ser mais natural tendo em vista a utilizacao de campos classicos, apresenta uma

descricao mais intuitiva do efeito.

E possivel evidenciar diferentes ordens nos processos ao observar-se o efeito Raman.
Pode-se observar o processo Stokes, que ocorre com maior intensidade pois nao necessita de
fonons previamente presentes no material. O processo anti-Stokes, por depender de féonons
previamente presentes no material, tendo em vista que s6 ocorre a partir do momento
em que o féton do laser incidente troca energia com um fénon presente no material,
ocorre com menor intensidade. Podemos observar também processos de segunda ordem,
previstos teoricamente por Klyshko [7], como o que o féonon criado por um processo Stokes
¢é absorvido por um outro féton de laser incidente gerando um féton anti-Stokes; a esse
processo chamamos de efeito SaS real, pois o fonon que media o processo é real. O efeito
SaS virtual é também um efeito de segunda ordem, porém o fénon que media o processo é
virtual, assim o fenémeno de criacdo e aniquilacao do féonon acontece instantaneamente
fazendo com que os fétons emitidos em um par sejam mais correlacionados. Na figura 1 é

apresentado um esquema do espalhamento SaS da luz por um material.

Vérios trabalhos foram realizados na aplicagao da geracao de pares no espalhamento
Raman. Observou-se o surgimento de pares SaS correlacionados em varios meios ativos
como diamante, dgua e compostos moleculares [9, 10]. Além disso, experimentos recentes
utilizaram os modos vibracionais no diamante e em hidrogénio gasoso para armazenar e
processar informacoes classicas e quanticas em escalas de pico-segundos em temperatura
ambiente[11, 12, 13, 14, 15]. Isso evidencia que o melhor entendimento do processo de
geracao de pares pode ser de grande utilidade na crescente area de computacao e informagcao

quantica, tendo em vista a necessidade de producao de pares de fétons correlacionados.
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(@) w 5 < (w_+ wp) — anti-Stokes Raman
W, K ‘- | -
— (w ) — Rayleigh (elastic)
2
> <«— (w_- wp) — Stokes Raman
X intensity
(b) S (Stokes) asS (anti-Stokes) Real SaS Virtual SasS
@Q
% O
< Oy
R o Q
1] 3 &
£ st
F b ¥
A '\‘WJ o
S .
T g

Propagation direction x

Figura 1 — Diagramas descrevendo (a) espalhamento Raman (b) espalhamento Raman
Stokes, anti-Stokes, SaS real e SaS Virtual. Figura retirada da referéncia [8].

1.2 Geracado de pares SaS

Como mencionado, existem duas possibilidades de processos de segunda ordem
onde se geram os pares SaS correlacionados. No processo real hé a troca de um foénon real,
ou seja, esse fonon é de um nivel vibracional permitido pelo material. Dessa maneira um
foéton do laser com energia hw; interage com os elétrons do material fazendo-os oscilar
gerando assim um deslocamento dos niicleos e criando um quantum de vibragao. Ao ser
espalhado, o féton que perdeu energia para a rede, estard com energia menor que a do
laser incidente, onde a diferenca de energia é o valor da frequéncia de vibragao do fonon
que é hw,. Logo, teremos a emissao de um féton Stokes com energia hws onde ws = w; — w,.
Em seguida outro féton do laser interage com os elétrons do material e absorve a energia
do fonon ja presente, de energia hw,, assim teremos a emissao de um féton anti-Stokes,
com energia maior que a do laser incidente hw,s com w,s = w; + w,. Como os fétons
compartilharam o mesmo fonon para o processo eles possuirao algum grau de correlagao

entre si.

Esse processo é confundido com a geracao isolada dos fétons Stokes e anti-Stokes.
Porém em situacoes de baixa temperatura ! onde ndo hé fonons previamente presentes
no material, devido a agitacao térmica, a deteccao de fétons anti-Stokes se deve a esse
fendmeno, pois somente os fonons gerados pelos fétons incidentes estarao presentes no

material. Logo, ele domina sobre o processo anti-Stokes puro [§]

No processo virtual observamos a mesma linha de raciocinio do processo SaS real,

1 Para o diamante, na temperatura ambiente de 298K, observa-se uma populacdo de fonons de n r=

1.6 x 1073 [14], sendo considerada baixa.
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porém hé a troca de um fénon virtual, ou seja, esse fonon ndo é necessariamente um
nivel vibracional do material podendo variar sua frequéncia sem restrigoes. Sendo assim,
dois fétons do laser de energia hw; interagem com o material emitindo um par de fétons
Stokes e anti-Stokes com energias hws € hw,s onde 2hw; = hws + hw,s. Entretanto, podemos
dizer que os pares foram criados instantaneamente, embora somente possamos realizar tal

afirmacao dentro da resolucao de medida do experimento.

Embora esse processo possa ser confundido com o processo de mistura de quatro
ondas, existem algumas diferencas entre eles. Inicialmente, a mistura de quatro ondas
gera pares de fétons de frequéncias w3 e wy arbitrarias, desde que sua soma seja igual a
soma de frequéncias dos fétons incidentes, wy + wy = w3 + w4, enquanto no processo SaS so
sao gerados fétons com diferencas de frequéncias simétricas aos fétons incidentes, ou seja,
dois fétons com frequéncias wy, e wy,, gerarao fétons espalhados com frequéncias wy, + v
e wy, F v. Outro fator a se considerar é que, na mistura de quatro ondas, os pares sao
gerados por trocas de excitacoes eletronicas reais ou virtuais, enquanto no processo SaS a

presenca do fonon é essencial, pois ele faz a mediacao de todo o processo.

Podemos quantificar a produgao de pares medindo a intensidade dos fétons Stokes
e anti-Stokes emitidos. A intensidade esta diretamente ligada a quantidade de fétons de
pares emitidos, denotadas por ng e n,s, respectivamente. Assim pode-se construir uma
funcao de correlagao cruzada, onde se calcula o valor médio do produto dos niimeros de
fétons detectadas entre um intervalo de tempo 7 entre as detecgoes [16]:
o) = s T)
7 [(ns(0)) (r.s(7))]

Essa fungao de correlagao possui limites que indicam se o processo em questao ¢ de

(1.9)

carater classico ou quantico. Se o valor medido for maior que o limite podemos afirmar que
o processo ¢ governado pela mecanica quantica. Recentemente foi observado, em medigoes
realizadas em laboratério, que existem pares onde a fungdo de correlagdo g{*(7) com

diferenga de tempo 7 = 0 possui um valor muito superior aos valores classicos.

No trabalho [9] foram realizadas medidas para a func¢ao de correlagdo da geragao
de pares SaS em uma amostra de diamante. Observou-se que o valores de g{’;(0), ou seja,
a fungao de correlacao cruzada com intervalo de tempo zero, chega a aproximadamente 25,
sendo que o limite classico é no maximo 2. Ainda no mesmo trabalho constatou-se que
os valores de g{*((0) aumentam a medida que a poténcia do laser incidente diminui pois
as contagens de pares SaS acidentais diminuem. Em outro trabalho [17] foram realizadas
medidas para a correlacao de polarizagdo entre os pares SaS virtual e real, assim como a

medida do tempo de vida do fénon no diamante.

Os célculos para as amplitudes do processo SaS virtual foram realizados utilizando
a abordagem perturbativa da mecénica quantica na referéncia [8]. Tal trabalho, utiliza-se

uma analogia com a teoria BCS para a supercondutividade, onde pares de elétrons sao
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acoplados pela troca de um fénon virtual. Entretanto, no processo SaS a troca do fonon
acopla bésons e nao férmions. Naquele trabalho, obtém-se um hamiltoniano de interacao
do tipo BCS para o fendmeno, que apresenta um termo analogo a equacao de gap para a

supercondutividade. Dessa forma é feita a analogia para pares de Cooper fotonicos.

Neste trabalho realizaremos os calculos das amplitudes de probabilidade para a
geracao de pares SaS a partir da abordagem da funcao de onda do féton. Essa abordagem
nos permite um maior entendimento teérico do fendmenos assim como uma visao mais
intuitiva do processo. Para que a descri¢ao tedrica seja satisfatéria devemos estudar todas
as propriedades dos pares SaS gerados. Logo, no segundo capitulo faremos uma descrigao
de todas as propriedades dos pares SaS. No terceiro capitulo faremos uma breve revisao
do formalismo de funcao de onda do féton apresentando toda a metodologia base da
interagao do féton com a matéria proposta por Saldanha e Monken [18]. No Quarto
capitulo realizaremos o calculo do espalhamento SaS pelo formalismo de funcao de onda
do féton nos dominios temporal e de frequéncia, onde os resultados foram publicados na
referéncia [19]. Nesse ponto, no quinto capitulo, poderemos realizar todas as andlises de
emaranhamento e correlacao de frequéncias. No quinto capitulo faremos as discussoes

pertinentes e a conclusao do trabalho.
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2 PARES Sa$

Os pares SaS gerados pelo espalhamento Raman possuem propriedades especificas
que foram medidas por varios experimentos. Neste capitulo descreveremos algumas dessas

caracteristicas assim como um resumo dos experimentos e seus resultados.

2.1 Correlacbes Temporais em pares SaS

As correlagoes de pares de fotons sao obtidas a partir de experimentos onde se
realizam medidas de contagem de coincidéncia. Para isso faz-se com que cada feixe de
fotons gerados apds o espalhamento do material seja direcionado para um detector diferente.
Assim, ao serem detectados os fotons, determina-se a diferenca temporal entre as medidas
de cada detector. Se a diferenca entre os tempos de deteccao for zero, dentro da resolucgao

temporal do equipamento, temos uma coincidéncia.

Um problema gerado nas medidas de coincidéncia é a probabilidade de ser medir
uma coincidéncia acidental, ou seja, uma coincidéncia que nao esta relacionada a producao
do par. Logo, procura-se sempre diminuir a probabilidade da producao de fétons que nao
sao produzidos em pares.

Para realizarmos a analise das correlagoes temporais quanticas, devemos utilizar a
funcao de correlacao cruzada gg()ls(T). O parametro 7 corresponde a diferenca temporal

entre as contagens dos fotons Stokes e anti-Stokes.

Para campos classicos a funcao 95@2,215 (1) é limitada pela relacao advinda da desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz, dada por [16]

2 2 2 2
925(0)]” < 9§%5(0)9% 05(0), (2.1)

onde 92239(0) e 9(225)7(15(0) sao as fungoes correlacdo dos pulsos Stokes e anti-Stokes, respecti-

vamente.

P lacoes classi lores de ¢ 5 iouais a 2. S
ara corre a(;oes C assmas, 0OS valores de gS aS(T) Sa0 Imenores ou 1guals a Z. e

a funcao tem valor igual a dois, a emissao da radiagao é do tipo térmica, ou seja, uma
emissao estocéstica. Para campos coerentes, como de um laser, o valor de ¢® = 1. Se os
valores para a fungao g?}l 5(0) forem maiores que os valores classicos, podemos afirmar que
nao hé descrigao classica capaz de descrever a estatistica da produgdo dos pares SaS [16].

Nos trabalhos [20, 9], experimentos foram realizados para determinar os valores da
funcao g(szi 5(0) para o diamante e para a agua. Nos trabalhos, encontraram valores que
superam os valores classicos e mostram que existe uma grande correlagdo temporal entre

os pares de fétons SaS. Para o caso da agua, os valores obtidos foram de ggc)bs(O) ~ 1000 e
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para o diamante valores superiores a 20. Embora os resultados dos trabalhos tenham sido
realizados apenas para o diamante e para a agua, outros trabalhos realizaram medidas

para outros materiais, obtendo resultados semelhantes [8].

As medidas de 9(527315(7) sao diretamente ligadas ao tempo de vida do fénon no
material e a diferenca entre dois pulsos do laser incidente. Essa informagao pode ser ser
obtida através de um experimento do tipo pump-probe. Nesse tipo de experimento sao
incididos dois pulsos de laser no material, separados por um intervalo de tempo dt, como
mostrado na figura 2. Nesse caso o primeiro pulso incide no material, cria um fénon e
espalha um féton Stokes. Em seguida o segundo féton incide no material, absorve o fonon
e espalha um féton anti-Stokes. Assim, os fétons espalhados sao coletados por detectores
distintos que realizarao a medida de coincidéncia, ou seja, acusarao uma coincidéncia
quando a diferenca temporal entre as detecgoes forem de At = (0 £ 96)ps. A margem de

erro da deteccao é de 96ps e sera omitida desse ponto em diante.

Dessa forma, nessa configuracao é possivel analisar o tempo de vida do fénon no
material, tendo em vista que, dependendo do intervalo temporal entre os pulsos incidentes,
pode ocorrer ou nao o decaimento do fénon no material. Logo, se o tempo de medida entre
os fotons for maior que o tempo de vida do fonon, espera-se que o valor de ggiS(O) indique

uma descorrelacao entre os pares.

Atraso

- Detector 1
pump /‘\ L
probe L

Detector 2

Figura 2 — Esquema do experimento Pump-Probe.

Por outro lado, se intervalo de tempo entre os pulsos do laser for menor que o
tempo de vida do féonon, podemos concluir que se um par for gerado, ele foi gerado por um

unico pulso e deve possuir uma diferenca temporal de no maximo a largura desse pulso.

Na figura 3 podemos observar o grafico das medidas para a funcao correlagdo para o
diamante em relacao a poténcia do laser incidente. Observa-se que existe uma relagao onde
9592,1)15(0) diminui a medida que a poténcia do laser aumenta. Isso ¢ resultado do aumento
da probabilidade de produgao de fotons Stokes, fazendo com que a contagem acidental de

coincidéncias aumente [9].

Uma caracteristica da producao de pares SaS virtuais é que ela nao depende da

existéncia de um fonon real do material, ou seja, o fonon mediador da interacao, em
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Figura 3 — No gréfico (a) observamos a taxa de coincidéncia em At = 0. Em (b) é mostrada
a taxa de coincidéncias acidentais, dadas pelos picos em At # 0. (c) exibe

a relacao da funcao de correlacao gt%)’as(()) em fun¢do da poténcia do laser.
Retirada da referéncia [9].

principio, pode possuir toda a faixa de frequéncias vibracionais do material. Observa-se
entao que existe um aumento do valor da fung¢ao de correlagao 9(32,()15(0) em regioes afastadas
dos picos ressonantes de Raman do material, como vemos na figura 4. Nessas regioes o
fonon mediador da criacao dos pares é de um modo nao permitido pelo material, pois
nao esta na faixa dos modos vibracionais permitidos pelo material. Dessa forma somente
trocas de fonon virtuais sao permitidos, fazendo com que necessariamente os pares sejam

produzidos pelo mesmo fonon, gerando assim, a correlacgao.
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Figura 4 — Valores experimentais (circulos) e tedricos (linha azul) para a fungao 9(52,315(0)

na agua. Os valores de gg%iS(O) aumentam nas regioes fora dos picos ressonantes
do espectro Raman (linha verde). Retirada da referéncia [§].



Capitulo 2. PARES SaS 21

No trabalho [21] foram realizadas medidas para os valores de g(S%L)lS(O) para o

diamante, mostrados nas figuras 5 e 6. Na figura 5 sao apresentadas as medidas das
intensidades da deteccao de pares SaS (grafico (a)) nas regides do espectro Raman do
Diamante (grafico (b)). Observa-se que a intensidade possui os maiores valores entre
a regido de espalhamento Rayleigh (area cinza) e o primeiro pico Raman (drea verde).
Observa-se também pontos dentro da regiao do pico Raman. Esses pontos sdo relacionados

a producao de pares SaS reais.
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Figura 5 — Grafico mostrando as (a)Medidas da intensidade da detec¢ao de pares SaS e
(b) o espectro Raman do diamante. As dreas hachuradas indicam as regides do
espalhamento. Retirada da referéncia [7]

Na figura 6, a linha vermelha corresponde a gé%iS(O) = 2, ou seja, ao limite classico.

Pode-se observar que os valores de gfg?is(O) fora dos picos Raman ressonante (dreas azul
e verde), possuem valores superiores ao limite cldssico confirmando, assim, o seu carater
quantico. No grafico (a) vemos que os valores de gg()ls(O), entre a regiao de espalhamento
Rayleigh e o primeiro pico Raman, sdo expressivamente altos. Nessa regiao se observa a

maior presenga dos pares SaS virtuais. O grafico (b) apresenta a regiao de g(S?ZS(O) entre 0

: 2 , .
e 20 e podemos observar os picos nos valores de g(S ()15(0), também relacionados aos pares

SaS virtuais.

2.2 Relacoes de polarizacdo nos pares SaS

Uma caracteristica que pode ser estudada ¢ a relagao das polarizagoes entres os
fétons constituintes dos pares SaS. Podemos analisar esse problema observando como as
polarizagoes dos fétons do par se relacionam a polarizacao dos pulsos incidentes. Assim é

possivel fazer medidas das polarizacoes dos fétons dos pares no momento da detecgao.
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Figura 6 — Figura mostrando as medidas de g (0) para o diamante. Figura retirada da
referéncia [21].

No trabalho [17] foram realizadas medidas das polarizagoes dos fétons dos pares
SaS produzidos em uma amostra de diamante. Em uma amostra de diamante foi incidido
um pulso de laser com polarizacao horizontal (H). Em seguida, para os f6tons Stokes e
anti-Stokes espalhados, foram medidas as contagens em coincidéncia, ou seja, a diferenga no
tempo de detecgao entre os fétons gerados A7 = 0, em varias configuracoes de polarizacao
distintas. As polarizagoes foram rotuladas como (p;, ps, pas), onde p; é a polarizacao do
laser incidente, pg ¢ a polarizacao do fotons Stokes e p,s € a polarizagdo do féton anti-
Stokes. As configuragoes analisadas foram (H, H, H), (H,V,V), (H,H,V) e (H,V,H). Os

resultados estao mostrados na figura 7.

Nos graficos da figura 7 os eixos x e y representam os estados de polarizagao dos
fétons Stokes e anti-Stokes, respectivamente. Cada barra colorida corresponde a uma
combinacao de polarizacao. Os gréaficos da esquerda sdo referentes ao processo SaS virtual

e os graficos da coluna da direita sao referentes ao processo SaS real.

Pode-se perceber que nos dois casos (graficos (a), (c¢), (e) e (g)), a polarizacao
dos fotons espalhados coincide com a polarizagao dos pulsos do laser incidente, ou seja,
na configuracao (H, H, H). Em ambos os processos, aproximadamente 90% dos pares de
fotons SaS sdo espalhados na mesma configuracao do laser incidente e os 10% restantes

sao espalhados com igual porcentagem nas outras configuragoes de polarizagao.

Nos graficos (b) e (f) temos as contagens de coincidéncias acidentais em A7 # 0.

Observa-se que os valores para a configuragao (H, H, H) também sdo maiores para esse caso,
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Figura 7 — Graficos mostrando as configuragoes de polarizacao dos pares SaS espalhados.
Os graficos da esquerda correspondem ao processo SaS Virtual e os da direita
para o processo SaS real. Nos gréficos (a) e (e) temos as contagens em A7 = 0

Em (b) e (f) temos as coincidéncias acidentais em A7 # 0. Em (c) e (g) temos
os valores da intensidades dos pares correlacionados com &%

Sag = Isas(AT =
0) — Isas(AT #0). Em (d) e (h) sem apresentam os valores de gg?S(O). Retirada
da referéncia [17].

mas isso pode ser explicado tendo em vista que o espalhamento Raman descorrelacionado

no diamante emite predominantemente luz na mesma polarizacao do pulso incidente.

Nas figuras (c) e (g) temos os valores para as intensidades dos pares correlacionados,
ou seja, diminui-se das contagens em A7 = 0 as contagens acidentais A7 # 0. Vemos que,

realmente, os pares produzidos possuem a mesma polarizagao do laser de excitagao.

Por 1ltimo, vemos nos graficos (d) e (h) os valores de g(®(0) para os processos real

e virtual. No processo virtual os valores de ¢‘®(0) sio muito maiores que 2 mostrando
grande grau de correlacao entres os pares. No processo real, embora os valores de 9(2)(0)

sejam menores, ainda sao maiores que 2 evidenciando assim algum grau de correlagao.
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2.3 Tempo de vida do Fénon

Utilizando a propriedade da polarizagdo no espalhamento SaS, pode-se realizar
um experimento de pump-probe, onde 2 pulsos de laser incidem na amostra de diamante,
separados temporalmente por §7. Tais pulsos tém com polarizagoes ortogonais (H e V)

entre si e em seguida a luz espalhada é medida[22].

Nesse experimento, o caso a ser considerado, é que no primeiro pulso um fénon é
criado na amostra, espalhando um féton Stokes com frequéncia menor que a do laser e,
no segundo pulso, o fonon é destruido e um féton anti-Stokes é espalhado com frequéncia
maior que a do laser, como mostrado na figura 8. Entretanto vimos na se¢ao anterior que
o foton espalhado pela amostra possui polarizagao igual a do laser, portanto ao excitarmos
a amostra com dois pulsos, onde cada um possui polarizacao ortogonal com relagao ao

outro, os fétons gerados podem ser mapeados posteriormente a partir de tal caracteristica.

ot

Figura 8 — Esquema do experimento Pump-Probe com polarizagoes H e V

As medidas realizadas estao mostradas na figura 9, onde foram plotados os resultados

para a intensidade do espalhamento SaS em fun¢do do atraso entre os pulsos d7.

Para o processo real, vemos que o valor da intensidade cresce a medida que

aumentamos o atraso entre os pulsos, até atingir um valor maximo em aproximadamente
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Figura 9 — Espalhamento SaS real (curva vermelha) e virtual (curva azul) em func¢ao do
atraso temporal 07 entre os pulsos H e V do laser de excitacao. Os circulos
vermelhos e azuis sao referentes as medidas realizadas no laboratério. Por outro
lado, as linhas so6lidas vermelha e azul sao calculos teéricos fenomenologicos
ajustados aos valores do experimento. Retirada da referéncia [21].

0T ~ 0,5ps. Em seguida, o valor da intensidade comeca a cair até atingir um valor
constante. Vemos que para valores negativos de 7, a intensidade permanece constante e
no valor minimo. Tal comportamento ¢é esperado, pois para atrasos negativos estariamos
considerando que o féton anti-Stokes esta sendo criado antes do foton Stokes, o que nao
¢é possivel, pois o fonon nao estaria presente na amostra. J4 no processo virtual vemos
que o pico de intensidade do espalhamento ocorre em 67 = 0, ou seja, quando os dois
pulsos estao sobrepostos, levando em conta a incerteza da medida da diferenca temporal

na coincidéncia.

O decaimento presente na curva SaS real é ligado ao tempo de vida do fénon. Ao
chegar no material, o primeiro pulso com polarizacao H gera uma populacao de fonons na
amostra que decai exponencialmente ao longo do tempo. Com com a incidéncia do segundo
pulso com polarizagao V, os fonons presentes no material sao destruidos para a geragao
do féton anti-Stokes. Porém, com o aumento do atraso entre os pulsos, o decaimento da
populacao de fonons promove uma menor probabilidade de espalhamento, gerando assim,
o decaimento na intensidade da producao de pares SaS. Esse fendomeno permite a medida
do tempo de vida do féonon no material, sendo uma técnica de grande valia para a area de

estado solido.

No caso do espalhamento virtual, ndo se observa nenhum decaimento assimétrico na

curva, estando o pico centrado em §7 = 0. Isso ocorre pois, como discutido anteriormente,



Capitulo 2. PARES SaS 26

os estados vibracionais do material nesse espalhamento nao sao estados reais. Nesse caso,
o fénon nao possui o tempo de vida necessario para que o experimento possa medir sua
existéncia no material. Esse resultado ¢ limitado pela largura do pulso de laser incidido,

nao sendo possivel identificar a presenca dos fénons na amostra.
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3 Funcao de onda do Foéton

Existem varios problemas e duvidas acerca da natureza fisica da luz. Newton e
Wigner [23] provaram em 1949, baseados em 4 axiomas propostos por eles, que uma
particula relativistica sem massa e com spin maior que 1/2 nao possui auto-estados de
posigao [23]. Essa condigao fez com que a grande maioria dos autores acreditassem nao
ser possivel escrever uma fungao de onda para o féton. Entretanto, Bialynicki-Birula [24]
e Sipe [25] mostraram que é possivel escrever uma equagao em fungao das coordenadas
que represente totalmente o estado de um féton, embora o modulo ao quadrado dessa
funcao nao seja o valor esperado da posicao do féton e sim o valor médio da sua energia
em um dado volume. Como observado e argumentado por Bialynicki-Birula [24] e Sipe
[25], é melhor que a fungdo de onda adotada para descrever fétons possua tal propriedade,
visto que somente podemos realizar medidas de sua energia. E importante lembrar que,
em relatividade, o conceito de posicdo nao é uma caracteristica simples e o foton é,

inerentemente, uma particula relativistica.

Embora Wigner e Newton tenham afirmado nao ser possivel escrever um operador
posicao para o féton, algumas tentativas foram feitas [26]. Em 1948, Pryce [27] escreveu
um operador posicao para o féton, porém suas componentes espaciais nao comutavam
entre si, nao sendo possivel determinar as trés coordenadas espaciais concomitantemente.
Posteriormente, Hawton [28] propds um operador posigao para o féton, onde suas com-
ponentes espaciais comutam entre si. Esse operador é hermitiano, portanto possui auto
valores reais. A partir desse operador posigao e pela regra de extragao de Glauber [29]

pode-se obter algumas fung¢oes de onda para o féton.

Podemos obter a funcao de onda de Gross-Hawton que se baseia no potencial
vetor A. Podemos obter a fun¢do de onda de Landau-Pierls que nao possui significado
fisico em termos das quantidades usuais do eletromagnetismo, embora gere uma densidade
de fétons local e, finalmente, podemos obter a funcao de onda de Riemann-Silberstein,
que se baseia nos campos elétrico e magnético e gera uma densidade de energia local,
sendo assim a melhor descri¢ao para a funcao de onda do féton [26]. A fun¢do de onda
de Riemman-Silberstein é a abordagem adotada por Bialynicki-Birula e Sipe, na qual se

baseia o presente trabalho.

Como mencionado, Bialynicki-Birula [24] e Sipe [25] mostraram que é possivel
escrever uma equacao de onda para o féton, andloga a equagao de Dirac para o elétron,
que é equivalente as equagoes de Maxwell no vacuo. Posteriormente, Smith e Raymer [29]
mostraram que, ao quantizar a funcao de onda proposta por Birula e Sipe, chega-se a

teoria de campos correta para o eletromagnetismo. Saldanha e Monken, entao, estenderam



Capitulo 3. Fungdo de onda do Féton 28

o formalismo para a interacao dos fotons com meios continuos [18], utilizando conceitos de
energia e momento de ondas eletromagnéticas em meios continuos dielétricos, apresentando

ainda uma aplicacao para a conversao paramétrica descendente.

A seguir, faremos um breve resumo sobre a funcao de onda do féton da maneira

proposta e trabalhada por Saldanha e Monken.

3.1 Equacao de onda para o Féton no vacuo

A deducao da equacao de onda para o féton no vacuo a seguir foi baseada nas
referéncias [18, 29]. Como dito anteriormente, a equacao é andloga a equagao de Dirac

para elétrons, portanto segue os mesmos passos. A energia relativistica para uma particula

E = £\/c|p|? + m3c, (3.1)

onde m, p e ¢ sao a massa de repouso da particula, o momento e a velocidade da luz no

livre é dada por:

vacuo, respectivamente. Para o féton, que possui massa nula a equacao (3.1) serd escrita

E = +,\/|p|?c%. (3.2)

Para particulas de spin 1 sem massa seu spin e momento nao sao independentes, pois

como

a projecao do seu spin sobre o seu momento linear, chamada de helicidade, ¢ um invariante
de Lorentz e pode adquirir dois valores, sendo eles £AS [30]. Assim, se representarmos os
graus de liberdade internos de uma particula sem massa de spin 1 pelo vetor ¥, podemos
separa-lo na soma de uma parte transversal e uma parte longitudinal ¥ = ¥, 4+ W,.com
as condigoes p- ¥ =0 e p x ¥, = 0. Para o féton, toma-se a parte transversal como
fisicamente relevante, pois sabe-se que o campo eletromagnético é perpendicular ao vetor

de onda k, sendo assim deixa-se de lado a notacao de partes transversal e longitudinal.

Podemos encontrar um operador A tal que
AW =(p-p) ¥ (3.3)
e que seja possivel escrever uma equacao do tipo EWP = +cAW.

Considere a seguinte identidade vetorial:

px(px¥)=p(p-¥) —(p-p V. (3.4)

Observa-se que, como é tomado p-¥ = 0, A = +ipx é uma escolha que satisfaz a condicao
(3.3). Assim, fazendo a substituicdo de E e p pelos seus respectivos operadores, ih% e

—1hV, e introduzindo o operador helicidade &, que posui autovalores 1, teremos:

in?Y _ heov x w
ot (3.5)

V-¥=0.
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Utilizando matrizes de spin 1, podemos reescrever a equagao (3.5) de forma que
lembre a equacao de Dirac para o elétron, corroborando assim com a analogia feita
anteriormente [24]. Considerando as matrizes

0 0
Se=100 —i [,S5 = 0 0
' 0

podemos escrever qualquer produto vetorial entre dois vetores de 3 dimensées como

axb=-i(a8)b, (3.7)
onde S = (Aw, Sx, S’z) Logo, podemos escrever a equagao (3.5) como
oW . h
h— =c6 (S =V | W. .
th—or =co < ; V) (3.8)

Podemos escrever a fungao de onda ¥ em termos dos seus estados de polarizacao
circular esquerda e direita. Como mencionado anteriormente, o spin e momento do féton
sao dependentes, relacionando seu estado de helicidade com seu estado de polarizacao
[31]. Dessa maneira, ao escrevermos a fungao de onda nos estados de polarizagao circular

estamos, na realidade, escrevendo em termos da base de helicidade positiva e negativa.

Realizando a decomposi¢cao da func¢ao de onda do féton ¥ em autoestados de
helicidade positiva e negativa, ¥, e W_, e utilizando a definicao do vetor de Riemann-

Silbertein proposta por Bialynicki-Birula [24], temos:
=0, +T_, (3.9)

onde
‘I’i = \/?(Ei + iCBi) com 6\Ili = ZE\I’:E (310)

Uma vantagem de escrever a funcdo de onda em termos da base de helicidade é
que, assim, garantimos que as quantidades E e ¢B formam um par de transformadas de
Hilbert, fazendo com que a funcao de onda seja um sinal analitico complexo [32, 16]. Dessa
forma, poderemos usar somente a parte de frequéncias positivas da sua expansao em ondas
planas para realizarmos os calculos, visto que esta parte ja contém toda a informagao
necessaria da dinamica dos campos. Podemos ver tal propriedade escrevendo os campos

em ondas planas da seguinte forma

Ei(r,t) =i Expetred — g, emitor—el (3.11)
k

Bo(r,t) =1Y Bype'®rh — By emiler—ei), (3.12)
k
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Os campos E(r,t) e B4 (r,t) sdo campos reais, com divergéncia nula e transversos.
Logo, para cada k temos cByy = k X Exs. Como k x Eps = +e 2E ., Ep(r,t) e
By, (r, t) sdo pares de transformadas de Hilbert e ¥ é um auto estado do operador 6. Como

mostrado em (3.10), ¥ ¢ um sinal analitico complexo [16, 32].

Substituindo (3.10) nas equagoes (3.5), separando suas partes reais e imaginarias e

utilizando que 4% = 1 teremos

1 OE
- B=¢—
MOVX €0 a’
0B
VxE=-Gs (3.13)
V- -E=0,
V-B=0.

Assim, se tomarmos E, B, 1y e ¢ como os campos elétrico e magnético, a permea-
bilidade magnética e a permissividade elétrica, respectivamente, vemos que as equagoes
(3.5) s@o equivalentes as equacoes de Maxwell no vacuo. Como as equagoes (3.5) descrevem

uma particula, associamos essa particula ao foton.
Invertendo a equacao (3.10) pode-se achar os campos em funcao das fungoes de
onda com helicidade direita e esquerda

1
E=—— (¥+7
V26 . (3.14)

Bzﬁd%ﬂ@—@ﬂ

Como discutido anteriormente, diferentemente da funcao de onda de particulas
massivas, onde o seu modulo ao quadrado tem densidade de probabilidade de detectar a
particula ao redor de uma posi¢ao, na funcao de onda do féton o modulo ao quadrado

possui unidade de densidade de energia, como mostrado pela equacgao

|\I’(I‘ t)|2 _ €0 |E(I‘,t>|2 + |B(I‘,t)|2
7 2 2410

(3.15)

que concorda com a densidade de energia do eletromagnetismo classico.

A partir das equagoes (3.5) é possivel escrever uma equagao de continuidade para a
funcao de onda do féton. Tomando a derivada temporal do médulo ao quadrado da fungao
de onda do féton teremos

ot ot (3.16)
= —c [P (6V X W¥)—(6V x¥) -],

0 0
P =
el

Aplicando a identidade vetorial V- (A xB) = B- (VxA)—-A-(VxB)e

observando que (6V x ¥)" = (V x ¥*) . (6W¥), obtemos a equagao de continuidade para
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a funcao de onda
gt\\w = V.- [—ci®* x (6¥)] = -V -8, (3.17)

onde identifica-se o vetor S como o fluxo de energia, dado que ]\IJ\Z representa a densidade

de energia. A partir da equagao (3.10) podemos calcular a média temporal (S)

(S) = :0 (E x B). (3.18)

Perce-se entdo que o a média temporal do fluxo de energia S corresponde ao vetor

de Poynting do eletromagnetismo classico.

3.2 Interacdo com meios materiais

Para estender a relacao para meios materiais, tomaremos a expressao para densidade
de forga de Lorentz e seguiremos os passos da referéncia [33]. A densidade de forga de
Lorentz é dada por

f=pE+JxB, (3.19)

onde p é a densidade de cargas livres do meio, J a densidade de corrente elétrica e E e B

os campos elétrico e magnético do foton.

A densidade de trabalho realizada pode ser escrita como
w:/f-dl:/E-Jdt, (3.20)

onde vemos que a forca magnética nao realiza trabalho, pois é perpendicular a velocidade
das cargas. Assim, a partir da equacao (3.14), podemos escrever a variacao da densidade

de trabalho no tempo como

dw 1
dt N vV 260

Dessa forma, devemos modificar a equacao de continuidade levando em conta a

(¥ +®¥")-J. (3.21)

conservagao de energia, pois o campo do féton realiza trabalho. Logo, devemos escrever:

§t|\IJ|2=—V-S—E-J:—V-S— (T +0%) - J. (3.22)

1
vV 260
Podemos escrever a equagéo anterior como

ov J
—— 4 ¢ib U+ —— >3 - Ut = 2
{87& +cioV x ¥ + \/2_60} +c.c. =0, (3.23)

garantindo que a expressao entre chaves se anule sempre, chegamos a uma equagao de

onda para o campo em meios materiais [18]

ow J
' h— — 7YV v —
Zh 5t hCU X Z\/%a

(3.24)



Capitulo 3. Fungdo de onda do Féton 32

onde J =J;+Jpy+Jp,sendoJ, =V xMedp = %—ft’, onde J; é a densidade de corrente
devida a presenca de cargas livres, Jy; ¢ a densidade de corrente devida a presenca de
magnetizagao do meio e J. é a densidade de corrente devida a presenca de polarizacao

elétrica.

Substituindo as equagoes (3.10) e J na equacao (3.24), chegamos as equagoes de

Maxwell na matéria

opP
VxH=J;+—
X r+ BN
0B
Vo E=ay (3.25)
V-B=0
VD = py,
onde py ¢ a densidade de cargas livres,
B
H=—-M e D=¢E+P. (3.26)
Ho
Partindo de (3.24) temos
ov '
AL VNS L, (3.27)

ot \/260 .
Aplicando co'Vx nos dois lados de (3.27),

zgtcav X = AV X (VxT) — \/;TOCJV xJ. (3.28)

Em seguida, aplicando (3.27) ao termo coV x ¥ no lado esquerdo de (3.28) e

lembrando que V-W¥ = 0, chegamos a

9 (0 i ) i
Zat<28t+\/2_60-]> —CVX(VX‘I’)—ﬁCO—VXJ, (329)

1 W 103
VZ‘I’_(;?aaﬁ —,/’?(Cgt—waJ) (3.30)

No presente trabalho, consideraremos um meio isolante e nao magnético, logo

teremos apenas a componente Jp. Assim, a equacao(3.30) se transforma em
1920 [y (10°P oP
VAR i VAU) (LS« AVl 331
2 o o\car "V (3.31)

Das equagoes de Maxwell, que também sdo consequéncias de (3.27), sabemos que

para meios lineares

0’P O’E
ﬁ = Xeﬁow (332)
P ’B
V x a— = XeEOQVXE = —Xeeoa— (3.33)

ot
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Assim, o lado direito de (3.31) fica

[l (1P 9w PN e JOE i [ L
5 <c 5 ioV x ap | = XeHoto 2E+w 2N0B (3.34)

Xe 0?0
Levando este resultado em (3.31), temos
20*w
V2 - % o7 =0, (3.36)

que é a equacao de onda satisfeita pela funcido de onda do fé6ton em um meio dielétrico

linear e nao magnético, com ng =1+ Ye-
Se o meio for nao linear, a polarizagao elétrica sera dividida como

P = x.6oE

_ (3.37)
P = XeGOE + Pa

onde Y. é uma constante e P é devido a qualquer desvio de y. em relagdo a Y., que
pode ser causado por nao linearidades ou flutuagdes. Dessa maneira a equagao(3.31) se

transforma em

n? 0*w
vV — — =T, 3.38
2 ot? (3:38)
onde n? =1+ Y. e o termo de fonte é
1 O°P oP
f= % (é?t? oV x ) (3.39)

Assim, temos uma equacao de onda para a fungdo de onda do féton em um meio
material, nao linear e nao magnético. Para aplicarmos as ferramentas desenvolvidas,
realizaremos os célculos da geragdo de pares Stokes—anti-Stokes presentes no espalhamento

Raman.

3.3 Segunda Quantizacio

A funcao de onda do féton, até o momento, foi tratada com base em campos
classicos. Smith e Raymer [29] realizaram a segunda quantizacdo da teoria e mostraram
que podemos tratar problemas em mecanica quantica usando o formalismo. Para realizar a
segunda quantizacao, devemos partir da expressao da fungdo de onda em um meio material,

escrita em termos de suas helicidades

o, — \/g (B +iuB.), (3.40)

onde u ¢ a velocidade da luz no meio, e substituir os campos elétrico e magnético pelos

seus operadores. No trabalho [18], mostrou-se que a partir da quantizagdo da fungao de
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onda do foton, os operadores campo sao iguais aos operadores obtidos pelo método de
quantizacao tradicional. Assim, escrevendo os campos em termos de suas helicidades h e

como uma combinacao de operadores de criagdo e destruicao temos

wziz

=7 Z akh (k X ekh) iler—wt) -+ h.C., (342)

iler=wl) 4} c. (3.41)

onde w = ulk| = £[k|, sendo u a velocidade da luz no meio, Vg o volume de quantizagao e

axp, 0s operadores de destruicao do féton no meio.

Escrevendo Wy (r,t) em termos dos campos temos

. € hiw AA i(kr—w AT A% r—w
t) = zzk: \/; {1/26‘/@ [akhekhe (ker—wt) 4 althekhe ik t)} + (3.43)

ZL;}/:L [&kh (lAc X ékh) giller—wt) 4 ol (f< o ékh)* e*i(k-rfwt):| } |

Da secdo anterior, vimos que k x Exp. = e /21, porém na segunda quantizacao

teremos que k x &, = £e77/28,;, = £(—1)&, logo

. € hw AoA i(kr—w AT aA*x —ilkr—w
t) = zzk: \/g{,/%% {akhekhe (er—wt) 4 of &, etk t)} - (3.44)

howp . .
UL | —— [akhekhe

i(kr—w AT ax —i(kr—w
2V, Y dadiae ﬂ§'
Q

Sabendo que u = 1/,/€i1 temos

T . hw AA i(kr—w
‘I’h(I‘, t) =1 Z 7akhekh6 (k t).
k Q

(3.45)

Assim, temos o operador funcao de onda do féton em termos do operador de
destruicdo de campo, confirmando a afirmacao feita na secao anterior, de que a funcao de

onda do féton possui somente termos de frequéncia positiva.

Para escrevermos a funcao de onda de um féton a partir do operador devemos

utilizar a regra de extragdo. Mostrada por Smith e Raymer [29] temos

U(r,t) = (0[¥(r,1)[¢), (3.46)
onde (0] é o estado de vacuo e [i)) é o estado inicial, que depende do sistema estudado.

Para a funcao de onda de dois ou mais fétons, basta que apliquemos a mesma regra
para o produto de operadores de um féton e realizar a simetrizacao da funcao. Para dois

f6tons teremos

W(ry, 1y, 1) = S (0P (ry, 1) ¥ (ry, 1)[¢), (3.47)
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onde S é o operador de simetrizagao, ou seja, atua na funcao realizando a troca das

variaveis ry e rs.

Uma questao a ser considerada é a prova de que a funcao de onda de dois fétons
¢ dada pelo produto de dois operadores da funcao de onda e nao uma soma ou outra
combinagao, tendo em vista que uma soma de operadores levariam a uma superposicao de

estados de um féton. Tal questao se encontra provada no apéndice A.
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4 Geracao de Pares SaS

Embora céalculos perturbativos analogos a teoria BCS tenham sido feitos para
as amplitudes do processo SaS, ainda nao se tem evidéncia de que existam realmente
fendbmenos analogos a supercondutividade nos pares de fétons. Assim, podemos realizar
os calculos com uma abordagem diferente, garantindo melhor entendimento intuitivo
do fenomeno. Nesse capitulo, mostraremos brevemente o calculo perturbativo para o
processo SaS, em seguida realizaremos o calculo da funcao de onda de dois fétons para o

espalhamento SaS no dominio temporal e no dominio de frequéncia.

4.1 Calculo Perturbativo para o Processo SaS

Os estados multimodais' terdo sua populagdo dos modos descrita por { Ny}, re-
presentando { Ny, , Ni,, N, ---}. A aplicagdo de operadores de criagdo e destruigdo nos

estados multimodais é:

(k) {N}) = /N KN — 1) (4.1)
at (k') [N }) = /N + 1Ny +1}), (4.2)

. . , /]~ .
indicando que apenas os niimeros correspondentes a k' sao alterados e os demais ficam
inalterados. O vdcuo serd representado por |0). Estados com apenas 1 excita¢ao no modo

k e vdcuo nos demais modos serdo denotados por |k)

As frequéncias do laser, dos fétons espalhados com frequéncias menor e maior que
os fétons do laser e fonons serdo denotadas por wy, wi, wy € @, respectivamente. O desvio

de frequéncia no espalhamento SaS serd w = wy — w; = ws — wy, de modo que

w1 = wp — w, (4.3)

We = wy + w. (4.4)

Os operadores de campo para fotons e fonons serao dados por a e ¢, respectivamente.

A densidade de energia de interacao é

A

H Z Z A kg [ (k ) ikpr aT(kg)e—ike-r} [é(q)eiq-r + éf(q)e—iqr}

x {Z B(a, ki) [a(ky)e™ ™ =l (ki)e ™| + 37 B(g, ko) [a(ko)e™ ™ — aT(kQ)e—ikﬂ}} |

k1 k2

(4.5)

1 Serdo considerados estados multimodais como forma de realizar os calculos de forma mais geral.
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onde A(k,) = iy/hwe/(260Vg), C(q) = /h/(2mNVsw), B(q,ki) = B(q,ki)Aky) e
B(q,ks) = B(q,ks)A(ks), sendo Vg o volume de quantizagao, Vs o volume de inte-
ragdo, N o nimero de moléculas por unidade de volume, m a massa de uma molécula,

B(q,ky) e 5(q, ks) os coeficientes de acoplamento de fétons com fonons.

4.1.1 A matriz de transicao
Calcularemos a matriz de transicao em segunda ordem, isto é,

> LB o) (] A
T]ng:Z( | E\><E| [4)

v

= (f| Hest |1}, (4.6)

onde ) .
2 1 |v) (v H;

Hes =) , 4.7

f E,—E, (4.7)

v

|v) sdo os estados virtuais e £; sao as energias dos estados |7).

Consideraremos os estados inicial e final como

|Z> = ‘{Nke}> ‘Os> ’Oa> ‘Ov>7 (48)
1) = [N = 1, Ny = 1}) [k [) [0,) - (4.9)

Pode-se calcular a atuagdo do Hamiltoniano no estado |i),

H i) Z %j %jA (ki) B(d', k;)C(a') alky)a' (ky)el (g 'm0 g)
+ ; %ﬁ %) A(ky)B(d', K,)C(d) alkg)al (k) (g et im0 ). (4.10)
1 i) ZZZF (ki kb, o) [ Nig, — 11)[04) [5) [’} (4.11)
+ ékzigﬂkz,ka, q’1) [ Ng = 1}) [K;) 102) |a) , (4.12)
onde
F(ke,kj,q,1) = A(ke) B(q, k;)C(q)y/ N, expli(ke — k; — q) 1], (4.13)

No estado |f)
A1) = X 55 A4 () B ) O () af (k)a() e (q e 0K
k// k// q//

+ZZZA* k// B* " k//)C*( //) (k//) (k//)AT( ) 7i(k2/7k/1,+q”).r|f>. (4.14)

kl/ k// q//
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[:II]L ‘f) = ZZG*<kIZI>k27q”7r) ‘{Nkf - 17Nk£1 - 1>Nk2’ + 1}> ’k1> |02> |qll> >

k) qa”
+ 33 Gk ka, dr) [ Nig = 1, N = 1, Nigg + 1) [0) ko) a7, (4.15)

K/ q"

onde
Gk, kj,q,v) = A(ke) B(a, k;)C(a)y/ N, + Lexpli(ke —k; + ) - x]. (4.16)
Logo,

(F1H =33 ) ko, q",x) ({Ner = 1, Nt = 1, Ny + 1}| (ka | (0a] {a”], (4.17)

k; a”
+ 33 G ki, ") ({Nig = 1, Nr = 1, Nigy + 1} (0] (ko[ (@] - (4.18)

k; a”

E possivel ver que somente existirio |[v) conectando (f| H [v) (v] H |i) nas seguintes

situacoes:
lvi(@)) (vi(@)| = [(4.12)) {(4.17)| com k = kp, ky = k;". k) =ki,d' =q" =q, (4.19)
vi(@)) (vi(a)| = [(4.12)) {(4.17)|com k, = k;" ki =k;. k) =ki,d' =q" =q, (4.20)
[va(a)) (vz(a)| = |(4.11)) {(4.18)[ com k; = kg, ky =k, ky =ko,d' =q" =q, (4.21)
v3(@)) (va(@)| = [(4.11)) {(4.18)|com k; = k;" ki =k;. ks =k»,q' =q" =q. (4.22)

Dessa forma, teremos

Ei — E1 = Ez — Ei = h(u}g — W1 — (I)) = h(w - (IJ), (423)

Assim, podemos calcular os termos de transicao

(f] 2/ [v1) (v1] 2/ i) = F(ky, ki,q,1) G(k;', ko, q, 1),
(f1 B o)) (i) B |i) = F(ki' i, q,7) Gk, ke, q, 1),
(f B |v2) (va] B i) = F (ki ko, q,1) Gk ko, g, 1),
(f1 B [oy) (0] B |i) = F (k' kz, q, 1) Gk ki, g, 1)
(1 B o) (o] B i) = A expli(k] + ;' — ki — ko) -],
(FLE [0f) (vi] B Ji) = A" expli(ky’ + ki — ki — ko) -1,
(f1 B Jo) (va] B i) = A expli(k + ki — ko — ki) -1,
CFLE o) (bl B 1) = A expli(kl + ki — kg — k) - 1], (4.25)
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onde

A=Ak}, k" ki, ks, q) = A(k)) Ak} ) B(q, k1) B(q, ko) C*(q W\fkf W\fkn + 1,
A = Ak k' ki ke, q) = Ak A(ky') B(a, k) B(a, k) C*(a) /Nyt /Ny + 1. (4.26)

Considerando que Ny, > 1 em todos os estados, de modo que A~ A’, e

para todos os estados virtuais. Desta forma,

(2) KT 1 1 )
Ty ~ 2B ( 4.27
i BB T E-B 420
~ % im-r( 1 1 )
h w—w w+w
4B . w
~ I pikr T 4.28
h w? — o2’ (4.28)
onde
B= ZA(ké7kéI7k17k27q)' (430)
q

Nessa abordagem, pode-se perceber que no denominador da equagao (4.28), o
valor para w nao pode ser igual ao valor da frequéncia do fénon @, pois, nesse caso, o
valor da matriz de transicao ird divergir. Esse comportamento é devido ao fato de o
método ser implementado para um sistema fechado, ndo sendo possivel inserir o termo de
amortecimento. Esse termo é responsavel por levar em conta o tempo de vida do fénon no

material.

Dessa forma, os valores de w; e wo ndo podem ser os valores, w;, e w,, das frequéncias
Stokes e anti-Stokes ressonantes, ou seja, os valores que correspondem a fétons espalhados

por fonons reais do material.

4.2 Calculo da Funcao de Onda para a Geracao de Pares SaS

Para realizarmos os cédlculos para a geragao de pares SaS pelo método de fungao
de onda do féton, trataremos o processo por meio da teoria de espalhamento e em seguida

efetuaremos o processo de segunda quantizacao.

Partindo da equacao (3.38), devemos trabalhar o termo fonte. Para isso conside-
raremos um meio ativo de volume Vg, composto de moléculas tendo somente um modo
de vibracao com frequéncia de ressonancia wy. Além disso, consideraremos que o volume

Vs estda imerso em um outro meio linear de volume infinito de mesmo indice de refracao
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n, onde suas frequéncias de vibrac¢ao estao longe da frequéncia wy, isso para evitarmos

reflexdes internas.

Quando uma molécula estd sujeita a um campo elétrico externo, sua nuvem
eletronica se desloca com relagao aos ntcleos, produzindo um dipolo elétrico induzido p,
que em primeira ordem é proporcional ao campo elétrico, isto é, p = egaE. 2 Porém, a

polarizabilidade o depende da amplitude de vibracao () no modo considerado, isto é,

do
a=op+ = Q+ ..., (4.31)
dQ|,
onde a derivada é calculada na configuracao de equilibrio () = 0. Portanto, oscilagoes dos
ntcleos em torno da configuragdo de equilibrio produzirao oscila¢des na polarizabilidade

da molécula. Assim, o termo de flutuacao da polarizacao elétrica é dado por

P(r,t) = Nega' Q(r, t)Eq(r, t), (4.32)
onde p
—
o = aQ|; (4.33)

e N é o nimero de moléculas por unidade de volume. Logo, como o’ ndo depende da

frequéncia, a polarizacao elétrica responde diretamente ao campo elétrico E,(r,t).

De agora em diante, vamos considerar as moléculas como osciladores harmonicos
quanticos amortecidos, com frequéncia de ressonincia wg € 0 meio como um campo
molecular [34]. Para levarmos o amortecimento em conta, consideraremos que as moléculas
interagem com um reservatério ficticio de osciladores harmonicos, com um amplo espectro
de frequéncias e uma alta densidade de modos de frequéncia w;. Assumimos que os
osciladores do reservatorio nao interagem entre si e que a aproximacgao de Markov é
valida; isso é, a energia perdida pela molécula para o reservatério nunca retorna e que a
interacao reservatorio-molécula nao possui memoria. Existem modelos mais robustos para
o tratamento, porém o modelo adotado, além de possuir solucao exata e gerar resultados
compativeis com os experimentos realizados, descreve corretamente a perda de energia
de um oscilador harmonico para outros graus de liberdade vibracionais do seu ambiente,

assim como para campos eletromagnéticos [35, 36].

O hamiltoniano desse sistema composto é dado por

F[ = ﬁmol + [:\[res + ﬁint? (434)
onde .
H,, = hwo D (?)géq + ISQBL) (4.35)
q

? [o] = [p]/([€][E]) = C-m/(F/m - V/m) = C-m?/(F - V) = m®.
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¢ o hamiltoniano dos osciladores moleculares,
H. = fhz Z [w] (c]qc]q + CjqC; )} (4.36)
¢ o hamiltoniano dos osciladores do reservatoério, e

Hi = hzzz < jaq’ qu '+ Cjaa Ciab b ) (4.37)

¢ o hamiltoniano de intera¢ao na aproximacao de onda girante, com constante de aco-
plamento (jqq entre o modo espacial @' do campo molecular e dos modos espaciais g
com frequéncia w; do reservatério de osciladores. Podemos assumir, sem problemas, que
a interacao de cada molécula com o reservatorio é local, ou seja, cada molécula interage

somente com o oscilador mais préximo. Nesse caso, (jqq' = (j0q,q's €

ﬁint = hzzz <<;5qq qu 1+ G qq’chbT )
a q J
—hzz(ﬂqb # Gl

(4.38)

Com o hamiltoniano em maos devemos resolver a equagao de Heisenberg para
obtermos o operador B(t) na representacdo de Heisenberg e, assim, obtermos o operador
de amplitude de vibracdo molecular Q(r,t), que é escrito, em termos de operadores de

criagao e destruicao, como

h = > [Eq(t)em + Ok (t)e T (4.39)
q

onde M é a massa total de osciladores moleculares.

A solucao para lA)(t) é obtida adotando a aproximagao de Weisskopf-Wigner (veja
apéndice B) e ¢ dada por [35, 36]

ba(t) = bae S 4 L), (4.40)

onde by = bq(0) é independente de ¢, ou seja, é o operador de Schrodinger, @ é a frequéncia
de ressonéancia observada na presenca de amortecimento, com um pequeno desvio de wy, 7y

é a constante de decaimento e
_ S
t) = Z GiCiq
J

¢ um operador de Langevin, com média zero, que garante que a relagdo de comutacao dos

e—iwjt _ e—i(d)—iw/2)t

4.41
wj — @ +iy/2 (441)

operadores,[i)q(t), Bq (t)] = 0q,q'» S€ja satisfeita para qualquer ¢. Agora, devemos substituir

a solugao para o operador bq(t) na equacao de Q(r, t) para termos a expressao dependente
do tempo para o operador deslocamento.

A

Q) =gy { [ﬁq(t) 4 qu—i@—iv/?)t] e | {zg(t) 4 Bgei@—iv/?)t} e-iq-r} (4.42)

q
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A partir da equacgao (3.14), podemos escrever a equagao para o campo elétrico no

interior da matéria, em fun¢ao da fungao de onda do "féton vestido', W [18],

E= \/12_6 (w+97), (4.43)

£ = \/EE(r,t) + z'ff\/gB(r,t). (4.44)

Realizando agora o processo de segunda quantizacao, podemos escrever ¥ =

onde

¥_ + ¥, em termos da sua expansao em ondas planas e em termos de operadores de

criacao e destruicao de fétons nos seus respectivos modos

- . hw AA i(kr—w
\Ilh(r, t) =1 Z 7 Akh€khe (k t), (445)
k Q

onde h = =+ representa o estado de helicidade, Vg é o volume de quantizacido, w = ulk|,
u = c¢/n é a velocidade da luz no meio e ayy, é o operador de Schrodinger de destrui¢ao do

modo de onda plana correspondente. Usando (4.44) podemos escrever o operador campo

elétrico B = ﬁ)+ +E_ como
Z akhékhe"(k'r*“t) + h.c. (446)
V2615

Para escrever o termo de fonte (3.39), precisamos escrever P utilizando as expressoes

do campo elétrico e do operador deslocamento. Assim, a partir da equacao (4.32) e usando
(4.46) e (4.39) teremos:

Pi(r.t A\/_ZZ Grcnwne’ T “Jt){{ﬁ (t) + bge - w/2)} qﬂ

+ [ﬁ (t) + Bgei@—”/?)t} e_iq'r} + h.c.

T
q

—i(w+wj)t
r € R P | (R
- A\/_Z 6Lkhekh{e (kt+a)- [Z Cjchw—+’l"y/2 (b — 'Uq)6 (wt 7/Q)t:|
i(k—q)-r N Bt g e—ilw—a—ir/2)t L
+e ;Cjchu}j—@—i")//?_F( q—'Uq)C + c. .
(4.47)
onde -
- i%a
= — = 4.48
Ya ZJ: wj — @+ 1iy/2 ( )
‘  Nego'h
A= (4.49)

RENGAYE
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De (3.39) observa-se que temos que tomar as derivadas do termo Py, (r,t), assim,

(w +wj)€—i(w+w]-)t
w; — @+ 1iy/2

7Ph( r, t) — _ZA\/EZ &khékh{ei(k+q)'r Z Cjéjq
q.k J

+ (b — D) (w + @ — iy /Q)e—“w@—”/ﬂ

_ —i(w—wj)t
[Zgj (w chze—m/z (4.50)

+@L4®w—w—wm>lwwwmﬁ

82~
EEh n(r,t A\/_Zakhekh{e (era)r

) —i(wtw;)t

— 0 +1v/2

(w+ w,
ZCJCJQ

+ (b — ) (w + @ — w/2)26—2'<w+®—”/2>t}

2 ,—i(w—wj)t

4 cilla)r [ch ”w;fjfve_wz (451)

T }

Com as derivadas em maos, podemos agora escrever o termo de fonte (3.39). De
acordo com o que foi falado na se¢ao 3.1, podemos escrever nossa fungao de onda do foton
apenas com os termos de frequéncia positiva, pois ela é um sinal analitico complexo. Dessa

forma, escreveremos o termo de fonte consistentemente com esse fato, assim teremos

G bja Frrquio, 1 . om
- CZZ\/J[Z (,]uj]j A + (bq — 9q)Fria0.
q k )

@+ iy/2
(4.52)
UL LSRN
W — W —iy/2 a ~ Ya/tk-a 9|
onde C' = iNd uoeoh/(2ny2MOV,) , Qe =w+ @ —i7/2, Qs =w —w —iy/2 e
Fro = Q2 im0 Y g, (ékh Higokx ékh>. (4.53)

h

Para calcularmos a geragao de pares SaS utilizaremos o recurso da teoria do
espalhamento, onde usaremos a funcao de Green diadica, pois queremos levar todas as
polarizacdes em considerac¢ao [37]. Assumindo que um féton do laser interage com o meio

temos
\il(r, t) = Uy(r,t) + We(r, 1), (4.54)
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onde \ilg(r, t) corresponde ao féton do laser. O féton espalhado é representado por
A t —
W (r,1) = / dr’ / d'G(r, v ) E 1), (4.55)
V% 0

onde G é a funcio de Green diddica retardada [38]. Como estamos usando a aproximacio
de dipolo elétrico e observando no campo distante, é natural usar também a funcao de

Green correspondente [37, 38], tomando apenas o termo que decai com 1/ |r — /|

~ 1oyt 1 / / T oan
G(r,t;r',t') = mé(t—t —|r —1'| Ju)(I — 1)
1 -
~—0(t—t —r/u+t-r/u)(l —FT)
o ] (4.56)
~ rﬂé[t —(t—r/u+t-r'/u)({ — 1)
1 / A L PN
~ rwé[t — (t + v’ Ju)|(I — t1),

onder =|r|,t=r/r,r <ret.=t—r/u.

Ao substituirmos a fun¢ado de Green e o termo de fonte em (4.55), teremos os
vetores de polarizacao de (4.53) multiplicados pela diada (I — ##), onde I é a identidade,

assim
~ =N ~ AN A 1
éxn-(I — I1) = &y, — (€ T)T = €5, (4.57a)
(F X éyp)-(I — PF) =T x e, (4.57b)
onde ej, ¢ a projecio de €y, no plano normal a £. Observe que e, nao é normalizado. Os

vetores de polarizagdo €y, podem sempre ser escritos em termos de vetores de uma base

de polarizagao linear &,, €;, como mostra a figura 10.

Scattering
plane

Normal
plane

Figura 10 — Geometria do espalhamento. k indica a direcdo de propagacao do laser, 1
indica a dire¢ao de observacao e €,, €, and €, sao vetores de polarizacao linear.

ey = ap€, + [réy, (4.58)
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assim
ep, = ané, + Brcosfég = A(0)é,, (4.59)
onde €,,€&y formam uma base no plano normal, § é o angulo entre r e k e A(f) =
(Jan|® + |Bn]? cos? )12, A(6) é independente de h, pois |ay| = |a_| e |84] = |B_]|. Dessa
forma, éﬁh ¢ um vetor de polarizagao unitario ortogonal a r.
Substituindo (4.56) e (4.52) em (4.55) teremos integrais de um delta de Dirac na

variavel t' | logo os termos que serao afetados pela integragao serdo os termos exponenciais

que estao contidos na expressao de Fy . Assim, teremos as seguintes substituigoes:

()t = (b))t (b)) B =ty K (4.60)
(w—wj)t’—>(w—wj)tr+i(w w;) T -1’ =wit, + kj (4.61)
Qut’ — Qut, + iQaf'- r'=Q.t, +q, 1, (4.62)
Ot — Qut, + iQr r=Q.t, +q, 1. (4.63)
onde wf = w4 wj, w; =w—w;, kj = (w+w;))t/uek; =(w—w)i/u.

Realizando as substituigoes, o termo Wy (r, ) serd escrito como

A

A
= A

C G Ciq Fk+kj++q7w].+ a
Uyo(r, 1) = Ay dr'z Z \/E[Z o — Dt + (bq — 0q)Firq, +a0.
j J

i O+ 1iv/2 (460
T Fk+k+ —qw;

+z] jq

;i — 0 —1iy/2

+ (bL - @L)ﬁkJrqsfq,Qs

Supondo que Vs é suficientemente grande para aproximarmos as integrais em 7’ por

/
Jvs elle=K)r'] gyt — V0 ficaremos com

et 1Pt
I EL) S e A .
\I’ =D Z \/_ Z W—+7/7/2 (bka—k - Uka—k>Fk7Qa
*AT "J-
gk k_ ,w] N N ~ L
* Z — O —iv/2 + (bT ks Ultfks)Fk,Qs ) (4.65)

onde D =CV;/(27), ko = (w+ @)t /u, ks = (w — @)t /u e

Al . . .
Fk,Q(rv t) = A(Q)*B_mt’” Z axh eﬁh, (4.66)

. . CAA Al AL
onde usamos a identidade i6(f x é7) = é™.

Com o operador do estado de um féton em maos devemos agora utilizar a regra de
extragao descrita na referéncia [29]. Assim, ¢ necessaria a introdugdo de um estado inicial

para o sistema. Considerando o estado inicial descrito pela matriz densidade p = po ® prn,
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onde a parte eletromagnética é dada por pu, = |Vem) (Yem| com [¢,) = |1k, , 1k27/>, ou seja,
um estado com dois fétons do laser onde um estd no modo kg, e o outro no modo kj,_/,
ambos com a mesma frequéncia w,, nao necessariamente no mesmo estado de helicidade
e todos os outros modos sdo vacuo. O estado do meio é dado por oy = Puol @ Press
onde P, € pr.. correspondem aos estados molecular e do reservatério, respectivamente. O
processo é tido como paramétrico, isto €, o estado do meio nao é alterado pelo processo
de espalhamento. Assim, podemos escrever o operador fun¢ao de onda de dois fotons

utilizando a regra de extracao
TP (ry,10,1) = (0] Tep U (ry, )W (s, 1) [thn) | (4.67)

onde |0) é o estado de vicuo eletromagnético e S é o operador simetrizacao. Os estados

referentes ao meio, este estando em equilibrio térmico, sao
P = (L= ) D" ng) (ngl, (4.68)
q n

onde 7] = haw/(ksT'), ks é a constante de Boltzmann, nq é o niimero de fé6nons no modo g

(S

Pree = D (L= €M) > " e7MMa njq) (njql (4.69)

J a 7
onde n; = hw,;/(ksT).
Ao aplicarmos os operadores funcao de onda no estado inicial teremos termos
Al Al
eletromagnéticos do tipo Fy q(r1,)F) o/ (r2,t). Assim, teremos as seguintes relagdes com

.~ Al
os operadores de destruicao presentes nos operadores Fk,Q(r, t)

A Al A Al o Al Al ALl Al
(0] D Gttcy hy €,y Wiy [Yem) = Okt ko O 1, i, €+ Dby 1, Ok e € iy (4:70)
hi,ha

Para tratarmos os termos do meio consideraremos que, em temperatura ambiente,
a quantidade de fonons presentes, dada por N = (e7 — 1)7!, é bem pequena. Dessa
maneira podemos aproximar o estado do meio por p,., = |0,) (0,|, onde |0,) é o estado de
vacuo vibracional. Considerando que o meio estd em equilibrio térmico com o reservatorio,
podemos também aproximar seu estado como o estado de vacuo. Teremos entao termos
onde ha o produto dos operadores de criacao e destruicao para cada parte do sistema.
Como o processo é paramétrico, ou seja, o estado do meio nao se altera, somente os termos

do tipo bb' serdo capazes de acoplar os estados. Assim, teremos

<0V‘ éjlfhé}L'QQQ ’OV> = 5j17j26Q17QQ7 (471)
(0, bqlbih 10,) = Jq,.q,5 (4.72)
(0,] 0,08, 10,) = 3q, q,- (4.73)
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Escrevendo a equagao (4.67) com os termos relevantes, temos

.'. A
CJle j1k+ —ki 32k2 k—Fkl, +Fk27

lIl<2)(r1,r2,t) = 5’<O|D2 w
N P T e R

i) -

+bka_kl bkz—ks Fk1 Qa sz,ﬂs + Uka_kl ng—ks Fk1 Qa Fkg,ﬂs

Utilizando as relagoes (4.70)-(4.73) e escrevendo a equagdo somente com os §’s,

. . AL
deixando momentaneamente de lado os termos contidos em F | teremos

*
le ng 5kj+1 —ki ka—k; 5k1,ke 5k2,k2,

\II(Q)(I'l,I'Q,t) = DZ(J)S Z Z

o Wi =@+ 17/2)(wj, =@ +i7/2)

ki kz (4.75)
+ 25kak1,k2k55k1,k55k2,k2] :
Somando em ki, ko e j teremos
~ |C]|2Fk *Fi
U = D%y, 5 Bl B S
o = DS 2 T m g
+2e Fﬁw Fli_i,,ws 5ka+ks,k4+k2‘|7 (4.76)

A . . . / _
onde o operador S’ simetriza W, com respeito ary,ry e ko7, k, 77, w;-r = wetwj, w; = we—wy,

We = wWp + W, Wsg = wp —
0z
Fi o(r,t) = A()— e " &, (4.77)

e 6 é o angulo entre r e k.

O primeiro termo da equac@o (4.76) é uma lorenztiana com pico em w; = @ e
largura «y/2. Isso nos mostra que o valor da integral é dominado pelo valor @, assim,
podemos realizar a aproximagao w; ~ @ e no geral, v < @ <K wy. Dessa maneira podemos
substituir uﬂL pOT W, € w; por ws. O delta presente fixa £ + Ty + (F1 — Fo)w;/wp = k, +1A<;,

entdo podemos substitui-lo por 9, Podemos ainda trocar a somatoéria por uma

r +1‘2 ké+k
integral da quantidade de modos v(w) do reservatério entre w e w + dw, assim, teremos

|17 + e T (w F
P B, = / | Fig o " . (4.78)
(wj —@)? +72/4 / +72/4

onde wm =wy+wew =uw —w.

Na integral acima, o termo |{(w)|?v(w) varia lentamente com w. Como o termo na

integral possui um pico em @, o produto sera significativo somente em w = @. Escrevendo
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a integral explicitamente, fazendo a aproximacgao descrita e estendendo o limite inferior

para —oo teremos

dw

7‘<(W>‘2V<W)Fﬁe’w+Fi2,w_
(w—w)*+2/4

0 (4.79)

A . ) R R w2w2 o0 dweiw(rl—rg)/u
= AB)AW) & g e @Pw(@)

riTry w—w)2+~2/4

A integral acima pode ser resolvida analiticamente e resulta em

[e.o]

dw eiw(m—rg)/u v . B
— I —3|dt] jiwdt 4.80
/ w—02+2/4 270 (4.80)

onde 6t = r; — ro/u. Por definigdo o termo |¢(@)|*v(@) = 27/, logo
w2w? 7 dw e (r—r2)/u
(w—w)2+~2/4

A(02) A(2) & 61,21 (@) Pr(@)
172

2,,2
Al oAl WoWg o _ase io(ry—
:A<01)A<92) ekeTekZT/ a’s o Zétezwg(rl—i-rg)/uezw(m ra)/u
r1T2

(4.81)

2,2
Al Al WaWy

= A(61)A(62) &, €1,

6—%5t6i(wg+®)r1/uei(we—Gj)rg/u

rre

2,.,2
il Al WAwD s -
:A<(91)A<92) &ic, -Gt a¥s =30t giwar1/u giwsr2/u
™mr

= 6_%&FJ‘ (1‘1, t)FlJ(_ZWS (I‘Q, t)

k¢,wa

Voltando & equacao (4.76), podemos escrever a fun¢ao de onda para o campo
espalhado

@ _ P2, &, —3pl 1
‘I’SC =D CU[S e 2 er,wa<r17t)sz,ws(r%t)5f1+f2,124+12’2

+ 2 6_7t Fﬁz,waFiz,ws 5ka+k57ke+k2] . (482)

Estamos interessados no regime estacionério, isto é, no regime onde ¢ > 1/ logo
desprezaremos o segundo termo da equagao (4.82) logo teremos a func¢ao de onda dos dois

fotons espalhados

(4.83)

C

B ()05, 1) = 28 [, (01, 0) B (1, 1)] 0

ko+ky f1 482
onde ¥, (r1,t) e ¥, (ry, 1) possuem expressoes semelhantes a fungoes de onda de um féton

emitidos por dipolos elétricos localizados na origem, oscilando com frequéncias w, e wy,

respectivamente [39],

2
WO, ) = V2| K2 p A0)- e, |, (4.84)
s T
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com os momentos de dipolo p dados por

p= TPV DNV [ e (4.85)
Loy 2€o 2n MoV,

Vale lembrar que o resultado acima ¢ valido somente na aproximacao de campo

distante. No regime de campo préximo a abordagem é muito mais complexa como mostrado
em [40]. Embora a funcao de onda de dois fétons espalhada esteja escrita como um produto
de duas fungoes, o delta de Kronecker presente impoe uma relagao direta com o perfil
do laser. Assim, o perfil de deteccao de coincidéncia dos pares SaS segue o perfil do laser

incidido, como foi observado no trabalho [10].

Os vetores de polarizacao presentes em W, e W, sao projecoes dos vetores de
polarizacao do laser nos planos normais a r; e ry, logo se os fétons do laser possuem
polarizagao aproximadamente iguais, assim também serdao os fétons espalhados, como

verificado em [17].

O termo e~ presente em W (r1, 1y, 1), leva ao decaimento da probabilidade de
deteccao dos pares SaS quando um atraso é colocado em um dos bragos de detecgao. Isso
se da, pois é um termo que depende do tempo de vida do fénon presente no material, que
é 1/~ e foi medido em varios experimentos. O decaimento exponencial é consequéncia do

espectro Lorentziano dos pares SaS e valida a aproximacao de Weisskopf-Wigner utilizada.

4.3 Funcao de Onda de Pares SaS no Dominio de Frequéncia

Na secao anterior calculamos a funcao de onda de dois fétons para os pares SaS
no dominio temporal, onde foi possivel observar a sua dependéncia angular com o laser
e sua dependéncia com a polarizacao. Nessa se¢ao realizaremos os calculos no espacgo de
frequéncias, onde consideraremos os fétons como pulsos que podem ser atrasados um em
relagdo ao outro. Isso nos permitird fazer um andalise de experimentos de contagem de

coincidéncia.

Partindo da equagao (3.31) temos
1 0*°Ww o [ 10°P oP
Vi — — =/ =5 —ioVx— |
2oz Valcar "7V o

Escrevendo as fungoes W e a polarizagao P em termos da sua transformada de

Fourier, teremos suas expressoes no dominio de frequéncia dadas por

o

W(r,t) = ;ﬂ / O (r,w) e “tdw, (4.86)
1 7 .
P(r,t) = oy / P(r,w)e “dw, (4.87)

—00



Capitulo 4. Geragao de Pares SaS 50

onde ¥(r,w) e P(r,w) sdo nulas para w < 0.

Combinando as equagoes (3.31), (4.86) e (4.87) teremos

2 w? fio [w? .
VA(r,w) + S w) = - /2 [CP(r,w) + WbV X P(r,w). (4.88)

Podemos escrever a polarizacio P(r,w) como P(r,w) = x(w)eE(r, w) + P(r,w),
onde yeoE é a resposta do meio na mesma frequéncia do campo incidente e P representa

qualquer contribuicao residual de P. Assim, utilizando as equagoes de Maxwell teremos
V x P(r,w) = ix(w)ewB(r,w) + V x P(r,w). (4.89)

Logo, utilizando as equagoes anteriores teremos

2

V2 (r, w) + %rﬂ(w)‘l’(r, w) = £(r,w), (4.90)
onde n(w) = /1 + x(w) é o indice de refracao e
£(r,w) = MO\/?WQ F’(r,w) + 56V x P(r,w) (4.91)
w

¢é o termo de fonte escrito no dominio de frequéncia.

Para realizarmos os calculos seguiremos as mesmas condi¢ées colocadas no inicio
da se¢ao 4.2, porém, no caso presente, o indice de refracao dependera da frequéncia,
n(w), pois assim poderemos levar em conta a rela¢ao de dispersao do meio. Escreveremos
também o dipolo elétrico induzido pelo campo como p(t) = eya(t)E,(t), onde a(t) é a
polarizabilidade da molécula. Em primeira ordem, «(t) depende do deslocamento @ (t)

do ntcleo da posicao de equilibrio e é escrito como
at) = a, + Qx(t), (4.92)

onde o = da/dQ) é calculado na posi¢ao de equilibrio (Q = 0).

Assumiremos que o é independente de w na extensao de frequéncias eletromagné-
ticas consideradas no processo. Logo, para um campo elétrico composto de um valor de
frequéncia, teremos p(t) = a E, () + o'Qsz(t)E, (t). Na realidade tanto Q(t) quanto E(¢)
possuem larguras de linha diferente de zero, entao, levando em conta as aproximagcoes,

podemos escrever

P(r,w) = Nego! / dw' Q(r,w")E(r,w — '), (4.93)
0

onde N é o nimero de moléculas por unidade de volume.

Seguindo os mesmos passos da se¢ao 4.2 trataremos as moléculas como osciladores
harmonicos quanticos amortecidos e, assim, poderemos encontrar a expressao para o

operador Q(r,w) e escrever P(r,w), ou seja, no dominio de frequéncia.
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Pela solucao da equacao de Heisenberg feita na secao anterior temos a solucao para

o operador B(t) que é dada por
by (t) = bge @Dt L L (1), (4.94)

com . e
e iwit _ efz(wfzfy/Q)t

4.95
w; — @ ~+1iy/2 (4.95)

t) = Z Cjéjq

Nesse ponto do trabalho estamos interessados nos termos de regime estacionario,
portanto os termos transientes, ou seja, os termos que dependem de e~7*/2, serdo desconsi-
derados. Isso pode ser feito por uma substituicao de varidveis temporais t' =t — to, com
to > 1/~. Assim o operador no regime estacionario serd dado por

o—iw;(t'+to)
Z Gic quw—+w/2 (4.96)

Substituindo a equacao (4.96) na equacao para o operador )

=5 Z b §€ 9T+ B} —lqr> (4.97)
Cdo q

Qr.w) = / Q) e (4.98)

teremos

j)e—iwjto eiq'r ]*é;fq(s(w + wj)eiwjtoe—iqr

-aT P

onde G, = 2m\/h/(2Mwy).

Podemos escrever, no dominio de frequéncia, o campo elétrico do féton no meio

)

w; — O —y/2

em termos da funcio de onda do "féton vestido"¥ como [18]
E_ (T +W)
V2e

B(r,w) = \/EE(r,w) 4 i&@B(nw). (4.99)

Assim, como fizemos na secio 4.2 podemos expandir ¥(r,t) em termos de autofuncdes de

onde

energia e converté-lo em um operador de campo escrito nas suas componentes de helicidade

positiva e negativa‘if = \if+ + W_, onde

=1 Z —_— akhekhe iler—wt) . (4100)
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e h =+, — é a componente a helicidade. No dominio de frequéncia teremos

a hw -
\I’h(l‘, w) = 271 Z K &khékhe’k'ré(a} - wk). (4101)
a7
Utilizando as equagoes (4.99) e (4.101) podemos escrever o operador campo elétrico

em suas componente de helicidade positiva e negativa E= E+ + E_, onde

hwk

By (r,w) = 2mi Z arcneine™ o (w — wy) + c.h. (4.102)

Com as expressoes do campo elétrico e do operador ) em maos podemos calcular

o operador P(r,w). Assim teremos

=Cp Z ZZZ —akhekh/dw’d(w—w'—wk)

—iwjto k+q) éT ewito ei(k—q)~r
i — “ O(w' — w;) 4 2124 — S(w' + wj)
wj w—i—w/Z wj — @ —1y/2

=Cr Z Z Z Z % Gixch€xn (4.103)

—iw;to ot k+q) C* AT eiwsto 67j(k—q)~r
S(w—wj —wk) +
—w+iy/2

w—w—l’y/Q 5(w—i—wj—wk)]

Assim, podemos escrever o termo de fonte a partir da expressao (4.91) com

VxP=i XYY %akh

k h a j
Cj e~ Wwjto ot i(k+q)-r
S(w — w; — wie)(k
[ %—w+wﬂ (w = w; — @) (k +q)

C C zwjtoe i(k—q)-r

P — k — ¢ 4.104
e by k)| x w4100

Logo,

=GY Y g

A iwjto (k+(1)
lcjche et

. L k+ R
(ekh + ico X ekh)é(w — w; — wy)

éT ewijto ei(qu)-r -
—|— L — - (ékh —|— 265'
w; —w —1y/2

a. ékh>5(w + w; — wk)l. (4.105)

Dessa forma, como na se¢ao anterior, realizaremos o calculo da funcao de onda
espalhada utilizando o formalismo de fun¢oes de Green diadicas. Com o termo de fonte ja

calculado poderemos resolver a equagao (4.90). Escrevendo a fungao de onda teremos

A A

U (r,w) = U (r,w) + e (1, w), (4.106)
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onde \ilin(r,w) corresponde a funcao de onda do féton incidente. O operador funcao de

onda do féton espalhado é dado por

U, (r,w) = / dr'G(r, ;) E(r',w), (4.107)
Vs

onde [38]

= eiw‘r_rl‘/u(w) =

G(r,v';w) = —— (I — 1) (4.108)

Ay

é a funcao de Green retardada apropriada, referente a equagao (4.90) na aproximagao de
campo distante, u(w) é a velocidade da luz no meio em funcao da frequéncia, r = |r| e
I = r/r. Realizando a aproximacao feita na secao anterior teremos [r —r'| ~ r — ¢ - 1/,

assim,

- iwr/u(w) =
G(r7 I'/; W) = :Te—lkyr ([ — f'f’), (4109)
onde
w w
k, = P = Zp 4.11
1 u(w)r n(w) F (4.110)

Escrevendo o campo espalhado (4.107) temos

twr /u(w)
scrw CZZZZ/CZ Hwkeirdkhuﬂ

k h 4a ‘]VS

Cjéjq e—zwjtoe i(k+q—ki1)-r’ (A o k + q R ) =
- €exn + 1c X & I —11)0(w —w; —w
l Wy — @+ i7/2 kh 760 wn ) ( 0w — wj — i)

CT ezwjtoe i(k—q—ki)r’ _

9 X ékh) (I — f‘f‘)5(w + wj — wk) .

€y +ico
w]—w—w/Q ( K

(4.111)

Supondo que Vg é grande o suficiente, podemos aproximar as integrais em r’ por deltas da

seguinte maneira

/dI‘l ileta—ka) Vg(sk_kh_q, (4112)
/ dr'e’ = a k)T — Yo (4.113)

Dessa maneira, somando em q teremos

\Ilsc(r,w)chzk:zh:%: o Amr

A —iw,to
lCJCJkl—k e

wr /u(w
o erlue)
Axp W

k
(ékh Tich—L x ékh> (I —11)0(w — wj — wk)
w

wj — @+ 1y/2
At wjto
j Cik—k; ©

k, =
+ <ekh +ic6— X ekh> (I —11)0(w + wj — wi) | (4.114)
w

wj — @ —1y/2
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Da definigao (4.110) obtemos

zwr/u(w)
(r,w) CZZZ/CZ Y #&kh(/‘ﬂ
Vs

(G, € Wito _
X ujjj ]_1@ s <ékh +i6n(w)t X ékh> (I —1)0(w — w; — wi)

*AT iwito B

- C eI _
+ m <ékh + ion(w)t x ékh) (I —#2)0(w + wj — wy) | (4.115)

Para resolvermos as operagoes dos vetores de polarizacao pela diada proveniente

da funcao de Green, faremos o mesmo procedimento da secao anterior, onde teremos

ékh'(]__ f’f') = ékh — (ékhf‘)f‘ = eﬁh = Ak( )ef{_h, (4116&)
(F x &) (I — £F) = £ x i, = & x A(r)eg,, (4.116b)
com
Ak(t) = V]ewn- 8,7 + [ewn- & (£ - k)2 (4.117)
Substituindo na equacdo (4.115) e utilizando a propriedade 6t x &5, = &,

chegaremos a expressao final do operador fun¢ao de onda de um féton para o campo

espalhado

Cj A]k1 k€ zw]tod(w wk + w]) ;fé;rk_kl €iwjt05(w — Wk — (,Uj)
wj — @+ 1iy/2 wj — @ —iy/2

2
x [1+n(w)] Ax(r) “’7 /il (4.118)

Para obtermos a funcao de onda de dois fétons, usaremos a regra de extragao [29]

‘I’ég)(l‘17r2,w1,w2) = <0|‘i’sc(rl,w1)‘i’sc(1“2,w2)|¢> ) (4.119)
onde [1) é o estado de dois fétons incidentes e |0) é o estado de vicuo eletromagnético. Na
Eq. (4.119), para que tenhamos a fungao correta, W2 (ry, o, wy,wsy) deve ser simetrizado
com relagao a ri,ry e wi,wy. O estado de dois fotons incidente é um par de fotons
propagando ao longo das diregoes especificadas por k, e IE; com polarizagoes lineares €, e

éy, e pode ser escrito como
// dwpduy @02 g(we) g(wh) [Kes, Kper ) (4.120)

onde ky = n(w)weke/c e g(w) é o espectro dos pulsos incidentes. O fator exp [i(w, — w))7 /2]

leva em consideracao um atraso temporal 7 inserido entre os dois pulsos.
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Como vimos anteriormente o processo SaS é um processo paramétrico, logo os
estados vibracionais inicial e final do material sao iguais. Levando em conta o estado inicial
como o estado de vacuo de fonons |0,), o que é razodvel quando as energias do primeiro
estado excitado estdo bem abaixo de ki1, podemos escrever a funcao de onda de dois

f6tons como

\IIS(Q)(I'l, Tro, Wi, WQ =D Z Z Z // dw@dwg\/m 71(wjfwj/)to
- Ekek/

kX’ h,h' 5,5

x (O] axndine e [¥0) (0, ] Cj,klfkcjgkqu 10,) l(wﬁwéﬁ/zg(wt’)g(%)

(.U oJ
X [1 + n(wl)][l + n(WQ)]Ak(rl)Ak/ (rz) 7nl r2 piwirt/u(wi) zwer/U(wQ)elJ(-heli-,h,
1 72

CJC (5( — Wk — wj)é(u@ — Wy’ + (,dj/)

(w; — @+ i7/2) (wj — & — i7/2) (4.121)

onde D = |Cy |2, ny = n(wy), ny = n(ws), k1 = |ki| = nywi/c, e ky = |ka| = naws/c.

Ao realizarmos a atuac¢ao dos dois operadores nos estados iniciais, varias combi-
nacoes de termos de operadores @, af, ¢ e & sdo geradas. Entretanto, como o processo é
paramétrico e estamos acoplando o estado inicial de dois fétons com o estado de vacuo,

somente os termos do tipo é¢' e aa gerardo termos nao nulos.

Pelas relagoes de comutagao

[axn, ath/] = O 1/ On, 1 (4.122)
[jq> i) = Oq.ar 0z (4.123)

teremos as relagoes para os brakets na expressao (4.121)

(4.124)

<0 |CJ1q1 ]2q2 ‘0 > 5]17325q1,q2=
N Al oAl ALl Al
(0] tacn i s i [Yem) = Ot O 1, €5 8icr + Oty O ke, i Gy (4.125)
h,h!
Somando em j e j' e realizando o mesmo procedimento em (4.121) adotado nas

equagoes (4.78-4.79) teremos

By, 10,w01,00) = DY SC@)(E) [ dodeduy [

k,k/ h,h o Ekek/

X (0] e linerp 1) €02 g(wy) g(w)) i, - KKk —ks
w? w2
x [1 4 n(w)][1 + n(w2)] Ax(r1) A (r2) Tl 702
1 To

e — wie = w)dlws — wie +w) (4.126)
lw — @ + iy/2]?

zw17"1/u(w1) eiwzrg/u(wg)éi_héi_’h,
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Agora, substituindo a relacio (4.125), somando em k,k’, e #’ e levando em conta

que v(0)[¢(@0)]* = v/2m teremos

T (ry, 2, w1, wp) = D /// dusdeyde, (‘“"§°"{ T g g )
é

X [1 4 n(wn)][1 + n(ws)] A, (r1) Ay (rz)fl1 jfj

fwirt fu(w) piware /u(w2) 4l AL
e e ekisek/

" v o(w —wk — w)d(we — Wy + W)

2w — @ + iy /2|2 Ok -+ koK) (4.127)

onde os deltas de Dirac e de Kronecker garantem a conservagao de energia e momento,

respectivamente.

Para realizarmos a integral devemos especificar o espectro g(w) do pulsos incidentes.

Consideraremos pulsos com perfil Gaussiano dado por
glwe) = (FW?)ae wemwe2W? (4.128)

onde a largura de banda W do pulso é estreita o suficiente para realizar a aproximagao

\/wgwé/\/e(w)e(w;) ~ w./n*(w.). Assim, realizando as integrais em w; e w), podemos

escrever a expressao final para a funcao de onda de dois f6tons

w

\Ils(s)(rlvrQawlaWQ) = D;; I(wl,w2,7-)
c
2

w A
x [1+n(w)] A, (r1) — €' n(wi)wrri/e i

£

1

w% in(wa)wars/cal

X [1 4 n(wz)] Ay (r2) € &/
X 6k1+k2,kz+k27 (4129)

com
- +w)

I _  gilwr—ea)r/2 / g(wr = w)g(ws T, 4.130
(w17w277—) +,_)/2/4 € w ( )

Percebe-se que a integral acima é uma transformada de Fourier. Assim, pelo teorema
da convolugao podemos dizer que a transformada de Fourier de um produto de fungoes é

igual a convolugao das transformadas de Fourier das fungoes. Dessa forma
I(wy,wa, T) = el@17w2)7/2 [Fv(T) * Fg(T)], (4.131)
onde
T,(7) = e” e II2, (4.132)

¢é a funcao correlacao de amplitude para o fonon, e

o0

/ g(w1 — w)g(ws + w)e ™ dw. (4.133)

—00

1

F[(T) == %
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A funcao de correlagao I', na equagao 4.132 é simétrica em 7 como consequéncia
da aproximacao de caso estaciondrio feita na equagao 4.96. Entretanto, como o estado
inicial de fonon é vacuo, a simetria em 7 é nao fisica, pois o fénon nao pode decair antes

de ter sido criado. Isso pode ser resolvido modificando I', como
Ty(1) = e~ @7 77/20(r), (4.134)

onde O(7) é a fungao degrau. Dessa forma, utilizando a equagao (4.134) na equagao (4.131),

chegamos a uma expressao fisicamente correta dada por
e—aﬁ/W2
2W /7

onde 0w = — (W1 — w9) /2, W = w, — (w1 + w)/2,

Iwy,we, T) = F(ow, 1), (4.135)

F(dw,r) _ 67(WT)Q/46(7/2W7Wr/2+i6w/W)2

Y .
xerfc(2W g +ZW>, (4.136)

e erfc é a funcdo erro complementar dada por 1 — erf(z).

Assim temos a expressao para a funcao de onda de dois fétons no dominio de
frequéncia. No proximo capitulo abordaremos discussoes das situagoes de espalhamento e

suas implicagoes.



o8

5 Resultados e Discussoes

5.1 Casamento de Fase

Podemos fazer a analise do casamento de fase dado pela conservacao do momento
para acharmos os ngulos de propagagao dos fétons espalhados. Note que k; + ko = k, +kj,
A A~/
isto é, n(wy)wity + n(wa)wals = n(we)weke + n(wp)wyk,. Considerando o caso mais simples
A A~/
k, =k, e pulsos com banda estreita (wy ~ w, ~ w,.), podemos ver que as expressoes devem

ser simultaneamente

n(wy)wy cos by + n(ws)ws cos By — 2n(w.)w, = 0, (5.1)

n(wy)wy sin 61 — n(wq)wq sin By = 0. (5.2)

Logo, os fétons propagam com angulos #; e 05, em direcoes transversais opostas, definindo
cones ao redor da direcao de propagacao do laser incidente. Pode-se observar que a medida
que a largura de banda do laser se torna maior o padrao de propagagao em cones ¢é
destruido. Na figura 11 pode-se ver a solu¢do numérica das equagoes para 1000 eventos de

coincidéncia onde os pares sao representados por pontos azuis e vermelhos.

O calculo foi feito para o caso particular do diamante onde se incidem pulsos
de laser centrados em 633nm. A figura superior corresponde a pulsos de largura de
banda desprezivel, ou seja, laser monocromatico, sendo evidente a presenca do padrao de
propagacao em cones. Na figura inferior, por outro lado, vé-se que o padrao de cones foi
destruido, apresentando um apanhado de propagacao dos pares aparentemente aleatorios.
Isso se deu pois, nesse caso, foi modelada uma situagao experimental tipica onde a largura
de banda do laser ¢ finita, com valores de 105cm~! FWHM (0.14ps FWHM), focado por

uma objetiva de microscépio com abertura numérica de 0.2.

’ s . . . ™ . .
Os calculos numéricos foram realizados no software Mathematica'", onde foi criada
uma simulagao da incidéncia de um laser com os parametros descritos acima em uma
amostra de diamante e os pares de fotons detectados por um par de detectores apds

espalhados pelo material.

5.2 Experimentos de Pump-and-Probe

Ao obtermos a func¢ao de onda de dois fétons para os pares SaS argumentamos que
deveria ainda ser realizada a simetrizacao da funcao de onda com respeito as posigcoes r; e
ro e as frequéncias w; e wy. Entretanto, para experimentos de deteccao de coincidéncia,

geralmente sao posicionados filtros de polarizacao e frequéncia em frente aos detectores
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Figura 11 — Solugao numérica das equagoes (5.1) e (5.2) para 1000 eventos de coincidéncia
(pares azuis e vermelhos), referentes a uma amostra de diamante bombeada
por pulsos de laser centrados em 633nm. O grafico superior, onde o padrao de
cone ¢ claramente visto, corresponde a pulsos de laser colimados de largura de
banda desprezivel. O grafico inferior corresponde a pulsos de laser com largura
de banda de 105cm™~' FWHM (0.14ps FWHM), focado por uma objetiva de
microscopio com abertura numérica de 0.2, mostrando a destruicao do padrao
de cones.

localizados nas posigoes ry e ro. Com isso as probabilidades de deteccao nao possuem a

mesma simetria da funcao de onda.

Consideremos um experimento onde os pulsos do laser possuem polarizagdes ortogo-
nais e os campos espalhados somente podem ser detectados nas posi¢oes r; com frequéncia
wp e em ry com frequéncia woy, respectivamente. Portanto somente um dos dois termos do
lado direito de (4.135) serd detectado enquanto o outro serd absorvido pelos filtros. Dessa
forma a probabilidade de deteccao de um par de fétons com frequéncias w; e wo em funcao

do atraso entre os dois pulsos de laser §t é proporcional a |F(dw, 6t)[>.
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Pode-se analisar a fungdo | F'(dw, 0t)|? gerando gréficos normalizados de seus valores
para larguras de pulso W = 10y em fun¢do de Wt para diferentes valores do pardmetro

de detuning A = éw/W, como mostrado na figura 12.

1.0

0.8

o
o

|F(6w,ot))?
o
IS

o
()

o
o

Figura 12 — Gréfico da densidade de energia do par SaS normalizada em funcao do atraso
relativo entre os dois pulsos de laser Wdt, para W = 10~ e diferentes valores
de A = dw/dt. As linhas pontilhadas correspondem ao decaimento exponencial
do fonon exp(—ydt).

Observa-se que apds a sobreposicao dos pulsos de laser se tornar consideravel
(em Wt = 5), as curvas verde, amarela e azul podem ser ajustadas por um decaimento
exponencial exp(—~vdt), representado pelas linhas vermelhas pontilhadas. As probabilidades
relativas iniciais sio dadas por |F(WA,5/W)[* = 0.850,0.458,0.214 para A = 0, 1.0, 1.3,

respectivamente.

Em A = 0 o primeiro pulso de laser excita a rede do material e é espalhado um
foéton Stokes, com frequéncia menor que a do laser, criando um fénon no material com
probabilidade maxima. Em seguida esse mesmo fonon pode ser destruido pelo segundo pulso
de laser, com atraso relativo ao primeiro pulso de dt, espalhando assim um f6ton anti-Stokes,
com frequéncia maior que a do laser. Esse segundo evento ocorre com uma probabilidade
proporcional a uma exponencial decrescente, devido ao processo de decaimento interno do
fonon. Tal decaimento é causado por interagoes na rede do material como, por exemplo,

colisbes com outros tipos de excitagao do meio.

No outro extremo, ou seja, quando temos um detuning alto (A = 5), o processo
de espalhamento do par de fétons acontece somente quando os pulsos de laser incidentes
estao sobrepostos, ou seja, com 0t = 0. Nesse caso nao se pode afirmar que um fénon foi
de fato criado no material. Nesse trabalho nos referimos a tal processo como espalhamento
SaS Virtual, ao contrario do caso descrito anteriormente onde chamamos de espalhamento
SaS real. Ambos os casos foram confirmados experimentalmente [17], como mostrado
na figura 8 e teoricamente [8] com abordagens completamente distintas. No primeiro
caso, como discutido anteriormente, o ajuste da curva foi realizado por meio de calculos

fenomenolégicos, enquanto que no segundo caso foram utilizados calculos de sistemas
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quanticos abertos, por meio da técnica de equagao mestra.

Esse tipo de experimento nos permite avaliar o tempo de vida do fénon sendo
de grande valia para andlise de estados vibracionais em matéria condensada e, ainda,
se torna uma possivel ferramenta para a criagdo de memoria quantica em estado sélido
[11, 12, 13, 14, 15].

5.3 Espectro conjunto da funcao de onda de dois fétons

Com a fungao de onda de dois fotons U2 (rq, ry, wy,wy) em maos podemos realizar
uma andlise do espectro conjunto, no caso em que 6t = 0, ou seja, os pulsos de laser
incidentes estao completamente sobrepostos. Nesse caso a investigagao sera em cima do
efeito SaS virtual. Para tal assumiremos um regime de dispersao fraco onde o espectro da

fungao de onda em 4.135 serd dominada pelo termo I(wy,ws,0).

Nessa situacao observa-se que dois casos limites sao possiveis. No primeiro caso
temos W/y — oo, que é relativo a situacdo onde a amostra é bombeada por um pulso

ultra curto com baixa taxa de decaimento do féonon, onde teremos a expressao

I(wr, wa, 0) ox = (Was—w1)?/2W2 o —(w2—ws)?/2W? (5.3)

O segundo caso pode ser obtido na situagao onde W/y — 0, que corresponde a

amostra bombeada por um laser monocromatico, onde obtemos a expressao

O(wy + way — 2w,)
(W1 — Was — wp +ws)? + 9%

I(wl,wQ,O) 0.8 (54)

Em ambos os casos foram gerados graficos do espectro conjunto da fun¢ao W (ry, re, wy, wo)
com valores de W = 10y e W = 0.1v simulando, assim, os dois casos extremos descritos.

As figuras 13 e 14 abaixo representam os dois casos descritos.

As figuras sao gaussianas onde os eixos x e y correspondem as frequéncias dos
fétons espalhados com frequéncias maior que o pico Raman Stokes (indicado por wg) e
menor que o pico Raman anti-Stokes (indicado por w,g), respectivamente. Temos ainda
que levar em consideragao que, como os valores dos eixos estao divididos pelo valor de W,
temos uma diferenca de escala entre os graficos. A gaussiana da figura 14 possui tamanho

real muito menor que o da figura 13.

Na figura 13 observamos o caso limite /vy — oo. Nesse caso vemos pela expressao
(5.3) que o espectro é formado por um produto de fungoes. Assim, ao selecionarmos um
valor para o féton Stokes espalhado nao conseguimos obter um tinico valor para o foton
anti-Stokes correspondente, pois a gaussiana possui uma simetria de rotagao ao redor do

valor central.
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(wr—ws) /W

-10 -5 0 5 10
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Figura 13 — Espectro conjunto de W2 para W = 10~
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Figura 14 — Espectro conjunto de ¥ para W = 0.1~

Na figura 14 é mostrado o outro caso limite W/vy — 0. Nesse caso a expressao
(5.4) nos mostra que o espectro é uma fungao nao separavel, ou seja, nao é o produto de
duas fungoes independentes. Dessa forma vemos pela figura que, ao selecionarmos uma
frequéncia para o féton Stokes espalhado, podemos afirmar com relativa certeza qual
a frequéncia do féton anti-Stokes correspondente ao par. Na figura vemos o caso onde
W = 0.17, porém ao extrapolarmos para W = 0 a gaussiana que ainda possui uma largura
deverd ser uma reta. Assim, como a fun¢io de onda de dois fétons U2 descreve um estado

puro de dois fétons podemos afirmar que existe emaranhamento em frequéncias.

Tais caracteristicas sao esperadas, pois no caso do laser pulsado o pulso possui
todo espectro de frequéncias fazendo com que a frequéncia do féton gerador do par nao

possa ser completamente determinada. Assim nao é possivel que haja emaranhamento
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significativo. No outro caso como o laser é monocromatico a frequéncia é completamente

determinada, logo podemos saber com exatidao qual o par gerado.

Embora observemos emaranhamento no caso extremo W/vy — 0, a sua avaliagao
experimental ¢ de dificil execugao, pois para produzirmos pares de fétons com um laser
monocromatico é necessaria uma fonte de grande poténcia, nao sendo de facil aquisi¢ao
para os laboratérios. Nos casos analisados experimentalmente utiliza-se um laser pulsado
da ordem de 0.14ps gerando uma poténcia média suficiente para a geragao efetiva dos

pares.

5.4 Funcao de onda de dois fétons no dominio temporal

Neste trabalho realizamos os calculos para a funcao de onda de dois fétons nos
dominios temporal e de frequéncia. Sabendo que um dominio corresponde a transformada
de Fourier do outro devemos encontrar a funcao de onda de dois fé6tons no dominio
temporal a partir da expressao no dominio de frequéncia. Para isso devemos realizar

algumas aproximagoes na equagao (4.129).

Nas equagoes (5.3) e (5.4) podemos observar que temos picos nas frequéncias w; =
Was € we = wg. Dessa forma podemos aproximar os indices de refragdo ny ~ ng,s = n(was)

e ng ~ng = n(wg) em (4.129).

No geral, podemos escrever W (ry, 19, t1, t5) como a transformada de Fourier dupla
de W (ry, ry,wr,ws). Entretanto, como mostrado na referéncia [29], a fun¢ao de onda de
dois tempos é equivalente a uma funcao de onda de um tempo com a diferenca de tempo
t; — to compensada pela diferenca no tempos de propagagao da amostra para as posi¢oes

de detecgdo ry e ry. Assim,
&) L7 @)
‘IISC (rla Iy, t) = % dCL)ldCUQ\I’SC (r17 Iy, Wi, w?)
x g iwrtwa)t (5.5)

Realizando a aproximacao discutida temos
W (1, v, 1) = Femlmsnnsral/
(dip) (dip)
X \IJaSp (r1>t)\I’S Y (I‘g,t)
X 5kas+k5,k5+k27 (56)

onde F = Dwwiw?s(1+ng)(1+ nas)/n2, Kus = naswasti/c, ks = nswsta/c,

T (py f) = Mef(tfn)ZWQM efiwas(t*ﬁ)éli-el? (5.7)
r
\Ilédip) (ra, 1) = Me—(t—m)ZW'A’/Q e_z‘ws(t—rz)éif, (5.8)

L)
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TI = NasT1/C, € To = ngra/c.
Pode-se identificar as fungoes ¥'e” e W™ como funcdes de onda de um féton
correspondentes a fontes de dipolos pulsados com frequéncias centradas w,s and wg,

respectivamente. Assim podemos relacionar com as expressoes obtidas na secao 4.2.
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6 Conclusao e Perspectivas

O espalhamento SaS proposto por Klyshko, presente no espalhamento Raman, tem
sido observado e medido em experimentos. Uma descricao tedrica baseada em mecanica
quantica perturbativa foi proposta e observou-se a sua analogia a supercondutividade e a
teoria BCS. Entretanto, tal tratamento nao elucida com grande clareza todos os fenomenos

e caracteristicas de tal espalhamento.

Analisando os resultados obtidos experimentalmente, este trabalho teve como
objetivo a descricdo do processo SaS a partir de um formalismo paralelo, formalismo
esse denominado funcdo de onda do féton. Esse formalismo é baseado na ideia de se
escrever uma funcao de onda para o féton que descreva completamente suas caracteristicas
e propriedades, contrariando a grande maxima de que nao se pode escrever uma funcao de

onda para o féton no dominio de posicao.

A partir do tratamento pudemos obter teoricamente grande parte das caracteristicas
observadas nos experimentos realizados, assim como desenvolvemos uma base teérica para

a analise e calculo de outras propriedades dos pares.

Primeiramente calculamos, a partir da técnica proposta por Saldanha e Monken, a
funcao de onda de dois fotons para o espalhamento SaS no dominio temporal. O resultado
nos mostra que a luz espalhada possui um perfil de emissao igual a de um dipolo oscilante.
Nesse ponto do trabalho, foi possivel observar que o tratamento realmente gera a funcao
de onda de um par com frequéncias semelhantes ao fétons Stokes e anti-Stokes, como

observados no fendmeno.

Em seguida calculamos a funcao de onda de dois f6tons no dominio de frequéncia
que nos permitiu analisar algumas caracteristicas da emissao dos pares. Observou-se que a
analise do casamento de fase no processo de espalhamento gerou, a partir de simulagao
computacional, o resultado observado nos experimentos realizados. Foi mostrado que, para
o laser de incidéncia monocromatico, um padrao de cones é obtido. Em contrapartida, um
perfil de espalhamento de cones foi destruido, a medida que tornamos o laser incidente

pulsado com uma largura de banda finita de 105cm™".

Realizando a aplicacao para experimentos de pump-probe foi observado que o
tratamento utilizado assim como o resultado replica as curvas caracteristicas de decaimento
da populacao de fonons gerada na amostra. Isso permite utilizar o tratamento para analise

do tempo de vida de fénons em toda a gama de materiais.

Ao se analisar o espectro conjunto dos pares de fétons espalhados pode-se obter

informagoes sobre emaranhamento em frequéncia nos pares. Observou-se que para lasers
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de excitacdo monocromaticos € possivel observar algum grau de emaranhamento em
frequéncia. Por outro lado a incidéncia de luz pulsada destréi o emaranhamento. Esse
resultado mostra que a teoria obtida condiz com o previsto pois para termos uma luz
incidente pulsada todo o espectros de frequéncias deve ser considerado fazendo com que
nao seja possivel saber com certeza qual frequéncia foi a geradora de pares, ao contrario

do laser monocromatico que possui somente uma frequéncia bem definida.

Por fim tendo em vista que a funcao de onda no dominio temporal é a transformada
de Fourier da fungao de onda no dominio de frequéncia, deve ser possivel obter uma a
partir da outra. Mostramos que junto com algumas aproximacoes ¢ possivel aplicar a
transformada de Fourier na fun¢do de onda obtida no dominio de frequéncias e obter-se a

funcao de onda no dominio temporal.

Para trabalhos posteriores alguns elementos ainda precisam ser obtidos. Inicialmente
um estudo sobre o emaranhamento em polarizacao deve ser feito, tendo em vista que os
experimentos realizados observaram correlagoes entre a polarizacao do laser de excitacao
e a polarizacao dos pares emitidos, porém nao foi possivel concluir se, se trata de uma

mistura estatistica ou uma superposicao de estados de polarizagao.

Outro ponto a ser levado em conta é que, na medida da intensidade dos pares,
observa-se um grafico simétrico onde as contagens estao presentes somente entre os picos
Raman caracteristicos do material. Para valores maiores que o pico, o processo SaS virtual
nao é observado. Esse fendomeno nao pode ser obtido pelo tratamento atual e requer estudos

futuros.

Finalmente conclui-se que o tratamento do espalhamento SaS pelo formalismo de
funcao de onda do féton, reproduz grande parte das caracteristicas observadas experi-
mentalmente e fornece uma robusta ferramenta para obtencao de futuras propriedades do

fendmeno em questao.
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APENDICE A — Func3o de Onda de Dois

Fotons

A.1 Equac3do de onda para 1 féton em meios materiais

Em meios continuos, a equagao para a fun¢ao de onda do féton é [18]

No) 48 i

= oo L] Al
L coV X o (A.1)
o 100
. Mo
—ioVXW = ——— —J A2
v c ot Ty (8.2)
onde
=0, T, (A.3)
_ /o .
U, = ,/a(Ejt +icB,), (A.4)
o, = +W, (o é o operador helicidade). (A.5)

De forma compacta,
_ /¢o .

Aplicando ¢o'Vx nos dois lados de (A.1),

9 :
i§CJV><\I’ = AV x(VxW¥) - \/;TOCO‘VXJ. (A.7)

Aplicando (A.1) ao termo co VX W no lado esquerdo de (A.7) e lembrando que V- = 0,

chegamos a

90w , i
—(i— =V X(VxW) — \% A.
Z@t(Z 5 +\/2_€0J> c“Vx(VxW) \/2_6000 xJ (A.8)
e
1Y [ /103
2 _ — = — | —— — 7
viw - o =S (C o zo—VxJ). (A.9)

O vetor J ¢ dividido em J = J¢ + Jas + Jp, onde J; é devido ao movimento de cargas
livres, Jyy = VXM é devido & magnetizagdo e Jp = 9P /0t é devido a polarizagao elétrica.
No meio isolante e nao magnético considerado aqui, apenas a componente Jp sobrevive.
Logo, a equagao(A.9) se transforma em

1?0 g /1%P . _ P
VQ\IJ—C*2 82’:2 = 2(061:2—ZO'V><01:>. (AlO)
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Das equagoes de Maxwell, que também sdo consequéncias de (A.1), sabemos que para

meios lineares e homogéneos,

0*P O’E

oz X%@; (A.11)
oP 0 0°B
VX— T XG()&VXE = X5 (A.12)

Assim, o lado direito de (A.10) fica

10°P OP
Vo (G5 — 10V x5 ) = e (\f Et+io\ 5, g,m B) (A-13)

x 0°®

Levando este resultado em (A.10), temos
n? 9*w
Vi — 2or 0, (A.15)

que é a equacao de onda satisfeita pela funcao de onda do fé6ton em um meio dielétrico

linear e nao magnético, com n? =1+ y.

Se o meio for nao linear, a polarizagao elétrica sera

= YeE + P (A.16)
e a equagao (A.10) se transforma em
n? 9?W
V20 — Sop b (A.17)
com o termo de fonte - ~
1 o°pP opP

A.2 Equacao de onda para 2 fétons em meios materiais

De acordo com Smith e Raymer [29], a fun¢ao de onda para dois fétons é

\I’(2>(I'1,I'2,t) = chml:[]l(rla )® v (r27 ) (Alg)
lm
onde [,m = =+ e os coeficientes C},, devem simetrizar a funcdo de onda. Note que

U (ry 1y, t) # W(ry,t) @ W(ry,t), pois é possivel haver uma funcao do tipo ¥ (ry,re, t) =
W, (r,t) @¥_(ro,t) + ¥ _(r1,t) @ ¥, (ry, ), que representa um estado emaranhado e nao
¢ da forma W(ry,t) @ ¥(rs,t).

Aplicando i0/0t aos dois lados de (A.19),

0 0
at‘I’< '(rq,12,1) Zc’lm{|: —W(ry, )} ® Wiy (re,1) + ¥y(r1,1) ® [iat‘I’m(I‘%w} }
(A.20)
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Substituindo os termos entre colchetes por (A.1),

0 1
i—U® = sz{ {601 rot; W(ri,t) — —==J;(r1, )| @ ¥,,(ra, 1)

€
" Z. (A.21)
v to W - — .
=+ l(I‘l,t) X [CO'Q rots m(rz,t) \/2—€()Jm(r2,t):|}
0 y@ @ &)
za\lf = coiroty ¥ + cogroty U
(A.22)
= i 2 Cin [T0.0) © 2,0+ il 1) @ Jr2, )]
Aplicando —i0d/0t nos dois lados de (A.22),
32 i
8t2 ZZ:C'hn {|:CO-1 rot; \Ill(rlat) - ﬁ"] (r17 ):| ®\II (1'2, )
1
+ \Ill(rl,t) (029 |:CO'2 I'OtQ \I’m(rg,t) — \/2—60Jm(r2,t)]}
e Hca roty 2,000, 1) — —— 2 5ent )}@w )
- £ Im 1 1 ot I\11, \/2—6082,: I\11, 25
’ ; 5 (A.23)
+ [cal roty W,(ry, ) — \/Q_E[)Jl(rl,t)} © o W1, 1)
P :
+ g\Ill(rl,t) X |:CU2 I‘Otg \Ilm(rg,t) — \/;EJm(I'Q,t)]
+ ¥(r t)@{ rot Q\I' (r t)—LgJ (r t)]}
i\ra, Co2 2 g - m\t2 \/Q_ant m\r2,
872\11(2)——20 { rot {'8\11 (r t)}@llf (r t)+LgJ(r t) @ W, (re, t)
o012 = Z Im\ €01 1 Z(?t i\re, m\r2, \/2_eoatl L 2
0 ' 0
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Substituindo os termos entre colchetes por (A.1),

0? i
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Jl(rl,t) X |:CO'2 I'Ot2 ‘I’m(rg,t> —

_ \/;To J%Jm(rz’t)]

Z. (A.25)
+ |:CO'1 I'Otl \Ill(rl, t) — ﬁ:jl (I‘l, t):| X coy I‘Ot2 \I’m(rg, t)
1 1
_ \/2_60[001 roty Wi(ry 1) ~ e Ji(n, )} & T (12, 1)
+ W(ry,t) ® cop roty |:C0'2 roty W, (ra, 1) — \/;?OJm<I'2, t)
1 0
v —J
+ \/2_6() l(rh )® ot (r27 )}
1 82 (2) - 7/
C2 atij = chm{O'lI'Otl {Ulrotl \Ill(rl,t)—@.]l(rl, ):| ®‘I’ (I'Q, )
I,m
10
+ - at"]l(rla ) ®w <r27 )
+ 01 I‘Otl ‘IIZ<I'1, t) ® [0'2 I’Otg \Ilm(rg, t) — iJITn(rg, t):|
T, ) @ [02 rots W,,(rs,1) — i 3, (rs, t)]
(A.26)

+ |:O'1 I'Otl \I’l<r1,t) - ZJ;(I'l,t>:| X 09 I'Otg \Ilm(rg,t)
—z[alrotl Wy, ) — i JU(ry, )} © I (rs,1)

+ \Ill(rl,t) X (o) I‘Otg [0’2 I‘Otg ‘I’m(I‘Q, ) - ZJ (1‘2, )

10
+\Ill(r17t>® 8 J/ (1'2, )}7
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onde J' = \/po/2J.

1 02

= 8t2\11(2) = ZClm{rot [rot’1 W (ry,t) — J;(rl,t)} ® W,,(rs, 1)

19

at']/(rb )®‘Ij <r27 )

+ rot}] ¥(ry,t) ® {rot’2 W, (ra,t) — J (1o, t)}

- J;(rlat) ®

rot, W, (ro,t) — J/ (rs, t)}

(A.27)
+ {rot’l W1, ) — J(r1, t)} © roth, U, (rs, t)
— [rot’1 W (ry,t) — Jg(rl,t)} ® J! (ra,t)

+ WU, (ry,t) ® rot, {rot'2 W, (rg,t) — J (1o, 1)

W, ) ® gJ’ (rs, )},

/ e — y . .
onde rotj = —io;rot;.

182

o :ZClm{rot’lrot’l W11, 1) @ W, (s, £) — rot!, T)(r1,£) @ Wy (s, 1)

Lm
+ rot] Wy(ry,t) @ roty W,,(ra,t) — rot) W;(ry,t) @ I, (v, )
— Ji(r1,t) @ rot, U, (ra,t) + J)(ry, 1) @ I (ra, 1)
+ rot) ;(ry,t) @ rot, W,,(ry, 1) — J)(r1,t) @ roth, ¥,,(rs, 1)
—roty Wy(r,t) ® J), (rg,t) + Jj(r1,t) @ I}, (12, 1)

+ W(r1,t) @ rot, rot, ¥, (re,t) — Wy(ry,t) @ roty, I (12, 1)

= a1 ) @ Win(ra,t) = Wi(ry, 1) ® — 2, (ra, )}’

(A.28)
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1 02

> 8t2 VS Clm{ rot) rot] ¥;(r;,t) @ W,,(ra,t) + ¥(r;,t) @ rotyroty ¥, (ro, t)

lm
+ 2rot] ¥,(ry,t) ® roty, W,,(ry, t)
1 a / / !/
[ 8tJ (rq,t) + rot] Jj(ry, )] ® W, (ra, 1)

1 8 ! ! !
W, ) ® {c@ 3 (ra, )+r0t2Jm(r2,t)]

rot) W,(ry,t) — Jg(rl,t)] ® J,,(ra, 1)
()@ [rot; W, (ra, 1) — I (rs, t)}
— Jj(r1,t) @ rot, W, (ry, t)

—rot] ¥(r1,t) @ J, (rs, )}a

(A.29)

1 02

= 8752 e = Z Clm{ rot) rot] ¥,(ry,t) @ W,,(ra,t) + ¥;(r1,t) @ rotyroty W, (rs, t)

+rot!, W,(r1, 1) ® {rot; W, (v, ) — 3 (12, 1)
+ [I‘ot’1 W (ry,t) — Jj(ry, t)} ® roty W,,(ry, t)
1 a / / /
— |5 5p3i0) + vot, Ti(e1.0)| © (2, )
— U (r,t) ® [18J’ (rg,t) + roty, J, (v )]
\11, Cat m\+t2, 2

— [rot'l Wy (ry,t) — Jj(ry, )] ® J;, (12, 1)

—Ji(r,t) ® [rot’2 W, (ry, t) — J;n(rg,t)} },

(A.30)
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1 02

> 8152 T — Z Clm{ rot] rot] W;(ry,t) @ W,,(r2,t) + ¥;(r1,t) @ rot, roty, ¥,,(ro, t)

10 10
+2 e ) @ (L5 e 0)

10
[ 875J/<r1’ t) + rot} J;(rl,t)} R W, (12, 1)

—W(ry,t) ® [1811271(1*2, t) +rot, J (rs, )]},

c ot
(A.31)
1 82 1 02
Zsz{{ 252 (1‘1775)} ® W, (r2, t) + Uy (ry,t) ® [czathlm(rQ’t)]}
=3 C’lm{ rot) rot] ¥;(ry,t) @ W,,(ra,t) + ¥;(r1,t) @ roty roty ¥, (ro, t)
b (A.32)

10
{ atJ’(rl, t) + rot} Jj(ry, )} ® W,,(r, 1)

10
— U (r;,t) ® {Cat.];ﬂ(rg, t) +roty, J! (ra, )} }

1 02 1 02
%Clm[éaﬁ‘l’l(rbtﬂ ® W, (r2, ) + Y Crn ¥y (r1,8) ® [62(%2‘1%(1'2775)}

Iym

/ !/ 1 8 / / /
=y Clm{ rot) rot] W(ry,t) — { 6tJ 1(r1,t) + rot] Jj(rq, )} } ® W, (ra, 1) (A.33)
I,m

10
3 O, 1) ® {rot; rot), W, (ry, t) — L&J;n(r% £) + rot, I (ra, )] }
Ilym

Mas rot} rot; = —rot;rot; = V?, ja que as fungdes de onda tém divergéncia nula. Logo,
2

chm{[v W (r1, 1) — 612;21111(1'1, )} © W, (ra, 1)

=3 [15 rm»+mmmmﬂ®w<m>

1
+ ¥ (r,t) ® [

Ca‘]lm(rm t) 4+ roty J, (ra, )”

De forma mais compacta,

chm{{mlxpl r, )+F,(r1,t>} QW, (19, 1)+ W11, 1) ® {szpm(r% £) 4+ Fon (s, )]} 0,
(A.35)



APENDICE A. Fungio de Onda de Dois Fétons 79

onde . 5
_ 1 fm[d .
Fafr,t) =y /5 { £ Ja(n,t) — iorot Ji(r,t)], (A.36)

ou

ZOlm{DllIll(rl,t)} © W, (v, 1) + Wy(r1, 1) ® [Dﬂ: (rs, )]

l,m

(A.37)
=—> Cin [Fl(rl,t) @ W, (ro, ) + Wy(r1, 1) @ Fpp (12, )}

Se o meio for nao-magnético, sem cargas livres, homogéneo, isotrépico e nao
dispersivo, isto é, se possui um indice de refracao n que nao depende nem da frequéncia,

nem da posi¢ao e nem da diregao de propagagao, podemos usar (A.17) e (A.18) e escrever

2 62
ZClm{[ 5 81&2 (I‘1,t) —V%‘Ill(rl,t)—i—fl(rl, ) QRW,, (r27 )
n2 o2 (A.38)
+ \I,l<r1’t) ® [CQatQ\I’m(r%t) - vgqlm(r% ) + f <r27 ):|} = 07

com f dado por (A.18).

Suponhamos que os termos entre colchetes nao sejam identicamente nulos, isto é,

2 82
[Zaﬁqzl(rl, t) — VW, (ry,t) + fi(ry, t)] = Ay(ry,t), (A.39)
n? 9* )
(1) = V3 (1, 0) 4 E02,1)] = A1) (A.40)

Entao,
Au(rr,£) © W, (12, £) + Uy (r1, 1) @ Apn(ra, t)} 0. (A.41)

Z Clm
Im

Como os produtos €; ® €,, sao linearmente independentes, cada termo da somatéria deve

se anular, bem como o seu conjugado complexo, isto é,

Ay(ry,1) @ W, (1o, t) + Wi(r1, 1) @ Ay (re, t) =0, (A.42
A?(I‘l, t) ® \I’:n(I'Q, t) + \I!f(rl, t) ® A;kn(rg, t) =0. (A43)
Multiplicando as duas equagoes,
A (r1, ) 2@, (20, 1) 2 + [Al(rl,t)\ll?‘(rl,t)] [A;(m,t)xym(m,t)]
(A.44)

W, O A (52,0 + | A7, (e )] [ A, (2, 1)] =0
Paral=mer; =ry =r, devemos ter |A4;(r,t)|?|¥,(r, t)|? = 0 para qualquer r e qualquer [.
Como sabemos que |¥;(r, t)|? ndo ¢ identicamente nulo, a tnica possibilidade é A;(r,t) = 0.

Assim, a solugdo para (A.38) ocorre quando os dois termos entre colchetes sao

identicamente nulos, isto é, ¥, e ¥,, sdo solugoes das respectivas equacoes diferenciais
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com fonte. Logo,
U (ry, 1o, t) ZC;m{[\Il(m) ri,t ~|—/dr /d C:? rl,t;r’,t’)-fl(r’,t’)]
(A.45)

@ |y (et +/dr”/d VG, tir ) - 007,
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APENDICE B - Oscilador Harménico

Quantico Amortecido

O hamiltoniano do sistema composto é dado por

ﬁ = Hmol + }/\[res + }A[mm (Bl)
onde .
Floo = sty Y (B + bl (B.2)

q

¢ o hamiltoniano dos osciladores moleculares,
a. = —hz z [w] (c]qc]q + 298] )} (B.3)
¢ o hamiltoniano dos osciladores do reservatorio,

fu=hE Y (Gaba + Giadh ) (B.4)

qu
Gia 2/ M Miwguw? (B.5)

e Djq € a constante de acoplamento entre o modo q de vibragao do reservatério com

frequéncia w; e o modo q de vibracao do campo molecular.

Na descricao de Heisenberg, IA)q e Cjq dependem do tempo e suas equagoes de

movimento sao

dbq(t
;t( ) _ —iwobg ZZCJqC]b (B.6)
déﬂ‘;t(” = —iw;eiq(t) — iCjqbq(t). (B.7)

Supondo que a interagao tem inicio em ¢ = 0, a solucao de (B.7) é

Eiaqlt) = G ™ = iGq / ba(t') e i)y, (B.8)

onde ¢;jq = ¢j4(0). Levando (B.8) em (B.6),

N t

db (T .ooa . 5 A i 7 —iw; (t—t'

;t< ) - —iwobq(t) =i (qljae ™" — Z\quVQ/bq(t')e =0t (B.9)
J J 0
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Para resolver (B.9), vamos eliminar a dependéncia temporal rapida de Bq(t), fazendo [35]
bq(t) = Bq(t)e ™0t que leva a

dbg(t) o, dBq(t)
coilt =e OtT(; — wobg(1). (B.10)
Desta forma,
A t
dB
o) = T Gt = DGl [ Bot) e )
J 0
Tirando a transformada de Laplace dos dois lados de (B.9), temos
s By(s) — by = —@Z%—Z_‘@—qpéq(s% (B.12)
s+i(w; —wy) 57 s+ i(w; — wo)

~

onde by = B4(0) = by (0).

Suponhamos que as frequéncias w; dos osciladores do reservatério sejam muito
préximas, sendo v(w) a densidade espectral de modos. Assim, podemos aproximar a

somatéria do tltimo termo de (B.12) por

Z |Gl :/ v(w)|Cq(w)] dw

7 s tilw—wo) ) s+iw—wo) (B.13)
= ug(s)
Entao, .
x by + Rqy(s)
o(5) = ot e, (B.14)
q

com

— —@Z%. (B.15)

Para tomar a transformada inversa de (B.14), vamos fazer uso da aproximagcao de

Weisskopff-Wigner, que impica em tomar uq(s) = uq(0), isto é,

) =i [ A

= venlGalen) P Al (B.16)
= % +i1Aw,

onde P denota o valor principal da integral.

Dessa forma teremos

A Bq + Rq(s)

B = B.17
a(s) s+ %7+iAw ( )
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e podemos tomar a transformada inversa de Laplace para chegar a
by(t) = bge™ G L L (1), (B.18)
onde W = wy + Aw é a frequéncia observada quando ha amortecimento e

t
zq(t) = —/L Z C]*qéjq / e*’iwjtlef(%7+i®)(t7t/)dt/
j 0 (B.19)

—iwit _ efi(cbfi%'y)t

. €
= Z g'(chq
J

~ 1
Wj —w + 157
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