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Graduação em Matemática do Instituto de

Ciências Exatas da Universidade Federal de

Minas Gerais como parte dos requisitos para

a obtenção do t́ıtulo de Doutor em Ma-
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Abstract

In this thesis, the main object of study is the class of the (G, ∗)-algebras, that is, algebras

graded by a group G and endowed with a graded involution ∗. Firstly, we study the alge-

braic structure of the (G, ∗)-algebras. In this case, we characterize the finite dimensional

simple (G, ∗)-algebras over an algebraically closed field of characteristic zero, where G is

a finite abelian group. Moreover, we present the classification of the finite dimensional

simple (Cp, ∗)-algebras over any algebraically closed field of characteristic zero, for an odd

prime p, extending the results given in [4]. After that, we study the class of the (G, ∗)-
algebras in the context of the PI-theory. Our main goal is to characterize the varieties

of polynomial growth generated by finite dimensional (G, ∗)-algebras, where G is a finite

abelian group. As a consequence, we classify all varieties generate by finite dimensional

(G, ∗)-algebras of almost polynomial growth.

Keywords: polynomial identity, graded involution, codimension, almost polynomial

growth



Resumo

Nesta tese, o principal objeto de estudo é a classe das (G, ∗)-álgebras, isto é, álgebras

graduadas por um grupo G e munidas com uma involução graduada ∗. Primeiramente, es-

tudamos a estrutura algébrica das (G, ∗)-álgebras. Neste caso, caracterizamos as álgebras

(G, ∗)-simples de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica

zero, onde G é um grupo abeliano finito. Além disso, classificamos as álgebras (Cp, ∗)-
simples de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero,

onde p é primo ı́mpar, estendendo os resultados presentes em [4]. Em sequência, estuda-

mos a classe das (G, ∗)-álgebras na PI-teoria, tendo como objetivo principal caracterizar

variedades geradas por (G, ∗)-álgebras de dimensão finita de crescimento polinomial, onde

G é um grupo abeliano finito. Como consequência, classificamos todas as variedades ge-

radas por (G, ∗)-álgebras de dimensão finita de crescimento quase polinomial.

Palavras-chave: identidade polinomial, involução graduada, codimensão, crescimento

quase polinomial
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2.3 Álgebras G-simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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Caṕıtulo 1

Introdução

Nesta tese, consideramos F um corpo de caracteŕıstica zero, A uma F -álgebra associativa,

G um grupo e Cm um grupo ćıclico de ordem m. O nosso principal objeto de estudo

consiste nas (G, ∗)-álgebras, isto é, álgebras A =
⊕
g∈G

A(g) G-graduadas munidas com

uma involução ∗ tal que (A(g))∗ = A(g), para todo g ∈ G. Em particular, se G = C2,

então uma (C2, ∗)-álgebra é chamada de ∗-superálgebra. Neste trabalho, desenvolvemos

dois problemas centrais em relação às (G, ∗)-álgebras: o primeiro envolve a sua estrutura

algébrica e o segundo é o estudo dessa classe de álgebras na PI-teoria. Para melhor

compreendê-los, apresentaremos um breve contexto de ambos os casos.

Dizemos que A é uma álgebra simples se A2 6= {0} e os únicos ideais de A são {0} e

A. O Teorema de Wedderburn-Artin classifica as álgebras simples de dimensão finita: se

A é uma F -álgebra simples de dimensão finita, então A ∼= Mn(D), a álgebra de matrizes

n× n com coeficientes em uma álgebra de divisão D de dimensão finita sobre F .

Em sequência, ao considerar as álgebras munidas com alguma estrutura adicional,

tais como álgebras com involuções, álgebras G-graduadas e ∗-superálgebras, definimos de

forma similar as álgebras ∗-simples, G-simples e ∗-superálgebras simples. A extensão do

Teorema de Wedderburn-Artin em cada uma dessas classes de álgebras foram realizadas

em [19], [1], [4], respectivamente.

O primeiro problema presente nesta tese consiste em caracterizar as álgebras (G, ∗)-
simples de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero,

onde G é um grupo abeliano finito. Através desse resultado, apresentamos uma genera-

lização do Teorema de Wedderburn-Malcev para a classe das (G, ∗)-álgebras e classifica-

mos as álgebras (Cp, ∗)-simples, onde p é primo ı́mpar, estendendo os resultados presentes

em [4].

Agora, apresentaremos alguns resultados presentes na PI-teoria que são de interesse

para a apresentação do segundo problema a ser tratado. Sejam X um conjunto enumerável

de variáveis e F 〈X〉 a álgebra livre associativa gerada por X sobre F . Um polinômio em
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F 〈X〉 que se anula quando avaliado em quaisquer elementos de uma álgebra A é chamado

de identidade polinomial de A. Dizemos que A é uma PI-álgebra se satisfaz uma identidade

polinomial não nula. Denotamos por Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais

satisfeitas por A. Vale ressaltar que Id(A) é um T -ideal de F 〈X〉, ou seja, é um ideal

invariante por todos os endomorfismos de F 〈X〉.
Um importante estudo presente na PI-teoria consiste em determinar uma base para

o conjunto Id(A) visto como um T -ideal. Em 1950, Specht conjecturou que o T -ideal

de uma álgebra associativa sobre um corpo de caracteŕıstica zero é finitamente gerado,

resultado provado somente em 1987 por Kemer [12]. Porém, apesar da grande relevância

desse trabalho, Kemer não apresentou uma maneira de obter tal base.

Com o intuito de tornar mais fact́ıvel o estudo do T -ideal de uma álgebra, Regev

[18] introduziu a sequência de codimensões de uma álgebra A denotada por {cn(A)}n≥1.

Essa sequência desempenha um papel importante na PI-teoria, pois é capaz, de certa

forma, mensurar o crescimento das identidades polinomiais que são satisfeitas por A. Ao

considerar a variedade V gerada por uma álgebra A, definimos cn(V) = cn(A).

Um questionamento que surge ao tratar a sequência de codimensões de uma álgebra

é em relação ao seu comportamento assintótico. O primeiro resultado nesta direção foi

obtido por Regev [18], provando que A é uma PI-álgebra se, e somente se, {cn(A)}n≥1 é

exponencialmente limitada, isto é, existem constantes C, α > 0 tais que cn(A) ≤ Cαn,

para todo n ≥ 1.

Dizemos que uma variedade de álgebras tem crescimento polinomial da sequência de

codimensões se existem constantes C, α > 0 tais que cn(A) ≤ Cnα, para todo n ≥ 1. Em

[13], Kemer mostrou que uma variedade V tem crescimento polinomial se, e somente se, G,

UT2 /∈ V , onde G denota a álgebra de Grassmann de dimensão infinita e UT2 é a álgebra

das matrizes triangulares superiores 2×2 com coeficientes em F . Consequentemente, tem-

se que as álgebras G e UT2 geram as únicas variedades de crescimento quase polinomial,

ou seja, essas variedades têm crescimento exponencial, mas toda subvariedade própria de

var(G) e var(UT2) tem crescimento polinomial.

Os resultados de Kemer foram estendidos para as classes das álgebras com involução,

álgebras G-graduadas e ∗-superálgebras em [7], [21], [4], respectivamente.

O segundo problema deste trabalho consiste na classificação de variedades geradas por

(G, ∗)-álgebras de crescimento quase polinomial. Atingimos nosso objetivo na classe das

variedades geradas por (G, ∗)-álgebras de dimensão finita, onde G é um grupo abeliano

finito.

Esta tese foi divida em três caṕıtulos. No Caṕıtulo 1, apresentamos conceitos e de-

finições básicas sobre álgebras G-graduadas e álgebras com involução. Recordaremos que

existe uma dualidade entre G-ações e G-graduações, onde G é um grupo abeliano finito.
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Além disso, apresentamos os conceitos necessários para definir a álgebra de grupo torcida,

uma álgebra fundamental para este trabalho.

No Caṕıtulo 2, apresentamos a definição e as propriedades do principal objeto de es-

tudo deste trabalho: as (G, ∗)-álgebras. Definimos o conceito de álgebras (G, ∗)-simples e

apresentamos uma extensão do Teorema Wedderburn-Malcev para essa classe de álgebras.

Além disso, caracterizamos as álgebras (G, ∗)-simples de dimensão finita sobre um corpo

algebricamente fechado de caracteŕıstica zero e apresentamos uma lista completa das

álgebras (Cp, ∗)-simples de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de

caracteŕıstica zero, onde p é um primo ı́mpar.

No Caṕıtulo 3, estudamos as variedades geradas por (G, ∗)-álgebras. Neste contexto,

definimos a sequência de (G, ∗)-codimensões de uma (G, ∗)-álgebra e estudamos seu com-

portamento assintótico. Neste caṕıtulo se encontra o principal resultado desta tese: a

classificação das variedades geradas por (G, ∗)-álgebras de dimensão finita de crescimento

quase polinomial, onde G é um grupo abeliano finito. Mostramos que existe apenas uma

quantidade finita delas e exibimos uma lista completa das (G, ∗)-álgebras de dimensão

finita de crescimento quase polinomial.

Os resultados presentes nesta tese foram publicados em [17].
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Caṕıtulo 2

Conceitos Básicos

Ao longo deste trabalho, consideraremos F um corpo de caracteŕıstica zero, A uma álgebra

associativa sobre F , G um grupo multiplicativo, com elemento neutro 1, e Cm um grupo

ćıclico de ordem m. Se A é uma álgebra unitária, denotaremos também por 1 o elemento

neutro multiplicativo de A.

Neste caṕıtulo, iremos apresentar a definição de álgebras graduadas por um grupo G,

também conhecidas como álgebras G-graduadas. Recordaremos que existe uma dualidade

entre Ĝ-ações e G-graduações, onde G é um grupo abeliano finito e Ĝ denota o conjunto de

todos os caracteres irredut́ıveis de G. Além disso, serão apresentadas algumas definições

que nos levarão a conceituar a álgebra de grupo torcida, sendo esta uma álgebra de

fundamental importância para este trabalho. Na última seção, recordaremos também o

conceito e alguns resultados fundamentais a respeito de ∗-álgebras.

2.1 Álgebras G-graduadas

Nesta seção, definiremos as álgebras G-graduadas, exibiremos exemplos e apresentaremos

os principais resultados utilizados no decorrer desta tese sobre essa classe de álgebras.

Definição 2.1. Uma álgebra A é graduada por um grupo G, ou simplesmente, A é uma

álgebra G-graduada, se A pode ser escrita como a soma direta de espaços vetoriais A =⊕
g∈G

A(g), tais que A(g)A(h) ⊆ A(gh), para todos g, h ∈ G.

Diante desta definição, ao considerar uma álgebra A =
⊕
g∈G

A(g) G-graduada, então

todo elemento a ∈ A pode ser escrito como a =
∑
g∈G

a(g), onde a(g) ∈ A(g). Em particular,

se A é uma álgebra G-graduada unitária, então 1 ∈ A(1).

Um elemento a ∈ A(g) é chamado de homogêneo de grau g e denotamos por deg(a) =

g o seu grau homogêneo. Os subespaços vetoriais A(g) são chamados de componentes
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homogêneas de A de grau g, e um subespaço B de A é chamado homogêneo, ou de um

G-subespaço, se B =
⊕
g∈G

B ∩ A(g). Analogamente, definimos G-subálgebras e G-ideais.

Sabemos que, se G é um grupo finito, então dada qualquer álgebra G-graduada A, o

seu radical de Jacobson, denotado por J(A), é um G-ideal de A (ver [2], Teorema 4.4).

Fixada uma G-graduação na álgebra A, o suporte da G-graduação de A é dado por

supp(A) = {g ∈ G | A(g) 6= {0}}.
A partir de agora, iremos apresentar alguns exemplos de álgebras G-graduadas.

Exemplo 2.2. Toda álgebra A possui uma G-graduação. De fato, basta considerar

A(1) = A e A(g) = {0}, para todo g ∈ G − {1}. Esta G-graduação é chamada de G-

graduação trivial.

Exemplo 2.3. Sejam A1 =
⊕
g∈G

A
(g)
1 e A2 =

⊕
g∈G

A
(g)
2 álgebras G-graduadas. Considere

B = A1⊕A2 e B(g) = A
(g)
1 ⊕A

(g)
2 , para todo g ∈ G. Então B =

⊕
g∈G

B(g), fornece uma G-

graduação para a álgebra B. Tal procedimento pode ser estendido para uma quantidade

arbitrária de álgebras G-graduadas.

Exemplo 2.4. Sejam A =
⊕
g∈G

A(g) e B =
⊕
g∈G

B(g) duas álgebras G-graduadas e denote

por S = supp(A) e T = supp(B). Se os elementos de S e T comutam entre si, então uma

G-graduação em C = A⊗B é dada por

C(r) =
∑
g1g2=r

A(g1) ⊗B(g2),

onde r ∈ ST , e C(h) = {0} para todo h /∈ ST .

Exemplo 2.5. Sejam G um grupo e FG a álgebra de grupo de G sobre F munida com

o produto usual, isto é, dados dois elementos β1 =
∑

aigi e β2 =
∑

bjgj em FG, então

β1β2 =
∑
i,j

(aibj)(gigj), onde ai, bj ∈ F e gi, gj ∈ G.

Considere os espaços vetoriais FG(g) = spanF{g}, para todo g ∈ G. Assim, FG =⊕
g∈G

FG(g) fornece umaG-graduação para a álgebra FG, chamada deG-graduação canônica.

Exemplo 2.6. Seja A = Mn(F ) a álgebra de matrizes n × n sobre F . Fixe uma n-upla

α = (g1, . . . , gn) ∈ Gn. Denotamos por eij as matrizes elementares usuais, para todos

1 ≤ i, j ≤ n. Para cada g ∈ G, considere o seguinte subespaço de A:

A(g) = spanF{eij | g−1
i gj = g}.
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É imediato que A(g)A(h) ⊆ A(gh), para todos g, h ∈ G. Assim, a decomposição Mn(F ) =⊕
g∈G

A(g) é uma G-graduação para Mn(F ), chamada de graduação elementar induzida pela

n-upla α. Vale ressaltar que podemos assumir g1 = 1 em α.

Exemplo 2.7. Sejam C2 = 〈g〉 e n = k + l um inteiro não negativo com k ≥ l ≥
0, k ≥ 1. Considere a álgebra Mn(F ) com C2-graduação elementar induzida pela n-upla

α = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, g, . . . , g︸ ︷︷ ︸
l

). Esta C2-graduação pode ser vista da seguinte maneira:

Mn(F )(1) =

{(
P 0

0 S

)
| P ∈Mk(F ), S ∈Ml(F )

}
e

Mn(F )(g) =

{(
0 Q

R 0

)
| Q ∈Mk×l, R ∈Ml×k(F )

}
.

Neste caso, denotaremos essa álgebra C2-graduada por Mk,l(F ). Observe que, quando

l = 0, então Mk,0(F ) é a álgebra Mk(F ) com C2-graduação trivial.

Vejamos um exemplo que será importante ao longo deste trabalho.

Exemplo 2.8. Considere a álgebra Mn(F ) com G-graduação elementar induzida pela

n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn e seja B =
⊕
g∈G

B(g) uma álgebra G-graduada. Considerando

C = Mn(F )⊗B, nosso intuito é fornecer uma G-graduação para a álgebra C. Para isso,

definimos

C(g) = spanF{eij ⊗ b | deg(b) = h, g−1
i hgj = g},

para todo g ∈ G. Claramente,
⊕
g∈G

C(g) é uma G-graduação para a álgebra C chamada

de graduação induzida. Observe que, sendo Mn(F ) uma álgebra unitária, então B é uma

G-subálgebra de C. Se a álgebra B for unitária, então Mn(F ) é uma G-subálgebra de C.

Definição 2.9. Sejam A =
⊕
g∈G

A(g) e B =
⊕
g∈G

B(g) duas álgebras G-graduadas. Dizemos

que uma aplicação φ : A → B é um isomorfismo de álgebras G-graduadas, se φ for um

isomorfismo de álgebras que satisfaz φ(A(g)) ⊆ B(g), para todo g ∈ G.

Considere a álgebra C = Mn(F ) ⊗ B com G-graduação descrita no Exemplo 2.8. É

bem conhecido que a álgebra C é isomorfa, como álgebra, a Mn(B). Agora, Mn(B) com

G-graduação induzida pela n-upla α = (g1, . . . , gn) ∈ Gn tal que deg(eijh) = g−1
i hgj, para

toda matriz elementar em Mn(F ) e para cada elemento homogêneo h ∈ B(h), é isomorfa,

como álgebra G-graduada, a álgebra C.
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Exemplo 2.10. Denote por A1 e A2 a álgebra M3(F ) munida com C3-graduação ele-

mentar induzida, respectivamente, por α1 = (1, 1, g) e α2 = (1, g2, g2). Mostraremos que

as álgebras A1 e A2 são isomorfas como álgebras G-graduadas. Para isso, começaremos

exibindo a C3-graduação de cada uma dessas álgebras.

A C3-graduação elementar induzida por α1 = (1, 1, g) na álgebra A1 é dada por:

A
(1)
1 =


F F 0

F F 0

0 0 F

 , A
(g)
1 =


0 0 F

0 0 F

0 0 0

 , A
(g2)
1 =


0 0 0

0 0 0

F F 0

 .

A C3-graduação elementar induzida por α2 = (1, g2, g2) na álgebra A2 é da seguinte

maneira:

A
(1)
2 =


F 0 0

0 F F

0 F F

 , A
(g)
2 =


0 0 0

F 0 0

F 0 0

 , A
(g2)
2 =


0 F F

0 0 0

0 0 0

 .

A aplicação φ : A1 → A2, tal que φ(e11) = e33, φ(e22) = e22, φ(e33) = e11, φ(e12) =

e32, φ(e13) = e31, φ(e21) = e23, φ(e23) = e21, φ(e31) = e13 e φ(e32) = e12, fornece que as

álgebras A1 e A2 são isomorfas como álgebras C3-graduadas.

Exemplo 2.11. A álgebra UTn das matrizes triangulares superiores n×n sobre um corpo

F com G-graduação elementar induzida pela n-upla α = (g1, . . . , gn) ∈ Gn é denotada

por UTαn . É importante ressaltar que Valenti e Zaicev [22] mostraram que, a menos de

isomorfismo de álgebras G-graduadas, toda graduação em UTn é elementar.

Denotaremos por G = 〈1, e1, e2, . . . | eiej = −ejei〉 a álgebra de Grassmann de di-

mensão infinita sobre F .

Exemplo 2.12. Se G é um grupo de ordem par, então a álgebra de Grassmann G tem

uma G-graduação dada da seguinte maneira: tome um elemento g ∈ G de ordem 2. Dessa

forma, definimos G(1) como sendo o espaço gerado por todos os monômios de comprimento

par em e′is, G(g) como sendo o espaço gerado por todos os monômios de comprimento

ı́mpar em e′is e G(h) = {0}, para todo h 6= 1, g. Denotamos por Gg a álgebra G com esta

graduação. Observe que, se g1, g2 são elementos distintos em G de ordem 2, então Gg1 e

Gg2 não são isomorfas como álgebras G-graduadas.

Agora, definiremos a seguir a subálgebra de UT4 que tem importante relevância para

este trabalho.
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Considere

M =




a b 0 0

0 c 0 0

0 0 c d

0 0 0 a

 | a, b, c, d ∈ F
 .

Observamos que J(M) = spanF{e12, e34} é o radical de Jacobson de M . Além disso,

dada uma G-graduação em M , temos que J(M) é um G-ideal de M .

A classificação das G-graduações, a menos de isomorfismo de álgebras G-graduadas,

presentes na álgebra M é apresentada a seguir.

Teorema 2.13. A menos de isomorfismo de álgebras G-graduadas, a álgebra M possui

uma das seguintes G-graduações:

1. M (1) = spanF{1}, M (g1) = spanF{e11 + e44− (e22 + e33)}, M (g2) = spanF{e12− e34},
M (g3) = spanF{e12 + e34} e M (h) = {0}, para todo h /∈ {1, g1, g2, g3}, com g2

1 = 1 e

g1g2 = g3;

2. M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33}, M (g) = spanF{e12, e34} e M (h) = {0}, para todo

h 6= 1, g;

3. M (1) = spanF{1, e12 − e34}, M (g) = spanF{e11 + e44 − (e22 + e33), e12 + e34} e

M (h) = {0}, h 6= 1, g, com g2 = 1;

4. M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33}, M (g1) = spanF{e12}, M (g2) = spanF{e34} e

M (h) = {0}, para todo h 6= 1, g1, g2;

5. M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33, e34}, M (g) = spanF{e12} e M (h) = {0}, para todo

h 6= 1, g;

6. M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33, e12}, M (g) = spanF{e34} e M (h) = {0}, para todo

h 6= 1, g;

7. G-graduação trivial, ou seja, M (1) = M , M (g) = {0}, para todo g ∈ G, g 6= 1.

Com o intuito de demonstrar este teorema, apresentaremos alguns resultados.

Lema 2.14. Sejam G um grupo e A =
⊕
g∈G

A(g) uma álgebra G-graduada. Se um elemento

homogêneo e ∈ A é idempotente, então e ∈ A(1).

Demonstração. Seja e um elemento idempotente não nulo e homogêneo de A. Suponha

que, para algum g 6= 1, e ∈ A(g). Logo, e = e2 ∈ A(g2), e como, A(g) ∩ A(g2) = {0},
obtemos que e = 0, uma contradição.
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Para o próximo resultado, recordemos que dada uma álgebra A e um subconjunto

A1 ⊆ A, definiremos o anulador à esquerda de A1 em A por Annl(A1) = {a ∈ A | aa1 =

0, para todo a1 ∈ A1}.

Lema 2.15. Sejam A =
⊕
g∈G

A(g) uma álgebra G-graduada e a ∈ A um elemento ho-

mogêneo. Então, o anulador à esquerda de a em A é um subespaço graduado.

Demonstração. Suponha que a ∈ A(g1), para algum g1 ∈ G.

Se x ∈ A, então x =
∑
g∈G

x(g), onde x(g) ∈ A(g), para todo g ∈ G. Suponha que

x ∈ Annl(a). Logo, 0 = xa =
∑
g∈G

x(g)a. Notemos que, x(g)a ∈ A(gg1), e além disso,

gg1 6= gg2, para todo g1 6= g2. Dessa forma, xa é dado pela soma de elementos em

componentes homogêneas distintas, e assim, x(g)a = 0, para todo g ∈ G. Portanto,

x(g) ∈ Annl(a), para todo g ∈ G.

Agora, estamos aptos para demonstrar o Teorema 2.13. Suponha que M é uma álgebra

G-graduada. Inicialmente, considere αi, βi, γj ∈ F, i = 1, 2, j = 1, . . . , 4, tais que

B = {1, a, α1e12 + α2e34, β1e12 + β2e34},

é uma base homogênea para a álgebra M , onde a = γ1(e11 + e44) + γ2(e22 + e33) + γ3e12 +

γ4e34. Observe que, se αi = 0, então βi 6= 0 e αj 6= 0, para i = 1, 2 e j 6= i. E também, se

βi = 0, então αi 6= 0 e βj 6= 0, para i = 1, 2 e j 6= i. Além disso, como B é uma base de

M e dimF (J(M)) = 2, necessariamente γ1 6= γ2.

Denotaremos por F ∗ o grupo multiplicativo do corpo F .

Para obter o nosso objetivo, analisaremos todas as posśıveis dimensões da componente

identidade de M :

1. Suponha que dimF (M (1)) = 1. Então existem g, gi ∈ G, i = 1, 2, 3, tais que, ou

dimF (M (g)) = 3, ou dimF (M (g1)) = 2 e dimF (M (g2)) = 1, ou dimF (M (g1)) =

dimF (M (g2)) = dimF (M (g3)) = 1. Assim, analisaremos esses casos a seguir.

• Suponha que, para 1 6= g ∈ G, dimF (M (g)) = 3. Considere M (1) = spanF{1},
M (g) = spanF{a, α1e12 +α2e34, β1e12 +β2e34} e M (h) = {0}, para todo h 6= 1, g.

i. Se g2 = 1, então a(α1e12 + α2e34) = γ1α1e12 + γ2α2e34 ∈ M (1). Diante

disso, temos que {
γ1α1 = 0

γ2α2 = 0.
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Se γ1 = 0, então γ2 6= 0. Logo, α2 = 0, e assim, α1 6= 0 e β2 6= 0. Com

isso, M (g) = spanF{γ2(e22 + e33) + γ3e12 + γ4e34, e12, β1e12 + β2e34}. Como

g2 = 1, temos que e12a = γ2e12 ∈ M (1), e conclúımos que γ2 = 0, uma

contradição.

Se α1 = 0, então α2 6= 0 e β1 6= 0. Assim, γ2 = 0, e com isso, γ1 6= 0.

Diante disso, M (g) = spanF{γ1(e11 +e44)+γ3e12 +γ4e34, e34, β1e12 +β2e34}.
Portanto, γ1e34 ∈M (1), e assim, γ1 = 0, uma contradição.

ii. Se g2 6= 1, então

a2 = γ2
1(e11+e44)+γ2

2(e22+e33)+γ3(γ1+γ2)e12+γ4(γ1+γ2)e34 = 0. (2.1.1)

Logo, γ1 = γ2 = 0, uma contradição. Conclúımos que este caso não pode

ocorrer.

• Considere que, para 1 6= g1, g2 ∈ G distintos, M (1) = spanF{1}, M (g1) =

spanF{a, α1e12 + α2e34}, M (g2) = spanF{β1e12 + β2e34} e M (h) = {0}, para

todo h /∈ {1, g1, g2}.

i. Se g2
1 = 1, então a(α1e12 +α2e34) ∈M (1). Como vimos anteriormente, essa

situação não ocorre.

ii. Se g2
1 = g2, então a2 ∈M (g2). Com isso, γ1 = γ2 = 0, uma contradição.

iii. Se g2
1 = h, onde h 6= 1, g2, então a2 = 0. Logo, γ1 = γ2 = 0, uma

contradição.

Portanto, conclúımos que este caso não pode ocorrer.

• Suponha que, para 1 6= g1, g2, g3 ∈ G distintos, M (1) = spanF{1}, M (g1) =

spanF{a}, M (g2) = spanF{α1e12 + α2e34}, M (g3) = spanF{β1e12 + β2e34} e

M (h) = {0}, para todo h /∈ {1, g1, g2, g3}

i. Se g2
1 = 1, então a2 ∈ M (1). Assim, a2 = µ1, para algum µ ∈ F . Pela

Equação 2.1.1, temos que γ2
1 = γ2

2 = µ. Como γ1 6= γ2, então γ1 = −γ2.

Portanto, podemos considerar a = e11 + e44 − (e22 + e33) + γ3e12 + γ4e34.

Agora, analisaremos os posśıveis resultados que podemos considerar da

operação g1g, para cada g ∈ G. Pelo fato que g2
1 = 1, se g1g2 = 1, então

g1 = g2, uma contradição. Além disso, observe que, g1g2 6= g1 e g1g2 6= g2,

pois g1, g2 6= 1. Então, ou g1g2 = g3, ou g1g2 = h, h /∈ {1, gi}, i = 1, 2, 3.

Suponha que g1g2 = g3. Como g2
1 = 1, então g1g3 = g2. Por um lado,

existe λ1 ∈ F , tal que

a(α1e12 + α2e34) = α1e12 − α2e34 = λ1(β1e12 + β2e34).
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Segue de forma imediata que αi, βi 6= 0, i = 1, 2. Logo, λ1 = α1β
−1
1 =

−α2β
−1
2 . Assim, podemos considerar α2 = −α1β

−1
1 β2. Por outro lado,

existe λ2 ∈ F , tal que

a(β1e12 + β2e34) = λ2(α1e12 + α2e34).

Analogamente ao caso anterior, temos que αi, βi 6= 0, i = 1, 2, λ2 =

β1α
−1
1 = −β2α

−1
2 e α2 = −α1β

−1
1 β2. Diante disso, temos que M (g2) =

spanF{e12 + αe34} e M (g3) = spanF{e12 − αe34}, onde α = −β−1
1 β2.

Agora, vamos denotar por M̃ , a álgebra M com G-graduação dada por

M (1) = spanF{1}, M (g1) = spanF{e11+e44−(e22+e33)}, M (g2) = spanF{e12−
e34}, M (g3) = spanF{e12 + e34} e M (h) = {0}, para todo h /∈ {1, g1, g2, g3}.
Vamos mostrar que M̃ é isomorfa a álgebra M com a graduação que cons-

trúımos nesta situação. Para isso, considere a aplicação

f : M → M̃

1 7→ 1

e11 + e44 − (e22 + e33) + γ3e12 + γ4e34 7→ e11 + e44 − (e22 + e33)

e12 − αe34 7→ e12 + e34

e12 + αe34 7→ e12 − e34.

Claramente, f é um isomorfismo de álgebras G-graduadas.

Para finalizar, suponhamos que g1g2 = h, h /∈ {1, gi}, i = 1, 2, 3. Neste

caso, a(α1e12 +α2e34) = α1e12−α2e34 = 0. Uma contradição, pois α1 e α2

não são ambos nulos.

ii. Se g2
1 = g2, então a2 ∈ M (g2). Pela Equação 2.1.1, temos que γ1 = γ2 = 0,

uma contradição.

iii. Seguindo o mesmo racioćınio do anterior, conclúımos que g2
1 6= g3.

iv. Se g2
1 = h, h /∈ {1, g1, g2, g3}, então, a2 = 0. Através da Equação 2.1.1,

temos que γ1 = γ2 = 0, uma contradição.

Assim, obtemos o item 1. do Teorema 2.13.

2. Considere que dimF (M (1)) = 2. Analisaremos os seguintes casos:

• Suponha que, para 1 6= g ∈ G, M (1) = spanF{1, a}, M (g) = spanF{α1e12 +

α2e34, β1e12 + β2e34} e M (h) = {0}, h 6= 1, g. Claramente, temos que M (g) =

spanF{e12, e34}, e assim, e12 e e34 são elementos homogêneos. Observe que,

Annl(e12) = spanF{e12, e34, e22 + e33} e Annl(e34) = spanF{e12, e34, e11 + e44}.
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Logo, pelo Lema 2.15, temos que Annl(e12) e Annl(e34) são espaços homogêneos.

Diante disso, como e11 +e44 não pode ser uma combinação linear dos elementos

de M (g) e e11 + e44 é idempotente, temos que e11 + e44 ∈M (1). Analogamente,

conclúımos que e22 + e33 ∈ M (1). Logo, a G-graduação é dada por M (1) =

spanF{e11 + e44, e22 + e33}, M (g) = spanF{e12, e34} e M (h) = {0}, h 6= 1, g.

Portanto, obtemos o item 2. do Teorema 2.13.

• Considere que, para 1 6= g ∈ G, M (1) = spanF{1, α1e12 + α2e34}, M (g) =

spanF{a, β1e12 + β2e34} e M (h) = {0}, h 6= 1, g.

i. Se g2 = 1, então a2 ∈ M (1). Logo, existem λ1, λ2 ∈ F , tais que a2 =

λ11 + λ2(α1e12 + α2e34). Isso implica que
γ2

1 = λ1

γ2
2 = λ1

γ3(γ1 + γ2) = λ2α1

γ4(γ1 + γ2) = λ2α2.

Assim, obtemos que γ2
1 = γ2

2 . Sendo que γ1 6= γ2, conclúımos que γ1 = −γ2

e, com isso, podemos considerar a = e11 + e44− (e22 + e33) + γ3e12 + γ4e34.

Mostraremos que αi e βi são não nulos, para todo i = 1, 2. De fato, se

β1 = 0, então α1 6= 0. Assim, M (g) = spanF{a, e34}. Por outro lado,

e34a = e34 ∈ M (1), e assim, α1 = 0, uma contradição. Realizando esse

mesmo racioćınio para as outras constantes, temos o resultado desejado.

Portanto, temos que M (1) = spanF{1, e12 + αe34}, M (g) = spanF{e11 +

e44 − (e22 + e33) + γ3e12 + γ4e34, e12 + βe34} e M (h) = {0}, h 6= 1, g, para

certos α, β ∈ F ∗. Por fim, como g2 = 1, temos que

(e11 + e44 − (e22 + e33) + γ3e12 + γ4e34)(e12 + βe34) ∈M (1).

Assim, temos que β = −α.

A álgebra M com esta G-graduação é isomorfa, como álgebra G-graduada,

à álgebraM comG-graduação dada porM (1) = spanF{1, e12−e34}, M (g) =

spanF{e11 + e44 − (e22 + e33), e12 + e34} e M (h) = {0}, h 6= 1, g. De fato,

basta verificar que a aplicação f , definida anteriormente, também é um

isomorfismo de álgebras G-graduadas para esse caso. Diante disso, temos

o item 3. do Teorema 2.13.

ii. Se g2 6= 1, então a2 = 0, e como vimos, essa situação não pode ocorrer.

• Considere que, para 1 6= g1, g2 ∈ G distintos, M (1) = spanF{1, a}, M (g1) =

spanF{α1e12+α2e34},M (g2) = spanF{β1e12+β2e34} eM (h) = {0}, h /∈ {1, g1, g2}.
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Dessa forma, a(α1e12 +α2e34) ∈M (g1), ou seja, existe µ ∈ F , tal que a(α1e12 +

α2e34) = µ(α1e12 + α2e34). Com isso temos o seguinte sistema

{
(γ1 − µ)α1 = 0

(γ2 − µ)α2 = 0

Se α1, α2 6= 0, então γ1 = γ2 = µ. Uma contradição, pois γ1 6= γ2. Diante

disso, consideraremos os seguinte casos.

i. Se α1 = 0, então β1 6= 0 e α2 6= 0. Assim, γ2 = µ e γ1 6= µ.

Sabemos também que, a(β1e12 + β2e34) ∈ M (g2). Utilizando o mesmo

racioćınio anterior e sendo β1 6= 0, conclúımos que β2 = 0. Assim essa G-

graduação é dada por M (1) = spanF{1, a}, M (g1) = spanF{e34},M (g2) =

spanF{e12} e M (h) = {0}, h /∈ {1, g1, g2}.
Sendo que e12 e e34 são elementos homogêneos, então, pelos Lemas 2.14,

2.15 e, como visto no caso anterior, conclúımos que e11 + e44, e22 + e33 ∈
M (1). Portanto, M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33}, M (g1) = spanF{e34},
M (g2) = spanF{e12} e M (h) = {0}, para todo h /∈ {1, g1, g2}

ii. Ao considerar que α2 = 0, conclúımos, de maneira similar ao caso anterior,

que α1 6= 0, β2 6= 0 e β1 = 0. Logo, M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33},
M (g1) = spanF{e12}, M (g2) = spanF{e34} e M (h) = {0}, para todo h /∈
{1, g1, g2}.
Portanto, obtemos o item 4. do Teorema 2.13.

• Suponha que, para 1 6= g1, g2 ∈ G distintos, M (1) = spanF{1, α1e12 + α2e34},
M (g1) = spanF{a},M (g2) = spanF{β1e12 + β2e34} e M (h) = {0}, h /∈ {1, g1, g2}.
Logo, temos que a(α1e12 + α2e34) ∈M (g1). Então, existe λ ∈ F tal que

a(α1e12 + α2e34) = λa.

Isso implica que


λγ1 = 0

λγ2 = 0

λγ3 = γ1α1

λγ4 = γ2α2.

Suponha que λ = 0. Se α1 = 0, então α2 6= 0 e, assim, γ2 = 0. Sabendo

que γ1 e γ2 não são ambos nulos, então γ1 6= 0 e podemos supor que γ1 = 1.

Logo, a é um elemento idempotente. Portanto, a ∈M (1), uma contradição. Se

α2 = 0, então, analogamente ao caso anterior, conclúımos que a ∈ M (1), uma



22

contradição.

Se λ 6= 0, então γ1 = γ2 = 0, uma contradição. Portanto, esse caso não ocorre.

3. Suponha que dimF (M (1)) = 3. Analisaremos os seguintes casos posśıveis.

• Considere que, para 1 6= g ∈ G, M (1) = spanF{1, a, α1e12 + α2e34}, M (g) =

spanF{β1e12 + β2e34} e M (h) = {0}, h 6= 1, g. Observe que

a(α1e12 + α2e34) = γ1α1e12 + γ2α2e34 ∈M (1),

então existem constantes λi, i = 1, 2, 3, tais que γ1α1e12 +γ2α2e34 = λ11+λ2a+

λ3(α1e12 + α2e34). Com isso, temos o seguinte sistema.


λ1 + λ2γ1 = 0

λ1 + λ2γ2 = 0

λ2γ3 + λ3α1 = γ1α1

λ2γ4 + λ3α2 = γ2α2.

Primeiramente, é posśıvel verificar que, λ1 = λ2 = 0, pois γ1 6= γ2. Assim, nos

resta solucionar o seguinte sistema

{
α1(λ3 − γ1) = 0

α2(λ3 − γ2) = 0.

Observe que, se λ3−γ1 = λ3−γ2 = 0, então γ1 = γ2, uma contradição. Assim,

temos os seguintes casos para analisar.

Se α1 = 0, então α2 6= 0 e β1 6= 0. Por sua vez, temos que a(β1e12 + β2e34) ∈
M (g). Utilizando de maneira análoga o racioćınio anterior e como β1 6= 0,

temos que β2 = 0. Assim, os elementos e12 e e34 são homogêneos. Como visto

nos outros casos e pelos Lemas 2.14 e 2.15, conclúımos que e11 +e44, e22 +e33 ∈
M (1). Portanto, M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33, e34}, M (g) = spanF{e12} e

M (h) = {0}, h 6= 1, g. Logo, obtemos o item 5. do Teorema 2.13.

Se α2 = 0, então, de modo análogo ao caso anterior, temos que α1, β2 6= 0

e β1 = 0. Dessa forma, temos que M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33, e12},
M (g) = spanF{e34} e M (h) = {0}, h 6= 1, g. Dessa forma, temos o item 6. do

Teorema 2.13.

• Suponha que, para 1 6= g ∈ G, M (1) = spanF{1, α1e12 + α2e34, β1e12 + β2e34},
M (g) = spanF{a} e M (h) = {0}, h 6= 1, g. Observe que a(α1e12 +α2e34) ∈M (g).

De modo análogo ao caso anterior, conclúımos que este caso não ocorre.
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4. Se dimF (M (1)) = 4, então a G-graduação é trivial. Portanto, obtemos o item 7. do

Teorema 2.13.

2.2 Dualidade entre G-graduações e G-ações

Sejam G um grupo e X um conjunto não vazio qualquer. Recordemos que G age à

esquerda sobre X se para todo x ∈ X e para todos g1, g2 ∈ G, temos que:

• x1 = x;

• xg1g2 = (xg2)g1 .

Considere G um grupo abelino finito de ordem k, F um corpo algebricamente fechado

e Ĝ = {χ1, . . . , χk} o conjunto de todos os caracteres irredut́ıveis de G sobre F . É bem

conhecido que Ĝ é um grupo isomorfo a G munido com o produto (χiχj)(g) = χi(g)χj(g),

para todos χi, χj ∈ Ĝ e para todo g ∈ G. Para mais informações sobre caracteres de grupos

finitos o leitor pode consultar a referência 3. Mostraremos que existe uma dualidade entre

G-graduações e Ĝ-ações em álgebras associativas A sobre F (ver [8], Seção 3.2).

Primeiramente, considere A =
⊕
g∈G

A(g) uma álgebra G-graduada.

Definimos a seguinte ação de Ĝ sobre A:

Ĝ× A −→ A

(χ, a) 7−→ χ(a) :=
∑
g∈G

χ(g)a(g),

onde a =
∑
g∈G

a(g). Esta ação de Ĝ sobre A será chamada de ação induzida (ou determi-

nada) pela G-graduação.

Para cada χ ∈ Ĝ, considere a aplicação φχ : A → A, tal que φχ(a) = χ(a). Clara-

mente, φχ é um isomorfismo de espaços vetoriais, para todo χ ∈ Ĝ. Recordemos que o

caracter de um grupo abeliano G é um homomorfismo de grupos multiplicativos. Diante

disso, se a =
∑
g∈G

a(g), b =
∑
h∈G

b(h) ∈ A, então φχ(ab) = χ(ab) =
∑
g,h∈G

χ(gh)a(g)b(h) =∑
g,h∈G

(χ(g)a(g))(χ(h)b(h)). Logo, φχ(ab) = φχ(a)φχ(b). Portanto, φχ é um automorfismo

de A, e assim, Ĝ age como automorfismos sobre A.

Proposição 2.16. Sejam G um grupo abeliano finito não trivial e A uma álgebra G-

graduada. Considere V um subespaço da álgebra A. Então, V é homogêneo na G-

graduação de A se, e somente se, V é invariante sob a Ĝ-ação determinada por esta

G-graduação. Em particular, um elemento a ∈ A é homogêneo na G-graduação se, e

somente se, a é um autovetor de χ, para todo χ ∈ Ĝ.
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Demonstração. Se V =
⊕
g∈G

V (g) é um subespaço homogêneo de A e χ ∈ Ĝ, então

χ(V (g)) ⊆ V (g), para todo g ∈ G e para todo χ ∈ Ĝ. Portanto, χ(V ) ⊆ V , para

todo χ ∈ Ĝ.

Por sua vez, suponha que V é um subespaço de A invariante pela Ĝ-ação e não é um

subespaço homogêneo. Com isso, existe v = a(g1) + · · ·+a(gt) ∈ V , onde a(g1), . . . , a(gt) /∈ V
e a(gi) ∈ A(gi), i = 1, . . . , t. Considere χ ∈ Ĝ tal que χ(g1) = λ e χ(g2) = µ são distintos.

Neste caso, w = λv − χ(v) = (λ − µ)a(g2) + · · · ∈ V . Realizando este mesmo processo

indutivamente para w, temos que existirá i ∈ {1, 2, . . . , t} tal que um múltiplo escalar de

a(gi) pertencerá a V , uma contradição.

Por meio desses resultados, temos que os espaços vetoriais A(g), para todo g ∈ G,

podem ser dados da seguinte maneira:

A(g) = {a ∈ A | χ(a) = χ(g)a,∀χ ∈ Ĝ}.

Por outro lado, a partir de uma G-ação como automorfismos sobre A, é posśıvel obter

uma Ĝ-graduação em A, como veremos a seguir.

A ação de G sobre A pode ser estendida a uma ação da álgebra de grupo FG sobre A da

seguinte forma: aα1g1+···+αkgk = α1a
g1 + · · ·+αka

gk , onde g1, . . . , gk ∈ G e α1, . . . , αk ∈ F .

Como F é algebricamente fechado, FG =
k⊕
i=1

FGfi, onde fi =
1

k

∑
g∈G

χi(g
−1)g, para

todo i = 1, . . . , k, são os idempotentes minimais de FG (ver [15], Teorema 5.1.11).

Agora, para cada χi ∈ Ĝ, definimos

A(χi) = {a ∈ A | ag = χi(g)a,∀g ∈ G}.

Observe que, gfi = χi(g)fi, para todo g ∈ G e para todo i ∈ {1, . . . , k}. De fato,

gfi =
1

k

∑
g1∈G

χi(g
−1
1 )gg1

=
1

k

∑
g1∈G

χi(g)χi(g
−1
1 )χi(g

−1)gg1

= χi(g)
1

k

∑
g1∈G

χi((gg1)−1)gg1

= χi(g)fi.

Com isso, (afi)g = aχi(g)fi = χi(g)afi , e assim, afi ∈ A(χi). Mostraremos que A(χi)

é o subespaço gerado pelos elementos afi , onde a ∈ A. De fato, ao recordar que 1 =
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f1 + · · ·+ fk, então

a = af1 + · · ·+ afk , (2.2.1)

para todo a ∈ A. Logo, para a ∈ A e g ∈ G, temos que

ag = agf1 + · · ·+ agfk = χ1(g)af1 + · · ·+ χk(g)afk . (2.2.2)

Suponha que a ∈ A(χi). Então, ag = χi(g)a, e por meio de (2.2.1), temos que ag =

χi(g)a = χi(g)af1 + · · · + χi(g)afk . Por sua vez, através da igualdade (2.2.2), implica

que ag = χi(g)af1 + · · · + χi(g)afk = χ1(g)af1 + · · · + χk(g)afk . Assim, conclúımos que

(χi(g) − χj(g))afj = 0, para todo j = 1, . . . , k e g ∈ G. Dessa forma, afj = 0 se i 6= j.

Portanto, a = afi e temos o resultado desejado.

Com isso, temos que

A =
⊕
χ∈Ĝ

A(χ).

Suponha que a ∈ A(χ) e b ∈ A(ψ). Então (ab)g = (χψ)(g)ab e isto implica que

A(χ)A(ψ) ⊆ A(χψ), para todos χ, ψ ∈ Ĝ. Portanto, A =
⊕
χ∈Ĝ

A(χ) é uma Ĝ-graduação em

A.

Exemplo 2.17. Considere G = C3 = 〈g〉 e M = spanF{e11 + e44, e22 + e33, e12, e34}. Seja

Ĝ o grupo dos caracteres irredut́ıveis de G, cujos elementos são apresentados na tabela a

seguir, onde w é a raiz cúbica primitiva da unidade:

1 g g2

χ1 1 1 1

χ2 1 w w2

χ3 1 w2 w

Considere a seguinte G-graduação para a álgebra M : M (1) = spanF{e11+e44, e22+e33},
M (g) = spanF{e12, e34} e M (g2) = {0}.

Defina a ação de Ĝ em M por:

Ĝ×M −→ M

(χ, a) 7−→ χ(a) :=
∑

g∈G χ(g)a(g),

onde a =
∑
g∈G

a(g). Dessa forma, temos que

• χ1 : M →M , χ1(a(1) + a(g) + a(g2)) = a(1) + a(g);

• χ2 : M →M , χ2(a(1) + a(g) + a(g2)) = a(1) + wa(g);
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• χ3 : M →M , χ3(a(1) + a(g) + a(g2)) = a(1) + w2a(g)

fornecem todos os automorfismos em M induzidos pela Ĝ-ação. Portanto, Ĝ age por

automorfismos sobre M .

Agora, suponha que G age como automorfismos sobre M da seguinte forma:

G×M → M

(h, e11 + e44) 7→ (e11 + e44)

(h, e22 + e33) 7→ (e22 + e33)

(1, e12) 7→ e12

(g, e12) 7→ w2e12

(g2, e12) 7→ we12

(1, e34) 7→ e34

(g, e34) 7→ we34

(g2, e34) 7→ w2e34,

para todo h ∈ G. Ao estender essa ação de G sobre M para uma ação da álgebra de grupo

FG sobre M , temos que: aα1+α2g+α3g2 = α1a+ α2a
g + α3a

g2 , para todos α1, α2, α3 ∈ F .

Sabemos que, sendo F um corpo algebricamente fechado, então FG =
3⊕
i=1

FGfi, onde

fi é um idempotente minimal de FG, para todo i = 1, 2, 3. Verifica-se de maneira breve

que, f1 = 1
3
(1 + g + g2), f2 = 1

3
(1 + w2g + wg2), e f3 = 1

3
(1 + w2g + wg2). Claramente,

f1 + f2 + f3 = 1.

Definimos,

M (χi) = {a ∈M | ag = χi(g)a,∀g ∈ G},

para todo χi ∈ Ĝ.
Queremos mostrar que, M =

⊕
χ∈Ĝ

M (χ) fornece uma Ĝ-graduação em M . Com este

intuito, iniciaremos analisando os seguintes casos:

• (e11 +e44)h = e11 +e44 = χ1(h)(e11 +e44), para todo h ∈ G. Logo, e11 +e44 ∈M (χ1).

• (e22 +e33)h = e22 +e33 = χ1(h)(e22 +e33), para todo h ∈ G. Assim, e22 +e33 ∈M (χ1).
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• Afirmamos que, e34 ∈M (χ2). De fato,

(e34)1 = e34 = χ2(1)e34

(e34)g = we34 = χ2(g)e34

(e34)g
2

= w2e34 = χ2(g2)e34.

• Por fim, e12 ∈M (χ3), pois

(e12)1 = e12 = χ3(1)e12

(e12)g = w2e12 = χ3(g)e12

(e12)g
2

= we12 = χ3(g2)e12.

Com isso, temos que eg112 = χ3(g1)e12, para todo g1 ∈ G.

Portanto, M (χ1) = spanF{e11+e44, e22+e33}, M (χ2) = spanF{e34}, M (χ3) = spanF{e12}
é uma Ĝ-graduação para a álgebra M determinada pela Ĝ-ação.

2.3 Álgebras G-simples

Em [1], Bathurin, Sehgal e Zaicev classificaram as álgebras G-simples a partir das álgebras

de grupo torcidas, classificação esta essencial para o nosso trabalho. Com isso, nesta seção,

iniciaremos o estudo do segundo grupo de cohomologia de um grupo e apresentaremos os

resultados que serão utilizados nos próximos caṕıtulos.

Definição 2.18. Seja A uma álgebra G-graduada. Dizemos que A é uma álgebra G-

simples se A2 6= {0} e seus únicos G-ideais são {0} e A.

Por meio dessa definição, se A é simples como álgebra, então A é uma álgebra G-

simples.

Dada uma álgebra G-graduada A, diremos que um G-ideal I é um G-ideal próprio de

A se I 6= A.

Exemplo 2.19. Sejam G um grupo e A = FG a álgebra de grupo de G sobre F com

G-graduação canônica. Mostraremos que A é uma álgebra G-simples. De fato, suponha

que existe um G-ideal próprio não nulo I de A e seja a ∈ I não nulo. Como I é um

G-ideal, temos que a = a(g1) + · · ·+a(gk), onde a(gi) ∈ I(gi), i = 1, . . . , k. Além disso, sendo

a 6= 0, existe j ∈ {1, . . . , k} tal que a(gj) 6= 0. Como a G-graduação em A é canônica,

a(gj) = βgj, para algum β ∈ F ∗. Logo, existe b = (a(gj))−1 ∈ A, e sendo I um ideal de

A, conclúımos que 1 = ba(gj) ∈ I. Assim, A = I, uma contradição. Portanto, A é uma

álgebra G-simples.
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Recordemos que uma álgebra A é semissimples se A = A1 ⊕ · · · ⊕Ak, onde cada Ai é

uma álgebra simples. Observe que cada Ai é um ideal simples de A.

Vejamos um resultado que será importante para o próximo caṕıtulo.

Lema 2.20. Sejam G um grupo abeliano finito e A uma álgebra G-graduada sobre um

corpo algebricamente fechado. Se A é semissimples como álgebra, então A possui um ideal

G-simples.

Demonstração. Seja I um ideal simples não nulo de A. Mostraremos que A possui um

ideal G-simples. Se I é um G-ideal, então I é um ideal G-simples de A. Suponha que I

não é um G-ideal de A e seja B :=
⊕
χi∈Ĝ

Iχi , onde Iχi denota a imagem do ideal I pelo

automorfismo χi. Como cada χi é um automorfismo, então Iχi é um ideal simples de B,

para todo χi ∈ Ĝ. Assim, B é um G-ideal de A. Mostraremos que B é um ideal G-simples

de A.

Para isso, suponha que existe um G-ideal próprio não nulo L de B. Então, L =
⊕

Iχik ,

para alguns χik ∈ Ĝ. Por outro lado, Lχi = L, para todo χi ∈ Ĝ, pois L é um G-ideal.

Logo, L = B, uma contradição. Portanto, B é um ideal G-simples de A.

Agora, nosso objetivo consiste no estudo das álgebras de grupo torcidas. Para isso,

iniciaremos definindo o segundo grupo de cohomologia de um grupo.

Sejam G um grupo e A um grupo abeliano multiplicativo. Dizemos que G age (à

esquerda) sobre A se G age sobre o conjunto A e para todo g ∈ G e para todos a1, a2 ∈ A,

(a1a2)g = ag1a
g
2.

A seguir, apresentaremos a definição de 2-cociclos.

Definição 2.21. Seja G um grupo que age sobre um grupo abeliano A. Uma aplicação

σ : G×G→ A satisfazendo as relações

i. σ(x, 1) = σ(1, x) = 1;

ii. σ(x, y)σ(xy, z) = σ(y, z)xσ(x, yz),

para todos x, y, z ∈ G é chamada de 2-cociclo. Denotaremos por Z2(G,A) o conjunto

formado pelos 2-cociclos.

Definimos um produto em Z2(G,A) por

(σ1σ2)(x, y) = σ1(x, y)σ2(x, y),

para todos σ1, σ2 ∈ Z2(G,A) e para todos x, y ∈ G. Mostraremos que, se σ1, σ2 ∈
Z2(G,A), então σ1σ2 ∈ Z2(G,A). Claramente, (σ1σ2)(x, 1) = (σ1σ2)(1, x) = 1, para todo
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x ∈ G. Agora, para cada x, y, z ∈ G, temos que

((σ1σ2)(x, y))((σ1σ2)(xy, z)) = σ1(x, y)σ2(x, y)σ1(xy, z)σ2(xy, z)

= σ1(x, y)σ1(xy, z)σ2(x, y)σ2(xy, z)

= σ1(y, z)xσ1(x, yz)σ2(y, z)xσ2(x, yz)

= (σ1(y, z)σ2(y, z))xσ1(x, yz)σ2(x, yz)

= ((σ1σ2)(y, z))x((σ1σ2)(x, yz)).

Portanto, σ1σ2 ∈ Z2(G,A), e assim, conclúımos que Z2(G,A) é um grupo abeliano.

Exemplo 2.22. Seja G = C3 = 〈g〉 e suponha que G age trivialmente sobre F ∗. Con-

sidere a aplicação σ : G × G → F ∗ dada por σ(gi, 1) = σ(1, gi) = 1, σ(g, g) = a1,

σ(g, g2) = a2, σ(g2, g) = a3, σ(g2, g2) = a4, para todo i = 0, 1, 2. Vamos determinar os

posśıveis valores das constantes aj, tais que σ é um 2-cociclo. Se σ é um 2-cociclo, então

σ(x, y)σ(xy, z) = σ(y, z)σ(x, yz), para todos x, y, z ∈ G. Analisaremos os seguintes casos:

• Fixe x = g.

i. Se y = g, então σ(g, g)σ(g2, z) = σ(g, z)σ(g, gz), para todo z ∈ G.

∗ Se z = 1, então σ(g, g)σ(g2, 1) = σ(g, 1)σ(g, g), e não há o que considerar;

∗ Se z = g, então σ(g, g)σ(g2, g) = σ(g, g)σ(g, g2). Isso nos mostra que

a2 = a3.

∗ Se z = g2, implica que σ(g, g)σ(g2, g2) = σ(g, g2)σ(g, 1). Logo, temos que

a1a4 = a2.

ii. Suponha que y = g2. Então, σ(g, g2)σ(1, z) = σ(g2, z)σ(g, g2z), para todo

z ∈ G. Ao realizar todas as análises, para cada z ∈ G, também obtemos que

a2 = a3 e a1a4 = a2.

• Ao fixar x = g2, analogamente, conclúımos que a2 = a3 e a1a4 = a2.

Portanto, temos que a aplicação σ é um 2-cociclo se, e somente se, a2 = a3 e a1a4 = a2.

Definição 2.23. Sejam G um grupo que age sobre o grupo abeliano A e t : G → A

uma aplicação qualquer tal que t(1) = 1. A aplicação δ : G× G → A dada por δ(x, y) =

t(y)xt(x)t(xy)−1, para todos x, y ∈ G, é dita uma 2-cofronteira. O conjunto formado pelas

2-cofronteiras será denotado por B2(G,A).

Toda 2-cofronteira satisfaz as relações i. e ii. da Definição 2.21. De fato, δ(1, x) =

δ(x, 1) = 1, para todo x ∈ G, e verificamos que
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• δ(x, y)δ(xy, z) = t(y)xt(x)t(xy)−1t(z)xyt(xy)t(xyz)−1 = t(y)xt(x)t(z)xyt(xyz)−1;

• δ(y, z)xδ(x, yz) = (t(z)yt(y)t(yz)−1)xt(yz)xt(x)t(xyz)−1 = t(y)xt(x)t(z)xyt(xyz)−1.

Com isso, δ(x, y)δ(xy, z) = δ(y, z)xδ(x, yz), para todos x, y, z ∈ G. Portanto, B2(G,A)

está contido em Z2(G,A).

Nosso próximo objetivo consiste em mostrar que B2(G,A) é um subgrupo de Z2(G,A).

Para isso, basta verificar que se δ1, δ2 ∈ B2(G,A), então δ1δ2 ∈ B2(G,A), ou seja, existe

uma aplicação t : G → A tal que (δ1δ2)(x, y) = t(y)xt(x)t(xy)−1, para todo x, y ∈
G. Para isso, considere δ1, δ2 ∈ B2(G,A), definidos de acordo com a Definição 2.23,

respectivamente, pelas aplicações t1 e t2. Temos que

(δ1δ2)(x, y) = δ1(x, y)δ2(x, y)

= t1(y)xt1(x)t1(xy)−1t2(y)xt2(x)t2(xy)−1

= (t1(y)t2(y))x(t1(x)t2(x))(t1(xy)t2(xy))−1.

Logo, fazendo t = t1t2 conclúımos que δ1δ2 ∈ B2(G,A). Portanto, B2(G,A) é um

subgrupo de Z2(G,A).

Assim, definimos H2(G,A) =
Z2(G,A)

B2(G,A)
o segundo grupo de cohomologia de G com

coeficientes em A. Os elementos de H2(G,A) são chamados de classes de cohomologia.

Além disso, quaisquer dois 2-cociclos que pertencem a mesma classe de cohomologia são

chamados de cohomólogos.

Exemplo 2.24. Sejam G = C3 = 〈g〉, F um corpo algebricamente fechado e σ um 2-

cociclo como apresentado no Exemplo 2.22. Mostraremos que σ é uma 2-cofronteira. Para

isso, considere t : G→ F ∗ a aplicação dada por t(1) = 1, t(g) = (a2
1a4)

1
3 e t(g2) = (a1a

2
4)

1
3 .

Seja δ : G×G→ F ∗ a 2-cofronteira determinada por t. Dessa forma, temos que

• δ(x, 1) = δ(1, x) = 1, para todo x ∈ G;

• δ(g, g) = (a2
1a4)

2
3 (a1a

2
4)

−1
3 = a1;

• δ(g, g2) = (a2
1a4)

1
3 (a1a

2
4)

1
3 = a1a4 = a2;

• δ(g2, g) = (a2
1a4)

1
3 (a1a

2
4)

1
3 = a2;

• δ(g2, g2) = (a1a
2
4)

2
3 (a2

1a4)
−1
3 = a4.

Isso nos mostra que, δ(x, y) = σ(x, y), para todos x, y ∈ G. Portanto, conclúımos que

todo 2-cociclo descrito no Exemplo 2.22 é uma 2-cofronteira, e assim, H2(C3, F
∗) = {1}.
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Agora, apresentaremos uma álgebra de grande importância para este trabalho, a

álgebra de grupo torcida. Para isto, assumiremos que G age trivialmente sobre F ∗.

Definição 2.25. Sejam G um grupo e σ ∈ Z2(G,F ∗). A álgebra de grupo torcida F σG

de G sobre F é definida como sendo o espaço vetorial sobre F com base {g | g ∈ G}.
Defina o produto nos elementos da base de F σG por

g1 ? g2 = σ(g1, g2)g1g2,

para todos g1, g2 ∈ G. Devido à condição ii. presente na Definição 2.21, a extensão

deste produto fornece uma estrutura de álgebra associativa a F σG. Além disso, verifica-

se que F σG é uma F -álgebra com unidade 1 e g−1 = σ(g, g−1)−1g−1. Se definirmos

(F σG)(g) = spanF{g}, para todo g ∈ G, então F σG se torna uma álgebra G-graduada.

Uma importante observação a ser feita é que, se G é um grupo abeliano finito, então

a álgebra F σG pode não ser comutativa, como veremos no seguinte exemplo:

Exemplo 2.26. Seja G = {1, a, b, ab} ∼= C2 × C2 o grupo de Klein. Suponha que G age

trivialmente sobre F ∗.

Considere a aplicação σ : G × G → F ∗ dada por σ(1, 1) = σ(1, x) = σ(x, 1) =

σ(a, ab) = σ(b, a) = σ(ab, b) = 1 e σ(x, x) = σ(a, b) = σ(b, ab) = σ(ab, a) = −1, para todo

x ∈ G. Verifica-se que esta aplicação satisfaz os itens i. e ii. da Definição 2.21, e com isso,

é um 2-cociclo. Na álgebra de grupo torcida F σG, verificamos que a?b = −ab 6= ba = b?a,

e isso nos mostra que apesar do grupo G ser abeliano, temos que a álgebra F σG não é

comutativa.

No entanto, através dos resultados que apresentaremos a seguir, mostraremos que se G

é um grupo ćıclico finito, então F σG ∼= FG. Iniciaremos este estudo por meio do seguinte

resultado.

Proposição 2.27. ([11], Caṕıtulo 1, Proposição 5.5) Seja F um corpo algebricamente

fechado de caracteŕıstica zero. Se G é um grupo ćıclico finito, então H2(G,F ∗) = {1}.

Esta proposição nos diz que, se G é um grupo ćıclico finito, então todo 2-cociclo é uma

2-cofronteira.

Definição 2.28. Dados σ1, σ2 ∈ Z2(G,F ∗), diremos que F σ1G e F σ2G são equivalentes

se são isomorfas como álgebras G-graduadas através de um isomorfismo de álgebras f :

F σ1G→ F σ2G, e existe uma aplicação t : G→ F ∗ tal que f(ḡ) = t(g)ĝ, para todo g ∈ G,

onde F σ1G = spanF{g | g ∈ G} e F σ2G = spanF{ĝ | g ∈ G}.

Lema 2.29. ([11], Caṕıtulo 2, Lema 1.1) Seja G um grupo finito. Então, as álgebras de

grupo torcidas FαG e F βG são equivalentes se, e somente se, α e β são cohomólogos.
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Demonstração. Suponha que as álgebras de grupo torcidas FαG e F βG são equivalentes.

Logo, existe um isomorfismo de F -álgebras f : FαG→ F βG, e uma aplicação t : G→ F ∗,

tal que f(g) = t(g)ĝ, para todo g ∈ G, onde FαG = spanF{g | g ∈ G} e F βG = spanF{ĝ |
g ∈ G}.

Com isso, para todos x, y ∈ G, temos que

t(xy)x̂y = f(xy) = f(α(x, y)−1x y)

= α(x, y)−1f(x y)

= α(x, y)−1f(x) f(y)

= α(x, y)−1t(x)x̂t(y)ŷ

= α(x, y)−1t(x)t(y)x̂ŷ

= α(x, y)−1t(x)t(y)β(x, y)x̂y.

Portanto, α(x, y) = β(x, y)t(x)t(y)t(xy)−1, e assim, α e β pertencem a mesma classe

de cohomologia.

Reciprocamente, suponha que α e β são cohomólogos. Com isso, existe uma aplicação

t : G→ F ∗, tal que, t(1) = 1 e

α(x, y) = β(x, y)t(x)t(y)t(xy)−1,

para todos x, y ∈ G.

Considere a aplicação f : FαG→ F βG, onde f(g) = t(g)ĝ. Notemos que, estendendo

linearmente esta aplicação, obtemos que f é um isomorfismo de espaços vetoriais que

preserva as componentes homogêneas. Nos resta mostrar que f(x̄ȳ) = f(x)f(y), para

todos x, y ∈ G.

Temos que

f(x y) = f(α(x, y)xy) = α(x, y)f(xy)

= α(x, y)t(xy)x̂y

= α(x, y)t(xy)β(x, y)−1x̂ŷ

= (t(x)x̂)(t(y)ŷ) = f(x)f(y).

Recordemos que o mapa de aumento ε : FG → F , ε

(
n∑
i=1

aigi

)
=

n∑
i=1

ai, é um

homomorfismo de F -álgebras. Porém, o mapa de aumento da álgebra de grupo torcida

pode não ser um homomorfismo de F -álgebras. De fato, considere o mapa de aumento
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ε : F σG → F tal que ε

(
n∑
i=1

bigi

)
=

n∑
i=1

bi, onde σ é um 2-cociclo não trivial. Por um

lado, temos que ε

(
n∑
i=1

bigi

)
ε

(
n∑
j=1

cjgj

)
=

n∑
i,j=1

bicj. Por outro lado,

ε

((
n∑
i=1

bigi

)(
n∑
j=1

cjgj

))
= ε

(
n∑

i,j=1

(bicj)σ(gi, gj)gigj

)
=

n∑
i,j=1

bicjσ(gi, gj).

Portanto, em geral, a aplicação ε não é um homomorfismo de F -álgebras.

Uma consequência desses resultados é apresentada a seguir.

Teorema 2.30. ([11], Caṕıtulo 2, Corolário 1.2) Para qualquer σ ∈ Z2(G,F ∗), as se-

guintes afirmações são equivalentes:

1. F σG é equivalente a FG;

2. F σG ∼= FG como álgebras;

3. σ é uma 2-cofronteira.

Demonstração. Inicialmente, segue de forma imediata que 1 implica 2. Através do Lema

2.29, temos que 1 é equivalente a 3.

Por fim, precisamos mostrar que 2 implica em 3. Seja f : F σG→ FG um isomorfismo

de álgebras e considere a aplicação de aumento ε : FG→ F . Logo, a aplicação ε = ε ◦ f :

F σG→ F é um homomorfismo de F -álgebras. Assim, para todos x, y ∈ G, obtemos que:

ε(x)ε(y) = ε(x y) = ε(σ(x, y)xy) = σ(x, y)ε(xy),

e com isso, σ(x, y) = ε(x)ε(y)ε(xy)−1. Portanto, pela Definição 2.23, conclúımos que α é

uma 2-cofronteira.

Corolário 2.31. Se G é um grupo ćıclico finito, então F σG ∼= FG, e com isso, F σG é

uma álgebra comutativa. Em particular, se G = {1}, então F σ{1} ∼= F .

A álgebra de grupo torcida foi extremamente importante para que Bahturin, Zaicev e

Sehgal em 2008 pudessem classificar as álgebras G-simples.

Teorema 2.32. ([1], Teorema 3) Seja A =
⊕
g∈G

A(g) uma álgebra G-graduada de dimensão

finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então, A é uma

álgebra G-simples se, e somente se, A ∼= Mn(F ) ⊗ F σH ∼= Mn(F σH), onde H é um

subgrupo de G e σ : H × H → F ∗ é um 2-cociclo. A G-graduação em Mn(F σH) é

definida considerando uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn, tal que, deg(eijh) = g−1
i hgj, para

toda matriz elementar em Mn(F ) e para cada elemento homogêneo h ∈ F σH.
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Diremos que a G-graduação apresentada no teorema anterior para a álgebra Mn(F σH)

é induzida pela n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn. Vale ressaltar que, se A ∼= Mn(F ) ⊗ F σH ∼=
Mn(F σH), para algum subgrupo H de G, então Mn(F ) e F σH são G-subálgebras de A.

Exemplo 2.33. Sejam G = {1, a, b, ab} ∼= C2 × C2 o grupo de Klein e H = {1, a}.
Considere A = M3(F σH), para algum σ ∈ Z2(H,F ∗), com G-graduação induzida pela

3-upla α = (1, b, ab). Agora, apresentaremos essa G-graduação para a álgebra A. Para

isso, calcularemos deg(eijh), para todos 1 ≤ i, j ≤ 3 e para todo h ∈ H.

• Para h = 1:

deg(e11) = 1 deg(e21) = b deg(e31) = ab
deg(e12) = b deg(e22) = 1 deg(e32) = a
deg(e13) = ab deg(e23) = a deg(e33) = 1

• Para h = a:

deg(e11a) = a deg(e21a) = ab deg(e31a) = b
deg(e12a) = ab deg(e22a) = a deg(e32a) = 1
deg(e13a) = b deg(e23a) = 1 deg(e33a) = a

Portanto, temos que

A(1) =

 F 0 0
0 F F σa
0 F σa F

 , A(a) =

 F σa 0 0
0 F σa F
0 F F σa

 ,

A(b) =

 0 F F σa
F 0 0
F σa 0 0

 , A(ab) =

 0 F σa F
F σa 0 0
F 0 0

 .

Observe que no Exemplo 2.33 temos que Mn(F )(1) 6= A(1).

Observação 2.34. ([14], após Teorema 1) Sejam G um grupo, H um subgrupo de G

e A = Mn(F σH) com G-graduação induzida pela n-upla α = (g1, g2, . . . , gn) ∈ Gn.

Então, existe uma n-upla α′ ∈ Gn que fornece uma G-graduação induzida em A tal que

A(1) = Mn(F )(1), e a álgebra A com G-graduação induzida por α′ é isomorfa, como álgebra

G-graduada, à álgebra A com G-graduação induzida por α.

A partir de agora, ao considerar a álgebra G-simples A = Mn(F σH) com G-graduação

induzida pela n-upla α = (g1, g2, . . . , gn) ∈ Gn, onde H um subgrupo de G, iremos assumir

que A(1) = Mn(F )(1).

Através da Observação 2.34, apresentaremos a seguir um resultado que é crucial neste

trabalho.
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Lema 2.35. ([14], Lema 1) Sejam G um grupo abelino finito, H um subgrupo de G e

A = Mn(F σH) com G-graduação induzida pela n-upla α = (1, g2, . . . , gn) ∈ Gn. Se

K = supp(Mn(F )), então K ∩H = {1}.

Demonstração. Suponha, por contradição, que existe 1 6= h ∈ K ∩ H. Considere x ∈
Mn(F )(h) e r ∈ F σH(h−1). Sendo G um grupo abeliano, temos que deg(xr) = 1. Logo, pela

Observação 2.34, implica que xr ∈ A(1) = Mn(F )(1), e assim, r = 1, uma contradição.

Observação 2.36. Através do Lema 2.35, temos que dada uma álgebra A ∼= Mn(F σH),

para algum subgrupo H de G, com G-graduação induzida pela n-upla α = (1, g2, . . . , gn) ∈
Gn, então, para todo gi 6= 1, temos que gi /∈ H. De fato, suponha que existe j ∈ {2, . . . , n},
tal que 1 6= gj ∈ H. Observe que, deg(e1j) = gj, e assim, gj ∈ supp(Mn(F )). Pelo Lema

2.35, temos que gj ∈ supp(Mn(F )) ∩H = {1}, uma contradição.

2.4 Álgebras com involução

Nesta seção, recordaremos o conceito de ∗-álgebras e apresentaremos alguns importantes

resultados.

Definição 2.37. Uma involução em uma álgebra A é um antiautomorfismo de ordem no

máximo 2 denotada por ∗, ou seja, é uma aplicação linear ∗ : A→ A tal que (a∗)∗ = a e

(ab)∗ = b∗a∗, para todos a, b ∈ A. Uma álgebra munida com uma involução é chamada de

∗-álgebra.

Como F é um corpo de caracteŕıstica zero, toda ∗-álgebra pode ser escrita como

A = A+ ⊕ A−, onde A+ = {a ∈ A | a∗ = a} e A− = {a ∈ A | a∗ = −a}.
Observe que um antiautomorfismo de ordem 1 é a aplicação identidade, e com isso,

será uma involução em A se, e somente se, A é uma álgebra comutativa.

Exemplo 2.38. A álgebra FC2 munida com a involução (a1 + a2h)∗ = a1 − a2h, para

todos a1, a2 ∈ F , é uma ∗-álgebra denotada por (FC2)∗.

Exemplo 2.39. Na álgebra Mn(F ), a aplicação

t : Mn(F ) → Mn(F )

(aij) 7→ (aji).

é uma involução chamada de involução transposta.

Exemplo 2.40. A álgebra M2n(F ), pode ser munida com a involução simplética, deno-

tada por s, dada por

A =

(
B C

D E

)s

=

(
Et −Ct

−Dt Bt

)
,
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onde B,C,D,E ∈Mn(F ).

Vale ressaltar que, a menos de equivalência, as únicas involuções na álgebra de matrizes

n× n sobre um corpo F são a involução transposta e a involução simplética, sendo que o

último caso só ocorre quando n é par (ver [20], Corolário 3.1.58).

Dada uma álgebra A, definimos a álgebra oposta de A, denotada por Aop, com a

mesma estrutura de espaço vetorial de A, e o produto em Aop é definido por a1 ·a2 = a2a1,

para todos a1, a2 ∈ A.

Exemplo 2.41. Sejam A uma álgebra e B = A⊕Aop. A aplicação � : B → B, dada por

(a1, a2)� = (a2, a1), para todos a1, a2 ∈ A, é uma involução em B, chamada de involução

troca.

Definição 2.42. Sejam A1 e A2 duas álgebras munidas, respectivamente, com as in-

voluções ψ1 e ψ2. Dizemos que essas álgebras são isomorfas como álgebras com involução,

se existe um isomorfismo de álgebras ϕ : A1 → A2, tal que, ϕ(aψ1) = ϕ(a)ψ2, para todo

a ∈ A1.

Exemplo 2.43. Sejam A uma ∗-álgebra e I um ideal de A tal que I∗ 6= I. Considere

B1 = I ⊕ I∗. A aplicação ∗̄ : B1 → B1 dada por (a1, a
∗
2)∗̄ = (a2, a

∗
1) é uma involução

em B1. Considere a álgebra B2 = I ⊕ Iop munida com involução troca. A aplicação

φ : B1 → B2, tal que, φ(a, b∗) = (a, b) é um isomorfismo de ∗-álgebras.

Exemplo 2.44. Considere D = F ⊕ F munida com involução troca. A aplicação φ :

D → (FC2)∗ tal que φ((a, b)) = 1
2
(a+ b) + 1

2
(a− b)g é um isomorfismo de ∗-álgebras.

Exemplo 2.45. A subálgebra de UT4

M =




a b 0 0

0 c 0 0

0 0 c d

0 0 0 a

 | a, b, c, d ∈ F
 ,

munida com a involução reflexão
a b 0 0

0 c 0 0

0 0 c d

0 0 0 a


ρ

=


a d 0 0

0 c 0 0

0 0 c b

0 0 0 a

 ,

é uma ∗-álgebra.
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O nosso próximo estudo consiste em classificar, a menos de isomorfismos de ∗-álgebras,

todas as involuções presentes na álgebra M . Para isso, temos a seguinte observação.

Observação 2.46. Sejam A uma ∗-álgebra e a ∈ A. Se a ∈ A é idempotente (nilpotente),

então a∗ é idempotente (nilpotente). Além disso, se A é uma álgebra unitária, então

1∗ = 1.

Para dar prosseguimento ao nosso objetivo, se faz necessário classificar todos os ele-

mentos idempotentes da álgebra M . Vejamos este resultado a seguir, onde denotamos

1 = e11 + e22 + e33 + e44.

Lema 2.47. Os elementos idempotentes da álgebra M são: 0, 1, e11 + e44 + α1e12 + α2e34

e e22 + e33 + β1e12 + β2e34, para todos α1, α2, β1, β2 ∈ F .

Demonstração. Seja e = a1(e11 + e44) + a2(e22 + e33) + a3e12 + a4e34, a1, a2, a3, a4 ∈ F

um elemento idempotente de M . Logo, e = e2 = a2
1(e11 + e44) + a2

2(e22 + e33) + (a1a3 +

a2a3)e12 + (a2a4 + a1a4)e34.

Por meio dessa igualdade, temos o seguinte sistema:
a1(a1 − 1) = 0

a2(a2 − 1) = 0

a3(a1 + a2 − 1) = 0

a4(a1 + a2 − 1) = 0

Com o intuito de solucionar este sistema, basta analisar os posśıveis valores para a1 e

a2, como veremos a seguir:

1. Suponha que a1 = 0. Se a2 = 0, então a3 = a4 = 0 e e = 0.

Se a2 6= 0, então a2 = 1. Portanto, a3 e a4 podem assumir quaisquer valores em F .

Neste caso, temos que e = e22 + e33 + a3e12 + a4e34.

2. Se a2 = 0, então, analogamente ao caso anterior, conclúımos que ou e = 0, ou

e = e11 + e44 + a3e12 + a4e34.

3. Se a1a2 6= 0, então a1 = a2 = 1. Logo a3 = a4 = 0, e portanto, e = 1.

Agora, suponha que c = b1(e11 + e44) + b2(e22 + e33) + b3e12 + b4e34, para certos

bi ∈ F, 1 ≤ i ≤ 4, é um elemento nilpotente de M de ı́ndice de nilpotência n. Assim,

cn = bn1 (e11 + e44) + bn2 (e22 + e33) + αe12 + βe34 = 0,
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para alguns α, β ∈ F . Logo, b1 = b2 = 0, e portanto, c = b3e12 + b4e34.

Por meio destes resultados apresentados, estamos aptos para classificar as involuções

em M . A estratégia para solucionar este problema é a seguinte: primeiramente, seja ∗
uma involução em M . Ao observamos que a base {e11 + e44, e22 + e33, e12, e34} da álgebra

M é formada por elementos idempotentes e nilpotentes não triviais, pela Observação 2.46,

suas respectivas imagens pela aplicação ∗ são elementos idempotentes e nilpotentes não

triviais. Logo, (e12)∗ = a1e12 + a2e34 e (e34)∗ = b1e12 + b2e34, para alguns a1, a2, b1, b2 ∈ F ,

e (e11 +e44)∗ e (e22 +e33)∗ são idempotentes não triviais conforme descritos no Lema 2.47.

Assim, temos os seguintes casos:

• Considere

∗ : M → M

e11 + e44 7→ e11 + e44 + α1e12 + α2e34

e22 + e33 7→ e22 + e33 + β1e12 + β2e34

e12 7→ a1e12 + a2e34

e34 7→ b1e12 + b2e34,

para a1, a2, b1, b2, α1, α2, β1, β2 ∈ F . Agora, usaremos as propriedades da involução

para encontrar todas as relações posśıveis para essas variáveis.

Sabemos que, 1∗ = 1, e assim, (e11 +e22 +e33 +e44)∗ = 1+(α1 +β1)e12 +(α2 +β2)e34.

Por meio dessa igualdade, conclúımos que β1 = −α1 e β2 = −α2.

Observe que, (e12)∗ = ((e11 + e44)e12)∗. Assim, a1e12 + a2e34 = (a1e12 + a2e34)(e11 +

e44 + α1e12 + α2e34) = a2e34. Logo, a1 = 0.

Além disso, como (e34)∗ = (e34(e11 + e44))∗, conclúımos que b2 = 0. Em seguida,

temos que, e12 = (e∗12)∗ = (a2e34)∗ = a2b1e12, e assim, obtemos que b1 = a−1
2 . Para

finalizar a nossa análise, observamos que e11 + e44 = ((e11 + e44)∗)∗, e para esta

igualdade ser satisfeita, conclúımos que α2 = −α1a2. Portanto, para a ∈ F ∗, a

involução considerada neste caso é dada por

∗ : M → M

e11 + e44 7→ e11 + e44 + α1e12 − α1ae34

e22 + e33 7→ e22 + e33 − α1e12 + α1ae34

e12 7→ ae34

e34 7→ a−1e12.
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A aplicação

f : (M,ρ) → (M, ∗)

e11 + e44 7→ e11 + e44 + α1e12

e22 + e33 7→ e22 + e33 − α1e12

e12 7→ e12

e34 7→ ae34,

nos fornece que (M, ∗) e (M,ρ) são isomorfas como ∗-álgebras.

• Agora, suponha que ∗ é dada por:

∗ : M → M

e11 + e44 7→ e22 + e33 + α1e12 + α2e34

e22 + e33 7→ e11 + e44 + β1e12 + β2e34

e12 7→ a1e12 + a2e34

e34 7→ b1e12 + b2e34,

para a1, a2, b1, b2, α1, α2, β1, β2 ∈ F . Como visto, 1∗ = 1 implicando que β1 = −α1 e

β2 = −α2. Por sua vez, a igualdade (e12)∗ = ((e11 +e44)e12)∗ nos fornece que a2 = 0.

E também, temos que (e34)∗ = (e34(e11 + e44))∗, e com isso, b1 = 0. Além disso,

e12 = (e∗12)∗ e e34 = (e∗34)∗, e assim, a1 = ±1 e b2 = ±1. Por fim, ao verificar que

((e11 + e44)∗)∗ = e11 + e44, chegamos ao seguinte sistema

{
α1(a1 − 1) = 0

α2(b2 − 1) = 0

Com o intuito de solucionar este sistema e já conhecendo os posśıveis valores para

a1 e b2, analisaremos os seguintes casos posśıveis.

1. Se a1 = b2 = 1, então α1 e α2 são quaisquer elementos em F . Neste caso, temos

a seguinte involução

φ1 : M → M

e11 + e44 7→ e22 + e33 + α1e12 + α2e34

e22 + e33 7→ e11 + e44 − α1e12 − α2e34

e12 7→ e12

e34 7→ e34.
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Considere a involução

γ1 : M → M

e11 + e44 7→ e22 + e33

e22 + e33 7→ e11 + e44

e12 7→ e12

e34 7→ e34.

Mostraremos que (M,φ1) e (M,γ1) são isomorfas, como ∗-álgebras. Para isso,

basta verificar que a aplicação f1 : (M,γ1) → (M,φ1) tal que f1(e11 + e44) =

e22+e33+1
2
α1e12+1

2
α2e34, f1(e22+e33) = e11+e44−1

2
α1e12−1

2
α2e34, f1(e12) = e34,

f1(e34) = e12, é um isomorfismo de ∗-álgebras.

2. Se a1 = 1 e b2 = −1, então α2 = 0 e α1 é um elemento qualquer em F . Diante

disso, temos a involução

φ2 : M → M

e11 + e44 7→ e22 + e33 + α1e12

e22 + e33 7→ e11 + e44 − α1e12

e12 7→ e12

e34 7→ −e34.

Verificaremos que (M,φ2) e (M,γ2) são isomorfas, como ∗-álgebras, onde

γ2 : M → M

e11 + e44 7→ e22 + e33

e22 + e33 7→ e11 + e44

e12 7→ −e12

e34 7→ e34.

Com este intuito, a aplicação f2 : (M,γ2) → (M,φ2) tal que f2(e11 + e44) =

e22 +e33 + 1
2
α1e12, f2(e22 +e33) = e11 +e44− 1

2
α1e12, f2(e12) = e34, f2(e34) = e12,

nos fornece um isomorfismo de ∗-álgebras.

3. Sejam a1 = −1 e b2 = 1. Então, α1 = 0 e α2 é um elemento qualquer em F .
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Assim, temos a involução

φ3 : M → M

e11 + e44 7→ e22 + e33 + α2e34

e22 + e33 7→ e11 + e44 − α2e34

e12 7→ −e12

e34 7→ e34.

Ao considerar a involução

γ3 : M → M

e11 + e44 7→ e22 + e33

e22 + e33 7→ e11 + e44

e12 7→ e12

e34 7→ −e34,

então (M,φ3) e (M,γ3) são isomorfas como ∗-álgebra. De fato, temos que a

aplicação f3 : (M,γ3) → (M,φ3) dada por f3(e11 + e44) = e22 + e33 + 1
2
α2e34,

f3(e22 +e33) = e11 +e44− 1
2
α2e12, f3(e12) = e34, f3(e34) = e12, é um isomorfismo

de ∗-álgebras.

É posśıvel verificar que (M,γ2) e (M,γ3) são isomorfas como ∗-álgebras.

4. Sejam a1 = b2 = −1. Logo, α1 = α2 = 0. Dessa forma, a involução neste caso

é dada por

φ4 : M → M

e11 + e44 7→ e22 + e33

e22 + e33 7→ e11 + e44

e12 7→ −e12

e34 7→ −e34.

Denotaremos a involução φ4 por γ4.

Através desses resultados, obtemos a classificação das involuções na álgebra M . Uti-

lizaremos as notações apresentadas acima.

Teorema 2.48. Se a álgebra M está munida com uma involução ∗, então (M, ∗) é iso-

morfa, como álgebra com involução, ou a (M,ρ), ou a (M,γ1), ou a (M,γ2), ou a (M,γ4).

Agora, estudaremos as álgebras ∗-simples.
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Definição 2.49. Seja A uma ∗-álgebra. Um ideal I de A é um ∗-ideal se I∗ = I. Dizemos

que uma ∗-álgebra é uma álgebra ∗-simples se A2 6= {0} e os únicos ∗-ideais de A são {0}
e A.

Através dessa definição, temos que se A é uma álgebra simples como álgebra, então A

é uma álgebra ∗-simples.

Exemplo 2.50. Considere a álgebra A = (FC2)∗ munida com a involução (a1 + a2g)∗ =

a1 − a2g, para todos a1, a2 ∈ F . Mostraremos que (FC2)∗ é uma álgebra ∗-simples.

Para isso, recordemos que os únicos ideais não triviais de A são I1 = spanF{1 + g} e

I2 = spanF{1 − g}. Diante disso, I1 e I2 não são ∗-ideais de A, pois I∗1 = I2 e I∗2 = I1.

Portanto, os únicos ∗-ideais de A são {0} e A, e assim, A é uma álgebra ∗-simples.

Recordemos que se A é uma ∗-álgebra de dimensão finita sobre F e J = J(A) é o

radical de Jacobson de A, então J é um ∗-ideal de A.

Um importante resultado em relação a estrutura algébrica das ∗-álgebras é a classi-

ficação das álgebras ∗-simples, como veremos a seguir.

Teorema 2.51. ([19], Proposição 2.13.24) Seja A uma álgebra ∗-simples de dimensão

finita sobre um corpo F algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então A, ou é

isomorfa a Mn(F ) com involução transposta ou simplética, ou é isomorfa a Mn(F ) ⊕
Mn(F )op com involução troca.

Demonstração. Seja A uma álgebra ∗-simples de dimensão finita. Como A não é uma

álgebra nilpotente e J(A) é um ∗-ideal de A, então J(A) = 0. Logo, A é uma álgebra

semissimples.

Seja I um ideal simples não nulo de A.

Se I é um ∗-ideal de A e sendo A uma álgebra ∗-simples, então I = A, e assim,

A ∼= Mn(F ) munida com involução transposta ou com involução simplética (caso n é

par).

Suponha que I não é um ∗-ideal de A. Considere B = I⊕ I∗, e claramente, B é um ∗-
ideal de A. Dessa forma, temos que A = B, pois A é uma álgebra ∗-simples, e assim, A ∼=
Mn(F )⊕Mn(F )∗. Em luz do Exemplo 2.43, a álgebra A ∼= Mn(F )⊕Mn(F )∗ com involução

∗̄ dada por (a1, a
∗
2)∗̄ = (a2, a

∗
1) é isomorfa, como ∗-álgebra, a A ∼= Mn(F )⊕Mn(F )op com

involução troca.
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Caṕıtulo 3

Álgebras com involução graduada

Neste caṕıtulo, apresentaremos o principal objeto de estudo deste trabalho, as chamadas

(G, ∗)-álgebras, álgebras G-graduadas munidas com uma involução ∗ tal que suas compo-

nentes homogêneas são invariantes por ∗. O nosso interesse consiste no estudo da classe

das (G, ∗)-álgebras na PI-teoria. Para isso, apresentaremos neste caṕıtulo resultados sobre

a estrutura algébrica dessa classe de álgebras.

3.1 (G, ∗)-álgebras

Nesta seção, definiremos o conceito de (G, ∗)-álgebras e apresentaremos resultados e exem-

plos que serão importantes no decorrer desta tese.

Definição 3.1. Uma álgebra G-graduada A =
⊕
g∈G

A(g) munida com uma involução ∗ é

uma (G, ∗)-álgebra se ∗ é uma involução graduada em A, isto é, se (A(g))∗ = A(g), para

todo g ∈ G.

Vejamos alguns exemplos de (G, ∗)-álgebras.

Exemplo 3.2. Toda álgebra comutativa G-graduada e munida com involução trivial é

uma (G, ∗)-álgebra.

Exemplo 3.3. Toda ∗-álgebra munida com G-graduação trivial é uma (G, ∗)-álgebra.

Exemplo 3.4. A álgebra (FC2)∗, definida no Exemplo 2.38, com C2-graduação trivial é

uma (C2, ∗)-álgebra.

Vale ressaltar que nem toda involução em uma álgebra G-graduada é uma involução

graduada. Por exemplo, na álgebra M definida no caṕıtulo anterior, munida com G-

graduação dada por M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33}, M (g1) = spanF{e12}, M (g2) =

spanF{e34} e M (h) = {0}, para todo h 6= 1, g1, g2, a involução reflexão não é graduada.
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Definição 3.5. Sejam A uma (G, ∗)-álgebra e B uma subálgebra de A. Dizemos que B

é uma (G, ∗)-subálgebra de A, se B é uma G-subálgebra de A e B∗ = B.

Note que se A é uma (G, ∗)-álgebra, então A(1) é uma (G, ∗)-subálgebra de A com

G-graduação trivial e involução induzida.

Exemplo 3.6. Sejam G um grupo abeliano, A uma (G, ∗)-álgebra e Z(A) o centro de

A. É fácil verificar que Z(A) é invariante por automorfismos e antiautomorfismos em A.

Pela Proposição 2.16, temos que Z(A) é uma G-subálgebra de A, e portanto, Z(A) é uma

(G, ∗)-subálgebra de A.

Exemplo 3.7. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e Mn(F σH) munida com G-

graduação induzida pela n-upla α = (g1, g2, . . . , gn) ∈ Gn. Através do Exemplo 2.3, temos

que a álgebra B = Mn(F σH)⊕Mn(F σH)∗ possui uma G-graduação induzida pela n-upla

α dada por B(g) = Mn(F σH)(g) ⊕ (Mn(F σH)(g))∗, para todo g ∈ G. Em B, considere a

involução (b1, b
∗
2)∗ = (b2, b

∗
1), para todos b1, b2 ∈ Mn(F σH). A involução ∗ é graduada e,

assim, B é uma (G, ∗)-álgebra.

Exemplo 3.8. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e Mn(F σH) munida com G-

graduação induzida pela n-upla α = (g1, g2, . . . , gn) ∈ Gn. Considere B′ = Mn(F σH) ⊕
Mn(F σH)op. Pelo Exemplo 2.3, temos que a G-graduação induzida pela n-upla α em B′

é dada por (B′)(g) = Mn(F σH)(g) ⊕ (Mn(F σH)op)(g), para todo g ∈ G. A álgebra B′ com

esta G-graduação e munida da involução troca é uma (G, ∗)-álgebra.

Definição 3.9. Dizemos que um isomorfismo de álgebras ρ : A→ B de uma (G, ∗)-álgebra

A em uma (G, ∗)-álgebra B é um isomorfismo de (G, ∗)-álgebras se, ρ(A(g)) = B(g), para

todo g ∈ G, e ρ(a∗) = ρ(a)∗, para todo a ∈ A. Neste caso, dizemos que A e B são

isomorfas como (G, ∗)-álgebras e denotaremos por A ∼= B.

No próximo exemplo consideraremos as (G, ∗)-álgebras B e B′ apresentadas, respec-

tivamente, nos Exemplos 3.7 e 3.8.

Exemplo 3.10. Mostraremos que as (G, ∗)-álgebras B e B′ são isomorfas como (G, ∗)-
álgebras. Com este intuito, considere a aplicação φ : B → B′ dada por φ(b1, b

∗
2) = (b1, b2).

Claramente, φ(B(g)) = B′(g), para todo g ∈ G. Por fim, φ((b1, b
∗
2)∗) = φ((b2, b

∗
1)) =

(b2, b1) = φ((b1, b
∗
2))�, para todos b1, b2 ∈ B. Portanto, φ é um isomorfismo de (G, ∗)-

álgebras, e assim, B ∼= B′.

Em geral, é um problema dif́ıcil determinar todas as involuções graduadas presentes

em uma álgebra. Mediante os Teoremas 2.13 e 2.48, classificamos todas as involuções

graduadas na álgebra M .
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Teorema 3.11. Se M é uma (G, ∗)-álgebra, então M é isomorfa, como (G, ∗)-álgebra, a

uma das seguintes (G, ∗)-álgebras, para cada g, g1, g2, g3 ∈ G distintos:

1. A álgebra M com G-graduação dada por M (1) = spanF{1}, M (g1) = spanF{e11 +

e44−(e22 +e33)}, M (g2) = spanF{e12−e34}, M (g3) = spanF{e12 +e34} e M (h) = {0},
para todo h /∈ {1, g1, g2, g3}, e munida, ou da involução reflexão, ou da involução

γi, i = 1, 2, 4, com g2
1 = 1 e g1g2 = g3;

2. A álgebra M com G-graduação dada por M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33}, M (g) =

spanF{e12, e34} e M (h) = {0}, para todo h 6= 1, g, e munida, ou da involução re-

flexão, ou da involução γi, i = 1, 2, 4;

3. A álgebra M com G-graduação definida por M (1) = spanF{1, e12 + e34}, M (g) =

spanF{e11 + e44 − (e22 + e33), e12 − e34} e M (h) = {0}, h 6= 1, g, e munida, ou da

involução reflexão, ou da involução γi, i = 1, 2, 4, com g2 = 1;

4. A álgebra M com G-graduação dada por M (1) = spanF{e11 +e44, e22 +e33}, M (g1) =

spanF{e12}, M (g2) = spanF{e34} e M (h) = {0}, para todo h 6= 1, g1, g2, e munida da

involução γi, i = 1, 2, 4;

5. A álgebra M com G-graduação definida por M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33, e12},
M (g) = spanF{e34} e M (h) = {0}, para todo h 6= 1, g, e munida da involução γi,

i = 1, 2, 4;

6. A álgebra M com G-graduação dada por M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33, e34},
M (g) = spanF{e12} e M (h) = {0}, para todo h 6= 1, g, e munida da involução γi,

i = 1, 2, 4;

7. A álgebra M com G-graduação trivial e munida, ou da involução reflexão, ou da

involução γi, i = 1, 2, 4.

Definição 3.12. Para cada g ∈ G, a álgebra M com G-graduação dada por M (1) =

spanF{e11 + e44, e22 + e33}, M (g) = spanF{e12, e34} e M (h) = {0}, para todo h 6= 1, g, e

munida com involução reflexão será denotada por Mg,ρ.

As álgebras Mg,ρ possuem uma grande importância neste trabalho como veremos no

Caṕıtulo 3.

Seja F σG a álgebra de grupo torcida de G sobre F . Para os nossos propósitos, a

partir de agora, consideraremos G uma base de F σG sobre F e G-graduação dada por

(F σG)(g) = spanF{g}, para todo g ∈ G, chamada de G-graduação canônica.

Considere F σG com G-graduação canônica e munida com uma involução ∗. No

próximo lema, apresentamos condições necessárias e suficientes para que ∗ seja uma in-

volução graduada em F σG.
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Lema 3.13. ([17], Lema 2.3) Seja F σG uma álgebra de grupo torcida com G-graduação

canônica e munida com uma involução ∗. Então, ∗ é uma involução graduada em F σG

se, e somente se, dado g ∈ G, ou g∗ = g, ou g∗ = −g. Em particular, se g é um elemento

de ordem ı́mpar, então g∗ = g.

Demonstração. Seja ∗ uma involução na álgebra de grupo torcida F σG, munida de G-

graduação canônica. Com isso, ∗ é uma involução graduada em F σG se, e somente se,

g∗ = βg, para todo g ∈ G e para algum β ∈ F . Assim, g = (g∗)∗ = β2g, e como F é um

corpo de caracteŕıstica zero, temos que β = ±1. Dessa forma, a involução ∗ é graduada

se, e somente se, cada elemento de G é, ou simétrico, ou antissimétrico.

Agora, suponha que a ordem de g é igual a m, onde m é um número ı́mpar, e que g é

um elemento antissimétrico. Então, temos que

1 = 1∗ = (gm)∗ = (g∗)m = −gm = −1,

uma contradição, pois a caracteŕıstica de F é zero.

Como consequência imediata do lema anterior, temos o seguinte resultado.

Corolário 3.14. Sejam p um primo ı́mpar e FCp a álgebra de grupo munida com Cp-

graduação canônica. Então, a única involução graduada em FCp é a involução trivial.

Exemplo 3.15. Sejam G um grupo finito e F σG uma álgebra de grupo torcida com

G-graduação canônica e munida com uma involução graduada ∗.
Dado um primo p que divide |G|, considere a álgebra F σCp. Através do Teorema 2.30,

temos que F σCp é isomorfa a álgebra FCp. Assim, FCp é uma subálgebra G-graduada

de F σG, com G-graduação FCp =

p−1⊕
i=0

FC(gi)
p , onde FC

(gi)
p = spanF{gi}, 0 ≤ i ≤ p− 1, e

FC
(h)
p = {0}, para todo h /∈ 〈g〉.

1. A álgebra FCp com G-graduação definida acima e munida com involução trivial é

uma (G, ∗)-subálgebra de F σG e a denotamos por (FCp)
G.

2. Se a ordem de G for par e existe h ∈ G de ordem 2 tal que h∗ = −h, então a álgebra

FC2 com G-graduação definida acima e munida com a involução (a1 + a2h)∗ =

a1 − a2h, para todos a1, a2 ∈ F , é uma (G, ∗)-subálgebra de F σG denotada por

(FC2)(G,∗).

No próximo lema, mostraremos um resultado importante para este trabalho, que re-

laciona a involução e a G-graduação presentes em uma (G, ∗)-álgebra A. Para isso, utili-

zaremos as notações estabelecidas na Seção 2.2.
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Lema 3.16. ([17], Lema 2.1) Seja A uma álgebra sobre um corpo algebricamente fechado

de caracteŕıstica zero, graduada por um grupo abeliano finito G e munida com uma in-

volução ∗. Então, A é uma (G, ∗)-álgebra se, e somente se, ∗ ◦ χ = χ ◦ ∗, para todo

χ ∈ Ĝ.

Demonstração. Sendo A uma álgebra graduada por um grupo abeliano finito, temos que

A(g) = {a ∈ A | χ(a) = χ(g)a,∀χ ∈ Ĝ}, para todo g ∈ G.

Suponha que A é uma (G, ∗)-álgebra. Dado a ∈ A(g), temos que a∗ ∈ A(g), para

todo elemento homogêneo a de A. Logo, χ(a∗) = χ(g)a∗ = (χ(a))∗, para todo χ ∈ Ĝ.

Portanto, ∗ ◦ χ = χ ◦ ∗, para todo χ ∈ Ĝ.

Agora, suponha que ∗ ◦ χ = χ ◦ ∗. Então, para todo χ ∈ Ĝ e para todo a ∈ A(g),

χ(a∗) = (χ(a))∗ = (χ(g)a)∗ = χ(g)a∗. Portanto, a∗ ∈ A(g), e assim, A é uma (G, ∗)-
álgebra.

Uma consequência imediata do Lema 3.16 é que se G é um grupo abeliano finito e

F é um corpo algebricamente fechado, então uma álgebra G-graduada A munida com

uma involução ∗ será uma (G, ∗)-álgebra se, e somente se, os subespaços A− e A+ são

homogêneos.

3.2 Álgebras (G, ∗)-simples

Nesta seção iremos caracterizar as álgebras (G, ∗)-simples, onde G é um grupo abeliano fi-

nito. Além disso, daremos nossa contribuição na classificação das álgebras (Cp, ∗)-simples.

Definição 3.17. Seja A uma (G, ∗)-álgebra. Um ideal I de A é um (G, ∗)-ideal se é

um G-ideal invariante pela involução. Dizemos que A é uma álgebra (G, ∗)-simples se

A2 6= {0} e os únicos (G, ∗)-ideais de A são {0} e A.

É claro que, se A é uma álgebra simples como álgebra, então A é uma álgebra (G, ∗)-
simples. Também, se A é uma álgebra ∗-simples ou G-simples, então A é uma álgebra

(G, ∗)-simples.

Exemplo 3.18. Se A é uma (G, ∗)-álgebra de dimensão finita e G é um grupo finito,

então o radical de Jacobson de A é um (G, ∗)-ideal de A.

O nosso primeiro objetivo é estender o Teorema de Wedderburn-Malcev para a classe

das (G, ∗)-álgebras de dimensão finita, onde G é um grupo abeliano finito. A partir

de agora, G denotará um grupo abeliano finito. Antes disso, apresentaremos a seguinte

observação.
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Observação 3.19. Considere H uma álgebra associativa unitária. Então A é uma álgebra

com H-ação generalizada se A é munida com um homomorfismo H → EndF (A) e para

todo h ∈ H, existem h
(1)
i , h

(2)
i , h

(3)
i , h

(4)
i ∈ H tais que, para todos a, b ∈ A, temos que

h(ab) =
∑
i

(h
(1)
i (a))(h

(2)
i (b)) + (h

(3)
i (b))(h

(4)
i (a)).

(G, ∗)-álgebras, onde G é um grupo abeliano finito, são casos particulares de álgebras

com H-ação generalizada. De fato, considere A uma (G, ∗)-álgebra, onde G é um grupo

abeliano finito. Então o grupo Ĝ×{1, ∗} age sobre A como automorfismos e antiautomor-

fismos, e, por [10, Exemplo 6], temos que A é uma álgebra com FG-ação generalizada.

Teorema 3.20. ([17], Teorema 2.8) Seja A uma (G, ∗)-álgebra de dimensão finita sobre

um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então:

1. Se A é uma álgebra (G, ∗)-simples, então, ou A é uma álgebra G-simples, ou A =

B ⊕B∗, para alguma subálgebra G-simples B de A;

2. Se A é semissimples, então A é soma direta de álgebras (G, ∗)-simples;

3. A = A1⊕· · ·⊕Am +J(A), onde cada Ai, i = 1, . . .m, é uma álgebra (G, ∗)-simples.

Demonstração. Suponha que A seja uma (G, ∗)-álgebra de dimensão finita.

1. Como visto, J(A) é um (G, ∗)-ideal de A. Se A é uma álgebra (G, ∗)-simples, então

A não é uma álgebra nilpotente e, portanto, J(A) = {0}. Logo, A é um álgebra

semissimples, e pelo Lema 2.20, A possui um ideal G-simples.

Tome B um ideal G-simples de A. Se B∗ = B, então B é um (G, ∗)-ideal de A

e como A é uma álgebra (G, ∗)-simples, implica que A = B. Portanto, A é uma

álgebra G-simples. Por outro lado, se B∗ 6= B, então B∗ é um ideal de A e, pelo

Lema 3.16, temos que (B∗)χ = (Bχ)∗ = B∗, para todo χ ∈ Ĝ. Assim, B∗ é um

G-ideal de A. Logo, C = B ⊕ B∗ é um (G, ∗)-ideal de A e como A é uma álgebra

(G, ∗)-simples, temos que A = B ⊕B∗.

2. A demonstração segue do item 1.

3. Em 2013, Gordienko provou uma extensão do Teorema de Wedderburn-Malcev para

álgebras com H-ação generalizada (ver [10], Teorema 5). Como visto, as (G, ∗)-
álgebras são casos particulares de álgebras com H-ação generalizada, e portanto,

temos o resultado desejado.
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Exemplo 3.21. Seja M = spanF{e11 + e44, e22 + e33, e12, e24}. Recordemos que no caso

ordinário, a decomposição de Wedderburn-Malcev da álgebra M é dada por A1 ⊕ A2 +

J(M), onde A1 = F (e11 +e44) e A2 = F (e22 +e33). Agora, considere M com G-graduação

M (1) = spanF{e11 + e44, e22 + e33, e12}, M (g) = spanF{e34} e M (h) = {0}, h 6= 1, g, e

munida com a involução γ1. Então, a decomposição de Wedderburn-Malcev da (G, ∗)-
álgebra M , é dada por B + J(M), onde B = F (e11 + e44) ⊕ F (e22 + e33) munida com

involução troca.

Por meio do Teorema 2.32 e do item 1. do Teorema 3.20, temos a caracterização das

álgebras (G, ∗)-simples de dimensão finita.

Teorema 3.22. ([17], Teorema 2.10) Seja A uma (G, ∗)-álgebra de dimensão finita sobre

um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então, A é uma álgebra (G, ∗)-

simples se, e somente se, ou A ∼= Mn(F σH), ou A ∼= Mn(F σH)⊕Mn(F σH)op, para algum

subgrupo H de G e para algum 2-cociclo σ : H ×H → F ∗.

Como consequência do Teorema 3.22 temos o seguinte corolário.

Corolário 3.23. Seja A uma álgebra (G, ∗)-simples de dimensão finita sobre um corpo

algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Se dimF (A(1)) = 1, então A é isomorfa a

uma álgebra de grupo torcida.

Demonstração. Seja A uma álgebra (G, ∗)-simples. Então, pelo Teorema 3.22, ou A ∼=
Mn(F σH), ou A ∼= Mn(F σH)⊕Mn(F σH)op, para algum subgrupo H de G e para algum

2-cociclo σ : H ×H → F ∗.

Se A ∼= Mn(F σH) ⊕ Mn(F σH)op, claramente, dimF (A(1)) ≥ 2. Dessa forma, se

dimF (A(1)) = 1, implica que A ∼= Mn(F σH).

Se n ≥ 2, então eii ∈ (Mn(F ))(1), para todo i = 1, . . . , n. Mas isto é um absurdo,

pois pela Observação 2.34, temos que 1 = dimF (A(1)) = dimF (Mn(F ))(1). Logo, n = 1, e

assim, A ∼= F σH.

Agora, o nosso objetivo é classificar as álgebras (Cp, ∗)-simples. Quando p = 2, Giam-

bruno, dos Santos e Vieira, classificaram as álgebras (C2, ∗)-simples.

Teorema 3.24. ([4], Teorema 7.6) Seja A uma álgebra (C2, ∗)-simples de dimensão finita

sobre um corpo F algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então A é isomorfa a

alguma das seguintes (C2, ∗)-álgebras:

1) Mk,l(F ), com k ≥ 1, k ≥ l ≥ 0, e com involução transposta ou simplética (a in-

volução simplética ocorre somente quando k = l ou quando l = 0 e k é par).

2) Mk,l(F ) ⊕Mk,l(F )op, com k ≥ 1, k ≥ l ≥ 0, com graduação induzida e involução

troca.
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3) Mn(F ) ⊕ cMn(F ), com involução dada por (a + cb)† = a∗ − cb∗, onde ∗ denota a

involução transposta ou simplética.

4) Mn(F ) ⊕ cMn(F ), com involução dada por (a + cb)† = a∗ + cb∗, onde ∗ denota a

involução transposta ou simplética.

5) (Mn(F ) + cMn(F ))⊕ (Mn(F ) + cMn(F ))op, com graduação

(Mn(F )⊕Mn(F )op, c(Mn(F )⊕Mn(F )op)) e involução troca.

Até o fim da seção, F denotará um corpo algebricamente fechado.

Inicialmente, recordemos que se G é um grupo ćıclico finito, então, pelo Teorema 2.30

e pela Proposição 2.27, F σH ∼= FH, para todo subgrupo H de G. Consequentemente,

Mn(F σH) ∼= Mn(FH).

Em seguida, suponha que A seja uma álgebra (Cp, ∗)-simples, onde p é um primo

ı́mpar. Sabemos que os únicos subgrupos de Cp são os subgrupos triviais. Então, pelo

Teorema 3.22, ou A ∼= Mn(F ), ou A ∼= Mn(FCp), ou A ∼= Mn(F ) ⊕Mn(F )op, ou A ∼=
Mn(FCp)⊕Mn(FCp)

op.

Iniciaremos o nosso trabalho supondo queA ∼= Mn(FH)⊕Mn(FH)op com Cp-graduação

induzida pela n-upla α = (1, g2, . . . , gn) ∈ Cn
p , onde H é um subgrupo de Cp e munida

com a involução troca. Neste caso, as únicas possibilidades para a álgebra A são descritas

a seguir:

i. A ∼= Mn(F )⊕Mn(F )op com Cp-graduação induzida pela n-upla α e munida com a

involução troca;

ii. A ∼= Mn(FCp) ⊕Mn(FCp)
op com Cp-graduação induzida pela n-upla α e munida

com a involução troca.

Nosso objetivo agora consiste em classificar todas as involuções graduadas presentes

em Mn(F ) e Mn(FCp) com Cp-graduação induzida pela n-upla α = (1, g2, . . . , gn) ∈ Cn
p .

Iniciaremos com a classificação das involuções graduadas em Mn(F ). Recorde que as

únicas involuções, a menos de equivalência, em Mn(F ) são a involução transposta (t) e a

involução simplética (s).

Teorema 3.25. ([17], Teorema 3.2) Seja Mn(F ) com Cp-graduação induzida pela n-upla

α = (1, g2, . . . , gn) ∈ Cn
p e munida com involução ∗. Então, a involução ∗ é graduada se,

e somente se, ou

1. ∗ = t e α = (1, 1, . . . , 1) ou

2. ∗ = s, n = 2k e, na 2k-upla α, temos que gk+1 = gigk+i, para todo i ∈ {1, . . . , k}.
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Demonstração. Seja Mn(F ) com Cp-graduação induzida pela n-upla α = (1, g2, . . . , gn) ∈
Cn
p .

1. Suponha que t é uma involução graduada em Mn(F ). Então, deg(eij) = deg(eji),

para todos 1 ≤ i, j ≤ n. Em particular, quando j = 1, temos que g2
i = 1 com

gi ∈ Cp. Sendo p um primo ı́mpar, isto implica em gi = 1, para todo 1 ≤ i ≤ n.

Portanto, α = (1, 1, . . . , 1).

2. Suponha que s é uma involução graduada em M2k(F ). Vamos definir em M2k(F )

os seguintes conjuntos:

• A1 := {eij | 1 ≤ i, j ≤ k};

• A2 := {eij | 1 ≤ i ≤ k, n+ 1 ≤ j ≤ 2k};

• A3 := {eij | k + 1 ≤ i ≤ 2k, 1 ≤ j ≤ k};

• A4 := {eij | k + 1 ≤ i, j ≤ 2k}.

Sendo a involução simplética uma involução graduada em A, temos os seguintes

casos:

Se eij ∈ A1, então deg(eij) = deg(e(k+j)(k+i)), para todos 1 ≤ i, j ≤ k. Logo,

g−1
i gj = (gk+j)

−1gk+i. Em particular, ao considerar j = 1, implica que gk+1 = gigk+i,

para todo 1 ≤ i ≤ k;

Se eij ∈ A2, então deg(eij) = deg(e(j−k)(k+i)), para todo 1 ≤ i ≤ k e k+ 1 ≤ j ≤ 2k.

Assim, ao tomar j = k + 1, temos que gk+1 = gigk+i, para todo 1 ≤ i ≤ k;

Se eij ∈ A3, então, deg(eij) = deg(e(k+j)(i−k)), para todo k+1 ≤ i ≤ 2k e 1 ≤ j ≤ k.

Em particular, quando i = k + i, obtemos que gk+1 = gjgk+j, para todo 1 ≤ j ≤ k;

Se eij ∈ A4, então deg(eij) = deg(e(j−k)(i−k), para todos k + 1 ≤ i, j ≤ 2k. Com

isso, considerando j = k + 1, temos que gk+1 = gigi−k, para todo k + 1 ≤ i ≤ 2k.

Transladando os ı́ndices temos que gk+1 = gigk+i, para todo 1 ≤ i ≤ k.

A volta segue de forma imediata.

Agora, nosso trabalho consiste em classificar todas as involuções graduadas emMn(FCp).

Se A = Mn(FCp), então Z(A) ∼= FCp, munida com Cp-graduação canônica e, pelo Co-

rolário 3.14, munida com involução trivial, é uma (Cp, ∗)-subálgebra de A. Portanto, a

involução em A é dada por (eijg)∗ = e∗ijg, para toda matriz elementar eij ∈Mn(F ) e para

todo g ∈ Cp.
Vejamos a seguir a classificação das involuções Cp-graduadas em Mn(FCp).
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Teorema 3.26. ([17], Teorema 3.3) Seja Mn(FCp) com Cp-graduação induzida pela n-

upla (1, g2, . . . , gn) ∈ Cn
p e munida com uma involução ∗. Então, ∗ é uma involução

graduada se, e somente se, α = (1, 1, . . . , 1) e (eijg)∗ = e]ijg, para toda matriz elementar

eij ∈Mn(F ) e para todo g ∈ Cp, onde ] denota a involução transposta ou simplética.

Demonstração. Considere A = Mn(FCp), com Cp-graduação induzida pela n-upla α =

(1, g2, . . . , gn) ∈ Cn
p e munida com uma involução ∗. Pela Observação 2.36, temos que

gi = 1, para todo i = 2, . . . , n, ou seja, α = (1, 1, . . . , 1).

Através da Observação 2.34, podemos assumir que Mn(FCp)
(1) = Mn(F )(1), e conse-

quentemente, temos que Mn(FCp)
(1) = Mn(F ). Diante disso, se ∗ é uma involução gradu-

ada em Mn(FCp), então Mn(F ) é uma (G, ∗)-subálgebra de Mn(FCp). Portanto, e∗ij = e]ij,

onde ] denota a involução transposta ou involução simplética. Assim, (eijg)∗ = e]ijg, para

toda matriz elementar eij ∈Mn(F ) a para todo g ∈ Cp.
A rećıproca segue de forma imediata.

Através dos resultados apresentados e dos Teoremas 3.22, 3.25 e 3.26, temos a classi-

ficação das álgebras (Cp, ∗)-simples.

Teorema 3.27. ([17], Teorema 3.4) Sejam p um primo ı́mpar e A uma álgebra (Cp, ∗)-

simples de dimensão finita sobre um corpo F algebricamente fechado de caracteŕıstica

zero. Então, A é isomorfa a uma das seguintes álgebras (Cp, ∗)-simples:

1. Mn(F ) com Cp-graduação trivial e involução transposta;

2. M2k(F ) com Cp-graduação induzida pela 2k-upla α = (1, g2, . . . , g2k) ∈ C2k
p , com

gk+1 = gigk+i, para todo 1 ≤ i ≤ k, e munida com involução simplética;

3. Mn(FCp) com Cp-graduação induzida pela n-upla α = (1, 1, . . . , 1) ∈ Cn
p e munida

com involução (eijg)∗ = e]ijg, para toda matriz elementar eij em Mn(F ) e para todo

g ∈ Cp, onde ] denota a involução transposta ou a involução simplética (a involução

simplética só ocorre quando n é par);

4. Mn(F )⊕Mn(F )op com Cp-graduação induzida e involução troca;

5. Mn(FCp)⊕Mn(FCp)
op com Cp-graduação induzida e involução troca.
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Caṕıtulo 4

Variedades de (G, ∗)-álgebras de

crescimento quase polinomial

Neste caṕıtulo estudaremos as identidades polinomiais de (G, ∗)-álgebras. Se G é um

grupo abeliano finito, o resultado principal desta tese caracteriza variedades geradas por

(G, ∗)-álgebras de dimensão finita de crescimento quase polinomial, estendendo os resul-

tados de Giambruno, dos Santos e Vieira presentes em [4]. Antes disso, faremos uma

breve revisão dos resultados sobre caracterizações de variedades de crescimento quase

polinomial no contexto de álgebras com estruturas adicionais presentes na literatura.

Iniciaremos estudando o caso ordinário. Sejam X = {x1, x2, . . .} um conjunto enu-

merável de variáveis e F 〈X〉 a álgebra livremente gerada por X sobre F . Dizemos que

um polinômio f(x1, x2, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é uma identidade polinomial de uma álgebra A se

f(a1, a2, . . . , an) = 0, para todo ai ∈ A, i = 1, 2, . . . , n. É bem conhecido que o conjunto

das identidades polinomiais de A, denotado por Id(A), é um T -ideal de F 〈X〉, ou seja,

Id(A) é um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F 〈X〉.
Uma variedade V gerada por uma álgebra A é a classe de todas as álgebras que

satisfazem todas as identidades polinomiais de A e é denotada por var(A). Logo, uma

álgebra B ∈ var(A) se, e somente se, Id(A) ⊆ Id(B). Dizemos que as álgebras A e B são

PI-equivalentes se Id(A) = Id(B). Por exemplo, é posśıvel mostrar que as álgebras M e

UT2 são PI-equivalentes.

Recordemos que, em caracteŕıstica zero, Id(A) é gerado por seus polinômios multili-

neares. Denotaremos por

Pn = spanF{xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n) | σ ∈ Sn}

o conjunto dos polinômios multilineares de grau n nas variáveis x1, x2, . . . , xn em F 〈X〉.
Em [12], Kemer mostrou que, se F é um corpo de caracteŕıstica zero, então o T -ideal de



54

A é gerado, como T -ideal, por um conjunto finito de polinômios multilineares. Porém,

Kemer não estabelece uma maneira para encontrar uma base para o T -ideal de A. Uma

maneira de contornar esse problema seria encontrar uma função que consiga medir, de

certo modo, o crescimento das identidades polinomiais presentes em um T -ideal. Com

esse intuito, em 1972, Regev [18] introduziu a sequência das codimensões de A dada por

cn(A) = dimF
Pn

Pn ∩ Id(A)
.

Se V = var(A), definimos cn(V) = cn(A).

Além de cn(A) ser uma importante ferramenta na PI-teoria, ela também se tornou um

dos principais objetos de estudos na área. Um importante resultado mostrado por Regev

em [18] foi que, para qualquer PI-álgebra A, cn(A) é exponencialmente limitada, isto é,

existem constantes α, a tais que cn(A) ≤ aαn, para todo n ≥ 1.

Seja V uma variedade de álgebras. Dizemos que V tem

• crescimento polinomial, se existem constantes α e t, tais que cn(V) ≤ αnt, para todo

n ≥ 1;

• crescimento exponencial, se existe uma constante α ≥ 2, tal que cn(V) ≥ αn, para

todo n ≥ 1;

• crescimento quase polinomial, se V tem crescimento exponencial e qualquer subva-

riedade própria de V tem crescimento polinomial.

É bem conhecido que, por exemplo, F gera uma variedade de crescimento polinomial,

enquanto as álgebras G e UT2 geram variedades de crescimento exponencial [13].

Um dos principais resultados de caracterização de variedades de álgebras de cresci-

mento polinomial foi dado por Kemer [13],

Teorema 4.1. Uma variedade V tem crescimento polinomial se, e somente se, G, UT2 /∈
V.

Como consequência do Teorema de Kemer, as álgebras G e UT2 geram as únicas

variedades de crescimento quase polinomial.

O objetivo principal desta tese é estender o Teorema de Kemer para a classe das

(G, ∗)-álgebras. Nas próximas seções apresentaremos a extensão do Teorema de Kemer

para a classe das ∗-álgebras e das álgebras G-graduadas.
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4.1 ∗-identidades polinomiais

Nessa seção, vamos apresentar a extensão do Teorema de Kemer para a classe das ∗-
álgebras.

Considere F 〈X|∗〉 a álgebra livremente gerada por {x1, x
∗
1, x2, x

∗
2, . . .} sobre F . Seja

F 〈X|∗〉 munida com a involução

(xh1i1 x
h2
i2
. . . xhnin )∗ = xhn∗in

x
hn−1∗
in−1

. . . xh1∗i1 ,

onde hi ∈ {1, ∗} ∼= Z2, para todo 1 ≤ i ≤ n. A álgebra F 〈X|∗〉 munida com essa involução

é chamada de ∗-álgebra livre e os elementos de F 〈X|∗〉 são chamados de ∗-polinômios.

Se f ∈ F 〈X|∗〉, escrevemos f = f(x1, x
∗
1, . . . , xn, x

∗
n).

Dizemos que f ∈ F 〈X|∗〉 é uma ∗-identidade para a ∗-álgebra A, se

f(a1, a
∗
1, a2, a

∗
2, . . . , an, a

∗
n) = 0,

para quaisquer a1, a2, . . . , an ∈ A. Neste caso, denotaremos por f ≡ 0 em A.

Considere A uma ∗-álgebra. Definimos

Id∗(A) = {f ∈ F 〈X|∗〉 | f ≡ 0 em A}.

Recordemos que Id∗(A) é um T ∗-ideal de F 〈X|∗〉, isto é, Id∗(A) é invariante sob todos

os endomorfismos de F 〈X|∗〉 que comutam com a involução ∗.
Uma variedade V gerada por uma ∗-álgebra A é a classe de todas as ∗-álgebras B

tais que Id∗(A) ⊆ Id∗(B) denotada por V = var∗(A). Neste caso, dizemos que V é uma

∗-variedade.

Se considerarmos yi = xi + x∗i e zi = xi − x∗i , então a ∗-álgebra livre F 〈X|∗〉
pode ser gerada por variáveis simétricas e antissimétricas. Assim, temos que F 〈X|∗〉 =

F 〈y1, z1, y2, z2, . . .〉. Além disso, como F é um corpo de caracteŕıstica zero, todo T ∗-ideal

de F 〈X|∗〉 é gerado por ∗-polinômios multilineares. Dessa forma, definimos

P ∗n = spanF{ωσ(1)ωσ(2) · · ·ωσ(n) | σ ∈ Sn, ωi ∈ {yi, zi}, i = 1, . . . , n},

como o espaço dos ∗-polinômios multilineares de grau n nas variáveis y1, z1, . . . , yn, zn.

Definimos

P ∗n(A) =
P ∗n

P ∗n ∩ Id∗(A)

e sua dimensão sobre F é chamada de n-ésima ∗-codimensão de A denotada por c∗n(A).

Se V é uma ∗-variedade, definimos c∗n(V) = c∗n(A) e o crescimento de V é o crescimento

da sequência {c∗n(V)}n≥1. De maneira análoga ao caso ordinário, definimos a noção de
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∗-variedades de crescimento polinomial, exponencial e quase polinomial.

Exemplo 4.2. Seja D = F ⊕ F munida com involução troca. Giambruno e Mishchenko

mostraram que var∗(D) tem crescimento quase polinomial (ver [6], Teorema 4).

Como visto no Exemplo 2.44, a álgebra D com involução troca é isomorfa, como

∗-álgebra, a álgebra (FC2)∗. Logo, pelo Exemplo 4.2, temos que var∗((FC2)∗) tem cres-

cimento quase polinomial.

Denotaremos por M1,ρ a álgebra M munida com involução reflexão.

Exemplo 4.3. Mishchenko e Valenti mostraram que var∗(M1,ρ) tem crescimento quase

polinomial ([16], Corolário 1).

O próximo resultado, devido a Mishchenko e Giambruno, caracteriza as ∗-variedades

de crescimento polinomial.

Teorema 4.4. ([7], Teorema 4.7) Uma ∗-variedade V tem crescimento polinomial se, e

somente se, (FC2)∗,M1,ρ /∈ V.

Consequentemente, temos que as ∗-álgebras (FC2)∗ eM1,ρ geram as únicas ∗-variedades

de crescimento quase polinomial.

Giambruno e Zaicev apresentaram a seguinte caracterização de variedades geradas por

∗-álgebras de dimensão finita de crescimento polinomial.

Teorema 4.5. ([9], Teorema 6) Seja A uma ∗-álgebra de dimensão finita sobre um corpo

algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então a sequência de ∗-codimensão {c∗n(A)}n≥1

é limitada polinomialmente se, e somente se,

1. A sequência de codimensões {cn(A)}n≥1 é limitada polinomialmente;

2. A = B + J(A), onde B é uma ∗-subálgebra semissimples maximal de A e B tem

involução induzida trivial.

Como consequência dos Teoremas 4.4 e 4.5, temos o seguinte corolário.

Corolário 4.6. Seja A uma ∗-álgebra de dimensão finita sobre um corpo F algebrica-

mente fechado de caracteŕıstica zero. Considere A = B + J(A) uma decomposição de

Wedderburn-Malcev de A, onde B é uma ∗-subálgebra semissimples maximal de A. Se

var∗(A) tem crescimento polinomial, então B ∼= A1 ⊕ · · · ⊕ Am, onde Ai ∼= F e A∗i = Ai,

para todo i = 1, . . . ,m.
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4.2 G-identidades polinomiais

Nesta seção, apresentaremos a versão do Teorema de Kemer para a classe das álgebras

graduadas por um grupo finito.

Seja G um grupo finito de ordem k e considere X =
⋃
g∈GX

(g), união disjunta, onde

X(g) = {x1,g, x2,g . . .}. O grau homogêneo de um monômio x1,g1 · · ·xt,gt ∈ F 〈X〉 é dado

por g1 · · · gt.
Para cada g ∈ G, definimos por F (g) o subespaço de F 〈X〉 gerado por todos os

monômios de grau homogêneo g. Assim,

F 〈X〉 =
⊕
g∈G

F (g),

fornece uma G-graduação em F 〈X〉. A álgebra livre F 〈X〉 munida com essa graduação

é denotada por F 〈X|G〉 e é chamada de álgebra G-graduada livre. Os elementos f =

f(x1,g1 , . . . , xt1,g1 , . . . , x1,gk , . . . , xtk,gk) ∈ F 〈X|G〉 são chamados de G-polinômios.

Diremos que f é uma G-identidade para a álgebra G-graduada A =
⊕
g∈G

A(g), se

f = f(a1,g1 , . . . , at1,g1 , . . . , a1,gk , . . . , atk,gk) = 0,

para todos a1,gj , · · · , atj ,gj ∈ A(gj), 1 ≤ j ≤ k, e denotaremos por f ≡ 0 em A.

O conjunto

IdG(A) = {f ∈ F 〈X|G〉 | f ≡ 0 em A},

é chamado de ideal das G-identidades de A. Recordemos que IdG(A) é um TG-ideal de

F 〈X|G〉, ou seja, é um ideal invariante sob qualquer endomorfismo graduado de F 〈X|G〉.
De forma análoga aos casos ordinário e com involução, definimos a noção de G-

variedade. Se V é uma G-variedade gerada por uma álgebra G-graduada A, então deno-

tamos V = varG(A).

Como F é um corpo de caracteŕıstica zero, IdG(A) é determinado por G-polinômios

multilineares. Com isso, definimos,

PG
n = spanF{xσ(1),g1 . . . xσ(n),gn | σ ∈ Sn, g1, . . . , gn ∈ G},

o espaço dos G-polinômios multilineares nas variáveis x1,g1 , . . . , xn,gn de grau n. A di-

mensão sobre F do espaço

PG
n (A) =

PG
n

PG
n ∩ IdG(A)

,

é chamada de n-ésima G-codimensão de A denotada por cGn (A).
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Considere A uma álgebra G-graduada. De forma similar ao casos anteriores, se V =

varG(A), então cGn (V) = cGn (A). Além disso, as noções de G-variedades de crescimento

polinomial, exponencial e quase polinomial são definidas como nos casos ordinários e com

involução.

Agora, vejamos alguns exemplos importantes de álgebras G-graduadas presentes na

PI-teoria.

Exemplo 4.7. Sejam G um grupo abeliano finito, p um primo que divide |G|, e FCp

com G-graduação definida no Exemplo 3.15. Em [21], Valenti mostrou que varG(FCp)

tem crescimento exponencial.

Exemplo 4.8. Vimos no Exemplo 2.11 que toda G-graduação na álgebra UT2 é elementar

e pode ser induzida por um elemento da forma α = (1, g) ∈ G2, para algum g ∈ G.

Em [21], Valenti mostrou que UTα2 gera uma G-variedade de crescimento quase poli-

nomial.

Para o próximo exemplo, vamos considerar G como sendo a álgebra de Grassmann

munida com G-graduação trivial. Além disso, se a ordem de G é par e g é um elemento

de ordem 2, então Gg denota a álgebra de Grassmann com G-graduação definida no

Exemplo 2.12.

Exemplo 4.9. ([21], Proposição 6) Valenti mostrou que as álgebras G e Gg, no caso em

que a ordem de G é par, geram G-variedades de crescimento quase polinomial.

No próximo resultado, apresentamos a extensão do Teorema de Kemer para a classe de

álgebras G-graduadas. Tal resultado foi mostrado por Valenti em [21] que apresentou uma

caracterização das G-variedades de crescimento polinomial, onde G é um grupo abeliano

finito. A caracterização depende da paridade da ordem do grupo G e, em cada caso, existe

uma lista de álgebras G-graduadas que são exclúıdas da G-variedade.

Teorema 4.10. ([21], Teorema 9) Sejam G um grupo abeliano finito e A uma álgebra

G-graduada que satisfaz uma identidade polinomial ordinária. Então, varG(A) tem cres-

cimento polinomial se, e somente se, ou |G| é ı́mpar e UTα2 ,G, FCp 6∈ varG(A), para todo

primo p que divide a ordem de G, ou |G| é par e UTα2 , FCp,G,Gg 6∈ varG(A), para todo

primo p que divide a ordem de G e para g ∈ G de ordem 2.

Como consequência, as álgebras G-graduadas presente no teorema anterior geram as

únicas G-variedades de crescimento quase polinomial.
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4.3 (G, ∗)-identidades

Nesta seção, desenvolveremos a teoria de identidades polinomiais na classe das (G, ∗)-
álgebras necessárias para a demonstração do principal resultado desta tese.

Seja G um grupo finito de ordem k e considere a álgebra G-graduada livre F 〈X|G〉,
onde X =

⋃
g∈GX

(g). Para cada g ∈ G, decomponha X(g) como a união disjunta de dois

conjuntos, que por um abuso de notação, escrevemos X(g) = {x1,g, x
∗
1,g, x2,g, x

∗
2,g, . . .}.

Como na ∗-álgebra livre, defina a seguinte involução em F 〈X|G〉

(xh1i1,g1x
h2
i2,g2
· · · xhnin,gn)∗ = xhn∗in,gn

x
hn−1∗
in−1,gn−1

· · ·xh1∗i1,g1 ,

onde hi ∈ {1, ∗} ∼= Z2, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}. Observe que essa involução não altera

o grau homogêneo dos monômios em F 〈X|G〉. Logo, para todo g ∈ G, (F (g))∗ = F (g) e,

assim, ∗ é uma involução graduada em F 〈X|G〉.
A álgebra F 〈X|G〉 munida com essa involução é denotada por F 〈X|G, ∗〉 e é chamada

de (G, ∗)-álgebra livre. Os elementos

f = f(x1,g1 , x
∗
1,g1

, . . . , xn,gn , x
∗
n,gn) ∈ F 〈X|G, ∗〉

são chamados de (G, ∗)-polinômios.

Dizemos que f ∈ F 〈X|G, ∗〉 é uma (G, ∗)-identidade para a (G, ∗)-álgebra A =⊕
g∈G

A(g), se

f(a
(g1)
1 , (a

(g1)
1 )∗, . . . , a(gn)

n , (a(gn)
n )∗) = 0

para todo a
(gi)
i ∈ A(gi), 1 ≤ i ≤ n, e denotamos por f ≡ 0 em A.

O conjunto

Id(G,∗)(A) := {f ∈ F 〈X|G, ∗〉 | f ≡ 0 em A}

é um ideal de F 〈X|G, ∗〉 chamado de ideal das (G, ∗)-identidades de A.

Observamos que Id(G,∗)(A) é um T (G,∗)-ideal de F 〈X|G, ∗〉, isto é, Id(G,∗)(A) é um

ideal invariante por todos os endomorfismo de F 〈X|G, ∗〉 que preservam a G-graduação

e comutam com a involução ∗.
Uma variedade V gerada por uma (G, ∗)-álgebra é a classe de todas as (G, ∗)-álgebras

B tais que Id(G,∗)(A) ⊆ Id(G,∗)(B), denotada por V = var(G,∗)(A). Neste caso, dizemos

que V é uma (G, ∗)-variedade.

Agora, se definirmos yi,g =
xi,g + x∗i,g

2
e zi,g =

xi,g − x∗i,g
2

, então y∗i,g = yi,g e z∗i,g = −zi,g.
Logo, cada variável xi,g pode ser escrita como xi,g = yi,g + zi,g e cada variável x∗i,g pode

ser escrita como x∗i,g = yi,g − zi,g. Com isso, F 〈X|G, ∗〉 = F 〈Y ∪ Z〉, onde Y =
⋃
g∈G Y

(g)

e Z =
⋃
g∈G Z

(g), sendo Y (g) = {y1,g, y2,g, . . .} o conjunto das variáveis simétricas de grau
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homogêneo g e Z(g) = {z1,g, z2,g, . . .} o conjunto das variáveis antissimétricas de grau

homogêneo g.

Como F é um corpo de caracteŕıstica zero, então Id(G,∗)(A) é determinado por (G, ∗)-
polinômios multilineares. Assim, definimos

P (G,∗)
n = spanF{ωσ(1)ωσ(2) · · ·ωσ(n) | σ ∈ Sn, ωi ∈ {yi,g, zi,g}, i = 1, . . . , n, g ∈ G}

o espaço dos (G, ∗)-polinômios multilineares de grau n. Observe que dimF (P
(G,∗)
n ) =

2n|G|nn!.

A dimensão sobre F do espaço

P (G,∗)
n (A) =

P
(G,∗)
n

P
(G,∗)
n ∩ Id(G,∗)(A)

será chamada de n-ésima (G, ∗)-codimensão de A e denotaremos por c
(G,∗)
n (A). Se V =

var(G,∗)(A), então definimos c
(G,∗)
n (V) = c

(G,∗)
n (A).

As noções de (G, ∗)-variedades de crescimento polinomial, exponencial e quase poli-

nomial são definidas como nos casos ordinário, com involução e G-graduação.

Observe que, se A é uma (G, ∗)-álgebra com G-graduação trivial, então c
(G,∗)
n (A) =

c∗n(A). Além disso, se A é uma (G, ∗)-álgebra comutativa com involução trivial, então

c
(G,∗)
n (A) = cGn (A).

Observação 4.11. Sejam A uma (G, ∗)-álgebra sobre um corpo F de caracteŕıstica zero

e A = A⊗ F , onde F é o fecho algébrico de F . Então, A tem estrutura de (G, ∗)-álgebra

com G-graduação A =
⊕
g∈G

A
(g)

, onde A
(g)

= A(g) ⊗ F , para todo g ∈ G, e munida da

involução ∗ dada por (a⊗ α)∗ = a∗ ⊗ α, para todo a ∈ A e para todo α ∈ F . Além disso,

dimF (A) = dimF (A), Id(G,∗)(A) = Id(G,∗)(A), vista como uma (G, ∗)-álgebra sobre F , e

c
(G,∗)
n (A) = c

(G,∗)
n (A).

De acordo com essa observação, ao trabalharmos com questões relacionadas às (G, ∗)-
codimensões podemos considerar (G, ∗)-álgebras sobre um corpo algebricamente fechado.

Observação 4.12. Se G é um grupo abeliano finito e F um corpo algebricamente fechado,

então devido à dualidade entre ações e graduações vista no Caṕıtulo 1, temos que os

espaços Pn, P
∗
n , P

G
n podem ser naturalmente imersos em P

(G,∗)
n .

De agora em diante, G denotará um grupo abeliano finito.

Se A é uma (G, ∗)-álgebra, então existe uma relação entre as correspondentes codi-

mensões de A. Esse resultado será apresentado a seguir e a demonstração é similar ao

caso já demonstrado para G = C2 (ver [4], Lema 3.1).
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Lema 4.13. Seja A uma (G, ∗)-álgebra. Então:

1. cn(A) ≤ c∗n(A) ≤ c
(G,∗)
n (A);

2. cn(A) ≤ cGn (A) ≤ c
(G,∗)
n (A);

3. cn(A) ≤ c
(G,∗)
n (A) ≤ 2n|G|ncn(A).

Em [18], Regev mostrou que A é uma PI-álgebra se, e somente se, cn(A) é expo-

nencialmente limitada. Dessa forma, uma consequência do Lema 4.13 é apresentada a

seguir.

Corolário 4.14. Seja A uma (G, ∗)-álgebra de dimensão finita. Então, c
(G,∗)
n (A) é limi-

tada exponencialmente.

Se A é uma (G, ∗)-álgebra, então A é uma ∗-álgebra e é uma álgebra G-graduada.

Assim, pelo Lema 4.13, se, ou A gera uma variedade de ∗-álgebras de crescimento expo-

nencial, ou A gera uma variedade de álgebras G-graduadas de crescimento exponencial,

então A gera uma variedade de (G, ∗)-álgebras de crescimento exponencial.

Exemplo 4.15. Considere, para cada primo p que divide a ordem de G, a álgebra

G-graduada FCp definida no Exemplo 3.15. Pelo Exemplo 4.7, temos que varG(FCp)

tem crescimento exponencial. Logo, as (G, ∗)-álgebras (FCp)
G e (FC2)(G,∗), definidas no

Exemplo 3.15, geram (G, ∗)-variedades de crescimento exponencial.

Exemplo 4.16. Seja (FC2)∗ a ∗-álgebra definida no Exemplo 2.38. Através do Exemplo

4.2, temos que var∗((FC2)∗) tem crescimento exponencial. Com isso, a variedade V gerada

pela (G, ∗)-álgebra (FC2)∗, definida no Exemplo 3.4, tem crescimento exponencial.

Exemplo 4.17. Sabemos que a álgebra M é PI-equivalente a álgebra UT2. Como UT2

gera uma variedade de crescimento exponencial, então, para todo g ∈ G, temos que

var(G,∗)(Mg,ρ) tem crescimento exponencial.

Se A é uma (G, ∗)-álgebra de dimensão finita, então, como consequência do Corolário

4.14, existe uma constante α ∈ N tal que 0 ≤ c
(G,∗)
n (A) ≤ αn. Assim, a sequência

{c(G,∗)
n (A)}n≥1, é limitada, portanto, podemos falar em limite superior e limite inferior

dessa sequência.

Definição 4.18. Seja A uma (G, ∗)-álgebra. Definimos

exp(G,∗)(A) := lim inf
n→∞

n

√
c

(G,∗)
n (A) e exp(G,∗)(A) := lim sup

n→∞

n

√
c

(G,∗)
n (A).
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Se ocorrer a igualdade, então

exp(G,∗)(A) := lim
n→∞

n

√
c

(G,∗)
n (A),

é chamado de (G, ∗)-expoente de A.

Seja A uma (G, ∗)-álgebra. Como vimos, A é uma álgebra com H-ação generalizada

e Gordienko em [10] provou a existência do expoente para essa classe de álgebras. Este

resultado transcrito para a classe das (G, ∗)-álgebras é dado por:

Teorema 4.19. ([10], Teorema 5) Sejam G um grupo abeliano finito e A uma (G, ∗)-

álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero.

Então, existe um inteiro d ≥ 0 e constantes C1, C2, r1, r2, tais que C1 > 0 e

C1n
r1dn ≤ c(G,∗)

n (A) ≤ C2n
r2dn.

Portanto, exp(G,∗)(A) existe e é um inteiro não negativo. Se B é uma (G, ∗)-subálgebra

semissimples maximal de A e J = J(A) é o radical de Jacobson de A, então

exp(G,∗)(A) = max
i

dimF (C
(i)
1 + · · ·+ C

(i)
k ),

onde C
(i)
1 , . . . , C

(i)
k são subálgebras (G, ∗)-simples distintas de B e

C
(i)
1 JC

(i)
2 J · · · JC(i)

k−1JC
(i)
k 6= {0}.

Como consequência do Teorema 4.19, temos o seguinte resultado.

Corolário 4.20. Sejam G um grupo abeliano finito e A uma (G, ∗)-álgebra de dimensão

finita sobre um corpo F de caracteŕıstica zero. Então, exp(G,∗)(A) existe, é um inteiro

não negativo e exp(G,∗)(A) ≤ dimF (A).

4.4 Caracterização das (G, ∗)-álgebras de crescimento

polinomial

Nesta seção demonstraremos o principal resultado deste caṕıtulo: a extensão do Teorema

de Kemer para a classe das (G, ∗)-álgebras de dimensão finita. Recordamos que G denota

um grupo abeliano finito.

Iniciamos apresentando uma primeira caracterização das variedades geradas por (G, ∗)-
álgebras de dimensão finita de crescimento polinomial.
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Teorema 4.21. Seja V uma variedade gerada por uma (G, ∗)-álgebra de dimensão finita

sobre um corpo de caracteŕıstica zero. Então, exp(G,∗)(V) ≤ 1 se, e somente se, V tem

crescimento polinomial.

Demonstração. Se V tem crescimento polinomial, então existem um inteiro não negativo

r e uma constante C tais que c
(G,∗)
n (A) ≤ Cnr. Portanto, exp(G,∗)(A) ≤ 1.

Suponha que exp(G,∗)(A) ≤ 1. Pelo Teorema 4.19, temos que c
(G,∗)
n (A) ≤ C2n

r2 .

Considere k um inteiro não negativo tal que r2 ≤ k. Assim, c
(G,∗)
n (A) ≤ C2n

k, e portanto,

V tem crescimento polinomial.

Giambruno, dos Santos e Vieira em [4] apresentaram uma primeira extensão do Teo-

rema de Kemer para a classe das (C2, ∗)-álgebras de dimensão finita.

Teorema 4.22. ([4], Teorema 8.6) Seja A uma (C2, ∗)-álgebra de dimensão finita sobre

um corpo de caracteŕıstica zero. Então c
(C2,∗)
n (A) é limitada polinomialmente se, e somente

se, Mg,ρ, (FC2)∗, (FC2)C2 , (FC2)(C2,∗) /∈ var(C2,∗)(A), para todo g ∈ C2.

É importante ressaltar que os autores em [5] mostraram que dada uma variedade V
gerada por uma (C2, ∗)-álgebra tal que (FC2)∗ /∈ V , então V = var(G,∗)(A), para alguma

(C2, ∗)-álgebra A de dimensão finita. Isso nos diz que a hipótese de dimensão finita no

Teorema 4.22 não é necessária.

Nosso objetivo nesta seção é generalizar o Teorema 4.22 para um grupo abeliano finito

qualquer. Para isso, iniciaremos apresentando dois lemas técnicos.

Dado S ⊆ F 〈X | G, ∗〉, denotamos por 〈S〉T (G,∗) o T (G,∗)-ideal gerado por S.

Lema 4.23. ([17], Lema 5.4) Sejam A e B (G, ∗)-álgebras. Se B tem G-graduação trivial

e B /∈ var(G,∗)(A), então B /∈ var∗(A(1)).

Demonstração. Sejam A e B (G, ∗)-álgebras. Como A(1) tem G-graduação trivial indu-

zida, temos que

Id(G,∗)(A(1)) = 〈Id∗(A(1)), yi,g, zi,g : g 6= 1〉T (G,∗) .

Se B tem G-graduação trivial, então

Id(G,∗)(B) = 〈Id∗(B), yi,g, zi,g : g 6= 1〉T (G,∗) .

Suponha que B ∈ var∗(A(1)). Então B ∈ var(G,∗)(A(1)) e como A(1) é uma (G, ∗)-
subálgebra de A, temos que var(G,∗)(A(1)) ⊆ var(G,∗)(A). Portanto, B ∈ var(G,∗)(A).

Lema 4.24. ([17], Lema 5.5) Seja A uma (G, ∗)-álgebra de dimensão finita sobre um

corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Considere A = A1⊕· · ·⊕Am+J uma
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decomposição de Wedderburn-Malcev de A, onde A1, . . . , Am são álgebras (G, ∗)-simples

e J = J(A). Se g ∈ G e existem r, s ∈ {1, . . . ,m}, r 6= s, tais que A
(1)
r J (g)A

(1)
s 6= {0},

então Mg,ρ ∈ var(G,∗)(A).

Demonstração. Considere A uma (G, ∗)-álgebra de dimensão finita e A = A1⊕· · ·⊕Am+J

uma decomposição de Wedderburn-Malcev de A, onde A1, . . . , Am são álgebras (G, ∗)-
simples e J = J(A).

Seja g ∈ G e suponha que existem r, s ∈ {1, . . . ,m}, r 6= s, tais que A
(1)
r J (g)A

(1)
s 6= {0}.

Com isso, existem ar ∈ A(1)
r , as ∈ A(1)

s e j ∈ J (g) tais que arjas 6= 0. Se e1 e e2 denotam as

unidades de A
(1)
r e A

(1)
s , respectivamente, então existe jg ∈ J (g) tal que 0 6= e1jge2 ∈ J (g).

Considere k o maior inteiro não negativo tal que e1Je2 ⊆ Jk e seja A′ =
A

Jk+1
. Como

J é um (G, ∗)-ideal de A, temos que A′ é uma (G, ∗)-álgebra e A′ ∈ var(G,∗)(A).

Seja J = J(A′) =
J

Jk+1
o radical de Jacobson de A′. Se e1, e2 e jg denotam as classes

de e1, e2 e jg em A′, então e1Je2 6= 0.

Considere

B = spanF{e1, e2, e1jge2, e2j∗ge1}.

Como e1Je2 ⊆ Jk, temos que e1Je2J, e2Je1J ⊆ Jk+1. Além disso, como e1 e e2 são

idempotentes ortogonais, conclúımos que B é uma (G, ∗)-subálgebra de A′.

Se g = 1, então B é munida com G-graduação trivial induzida. Neste caso, a álgebra

B será denotada por B1.

Se g 6= 1, então a álgebra B é munida da seguinte G-graduação:

B(1) = spanF{e1, e2}, B(g) = spanF{e1jge2, e2j∗ge1} e B(h) = {0},

para todo h ∈ G, h /∈ {1, g}. Neste caso, a álgebra B será denotada por Bg, para

todo g ∈ G − {1}. Observe que, (B
(1)
g )+ = spanF{e1, e2}, (B

(1)
g )− = {0}, (B(g)

g )+ =

spanF{e1jge2 + e2j∗ge1} e (B
(g)
g )− = spanF{e1jge2 − e2j∗ge1}.

Agora, mostraremos que, para todo g ∈ G, as álgebras Bg e Mg,ρ são isomorfas, como

(G, ∗)-álgebras. Para isto, consideremos a aplicação

ϕ : Bg → Mg,ρ

e1 7→ e11 + e44

e2 7→ e22 + e33

e1jge2 7→ e12

e2j∗ge1 7→ e34.

Claramente, a aplicação ϕ é um isomorfismo de (G, ∗)-álgebras. Portanto, Mg,ρ ∈
var(G,∗)(Bg) ⊆ var(G,∗)(A′) ⊆ var(G,∗)(A).
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Através desses resultados, estamos aptos para expor uma caracterização das (G, ∗)-
álgebras de crescimento polinomial, estendendo o Teorema de Kemer para essa classe de

álgebras.

Teorema 4.25. ([17], Teorema 5.8) Seja V uma variedade gerada por uma (G, ∗)-álgebra

de dimensão finita sobre um corpo F de caracteŕıstica zero. Então, V tem crescimento

polinomial se, e somente se, ou |G| é par e (FC2)∗, (FC2)(G,∗), (FCp)
G e Mg,ρ /∈ V, ou

|G| é ı́mpar e (FC2)∗, (FCp)
G e Mg,ρ /∈ V, para todo primo p que divide a ordem de G e

para todo g ∈ G.

Demonstração. Seja V uma variedade gerada por uma (G, ∗)-álgebra A de dimensão finita

sobre um corpo F de caracteŕıstica zero. Por meio da Observação 4.11, podemos assumir

que F é um corpo algebricamente fechado.

Através dos Exemplos 4.15, 4.16 e 4.17, temos que as (G, ∗)-álgebras (FC2)∗, (FC2)(G,∗),

(FCp)
G e Mg,ρ geram (G, ∗)-variedades de crescimento exponencial, para todo g ∈ G

e para todo primo p que divide |G|. Assim, se V tem crescimento polinomial, então

(FC2)∗, (FCp)
G e Mg,ρ /∈ V (adicionamos (FC2)(G,∗) quando |G| for par).

Reciprocamente, suponha que (FC2)∗, (FCp)
G e Mg,ρ /∈ V , e caso |G| seja par, também

assumiremos que (FC2)(G,∗) /∈ V , para todo g ∈ G e para todo primo p que divide |G|.
Pelo Teorema 3.20, podemos considerar

A = A1 ⊕ · · · ⊕ Am + J

uma decomposição de Wedderburn-Malcev de A, onde A1, . . . , Am são álgebras (G, ∗)-
simples e J = J(A) o radical de Jacobson de A. Temos que A(1) = A

(1)
1 ⊕ · · ·⊕A

(1)
m + J (1)

é uma (G, ∗)-álgebra com G-graduação trivial e involução induzida. Como (FC2)∗, M1,ρ /∈
V , então, pelo Lema 4.23, temos que (FC2)∗ e M1,ρ /∈ var∗(A(1)). Isso implica que, pelo

Teorema 4.4, var∗(A(1)) tem crescimento polinomial. Portanto, através do Corolário 4.6,

temos que A
(1)
i
∼= F , para todo 1 ≤ i ≤ m.

Agora, como dimF (A
(1)
i ) = 1, por meio do Corolário 3.23, temos que cada Ai é isomorfa

a uma álgebra de grupo torcida. Mostraremos que Ai ∼= F , para todo i ∈ {1, . . . ,m}.
De fato, suponha que existe i, tal que Ai ∼= F σH, para algum subgrupo H 6= {1} de G.

Dessa forma, existe um primo p que divide |H| e, assim, F σCp é uma (G, ∗)-subálgebra

de Ai. Pelo Teorema 2.30, temos que F σCp ∼= FCp. Se p 6= 2, então, pelo Lema 3.13,

a única involução graduada em FCp é a involução trivial e, com isso, (FCp)
G ∈ V , uma

contradição. Por outro lado, se p = 2, então, ou (FCp)
G, ou (FC2)(G,∗) ∈ V , uma

contradição. Portanto, Ai = A
(1)
i
∼= F , para todo i = 1, . . . ,m.

Por fim, como Mg,ρ /∈ V , para todo g ∈ G, pelo Lema 4.24, temos que A
(1)
r J (g)A

(1)
s =

{0}, para todo r, s ∈ {1, . . . ,m}, r 6= s e para todo g ∈ G. Como Ai = A
(1)
i , para
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todo i = 1, . . . ,m e J é um (G, ∗)-ideal de A, implica que ArJAs = {0}, para todo

r, s ∈ {1, . . . ,m}, r 6= s.

Portanto, como consequência do Teorema 4.19, exp(G,∗)(V) = 1, e conclúımos pelo

Teorema 4.21, que V tem crescimento polinomial.

Corolário 4.26. Seja V uma variedade gerada por uma (G, ∗)-álgebra A de dimensão

finita. Então, a sequência {c(G,∗)
n (A)}n≥1, ou é limitada polinomialmente, ou cresce expo-

nencialmente.

É importante ressaltar que o corolário anterior também segue do Teorema 4.19.

Corolário 4.27. Para todo primo p que divide |G| e para todo g ∈ G, as (G, ∗)-álgebras

(FC2)∗, (FCp)
G,Mg,ρ e (FC2)(G,∗), se |G| for par, geram variedades de crescimento quase

polinomial.

Demonstração. Considere o conjunto

L = {(FC2)∗, (FCp)
G,Mg,ρ : p | |G|, g ∈ G},

e caso |G| for par, adicionamos (FC2)(G,∗). Como vimos, se A ∈ L, então var(A)(G,∗)

tem crescimento exponencial. Observe, que se g1, g2 são elementos distintos de G, então

Id(G,∗)(Mg1,ρ) * Id(G,∗)(Mg2,ρ). Além disso, se A e B são (G, ∗)-álgebras distintas em L,

então, claramente, Id(G,∗)(A) * Id(G,∗)(B).

Sejam A ∈ L e U uma (G, ∗)-subvariedade própria de var(G,∗)(A). Como U é própria,

então A /∈ U . Além disso, se B ∈ U , para algum B ∈ L, então B ∈ var(G,∗)(A), e como

visto acima, isto não ocorre. Portanto, B /∈ U , para todo B ∈ L, e pelo Teorema 4.25,

temos que U tem crescimento polinomial.

Corolário 4.28. Seja V uma variedade gerada por uma (G, ∗)-álgebra A de dimensão

finita sobre um corpo F de caracteŕıstica zero. Então, V tem crescimento quase polinomial

se, e somente se, ou Id(G,∗)(A) = Id(G,∗)((FC2)∗), ou Id(G,∗)(A) = Id(G,∗)((FC2)(G,∗)),

quando |G| for par, ou Id(G,∗)(A) = Id(G,∗)((FCp)
G), para algum primo p que divide |G|,

ou Id(G,∗)(A) = Id(G,∗)(Mg,ρ), para algum g ∈ G.
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Considerações Finais

Nesta tese estudamos as (G, ∗)-álgebras em relação à sua estrutura algébrica e suas iden-

tidades polinomiais. A primeira parte deste trabalho foi dedicada ao estudo das álgebras

(G, ∗)-simples de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica

zero, onde G é um grupo abeliano finito.

No Caṕıtulo 2, classificamos as álgebras (Cp, ∗)-simples, onde p é um primo ı́mpar.

É natural questionarmos sobre a extensão dessa classificação para G um grupo abeliano

finito. Como vimos no Teorema 3.22, A é uma álgebra (G, ∗)-simples se, e somente se, ou

A ∼= Mn(F σH) munida com alguma involução graduada, ou A ∼= Mn(F σH)⊕Mn(F σH)op

munida com involução troca, onde σ é um 2-cociclo e H é um subgrupo de G.

Para classificar todas as álgebras (G, ∗)-simples é necessário determinar todas as in-

voluções graduadas presentes na (G, ∗)-álgebra Mn(F σH). Neste momento estamos tra-

balhando na resolução deste problema.

No Caṕıtulo 3, demos nossa contribuição na classificação das variedades geradas por

(G, ∗)-álgebras de dimensão finita de crescimento quase polinomial. Nessa classificação,

está presente a (G, ∗)-álgebra Mg,ρ, a álgebra M = F (e11+e44)⊕F (e22+e33)⊕Fe12⊕Fe34

com G-graduação M (1) = spanF{e11+e44, e22+e33}, M (g) = spanF{e12, e34} e M (h) = {0},
para h 6= g, e munida com involução reflexão.

No Teorema 3.11 apresentamos todas as involuções graduadas presentes na álgebra M

e nos perguntamos se a álgebra M munida com uma estrutura de (G, ∗)-álgebra diferente

da (G, ∗)-álgebra Mg,ρ gera uma variedade de crescimento quase polinomial.

Para facilitar as demonstrações dos próximos resultados, denotaremos por Mj,φ a

álgebra M com G-graduação presente no item j ∈ {1, . . . , 7} do Teorema 2.13 e mu-

nida da involução φ ∈ {ρ, γ1, γ2, γ4}, presente no Teorema 2.48.

Proposição 4.29. As variedades geradas pelas (G, ∗)-álgebras Mj,γi, com j = 2, 4, 5, 6

e i = 1, 2, 4 possuem uma subvariedade própria gerada por uma álgebra isomorfa, como

(G, ∗)-álgebra, a (FC2)∗.

Demonstração. Considere primeiramente a (G, ∗)-álgebra M2,γ1 . A álgebra B = F ⊕
F (e11 + e44 − (e22 + e33)) com G-graduação trivial e involução induzida é uma (G, ∗)-
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subálgebra de M2,γ1 isomorfa, como (G, ∗)-álgebra, a (FC2)∗. Logo, var(G,∗)(M2,γ1) possui

uma subvariedade própria gerada por (FC2)∗.

Os outros casos são análogos.

Como visto, var(G,∗)((FC2)∗) tem crescimento exponencial. Logo, por meio da Pro-

posição 4.29, temos que as (G, ∗)-álgebras descritas acima, não geram variedades de cres-

cimento quase polinomial.

Proposição 4.30. As variedades geradas pelas (G, ∗)-álgebras Mj,ρ, com j = 1, 3, pos-

suem uma subvariedade própria gerada por uma álgebra isomorfa, como (G, ∗)-álgebra, a

(FC2)G.

Demonstração. Inicialmente, considere M1,ρ. A álgebra B = F ⊕F (e11 +e44− (e22 +e33))

com G-graduação induzida e involução trivial é uma (G, ∗)-subálgebra de M1,ρ isomorfa,

como (G, ∗)-álgebra, a (FC2)G. Portanto, var(G,∗)((FC2)G) é uma subvariedade própria

de var(G,∗)(M1,ρ).

O outro caso é análogo.

Recordemos que var(G,∗)((FC2)G) tem crescimento exponencial, e através da Pro-

posição 4.30, conclúımos que as (G, ∗)-álgebras apresentadas no resultado anterior não

geram variedades de crescimento quase polinomial.

Proposição 4.31. As variedades geradas pelas (G, ∗)-álgebras Mj,γi, com j = 1, 3 e

i = 1, 2, 4, possuem uma subvariedade própria gerada por uma álgebra isomorfa, como

(G, ∗)-álgebra, a (FC2)(G,∗).

Demonstração. Seja M1,γ1 . A álgebra B = F ⊕F (e11 +e44−(e22 +e33)) com G-graduação

e involução induzida é uma (G, ∗)-subálgebra de M1,γ1 isomorfa, como (G, ∗)-álgebra, a

(FC2)(G,∗). Portanto, var(G,∗)((FC2)(G,∗)) é uma subvariedade própria de var(G,∗)(M1,γ1).

O resultado segue análogo para as outras álgebras.

Como (FC2)(G,∗) gera uma variedade de crescimento exponencial, temos que as álgebras

presentes na Proposição 4.31 não geram variedades de crescimento quase polinomial.

Em relação à classificação das (G, ∗)-variedades de crescimento quase polinomial, ques-

tionamos sob quais condições este resultado é válido sem a condição de dimensão finita

da álgebra. Além disso, fica ainda em aberto, a questão da extensão desse resultado para

G um grupo finito qualquer. As soluções desses problemas serão abordadas em trabalhos

futuros.
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