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Resumo

Em diversos casos do processo de percolacao de longo alcance em L2, provamos avancos

com relagdo ao problema do truncamento.

Palavras-chaves: Processo de Percolacao. Processo de Percolacao de Longo Alcance.

Problema do Truncamento.



Abstract

Advances with respect the truncation problem in diverses cases of the long range percolation

process in L2

Keywords: Percolation Process. Long Range Percolation. Truncation Problem.
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1 Introducao

1.1 Grafos

Um grafo G é um par ordenado (V,€&), onde ¥V é um conjunto qualquer de
elementos e £ é um conjunto formado por pares de elementos nao ordenados de V', quando
o grafo G estd implicito denotamos os elementos do par (V,€) como (V(G),E(G)). O
conjunto V é chamado de conjunto dos vértices, e seus elementos sao denominados de
vértices ou sitios; O conjunto £ é chamado de conjunto dos elos, e seus elementos
sao denominados de elos, arestas ou arestas nao orientadas. Quando o conjunto £ é
formado por pares orientados do conjunto V), dizemos que o grafo G é um grafo orientado,

e nesta ocasiao os elementos do conjunto £ sao denominados de arestas orientadas.

Dado uma aresta nao orientada e = {z,y}, do ponto de vista da aresta dizemos
que a aresta e = {z,y} liga os vértices = e y. Nos grafos orientados, para a aresta f = (z,y),
dizemos que a aresta f = (x,y) liga somente o vértice x ao vértice y. Do ponto de vista
dos sitios, se existe uma aresta e = {x,y} que liga o vértice x ao vértice y dizemos que o
vértice x é adjacente ao vértice y, no caso da aresta orientada f = (x,y) dizemos que
somente o vértice y é adjacente do vértice z. Denotamos por x ~ y se x é adjacente a y,
sendo que nos grafos orientados esta relacdo nao é comutativa e nos grafos nao orientados

esta relacao é comutativa.

Um caminho do vértice vy até o vértice vy em um grafo G é um sequéncia
ordenada de vértices (vg, vy, ..., vx) com v; ~ v;41 para todo i € {0,1,...,k — 1}. Quando
ocorre um caminho do vértice vy até v, em um grafo, dizemos que vy esta conectado
com o vértice vg. Se o caminho é formado por arestas nao orientadas dizemos que é um
caminho nao orientado, agora se o caminho ¢é formado por arestas orientadas dizemos

que é um caminho orientado.

Durante o texto diversos grafos diferentes serao empregados nas demonstragoes,
entao para nao sobrecarregar o leitor vamos defini-los a frente junto com os resultados
respectivos a cada um deles. Nas proximas sec¢oes, entretanto, iremos utilizar um conjunto
de grafos fundamentais para a teoria de percolacao que sao as redes hipercubicas denotadas
por L4, com d € {1,2,3,...}. Para defini-las considere Z o conjunto dos niimeros inteiros
e defina Z¢ = {(x1,...,z4) : x; € Z, para todo i = {1, ...,d}} a malha quadriculada de

dimensao d. Em Z?, iremos definir duas funcoes distancia distintas, para isso considere
) b
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z,y € Z% onde x = (21,29, ...,74) € Yy = (Y1, Y2, .-, Ya), assim as funcdes sdo dadas por:
d:Z*x 7 - R
d
i=1
doo : 24 x 7% — R
(z,y) — max {[z; —yil}
Considere E? = {{z,y} : #,y € Z% e di(x,y) = 1}. Entdo, a rede hiperciibica L? é
definida como sendo o par (Z%, E?).

Com qualquer uma das funcoes d; ou do, 0 espaco Z? recebe a classificacdo
de espago métrico. Nele, o vértice que apresenta todas as suas coordenadas nulas é
denominado de origem e é denotado por 0. Para qualquer conjunto de vértices V C Z4,
definimos x + V' como sendo o conjunto de vértices {x + v : v € V}, onde a soma ¢ a
soma coordenada a coordenada. Para x = (x1,23,...,74) € N € Z definimos o vértice

Nz = (Nx1,N:E27 ...7N£Cd).

No conjunto de arestas E?, as arestas que ligam a origem em vértices cujas
coordenadas sdo positivas em Z? recebem o nome de arestas canénicas, parai € {1,...,d}

definimos as arestas canodnicas como:

e; =10, (61,6, -, 0a) }

Onde ¢; ; ¢ a funcao delta de Kronecker definida como:

1, sei =3
51'7]': j

0, caso contrario

Dado ¢ = {z,y} e f = {a,b} duas arestas quaisquer formada por vértices de Z,
considere z € Z% um vértice qualquer e h € Z um pardmetro, assim defina as seguintes

operacoes sobre as arestas:

z+e={z+z,2+y}
he = {xh,yh}
e+ f={a+z,b+y}

Observe que em todos os casos o resultado da operagao é uma aresta.

1.2 Nocoes de Percolacao

Introduzido por Broadbent, S. e Hammersley, J. em 1957, o modelo de percolagao

é um estudo probabilistico dos meios porosos. Apesar de existirem diversos trabalhos
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na época sobre esta mesma temédtica, o modelo foi inovador uma vez que mudou o
foco que perpetuava nos outros trabalhos. Na época se discutia bastante a respeito do
comportamento dos liquidos ou particulas, os caminhos aleatorios e os processos de
ramificagoes, e foi com a percolagdo que apareceram novos resultados e questoes a respeito

do comportamento e geometria do meio.

O significado da palavra percolagao se refere a passagem de um liquido por
um meio poroso. Dessa maneira, acompanhando o significado da palavra, o modelo de
percolacao ¢ um modelo que tenta explicar questoes fisicas a respeito da permeabilidade
dos materiais. Para isso, o modelo sugere uma aproximag¢ao do mundo real demasiadamente
complexa e muitas vezes realizada de forma empirica, sugerindo que o meio ou material
possa ser aproximado por um grafo, o qual os vértices correspondem com regides do
material e as arestas correspondem com dutos ou canais que permitem que um liquido flua
de uma regiao para a outra. Considerando que nao conhecemos o interior do material, cada
duto entre regioes ou arestas que ligam vértices no grafo podem estar abertos, permitindo
a conexao, ou fechados, bloqueando a conexao, com determinada probabilidade. Assim, o
estudo de percolacao corresponde com o estudo do comportamento médio ou esperado dos

grafos aleatérios obtidos em fungao do sorteio das arestas em abertas e fechadas.

Para definir este processo de forma formal, tome G um grafo arbitrario com
G = (V, &) e um pardmetro p € [0, 1], defina o processo de percolagdo candénico com
parametro p como o espago probabilistico (€2, F,P,). Considere uma ordem arbitraria no
conjunto dos elos &, e entao defina o espago amostral como Q = [..{0, 1}, sendo que
uma configuracao do espaco é um elemento w € €2 e é representado como uma sequéncia
w= (w(e):ee€f), ondew(e) é o estado da aresta e que pode ser w(e) = 0, a aresta esta

fechada, ou w(e) = 1, a aresta estd aberta.

Considerando €2, fixado os valores de ay, ..., a, com a; € {0,1} e i € {1,...,n},
defina o conjunto cilindrico de tamanho n como:

Culay, ...;an) ={(x1, ..., Tp, Tpy1,...) € Q:x; = a;, para 1 <i < n}.
Sobre estes conjuntos defina a o-algebra do cilindro n como:

Fo = o({Cular, oy an)la; € {0,1},1 < < n});

Por fim defina a o-dlgebra F como o(UF,), a qual recebe a notagdo de o-algebra dos
cilindros, ou seja a menor o-algebra que deixa os conjuntos cilindricos mensuraveis.

Durante o texto, todos os processos de percolacao terao os espacos amostrais e
as sigmas algebras padroes como definido acima, entretanto as medidas de probabilidade
nao serao as mesmas. Neste caso, definimos a medida de probabilidade candnica
como a medida produto dada por P, = [[.c¢ £, onde p? é uma medida de Bernoulli com

parametro p. Para w € ), temos que pf(w(e) =1) =pe pl(w(e) =0) =1—p.
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Alguns eventos do conjunto de configuracoes €2 sdo notaveis no estudo de perco-
lagdo em um grafo G. Considere entdo z,y € V(G) e A C V(G), definimos entao o evento
{z <> y} como o evento onde existe um caminho formado por arestas abertas que conecta
x até y; o evento {x <> A} é definido como o evento onde existe um caminho formado por
arestas abertas que conecta x até algum vértice de A. Vale ressaltar que a percolagao é defi-
nida para qualquer grafo, tendo a mesma defini¢do para grafos orientados e nao orientados.
Entretanto, os eventos da forma {z <> y} e {x <> A} tem interpretacoes distintas para
grafos orientado e nao orientados, pois nos grafos orientados os caminhos considerados
sao caminhos orientados, e nos grafos nao orientados os caminhos considerados sao nao

orientados.

Defina o aglomerado de um vértice v como sendo o conjunto aleatério C,
descrito como C,(w) = {x € V(G) : v <> x em w}. Observe que com este conjunto
podemos definir o tamanho do aglomerado dado por |C,| = ¥ ,cy(g) 1(v > x); Com esta

varidvel aleatoria, dado v € V(G) definimos a fungao de percolagao:

Dadas duas configuragoes w,w’ € 2, dizemos que w > ' se w(e) > w'(e) para
todo e € £. Assim, um evento A é dito crescente se para todo w € A e W' > w, temos

que w' € A.

Os resultados a seguir tém uma extrema importancia para o desenvolver do
texto, entretanto como as provas desses teoremas nao acrescentam para as demonstracoes
dos resultados principais o leitor é convidado a encontrar essas demonstragoes no livro de

Grimmett, [4], caso ndo as conhega.

O primeiro resultado da série de resultados retirados de [4] é dado por:

Teorema 1.2.1. Sejam py,ps € [0, 1] tais que p; > ps, entdo para todo evento crescente

A temos que:

P,(A) > P,

p1 — " P2

(4)

Para qualquer grafo G e v € V(G), como o evento {|C,| = oo} é um evento
crescente, a funcio 6%(p), pelo Teorema 1.2.1, é uma funcdo crescente. Desta maneira,

pode-se acrescentar na defini¢io de 6 a conceito de ponto critico de 0%, definido por:

pL =pi(G) = Sgp{Qf(p) =0}

Também a respeito de eventos crescentes, veja em [4], o seguinte resultado:
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Teorema 1.2.2 (Desigualdade FKG). Sejam A, B dois eventos crescentes, entdo:

Fy(ANB) > Fy(A)F,(B)

Uma aplica¢ao do Teorema 1.2.2 segue da observagao que tanto o evento {C, =
o0} quanto o evento {v <> w} sdo eventos crescentes, desta maneira podemos mostrar que
para grafos conexos o pronto critico é igual para todos os vértices. Usando esta aplicacao,
em grafos como ¢ vale a pena definir 6(p) = H%d (p), onde 0 é a origem de Z¢. E com isso,

podemos definir p. = pc(L?) = sup,{6(p) = 0}.

Para compreender o valor de p, nos grafos LY, um dos resultados iniciais de

percolacao ¢é o teorema abaixo:

Teorema 1.2.3 (Broadbent-Hammersley). Em L2, com d > 2, temos que 0 < p,(IL%) < 1.

Dessa forma no grafo ¢ temos um processo de transicio de fase se alterarmos o
valor de p, isto é, para p menor do que p. os aglomerados formados sao todos finitos quase
certamente, entretanto com p maior que p,. existe algum aglomerado infinito no grafo, e o
que acontece em p. nao tem uma resposta afirmativa para todas as dimensoes d e é hoje o

maior problema em aberto na percolagao candnica.

1.3 Percolacio de Longo Alcance em L

Fixado um modelo de percolagao nas arestas de um grafo G, o modelo de
percolacao de Longo Alcance tenta compreender as variagoes do estudo da percolagao
quando se adiciona arestas a mais no conjunto £(G). As arestas adicionadas podem ser
de natureza aleatéria, com parametros arbitrarios e centralizadas em qualquer posicao
ou vértice, dessa maneira o processo de adicionar mais arestas faz com que o modelo de
longo alcance tenha uma ampla variacao de descrigdes. Cada distingao gera um problema
diferente e o que se denomina na literatura de Percolacao de Longo Alcance acaba sendo o

conjunto de todos estes resultados.

Em L? abordaremos percolacio em trés grafos de longo alcance distintos. Cada
grafo, por sua vez ja foi introduzido em artigos anteriores, entretanto as notacoes utilizadas
nos artigos nao sao boas para diferencia-los no texto. Afim de diferenciar os grafos no
texto, denotaremos eles de grafo classico, grafo completo e grafo deslocado. O
nome classico vem pela presenca do grafo desde os primeiros artigos sobre percolagao
de longo alcance até os mais atuais, artigos como ([6],2008), ([5],1988) e ([8],1983). A
denominacao de completo esta ligado ao fato da presenca de todas as arestas no grafo,
podendo ser encontrado no artigo [3]. Por fim, a denominagao deslocado esta relacionado
com o fato que a disposicao das arestas ¢ a disposicao utilizada no grafo classico com um

deslocamento vertical, e sua utilizagao na literatura pode ser visto em artigos como [1].
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Relembre o conjunto das arestas candnicas dado por e; = {0, (614, ..., 64,) }. Entao
defina:

Ei={x+iex €Z%j=1,..d}
O conjunto das arestas de alcance i, e:
E%A =UZ\E

Utilizando este conjunto, defina o grafo classico como LA(Z%) = (Z¢, E¢,), onde LA

representa Longo Alcance. Observe abaixo o grafo de percolagao de longo alcance classico
em LA(Z).

FERRPOAN

Figura 1 — Grafo LA(Z)

Em LA(Z) como mostrado na Figura 1, o grafo apresenta todas as arestas
possiveis, j4 em LA(Z?) essa condi¢ao nao é verdadeira pois nao temos a aresta e =
{(0,0),(1,1)}. Considerando a auséncia da aresta {(0,0),(1,1)} em LA(Z?) defina o

conjunto das arestas completo como:

E! = {{z,y}|z,y € 2%,z # y}

E defina o grafo completo como sendo C(Z4) = (Z¢, E?), onde C representa Longo

Alcance Completo.

O grafo deslocado seré definido apenas para dimensao dois, e sera representado
por D(Z?) onde D representa Longo Alcance Deslocado. Definimos o conjunto de vértices

como V(D(Z?)) = Z? e o conjunto das arestas é dado por:

E(D(Z?) = {{z,y} € Z* x Z* : y = x + (h,1), para algum h € Z}

Para deixar claro todos estes grafos observe abaixo a Figura 2 que ilustra no
vértice v € Z* todos os respectivas arestas que saem de v nos grafos LA(Z?), C(Z?) e
D(Z?).

A ideia na definicdo do modelo de percolacao de longo alcance nestes trés grafos
vem ao realizar uma percolagao onde cada aresta e = {x, y} estd aberta em fungao de um

pardmetro que depende unicamente de doo(z,y) ou d;i(z,y). Entdo dado uma serie (p;)$2,
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LA(Z?)

(a) Arestas que saem do vértice v € Z2 no grafo LA(Z?)

(b) Arestas que saem do vértice v € Z2 no grafo C(Z?)
D(Z?)

(c) Arestas que saem do vértice v € Z2? no grafo D(Z?)

Figura 2 — Esquema de aresta e vértice para cada um dos grafos LA(Z?), C(Z?*) e D(Z?)

de pardmetros em [0, 1], o processo associa a probabilidade de cada aresta de tamanho i

estar aberta ao valor p;.

Formalmente, defina o processo de percolagao de longo alcance em LA(Z?)
com parametro (p;)2; como sendo o espago probabilistico (€2, F,P), onde Q = [T.cg(ra(z4))10, 1}
e F é a o-algebra gerada por cilindros de €2, a medida de probabilidade P é a medida
produto dado por P = [].ce(pa(z4)) He, Onde para e = {x,y} temos que p, corresponde
com uma Bernoulli de parametro pg_ (s, Em particular, usamos um abuso de notagao e

denotamos este modelo como percolagao em LA(Z?).

De forma analoga definimos o processo de percolacao de longo alcance

em C(Z%) com parametro (p;)32; como o espago probabilistico (€2, F.,P.), onde Q. =
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[lees(c(z4)10, 1} e F. é a o-dlgebra gerada por cilindros de )., a medida de probabilidade
P. ¢ a medida produto dado por Pe = [lecg(c(z4)) He: onde para e = {z,y} a medida .
¢ uma Bernoulli de parametro py_(.,). Em particular, usamos um abuso de notagao e

denotamos este modelo como percolagao em C(Z?).

Por fim defina o processo de percolagio de longo alcance em D(Z?) com
pardmetro (p;);2; como o espago probabilistico (24, Fa,Py), onde Qq = [Teee(p(z2))10, 1} €
Fq & a o-dlgebra gerada por cilindros de €2, a medida de probabilidade P; ¢ a medida
produto dado por Py = [ccg(p(22)) He, onde para e = {z,y} a medida . ¢ uma Bernoulli
de parametro pg,(s,). Em particular, usamos um abuso de notacao e denotamos este

modelo como percolagido em D(Z?).

A existéncia de um caminho infinito ou nao nestes modelos depende somente
da sequéncia (p;)2,. No processo de percolagao de longo alcance em LL¢ tanto o modelo
classico, como o completo ou o deslocado, ao ser fixado (p;)$2;, 0 comportamento do evento

{Cy = oo} apresenta alguns exemplos triviais de demonstrar como:

e Se p; > p.(L%) para algum i > 0, entdo P(|Cy| = o) > 0.

e Se p; =0 para todo i > 0, entdo P(|Cy| = 00) = 0.

Onde P pode ser qualquer uma das medida P, P. ou Py; Nao por acaso, existem varios
artigos que abordam sequéncias especificas como é o caso do artigo [7]. Um dos resultados

fundamentais sobre percolagao de longo alcance pode ser descrito como:

Teorema 1.3.1. Em qualquer um dos trés grafos discutidos acima, se Y, p; = 00 entdo

Onde P, pode ser qualquer uma das trés medidas definidas, P,P. e P,.

Demonstragio. Em LA(Z?), como 32, P(Existir a aresta {0, (,0)}) = X2, p; = 00, e
como sao eventos independentes, segue por Borel Cantelli que P(|Cy| = o0) = 1. Nos

outros grafos a demonstracao é analoga. n

1.4 O Problema do Truncamento

Para definir de forma formal o problema do truncamento, considere a sequéncia

(p:i)2, e para cada k € N defina a sequéncia truncada (p¥)2°, como:

pl - 7’ .
0, caso contrario
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Com tal sequéncia defina o espago de percolacao de longo alcance em
LA(Z?) truncado em k como sendo o espaco probabilistico (2, F,P¥), onde Q2 e F sdo
os mesmos da percolagao de longo alcance classico e a inica mudanga do processo é a
nova medida dada por P*¥ = [eess , p¥ onde para e = {x,y} temos que p* = Ber(pfloo(w)).
Defina o processo de percolagao de longo alcance em C(Z?) truncado em k como
sendo o espaco probabilistico (Q., Fe.,P¥), onde Q. e F, sdo os mesmos da percolacio
de longo alcance completo e a inica mudanga do processo ¢ a nova medida dada por
Pr = Meens . u¥ onde para e = {z,y} temos que pu* = Ber(pfloo(w)). E por fim, defina
o processo de percolagdo de longo alcance em D(Z?) truncado em k como
sendo o espaco probabilistico (4, F4,P%), onde Q4 e F; sdao os mesmos da percolagio
de longo alcance deslocado e a inica mudanca do processo é a nova medida dada por

Pk = Meers puf onde para e = {z,y} temos que pf = Ber(pf, ,.,,)-

O problema do truncamento para este trabalho pode ser enunciado como:

Conjectura 1.4.1 (Problema do Truncamento). Para a percolagio de longo alcance em IL?
com parametros (p;)2, onde Y32, p; = 0o, temos que, existe k tal que P*(|Cy| = 00) > 0

e mais ainda:
lim P*(|Cy| = o0) = 1
k—o00

Onde o modelo de percolagao de longo alcance em L pode ser LA(Z?), C(Z?) e

D(Z?*), com a medida P sendo respectivamente P, P, e P,.

O problema do truncamento enunciado em outras dimensoes ja foi resolvido
em grande parte, e nao necessariamente ¢ verdadeiro para toda dimensao. Em dimensao
d =1, ja comeca a falhar se a sequéncia (p;)$2; for tal que p; < 1 para todo i, isto é em
percolacao de longo alcance em LA(Z), o processo truncado nao percola. Por outro lado,
em dimensoes d > 3 o problema do truncamento é verdadeiro, conforme mostrado em [3]

para LA(Z?) e estendido para o caso de grafos orientados no artigo [2].

Em percolacao de longo alcance em L2, diversas tentativas foram realizadas para
muitas sequéncias diferentes. Uma destas tentativas, e que influenciou grande parte do

texto é o teorema apresentado no artigo [1]. Podemos enuncia-lo da seguinte forma:

Teorema 1.4.2 (Teorema 1 de [1]). Em percola¢io de longo alcance deslocado em D(Z?)

se limsup,, ,. pn > 0, entdo vale que:

. k - o
Jim FP3(|Co| = 00) =1

Ainda em [1], segue o seguinte teorema:
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Teorema 1.4.3 (Teo 2. de [1]). Em percolagio de longo alcance em LA(Z?) selimsup,, ., pn >

0, entdo vale que:

Jim P*(|Co| = o0) =1

1.5 Objetivos

Tentando generalizar ou expandir os teoremas apresentados no artigo [1] varios
resultados foram obtidos. Os resultados serao divididos nos grafos respectivos a cada um
deles, e a ordem escolhida para os grafos foi uma ordem cronolégica com relagao a pesquisa,

de forma a apresentar o avango do inicio da pesquisa até o fim dela.

A abordagem adotada tem como perspectiva deixar de forma explicita algumas
fronteiras e dificuldades técnicas encontradas no problema do truncamento. Dessa maneira

seguem os teoremas:

1.5.1 Resultados no modelo de percolacdo deslocado

Para todos os teoremas nessa segao, tome (p;)32; a sequéncia de parametros no

modelo de percolacido de longo alcance deslocado em L.2.

Teorema 1.5.1. Seja (p;)2, se 3, p? = oo, temos que:
lim P(|Co| = 00) = 1
k—o0

Corolario 1.5.2. Seja (p;)2,, entdo se existe N = 1,2, ... tal que Y_; pipirn = 00, ou vale

que lim supy,_, o >; PiPi+k > 0, entao temos que:

lim P%(|Co| = 00) =1
k—o0

1.5.2 Teoremas no modelo de percolacao completo

Para todos os teoremas dessa segao, tome (p;)$2; a sequéncia de parametros no

modelo de percolacido de longo alcance completo em L2
Teorema 1.5.3. Seja (p;)2, se 352, ip? = co. Entdo:

lim P*(|Cy| = 00) =1

k—o0
Teorema 1.5.4. Seja (p;)2, se limsup,,_,. np, > 0. Entdo:

lim P*(|Cy| = 00) = 1
k—o0
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1.5.3 Teoremas no modelo de percolacao de longo alcance classico

Para todos os teoremas nessa segao, tome (p;)2; a sequéncia de parametros no

modelo de percolacdao de longo alcance cldssico em L2

Teorema 1.5.5. Seja (p;)2, se Y, pipirn = 00 para algum N > 0, temos que:
lim P*(|Cy| = 00) =1
k—o00

Teorema 1.5.6. Seja (p;)2, se limsup,_,.. > pipitk > 0, entdo temos que:

lim P*(|Cy| = 00) =1
k—o0
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?2 Resultados e Discussao

2.1 O Teorema de Kalikow e Weiss

Nesta secao sera exposto e demonstrado o teorema de Kalikow e Weiss que se
encontra no artigo [5]. Para isso, relembre o grafo LA(Z) = (Z, E} ,), onde E} , = {{z,y} :
x,y € Z e x # y}, representado na Figura 1. Entao, o chamado Teorema de Kalikow-Weiss

¢é descrito como:

Teorema 2.1.1. Em LA(Z) com (p;)2, tal que >3°, p; = 00, e p1 > 0 temos entao:
nli_{IQlQIP(O <~ 1em|0,n])=1

Demonstragio.  Defina G* = (Z*,E*) C LA(Z), onde ET = {{z,y}|x,y € ZT e x #
y}. Defina G,, = (V,,,E,) C LA(Z) onde V,, = {0,1,2,...,n} e E, = {{z,y}|z,y €
V. ex # y}. Considere A, o evento que os vértices 0 e 1 estdo conectados em uma

componente de G,,. Isto é, A, = {0+ 1 em G, }. Note que A,, C A, 1 para todo n, entao:

lim P(4,) = ]P)<nh—>nc}o A,)=P0<+ 1em G")

n—oo

A prova do teorema consiste em mostrar que:
P(A,) — 1, quando n — oo.

Para isso, defina B,, como o evento {existe alguma aresta aberta {0,7} com 2 <i <n em

G,}. A probabilidade de B,, ndo ocorrer é :

n

P(B;) = [[(1 —pi)

=2

como Y_; p; = 00 temos que B, satisfaz que:
P(B;) — 0, com n — 0o

Defina G, como o grafo aleatério obtido por G,, removendo a aresta {0, 1} se ela existe;

Devido a falta da aresta {0,1} o evento {0 <> 1 em G’} estd contido em A, assim:
P(A;) <P(0 4 1 em Gy,)

Uma vez que a probabilidade de {0 <4 1 em G/} ndo depende da existéncia da aresta

{0, 1}, particionando no evento B,, temos que:

P(AS) < P(0 < 1 em G, B,) + P(B) (2.1)
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Assim, se {0 <+ 1 em G/, B,} ocorrer e a aresta {0,1} existir entdo em G, temos
menos componentes conexas que o numero C,_; que é definido como sendo o nimero de
componentes conexas no grafo formado pelo conjunto de vértices V,, — {0} = {1,2,3,...,n}.

Definindo K,, como o nimero de componentes conexas de GG,,, entao segue que:

PO < 1em G, B,) <P(K, <C,_1)
=P(K, < K,_1)

Uma vez que o par (K,,C,_1) tem a mesma distribuicao que o par (K, K,,_1). Substi-
tuindo, na equacao 2.1 temos que:
1
P(A;) < p—]P(Kn < K,1)+P(B;)
1
Ja que ao adicionar um novo vértice o nimero de aglomerados em médulo pode subir
no méaximo 1, vale que {K,, < K,,_1} = {K,,_1 — K,, > 1}. Substituindo temos:
1
P(A;) < —P(K,-1 — K, > 1)+ P(By) (2.2)
P1
Observe que podemos cotar a probabilidade do evento {K,,_; — K,, > 1} utilizando a

esperanca da diferencga:

P(Ky 1 — K, >1) =Y P(K, 1 — K, =1)

i=1
< B(K, 1 —K,)+P(K, - K,=-1)
< E(Kn—l - Kn) + ]P(Brcz)

Uma vez que o evento {K,,_1 — K, = —1} ocorre se e somente se o vértice n ¢é isolado
em G,, o que implica na ocorréncia de um evento que tem probabilidade (1 — p;)P(B¢).

Dessa maneira substituindo na Equagao 2.2 temos:
1 1
P(AS) < p—E(Kn_1 —K,)+(1+ p—)IP(B;) (2.3)
1 1

O resultado entao segue do seguinte lema:
Lema 2.1.2. Seja {a,};°>,, onde a, > 0 para todo n. Assim, para todo € > 0 existe

infinitos indices n tal que a,_1 — a, < €.

Demonstracao. Fixe € > 0, se liminf,, . a,_1 — a,, > €, entdo a,_1 — a, > %e para todo
n > N(e), o que implica que para n > N vale :
ap =ay — (ay — ant1 +any1 — ang2 + o+ A1 — @)

1
ay, gaN—ge(n—N)

Como N ¢é fixo, existird algum n > N onde %e(n — N) > ay, ou seja implicando que

a, < 0 o que é um absurdo pois a,, > 0 para todo n. Entao liminf, ,, a,_1 —a, <0 O
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Para a prova, como F(K,) > 0 para todo n, vale que:
hggglf E(K,1—-K,) <0
Entao, tomando o limite e substituindo na Equacao 2.3, segue que:

1
liminf P(AY) < —liminf F(K,,—1 — K,) <0

n—o0 pl

Como os eventos A, sao encaixantes, e P é uma probabilidade segue que:

lim P(A,) > lim 1 P(A7) =1 (2.4)

n—oo

[]

Nas demonstragoes apresentadas no texto nao se utiliza o teorema de forma

direta. Em vez disto é utilizado o seguinte corolario:

Corolario 2.1.3. Em LA(Z) com (p;)2, tal que Y72, p; = 00, e p1 > 0, vale que para
todo € >0 e H € N existe ny = ny(e, H) tal para todo N > ny, vale que:

P({0,1,2,..., H} estdo conectados em [0, N]) > 1 —¢

Demonstracio. Com € > 0 e H € N fixados. Escolha ng usando o Teorema 2.1.3, onde

para todo N > ngy vale que:
P(0 < 1 em [0, N]) > (1 — )/

Tome n; = ng + H, dessa maneira para todo N > n; vale que:

H-1
PY({0,1,2, ..., H} estdo conectados em [0, N]) > PY( () {i <> i+ 1 em [i, N]})
i=0
Como os eventos {i <» i+ 1 em [i, N]} sdo eventos crescentes pela desigualdade de FKG,

vale que:

H
P"({0,1,2,..., H} estdo conectados em [0, N]) > [[P({0 > 1 em [0, N —i]})

1

(1—¢)

=

|-

> )H:1—e

—~

O

Durante o texto, este corolario sera aplicado muitas vezes em subconjuntos dos
grafos LA(Z?*) ou C(Z?*), em ambos os casos, os subespacos apresentados serdao de forma

trivial isomorfos com LA(Z).
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2.2 Provas para Percolacao de longo alcance deslocada

Prova do Teorema 1.5.1. Tome € > 0, entdo seja k = min{i > O|p; > 0}. Sem perda
de generalidade, considere py > 0. Entao, encontre My = My(¢,a) € N tal que:

1—(1—p2)Mo>1— % (2.5)

Agora, considere M € N para ser escolhido no final da prova, um niimero maior ou

igual que k£ 4 1, e entao defina os eventos:

S(Jr (@) ={H{(z.n), (z+in+1)}e{(z+in+1),(x,n+2)} estdo abertas}

(x,h) <> (x,h+2)}, paratodo M >k+1
(x,h) < (x +2k,h+2)}

De forma analoga defina:

Seem (@) = {{(a: n),(r—i,n+1)} e{(r —i,n+1),(z,n+2)} estdao abertas}

i=k+1

Observe que:

R(_m,h)(M) CH{(z,h) <> (x,h+2)}, paratodo M >k+1

Sobre a independéncia dos eventos definidos acima vale destacar que tomando
(, h) um vértice fixo, temos que os eventos R, (M), R, (M) e L, ,, dependem das
arestas na faixa Z x {h, h + 1, h + 2} e por isso sdo independentes de eventos fixados em
vértices (y,h') com h' > h+ 2 ou b < h — 2. Agora vou mostrar que para fixado h, e

qualquer escolha de parametros distintos os eventos acima sao independentes:

e R*¥ e L: Oseventos R?;’h)(M ) e R, (M) dependem de arestas de tamanho entre
k+1e M, ja o evento La’h) depende de arestas de tamanho exatamente k. Dessa

forma os eventos RT e L sdo independentes.

o Riy(M) e R, (M): O evento R}, , depende de dois conjuntos de arestas
disjuntos, o primeiro é o conjunto de arestas que partem de (x,h) e vao para
vértices {(z,h + 1) : z > x}, e 0 segundo conjunto de arestas sao aquelas partem de
{(z,h+1) : z > x} e vAo para (z, h+ 2). Tomando z # y, esses conjuntos de arestas

para os eventos R&h)(M )e R(Z’h)(M ) sdo disjuntos, logo sdo independentes.
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o R ,(M)e R, (M): Andlogo ao caso anterior.

o R, ,(M)e Rah)(M): Fixados os eventos R, , (M) e R(t/ n (M), para qualquer
vértice (z,h + 1), as arestas deste vértice que podem ser checadas para o evento
R, 1y (M) sdo da forma {{(z,h + 1), (z,h)},{(z,h + 1), (z,h + 2)} se x > z, j4 para
o0 evento Rah)(M), as arestas sao da forma{{(z,h+1), (y,h)}, {(z,h+1),(y,h+2)}
se y < z. Agora para qualquer escolha de =,y € Z (mesmo x = y), esse conjunto é

disjunto, logo os eventos sao independentes.

° L(I n) € L( % Se = # y, temos que o evento La,h) depende somente das arestas
{(z, 1), (x +kh+1)} e {(x+kh+1),(x+2k h+2)}, e oeventoL], , depende
somente das arestas {(y, h), (y+k,h+ 1)} e{(y+k,h+1),(y+2k h+2)}. Ou seja,

sao eventos independentes.

Observe que para qualquer (z,n) € Z* e qualquer valor de 7, temos que:
(SJ; n)( i) = Pd(s(_x,n)(i)) = p?
Como Y p? = 0o, entdo podemos encontrar K grande tal que:
_ € 1 _
Py (R (K)) = Pg (R, ) (K)) > (1= 2)™07 (2.6)
Notando que os eventos R(K') sé dependem de arestas e onde |e| < K.

Defina, os eventos:

Mo
(zn = {m R :vn+22) } N {U L(w n+2i) } n {ﬂ Ra+2k,n+2i)(K)}
=0

Mo
(z n) {m R (z n+21) } N {U L(w n+21) } n {ﬂ R(_q:+2k,n+2i)(K)}
=0

Observe a figura abaixo para ter um referencia dos eventos definidos acima. Nela
— + . ’
se encontram os eventos T(wh) e T(v’h), observe que se analisadas em pontos especificos,

pode-se garantir que os eventos usam arestas distintas.

Usando as equagoes 2.5 e 2.6, temos por construgao que:
Po (T} ) = (Pg (R oy ()M (PG (R oy (FO)) (1 = Py (Aﬁo{%m}c)
> (1= £ = (1= PE(LG) ") = (1= $20 - (1= 5)™™)
> (1— g)?’ >1—¢
de forma analoga temos que :

Pg(T(;,n)> >1—e
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2M -

(z,n)

—.

(xn)  (x+2k.n)

(a) Evento T(v,h)*2 em D(Z?)
/2M

Tiam
(xn)  (x+2kn)
(b) Evento T{v, h)~ em D(Z?)

Figura 3 — Representacio dos eventos T~ e TT em D(Z?)

e, também temos que:

T(;n) CH{(x,n) < (x,n+2(My+ 1))} N {(x,n) <> (x + 2k, n+ 2(My+ 1))}
Tiom € {(z,n) < (z,n+2(My+ 1))} N {(z,n) < (x + 2k, n+ 2(My + 1))}

Agora considere G* =

(V*, E*) um grafo, onde V* = {(z,y) : z,y € Nyx <y}
com o conjunto de arestas dado por E* = {((x,y), (z,y+1)) : (z,y) € V(G*),z =x ou z =
x+1}. Considere < uma ordem sobre os vértices de G* onde para x = (i1, 1),y = (i2, j2) €

V* temos que x < y se somente se algum dos itens abaixo for satisfeito:
® j1<J2
® j1=J2ei <1y

Por fim seja S C V*, definimos a fronteira de S como sendo o conjunto:
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oS ={(i,j) eV*/S:(i—1,j—1)€Sou(i,j—1) €S}

Iremos realizar um processo de renormalizagao indutivo considerando o grafo D(Z?)

e o grafo G* acima. Tome zo = (0,0) € Gx, definimos o evento {xy é bom} se o evento

Tio0)

a sequéncia de conjuntos (A, By,)n>0 definida de forma indutiva, onde Ay = By = (), entéo:

ocorre em D(Z?), o que acontece com probabilidade maior que 1 —e¢. Assim, considere

AgU{xo}, se xy é bom By, se xo é¢ bom
Al - Bl =

A, caso contrario BoU{x¢}, caso contrario

Assim, suponha que exista (4,, B,) definido de forma indutiva tal que:

1. A, é conexo em G*.
2. B, C 0A,.

3. Para cada v = (z,y) € G*/A,, as arestas para o evento Lok y2(Mot1) OU T(—gkx,yQ(Mo-&-l)

ainda ndo foram testadas.

4. Para todo v = (z,y) € A, temos que {0 + (2kz,2(My+ 1)(y + 1))} N {0 <
(2kx + 2k, 2(My+ 1)(y + 1))} em D(Z?).

Entao para definir (A, 41, Byy1) se 0A,/B, = 0, faga Ay, = A, e By = B,, para
todo k > n. Se A, /B, # 0, considere x,, € A, /B, o menor ponto com respeito a ordem
<. Entao definimos:

A, U{x,}, sex,ébom B, se x, é¢ bom

An+1 = Bn+1 =
Ap, caso contrario B, U{x,}, caso contréario

Sendo z,, = (z,y) definimos o evento {z, é bom} como T(:%’Q(Moﬂ)y) se x € par,
ou Tl ok a(atg41)y) S€ T é impar. As condigoes 1,2, sao satisfeitas de forma trivial, a condicao
3 é satisfeita pelas observacoes de independéncia dos eventos e a condigao 4 ocorre pois
(0,0) esta conectado com (2kz,2(My + 1)y) uma vez que z,, € A,_; e se x, for bom,
temos que o evento 7% realiza as conexdes para os vértices (z2k,2(My + 1)(y + 1)) e
((x +1)2k,2(My + 1)(y + 1)). Desta maneira, (A,, B,,) esta bem definido satisfazendo as
condigoes 1,2,3 e 4.

Como os evento T(2n) sdo independentes nessa construgao, temos que:

P(J}n é bom|(An_1,Bn_1), ey (Ao, Bo)) >1—c¢€
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E entdao como {(0,0) + oo em G*} C {(0,0) +» oo em D(Z?)}. Temos que to-
mando € — 0, podemos encontrar K truncamento onde a probabilidade de percolar é cada

vez maior, assim, vale que:
lim P%((0,0) — 00) = 1.
k—o0

]

Prova do Coroldrio 1.5.2 . Suponha que Y72, p;p;ny = 00 para algum valor de

N > 0. Agora observe que para z,y € [0, 1], vale a seguinte inequagao:
2+ y2 >y

Entao, para N fixo vale que:
oo oo
> pipien <D 2p7
i=1 i=1

Dessa maneira, com Y22, pip;sny = 00 temos que Y52, p? = 00, o que satisfaz o

Teorema 1.5.1 e consequentemente vale que:

. L .
kh_}IEO]P’d((O,O) — 00) = 1.

Agora, fixado (p;)2; tal que limsup,_, Y52, pipitr = 1 > 0. Dividiremos a
prova do corolario em dois casos, o primeiro quando limsup,_,. pr > 0, e o segundo

quando limy ;o pr = 0. Em ambos os casos, serd satisfeito que Y22, p? = oo.

No primeiro caso se limsup,_,., px > 0, entdo 332, p? = oo, logo vale o Teorema
1.5.1.

Para o segundo caso, se 352, 2p? = 0o a prova ¢ trivial, entdo sem perda de

i
generalidade suponha que 3%, 2p? < oo. Desta maneira, para todo € > 0 existe k1 = k()
tal que 3°7°, 2p? < 5. Assim:

k1—1
Zp1p1+k = Z PiDi+k + Z PiDi+k
i=k1
k1—1
<(_max_ {pii})( sz + Z 2p;
i=k1

k1—1

(‘ maX {pz+k} sz

1=

Agora como limy_,, pr, = 0, temos que existe ky = ko(€) tal que para todo k > ky

vale (max;—1, . g,—1{pi+x}) (> flllpz) £, Assim:

[o¢]
Zpipi—l-k < €, para todo k > ks.
i=1
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Tomando € < 7, temos um absurdo, pois limsup,_, . >.72; piPi+k = 1. Logo
quando lim,,_,~, p, = 0, as Unicas sequéncias que satisfazem lim sup,_, . >.72; PiDitk = 1,

também satisfazem >25°, p? = 0o, dessa maneira:

lim P%((0,0) — o0) = 1.
k—o0

2.2.1 Comentarios

O modelo de percolacao de longo alcance no grafo de D(Z?*) é em vérios as-
pectos similar com processo de contato e o modelo em LA(Z?). No artigo [1], que foi
de grande influencia para este trabalho, utiliza-se justamente desta proximidade de mo-
delos para demonstrar em varios casos diferentes o problema do truncamento, nele é
realizado a demonstragao para o problema do truncamento cuja sequéncia (p;)°; satisfaz

lim sup,_, . p; > 0, Teorema 1.4.2.

Além da proximidade dos modelos, a escolha de comecar a trabalhar em D(Z?)
estd entrelagada com a sua geometria. Diferente do modelo cléssico, o grafo de D(Z?)
apresenta durante o processo de percolacgao uma facilidade de controle nos caminhos e
aglomerados com relagao ao seu deslocamento vertical, entao ele facilita argumentos e

técnicas que muitas vezes em LA(Z?) nao sdo possiveis.

A prova do Teorema 1.5.1 desta se¢ao em todo momento aproveita desta facilidade
de controle vertical, oriunda da geometria do grafo. E foi usando estas técnicas facilitadas
pela geometria, que os argumentos mais complexos foram elaborados para o modelo de

percolacao de longo alcance cldssico em Z? que é o grande problema do artigo.

O Teorema 1.5.1 apresenta uma inovagiao no modelo de D(Z?) em comparagao
com o que foi proposto em [1]. Pois todo os casos que limsup,_,.. p, > 0, vale que
©.p? = 00, entretanto 33°, p? = oo nao implica que limsup,,_,.. p, > 0, observe a

sequéncia (ﬁ)fﬁzs, que satisfaz lim,, o ﬁ =0e > ﬁ = 0.

As sequéncias (p,), que sao abordadas no Corolario 1.5.2 também apresentam
inovagao com relagdo ao proposto em [1], entretanto pelo enunciado do Corolario 1.5.2 fica
claro que as sequéncias abordadas satisfazem a condicao do Teorema 1.5.1, o que implica
que corolario nao apresenta inovagao com relacao ao Teorema 1.5.1. O motivo do Corolario
1.5.2 ser colocado na tese foi o fato que foi possivel traduzir seu enunciado para o modelo
de percolacio em LA(Z?). Entdo, deixaremos para comentar as inovagdes do coroldrio nos
resultados em LA(Z?).
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2.3 Provas para Percolacao de longo alcance completo

Os teoremas abaixo estdo em sequéncia, o primeiro caso abordara as sequéncias

onde ¥, ip? = 0o, o segundo caso abordard as sequéncias que limsup,, . np, > 0.

Prova do Teorema 1.5.3. Fixado a sequéncia (p;)?°, onde 3, p?i = co. Defina para
cada x = (xy,15) € Z? o0s seguintes eventos:
i—2

S¥ = U {{(z1,22), (x1 + i, 20 + k) } e {(x1 + 4,20 + k), (1 + 1, 22)} est@o abertas}

k=—i4+2, com k par

vz = Ust
=2

i—2

RY = U H(xy,20), (w1 + k20 +4)} e {(z1 + k, 20 +14), (21,22 + 1)} estdo abertas}
k=—i+2, e k par

L, =R
i=2

Observe a figura abaixo com uma representagao de S9 e RY acorrendo no grafo
C(Z?). Note que para todo 7, o acontecimento de S¥ faz com que exista um caminho de x

até x + (0,1), de forma anéloga, ocorrendo Rj existe um caminho de z até z + (1,0).

(_La _L)

(_Hv_H>

Figura 4 — S e R} acontecendo no grafo de C(Z?), no caso as arestas em negrito sao as que
corresponde com o evento SY e as arestas mais finas sdo as que correspondem
com o evento RY

Sobre a independéncia dos eventos definidos acima, vale destacar as seguintes
caracteristicas. Entre os eventos S e R para quaisquer valores de x,y € Z% e i,j €
{2,3,4, ...} temos que R e SY sao independentes, pois respectivamente o primeiro evento
utiliza arestas que ligam os vértices a parte superior de uma caixa e o segundo utiliza
arestas que ligam os vértices na margem direita de uma caixa, ou seja arestas diferentes.

Comparando os eventos S em relagao a independéncia, para S; e Sjy, com x,y € Z% e
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i,7 € {2,3,4,...}, temos que se i # j os eventos trabalham com arestas de tamanhos
diferentes entdo S ¢ independente de S¥, agora se i = j a posicdo de y e 2 toma um valor
importante para a independéncia desses eventos, se x e y nao sao vértices adjacentes entao
esses eventos trabalham com arestas distintas e entao sao independentes, agora se x é
adjacente a y observe que a escolha na definicdo dos indices £ somente no conjunto dos
nimeros pares faz com que nao ocorra intersecao entre esses eventos, de toda forma S7 é
independente de SJy. De forma anéloga, as mesmas propriedades de independéncia que o
evento S goza, o evento R também apresenta, isto ¢ considerando R} e RY, temos que os
eventos sao independentes para todo z,y € Z? e 1,5 € {2,3,4, ...} exceto quando = =y e

i =7 ( no caso em que os eventos sao iguais).

Em relagao a probabilidade dos eventos note que:

P(UF) =1 - m(ﬁ{Sf}C)

>1—-[[a—p})

i=2
>1—e" Z?:Q(i72)pzz

Analogamente,
2

Po(LY) > 1 — e 2ima(i-20;

Como Y, p?i = oo, escolha § € (0,1) e encontrar n tal que P.(LZ) >1—2, e
P.(U?) > 1— 2. Como L, e U, s6 dependem de arestas de tamanho até n, temos que

podemos truncar e garantir que P*(L?) >1—2 e PP(UZ) > 1— 2.
Uma vez com § fixo e com o problema truncado em n, tome G* = (V*, E*) onde

V* =177, e as arestas E* = {{z,y} : di(x,y) = 1}. Em G, considere > uma ordem sobre
os sitios onde para x1 = (i1, 1) e g = (ig, jo) temos que x; > x9 sempre que alguns dos
itens sao satisfeitos:

® ji1> )2

® J1=J2, %1 > 12
Para S C V*, defina fronteira de vértices como:

0S ={xeV*/S:di(zx,y) =1,y € S}

Iremos realizar um processo de renormalizacao indutivo considerando o grafo C(Z?) e o
grafo G* apresentado. Tome zo = (0,0) € Gx, entao definimos o evento {x¢ é bom} se os

eventos U(% e L9 ocorrerem em C(Z?), o que acontece com probabilidade maior que
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1 — 4. Assim, considere a sequéncia de conjuntos (A,, By )n>o definida de forma indutiva,
onde Ay = By =0, e:

AgU{xo}, se xy é bom By, se xo ¢ bom

1= 1=
A, caso contrario BoU{x0}, caso contrario

Observe que em C(Z?) se {xo é bom} ocorre, entdo a origem estd conectada com
os vértices (1,0) e (0, 1).

Suponha como hipdtese de inducao que exista o par (A,, B,) definido de forma

que:
1. A, é um conjunto de sitios conectados em G*.

2. B, C 0A,.

3. Nos sitio em Z2% /{A, U B,,} em C(Z?), as arestas referentes aos eventos U e L ainda

nao foram testadas.

4. Para todo vértice x € A, entdo temos que {0 <> z} em C(Z?).

Entao para definir (A, 41, Bny1) se 0A,/B, = 0, faga Ay, = A,, e By = B,, para
todo k > n. Se A, /B,, # 0, considere x,, € A, /B, o menor ponto com respeito a ordem

<. Entao definimos:
A, U{z,}, sex, ébom B, se x,, ¢ bom

An+1 = Bn+1 -
A, caso contrario B,U{x,}, caso contrario

Onde o evento {x, ¢ bom} é o evento U™ N L% em C(Z?). A condicio 1 e 2
é garantida pois z, € 0A,/B,, a condicdo 3 vem pela independéncia dos eventos R
e S, a condigao 4 é garantida pois quando U N LI ocorre temos que {0 <> x,} e
{z, <z, +(1,0)} e {z,, <> z, + (0,1)}, ou seja {0 <> z, + (1,0)} e {0 <> x, + (0,1)}.
Como P2(U?» N LE*) > 1 — 4 temos que:

P(zy ser bom|(Ag_1, Bk_1), ..., (Ao, Bg)) > 1 -0

Assim, pelo modo de constru¢ao podemos afirmar que {(0,0) <> co em G*} C {(0,0) +>

oo em G}. E, vale que:

P2 (1Co| = 00) > P15(|Co| = o0)
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Tomando 6 — 0, e usando o modelo de transi¢do de fase de proposto em 1.2.3, temos que:

lim P*(|Cy| = 00) = 1
k—o0
[

Prova do Teorema 1.5.4. Dada a sequéncia (p;)2, onde limsup,,_,. np, =n > 0.

A prova segue na demonstracao de que para fixado ¢ € (0, 1) existe algum n(d) tal que:

PO (|Co| = 00) > Pr_s(|Co| = o)

Para isso defina:

—12l0g(2)

Hs=1]
n

]
E entao com H; € N fixo e N € N, defina para x € Z? o evento:
AN — AN — L4 4 {(0,0),(1,0), ..., (Hs,0)} estdo conectados em {x} x [0, N]}

Onde N € N serd escolhido por meio do Corolario 2.1.3, de forma que:

P.(AY)>1-6/3

Com N fixado, defina para x € Z* n € N e para a,b € {—n,....,n} com a < b o

seguinte evento:
b
Bld(n) = U{{z, 2+ (j,n)} estd aberta}
j=a

Onde:
P (B (n)) =1~ (1 —p,)*"

A prova procede a partir daqui realizando uma abordagem geométrica, isto é trabalharemos
para definir o grafo de renormalizacao para em seguida voltar e definir o evento que sera

usado.

Para escolha do pardmetro n no evento Bl*¥(n), como limsup,, . np, =1 > 0
encontre uma subsequéncia (ng)g>1 tal que ngp,, — 1. E, tome ky grande o suficiente tal

que ngpy, > 1/2 para todo k > ko. Em seguida, tome n = ny onde k > kg e ng > 12N,

Com n fixo defina a,b,c,d € {—n,...,n} da seguinte forma:
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n n
a L—g EJ
n n
h=[—— 4+ —
] 2—i_121
c=—b
d=—a

Pelas aproximagoes por cima ou por baixo podemos garantir que [a—b| = |[c—d| > .
A escolha de n > 12N foi realizada para que b+ N < ¢, propriedade a qual garantird na

renormalizacao uma independéncia entre eventos.

Com n,a, b, ¢, d fixos defina o grafo G* = (V*, E*), onde V* = {(i,j) € Z X Z,|i +
j é par}, e as arestas E* = {{(z,y),(r £ 1,y + 1)}|(z,y) € V*}. Para cada (i,j) € V",
defina os intervalos:

n n

519l L lis 4 2]+ 1] x {jin} C V(C(Z2)

Ly =[li

Dentro de cada intervalo defina o ponto v;; como o ponto médio de I; ;:

= e BY)

Os intervalos I; ; foram escolhidos de forma a terem mais sitios em seu interior do que
os intervalos [a,b] ou [c,d]. Da forma que foi definido, temos que para o ponto v;; 0s
intervalos da forma v; ; + ([a,b],n) e v; ; + ([c, d], n) estdo contidos nos intervalos I;_; j41 e
Iit1 41 respectivamente. Observe novamente que pela escolha do valor de n > 12 esses
intervalos sdo disjuntos, e formam uma estrutura isomorfa a Z2. Observe a Figura 5 abaixo

retratando os intervalos e a associacao de cada intervalo em um ponto de V*.

Agora para definir o evento que iremos utilizar, seja x € I, ;, entdao = é da forma
(x1,7n) e v;; é da foram (xo, jn), para algum 1 e x5. Defina hﬁi,j = X9 — o1, como sendo

a diferenga da primeira coordenada. E entao defina os seguintes eventos:

[a+hZ. —kb+he. —kK|

Yy = U B:Jc+(k0 " (n)

[c+hz —k,d+hZ. —k]

05 = U ot (,0) S (n)
__ AN T T
T, =A NCyNCy
Sobre os eventos C} e (3, vale destacar que o conjunto de pontos da forma

z+ (la+hy, b+ hi, ],n) coincide com o conjunto de sitios da forma v;; + ([a, 8], n), o

mesmo ¢ verdade para z+([c+hy, , d+hg, ], n) e v;;+([c, d],n). Dessa maneira, o evento Cf
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(—2,2) (2,0)

0 0 (= 0)

120

(_%70)

Figura 5 — Grafo para renormalizagdo G* e Conjuntos I; ; em C(Z?*) respectivos para cada
ponto de G*.

equivale a existéncia de uma aresta que vai do conjunto de pontos {x,z+ (1,0), ..., (Hs,0)}
até o intervalo v;; + ([a,b],n) C I;_1;+1; De forma andloga, o evento C§ equivale a
existéncia de uma aresta que vai do conjunto de pontos {z,z + (1,0), ..., (Hs,0)} até o

intervalo v; ; + ([c,d],n) C Lit1 441

Observe a Figura 6 abaixo com a ilustracao do evento T}, com x € I, ;:

L] L0

v+ (fafb], n) vij + ([e,d], n)

Yij ¥ Hs x+([0,N],0)

Figura 6 — Ilustragao do evento T, sendo realizado; O evento AY estd representado pelo
tracinho = + (][0, N],0), sendo a parte negritada os vértices conectados. As
arestas que vao desta regiao até as regioes v; ; + ([a,b],n) e v; ; + ([c, d], n) sdo
respectivamente as arestas que faltam para o evento C e C3 acontecer. Sendo
que as escalas de n e N no desenho nao sao realistas.

Para o calculo da probabilidade deste evento. Observe que o evento AY trabalha com
arestas horizontais e os eventos C} e C3 além de nao necessitarem de arestas horizontais,

entre si eles trabalham com arestas distintas. Dessa maneira temos que:
P.(T,) =P (AY nCy N Cy)
>(1-6/3*>1-6
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Observando que:

Hs x x
. lathy,  —kb+h,  —k]
P(CY) = Pe( U Bx—i—(k,d)J 7 (n)

k=0

Por estas arestas serem disjuntas e, os eventos terem a mesma distribuicao que BL“;’] segue

que:

P.(CT) = 1= (P({B1)})+)

=1— (1 —py)ltItHs+D

>1— (1 —p,)letis
>1—¢ 61
>1—¢ 12l

o
>1—-

3

E de forma anéloga temos que P.(C3) > 1— g. Como nenhum evento utiliza aresta maiores

que n, temos que:

PN T,) >1-¢

Sobre a independéncia entre os 17, se ¢ € I; j e y € I, se sao intervalos disjuntos,
pela escolha de n > 12N, temos que para sitios x e y, os eventos T e T, nao usam nenhuma
aresta em comum, entao 7, ¢ independente de T},. Além disso, os eventos T, s6 dependem

de arestas de comprimento no maximo n.

Relembre o grafo G* = (V*, E*), onde V* = {(i,j) € Z x Z,|i + j é par}, e as
arestas E* = {{(z,y), (x £ 1,y +1)}|(z,y) € V*}. Tome < uma ordem em Z?, esta ordem
vale tanto para V* quando para V(C(Z?)), onde para z; = (iy,71) e o = (i, jo), entdo
dizemos que r; < x5 sempre que um dos itens acontece:

® j1 <J2
® J1 =72, 11 <12
Para S C Z x Z, definimos a fronteira exterior como:

0 =1{(i,)) €eV*/S:(i—1,j—1)eSou(i+1,j—1) €8}

Tome x¢ = (0,0) € G*, dizemos que o vértice zg ¢ bom se no vértice (0,0) € C(Z?)
ocorrer o evento Tp. Defina uma sequéncia de conjuntos (A, By,)n>o de forma indutiva,
onde Ay = By =0, e:
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AgU{xo}, se xy é bom By, se o ¢ bom

1= 1=
Ay, caso contrario BoU{x¢}, caso contrario

Observe que se {xg ¢ bom} ocorre, entdao em C(Z?) a origem estd conectada com
algum ponto do intervalo /;; e com outro ponto no intervalo I_; ;, para cada intervalo
tomaremos o menor com relagao a ordem < e chamaremos estes pontos de u;; € u_1,

respectivamente.

Suponha como hipdtese de inducdo que exista o par (A, B,) definido de forma

que:
1. A, é um conjunto de sitios conectados em G*.
2. B, C 0A,.
3. Para todos os sitios z € V*/{A, U B, } nenhuma aresta em I, em C(Z?) foi testada.
4. Para todo vértice x € A,,, entdo temos algum vértice u, € I, tal que {0 <> u,} em

o(z2).

Entao para definir (A, 41, Bny1) se 0A,,/B, = 0, faga Ay = A,, e By = B,, para
todo k > n. Se 0A,/B,, # 0, considere x, € 0A,/B, o menor vértice com respeito a
ordem < e u, € [, o menor vértice com respeito a ordem < conectado com a origem.

Entao definimos:

A, U{x,}, sex, ébom B, se x, ¢ bom
An+1 - Bn+1 -
A, caso contrario B, U{x,}, caso contrario

Onde z,, ¢ bom se T, acontecer, dessa maneira u, estd conectado com sitios nos
intervalos dos vértices adjacentes a x,. Assim, de forma trivial é satisfeito as condig¢oes
1,2,3 e 4.

Como a probabilidade dos eventos é maior que 1 — 4, temos que:

P(zy ser bom|(Ag_1, Bk—1), ..., (Ao, Bo)) > 1—6

Pelas condigoes 1,2,3,4 e pelo modo de constru¢ao podemos afirmar que {|Cy| =
oo em G*} C {|Cy| = oo em C(Z?)}. Assim segue o resultado:

Jim P5(|Col = o0) =1
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2.3.1 Comentarios

Diversas dificuldades sao encontradas para tentar resolver o problema do trun-
camento classico em Z?, para tentar suprimir estas dificuldades estudamos o problema
do truncamento em C' (ZQ), pois ao adicionar mais arestas ao grafo deixamos construgoes
geométricas mais facies de serem realizadas.

Pouca referencia foi encontrado neste tipo de problema, no artigo de [3], foi

i=1"Pi

resolvido o problema para sequéncias (p,)°; tal que limsup,, ool > G onde ¢ é

uma constante que depende da dimensao. Para a sequéncia:

c _ ok
Jan o, sen= 2
Pn =
0 , caso contrario
n .
: _c 2k _c : i=1"Pi __ ¢
Vale que limsup,, np, = 5 > 0 e }5;_; np, = 5k, e vale que limsup,,_,, Tl =32 <60

que mostra que o 1.5.4 é uma condi¢do melhor do que a condi¢do mostrada em [3].

Inspirado na prova de D(Z?), o primeiro teorema apresenta uma abordagem
andloga com a demonstracao de 1.5.1, entretanto o excesso de arestas faz com que a
conclusao seja muito melhor do que a obtida em D(Z?). No Teorema 1.5.3 mostramos que
se 300, ip? divergir entdo o problema truncamento ¢ verdadeiro, o que é muito melhor em

comparagio com o que foi demonstrado em 1.5.1 o qual se refere a >.5°, p? divergente.

Diversas consideracoes podem ser realizadas por meio deste teorema, a maior
delas esta escondida no somatorio pelo produto do indice 2 com o parametro p;, esse produto
causa uma relagao direta entre grandes distancias de arestas e facilidade de percolar. De
forma que sequéncias (p;)$2; que apresentam muitos zeros entre termos positivos tenha

o problema do truncamento com resposta afirmativa, mesmo se > 72, p; < 0o, para um

1

> € construa a sequéncia (p, )52, onde:

exemplo tome a sequéncia (g)%2,, onde g, =

qs, sen=2F
Pn = o
0, caso contrario

Claramente > >° ; p, < 0o, entretanto Y 7, 2’“%4 = oo satisfazendo o problema do trunca-

mento.

A dificuldade de trabalhar com somatoério proporcionou uma busca para uma
condi¢do mais simples de ser analisada. Essa busca culminou no Teorema 1.5.4 com uma
conclusao simples de que se limsup,,_,., np, > 0 vale o problema do truncamento. Tal
condi¢ao nao é mais forte, nem mais fraca com relagdo a do Teorema 1.5.3. Observe que a
sequéncia p,, = #\/m satisfaz que 332, ip? = oo, mas lim,, o, np, = 0, por outro lado a

sequéncia p, dada por:

1/n, sen=2*

_1
nlogn’

Pn =
caso contrario
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é tal que 0% np? < 302, ~ log(n o T Y227 < oo, entretanto limsup,,_, . np, = 1.

2.4 Provas para Percolacao de longo alcance classico

Prova do Teorema 1.5.5. Fixe N > 0 onde > p;pi+n = oo. Para inteiros M; e Mo

defina os eventos:

={{(z,n),(x+i,n)} e {(x+1i,n),(xr — N,n)} estdo abertas}
7= (U

(zn (zn
Ml:M2 U f
i=Mi+1

(z,

Note que se Ly ) ou R M ocorrerem entao temos que o evento {(z,h) <> (x — N, h)}

ocorre. Sobre independenma temos que os eventos Rys, a, € Ly, trabalham com arestas
de tamanhos diferentes entao sao independentes independente do vértice que estaremos

(z,h) Lg@—i—KN,h)
1

olhando. Observe que o eventos L), ¢ independente do evento com K > 2 ja

que as arestas iniciais e finais sdo distintas para esses dois eventos, o mesmo podemos falar

para R]\gfhh])% R%ﬁi%\[’h) com K > 2.

Observe a Figura 7, que mostra os eventos R, L sendo realizados em LA(Z?).

N,0
RMl,MQ ngl )

Figura 7 — Evento RS M, M, € L%;IIN’O) sendo realizados em LA(Z?); As aresta negritadas sao
as utilizadas no evento R e as demais arestas sao utilizadas no evento L.

Defina de forma analoga os eventos relativos a vertical:

gl {{(n z),(n,x+1)} e {(n,z +1),(n,x — N)} estdao abertas}

=1

(n,) B
UM{,MQZ{ U 51'7 }

=M,

(:E,h) (CE,h) S
Onde se D)™ ou Uy, ocorrerem entdo temos que o evento {(h,x) <> (z,x + N)}
ocorre. Em relacao a independéncia do eventos, vale as mesmas observagées com relagao

a independéncia dos eventos L e R. Isto é, os eventos D y h) e U 2 sao independentes

+5N,h
entre si, e o evento D](w ¢ independente do evento D(m B ) com s > 2, 0 mesmo podemos
U (z+sN,h)

falar para U ﬁlh@ My M, | com s > 2.
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Como IP’({Z(Z’”)) = IP)(SZ-(JC’”)) = PiDitN, € Y. PiPisN = 00, entdao para fixado §

podemos encontrar M; e My, de forma que ao tomar K = M, temos que:

i)
( M1 MQ) >1-
IPK(U](\ZIMQ >1—
)

PX(D{Y) > 1 -6

Uma vez que os eventos Ly, , R, v, Uniy a, € Do, 86 dependem de arestas e de tamanho

menor ou igual que K.

Considere G* = (V*, E*) um grafo onde V* = Z? e E* = {{x,y}|di(z,y) = 1}.
Para cada z € V* defina em LA(Z?) o sitio v, = Nz (N, o valor fixado para que

> pipisn = 00). Dizemos que dois vértices v, e v, sao adjacentes se x ~ y em G*.

Iremos realizar um processo de percolacao em G*, onde para cada elo e = (21, 29
b )

com 21 = (71,91) € 23 = (T2, y2) vamos falar que o elo estd aberto se em LA(Z?) vale:

o Caso |11 —x2| = 1 e z; é par entao dizemos que o elo e estd aberto se R;* ,,. ocorrer.
My, M2

Se x; for impar dizemos que o elo e esta aberto se Ly;" ocorrer.

o Caso |y; — 2| = 1 e y1 é par entao dizemos que o elo e estd aberto se Uy/',, ocorrer.

Se y for impar dizemos que estdo o elo e estd aberto se Djy;' ocorrer.

Esses eventos em LA(Z?) sdo independentes entre si. E como para o elo e = {z1, 20}
estar aberto aberto, entdo em LA(Z?) temos que {v., <> v,, }.Desta maneira, em {|Cy| =
oo em G*} C {|Cy| = 0o em LA(Z?)}.

Como todos tem uma probabilidade maior que 1 — 4. Vale que:

PX(|Co| = 00) > P(|Cy| = 00 em G*) > Py_5(|Co| = o0) (2.7)

Como ¢ é arbitrario vale que:

Jim P*(|Co| = o0) =1

Prova do Teorema 1.5.6. Fixe § > 0 e considere a sequéncia (p;)2, tal que

lim sup Zpipi+k =3n>0

k—o0 =1
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—LO ) ~
Tome H = (%(3)}, entao encontre N usando o Lema 2.1.3 tal que:

P({(0,0),(1,0),...,(2H,0)} esta conectado em [0, N] x {0}) > (1 — g)%

Para x € Z2, defina os eventos:

F! = {z+{(0,0),(1,0),...,(2H,0)} esta conexo em [0, N] x {0}}
F? ={z+{(0,0),(0,1),...,(0,2H)} est conexo em {0} x [0, N|}
L,=F!NF?

Como F} e F? sdo eventos independentes temos que:

d
P(L 1——
(L) >1-§

Observe que o evento L, utiliza arestas de tamanho no maximo N.

Como limsup,,_, ., >io; PiPi+k = 31, encontre K > N tal que .72, pipirx > 21.
Assim, para K fixo, encontre T' = T(K) tal que 7 | pipirx > 1. Com as constantes

fixadas, considere x € Z? e defina os seguintes eventos auxiliares:
T
A = J{{z+(0,8),z+ (i+ K,s)} e {z+ (i + K,s),z + (K, s)} estdao abertas}
i=1

T
Bl =J{{z+ (t,0),2+ (t,i+ K)} e {z + (t,i + K),z + (, K)} estdo abertas}
i=1

Entao defina os seguintes eventos:

H
X, =U4;
s=1
H
x= U
s=1
2H
xi= U 4
s=H+1
2H
X,= U B
s=H+1

Tanto o evento L, quanto os eventos X!, X% X2 e X! utilizam-se de arestas de
tamanho no maximo K + T'. Assim, se truncarmos em K + T, vale que para:=1,2,3,4 a

probabilidade é:



Capitulo 2. Resultados e Discussdo 42

PRAT(XE) = 1 (1 - (BT ({A3})™)

=1—- 1 -] - pipisx)™

i=1
T

>1— e*H Zizlpmwx

—1 §/¢ T
] TN ppie
)
> 1 —elogd/3) — 1~

3

Para a prova iremos construir uma renormalizacdo utilizando os vértices de KZ2,

em cada vértice observaremos um evento da forma L, N X% N X7 onde os indices i e j

serao escolhidos em fun¢do do ponto x.

Sobre independéncia dos eventos, note que os eventos L,, X!, X2 X3 e X2
trabalham com arestas disjuntas, entao sao independentes. Nos vértices de v € kZ2, os elos
dos eventos L, sao completamente disjuntos, logo sdo independentes. Ja os eventos X'
tem certas paridades para i = 1,2, 3,4. Assim para cada vértice v = (Kx1, Kxo) de K7?
defina dois eventos, o primeiro evento ¢ X/ se x; for par ou X3 se x; for impar, o segundo
evento ¢ X2 se xy for par ou X! se o for impar. Definido os eventos seguindo esta escolha,

todos os eventos trabalham com arestas disjuntas entao sao todos eventos independentes.
Para cada vértice v € KZ? defina o evento:
E,=L,NX'NXJ
Onde para v = (Kxy, Kz5) temos que i = 1 se 21 é par ou ¢ = 3 se x; é impar, e j = 2 se
ZTo € par ou j = 4 se xo € impar.

Dessa maneira se F, acontecer, temos que todos os vértices de v + ([0,2H],0) e
v+ (0,[0,2H]) estardo conectados entre si, e existira algum vértice de v + ([0,2H], K) e
outro de v + (K, [0,2H + 1]) conexo com v. Sobre a probabilidade dos eventos, como sdo

eventos identicamente distribuidos, vale que:

PK+T<E1}) _ IP)K+T(E0)
=P (Lo N X3 N XY)
_ PK+T(LO>PK+T<X3)PK+T(X3>

)
>(1—2)P>1-6.
3
Considere G* = (V*, E*), onde o conjunto dos vértices V* = Z?, e o conjunto das
arestas E* = {{z,y}|di(z,y) = 1}. Considere < uma ordem sobre os vértices de G* onde

para x1 = (i1, j1), T2 = (iz, Jo), temos que z; < xo sempre alguns dos itens sao satisfeitos:
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® jo> 7
® Jo = J1, 11 > 12

Dessa forma para S C V* definimos a fronteira de vértices como:

0S ={xeV*/S:3y e Stal que ,y ~z}

Iremos realizar um processo de renormalizacdo indutivo considerando o grafo LA(Z?)
e o grafo Gx apresentado. Tome 2y = (0,0) € G*, entao defina o evento {zy é bom} se
em LA(Z?) ocorrer o evento Ey. A partir dai, a sequéncia de conjuntos (A, By,)n>o seréa

definida de forma indutiva, onde Ag = By = (), e:

AgUxg, sexgé bom By, se xg ¢ bom
A = B, =

Ay, caso contrario By Uz, caso contrario

Suponha como hipdtese de indugao que exista (4,, B,,) tal que:

1. A, é um conjunto de arestas conexas em G*.
2. B, C 0A,.

3. Considere v € Z?/{A, U B, } entdo, as arestas que englobam os eventos Ej, ainda

nao foram exploradas.

4. Para todo vértice r € A,,, temos que {0 > kx} em LA(Z?).

Entao para definir (A, 41, Byy1) se 0A, /B, = 0, faga Ay, = A, e By = B,, para
todo k > n. Se 0A, /B, # 0, considere x,, € JA, /B, o menor vértice com respeito a
ordem <. Entao definimos:
A, U{z,}, sex,ébom B,, se x,, ¢ bom

An+1 = Bn+1 =
A, caso contrario B,U{x,}, caso contrario

Onde o evento {x, é bom} corresponde ao evento Ef,, . Dessa forma, as condigoes
1,2 e 3 sdo satisfeitas de forma trivial e a condi¢do 4 ocorre pois (0,0) estd conectado
com algum vértice em z,, + ([0,2H],0) ou z,, + (0, [0,2H]), assim com o sucesso do evento

Ek.,, temos que o evento L, acontece e com isso a condicao 4 é satisfeita.

Como todos os eventos tém probabilidade maior ou igual que 1 — 9, vale que:

P(zy ser bom|(Ag_1, Bk—-1), ..., (Ao, Bo)) > 1 =0
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Pelas condigoes 1,2,3,4 e pelo modo de construgao podemos afirmar que {|Cy| =
oo em G*} C {|Cy| = oo em LA(Z?)}. Assim segue o resultado:

Jim P*(|Co| = o0) =1

2.41 Comentarios

O modelo de percolacao de longo alcance completo domina estocasticamente o
modelo de percolagido de longo alcance classico, uma vez que LA(Z?) C C(Z?). Assim,
uma auséncia da afirmacio do problema de truncamento em C(Z?) impede uma resolucio
completa para o problema em LA(Z?), mas mesmo sem uma resposta completa as técnicas
discutidas nos teoremas de D(Z?) e as ideias apresentadas para C(Z?) representaram
avancos interessantes com relacao ao problema do truncamento. O objetivo desta se¢ao foi

trazer das se¢des anteriores todos os possiveis resultados para LA(Z?).

Do corolario apresentado em 1.5.2, fica evidente uma ligacao entre os Teoremas
1.5.5 e 1.5.6 com a hip6tese 3%, p? = oo. A condicio do Teorema 1.5.5 consegue mostrar
para algumas sequéncias onde Y°°, p? = oo, entretanto a distdncia entre os termos
positivos da sequéncia tém que ser controlada, como é o caso da sequéncias (p,)22; onde

Pn = %, onde temos que > 72 PpPn+1 = O0.

Esse controle rigido sobre os termos da sequéncia exigido por 1.5.5 faz com que

a hipétese fique muito fraca com relacdo a 3-°° , p? = oo, e como qualquer avango técnico
¢ muito complexo, deixava uma indagacao sobre sequéncias mais arbitrarias, uma vez que

tais sequéncias fizeram uma parte interessante da resolugao do teorema em C'(Z?).

O Teorema 1.5.6 tenta adicionar uma variabilidade maior nas sequéncias do
Teorema 1.5.5, entretanto as sequéncias que o satisfazem apresentam um cardter um tanto
quanto artificial. Sua tnica vantagem é a construcao de uma sequéncia que tem seu termo
positivo indo para zero e uma quantidade enorme de zeros entre os termos positivos. Como

¢ o caso da sequéncia (p,)22; onde para todo k o conjunto {pjggrysr 1t =0, ..., k} assume

o valor constante de 4\/% de forma que S22, pipori > Sor—a (Prook ezt ) (Prook r1)2k) =

(k — 1)m = 1—16. Fora dos conjuntos da forma {piggrsor : t =0, ..., k}, com k inteiro, a

sequéncia p, assume o valor 0. Observe que para esta sequéncia, como os termos positivos
podem ser agrupados em conjuntos que distam uma quantidade exponencial um dos outros,

claramente a sequéncia p,, nao satisfaz a condicao de 1.5.5.
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