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Resumo

O objetivo deste trabalho é obter resultados que permitam caracterizar, em certo sen-

tido, superfícies capilares mínimas imersas na bola euclidiana e que possuam a topologia

de um disco ou a de um anel. Veremos que um disco capilar mínimo à bola Euclidiana

tridimensional é um disco plano e que uma superfície capilar mínima em R3 \ B3 que

possui curvatura total �nita é um pedaço de um plano ou um pedaço de um catenoide,

onde B3 é a bola euclidiana em R3 de centro na origem e raio um.

Palavras-chave: plano, catenoide, imersão capilar.



Abstract

The objective of this work is concerned with obtaining results that allow characterize,

in a certain sense, minimal capillary surfaces immersed in the three-dimensional Euclidean

ball and wich have the topology of a disk or that of a ring . We will see that a minimum

capillary disk to the ball is a �at disk and that a minimum capillary surface at R3 \ B3

with �nite total curvature is a piece of a plane or a piece of a catenoid, where B3 is the

Euclidian tridimentional ball of center at origin and radius one.

Keywords: plane, catenoid, capillary immersion.
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Introdução

A teoria de imersões de curvatura média constante (CMC) é um ramo da Geometria

Diferencial que tem chamado cada vez mais a atenção de pesquisadores, haja vista sua

íntima relação com fenômenos naturais que podem ser modelados por esse tipo de imer-

são. Em particular, podemos citar o modelo de imersões capilares que, como veremos,

é caracterizado por ser ponto crítico do funcional energia (ver seção 3.3) e veremos que

imersões capilares satisfazem a duas propriedades importantes: (a) possuem curvatura

média constante e (b) é tal que seu bordo intersecta o bordo do domínio a um ângulo

constante. Um caso especial de imersão CMC ocorre quando a função curvatura média é

zero, onde, nesse caso, diremos que se trata de uma imersão mínima.

No caso de imersões mínimas de variedades Riemannianas de dimensão dois em R3,

temos como importantes exemplos o plano e o catenoide. Por exemplo, as superfícies míni-

mas totalmente umbílicas são pedaços (subconjuntos abertos) de planos, já as superfícies

mínimas de rotação são pedaços de catenoides. Além dessas propriedades, muitas outras

caracterizações do plano e do catenoide como superfícies mínimas vem sendo estudadas

ao longo dos últimos anos. Por exemplo, o catenoide é o único anel mínimo mergulhado,

completo e de curvatura total �nita em R3 (veja o corolário 5.0.8). Outra caracterização

do catenoide é dada pelo fato de ser o único anel mínimo completo em R3 tal que a in-

terseção com qualquer z-plano é uma curva de Jordan (veja [1]), o plano é o único grá�co

inteiro em R3 (Veja [2]).

Com respeito às superfícies mínimas capilares, um caso bem estudado é o em relação à

bola euclidiana tridimensional B3. É bem conhecido que uma superfície mínima capilar a

B3 com a topologia de um disco é necessariamente um disco plano (veja o teorema 6.0.3).
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No caso em que a superfície possui a topologia de uma anel. Fraser e Li [3] conjecturaram

que um anel mínimo de fronteira livre em B3 é necessariamente o catenoide crítico (veja

a seção 6.1). Para muitos resultados particulares acerca dessa conjectura a resposta é

verdadeira. Por exemplo, Fraser e Schoem [4] mostraram que sob a hipótese adicional de

que as funções coordenadas do vetor posição são as primeiras autofunções de Stecklov,

a superfície é congruente ao catenoide crítico. McGrath [5] mostrou que se a superfície

for invariante via re�exões em relação a três planos ortogonais Πi, i = 1; 2; 3, então a

superfície é congruente ao catenoide crítico. Recentemente, soluções para esse problema

foram publicadas (veja [6] e [7]).

Neste trabalho, buscaremos caracterizar o plano e o catenoide como superfícies capi-

lares. Veremos dois resultados: (a) superfícies mínimas capilares à esfera euclidiana com

a topologia de um disco é um disco plano e (b) a partir dos trabalhos de E. Yeon [8],

que uma superfície mínima capilar a R3 \B3 é um pedaço de plano ou um pedaço de um

catenoide.

Este trabalho está organizado em seis capítulos. O capítulo 1 abordará noções e re-

sultados básicos de Variedades Diferenciáveis e Geometria Riemanniana. No capítulo 2

serão apresentadas noções e resultados básicos de funções harmônicas e análise complexa.

No capítulo 3 fazemos estudos sobre cálculos variacionais, onde vemos, por exemplo, que

hipersuperfícies mínimas minimizam áreas para dois tipos de variações: as variações nor-

mais e as variações que mantém o bordo �xo. Ainda nesse capítulo, de�nimos o funcional

energia e obtemos a fórmula para a primeira variação da energia, a partir da qual de�nimos

o conceito de imersão capilar. No capítulo 4 fazemos estudos a respeito das superfícies

mínimas em R3 e vemos que existem fortes relações entre as superfícies mínimas e as fun-

ções holomorfas, o que nos permite conceituar a representação de Enneper-Weierstrass

de uma superfície mínima. O capítulo 5 aborda alguns resultados de um subgrupo do

conjunto das superfícies mínimas, que é o subconjunto das superfícies mínimas completas

e com curvatura total �nita. No capítulo 6 vemos alguns resultados envolvendo superfícies

capilares mínimas na bola tridimensional.
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Capítulo 1

Conceitos e Resultados Básicos

1.1 Variedades Diferenciáveis

Nesta seção, veremos alguns dos resultados de variedades diferenciáveis. Para maiores

detalhes acerca dos resultados aqui apresentados, veja [9].

De�nição 1.1.1. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um espaço topológico

de Hausdor� e base enumerávelM e um conjunto de homeomor�smos xα : Uα ⊂M → Rn,

com Uα aberto em M , tais que:

(i)
⋃
α Uα = M ;

(ii) Para quaisquer α e β tais que Uα ∩ Uβ = V 6= ∅, tem-se que xα ◦ x−1
β : xβ(V ) →

xα(V ) é um difeomor�smo;

(iii) A família {(Uα, xα)} é máxima relativamente às condições (i) e (ii).

Cada par (Uα, xα) é dito ser uma carta local de M ; um conjunto de cartas locais que

cumprem as condições (i) e (ii) é chamado atlas em M . A classe de diferenciabilidade

de uma variedade diferenciável M é de�nida como sendo a classe dos difeomor�smos

de�nidos na condição (ii). Daqui em diante, a menos de especi�cação em contrário, todas

as variedades diferenciáveis em questão serão de classe C∞. Às vezes, indicaremos também
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a dimensão de M com a notação de superíndice, isto é, Mn designa uma variedade M de

dimensão n.

De�nição 1.1.2. Sejam M e N variedades diferenciáveis. Uma aplicação f : Mm → Nn

é dita ser diferenciável em p ∈M se dadas cartas locais xα : Uα → Rm e yβ : Vβ → Rn,

p ∈ Uα ⊂M e f(p) ∈ Vβ ⊂ N , tivermos que a aplicação

yβ ◦ f ◦ x−1
α : xα(U)→ yβ(V )

é diferenciável, em que U ⊂ Uα e V ⊂ Vβ, p ∈ U , f(p) ∈ V , são abertos escolhidos de

modo a fazer a aplicação acima �car bem de�nida. Uma aplicação f : Mm → Nn é dita ser

diferenciável se é diferenciável em todos os pontos de M . Por �m, um difeomor�smo

é uma aplicação f : Mn → Nn, diferenciável, tal que f−1 : N → M existe e também é

diferenciável.

De�nição 1.1.3. Uma aplicação diferenciável α : (−ε, ε) → M é chamada de uma

curva (diferenciável) em M . Dado p ∈ M , considere Cp o conjunto de todas as curvas

α : (−ε, ε) → M com α(0) = p. Dados α e β ∈ Cp, vamos de�nir, em C, a relação de

equivalência ∼, em que α ∼ β se, para toda carta local x de�nida em uma vizinhança de

p, tem-se que as curvas x ◦ α, x ◦ β : (−ε, ε) → Rn, para ε su�cientemente pequeno, são

tais que (x ◦ α)′(0) = (x ◦ β)′(0). O espaço tangente a p em M é de�nido como sendo

o conjunto:

TpM = {[α]}, α ∈ Cp,

onde [α] representa a classe de α relativamente à relação de equivalência de�nida acima.

Teorema 1.1.4. Seja Mn uma variedade diferenciável, então TpM é um espaço vetorial

real de dimensão n. Dada uma carta x de�nida em uma vizinhança U de p em M , uma

base para TpM (também chamada de base coordenada relativamente à carta x) é

o conjunto { ∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn
}, de�nidos por ∂

∂xi
= [αi], onde αi é tal que (x ◦ αi)′(0) = ei,

1 ≤ i ≤ n, onde {e1, . . . en} é a base canônica de Rn.
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Proposição 1.1.5. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis e seja f : M → N uma

aplicação diferenciável. Para cada p ∈M e v ∈ TpM , escolha uma curva α : (−ε, ε)→M

com α(0) = p e α′(0) = v. Seja β = f ◦ α, a aplicação dfp : TpM → Tf(p)N de�nida por

dfp(v) = β′(0) é uma aplicação linear.

De�nição 1.1.6. A aplicação dfp de�nida na proposição 1.1.5 é chamada de diferencial

da f em p.

De�nição 1.1.7. Dada uma aplicação f : M → N . Dizemos que f é uma imersão

se dfp : TpM → Tf(p)N é injetiva em todo ponto p ∈ M . Se dfp : TpM → Tf(p)N é

sobrejetiva ∀ p ∈ M , dizemos que f é uma submersão. Se f é uma imersão e f de�ne

um homeomor�smo entre M e f(M), dizemos que f é um mergulho.

Quando existe uma imersão f : M → N , dizemos que M é uma subvariedade imersa

em N . Quando f é um mergulho, dizemos que M é uma subvariedade mergulhada em

M .

De�nição 1.1.8. Um atlas orientado em uma variedade diferenciável Mn é um atlas

{(Uα, ϕα)}α∈Γ tal que para quaisquer duas cartas (Uα, ϕα) e (Uβ, ϕβ}) tais que Uα
⋂
Uβ 6=

∅, tem-se que det(J(ϕα ◦ ϕ−1
β )q) > 0 ∀q ∈ ϕβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn.

Nem toda variedade Riemanniana M admite um atlas orientado. Quando uma varie-

dade Riemanniana M admite um atlas orientado, dizemos que M é orientável.

De�nição 1.1.9. Um campo vetorial em Mn é uma correspondência X que associa a

cada ponto p ∈ M um vetor v = X(p) ∈ TpM de forma que, para uma dada carta local

x : U → Rn e seus referenciais coordenados { ∂
∂xi

: p 7→ ∂
∂xi

(p)}ni=1 e escrevendo em U

X =
∑n

i=1 Xi
∂
∂xi

, tem-se que as aplicações Xi : U → R são diferenciáveis.
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Proposição 1.1.10. Existe um isomor�smo entre o conjunto dos campos vetoriais em M e

o conjunto das aplicações S : C∞(M)→ C∞(M) que satisfazem a S(fg) = fS(g)+gS(f),

conhecida como relação de Leibniz.

Assim, podemos identi�car cada campo vetorial X de M a uma aplicação C∞(M)→

C∞(M), f 7→ X(f).

De�nição 1.1.11. Dados dois campos vetoriais X e Y em M . De�nimos o colchete de

Lie entre X e Y , denotado por [X, Y ], como sendo o campo vetorial de�nido por:

[X, Y ](f) := X(Y (f))− Y (X(f)).

1.2 Métricas Riemannianas

A partir dessa seção, veremos alguns dos resultados básicos de Geometria Riemanni-

ana. Para mais detalhes sobre os resultados, veja [10].

De�nição 1.2.1. Uma Métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é

uma correspondência g que associa a cada ponto p de M uma aplicação bilinear, simétrica

e positiva-de�nida gp : TpM × TpM → R (isto é, um produto interno em TpM), de modo

que para todo ponto p ∈M e para uma dada carta local x de�nida em uma vizinhança U de

p, tem-se que as aplicações gij(p), 1 ≤ i, j ≤ n de�nidas por gij(p) = gp(
∂
∂xi
, ∂
∂xj

) : U → R

sejam diferenciáveis.

É usual usarmos a notação 〈u, v〉p para indicar gp(u, v). As funções gij de�nidas acima

são chamadas de Expressão da métrica Riemanniana na carta local x. Chamaremos de

variedade Riemanniana às variedades diferenciáveis munidas de uma métrica Riemanni-

ana.
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Teorema 1.2.2. Toda variedade diferenciável pode ser munida de uma métrica Rieman-

niana.

De�nição 1.2.3. Um difeomor�smo f : Mn → Nn é dito ser uma isometria se 〈u, v〉p =

〈dfp(u), dfp(v)〉f(p) para todo p ∈M e u, v ∈ TpM .

De�nição 1.2.4. Uma aplicação diferenciável f : Mn → Nn é uma isometria local se,

para todo p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que f |U : U → f(U) é uma

isometria.

De�nição 1.2.5. Seja f : Mm → Nn uma imersão de uma variedade diferenciável M em

uma variedade Riemanniana N . A métrica induzida pela aplicação f ou métrica

pull-back da f é a métrica Riemanniana g de M de�nida por

gp(u, v) = 〈dfp · u, dfp · v〉f(p),

onde 〈., .〉 é a métrica Riemanniana de N .

1.3 Conexões a�ns

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos vetoriais de classe C∞ em M .

De�nição 1.3.1. Uma conexão a�m ∇ em uma variedade diferenciável M é uma apli-

cação:

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

que indicamos por (X, Y ) 7→ ∇XY que satisfaz às seguintes propriedades para cada

X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ C∞(M):

(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ;

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y .
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Proposição 1.3.2. Seja Mn uma variedade diferenciável e ∇ uma conexão a�m em M .

Então existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo de

uma curva diferenciável c : I →M um outro campo vetorial DV
dt

ao longo de c, denominado

derivada covariante de V ao longo de c, tal que, para quaisquer campos vetoriais V

e W ao longo de c e qualquer aplicação diferenciável f : I → R, tem-se:

(i) D
dt

(V +W ) = DV
dt

+ DW
dt

;

(ii) D
dt

(fV ) = df
dt
V + f Dv

dt
;

(iii) Se V é a restrição à curva de um campo vetorial X em M , então DV
dt

= ∇dc/dtX.

De�nição 1.3.3. Seja Mn uma variedade Riemanniana com uma conexão a�m ∇. Di-

zemos que ∇ é compatível com a métrica se para todo par X, Y de campos vetoriais

em M e c : I →M curva diferenciável, tem-se:

d

dt
〈X, Y 〉 =

〈
DX

dt
, Y

〉
+

〈
X,

DY

dt

〉
.

Proposição 1.3.4. Uma conexão ∇ é compatível com a métrica se, e somente se, para

quaisquer X, Y, Z ∈ X(M), vale:

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈X,∇XZ〉.

De�nição 1.3.5. Uma conexão a�m ∇ em uma variedade diferenciável M é dita ser

simétrica quando

∇XY −∇YX = [X, Y ]

para todo X, Y ∈ X(M).

Teorema 1.3.6 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana Mn, existe uma única

conexão a�m ∇ que é simétrica e compatível com a métrica Riemanniana.
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A conexão de�nida pelo teorema acima é denominada conexão de Levi-Civita ou co-

nexão Riemanniana de M . Daqui em diante, toda conexão a�m a ser considerada é a

conexão de Levi-Civita da variedade Riemanniana.

Lema 1.3.7 (de simetria). Se M é uma variedade diferenciável com uma conexão simé-

trica e f : U ⊂ R2 →M é uma parametrização de uma superfície, então:

D

∂s

∂f

∂t
=
D

∂t

∂f

∂s
,

onde s e t são as funções coordenadas de R2.

De�nição 1.3.8. Uma curva parametrizada γ : I → M é uma geodésica em t0 se

D
dt
dγ
dt

= 0 no ponto t0. Se γ é geodésica em t para todo t ∈ I, dizemos que γ é uma

geodésica.

Proposição 1.3.9. Dado p ∈M , existem aberto V ⊂M , números δ > 0 e ε1 > 0 e uma

aplicação C∞

γ : (−δ, δ)× U →M, U = {(q, v); q ∈ V, v ∈ TqM, |v| < ε1},

tais que a curva t 7→ γ(t, q, v), t ∈ (−δ, δ) é a única geodésica de M que no instante t = 0

passa por q com velocidade v, para cada q ∈ V e cada v ∈ TqM com |v| < ε1.

Proposição 1.3.10. Dado um ponto p ∈ M , existe uma vizinhança V de p em M , um

número ε > 0 e uma aplicação C∞ γ : (−2, 2)×U →M, U = {(q, v); q ∈ V, v ∈ TqM, |v| <

ε} tal que t 7→ γ(t, q, w), t ∈ (−2, 2) é a única geodésica de M que no instante t = 0 passa

por q com velocidade w, para cada q ∈ V e cada w ∈ TqM , com |w| < ε.

Lema 1.3.11 (Homogeneidade de uma gedésica). Se a geodésica γ(t, q, v) está de�nida no

intervalo (−ε, ε), então a geodésica γ(t, q, av), a ∈ R∗+, está de�nida no intervalo (− ε
a
, ε
a
)

e γ(t, q, av) = γ(at, q, v).
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As proposições anteriores nos garante a existência e a unicidade de geodésica passando

por um ponto dado com um vetor tangente dado.

De�nição 1.3.12. De�nimos a aplicação exponencial exp : U → M , U como na

proposição 1.3.10, a aplicação dada por

exp(q, v) = γ(1, q, v) = γ

(
|v|, q, v

|v|

)
, (q, v) ∈ U .

1.4 Curvaturas

De�nição 1.4.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é a aplicação R :

X(M)× X(M)× X(M)→ X(M) de�nida por

R(X, Y, Z) = R(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Proposição 1.4.2. A curvatura R é uma aplicação C∞(M)-trilinear.

Dada uma variedade Riemanniana M , seja (X, Y, Z, T ) := 〈R(X, Y )Z, T 〉.

Proposição 1.4.3. (i) (X, Y, Z, T ) + (Y, Z,X, T ) + (Z,X, Y, T ) = 0;

(ii) (X, Y, Z, T ) = −(Y,X,Z, T );

(iii) (X, Y, Z, T ) = −(X, Y, T, Z);

(iv) (X, Y, Z, T ) = (Z, T,X, Y ).

Proposição 1.4.4. Dado p ∈M , seja σ ⊂ TpM um subespaço de dimensão dois e x, y ∈ σ

dois vetores linearmente independentes. Então:

K(x, y) :=
(x, y, y, x)

|x|2|y|2 − 〈x, y〉2

não depende da escolha dos vetores LI's x, y ∈ σ.
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De�nição 1.4.5. Dado p ∈ M e um subespaço bidimensional σ ∈ TpM , o número real

K(x, y) = K(σ), onde {x, y} é uma base qualquer de σ, é chamado de curvatura secci-

onal de σ em p.

De�nição 1.4.6. Seja x = zn um vetor unitário em TpM . Seja {z1, . . . , zn−1} uma base

ortonormal do hiperplano de TpM ortogonal a x. A curvatura de Ricci na direção x

é de�nida como sendo o número real

Ricp(x) =
n−1∑
i=1

(x, zi, zi, x).

É fato que a curvatura de Ricci está bem de�nida, no sentido de que não depende da

base {z1, . . . , zn−1} considerada para o hiperplano de TpM ortogonal a x (veja [10]).

De�nição 1.4.7. A curvatura escalar em p é de�nida como sendo

K(p) =
1

n

n∑
i=1

Ricp(zj),

onde {z1, . . . , zn} são como na de�nição 1.4.6.
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1.5 Imersões Isométricas

Vamos considerar a seguinte situação: seja f : Mn → M
n+k

uma imersão de uma

variedade diferenciável M em uma variedade Riemanniana M . A métrica Riemanniana

de M induz de maneira natural uma métrica em M (através do pull-back).

Para cada p ∈ M , um vetor v ∈ TpM pode ser decomposto em vetores v> + v⊥, v> ∈

TpM, v⊥ ∈ TpM⊥.

Temos que, se a conexão Riemanniana de M é ∇, então a conexão Riemanniana de

M será de�nida por ∇XY = (∇XY )>, onde X e Y são extensões locais dos campos X e

Y , respectivamente, cuja existência está ligada ao fato de que toda imersão é localmente

um mergulho (ver [10]).

Proposição 1.5.1. Se X, Y ∈ X(U), U ⊂ M , a aplicação B : X(U) × X(U) → X(U)⊥

dada por

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é bilinear e simétrica.

Seja p ∈M e η ∈ (TpM)⊥. A aplicação Hη : TpM × TpM → R dada por

Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉

é, pela proposição 1.5.1, uma forma bilinear e simétrica.

De�nição 1.5.2. A forma quadrática IIη de�nida em TpM por

IIη(x) = Hη(x, x)

é chamada de segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal η.
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Temos também que, como Hη é bilinear e simétrica, existe uma aplicação linear auto-

adjunta Sη : TpM → TpM dada por

〈Sη(x), y〉 = Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉

.

Proposição 1.5.3. Seja p ∈M , x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Seja N uma extensão local de

η normal a um subconjunto aberto de M , então

Sη(x) = −(∇xN)>.

Teorema 1.5.4 (Gauss). Sejam p ∈M e x, y vetores ortonormais de TpM . Então

K(x, y)−K(x, y) = 〈B(x, x), B(y, y)〉 − |B(x, y)|2.

1.6 Hipersuperfícies

Um caso especial de imersão isométrica ocorre quando tomamos uma imersão f :

Mn →M
n+1

. Nesse caso, o espaço ortogonal a TpM possui dimensão um e a aplicação B,

de�nida na seção anterior, se torna a aplicação bilinear e simétrica associada à segunda

forma fundamental.

De�nição 1.6.1. Uma hipersuperfície de M é uma subvariedade (imersa ou mergu-

lhada) M de M tal que dim(M) = dim(M) + 1.

A próxima proposição caracteriza a orientabilidade de uma hipersuperfície.

Proposição 1.6.2. Seja M
n+1

uma variedade Riemanniana orientável, então uma hiper-

superfície Mn de M será orientável se, e somente se, existir um campo vetorial diferen-

ciável de vetores normais e unitários de�nido em todo M .
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Uma demonstração para esse resultado pode ser obtido a partir de uma simples adap-

tação dos resultados da seção 3.2 de [11].

Seja f : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica e η : p ∈ M 7→ η(p) ∈ (TpM)⊥ um

campo normal, unitário e diferenciável em M . Como a aplicação Sη(p) : TpM → TpM é

auto-adjunta, Sη(p) admite uma base {e1(p), e2(p), · · · en(p)} de autovetores normais dois

a dois e unitários. Vamos exigir que {e1(p), e2(p), · · · en(p), η(p)} seja uma base ortonormal

e positiva de TpM em todo ponto p ∈ M . Seja {λ1(p), λ2(p), · · · , λn(p)} o conjunto dos

autovalores de Sη(p), i.e., tais que Sη(p)ei(p) = λi(p)ei(p). Nesse caso, denominamos os

ei(p), 1 ≤ i ≤ n como vetores principais e os λi(p), 1 ≤ i ≤ n como sendo as curvaturas

principais de f em p.

De�nição 1.6.3. Dada uma imersão isométrica f : Mn → M
n+1

, a função curvatura

média H de M é de�nida por:

H =
1

n
(λ1 + λ2 + · · ·+ λn) =

1

n
tr(Sη)

Dado um ponto p ∈ M ⊂ M e uma carta ϕ : U ⊂ M → Rn com q ∈ U , temos os

campos {∂i}, 1 ≤ i ≤ n, onde ∂i|q = ∂ϕ
∂xi

(q) ∀q ∈ U . Logo, no sistema de coordenadas

locais ϕ, podemos considerar pontualmente em U , em relação à base coordenada {∂i}, as

representações locais da métrica g como sendo a matriz g = (gij)n×n, onde gij = g(∂i, ∂j)

e de Sη como sendo a matriz a = (aij)n×n.

De�nição 1.6.4. Os coe�cientes da segunda forma fundamental de uma imersão

f : M →M são de�nidos pela matriz π, onde

πij = 〈Sη∂i, ∂j〉

Com o objetivo de encontrar a curvatura média em M , precisamos encontrar a matriz

(a)ij em termos dos coe�cientes da métrica e da segunda forma fundamental deM . Usando

a proposição 1.5.3 e o fato de Sη ser auto-adjunta, temos:
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∇∂iη = −Sη∂i = −(aij)∂i = −
n∑
j=1

aji∂j.

Como 〈∂i, η〉 ≡ 0 em M , temos que ∂j〈∂i, η〉 ≡ 0 ⇒ 〈∇∂j∂i, η〉 + 〈∂i,∇∂jη〉 = 0

⇒ πij = −〈∂i,∇∂jη〉 = 〈η,∇∂j∂i〉, temos então:

πik = −〈∇∂iη, ∂k〉 =
n∑
j=1

aji〈∂j, ∂k〉 =
n∑
j=1

ajigjk = (aTg)ik

Logo, π = aTg ⇒ aT = πg−1.

Como λ1+· · ·+λn = tr(a), temos queH =
1

n
tr(a) =

1

n
tr(aT ), como aii =

∑n
k=1 πikg

ki,

onde (g)ij = (g−1)ij. Conclui-se então que:

H =
1

n

n∑
i,k=1

πikg
ki.
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Capítulo 2

Funções Harmônicas e Funções

Complexas

Esse capítulo será voltado para alguns dos principais resultados a respeito das funções

harmônicas, de�nidas a partir do operador de Laplace. Funções harmônicas, por motivos a

serem vistos a seguir, são às vezes tratadas como o análogo real das funções complexamente

diferenciáveis (também conhecidas como funções holomorfas). No capítulo 4 veremos que

as funções harmônicas e as funções complexas exercem um papel importante no estudo

das superfícies mínimas em R3.

2.1 Funções Harmônicas

De�nição 2.1.1. O operador de Laplace, em coordenadas cartesianas {(u, v)}, de uma

aplicação f : U → R, f ∈ C2(R2) é de�nido como sendo o operador:

∆ : C2(U)→ C0(U)

f 7→ fuu + fvv.

Assim, o operador de Laplace é um operador linear entre espaços de funções. Usaremos

a notação usual ∆(f) = ∆f .
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De�nição 2.1.2. Uma função f ∈ C2(U) é dito ser harmônica se f ∈ N(∆), isto é, se

∆f ≡ 0.

As funções harmônicas gozam de propriedades interessantes. Algumas delas vão ser

tratadas ao longo de todo o texto. Vamos iniciar com duas das mais importantes delas:

Teorema 2.1.3 (Princípio do máximo e do mínimo). Uma função harmônica não cons-

tante não possui um máximo ou um mínimo interior.

Para uma demonstração, veja [12].

Teorema 2.1.4 (princípio da Singularidade Removível). Seja f : A(0, 0, 1) = {(u, v) ∈

R2; 0 < ||(u, v)|| < 1} → R uma função harmônica de�nida no "disco unitário furado".

Se f é limitada, então 0 é uma singularidade removível da f , isto é, f possui uma extensão

harmônica para o disco unitário.

Para uma demonstração, veja [13], proposição 4.12.

2.2 Funções complexas

Assim como os números reais, os números complexos formam um corpo completo.

Além disso, o conjunto dos números complexos (representado por C) formam de maneira

natural um espaço vetorial real de dimensão 2 (e muitas vezes identi�cado com o próprio

R2) com base {1, i}, onde i2 = −1. A partir de agora, z = u + iv, representará um

número complexo. Para cada número complexo z = u + iv existe um número complexo

a ele relacionado z = u − iv chamado de conjugado de z (que representa uma outra

maneira de mapear os números complexos a partir dos números reais).
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Assim, temos u = 1
2
z + 1

2
z e v = 1

2i
z − 1

2i
z, podendo assim de�nir os operadores:

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
− ∂

∂v
i

)
e

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
+

∂

∂v
i

)
,

de modo a termos ∂
∂z

(z) = ∂
∂z

(z) = 1. Temos assim:

∂z

∂z
=

1

2

∂(u− iv)

∂u
− 1

2

∂(u− iv)

∂v
i = 0 e

∂z

∂z
=

1

2

∂(u+ iv)

∂u
+

1

2

∂(u+ iv)

∂v
i = 0

Essas duas relações indicam que z e z são independentes entre si, apesar de termos

uma sensação inicial que um de�ne o outro, mas isso ocorre porque não é possível de�nir

z somente a partir de z (é preciso recorrer às partes reais e imaginárias de z, ou seja, a

como C foi de�nido em termos de R).

Como u e v podem ser obtidos em termos de z e z, temos, por exemplo, que qualquer

função diferenciável f : R2 → R2 pode ser escrita em termos de z e z e, com isso, faz sentido

falarmos em derivadas parciais da f em relação a z e z a partir dos operadores de�nidos

acima. Podemos notar também que nem todas as funções diferenciáveis f : R2 → R2

pode ser escrita somente em termos de z ou somente em termos de z, já que uma delas

não pode ser obtida a partir da outra. Isso nos motiva a de�nir as funções desse tipo que

dependem somente de uma delas.

De�nição 2.2.1. Uma aplicação diferenciável f : U ⊂ R2 → R2 é dita ser holomorfa

(respectivamente anti-holomorfa) se ∂f
∂z
≡ 0 (respectivamente ∂f

∂z
≡ 0).

Dada uma aplicação holomorfa f , como f não depende de z, f pode ser de�nida

somente em termos de z. A proposição seguinte fará fazer sentido, para uma aplicação

holomorfa f , usarmos o termo "derivada complexa"de f e olharmos f como uma aplicação

C→ C complexamente diferenciável.
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Proposição 2.2.2. Seja f : U ⊂ R2 → R2 uma aplicação de classe C1. Então, identi-

�cando R2 com C a partir do sistema de coordenadas z (i.e., (u, v) ∼ u + iv) e olhando

f : C → C, então ∂f
∂z

(z0) = 0 (z0 = u0 + iv0) se, e somente se, o limite limz→z0
f(z)−f(z0)

z−z0

existe como um número complexo.

Demonstração: Podemos escrever f(z) = f1(z) + if2(z), onde f1 e f2 são funções reais.

Suponha que ∂f
∂z

(z0) = 0, temos que:

1

2

(
∂f

∂u
+
∂f

∂v
i

) ∣∣∣∣
z=z0

= 0⇒
(
∂f1

∂u
+
∂f2

∂u
i+

∂f1

∂v
i− ∂f2

∂v

) ∣∣∣∣
z=z0

= 0

.

Logo,
∂f1

∂u
(z0) =

∂f2

∂v
(z0) e

∂f2

∂u
(z0) = −∂f1

∂v
(z0).

Como f é de classe C1, existem funções R1, R2, R3 e R4 tais que:

f1(z) = f1(z0) +
∂f1

∂u
(z0)(u− u0) +

∂f1

∂v
(z0)(v − v0) +R1(z);

f2(z) = f2(z0) +
∂f2

∂u
(z0)(u− u0) +

∂f2

∂v
(z0)(v − v0) +R2(z).

Onde:

lim
u→u0

R1(z)

u− u0

= lim
v→v0

R1(z)

v − v0

= lim
u→u0

R2(z)

u− u0

= lim
v→v0

R2(z)

v − v0

= 0.

Logo:

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= lim
z→z0

f1(z)− f1(z0) + i(f2(z)− f2(z0))

z − z0

=

= lim
z→z0

[
∂f1
∂u

(z0)(u− u0) + ∂f1
∂v

(z0)(v − v0) +R1(z) + i[∂f2
∂u

(z0)(u− u0) + ∂f2
∂v

(z0)(v − v0) +R2(z)]

(u− u0) + i(v − v0)

]
=

= lim
z→z0

∂f1
∂u

(z0)[(u− u0) + i(v − v0)] + ∂f1
∂v

(z0)[(v − v0)− i(u− u0)]

(u− u0) + i(v − v0)
=

=
∂f1

∂u
(z0)− ∂f1

∂v
(z0)i.

Isso conclui a ida. Para a recíproca, como limz→z0
f(z)−f(z0)

z−z0 existe, podemos tomar

esse limite nas direções dos eixos u e v, e teremos:
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lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= lim
u→u0

f(u+ iv)− f(u0 + iv)

u− u0

= lim
v→v0

f(u+ iv)− f(u+ iv0)

i(v − v0)
.

Logo:

lim
u→u0

f1(u+ iv0)− f1(u0 + iv0) + i(f2(u+ iv0)− f2(u0 + iv0))

u− u0

=

= lim
v→v0

f1(u0 + iv)− f1(u0 + iv0) + i(f2(u0 + iv)− f2(u0 + iv0))

i(v − v0)

⇒ ∂f1

∂u
(z0) + i

∂f2

∂u
(z0) = −i∂f1

∂v
(z0) +

∂f2

∂v
(z0)

⇒ ∂f1

∂u
(z0) + i

∂f2

∂u
(z0) + i

∂f1

∂v
(z0)− ∂f2

∂v
(z0) = 0

⇒ ∂f

∂u
(z0) + i

∂f

∂v
= 0

⇒ ∂f

∂z
(z0) = 0.

Isso conclui a demonstração.

As condições ∂f1
∂u

(z0) = ∂f2
∂v

(z0) e ∂f2
∂u

(z0) = −∂f1
∂v

(z0) em todos os pontos de U são

chamadas de condições de Cachy-Riemann. Com esse resultado acima, temos que

uma aplicação de classe C1 f : U → R2 é holomorfa (ou complexamente diferenciável em

U) se, e somente se, satisfaz às condições de Cauchy-Riemann.

De�nição 2.2.3. Uma função complexa f : U → C é dito ser analítica em z0 ∈ U

se existir r > 0 e números complexos αi, 0 ≤ i < ∞ tal que, ∀z ∈ D(z0, r) = {z ∈

C; |z − z0| < r} ⊂ U , tem-se f(z) =
∑∞

i=0 αi(z − z0)i. Uma função é dito ser analítica

se for analítica em todos os pontos de U .

Agora, um resultado que caracteriza uma função complexamente diferenciável.

Teorema 2.2.4. Toda função holomorfa é analítica.
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Assim, ao contrário das funções reais, uma função complexa diferenciável pode sempre

ser escrita localmente como uma série de potências (em particular, a existência da derivada

de primeira ordem garante a existência da derivada de todas as ordens).

Com isso, pelas condições de Cauchy-Riemann e pelo fato de funções holomorfas serem

de classe C∞, segue que ∂2f1
∂u2

= ∂2f2
∂v∂u

= −∂2f1
∂v2

e ∂2f2
∂u2

= − ∂2f1
∂v∂u

= −∂2f2
∂v2

. Logo, ∆f1 =

∆f2 = 0. Chegando à seguinte conclusão:

Teorema 2.2.5. As funções parte real e parte imaginária de uma função holomorfa são

funções harmônicas.

De�nição 2.2.6. Uma função holomorfa f : C→ C é chamada função inteira.

Teorema 2.2.7 (Picard). A imagem de uma função inteira não constante é todo o con-

junto C, com a possível exceção de um ponto.

Teorema 2.2.8 (Rouché). Sejam f e g duas funções holomorfas de�nidas em um aberto

U que contém um domínio fechado K. Se, em ∂K, |g(z)| < |f(z)| então f e f+g possuem

a mesma quantidade de zeros no interior de K.

Para uma demonstração, veja [14].

2.3 A esfera de Riemann

Nesta seção vamos introduzir a noção de aplicações holomorfas entre superfícies com

parametrizações complexas (mais especi�camente, entre abertos do plano C e abertos
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da esfera S2). Antes de tudo, vamos introduzir o conceito de singularidade de funções

holomorfas:

De�nição 2.3.1. Seja f : U → C uma função holomorfa. Suponha que exista z0 ∈ C tal

que, para r su�cientemente pequeno, A(z0, 0, r) ⊂ U e f não está de�nida em z0. Nessas

condições, z0 é dito ser uma singularidade de f .

Assim, podemos classi�car as singularidades:

De�nição 2.3.2. Uma singularidade z0 de uma função holomorfa f : U → C é dito ser

uma singularidade removível se existir uma função holomorfa F : U ∪ {z0} → C tal

que f(z) = F (z) ∀z ∈ U \ {z0}.

De�nição 2.3.3. Uma singularidade z0 de uma função holomorfa f : U → C é dito ser

um pólo da f se a aplicação F de�nida por F (z) = (z−z0)mf(z) possui uma singularidade

removível em z0 para algum m ∈ N. O menor número natural m com essa propriedade é

chamado de ordem do pólo da f em z0.

De�nição 2.3.4. Uma singularidade z0 de uma função holomorfa f : U → C é dito ser

uma singularidade essencial da f se z0 não for uma singularidade removível, nem um

polo da f .

Exemplo 2.3.5. A aplicação de�nida por f(z) =
sin z

z
, onde sin z =

∑∞
n=0(−1)n

z2n+1

(2n+ 1)!
possui uma singularidade removível em z = 0, onde podemos estender a f para a F de�-

nindo F (0) = 1.

Exemplo 2.3.6. A aplicação f de�nida por f(z) =
1

(z − 1)5
possui um pólo de ordem 5

em z = 1.
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Exemplo 2.3.7. A aplicação f de�nida por f(z) = e
1
z possui uma singularidade essencial

em z = 0.

Um resultado muito importante envolvendo singularidades essenciais é o teorema se-

guinte:

Teorema 2.3.8 (Picard). Seja f : U → C uma função holomorfa com singularidade

essencial em z0. Então para qualquer vizinhança V de z0 em C, f assume cada valor

z ∈ C in�nitas vezes em V , com a possível exceção de um ponto.

Temos que, se z0 é um pólo de uma função holomorfa f , então limz→z0 f(z) =∞, isso

seria uma motivação para de�nir um "ponto no in�nito" ∞, assim, de�nindo o conjunto

C ∪ {∞}. Além disso, colocamos, nesse conjunto, uma topologia da seguinte forma: U é

um aberto de C ∪ {∞} se satisfaz a uma das seguintes condições:

(i) U é aberto em C;

(ii) C ∪ {∞} \ U é um subconjunto compacto de C.

Também conhecida como a compacti�cação de Alexandrov de C. Não é difícil ver que,

nessas condições, C ∪ {∞} se torna um conjunto compacto homeomorfo à esfera S2.

Além disso, podemos estender as operações de adição e multiplicação dos números

complexos para C ∪ {∞}, as seguintes propriedades, por conveniência, vamos fazer valer

para o elemento ∞:

(i) z ±∞ =∞ ∀z ∈ C;

(ii) z · ∞ =∞ · z =∞ ∀z ∈ C ∪ {∞} \ {0};

(iii)
z

∞
= 0 ∀z ∈ C e

z

0
=∞ ∀z ∈ C ∪ {∞} \ {0};

sendo que não �ca bem de�nido os valores de ∞±∞,
∞
∞

, 0 · ∞ e
0

0
.
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Vamos então de�nir, em S2, duas cartas via o que a gente chama de projeção este-

reográ�ca. De�na então o homeomor�smo:

ϕ−1
n : C→ S2 \ {(0, 0, 1)}

z = u+ iv 7→
(

2u

|z|2 + 1
,

2v

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)

Temos que ϕn de�ne um homeomor�smo entre S2 \ {(0, 0, 1)} e C. Do mesmo modo,

de�na:

ϕ−1
s : C→ S2 \ {(0, 0,−1)}

z = u+ iv 7→
(

2u

|z|2 + 1
,− 2v

|z|2 + 1
,−|z|

2 − 1

|z|2 + 1

)
.

Temos também que ϕn : (x, y, w) 7→ x
1−w + i y

1−w e ϕs : (x, y, w) 7→ x
1+w
− i y

1+w
,

donde ϕn ◦ ϕ−1
s (z) = ϕn( 2u

|z|2+1
,− 2v
|z|2+1

,− |z|
2−1

|z|2+1
) = 2u

2|z|2 − i 2v
2|z|2 = 1

z
, do mesmo modo,

ϕn ◦ ϕ−1
s (z) = 1

z
, ambas holomorfas no plano furado C \ {0}. Com isso, podemos dizer

que {ϕn, ϕs} seria um atlas holomorfo de S2. À esfera S2 com um atlas holomorfo

maximal que contém {ϕn, ϕs} chamamos de Esfera de Riemann. Sendo assim, a esfera

de Riemann se torna uma variedade complexa.

Assim como para variedades diferenciáveis reais, o conceito de aplicação diferenciável

(ou equivalentemente, holomorfa ou analítica) entre variedades complexas existe e é de�-

nido como para o caso real (veja a de�nição 1.1.2). Assim, temos bem de�nido o conceito

de aplicação holomorfa entre abertos da esfera de Riemann.

Observação 2.3.9. Segue que uma aplicação meromorfa f : U ⊂ C → S2 se torna uma

aplicação holomorfa na esfera de Riemann. Além disso, uma aplicação f : U ⊂ C → S2

será uma aplicação holomorfa na esfera de Riemann se ocorrer uma das duas situações:

(i) f é diferenciável em z ∀z ∈ U ∩ C;

(i) para z =∞, f será diferenciável em z se f(1
z
) for diferenciável em 0.
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Capítulo 3

Variações da área, do volume e da

energia

Dada uma hipersuperfície imersa isometricamente Mn ⊂M
n+1

. No que segue, vamos

considerar que a métrica de M determina uma forma de "área"e a de M como sendo uma

forma de "volume". O nosso problema nesse capítulo é encontrar as hipersuperfícies que

minimizam a área, o volume e a energia, sob certas condições, para qualquer variação que

tomarmos dela (a ser de�nida a seguir).

3.1 Fórmula da primeira variação da área

De�nição 3.1.1. Dada uma hipersuperfície M ⊂M e K ⊂M um subconjunto compacto

homeomorfo a uma bola Euclidiana fechada n-dimensional. Uma variação em K é uma

aplicação h : (−ε, ε) × K → M , diferenciável, tal que ht = h(t, ·) é uma hipersuperfície

compacta e com bordo para todo t ∈ (−ε, ε) e h0 = id.

Assim, para uma dada variação h, podemos de�nir uma aplicação A que fornece a

área da variação h de K no instante de tempo t, isto é:

A : (−ε, ε)→ R
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t 7→ área de ht(K).

Assim, como A é uma função real, podemos pensar que, se 0 é ponto crítico de A

para qualquer h considerada, então K seria um "ponto crítico"para toda variação h e,

portanto, dizer que K pode, localmente, minimizar a área.

Como K é difeomorfo a uma bola n-dimensional, temos que existe uma carta local

ϕ : U → Rn tal que K ⊂ U (podemos considerar ϕ como sendo, por exemplo, uma

extensão da aplicação que de�ne o difeomor�smo entre K e a bola n-dimensional). Sendo

ϕ(K) = R e sendo {gij}1≤i,j≤n os coe�cientes da primeira forma fundamental (ou métrica

induzida de M) de K na carta ϕ, vamos chamar de gt a primeira forma fundamental em

ht(K) = Kt, temos que:

A(t) =

∫
Kt

dA =

∫
R

√
det gtdx.

Onde dx = dx1dx2 . . . dxn é a medida de volume usual de Rn. Assim:

A′(t) =

∫
R

1

2
√
det gt

∂(detgt)
∂t

dx.

Como em cada ponto da imagem da h vale ∂(det gt)
∂t

= tr(g−1
t

∂gt
∂t

)·det gt =
∑n

i=1(g−1
t

∂gt
∂t

)ii·

det gt =
∑n

i,j=1 g
ij
t
∂(gt)ij
∂t
·det gt, onde na última igualdade usamos o fato de gt ser simétrica

e (gijt ) representa a matriz inversa de gt. Temos:

A′(t) =
1

2

∫
R

n∑
i,j=1

(
gijt
∂(gt)ij
∂t

)√
det gtdx.

Mas ∂(gt)ij
∂t

=
∂〈∂i(t),∂j(t)〉

∂t
= 〈∇Yt∂i(t), ∂j(t)〉 + 〈∂i(t),∇Yt∂j(t)〉, onde ∂i(t) = dht · ∂i,

sendo {∂i}1≤i≤n os campos coordenados de U na carta ϕ; ∇ é a conexão de Levi-Civita

de M e Yt = ∂h
∂t
. Logo:

A′(t) =

∫
R

(
n∑

i,j=1

gijt 〈∇Yt∂i(t), ∂j(t)〉

)√
det gtdx.
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A�rmamos que ∇Yt∂i(t) = ∇∂i(t)Yt em K, ou seja, quando t = 0. Para mostrar isso,

considere um ponto p ∈ K com p = ϕ−1(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) e a superfície f de�nida por

(xi, t) 7→ h(t, ϕ−1(x0
1, . . . , x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n)). Pelo lema 1.3.7, temos

D

∂xi

∂f

∂t
=
D

∂t

∂f

∂xi
.

Logo, ∇∂i(0)
∂f
∂t

= ∇Y0
∂f
∂xi

. Como ∂f
∂t

= ∂h
∂t

e ∂f
∂xi

= dh · dϕ−1 · ei = dh · ∂i e h0 é a função

identidade em K, temos que, em p, vale ∂f
∂xi

= ∂i. Logo, ∇∂iY |p = ∇Y ∂i|p e, com isso,

conclui-se que ∇Y ∂i = ∇∂iY em K.

Logo:

A′(0) =

∫
R

(
n∑

i,j=1

gij0 〈∇∂iY0, ∂j〉

)√
det g0dx.

Vamos agora restringir um pouco o conjunto das variações e introduzir o conceito de

variação normal.

De�nição 3.1.2. Dizemos que a variação h é normal se Y0 = ∂h
∂t
|t=0 ‖ η, onde η é um

campo normal e unitário em M .

Assim, considerando Y0 = f(t)η e tendo que 〈Y, ∂j〉 = 0 em t = 0, então, em t = 0

vale (derivando os dois lados na direção ∂i):

〈∇∂iY, ∂j〉 = −〈Y,∇∂i∂j〉.

Portanto, se h é uma variação normal, então:

A′(0) = −
∫
R

n∑
i,j=1

gij0 〈Y0,∇∂i∂j〉
√
det g0dx = −

∫
R

n∑
i,j=1

gij0 〈fη,∇∂i∂j〉
√
det g0dx =

= −
∫
R

f

(
n∑

i,j=1

gij0 πij

)√
det g0dx = −

∫
R

fnHdA.
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Portanto, a fórmula da primeira variação da área considerando uma variação normal h

�ca na forma A′(0) = −n
∫
R
fHdA. Sendo ~H = Hη (também chamado de vetor curvatura

média), temos A′(0) = −n
∫
R
〈Y, ~H〉dA.

Com isso, percebe-se queK é ponto crítico do funcional variação da área para qualquer

variação normal se, e somente se, H ≡ 0 em K.

Vamos imaginar agora que tenhamos o seguinte problema: Dada uma variedade Ri-

emanniana N que é uma esfera (n − 1)-dimensional mergulhada em Rn+1, é possível

determinar uma hipersuperfície M tal que A(M) =
∫
M
dA atinja o menor valor possível

em M dentre todas as hipersuperfícies Σ com ∂Σ = N?

Notemos que, caso M seja uma solução para o problema acima, M seria um ponto

crítico para qualquer variação que deixaria N = ∂M �xo. Antes de prosseguirmos, vamos

de�nir o divergente de um campo vetorial, bem como enunciar o teorema da divergência:

De�nição 3.1.3. Dada uma hipersuperfície M e um campo vetorial V ao longo de M ,

de�nimos o divergente de V em M como sendo uma aplicação divMV : M → R dada

por:

divMV (p) = tr

(
(ω1, ω2) ∈ TpM × TpM 7→

1

2
〈Dω1V (p), ω2〉+ 〈Dω2V (p), ω1〉

)
onde D indica a derivada covariante.

Teorema 3.1.4 (Teorema da Divergência). Seja M ⊂ Rn+1 uma hipersuperfície com

bordo N = ∂M . Seja ν o campo em N que é tangente em M , normal em N , unitário e

que aponta para fora deM . Se ds e dA são as formas volumes de N eM , respectivamente,

induzidas da inclusão em Rn+1, então para todo campo vetorial V de�nido em M , vale:

∫
M

divMV dA =

∫
N

〈V, ν〉ds.
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Dada uma variação h de M e A a área da variação no instante de tempo e seja

Mt = h(t,M), temos:

A′(t) =

∫
Mt

(
n∑

i,j=1

gijt 〈∇Y ∂i(t), ∂j(t)〉

)
dA.

Sendo Yt = (Yt)
> + (Yt)

⊥, onde Yt é o campo variacional ao longo de Mt e (Yt)
> é a

parte de Yt tangente à hipersuperfície Mt no instante de tempo considerado.

Em t = 0, temos h0 = h(0,M) como sendo a aplicação identidade e, portanto:

A′(0) =

∫
M

(
n∑

i,j=1

gij0 〈∇∂iY0, ∂j〉

)
dA =

∫
M

(
n∑

i,j=1

gij0 〈∇∂iY
>

0 +∇∂iY
⊥

0 , ∂j〉

)
dA

=

∫
M

(
n∑

i,j=1

gij0 〈∇∂iY
>

0 , ∂j〉

)
dA+

∫
M

(
n∑

i,j=1

gij0 〈∇∂iY
⊥

0 , ∂j〉

)
dA.

Se usarmos para a primeira parcela acima um fato análogo ao usado para o cálculo

do H no �nal do capítulo 1, no qual poderia ser facilmente generalizado para: O traço de

uma aplicação linear em TpM cuja matriz escrita na base {∂1(p), . . . , ∂n(p)} é (π)n×n pode

ser calculado como sendo
∑n

i,k=1 πikg
ki e, além disso, usarmos para a segunda parcela o

fato de representar uma variação normal, obtemos:

A′(0) =

∫
M

divM(Y >0 )dA− n
∫
M

〈Y0, η〉HdA.

Portanto, usando o teorema da divergência, chegamos a:

A′(0) =

∫
∂M

〈Y0, ν〉ds− n
∫
M

〈Y0, η〉HdA = −n
∫
M

〈Y0, η〉HdA,

uma vez que h é constante em ∂M , sendo ν o campo tangente em M , normal em ∂M e

que aponta para fora de M .

Logo, M minimiza a área para qualquer variação que deixar seu bordo N �xo se, e

somente se, H ≡ 0 em M .
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Concluímos esta seção veri�cando que hipersuperfícies mínimas minimizam a área para

dois tipos de variação: variação normal e variação que deixa o bordo �xo.

3.2 Fórmula para a primeira variação do volume

Considere agora o seguinte problema: sejaM
n+1

uma variedade Riemanniana orientá-

vel e B uma subvariedade deM que é difeomorma a uma bola fechada (n+1)-dimensional.

Seja x : M → B uma imersão de uma variedade diferenciável n-dimensional com bordo

∂M , de modo que x(int M) ⊂ int B e x(∂M) ⊂ ∂B. Seja g = 〈·, ·〉 a métrica de M , g a

métrica de M induzida por x, dV o elemento de volume de M (e de B), dA o elemento

de volume de M e de ∂B (apesar de serem variedades distintas, vamos usar a mesma

notação para indicar que é um "elemento de área"induzido por ḡ já que possui dimensão

um a menos que a dimensão de M). No que segue nesta seção, vamos considerar todas

essas hipóteses como fatos pré-estabelecidos.

De�nição 3.2.1. Uma variação admissível de x(M) em M é uma aplicação h :

(−ε, ε)×M → B tal que Mt = ht(M) = h(t,M) é tal que int Mt ⊂ int B, ∂Mt ⊂ ∂B e

M0 = x(M).

Para essa variação, podemos de�nir os funcionais A e V : (−ε, ε)→ R dados por:

A(t) =

∫
Mt

dA

e

V (t) =

∫
[0,t]×M

h∗dV.

Onde h∗ representa o pull-back da aplicação h. Nessas condições, chamaremos A de

funcional área e V de funcional de volume. Com isso, V será o volume da região limitada

por ∂B, x(M) e Mt (contando com sinal).
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De�nição 3.2.2. Dizemos que uma variação admissível h preserva volume se V (t) =

V (0) = 0 ∀t ∈ (−ε, ε).

Dada uma variação admissível h, vamos chamar de Y o campo em h((−ε, ε) ×M)

de�nido por Y (h(t, p)) = ∂h
∂t

(t, p).

Proposição 3.2.3. Seja η o campo em h((−ε, ε) ×M) que é normal e unitário a Mt

∀t ∈ (−ε, ε) de tal forma que, se para um dado p ∈Mt, {e1, . . . , en} é uma base ortonormal

e positiva para TpMt, então {e1, . . . , en, η} será uma base ortonormal e positiva para TpM ,

então

V ′(0) =

∫
M

〈Y0, η0〉dA,

onde Y0 = Y ◦ h0 e η0 = η ◦ h0.

Demonstração: Seja p ∈M , temos

h∗(dV )(t, p) = dV

(
∂h

∂t
, dht · e1, . . . , dht · en

)
(t, p).

Como h0 = x, temos

h∗(dV )(0, p) = dV

(
∂h

∂t
, ∂1, . . . , ∂n

)
(0, p) =

〈
∂h

∂t
, η

〉
(0, p).

Logo, em x(M), temos

h∗dV =

〈
∂h0

∂t
, η0

〉
dt ∧ dA = 〈Y0, η0〉dt ∧ dA.

Com isso:

V ′(0) =
d

dt

∫
[0,t]×M

h∗dV

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

∫
[0,t]×M

〈Y, η〉dt ∧ dA
∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

〈Y0, η0〉dA.

�

Proposição 3.2.4. Seja f : M → R uma função C∞ tal que
∫
M
fdA = 0 e f ≡ 0 em ∂M ,

então existe uma variação normal de x(M) que preserva volume cujo campo variacional

ao longo de x(M) é fη0.
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Demonstração: seja ϕ : (−ε, ε)×M → R uma função diferenciável. De�na h : (−ε, ε)×

M →M dada por

h(s, p) = expx(p)[ϕ(s, p)η].

Temos que h é uma variação normal e ∂h
∂s
|s=0 = ∂ϕ

∂s
|s=0.

Vamos calcular a função volume relativamente a essa variação h. Seja ψ a aplicação

(−ε, ε) ×M → R ×M dada por ψ(s, p) = (ϕ(s, p), p) e e a aplicação I ×M → M dada

por e(s, p) = expx(p)sη, onde I é um intervalo da reta de modo que faz a aplicação e �car

bem de�nida (sendo que 0 ∈ I) temos h = e ◦ ψ. Seja D(s, p) = det(de(s,p)), temos:

V (t) =

∫
[0,t]×M

h∗dV =

∫
[0,t]×M

ψ∗e∗dV =

∫
[0,t]×M

deϕ(s,p)
∂ϕ

∂s
(ds ∧ dA) =

=

∫
M

(∫ t

0

D(ϕ(s, p), p)
∂ϕ

∂s
ds

)
dA.

Dada f com as hipóteses do lema e ϕ a solução da seguinte EDO com valor inicial:

∂ϕ

∂s
=

f(p)

D(ϕ(t), p)
, ϕ(0, p) = 0,

temos:

V (t) =

∫
M

(∫ t

0

f(p)ds

)
dA = t

∫
M

f(p)dA = 0.

Com isso, h assim de�nida é uma variação que preserva volume. Além disso, seu campo

variacional é dado por ∂h
∂s

(s, p) = ∂ϕ
∂s
η(s, p) = fη(s,p)

D(ϕ(s,p),p)
e em s = 0 temos D(ϕ(0, p), p) =

D(0, p) = 1 já que de(0,p) é a aplicação identidade de TpM em cada p ∈ M . Logo,

∂h
∂s

= fη.

�

Seja H0 = 1
A(0)

∫
M

(H ◦ x)dA, onde H é a função curvatura média em x(M). Vamos

ao seguinte resultado:
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Proposição 3.2.5. Se toda variação normal h de x(M) que mantém o bordo �xo e que

preserva volume é tal que A′(0) = 0, então x(M) possui curvatura média constante.

Demonstração: Suponha que x(M) não possua curvatura média constante. Seja p ∈

int M tal que H(x(p)) 6= H0, podemos supor que H(x(p)) > H0. Sejam

H+ = {q ∈M ;H(x(q)) > H0} e H− = {q ∈M ;H(x(q)) < H0}.

Sejam também ϕ e ψ funções não negativas pertencentes a C∞(M) de modo que

p ∈ supp ϕ ⊂ H+, supp ψ ⊂ H− e
∫
M

(ϕ+ ψ)(H ◦ x−H0)dA = 0, onde supp representa

o suporte da função e, além disso, vamos exigir que ϕ e ψ se anulem em ∂M (note que,

como
∫
M

(H ◦ x−H0)dA = 0, podemos construir tais funções, basta tomar ϕ como uma

função bump em uma vizinhança su�cientemente pequena de p e ψ como uma função

bump em H−, no caso bastaria termos
∫
M
ϕ(H ◦ x − H0)dA = −

∫
M
ψ(H ◦ x − H0)dA,

onde caso a igualdade não aconteça em uma certa escolha, bastaria multiplicar uma das

funções por uma constante, para mais informações sobre função bump, veja [15]).

Sendo então f = (ϕ + ψ)(H ◦ x − H0), temos f ≡ 0 em ∂M e
∫
M
fdA = 0. Pela

proposição 3.2.4, existe uma variação de x(M) que preserva volume cujo vetor variacional

em x(M) é fη. Por hipótese e pela fórmula da primeira variação da área temos A′(0) =

−n
∫
M

(H ◦ x)fdA = 0. Como
∫
M
H0fdA = 0, temos

0 =

∫
M

f(H ◦ x−H0)dA =

∫
M

(ϕ+ ψ)(H ◦ x−H0)2dA > 0,

o que é uma contradição.

�

3.3 Variação da energia
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Com as hipóteses do capítulo anterior, vamos de�nir o funcional wetting area como

sendo o funcional

W : (−ε, ε)→ R

t 7→
∫

[0,t]×∂M
h∗dA

onde dA é, como mencionado no capítulo anterior, é o elemento de área de ∂B.

De�nição 3.3.1. Seja θ ∈ (0, π) um número real �xado. De�nimos o funcional energia

como sendo a aplicação E : (−ε, ε)→ R dado por

E(t) = A(t)− cosθW (t).

Vamos considerar como terminologia dos seguintes campos normais e unitários:

(i) N será o campo normal e unitário a x(M) (em outras palavras, vamos considerar

como η|x(M));

(ii) N será o campo normal e unitário a ∂B que aponta para fora de B;

(iii) ν será o campo normal a x(∂M) que é tangente a x(M) e aponta para fora de

x(M);

(iv) ν será o campo normal a x(∂M) e tangente a ∂B de modo que {N, ν} e {ν,N}

tenham a mesma orientação em seus respectivos subespaço do espaço tangente ao res-

pectivo ponto em M (note que {N, ν} e {ν,N} são bases do mesmo subespaço de

TpM ∀p ∈ x(∂M)).

Sendo h admissível, h((−ε, ε) × ∂M) ⊂ ∂B e, com isso, o campo Y = ∂h
∂t

restrito a

h((−ε, ε)× ∂M) é um campo tangente a ∂B.

Assim, podemos usar a fórmula da primeira variação do volume para a variação de

x(∂M) em ∂B e, assim, obtemos

W ′(0) =

∫
∂M

〈Y, ν〉ds.
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Olhando agora para a variação da área de M . Como visto na seção 3.1, temos

A′(0) =

∫
∂M

〈Y, ν〉ds− n
∫
M

〈Y, η〉HdA.

Com isso, temos que

E ′(0) = −n
∫
M

〈Y, η〉HdA+

∫
∂M

〈Y, ν − cos θν〉ds.

Temos assim a fórmula da primeira variação da energia.

De�nição 3.3.2. Uma imersão x : Mn → B, com B ⊂M difeomorfa a uma bola fechada

(n+1)-dimensional, com x(intM) ⊂ intB e x(∂M) ⊂ ∂B é dito ser capilar se E ′(0) = 0

para toda variação admissível que preserva volume.

Dada uma imersão capilar x, podemos tomar uma variação h de modo a termos Y =

fη, com f nas condições da proposição 3.2.4 e teremos que, como h é uma variação normal

e Y será nulo na fronteira, temos

E ′(0) = −n
∫
M

fHdA = A′(0) = 0.

Logo, pela proposição 3.2.5, temos que H é constante. Assim, para uma imersão ser

capilar, é necessário que ela tenha curvatura média constante.

Considere agora uma variação admissível e que preserva volume h (não necessariamente

normal). O fato de h ser admissível e preservar volume implica que Y é tangente a ∂B

em x(∂M). A fórmula da primeira variação do volume nos dá que
∫
M
〈Y, η〉dA = 0.

Assim, sendo x capilar, temos −n
∫
M
〈Y, η〉HdA = 0. Logo, se x é capilar, então para

toda variação h vale ∫
∂M

〈Y, ν − cos θν〉ds = 0,

o que implica que a componente tangente de ν a ∂B é igual a cos θ. Logo, o ângulo entre

ν e ν é constante e igual a θ, característica no qual faz a gente poder dizer que x(M)
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intersecta ∂B a um ângulo constante e igual a θ. Com isso, demonstramos o seguinte

resultado:

Teorema 3.3.3. Uma imersão x : Mn → Bn+1, com B difeomorfa a uma bola fechada

(n + 1)-dimensional, x(intM) ⊂ intB e x(∂M) ⊂ ∂B, é capilar se, e somente se, x é de

curvatura média constante e x(M) intersecta ∂B a um ângulo constante.

A �m de saber se uma dada imersão x que é um ponto crítico do funcional energia

seria uma função que minimizaria a energia para qualquer variação dada que preserva

volume, precisaríamos ter E ′′(0) ≥ 0, para qualquer h admissível e x capilar.

De�nição 3.3.4. Dizemos que uma imersão capilar x : M → B é estável se E ′′(0) ≥ 0

para toda variação de x que preserva volumes.

O seguinte resultado mostra a expressão exata da fórmula da segunda variação da

energia:

Proposição 3.3.5. Nas condições apresentadas nesta seção, seja σ a segunda forma

fundamental de x com respeito ao campo normal N , x capilar e seja II a segunda forma

fundamental de ∂B em M com respeito a −N , então

E ′′(0) = −
∫
M

(f∆f+(|σ|2+nRic(N))f 2)dA+

∫
∂M

f

[
∂f

∂ν
−
(

1

sin θ
II(ν) + cot θσ(ν)

)
f

]
ds,

onde f = 〈Y,N〉 e ∆ é o operador de Laplace.

Para uma demonstração, veja [16].

Imersões capilares hoje é um objeto muito estudado e as bolas e as esferas são as

superfícies centrais nessa teoria. Por exemplo, o fato de duas esferas de mesma dimensão

(que não são disjuntas, nem tangentes) sempre se intersectarem a um ângulo constante

e a interseção ser uma esfera de dimensão um a menos (supondo as esferas iniciais em
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um ambiente euclidiano de dimensão uma a mais) e, além disso, terem curvatura média

constante implica que uma calota esférica é sempre capilar a uma bola. Com o mesmo

raciocínio, conclui-se que um pedaço de hiperplano (uma bola n-dimensional) é sempre

capilar a uma bola (n+ 1)-dimensional.

Podemos estender o conceito de imersão capilar para quando B não é difeomorfa a uma

bola fechada a partir do teorema 3.3.3. Assim, a partir de agora, uma imersão x : M → B

será capilar se x(M) possui curvatura média constante e ∂M intersecta ∂B a um ângulo

constante.

Vejamos agora alguns casos especiais de imersões capilares.

De�nição 3.3.6. Dizemos que uma imersão capilar x : M → M é mínima se x(M)

for uma hipersuperfície mínima, isto é, se H ≡ 0. Dizemos que uma imersão capilar x é

mínima de fronteira livre se x é mínima e θ = 0.

Como exemplos de hipersuperfícies mínimas de fronteira livre temos os discos �ats

em Sn ( os discos n-dimensionais obtidos pela interseção entre Bn+1 e um hiperplano que

passa pela origem), o catenoide crítico (a ser de�nido adiante), entre outros.
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Capítulo 4

Representação de Enneper -Weierstrass

e relações entre superfícies CMC e

funções complexas

Como vimos anteriormente, existe uma forte relação entre as funções harmônicas e

as funções complexas. Além disso, veremos que as superfícies mínimas parametrizadas

por um sistema de coordenadas isotérmico torna as suas funções coordenadas funções

harmônicas. Assim, naturalmente buscaremos relações entre superfícies mínimas imersas

em R3 e funções holomorfas.

No que segue, usaremos a letra U para representar um subconjunto aberto de R2 e

{(u, v)} o sistema de coordenadas cartesiano de R2. Vamos representar as matrizes g e π

de�nidas na seção 1.6 por

g =

 E F

F G

 e π =

 L M

M N


e a aplicação normal de Gauss η representaremos agora pela letra N .

De�nição 4.0.1. Uma parametrização X : U → R3 é dita ser isotérmica se E ≡ G e

F ≡ 0.
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Vamos admitir aqui que toda superfície regular em R3 admite um atlas isotérmico,

isto é, cujas cartas locais possuem como funções inversas parametrizações isotérmicas

(veja [17]).

Lema 4.0.2. Seja X = (X1, X2, X3) : U → R3 uma parametrização isotérmica de uma

superfície M , então M é uma superfície mínima se, e somente se, as funções coordenadas

X1, X2 e X3 são funções harmônicas.

Demonstração: A partir da fórmula encontrada para H no �nal do Capítulo 1, obtemos,

por um cálculo direto, H = EN−FM+GL
2(EG−F 2)

.

Se X é harmônica (isto é, possui funções coordenadas harmônicas), temos que Xuu +

Xvv = 0 ⇒ 〈Xuu, N〉 + 〈Xvv, N〉 = 0 ⇒ L + N = 0 ⇒ H = L+N
2E

= 0. Logo, M é uma

superfície mínima.

Reciprocamente, suponha que M seja uma superfície mínima, temos L + N = 0 ⇒

X⊥uu+X⊥vv = 0, restando mostrar que a componente tangente de Xuu+Xvv também é nula.

Como 〈Xu, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉, derivando ambos os lados em relação a u e em relação a v,

temos 〈Xuu, Xu〉 = 〈Xuv, Xv〉 (∗) e 〈Xuv, Xu〉 = 〈Xvv, Xv〉 (∗∗). Temos também que, como

〈Xu, Xv〉 = 0, derivando ambos os lados em relação a u e em relação a v, encontramos

〈Xuu, Xv〉 = −〈Xu, Xuv〉 (∗ ∗ ∗) e 〈Xuv, Xv〉 = −〈Xu, Xvv〉 (∗ ∗ ∗∗). Combinando (∗) e

(∗ ∗ ∗∗), encontramos 〈Xuu + Xvv, Xu〉 = 0 e combinando (∗∗) e (∗ ∗ ∗), encontramos

〈Xuu+Xvv, Xv〉 = 0, o que nos garante que a componente tangente de Xuu+Xvv também

é nula e, portanto, Xuu +Xvv = 0. Portanto, X é uma função harmônica.

�

Lema 4.0.3. Seja X : U → R3 uma parametrização isotérmica de uma superfície regular

e seja ϕ : U → C3 a aplicação de�nida por ϕ = Xu−iXv, então X é mínima se, e somente

se, cada função coordenada de ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) = (X1
u − iX1

v , X
2
u − iX2

v , X
3
u − iX3

v ) é uma

função holomorfa.
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Demonstração: Seja X uma parametrização isotérmica de uma superfície mínima. Pelo

lema anterior, segue que Xuu + Xvv = 0 ⇐⇒ (Xu)u = (−Xv)v. Temos Xuv = Xvu ⇒

(Xu)v = −(−Xv)u. Portanto, Xj
u e −Xj

v , j = 1, 2, 3, satisfazem às condições de Cauchy-

Riemann. Como X i
u e X i

v são funções contínuas, segue que ϕi = X i
u − X i

v são funções

holomorfas. Reciprocamente, sendo ϕ1, ϕ2 e ϕ3 funções holomorfas, segue por Cauchy-

Riemann que Xuu = −Xvv ⇒ Xuu +Xvv = 0. Como X é uma parametrização isotérmica,

segue que X é mínima.

Lema 4.0.4. Seja X : U → R3 uma parametrização isotérmica de uma superfície mínima

M , então a aplicação holomorfa ϕ de�nida no lema 4.0.3 satisfaz à condição ϕ2
1+ϕ2

2+ϕ2
3 =

0 e ϕ nunca se anula. Além disso, para uma dada aplicação ϕ : U → C3, U simplesmente

conexo, que satisfaz a essas duas condições representa uma parametrização isotérmica de

uma superfície mínima M a partir da identidade ϕ = Xu − iXv.

Demonstração: SejaX(u, v) = (X1(u, v), X2(u, v), X3(u, v)), temos ϕ = (X1
u−iX1

v , X
2
u−

iX2
v , X

3
u − iX3

v ). Logo:

ϕ2
1 = (X1

u)2 − (X1
v )2 − 2X1

uX
1
v i ;

ϕ2
2 = (X2

u)2 − (X2
v )2 − 2X2

uX
2
v i ;

ϕ2
3 = (X3

u)2 − (X3
v )2 − 2X3

uX
3
v i ;

Com isso: ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = ||Xu||2 − ||Xv||2 − 2i〈XuXv〉 = 0 já que X é isotérmica.

Como M é regular, temos que Xu e Xv não podem ser ambos não nulos e, portanto,

ϕ nunca se anula.

Para a a�rmação seguinte, precisamos mostrar que, se ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = 0 e ϕ nunca se

anula, então X é isotérmica e mínima. Vamos então de�nir:

X(u, v) = Re
∫
γ

ϕ(ξ)dξ,

onde γ é uma curva com inicio em um determinado ponto z0 = u0 + iv0 e termina em
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z = u+ iv. Como U é simplesmente conexo, X está bem de�nida (não depende da curva

γ) e é parte real de uma função holomorfa. Segue que:

Xu =
∂

∂u
Re

(∫
γ

ϕ(ξ)dξ

)
= Re

(
d

dz

∫
γ

ϕ(ξ)dξ

)
= Reϕ(z);

Xv =
∂

∂v
Re

(∫
γ

ϕ(ξ)dξ

)
= Re

(
d

dz

∫
γ

iϕ(ξ)dξ

)
= −Imϕ(z).

Logo, Reϕ = Xu e −Imϕ = Xv ⇒ ϕ(u+ iv) = Xu(u, v)− iXv(u, v).

Desse modo: ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = ||xu||2 + ||Xv||2 − 2i〈Xu, Xv〉 = 0. Separando as partes

real e imaginária, segue que ||Xu|| = ||Xv|| e 〈Xu, Xv〉 = 0⇒ E = G e F = 0.

Como ϕ nunca se anula, segue que Xu e Xv nunca se anulam simultaneamente (e,

portanto, ambos nunca se anulam). Logo, M é regular e X isotérmica. Como X é

harmônica, segue também que M é uma superfície mínima.

4.1 Representação de Enneper-Weierstrass

Teorema 4.1.1. Seja f : U → C uma função holomorfa e g : U → C ∪ {∞} meromorfa

tal que fg2 é holomorfa. Assuma que se ξ ∈ U é um polo de ordem n de g, então ξ é

um zero de ordem 2n de f e que, além disso, esses sejam os únicos zeros de f . Então a

aplicação:

ϕ(z) =
f(z)

2

(
1− g(z)2, i(1 + g(z)2), 2g(z)

)
satisfaz às condições do lema 4.0.4. Além disso, para toda ϕ como no lema 4.0.3, existe

f holomorfa e g meromorfa nas condições acima.

Demonstração: Temos:

ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 =

1

4
f 2(1− g2)2 − 1

4
f 2(1 + g2)2 + f 2g2 =
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=
1

4
f 2 − 1

2
f 2g2 +

1

4
f 2g4 − 1

4
f 2 − 1

2
f 2g2 − 1

4
f 2g4 + f 2g2 = 0.

Ademais, para dado z ∈ U , ϕ(z) = 0 ⇔ f(z)
2

(1 − g(z)2, i(1 + g(z)2), 2g(z)) = 0. Com

isso: f(z) − f(z)g(z)2 = 0 e if(z) + if(z)g(z)2 = 0, essas duas igualdades implicam que

2if(z)g(z)2 = 0 ⇒ g(z) = 0 já que caso tivéssemos f(z) = 0, teríamos, por hipótese,

f(z)g(z)2 6= 0. Assim, f(z) 6= 0 e, portanto, ϕ(z) = (f(z)
2
, f(z)

2
i, 0) 6= 0 (contradição).

Reciprocamente, vamos assumir que ϕ é holomorfa, ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = 0 e ϕ nunca se

anula. Tome f(z) = ϕ1(z) − iϕ2(z) e g(z) = ϕ3(z)
ϕ1(z)−iϕ2(z)

, caso f não seja identicamente

nula ao de�ni-la dessa maneira. Temos que f é holomorfa e g é meromorfa. Se f , de�nida

dessa maneira, for identicamente nula, teremos ϕ2
1 + ϕ2

2 ≡ 0 e, portanto, ϕ3 ≡ 0 e, nesse

caso, ϕ representará, de acordo com o lema 4.0.3, a parametrização X de um pedaço de

um plano e, nesse caso, rede�na f(z) = ϕ1(z) + iϕ2(z) e g(z) ≡ 0. Como ϕ nunca se

anula e ϕ1 − iϕ2 ≡ 0, temos que f assim de�nida nunca se anula e, portanto, satisfaz às

condições iniciais do teorema. Assim, sendo f = ϕ1 − iϕ2 6≡ 0 e ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 ≡ 0, temos

−ϕ2
3 = (ϕ1 + iϕ2)(ϕ1 − iϕ2), com isso, ϕ1 + iϕ2 = − ϕ2

3

ϕ1−iϕ2
= −fg2.

Com isso, vale a relação ϕ(z) = f(z)
2

(1 − g(z)2, i(1 + g(z)2), 2g(z)). Segue assim que,

se f(z) = 0, então, necessariamente, f(z)g(z)2 6= 0. Isso termina a demonstração.

Essa relação entre a superfície mínima M parametrizada por X e as aplicações ϕ, f e

g:

ϕ(z) = Xu(u, v)− iXv(u, v) =
f(z)

2
(1− g(z)2, i(1 + g(z)2, 2g(z))

nos dá as ferramentas necessárias para de�nir a representação de Enneper-Weierstrass de

uma dada superfície mínima M .

Teorema 4.1.2. Seja U um subconjunto aberto e simplesmente conexo do plano complexo

C ≈ R2 e γ uma curva contida em U que liga um �xado ponto z0 a z = u + iv. Seja

0 6≡ f : U → C2 holomorfa e g : U → C∪{∞} meromorfa tal que fg2 é holomorfa. Além

disso, assuma que todo pólo de g de ordem n é um zero de f de ordem 2n e que f não

possua outros zeros. Então
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X(u, v) = x0 + Re

(∫
γ

f(ξ)

2
(1− g(ξ)2, i+ ig(ξ)2, 2g(ξ))dξ

)
é uma parametrização de uma superfície mínima e regular. Além disso, para toda superfí-

cie mínima M existe uma representação dada como acima. Tal representação é chamada

de Representação de Enneper-Weierstrass.

Demonstração: Segue diretamente dos lemas 4.0.3 e 4.0.4 e do teorema 4.1.1 .

A ideia de representar uma superfície mínima a partir de aplicações f e g como na

representação de Enneper-Weierstrass parece de pouca utilidade no meio prático, mas a

seguir vamos mostrar propriedades interessantes em relação às funções f e g.

Vamos determinar a aplicação normal de Gauss N : X(U)→ S2. Nas notações acima,

como Xu = Reϕ e Xv = −Imϕ, temos:

Xu ×Xv = Reϕ× (−Imϕ) =

= −(Reϕ2Imϕ3−Reϕ3Imϕ2,Reϕ3Imϕ1−Reϕ1Imϕ3,Reϕ1Imϕ2−Reϕ2Imϕ1) =

= −(Im(ϕ2ϕ3, Im(ϕ3ϕ1), Im(ϕ1ϕ2)).

Temos:

(i) −Im(ϕ2ϕ3) = −Im(1
4
|f |2i(1 + g2) · 2g) = −Im( i

2
|f |2(g + |g|2g)) = − |f |

2

2
Re(g +

|g|2g) =

= − |f |
2

2
(1 + |g|2)Reg

(ii) −Im(ϕ3ϕ1) = −Im(fg(1− g2)f
2
) = − |f |

2

2
Im(g − |g|2g)

= − |f |
2

2
(1 + |g|2)Img

(iii) −Im(ϕ1ϕ2) = −1
4
|f |2Im((1− g2)(−i+ ig

2
)) = −1

4
|f |2Im((1− g2)(−i− ig2)) =

= −1
4
|f |2Im(−i− ig2 + ig2 + i|g2|2) = −1

4
|f |2Im(−i− iReg2 + iReg2 +

i|g2|2) =

= − |f |
2

4
(−1 + |g2|2) =



53

= |f |2
4

(1 + |g|2)(|g|2 − 1)).

Com isso: Xu ×Xv = − |f |
2

4
(1 + |g|2)(2Reg, 2Img, |g|2 − 1).

Assim, N = 1
1+|g|2 (2Reg, 2Img, |g|2 − 1)

Olhando S2 como a esfera de Riemann, a forma local da aplicação normal de Gauss a

partir da carta Pn (ver seção 2.3) �ca:

Pn ◦N(z) =

2Reg
1+|g|2 + 2iImg

1+|g|2

1− |g|2−1
|g|2+1

(z) =
2Reg + 2iImg

2
(z) = g(z)

Isso nos faz poder enxergar g como sendo a própria aplicação normal de Gauss de uma

superfície mínima (às vezes, com um certo abuso, trataremos a g como sendo a própria

N).

Exemplo 4.1.3. O plano.

Figura 4.1: plano

O plano é um exemplo de superfície mínima e se caracteriza por ser a superfície que

possui a segunda forma fundamental nula. Uma parametrização de um plano pode ser

dada por x : U = R2 → R3, (u, v) 7→ (u, v, 0) e um exemplo de representação de Enneper-

Weierstrass para o plano é dado por (U = C, f(z) = 1, g(z) = 0).
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Exemplo 4.1.4. O catenoide.

Figura 4.2: catenoide

O catenoide é caracterizada por ser um sólido de revolução obtido a partir da revolução

de uma catenária em torno de um eixo paralelo à reta tangente ao vértice da catenária

e que não a intersecta. É a única superfície mínima completa de revolução e possui a

topologia de um plano furado (ou um disco furado). Uma parametrização do catenoide é

dada por x : U = R2 \ {0} → R3, (u, v) 7→ −1
2
( u
u2+v2

+ u, v
u2+v2

+ v,−1
2

log(u2 + v2)) e um

exemplo de representação de Enneper-Weierstrass para o catenoide: (U = C\{0}, f(z) =

1
z2
, g(z) = z).

Exemplo 4.1.5. O helicoide.

O helicoide foi, assim como o plano e o catenoide, uma das primeiras superfícies

mínimas a ser descoberta. Ela é homeomorfa a um plano e uma superfície regrada (é

obtida a partir de uma hélice, a partir da união das retas que possuem a direção do

vetor normal em cada ponto). Uma parametrização do helicoide é dada por x : U =

R2 → R3, (u, v) 7→ (cosh(v) sin(u),− cosh(v) cos(u), u) e um exemplo de representação de

Enneper-Weierstrass para o helicoide: (U = C, f(z) = e−iz, g(z) = eiz).

Exemplo 4.1.6. . A superfície de Enneper.
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Figura 4.3: helicoide

Figura 4.4: superfície de Enneper

A superfície de Enneper é um exemplo de superfície mínima que se auto-intersecta.

Uma parametrização da superfície de Enneper é dada por x : U = R2 → R3, (u, v) 7→
1
3
(u−u3

3
+uv2,−v+ v3

3
−u2v, u2−v2) e um exemplo de representação de Enneper-Weierstrass

para o helicoide: (U = C, f(z) = 1, g(z) = z).

4.2 Resultados envolvendo Superfícies CMC e funções

complexas
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Segue abaixo algumas relações que usaremos em seguida.

Proposição 4.2.1. Seja X : U → R3 uma parametrização isotérmica de uma superfície.

Seja Λ = E = G e F = 0 os coe�cientes da primeira forma fundamental de X, (ρ, θ)

coordenadas polares de�nidas por u+ iv = ρeiθ então:

(i) Xuu = Λu
2Λ
Xu − Λv

2Λ
Xv + LN ;

(ii) Xuv = Λv
2Λ
Xu + Λu

2Λ
Xv +MN ;

(iii) Xvv = −Λu
2Λ
Xu + Λv

2Λ
Xv +NN ;

(iv) Nu = −L
Λ
Xu − MΛ Xv;

(v) Nv = −M
Λ
Xu − NΛXv;

(vi) H = L+N
2Λ

(vii) K = LN−M2

Λ2 = − 1
Λ

∆ log
√

Λ;

(viii) Lv −Mu = ΛvH

(ix)Mv −Nu = −ΛuH

(x) [1
2
(L −N )− iM]z = ΛHz;

Seja F (z) = 1
2
(L − N ) − iM, Φ(z) = z2F (z) = α(z) + iβ(z), α e β funções reais.

Temos ainda:

(xi) Xρρ = Λρ
2Λ
Xρ − 1

ρ2
Λθ
2Λ
Xθ + ( α

ρ2
+ ΛH)N ;

(xii) Xρθ = Λθ
Λ
Xρ + (1

ρ
+ Λρ

2Λ
)Xθ − β

ρ
N ;

(xiii) Xθθ = −ρ2(1
ρ

+ Λρ
2Λ

)Xρ + Λθ
2Λ
Xθ − (α− ρ2ΛH)N ;

(xiv) Nρ = − 1
Λ

( α
ρ2

+ ΛH)Xρ + β
ρ3Λ

Xθ

(xv) Nθ = β
ρΛ
Xρ + 1

Λ
( α
ρ2
− ΛH)Xθ.

Demonstração: Dadas as relações:

(a) Λu = 〈Xu, Xu〉u = 2〈Xuu, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉u = 2〈Xuv, Xv〉;

(b) Λv = 〈Xu, Xu〉v = 2〈Xuv, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉v = 2〈Xvv, Xv〉;

(c) 〈Xu, Xv〉 = 0⇒ 〈Xuu, Xv〉 = −〈Xuv, Xu〉 e 〈Xuv, Xv〉 = −〈Xvv, Xu〉

(d) 〈Xuu, N〉 = L
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(e) 〈Xuv, N〉 =M

(f) 〈Xvv, N〉 = N

(i), (ii) e (iii): Temos por (a), (b), (c) (d), (e) e (f):

Λu
2Λ
Xu−Λv

2Λ
Xv+LN = 〈Xuu,Xu〉

Λ
Xu− 〈Xuv ,Xu〉Λ

Xv+〈Xuu, N〉N = 〈Xuu,Xu〉
Λ

Xu+ 〈Xuv ,Xu〉
Λ

Xv+

〈Xuu, N〉N = Xuu;

Λv
2Λ
Xu+

Λu
2Λ
Xv+MN = 〈Xuv ,Xu〉

Λ
Xu+

〈Xuv ,Xv〉
Λ

Xv+〈Xuv, N〉N = 〈Xuv ,Xu〉
Λ

Xu+
〈Xuv ,Xv〉

Λ
Xv+

〈Xuv, N〉N = Xuv;

−Λu
2Λ
Xu + Λv

2Λ
Xv + NN = − 〈Xuv ,Xv〉

Λ
Xu + 〈Xvv ,Xv〉

Λ
Xv + 〈Xvv, N〉N = 〈Xvv ,Xu〉

Λ
Xu +

〈Xvv ,Xv〉
Λ

Xv + 〈Xvv, N〉N = Xvv.

(iv) e (v):

Como 〈N,N〉 ≡ 1 e 〈N,Xu〉 ≡ 〈N,Xv〉 ≡ 0, seque que:

(a) 〈Nu, N〉 ≡ 〈Nv, N〉 ≡ 0;

(b) 〈Nu, Xu〉 = −〈N,Xuu〉, 〈Nv, Xu〉 = −〈N,Xuv〉 = 〈Nu, Xv〉 e 〈Nv, Xv〉 = −〈N,Xvv〉.

Logo, por (a) e (b), temos:

−L
Λ
Xu − MΛ Xv = 〈Nu,Xu〉

Λ
Xu + 〈Nu,Xv〉

Λ
Xv + 〈Nu, N〉N = Nu;

−M
Λ
Xu − NΛXv = 〈Nv ,Xu〉

Λ
Xu + 〈NV ,Xv〉

Λ
Xv + 〈Nv, N〉N = Nv.

(vi)

Como Xu é ortogonal a Xv, segue que H = L+N
2Λ

.

(vii)

Como, pelo teorema 2.19: K = − 1
2
√
EG

[(
Ev√
EG

)
v

+
(

Gu√
EG

)
u

]
, sendo E = G = Λ,

temos:

K = − 1
2Λ

[(
Λv
Λ

)
v

+
(

Λu
Λ

)
u

]
= − 1

Λ

[
1
2

log(Λ)vv + 1
2

log(Λ)uu
]

= − 1
Λ

∆ log
√

Λ

(viii)
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Como L = 〈Xuu, N〉, temos Lv = 〈Xuuv, N〉 + 〈Xuu, Nv〉 e Mu = 〈Xuv, N〉u =

〈Xuuv, N〉+ 〈Xuv, Nu〉. Logo, Lv −Mu = 〈Xuu, Nv〉 − 〈Xuv, Nu〉.

Logo, por (i), (ii), (iv) e (v), temos:

Lv−Mu = −MΛu
2Λ2 〈Xu, Xu〉+ NΛv

2Λ2 〈Xv, Xv〉+ LΛv
2Λ2 〈Xu, Xu〉+ MΛu

2Λ2 〈Xv, Xv〉 = L+N
2Λ

Λv =

HΛv.

(ix) De modo similar a (viii):

Como M = 〈Xuv, N〉, temos Mv = 〈Xuvv, N〉 + 〈Xuv, Nv〉 e Nu = 〈Xvv, N〉u =

〈Xuvv, N〉+ 〈Xvv, Nu〉. Logo,Mv −Nu = 〈Xuv, Nv〉 − 〈Xvv, Nu〉.

Logo, por (ii), (iii), (iv) e (v), temos:

Mv−Nu = −MΛv
2Λ2 〈Xu, Xu〉−NΛu

2Λ2 〈Xv, Xv〉−LΛu
2Λ2 〈Xu, Xu〉+MΛv

2Λ2 〈Xv, Xv〉 = −L+N
2Λ

Λu =

−HΛu.

(x) Temos H = L+N
2Λ
⇒ 2ΛH = L+N . Aplicando ∂

∂z
em ambos os lados, obtemos:

2ΛzH + 2ΛHz = Lz +Nz ⇒ ΛHz = 1
2
(Lz +Nz)−HΛz (∗)

Temos também:

Lz − Nz = 1
2
Lu + i

2
Lv − 1

2
Nu − i

2
Nv = 1

2
(Lu − iLv) + iLv + 1

2
(Nu − iNv) − Nu =

Lz +Nz + (−Nu + iLv) (∗∗).

Além disso, −iMz = 1
2
(Mv − iMu). (∗ ∗ ∗)

Relacionando (viii), (ix), (∗∗) e (∗ ∗ ∗), temos:

[1
2
(L−N )− iM]z = 1

2
(Lz−Nz)− iMz = 1

2
(Lz +Nz) + 1

2
(Mv−Nu) + i

2
(Lv−Mu) =

1
2
(Lz +Nz)− 1

2
ΛuH + i

2
ΛvH = 1

2
(Lz +Nz)−HΛz .(∗ ∗ ∗∗)

Juntando (∗) e (∗ ∗ ∗∗), obtemos:
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[1
2
(L −N )− iM]z = 1

2
(Lz +Nz) + ΛHz − 1

2
(Lz +Nz) = ΛHz.

Para demonstrar (xi), (xii), (xiii), (xiv) e (xv), notemos que, a partir da mudança de

variável x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, temos:

(∗)



Xu = u√
u2+v2

Xρ − v
u2+v2

Xθ = cos θXρ − sin θ
ρ
Xθ

Xv = v√
u2+v2

Xρ + u
u2+v2

Xθ = sin θXρ + cos θ
ρ
Xθ

Λu = u√
u2+v2

Λρ − v
u2+v2

Λθ = cos θΛρ − sin θ
ρ

Λθ

Λv = v√
u2+v2

Λρ + u
u2+v2

Λθ = sin θΛρ + cos θ
ρ

Λθ

Além disso:

(∗∗)



Xρ = cos θXu + sin θXv

Xθ = −ρ sin θXu + ρ cos θXv

Xρρ = cos2 θXuu + sin(2θ)Xuv + sin2 θXvv

Xρθ = − sin θXu + cos θXv − ρ sin(2θ)
2

Xuu + ρ sin(2θ)
2

Xvv − r cos(2θ)Xuv

Xθθ = −ρ cos θXu − ρ sin θXv + ρ2 sin2 θXuu + ρ2 cos2 θXvv − ρ2 sin(2θ)Xuv

Combinando (i), (ii), (iii), (iv), (v), (∗) e (∗∗), chegamos a todas as relações desejadas.

Corolário 4.2.2. F = L−N
2
− iM é holomorfa ⇔ H é constante.

4.3 A curvatura gaussiana em termos da representação

de Enneper-Weierstrass

Dada X : U → R3 uma superfície mínima, seja ϕ a função de�nida como no lema

4.0.3 e f e g as funções correspondentes a X na representação de Enneper-Weierstrass,

temos ϕ = Xu − iXv ⇒ ϕ′ = Xuu − iXuv, logo,
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l := 〈ϕ′, N〉 = L − iM = −N − iM

é tal que:

(i) |l|2 = L2 +M2;

(ii) l é holomorfa (conclusão feita a partir do corolário 4.2.2).

Por outro lado, usando que N = 1
1+|g|2 (2Reg, 2Img, |g|2 − 1):

(iii)ϕ = 1
2
f(1− g2, i+ ig2, 2g)⇒ ϕ′ = 1

2
f ′ ϕ

f
+ 1

2
f(−2gg′, 2igg′, 2g′);

(iv) 〈N,ϕ〉 = 1
2(1+|g|2)

f(2(1 − g2)Reg + 2i(1 + g2)Img + 2g|g|2 − 2g) = f
1+|g|2 (Reg −

g2Reg+ iImg+ ig2Img+ g|g|2− g) = fg2

1+|g|2 (−Reg+ iImg+ g) = 0, onde 〈·, ·〉 é o produto

escalar usual em C, de�nido por 〈(z1, z2, z3), (z4, z5, z6)〉 = z1z4 + z2z5 + z3z6.

Logo, 〈ϕ′, N〉 = 2fg′

1+|g|2 (−gReg + igImg + 1
2
|g|2 − 1

2
) = 2fg′

1+|g|2 (−gg + 1
2
|g|2 − 1

2
) =

2fg′

1+|g|2 (−1
2
|g|2 − 1

2
) = −fg′.

Com isso, a curvatura Gaussiana pode ser escrita como:

K =
LN −M2

EG− F 2
= −L

2 +M2

Λ2
= −|〈ϕ

′, N〉|2

Λ2
= −

(
|fg′|

Λ

)2

.

Mas Λ = 〈Xu, Xu〉 = 〈1
2
(ϕ+ ϕ), 1

2
(ϕ+ ϕ)〉 = 1

4
|ϕ|2, então:

2Λ =
∑3

i=1[(X i
u)

2 + (X i
v)

2] = 1
2
[(X1

u)2 − 2X1
uX

2
v + (X2

v )2 + (X2
u)2 + 2X2

uX
1
v + (X1

v )2 +

2(X3
u)2 + 2(X3

v )2 + (X1
u)2 + 2X1

uX
2
v + (X2

v )2 + (X1
v )2− 2X1

vX
2
u + (X2

u)2] = 1
2
[(X1

u −X2
v )2 +

(−X2
u −X1

v )2 + 2((X3
u)2 + (X3

v )2) + (X1
u +X2

v )2 + (−X1
v +X2

u)2] = 1
2
[|X1

u −X2
v + (−X2

u −

X1
v )i|2 +2|X3

u− iX3
v |2 + |X1

u+X2
v +(−X1

v +X2
u)i|2] = 1

2
[|ϕ1− iϕ2|2 +2|fg|2 + |ϕ1 + iϕ2|2] =

1
2
[|f |2 + 2|fg|2 + |fg2|2] = 1

2
|f |2[1 + 2|g|2 + |g|4]

⇒ Λ = 1
4
|f |2(1 + |g|2)2.

Assim:



61

K = −
(
|fg′|

Λ

)2

= −
(

4|g′|
|f |(1 + |g|2)2

)2

.
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Capítulo 5

Superfícies Mínimas com Curvatura

Total Finita

A curvatura total de uma superfície M é de�nida como sendo a área da imagem de M

pela aplicação normal de Gauss (ou imagem esférica) em S2 (contando com multiplicidade

e sinal) ou, equivalentemente, a curvatura total de M : C(M) =
∫
M
KdA, onde K é

a função curvatura gaussiana de M (veja [17]). Neste capítulo veremos propriedades

geométricas de superfícies mínimas e completas de curvatura total �nita. Começamos

então com o seguinte resultado:

Lema 5.0.1 (Osserman). Seja X : R2 → R3 uma parametrização isotérmica de uma

superfície regular e mínima M . Então ou M está contido em um plano ou a aplicação

normal de Gauss g assume todos os valores na esfera unitária com a possível exceção de

no máximo dois pontos.

Demonstração: Usando as notações e resultados da Seção 4.1, dada a aplicação ϕ =

Xu − iXv, temos que g = ϕ3

ϕ1−iϕ2
. Se ϕ3 ≡ 0, temos que M estará contida em um plano.

Caso contrário, temos que, como g é meromorfa em C, g é constante (implicando também

que M está contido em um plano) ou, por consequência do teorema de Picard (Teorema

2.2.7) g assume todos os valores de S2, com a possível exceção de no máximo dois pontos

(caso g não assuma um determinado valor z0 na esfera de Riemann, podemos supor,
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rotacionando a superfície, se necessário, que z0 =∞ e, assim, teremos que g é uma função

inteira).

Observação 5.0.2. Na Seção 4.1 tivemos os exemplos do plano, do catenoide, do heli-

coide e da superfície de Enneper. A partir da aplicação g da representação de Enneper-

Weierstrass, podemos deduzir a curvatura total de ambas as superfícies. Para o plano,

a aplicação g é constante e, portanto, a imagem esférica do plano possui área nula e,

portanto, a curvatura total do plano é 0. Para o catenoide temos g(z) = z, g de�nida em

C \ {0} e, portanto, a imagem esférica do catenoide é a esfera menos dois pontos e, além

disso, g é injetiva. Como a curvatura em cada ponto é negativa, logo se conclui que a

curvatura total do catenoide será −4π, uma vez que a área de S2 é 4π. De modo análogo,

conclui-se que a curvatura total da superfície de Enneper é −4π. Finalmente, quanto à

curvatura total do helicoide, temos g(z) = eiz, que possui uma singularidade essencial em

∞ e, portanto, pelo teorema de Picard, g assume, com a possível exceção de no máximo

um ponto, todos os valores de C in�nitas vezes e, portanto, a área da imagem esférica

(contando com multiplicidade) será ∞. Logo, o helicoide possui curvatura total igual a

−∞.

Teorema 5.0.3 (Osserman). Seja M uma superfície mínima completa, então ou M é um

plano ou a imagem da aplicação g é um subconjunto denso de S2.

Para uma demonstração desse teorema, veja [18].

Teorema 5.0.4. SejaM uma superfície regular completa tal que K ≤ 0 e
∫
M
|K|dA <∞,

então existe uma superfície compacta M̃ e pontos p1, p2, . . . pk em M̃ tal que existe um

difeomor�smo conforme entre M e M̃ \ {p1, p2, . . . , pk}.

Para uma demonstração desse teorema, veja [18].
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De�nição 5.0.5. Uma aplicação α : U → R é dito ter variação limitada (ou ser

lipschitziana) se satis�zer a condição: ||α(p1) − α(p2)|| ≤ K||p1 − p2|| para algum

K > 0 e para todo p1, p2 ∈ U .

De�nição 5.0.6. Uma imersão mínima X : U → R3 deM é dita ser regular no in�nito

se existir um compacto K ⊂M tal que M \K consiste de r componentes M1, . . . ,Mr tais

que cadaMi é o grá�co de uma aplicação ui de variação limitada de�nida no complemento

de uma região limitada de algum plano Π ⊂ R3.

Quando as componentes Mi acima são superfícies mergulhadas para algum K com-

pacto escolhido como acima, dizemos que os �ns de M são mergulhados. Note que nada

impede de dois �ns distintos se intersectarem.

Teorema 5.0.7 (Jorge-Meeks). Suponha que M seja uma superfície mínima em R3 com-

pleta, de curvatura total �nita e k �ns, tem-se então:

C(M) ≤ 2π(χ(M)− k),

onde χ(M) é a característica de Euler de M . Além disso, a igualdade acima ocorre se, e

somente se, os �ns de M são mergulhados.

Para mais detalhes, veja [19].

Corolário 5.0.8. O catenoide é o único anel mínimo mergulhado e completo em R3 com

curvatura total �nita.

Demonstração: Suponha queM seja uma superfície mínima e completa mergulhada em

R3 com curvatura total �nita e topologia de um anel. Como χ(M) = 0 e k = 2, suponha

que C(M) = −4π. Por [18], M é um catenoide ou a superfície de Enneper, no qual essa

última não é mergulhada em R3.
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Proposição 5.0.9. Se M possui curvatura total �nita e cada �m de M é mergulhado,

então M é regular no in�nito.

Lema 5.0.10. Seja M uma superfície mínima completa de curvatura total �nita e seja

M̃ como no teorema 5.0.3, então a aplicação normal de Gauss g de M estende meromor-

�camente a M̃ .

Demonstração: Como a função curvatura gaussiana K em M é negativa, temos que:

∣∣∣∣∫
M

KdA

∣∣∣∣ =

∫
M

−KdA.

Seja p ∈ M̃ um �m de M , suponha sem perda de generalidade que p = (0, 0,−1) ∈ S2

(no caso, basta aplicar uma translação e depois uma rotação em M̃). Temos que em uma

vizinhança su�cientemente pequena V de 0, g é holomorfa em V \ {0}. Suponha que g

possua uma singularidade essencial em 0, pelo teorema de Picard, temos que g assume

em V \ {0} todos os valores de S2 com a possível exceção de no máximo dois pontos

in�nitas vezes. Portanto,
∫
M
−KdA, que seria a área da imagem esférica de M contada

com multiplicidade seria a área de S2 contada com uma multiplicidade in�nita, portanto,

M teria curvatura total in�nita (contradição). Portanto, g estende meromor�camente a

p.

Demonstração da proposição 5.0.9: Suponha queM possua curvatura total �nita

e que cada �m deM é mergulhado. Dado um �m p deM , precisamos mostrar queX possui

variação limitada em p. Como no lema anterior, considere X|A(0,0,r) : A(0, 0, r) → R3

a parametrização de uma vizinhança su�cientemente pequena de um �m de M (que é

conformemente equivalente a um disco furado). Logo, em A(0, 0, r):

Xj(z) = Re
∫ (z)

z0

ϕj(z)dz, j = 1, 2, 3

Temos que cada ϕj é holomorfa em A(0, 0, r), possui polo em 0 e satisfazem à relação

ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = 0. Podemos supor que o limite dos vetores normais a M no �m corres-
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pondente a p é (0, 0,−1), o que nos faz deduzir que ϕ3 possui em 0 um polo de ordem

menor que em ϕ1 e ϕ2.

A�rmamos que o fato de o �m p ser mergulhado implica que ambos ϕ1 e ϕ2 possuem

polos de ordem 2 em 0 pois, caso contrário, suponha que possua um polo de ordem n > 2

em 0. Para i = 1, 2, a aplicação Φi que é tal que ϕi = Φ′i teria um polo de ordem n−1 ≥ 2

em 0 e, portanto, em uma vizinhança su�cientemente pequena V de 0, Φi(z) = z−n+1ψi(z),

com ψi holomorfa e ψi(0) 6= 0. Com isso, a aplicação µi de�nida por µi(z) = 1
Φi(z)

= zn−1

ψi(z)

teria um zero de ordem n − 1 em z = 0. Portanto, para mostrar que Xi não é injetiva

em tal �m de M , resta mostrar que µi não é injetiva em qualquer vizinhança pequena

de 0. Escreva, numa vizinhança de 0, µi(z) = an−1z
n−1 + Hi(z), com Hi tendo um zero

de ordem pelo menos n em z = 0. Para z0 su�cientemente pequeno em módulo, escreva

µi(z) − z0 = Fi(z) + Hi(z), com Fi(z) = an−1z
n−1 − z0 e de modo que |Hi(z)| < |Fi(z)|

para z pertencente a um pequeno disco centrado em 0. Portanto, pelo teorema de Rouché

(Teorema 2.2.8), µi(z)− z0 possui pelo menos dois zeros, implicando que µi não é injetora

e, portanto, Φi também não será injetora em toda vizinhança de 0. Por �m, ϕ1 e ϕ2 não

podem ter polos de ordem 1 porque ϕ3 precisa ter um polo em 0 de ordem menor que em

ϕ1 e ϕ2.

Logo, ϕ3 é holomorfa ou possui um polo de ordem 1 em 0.

Assim, as séries de Laurent de ϕ1, ϕ2 e ϕ3 �cam:

ϕ1(z) = a−2z
−2+a−1z

−1+O(1), ϕ2(z) = b−2z
−2+b−1z

−1+O(1), ϕ3(z) = c−1z
−1+λ+O(|z|)

A partir da relação ϕ2
1 +ϕ2

2 +ϕ2
3 = 0, podemos tirar facilmente as seguintes conclusões:

(i) a2
−2 + b2

−2 = 0;

(ii) Devemos ter X1 e X2 independentes da curva considerada acima, o que é equiva-

lente, pelo teorema dos resíduos (veja [14]), a termos a−1 e b−1 reais e o coe�ciente de z−3

de ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 igual a 0. Assim:

2a−2a−1 + 2b−2b−1 = 0.

Por (i), temos a−2 = ±ib−2, com isso:
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2a−2a−1 ± i2a−2b−1 = 0.

⇒ a−1 = ±ib−1.

O que conclui que a−1 = b−1 = 0. Assim:

ϕ1(z) = a−2z
−2+O(1), ϕ2(z) = b−2z

−2+O(1), ϕ3(z) = c−1z
−1+τ+O(|z|), c−1 ∈ R.

A menos de rotação, como a−2 = ±b−2, podemos supor que a−2 ∈ R e b−2 ∈ iR.

Vamos considerar o plano (X1, X2, 0) e veri�car que X3 como uma função de X1 e X2

possui variação limitada. Temos assim:

X1(u, v) = −a−2
u

|z|2
+O(|z|), X2 = −a−2

v

|z|2
+O(|z|), X3 = γ log |z|+τ1u−τ2v+O(|z|2).

Onde τ = τ1 + iτ2; τ1, τ2 ∈ R. Em vista disso, temos que, sendo x = (X1, X2):

u = − X1

a−2(X2
1 +X2

2 )
+O(||(X1, X2)||−3), v = − X2

a−2(X2
1 +X2

2 )
+O(||(X1, X2)||−3).

Com isso, |z| = 1
|a−2|||(X1,X2)|| + O(||(X1, X2)||−3). Substituindo na expressão que de-

termina X3, temos que X3 assumirá a forma

X3 = a log(||(X1, X2)||) + b+
c1X1

X2
1 +X2

2

+
c2X2

X2
1 +X2

2

+O(||(X1, X2)||−2),

o que implica que X3 possui variação limitada no complemento de uma vizinhança de 0

do plano (X1, X2, 0) de R3, concluindo a regularidade de M no in�nito.

�

Em um determinado �m de uma determinada superfície mínima completa com curva-

tura total �nita, a representação de Enneper-Weierstrass é tal que g tem um polo em 0 e,

a partir de uma mudança de coordenadas na esfera de Riemann (uma rotação que leva o

0 no ∞), devemos ter que g(1
z
) tenha um zero de mesma ordem em ∞, temos que g é da

forma g(z) = λzn, onde n é o polo da g em 0. Através de rotação e homotetia no disco

furado, podemos supor que λ = 1.

Observa-se, então, que a partir das relações encontradas para ϕ1, ϕ2 e ϕ3 acima e

supondo que o �m tenha (0,0,-1) como vetor normal limite, que g e f podem ser escritas

na forma:
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g(z) = zn, f(z) =
∞∑

α=−2

aαz
α.

Como X3(z) = Re
∫ z
fgdz, temos que, se n = 1, fg terá um polo de ordem um em

0 e X3(z) ≈ a−2 log(|z|) + u0 próximo de 0, o que nos permite a�rmar que o �m será

assintótico a um catenoide. No caso em que n > 1, fg será holomorfa em 0 e teremos

X3(z) ≈ a−2z
n−2 + u0, no qual se n = 2, X3 será assintótico ao plano x3 = a−2 + u0 e se

n > 2, será assintótico ao plano x3 = u0. Logo, de toda sorte, X3 será assintótico a um

plano.

Assim, dada uma superfície mínima com curvatura total �nita e dado um �m mer-

gulhado, diremos que o �m será catenoidal quando for assintótico a um catenoide e será

planar se for assintótico a um plano. Os resultados acima nos garante que uma superfície

mínima completa e �ns nas condições acima terão que ter �ns catenoidais ou planares.
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Capítulo 6

Superfícies mínimas capilares à bola

euclidiana tridimensional.

O problema de encontrar superfícies capilares, mesmo na bola unitária em R3, é tema

de muitos projetos de pesquisas nos dias de hoje. Vamos abordar uma parte deles consi-

derando o seguinte problema:

Problema 6.0.1. Seja D o disco unitário e fechado em R2 e sejam k1, . . . , kn pontos em

D. Determinar as imersões mínimas capilares X : D \ {k1, ..., kn} → B, onde B é a bola

de centro 0 e raio 1 em R3.

Neste capítulo, buscaremos trabalhar em cima desse problema. É fácil notar que M

terá n + 1 componentes de bordo. Para n = 0, temos o exemplo do disco e, para n = 1,

temos o exemplo do catenoide (veja a �gura 6.1).

Vamos agora a um resultado envolvendo linhas de curvaturas.

Teorema 6.0.2 (Terquem-Joachimsthal). Sejam M1 e M2 superfícies regulares e c ⊂

M1 ∩ M2 uma curva que é uma linha de curvatura de M1. Então c é uma linha de

curvatura em M2 se, e somente se, M1 e M2 se intersectam em um ângulo constante ao

longo de c, isto é, quando o ângulo entre os vetores normais a M1 e M2 ao longo de c é

constante.
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(a) Disco plano (b) catenoide

Figura 6.1: disco e catenoide capilares a B3.

Demonstração: Dado p ∈ c, vamos supor que c(0) = p. Sejam N1 e N2 campos normais

e unitários de�nidos em um subconjunto aberto de M1 e M2, respectivamente, de modo

que ambos os campos estejam de�nidos em p. Assim, existe a > 0 tal que N1 e N2 está

de�nido em todo c|(−a,a). Assim, para cada s ∈ (−a, a), temos:

d

ds
〈N1(c(s)), N2(c(s))〉 = 〈dN1(c(s))

ds
, N2(c(s))〉+ 〈N1(c(s)), dN2(c(s))

ds
〉

= 〈−k(s) dc
ds
, N2(c(s))〉+ 〈N1(c(s)), dN2(c(s))

ds
〉

= 〈N1(c(s)), dN2(c(s))
ds
〉.

Se c é uma linha de curvatura em M2, segue que o termo da última igualdade acima

é zero. Logo, 〈N1(c(s)), N2(c(s))〉 é constante e, portanto, M1 e M2 se intersectarão em

um ângulo constante ao longo de c.

Reciprocamente, suponha que M1 intersecta M2 em um ângulo constante ao longo de

c, ou seja, que 〈N1(c(s)), N2(c(s))〉 seja constante. Temos então, pela expressão acima

que 〈N1(c(s)), dN2(c(s))
ds
〉 = 0, ou seja, temos a relação:

N1(c(s)) ⊥ dN2(c(s))

ds
⊥ N2(c(s)).

Se N1(c(s)) e N2(c(s)) são vetores LI, seguirá que N1(c(s)) ⊥ c′(s) ⊥ N2(c(s)) e,

portanto, dN2(c(s))
ds

será múltiplo de c′(s). Logo, c será linha de curvatura de M2. Se

N1(c(s)) e N2(c(s)) não são LI, tem-se N1(c(s)) = ±N2(c(s)) para todo s, desse modo,
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segue que dN2(c(s))
ds

= ±dN1(c(s))
ds

é múltiplo de c′(s) e, portanto, c é uma linha de curvatura

de M2.

Esse resultado implica que, se M intersecta uma dada esfera S a um ângulo constante

ao longo de uma curva c, então c é uma linha de curvatura de M .

Voltando ao problema 6.0.1, temos então que se M é uma solução do problema, então

suas componentes de bordo são linhas de curvaturas. Dada uma solução M , temos que

X(S1) é uma componente de bordo de M . Além disso, pela proposição 4.2.1 item (xv),

temos, usando as mesmas notações mencionadas em tal proposição e usando a parame-

trização em coordenadas polares:

Nθ =
β

ρΛ
Xρ +

1

Λ

(
α

ρ2
− ΛH

)
Xθ. (∗)

Como X(S1) = X(1, ·) é parametrizada em θ �xando ρ = 1, temos que, em X(1, ·),

Nθ = dN · Xθ é múltiplo de Xθ. Em coordenadas isotérmicas, temos que Xθ ⊥ Xρ,

já que 〈Xρ, Xθ〉 = 〈Xu cos θ + Xv sin θ,−ρ sin θXu + ρ cos θXv〉 = −ρ sin θ cos θ||Xu||2 +

ρ sin θ cos θ||Xv||2, como ||Xu|| = ||Xv||, segue que 〈Xρ, Xθ〉 = 0. Isso implica que, pela

expressão (∗), β ≡ 0 em S1. Logo, a aplicação Φ = α + iβ = z2(L − iM) da proposição

4.2.1 é real em S1.

Com esse fato, podemos demonstrar o seguinte teorema, para o caso n = 0 no problema

inicial:

Teorema 6.0.3. Se X : D(0, 1) → B3 é uma imersão capilar e mínima de um disco na

bola euclidiana tridimensional, então a imagem de X é um disco plano.

Demonstração: Seja D = D(0, 1), com as notações da proposição 4.2.1, temos que, pelo

resultado anterior, β ≡ 0 em ∂D. Como β é uma função harmônica, temos que, pelos

princípios do máximo e do mínimo, β é constante e nula em D. Logo, pelas condições de

Cauchy-Riemann, α também é constante em D. Logo, Φ ≡ λ ∈ R.
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Seja (f, g) o par de Enneper-Weierstrass de X, pela relação fg′ = −N − iM (encon-

trado no início da Seção 4.3), temos:

Φ(z) = z2f(z)g′(z) = λ⇒ f(z)g′(z) = λz−2.

A menos de rotação, podemos supor que a imagem da aplicação normal de Gauss em

z = 0 é (0, 0,−1), isto é, que g(0) = 0 e, com isso, temos que g é holomorfa em um disco

D(0, r) para algum r ≤ 1. Para esse mesmo r, temos que g′ será holomorfa em D(0, r) (é

fato que o raio de convergência de uma função holomorfa é o mesmo do de sua derivada).

Sendo f holomorfa, temos então que fg′ é holomorfa em z = 0. Com isso, f(0)g′(0) ∈ C

e, portanto, devemos ter λ = 0. Logo, fg′ ≡ 0, o que implica que f ≡ 0 ou g′ ≡ 0, no qual

a primeira possibilidade não pode ocorrer já que os únicos zeros de f seriam em eventuais

polos de g. Assim, g′ ≡ 0 e, portanto, g é uma função constante. Assim, a aplicação

normal de Gauss de X é constante e, portanto, X determina uma superfície contida em

um plano. Logo, a imagem de X é um disco plano.

�

Em outras palavras, o teorema 6.0.3 nos garante que as únicas superfícies capilares

mínimas na bola tridimensional com a topologia de um disco são os discos planos.

Para o caso n = 1, podemos considerar para o problema inicial do capítulo o domínio

da X como sendo, sem perda de generalidade, o disco unitário furado D(0, 1)\{0}. Nesse

caso, o disco furado pode ser substituído pelo anel A = {z ∈ C; 0 < r < z < 1}.

Temos, assim, que ∂X(A) terá duas componentes conexas e serão linhas de curvaturas de

X. Logo, usando os mesmos argumentos usados anteriormente, a aplicação Φ terá parte

imaginária nula e, portanto, será uma função real constante.

O problema para o caso n = 1 até os dias de hoje ainda é estudado. Um caso particular

foi enunciado por Fraser e Li, usando um caso particular, que é quando o ângulo θ entre

a superfície e a esfera, que é o bordo da bola, é igual a 90o, que é conhecido como o caso

de fronteira livre, mencionado na introdução desse trabalho.
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6.1 O catenoide crítico

Considere, para cada a > 0, o catenoide Ca em R3 parametrizado por

Xa(ρ, θ) = (a cosh(ρ/a) cos θ, a cosh(ρ/a) sin θ, ρ),

temos:

(Xa)ρ = (sinh(ρ/a) cos θ, sinh(ρ/a) sin θ, 1);

(Xa)θ = (−a cosh(ρ/a) sin θ, a cosh(ρ/a) cos θ, 0);

de modo que:

Na =
(−a cosh(ρ/a) cos θ,−a cosh(ρ/a) sin θ, a sinh(ρ/a) cosh(ρ/a))

||(−a cosh(ρ/a) cos θ,−a cosh(ρ/a) sin θ, a sinh(ρ/a) cosh(ρ/a))||
=

=

(
− cos θ

cosh(ρ/a)
,− sin θ

cosh(ρ/a)
, tanh(ρ/a)

)
.

Desejamos encontrar a de modo que o catenoide Ca intersecte a esfera S2 ortogonal-

mente. Isso será equivalente a encontrar a e ρ0 de modo que tenhamos Xa(ρ0, θ), conside-

rando como o vetor posição, múltiplo de (Xa)ρ(ρ0, θ) para todo θ. Para isso ocorrer, pelas

expressões acima é necessário que tenhamos, para todo θ, ρ0 · (Xa)ρ(ρ0, θ) = Xa(ρ, θ) e

||Xa(ρ0, θ)|| = 1, o que nos dá o sistema de equações:a cosh(ρ0/a) = ρ0 sinh(ρ0/a)

a2 cosh2(ρ0/a) + ρ2
0 = 1

.

Elevando a primeira equação ao quadrado e subtraindo a segunda, chegamos a

ρ0 cosh(ρ0/a) = 1, (∗)

como a aplicação ρ 7→ ρ cosh(ρ/a) é crescente em (0,∞), conclui-se então que, dado um

a > 0, existirá somente um ρ0 > 0 que satisfaz a (∗). Além disso, percebe-se que tal

ρ0 é menor que 1, uma vez que a função cosh é maior que um nos números positivos.

Com isso, considere a equação a2 cosh2(ρ0/a) + ρ2
0 = 1 e ρ0 de modo que valha (∗), temos

a2

ρ20
+ ρ2

0 = 1⇒ a2 + ρ4
0 = 1, que é uma equação que possui somente uma raiz a positiva.
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Assim, existe um único a > 0 que torna Ca ortogonal a S1.

De�nição 6.1.1. Seja Ca o catenoide parametrizado por:

Xa(ρ, θ) = (a cosh(ρ/a) cos θ, a cosh(ρ/a) sin θ, ρ)

que é ortogonal à esfera S1, chamamos de catenoide crítico o pedaço do catenoide Ca
que se encontra no interior da bola euclidiana tridimensional B3.

O catenoide crítico possui a topologia de um anel. A seguinte conjectura caracterizaria

um catenoide crítico.

Conjectura 6.1.2 (Fraser e Li). Uma imersão mínima de fronteira livre X : D(0, 1) \

{0} → B3, X ∈ C2(D(0, 1) \ {0}) ∩ C1(S1) e duas componentes de bordo é o catenoide

crítico.

Alguns resultados parciais da conjetura já foram dados. Por exemplo, A. Fraser e R.

Schoen, com a hipótese adicional de que as funções coordenadas do vetor posição são as

primeiras autofunções de Stecklov, então a superfície é congruente ao Catenóide crítico.

P. McGrath obteve outro resultado parcial assumindo que a superfície seja invariante

sob refexões em relação a três hiperplanos ortogonais π, i = 1, 2, 3, então a superfície é

congruente ao Catenoide crítico.

6.2 Uma caracterização do plano e do catenoide como

superfícies mínimas

Nesta seção, veremos o seguinte resultado que caracteriza o plano e o catenoide como

superfícies mínimas, a partir do trabalho de Yeon [8].
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Teorema 6.2.1. Seja A o anel A(0, 0, 1) ⊂ C e X : A → R3 \ B3(0, 1), X de classe C2

no interior de A e de classe C1 na fronteira de A, uma parametrização de uma superfície

mínima M que intersecta a esfera unitária centrada na origem a um ângulo constante

(isto é, capilar a R3 \B3) e tal que M tenha curvatura total �nita e um �m mergulhado.

Então M é uma parte de um plano ou parte de um catenoide.

Antes de demonstrar esse teorema, vamos ao seguinte lema:

Lema 6.2.2. Seja M uma superfície com as hipóteses do teorema acima. Então a aplica-

ção Φ como na proposição 4.2.1 é tal que Φ ≡ 0, seM possui um �m planar e Φ ≡ A ∈ R∗,

se M possui um �m catenoidal.

Demonstração: Temos que como a fronteira de M intersecta S2 a um ângulo constante,

o teorema de Terquem-Joachimsthal nos garante que ∂M é uma linha de curvatura de

M , e pela proposição 5.2.1, temos:

Nθ =
β

ρΛ
Xρ +

1

Λ

(
α

ρ2
− ΛH

)
Xθ.

Como ∂M é uma linha de curvatura de M , temos que β = 0 ao longo da fronteira da

superfície. Como M é uma superfície mínima de curvatura total �nita e um único �m,

temos que uma representação de Enneper-Weierstrass de X possui expansão de Laurent

em torno da origem na forma:

f(z) =
∞∑

j=−2

djz
j, g(z) = zn.

Temos assim que o �m é planar, se n > 1 e catenoidal, se n = 1 (veja o �nal do

capítulo 5).

Temos também Φ(z)
z2

= F (z) = L − iM. Como LN−M
2

Λ
= k1k2, onde k1 e k2 são as

funções curvatura principal, temos que as matrizes
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 L M

M N

 e

 Λk1 0

0 Λk2


são equivalentes. Logo:

|Φ(z)|2 = |z|4|F (z)|2 = |z|4|L − iM|2 = |z|4Λ2k1k2 = |z|4Λ2|K|

Além disso:

K = −
(

4|g′|
|f |(1 + |g|2)2

)2

= O(|z|2n+2);

Λ =
1

4
|f |2(1 + |g|2)2 = O(|z|−4).

Portanto, perto de z = 0, temos:

|Φ(z)| = |z|4Λ2|K| ≤ C|z|4|z|−8|z|2n+2 = C|z|2n−2,

para algum C > 0. Logo, quando a superfície possui um �m planar, Φ(z) → 0 quando

z → 0. Quando n = 1, temos que Φ é limitada em uma vizinhança de z = 0. Logo, em

qualquer um dos casos acima, pelo teorema 2.1.4, temos que α e β possuem singularidades

removíveis em z = 0.

Assim β = 0 em toda a fronteira de A e, pelo princípio do máximo e do mínimo, β ≡ 0

em A. Como α é o conjugado harmônico de β, temos que α é constante, no qual α = 0

quando o �m é planar e, no caso em que o �m é catenoidal, α é real, constante e não nulo.

Corolário 6.2.3. Seja X uma parametrização de M como no lema acima, então a ima-

gem por X de todos os círculos centrados na origem são linhas de curvatura de M .

Demonstração: Pelo lema 6.2.2, temos que β = 0 e, portanto:

Nθ =
α

ρ2Λ
Xθ,
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com isso, Nθ(z) é paralelo a Xθ(z). Isso implica que a imagem de todos os círculos

centrados na origem por X são linhas de curvatura de M .

Demonstração do teorema 6.2.1: Vamos supor, inicialmente, que a superfície M

tenha um �m planar. Temos, pelo lema anterior, Φ ≡ 0⇒ F (z) = L − iM≡ 0. Logo, a

segunda forma fundamental de M é identicamente nula, o que nos garante que M é um

pedaço de um plano.

Suponha então que M possua um �m catenoidal e que esse �m possua como limite de

vetor normal o vetor (0, 0,−1) ∈ S2. Temos que a representação de Enneper-Weierstrass

de M é da forma:

f(z) =
∞∑

j=−2

djz
j, g(z) = λz,

onde λ ∈ R, na qual g deve ser escolhida dessa maneira porque a ordem do zero da g em

0 deve ser a ordem do polo de g em∞ e, além disso, a constante λ surge pelo fato de não

sabermos se a g, de fato, leva o equador S1 nele próprio.

Pela fórmula da Seção 4.3, temos L − iM = −fg′ ⇒ −λf = z2Φ(z) = Cz2 → f =

− λ
C
z−2.

Assim, tomando R = − λ
C

concluímos que f(z) =
R

z2
e, portanto, a representação de

Enneper-Weierstrass de M �ca:

f(z) =
R

z−2
, g(z) = λz,

donde segue que M é um pedaço de um catenoide.

�
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