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Resumo

Nesse trabalho discutimos o bilhar hexagonal eliptico, introduzido por Fetter em [6]. Experi-
mentos numéricos ndo descartam uma possivel integrabilidade de tal bilhar, fato que confir-
mado contradiria a conjectura de Birkhoff, no caso 4. Também demonstramos o teorema de
Hubacher sobre curvas invariantes e enunciamos o teorema de Lazutkin. Discutimos também
um exemplo de Halpern, que consiste num bilhar convexo de classe 4> com curvatura nao
nula e que ndo possui causticas préximas do bordo.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos. Curvas Invariantes. Bilhares. Integrabilidade. Elipse.
Conjectura de Birkhoff.



Abstract

In this work we discuss the hexagonal string billiard, introduced by Fetter in [6]. Numerical ex-
periments suggests a possible integrability of the billiard map, contradicting Birkhoff’s Conjec-
ture in ¢’ case. We give a proof of Hubacher’s Theorem about invariant curves and we discuss
an exemple due to Halpern about a 4’ convex curve, with non vanishing curvature such that
there is no rotational invariant curve for the billiard map in a neighborhood of the boundary.

Keywords: Dynamical Systems. Invariant Curves. Billiards. Integrability. Elipse. Birkhoff’s
Conjecture.
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Introducao

Bilhares foram introduzidos por Birkhoff e desde entdo se tornaram um assunto popular em
sistemas dindmicos. Como o préprio disse

"[...] in this problem the formal side, usually so formidable in dynamics, almost completely di-
sappears, and only the interesting qualitative questions need to be considered."

Bilhares sao aplicacdes que preservam drea e twist, e uma das questdes deixadas por Birkhoff
trata da integrabilidade. Isto é, se cada ponto do espacgo de fase estd em uma curva invari-
ante (um esbogo onde tal situagao ocorre encontra-se na figura2I). Sabemos que os bilhares
no circulo e na elipse sdo integraveis e sao de fato os tinicos exemplos conhecidos. O que
observa-se em geral no espaco de fase dos bilhares sdo a presenca (ou ndo) de ilhas elipticas
(que consistem basicamente de um ponto periédico eliptico circundado por curvas invariantes
que sdo homotépicamente triviais). Também podem existir curvas invariantes rotacionais (que
sdo curvas invariantes nao homotopicamente triviais), e a regido compreendida entre duas de
tais curvas consecutivas (i.e., nessa regiao onde ndo existem outras curvas rotacionais invari-
antes) é denominada zona de instabilidade. Na figura a seguir temos o espaco de fase de um
bilhar convexo onde é possivel observar tais elementos tipicos.
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Birkhoff conjecturou que os tinicos bilhares suaves integraveis sdo a elipse e o circulo, e a con-
jectura permanece aberta até hoje. Neste trabalho, apresentaremos o bilhar hexagonal elip-
tico. Ndo hé ainda nenhum resultado acerca de suas curvas invariantes, mas experimentos
numéricos sugerem a presenca destas e inclusive ndo descartam uma possivel integrabilidade.
Mesmo descartada a integrabilidade seria interessante entender por que nao se observa expe-
rimentalmente (figura a seguir) zonas de instabilidade no seu espaco de fase, pois tal fato é
surpreendente.
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Capitulo 1

Elipses e Construcao com Barbante

Introducao

Bilhares consistem no estudo do movimento de uma particula (bola) no interior de uma regiao
Q (mesa) delimitada por uma curva fechada 6Q (bordo). Ignoramos possiveis perdas de ener-
gia sofridas pela particula: a bola possuird velocidade constante, as colisdes serdo totalmente
elasticas e satisfazendo a lei da reflexdo. Dessa forma, a geometria da curva Q) tem papel fun-
damental, e por isso o objetivo do primeiro capitulo deste trabalho é apresentar as principais
caracteristicas do bordo do bilhar hexagonal eliptico e esclarecer porque o escolhemos.

1.1 Elipses

Cobnicas possuem propriedades de reflexdo conhecidas desde a antiguidade (como conta a
lenda na qual Arquimedes incendiou um navio usando um gigantesco espelho parabdlico).
Para elipses tais propriedades transformam o seu bilhar num dos mais notaveis. Na definicdo
a seguir e no decorrer do texto, se A e B denotam pontos de R", entdo AB é a distincia |B—Al[.
AB denotara o segmento com extremos em A e B; ou seja, o conjunto {A+ t(B—A); 0 < t < 1}.

eixo maior

L eixo menor

Figura 1: A elipse &



1. Elipses e Constru¢ao com Barbante 13

Definicao 1. Dados pontos distintos F;,F, € R% e a € R tal que 2a > FFy, a elipse & é o con-
junto dos X € R? tais que XF; +XF, = 2a. Os pontos F;,F» sdo denominados focos.

Na figura [} temos outras grandezas de &. O seu centro é O = (F; +F) /2, ponto médio dos
focos; 2¢ € a distancia focal (quer dizer, 2c = F1F»); a e b sdo as medidas dos semi-eixos maior e
menor, respectivamente. Essas medidas se relacionam pelo Teorema de Pitagoras: a® = b+ c?.
Uma reta passando por um dos focos é denominada raio focal.

De acordo com a definicdo |1}, podemos desenhar uma elipse da seguinte maneira: fixamos o
segmento F;F, unindo os focos e o contornamos com um barbante de comprimento ¢. Ao ser
esticado, o barbante tomard a forma de um tridngulo cujo vértice percorre a elipse quando o
movemos, como pode ser visto na ﬁgura

Figura 2: Desenhando uma elipse

Proposicdo 1. Dada uma elipse &, existem coordenadas tais que

<§’={(x,y)€[R€2; (2)2+(%)2= 1}

Demonstracido: Tome base {i,j} de R? positiva, ortonormal e tal que i tenha a mesma diregao
do segmento focal (ou seja, (F;F») i= F, —F;). Dai, F; =0- cie F, =0+ ci. Assim, sendo
X =0+ xi+ yj. Da definicio advém

XFy +XF, =2a= [|(x+ )i+ yjl + 1 (x— 0)i+ yjl =2a
Como {i,j} é ortonormal, temos

V(x+02+y2=2a—/(x—c)?+y?

Simplificando (com o uso da relagio a? = b? + ¢?), encontramos a equacio da elipse

(g)2+ (%)2 -1 1.1

Para concluir, basta transladar o sistema de coordenadas de forma que O seja a origem. [ |
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Corolario. As curvas

r(t)=0+acosti+bsintj, 0<st<2n 1.2
¢ 2 5.2 3
a“cos@i+ b~ singj

r(p) =0+ L4 ®) ,0<p<2n 1.3
\/az cos2 ¢ + b%sin? ¢

sdo parametrizacdes da elipse.

Demonstracdo: Para a primeira parametrizacao, basta combinar a relacdo cos’t+sint=1
a proposicdo anterior. J4 a segunda é obtida a partir de através da reparametrizacao h :
[0,27] — [0,27], h(p) = t, com ¢ e t satisfazendo btang = atant. Quer dizer, se ¢ estd no
primeiro quadrante, ¢ = arctan (% tan (p), se estd no segundo ou terceiro, t = w+arctan (% tan (p).

Por fim, se estd no quarto, ¢t = 27 + arctan (% tan (p) e0,7,7, 37” e 27 sdo pontos fixos de h.

Notamos que ¢ e ¢ estdo sempre no mesmo quadrante (logo, suas fungdes trigonométricas
possuem mesmo sinal). Isso aliado  relacdo fundamental sin® x + cos? x = 1 permite escrever

a
cost= cosg
a? cos? @ + b?sin® ¢
, b .
sint = sing
\/az cos? @+ b%sin? ¢
Combinando isto com[1.2l obtemos [ |

No corolario acima, a motivacao de i vem da convexidade de &, que passamos a discutir agora.

Definicdo 2. Um conjunto Q c R? é convexo se A,B € Q = AB c Q. Q é um dominio convexo
se é convexo, aberto e limitado.

Observamos que se Q é convexo, entdo é conexo por caminhos, em particular conexo. Além
disso, Q também é convexo. De fato, dado X,Y € Q, existem sequéncias (X,), (Y,) < Q tais
que limX, =X elimY, =Y. Dai, se Z € XY entdo Z = X + £(Y - X). Logo, Z = lim Z,, onde
Z, =X, + t(Y, —X,,) € X,,Y,. Portanto Z € Q. Observamos ainda que () tem interior vazio se,
somente se, estd contido em uma reta. Por isso faz sentido nos restringirmos ao caso em que Q2
é um dominio convexo.

Proposicao 2. Seja Q) dominio convexo e t uma reta. Entdo t nQ é um intervalo aberto (possi-

velmente vazio).

Demonstracio: f e ) sdo conjuntos convexos. Logo, sua intersecdo também. Em particular, a
intersecdo é conexa, portanto é um intervalo. Além disso, como (2 é aberto a intersecdo é um
aberto em . ]

Definicdo 3. Uma reta ¢ é tangente a um dominio convexo Qse tNQ =T e tNQ# T

Proposicdo 3. Seja Q2 dominio convexo. Para cada P € 6Q) existe ao menos uma reta ¢ contendo
P e tangente a Q.
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Demonstracao: Seja P € 0Q e S uma circunferéncia com centro em P de forma que Q esté
inteiramente contida na regiao limitada definida por S. Definimos f: S — {0,1} tal que f(X) =0
seXPNQ=0e fX) =1 caso contrério. Observamos que f ~1(0) é um intervalo aberto em S. De
fato, se f(X;1) = f(Xy) = 0 entdo existem Y;,Y» € Q e nos segmentos X,P, X,P. respectivamente.
Pela convexidade de Q temos Y, Y2 € Q e portanto o arco @ estiem f ~1(0). Isso mostra que
£71(0) é conexo. E aberto porque Q é aberto.

Além disso, f~1(0) ndo contém ponto diametralmente opostos, pois isso implicaria que P €
Q. Logo, existe um par de pontos (de fato, existe um intervalo) diametralmente opostos cuja
imagem por f é 1. A reta passando por eles ndo intersecta Q2 mas contém P. Logo, é uma reta
tangente. ]

Podemos caracterizar um conjunto convexo pelas suas retas tangentes. Para enunciar precisa-
mente precisamos de algumas definicoes

Definicdao 4. Um dominio convexo Q2 é chamado estritamente convexo se para qualquer reta
t tangente a 2, entdo N 0Q contém apenas um elemento.

Defini¢do 5. Dado um conjunto C c R? e uma reta ¢, dizemos que ¢ é reta suporte de C se C
estd inteiramente contido em um dos semiplanos (fechados) definidos por t.

Proposicao 4. Um conjunto Q aberto e limitado é convexo se, e somente se, todo ponto P € 6Q
estd contido em uma reta suporte de Q.

Demonstracdao: Suponhamos Q dominio convexo. Pela proposicdo [3| por todo P € Q) passa
uma reta tangente. Como Q é convexo, retas tangentes sdo retas suporte, o que prova a ida.

Reciprocamente, suponhamos que por todo ponto de dQ2 passa uma reta suporte. Entao dados
P,Q € Q, o segmento PQ ndo pode conter pontos de Q2. De fato, isso implicaria que a reta por
esses pontos é suporte o que contradiz o fato que P,Q € Q. ]

Proposi¢do 5. Se Q é um dominio convexo, entdo 0Q ¢ homeomorfo a S!

Demonstracao: Se O € Q) existe um circulo S com centro em O contido em Q. Para cada ponto
S €4S, tomamos a semirreta partindo de O passando por S. Segue diretamente da proposi¢cdo
que tal semirreta possui uma Unica intersec¢do com 0€). Assim, estd bem definida uma bi-
jecdo r : S — 0Q. Resta mostrar que r é homeomorfismo. Dada uma sequéncia monétona
(pois podemos definir uma relacdo de ordem localmente numa circunferéncia) (S,;) — S, cada
um dos pontos Q, = r(S,) estd contido na semirreta com origem O e passando por S,. Dai,
seque que limQ,, (caso exista) estd na semirreta com centro O e passando por S. Como 9Q é
fechado, e Q é o tinico ponto de dQ) nessa semirreta, seque que limQ, = Q (pois Q é o tinico
valor de aderéncia da sequéncia (Q,). Logo, r é continua. De maneira similar prova-se que !
é continua e isso conclui a prova da proposicao. ]

A proposicdo acima permite definir a nocdo de convexidade para curvas:

Definicao 6. Uma curva é convexa se € o bordo de um dominio convexo. Similarmente temos
curvas estritamente convexas.

Se a curva é ¢! e regular, suas tangentes coincidem com as tangentes ao dominio convexo.
Notamos que tais curvas sempre serdo simples e fechadas. Também temos a nocdo de conve-
xidade para fungoes:
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Definicao 7. Uma funcao f: X cR — R é convexa se paratodo a,b,ce X com c = ta+ (1-1)b,
t€[0,1] vale que
flo<tf@+0-0fb)

[ é estritamente convexa caso a desigualdade acima seja estrita para a # b e t € (0,1). Dizemos
que f é concava caso a desigualdade seja invertida e estritamente concava caso a desigualdade
seja estrita e invertida.

Proposicao 6. Se (2 é dominio convexo, entdo 02 é metrizavel.
Demonstracdo: Basta provar que se f : [a, b] — R é cOncava, entdo seu grafico é metrizavel.

Primeiro observamos que f é continua. De fato, se c € (a, b) para cada x € (a, ¢) existe ¢t € (0,1)
tal que x = tc+ (1 - f)a. Logo

liminf f(x) = tlir?_ tfe)+1-1tf(a)=f(c)

Por outro lado, existe s € (0,1) tal que ¢ = sx+ (1 —s)b. Logo

fle)—(-s)f(b)
s

limsup f(x) < lim
X—c~ s—1°

= f(o)

De maneira andloga obtém-se o outro limite lateral. Isso prova a continuidade de f em (a, b).
E possivel entretanto que f seja descontinua em {a, b}. Mas como

ligigff(x) =f(a) e limilI]lff(x) = f(b)

essa possivel descotinuidade nédo torna o grafico ndo metrizavel. De fato, sempre existem os
limites laterais. Provaremos para a. Ja sabemos que f(x) é limitada inferiormente numa vi-
zinhanca de a por f(a). Por outro lado, f é limitada superiormente. Caso contrario, dado
c € (a, b) existiria x € (a, b) com

b—
fx) >max{f(b),f(c) -

a b-c b-—a c—a
_a—f(b)c_a,f(c)b_c—f(a)b_c}

Mas isso contradiz a convexidade. De fato, se x € (a, ¢) temos

c=tx+(1-0b= f(0)=tf(x)+(1—1)f(b)

, c—a
Ja que te(l,b

— a) e f(x) > f(b) segue que

c—a b-c
flo= b—af(x)+b—af(b)>f(c)

Isso prova que f é uma funcdo limitada. Para provar que o limite em a existe, suponha que
existam duas sequéncias (x), (y;) mondétonas tendendo a a com lim f(x,) > lim f(y,). Dado
Ypefy>0existem g,r taisque a< x, < yz<ypeys=(1-1x;+1ty, comt< fy. Isso aliado a
convexidade contradiz lim f(x,) > lim f (y,).

Podemos entdo supor que f é continua em [a, b]. Existe xy € [a, b] onde f é maxima. Segue
da convexidade de f que f é mondtona nos intervalos [a, xo], [xo, b]. Assim o grafico de f é
metrizavel e seu comprimento é menor que (f(xo) — f(a)) + (b—a) + (f(xp) — f (D). [ |

Proposicdo 7. Seja Q dominio convexo. Por cada ponto P € R? \ Q passam exatamente duas
retas tangentes a Q.
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Demonstracdo: Dado P € R? — Qnio podem existir 3 retas tangentes passando por P. De fato,
retas tangentes sao retas suporte. Assim, existem no méaximo duas. Por outro lado, seja S uma
circunferéncia com centro em P de forma que Q est4 contido na regido limitada definida por S
e defina f: S — {0,1} tal que f(X) =0 caso PXNnQ=ge fX) =1 caso contrario. Similarmente
ao que foi feito na proposicdo(3, f~1(0) é um intervalo aberto em S (i.e., um arco). A medida
desse arco é menor que 7 pois P ¢ 0Q). Assim, os extremos desse intervalo definem com P duas
retas tangentes a Q2. ]

Proposicdo 8. Uma curva plana %! regular fechada é convexa se e somente se ela é simples e
o angulo de inclinacao da tangente varia monotonamente.

Demonstragdo: Sejar : [0,/] — R?> uma parametrizagdo por comprimento de arco da curva
e ¢ :10,I]] — R o angulo de inclinacdo da reta tangente. Para a volta, suponha que r néao é
convexa. Entdo existe sy € [0, /] de forma que existem pontos do traco de r em ambos os lados
dareta tangente t em r(sp). Seja k a funcao distancia até a reta ¢. Mais precisamente, se n(sg) é
anormal a curva em r(sp) entao

h(s) = (r(s) —r(so),n(So))

h possui maximo s; e minimo s, distintos de sy ja que r possui pontos em ambos os lados de
t. Logo, as tangentes em Sy, $; € Sp sdo paralelas. Pelo Teorema do indice de rotacdo, segue que
existem dois desses trés valores para os quais ¢ coincide. Isso significa que ¢ é constante em
algum dos intervalos delimitados por sy, s1, s2 € isso contradiz a escolha de ¢. Reciprocamente,
ser é convexa entao também é simples. Além disso, se ¢ ndo é mon6tona, existem s; < s € [0, []
com ¢(s1) = @(s2) e ¢ ndo constante em [s1, 52]. Novamente pelo Teorema do indice de rotacao
existe s3 com @(s3) = —¢(s1). Pela convexidade de r duas das trés retas tangentes em r(s1),r(s»)
e r(s3) devem coincidir. Isso implica que r contém um segmento de reta ligando dos desses
pontos. Nesse caso, tais pontos devem ter tangentes com mesmo sentido, o que implica que
sdo exatamente r(s;) e r(sz). Logo ¢ é constante em [s, s2], uma contradicao. |

O parametro ¢ da funcdo & usados para obtermos a equacgao é justamente a inclinagdo
da tangente. Se Q é um conjunto convexo e sua fronteira é 42, entdo a curvatura x estd bem
definida. Observamos que « é a variacdo de ¢. De fato, sendo ¢ medido a partir de i e r para-
metrizacdo por comprimento de arco s, temos

<£()i>— (s)
dss’ =cosp(s

Derivando essa espressdo obteremos
<d2r()¢> 9 (singls)
—(8),1) =——=(8)singp(s
ds? ds ¢
Denotando t,n para indicar a tangente e a normal respectivamente, pelas férmulas de Frenet,

x deve satisfazer
t'(s) = k(s)n(s) 1.4

Ou seja,

o d d
x(s)(n(s),1) = —d—(f(S) sing(s) = x(s) = d_(f(s)

Ou seja, a proposicdo anterior nos diz que uma curva 4 simples e fechada é convexa se, e
somente se, sua curvatura nao troca de sinal. Para que seja estritamente convexa, a funcao ¢
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deve ser estritamente monétona. E suficiente (embora nio seja necessario) que a curvatura
seja distinta de zero em todos os pontos (por continuidade garantimos que k assume apenas
um sinal nessa situacdo). Vamos usar esse fato para verificarmos que a elipse é uma curva
estritamente convexa.

Proposicao 9. A elipse é estritamente convexa.
Demonstracdo: A elipse com a parametrizacao nao estd parametrizada por comprimento

de arco s, mas é regular. Dai devemos primeiro reparametrizd-la com este parametro. Lem-
brando que

0 fH dr(t)Hdt 1.5
S = —_— .
dt
seguem as relacdes:
ds 'dr ’dr d?s <d2r dr>
as _|ar ar (2= 1.6
dt dt dt| dt? dr?’ dt

Por outro lado, r(s(#)) = r(f) (r é aparametrizagdo por comprimento do arco), obtemos também
as equacoes

dr drds
dt  dsdt
d’r _d*r (ds\* drd’s
W‘E(E) Tasae

Comparando isto as equagdes|[L.6ladvém

d’r <d2r dr
& gz \aE'ai/ ar

_ _ aX 1.7
ds? ‘drz ‘dr“ dt
dt dt
Pela parametrizagéo|[1.2]
dr inti+ bcostj
— =—asinti+ bcos
dr J
r acosti-bsintj
— = i—bsi
dr? )
d’r ~ dax s )
Como x = ﬁ,n(s) , (daequacgao|l.4), e R n(t) = —bcos ti— asintj concluimos
s
(—acosti— bsinti,—bcosti— asin tf)
x(t) = 3
dr
7 1.8
ab
x(t) =

(a?sin? t + b? cos? 1)3/2)

Logo, x(t) > 0 para todo t. Assim, a elipse é estritamente convexa. Com isso para cada direcao e
sentido, existe uma tnica reta tangente a elipse. Em outros termos, a aplica¢do s — n(s) é uma
bijecdo de S! em S'. |
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Se uma curva y esté descrita pela equacao p = p(f) em coordenadas polares, em coordenadas
cartesianas temos a parametrizagao x(0) = (p(0) cos8, p(6) sinf). Assim, das equagoes[L.4e[l.7}
podemos calcular sua curvatura:

_p©0)*+20"0)* - p©)p" )

O @ @

1.9

Consideremos agora a funcéo f : R> — R definida por f(X) = XF; + XF,. A elipse pode ser vista
como a curva de nivel f ~1(2a). Observamos que

X-F, X-F
+

VI = XF; XF,

1.10
Ja que o gradiente é perpendicular as curvas de nivel, a direcao normal a elipse é a soma de dois
vetores unitdrios. Essa equacdo revela uma importante propriedade geométrica da elipse &.
Dado um ponto P € &, areta normal neste ponto é a bissetriz dos segmentos P_Fl e P_Fz Ou seja,
uma particula que passa sobre um dos focos e se choca com a elipse, é refletida na direcao do
outro foco. Esse fato possui consequéncias notaveis no estudo da dindmica do bilhar eliptico.

Proposicao 10. Seja & uma elipse e P € &. A tangente no ponto P forma angulos iguais com os
raios focais.

Demonstracdo: Essa proposi¢do também pode ser obtida simplesmente derivando a equacao
da elipse, da definicdo(l] De fato, sendo r uma parametriza¢do para algum ¢, temos P = r(#).
Logo, de ||r (#) = F1 || + lx (t) — F2]l =2a vem

(r' (1),r(t)-Fp) s (Y (1),r (1) - F) 0
lx(2) —F4 [F2 —x (D)l

Dai obtemos a igualdade
(r'(,r(0)-F1) (r(@),Fa—r(1))
e (2) —Fyll IF2 —x (D)

que é exatamente o0 que queriamos provar.

Figura 3: Prova da proposi(;éo

Daremos ainda uma prova geométrica para essa proposicdo. Seja ¢ uma das bissetrizes dos
raios focais (a que ndo atravessa F;F,). Prolongando o segmento F;P, consideremos o ponto
G de forma que PG = PF,, como na ﬁgura@ Notamos entdo que, com excecao de P, todos os
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pontos Q de t satisfazem F1Q+QG > F,P+PG, pela desigualdade triangular. Como t é bissetriz,
segue que
FlQ + QFg >F,P+PF,=2a

assim, t N & = {P}, e portanto, ¢ € a reta tangente. [ ]

1.2 Construcao com Barbante

Apresentamos nessa secdo uma construcdo que de certa forma generaliza as elipses, e ainda
possui propriedades préximas as da proposicao Seja uma curva 9 convexa, com 9 = 0Q.
Dado um ponto X € R? \ Q, consideremos as duas tangentes a 9 passando por X. Tais retas
definem dois cones com vértice em X. Qualquer reta contida no interior de um desses cones
intersecta J em exatamente dois pontos. O mais préximo deles denominamos ponto adja-
cente; e o mais distante, ponto oposto. O conjunto de todos pontos opostos é o arco oposto de
9 em relacdo a X. Similarmente temos o arco adjacente. Os pontos de Q2 que nao estido nos
arcos adjacente e oposto sdo pontos de tangencia. Como existem duas tangentes passando por
X os pontos de tangencia se dividem em dois conjuntos, cada um sendo um segmento ou um
Unico ponto. Denotamos por # (X) e % (X) o comprimento (possivelmente zero) de cada um
desses segmentos e por d; (X), dz (X) sua distancia a X. .Z(X) é o comprimento do arco oposto a
X.

Definicdo 8. Seja £ um ntimero maior que o comprimento de 9. O conjunto dos pontos X tais
que HX)+ LX)+ d1 X) + do X) + £ (X) = £ é o trago Y de uma curva denominada constru¢iao
com barbante de 9 com parametro ¢.

Acurva y obtida é 4! mesmo que 9 seja apenas continua.
Daremos um esboc¢o da demonstragao desse fato ao final
da secdo. No momento nos ateremos a 9 de classe ¢! e
estritamente convexa.

Neste caso, denotamos por Ty, T, os pontos de tangéncia
e fixamos P € R>\Q e Q no arco oposto a P. Assim Q divide
o0 arco oposto em dois arcos de comprimentos .Z] e .%>.
Observamos que se X estd proximo de P, entdo Q também
estd no arco oposto a X. Com isso, numa vizinhanca de P
estao definidas as funcées fi, f> por fiX) = d1 X) + 41 X)
e LX) = d2X) + % (X) (figura[d).

Logo, iX)+ fo(X) = d1 X) + d2 X) + £ (X). J4 que estamos

considerando que 9 tem ao menos classe ¢!, os pon-

tos de tangéncia variam de forma &' com X, e disto se-

gue que fi, f> sd0 ¢! numa vizinhanca de P. Portanto,

Figura 4: A funcdo fi = di +.4. @ string construction y € localmente a curva de nivel

(fi+ fz)‘1 (¢). Pelo teorema da funcdo implicita, tal curva

serd € caso seu gradiente seja ndo nulo. De fato, V f (P)

é o vetor unitario na direcao da reta tangente a 9. Fisica-

mente esse fato pode ser interpretado da seguinte forma: um eldstico preso em Q e com a outra
ponta livre se contrai nessa direcdo. Mais formalmente temos:




1. Elipses e Constru¢ao com Barbante 21

Proposicao 11. O gradiente de fj no ponto P € o vetor unitario com direcdo da reta tangente a
9 e com sentido de 9 para P.

Demonstracido: Seja r(s) a parametrizacdo por comprimento de arco de 9, com r(0) = Q. As-
sim, cada ponto X da curva de nivel fl_1 (c) pode ser escrito como X(s) = r(s) + (¢ — s)r'(s), onde
r(s) é o ponto de tangéncia. Logo, X'(s) = r/(s) + cr’(s) —1'(s) — st”'(s) = (c — $)r"'(s). Como ¥/ (s)
e r’’(s) sdo perpendiculares, segue que r'(s) e X'(s) sdo perpendiculares. Dai conclui-se que o
gradiente de [ estd na direcao de r/(s). Além disso, nessa direcao a funcdo fi coincide (a me-
nos de uma constante) com a funcdo distancia ao ponto de tangéncia, donde segue que V f; é
unitario. Essa demonstracio vale para o caso em que r é 2. Com mais trabalho usando ideias
similares a da prova do teorema@]pode-se mostrar também no caso €. ]

Gostariamos de ressaltar a semelhanca de V(f] + f») com a expressao A semelhanca tam-
bém traz propriedades de reflexao similares as da elipse para a constru¢dao com barbante:

Teorema 1. Seja O curva ¢! estritamente convexa e y construgdo com barbante. Se uma par-
ticula atinge y apds tangenciar 9, entdo sua reflexdo ocorre na direcdo da outra tangente a 9.

Demonstracdo: Seja X € y. Observamos que numa vizinhanca desse ponto, y é curva de nivel
da funcao fi + f>. Assim, o vetor normal em X é paralelo a V f; (X) + V f,(X). Como esses vetores
sdo unitarios, concluimos que a reta tangente a y em X forma angulos iguais com os segmentos
XT; e XT,. Logo, pela lei da reflexdo, uma particula que atinge X vindo de uma das direcoes das
tangentes, é refletida na direcado da outra. |

Na outra direcdo temos

Proposicao 12. Se y,9 sdo curvas &' estritamente convexas, com 9 contida no interior da
componente conexa limitada de R? \ y, e satisfazendo a propriedade de reflexdo do teorema
(i.e., qualquer raio tangente a 9 é refletido em y em outro raio tangente), entdo y é uma
construcao com barbante de 9.

Demonstracdo: De fato, dada uma parametrizacdo (por comprimento de arco) x de y, a cada
ponto x(s) € y existem duas direcdes v; e v, das tangentes a . Obtemos assim duas parametri-
zacoes (figura[5) de 9.

r1(s) =x(s) + d1()v1(9)

r2(s) =X(8) + da(S)va(s)

Digamos que v;(s) faz um angulo menor que /2 com X'(s). A orientagdo de y induz uma
orientacdo em 9 e assim, v, (s) estd 'antes’ de v; (s). Denotando por .Z (P, Q) o comprimento do
arco entre os pontos P,Q € 9 (no sentido positivo) queremos mostrar que

di(8) +ds(s) + ZL(x1(8),12(5)) 1.11
é constante para todo s. Para isso, tomaremos dois pontos sy, s € verificaremos que a expressao
acima assume o mesmo valor para ambos. Com isso em mente, temos

Z(rl(sl),rl(&)):f Ir}()lds

S1

= di(5)— du (s1) + f (), v1())ds

S1
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Figura 5: Duas parametrizagoes de 9

De fato, r (s) é tangente a 9. Dai, é paralelo a v, (s) e portanto [} (s)|| = (r}(s),v1(s)). Similar-
mente (mas dessa vez ||r’2(s) | = X' (s),—Vv2(s))), temos também

Z(ra2(81),12(82)) = da(s1) — da(s2) —f (X'(s),v2(s))ds

S1

Por outro lado, pela lei da reflexdo, (x'(s),vy(s)) = —(x'(s), v2(s)). Assim, subtraindo as equagoes
acima obtemos

Z(r1(81),11(82)) = L (r2(52),x2(51)) = d1(52) — d1(81) + d2(s2) — da(s1) 1.12

Figura 6: y é string construction de 9

Para terminar, basta notarmos que (veja figural6)
L (r1(51),11(52)) = L (12(51),12(52)) = L (11 (51),12(51)) — L (11 (52),T2(52))
Substituindo isso em[1.12]
dy (s1) + dz(s1) + L (r1(s51),12(81) = d1(52) + da (52) + L (11 (52),12(52))
como queriamos ]

Definicdo 9. A constante (ou o ¢ da defini¢do[8) é chamada de parametro de Lazutkin.
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Passamos agora ao caso onde 9 é um poligono e ndo mais uma curva 4! completamente. No-
tamos que os casos em que 9 é apenas um ponto ou um segmento ja sdo conhecidos da secdo
anterior. No primeiro a constru¢do com barbante é uma circunferéncia e no segundo teremos
uma elipse pela defini¢do

Vamos assumir que 9 é um poligono. Nessa situ-
acdo, o traco de 9 é formado por arcos de elipses
(na figura[7]se X estd na regido hachurada temos
um arco de elipse com os focos indicados). Com
efeito, dado um ponto X, existem duas tangen-
tes r e T a ¥ passando por tal ponto. Sendo 9
um poligono, temos duas situacdes: ou r,7 ndo
tangenciam um lado inteiro do poligono, ou al-
guma das retas contém um dos lados. Na se-
gunda situacdo, X e dois vértices consecutivos
do poligono sdo colineares. Dai, X deve estar
sobre alguma das retas suporte dos lados de 9.
Observamos que a unido de tais retas é um con- 1

junto R fechado com interior vazio. Além disso,

seu complementar (desconsiderando a regiao Figura 7:

correspo‘ndente ao poligono) consiste num nu- Construcdo com barbante de um poligono
mero finito de componentes conexas. Conclui- N .

mos que ao realizarmos a construcdo com bar-
bante a curva y resultante serd constituida de
partes contidas em algumas das componentes,
passando eventualmente por R (claramente ne-
nhum pedaco das retas de R estd em y). Dentro
de cada uma dessas componentes as retas tan-
gentes passam sempre pelos mesmos vértices.
Logo, y serad formado por pedacos de elipses.

Para verificarmos a diferenciabilidade, basta
analisarmos o que ocorre quando y encontra R
(figura[8). Digamos que X € y é um desses pon-
tos e que a reta r contém um dos lados do tri-
angulo. Tomamos uma vizinhanca de X e obser-
vamos que r a divide em duas partes U; e U>.
Restrita a cada um desses conjuntos y é um arco
contido nas elipses &1 e &>. Os focos de &) e &> estdo contidos nas retas r e 7 pois tais retas sao
raios focais de ambas as elipses. Assim, pela proposi¢ao[10} no ponto X a reta normal & ambas
as elipses é a mesma. Logo, y é ¢! em X.

Figura 8: ¥ n R numa vizinhanca de x

Embora em geral a construcdo com barbante seja apenas ¢!, se o poligono é regular e para
um parametro ¢ especifico podemos conseguir curvas de classe ¢’>. Suponhamos que temos
um poligono regular de n = 5 lados. Num sistema de coordenadas {i, j} apropriado, seus focos
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Fl,Fg,...,Fn sdo

F; =i
Fiv1 =T (Fy)
2n s 27
cos<L —sin<L] | - 27 . .
ondeT=| . 22 | é arotacdo de — no sentido positivo.
sin€t  cos< n

n

Para obtermos curvas 4> basta mostrarmos que a curvatura é continua em y N R. Observamos
na figura[9] trechos de duas construgdes com barbante de 9 para valores ¢; < ¢, do parame-
tro. As curvas yy, e Yy, obtidas sdo formadas por pedacos de elipses cujos focos dependem
da componente de R? \ R em que se encontram, como indicado na imagem. H4 em destaque
alguns pontos de y¢, N R e y¢, N R, marcando os pontos de colagem dos arcos de elipse. Os
pontos Ay sdo obtidas pela intersec¢do dos prolongamentos dos lados Fy_;Fj e Fi,1Fi.1 de 9.
O parametro ¢, foi escolhido de forma que A € y,,.

T

’ focos em
// Y \\\ Fk € Fk+2 /’/ ! \\

A/‘//Fk e Fk+1 \\

focos em
FiieFiq

Figura 9: Partes de uma string construction de um poligono com valores distintos de ¢

Pela simetria de rotacao (ye, € invariante por T), se y,, contém um dos pontos Ay,..., Ay,
entdo possui também todos os demais. Além disso, temos simetria de reflexdo. Quer dizer,
Ye¢, € invariante por reflexdo na reta mediatriz de Fy e Fy,», por exemplo. Digamos entdo
que escolhemos uma parametrizacdo r(s) para y,_, orientada positivamente e de forma que
r(sy) = Ar. Queremos mostrar que a curvatura x(s) é continua em si. Para isso, basta notar
que x(s;) = k(s ;) pela simetria de rotagdo. Similarmente, K(SZ) =« (s}, ,). Pela simetria de

k+1
reflexdo, temos x (s, ;) = K(S;C'). Com isso, K(s;) =k (s;) para qualquer k. Logo, vy, € €2

Calcularemos o parametro explicitamente nesse caso. Primeiro notamos que o centro do poli-
gono é a origem O e ||[Fr|l = 1. Como Fy,; = T (Fr) em que T é rotacdo, segue que

2n 21
(Fi,Fiey1) = (Fr, T (Fg)) = cos — [|Fil|* = cos —
Pela lei dos cossenos a medida do lado do poligono é

2 3 2_ o 27 L. T
L =||Fgy1 —Fill=2—-2cos— — L=2sin— 1.13
n n



1. Elipses e Constru¢ao com Barbante 25

Sendo x = [|Ag — F¢ll, no tridngulo de vértices Ay, Fi, Fi.1, pela lei dos senos temos

X L L
sin%”:sin(n—%”) :m
Assim, o parametro ¢ serd
€:2x+(n—1)L:L(n—1+secz7n) 1.14

Para concluir, observamos que a curva obtida ndo é €. De fato, os pontos A’s s3o pontos de
maximo da curvatura da string construction. Entretanto tais pontos ndo sdo pontos de maximo
nas elipses coladas (quer dizer, x’(s;) # 0). Logo, y ndo é 6.

Embora nos restringimos a conjuntos convexos, a construcao com barbante também pode ser
feita em situacdes mais gerais, como em curvas ndo convexas [12]. Finalizamos essa se¢cdo com
um esbo¢o da demonstracao da suavidade da construcao com barbante.

Teorema 2. Seja Q um conjunto convexo aberto limitado por 6Q2 = 9. Entdo a construgdo com
barbante de 9 é uma curva y de classe €.

Demonstracao:

Fixado um ponto X em R*\Q, podemos definir as
funcgdes fi, f» como descrito no inicio da secao.
Seja f uma delas e T o ponto de tangencia (se
ndo for tnico, consideremos T o mais préximo
de X). Vamos provar que o gradiente de f é o ve-
tor unitario no sentido de X —T. De fato, fixado
um vetor unitario h temos V f(X) -h = cos6 con-
forme a figura Dessa figura notamos tam-
bém que

fX+th - fX)=d—m

fX+th)— fX)=D-m-n

Para provar o afirmado basta mostrar que

Figura 10: Prova do Teporema .
limd - m—Ttcos0 thln(l)D— m-n—-tcosd =0

t—0

Observamos que § — 0 quando ¢ — 0 e isso implica que o mesmo ocorre para @. Além disso,
da lei dos cossenos temos:

D?=(m+n)?+ t*-2t(m+ n)cos6

Isso prova o segundo limite. Para o primeiro, da lei dos senos obtemos

tsinf tsina
==, € m=_—"—"
sin(@ + a) sin(@ + a)

Com isso prova-se o primeiro limite e terminamos o esboco da demonstracao. |
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1.3 Construcao Hexagonal

Vamos lidar agora com o caso em que a contrucdo com barbante provém de um hexdgono
regular (que chamaremos de curva hexagonal). Na equacdo [1.13} temos n = 6 e portanto o
lado desse hexdgono é L = 1. Da equacao temos ¢ =7.

Nosso objetivo agora é obter uma parametrizacdo de y. Para isso, dividimos seu traco nos 6
arcos de elipse v1,...,Ys que o compdem. Cada um desses arcos de elipse y, possui um centro
0;. e uma base {i, ji}, conforme fizemos na parametrizacio de elipses da segunda secio deste
capitulo. Usando a equacdo|1.2]temos uma parametrizacao para cada um desses arcos

ri(f) = O + acos tiy + bsin tfk
Como y é um arco e néo a elipse completa, devemos ter #; < t < t, para algum 1, .
Os focos de yi sao Fi e Fr,2. Usamos a convencdo F; = Fj se i = j mod 6. Notamos que
2¢ = |Fry2 — Fill = Lv3 = V3 e que 2a = 3L = 3. Dai, 2b = v/6. Para calcularmos ¢;, basta
observar
(ri(t1) — Op,ix) = cig
Logo
V3
acos i = ¢ = f; = arccos 3 ~ 54,74° 1.15
Para f, basta usarmos a mesma relagdo (lembrando que o produto interno nesse caso sera

—cik). Ou entdo por simetria 7 — f; = b.

Usando a inclinacdo da tangente como paradmetro (equacao(1.3) temos
a? N R
r(p) =0+ —~ cos@iy+ ?sin(pjk, P1<P=<P,
Como btang = atant, segue que @1 = 60° e @2 = 120°, como esperado. Para obtermos uma

parametrizacdo global de y vamos usar o pardmetro inclinacao da tangente. Dessa forma, basta
transladar o parametro ¢ de cada uma das seis parametrizagdes.

r( _,_Z) sez< <z
He*s) 6773
r( +—) sez< <5—7I
2\ 9T 5 ) 2=
. +5n) se5”< <7n
\PT % ) 6 7 %
r(g) =+ . +7n) Se7n< <3n
NPT ) 6 7 7
+3n) 37‘[< <lln
r —, se — < —
5| P > 2 @ 6
+11n) 11n< 137w
I —, sSe—=<@p=<—
6|® 6 6 @ 6

comn/6=<¢=<13n/6.

Para uso posterior, calcularemos a curvatura em cada um dos pontos de colagem Ay e no ponto
médio de cada arco y. Usando a parametrizagao e a formula queremos calcular a
curvatura para t = /2 e para t = t; conforme Entdo:
Ty b 2V6
()54

— 1.16
a? 9
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e no ponto de colagem:

ab 3v3

(@%sin®t; + b2cos2 ;)32 8

K(f1) = 1.17
Temos agora o resultado andlogo a proposicao [10| para o bilhar hexagonal eliptico, cuja de-
monstra¢do decorre diretamente desta. Digamos que 9 é o hexdgono e y a curva hexagonal.
Entao:

Proposicdo 13. Se uma particula atinge y apés tangenciar 9, entdo € refletida na direcdo da
outra tangente a 9

Dada uma curva 9, temos uma familia de curvas y, obtidas através da string construction.
Sobre isso, hd um resultado interessante de Gutkin e Knill. Fixado um ¢, podemos criar uma
funcdo f,: S! — S! da seguinte forma. A cada s € S! corresponde um ponto r(s) € y,. E por esse
ponto passam duas tangentes a 9, uma apds escolha de orientacao. Essa tangente intersecta y,
em dois pontos distintos, digamos r(3) e r(s). Assim, definimos f,(s) = §. Dessa forma, f; serd
um homeomorfismo e possui nimero de rotacdo p(¢). Em [7] é demonstrado que ¢ — p(¢) é
uma escada do diabo quando 9 é um tridngulo.

Sabemos também que se 9 é um segmento, obtemos uma elipse. Assim, variando ¢ temos uma
familia y, de elipses confocais. E se realizarmos a construcdo com barbante em uma dessas
elipses, geraremos uma nova elipse com mesmos focos (resultado conhecido como teorema
de Graves). Ou seja, obtemos uma elipse da familia y,. A pergunta que fazemos agora é dual:
queremos descobrir quais curvas 9 tem como contrucao com barbante a curva hexagonal. Ao
contrario do que ocorre com elipses no teorema de Graves, a construcao com barbante de
uma curva hexagonal ndo é outra curva hexagonal. Ndao temos a resposta dessa pergunta, mas
uma solucao possivelmente traria novas ideias no estudo de cdusticas, que abordaremos nos
capitulos posteriores.
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Capitulo 2

Bilhares

2.1 Aplicacdo do Bilhar

Um bilhar consiste numa regido (mesa) e uma particula (bola) que move-se livremente nessa
regido. A bola move-se com velocidade constante sobre a mesa até que colida com a fronteira
da regido. As colisdes sdo eldsticas, e vale a lei da reflexdo. A bola continua com a nova veloci-
dade até que atinja novamente o bordo.

Uma mesa de bilhar serd um aberto convexo Q c R? cuja fronteira é suave (ou seja, uma mesa
sem ’cacapas’). Em geral ndo faremos distin¢ao entre o traco 0Q) e sua parametrizacdo. O
movimento da particula pode entio ser descrito por um fluxo no fibrado tangente de Q. Como
a velocidade é constante, o fluxo pode ser descrito em Q x S'.

Neste momento, ao invés de estudarmos o fluxo (maiores detalhes em [4]) passaremos a sua
aplicacdo de primeiro retorno. Consideremos entéo que r : [0,1) — R? é uma parametrizacdo
(regular) de Q2. Podemos associar a cada colisdo da bola um par (s,0), onde s € [0, /) é tal que
r(s) é o ponto da colisdo e 6 € [0, 7] é o angulo entre a velocidade de saida e a tangente a curva
neste ponto. O Espaco de Fase do bilhar é o anel X = [0, 1) x [0, 7].

Figura 11: O problema da bola de bilhar

Definicdo 10. A Aplicacdo de Bilhar é ®: X — X que associa a cada (s,6) o par (§,0) correspon-
dente a colisdo seguinte. Se x = (sg,8) € X, a 6rbita de x é o conjunto '(x) = {(sn, 0,)=0"(x);ne Z}.
A trajetéria de x é o conjunto .7 (x) dos segmentos (ou das retas) ligando ®"(x) e "1 (x).
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Também podemos pensar no espaco de fase como sendo o conjunto das retas orientadas do
plano que cortam Q. Assim, durante esse texto um ponto x € X serd interpretado ora como o
par (s,0) ora como uma reta orientada. Nesse segundo ponto de vista, uma 6rbita seria similar
ao que chamamos anteriomente de trajetéria. Ambos os termos de fato se referem a essenci-
almente o0 mesmo objeto, embora um deles enfatize mais o viés geométrico. Provaremos no
teorema [3|que ® é um difeomorfismo em [0, 1) x (0, 7). Definimos ® em [0, /) x {0, 7} de forma
que seja a identidade nesse conjunto. A aplicacdo do Bilhar serd continua dessa forma.

Observamos que 0Q pode ter parametrizagdes ri,r, distintas. Entretanto, como sao regula-
res, as aplicacdes de bilhar @, ®, geradas sao essencialmente as mesmas (do nosso ponto de
vista). Mais precisamente, sejam r; : [a1,b;] — 0Q e ry: [ap, by] — 002, com reparametrizacdo
h:lay, b1] — lap, by]. Isto é, rp 0 h =r;. Assim, as aplica¢cdes do bilhar se relacionam por

(W1, ig) o @0 (h,ig) = @, 2.1

onde i, representa a aplicacdo identidade. Similarmente, se temos um difeomorfismo (ou ao
menos um homeomorfismo) w: [0, 1] — [a, b], podemos trocar o pardmetro 8 por w(0) na apli-
cacdo do bilhar, e estas se relacionardo por

(ig,0 ) o®o (ig,w) =D

onde @ representa a aplicacio do bilhar com parametro w(6). E comum usarmos por exemplo
w = COs.

A aplicacdo do bilhar entao esta definida em X = [0, /) x [0, 7] e como dito no paragrafo anterior,
eventualmente trocamos [0, 7] por outro intervalo utilizando um difeomorfismo w. As vezes
também é conveniente também utilizarmos coordenadas globais ao invés de coordenadas em
S!. Para isso, notamos que

m:Rx[0,7] — [0,]) x [0, 7]

é recobrimento universal. Assim, podemos considerar o levantamento ® de ®. Recordamos
que ® satisfaz
mod=0orm

A fim de fixar um tnico levantamento, costuma-se exigir também que ®(0,0) € [0,]) x [0, 7].
Observamos que em geral, ndo faremos distin¢do entre ® e ®.

2.2 Aplicacao do Bilhar no Circulo

Se a curva 0Q é uma circunferéncia de raio R uma para-
metrizacao € r(s) = R(coss,sins) com s € [0,27). Entdo a
aplicacdo do bilhar serd dada por ®(s,0) = (s +26,0). De
fato, seja P € 02 é um ponto do circulo com coordenada s,
a partir de onde a bola é lancada com angulo 6 com a tan-
gente. Esta atinge o ponto Q de coordenada § formando
um angulo de medida 0 (figura . Queremos primeiro
calcular § em func¢do de s e §. Notamos que

(Q-P,r(s)) e
IQ P Ir'(s)]

o0s6

Figura 12: Bilhar no circulo
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ou equivalentemente
(r(®-r(s),r's)
Ir(® =) )
Como r(s) = R(cos s,sin s) segue que

o0s6 2.2

sin(§— ) S—5s
=cosf = cos — =cos@

V2—-2cos(§—5)

Disso segue que § = s+ 26. De célculos similares encontramos 0’ = 6. Como afirmamos, temos
portanto ®(s,0) = (s +260,0). Usando a reparametrizacao h : [0,27] — [0,27R], h(s) = Rs de
acordo com a equacdo[2.1Jobtemos a aplicagdo

D(s,0) =(s+2R0,0) 2.3
com parametrizacao x(s) = R(cos(s/R),sin(s/R)), onde s € R/27 R é o comprimento do arco.

Considerando essa segunda aplicacao, seja xo = (sp,0¢) € X. Todo os pontos de & (xy) estdo
contidos na reta horizontal 8 = 6. Observamos que se xp € ponto periddico, i.e, existe n tal que
®"(x) = x, entdo O(x) é finito. Neste caso, temos sy + 2nR6O = sy mod 27 R, e portanto 6 = ax
com a € Q. Por outro lado, se a ¢ Q, notamos que & (x) € invariante por translacoes (2Rn#8,0).
Como {na mod 1;n € Z} é denso em [0, 1] segue que &' (xp) é denso na reta 8 = 6.

Cada x € X corresponde a uma reta orientada na mesa do bilhar e existe uma tinica circunfe-
réncia com centro na origem tangente a tal reta. Como .7 (x) é invariante por rotacoes, ja que
O(x) esta contido em uma reta, cada um dos segmentos de .7 (x) é tangente a esta circunfe-
réncia. Fisicamente, isso pode ser visto da seguinte forma: a particula tem o momento angular
preservado a cada colisdo com o bordo.

2.3 Funcao Geratriz e a Derivada da Aplicacao do Bilhar

A partir dessa secdo, s denotard o parametro comprimento de arco para a parametrizacdo r
do bordo do bilhar. Dados s, § seja H(s, ) = [[r(3) —r(s)||, chamada de funcédo geratriz (alguns
autores usam a funcdo —H). Na secdo anterior, a equacao utilizada para calcularmos a
aplicacao do bilhar para circulos, vale para qualquer curva r e pode ser escrita como

0H(s,
ﬂ = —cosf 2.4
0s
Da simetria H(s, §) = H(S, s) vem que
0H(s, 0H(S, - -
(5,9 _ (5,9) = —cos(m—0) =cosO 2.5

05 05
Essas equacoes permitem estabelecer um critério para decidir quando trés pontos pertencem
a uma 6rbita. Suponha por exemplo que (s2,05) = ®(s1,01) e (s3,03) = P?(s1,01). Assim

0H(s1, $2) N 0H(sz, $3)

03 0s
De maneira geral, se si,..., s, formam uma 6rbita de periodo n (mais precisamente, existem
01,...,0, tais que oF1(5,0)) = (sr,0x) para k =1,...,n e ®"(s1,01) = (s1,01)) entdo (sy,...,S,) é
ponto critico de

=cosf, —cosf, =0

n
F(x1,...,xp) = H(xp, Xg41) 2.6
k=1
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com S,+1 = §1. De fato

OH(sn,s1)  O0H(s1,%)  0H(sp-1,8n)  0H(sp,$1)

VF(S],...,Sn) = 68’ 65 P as, as

das equacoes[2.4]e[2.5] teremos

VF(sy,..., $p) = (cosfy —cosBy,---,cosb,, —cosB,) =(0,---,0)

Observando as equacoes [2.4] e vamos usar a mudanca de coordenadas r = —cosf. Dai
temos ®(s, 1) = (5,7) = (F(s,1), (s, 1)). Reescrevendo as equacoes, temos
oA oA
—_— e _— =
0s 0s
Proposicao 14. Nesse sistema de coordenadas, ® preserva area e orientacao.

-r 2.7

Demonstracdo: Para mostrar que det® = 1, o truque é definir H(s,r) = H(s, ¥ (s, 1)) e calcular
0°H
0sor

de duas maneiras distintas:
0H O0H s 0H 0 0
—_— = —t——— =1 - -
0s 0s 05 Os 0s
0*H OR 0 0>
1 R

oros - or O0s oros

Por outro lado
0H 0H 0% _ 227
or 05 or or
0H 0% 05 %azy

0sor 0s Or 0sor

Logo, obtemos

0.s 0
OR 05  OR 0S 0s or 1
or ds  ds Or Y, O B
as  or
Uma outra prova desse resultado pode ser encontrada em [19]. Basta notar que
dH = aij[ds+ a—{IdS' = —cosBds+cosOds
0s 05

Como d?H = 0 obtemos
0=-sinfdO Ads+sinfdO A ds= —sinOds A dO = —sin0d5 A db
Ouseja, dsAdr = d§ A dF como queriamos. |

Teorema 3. Se r é uma aplicacdo €%, k = 2, entdo a aplicacdo do bilhar tem classe %!

Demonstracdo: Consideremos a funcao

s 0H 0H _
F((s,1), &) =—=—38)-r—(8+T
0s 0§
para —1 < r < 1. Pelo Teorema da Func¢ao Implicita existe G tal que F((s, 1), G(s, 1)) = 0. Por[2.7}
G é precisamente ®. Como o bordo tem classe ¢* H também, e logo @ é k-1,
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Para concluir basta apenas mostrar que 0, F é inverti-
~ vel, para satisfazer as hip6teses do Teorema da Funcao
Implicita. Temos entao:

OZH( 5 0

-— S S

0350s oF

detagF = = —
62H 0s
Fr (s,8) 1

Geometricamente, fixado §, ao aumentarmos s, 6 des-
cresce e vale que % <0 (figura . Concluimos assim
a prova do teorema [ ]

Figura 13: Prova do teorema
Agora que ja sabemos que ® é derivavel, vamos calcular explicitamente sua derivada. Escre-
vendo ® em coordenadas (s,0), ®(s,0) = (F(s,0),0(s,0)). Notamos que o vetor velocidade v
forma um angulo 8 com a tangente em r(s). Por outro lado, v é paralelo a r(3) — r(s). Temos,
sendo n o vetor normal

r(8) —r(s)
lx(8) —x(s)l

=cosOr'(s) +sinfn(s)
Considerando as funcoes O(s, 5) = 0 e (s, §) = 6 temos ainda
(5 —r(s) = H(s, 9 [cosO(s, ) r'(s) + sinO(s, 5 n(s)] 2.8
Tomando a derivada em relacdo a s
0H
—r'(s) = = (cos®r/(s) +sinOn(s)) +
s
. 00 , 00 ) ,
+H|- sm@a r (s) +cosOx(s)n(s) +cos GEn(s) —sinOx(s)r (s)
Tomando o produto interno com n(s) obtemos
0H 00
—sin® + Hx(s)cos® + Hcos®— =0
0s 0s
Usando a relacao [2.4temos
00 sin®
ds H
Derivando agora a equagdo em relacdo a § teremos

—xk(S)

... OH , )
r'(s) = Tl (cos®F/(s) +sinOn(s)) +

.00 , 00
+ H[-sin®—r (s) + cos®—n(s)
0s 0s

Por outro lado, como r(3) = cos (0 + é) r'(s)+sin (0 + é) n(s), comparando com a equacdo acima
advém

0H | 00 . = =
Fsm®+Hcos®F:smG)cos®+smG)cos®
S S

€ portanto
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Como O(s,3) =1 —0(5, 5) segue que

00

(5,9 6@)(~ ) sin®
—(5,8)=——=(8)=-
0s 0§

@(53)——6—@(53)——@“@)
s ' as T H

Por fim temos
00 0%

_ FR
O LM=0=1955 50 F _,

3 '35 s
e também L
98 00 0¥ 00
O (s, #(5,0) =0(s,0) = ds 05 0s Os

00 0 00
ds 00 00
Com essas equacdes finalmente obtemos a matriz da derivada da aplicacdo do bilhar
0¥ 0 Hx(s) —sin6 H
0s 90 sinf sinf
d® g = = 2.9
oo 00 (3) Hx(s) —sin® x(s) Hx(5) _1
s 00 sinf sinf

2.4 Aplicacoes Twist

Tendo ja calculado a derivada da aplicacdo do bilhar, vamos observar o seguinte: fixado uma
posi¢do no bordo do bilhar, e aumentando 6 a partir de 0, atingimos um ponto cada vez mais

0
distante. Mais precisamente, a funcdo 8 — ¥(s,0) é crescente, para s fixo. De fato, 50 -

H
—— >0paraf € (0, 7). Essa é uma condicdo geométrica importante que serd usada posterior-

sinf
mente.

Definicdo 11. Seja .7 um homeomorfismo de X = S!x[0,1] em X. Diremos que 7 é um twist
se algum de seus levantamentos satisfizer as condicoes:

@ (x+1,y)=00,0+7x,y)
(b) % preserva S! x {0}, S! x {1} e preserva orientacio

(¢) Sendo 77 (x,y) = (x(x,¥),y(x,y)) entdo y — X(x, y) € mondtona.

O twist é dito positivo ou negativo conforme y — X(x, y) é crescente ou decrescente. Se .7
é twist positivo entdo .77 ~! é negativo, e vice-versa. Por isso suporemos que todos os twists
sdo positivos. Para bilhares, essa condi¢cao quer dizer que a imagem da reta vertical {(x, y); x =
constante} pela aplicagdo . € uma curva inclinada para a direita (figura[14).

g 0 5 - - , .
Observamos que ja que 20 > 0, podemos escrever 8 em funcdo de §. Quer dizer, a imagem

de {(x, y); x = constante} € um grafico. Quando esse gréfico é lipschitziano, dizemos que é um
twist uniforme.
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Figura 14: Bilhar: uma aplicacao twist

Proposicdo 15. A aplicacdo do bilhar é um twist. Se dQ é ¢ com curvatura x > 0 o twist é
uniforme.

. . o . - .
Demonstracdo: Como observamos anteriormente, —- > 0 implica a condi¢do de twist. Para

oS 00
a uniformidade, precisamos que a razdo entre 30 e 30 seja limitada. De resta apenas

verificar o que ocorre quando 6 — 0.

Suponha entdo que a curvatura em s é nao nula. Nesse caso, numa vizinhanga de s esta é
limitada e podemos escrever 0 < m < k < M. Para 6 pequeno, temos (figura|15)

2M'sinf< H<2m™'0

Figura 15: O bilhar é twist uniforme
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Dai, concluimos

2M~l'sinf H 2m7!sin® 4 . 0 ,
= < ~ < — = 2M " <lim— <2m
sinf sin sinf 0—0 00

Tomando vizinhancas cada vez menores, m, M — x(s)~L. Logo

. ay _1
lim — =2x(s)

6—0 00
Similarmente, obtemos
li 90 1
im— =
6—0 00
Com isso concluimos que ® é um twist uniforme. ]

2.5 Bilhar na Elipse

2.5.1 Trajetérias focais

A aplicacdo do bilhar em uma elipse & tem duas 6rbitas periédicas de periodo dois. De fato,
observamos que as interseccoes dos eixos com a elipse sdo pontos de méximo global e minimo
local para H(s, ). Ou seja, temos pontos criticos para a func¢do F da secao anterior ( em [2.6).
As trajetorias de tais 6rbitas sdo os eixos maior e menor de &.

A proposi¢ao[10nos diz, por continuidade, que se um segmento da trajetoria corta o segmento
focal entdo todos os outros segmentos também o cortam. E se um segmento da trajetéria corta
o0 eixo maior sem passar pelo segmento focal, entdo o mesmo vale para os demais segmentos.

Vamos observar essa propriedade no espaco de fase. Fixado s, existem duas retas passando
por r(s) e pelos focos Fy,F». Dai, em X temos dois pontos (s,01), (s,62) correspondentes a essas
retas. Observamos que 6, e 8, variam diferenciavelmente com s. De fato, temos

F1—x(s) , .
——— =cosO;r(s)+sinf;n(s
1By — () ) 1
ou seja
F, - r
00591=< 1 —1(5),F(s))

IF1 —x(9)l

Portanto os conjuntos .#) = {(5,01(s)) € X; s € [0,0)} e % = {(5,02(s) € X; s € [0,])} sdo gréficos
de curvas €’!. Observamos que se x € .#;, entdo ®(x) € .%, pela proposigéo 41 N % corres-
ponde a reta que passa simultaneamente por ambos os focos (que é trajetéria de uma das duas
orbitas de periodo dois que encontramos anteriormente). Assim, .#; e .%, dividem o espaco de
fase em duas regides, uma que chamaremos de interna, e referente a pontos compreendidos
entre % e % (isto é, vale 01 (s) <0 < 605(s) ou O2(s) < 0 < 67). A outra denominaremos externa
e possui os pontos (s,8) satisfazendo 0 > 0;(s),02(s) ou 0 < 61(s),02(s). Se x é um ponto da
regido interna, entao a reta orientada correspondente corta o eixo focal, e vale a reciproca. Dai,
O (x) esté totalmente contido na regido interna. E temos também propriedades andlogas para
aregiao externa.
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Outra maneira de percebermos tal fato é notar que .¢ = %) U .% é invariante por ®. Dessa
forma, como %) N % possui apenas dois pontos, .# divide o espaco de fase X em 4 regides
conexas, duas das quais formam a parte externa. Cada uma dessas regioes contém uma das
retas 8 = 0 ou 8 = 7, que sdo invariantes por ®. Assim, como ® € homeomorfimos, segue que
cada componente da parte externa € invariante. Logo, a parte interna também serd invariante.
Em cada componente conexa da regido interna, temos um dos pontos da érbita de periodo
dois correspondente ao eixo maior. Assim, a regido interna como um todo € invariante, mas
cada uma de suas componentes conexas é levada a outra por @ (figura[16)

0
Regiao externa

vl 3

7 I

Regiao externa

Figura 16: Pontos periddicos elipticos e hiperbdlicos e variedades estavel e instdvel
Proposicao 16. A 6rbita periédica cuja trajetéria € o eixo maior da elipse é hiperbdlica.
Demonstracdo: De fato, basta calcularmos os autovalores de ® nos pontos correspondentes

a trajetoria do eixo maior. O comprimento H é 2a, os angulos sdo 0 =6’ = /2 e a curvatura é
k(s) =« (s') = a/b?. Assim, a matriz d® é (como obtivemos em |2.9)

a’ +c? 5
—_— a
b2
2ac? a’+c?
b* b?
, ) . 2(a®+c?) . )
Como o determinante é 1 e o trago é ¢ = 2 os autovalores 1, 1, sdo raizes de x* — tx +

1=0. Ja que t2 — 4 > 0, temos duas raizes reais distintas. Por outro lado, como seu produto é
positivo, elas possuem mesmo sinal. Por fim, como ¢ >0, A1, A, > 0. Jaque 1,1, = 1 concluimos
que 0 < A; <1 < A,. Da simetria, o mesmo vale para os autovalores de d®?. Assim, tal 6rbita é
hiperbélica. ]

Proposicao 17. .#,.% sdo as variedades estavel e instdvel da 6rbita periddica hiperbdlica de
periodo 2.

Demonstracdo: Vamos admitir que a elipse estd num sistema de coordenadas de forma que
seus focos estdo sobre o eixo x e o seu centro é a origem. Sejam F; e F» os focos, de forma que F;
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tem abscissa negativa (quer dizer, f estd a esquerda). Consideremos entdo uma parametrizacao
r no sentido positivo. Sem perda de generalidade, seja (sg,0¢) € #1, de forma que r(sy) tem
ordenada positiva. Logo, temos também 08y < 7/2. Como usual, (s,,08,) denotara o (s0,60).-

Observamos que se r(sy) tem orde-
nada positiva, entao r(s;) terd or-
denada negativa. De fato, a reta
orientada correspondente a (sg,0)
passa por F; e portanto, cruza o
eixo x. Assim, r(sp;) tem sempre
ordenada positiva. Seja entdo xj,
o angulo formado por r(s2;)F; € 0
eixo x (ﬁgura. Como a reta ori-
entada correspondente a (s2,,625)
divide o plano em dois semipla-
nos, dos quais r(sy;+2) deve estar
do mesmo lado que o foco F,, segue
que Xp+1 < Xp.

A seguéncia (x,) é decrescente, e li-
mitada inferiormente por 0 (ja que
r(s2,) tem ordenada positiva). Caso
seja limx, = 0, o problema aca-
bou. Caso contrario, suponha que
limx, = 9 > 0. Nessa situacao,
digamos que (s,0) € % é tal que
r(s)F; forma o angulo 9 com a hori-

zontal. Como ® é homeomorfismo,
existe (5,0) = ®2(s,0), de forma
que r(9F; forma um angulo 9>9
com a horizontal. Dai, existe x,, tal
que 9 > x,, > 9, e por continuidade
segue que X4+ < 9 (veja figura[18).
Logo, concluimos que a tinica pos-

r(san,)

r(82n+2)

r(32n+1)

x
r(52n+1)
Figura 17: O angulo x,,
r(s)
r(52n)
r(s)
r(so,
b‘ 3 / (S2n42)
x

Figura 18: (x,) — 0

sibilidade € lim x;, = 0 e portanto, a trajetdria de (sp,8p) aproxima do eixo maior da elipse. =B

2.5.2 Integrabilidade

A proposicdo |10 também permite associar a cada x € X um invariante, que introduzimos a
seguir. Usaremos a abordagem de [19] Cada x € X corresponde a um ponto x de 6Q2 e uma
velocidade v (unitdria). Escolhendo um sistema de coordenadas como o usado em[L.1]e sendo
X=(x,y) ev=(vy,vy), a elipse terd equacao

Xy
2P

2 2
=1
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Entio podemos descrevé-la por (Bx,x) = 1, onde B é a matriz diagonal com entradas 1/a’ e
1/b?. Sejam entio X e ¥ correspondentes a ®(x). Provaremos que (Bx, V) = (B%,¥). Ou seja, que

XUy YUy
2 + 2
a b

é invariante. Como x e X sdo pontos da elipse, temos (Bx,x) = (BX,X) = 1. Além disso, sendo B
simétrica, obtemos (B(x +X), (X —x)) = 0. Jd que v e X —x sdo paralelos, segue que

(Bx,v) = —(BX, V)

Por outro lado, o vetor 2Bx é gradiente da funcdo (Bx,x) donde segue que Bx' é ortogonal a
elipse no ponto X. Como v + Vv é tangente a elipse, (BX,v+ V) =0 e portanto

(BX,v) = —(BX,V)
Combinando os resultados, temos o desejado:
(Bx,V) = (BX,V)
Assim, para a elipse existe uma funcao f : X — R satisfazendo f(x) = f(®(x)). Neste caso,
dizemos que o bilhar é integravel.

Definicao 12. Se existe f : X — R suave, ndo constante em nenhum aberto de X e satisfazendo

fx) = f (@)
dizemos que o bilhar (ou @) é integravel e que f é uma integral.
Dessa forma o espaco de fase é folheado por curvas invariantes pela aplicacdo do Bilhar. Bilha-

res integraveis sdo tao raros que o Unico com bordo suave conhecido é o da elipse (incluindo
também o circulo). Veja [17] para alguns bilhares integraveis &1 por partes.

Conjectura (Birkhoff). Os tinicos bilhares suaves integraveis sao elipses.

2.5.3 Causticas

Definicdo 13. Uma cdustica é uma curva 9 suave por partes com a seguinte propriedade: se
um segmento da trajetdria de x € X é tangente a 9, entdo todos os segmentos o sao.

Teorema 4. No bilhar eliptico, seja x € X tal que algum segmento r da trajetéria de x ndo passe
pelos focos. Entdo todos os segmentos de .7 (x) sdo tangentes a uma mesma cdnica confocal
ao bordo do bilhar. Se o r passa pelo segmento focal tal conica é uma hipérbole. Caso contrario
é uma elipse.

Demonstracdo: Consideremos os trés pontos (sg, o), (s1,01) e (s2,02) consecutivos de uma
o6rbita. Temos entao dois casos.
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Figura 19: Primeiro caso

1° caso: O segmento r(sp)r(s;) nao passa pelo segmento focal.

Nessa situacao, existe uma Unica elipse confocal tangente a este segmento. O ponto de tangén-
cia ocorre no minimo de |X—F;|| + [X—F; |, onde X estd no segmento. Consideremos entao
G, areflexdo de F; pelo segmento r(so)r(s;), e seja T; a interseccdo deste segmento com a reta
passando por G; e F,. Este é o ponto que minimiza a expressdo | X—F; || + [X—Fz||. De fato, por
multiplicadores de Lagrange, é neste ponto que seu gradiente é perpendicular a r(s;) — r(sp).
Similarmente, seja G» a reflexdo de F» pelo segmento r(s;)r(s»), e Ty a interseccdo deste com
F,G,.

Notamos que os tridngulos Gir(s;)F, e Fir(s1)G2 sdo congruentes (caso lado dngulo lado). De
fato, F1,G; e F2, G, formam angulos iguais com r(s;) pela proposicao Logo, |F; — G|l =
|Gy — F2||. Portanto

ITy —F1ll + 1Ty —Eall = IT2 = Fq || + | T2 + F2 |

r(s1)

Figura 20: Segundo caso

2¢ caso: O segmento r(so)r(s;) passa pelo segmento focal.

Antes de analisar essa situagdo, recordamos que uma hipérbole é o lugar geométrico dos pon-
tos X satisfazendo | |[X—F;|| — |X—=F2|l| = 2a, onde F; e F, sdo os focos e a uma constante.
Similarmente a elipse, a tangente a hipérbole também é bissetriz dos segmentos focais. Dito
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isto, dado o segmento r(sp)r(s;), para encontrarmos a hipérbole tangente e o ponto de tangen-
cia, procedemos assim. Conforme a ﬁgura seja G areflexdo de F; pelo segmento r(sg)r(sy).
E tomemos T a interseccdo deste segmento com a reta passando por G; e F,. Dai, T; é o ponto
de tangencia procurado. Similarmente, seja G, a reflexdo de F, por r(s;)r(sy), e T, a intersec-

¢do deste com a reta passando por F; e Gy. Pela construcdo temos [[r(s;) —Fi || = r(s1) — Gyl e
lx(s;) —Fall = lIxr(s1) — Ga|l. Pela proposigéo os triangulos F;r(s1)G2 e Gr(s;)F, sdo congru-
entes (caso lado angulo lado). Logo, ||F; — G|l = |[F2 — G, ||. Portanto

ITy —F2ll = ITy =F1 1l = T2 = 1| = T2 = Bzl

Como queriamos. ]

——e]

Figura 21: Retrato de fase do Bilhar na elipse

J4 temos agora uma no¢ao do que ocorre no retrato de fase do bilhar na elipse (figura[21). Essa
imagem foi obtida fixando varias pontos iniciais de X e iterando tais pontos com a aplicacao
do bilhar. Temos a presenca de vérias curvas invariantes, cada curva representa uma familia de
retas orientadas (trajetérias) tangentes a uma cdustica. A curva em formato de co, chamada se-
paratriz, correspondente as variedades estaveis e instaveis da 6rbita de periodo 2 hiperbdlica.
A outra 6rbita de periodo dois € eliptica, e sdo os pontos dentro da separatriz. Os circulos den-
tro do oo correspondem a cdusticas hiperbdlicas, e as demais curvas correspondem a cdusticas
elipticas.

2.6 Bilhar Hexagonal Eliptico

Nosso grande interesse no bilhar hexagonal eliptico, se deve a figura[22] Essa imagem foi feita
por Fetter [6] com métodos computacionais, e sugere a existéncia de muitas curvas invariantes
e até uma possivel integrabilidade de ®.

Pela imagem, parecem haver muitas 6rbitas periddicas isoladas no periodo, ao contrdrio do
que ocorre em elipses. Vamos analisar as 6rbitas que tangenciam o hexdgono, dentre as quais
duas de periodo 3 (essencialmente uma, se considerarmos a simetria). Recordamos as nota-
¢oes: y representa toda a curva com parametrizacao r(s), e yx sdo cada um dos arcos de elipses,
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para k =1,...,6. Os focos de cada elipse sdo Fy e Fr.,. Os pontos Ay = Fr +F,, sdo onde ocor-
rem a colagem dos arcos de elipse. Cada uma das elipses tem parametros a = 3/2,b = v6/2 e
¢ =1/3/2. Olado do hexdgono é L =1.

C

T

0 1 3 4 5 6
Figura 22: Retrato de fase do hexagonal string billiard

Primeiro notamos que se um ponto x = (s,0) € tal que o segmento de trajetéria ¢ correspon-
dente atravessa o hexdgono, entao todos os segmentos da trajetéria de x também o fazem.
Similarmente, se £ ndo atravessa, 0 mesmo ocorre com os demais segmentos de &'(x). De fato
se a bola passa por dentro do hexdgono e atinge o arco de elipse Yy, entdo a reta orientada
corta o segmento ligando Fy e Fr,,. Dai, pela proposicao o raio refletido também o faz.
Anélogamente ocorre se ¢ nao passa pelo hexdgono.

Cada ponto r(s) de y estd em um dos seis arcos de elipse, entdo podemos considerar os angulos
0: e 0, de forma que as retas orientadas correspondentes a (s,61) e (s,62) passem pelos focos
do respectivo arco de elipse. Vamos supor que 8; < /2 < 0,. Como vimos na se¢do anterior,
0: e 0, variam de forma %! com s dentro de um arco de elipse, e como nos pontos Ay, que
pertencem a dois arcos de elipse, as retas que passam pelos focos de uma das elipses também
passam pelos da outra, segue que 60, e 8, variam continuamente para todo s.

Consideremos entdo os conjuntos .#;, %, dos pontos da forma (s,0,) e (s,0), respectivamente.
Notamos que .#; U .%, constituem todos os pontos cuja reta orientada correspondente tangen-
cia o hexdgono. Ja sabemos entdo que tal conjunto ¢ invariante por ® (proposi¢ao[13). Nesses
conjuntos destacam-se duas orbitas peridédicas, uma cuja trajetéria liga os pontos A;,As e As e
a outra unindo os pontos Ay, A4 e Ag. Devido a simetria, vamos analisar a primeira.
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Proposicao 18. A 6rbita periédica cuja trajetéria liga os pontos A;, Az e As é hipérbolica.

Demonstracdo: Para mostrarmos isso, basta usarmos a férmula para a derivada apresentada
em A curvatura nos pontos Ay ja foi calculada em x = (3v/3)/8. Por fim, o angulo de
saida é /3, e a distancia ||Ax+2 — Akl € 3. Logo, a matriz em qualquer um dos trés pontos da
oOrbita é

5
= 2V/3
n V3

3v3 5
32 4

Como o determinante é 1, os autovalores sdo raizes de x2 —5x/2+1 = 0. Visto que o dis-
criminante é positivo temos autovalores 11,1, satisfazendo 0 < 1; <1 < A,. A matriz deri-
vada é a mesma em cada ponto da 6rbita, e portanto os autovalores de ®> nestes pontos sio
0< A3 <1< A3. Assim, essa orbita ¢ hiperbdlica. [ |

Proposicao 19. Os conjuntos .#; e .% estdo contidos nas 6rbitas periédicas cuja trajetoria liga
0s pontos Aj, Az e As.

Demonstracao:

r(s1) Ko .

r(sg)

Figura 23: Os angulos a e By

Sem perda de generalidade, consideremos um ponto (sg,8) € .#1, com r(sy) pertencendo a ;.
Como usual, s, é a abcissa de ®"(sy,0). ¢, indicard o segmento r(sx_1)r(sy) da trajetéria de
(s0,8p). Dessa forma, ¢, intersecta o hexdgono no vértice Fs3, £, em F5, e assim sucessivamente.

Como na figura[23} seja a; o angulo formado por ¢ e £, e B 0 angulo formado por £ e um
dos lados do tridngulo de vértices Fy, F3 e Fs. J4 que os segmentos ¢ devem passar pelos focos
impares, segue que /6 < B < n/2. Por outro lado, a sequéncia (f;) é crescente. De fato, no
triangulo de vértices r(s;), F3 e Fs, pelo teorema do angulo externo segue que

T T
ak"‘ﬁk:§+ﬁk+1:>ak—§:ﬁk+l_ﬁk

Dai, como aj é o angulo formado pelo ponto r(sz) com os focos, temos a = n/3 (de fato, o
lugar geométrico dos pontos que formam um determinado angulo com um segmento € o arco
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capaz, cujo centro estd na mediatriz desse segmento. Assim sendo, devido a curvatura da elipse
ser monétona em cada quadrante, o angulo formado por um ponto da elipse com os focos é
maximo sobre o eixo menor e diminui quando se aproxima do eixo maior). Logo, Bx+1 > Pr-

Figura 24: TrajetOria atratora

Como no caso da elipse, caso seja f = lim f; < n/2, podemos usar a continuidade de ® para
encontrar os pontos (s,0) e (5,9) = ®3(s,0) de .#;, com o raio chegando a r(s) formando o
angulo 8 com o triangulo F, FsFs (figura[24). Com isto, existe s, entre s e §, donde ;,,, > . B

jQ
QWYW\/W
N
33 R N AN T ST AR
TS 770 /’\\ TS 77N -~e 2
4
5 N/ ° 7 ° N N/ ° 4
jl
S

Figura 25: As curvas invariantes %1, .%

Na figura 25| estdo representados os conjuntos .#; e .%,. Observamos que esses conjuntos nao
sdo toda a variedade estavel e instavel. Deixamos em pontilhado onde supomos que estas va-
riedades estdo (em conformidade com os resultados experimentais na figura[22). Estao desta-
cadas também uma 6rbita hiperbélica (pontos na parte superior) e uma 6rbita eliptica (ponto
na parte inferior). Esta tiltima por sua vez, faz um papel analogo a 6rbita cuja trajetéria € o eixo
menor na elipse. Provaremos a seguir que ela de fato é eliptica.
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Visto que a trajetéria une os pontos médios dos arcos y alternadamente, ja calculamos a cur-
vatura em Da simetria, temos que os angulos sdo de 60°; resta calcular a distancia entre
duas colisdes consecutivas. Apds um pouco de trigonometria, podemos facilmente obter esse

valor:
V3+3v2
H=——
2
Aplicando a férmula[2.9|para a derivada, obtemos:
3+2v6
T\/_ 1+ \/6
ao =
8-4v6  3+2V6
27 9

Assim, detd® = 1, e portanto, os autovalores sio raizes de x> — tr(d®) x+1 = 0. O discriminante
dessa equacdo é negativo. Logo, temos autovalores complexos 11,1, e 0o mesmo vale para /1‘;’ e
)Lg. Portanto, a 6rbita € eliptica.
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Capitulo 3

Causticas e Curvas Invariantes

Introducao

Neste capitulo, buscamos ferramentas que possam auxiliar na compreensdo da imagem
Como ela foi produzida por simula¢des numéricas e gostariamos de descobrir até que ponto
esse cendrio condiz com a realidade.

Na proxima sec¢do trataremos da relacdo entre algumas curvas invariantes e causticas: a busca
por esses dois objetos é a mesma. Na segunda secdo apresentamos o teorema de Lazutkin
e a seguir temos um exemplo de Halpern [8]. Na ultima se¢do falaremos de um teorema de
Hubacher [10].

Existem muitos outros resultados interessantes ndao abordados aqui. Se a curva do bilhar tem
curvatura nula em algum ponto, entdo nado existem curvas invariantes (globalmente) nao ho-
motopicamente triviais [14]. Num contexto mais geral de perturbacdes de aplicacdes analiti-
cas, temos o teorema do twist de Moser [16] que estabelece condicdes para a existéncia de cur-
vas invariantes circundando um ponto fixo eliptico. O teorema pode ser aplicado a bilhares,
mas envolve o calculo da terceira derivada de ®. Em [2] é demonstrado com essa ferramenta
que para curvas convexas genéricas héd a presenca de tais curvas invariantes para 6rbitas de
periodo 2 ("ilhas elipticas", na figura[21} ou na figura contida no resumo).

3.1 Curvas Invariantes, Causticas e Teorema de Birkhoff

Consideremos X = [0,1) x [0,7] e ® : X — X uma aplica¢do de bilhar. Dada uma curva C c X,
dizemos que C é uma curva invariante por ® se C é invariante como conjunto. Isto é, ®(C) = C.
Como vemos na figura[21} algumas curvas dao a volta no cilindro X, e outras sao homotopica-
mente triviais. Diremos que uma curva é uma curva rotacional invariante) caso ela ndo seja
homotopicamente trivial.

Proposicao 20. Cada curvarotacional invariante e diferencidvel C contida no interior de [0, ) x
(0,m/2) ou [0,1) x (/2,7) estd associada uma céustica no bilhar.
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Demonstracdo: Digamos que (s,0(s)) € C com 6(s) < 7/2.
Vamos demonstrar que existe uma curva 4 que é envolt6-
ria para as trajetérias de C. Quer dizer, 9 é tangente a reta
orientada correspondente a (s,6(s)). Assim, tomamos v o
vetor com esta direcao

v(s) = cosBO(s) t(s) +sinf(s)n(s) 3.1

onde t e n sdo os vetores normal e tangente. Sendo y(s) € 9
o ponto de tangéncia, deve existir A(s) que satisfaz (figura

26)

y(8) =rx(s) + A(s)v(s) 3.2 Figura 26:

Devemos ter y'(s) paralelo a v para que 9 seja tangente a Demonstragao da proposigao 20|
familia de raios r + Av. Logo, derivando e tomando o produto interno com v’ segue que

(Y (5),V(8)) = (' (5),V () + A (8)(V(5),V (5)) + A($)(V(5), v(s))

Ou seja
0= (r'(s),V(s)) + A(s) IV (9)II?

Retomando a equacao[3.1lobtemos
sin@(s) = A(s) (x(s) +0'(s))

Logo, como estamos supondo 8(s) > 0 ndo podemos ter x(s) +0’(s) = 0 (jd que y é estritamente
convexa). Obtemos a caustica

sin(0(s))

x(s)+0'(s) u(s)

y(s) =rx(s) +

Por outro lado, dada uma cdustica convexa, pela equacao [3.2]podemos obter

O(s) = arccos <M, r'(s)>
ly(s) —x(s)l

Assim, encontramos uma curva rotacional invariante correspondente.

Se um bilhar possui uma curva rotacional C, entao o espago de fase X fica dividido em duas
regides abertas Uj, U, disjuntas, cada uma das quais invariantes por ®. De fato, cada uma
dessas regides é limitada por C e por [0, ]) x {0}, [0, ) x {1} que também sdo curvas invariantes.
Logo, pela continuidade de ® como a fronteira de U;, U, é preservada o mesmo ocorre com seu
interior.

Observamos que a existéncia de conjuntos invariantes nos d4 informacao sobre a dindmica de
uma aplicagdo. Cada uma das érbitas fica confinada a essas regides. Também, a aplicagcdo ®
ndo pode ser ergdédica. No caso de bilhares a existéncia de um conjunto aberto invariante ho-
meomorfo a [0, [) x [0, 7) indica que uma mesma 6rbita nao pode estar arbitrariamente préoxima
de [0, 1) x {0, 7}, por exemplo.

A seguir, temos o teorema de Birkhoff [I], que trata de curvas rotacionais invariantes em apli-
cacoes twist. Daremos uma prova concisa, maiores detalhes podem ser encontrados em [3] e
[18], de onde essa demonstracao foi baseada.
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Teorema 5. Seja ® um homeomorfismo twist do anel X = S! x [0,1] em si mesmo que preserva
a orientacio, preserva S! x {0}, S' x {1} e preserva uma medida regular. Suponha que U é um
aberto homeomorfo a S! x [0, 1) tal que 0U N S! x {1} = @. Se U é invariante por @, entdao oU é
o grafico de uma funcdo de S! — [0,1). Se o twist é uniforme, entéo a fungio é lipschitiziana.

Figura 27: Conjunto dos pontos verticalmente acessiveis

A maior parte da demonstracdo do teorema consiste em descrever a topologia de U, conside-
rando apenas que U é homeomorfo a S'x[0,1)e independentemente de ser invariante ou nao
por ®. Assim, deixaremos essa parte para o fim. Serd mais conveniente usar o recobrimento
universal 7 : R x [0,1] — R x [0, 1] e trabalhar com um levantamento de ® (poderemos falar de
‘esquerda’ e 'direita’). Escreveremos também m,(x, y) = x.

Consideremos entdo o conjunto V = {(x,y) € U; (x,7) € UVy < y}. Ou seja, V é a unido dos
segmentos verticais partindo do eixo x que estdo contidos em U. Por hora, vamos assumir que
0V nU é formado por uma quantidade enumeravel de segmentos de reta verticais Sx. Cada
um desses segmentos é isolado dos demais e divide U em duas componentes conexas, uma
contendo V. A outra denotaremos U, caso esteja a esquerda de Sk, ou U,j caso contrério. U*
é a unido de todas componentes U, e analogamente tem-se U~ (veja ﬁgura. Além disso,
notamos que dU é conexo.

Vericaremos o que acontece com cada um desses conjuntos sob a acdo de ®. Intuitivamente,
uma aplicacao twist desvia pontos de uma reta horizontal para a direita. Assim, a imagem de
VU@ nU) estd supostamente dentro de si mesmo. Usando isso como guia, temos o lema
seguinte:

Lema 1. Com a notacao acima, se ® é uma aplicacao twist entdo

dV)NU, =@

— 3.3
> '(V)nU, =0

Demonstracdo: Provaremos apenas a primeira equacao, pois a outra é andloga. Por con-
tradi¢do, caso (x,y) fosse um elemento da interseccao, a curva y(t) = (x(1), y(¢)) = ®(x, ty)
é tal que y(t) é crescente, pela condi¢do twist. Por outro lado, y(1) é um ponto de U;, e
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estd a direita de algum segmento Sy (ou no préprio).
Em todo caso, podemos prolongar tal curva a par- (=,9), S
tir de y(1) de forma a encontrarmos Si. Continu-

ando o prolongamento encontramos pontos de V.

Assim, podemos obter uma curva fechada simples 0%

tomando 7y, seu prolongamento, um segmento ver-
tical e o eixo x. Entretanto, tal curva fechada contém
um dos extremos de Sy e ndo contém o outro (figura
[28). Como tais extremos sdo pontos de AU, isso é im-
possivel pelo teorema da curva de Jordan (ja que 0U
€ conexo). ]

e---}--o

Figura 28: Lemall]

Do lema, segue também que @(ﬁ+) NU = @. De fato, caso fosse verdadeira para alguma
componente U; e ﬁ}r deU eU teriamos @(ﬁ}r) NU,; # @. Pela primeira equagao de a
tinica possibilidade é que ®~}(U; ) c ﬁ}r (j4 que cada uma das componentes (U, NU) e (U, NU)
de U\ 'V € conexa e disjunta das demais).

Sendo S; =0U; nUeS; = 6UJr NU, observamos que ®(S;) € uma curva inclinada para a direita
(pela proprledade de tw1st) Mas isso implica que algum ponto de ®(S;) estd no interior de
j e portanto ®~ lvyn (U )£ D (ﬁgura contrariando a segunda equa(;ao de|3.3] Com

isso concluimos que <D(U )NU = &. Finalmente,de U=V U (U nNnU)U (U N U) obtemos
> YT )c<U edT )T .

Sj

Vo

Figura 29: @(ﬁ+) NU =0

Como @ preserva medida, existe um subconjunto de medida total em U invariante por &:
basta tomar ;> CD"(ﬁJr). Como ®(V Uﬁ+ NnU) c Vuﬁ+ NU), o mesmo vale para V. Mas dado
um segmento Sy de 0V NU, de forma que V esteja a direita de Sg, observamos que aimagem de
Sk é uma curva inclinada para a esquerda. E ja que a medida é regular, existe ve V tdo préxima
quanto se queira de Sy com ®(v) € V. Mas isso implica que todos os pontos abaixo de ®(v)
(incluindo os abaixo de ®(Sy)) estdo em V, o que ndo é possivel pela segunda equacao de
Logo, as Unicas possibilidades sdo V = & (que claramente nado ocorre) ou U" = &. De maneira
similar, temos também U~ = &. Assim, V = U e U é gréfico de uma funcao f:R — [0, 1].

Caso o twist seja uniforme, precisamos mostrar que f € lipschitziana. Digamos entdo que a
constante de Lipschitz do twist é K. Entdo f também tem essa mesma constante. Primeiro
observamos que se x < X entdo m,®(x, f(x)) < 1,P(X, f(X)). Dai, sem perda de generalidade,
digamos que existem x < X tais que f(x) < f(X) e f(X) — f(x) = K(X — x). Mas isso implica que
@ (x, f(x) =7, @ (&, f(X)). De fato, seja xo = m,® ! (x, f(x)). Dai aimagem de {(xo, 1); 0 <
t <1} é o grafico de uma funcio lipschitziana com constante K, passando por (x, f(x)) e com
extremos nasretas y =0e y = 1. Como @ preserva a orientacao e tais retas, e ja que (X, f(X) estd
acima de tal curva segue que 7, ® (%, f(X)) < xo, 0 que é uma contradicio.
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Para finalizar o teorema, precisamos mostrar os fatos topolégicos que usamos anteriormente.
Observamos que U e U sdo conexos por caminhos ja que sio homeomorfos a S! x [0,1). Pri-
meiramente provaremos que 6 VNU é formado pelos segmentos Sy. Usaremos a seguinte nota-
¢do: ([x1, x2], ¥) denota o segmento de reta (fechado) com extremos nos pontos (x1,y) e (x2, y).
Similarmente temos (x, [y1, y21).

Para cada x € R consideremos o conjunto S (x), interseccdo de (x,[0,1]) com U. Entdo Si(x) é
formado por segmentos de reta verticais Si(x) cujos extremos sao pontos de 0U. Se dV con-
tem o ponto (x, y) € S(x), entdo também contém toda a componente S(x). Por outro lado, V
nao pode conter pontos de ambos os lados de Si(x) (numa vizinhanca). De fato, caso fosse
(x1,y1) € (X2, ¥2) em V com x; < X < X2 0s segmentos (x1, [0, min{y1, y2}1), ([x1, X2], min{yi, y»}) €
(x2,[0,min{y;, y»}]) estariam contidos em U. Mas estes formam uma curva fechada com o eixo
X, e ndo podem conter pontos de U em ambas as componentes conexas de seu complemen-
tar, pelo teorema da curva de Jordan. Assim, 0V é formado por segmentos de reta verticais S,
isolados uns dos outros. Cada segmento Sy da fronteira de V divide U em duas componen-
tes conexas, uma das quais € disjunta de V e cuja fronteira estd contida em 0U e Si. De fato,
seja U a componente de U \ S que ndo contém V e suponha por absurdo que a fronteira de U
contém algum ponto de S; com j # k. Entdo existe um caminho em U unindo um ponto nas
proximidades de Sy a outro ponto nas proximidades de S;. Similarmente ao que fizemos ao
lemall} extendemos esse caminho até encontrarmos V e obtemos uma curva fechada simples
que contém pontos de U em ambos lados, contrariando o teorema da curva de Jordan. Com
isso terminamos a descri¢do que precisdvamos de U e a demonstracéo do teoremals]

3.2 Teorema de Lazutkin

Na secdo 3.4, encontremos uma expressao (equacdo(3.15) para a aplicagao do bilhar nas proxi-
midades de 0Q). Nessa regido ® se comporta aproximadamente como o bilhar no circulo. Essa
propriedade é essencial para aplicar a teoria KAM (que da condicdes para que curvas invari-
antes sobrevivam a uma perturbacao de uma aplicac¢ao integrével, veja [15]). Lazutkin utilizou
aspectos geométricos para melhorar a expressio Primeiro observamos que se a curva é
suficientemente diferencidvel,podemos escrever

s'=s+a1(5)0 + ax(5)0% + az (5)0° + 0(6%)

0’ =0+ b2 (5)0% + b3(5)6° + 0(6°)

onde as funcdes ay e by sdo

4 ! 2 2.1 4 FAY
a1(s) =2p(s), ax(s) = gp(S)p (8), az(s)= gp(S) P (s)+ §p(8)p ()
ba(s) = —2p'(5),  bs(s) = —2p(s)p"(s) + = p/(5)?
3" 3 9
e p(s) = x(s)~' é o raio de curvatura. Utilizando uma mudanca de coordenadas apropriada

(baseada no parametro da string construction, como vimos da 1.2) Lazutkin reescreveu a apli-
cacao do bilhar como

x:x+y+0(y2)
y=y+o(y®)

Com isso, provou o seguinte teorema:
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Teorema 6. Se o bordo do bilhar for estritamente convexo e suficientemente diferencidvel (de
classe €% com k = 6) entdo existe uma familia de c4usticas numa vizinhanca do bordo, cuja
unido tem medida positiva.

O teorema foi provado inicialmente para curvas de classe €% com k = 553. O resultado para
K =6 se deve a Douady [5]. Conjectura-se que k = 4 ja é suficiente.

3.3 Teorema de Halpern

Em [8] Halpern apresenta um exemplo de bilhar convexo de classe € (existe a terceira deri-
vada, mas esta nao é limitada) com curvatura ndo nula onde nio existem cdusticas proximas
do bordo. Observamos que nessa se¢ao e na seguinte a parametrizacdo da curva do bilhar seréd
denotada porr.

Para falar acerca desse exemplo, relembramos o fluxo do bilhar. Se Q é amesa de bilhar seja TQ
seu fibrado tangente. Como estamos assumindo que a velocidade da bola é constante, é pos-
sivel usar Q x S' ao invés (ou seja, precisamos saber apenas a direcéo e sentido da velocidade).
Como em cada colisdo da bola com o bordo temos uma mudanca abrupta na velocidade, va-
mos identificar os pontos da forma (x,v) e (x,V) onde x € 0Q2 e v,V indicam a velocidade antes e
ap6s o impacto (maiores detalhes em [4]). Nessa nova topologia, o fluxo .%; : Q x St — Q x S!
é continuo, e aparentemente, bem definido. Entretanto, ndo sabemos o que acontece quando
tomamos um ponto x € 6Q2 com velocidade v na dire¢do da tangente. Assumiremos que a par-
ticula continua na direcdo da tangente? Ou entdo, continua sobre Q) contornando a mesa do
bilhar? A principio, parece que tais questdes nao sdo importante ja que as trajetérias que for-
mam um angulo de medida nula com a tangente sao apenas as que comecam em 02 com esse
angulo. Surpreendetemente isso néo é verdade. E possivel haver infinitas colisbes num tempo
finito, com a particula indo para essa situacao. Ou seja, se definirmos que a trajetéria de um
ponto x com direcdo inicial igual a tangente é a reta tangente (ou seja, fora de Q), entdo é pos-
sivel lancar a bola de dentro da mesa e atingir um ponto fora. No artigo de Halpern, hd um
exemplo onde essa situacao ocorre (que trabalhamos a seguir). Além disso, ele dd condicoes
suficiente para evitar tais problemas.

Para construirmos o exemplo, procedemos da seguinte forma. Numa circunferéncia unitaria S
centrada na origem, escolhemos primeiro os pontos de impacto. Serd mais conveniente usar-
mos coordenadas polares. Digamos que os pontos sao s,, n = 1,2... de forma que o argumento
des, é 6, = n""2. Dada a poligonal ligando esses pontos, ji sabemos qual é a tangente, pela
lei da reflexao. Consideremos entdo as circunferéncias unitarias y,, de forma que vy, passe por
S;, € sua tangente coincida com a tangente obtida na poligonal. Assim, a curva do bilhar y
procurada serd exatamente y, numa vizinhanca de s,. Entre s, e s,,4+1 faremos uma transicao,
e nas demais regides y coincidird com S. Digamos que em coordenadas polares, cada uma das
circunferéncias y, tem equacao r = p,(0). Entdo y terd equacao r = p(0), definida como

p0) =pnp0)+a,0)(pn+10)—prd)) 3.4

paraf e [0;,41,0,]. @y :10,41,0,]1 — [0,1] é definida por

9_8n+1 )

a,0)=a (—
" Bn_0n+1
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e a:[0,1] — [0,1] é uma func¢ado ndo crescente € com a(x) =1se x<1/3 e a(x) =0se x =
2/3. Posteriormente, escolheremos g e trocaremos yp, por S. Logo, a férmula [3.4] valera para
n = ny e fora de (0,6,,) teremos p(f) = 1. Assim definido, y € € em (0,27) e s6 temos que
nos preocupar com o que ocorre em 0. Tudo o que resta a fazer agora sdo algumas contas para
verificarmos que existe a terceira derivada em 0 (apesar de existir, é descontinua nesse ponto)
e a curvatura é sempre positiva.

Figura 30: Os angulos 6, e w,

O angulo formado por s, e s,,-; com a origem 0 é §,, =0,,_1 — 0. Se o centro de v, é 0,,, entdo
o0 angulo formado por o, € 0 com s, é (veja figura|30)

T—=0p1 7m0,
+

_7[_6n+1 2 2 _6n_6n+1
n=T T 2 T 1

Vamos analisar como esses dngulos se comportam quando 7 — co. Temos

=\/ﬁ—\/n—1: 1

6n=0p-1-0y
vn2-n vn?-n(Vn-1+yn)
Logo,
1
lim 6,n%% =2 3.5
n—oo 2
Similarmente,

_Vnvn+1-2vn-1vn+1+vnvn-1
- Vin—-Dnn+1)
sendo x(n) =vnvn+1+ynvn-1,y(n)=2vn-1vn+1ez(n) = vn(n—-1)(n+1) temos

x(m?-ym?  ny(n)-2n®+4
z(n)(x(n) +y(n)  z(n)(x(n) +y(n)
B n?y(n)* — (2n*—4)?
B z(n)(x(n) + y(n))(ny(n) + 2n? —14)
12n%>-16
z(n)(x(n) + y(n))(ny(n) +2n2 — 4)

4wy,

dw, =

Dai, segue que

3
lim wnn5/2 =— 3.6
n—oo 16

Seja g a funcgdo que associa a cada par (f,w) a distdncia do ponto de argumento 6 da circun-
feréncia unitaria S que passa por (1,0) e faz um angulo de w com S. g estd bem definida para
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valores pequenos de w e 0 e é diferecidvel (4*°°). Vamos calcular sua expressao. Seja 6 o centro
de S, e p € S 0 ponto com argumento 6 que procuramos. Como o angulo formado por o e 6
com (1,0) é w, segue que |6] = 2sin(w/2). Dai, pela lei dos cossenos obtemos (ﬁgura

1=g(0,w)* +4sin? (g) —4sin(%) g(0,w)cos (g - % +9)

Figura 31: Calculando a expressdo de g

Como w é pequeno (vamos supor w < 1/6), temos 4sin?(w/2)—-1<0. Daia equacao acima tem
uma solu¢do negativa. A raiz que nos interessa portanto é

g0,w) = Zsin(g) sin(% - 6) + \/1 —4sin? (%) cos? (% —0)

. ~ P 2, . ., 7-[ n 7-[ n P
O que importa dessa expressdo é que g € diferenciavel, em (_E’ 5) x (E’ E) Também temos
g(0,w) =g(0,0) =1.

Agora finalmente vamos estimar o que acontece com as derivadas de y. Seja ¢ uma cota para
la/ ()] ela”’ (1), t€[0,1]. De[3.5le se 0 € [041,0,]

c
la),0)] < <3cnd?

)

n+1
1a//(0)] < —— <5cn
ay0) < Z— <5cn

n+1

para n suficientemente grande. Seja e uma cota para gy, € oo, Simultaneamente. Lembrando
que g(0,w) = g(8,0) = 1, pelo teorema do valor médio obtemos:

1800, w) — g9(0,0)] < elw| = |gp(0,w)| < e|w|
1860 (0, w) — gpo(0,0)| < elw| = |8pp (0, w)| < e|w|

g0, w)—g0,w)| < ém[glg] 1860, )10 = 1g(6,w) — 1] < e|w]|0]
€0,

Com isso, praticamente terminamos. Observando que p,(0) = (8 — 0,,w,) obtemos para n
grandee 6 € [0,41,0,-1]

10,0)] < elwn| < en™>"?

loh(©@)] < elwp| < en™>?

10n(6) = 1| < elwplldy < en™
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Escolhendo ny grande suficiente para valerem essas estimativas, mudamos y,, para S. Isto é,
Pn,(0) =1. Logo, paran = ngy e 0 € [0,,41,0,] advém

lp®) -1 <3en™*
1p'0) < en %% +2en%% +3cn%?2en™ < (3e+6ce)n>'?
1" (0) < en®?+2en™%2+23cn?2en "% +5¢n32en™ < (3e+22ce)n!

0" (©) ‘ - (Be+22ce)n”!
0 |- (m+112

Com isso, concluimos que a primeira e segunda derivadas de p existem e sdo continuas. Temos
p'(0) =p"(0) =0, e p(0) = 1. Daultima equacdo temos também p’”(0) = 0, embora essa derivada
nao é limitada numa vizinhanca de 0. Recordando a equacao da expressdo da curvatura,
segue que kx > 0 se ny é grande o suficiente.

Agora que ja conhecemos o exemplo, vamos ver as condicdes que Halpern encontrou para
evitar tal situacao.

Teorema 7. Se a curva do bilhar possui a terceira derivada limitada e curvatura ndo nula, entao
o fluxo .Z;(p,v) estd bem definido para todo (p,v) € Q x Sl.

Digamos que a curva do bilhar é y com parametrizacdo (por comprimento de arco) x. Como
usual, (s,,8;,) denota ®(sg,0y). Comegamos com um lema de cédlculo que precisaremos para a
demonstracao.

Lema 2. Seja (a,) uma sequéncia de forma que para »n suficientemente grande podemos es-
crever

a
o 14b, 3.7
ap

onde (b,) é tal que }_ b, é absolutamente convergente. Entdo Y a, é divergente.

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, suponha que a expressao [3.7| vale para todo n.
Consideremos a sequéncia (a,) definida por a,+1 = a,(1+|b,l) e ap = ap. A sequéncia ) a, é
claramente divergente. Por outro lado, as sequéncias [[(1 + b;;) e [1(1 + |b,|) sdo convergentes.
De fato, basta notar que (supondo |b,| < 1, visto que |b,| — 0)

(L+Dbo)-+-(1+Dby) = (L+1bol) -+ (1 +|bnl) < exp(lbol + -+ byl)

Assim, temos:

n-1
ap [T +bp)

. an . k=0 [1(1+ by)
MG, A "I +1baD
n—oo —00

" ao [1Q +1bxl) "
k=0

Ou seja, as séries ) a, e Y a, tem o mesmo comportamento assintético. Como ) a, diverge,
podemos dizer o mesmo de }_ a,,. [ |

Lema 3. Se a curva do bilhar é ¢! e lim s, = s entdo:
n—oo

(@ lim 6,=0o0um;
n—oo
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(b) > 0,<ocoou) m—6,<oo;

(© Y IIX($n+1) —X(sp)]l < 00.

Demonstracao: Podemos supor por uma reparametrizacao que s = 0. Consideremos um sis-
tema de coordenadas cuja origem € x(0) e os eixos x,y sdo as dire¢des tangentes e normal.
Logo, y é localmente o gréfico de uma fungao y = f(x), com f’(0) = 0. Ja que (s,) — 0, para n
grande o suficiente temos

X(s5) = (xp, f(xn))

Sem perda de generalidade, podemos supor que a expressao acima vale para todo n. Tomando
uma vizinhang¢a pequena o suficiente, podemos supor também que | f'(x)| < €, pois f’(0) = 0.
Afirmamos que nessa situagdo (x,) é mon6tona. Geometricamente, isso € claro ja que o sua
negacao indica que a tangente estd proxima da direcdo do eixo y (figura32). Vamos verificar
isso mais formalmente. Pelo teorema do valor médio a condicéo | f'(x)| < € implica que

SO~ fl)
Xn+1 — Xn

3.8

Por contradi¢do, digamos por exemplo que x;,-1 < Xp+1 < X,. Sejam v =X(s,) —X(s,-1) e V=

\
\
\

Tp—1 Tp+1 Ty, x

Figura 32: (x,) € monétona
X(Sp+1) —X(s,). Dai temos

v=(xXp—Xpn-1, f (xn) — f(xn+1))

V=(Xp+1— Xn, f(xn+1) _f(xn))
Sendo t= (1, f'(x,)) um vetor tangente em x(s;), pela lei da reflexdao obtemos

WY @t

vl 1wl

Tomamos entdo A = ) _f(xn_l), A= FOon1) _f(xn), m=v1+A2em=v1+A2 Com

Xn = Xn-1 , Xn = Xn+1
cuidado para ndo trocar o sentido de vou v’ a equacdo anterior torna-se

(L,A), @, fl(x)) (=1, N), (@, f(xn)))
m a m

Portanto, obtemos

, m+m
X -
Flow = na
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Por outro lado, a equagao nos diz que |A] < €. E também temos 1 < m < 1+¢&. Com isso,

concluimos
2 1

cl+e)+e(l+e) el+e)

f'(x) >

Mas isso contradiz |f’(x)| < € para € pequeno. Logo, a sequéncia (x,) é monétona. Outra ma-
neira de mostrar tal fato para um bilhar 4> com curvatura positiva, ¢ diretamente observar a
expressao Quando 6 ¢ suficientemente pequeno, §— s> R > 0.

De qualquer forma, (x,) € monétona e limitada. Digamos que x, < 0 e dai, 8,, — 0. Observando
que a cada reflexdo da bola no bilhar a direcio de movimento altera-se em 26, pela lei da
reflexao, entdo Zﬁ:o 20, mede apenas a mudanca de inclinacdo na direcdo de lancamento e
a k-ésima reflexdo. Logo, } 0, < co. Andlogamente, caso seja x, > 0, teremos 6, — w e ) (71—
0,) < co. Para a terceira afirmacao do Lema, basta observar que [xX(s;,) =X(sp) || < [Sp+1 — Sul €
que (s;) € mondtona para n grande. ]

x(s1) —x(so)

Lema 4. Num bilhar ¢, seja (sp,00) € S' x (0,7) ev= ——————
lIx(s1) —x(0) I

. Entéo as seguintes afir-

macoes sdo equivalentes:

(@) F;(x(sg),v) estd bem definido para todo ¢ = 0;
(b) asequéncia (s,) diverge;

(© Y Ix(sp+1) —X(sp) [l = o0.

Demonstracdo: Primeiro observamos que (a) = (b). De fato, caso (b) fosse falsa, pelo lema
teriamos 6,, — 0 (ou ) num tempo finito #y. Dai, .%; nao estaria bem definido para ¢ > t,.
Também pelo lema anterior, temos (b) = (c). Para ver que (c) = (a), basta notar que nessa
situacdo a bola nao faz infinitas reflexdes num tempo finito. ]

Com esses lemas, finalmente estamos aptos a provar o teorema|7} Vamos proceder por con-
tradicdo. Caso .%#; ndo esteja bem definido, pelo lema@] deve existir uma sequéncia (s;) con-
vergente e pelo lema3} Y60, < co. Mas com isso e sob as hipéteses do teorema(7} é possivel
encontrar d,, com |d,| < Ltal que

0
2l _1+d,0, 3.9
On

Assim, sendo Y0, convergente, segue que Y d,0, também é, e pelo lema2|a série 0,, € diver-
gente. Temos uma contradicao e portanto, .%; estd bem definido.

Resta provarmos a equa(;éo Digamos que ®(s,0) = (s/,0’). Expandindo x em série de Taylor,

obtemos:
XII/ (s)

I
X—(S)(s’ -5+ T(s’ -3 +o((s' - 9

x(s) =x(s) +X/(s)(s' — ) +

Em geral, s6 podemos dizer que x"'(s)(s' — 5)3 é o((s' — 5)?). Mas como a derivada é limitada,
x"(s)(s' - 5)% € O((s' — 5)3). Com isso, usando que (x'(s),x”(s)) = 0 e assumindo s’ > s temos

I a4
Ix(s) —x(s) [ = \/(s’ -5)2+ % +0((s' =) = (s —)V1+0(s —5)2
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Logo, lembrando que x”(s) = x(s)n(s) temos:

_(9),x(s) —x(s)) S - 92+ 05 - 9)%)

Ix(s") —x(s)Il (s'—$)V1+0((s —s)?)

= %(s’—sno«s’—s)z) 1+ 0((s' - 5)%))

= g(s’ —85)+0((s' - 52

sinf

como a derivada do seno em 0 € 1, segue que

0= %(5’ —8)+0((s' - 53

De maneira anédloga, podemos obter também

5 (s' =)+ 0((s'— 9%

0/
Pelo teorema do valor médio, existe § com s < § < s’ tal que (s’ — s)x’(5) = x(s") —x (s). Assim, das
equacoes acima advém
k() —x(s)  ,

0 -0 = — s —85)+0((s' = 5)?)

[ o~
= KT(S)(S’— $)2+0((s' - 5)%)

""" é limitado, segue que k' também é. Por outro lado, recordando temos s’ — s =

0 + 0(0). Assim, para |0’ — 0| pequeno o suficiente, vale que

Como x

6" - 0] < L6
para algum L. J4 que )_ 6, é convergente, para n suficientemente grande, temos
2
04+1=0,+d,0;
com |d,| < L, e obtemos a equacdo[3.7]encerrando a prova do teorema. ]

Finalizamos essa secdo com outro resultado interessante de Halpern, cuja prova pode ser en-
contrada no mesmo artigo [8]:

Teorema 8. Em qualquer mesa de bilhar Q, .%; estd bem definida para quase todo ponto.

3.4 Teorema de Hubacher

Nessa secdo falaremos sobre um Teorema devido a Hubacher [10] enunciado a seguir

Teorema 9. Suponha que y é o bordo de uma mesa de bilhar 4 exceto num numero finito
de pontos, onde existem os limites laterais da curvatura. Suponha também que a curvatura é
uniformemente limitada e x > e > 0. Entdo S' x {0} é uma curva invariante isolada de S x [0, 7]
pela aplicacdo do bilhar. Ou seja, ndo existem cdusticas numa vizinhanca de y.
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O primeiro passo para a demonstracao do teorema, é observarmos o comportamento do bilhar
numa vizinhanca do ponto onde ocorre uma descontinuidade da curvatura. Como existem os
limites laterais, usaremos os circulos osculadores. Notamos que nessa se¢do, assim como na
secdo anterior x denotard a parametrizacao da curva do bilhar.

Digamos entdo que a curvatura é descontinua em s = 0. Como esta é uniformemente limitada,
os limites laterais em 0 também sdo positivos. Sem perda de generalidade podemos supor
x(0-) > x(0+). Os raios dos circulos osculadores entio serdo r = x(0-) ! < x(0+)~! = R. Como
vimos na equacao a aplicacao do bilhar na circunferéncia é ®(s,0) = (s +2R6,0). Isto é,
restrita a cada uma das folhas S! x {#}, ® é uma rotacao.

Numa vizinhanca de s = 0 e para s < 0 o comportamento do bilhar é semelhante ao de um
bilhar com uma circunferéncia de raio r. E para s > 0, o comportamento é semelhante ao
de uma circunferéncia de raio R. Assim, para uma condic¢do inicial (s9,0p) com sy < 0 e 6y
pequeno, as primeiras iteracoes da aplicacdo do bilhar serdo préximas a (s, 0x) = ®*(s0,60) =
(so +2kR6y,0y). Observamos que temos 0 aproximadamente constante nessa situacdao. Em
algum instante (digamos ap6s n iteragdes), a bola passa pelo ponto onde hd descontinuidade
da curvatura. Assim, a partir desse momento, o bilhar é semelhante ao da circunferéncia com
raio R e ha possivelmente uma mudanca abrupta de 6,_; para 6,. A figura|33|retrata essa
hipétese.

0

90---9' o o

6’,,&——%— ------------- e e
So 0 sn s

Figura 33: Mudanca abrupta no angulo

Com isso em mente, a abordagem serd a seguinte: suporemos a existéncia de uma curva inva-
riante , e tomaremos uma 6rbita particular dessa curva invariante. Em seguida, vamos estimar
a mudanca que ocorre em 6 ao ultrapassarmos o ponto de descontinuidade da curvatura. Ve-
remos por fim que esse salto em 6 é grande e impossibilita a existéncia da cdustica. Convém
relembrar que usaremos o levantamento de @, também denotado por ®.

Suponha entdo que para qualquer vizinhanca de (0,0) passa um circulo invariante C. Obser-
vamos que por continuidade existe um ponto de C cuja reta orientada / correspondente corta
perpendicularmente a reta normal ao bilhar no ponto x(0). Seja (so,60) tal ponto e ®(sp,6p) =
(s1,01). Dessa forma, s <0 e s; > 0. Sejam ag e a; os dngulos formados por [ e os circulos
osculadores de raios r e R respectivamente. Notamos que podemos achar uma relacdo entre
apeajequeag=0pea;=0;. Na ﬁgura 0( € 0; sdo os centros dos circulos osculadores e
ay e a; os pontos de encontro da reta [ com estes. Por fim, 0 é o encontro de / com a normal ao
bordo do bilhar. Observamos que d(0g,0;) = d(0,0;) — d(0,0¢). Disso, obtemos:
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Figura 34: Circulos osculadores

R—-r=Rcosa; —rcosag

Com essa equacdo calculamos a; em func¢ao de a( para estimar a diferenca entre ag e @

ror
(] = arccos (1 ——+4+ —cos ao)
R R

Sendo f(x) = arccos (1 — (r/R) + (r/R) cos x) temos

(r/R)sinx

V1=(1=(r/R) + (r/R) cos x)?
(r/R)sinx

 V=2r/R) (—1+cosx) + (21 R?) (—1 + cos x)2

flo =

Como sinxtan(x/2) = (1 — cos x) segue que

vVr/R
t /2
¢2%+Ltan2 x

sinx R

fl(x) =

Recordando também da identidade sin x = (2tan(x/2))/(1 + tan®(x/2)) advém

VTIR T
V1+ 1+ (r/R))tan?(x/2) R

flo) =

Com isso ja temos a estimativa para a derivada, concluimos

r
(X1=f(010)$011 <\/an 3.10

Iremos agora precisar qudo proximos @y, a1,0p,0; estdo para dar sentido as expressdes 0y = ag
e 0, = a;. Usaremos o(x) para denotar uma funcao tal que o(x)/x — 0 quando x — 0

Lema 5. Sejam duas curvas com parametrizacdes x e y por comprimento do arco. Suponha
que essas curvas possuem um contato de grau 2 em s = 0 (quer dizer, x©(0) = y*)(0) para
k =0,1,2) e curvatura positiva nesse ponto. Se ®; e @, sdo as respectivas aplica¢cdes do bilhar,
com ®,(0,0) = (s1,601) e D2(0,0) = (s2,082), para 8 pequeno vale

S5 = s1+o0(0)

0, = 0,+00) 3.1
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Figura 35: Prova do lemal5|

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, podemos supor que y é uma circunferéncia. Va-
mos escolher um sistema de coordenadas de forma que x(0) seja a origem. Digamos que cur-
vatura no ponto de contato é R~L. Assim, temos s, = 2R0

Usaremos coordenadas polares para reparametrizar x. Consideremos entdo o vetor vque forma
um angulo de medida 8 com a tangente as curvas na origem.

v(0) = cosft+sinfn

onde t,n sdo os vetores tangente e normal a x em 0. Assim, podemos reparametrizar x em
funcdo de 8. Existe uma funcio p satisfazendo x(8) = p(8)v(8) e por outro lado, temos também
x(0) =x(s1(0)). Comparando essas equacodes e derivando duas vezes obtemos

' (O)IV(0) + p(O)V' () =X(51(6))5,(6)

" ! " / 2 ! " 3.12
(0"(0) - p@)VO) +20" OV () =X"(51(0))5}(0)" +X'(51(0)) 5] (6)
Na primeira equacao, se 8 =0, como v(0) = x'(0) =t, segue que
$1(0) =0'(0) 3.13

Por outro lado na segunda equacio de(3.12} lembrando que x”(0) = R™'n e usando con-
cluimos
20'(0) = R715)(0)? = 5/ (0) = p'(0) = 2R

Expandindo s () em série de Taylor, obtemos
$1=2R0O+0(0) 3.14

Como y é um circulo, segue que s» = 2R6, e assim obtemos a primeira equagdo de Para
obtermos a segunda, observamos que X (8) forma um angulo de medida 6 + 6; com a dire¢io
t. Dai,
— 6 ,
67 + 6 = arctan (():(—)n))
& (0),t
Usando que x(0) = p(6)v(6) obtemos

&' (0),n) _p'(0)sin + p(0) cosb
&), p'O)cosd—p@B)sind
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Lembrando que p também tem expansdo em série de Taylor similar a[3.14} e que sinf = 6 +
0(6%), cosf = 1+ 0(0) segue que (O(x) denota uma funcio tal que O(x)/x é limitado quando
x—0)

&'(0),n) 4RO+ 0(0)

&), 2R+0(6)

Usando a série de Taylor de 1/(1 + x) ficamos com

1

X (6),n)

0.0 =(20+0(0)1+0(0)=20+00)

Finalmente, como a primeira derivada da tangente em 0 é 1, concluimos
0,+60=20+00)=>0;=0+0(0)
]

Como consequéncia desse lema, se um bilhar tem classe %2 com curvatura x (§) > 0 em s, entio
numa vizinhanca de (§,0) a aplicacdo do bilhar se escreve como

®(s,0) = (s +2x(5) 10+ 0(0),0 + 0(0)) 3.15

Voltando agora a equacao o lema[5|nos diz que ag = 0y +0(6p) e 61 = a1 +o(a,) e dai temos

0, < \/;90+0(t0) 3.16

Agora que ja temos a estimativa para as diferencas entre 6y e 6;, vamos verificar que essa
diferenca é 'grande demais’. Seja (s(,6;) um ponto da circulo invariante C tal que s; = 0, e
(s7,,07,) = @(s;,0;). Dessa forma temos sy < s,.

Pelo Teorema de Birkhoff, como (sg,0q) € (s(’),Q(’)) sdo dois pontos da mesma curva invariante,
devemos ter s, < s), para todo n. Devido a isso e a ® ser twist uniforme (pois o bordo é 2 por
partes com curvatura longe de zero, conforme secdo 2.3), podemos encontrar condicdes sobre
os possiveis valores de 6. Temos o seguinte lema:

Lema 6. Para qualquer 6 > 0 existe uma vizinhanca V de (0,0) tal que a condicao

16— 611l < 66, 3.17
é necessdria a fim de que s, < s}t (em V), para n> 0 e a condicao

16 — ol < 66 3.18
e necessdria para que s, < s}, com n < 0.
Demonstracdo: Vamos provar o primeiro item do lema; o segundo decorre analogamente. Po-

demos restringir entao nossa vizinhanca para V, = V n{s > 0}. Por a expressao assintotica
dedemV, é

{81 =50 +2K(S())_190+0(00) 3.19

0, = 90 + 0(90)
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para 6y pequeno. Fixado n previamente, entao se os angulos 6 e 6 sao pequenos, (s;,0;) e
(52,8;.) permanecem em V. para i = 1,...,n. Usando a primeira equacao de expressao
obtemosparal<i<n

Si1— i = 2k(s)'0; + 0(0;)

Considerando agora a segunda equacao de a equacao anterior torna-se
Si+1 = 8i = 2x(s{) 101 +0(01)

Somando essas equagdes advém

n-1

sn—s1=201 Y x(s)"" +0(6) 3.20
i=1
Analogamente temos
n-1
sh— =20y Y x(sH ™ +0(6)) 3.21
i=0
e também
n-2
Sh_1— S0 =200 Y k()™ +0(0p) 3.22

i=0

Supondo que a condi¢do do lema é falsa, temos 0/, < (1-6)6, ou 8], = (1+6)0;. Na primeira
situacao, consideremos m = inf2x(s)" ' e M = sup 2x(s)~1, tomados em V,. Fixado 0 < § <
1, e como a curvatura é k > ¢ > 0 entdo, podemos supor m — (1 —6)M > 0. Escolhemos n =

2m
{——‘ . Neste caso, a equacao(3.20/nos prové

m—(1-98)M)

Sh>Sp—851>01(n—1)m+ o0(67)
e a equacao juntamente com a condi¢do 6), < (1 —§)60; da

/
SVL

=s,—sy<61(1-8)nM+ 0(6;)

Do n escolhido, segue que n(m—(1-8)M) =2m = (n—2)m = (1 - §)nM e portanto, s, > s,.
Similarmente, caso seja 0/, > (1 + 6§)61, a equagio nos traz

Sp<s1+(n—-1)M6;+0(61) <01nM + 0(0;)
E da equacdo aliada a relacdo 6/, = (1 + 6)60; concluimos que

s >m-1)m1+8)8; +0(6)

n-1
1+d6)m

ml+6)-M
Isso conclui a demonstracdo do lema. |

Dessa forma, tomando V, talque (1+6)m—-M >0en= { -‘ segue que s, _; > Sp.

Para finalizarmos a demonstracdo do teorema, basta notar que da desigualdade segue que
para pequenos angulos

r 1 r 1 r
91<\/%90+0(90)=>90—91>5(1—\/;)90>5(1—\/;)91

Dessa forma, tomando § = (1-+v/'r/R)/4, e supondo a primeira condi¢do do lema vélida, temos

||06—90|| = ||00—91|| - ||9(,) —-01] > 2590 —591 > 590 3.23
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O4--F-d--=-=|--=-"=-+=-===

Figura 36: 6, nao pode estar préximo de 0 e 6, simultaneamente

Ou seja, a segunda condicao do lema nao vale. Similarmente, se a segunda condicao ocorre, a
primeira ndo. Dessa forma, qualquer que seja 6, temos s, > s}, para algum 7, o que contradiz
o teorema de Birkhoff. Concluimos que nio existe nenhuma curva invariante numa vizinhanca
do ponto (0,0).

Observamos na figura[36]um esbogo do que acontece quando juntamos o lema|6/com a desi-
gualdade[3.16] Ao exigirmos que as 6rbitas ndo se cruzem, devemos ter os dngulos préximos
(pois devido a condicdo twist, pontos com angulos menores ‘'movem-se’ mais vagarosamente).
Entretanto, a desigualdade nos indica que ao passarmos pelo ponto de descontinuidade da
curvatura, hd uma mudanga brusca no angulo, que impossibilita 6, de estar préximo de 6, e
0, simultaneamente.

Até agora ja sabemos que numa vizinhanga de um ponto de descontinuidade da curvatura ndo
passam curvas rotacionais invariantes. Para concluir, queremos mostrar que numa vizinhanca
de {s = 0} ndo existem circulos invariantes. De fato, caso nado fosse verdade, exite um ponto
do bordo que é ponto de acumulacado de curvas invariantes. Como cada uma dessas curvas
invariantes € lipschitziana (pelo teorema de Birkhoff), existe uma subsequéncia convergente.
O limite dessa sequéncia é uma curva invariante que possui pontos do bordo - mas ndao pode
ser o proprio bordo, j& que numa vizinhanca do ponto de descontinuidade da curvatura ndo
existem circulos invariantes. Como ® preserva uma medida regular e é twist, tal situacdo nao
pode ocorrer (veja figura[37), o que conclui a prova do teorema(9}

LN

Figura 37: Uma curva que ndo pode ser invariante

Com o teorema de Hubacher podemos analisar alguns casos da String Construction. Como
vimos na secdo 1.3, quando usamos um poligono regular obtemos um bilhar de classe apenas
% (o bilhar tem classe € exceto numa quantidade finita de pontos). Assim, o teorema acima
nos diz que nesses casos ndo existem curvas rotacionais invariantes préximos do bordo. Com
um valor especifico para a corda da string construction temos um bilhar com bordo de classe
%, onde o teorema ndo se aplica. E é nesse caso que se inclui o hexagonal String Billiard.

Tentamos imitar a demonstragao do teoremaf9|da seguinte forma. O Hexagonal String Billiard é
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formado pela colagem de varios pedacos de elipses, que sdo bilhares integraveis. Como vimos
acima, a ideia de Hubacher é aproximar o bordo nos pontos de descontinuidade da curva-
tura por circunferéncias, que sao bilhares integraveis, e analisar o que ocorre numa vizinhanca
desse ponto. No caso, a particula ao passar de uma circunferéncia para a outra, sai de uma
curva invariante 8 = 6 (considerando o bilhar nesta circunferéncia) e chega numa curva rota-
cional invariante 6 = 8, (considerando agora o bilhar na segunda circunferéncia). Entretanto,
a diferenca entre 0y e 8, em alguns casos é tdo grande que impossibilita a existéncia de um
circulo invariante. No Hexagonal String Billiard, temos uma situa¢do similar; entretanto, nao
conseguimos encontrar uma estimativa boa o suficiente para o salto (isto é, algo similar a de-

sigualdade(3.16).

3.5 Conclusao

Fetter diz em [6] que no retrato de fase de um bilhar, tipicamente encontramos vérios tipos de
orbitas presentes, sendo raros os demais casos. Apesar de nada estar provado, ndo pudemos
encontrar indicios de 6rbitas cadticas. Entdo a questao é 'precisamente, quio excepcional o
bilhar hexagonal eliptico €2 Embora varios resultados apontem para a validacdo da conjectura
de Birkhoff e caso isso se concretize, uma pergunta interessante por si s6 seria explicar porque
nao observamos numericamente tais 6érbitas nesse bilhar. De qualquer forma o problema per-
manece aberto e sua solu¢do, afirmativa ou negativa, trard novas luzes ao estudo de bilhares.
Esperamos que esse trabalho instigue a curiosidade do leitor em busca de tais solucdes.
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