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Resumo

Nesta dissertagao estudamos um resultado de existéncia de solucao positiva u €
DV2(RY) para a classe de equagdes diferenciais elipticas

—Au+V(z)u= f(u) (z e RY)

em que N > 3, a nao linearidade f: R — R é funcao continua com crescimento
subcritico ou critico no sentido das imersoes de Sobolev e o potencial V: RV — R
¢ fungao continua nao negativa que pode se anular no infinito, ou seja, V(z) — 0
quando |z| — oo.

Também estudamos um resultado de existéncia de solugao positiva ground state
u € DY2(RY) para a classe de equacdes diferenciais elipticas

—Au+V(z)u = K(x)f(u) (x € RY)

em que N > 3, a nao linearidade f: R — R é fungao continua com crescimento
quase critico e V, K: RY — R sao funcoes continuas, nao negativas, o potencial V
pode se anular no infinito e K verifica condigoes de crescimento dependentes de V.

Palavras-chave Potencial que se anula no infinito, método de penalizagdo, esquema
de iteragcao de Moser, teorema do passo da montanha, desigualdade de Hardy.



Abstract

In this dissertation, we study a result of existence of positive solution u €
DV2(RY) for the following class of elliptic equations

—Au+V(z)u= f(u) (z e RY)

where the nonlinearity f: R — R is a continuous function having a subcritical or
critical growth in the sense of Sobolev embeddings and the potential V: RY — R is
a continuous, non-negative function which can vanish at infinity, that is, V(z) — 0
as |x| — oo.

We also study a result of existence of positive ground state solution u € DV2(R™)
for the following class of elliptic equations

—Au+V(z)u = K(z)f(u)(z € RY)

where N > 3, the nonlinearity f: R — R is a continuous function having a quasi
critical growth, and V, K: RN — R are continuous, non-negative functions, the
potential V' can vanish at infinity and K verifies growth conditions dependent on V.

Key-words Potential vanishing at infinity, penalization method, Moser iteration
scheme, mountain pass theorem, Hardy-type inequality.
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Capitulo 1

Introducao e resultados principais

Neste capitulo apresentamos alguns exemplos de equagoes elipticas semilineares e de suas
aplicagoes as outras ciéncias. Definimos os conceitos de solugao classica e de solucao fraca,
relacionamos esses dois conceitos e também estabelecemos a conexao entre solucao fraca
de um problema eliptico semilinear e pontos criticos de funcionais de Euler-Lagrange. Em
seguida, listamos alguns trabalhos recentes relacionados com existéncia e nao existéncia
de solugoes para algumas dessas classes de problemas, enfatizando as hipdteses que tém
sido usadas a respeito das nao linearidades e principalmente a respeito dos potenciais.
Depois, apresentamos os problemas elipticos semilineares com potenciais que se anulam
no infinito e que estudamos detalhadamente nesta dissertagao. Por fim, enunciamos os
dois resultados principais, cujas demonstracoes encontram-se nos proximos capitulos.

1.1 Equacoes elipticas semilineares

A equacao de Schrodinger unidimensional dependente do tempo

Oule,t) B (e t)

" _
! ot 2m  Ox?

V(@)(e, 1 (L.1)
é uma das equacoes mais importantes da mecanica quantica. Essa equacao ou suas va-
riantes aparecem também no estudo de diversos outros ramos da fisica, tais como fisica
de plasma, fisica da matéria condensada, optica nao linear, etc. O primeiro termo do
lado direito da equagao, em que aparece a constante de Planck h, esta relacionado com a
energia cinética de uma particula de massa m; o segundo termo, em que aparece o poten-
cial V(x), esta relacionado com sua energia potencial; o lado esquerdo, em que aparece
a unidade imaginaria ¢, esté relacionado com a energia total da particula sujeita a um
movimento unidimensional. Lembramos que nesse caso ¢ (z,t) indica a func¢ao de onda,
que representa a densidade de probabilidade de que no instante ¢ a particula esteja loca-
lizada no ponto z. A fungao ¢(x,t) = 0 é sempre uma solucao trivial da equagao (1.1);
mas naturalmente estamos interessados em solucoes nao triviais, isto é, solucoes tais que
U(z,t) # 0.

Uma estratégia utilizada para estudar fendmenos descritos por essa equacao consiste
em procurar solugoes ¥: R x R — C da forma ¢(x,t) = u(x)exp(—iEt/h), em que
E representa a energia total da particula. Apéds manipulagoes algébricas e analiticas
elementares, segue-se que a fungao real u: R — R deve ser solu¢ao da equagao diferencial
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ordinéria
h? d?u(zx)
2m  dz?

+ V(z)u(x) = Eu(x) (x € R) (1.2)

conhecida como equacao de Schrodinger unidimensional independente do tempo. Conse-
quentemente, uma parte importante do estudo da equacgao de Schrédinger unidimensional
dependente do tempo (1.1) é demonstrar a existéncia de pelo menos uma solu¢ao po-
sitiva para a correspondente equacao de Schrédinger unidimensional independente do
tempo (1.2).

Em dimensoes superiores, a equacao de Schrodinger dependente do tempo tem basi-
camente a mesma forma da equagao (1.1) e pode ser escrita como

o(z,t) R

ihT = —%Aw(a:,t) — V(z)yY(x,t) (1.3)

em que, para uma funcdo ¢: RY x R — R, o operador diferencial A(x,t) no ponto
(x,t) = (x1,79,...,7N,t) € RY x R ¢ definido por

N

A, £) = Z PY(x,t)  0*P(z,t) N 9Y(z,t) - 8% (, 1)

2 - 2 2 T 2
~ Oz Oxy Oxs Ox%;

e é denominado operador laplaciano.

Para estudar a equagao diferencial (1.3) também procuramos solu¢do no mesmo for-
mato anteriormente utilizado, isto é, como produto de uma funcao dependente da variavel
espacial por uma funcao exponencial dependente apenas da variavel temporal. Isso conduz
a equacao diferencial parcial

2

0 Aufa) + Viahule) = Bulx)  (x € RY) (14)

As equagoes diferenciais (1.2) e (1.4) sao equagoes elipticas semilineares. Uma ge-
neralizacao dessas equagoes, em que por comodidade nao mais escrevemos as constantes
fisicas e matematicas envolvidas e por simplicidade consideramos um dominio aberto e
limitado Q C RY, tem a forma geral

—Au(x) + V(z)u(z) = f(u(z)) (x € Q CRY). (1.5)

No caso em que f(s) = s a equagao diferencial (1.5) é denominada linear; no caso
em que f(s) = |s|P~%s para p # 2 ou no caso mais geral em que f nao tem a forma de
uma poténcia pura a equagao diferencial (1.5) é denominada semilinear e a nova parcela
f: R — R introduzida no lado direito da equagao (1.5) é denominada nao linearidade do
problema. A funcao V: Q C RY — R é conhecida como potencial.

Um problema comum associado a essa equagao diferencial é

(1.6)

{—Au(a:) +V(2)u(z) = f(u(x)) z€QCRY
u(z) =0 red)CRY

em que Of) indica a fronteira de @ C RY. Esse problema, denominado problema ho-
mogéneo de Dirichlet, consiste de uma equacao diferencial parcial juntamente com uma
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condicdo de contorno que especifica os valores da funcao incognita u: @ C RY — R em
sua fronteira 0f2.

Uma solugdo cldssica do problema de Dirichlet (1.6) ¢ uma funcdo u: Q ¢ RY — R
com derivadas primeira e segunda continuas, o que denotamos por u € C?(Q), e que torna
a equacao diferencial uma identidade para cada ponto do conjunto Q C R¥.

Em geral, garantir a existéncia de solugao cléassica para o problema (1.6) é um pro-
blema bem dificil. Isso se deve, entre outros fatores, ao fato de o problema ser definido
em todo o espago R, & nao reflexividade do espago de fungoes C*(RY) e a auséncia de
compacidade das imersoes de Sobolev.

Uma estratégia comum utilizada para demonstrar resultados de existéncia de solucao
classica para a classe de problemas elipticos (1.6) consiste de duas etapas. Inicialmente
demonstramos a existéncia de uma solu¢cado em um sentido mais fraco do que a solugao
classica, denominada solucgao fraca, cujo conceito apresentamos na proxima secao. A etapa
seguinte consiste em usar a teoria de regularidade de equacoes diferenciais elipticas para
deduzir que uma solucao fraca e suficientemente regular é de fato uma solucao classica.

1.2 O conceito de solucao fraca

Para estabelecer o conceito de solucao fraca vamos nos limitar a descricao das ideias en-
volvidas em torno do problema de Dirichlet (1.6) e também da equagao especifica que
estudamos detalhadamente nesta dissertacao, que é a equacao diferencial eliptica semili-
near (1.5). Isso simplifica a exposigao, ja que a cada tipo de equagao diferencial podemos
associar uma, e por vezes até mais de uma, nocao de solucao fraca. Mais detalhes podem
ser encontrados nos livros de Badiale e Serra [9], no qual nos inspiramos, e de Willem [33].

Comecamos com uma funcao u: @ € RY — R que é solucao classica do pro-
blema (1.6). Consideramos uma fungao ¢: Q C RY — R continuamente diferenciavel,
isto é, uma funcao que possui derivadas parciais continuas de primeira ordem; supomos
também que ¢ tem suporte compacto, isto é, a funcao ¢ anula-se no complementar de
um subconjunto compacto contido em 2 C RY. Nesse caso, escrevemos ¢ € C}(Q) e
denominamos essa funcao de func¢ao teste.

Agora multiplicamos ambos os lados da equacao diferencial do problema de Dirich-
let (1.6) por ¢,

—Au(@)p(z) + V()u(x)p(z) = flu(z)¢(x)  (x€QCRY)
e integramos em todo o subconjunto  C RN,

- / Au(z)p(z) dz + / V(@)u(x)p(x) de = / F(u(@)é(x) de

Para uma funcdo diferenciavel u: Q@ ¢ RY — R, o gradiente em um ponto z =
(71, 29,...,2n5) € QCRY ¢ 0 vetor Vu(x) = (Ou(x)/dz; , Ou(x)/dxy , ..., du(z)/OzyN).
Aplicando o Teorema A.7 da pag. 78 a respeito da féormula de Green, obtemos

/Q Vu(z) - Vo(z) dz + / V(@)u(e)p(z) de = / fu()d(n)de (Ve CAQ)),
(1.7)
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em que o termo de fronteira nao esté presente porque a funcao teste se anula na fronteira
do dominio.

Observamos que para essa formula fazer sentido é suficiente a condigao u € C1(Q),
ou seja, € suficiente que a funcao u seja continuamente diferenciavel; nao é necesséario que
a funcao u seja duas vezes continuamente diferenciavel como supomos no caso de uma
solugao classica.

As condicoes sobre a regularidade das fungoes u e ¢ podem ser enfraquecidas mais
ainda. Para apresenta-las, introduzimos algumas notacoes. Consideramos o espaco RY
munido da medida de Lebesgue dx e interpretamos todas as integrais no sentido da teoria
de integracao de Lebesgue. Agora definimos o espago das fun¢des de quadrado Lebesgue
integraveis,

L*(Q) = {u: QCcRY =R ‘ / lu(z)|*dz < —i—oo}
0
do produto escalar (-|-): L}(RY) x L*(RY) — R dado por

(ulv) = /]R u(a)o(x) de

e da correspondente norma

fulle = /G = ( [ ut)a ) "

Assim, para que as integrais envolvidas na igualdade (1.7) sejam finitas comegamos su-
pondo que u,v € L*(Q).

Outra condigao que podemos utilizar ¢ que du(z)/dx; , dv(z)/Ox; € L*(Q), para
todo indice i € {1,2,..., N}, ou seja, é suficiente que todas essas derivadas parciais sejam
de quadrado Lebesgue integraveis. Por simplicidade, para identificar essas fungoes usamos
as notagoes usuais para espagos de fungoes. Comegamos com o espago de Sobolev H'(Q)
definido por

H'(Q) = {ue L*(Q) | u(z)/0z; € L*(RY),i € {1,2,...,N}},

em que Ou(x)/0z; denota a derivada no sentido das distribuigoes, isto é, a tnica fungao
Ou(z)/0x; tal que

/Qu(x)ag—g) dr = — : agg) dz (Vo e C5°(2)), (1.8)

em que C§°(2) denota a classe de fungoes infinitamente diferencidveis com suporte com-
pacto.

Este espaco de Sobolev é um exemplo importante de espaco de Hilbert quando munido
do produto escalar (-]-): H}(RY) x HY(RY) — R dado por

(ulv) = /RN Vu(z) - Vo(z)dz +/R V(z)u(z)v(x)de

N

e da correspondente norma

= Vi = ([ IVuPas+ [ VoloP i) "
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Também definimos o espago H((€2) como o fecho do espago C5°(2) em H'(), isto

¢, H(Q) = C°(Q) em que consideramos o fecho na norma do espaco de Hilbert H'((Q).

As fungoes do espaco Hj () sdo imaginadas como fungoes que se anulam na fronteira
00 C RY. Mas como 992 C RY tem medida zero em RY, uma justificativa precisa dessa
afirmativa somente pode ser realizada com o uso da teoria do trago apresentada, por
exemplo, em Evans |21, Section 5.5]; veja também as Proposigoes A.20 e A.22. Entretanto,
se a funcao u é suficientemente regular, entao existe uma equivaléncia completa: Para
uma funcio u € H'(Q) N C(Q) e para um dominio  C RY com fronteira 99 C RN
diferencidvel, u € H () se, e somente se, u(z) = 0 para todo z € 9Q C RY.

Dessa forma, no conceito de solugao fraca que procuramos definir podemos substituir
a condigao u € C'(Q2) pela condigao menos restritiva u € H} ().

Quanto ao potencial V: Q ¢ RY — R podemos supor inicialmente que V(x) > 0

para todo x € Q C RY e notamos que nao é necessario supor que V€ C°(Q); basta supor

que V € L*(Q), em que denotamos o espago das fungoes essencialmente limitadas por
L®(Q) = {u: QC RY - R | supess|u(z)| < +oo}
com o supremo essencial definido por
sup ess |u(z)| = inf{c € Ry | |u(z)| < ¢ q.t.p.z € Q C RV}
A norma do espago L*(£2) é definida por
||t|loo == supess|u(z)].

Lembramos ainda que uma propriedade é valida em quase todo ponto em RV se existe
um subconjunto M C RY com medida de Lebesgue |[M| = 0 tal que a propriedade seja
vélida em todo ponto de RV\ M. Para esse caso, a notagao padrao é que a propriedade
em questao vale q.t.p. em algum conjunto apropriado.

Por fim, quanto & nao linearidade f: R — R, podemos usar alguma hipotese sobre o
tipo de crescimento dessa funcao, como por exemplo a existéncia de constantes positivas
a,b € R, tais que |f(s)] < a + b|s|* 7! para todo s € R em que o expoente critico de
Sobolev é definido por 2* =2N/(N —2)se N >3 e2*=40c0ose N=1ou N =2.

Novas hipoteses sobre o potencial V' e sobre a nao linearidade f sao apresentadas nas
secoes seguintes.

Tudo o que foi apresentado acima serve de motivacao para a seguinte definicao fun-
damental.

Definigao 1.1 (Solucao fraca). Suponhamos que o potencial V: Q C RY — R verifica
a hipotese V' € L*(2) e que a ndo linearidade f: R — R verifica a hipotese |f(s)| <
a+ bls|* 7! para todo s € R em que a,b € R,. Uma solugdo fraca para o problema

—Au(z) + V(z)u(z) = f(u(z)) (xr € Q CRY)
¢ uma fungao u € H} () que verifica a identidade integral

/Q Vu(z) - Vo(z) de + / V(@)u(@)p(z) de = / fu(@)ol@)dr (V6 € HI(Q).
(1.9)
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Observagio 1.2. Como supomos u € H}(Q) e ja que o espago das fungoes continuamente
diferenciaveis e de suporte compacto C(Q) ¢ denso no espago de Hilbert H}(f2), isto &,

CE(Q) = HY(Q), segue-se que para testar se vale a identidade integral (1.9) é suficiente
testar a identidade integral (1.7).

Ao definir o conceito de solugao fraca, queremos estender a nogao de solugao de uma
equagao diferencial; logo, a principio uma solucao classica de uma equagao deveria ser
também uma solucao fraca dessa mesma equagao. Isso é o que de fato ocorre, como agora
passamos a mostrar. Seja u: Q C RY — R uma solucdo classica da equacdo diferencial
do problema (1.6). Entdo u € C?(Q) e isso significa que u € H'(Q). Além disso, a
funcdo u é continua em Q e u(z) = 0 para todo x € 9€; logo, u € H}(Q) e a fungdo u
pertence ao espaco correto da Definicao 1.1 de solucao fraca. A seguir, como por hipotese
vale a identidade integral (1.7) e ja que C}(Q) é denso em H; (), para qualquer fungao
fixada ¢ € H}(Q) podemos encontrar uma sequéncia {¢, tnen C Ca(Q) tal que ¢, — ¢
na topologia de H}(€)) quando n — +oco. Assim, passando ao limite quando n — 400
deduzimos que vale a identidade integral (1.7) também para toda fungiao ¢ € H (), que
é exatamente a identidade integral (1.9). Logo, toda solucdo classica u: Q C RY — R da
equagao diferencial do problema (1.6) é também solucao fraca desse mesmo problema.

Notamos que na Defini¢ao 1.1 nao especificamos condicoes de fronteira. Na verdade,
as condi¢oes homogéneas de fronteira do problema de Dirichlet ficam emglobadas na
propria definicao do espaco de fungoes selecionado, ou seja, todas as fungoes do espaco
HZ(9) ja verificam a condicdo u(x) = 0 para todo x € 9Q C RY. Esta é uma das grandes
vantagens da nocao de solucgao fraca.

Suponhamos agora que u € Hj () é solugao fraca do problema homogéneo de Dirich-
let 1.6, de modo que u verifica a identidade integral (1.9). Devemos estabelecer condigoes
sob as quais essa solucao fraca u é também solucao cléssica do mesmo problema. As con-
digoes V € C°(2) e f € C°(Q) sao necessarias. A outra condigao diz respeito apenas a
regularidade da solugao fraca u. Em outros termos, se u é solugao fraca do problema (1.6)
e se u € C%(9), entdo u ¢ solugdo classica. Para demonstrar essa afirmativa comegamos
observando que u € H}(Q) N C?*(Q) implica que u(z) = 0 para todo # € IQ. A seguir,
consideramos uma fungao teste v € C3(Q) tal que vale a identidade integral (1.9); logo,
também vale a identidade integral (1.7). Aplicamos o Teorema A.7 da pag. 78 a respeito
da féormula de Green,

/Q(—Au(x))v(x) dx—i—/QV(x)u(x)v(x) dr = /Qf(u(a:))v(a:) dz (VoveCy)),

e, consequentemente,

/(—Au(x) + V(z)u(z) — f(u(z)))v(z)dz =0 (Vv e Cy(Q)).

Q

E como o espago de fungoes C3(€) ¢ denso em L?(Q), isto é, C3(Q) = L*(Q), deduzimos
que —Au(z) + V(z)u(x) — f(u(x)) =0 q.t.p. em Q e u(x) = 0 para todo x € 02, isto é,
u € solugao do problema

{—Au(x) +V(2)u(@) = flu(z)) qtp.zeQcCRY

1.10
u(z) =0 r €00 C RV, (1.10)

Finalmente, como por hipotese u € C*(Q), deduzimos que toda solugao fraca u € Hg(Q2)N
C?*(Q) é também solugdao classica do problema (1.6).
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Toda essa discussao ilustra um aspecto fundamental da abordagem de solucgao fraca
para um problema de equagoes diferenciais elipticas semilineares: o problema de demons-
trar a existéncia de solugao ¢ completamente independente do problema da regularidade,
isto €, da classe de diferenciabilidade a que a solugao pertence. Portanto, podemos di-
vidir o problema de equagoes elipticas semilineares em duas partes: (1) demonstramos a
existéncia de solugao fraca para o problema; e (2) tratamos separadamente da questao da
regularidade dessa solugao fraca.

Para completar todo o processo, na préxima segao mostramos como as solugoes fracas
estao relacionadas com pontos criticos de um funcional associado ao problema (1.6).

1.3 Solucoes fracas e pontos criticos de funcionais

Da teoria do calculo para funcionais reais definidos em espacos de fungoes abstratos (veja
a segao A.4), sabemos que se G, P: H}(Q) — R sao funcionais definidos por

1

G(u) = %/Q|Vu(a:)|2dx e P(u) = 5/@V(:)§)|u(x)|2 dz,

entao esses funcionais sao formas quadraticas associadas a formas bilineares continuas.
Portanto, esses funcionais sao diferenciaveis em todo o espago H'(Q) e as derivadas de G
e de P em u € H} () aplicadas a um elemento ¢ € H}(Q) sdo dadas por

G'(u)p = /QVu(x) -Vo(x)dx e P'(u)¢ = /QV(x)u(wM(x) dz.

Por fim, sob a hipotese de que existem constantes positivas a, b € R tais que | f(s)| <
a + b|s|* ! para todo s € R, definimos a funcao F: R — R por

F(s) = /05 f(t)dt

e consideramos o funcional J: H}(Q) — R definido por

Entao esse funcional também é diferenciavel em todo o espago H}(Q) e a derivada de J
em u € H}(Q) aplicada a um elemento ¢ € H}(Q2) ¢ dada por

T (u)p = / flu(x))p(z) da

Para verificar esse resultado usamos o procedimento comum nesse tipo de situacao:
(1) mostramos que o funcional J ¢ Gateaux diferenciavel e que sua derivada de Gateaux
Jo: Hy(Q) — (Hy(Q))* é dada por Ja(u)v = [, f(u(z))v(x) dz; e (2) mostramos que Jg
¢ uma aplicagdo continua, de modo que podemos utilizar a Proposi¢ao A.19 da pag. 80
sobre funcionais Géateaux diferenciaveis com derivadas de Gateaux continuas e deduzir
que J ¢ um funcional Fréchet continuamente diferenciavel, isto é, J € C*(Hj(9)).

Agora combinamos essas trés observagoes e definimos o funcional I: H}(Q2) — R pela
formula

I(u) :%/Q|Vu(x)|2dx+%/QV(:E)\u(x)Fdx—/F(u(x))dx. (1.11)

Q
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Esse funcional ¢ continuamente diferenciével, isto ¢, I € C'(HJ(€2)), em vista das proprie-
dades previamente listadas e sua derivada em u € Hj () aplicada ao elemento ¢ € H} ()
é dada por

]’(u)qb:/QVu(:E)qu(x) dx+/QV(x)u(:p)¢($) dx—/gf(u(x))gb(x)dx (1.12)

Sendo assim, uma funcio u: Q@ C RY — R & solugdo fraca do problema (1.6) se, e
somente se, é ponto critico do funcional I definido em (1.11), isto é, se, e somente se,
I'(u)¢ = 0 para toda fungao ¢ € H} ().

O problema de demonstrar a existéncia de solugao fraca para o problema (1.6) é,
portanto, equivalente ao problema de determinar a existéncia de um ponto critico para
o funcional I, conhecido na literatura como funcional de energia ou funcional de Euler-
Lagrange. Equivalentemente, podemos dizer que a equagao diferencial (1.6) é a equagdo
de Euler-Lagrange associada ao funcional de energia I. Nesse caso, dizemos também que
o problema eliptico semilinear possui uma estrutura variacional.

Os pontos criticos podem ser pontos de minimo, pontos de sela, ou pontos com a
geometria do teorema do passo da montanha. Nesta dissertacao, mostramos diretamente
que o funcional de energia possui um ponto critico do ultimo tipo (veja o Teorema A.23
sobre o passo da montanha). Essa estratégia é denominada método direto do cdlculo das
Variagoes.

1.4 Breve histérico sobre problemas elipticos
semilineares

Na literatura sobre equagoes diferenciais encontramos resultados de existéncia, de nao
existéncia, de unicidade e de multiplicidade de solugoes distintas para equacoes elipticas
semilineares. A seguir, apresentamos um breve historico a respeito dessa importante
classe de problemas e listamos algumas hipoteses comumente utilizadas em seu estudo.
Evidentemente, esse resumo nao é exaustivo pois nos limitamos a citar apenas alguns
artigos recentes.

O enfoque historico é dado ao conjunto de hipdteses sobre a nao linearidade f e
principalmente sobre o potencial V. Antes, porém, fazemos um comentario sobre os tipos
de dominios dos problemas elipticos semilineares.

Lembramos que existe uma grande diferenga entre problemas de valores de fronteira
para equacoes elipticas semilineares em dominios limitados e a mesma classe de problemas
em dominios nao limitados: a perda de compacidade das imersoes de Sobolev no caso de
dominios nao limitados.

Para tornar as ideias mais claras, observamos que uma abordagem natural para
determinar a existéncia de solugao para o problema

—Au(z) + V(z)u(z) = f(u(zx)) (x € RY), (1.13)

que é o principal objeto de estudo desta dissertacao, é aproximar uma solucao do pro-
blema (1.13) por uma sequéncia de solugbes da mesma equagao diferencial definida em
dominios limitados. Por exemplo, podemos considerar uma sequéncia de solugoes u €
H}(Bpg) do problema —Aug(z) + V(x)ug(r) = f(x) em By, com a condigdo de fronteira
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ug(z) = 0 para todo x € OBg, em que Bg = {z € R": |z| < R} denota a bola aberta
de raio R centrada na origem e 0B = {z € RY: |z| = R} denota sua fronteira. Pos-
teriormente, avaliamos o limite dessa sequéncia de funcoes fazendo a passagem ao limite
quando R — +oo. Uma das dificuldades dessa abordagem do problema (1.13) pode ser
a auséncia de uma estimativa a priori independente de R. Isso significa que a partir de
sequéncias limitadas no espaco de funcdes Hi(Br) nem sempre é possivel extrair sub-
sequéncias convergentes em algum sentido apropriado e fazer a passagem ao limite para
obter uma solugdo para o problema (1.13) no espago de fungoes H}(RY). Sendo assim,
devido a perda de compacidade dos problemas semilineares definidos em todo o espaco
R, estes sao mais dificeis de estudar do que os mesmos problemas definidos em dominios
abertos e limitados.

Outra dificuldade associada & classe de problemas (1.13) ¢ a escolha do espago de
funcoes mais adequado para formular o problema de minimizacao do funcional de energia.
No caso do problema (1.13) ¢ comum a escolha do espago de Sobolev H}(RY) = H'(RY),
mas outros espacos também sao usados, como apresentamos nos proximos capitulos.

Quanto & hipéteses sobre a nao linearidade f: R — R e sobre o potencial V: RY —
R comegamos o historico citando o artido de Berestycki e Lions [13], que estudaram a
existéncia de solucao positiva u € H'(RY) para o problema

—Au+mu = MulPu (x € RY), (1.14)

em que m, A € R, sao constantes positivas e p € R é tal que p > 2. Nesse caso, a nao
linearidade f(s) := A|s|P~2s ¢ do tipo poténcia pura e o potencial V() :== m é constante.

Essa equagao foi estudada também por Pohozaev [29], que demonstrou que o pro-
blema (1.14) possui solugao se, e somente se, 2 < p < 2* = 2N/(N — 2). O fato de que
o problema nao possui solucao para p > 2* segue da conhecida identidade de Pohozaev,

que relembramos no Teorema A.15, pag. 79. O método de Pohozaev consiste em maxi-
mizar o funcional J: H'(RY) — R definido por J(u) == %fRN |u|P dz restrita ao vinculo
X={ue H'RY): L [~ |VulPdz + 2 [on|ul*dz =1}.

Esse vinculo envolve o aparecimento do multiplicador de Lagrange # € R e obtemos
uma solugao positiva da equagao —Au(x) + V(z)u = M|uP">u. O multiplicador de
Lagrange # € R, é positivo e, devido & homogeneidade da equagao (1.14), pode ser
removido por uma mudanga de variaveis v(x) = ov(x) em que 0 € R;. A abordagem
utilizada em [13] consiste em usar métodos variacionais, trabalhando com um vinculo
apropriado de forma a recuperar alguma compacidade para o problema. Esse vinculo
pode ser tornado aparente devido ao carater auténomo da equagao (1.14) e também ao
fato de que o problema é invariante por homotetias. As principais restri¢oes desse método
sdo a presenga de uma nao linearidade f(s) = A|s|P~2s do tipo poténcia pura, juntamente
com a presenca do operador laplaciano (ou de um outro operador eliptico com coeficientes
constantes).

Outro problema tratado em [13] é demonstrar a existéncia de solugao positiva u €
H'(RY) para o problema

—Au+mu = MulP"2u — plu|??u (z € RY), (1.15)

em que m, A\, u € R, s@o constantes positivas, p,q € R sao tais que p,q > 2, p # q.
Novamente nesse caso o potencial V(x) := m é constante, a nao linearidade tem a forma
mais geral f(s) = A|s[P"%s — u|s|?7?s e as hipOteses sobre os expoentes sio 2 < p <
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max{2*,¢}. Uma condigdo adicional para determinar uma solugao para esse problema
¢ a existéncia de ¢ € Ry tal que G({) = %CP — %Cq — 2¢* > 0. Essa condigdo é
automaticamente verificada no caso em que ¢ < p e existe solugao para o problema (1.15)
quando 2 < ¢ < p < 2*. No caso em que ¢ < 2* < p, pela identidade de Pohozaev
nao existe solugdo nao trivial para o problema (1.15). O caso em que 2* < ¢ < p,
tanto quanto conhecemos, permanece uma questao em aberto: nao se sabe se e sob quais
hipoteses existe solugao para o problema (1.15). Finalmente, quando p < ¢, existe solugao
se a desigualdade G({) > 0 for verificada para algum ¢ € R,. Novamente pela identidade
de Pohozaev, é possivel demonstrar que a equagao (1.15) nao possui solugao se G(¢) < 0
para todo ¢ € R,. Logo, a condigao G(¢) > 0 para algum ¢ € R é necesséria e suficiente.
Essa condicao significa, em particular, que para m, u € R, fixados, existe \* € R, tal que
o problema (1.15) ndo possui solu¢ao para 0 < A < A* e que possui solugao para A > \*.

Posteriormente, Pankov [27] estudou o problema
—Au+V(z)u=+f(z,u), zcRY (1.16)

com uma nao linearidade f: RY x R — R que verifica a condicao de Carathéodory, ou
seja, f(x,s) ¢ mensurdvel em z € RY para todo s € R e f(x,s) ¢ continua em s € R
para quase todo x € RY. Essa hipotese é frequentemente usada para que o funcional de
energia associado ao problema (1.16) esteja bem definido. Outra hipdtese comum usada
sobre a nao linearidade é f(x,0) = 0 para que a funcao identicamente nula u(z) = 0
seja solugao trivial do problema. Além da condigao supess,cgpn |f(z, )| = o(|s|) quando
s — 0, a respeito do crescimento da nao linearidade, também sao usadas as condigoes
|f(z,s)| < C(1+|s[P7!) com 2 < p < 2* em que 2* := 2N/(N —2) se N > 3 e 2* := +00
se N = 1,2 e também a ex1stenc1a de uma constante 0 > 2 tal que 0 < 0F (z,s) < sf(zx, s)
para u # 0 em que F(z,s) fo x,t)dt. Essas duas ultimas condigoes significam que a
nao linearidade tem crescimento subcrltlco na origem e superlinear no infinito. Por fim,
tanto a nao linearidade f quanto o potencial V € L>®(RY) sao fun¢des periddicas com
periodo unitario em cada variavel, isto é, f(z + z,s) = f(x,s) e V(z + z) = V(x) para
todo z € RY, para todo s € R e com z € Z". O principal resultado em [27] trata da
existéncia de solugao fraca, continua e nao trivial u € H*(R") da equagao (1.16) e tal que
lim, 1 o u(x) = 0.

Para outros artigos tratando problemas semilineares com potenciais periddicos tam-
bém citamos Coti-Zelati e Rabinowitz [18], Pankov e Pfliiger 28], ¢ Kryszewski e Szul-
kin [23].

Zhu e Yang [34, 35| estudaram, entre outros problemas, a existéncia de solugdo po-
sitiva u € H'(R") para o problema semilinear

—Au+V(x)u = it + P! (1.17)

em que N > 3, A € Ry é um parametro real positivo, 2 < ¢ < p < 2* com 2* = 2N/(N—2)
e com um potencial V' assintético a uma constante positiva, isto é, existe V,, € R, tal
que |V (z) — Vao| — 0 quando |z| — 400 e também V(x) < V, para todo z € RY, em
que a tltima desigualdade é estrita em um subconjunto de medida positiva em RY. Um
exemplo para esse tipo de potencial é a func¢ao V(z) = exp(—1/|z|) definida para z € R
juntamente com V,, = 1. Notamos que V' (z) < 1 e que |V (z) — 1| — 0 quando |z| — cc.
Em termos gerais, o problema nao auténomo (1.17) é tratado como uma perturbagao do
problema de existéncia de solugao positiva u € H*(R"Y) para a equagio auténoma

—Au+ Voou = Mt +uPt (z € RY), (1.18)
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em que N > 3, A € R, é um parametro positivo, 2 < ¢ < p < 2% eV, € R,.
Posteriormente, Alves, Carridao e Miyagaki 4] estenderam alguns resultados em |34,

35| e demonstraram a existéncia de solucao positiva u € H(RY) para o problema eliptico
semilinear envolvendo o expoente critico de Sobolev

~Au+V(z)u =t +u* ! (z € RY), (1.19)

em que N > 3, A € R, é um parametro real positivo, 2 < ¢ < 2* em que 2* := 2N/(N —2)
e o potencial V: RV — R é uma funcéo continuamente diferenciavel, positiva e periodica,
isto ¢, V(z + 2) = V(z) para todo x € RY em que z € Z"; além disso, usaram a
existéncia de uma constante Vo € Ry tal que V(x) > Vi > 0 para todo z € RY. Nesse
caso, as hipoOteses sobre o expoente ¢ sao as seguintes: (1) ¢ > 2, N > 4e A € Ry; ou
(2)4<qg<6, N=3e)XeR,;ouainda (3) 2 < ¢ <4, N = 3 e A suficientemente grande.
Esse resultado estende, para o caso de nao linearidades criticas de Sobolev, diversos outros
resultados até entao ja conhecidos mas apenas para nao linearidades subcriticas.

A partir da existéncia de solu¢do para o problema critico (1.19) no artigo [4] tam-
bém encontramos um resultado de existéncia de solucio positiva u € H'(RY) para um
problema critico

—Au+ Vy(2)u = Mt o (x € RY), (1.20)

em que N > 3 e A € R, é um parametro real positivo. Nesse caso, o potencial nao
periodico V,: RN — R, é uma pequena perturbacao do potencial periédico V. Mais
precisamente, o potencial nao periddico V, é tal que existem uma constante positiva
Wy € Ry e uma funcio nio negativa W: RY — R com W € LN/?(RY) tais que V,(z) =
V(z) — W(x) = Wy, com W(x) > 0 para todo z € RY e a tltima desigualdade ¢ estrita
em um subconjunto com medida positiva em RY. Também nesse caso as hipoteses sobre
o expoente ¢ sao as as mesmas listadas no pardgrafo anterior. Esse resultado estende os
artigos [34, 35| no sentido de que usa hipdteses menos restritivas do que a periodicidade
do potencial. Como comentario adicional, o artigo [4] trata o potencial V' como sendo
assintoticamente periédico, ou seja, existe uma fungao periédica V,: RN — R tal que
V(z) < V,(z) para todo x € RY e |V (z) — V,(x)| = 0 quando |z| — +o0.

Bartsch e Wang [11]| estudaram a equagao eliptica semilinear
—Au(z) + V(z)u = f(z,u) (z € RY) (1.21)

em que N > 3, a nao linearidade f: RY x R — R ¢ uma funcao continua, f € C(RY x R),
e ¢ fungao fmpar no segundo argumento, isto é, f(x,—s) = —f(x,s), para todo r € RY
e para todo s € R. Além disso, o potencial V é estritamente positivo e a medida de
Lebesgue do conjunto {z € RV: V(z) < M} ¢ finita para todo M € R;. Sob essas
hipotese, em [11] encontramos um resultado de existéncia e de multiplicidade de solugoes
para o problema (1.21).

Para o caso de um potencial V: RY — R coercivo, isto ¢, limyg 40 V(2) = +00,
citamos os artigos de Costa [17] e Miyagaki [25]. Para o caso de um potencial V: RY — R
radial, isto ¢, V(z) = W(r) em que W: R} — R e r = |z| para todo z € RY, citamos o
artigo de Alves, de Morais Filho e Souto [1]. Rabinowitz [30] introduziu uma nova condigao
sobre o potencial V: RY — R tratando do infimo do potencial e de seu limite inferior, 0 <
inf gy V(z) < liminfy 4o V(). Posteriormente, del Pino e Felmer [19] consideraram
uma condicao ainda mais fraca sobre o potencial V: RY — R a respeito da existéncia de
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um conjunto aberto e limitado  C R tal que mingcq V (7) < mingeso V(). Em todos
esses casos, os autores obtiveram resultados de existéncia de solucao para problemas
elipticos semilineares.

Para finalizar esse historico citamos o trabalho de Ambrosetti, Felli e Malchiodi [7].
Nesse influente artigo, encontramos um resultado de existéncia de solugao positiva ground
state u € H'(R”) para o problema semilinear estacionario de Schrodinger

—h*Au(z) + V(z)u(z) = K (x)|u(z) P! (x € RY) (1.22)

tal que limp, oo u(z) =0, em que N >3 e 2 < p <2 =2N/(N —2).

Lembramos que uma solucio u: RY — R ¢ denominada solucdo ground state se
u € L*(RY) tem norma finita em nesse espago, |uly < +00; essas sdo as solugdes mais
relevantes do ponto de vista das aplicacdes. E uma solucao u: RY — R é denominada
solugio ground state se u € H'(RM) é um ponto critico do funcional de energia com
a geometria do teorema do passo da montanha, Teorema A.23. Nesse caso é possivel
demonstrar que lim,_, 4o u(z) = 0 e isso implica que as solugdes estdo bem localizadas
no espaco.

Analogamente & situacao que ji4 mencionamos previamente, se v: RY — R é solucao
do problema (1.22), entdo a funcao ¢: RY x R — R definida por ¢(x,t) = u(x) exp(iXt/h)
representa a funcao de onda estacionaria da equagao de Schrodinger nao linear

Oy (x, 1)

ih == = =AY (1) + (V(2) = No(a, 1) = K (@) [, O (1),

em que h é a constante de Planck e ¢ é a unidade imaginaria.

Com a possivel excegao de apenas dois artigos citados em [7], Noussair e Swanson [26|
e Schneider [31], todos os trabalhos previamente mencionados bem como suas referéncias
utilizam a hipotese de que limjy, o V(2) > 0. O principal mérito de [7] é que trata de
um problema eliptico semilinear com o potenciais V: RY — R que podem decair a zero
no infinito, isto é, lim|g_, oo V'(2) = 0, caso também conhecido na literatura como massa
Z€ro.

E importante ressaltar que nesse caso os métodos variacionais no espaco de fungoes
H'(RY) usados nos trabalhos ja citados nio podem ser empregados para demonstrar
a existéncia de solugao ground state para o problema (1.22). Tampouco os métodos de
perturbacgao podem ser utilizados. Para resolver essas dificuldades, o problema variacional
associado a equagao (1.22) é estruturado em uma classe de espagos de Sobolev com peso,

B, = {u e DY(RYN): /RN h2|Vu(z)? dz + /RN V() |u(2))? do < +oo} .

Esse espago de Sobolev é outro exemplo de espaco de Hilbert quando munido do
produto escalar (-|-)g, : H'(RY) x H(RY) — R dado por

(ulv)g, = /]RN h*Vu(x) - Vou(z) do +/ V(x)u(z)v(x)dx

RN

e da correspondente norma

fully = s, = ([ 9@ dss [ v a) "
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Na definigao de Ej, usamos a notagao DV?(R¥) para indicar o espago

DY (RY) = {u c L* (RY): a;‘—(‘”) c L*RY), ic{1,2,... ,N}} :

€

Esse espaco de Sobolev também é um espago de Hilbert quando munido do produto escalar
(-] )pre: L¥ (RY) x L¥ (RY) — R dado por

(u|v)prz = - Vu(x) - Vo(x)de

e da correspondente norma

ol = Vs = [ 1vuepar)”

No espaco Ej o termo [,y K (x)|u(z)[P dz fica bem definido sob as seguintes hipoteses:
(1) V(z) = O(|z|~®) para 0 < a < 2 quando h — 0; (2) K(x) = O(|z|~?) para 8 > 0
quando h — 0; e (3) 0 < p < (N +2)/(N —2), em que 0 = onap = 2" — a(;f]oim se
0< B <aeo=0nqp=2nos demais casos.

Além disso, sob essas hipoteses o funcional I : Ej, — R de Euler-Lagrange associado
ao problema (1.22) e definido por

In(u) = %/RN B2 V()| dx + % /RN V(@) u(@)]? dz — ]19 /RN K@@ e (1.23)

estd bem definido para todo h € R, sob as hipoteses adicionais: (4) V: RY — R ¢ uma
fungao diferenciavel e existem constantes o, a, A € Ry tais que a/(1 + |z|*) < V(x) < A4;
e (5) K: RY — R ¢ uma fungao diferencidvel e existem constantes 3,k € R, tais que
0< K(z) <k/(1+z]).

Esse funcional também ¢é Fréchet diferenciavel, I;, € C1(E}), e a derivada de I, em
u € E), aplicada ao elemento ¢ € Ej, é dada por

I (u)p = R*Vu(z)Vo(z) do+ V(z)u(x)o(z)dz — K(z)|u(x) P 2u(z)é(r) dz .
N N N

: : : (1.24)

Sendo assim, um ponto critico u € E}, do funcional I, é solugao fraca do problema (1.22).

Mais ainda, o funcional [} verifica a condi¢ao de compacidade de Palais-Smale em

Ej (veja a Definigao 2.8) e isso permite a demonstragdo de um resultado de existéncia

de solucao para esse problema. Entretanto, como o interesse principal é demonstrar o

resultado de existéncia de uma solugao u € H'(R"Y) que decai a zero no infinito, outras
estimativas mais refinadas ainda sao demonstradas.

Para outros trabalhos que tratam desse tipo de potencial citamos os artigos de Am-
brosetti e Wang [6], Berestycki e Lions [13], Benci, Grisanti e Micheletti [12] e Alves e
Souto [2, 3.

1.5 Resultados principais sobre potenciais que se
anulam

Motivados pelos artigos anteriormente citados, principalmente por aqueles relacionados
com o potencial V' que se anula no infinito, esta dissertagao tem como principal objetivo
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estudar detalhadamente dois artigos de Alves e Souto |2, 3]. Nesses artigos sdo demonstra-
dos resultados de existéncia de solugoes positivas para duas classes de equacoes elipticas
semilineares com potenciais que se anulam no infinito.

1.5.1 Primeiro teorema

No capitulo 2 estudamos o artigo de Alves e Souto [2], intitulado Ezistence of solutions for
a class of elliptic equations in RY with vanishing potentials no qual os autores estabelecem
um resultado de existéncia de solugao positiva para uma classe de equagoes elipticas
semilineares de Schrodinger envolvendo o operador laplaciano e potenciais que se anulam.
Mais especificamente, o artigo trata do problema nao linear estacionario de Schrodinger

—Au(z) + V(z)u(z) = f(u(z)) (z € RY) (1.25)

em que u € DY?(RY), u(z) > 0 para todo z € RN e N > 3.

A néao linearidade f: R — R é func@o continua, possui um comportamento subcritico
e verifica as hipoteses seguintes.

(f1) limsupsf(s)/s* < +oo em que 2 := 2N/(N — 2) é o expoente critico de Sobolev.

s—0t

(f2) Existe um namero real p € (2,2*) tal que limsup sf(s)/s” = 0.
s—+o0

(f3) Existe um namero real § > 2 tal que 0 < 0F(s) < sf(s) para todo s € RT, em que
usamos a notagao F(s) = [; f(t)dt.

(f1) f(t) =0 para todo t < 0.
O potencial V: RY — R ¢ continuo, nido negativo e verifica as hipoteses seguintes.

(V1) V(z) > 0 para todo = € RY.

(Va) V() <V, para todo x € B;1(0), em que V., € Rt é uma constante positiva e B;(0)
denota a bola unitéria centrada na origem das coordenadas.

(V3) Existem constantes A € R™ e R > 1 tais que inf| =g |2|*V (z)/R* > A.

Agora estamos preparados para enunciar o primeiro teorema da dissertagao.

Teorema 1.3. Sejam vdlidas as hipoteses (V1), (V) e (V3) sobre o potencial V: RY — R
e também as hipdteses (f1), (f2), (f3) € (fs) sobre a nao linearidade f: R — R. Entdo
existe uma constante N* = A*(V, 0, p, co) tal que o problema (1.25) possui solugao positiva
para todo A > A*.

Lancando mao das hipoteses sobre o potencial V', temos que, em particular, é possivel
seu anulamento no infinito com uma ordem de decrescimento nao superior a |z|~*. Essa
hipdtese sobre o potencial do problema cria uma série de dificuldades para a demonstracao
do Teorema 1.3. Para contorna-las, seguimos Alves e Souto [2| (veja tambam Alves, Assun-
¢ao e Miyagaki [5]) e utilizamos uma variagao do método de penalizagao desenvolvido por
del Pino e Felmer [19] e que pode ser descrito sucintamente da forma seguinte. Primeiro,
consideramos um problema auxiliar e demonstramos que o funcional de energia associado
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a esse problema auxiliar verifica a geometria do teorema do passo da montanha (veja o
Teorema A.23); em seguida, usando a condigao de Ambrosetti-Rabinowitz demonstramos
que as sequéncias de Palais-Smale sao limitadas em um espaco de Sobolev apropriado;
depois, demonstramos que o problema auxiliar possui uma solucao positiva. Todas essas
etapas visam contornar o problema da auséncia de compacidade. Finalmente, utilizamos
o método de iteracio de Moser e demonstramos uma estimativa, no espaco L>°(RY), da
norma da solucao do problema auxiliar; e através dessa estimativa, demonstramos que a
solucao do problema auxiliar é também solug¢ao do problema original.

1.5.2 Segundo teorema

No capitulo 3 estudamos um artigo subsequente de Alves e Souto [3], intitulado Ezistence
of solutions for a class of nonlinear Schrodinger equations with potential vanishing at
infinity. Nesse artigo os autores estabelecem outro resultado de existéncia de solugao
positiva para uma classe de equagoes elipticas semilineares de Schrodinger envolvendo o
operador laplaciano e potenciais que se anulam; porém, a nao linearidade é um pouco
mais geral do que no caso anterior. Mais especificamente, o artigo trata do problema nao
linear estacionario de Schrodinger

—Au(z) + V(z)u(z) = K(x)f(u(x)) (x € RY) (1.26)

em que u € DY3(RY), u(x) > 0 para todo z € RN ¢ N > 3. A respeito do potencial
V:RY — R e da funcio K : RY — R usamos as hipoteses seguintes.

(K1) V(z) >0e K(x) > 0 para todo x € RN ¢ K € L>®(RY),
(K3) Se {A,}nen € RY é uma sequéncia de conjuntos de Borel tais que |A4,| < R para

todo n € N e para algum R > 0, entao

lim K(z)dz =0 (uniformemente em n € N). (1.27)
T+ J A,,nB&(0)

Uma das condigoes a seguir é valida:
(K3) V/K € L=*(R") ou
(K4) existe p € (2,2%) tal que K(z)/[V(z)]® ~/#~=2 — 0 quando |x| — +oc.
A respeito da nao linearidade f: R — R usamos as hipoteses seguintes.

(f5) limsup f(s)/s = 0 se vale (K3) ou limsup,_,+ | f(s)|/sP™! < +oo se vale (Ky).

s—0

(fs) f possui crescimento quase critico, isto é, limsup,_,, . f(s)/s* 7!

2N/(N —2) é o expoente critico de Sobolev.

=0 em que 2* =

(f7) f(s)/s é funcdo nao decrescente em R, e sua primitiva F' é superquadratica no
infinito, isto &, limy_, ., F(s)/s* = +o0.

Agora estamos preparados para enunciar o segundo teorema da dissertacao.
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Teorema 1.4. Sejam vdlidas as hipdteses (K1), (K2) e (K3) ou (K3), (K2) e (K4) sobre
as fungoes V, K: RN — R, como também as hipdteses (fs), (fs) e (f7) sobre a fungao
f: R — R. Entao o problema (1.26) possui solugao positiva do tipo ground state, isto
€, uma solucao positiva u € DY2(RY) com energia igual ao nivel do passo da montanha
associado ao funcional de energia.

Assim como no caso do Teorema 1.3, também no caso do Teorema 1.4 existe a perda
da compacidade das imersoes de Sobolev. Porém, as demonstracoes utilizam técnicas
diferentes. No caso do Teorema 1.4 seguimos Alves e Souto [3] (veja também Vieira [32])
e mostramos, sem usar a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz, que o funcional de energia
sssociado ao problema (1.26) verifica a geometria do teorema do passo da montanha
(Teorema A.23); depois, usamos as condigoes sobre as fungoes V' e K para demonstrar
uma desigualdade do tipo de Hardy que conduz a um resultado de imersao compacta; em
seguida, demonstramos que as sequéncias de Cerami associadas ao nivel de minimax do
funcional de energia sao limitadas. Finalmente, utilizamos todos os passos citados acima
para mostrar que existe uma solugao u € DV?(RY) do tipo ground state para o problema.
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Capitulo 2

Demonstracao do primeiro teorema

O resultado principal deste capitulo é o teorema de existéncia do artigo de Alves e
Souto [2|, intitulado Ezistence of solutions for a class of elliptic equations in RY with
vanishing potentials. Para melhor comodidade do leitor, repetimos as hipdteses sobre a
nao linearidade f e sobre o potencial V', juntamente com alguns comentarios e exemplos
para essas funcoes; também reenunciamos o primeiro teorema. Em seguida, apresenta-
mos a estrutura variacional do problema, incluindo a definicao de um espaco de funcoes
onde definimos o funcional de Euler-Lagrange. Antecipando uma estimativa para o nivel
de energia abaixo do qual é possivel recuperar a perda de compacidade do problema,
definimos um novo funcional de energia associado a um problema auténomo, em que
substituimos o potencial dependente da variavel espacial por uma constante. Na etapa
seguinte, definimos um problema auxiliar através de uma variante do método de penaliza-
¢ao. Em seguida, demonstramos a existéncia de solugao fraca para esse problema auxiliar.
Depois usamos tanto a estimativa previamente estabelecida com a ajuda da condigao de
Ambrosetti-Rabinowitz quanto o esquema de iteracdo de Moser para demonstrar uma
estimativa para a norma da soluc¢ao do problema auxiliar no espago das fungoes essen-
cialmente limitadas. Por fim, concluimos que a solugao do problema auxiliar é também
solucao fraca do problema original.

2.1 Estrutura variacional do problema semilinear

Nosso objetivo neste capitulo é estudar a existéncia de solugao fraca para o problema
eliptico semilinear

—Au+V(z)u= f(u) (xeRN),
u(z) >0 (r € RY), (2.1)
u € DM?(RVN),
em que N > 3. O espago de Hilbert DV2(RY) ¢ definido por

DY (RYN) == {u c L* (RY): g—“ c L*RY), ie {1, - ,N}} :
X

e estd munido do produto escalar (-|-)pi2: L* (RY) x L¥ (RY) — R dado por

(u|v)prz = Vu(z) - Vu(x)dz

RN
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€ com a correspondente norma

Pl = Vs = [ 1vuepar)”

A nao linearidade f: R — R e o potencial V: RY — R sdo funcdes continuas. Supomos
que f possui um comportamento subcritico e verifica as hipoteses seguintes.

(f1) limsupsf(s)/s* < +oo em que 2* = 2N/(N — 2) & o expoente critico de Sobolev.

s—0t

(f2) Existe um namero real p € (2,2*) tal que limsup sf(s)/s” = 0.
s—+o00
(f3) Existe um namero real § > 2 tal que 0 < 0F(s) < sf(s) para todo s € RT, em que
usamos F' ¢ a primitiva de f, isto ¢, F(s) == [ f(t)dt.

(f1) f(t) =0 para todo t < 0.

Observagao 2.1. 1. Em relagao a hipotese (f1), existe ¢; € R tal que |sf(s)| <
c1|s|?” para s préximo a zero; e em relagao a hipétese (fy), existe ¢ € RY tal que
|sf(s)| < cofs|P para s suficientemente grande. Combinando essas duas desigualdades e
definindo ¢y := max{cy, c2}, obtemos o par de desigualdades

1sf(s)] < cols|* e |sf(s)] < cols|? (Vs € R). (2.2)

2. A hipétese (f3) é conhecida como condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz. Essa hi-
potese é importante para assegurar que o funcional de Euler-Lagrange associado ao pro-
blema (2.1) tem a geometria do teorema do passo da montanha e também para garantir
que as sequéncias de Palais-Smale para esse funcional sao limitadas. Para isso, reescreve-
mos a desigualdade de (f3) na forma f(s)/F(s) = 0/s e, ap0s integragao, deduzimos que
existe uma constante C' € R, tal que

F(s) > C|s|°. (2.3)

3. Um exemplo de nao linearidade f: R — R que verifica o conjunto de hipoteses
acima é

0, se s <0,
f(s)=<st1 sel0<s<l,
Pl ses>1,

em que ¢ >2%e 2 <p< 2.
Além disso, V' é fungao nao negativa e verifica as hipéteses seguintes.
(V1) V(z) > 0 para todo z € RV,

(Va) V(z) < Vi para todo x € B;(0), em que V., € Rt é uma constante positiva e B;(0)
denota a bola unitaria centrada na origem das coordenadas.

(V3) Existem constantes A € RT e R > 1 tais que infj,>p [2[*V (z)/R* > A.
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Observacao 2.2. 1. Notamos que pela hipotese (V3) é possivel o anulamento da fun-
¢ao potencial V no infinito com uma ordem descrescimento nao superior a |z|*.

2. Um exemplo de funcdo potencial V: RY — R que verifica o conjunto de hipoteses
acima é

0, se || < R—1,
V(z) =< AR(Jz| = R+1), se R—1<|z| <R,
Alx| R4, se R < |z,

em que A >0 e R > 1 sao dados por (V3).

Com essas hipoteses, estamos preparados para demonstrar o primeiro teorema desta
dissertagao, que reenunciamos a seguir.

Teorema 1.3. Sejam vdlidas as hipteses (V7), (V) e (V3) sobre o potencial V' e também
as hipdteses (f1), (f2), (f3) e (f1) sobre a nao linearidade f. Entdao existe uma constante
A= AN (V,0,p,c0) tal que o problema (2.1) possui solugao positiva para todo A > A*.

Como ja mencionamos no capitulo 1, a estratégia que adotamos é a de definir o
conceito de solugao fraca para o problema (2.1) e demonstrar a existéncia dessa solugao.
Com este intuito, consideramos inicialmente uma fungao teste v € CL(RY). Multiplicamos
ambos os lados da equagao diferencial do problema (2.1) por v,

—Au(z)v(z) + V(z)u(z)v(z) = f(u(z))v(z) (zeRY)

e integramos em todo o espaco RY,

_/]RN Au(z)v(z) dx—i—/ V(z)u(z)v(z)dr = . fu(z))v(x)de .

RN

Aplicando Teorema A.7 de Green, obtemos

/}RN Vu(z) - Vo(z)dz + /RN V(z)u(z)v(z)de = » flu(z))v(z) de (v e C3(RY))
(2.4)

em que o termo de fronteira nao esta presente porque a fungao teste se anula no exterior
de algum conjunto compacto.

Como é comum em equacoes elipticas semilineares com estrutura variacional, a es-
colha do espacgo de fungoes onde procuramos a solucao do problema é uma questao nao
trivial. No caso presente, em decorréncia da possibilidade de anulamento do potencial no
infinito, devemos procurar a solu¢ao em um espago de Sobolev que contém propriamente
o espago H'(RY). Dessa forma, usando uma ideia similar aquela do artigo de Ambrosetti,
Felli e Malchiodi [8] definimos o espago de fungoes

E:{ueDwmﬁzégvum%u<+m}.

Esse espaco de Sobolev é também um espago de Hilbert quando munido do produto escalar
(-|-)g: DY*(RY) x DY?(RY) — R dado por

(ulv)g = Vu(z) - Vo(x)dz +/ V(z)u(z)v(x)de

RN RN
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e da correspondente norma

lullp = v/{ulu)s = ( / V() dr + / ) v<x>|u<x>|2dx) "

Ja que essa é a norma mais importante da dissertacao, deste ponto em diante denotamos
simplesmente por ||u|| = ||u||z sem o subscrito.

O problema (2.1) pode entao ser reformulado como um problema de minimizacao
para o funcional [ : F — R definido por

1 1
(u) = = / Vu@)Pdz++ [ V(zule)de - / Flu(z))dz,  (25)
2 RN 2 RN RN
em que F(s) = fos f(t)dt.
De fato, como mostramos a seguir no Lema 2.4, o funcional I dado por (2.5) esta bem
definido e ¢ continuamente Fréchet diferencidvel, I € C'(E), e sua derivada em u € F
aplicada ao elemento v € FE é dada por

I'(u)v = Vu(z) - Vu(z)dz +/

RN RN

V(z)u(x)v(x)de — flu(z))v(x)de (v e E)
RN
(2.6)
Sendo assim, reconhecemos que u € E é solugao fraca do problema (2.1) se, e somente se,

u € F & ponto critico do funcional de Euler-Lagrange I € C''(F) definido em (2.5).

Observagao 2.3. Para simplificar as notagoes e seguindo a préatica comum, de agora em
diante escrevemos u no lugar de u(z), f(u) no lugar de f(u(z)), etc. Também denotamos
por C' € R, uma constante real positiva, que pode ter valores diferentes de uma passagem
para outra.

Lema 2.4. O funcional I: E — R dado por

I(w) ::1/ IVl de 4 v<x>u2dx—/ Flu)da
RN RN

2 RN
Lo e

= —||ul]* — F(u)dzx
2 RN

estd bem definido. Além disso, sua derivada de Gateaur em u € E aplicada ao elemento
v e FE é dada por

I'(u)v = Vu(z) - Vo(z)dz + V(z)u(z)v(z)de — f(u(x))v(z)de.
RN RN RN
Mais ainda, essa derivada de Gateauz € continua; portanto, o funcional I é Fréchet dife-

rencidvel, I € C*(E).

Demonstra¢ao. Comecamos definindo os trés funcionais Iy, I, I3: E — R por
1 1
Li(u) = —/ |Vul*dz,  IL(u) = —/ V(z)u?dr,  Iz(u) ::/ F(u)dx.
2 RN 2 RN RN

Os dois primeiros funcionais estao bem definidos em decorréncia da escolha do espaco
de Hilbert E; portanto, apresentamos apenas os detalhes relativos ao funcional I5.
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Para mostrar que o terceiro funcional estad bem definido usamos a primeira desigual-
dade em (2.2) e deduzimos que existe ¢ > 0 tal que

F(s) < c|s]* (Vs eR); (2.7)

também usamos a desigualdade de Sobolev,

(/ mﬁ¢02:gc(/|vm%m)7 (2.8)
RN RN

Dessa forma, por (2.7) e (2.8) obtemos

*

/ F(u)dx < c/ lu|* dz < C (/ |Vu|2d$) < 400,
RN RN RN

o que garante a boa definicao do funcional I5.
Consequentemente, o funcional [ esta bem definido no espago de Hilbert E.

As derivadas desses trés funcionais em u € E aplicadas a um elemento v € E sao
dadas por

{,G(u)vz/ Vu-Vvdz, ]é’G(u)v:/ V(z)uwwdr, Iq(u)v = fu)vde.
RN RN RN

A justificativa para os dois primeiros funcionais é de que ambos sao formas qua-
dréticas associadas a formas bilineares continuas. Logo, esses dois primeiros funcionais
sao Gateaux diferenciaveis e suas derivadas sao conforme apresentado. Além disso, essas
derivadas de Géateaux sao continuas; portanto os dois primeiros funcionais sao Fréchet
diferenciaveis, I, I, € C*(FE). A seguir apresentamos os detalhes relativos a diferenciabi-
lidade do terceiro funcional: primeiro, mostramos que a derivada de Gateaux de I3 é dada
pela formula acima; em seguida, mostramos que essa derivada de Gateaux é continua.

Com este intuito, usando o teorema do valor médio, deduzimos que existe 6 € [0, 1]
tal que

F(u(x) +tv(z)) — F(u(z))  F'(u(z) + 0tu(z))to(x)

t B t
= f(U(fE) + 9750(93))0(93),
em que na ultlma passagem usamos a defini¢do F'(u fo t)dt. Por (2.2), isto é,

f(s) < cols]* 71, e pela desigualdade (a + b)" < 27 1(@ + br) obtemos
fu(z) 4 0tv(x))v(x) < colu(x) —i— Gtv( )2 ()
< c(lul@) 1 + [0t(x) P o (z)
< c(Ju(@)* = + o) ()
= clu(z)|* "'w(z) + cv(z)*. (2.9)

Para estimar as parcelas acima, usamos a desigualdade de Sobolev e obtemos

*

/ lv|?" dz < S (/ ]Vv\zdx)
RN RN
<S5 (/ |Vv|2da:—|—/ V(x)uQ)
RN RN

< S ||* < oo (2.10)
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A seguir usamos a desigualdade de Holder A.2 com os expoentes conjugados o =

2*/(2* — 1) e &' = 2* e obtemos
l o
2*1‘adx) (/ o] d:c>
RN

/ u[> o] dz < (/ I
RN RN
(/ || dx) (/ lv|* dx)
RN RN
ZHJo]] < oo, (2.11)

<S5*

N
*"‘

N

u

em que na ultima passagem aplicamos a desigualdade (2.10).

Dessa forma, por (2.10) e (2.11) deduzimos que
clu()|* ~to(z) + cju(2)|* € LYRY).

Agora usamos o Teorema A.11 da Convergéncia Dominada e obtemos

I3(u+ tv) — I3(u)

5.¢(u)v = lim

t—0 t
[ k) - F)
t—0 RN t
= lim f(u+ 0tv)vdx
t—0 RN
= /RN }g%f(u + 0tv)vde
= (u)vdz. (2.12)

RN
Portanto, a derivada de Géateaux de I3 em wu aplicada ao elemento v € E é dada por

§7G(u)v = fRN f(uw)vde.

Por fim, para verificar a continuidade da derivada de Géateaux, partimos de uma
sequéncia (u,)neny C E e de um elemento u € E tais que u,, — u em F quando n — +o00.
Devemos mostrar que

nl—i>r—iI-1c>o( éc(un) - ?,,G(U))U =0
em que v € E ¢é tal que [jv]| < 1. Entretanto, a desigualdade (2.11) garante que I3 ¢é
um funcional continuo. Esse fato, juntamente com a Proposicao A.19 garantem que I3
¢ Fréchet diferenciavel, I3 ¢ € C'(E).

Finalmente, como Iy, I, I3 € CY(E) e ja que I = I; + I, — I3, concluimos que
I € CY(E) e o lema fica demonstrado. O

Por meio do Lema 2.4 deduzimos que os pontos criticos do funcional I de fato cor-
respondem as solugoes fracas do problema (2.1).
2.2 A geometria do passo da montanha

Como o problema (2.1) envolve todo o espago R, existe a perda de compacidade das imer-
soes de Sobolev. E isso causa uma série de dificuldades para a demonstragao do resultado
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de existéncia de solucao fraca. Uma das formas de contornar essas dificuldades é tentar
identificar um possivel nivel de energia do funcional de Euler-Lagrange abaixo do qual é
possivel recuperar a compacidade das sequéncias de Palais-Smale; veja a Defini¢ao 2.8.

Entretanto, devido ao fato de o potencial V' poder se anular no infinito, acreditamos
que nao é possivel trabalhar diretamente com o funcional I para identificar esse nivel de
energia. Sendo assim, definimos um novo funcional no qual o potencial V' é substituido por
uma constante conveniente. Mais especificamente, definimos o funcional I, : H}(B;) — R
pela formula

1 1
Ioo(w) ::5/3 \Vu\zdx—i—E/B Voou2dx—/B F(u)dz, (2.13)
1 1 1

em que V,, > 0 é a constante dada em (V5); como é usual, B; denota a bola unitéaria
centrada na origem. A boa definicao do funcional I, segue exatamente os mesmos passos
j& apresentados no Lema 2.4 e por isso omitimos a demonstragao.

O proximo resultado garante que o funcional I, tem a geometria do passo da mon-
tanha; veja o Teorema A.23.

Lema 2.5. O funcional I, : Hj(B;) — R definido em (2.13) wverifica a geometria do
teorema do passo da montanha. Mais precisamente, as propriedades abaizo sao vdlidas.

1. Existem ro € Ry e pg € Ry tais que I(u) = uo para toda fungio u € HY(B;) com
[ull = 7o,
2. Eziste eg € H}(B1)\{0} tal que I(eg) < 0.

Demonstracao. 1. Para verificar o primeiro item, comegamos usando a hipotese (f3)
para deduzir a desigualdade

1 1
Io(u) = = VulPdr + = [ Veuldzr — [ F(u)de
2 Jp, 2 /B, B

1 1
P \Vu\zdx—i——/ Voouzdx—/ mdx,
2 /g, B 0

=
2B1 B

Além disso, usando a primeira desigualdade em (2.2), deduzimos que

1 1 1
Io(u) > = [ |Vul*dz + —/ Veurdz — = [ Juf(u)|dx
2 B 2 B 9 B
1 Voo .
> - |Vu|2d::r:+—/ wde — 2 lu|*" dz .
2 B 2 B 9 B

Aplicando a desigualdade A.3 de Poincaré, obtemos

1 Vo .
To(u) > uzdx—l——/ wde — 2 [ |uf? de
2 Jp

~2M Jp, 0 Jp,

1 Voo 2 Co
p— — — d —_— —
(2M+2)/Blu g Q/RN|“

E aplicando a desigualdade (A.1) de Sobolev,

> ::/ |u
RN

2 dzx.

*

Ydr < S (/ |Vu\2dx> )
RN

[
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*

El
&)/ w?de — L5 (/ |VU|2dx>
2 B 9 RN
1 * 5
> (o) [ =-S5 ([ vldes [ vienla
2 2 B 0 RN RN
Vo
2

1 CO *
S (1 2 3. €02
/(2M+ )/Blu dz 95 |u

Agora notamos que H}(B;) < L?(B;) é uma imersao compacta; portanto, existe
uma constante C' € R™ tal que

(/ u? da:) <C < Vul>dz + [ V(x)u? dx)
B1 B1 Bi

<C (/ |Vu|2dx—|—/ V(z)u? dx)
RN RN

= Cllufl.

o (2.14)

Substituindo a desigualdade precedente em (2.14), obtemos

1 . .
Io(u) = C? <— + §> llul|? — 0627

2M 2 0

Assim, considerando ||u|| suficientemente pequeno, segue-se que a primeira parcela
do lado direito da desigualdade precedente com o fator ||u||? domina a segunda parcela
com o fator [|u||?". Por esta razao, obtemos a existéncia de ry € R, e de pg € R tais que

Io(u) = po para toda fungao u € E com ||u|| = ro. Com isso concluimos a demonstragao
do primeiro item.

2. Pela desigualdade (2.3), temos que para u € H}(B;)\{0},
1 1
Io(tu) = —\t|2/ \vu|2dx+—|t|2/ Voou2dx—/ F(tu) dx
2 B 2 B B
1 1
< —]t\z/ |Vul*dz + —\t]Q/ Veu? dz — Clt|? [ |ul’da.
2 B 2 B B
Como 0 > 2, existe t, € R* suficientemente grande tal que, definindo ey = t,u,

obtemos ||eg|| = 70 € Io(€o) < 0. Assim, concluimos a demonstragao do segundo item. [

Denotamos por d., o nivel de energia do passo da montanha associado ao funcional
I, isto é,

do = Inf Io(v(1)),
Inf max (v(t))

em que
= {yeC (0,1, Hy(B)) : 7(0) =0 e v(1) = eo}

¢ a classe de caminhos unindo a origem ao elemento ey € H}(B;)\{0} vericando a desi-
gualdade I (eg) < 0 e determinado no Lema 2.5.

Observagao 2.6. A constante d,, depende somente de V., de 6 e de f.
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2.3 O problema auxiliar

Com o intuito de obtermos solu¢oes positivas para o problema (2.1), aplicamos uma
variante do método de penalizac¢ao desenvolvido por del Pino e Felmer [19] e apresentamos
um novo problema. Para isso, fixamos algumas notagoes.

Para K = 20/(f —2) > 2 e para R > 1, consideramos a funcéo f: RN x R — R dada
por

. f@),  se Kf(t) <V(x)t,

He) = V@), ke > v (2.15)

K
Também definimos a funcao ¢g: RY x R — R por
t < R,
g(@,t) = A (2.16)
f(z,t), selz|>R

e a funcio G: RY x R — R por G(z,1) : fo (x,s)ds.

Antes de apresentar o problema auxiliar estabelecemos algumas desigualdades que
sao uteis nas demonstracoes.
~ Se Kf(t) < V()t, entdo flz,t) = f(t) < V(@)t/K; e se kf(t) > V(z)t, entdo
f(z,t) =V(x)t/K < f(t). Combinando esses dois casos, deduzimos que

fz,t) < f(b), (Vz € RY).

Além disso, se |z| < R, entdo g(z,t) = f(t) e G(z,t) = F(z,t). E se [z] > R,
entao g(z,t) = f(x t) e ha duas possibilidades: se Kf(t) < V(x)t, entao f(x,t) = f(t)
e G(z,t) = F(t); e se Kf(t) > V(x)t, entao f(z,t) = V(2)t/K e G(z,t) = V(z)t?/2K.

Combinando esses casos, deduzimos que

o) < D0 (el > ). (217)
Mais ainda, deduzimos que
Gla,t) = F(t) (7 |2| < R) (2.18)
e que
G@;ﬂs;vgzﬁ, (¥ 2| > R). (2.19)

A partir das fungoes f e g apresentamos o problema auxiliar,

—Au+ V(x)u = g(z,u) (r e RY)
u(z) >0 (r € RY) (2.20)
w e DI2(RN).

O funcional J: F — R de Euler-Lagrange associado ao problema (2.20) é definido
por

J(u) :—1/ ]Vu]delH—l/ V(x)ude—/ G(z,u)dx
2 RN 2 RN RN
:ZEHMF—1/ G(o,u) dz. (2.21)
2 RN
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Seguindo os mesmos passos da demonstracao do Lema 2.4 é possivel demonstrar que esse
funcional é continuamente Fréchet diferenciavel, J € C(E), e que sua derivada em u € F
aplicada ao elemento v € F é dada por

J (u)v = /RN Vu- Vo + /RN V(z)uvde — / g(x,u)vder (VveE). (2.22)

RN

Portanto, essa equacao nos permite caracterizar os pontos criticos do funcional J de Euler-
Lagrange como solugoes fracas do problema eliptico semilinear (2.20). Assim, se podemos
deduzir alguma propriedade dos pontos criticos do funcional J, entao esse conhecimento
pode ser transferido para a solucao da equacgao eliptica semilinear. Essa discussao pode
ser estendida para uma classe mais ampla de equagoes diferenciais mas nesta dissertagao
tratamos apenas das equagoes semilineares.

O proximo resultado trata da geometria do funcional de energia J associado a esse
problema auxiliar.

Lema 2.7. O funcional J: E — R definido em (2.21) verifica a geometria do teorema do
passo da montanha. Mais precisamente, as propriedades abaizo sao vdlidas.

1. Existem 1 € Ry e iy € Ry tais que J(u) > py para toda fun¢io uw € E com
[ull = r1;

2. Emiste e; € E\{0} tal que J(e1) < 0.

Demonstracao. 1. Pela definicao de (G, sabemos que

J(u) = %||u||2 - /RN G(z,u)dx

“glde - [ Gwwar- [ e
lz[<R

|z|>R
1

:§||u||2—/ F(t)dx—/ G(z,u)dz,
|z|<R |lz|>R

em (ue na passagem anterior usamos a igualdade (2.18). Em seguida, aplicando a desi-
gualdade (2.19) e a hipotese (f3), obtemos

1 2
I 5l [

lz|<R

2
21“’&”2—/ de_/ Wﬂdx
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Agora usamos a primeira desigualdade em (2.2) e obtemos

1 1
) > = ||ul|? / lu|? doe — — V(z)u®da
S ™= le|<R 2K Jio>r (

2
1 ‘o . 1 1

> ||2——/ W dr— — [ Viewde — —— IVl da
2 0 RN 2K |m|>R 2K |1‘|>R
1 . 1 1

> 5 2 dr — — | V(x)wPder — — Vul?d
IIH D[ g [ vwtar—op [ v

1
2 Co 2% 2
= = - — de — —

1 .
=(—~—)HW @[
2 ]RN

Aplicando a desigualdade de Sobolev a integral do lado direito da desigualdade pre-
cedente, obtemos

1) (5 - 51 ) Il - :ﬁ(éuwwm)g
> (%—-) ull? = (/N |Vu]2dx—|—/RNV(x)u2dx>2;
~ (5= 35 ) IlIP = 5571l

Assim, considerando ||u| suficientemente pequeno, segue-se que a primeira parcela
do lado direito da desigualdade precedente com o fator ||u||? domina a segunda parcela
com o fator ||u||?". Por esta razdo, obtemos a existéncia de r; € R, e de p; € R tais que
J(u) > py para toda fungdo u € F com ||u|| = r1. Com isso concluimos a demonstragao
do primeiro item.

o*

2. Notamos que se u € H}(B;)\{0} e t € R, entao

1 1
J(tu) = 5152/ |Vul?dz + §t2/ p)udr — [ G(z,tu)d
RN RN

1 1
<—t2/ |Vu]2dx—|——t2/ udm—/ G(z,tu)d
2 JB 2 JB B
Das hipoteses (V3) e (V3) e da igualdade (2.18), obtemos
1 1
J(tu) < = / |Vul> dz + =t*V,, / u?dzx —/ G(x,tu) dzx
2 Jp 2 B B

1 1
:—tz/ \Vu\zdx—i——tzvoo/ u dx—/ F(tu)dx.
2 Jp 2 B B

Pela desigualdade (2.3), deduzimos que
1 1
J(tu) < -t2/ IVl dz + —t2VOO/ W2 dz — 00|t|9/ fuf? da
2 JB 2 B B

Como 0 > 2, existe t, € R, suficientemente grande tal que, definindo e; = t,u,
obtemos ||e1]| = r1 e J(e1) < 0. Assim, concluimos a demonstragao do segundo item. [
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A seguir definimos os importantes conceitos de sequéncia de Palais-Smale e de con-
dicao de Palais-Smale.

Definigao 2.8. Dizemos que uma sequéncia de fungoes (uy,),eny C E é uma sequéncia de
Palais-Smale para o funcional J no nivel ¢ se

J(up,) —c e J (uy) =0

quando n — oco. E dizemos que um funcional J: E — R verifica a condi¢ao de Palais-
Smale, (ou simplesmente: .J verifica a condi¢ao (PS)) se toda sequéncia de Palais-Smale
para J tem uma subsequéncia (u,,)jen C E fortemente convergente em E, u,, —u € E
quando j — 4o0o. Também dizemos que J verifica a condicao de Palais-Smale no nivel
¢ € R (ou simplesmente: J verifica a condigao (PS).) se toda sequéncia de Palais-Smale
no nivel ¢ tem uma subsequéncia convergente em F. Além disso, dizemos simplesmente
que J verifica a condicao de Palais-Smale se J verifica a condicao de Palais-Smale no nivel
¢ para todo ¢ € R.

Como o funcional J tem a geometria do teorema do passo da montanha, usando
Willem [33, Teorema 1.15|, obtemos uma sequéncia de Palais-Smale (u,)n,eny C E para
esse funcional no nivel ¢, isto é, uma sequéncia tal que

J(u,) —=c e J(u,) —0
em que ¢ € R, é o nivel do passo da montanha associado a J (nivel de minimax), isto é,

— inf J((t
¢ = Inf max (v(1)),

I'={yeC([0,1], Hy(B) : 7(0) = 0 e (1) = e},

é a classe de caminhos unindo a origem ao elemento e; € Hy(B)\{0} verificando a desi-
gualdade J(e;) < 0 e determinado no Lema 2.5.

Agora vamos comparar os niveis de minimax d,, e ¢ associados aos funcionais I
e J, respectivamente dados por (2.13) e (2.21). Se v € H}(B;), entdao G(z,u) = F(u),
pela igualdade (2.18); além disso, V(x) < V., por (V5). Logo, J(u) < I(u), para todo
u € H}(B). Da defini¢ao de ¢ e d.,, concluimos que

¢ < da. (2.23)

No préximo lema mostramos que as sequéncias de Palais-Smale para o funcional J
sao limitadas.

Lema 2.9. Suponhamos que seja vdlida a hipdteses (Vi) sobre o potencial e as hipdte-
ses (f1), (f2), (f3) e (fs) sobre a nao linearidade. Se (uy)nen C E € uma sequéncia de
Palais-Smale para o funcional J, entao (u,)neny C E € limitada em E.

Demonstragdo. Devemos mostrar que a sequéncia (||uy]|), oy € R é limitada. E como ¢é
usual em problemas elipticos semilineares, é importante estimar o termo

J(un) — %J’(un)un = %/RN |Vu,|*dz + % /RN V(z)u? do — / G(x,u,)dx

RN
1

1 1
— —/ |Vu,|* do — —/ V(z)u2 dz + —/ gz, up)u, de,
6 RN 0 RN 0 RN
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em todo o espaco RY.

Tendo em vista as defini¢oes das fungoes g e GG, inicialmente avaliamos a expressao
J(u) — %J’(un)un no conjunto

= {z € RV |2[ < Rou f(u(x)) < V(z)u(zx)/K}.

Pela definigdo de G segue-se que se x € A entdo G(z,u) = F(u). Assim, usando (f3),
concluimos que existe # > 2 tal que

—G(z,u) + %uf(u) >0 (VzeA).

1 1
§/|Vu|2da?+§/V( u? da:—/G(:v,u)dx
A
—1/|Vu]2dx——/ z)u® do + — / (x,u)udz
0 Ja 0
21/ |Vu|2dx—|——/V(m)u dx——/f(u)udx
2.Ja 2.Ja 0 Ja
1 , 1 , 1
—— | |Vul*de — = | V(z)u*dx + = [ g(z,u)udx,
0 Ja 0 Ja 0 Ja
Pela definigdo de g dada em (2.16), obtemos
1 , 1 , 1
— [ |Vul*dze+ = [ V(z)u"de — = [ f(u)udx
2Ja 2Ja 0 Ja
—1/ |Vu|2da:—l/V(x)ugquLl/g(x,u)udx
0 Ja 0 Ja 0 Ja
> 1/ |Vu|2da:+1/V(x)uzdx—l/f(u)udx
2Ja 2Ja 0 Ja
1 , 1 , 1
—— [ Vul*de — = | V(z)u*dz + - [ f(u)udx
0Ja 0 Ja 0 Ja
= <1 — 1) (/ |Vu|2da:+/V(:L’)u2 dx>
> (9;2) (/ \vu|2dx+/V(x)u2dx>. (2.24)

Agora, continuamos a estimar o termo J(u,) — $J'(u,)u, no complementar do sub-
conjunto A,

Portanto,

Ac={x e RY: |z| > Re f(u(z)) > V(z)u(x)/K}.

Pelas defini¢des de f(z ;1) e de g(z,t), dadas respectivamente em (2.15) e em (2.16), se
r € A°, entao g(x,u) = f(z,u) = V(z)u(z)/K e G(x,u) = V(z)u*(z)/2K. Dessa forma,

/Achuudx—/c%uz(x)dx>0 (2.25)

/AFG %/cg(x,u)udx. (2.26)
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Logo, usando (2.25), obtemos

1 1
—/ ]Vu]de—l——/ V(:c)qux—/ G(z,u)dx
2 Ac 2 c c
1 , 1 , 1
—— | |Vul*de—= [ V(x)u'de+ = | g(z,u)udx
0 Ac 9 c 9 c

> (% _ %) (/A |Vu|2dx+/cV(a:)u2 dx) - | Glawar,

Da Definigao (2.16), se |z| > R, entdo g(x,t) = f(x,t). Além disso, da Definicao (2.15),
se Kf(t) > V(x)t, entao f(x,t) = V(2)t/K e G(x,t) = V(2)t?/2K. Assim, para x € A,
temos que

1 1
—/ |Vul?dz + —/ V(z)u?*dr — | G(x,u)dx
Ac 2 c Ac

2
1 , 1 , 1
—— | |Vul*de — - | V(z)udz+ = [ g(z,u)udx

0 J s 0 J 4 6 J 4

(i1 /|V|2d+/V()2d L V(z)u®d

=573 . ul® dx V(@)ude TN z)u”dx
1 1 1

S 2 2 _ 2 2

> (2 9) ( " |Vu| dx—l—/c V(z)u dx) 2K( . |Vul dx+/cV(:p)u dx)
0—2 5 )

=|—— [Vul*dz+ [ V(z)u*dx |, (2.27)
49 Ac c

em que na ultima passagem usando o fato de que K = 260/(6 — 2).
Combinando as desigualdades (2.24) e (2.27), obtemos

0—2 s 1 )
(552 ol = gl 228)

Observamos que, pela definicao de sequéncia de Palais-Smale,

J(uy) — %J’(un)un

WV

J(u,) = c e J’(un)&

[[n]|

—0

pois J'(u,) — 0 por hipotese; logo, existe uma constante C' > 0 tal que

1 1
J(un)—gJ’(un)un <C+§Hunl| < O+ ||uyll- (2.29)
Usando as desigualdades (2.29) e (2.28), deduzimos que (1/2K)||u,||* < C + |lu,| ou
seja, [|unl|([Jun| —2K) < 2KC.

Para mostrar que a sequéncia (u, )peny C F € limitada argumentamos por contradigao.
Se existir uma subsequéncia, ainda denotada da mesma forma, tal que ||u, || — 400, entao
pela desigualdade acima deduzimos que (||u,| — 2K) — 0, isto &, ||u,| — 2K, o que é
uma contradigdo. Portanto, a sequéncia (u,),ey C E é limitada em E. Isso conclui a
demonstracao do lema. O]

Observacao 2.10. 1. Notamos que na demonstracao do Lema 2.9 utilizamos a condi-
¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz, hipotese (f3), para garantir a limitagdo da sequéncia de
Palais-Smale.
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2. Em decorréncia da hipotese (fy), sem perda de generalidade podemos considerar
as sequéncias de Palais-Smale (u,),eny C E formadas por fungoes ndo negativas.

Lema 2.11. Sob as hipdteses do Lema 2.9, o funcional J: E — R definido em (2.21)
verifica a condigcao de Palais-Smale.

Demonstragao. Seja (un)neny C F uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ para o funci-
onal J, isto &,

J(up,) —c e J (uy) =0

quando n — co. Pelo Lema 2.9, essa sequéncia € limitada. E como o espaco de Hilbert £
é reflexivo, deduzimos que existe uma subsequéncia de (u,),ey C E, ainda denotada da
mesma maneira, e existe u € F, tais que u,, — u fracamente em E quando n — +4o00.

Nosso objetivo agora é mostrar que u,, — u fortemente em FE. Para isso, é suficiente
mostrar que a sequéncia das normas é convergente, ||u,| — ||u|| quando n — +o0o pois ja
temos a convergéncia fraca u — u quando n — +oo. Para mais detalhes, veja o livro de
DiBenedetto [20, Proposition V.11.1]|.

Com este intuito, dado € € R, existe um ntimero real r € R, tal quer > R > 1 e
que verifica a desigualdade

(i) o

em que wy = 272 /T(N/2) é o volume da bola unitéria em RY e I'(t) = [ia
é a funcao de Euler.

1

2*
</ u|* dx) <€, (2.30)
r<|z|<2r

t

2z~

“Lexp(—z)dz

Seja n € C§°(B¢) uma fungdo corte tal que 0 < n < 1; além disso, n(z) = 1 para
todo x € BS, e [Vn| < 2/r para todo z € RY.

Como a sequéncia (u,)pey C F € limitada, a sequéncia (nu,)pey C E também é
limitada em E. Portanto, J'(u,)(nu,) = 0,(1), isto é,

Vu, - V(nu,) dx + /

RN

V(z)un(nuy,) de = / g(x, up)nuy, dox + o0, (1). (2.31)

RN RN

Notamos que n = 0 em B, e, consequentemente, 7 = 0 em Bpg, pois r > R. Usando
esses fatos na equagao precedente, obtemos

Vu, - V(nu,) dz + /

|z| =7

V(z)u,(nu,) de = / g(x, up)nu, dr + 0, (1).

|z|>r |z| =7

Assim,

/ n|Vu,|* do + / |V, |u, Vnde + / nV (x)u,? dx
|z|>r |z|=r

|z|>r

= / ng(z, up)u, dx + 0,(1).
|z|>r
Por outro lado, pela desigualdade (2.17),

/ ng(x, un)u, dz < / WV(x)ui dz;
|z|=r K

|z[>r
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logo,
/ n|Vu,|* dz + / |Vu,|u, Vnde + / nV (z)u,? dx
|z|>r |z|>r |z|>r

V() 2
< n Uy, |“dz + 0,(1).

Apos reagrupar os termos, obtemos

1
/ n|Vu,|* dz + (1 - —> / nV (x)|u,|* dz
|z|>7 K lz|>r
< —/ |V, |u, Vndz + o0,(1)
|z|=r

< / |V, ||u,||[Vn| dz 4 0,(1)
|z|=r

<[ Vil de + o)
r<|z|<2r

2

—/ |Vuy,||u,| dz + 0,(1),
T Jrgzl<or

N

em que na ultima passagem usamos a desigualdade |Vn| < 2/r.

Subtraindo a parcela (1/k) flx\>r n|Vu,|? dz do lado esquerdo da desigualdade acima
e agrupando as integrais, deduzimos que

1 2
1—— / n]Vun|2dx+/ nV(z)|u,|* do ¢ < —/ |V, ||u,| dz + 0,(1).
K o[> > " Jr<jal<ar

Pela desigualdade de Holder,

1 1
2 2
/ |V |u,| do < (/ \un\zdx) (/ ]Vu,fdx)
r<|z|<2r r<|z|<2r r<|z|<2r
1
2
< (/ . |un|2dx) | tn]]- (2.32)
r<|z|<2r

Pela imersio compacta DV?(By,\B,) < L?(By,\B,), podemos extrair uma sub-
sequéncia, ainda denotada da mesma forma, tal que u, — u fortemente em L?(By,\B,) e
evidentemente a sequéncia (u, )pen C L%(Ba,\B,) é limitada. Além disso, como (9t )neny C
DY2(RYN), segue-se que

1
lim sup (1 - —) </ 77|Vun|2dx +/ UV(I)Wn’Q dx)
n—00 K || =7 || >

2
< —limsup/ |V, ||u,| dz
r<|z|<2r

T nooo

1
9 3
< - limsup (/ |un|2da:) |||
" nooo r<|e|<2r

1
9 3
_ (/ |u]2d:1:) . (2.33)
r r<|z|<2r
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Na peniltima passagem, usamos a desigualdade (2.32); na tltima passagem, usamos o
fato de que a sequéncia (uy, )neny C DV?(Bs,\B,) ¢ limitada por uma constante C' € R, .

Além disso, usando novamente a desigualdade de Holder com os expoentes conjugados
p=N/2ep = N/(N — 2), obtemos

N—-2

3 s N
o) ()" 0
r<|z|<2r r<|z|<2r r<|z|<2r

2% 1
(/ u? dx) | Boy |V
r<|z|<2r

+
/ u? dx) (wN)%% (2.34)
r<|z|<2r

Substituindo a desigualdade (2.34) em (2.33), obtemos

1
lim sup <1 — —) </ n|Vu,|? do +/ nV (z)|u,|? dx)
n—oo K |z|=r |z|>r

1

< — (/ u? dx) (wN)%Q'r
r r<|z|<2r

= 4C(wy) ¥ </ " u® da:) : (2.35)
r<le|<2r

Pela escolha de r > 0 e pelas desigualdades (2.30) e (2.35), segue-se que
lim sup (/ n|Vu,|* dz + / nV ()| un|? dx)
n—00 |z|=r |z|>r

1\ " 1 " B
<4C’(1—§> wy (/ u? dx) <e.
r<|z|<2r

Em particular, como n(z) = 1 para todo = € BS,., segue-se que

lim sup (/ |Vu,|* dr +/ V(x)u,? dx) <.
n—00 || >2r |z|>2r

Combinando a desigualdade precedente com (2.31) e usando o fato de que e € Ry ¢
arbitrario, deduzimos que

lim sup/ g(x,u,) dzu, = 0. (2.36)
|z|=2r

n—-4o00

Agora devemos fazer uma estimativa para a integral flrl <o g(x, u,)u, na bola By, C
RY de raio 2r centrada na origem. Como E(Bs,) C DY“2(By,) e ja que D%?(By,) —
LP(By,) é¢ uma imersao compacta, com p € [2,2%), entdo E(Bsy,) esta imerso compacta-
mente em LP(B,,). Assim, se u, — u fracamente em F(B,,), afirmamos que u,, — u
fortemente em LP(Bjy,).
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Pelo Teorema A.13, segue-se que
up(z) = u(z) q.t.p. By
além disso, pelo mesmo teorema existe uma fungdo h € LP(By,) tal que
un(2)] < h(z) q.t.p. B
Dessa forma, deduzimos que
Ung(z,un) = ug(x,u) q.t.p. By,

e pela defini¢ao (2.16) de g e pela hipotese (f5) sobre a nao linearidade também deduzimos
que

Com base nessas desigualdades, podemos aplicar o Teorema A.11 da Convergéncia
Dominada para calcular

lim g(x, up)u, dx :/ lim g(x, u,)u, dx

= / g(z,u)udr. (2.37)
|z|<2r
Portanto, a estimativa (2.36) e o limite (2.37) implicam que

lim g(:c,un)und:r;:/ g(x,u)ude.

n—0o0 RN RN

Prosseguindo, fazemos mais uma estimativa, dessa vez para a norma de ||u, — u|| no
espaco E e obtemos

on(1) = (J'(un) — J"(w))(up — u)
= J (up)uy — J (up)u — J' (w)u, + J' (u)u

:/ \Vun|2dx—|-/ V(x)unde—/ g(x,up,)u, de
RN RN

RN
— 2/ Vu, - Vudzx + / V(z)upudx + / g(x,u,)udx
RN RN RN
+/ g(x,u)unda:+/ |Vu|2d:)3+/ V(x)uQ)da:—/ g(x,u)udx
RN RN RN RN

~ =l = [ (gl 1) = gz 20) 0, = ) da
= fJun — l* + 00 (1)

Consequentemente, ||u,| — ||u|| quando n — +o00 e a demonstracdo esta finalizada. [

Usando o Lema 2.7, deduzimos que o funcional J tem a geometria do passo da
montanha. E como ja afirmamos, pelo resultado em Willem [33, Teorema 1.15|, existe
uma sequéncia de Palais-Smale (u,)neny € F para esse funcional no nivel ¢. Usando
o Lema 2.9, sabemos que as sequéncias de Palais-Smale associadas a J sao limitadas
e pelo Lema 2.11 deduzimos que essas sequéncias possuem subsequéncias convergentes.
Assim, concluimos que o problema auxiliar (2.20) possui solugao positiva u € E tal que
J(u)=c>0e J(u)=0.
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2.4 Estimativa para a solucao do problema auxiliar

Nesta se¢ao mostramos que a solugdo do problema auxiliar (2.20) obtida anteriormente
verifica uma importante estimativa. Para isso usamos alguns lemas.

Lema 2.12. Para R > 1, qualquer solugao positiva u do problema auxiliar (2.20) verifica
a estimativa

ul|* € 2K do.

Demonstra¢ao. Combinando as desigualdades (2.23) e (2.28), segue-se que

0—2 1 1
O a2 = Sl < ) — 57wy = I = € < .
Logo, ||ul]? < 2Kd, e isso conclui a demonstragao do lema. O

Observagao 2.13. No lema anterior percebemos que ||u|| é limitada por uma constante
que depende somente de V., de 6 e de f. Essa constante nao depende de R > 1.

A proxima proposigao é fundamental em nossa argumentacao, porque estabelece uma
estimativa importante envolvendo a norma da solu¢ao u do problema (2.20) no espago
L®(RY),

Proposigao 2.14. Suponhamos que v € E C DY?(RY) ¢ solugdo fraca do problema
—Av +b(z)v = H(z,v) (VzeRY), (2.38)
em que H: RY xR = R ¢ uma funcio continua verificando a desiqualdade
|H(z,s)| < h(x)|s]| (VseRy), (2.39)

com h € LYRY) para ¢ > N/2 e b: RY — R € uma funcio nao negativa. Entdo existe
uma constante M = M(q, |h|,) € Ry tal que

[v]loc < MJv

. (2.40)

Demonstragdo. Seja v € E C DM?(RY) uma solugio fraca do problema (2.38), isto ¢,

VU-dex—i—/ b(z)wdr = H(z,v)wdzx Vw e E).

RN RN RN

Para cada nimero natural m € N e para cada numero real § € R tal que § > 1,
definimos os subconjuntos

A, ={x¢€ RY: |v|’8_1 <m} e By, = RN\Am-

Também definimos uma sequéncia de fungdes (v, )men pelas formulas

2

v (.CC) [ U(l’)"l}(]ﬁ‘)P(B_l), se x € Am7 (2 41)
T mPo(2), se v € B, '
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Observamos que v, € E para todo m € N. De fato,

/RN V(@) oy |* dz = /m V() |om|* dz + /m V(@) um|? da
- /Am V(@) (@)|o(@))* dz + /m V(z)(m*v(x))? dx

< /m V(z)v?(z)m* dz + /m V(z)m*v?*(x) dx

=m* V(z)v*(x) dz < +oo,
RN

em que na primeira desigualdade usamos a definicdo do subconjunto A,,, e na ultima
desigualdade usamos a hipotese de que v € E. Dessa forma, concluimos que v, € E para
todo m € N.

Notamos que v, < |v|**~! para todo x € RY. De fato,
e Se x € A, entdo vy, (x) = v(z)|v(@)]?P~ < |v(@)|jv(z) 2B = |u(z)|?
e Se x € B,,, entdo v,,(z) = m?v(z) < m?|v(z)| < |v(z)]?2|v(x)| = |v(x)|?P~L.

Além disso, o gradiente de v,, é dado por

{va = V(v|v26-D) = (28 — 1)[v]2EDV0, sex € Ap, (2.42)

Vv, = V(m?*v) = m*V, se x € B,,.

Multiplicando ambos os lados da equagao (2.38) pela fungao teste v, e integrando
em todo o espaco R, temos

—/ Avvy, d:v—l—/ b(x)vv, dr = H(x,v)v,
RN RN RN

Usando o Teorema A.7 de Green no lado esquerdo, deduzimos que

/ Vv - Vo, dz + / b(z)vv, dr = H(z,v)v, dz. (2.43)
RN

RN RN

De (2.42), segue-se que
/ Vo Vo, dz = (28 — 1)/ [P~V o[ de + m2/ VolPdr.  (2.44)
RN Anm Bum

Além disso, pela defini¢ao (2.41) de vy,

/ )0, d / b(x)vvy, d:p+/ b(x)vv,, dx
RN Am m

/ b(z)v?|v[*P~D dz +/ b(x)v*m? dz > 0. (2.45)
Am By,

De (2.44), obtemos

(26 — 1)/ [v|2F=D| Vol dz < Vo - Vo, dz.
Am

RN
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Assim, pela desigualdade anterior e por (2.45),

/!W”WW&mgw—ml Vv - Vo, dz

Am RN

<2 -1 Vv - Vo, dz + / b(x)vu,, dz. (2.46)

RN RN

Agora definimos outra sequéncia de fungoes (w,,)men C E por

W () = v(x)|v(x)|BY, sex € A,
T Y m(a), se x € B,y,.

O gradiente de w,, é dado por

(8-1) A
Vi, () = Blv| Vv, sex € A, (2.47)
mVv, se r € B,,.
Isso implica que
/ Va2 de = / Vw2 da +/ Vw2 de
RN Am m
252/ |2~V Vo|* dz 4 m? |Vo|? dz . (2.48)
Am Bm
De (2.44), (2.47) e (2.48),
/ |Vw,,|* dr + / b(x)w?, dr — [ Vv-Vu,dz + / b(z)vvy, dz
RN RN Rr RN
= 52/ [o|?P=Y | Vo) dz 4 m? |Vol* dz +/ b(z)v? o[ dz
Am Bm, Am
+/ b(x)m*v?dz — (28 — 1)/ [0|?P=D | Vo) d
m Am
—m? V| do — / b(z)v?|oPPY dz — / b(z)m*v? dx
Bom Am m
= (8- 1)2/ w2 Vol de . (2.49)
Am

De (2.49),

/ \Vwm]2d$+/ b(x)w?, dx
RN RN

= Vv - Vo, dz + / b(z)vv, dx + (8 — 1)2/ 0]~V Vo|? dz

(B—1)°
< Vv - Vo, dz + b(z)vvy,)dr + — Vv - Vo, dz
RN RN (28 = 1) Jrn

M T )vv X
G e
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em que na ultima passagem usamos a desigualdade (2.46). Consequentemente,

/ \Vwm]2d$+/ b(x)w?, do
RN RN

< (Ezﬂ@;_lf) +1) ( [ Vo Vunda /R bla)ovn, d:v). (2.50)

De (2.43) e do fato de que 8 > 1,

/]RN |Vw,,|* dz + /RN b(x)w?, dr < (Egﬁ_—lij + 1) ( » Vo - Vo, dz + /RN b(x)vuy, dx)

N <% + 1) ox H(z,v)vy, dz

52
= H(x,v)v,dx
25 - 1 RN

< B2 H(z,v)v, dz. (2.51)
RN

E pela desigualdade (A.1) de Sobolev,

(/ |10 |* dx) < S/ |Vw,, |* do
m RN
<8 (/ |Vw,,|* do —|—/ b(x)w?, d:c> , (2.52)
RN RN

Agora, partindo da desigualdade (2.52) usamos respectivamente a desigualdade (2.51),
a hipotese (2.39) e a defini¢ao de w,, para obter

(]t

N-2

o da:) < Sp? H(z,v)v, dz

RN

<58 [ hla)lollon] do
RN
= 5p2 h 26-1) q h 2lu|d )
B (/Am (@)[v][v][v] $+/Bm (@)[v|m|v| dz
=SB (/ h(z)w?, d:c—l—/ h(z)w?, dx)
2552/ h(z)w?, dz . (2.53)
RN

Sejam os expoentes conjugados 1/q + 1/p = 1; pela desigualdade de Holder aplicada
a integral do lado direito da desigualdade (2.53),

foeses ([ ) (], o)

1
= ey ([ JwmPrae)” (254)
RN
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Portanto, de (2.53) e de (2.54),

(f 1o

Notamos agora que |w,,| < |[v|® em RY. De fato,

N—2 1
N

2 dx) < SB2||h| pageny (/ |20y, | dx) " (2.55)
RN

e Se x € A, entdo wy,(x) < |wy(z)| = |v(@)||v(@)]F1 = |v(z)°.
e Se x € By, entdo wy,(7) < |wn(z)] = |mou(z)| < |v(x)]P~Ho(z)] = |v(z)]?.
Como |wy,| < |[v]? em RY e |w,,| = |v|® em A,,, usando essas desigualdades em

(2.52) deduzimos que

2 N—-2

N —
N

()™ ([ )

< S5 Mooy [ )
RN

< Sl ([ 1o )

Fazendo a passagem ao limite quando m — oo, obtemos A4,, — RY. E usando o
Teorema (A.11) da Convergéncia Monotona juntamente com a desigualdade precedente,
deduzimos que

N-—2
N 4
</ |U|B2* dx> < S/B2||h||Lq(RN) </ |v|2p6 dx) 7
RN RN

2 2
205 < SBIIAl| Loy |Vl 55

ou seja,

[|v
Reescrevendo essa desigualdade, obtemos

1 L
208 < B7 (S[|hf] o)) 27 [[0] |26 (2.56)

v

Por hipétese, 2¢ > N; e pela notagao utilizada na desigualdade de Holder acima,
1/¢g+ 1/p = 1. Logo, p = q¢/(qg — 1) < N/(N — 2). Dessa forma, podemos definir
o:=N/p(N—2)>1.

Agora comegamos a aplicar o esquema de iteragao de Moser. Quando 8 = o, temos
208p = 2pp(+_2) = 2*; substituindo em (2.56), resulta que

ye. (2.57)

1 5N
270 < 0 (S[P[La@n)) 2 ||v

v

Quando 3 = o2, temos 28p = 2plﬁi2)2 = 2*0; substituindo em (2.56), resulta que

2%0- (258)

2 _1
2202 < 02 (S||h||Lo(mry) 2% ||V

[lv



49

Dessa forma, combinando as desigualdades (2.57) e (2.58), obtemos

+%)

Q=

142 1
2% g2 < O-(U 2) (S||h/||Lq(RN))2(

v v+

Por iteracao, quando f = ¢/, temos 28p = Qp% = 2*¢771; substituindo
m (2.56), resulta que

3eos < O T (S| pagny ) F T4

(2.59)

v

Agoradeﬁnimossj:§+$+~~+%etj:§+%+~-+a%. Portanto,

=1 1 = j o
lim s; = — = e lim t; = — = —.
jotoo T =gl (0—1) j—too ? Z

J=1 Jj=1

Finalmente, passando ao limite quando j — +oo na desigualdade (2.59), obtemos

v]]ee = lim ||v
j—Foo

< 0T (8] 1| ager) 7T

2% g

em que M = M(q,||h||fewry). Como ¢ = N/p(N —2) e 1/p+ 1/qg = 1, obtemos
(RY)
= N(q¢—1)/q(N —2). Isso conclui a demonstragao da proposicao. ]

Observagao 2.15. Notamos que a constante M obtida na proposigao anterior nao depende
da fungao b.

Lema 2.16. Para R > 1, qualquer solu¢ao fraca e positiva do problema (2.20) verifica a
estimativa

ullse < M(2SKdy)?.

Demonstragdao. Fixado R > 1, seja u € DY?(RY) uma solucio positiva para o problema
auxiliar (2.20). Agora, definimos a fungao H: RY x R — R por

H(x,t) = ft), selz| < Rou Kf(t) < V(x)t,
Clo selal > Re KF() > Vit

Também definimos a funcao b: RY — R por

b(z) = {V(m), se |z|] < Rou K f(u) < V(z)u,
(1-1/K)V(x), sel|z|>ReKf(u)>V(x)u.

Como por hipétese u € DU?(RY) é solugdo fraca e positiva do problema auxi-
liar (2.20), pelas definigdes de H e de b deduzimos que u também é solucao fraca do
problema

—Au+ b(x)u = H(z,u) (x € RY).
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De fato, usando uma funcao teste v € E, temos
/ Vu-Vudr + / b(z)uvdx — H(z,u)vdx
RN RN RN

= Vu-Vodr + / V(z)uv dx

RN |z|<R

+ (1 - %) /|I>RV(x)uvdx—/|x<Rf(u)vdx

= Vu-Vodr + / V(z)uvdzr + / V(z)uvdz
RN le|<R |z|>R
1
- = V(z)uvdr — / f(u)vde
K Jiap>r jel<R
1
= Vu-Vudr + / V(z)uwwde — — / V(z)uwde — / f(u)vdx
RN RN K Jizsr | <R
= Vu-Vudzr + / V(z)uvdr — / f(z, u)vdz — / f(u)vde,
RN RN />R |z|<R

em que na tltima igualdade usamos o fato de que b(z) = (1 — 1/K) V(z) quando K f(u) >
V(z)u, juntamente com a defini¢ao de f(x,u).

Utilizando agora a defini¢ao de g(x,t) dada em (2.16), chegamos em

Vu-Vudzr + / b(x)uv dx — H(z,u)vdx
RN RN RN
= Vu-Vodr + / V(z)uvdr — / g(x,u)vde.
RN RN RN

Pela segunda desigualdade em (2.2), |uf(u)| < co|ul?, e pela defini¢ao da fungao H,
obtemos

[H (@, u)| < |f(w)] < colul™" = colul”*|u| = h(z)lul,

em que definimos a fungao h: RY — R por h(z) = co|u(z)|P~2.
Agora mostramos que h € LY(RY) quando ¢ = 2*/(p — 2). De fato,

/ |h(2)]? dx écg/ |u\(7’_2)qu:cg/ lu
RN RN RN

Dessa forma, qualquer solugio fraca e positiva u € DV2(RY) para o problema auxi-
liar (2.20) verifica as hipoteses da Proposigao 2.14. Concluindo o argumento, da desigual-
dade de Sobolev obtemos

Y dr = clju

Ny (2.60)

2
||U||L2*(RN) < Sz (/ |Vu|2dx>
RN

/ VulPdz + [ V(z)u? d:c)

RN RN

2
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Pelo Lema 2.12, [[ul| 2« grv) < (25K d )2. Combinando essa desigualdade com (2.60),
/ h(z)|?de < A(2SKdw) T
RN

Assim, h € L(RY), com [|h||poen) < co(25Kdoo) 2 = ¢y(29K do) 2"
Finalmente, da Proposigao (2.14), obtemos a estimativa
[ulloo < M|[ul| 2 < M (28K dy)?,
o que conclui a demonstracao do lema. O

Observacao 2.17. Da Proposicao 2.14 e do Lema 2.16, observamos que a constante M
depende somente de p, V., 6 e cg.

Lema 2.18. Para R > 1, qualquer solugdo fraca e positiva do problema auxiliar (2.20)
verifica as desiqualdades

RY2|lullo _ RN"2M (25K dy )2

@S TR S T

(V |z| = R).

Demonstragdo. Seja a fungao v: RV\{0} — R definida por

RN"2M (25K do.)?
v(z) = WEE

Essa funcao ¢ infinitamente diferenciével fora da origem, v € C*°(RN\{0}); e v também
¢ fungao harmonica. De fato, para j € {1,2,..., N} e para x € R¥\{0},

dv(x) _
('3xj

x4
2V

—(N —2)RV2M (25K do)? —L

[SIE

() N-2 1 Naj
— _(N-2 M(2SK B
e )

Dessa forma, para z € RV\{0} vale a igualdade

N 2

1 Na*
=Y —(N - 2)R"2M(25Kdx)* (—N — N;) =0.
= = 2]

Do Lema 2.16 sabemos que |Julloe < M(25Kdy)?; portanto, se |z| = R, entao
l|u||oo < v(x). Dessa forma, pela propria definigdo de norma no L*°, deduzimos que

u(r) < v(x) (V z € 0Bg).

Agora definimos a funcao w: RY — R por

w(z) = {0, se |z

|
(w—v)*, sela

)

<R
2 R
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Dessa forma, w € DY?(RY); além disso, w € E, porque u, v € E. Para completar a
demonstragao do lema, vamos mostrar que (u — v)" = 0 para |z| > R.

Como u < v em 0Bp, pela definigdo de w temos que w(z) = 0 para todo x € 0Bp e
w = 0.

Considerando w como funcao teste e usando a desigualdade (2.17), g(z,t) < V(2)t/K
para todo || > R, obtemos

/\Vw[de:/ V(u—wv)-Vwdz
RN RN

:/ (Vu-Vw — Vv - Vw)dz
lz|>R

—/ Vu-dex—/ Vv - Vwdx
lz|>R |z|>R

= / (9(z,v)w — V(z)uw)dz — Vv - Vwdr

z|>R |z|>R

< / (M — V(az)uw) dr — / Vv - Vwdx
l2|>R K 2|>R

- (i—l) / V(x)uwdx—/ Vv -Vwdz.
K je|>R le|>R

Usando o teorema de Green, obtemos

/ Vo -Vwdr = / w(o)Vowdr o — / w(x)Av(x)de.
|z|>R 0Br(0) [z|>R

E como v é uma fung¢ao harménica e ja que w = 0 em dBp, deduzimos que

Vv -Vwdzr = 0.

lz|>R

1
/ |Vw|* dr < (— - 1) / V(z)uwdz .
RN K |z|>R

Por fim, como K > 2, segue-se que

Consequentemente,

/ |Vw|*dr <0,
RN

o que mostra que w é constante em RY. Entretanto, como w(z) = 0 para todo z € RV
com |z| < R, segue-se que

w(z) =0 (Vx € RY).

Portanto, (u —v)™ = 0 para |z| > R e, consequentemente, u < v em |x| > R. Isso conclui
a demonstracao do lema. O
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2.5 Conclusao da demonstracao do primeiro teorema

Para finalizar este capitulo, vamos mostrar que a solugdo do problema auxiliar (2.20)
obtida anteriormente é uma solugao do problema (2.1).

Demonstragao do Teorema 1.3. Dos Lemas 2.9 e 2.11, sabemos que o problema (2.20)
tem uma solugao positiva u. Assim, para alcancar nosso objetivo é suficiente mostrar que
u verifica a desigualdade

f(u) Vg)u ¥ |2 > R). (2.61)

/A

Do Lema anterior e da primeira desigualdade dada em (2.2), obtemos

4

fiU) < colul® 72 = colu|¥F < eo(M (25K doo)?) ¥

YV |x| = R).

Agora definimos a constante
A* = Keo(M(2SKdy)2) ¥,
Considerando A > A*, segue da hipotese (V3) que

« R AMRY AR V(x)
N3 I G e \v > .
VU T Rl SERP S K 21 > E)

N

@ < co(M(28Kd.)

Portanto, a demonstracao do Teorema 1.3 esta completa. O
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Capitulo 3

Demonstracao do segundo teorema

O resultado principal deste capitulo é o teorema de existéncia do artigo de Alves e
Souto (3], intitulado Ezistence of solutions for a class of nonlinear Schrodinger equati-
ons with potential vanishing at infinity. Para melhor comodidade do leitor, repetimos as
hipoteses sobre a nao linearidade f, sobre o potencial V' e sobre a funcao K, juntamente
com alguns comentérios e exemplos; também reenunciamos o segundo teorema. Em se-
guida, apresentamos a estrutura variacional do problema, incluindo a definicao de um
espaco de fungoes onde definimos o funcional de Euler-Lagrange. Também mostramos,
sem usar a condigao de Ambrosetti-Rabinowitz, que o funcional de energia associado tem
a geometria do passo da montanha. A etapa seguinte consiste em demonstrar uma desi-
gualdade do tipo de Hardy com o intuito de contornar a dificuldade causada pela auséncia
de compacidade das imersoes de Sobolev. Finalmente, concluimos que existe uma solugao
fraca para o problema.

3.1 Estrutura variacional do problem semilinear

Nosso objetivo neste capitulo é estudar a existéncia de solucao fraca para o problema
eliptico semilinear

—Au+V(z)u=K(z)f(u) (ze€RY),
u(z) >0 (z € RY), (3.1)
= D1’2(RN),

em que N > 3, o espago de fungoes DV2(RY) ja foi definido previamente nos capitulos 1
e2eV,K:RYN - Re f: R — R sao funcdes continuas. Supomos inicialmente que o
potencial V: RY — R e a funcao K: RY — R sdo funcdes nao negativas e verificam as
hipoteses seguintes.

(K1) V(z) >0e K(z) > 0 para todo z € RY e K € L>(RY).

(K3) Se {A,}nen € RY é uma sequéncia de conjuntos de Borel tais que |A4,| < R para
todo n € N e para algum R > 0, entao

lim K(z)dr =0 uniformemente em n € N. (3.2)
r——+00 AnnBe¢
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Lembramos que em um espaco topologico, um conjunto de Borel ¢ um conjunto que pode
ser formado por conjuntos abertos através de unioes enumeraveis e intersegoes enumeraveis
e de conjuntos complementares.

Além disso, uma das condigoes a seguir é valida:
(K3) K/V € L>(R") ou
(K4) existe p € (2,2*) tal que K(z)/[V(z)]® /=2 — 0 quando |z| — +o0.

Assim como no capitulo 2, para estudar o problema (3.1) também consideramos o
espaco de Hilbert E definido por

E = {u c DY*(R"): / V(z)u?dw < +oo} (3.3)
RN
munido do produto escalar (-|-)g: DY?(RY) x DY2(RY) — R dado por

(u|v)p = Vu(z) - Vo(x)dz + V(z)u(z)v(x)de

RN RN

e da correspondente norma

lull = /() = ( [ vu@p e [ v<x>ru<x>|2dx) "

Também denotamos essa norma simplesmente por ||u|| = ||u||g sem o subscrito.

Observagao 3.1. 1. Como mencionamos no histérico do capitulo 1, secao 1.4, Am-
brosetti, Felli e Malchiodi 7] estudaram uma variante do problema (3.1) com uma nao
linearidade do tipo poténcia pura e subcritica, f(s) = s?~! com 3 < p < 2* = 2N/(N —2),
incluindo funcoes V, K: RY — R diferenciaveis e para as quais existem constantes reais
positivas 7, &, a1, as,a3 € R, tais que

ai

Adicionalmente, as constantes 7,& € R, verificam as desigualdades 2* —4¢/[7(N —2)] < p
se0<é<Toup>1lseé>T.

A condigao (3.4) tem grande interesse na teoria de equagdes elipticas semilineares,
ja que pode ser usada para demonstrar que o espaco de Hilbert F estd compactamente
imerso no espaco de Lebesgue com peso

Lh.(RY) = {u: RY - R ‘ u & mensuravel e

K<x>|u<x>|pdx} |

RN

isto ¢ £ — LE(RY). Evidentemente, o interesse dessas imersdes é que permitem o uso de
métodos variacionais para demonstrar a existéncia de solugoes para problemas elipticos
semilineares.

2. As hipoteses aqui consideradas para o problema (3.1) sdo mais gerais do que a
condigao (3.4); em outros termos, as desigualdades em (3.4) podem ser compreeendidas
como um caso particular das hipoteses (K1), (K3) juntamente com (K3) ou (Ky).
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3. A hipotese (K1) é mais fraca do que qualquer uma das hipoteses seguintes:

(a) Existem constantes reais positivas r, p € Ry taisquer > 1,p > 0e K € L"(R\B,(0)).
(b) K(x) — 0 quando |z| — +o0.

(¢) K(z) = Ky(z) + Ko(z) em que K; e Ky verificam as condigoes ((a)) e ((b)), respec-
tivamente.

4. Se as fungoes V, K : RY — R verificam a condigao (3.4), entdo a fungao K verifica
as hipoteses (K1), (K3) e (K3) ou (Ky), (K3) e (K,). Entretanto, existem fungées que V'
e K que verificam esses dois grupos de hipoteses mas que nao verificam a condigao (3.4).
Por exemplo, seja (B,)neny C RY uma sequéncia disjunta de bolas abertas contradas em
& = (n,0,...,0) € RY; e seja K3: RY — R uma funcao tal que K3(x) = 0 para todo x €
RM\ U, Bje K3(é) =1e an K3(z)dx = 1/2™. Entéao as fungoes definidas por V (z) =
K(z) = Ks(z) + 1/In(2 4 |z|) verificam as hipoteses (K1), (K3) e (K3) ou (K7), (Ks)
e (K4) mas nao verificam a condigao (3.4). O mesmo pode ser afirmado sobre as fun¢oes
definidas por K (z) = Ks(x) +1/In(2+ |z]) e V(2) = Ks(x) + (1/In(2 + |z|))* —2/2"-p)
para 2 < p < w*.

5. Exemplos de fungoes V, K: RY — R que verificam as hipoteses (K), (Ks) e (K3)
como também as hipoteses (K1), (K3) e (K4) incluem uma fungao potencial V(z) =V,
em que V € R, é uma constante positiva e a funcao definida por

1 <1,
K(z) = { . seldl

=D se |z > 1.

Com relacao & nao linearidade f: R — R, supomos que essa fun¢ao possui um
comportamento quase critico e verifica as hipoteses seguintes.

(f1) f(s) =0 para todo s < 0.

(f5) limsup,_, f(s)/s = 0 se vale (K3) ou limsup,_,g+ | f(s)]/sP™1 < +00 se vale (Kj).

2*—1

(fs) f possui crescimento quase critico, isto &, limsup,_, . f(s)/s =0 em que 2* =

2N/(N — 2) é o expoente critico de Sobolev.

(f7) f(s)/s é fungao nao decrescente em R, e sua primitiva F' é superquadrdtica no
infinito, isto ¢, lim,_, o F(s)/s* = +o0.

Observacao 3.2. 1. A hipotese (f4) é comumente utilizada quando se pretende de-
monstrar a existéncia de solucoes positivas para problemas elipticos semilineares.

2. Em relagao a primeira parte da hipotese (f5), existe ¢; € Ry tal que |f(s)| < ¢1]s]
para s proximo a zero; e em relacao a segunda parte da hipotese (fs5), existe c; € R, tal
que |f(s)] < ca|s[P™! < e|s| para s proximo a zero. Portanto, definimos ¢ :== max{cy, co}
e obtemos, para s suficientemente pequeno,

[f(s)] < clsl- (3.5)

3. A hipotese (f7) ¢ mais fraca que a condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz dada
por (f3). Como ja vimos pelo item 2 da Observagao 2.1, a condigdo de Ambrosetti-
Rabinowitz é muito importante para assegurar que o funcional de Euler-Lagrange asso-
ciado ao problema (1.25) tem a geometria do passo da montanha, assim como também
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é usada para garantir que a sequéncia de Palais-Smale associada a esse funcional é limi-
tada. Entretanto, a hipotese (f3) € muito restritiva; por isso, Alves e Souto substituiram
a hipotese (f3) pela hipotese (f7).

A seguir apresentamos dois exemplos de nao linearidades que verificam as hipote-
ses (f1), (fs), (fs) e (f7). Sejam as fungoes f1, fo: R — R definidas por

a) fi(s) = (s1) em que sT = max{s, 0};

b) fa(s) =log2(sT)P se s < 1e fofs) =log(l+s)sses > 1. em que?2 <p < 2"
Notamos que a nao linearidade f; nao verifica a condigao de Ambrosetti-Rabinowitz.

Com essas hipoteses, estamos preparados para demonstrar o segundo teorema desta
dissertagao, que reenunciamos a seguir.

Teorema 1.4. Sejam vdlidas as hipdteses (K1), (K2) e (K3) ou (K1), (K3) e (K4) sobre
as fungoes V, K: RN — R, como também as hipdteses (f41), (f5), (f6) € (f7) sobre a fungdo
f: R —= R. Entao o problema (3.1) possui solug¢ao positiva do tipo ground state, isto €,
uma solugio positiva u € DM2(RN) com energia igual ao nivel do passo da montanha
associado ao funcional de energia.

Nosso objetivo é definir o conceito de solugao fraca para o problema (3.1) e de-
monstrar a existéncia dessa solucao. Com este intuito, consideramos uma funcao teste
v € CHRY). Multiplicamos ambos os lados da equagao diferencial do problema (3.1) por
U?

—Au(z)o(w) + V(z)u(z)v(z) = K(2) f(ul@)v(z) (v € RY)

e integramos em todo o espaco RY,

- /RN Au(z)v(z)dz + /RN V(z)u(z)v(z)de = K(z)f(u(z))v(z)de.

RN

Aplicando Teorema A.7 de Green, obtemos

Vu(x) - Vo(z)dx + / V(z)u(x)v(x)de

RN RN

= | EK(@)f(ux))v)dz  (ve CG(RY))
RN
em que o termo de fronteira nao esta presente porque a funcao teste se anula no exterior
de algum conjunto compacto.

O problema (3.1) pode entao ser reformulado como um problema de minimizacao
para o funcional J: E — R definido por

1 1
J() = / V(@) de + / V@) — [ K@F@)de.  (3.6)
2 RN 2 RN RN
De fato, seguindo os mesmos passos da demonstracao do Lema 2.4 é possivel mostrar
que esse funcional é continuamente Fréchet diferenciavel, J € C*(E), e que sua derivada
em u € F aplicada ao elemento v € E é dada por

J (u)v = - Vu(z) - Vo(x)dz + /RN V(z)u(z)v(x)dz

— K(z)f(u(z))v(x)dz (Vv € E).

RN
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Portanto, essa equagao nos permite caracterizar as solugoes fracas do problema elip-
tico semilinear (3.1) como pontos criticos do funcional J de Euler-Lagrange.

Observagao 3.3. Para simplificar as notagoes e seguindo a préatica comum, de agora em
diante escrevemos u no lugar de u(z), f(u) no lugar de f(u(z)), etc. Também denotamos
por C' € R, uma constante real positiva, que pode ter valores diferentes de uma passagem
para outra.

3.2 A geometria do passo da montanha

Como o problem (3.1) envolve todo o espaco RY, existe a perda de compacidade das imer-
soes de Sobolev e isso causa uma série de dificuldades para a demonstracao do resultado
de existéncia de solucao fraca. Uma das formas de contornar essas dificuldades é tentar
identificar um possivel nivel de energia do funcional de Euler-Lagrange, abaixo do qual é
possivel recuperar a compacidade das sequéncias de Cerami; veja a definigao 3.5.

O préximo resultado garante que o funcional J tem a geometria do passo da monta-
nha; veja o Teorema A.23.

Lema 3.4. O funcional J: E — R definido em (3.6) verifica a geometria do teorema do
passo da montanha. Mais precisamente, as propriedades abaizo sao vdlidas.

1. Ezistemr € Ry e p € Ry tais que J(u) > p para toda fungio uw € E com ||u|| = r;
2. Existe eo € E\{0} tal que J(e3) < 0.

Demonstragao. 1. Usando a hipotese (fs), deduzimos que existe uma constante po-
sitiva C' € R, tal que

F(s) < C|s|* (VseR,).
Usando essa desigualdade conjuntamente com a hipotese (K1), obtemos

K(z)F(s) < C|s|* (VseRy) (qt.p. ze€RY), (3.7)

e aplicando a desigualdade de Sobolev,

(/RN |u2*dx) <C(/Rn|Vu\2dx)22. (3.8)

Assim, por (3.7) e (3.8), obtemos

K(z)F(u)dx < C lu* dx

RN RN

o*

<C (/ |Vu|2dx) )
RN

<C (/ ]Vu]QdaH—/ V(z)u? dx)
RN RN

< COllul*. (3.9)

2*
2
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Pela defini¢ao do funcional J dada em (3.6) e pela desigualdade (3.9), deduzimos que

2%

1
T(w) 2 S llull” = Cllu

Assim, considerando ||u|| suficientemente pequeno, segue-se que a primeira parcela
do lado direito da desigualdade precedente com o fator ||u||? domina a segunda parcela
com o fator ||ul|?". Por esta razao, obtemos a existéncia de ry € Ry e de g € R* tais que
Io(u) = pp para toda fungao u € E com ||lu]| = ro. Com isso concluimos a demonstragao
do primeiro item.

2. Da hipotese (f7) deduzimos que para todo ntimero real M € R, existe um ntmero
real sy € R, tal que F(s) > Ms? para todo s > sy;. Por outro lado, definindo Cy; ==
SUDge(o,s,,] F'(8), temos que Cyr € R. Combinando essas duas desigualdades, deduzimos
que F(s) = Ms* — Cy para todo s € R*.

F(s)>Ms*—Cy  (Vs€eRY). (3.10)
Fixando uma funcao u € E\{0} e usando (3.10), obtemos

1 1
J(tu) = §|15|2 /RN |Vul?dz + §|t|2 /RN V(z)u? dw — K(x)F(tu) dz

RN

/A

1 1
—]t\Q/ \Vu\Qd:U—i-—\t]Q/ V(z)u?dz — ]t\z/ K(x)M|ul? dz
2 RN 2 RN RN

1 1
- |t|2§/RN|Vu|2dx+§\t|2/RN V() da — |t|2M/RN K@udr.  (3.11)

Na argumentacao acima, a constante M € R, ¢é fixa mas arbitraria. Fazendo M
suficientemente grande, deduzimos que existe t, € R tal que, definindo ey = t,u, obtemos
llea|| = 7 e Io(ea) < 0. Assim, concluimos a demonstragdo do segundo item. O

A seguir definimos os conceitos de sequéncia de Cerami e de condi¢ao de Cerami.

Definigao 3.5. Dizemos que uma sequéncia de fungoes (up)neny C E € uma sequéncia de
Cerami para o funcional J no nivel ¢ se

J(u,) = ¢ e (1 + |lunl) S (un) — 0

quando n — +oo. E dizemos que um funcional J: E — R verifica a condicao de Cerami
no nivel ¢, (ou simplesmente: J verifia a condi¢ao (C').) se toda sequéncia de Cerami
para J no nivel ¢ tem uma subsequéncia (unj)jeN C FE fortemente convergente em F,
U,, — u € E quando j — +oo. Além disso, dizemos simplesmente que J verifica a
condicao de Cerami se J verifica a condi¢cao de Cerami no nivel ¢ para todo ¢ € R.

Observagao 3.6. A condigao de Cerami é mais fraca do que a condigao de Palais-Smale;
veja a Definigao 2.8. Entretanto, ¢ possivel mostrar que se J € C'(E) ¢ um funcional
limitado inferiormente, entao essas duas condi¢oes sao de fato equivalentes. A condigao
de Cerami é uma condi¢cao de compacidade relativamente forte; por exemplo, as funcoes
constantes nao verificam essa condigao.
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O Lema 3.4 garante que J satisfaz a geometria do teorema do passo da montanha.
Consequentemente, existe uma sequéncia de Cerami (u, )n,ey C E para esse funcional no
) €
nivel de minimax ¢, isto é, uma sequéncia tal que

J(u,) ¢ e (1 + Jun D[ (un)|| = 0. (3.12)

Lembramos que ¢ € R, é o nivel do passo da montanha associado a J (nivel de minimax),
isto é,

— inf J(y(t
¢ = Inf max (v(t))

em que
I'={yeC(0,1],E): 7(0) =0 e v(1) = ez},

¢ a classe de caminhos unindo a origem ao elemento e; € E'\{0}, verificando a desigualdade
J(e2) < 0 e determinado no Lema 3.4.

Observagao 3.7. Em decorréncia da hipotese (fy), sem perda de generalidade podemos
considerar as sequéncias de Cerami (u,),ey C E formadas por fungoes ndo negativas.

3.3 Resultados de compacidade

Nosso objetivo nesta se¢do é contornar a perda de compacidade do problema (3.1). Para
isso, mostramos um resultado de imersao compacta. Alves e Souto referem-se a essa
proposicao como desigualdade de Hardy.

Proposicao 3.8 (Desigualdade de Hardy). Suponhamos que sejam wvdlidas as hipdte-
ses (K1) e (K3) sobre as fungoes V, K: RY — R.

1. Se vale (K3) entio E — Li.(RN) ¢ imersao compacta para todo q € (2,2*)
2. Se vale (K,) entio E < L%(RY) é imersdo compacta para algum p € (2,2*)

Demonstracao. 1. Para demonstrar o primeiro item supomos que valem as hipote-
ses (K1), (K3) e (K3). Notamos que, dado € > 0, como 2 < ¢ < 2* podemos encontrar
ceResye Ry tais que

ls]? < e\s|2, para 0 < s < s,
de modo que, usando o fato de K/V € L>*(RY), dado por (K3), temos

K(z)|s]? < ecV (z)]s|? (0<s<s0) (Vo €RY).

Ja que 2 < g < 2%, dado € > 0 podemos encontrar s; > 1 tal que
|57 < e|s|* (Vs> s1),
de modo que, usando o item (K7), temos

K(z)|s]? < ec|s]* (Vs> s1).




61

Pela continuidade das funcoes envolvidas, temos que existe ¢ > 0 tal que
K(2)]s|” < ecK ()Xo, (ISDIs]* (50 < s < 1) (w € RY).
Assim, para um dado € > 0, existem C' > 0 e 0 < sy < s7 tais que

K (z)]s|* < eC(V(@)[s + [sI*") + CK () x50, (18D (3.13)

Agora devemos fazer uma estimativa para a integral [,. K (x)|u|?dz no complemen-

tar da bola B, C RY de raio r centrada na origem. Com esse intuito, integrando a
desigualdade (3.13) em B¢, obtemos

K(x)|u|*dr < 60/ (V(@)lul + [ul*) dz + C | K(@)X(sg0)([ul)u]* do

Be Be Be
<e [ Vel + ) ar+ 0 [ Rl do
RN Be
=eCQu) +C | K(@)X(sqsn)(Jul)[ul” dz
Bg
<eCQu)+C K(z)dx VueFE), (3.14)
ANBg
em que

A={zeR": 55 < |u(z)] < 51} e Qu) = / V(z)u*dz +/ lu|? dx .
RN

RN

Se (vn)neny C E é uma sequéncia tal que v, — v fracamente em E quando n — 400,
entao essa sequéncia é limitada em F, ja que todo espaco de Hilbert é reflexivo. Portanto,
existe uma constante C' € R, tal que ||v,|| < C para todo n € N.

Da desigualdade de Sobolev, [v]] ;2 @ny < S|V, r2®ny, temos que

(/ v | da:) <SS (/ \an|2d:1:>
RN RN

<S8 (/ \an]2d33~|—/ V(m)vidx) < SC.
RN RN

Portanto,
/ lon?” dz < (SC)>"
RN
Agora definimos M, := max{(SC)*, C?}; dessa forma,

/ Vo, |* do +/ V(z)|v,|* dz < M, e / v, |* do < M,y (Vn eN),
RN RN RN

e isso implica que a sequéncia (Q(v,))neny C R ¢ limitada.

Por outro lado, definimos a sequéncia de conjuntos (A, ),eny C RY por

A, ={z € RY: 55 < v, ()] < 51}
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Dessa definicao e da desigualdade fRN |v,|?" dz < M, temos que

2 2
sg < |un

<87

Integrando a desigualdade precedente no conjunto A,,, obtemos

/ 33* dr < / |Un|2* dx < M;.
A, An

Consequentemente,
55 |Anl </ va|* dz < My  (Vn€N),
An

0 que mostra que sup,,cy |A4,| < +00. Portanto, pela hipotese (/3) deduzimos que existe
r > 0 tal que

lim K(z)dx =0 uniformemente em n € N.
r—400 AnﬂBﬁ

Assim, pela defini¢ao de convergéncia uniforme,

[;mﬁK@OMB<5 (¥neN). (3.15)

Sendo assim, (3.14) e (3.15) implicam que

/jﬂ@%ﬁm

T

< eCQ(v,) +C K(z)dx

AnNBE

=£(/‘WMMWM+/|meﬁ+C/ K(z)de
RN RN AnnBe

<eC </ |V, |* dx—i—/ V(m)|vn|2dx—|—/ v |* dx) —1—0/ K(z)dx
RN RN RN AnNBg
< 2eCM; + C’/ K(z)dz
A

nNBE

€
< 2€CM1 + Ca

=€e(2CM; +1). (3.16)
Usando a desigualdade (3.16) e o fato de que € € R, ¢é arbitrario deduzimos que

lim K(z)|v,|?dz = 0. (3.17)

n—oo
By

Agora devemos fazer uma estimativa para a integral [, K(2)lv,|?dz na bola B, C
RY de raio r centrada na origem. Como E(B,) C DY*(B,) e ji que DY*(B,) — L%(B,)
¢ uma imersdo compacta para todo ¢ € (2,2%), entdo a imersdo E(B,) — L%(B,) ¢
compacta. Assim, se v, — v fracamente em F(B,) quando n — 400, afirmamos que
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v, — v fortemente em L%(B,), possivelmente apds passagem a uma subsequéncia, que
sempre denotamos da mesma forma. Naturalmente, com a notagao F(B,) indicamos o
conjunto das func¢oes do espaco E com dominio na bola B,; analogamente para os outros
espagos.

Pelo Teorema A.13, segue-se que
v(z) = v(z) q.t.p. By
além disso, pelo mesmo teorema, existe h € L9(B,) tal que

o ()| < h(z) q.t.p. B,.
Dessa forma, pela hipotese (K1) e pelo fato de K ser continua, deduzimos que
K(z)v,(z) - K(x)v(z) q.t.p. B,
e que
K(x)[vn(2)]* < K(2)h(z)*  q.t.p. B,.

Com base nesses fatos podemos aplicar o Teorema A.11 da Convergéncia Dominada
para calcular

lim K(a:)|vn\qda::/ K(x)v|?dx. (3.18)
B,

n—oo BT‘
Portanto, a estimativa (3.17) e o limite (3.18) implicam que

lim K(x)|v,|Tdz = K(x)|v|!dx.

n—o0 RN RN

Consequentemente, v, — v fortemente em L% (RY) para todo ¢ € (2,2*) e, portanto,
E — L%.(RY) ¢ uma imersao compacta para todo q € (2,2*).

2. Para demonstrar o segundo item supomos que valem as hipoteses (K;), (K3)
e (K4). Comecamos observando que para cada x € RY fixado, a fungao ¢g: R, — R
definida por

g(s) = V(z)s* P 4+ &5 7P

tem valor minimo dado por

—Pp

wing(s) = (5= ) (5= ) V(@) = G V()

seR4 2* —p 2* —p

Consequentemente,

2% —p

C,V(z)7=2 < V(x)s* P +s* 7P (V2 e RY) (Vs € R,).

Agora vamos fazer uma estimativa para a integral [,. K(z)|v,[’ dz no complementar
de uma bola B, C RY cujo raio definimos a seguir.
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Combinando a desigualdade precedente com a hipotese (K,), deduzimos que dado € €
2% —

(0,C,), existe r > 0 suficientemente grande tal que, pela definigdo de limite, K (x)/ V(z)7 <
€. Assim,

K@ o @) FE < av@)lsP - s ),

o que implica que
K(@)Cylsl” < e(V (@)sf2 + |sf2).
Portanto, denotando € = ¢/C), obtemos
K(z)|s]P < eV (x)|s]? + |s|*) (VseR) (V]|z| =r). (3.19)

E integrando essa desigualdade no complementar da bola de raio r centrada na origem,
temos que

K(x)|ulPde < € (/
Be B

Se (Up)neny C E é uma sequéncia tal que v,, — v fracamente em E quando n — 400,
entdo essa sequéncia ¢ limitada em F, ou seja, existe C' > 0 tal que ||v,|| < C para todo
n € N. Da desigualdade de Sobolev e da desigualdade anterior, obtemos

(/ v |* da:) < S (/ |V, |* dx)
RN RN
<8 (/ |V, |* do +/ V(z)v2) dx)
RN RN

<SC.

V(z)|u*dz + |ul* dx) Vuekl). (3.20)
B

c
r

[ SIS

Assim, [y [v,[* dz < (SC)?*. Agora definimos M; := max{(SC)* , C?}; portanto,

/ V(z)|v,|?* dz </ |V, | dx—i—/ V(z)|v,|* dz < M, (Vn eN)
RN RN RN

[
RN

Combinando essas duas desigualdades com (3.20), temos que

e também

Ydr <M, (VneN).

K(z)|v,|P dz < 2eM; (Vn eN). (3.21)

Bg
Usando a desigualdade (3.21) e o fato de que € € R, é arbitrario, deduzimos que

lim K(z)|v,|P dz = 0. (3.22)

n—oo
B
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Agora devemos fazer uma estimativa para a integral [ K(v)[v,|” dz na bola B, C
RY. Como E(B,) C D“?*(B,) e ja que D“*(B,) < L?(B,) ¢ uma imersao compacta,
para algum p € (2,2*), entao E(B,) esta imerso compactamente em LP(B,). Assim, se
v, — v fracamente em E(B,) quando n — 400, afirmamos que v, — v fortemente em
LP(B,), possivelmente ap6s passagem a uma subsequéncia, que sempre denotamos da
mesma forma.

De forma analoga ao que fizemos no primeiro item desta proposi¢ao, podemos aplicar
o Teorema A.13 para obter subsequéncias que convergem em quase todo ponto e também

para determinar uma funcao integravel que domina as func¢oes da sequéncia. Pelo Teo-
rema A.11 da Convergéncia Dominada deduzimos que

lim K(z)|v,|P dz = K(z)v|P dx. (3.23)

n—o0 B'r B’r

Portanto, a estimativa (3.22) e o limite (3.23) implicam que
lim K(x)|v,|Pdz = K(x)v|Pdx .
n—oo RN RN

Consequentemente, v, — v fortemente em L (RY) para algum p € (2,2*) e, finalmente,
deduzimos que E < L% (R"Y) é uma imersao compacta para algum p € (2,2*). ]

3.4 A limitacao das sequéncias de Cerami

O proximo lema é um passo importante para provar que as sequéncias de Cerami obtidas
em (3.12) sdo limitadas.

Lema 3.9. Suponhamos que as hipdteses (K1), (Ks), (K3) ou (K;), (K3), (K4) sobre as
fungoes V, K: RN — R sejam vdlidas; suponhamos também que valem as hipdteses (fs),
(f5), (fs) € (f7) sobre a nao linearidade f: R — R. Seja (vp)neny C E uma sequéncia tal
que v, — v fracamente em E quando n — +o0o. Entdo

7}1_)11010 K(z)F(v,)dz = K(z)F(v)dx (3.24)
nh_}rrc}o . K(z)f(v,)v, dx = . K(z)f(v)vde. (3.25)

Demonstra¢ao. Demonstramos apenas o limite dado pela equagao (3.24), pois a demons-
tragao para o limite (3.25) é similar. A demonstracao sera feita em duas partes. Primei-
ramente consideramos o grupo de hipdteses que inclui (K3) e depois o que inclui (Ky).

1. Suponhamos que as hipoteses (K1), (K3) e (K3) sejam validas. Usando a hipo-
tese (f5), deduzimos que existem € € R, e sy € R, tais que

F(s) < ¢e|s)? (Vs €]0,s0]), (3.26)
de modo que, usando (K3), existe uma constante ¢ € R, tal que

K(z)F(s) < ecV (x)|s]? (Vs €0,s0]) (q.t.p. v € RY).



66

Pela hipotese (fs), existem € > 0 e s1 > s¢ tais que

F(s) < els]* (s = s1), (3.27)
de modo que, usando (K;), obtemos
K(2)F(s) < ec|s|* (Vs>s) (zeRY).

Pela continuidade da funcao f, existe ¢ > 0 tal que

K(2)F(s) < K(z)|s]? (Vs <s<s1)(zeRY). (3.28)
Combinando (3.26), (3.27) e (3.28), obtemos

K (2)F(s)] < cC(V(@)|s + [s]) + K(2)ls]* (Vs €R). (3.29)

Como v,, — v fracamente em E quando n — +o00, entdo a sequéncia (v, )peny C E €
limitada em F; portanto, existe M; € R, tal que

/V(x)\vn|2dx<M1 e /|vn
RN RN

Observamos que o argumento para determinar a constante M; € R, usada logo acima ¢é
analogo ao apresentado na demonstracao da Proposigao 3.8. Por essa mesma proposicao
também deduzimos que

> da < M. (3.30)

K(w)|vn\qda:—>/RN K(z)lv|?dx (n — 400).

RN

Assim, existe r € R, tal que

K(z)|v,|?dz < € (VneN). (3.31)

B¢

Combinando (3.29), (3.30) e (3.31), obtemos

K(z)F(v,)dx

B

< [ |K(2)F(vn)|dz

Bg

<eC ( V(z)|vp|? do +
By

vn|* dx) + [ K(x)|v,|"dx

B¢ B¢

< 2eCM; + €
= (2CM; + 1)e (Vn eN). (3.32)

Como € € R, é arbitrério, por (3.32) deduzimos que

lim K(x)F(v,)dz = 0. (3.33)

n—-+4o0o Be
s

Além disso, pelo Teorema A.11 da Convergéncia Dominada,

lim K(x)F(v,)dz = K(z)F(v)dx. (3.34)

n—+oo B, B,
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De fato, a sequéncia de fun¢ées (v,)nen C L?°(B,(0)) ¢ limitada e a hipotese (fg) jun-
tamente com a convergéncia em quase todo ponto garantem que é possivel fazer a pas-
sagem ao limite dentro da integral; veja, por exemplo, Berestycki e Lions [13, Theo-
rem A.1,p. 338|.

Combinando os limites (3.33) e (3.34) deduzimos que

lim K(x)F(v,)dz = K(x)F(v)dx

n—00 RN RN
e isso conclui a demonstracao do limite (3.24) no primeiro caso.

2. Agora suponhamos que as hipoteses (K7), (K3) e (K4) sejam validas. Repetindo
os mesmos argumentos da Proposigao (3.8), dado € > 0 suficientemente pequeno, existe
r > 0 suficientemente grande tal que

K(z) <e(V(@)|sP* P+ [s["77)  (VseR)(Y]z] =)
Essa é, a menos de notagao, a mesma desigualdade (3.19). Consequentemente,

E(@)|F(s)] < e(V(@)[F()[Is*7 + [F()lls[* ") (Vs €R) (V]z| =7).  (3.35)

Da hipotese (f5) deduzimos que existem constantes C; > 0 e so € R tais que

|F(s)] < Cyls|? (Vs < s0). (3.36)
Logo, combinando (3.35) com (3.36), obtemos obtemos

<e(venr Hp IR
(v

2%
Vi 0||p—+01| |p" )

|s[?

= (V( )! I2+|8|2) (Vs <s0) (V2] =7) (3.37)

Da hipétese (fs) deduzimos que existem constantes Cy > 0 e s; € R, tais que
|F(s5)] < Cyls]* (Vs > s1). (3.38)

Consequentemente, usando a hipotese (K1) e a desigualdade (3.38), temos

K(z)|F(s)| |F'(s)]
< =C.
V(ZL’)|S|2 + |S 9% ~ 03 |8 2% ~X 0302 C
Dessa forma,
K(x)|F(s)| < C(V(ac)]s]2 + \3\2*) (Vs> s1) (q.t.p.|z| = 7). (3.39)

Assim, de (3.37) e de (3.39) deduzimos que

K(s)|F(s)| < eC(V(x)|s]* + |s]*) Vsel) (x| =r). (3.40)
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em que [ = {s € R: |s| < sg ou |s] > s1}.

Portanto, usando a desigualdade (3.40) e avaliando a integral no complementar da
bola B,.(0) obtemos, para qualquer u € E,

K(z)F(u)dz = / K(z)F(u)dz + K(z)F(u)dx

B¢ AcnBe ANBe

< Ce (/B V(@)|ufde + [ |ul* dx) + K(z)F(u)dz

B¢ ANBg

< Ce (/ V(z)u*dz +/ |u|* dx) + K(x)F(u)dx
RN RN ANBg

= CeQ(u) + K(z)F(u)dx

AnBe

< CeQ(u) + C K(z)dx, (3.41)

ANBg

em que, por comodidade, relembramos as defini¢oes

A={zcR": 50 < |u(x)] <51} e Qu):= /RN V(a:‘)]uﬁd:ﬂ—l—/

lu|?" dx .
RN

Como v, — v fracamente em F quando n — 400, entdo a sequéncia (v,)pen €
limitada em F. Logo, existe uma constante real positiva M; € R, tal que

/ Vi)oPde < My e / v,
RN RN
Assim, de (3.41) e de (3.42) deduzimos que

2 do < M. (3.42)

K(x)F(v,)dz < 2M,Ce + C/ K(z)dx, (3.43)
B¢ ApNBg

em que A, = {z € RY: sy < |v,(z)| < 51}

A seguir mostramos que [, K(x)dx — 0 quando |z| — +o0. Para isso, usamos

NBg¢

a definigdo de A, e a desigualdade (3.42); dessa forma,

An|:/ sg*dxg/ |vn,
An An

e isso garante que sup |4, | < +oo. Logo, da hipotese (K5), existe r > 0 tal que
neN

Yde <M,  (VneN),

2*
So

lim K(z)dz =0, uniformemente em n € N.
r—00 AnnBe

Portanto, pela definicao de convergéncia uniforme,

/ K@) de < =, (YneN).
AnnBE C
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Dessa forma, combinando (3.43) com a desigualdade anterior resulta

K(x)F(v,)dx

B

< 2M,Ce + C/ K(z)dz
AnNB;

< 2M,Ce + Cé = ¢(2M,C +1). (3.44)
Como € € Ry é arbitrério, por (3.44) deduzimos que

lim K(z)F(v,)dz = 0. (3.45)

n—+oo Be

Usando os mesmos argumentos do final da demonstragao da Proposigao 3.8 deduzimos
também que

lim K(z)F(v,)dz = K(x)F(v)dx. (3.46)

n—-+4oo B, B,

Combinando os limites (3.45) e (3.46) deduzimos que

lim K(x)F(v,)dz = K(x)F(v)dx
n——+oo RN RN
e isso conclui a demonstrac¢ao do limite (3.24) no segundo caso. [

No préximo lema mostramos que as sequéncias de Cerami para o funcional J sao
limitadas.

Lema 3.10. Toda sequéncia (up)nen C E de Cerami para o funcional J é limitada em

E.

Demonstra¢ao. Argumentamos por contradi¢do e supomos que a sequéncia nao é limitada.

Dessa forma, apos passagem a uma subsequéncia, ainda denotada da mesma forma, temos
que

li = 00. 3.47

im [l | = oo (3.47)

Por (3.11), para cada n € N consideramos t,, > 0 tal que J(t,u,) = max;o J(tuy,).

Além disso, t, € [0, 1], pois, como podemos escolher M suficientemente grande, (3.47)
e (3.11) nos garante que ¢, < 1, para n suficientemente grande.

Agora vamos mostrar que a sequéncia (J(t,u,))ney C R € limitada superiormente.
Para t, = 0, temos que (J(t,u,)) = (J(0)) e, para t, = 1, (J(t,u,)) = (J(u,)). Em
ambos os casos, temos a limita¢do, uma vez que J(u,) — c¢. Assim, podemos supor que

€ (0,1); e como J'(t,u,)t,u, =0, temos

2J (tpun) = 2J (tpuy) — J' (thun)tau,
t2
= 2§”||un||2 - 2/ K(z)F(tyu,) dz — 2w, ||* + / K(z) f(thu,)tyu, dz
RN

= - K(x) [f(tyun)tyu, — 2F (tyuy,)] de

= K(x)H (tyuy,) dx,
RN
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em que H(s) == sf(s) — 2F(s), para todo s € R.
Agora vamos mostrar que a funcao H definida anteriormente é nao descrescente.
Primeiramente, calculamos a derivada de H,

H'(s) = f(s) + sf'(s) = 2f(s)
= 5£(s) - 5
= (f/(s) - &> . (3.48)

S 52

Com a hipotese (f7), temos que

pois s~! f(s) é ndo decrescente. Aplicando a desigualdade anterior em (3.48), deduzimos
que H'(s) > 0. Portanto, H é ndo decrescente.

Dessa forma,

2J (tyuy,) = K(z)H (t,u,)dx é/ K(x)H (u,)dz

= 2J(up) — J' ()t = 2J(uy,) + 0,(1).

Sabemos que J(u,) — ¢. Logo, (J(t,u,)) é limitada superiormente, isto ¢,
J(thun) < c (Vn eN). (3.49)

Agora, estamos prontos para demonstrar que (u,) é limitado. Com este intuito,
vamos obter uma contradi¢ao entre (3.47) e (3.49).

Definimos a sequéncia de fungdes (wn)nen C E por wy, = u,/[|uy||. Portanto,
|lw,|| = 1, ou seja, (wy)ney C E é uma sequéncia limitada em E. Sabemos que E é
um subespaco de D'2(RY), isto ¢, E é um subespaco de Hilbert; logo, £ é um espaco
reflexivo. Pelo Teorema A.16 de Banach-Alaoglu, a sequéncia (wy,),eny C E é relativa-
mente compacta em FE; isso significa que existe w € F e uma subsequéncia, que ainda
denotamos da mesma forma, tais que w, — w fracamente em E quando n — +o00. Agora
fazemos uma afirmativa a respeito da fungdo w € F cuja demonstragao aparece no final
da argumentacao.

Afirmativa 1. w(z) =0 q.t.p. r € RY.

Prosseguindo com a demonstragao do lema, notamos que para B > 0 en € N
suficientemente grande, temos B/||u,|| € [0, 1]. Entao

J(ta) = ma J(bu,) > J < b )

t> [t
2
— J(Buwy) = 1B [ g P(Bwy) da
2 RN
B2
=—— K(z)F(Bw,)dx.

2 Jan
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Como w,, — 0 fracamente em E quando n — 400, pelo Lema 3.9 obtemos
K(z)F(Bw,)dx — K(z)F(0)dz =0,
RN RN
quando n — 400, lembrando que f(0) = 0 pela hipotese (f4).

Assim, temos que

B? B?
lim sup J(t,u,) = limsup (— - K (x)F(Buw,,) dx) =—,
n—00 n—00 2 RN 2
para todo B > 0, de modo que (J(t,u,)) ¢é ilimitada superiormente, o que contradiz a
desigualdade (3.49). Consequentemente, (u,,) é limitada em E. ]

Demonstra¢ao da Afirmativa 1. Primeiramente, consideramos uma sequéncia (uy,)nen C
L>*(RY) limitada. Entdo, w, = u,(z)/||ua] < ¢/||un] = 0, q.t.p. em RY uma vez que
|t,|| — +o00. Da imersdao compacta de E < L% (RY), temos que w,(z) — w(x) q.t.p.
em RY. Logo,

w(x) =0 (qt.p. z€RY).

Agora consideramos uma sequéncia (u, )ney C L°(RY) ilimitada. Da mesma forma,
definimos w,,(z) = u,(z)/||u,|| e também o subconjunto

Q:={zeR":y,(z) #0}
= {z e RV: w,(z) #0}.

Como por hipotese J(u,) — ¢ quando n — 400, temos que

Tun) = gl = [ K@) E(u) do = e+ 0,(1);

RN

assim, considerando a deﬁnigéo do subconjunto €2, obtemos

J(tp |un||2 / K(x)F(u,)dx = c+ 0,(1).

K(z K(x)F(uy,)
/ ||u ||2 / ||2 pealde. (3.50)

Dado 7 > 0, segue da hipotese (f7) que existe £ > 0 tal que F(s)/|s|> > 7 para todo
|s| = & Agora denotamos por 1, e Yy, as fungdes caracteristicas para {u, < {} = {x €
Q:0 < up(z) <& e{u, > & = {x € Q: u,(z) > &}, respectivamente. Aplicando essas
defini¢oes a equagao (3.50), obtemos

1 K (2)F (un K (2)F (u,
on(l)—i-—:/ K@) F(un) >]wn]2dw—|—/ K@) F(un) )\wn\zdx
2 Jiun<ey {un>€}
K (2)F(uy,
>/ M|wn12dx+7/ K (2)|w, |2 do
{un<e} {un>€}

) 2 2
/% ‘ nP K@) ), dx+T/QXn(a:)K(as)|wn| dz. (3.51)

Portanto,
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Seja 2~ o conjunto limite de {u, < ¢}; analogamente, seja Q1 o conjunto limite de
{u, > ¢}. Usando o mesmo argumento do primeiro paragrafo desta demonstragao, temos
wy(z) = 0 em {u, <&}, de modo que

w(x) =0 (Vz e Q7).

Além disso, K (z)F(uy,)/|u,|?* é limitada em {u, < £}, para todo n € N. De fato,
quando u,(x) — 0 usamos (K;) e a hipotese (f5) para obter essa conclusao; quando
0 < e < u, <& usamos (K1) e a continuidade de F' para obter a mesma conclusdo. Assim,
dessa limitagdo uniforme em relagao a n concluimos que K(x)F(u,)/|u,|? é limitada em
Q.

Uma vez que wy,(z) — 0 q.t.p. em Q7 e K(x)F (u,)/|u,|? ¢ limitada em Q~, conclui-
mos que

K(x)F (up,

lim sup )|wn\2 =0 (x € Q7),

n——+o0o ’ n’2
de modo que, pela definicao da funcao caracteristica 1, segue-se que

lim sup W@W%ﬁ —0  (zeq) (3.52)

n—-+00

Agora usamos o limite (3.52) e o Lema A.9 de Fatou na desigualdade (3.51) e dedu-
zimos que

1
- > limsup/wn g )\wnIdelelmsupT/Xn(x)K(x)\wn\zdx
2 n—-+o0o | n| n—-+o0o
K(x)F(uy,
2/limsup¢n(x)L§)|wn|2dx+/limsupTXn(:E)K(a:)|wn|2dx
Q n—+oo |Un| Q m—+oo

7/ K(@)|wl? dz.
O+

27/ K(z)|w|*dz (V71 >0);
Ot

Portanto,

N | —

isso significa que

K(z)|w|*dz = 0.
O+

Por fim, como K(x) > 0 em RY, concluimos que w := 0 q.t.p. em 2%, o que completa a
demonstracao da afirmativa. m

3.5 Conclusao da demonstracao do segundo teorema

Nesta se¢ao completamos a demonstracao do segundo teorema desta dissertacgao.
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Demonstra¢ao do Teorema 1.4. Consideramos a sequéncia de Cerami (u,,)neny C E para
o funcional J: E — R. A existéncia dessa sequéncia foi estabelecida pelas aplicagoes do
Lema 3.4 e do teorema do passo da montanha; dessa forma, temos

J(un) = c e (L4 [lual)J (ua)l| =0,
em que c¢ ¢ nivel de minimax associado a J.

Pelo Lema 3.10 essa sequéncia de Cerami (u,),eny C F € limitada. Assim, existem
uma subsequéncia de (u,), que ainda denotamos por (u,)mey C E, € uma fungao u € E,
tais que u,, — u fracamente em E quando n — 4o0.

Dada a sequéncia de Cerami (uy,),ey C E e dado € € Ry, pela limitagao de u, /||u,||
temos que (1 + [Juy||)J (un)un/||un|| < € para n € N suficientemente grande. Dessa
forma, J'(up)u, < €(||unll/(1+ |lunll)) < e. Como e € R, ¢é arbitrario, isso significa que
J'(up)un, = 0,(1). Consequentemente,

lim |u,|* = lim NK(.:E)f(un)undx

n—4o0o n—400

= /RN K(z)f(uw)udz, (3.53)

em que na ultima passagem aplicamos o limite (3.25) do Lema 3.9.
Além disso, como J'(uy)u = 0,(1), deduzimos que
Vu, - Vudr + / V(z)u,ude — K(x)f(up)udz = o,(1).
RN RN RN
Agora notamos que o funcional P: E — R definido por
P(u) = Vu, - Vudz + / V(z)upudx
RN RN
é continuo e, dessa forma,

lim Vu, - Vudz +/ V(z)upuder = /
RN

n—-+o0o RN RN

|Vu|2da:+/ V(z)u? dz = ||ul|*.

RN
Por outro lado,

lim Vu, - Vudz + / V(z)uyudr = lim K(x)f(up)udx
RN

n—-+o0o RN n—-4o00 RN

- [ K@),

em que na ultima passagem aplicamos novamente o limite (3.25) do Lema 3.9. Assim,

|ul|? = /RN K(x)f(u)udz. (3.54)

Combinando (3.53) e (3.54), obtemos
Tim a2 = [ful?

o que mostra que u,, — u fortemente em F pois ja temos a convergéncia fraca u — u
quando n — +00; veja o livro de DiBenedetto [20, Proposition V.11.1].

Finalmente, pela continuidade de J deduzimos que J(u) = ¢; e pela continuidade de
J' obtemos deduzimos que J'(u) = 0. Isso significa que u é uma solu¢ao do tipo ground
state para o problema (3.1). Como u, > 0, temos que u > 0 e u # 0. A positividade de
u pode ser obtida pela aplicacao do principio do maximo. O
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3.6 Comentarios finais

Para concluir esta dissertacao apresentamos novas hipoteses sobre a nao linearidade
f:RY¥ x R — R e sobre as funcoes V, K: RY — R que podem ser usadas para de-
monstrar resultados de existéncia de solucoes u € DV3(RYN) do tipo ground state para
problemas elipticos semilineares.

Em relacao a funcao f: RY x R — R citamos as hipdteses seguintes.

(fs) limsupyyosf(x,5)/(|s]* + V(z)[s|*) = 0, uniformemente em z, em que 2* =
2N/(N —2) é o expoente critico de Sobolev.

(fo) f possui um crescimento quase critico, isto é, limsupyy ., sf(z,s)/|s[*" = 0, uni-
formemente em .

(fi0) s7'f(x,s) é uma funcao nao decrescente em R, e ndo crescente em R_, para todo
r € RY e sua primitiva F é superquadrdtica no infinito, isto é, existe uma funcao
positiva G: RN — R tal que limjy, o F(z,s)/G(z)]s|* = +oo, uniformemente em
T.

Com relacdo as funcoes V, K : RY — R, supomos que sao funcoes nao negativas e que
se a hipotese (K7) é verificada, entdo a fungao K : RY — R verifica as hipoteses seguintes.

(Ks5) K(z) > 0 para todo z € RY e existe um p € (2,2*) tal que K € L"(RM\Q), em
que 2 C RY ¢ o conjunto definido por Q == {z € RY: V(z) > 0} e n, = 2*/(2* — q)
para todo ¢ € (2,p). Além disso, K € L™°(R") para algum r > 1 verificando
p(1/2—=1/N)+1/r=1ce|sf(z,s)| < K(z)|s|* paratodox € RN e s € R.

(Kg) W € L*(Q) para o/ > 1 e 1/a’ +1/a =1, em que W: Q — [0,400) é a funcio
dada por W (z) = K(z)/[V(z)]+, para algum o > 1.

Com essas hipoteses é possivel demonstrar resultados de imersoes compactas £ <>
L% (RY) para todo ¢ € (2,p), ou E < L%L(RY) para todo ¢ € (2,2*), dependendo das
hipoteses utilizadas. Além disso, com algumas modificagoes nos argumentos usados na
demonstragao do Teorema 1.4 é possivel mostrar, com as hipoteses (f3), (fo) e (fi0) €
também com as hipoteses (K35) e (Kg), que o problema —Au + V(x)u = f(x,u), em que
x € RN, possui solugao u € DM?(RY) do tipo ground state.
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Apéndice A

Resultados auxiliares

A.1 Espacos de funcoes

Ck(Q), para k = 1, 2, --- é o espago das fungoes u: 2 — R que sido k vezes
diferenciaveis em {2 e tais que as k-ésimas derivadas sao continuas em (2;

C*(Q) é o espago das fungoes u: @ — R que sdo infinitamente diferenciaveis em €Q;

Ck(2) & o subespago das fungoes de C*(€2) que contém apenas as fungdes que pos-
suem suporte compacto em €, isto é, o fecho (em R"Y) do conjunto {z € Q: u(z) # 0}
¢ compacto;

C5e(£2) é o subespago de C*°(2) das fungoes que possuem suporte compacto em €2;

LP(2) é o espago de Lebesgue das fun¢oes mensuréveis u: € — R tais que

1
fQ lu(x)|P dz < +00, com a norma ||ul[, = (fQ \u(x)]p) v

L*>(Q) é o espago de Lebesgue das fungdes mensuraveis u: 2 — R tais que
Sup ess,cq |u(x)| < 400, com a norma ||ul|s = supess |u(z)|;

L? () é o espago das fungdes mensuraveis u: € — R tal que para todo conjunto

compacto K C €, temos ||ul|rr(x) < +00;

H'(Q) é o espago de Sobolev definido por

Xi

H'(Q) = {u e L2(Q): g—“ € L2(Q),i € {1,2,... ,N}}

denotam as derivadas no sentido das distribuigoes, com a norma dada

1
2
|ul| 71 () = (/ IVU|2dx+/u2dx) ;
Q Q

H () ¢ o fecho de C5°(2) em H'(Q).

em que .
(2

por
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e DV2(RY), para N > 3, é o espaco definido como

DY (RN) = {u c L¥ (RY); g—“ c L*(RY),i=1,--- ,N} ,
T

ou

em que denotam as derivadas no sentido das distribuicoes, com a norma

1
2
= ( / |Vu|2dx>
RN

e D(Q) é o espago das fungoes teste, isto é, das fungoes em C§°(2) munido com a
nog¢ao de convergéncia uniforme.

i

Y

A.2 Desigualdades

Diversas demonstragoes desta dissertacao envolvem o uso da notacao de Bachman-Landau,
cujos significados sao os seguintes:

1. A notacao f(z) = o(g(x)) quando z — x, significa que lim % = 0.

T—T0 9

2. A notagao f(z) = O(g(z)) quando x — x, significa que lim sup ‘% é finito.

T—rT0

Consulte o livro de Evans [21, Appendix A.5, pag. 620] para mais detalhes.
Proposi¢ao A.1. 1. Sejama eb € R, se 0 < p < 1, entao |a+ bP < |al? + |b|P;
2. Sejam a eb € RY e sejam p e p' expoentes conjugados, isto €, 1/p+1/p' =1, entao
(a+b)P <2071 (aP + bP).

Proposigao A.2 (Desigualdade de Holder). Seja Q C RY um dominio qualquer e sejam
p, P € RY tais que % +;% — 1. Suponhamos que f € LP(Q) e que g € L (Q). Entio

fge L' (Qe
[r@gias < ([ 1rp olsc)‘i ([ 1ot dx)”l’.

Demonstrag¢ao. Consulte o livre de Brézis [15, Théoréme IV. 6, pag. 56]. O

Teorema A.3 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RY um subconjunto aberto e limi-
tado. Seja a fung¢do u € Wol’p(Q) em que 1 < p < N. Entao, vale a desigualdade

|l Lo (@) < M|[Vul[Le @
para todo q € R tal que 1 < g < p* e a constante M depende somente de p, g, N e de ).

Demonstragao. Consulte o livro de Evans |21, Teorema 3, pag. 265]. O
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Teorema A.4 (Desigualdade de Sobolev). A desigualdade cldssica de Sobolev afirma que
para 1 < p < N, existe uma constante C(N,p) tal que se u € C®(RY), entdo

(/ |u|zé“’pdx) ) <0(N,p)/ Vul? de . (A1)
RN RN

A constante 6tima na desigualdade acima, a qual denotamos por Cy ,(R"Y), ¢ cha-
mada de constante de Sobolev. Se W'P(RY) ¢ o espago de Sobolev das funcoes em
LP(RYN), cujas derivadas estdo em LP(RY), entdao (A.1) implica que para 1 < p < N,
existe uma imersao continua

WP (RY) < LV 5 (RV).

Além disso, a constante da imersao é dada pela constante de Sobolev.

O valor preciso da constante de Sobolev foi determinado por Aubin e Talenti, os
quais também mostraram que (A.1) acontece quando Cy,(RY) = C(N, p) se e somente
se u é dado por

Ua by (7) = {a + bz — zo| 7T, (A.2)

em que 79 € RY e a,b > 0 sdo constantes.

Agora, suponha que 0 C R seja um dominio limitado. Podemos definir o espaco de
Sobolev W1?(Q) como fizemos para RY e também denotamos W, (€) como sendo o fecho
de C5°(Q2) em W?(2). Se Cy,(Q) denota a constante 6tima em (A.1) para u € Wy (1),
entdo Cn,(Q2) = Cy,(RY). Portanto, Cy,(Q2) independe de ), vale ressaltar que este
fato vem de uma propriedade importante das fungoes em (A.2). A saber, tome xy € (2,
entdo quando a — 0 e b — 00, a fungao wu,p., () vai se concentrar perto de zo, isto
&, Ugpzo(To) — 00 enquanto ugp . (x) — 0 para todo x # xy. Ao multiplicar por uma
funcao corte,podemos facilmente construir fungoes i, € C§°(€2) tal que

N—p

» N
Q
/ ’Vfba’b’p dx
Q

Uma outra consequéncia desta construcao é que existem sequéncias de fungoes que

— CNJD(RN),

quando a — 0 e b — oo.

sao limitadas em W'P(), mas que nao tém subsequéncias que convergem em LN]%(Q);
de fato, as funcoes u,; convergem g.t.p para zero quando a — 0 e b — oo. Um fato
relacionado, mas menos 6bvio, é que a constante 6tima Cy ,(2) nao é atingida. Se ela
fosse atingida por uma funcao vq € I/VO1 (), entdo vg seria um extremal para a desigual-
dade (A.1) também. Isso significa que vg seria da forma (A.2), mas essas fun¢oes nao
tem suporte compacto.

Teorema A.5 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev. Suponha que 1 < p < N. Euxiste uma constante C, dependendo
somente de p e N, tal que

]l o @vy < ClIVul|Lo@n),
para todo u € C! (RM).

Demonstragao. Consulte o livro de Evans |21, Teorema 1, pag. 263]. ]
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A.3 Resultados de Analise e de Analise Funcional

Teorema A.6 (Teorema do valor médio). Seja f: [a,b] — R continua. Se f € derivdvel
em (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = [f(b) — f(a)]/(b— a).

Demonstragao. Consulte o livro de Lima [24, Teorema 7, pag.96]. O
Teorema A.7 (Férmula de Green). Seja Q C RY um aberto com fronteira 0Q de classe

Cl eu, ve C*RY). Entao,

_ /Q v(z)Au(z) dz = /Q Vu(x) V() de — /8 (o) Vuvda.

Demonstrag¢ao. Consulte o livro de Kavian [22, Corollaire 7.3, pag. 23|. O

Proposigao A.8 (Férmula de integragao por partes). Seja Q@ C RN um aberto com
fronteira 9 de classe C'. Se u € CHRYN) é uma fungdo real, entio para i € N tal que
1 <i < N temos a formula de integracao por partes

Ou(x) /
——dz = u(o)do.
o Ox; o0 ( )

em que do denota a medida (N—1)-dimensional. De forma equivalente, seu € CH(RY RY)
¢ uma fungio vetorial, denotamos divu = Y~ | du;(x)/dz;, temos

/Q div(u(z)) dz = / w(o).0(0) do

o0

Demonstragao. Consulte o livro de Kavian [22, Théoréme 7.2, pag. 20]. O

Lema A.9 (Lema de Fatou). Seja Q C RY um subconjunto aberto e seja a sequéncia de
fungoes (fn)nen C LY(QY). Suponhamos que as condigoes sequintes sao vdlidas.

1. Para cadan € N vale f,(x) = 0 em quase todo ponto x € ).
2. SUpen Jq fo(z) dz < co.

Seja a fungdi f(z) = liminf f,(z); entdo f € L'(Q) e

n—-4o00

/f(x) da:gliminf/fn(:c) dz.
Q Q

n—-+00
Demonstragao. Consulte o livro de Kavian [22, Lemme de Fatou 4.2, pag. 9]. ]

Teorema A.10 (Teorema da convergéncia mondtona). Seja (fy)nen wma sequéncia mo-
notona crescente de funcoes mensurdveis positivas que converge para f. Entdo

/fd,u: lim /fnd,u.
n—-+oo

Demonstragao. Consulte o livro de Bartle [10, Teorema 4.6, pag. 31]. ]
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Teorema A.11 (Teorema da convergéncia dominada). Seja (f,,) uma sequéncia de fun-
¢oes integrdveis que converge em quase todo ponto para uma fungao mensurdvel f. Se
existe uma fungao integravel g tal que |f,| < g para todo n € N, entao f € integrdvel

/fdu: lim /fnd,u.
n—+oo

Demonstragao. Consulte o livro de Bartle [10, Teorema 5.6, pag. 44]. n

Proposicao A.12 (Sequéncias fracamente convergentes). Sejam E um espago vetorial
normado e (x,)neny C E uma sequéncia. Entiao valem as sequintes afirmagoes:

1. x, — = fracamente se, e somente se, f(x,) — f(x) para todo f € E*.
2. Se x, — x, entao x, — .

3. Se x, — x, entdo a sequéncia (T,)ney C E € limitada e, além disso, ||z| <
liminf,, o0 || 20|

4. Sex, =z e f,— fem E* entio f,(x,) — f(x).
Demonstragao. Consulte notas de aula de Biezuner |14, Proposi¢ao 5.11, pag. 57|. ]

Teorema A.13 (Convergéncia em quase todo ponto). Seja @ C RY um dominio aberto
e sejam (uy,) uma sequéncia em LP(2), com p € [1,+00], e u € LP(Q) tais que u, — u
em LP(QY) quando n — +oo. Entdo existe uma subsequéncia, ainda denotada por (uy,), e
uma fungio h € LP(Q), tais que

1. uy(z) = u(x) q.t.p. em Q;
2. Jup(z)| < h(z) q.t.p. em Q e para todon € N.

Demonstragao. Consulte livro de Brézis [16, Teorema 4.9, pag. 94]. ]

Teorema A.14 (Teorema de imersio de Rellich-Kondrachov). Seja Q C RY um conjunto
com medida finita. Entao a imersao

H;(Q) C LP(Q)
€ continua se 1 < p < 2% e é compacta se 1 < p < 2*.

Demonstrag¢ao. Consulte o livro de Brézis [16, Teorema 9.16, pag. 291]. O

Teorema A.15 (Identidade de Pohozaev). Seja f: R — R uma fun¢do continua e seja
F(t) = fot f(s)ds. Suponhamos que Q C RN seja um subconjunto aberto e limitado. Se
u € C%(Q) € solugao do problema

—Au= f(u) emQ,
u=>0 sobre 052,

entao

N -2 ) N B ou\?
T/Q\Vu\ dx—;/gF(u)dx——/g(a) v(z) -xdo.



80

Teorema A.16 (Teorema de Banach-Alaoglu). Seja X um espaco de Banach reflexivo.
Se B C X ¢ limitado, entao B € relativamente compacto na topologia fraca de X.

Demonstrag¢ao. Consulte o livro de Badiale e Serra [9, Theorem 1.2.10, pag. 10] e suas
referéncias. L

A.4 Operadores diferenciaveis

As definigoes e a proposicao desta se¢ao podem ser encontradas em [9, Section 1.3]. Seja
X um espaco de Banach e X* seu dual.

Definigao A.17 (Diferencial de Fréchet). Seja U um subconjunto aberto de X e seja
I: U — R um funcional. Dizemos que I é Fréchet diferenciavel em u € U, com derivada
de Fréchet dada por I'(u) € X*, se

I(u+v) = I(u) + I'(w)v + of|v]]),

quando [[v|| — 0. Além disso, dizemos que se a derivada I’ existe e é continua em U,

entao I € CH(U).

Definigao A.18 (Diferencial de Gateaux). Seja U um subconjunto aberto de X e seja
I: U — R um funcional. Dizemos que I é Gateaux diferenciavel em u € U, com derivada
de Gateaux dada por I/, (u) € X*, se

lim I(u+tv) — I(u)

o
lim ; = I (u)v, VoelX.

Proposigao A.19 (Funcionais de classe C'). Suponha que U seja um subconjunto aberto
de X tal que I é Gdteaux diferencidvel em U e I (u) € continua em w € U. Entdo I
também € diferencidavel em u, e claro I1},(u) = I'(u).

A seguir apresentamos o teorema do trago, que significa a restricao a dimensoes
inferiores; em particular, apresentamos apenas um resultado para a fronteira de um sub-
conjunto.

Proposigao A.20 (Teorema do tracgo). Seja Q@ C RY um subconjunto aberto e limitado
com fronteira diferencidvel, isto €, O € C'. Entao existe um operador linear limitado

T: H(Q) — L*(09) tal que

1. T(u) seu € H{(Q)NC(Q).

:u‘ag

2. |T(u)|r2(00) < Cllull i) para toda fun¢io uw € H'(Q), em que a constante ¢ € Ry
depende apenas de §2.

Demonstragao. Consulte o livro de Evans |21, Section 5.5]. O]

Observagio A.21. 1. O operator T' é denominado traco. O primeiro item indica a
motivacao para esse nome: 1" é a restricao da funcao u: 2 — R a fronteira 92 quando
isso deveria fazer sentido, isto é, quando u é funcao continua. O Teorema A.20 apresenta
uma forma de associar uma fungao em L?*(9€2) a cada fungao de H'(Q2) de modo que seja
continua nas normas apropriadas.
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2. O segundo item é apenas uma forma de reafirmar que o operador é linear e limi-
tado.

Como sempre existe grande interesse em resolver problemas com condigoes de fron-
teira do tipo de Dirichlet, devemos compreender exatamente o que significa o anulamento
do trago de uma fungao do espago H' ().

Proposicao A.22. Seja Q C RY um subconjunto aberto e limitado com fronteira dife-
rencidvel, 9Q € C! e seja u € H'(Q). Entdo u € H}(Q) se, e somente se, T(u) = 0.

Demonstragao. Suponhamos que u € Hi(Q2). Lembramos que H}(Q) = C§°~(Q)H'”, em
que || - || denota a norma do espago H'(Q), isto é, u € H}(Q) se, e somente se, existe
uma sequéncia (U, )men C C§(Q) tal que u,, — u em H'(Q) quando m — +oo. Para
um € C§°(R2), vale a propriedade T'(u,,) = 0 para todo m € N, ja que T'(v) = U‘BQ para
v € C(Q). Como T: HY(Q) — L*(Q) é um operador linear limitado, segue-se que T é
continuo, de modo que u,, — u em H'(Q) implica T(u,,) — T(u) em L?*(9%). O

A.5 Teorema do passo da montanha

Teorema A.23 (Teorema do passo da montanha). Seja X um espago de Banach e seja
J: X — R um funcional de classe CY'(X) e wverificando a condi¢io de Palais-Smale.
Suponha que J(0) = 0 e que sejam vdlidas as condigoes abaizo.

1. Ezistem nimeros R, a € R tais que sobre a esfera ||ul]| = R vale a desigualdade
J(u) > a.

2. Eziste ug € X tal que ||uo|| > R e J(up) < a.

Entao o funcional J possui um valor critico ¢ tal que ¢ > a e caracterizado por

¢ = inf max J(v),

Ael’ veA
em que
= {7 0.1 5 Ry € C (0,11, R), 7(0) = 0 e4(1) = uo} .
Demonstragao. Consulte o livro de Willem [33, Theorem 2.10, pag. 42|. ]

Observagao A.24. Se um funcional de Euler-Lagrange J: E — R verifica as hipdteses do
Teorema A.23 do passo da montanha, entao podemos garantir a existéncia de sequéncias de
Palais-Smale para J. Se além disso vale a desigualdade max{.J(0), J(uo)} < infjjuj=r J(u),
entao podemos garantir a existéncia de sequéncias de Cerami para o funcional J.
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