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Resumo

Nesta dissertação estudamos um resultado de existência de solução positiva u ∈
D1,2(RN ) para a classe de equações diferenciais elípticas

−∆u + V (x)u = f(u) (x ∈ RN )

em que N > 3, a não linearidade f : R → R é função contínua com crescimento
subcrítico ou crítico no sentido das imersões de Sobolev e o potencial V : RN → R
é função contínua não negativa que pode se anular no infinito, ou seja, V (x) → 0
quando |x| → ∞.

Também estudamos um resultado de existência de solução positiva ground state
u ∈ D1,2(RN ) para a classe de equações diferenciais elípticas

−∆u + V (x)u = K(x)f(u) (x ∈ RN )

em que N > 3, a não linearidade f : R → R é função contínua com crescimento
quase crítico e V , K : RN → R são funções contínuas, não negativas, o potencial V
pode se anular no infinito e K verifica condições de crescimento dependentes de V .

Palavras-chave Potencial que se anula no infinito, método de penalização, esquema
de iteração de Moser, teorema do passo da montanha, desigualdade de Hardy.



Abstract

In this dissertation, we study a result of existence of positive solution u ∈
D1,2(RN ) for the following class of elliptic equations

−∆u + V (x)u = f(u) (x ∈ RN )

where the nonlinearity f : R → R is a continuous function having a subcritical or
critical growth in the sense of Sobolev embeddings and the potential V : RN → R is
a continuous, non-negative function which can vanish at infinity, that is, V (x)→ 0
as |x| → ∞.

We also study a result of existence of positive ground state solution u ∈ D1,2(RN )
for the following class of elliptic equations

−∆u + V (x)u = K(x)f(u)(x ∈ RN )

where N > 3, the nonlinearity f : R → R is a continuous function having a quasi
critical growth, and V , K : RN → R are continuous, non-negative functions, the
potential V can vanish at infinity and K verifies growth conditions dependent on V .

Key-words Potential vanishing at infinity, penalization method, Moser iteration
scheme, mountain pass theorem, Hardy-type inequality.
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Capítulo 1

Introdução e resultados principais

Neste capítulo apresentamos alguns exemplos de equações elípticas semilineares e de suas
aplicações às outras ciências. Definimos os conceitos de solução clássica e de solução fraca,
relacionamos esses dois conceitos e também estabelecemos a conexão entre solução fraca
de um problema elíptico semilinear e pontos críticos de funcionais de Euler-Lagrange. Em
seguida, listamos alguns trabalhos recentes relacionados com existência e não existência
de soluções para algumas dessas classes de problemas, enfatizando as hipóteses que têm
sido usadas a respeito das não linearidades e principalmente a respeito dos potenciais.
Depois, apresentamos os problemas elípticos semilineares com potenciais que se anulam
no infinito e que estudamos detalhadamente nesta dissertação. Por fim, enunciamos os
dois resultados principais, cujas demonstrações encontram-se nos próximos capítulos.

1.1 Equações elípticas semilineares
A equação de Schrödinger unidimensional dependente do tempo

ih
∂ψ(x, t)

∂t
= − h2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
− V (x)ψ(x, t) (1.1)

é uma das equações mais importantes da mecânica quântica. Essa equação ou suas va-
riantes aparecem também no estudo de diversos outros ramos da física, tais como física
de plasma, física da matéria condensada, optica não linear, etc. O primeiro termo do
lado direito da equação, em que aparece a constante de Planck h, está relacionado com a
energia cinética de uma partícula de massa m; o segundo termo, em que aparece o poten-
cial V (x), está relacionado com sua energia potencial; o lado esquerdo, em que aparece
a unidade imaginária i, está relacionado com a energia total da partícula sujeita a um
movimento unidimensional. Lembramos que nesse caso ψ(x, t) indica a função de onda,
que representa a densidade de probabilidade de que no instante t a partícula esteja loca-
lizada no ponto x. A função ψ(x, t) ≡ 0 é sempre uma solução trivial da equação (1.1);
mas naturalmente estamos interessados em soluções não triviais, isto é, soluções tais que
ψ(x, t) 6≡ 0.

Uma estratégia utilizada para estudar fenômenos descritos por essa equação consiste
em procurar soluções ψ : R × R → C da forma ψ(x, t) = u(x) exp(−iEt/h), em que
E representa a energia total da partícula. Após manipulações algébricas e analíticas
elementares, segue-se que a função real u : R→ R deve ser solução da equação diferencial
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ordinária

− h2

2m

d2u(x)

dx2
+ V (x)u(x) = Eu(x) (x ∈ R) (1.2)

conhecida como equação de Schrödinger unidimensional independente do tempo. Conse-
quentemente, uma parte importante do estudo da equação de Schrödinger unidimensional
dependente do tempo (1.1) é demonstrar a existência de pelo menos uma solução po-
sitiva para a correspondente equação de Schrödinger unidimensional independente do
tempo (1.2).

Em dimensões superiores, a equação de Schrödinger dependente do tempo tem basi-
camente a mesma forma da equação (1.1) e pode ser escrita como

ih
∂ψ(x, t)

∂t
= − h2

2m
∆ψ(x, t)− V (x)ψ(x, t) (1.3)

em que, para uma função ψ : RN × R → R, o operador diferencial ∆ψ(x, t) no ponto
(x, t) = (x1, x2, . . . , xN , t) ∈ RN × R é definido por

∆ψ(x, t) :=
N∑
i=1

∂2ψ(x, t)

∂x2
i

=
∂2ψ(x, t)

∂x2
1

+
∂2ψ(x, t)

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2ψ(x, t)

∂x2
N

e é denominado operador laplaciano.
Para estudar a equação diferencial (1.3) também procuramos solução no mesmo for-

mato anteriormente utilizado, isto é, como produto de uma função dependente da variável
espacial por uma função exponencial dependente apenas da variável temporal. Isso conduz
à equação diferencial parcial

− h2

2m
∆u(x) + V (x)u(x) = Eu(x) (x ∈ RN). (1.4)

As equações diferenciais (1.2) e (1.4) são equações elípticas semilineares. Uma ge-
neralização dessas equações, em que por comodidade não mais escrevemos as constantes
físicas e matemáticas envolvidas e por simplicidade consideramos um domínio aberto e
limitado Ω ⊂ RN , tem a forma geral

−∆u(x) + V (x)u(x) = f(u(x)) (x ∈ Ω ⊂ RN). (1.5)

No caso em que f(s) = s a equação diferencial (1.5) é denominada linear ; no caso
em que f(s) = |s|p−2s para p 6= 2 ou no caso mais geral em que f não tem a forma de
uma potência pura a equação diferencial (1.5) é denominada semilinear e a nova parcela
f : R→ R introduzida no lado direito da equação (1.5) é denominada não linearidade do
problema. A função V : Ω ⊂ RN → R é conhecida como potencial.

Um problema comum associado a essa equação diferencial é{
−∆u(x) + V (x)u(x) = f(u(x)) x ∈ Ω ⊂ RN

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω ⊂ RN
(1.6)

em que ∂Ω indica a fronteira de Ω ⊂ RN . Esse problema, denominado problema ho-
mogêneo de Dirichlet, consiste de uma equação diferencial parcial juntamente com uma
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condição de contorno que especifica os valores da função incógnita u : Ω ⊂ RN → R em
sua fronteira ∂Ω.

Uma solução clássica do problema de Dirichlet (1.6) é uma função u : Ω ⊂ RN → R
com derivadas primeira e segunda contínuas, o que denotamos por u ∈ C2(Ω), e que torna
a equação diferencial uma identidade para cada ponto do conjunto Ω ⊂ RN .

Em geral, garantir a existência de solução clássica para o problema (1.6) é um pro-
blema bem difícil. Isso se deve, entre outros fatores, ao fato de o problema ser definido
em todo o espaço RN , à não reflexividade do espaço de funções C2(RN) e à ausência de
compacidade das imersões de Sobolev.

Uma estratégia comum utilizada para demonstrar resultados de existência de solução
clássica para a classe de problemas elípticos (1.6) consiste de duas etapas. Inicialmente
demonstramos a existência de uma solução em um sentido mais fraco do que a solução
clássica, denominada solução fraca, cujo conceito apresentamos na próxima seção. A etapa
seguinte consiste em usar a teoria de regularidade de equações diferenciais elípticas para
deduzir que uma solução fraca e suficientemente regular é de fato uma solução clássica.

1.2 O conceito de solução fraca
Para estabelecer o conceito de solução fraca vamos nos limitar à descrição das ideias en-
volvidas em torno do problema de Dirichlet (1.6) e também da equação específica que
estudamos detalhadamente nesta dissertação, que é a equação diferencial elíptica semili-
near (1.5). Isso simplifica a exposição, já que a cada tipo de equação diferencial podemos
associar uma, e por vezes até mais de uma, noção de solução fraca. Mais detalhes podem
ser encontrados nos livros de Badiale e Serra [9], no qual nos inspiramos, e de Willem [33].

Começamos com uma função u : Ω ⊂ RN → R que é solução clássica do pro-
blema (1.6). Consideramos uma função φ : Ω ⊂ RN → R continuamente diferenciável,
isto é, uma função que possui derivadas parciais contínuas de primeira ordem; supomos
também que φ tem suporte compacto, isto é, a função φ anula-se no complementar de
um subconjunto compacto contido em Ω ⊂ RN . Nesse caso, escrevemos φ ∈ C1

0(Ω) e
denominamos essa função de função teste.

Agora multiplicamos ambos os lados da equação diferencial do problema de Dirich-
let (1.6) por φ,

−∆u(x)φ(x) + V (x)u(x)φ(x) = f(u(x))φ(x) (x ∈ Ω ⊂ RN)

e integramos em todo o subconjunto Ω ⊂ RN,

−
∫

Ω

∆u(x)φ(x) dx+

∫
Ω

V (x)u(x)φ(x) dx =

∫
Ω

f(u(x))φ(x) dx .

Para uma função diferenciável u : Ω ⊂ RN → R, o gradiente em um ponto x =
(x1, x2, . . . , xN) ∈ Ω ⊂ RN é o vetor ∇u(x) = (∂u(x)/∂x1 , ∂u(x)/∂x2 , . . . , ∂u(x)/∂xN ).
Aplicando o Teorema A.7 da pág. 78 a respeito da fórmula de Green, obtemos∫

Ω

∇u(x) · ∇φ(x) dx+

∫
Ω

V (x)u(x)φ(x) dx =

∫
Ω

f(u(x))φ(x) dx (∀ φ ∈ C1
0(Ω)),

(1.7)
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em que o termo de fronteira não está presente porque a função teste se anula na fronteira
do domínio.

Observamos que para essa fórmula fazer sentido é suficiente a condição u ∈ C1(Ω),
ou seja, é suficiente que a função u seja continuamente diferenciável; não é necessário que
a função u seja duas vezes continuamente diferenciável como supomos no caso de uma
solução clássica.

As condições sobre a regularidade das funções u e φ podem ser enfraquecidas mais
ainda. Para apresentá-las, introduzimos algumas notações. Consideramos o espaço RN

munido da medida de Lebesgue dx e interpretamos todas as integrais no sentido da teoria
de integração de Lebesgue. Agora definimos o espaço das funções de quadrado Lebesgue
integráveis,

L2(Ω) :=

{
u : Ω ⊂ RN → R

∣∣∣ ∫
Ω

|u(x)|2 dx < +∞
}

do produto escalar ( · | · ) : L2(RN)× L2(RN)→ R dado por

(u|v) :=

∫
RN
u(x)v(x) dx

e da correspondente norma

‖u‖2 :=
√

(u|u) =

(∫
RN
|u(x)|2 dx

)1/2

.

Assim, para que as integrais envolvidas na igualdade (1.7) sejam finitas começamos su-
pondo que u, v ∈ L2(Ω).

Outra condição que podemos utilizar é que ∂u(x)/∂xi , ∂v(x)/∂xi ∈ L2(Ω), para
todo índice i ∈ {1, 2, . . . , N}, ou seja, é suficiente que todas essas derivadas parciais sejam
de quadrado Lebesgue integráveis. Por simplicidade, para identificar essas funções usamos
as notações usuais para espaços de funções. Começamos com o espaço de Sobolev H1(Ω)
definido por

H1(Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω)

∣∣ ∂u(x)/∂xi ∈ L2(RN), i ∈ {1, 2, . . . , N}
}
,

em que ∂u(x)/∂xi denota a derivada no sentido das distribuições, isto é, a única função
∂u(x)/∂xi tal que∫

Ω

u(x)
∂φ(x)

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂u(x)

∂xi
dx (∀φ ∈ C∞0 (Ω)), (1.8)

em que C∞0 (Ω) denota a classe de funções infinitamente diferenciáveis com suporte com-
pacto.

Este espaço de Sobolev é um exemplo importante de espaço de Hilbert quando munido
do produto escalar ( · | · ) : H1(RN)×H1(RN)→ R dado por

(u|v) :=

∫
RN
∇u(x) · ∇v(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)v(x) dx

e da correspondente norma

‖u‖ :=
√

(u|u) =

(∫
RN
|∇u(x)|2 dx+

∫
RN
V (x)|u(x)|2 dx

)1/2

.
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Também definimos o espaço H1
0 (Ω) como o fecho do espaço C∞0 (Ω) em H1(Ω), isto

é, H1
0 (Ω) = C∞0 (Ω) em que consideramos o fecho na norma do espaço de Hilbert H1(Ω).
As funções do espaço H1

0 (Ω) são imaginadas como funções que se anulam na fronteira
∂Ω ⊂ RN . Mas como ∂Ω ⊂ RN tem medida zero em RN , uma justificativa precisa dessa
afirmativa somente pode ser realizada com o uso da teoria do traço apresentada, por
exemplo, em Evans [21, Section 5.5]; veja também as Proposições A.20 e A.22. Entretanto,
se a função u é suficientemente regular, então existe uma equivalência completa: Para
uma função u ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω) e para um domínio Ω ⊂ RN com fronteira ∂Ω ⊂ RN

diferenciável, u ∈ H1
0 (Ω) se, e somente se, u(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω ⊂ RN .

Dessa forma, no conceito de solução fraca que procuramos definir podemos substituir
a condição u ∈ C1(Ω) pela condição menos restritiva u ∈ H1

0 (Ω).
Quanto ao potencial V : Ω ⊂ RN → R podemos supor inicialmente que V (x) > 0

para todo x ∈ Ω ⊂ RN e notamos que não é necessário supor que V ∈ C0(Ω); basta supor
que V ∈ L∞(Ω), em que denotamos o espaço das funções essencialmente limitadas por

L∞(Ω) :=
{
u : Ω ⊂ RN → R

∣∣ sup ess |u(x)| < +∞
}

com o supremo essencial definido por

sup ess |u(x)| := inf{c ∈ R+

∣∣ |u(x)| < c q.t.p. x ∈ Ω ⊂ RN}.

A norma do espaço L∞(Ω) é definida por

‖u‖∞ := sup ess |u(x)|.

Lembramos ainda que uma propriedade é válida em quase todo ponto em RN se existe
um subconjunto M ⊂ RN com medida de Lebesgue |M | = 0 tal que a propriedade seja
válida em todo ponto de RN\M . Para esse caso, a notação padrão é que a propriedade
em questão vale q.t.p. em algum conjunto apropriado.

Por fim, quanto à não linearidade f : R→ R, podemos usar alguma hipótese sobre o
tipo de crescimento dessa função, como por exemplo a existência de constantes positivas
a, b ∈ R+ tais que |f(s)| 6 a + b|s|2∗−1 para todo s ∈ R em que o expoente crítico de
Sobolev é definido por 2∗ = 2N/(N − 2) se N > 3 e 2∗ = +∞ se N = 1 ou N = 2.

Novas hipóteses sobre o potencial V e sobre a não linearidade f são apresentadas nas
seções seguintes.

Tudo o que foi apresentado acima serve de motivação para a seguinte definição fun-
damental.

Definição 1.1 (Solução fraca). Suponhamos que o potencial V : Ω ⊂ RN → R verifica
a hipótese V ∈ L∞(Ω) e que a não linearidade f : R → R verifica a hipótese |f(s)| 6
a+ b|s|2∗−1 para todo s ∈ R em que a, b ∈ R+. Uma solução fraca para o problema

−∆u(x) + V (x)u(x) = f(u(x)) (x ∈ Ω ⊂ RN)

é uma função u ∈ H1
0 (Ω) que verifica a identidade integral∫

Ω

∇u(x) · ∇φ(x) dx+

∫
Ω

V (x)u(x)φ(x) dx =

∫
Ω

f(u(x))φ(x) dx (∀ φ ∈ H1
0 (Ω)).

(1.9)
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Observação 1.2. Como supomos u ∈ H1
0 (Ω) e já que o espaço das funções continuamente

diferenciáveis e de suporte compacto C1
0(Ω) é denso no espaço de Hilbert H1

0 (Ω), isto é,
C1

0(Ω) = H1
0 (Ω), segue-se que para testar se vale a identidade integral (1.9) é suficiente

testar a identidade integral (1.7).

Ao definir o conceito de solução fraca, queremos estender a noção de solução de uma
equação diferencial; logo, a princípio uma solução clássica de uma equação deveria ser
também uma solução fraca dessa mesma equação. Isso é o que de fato ocorre, como agora
passamos a mostrar. Seja u : Ω ⊂ RN → R uma solução clássica da equação diferencial
do problema (1.6). Então u ∈ C2(Ω) e isso significa que u ∈ H1(Ω). Além disso, a
função u é contínua em Ω e u(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω; logo, u ∈ H1

0 (Ω) e a função u
pertence ao espaço correto da Definição 1.1 de solução fraca. A seguir, como por hipótese
vale a identidade integral (1.7) e já que C1

0(Ω) é denso em H1
0 (Ω), para qualquer função

fixada φ ∈ H1
0 (Ω) podemos encontrar uma sequência {φn}n∈N ⊂ C1

0(Ω) tal que φn → φ
na topologia de H1

0 (Ω) quando n → +∞. Assim, passando ao limite quando n → +∞
deduzimos que vale a identidade integral (1.7) também para toda função φ ∈ H1

0 (Ω), que
é exatamente a identidade integral (1.9). Logo, toda solução clássica u : Ω ⊂ RN → R da
equação diferencial do problema (1.6) é também solução fraca desse mesmo problema.

Notamos que na Definição 1.1 não especificamos condições de fronteira. Na verdade,
as condições homogêneas de fronteira do problema de Dirichlet ficam emglobadas na
própria definição do espaço de funções selecionado, ou seja, todas as funções do espaço
H1

0 (Ω) já verificam a condição u(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω ⊂ RN . Esta é uma das grandes
vantagens da noção de solução fraca.

Suponhamos agora que u ∈ H1
0 (Ω) é solução fraca do problema homogêneo de Dirich-

let 1.6, de modo que u verifica a identidade integral (1.9). Devemos estabelecer condições
sob as quais essa solução fraca u é também solução clássica do mesmo problema. As con-
dições V ∈ C0(Ω) e f ∈ C0(Ω) são necessárias. A outra condição diz respeito apenas à
regularidade da solução fraca u. Em outros termos, se u é solução fraca do problema (1.6)
e se u ∈ C2(Ω), então u é solução clássica. Para demonstrar essa afirmativa começamos
observando que u ∈ H1

0 (Ω) ∩ C2(Ω) implica que u(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω. A seguir,
consideramos uma função teste v ∈ C1

0(Ω) tal que vale a identidade integral (1.9); logo,
também vale a identidade integral (1.7). Aplicamos o Teorema A.7 da pág. 78 a respeito
da fórmula de Green,∫

Ω

(−∆u(x))v(x) dx+

∫
Ω

V (x)u(x)v(x) dx =

∫
Ω

f(u(x))v(x) dx (∀ v ∈ C1
0(Ω)),

e, consequentemente,∫
Ω

(−∆u(x) + V (x)u(x)− f(u(x)))v(x) dx = 0 (∀ v ∈ C1
0(Ω)).

E como o espaço de funções C1
0(Ω) é denso em L2(Ω), isto é, C1

0(Ω) = L2(Ω), deduzimos
que −∆u(x) + V (x)u(x)− f(u(x)) = 0 q.t.p. em Ω e u(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω, isto é,
u é solução do problema{

−∆u(x) + V (x)u(x) = f(u(x)) q.t.p. x ∈ Ω ⊂ RN

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω ⊂ RN .
(1.10)

Finalmente, como por hipótese u ∈ C2(Ω), deduzimos que toda solução fraca u ∈ H1
0 (Ω)∩

C2(Ω) é também solução clássica do problema (1.6).
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Toda essa discussão ilustra um aspecto fundamental da abordagem de solução fraca
para um problema de equações diferenciais elípticas semilineares: o problema de demons-
trar a existência de solução é completamente independente do problema da regularidade,
isto é, da classe de diferenciabilidade a que a solução pertence. Portanto, podemos di-
vidir o problema de equações elípticas semilineares em duas partes: (1) demonstramos a
existência de solução fraca para o problema; e (2) tratamos separadamente da questão da
regularidade dessa solução fraca.

Para completar todo o processo, na próxima seção mostramos como as soluções fracas
estão relacionadas com pontos críticos de um funcional associado ao problema (1.6).

1.3 Soluções fracas e pontos críticos de funcionais
Da teoria do cálculo para funcionais reais definidos em espaços de funções abstratos (veja
a seção A.4), sabemos que se G,P : H1

0 (Ω)→ R são funcionais definidos por

G(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u(x)|2 dx e P (u) =
1

2

∫
Ω

V (x)|u(x)|2 dx ,

então esses funcionais são formas quadráticas associadas a formas bilineares contínuas.
Portanto, esses funcionais são diferenciáveis em todo o espaço H1(Ω) e as derivadas de G
e de P em u ∈ H1

0 (Ω) aplicadas a um elemento φ ∈ H1
0 (Ω) são dadas por

G′(u)φ =

∫
Ω

∇u(x) · ∇φ(x) dx e P ′(u)φ =

∫
Ω

V (x)u(x)φ(x) dx .

Por fim, sob a hipótese de que existem constantes positivas a, b ∈ R+ tais que |f(s)| 6
a+ b|s|2∗−1 para todo s ∈ R, definimos a função F : R→ R por

F (s) :=

∫ s

0

f(t) dt

e consideramos o funcional J : H1
0 (Ω)→ R definido por

J(u) =

∫
Ω

F (u(x)) dx .

Então esse funcional também é diferenciável em todo o espaço H1
0 (Ω) e a derivada de J

em u ∈ H1
0 (Ω) aplicada a um elemento φ ∈ H1

0 (Ω) é dada por

J ′(u)φ =

∫
Ω

f(u(x))φ(x) dx .

Para verificar esse resultado usamos o procedimento comum nesse tipo de situação:
(1) mostramos que o funcional J é Gâteaux diferenciável e que sua derivada de Gâteaux
JG : H1

0 (Ω)→ (H1
0 (Ω))∗ é dada por JG(u)v =

∫
Ω
f(u(x))v(x) dx; e (2) mostramos que J ′G

é uma aplicação contínua, de modo que podemos utilizar a Proposição A.19 da pág. 80
sobre funcionais Gâteaux diferenciáveis com derivadas de Gâteaux contínuas e deduzir
que J é um funcional Fréchet continuamente diferenciável, isto é, J ∈ C1(H1

0 (Ω)).
Agora combinamos essas três observações e definimos o funcional I : H1

0 (Ω)→ R pela
fórmula

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u(x)|2 dx+
1

2

∫
Ω

V (x)|u(x)|2 dx−
∫

Ω

F (u(x)) dx . (1.11)



17

Esse funcional é continuamente diferenciável, isto é, I ∈ C1(H1
0 (Ω)), em vista das proprie-

dades previamente listadas e sua derivada em u ∈ H1
0 (Ω) aplicada ao elemento φ ∈ H1

0 (Ω)
é dada por

I ′(u)φ =

∫
Ω

∇u(x)∇φ(x) dx+

∫
Ω

V (x)u(x)φ(x) dx−
∫

Ω

f(u(x))φ(x) dx . (1.12)

Sendo assim, uma função u : Ω ⊂ RN → R é solução fraca do problema (1.6) se, e
somente se, é ponto crítico do funcional I definido em (1.11), isto é, se, e somente se,
I ′(u)φ = 0 para toda função φ ∈ H1

0 (Ω).
O problema de demonstrar a existência de solução fraca para o problema (1.6) é,

portanto, equivalente ao problema de determinar a existência de um ponto crítico para
o funcional I, conhecido na literatura como funcional de energia ou funcional de Euler-
Lagrange. Equivalentemente, podemos dizer que a equação diferencial (1.6) é a equação
de Euler-Lagrange associada ao funcional de energia I. Nesse caso, dizemos também que
o problema elíptico semilinear possui uma estrutura variacional.

Os pontos críticos podem ser pontos de mínimo, pontos de sela, ou pontos com a
geometria do teorema do passo da montanha. Nesta dissertação, mostramos diretamente
que o funcional de energia possui um ponto crítico do último tipo (veja o Teorema A.23
sobre o passo da montanha). Essa estratégia é denominada método direto do cálculo das
variações.

1.4 Breve histórico sobre problemas elípticos
semilineares

Na literatura sobre equações diferenciais encontramos resultados de existência, de não
existência, de unicidade e de multiplicidade de soluções distintas para equações elípticas
semilineares. A seguir, apresentamos um breve histórico a respeito dessa importante
classe de problemas e listamos algumas hipóteses comumente utilizadas em seu estudo.
Evidentemente, esse resumo não é exaustivo pois nos limitamos a citar apenas alguns
artigos recentes.

O enfoque histórico é dado ao conjunto de hipóteses sobre a não linearidade f e
principalmente sobre o potencial V . Antes, porém, fazemos um comentário sobre os tipos
de domínios dos problemas elípticos semilineares.

Lembramos que existe uma grande diferença entre problemas de valores de fronteira
para equações elípticas semilineares em domínios limitados e a mesma classe de problemas
em domínios não limitados: a perda de compacidade das imersões de Sobolev no caso de
domínios não limitados.

Para tornar as ideias mais claras, observamos que uma abordagem natural para
determinar a existência de solução para o problema

−∆u(x) + V (x)u(x) = f(u(x)) (x ∈ RN), (1.13)

que é o principal objeto de estudo desta dissertação, é aproximar uma solução do pro-
blema (1.13) por uma sequência de soluções da mesma equação diferencial definida em
domínios limitados. Por exemplo, podemos considerar uma sequência de soluções u ∈
H1

0 (BR) do problema −∆uR(x) + V (x)uR(x) = f(x) em BR, com a condição de fronteira
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uR(x) = 0 para todo x ∈ ∂BR, em que BR = {x ∈ RN : |x| < R} denota a bola aberta
de raio R centrada na origem e ∂BR = {x ∈ RN : |x| = R} denota sua fronteira. Pos-
teriormente, avaliamos o limite dessa sequência de funções fazendo a passagem ao limite
quando R → +∞. Uma das dificuldades dessa abordagem do problema (1.13) pode ser
a ausência de uma estimativa a priori independente de R. Isso significa que a partir de
sequências limitadas no espaço de funções H1

0 (BR) nem sempre é possível extrair sub-
sequências convergentes em algum sentido apropriado e fazer a passagem ao limite para
obter uma solução para o problema (1.13) no espaço de funções H1

0 (RN). Sendo assim,
devido à perda de compacidade dos problemas semilineares definidos em todo o espaço
RN , estes são mais difíceis de estudar do que os mesmos problemas definidos em domínios
abertos e limitados.

Outra dificuldade associada à classe de problemas (1.13) é a escolha do espaço de
funções mais adequado para formular o problema de minimização do funcional de energia.
No caso do problema (1.13) é comum a escolha do espaço de Sobolev H1

0 (RN) = H1(RN),
mas outros espaços também são usados, como apresentamos nos próximos capítulos.

Quanto à hipóteses sobre a não linearidade f : R→ R e sobre o potencial V : RN →
R começamos o histórico citando o artido de Berestycki e Lions [13], que estudaram a
existência de solução positiva u ∈ H1(RN) para o problema

−∆u+mu = λ|u|p−2u (x ∈ RN), (1.14)

em que m,λ ∈ R+ são constantes positivas e p ∈ R é tal que p > 2. Nesse caso, a não
linearidade f(s) := λ|s|p−2s é do tipo potência pura e o potencial V (x) := m é constante.

Essa equação foi estudada também por Pohožaev [29], que demonstrou que o pro-
blema (1.14) possui solução se, e somente se, 2 < p < 2∗ = 2N/(N − 2). O fato de que
o problema não possui solução para p > 2∗ segue da conhecida identidade de Pohožaev,
que relembramos no Teorema A.15, pág. 79. O método de Pohožaev consiste em maxi-
mizar o funcional J : H1(RN) → R definido por J(u) := λ

p

∫
RN |u|

p dx restrita ao vínculo
X =

{
u ∈ H1(RN) : 1

2

∫
RN |∇u|

2 dx+ m
2

∫
RN |u|

2 dx = 1
}
.

Esse vínculo envolve o aparecimento do multiplicador de Lagrange θ ∈ R e obtemos
uma solução positiva da equação −∆u(x) + V (x)u = λθ|u|p−2u. O multiplicador de
Lagrange θ ∈ R+ é positivo e, devido à homogeneidade da equação (1.14), pode ser
removido por uma mudança de variáveis v(x) = σv(x) em que σ ∈ R+. A abordagem
utilizada em [13] consiste em usar métodos variacionais, trabalhando com um vínculo
apropriado de forma a recuperar alguma compacidade para o problema. Esse vínculo
pode ser tornado aparente devido ao caráter autônomo da equação (1.14) e também ao
fato de que o problema é invariante por homotetias. As principais restrições desse método
são a presença de uma não linearidade f(s) = λ|s|p−2s do tipo potência pura, juntamente
com a presença do operador laplaciano (ou de um outro operador elíptico com coeficientes
constantes).

Outro problema tratado em [13] é demonstrar a existência de solução positiva u ∈
H1(RN) para o problema

−∆u+mu = λ|u|p−2u− µ|u|q−2u (x ∈ RN), (1.15)

em que m,λ, µ ∈ R+ são constantes positivas, p, q ∈ R são tais que p, q > 2, p 6= q.
Novamente nesse caso o potencial V (x) := m é constante, a não linearidade tem a forma
mais geral f(s) = λ|s|p−2s − µ|s|q−2s e as hipóteses sobre os expoentes são 2 < p <
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max{2∗, q}. Uma condição adicional para determinar uma solução para esse problema
é a existência de ζ ∈ R+ tal que G(ζ) := λ

p
ζp − µ

q
ζq − m

2
ζ2 > 0. Essa condição é

automaticamente verificada no caso em que q < p e existe solução para o problema (1.15)
quando 2 < q < p < 2∗. No caso em que q 6 2∗ 6 p, pela identidade de Pohožaev
não existe solução não trivial para o problema (1.15). O caso em que 2∗ < q < p,
tanto quanto conhecemos, permanece uma questão em aberto: não se sabe se e sob quais
hipóteses existe solução para o problema (1.15). Finalmente, quando p < q, existe solução
se a desigualdade G(ζ) > 0 for verificada para algum ζ ∈ R+. Novamente pela identidade
de Pohožaev, é possível demonstrar que a equação (1.15) não possui solução se G(ζ) 6 0
para todo ζ ∈ R+. Logo, a condição G(ζ) > 0 para algum ζ ∈ R+ é necessária e suficiente.
Essa condição significa, em particular, que para m,µ ∈ R+ fixados, existe λ∗ ∈ R+ tal que
o problema (1.15) não possui solução para 0 < λ 6 λ∗ e que possui solução para λ > λ∗.

Posteriormente, Pankov [27] estudou o problema

−∆u+ V (x)u = ±f(x, u), x ∈ RN (1.16)

com uma não linearidade f : RN × R → R que verifica a condição de Carathéodory, ou
seja, f(x, s) é mensurável em x ∈ RN para todo s ∈ R e f(x, s) é contínua em s ∈ R
para quase todo x ∈ RN . Essa hipótese é frequentemente usada para que o funcional de
energia associado ao problema (1.16) esteja bem definido. Outra hipótese comum usada
sobre a não linearidade é f(x, 0) = 0 para que a função identicamente nula u(x) ≡ 0
seja solução trivial do problema. Além da condição sup essx∈RN |f(x, s)| = o(|s|) quando
s → 0, a respeito do crescimento da não linearidade, também são usadas as condições
|f(x, s)| 6 C(1 + |s|p−1) com 2 < p < 2∗ em que 2∗ := 2N/(N − 2) se N > 3 e 2∗ := +∞
se N = 1, 2 e também a existência de uma constante θ > 2 tal que 0 < θF (x, s) 6 sf(x, s)
para u 6= 0 em que F (x, s) =

∫ s
0
f(x, t) dt. Essas duas últimas condições significam que a

não linearidade tem crescimento subcrítico na origem e superlinear no infinito. Por fim,
tanto a não linearidade f quanto o potencial V ∈ L∞(RN) são funções periódicas com
período unitário em cada variável, isto é, f(x + z, s) = f(x, s) e V (x + z) = V (x) para
todo x ∈ RN , para todo s ∈ R e com z ∈ ZN . O principal resultado em [27] trata da
existência de solução fraca, contínua e não trivial u ∈ H1(RN) da equação (1.16) e tal que
limx→+∞ u(x) = 0.

Para outros artigos tratando problemas semilineares com potenciais periódicos tam-
bém citamos Coti-Zelati e Rabinowitz [18], Pankov e Pflüger [28], e Kryszewski e Szul-
kin [23].

Zhu e Yang [34, 35] estudaram, entre outros problemas, a existência de solução po-
sitiva u ∈ H1(RN) para o problema semilinear

−∆u+ V (x)u = λuq−1 + up−1 (1.17)

em que N > 3, λ ∈ R+ é um parâmetro real positivo, 2 < q < p 6 2∗ com 2∗ = 2N/(N−2)
e com um potencial V assintótico a uma constante positiva, isto é, existe V∞ ∈ R+ tal
que |V (x) − V∞| → 0 quando |x| → +∞ e também V (x) 6 V∞ para todo x ∈ RN , em
que a última desigualdade é estrita em um subconjunto de medida positiva em RN . Um
exemplo para esse tipo de potencial é a função V (x) = exp(−1/|x|) definida para x ∈ R
juntamente com V∞ = 1. Notamos que V (x) 6 1 e que |V (x)− 1| → 0 quando |x| → ∞.
Em termos gerais, o problema não autônomo (1.17) é tratado como uma perturbação do
problema de existência de solução positiva u ∈ H1(RN) para a equação autônoma

−∆u+ V∞u = λuq−1 + up−1 (x ∈ RN), (1.18)
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em que N > 3, λ ∈ R+ é um parâmetro positivo, 2 < q < p 6 2∗ e V∞ ∈ R+.
Posteriormente, Alves, Carrião e Miyagaki [4] estenderam alguns resultados em [34,

35] e demonstraram a existência de solução positiva u ∈ H1(RN) para o problema elíptico
semilinear envolvendo o expoente crítico de Sobolev

−∆u+ V (x)u = λuq−1 + u2∗−1 (x ∈ RN), (1.19)

em que N > 3, λ ∈ R+ é um parâmetro real positivo, 2 < q < 2∗ em que 2∗ := 2N/(N−2)
e o potencial V : RN → R é uma função continuamente diferenciável, positiva e periódica,
isto é, V (x + z) = V (x) para todo x ∈ RN em que z ∈ ZN ; além disso, usaram a
existência de uma constante V0 ∈ R+ tal que V (x) > V0 > 0 para todo x ∈ RN . Nesse
caso, as hipóteses sobre o expoente q são as seguintes: (1) q > 2, N > 4 e λ ∈ R+; ou
(2) 4 < q < 6, N = 3 e λ ∈ R+; ou ainda (3) 2 < q 6 4, N = 3 e λ suficientemente grande.
Esse resultado estende, para o caso de não linearidades críticas de Sobolev, diversos outros
resultados até então já conhecidos mas apenas para não linearidades subcríticas.

A partir da existência de solução para o problema crítico (1.19) no artigo [4] tam-
bém encontramos um resultado de existência de solução positiva u ∈ H1(RN) para um
problema crítico

−∆u+ Vα(x)u = λuq−1 + u2∗−1 (x ∈ RN), (1.20)

em que N > 3 e λ ∈ R+ é um parâmetro real positivo. Nesse caso, o potencial não
periódico Vα : RN → R, é uma pequena perturbação do potencial periódico V . Mais
precisamente, o potencial não periódico Vα é tal que existem uma constante positiva
W0 ∈ R+ e uma função não negativa W : RN → R com W ∈ LN/2(RN) tais que Vα(x) =
V (x) −W (x) > W0, com W (x) > 0 para todo x ∈ RN e a última desigualdade é estrita
em um subconjunto com medida positiva em RN . Também nesse caso as hipóteses sobre
o expoente q são as as mesmas listadas no parágrafo anterior. Esse resultado estende os
artigos [34, 35] no sentido de que usa hipóteses menos restritivas do que a periodicidade
do potencial. Como comentário adicional, o artigo [4] trata o potencial V como sendo
assintoticamente periódico, ou seja, existe uma função periódica Vp : RN → R tal que
V (x) 6 Vp(x) para todo x ∈ RN e |V (x)− Vp(x)| → 0 quando |x| → +∞.

Bartsch e Wang [11] estudaram a equação elíptica semilinear

−∆u(x) + V (x)u = f(x, u) (x ∈ RN) (1.21)

em que N > 3, a não linearidade f : RN×R→ R é uma função contínua, f ∈ C(RN×R),
e é função ímpar no segundo argumento, isto é, f(x,−s) = −f(x, s), para todo x ∈ RN

e para todo s ∈ R. Além disso, o potencial V é estritamente positivo e a medida de
Lebesgue do conjunto

{
x ∈ RN : V (x) 6M

}
é finita para todo M ∈ R+. Sob essas

hipótese, em [11] encontramos um resultado de existência e de multiplicidade de soluções
para o problema (1.21).

Para o caso de um potencial V : RN → R coercivo, isto é, lim|x|→+∞ V (x) = +∞,
citamos os artigos de Costa [17] e Miyagaki [25]. Para o caso de um potencial V : RN → R
radial, isto é, V (x) = W (r) em que W : R∗+ → R e r = |x| para todo x ∈ RN , citamos o
artigo de Alves, de Morais Filho e Souto [1]. Rabinowitz [30] introduziu uma nova condição
sobre o potencial V : RN → R tratando do ínfimo do potencial e de seu limite inferior, 0 <
infx∈RN V (x) < lim inf |x|→+∞ V (x). Posteriormente, del Pino e Felmer [19] consideraram
uma condição ainda mais fraca sobre o potencial V : RN → R a respeito da existência de
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um conjunto aberto e limitado Ω ⊂ RN tal que minx∈Ω̄ V (x) < minx∈∂Ω V (x). Em todos
esses casos, os autores obtiveram resultados de existência de solução para problemas
elípticos semilineares.

Para finalizar esse histórico citamos o trabalho de Ambrosetti, Felli e Malchiodi [7].
Nesse influente artigo, encontramos um resultado de existência de solução positiva ground
state u ∈ H1(RN) para o problema semilinear estacionário de Schrödinger

−h2∆u(x) + V (x)u(x) = K(x)|u(x)|p−1 (x ∈ RN) (1.22)

tal que lim|x|→∞ u(x) = 0, em que N > 3 e 2 < p < 2∗ = 2N/(N − 2).
Lembramos que uma solução u : RN → R é denominada solução ground state se

u ∈ L2(RN) tem norma finita em nesse espaço, |u|2 < +∞; essas são as soluções mais
relevantes do ponto de vista das aplicações. E uma solução u : RN → R é denominada
solução ground state se u ∈ H1(RN) é um ponto crítico do funcional de energia com
a geometria do teorema do passo da montanha, Teorema A.23. Nesse caso é possível
demonstrar que lim|x|→+∞ u(x) = 0 e isso implica que as soluções estão bem localizadas
no espaço.

Analogamente à situação que já mencionamos previamente, se u : RN → R é solução
do problema (1.22), então a função ψ : RN×R→ R definida por ψ(x, t) = u(x) exp(iλt/h)
representa a função de onda estacionária da equação de Schrödinger não linear

ih
∂ψ(x, t)

∂t
= −ε2∆ψ(x, t) + (V (x)− λ)ψ(x, t)−K(x)|ψ(x, t)|p−2ψ(x, t),

em que h é a constante de Planck e i é a unidade imaginária.
Com a possível exceção de apenas dois artigos citados em [7], Noussair e Swanson [26]

e Schneider [31], todos os trabalhos previamente mencionados bem como suas referências
utilizam a hipótese de que lim|x|→+∞ V (x) > 0. O principal mérito de [7] é que trata de
um problema elíptico semilinear com o potenciais V : RN → R que podem decair a zero
no infinito, isto é, lim|x|→+∞ V (x) = 0, caso também conhecido na literatura como massa
zero.

É importante ressaltar que nesse caso os métodos variacionais no espaço de funções
H1(RN) usados nos trabalhos já citados não podem ser empregados para demonstrar
a existência de solução ground state para o problema (1.22). Tampouco os métodos de
perturbação podem ser utilizados. Para resolver essas dificuldades, o problema variacional
associado à equação (1.22) é estruturado em uma classe de espaços de Sobolev com peso,

Eh =

{
u ∈ D1,2(RN) :

∫
RN
h2|∇u(x)|2 dx+

∫
RN
V (x)|u(x)|2 dx < +∞

}
.

Esse espaço de Sobolev é outro exemplo de espaço de Hilbert quando munido do
produto escalar ( · | · )Eh : H1(RN)×H1(RN)→ R dado por

(u|v)Eh :=

∫
RN
h2∇u(x) · ∇v(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)v(x) dx

e da correspondente norma

‖u‖Eh :=
√

(u|u)Eh =

(∫
RN
h2|∇u(x)|2 dx+

∫
RN
V (x)|u(x)|2 dx

)1/2

.
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Na definição de Eh usamos a notação D1,2(RN) para indicar o espaço

D1,2(RN) :=

{
u ∈ L2∗(RN) :

∂u(x)

∂xi
∈ L2(RN), i ∈ {1, 2, . . . , N}

}
.

Esse espaço de Sobolev também é um espaço de Hilbert quando munido do produto escalar
( · | · )D1,2 : L2∗(RN)× L2∗(RN)→ R dado por

(u|v)D1,2 :=

∫
RN
∇u(x) · ∇v(x) dx

e da correspondente norma

‖u‖D1,2 :=
√

(u|u)D1,2 =

(∫
RN
|∇u(x)|2 dx

)1/2

.

No espaço Eh o termo
∫
RN K(x)|u(x)|p dx fica bem definido sob as seguintes hipóteses:

(1) V (x) = O(|x|−α) para 0 < α < 2 quando h → 0; (2) K(x) = O(|x|−β) para β > 0
quando h → 0; e (3) σ < p < (N + 2)/(N − 2), em que σ = σN,α,β = 2∗ − 4α

α(N−2)
se

0 < β < α e σ = σN,α,β = 2 nos demais casos.
Além disso, sob essas hipóteses o funcional Ih : Eh → R de Euler-Lagrange associado

ao problema (1.22) e definido por

Ih(u) :=
1

2

∫
RN
h2|∇u(x)|2 dx+

1

2

∫
RN
V (x)|u(x)|2 dx− 1

p

∫
RN
K(x)|u(x)|p dx (1.23)

está bem definido para todo h ∈ R+ sob as hipóteses adicionais: (4) V : RN → R é uma
função diferenciável e existem constantes α, a, A ∈ R+ tais que a/(1 + |x|α) 6 V (x) 6 A;
e (5) K : RN → R é uma função diferenciável e existem constantes β, k ∈ R+ tais que
0 < K(x) 6 k/(1 + |x|β).

Esse funcional também é Fréchet diferenciável, Ih ∈ C1(Eh), e a derivada de Ih em
u ∈ Eh aplicada ao elemento φ ∈ Eh é dada por

I ′h(u)φ =

∫
RN
h2∇u(x)∇φ(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)φ(x) dx −

∫
RN
K(x)|u(x)|p−2u(x)φ(x) dx .

(1.24)
Sendo assim, um ponto crítico u ∈ Eh do funcional Ih é solução fraca do problema (1.22).

Mais ainda, o funcional Ih verifica a condição de compacidade de Palais-Smale em
Eh (veja a Definição 2.8) e isso permite a demonstração de um resultado de existência
de solução para esse problema. Entretanto, como o interesse principal é demonstrar o
resultado de existência de uma solução u ∈ H1(RN) que decai a zero no infinito, outras
estimativas mais refinadas ainda são demonstradas.

Para outros trabalhos que tratam desse tipo de potencial citamos os artigos de Am-
brosetti e Wang [6], Berestycki e Lions [13], Benci, Grisanti e Micheletti [12] e Alves e
Souto [2, 3].

1.5 Resultados principais sobre potenciais que se
anulam

Motivados pelos artigos anteriormente citados, principalmente por aqueles relacionados
com o potencial V que se anula no infinito, esta dissertação tem como principal objetivo
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estudar detalhadamente dois artigos de Alves e Souto [2, 3]. Nesses artigos são demonstra-
dos resultados de existência de soluções positivas para duas classes de equações elípticas
semilineares com potenciais que se anulam no infinito.

1.5.1 Primeiro teorema

No capítulo 2 estudamos o artigo de Alves e Souto [2], intitulado Existence of solutions for
a class of elliptic equations in RN with vanishing potentials no qual os autores estabelecem
um resultado de existência de solução positiva para uma classe de equações elípticas
semilineares de Schrödinger envolvendo o operador laplaciano e potenciais que se anulam.
Mais especificamente, o artigo trata do problema não linear estacionário de Schrödinger

−∆u(x) + V (x)u(x) = f(u(x)) (x ∈ RN) (1.25)

em que u ∈ D1,2(RN), u(x) > 0 para todo x ∈ RN e N > 3.
A não linearidade f : R→ R é função contínua, possui um comportamento subcrítico

e verifica as hipóteses seguintes.

(f1) lim sup
s→0+

sf(s)/s2∗ < +∞ em que 2∗ := 2N/(N − 2) é o expoente crítico de Sobolev.

(f2) Existe um número real p ∈ (2, 2∗) tal que lim sup
s→+∞

sf(s)/sp = 0.

(f3) Existe um número real θ > 2 tal que 0 6 θF (s) 6 sf(s) para todo s ∈ R+, em que
usamos a notação F (s) :=

∫ s
0
f(t) dt.

(f4) f(t) = 0 para todo t 6 0.

O potencial V : RN → R é contínuo, não negativo e verifica as hipóteses seguintes.

(V1) V (x) > 0 para todo x ∈ RN .

(V2) V (x) 6 V∞ para todo x ∈ B1(0), em que V∞ ∈ R+ é uma constante positiva e B1(0)
denota a bola unitária centrada na origem das coordenadas.

(V3) Existem constantes Λ ∈ R+ e R > 1 tais que inf |x|>R |x|4V (x)/R4 > Λ.

Agora estamos preparados para enunciar o primeiro teorema da dissertação.

Teorema 1.3. Sejam válidas as hipóteses (V1), (V2) e (V3) sobre o potencial V : RN → R
e também as hipóteses (f1), (f2), (f3) e (f4) sobre a não linearidade f : R → R. Então
existe uma constante Λ∗ = Λ∗(V∞, θ, p, c0) tal que o problema (1.25) possui solução positiva
para todo Λ > Λ∗.

Lançando mão das hipóteses sobre o potencial V , temos que, em particular, é possível
seu anulamento no infinito com uma ordem de decrescimento não superior a |x|−4. Essa
hipótese sobre o potencial do problema cria uma série de dificuldades para a demonstração
do Teorema 1.3. Para contorná-las, seguimos Alves e Souto [2] (veja tambám Alves, Assun-
ção e Miyagaki [5]) e utilizamos uma variação do método de penalização desenvolvido por
del Pino e Felmer [19] e que pode ser descrito sucintamente da forma seguinte. Primeiro,
consideramos um problema auxiliar e demonstramos que o funcional de energia associado
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a esse problema auxiliar verifica a geometria do teorema do passo da montanha (veja o
Teorema A.23); em seguida, usando a condição de Ambrosetti-Rabinowitz demonstramos
que as sequências de Palais-Smale são limitadas em um espaço de Sobolev apropriado;
depois, demonstramos que o problema auxiliar possui uma solução positiva. Todas essas
etapas visam contornar o problema da ausência de compacidade. Finalmente, utilizamos
o método de iteração de Moser e demonstramos uma estimativa, no espaço L∞(RN), da
norma da solução do problema auxiliar; e através dessa estimativa, demonstramos que a
solução do problema auxiliar é também solução do problema original.

1.5.2 Segundo teorema

No capítulo 3 estudamos um artigo subsequente de Alves e Souto [3], intitulado Existence
of solutions for a class of nonlinear Schrödinger equations with potential vanishing at
infinity. Nesse artigo os autores estabelecem outro resultado de existência de solução
positiva para uma classe de equações elípticas semilineares de Schrödinger envolvendo o
operador laplaciano e potenciais que se anulam; porém, a não linearidade é um pouco
mais geral do que no caso anterior. Mais especificamente, o artigo trata do problema não
linear estacionário de Schrödinger

−∆u(x) + V (x)u(x) = K(x)f(u(x)) (x ∈ RN) (1.26)

em que u ∈ D1,2(RN), u(x) > 0 para todo x ∈ RN e N > 3. A respeito do potencial
V : RN → R e da função K : RN → R usamos as hipóteses seguintes.

(K1) V (x) > 0 e K(x) > 0 para todo x ∈ RN e K ∈ L∞(RN).

(K2) Se {An}n∈N ⊂ RN é uma sequência de conjuntos de Borel tais que |An| 6 R para
todo n ∈ N e para algum R > 0, então

lim
r→+∞

∫
An∩Bcr(0)

K(x) dx = 0 (uniformemente em n ∈ N). (1.27)

Uma das condições a seguir é válida:

(K3) V/K ∈ L∞(RN) ou

(K4) existe p ∈ (2, 2∗) tal que K(x)/[V (x)](2
∗−p)/(2∗−2) → 0 quando |x| → +∞.

A respeito da não linearidade f : R→ R usamos as hipóteses seguintes.

(f5) lim sup
s→0

f(s)/s = 0 se vale (K3) ou lim sups→0+ |f(s)|/sp−1 < +∞ se vale (K4).

(f6) f possui crescimento quase crítico, isto é, lim sups→+∞ f(s)/s2∗−1 = 0 em que 2∗ =
2N/(N − 2) é o expoente crítico de Sobolev.

(f7) f(s)/s é função não decrescente em R+ e sua primitiva F é superquadrática no
infinito, isto é, lims→+∞ F (s)/s2 = +∞.

Agora estamos preparados para enunciar o segundo teorema da dissertação.
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Teorema 1.4. Sejam válidas as hipóteses (K1), (K2) e (K3) ou (K1), (K2) e (K4) sobre
as funções V,K : RN → R, como também as hipóteses (f5), (f6) e (f7) sobre a função
f : R → R. Então o problema (1.26) possui solução positiva do tipo ground state, isto
é, uma solução positiva u ∈ D1,2(RN) com energia igual ao nível do passo da montanha
associado ao funcional de energia.

Assim como no caso do Teorema 1.3, também no caso do Teorema 1.4 existe a perda
da compacidade das imersões de Sobolev. Porém, as demonstrações utilizam técnicas
diferentes. No caso do Teorema 1.4 seguimos Alves e Souto [3] (veja também Vieira [32])
e mostramos, sem usar a condição de Ambrosetti-Rabinowitz, que o funcional de energia
sssociado ao problema (1.26) verifica a geometria do teorema do passo da montanha
(Teorema A.23); depois, usamos as condições sobre as funções V e K para demonstrar
uma desigualdade do tipo de Hardy que conduz a um resultado de imersão compacta; em
seguida, demonstramos que as sequências de Cerami associadas ao nível de minimax do
funcional de energia são limitadas. Finalmente, utilizamos todos os passos citados acima
para mostrar que existe uma solução u ∈ D1,2(RN) do tipo ground state para o problema.
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Capítulo 2

Demonstração do primeiro teorema

O resultado principal deste capítulo é o teorema de existência do artigo de Alves e
Souto [2], intitulado Existence of solutions for a class of elliptic equations in RN with
vanishing potentials. Para melhor comodidade do leitor, repetimos as hipóteses sobre a
não linearidade f e sobre o potencial V , juntamente com alguns comentários e exemplos
para essas funções; também reenunciamos o primeiro teorema. Em seguida, apresenta-
mos a estrutura variacional do problema, incluindo a definição de um espaço de funções
onde definimos o funcional de Euler-Lagrange. Antecipando uma estimativa para o nível
de energia abaixo do qual é possível recuperar a perda de compacidade do problema,
definimos um novo funcional de energia associado a um problema autônomo, em que
substituímos o potencial dependente da variável espacial por uma constante. Na etapa
seguinte, definimos um problema auxiliar através de uma variante do método de penaliza-
ção. Em seguida, demonstramos a existência de solução fraca para esse problema auxiliar.
Depois usamos tanto a estimativa previamente estabelecida com a ajuda da condição de
Ambrosetti-Rabinowitz quanto o esquema de iteração de Moser para demonstrar uma
estimativa para a norma da solução do problema auxiliar no espaço das funções essen-
cialmente limitadas. Por fim, concluímos que a solução do problema auxiliar é também
solução fraca do problema original.

2.1 Estrutura variacional do problema semilinear
Nosso objetivo neste capítulo é estudar a existência de solução fraca para o problema
elíptico semilinear 

−∆u+ V (x)u = f(u) (x ∈ RN),

u(x) > 0 (x ∈ RN),

u ∈ D1,2(RN),

(2.1)

em que N > 3. O espaço de Hilbert D1,2(RN) é definido por

D1,2(RN) :=

{
u ∈ L2∗(RN) :

∂u

∂xi
∈ L2(RN), i ∈ {1, · · · , N}

}
,

e está munido do produto escalar ( · | · )D1,2 : L2∗(RN)× L2∗(RN)→ R dado por

(u|v)D1,2 :=

∫
RN
∇u(x) · ∇v(x) dx
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e com a correspondente norma

‖u‖D1,2 :=
√

(u|u)D1,2 =

(∫
RN
|∇u(x)|2 dx

)1/2

.

A não linearidade f : R → R e o potencial V : RN → R são funções contínuas. Supomos
que f possui um comportamento subcrítico e verifica as hipóteses seguintes.

(f1) lim sup
s→0+

sf(s)/s2∗ < +∞ em que 2∗ = 2N/(N − 2) é o expoente crítico de Sobolev.

(f2) Existe um número real p ∈ (2, 2∗) tal que lim sup
s→+∞

sf(s)/sp = 0.

(f3) Existe um número real θ > 2 tal que 0 6 θF (s) 6 sf(s) para todo s ∈ R+, em que
usamos F é a primitiva de f , isto é, F (s) :=

∫ s
0
f(t) dt.

(f4) f(t) = 0 para todo t 6 0.

Observação 2.1. 1. Em relação à hipótese (f1), existe c1 ∈ R+ tal que |sf(s)| 6
c1|s|2

∗ para s próximo a zero; e em relação à hipótese (f2), existe c2 ∈ R+ tal que
|sf(s)| 6 c2|s|p para s suficientemente grande. Combinando essas duas desigualdades e
definindo c0 := max{c1, c2}, obtemos o par de desigualdades

|sf(s)| 6 c0|s|2
∗

e |sf(s)| 6 c0|s|p (∀s ∈ R). (2.2)

2. A hipótese (f3) é conhecida como condição de Ambrosetti-Rabinowitz. Essa hi-
pótese é importante para assegurar que o funcional de Euler-Lagrange associado ao pro-
blema (2.1) tem a geometria do teorema do passo da montanha e também para garantir
que as sequências de Palais-Smale para esse funcional são limitadas. Para isso, reescreve-
mos a desigualdade de (f3) na forma f(s)/F (s) > θ/s e, após integração, deduzimos que
existe uma constante C ∈ R+ tal que

F (s) > C|s|θ. (2.3)

3. Um exemplo de não linearidade f : R → R que verifica o conjunto de hipóteses
acima é

f(s) =


0, se s 6 0,
sq−1, se 0 < s < 1,
sp−1, se s > 1,

em que q > 2∗ e 2 < p < 2∗.

Além disso, V é função não negativa e verifica as hipóteses seguintes.

(V1) V (x) > 0 para todo x ∈ RN .

(V2) V (x) 6 V∞ para todo x ∈ B1(0), em que V∞ ∈ R+ é uma constante positiva e B1(0)
denota a bola unitária centrada na origem das coordenadas.

(V3) Existem constantes Λ ∈ R+ e R > 1 tais que inf |x|>R |x|4V (x)/R4 > Λ.
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Observação 2.2. 1. Notamos que pela hipótese (V3) é possível o anulamento da fun-
ção potencial V no infinito com uma ordem descrescimento não superior a |x|4.

2. Um exemplo de função potencial V : RN → R que verifica o conjunto de hipóteses
acima é

V (x) =


0, se |x| 6 R− 1,
ΛR−4(|x| −R + 1), se R− 1 < |x| < R,
Λ|x|−4R4, se R 6 |x|,

em que Λ > 0 e R > 1 são dados por (V3).

Com essas hipóteses, estamos preparados para demonstrar o primeiro teorema desta
dissertação, que reenunciamos a seguir.

Teorema 1.3. Sejam válidas as hipóteses (V1), (V2) e (V3) sobre o potencial V e também
as hipóteses (f1), (f2), (f3) e (f4) sobre a não linearidade f . Então existe uma constante
Λ∗ = Λ∗(V∞, θ, p, c0) tal que o problema (2.1) possui solução positiva para todo Λ > Λ∗.

Como já mencionamos no capítulo 1, a estratégia que adotamos é a de definir o
conceito de solução fraca para o problema (2.1) e demonstrar a existência dessa solução.
Com este intuito, consideramos inicialmente uma função teste v ∈ C1

0(RN). Multiplicamos
ambos os lados da equação diferencial do problema (2.1) por v,

−∆u(x)v(x) + V (x)u(x)v(x) = f(u(x))v(x) (x ∈ RN)

e integramos em todo o espaço RN ,

−
∫
RN

∆u(x)v(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)v(x) dx =

∫
RN
f(u(x))v(x) dx .

Aplicando Teorema A.7 de Green, obtemos∫
RN
∇u(x) · ∇v(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)v(x) dx =

∫
RN
f(u(x))v(x) dx (v ∈ C1

0(RN))

(2.4)

em que o termo de fronteira não está presente porque a função teste se anula no exterior
de algum conjunto compacto.

Como é comum em equações elípticas semilineares com estrutura variacional, a es-
colha do espaço de funções onde procuramos a solução do problema é uma questão não
trivial. No caso presente, em decorrência da possibilidade de anulamento do potencial no
infinito, devemos procurar a solução em um espaço de Sobolev que contém propriamente
o espaço H1(RN). Dessa forma, usando uma ideia similar àquela do artigo de Ambrosetti,
Felli e Malchiodi [8] definimos o espaço de funções

E =

{
u ∈ D1,2(RN) :

∫
RN
V (x)u2 dx < +∞

}
.

Esse espaço de Sobolev é também um espaço de Hilbert quando munido do produto escalar
( · | · )E : D1,2(RN)×D1,2(RN)→ R dado por

(u|v)E :=

∫
RN
∇u(x) · ∇v(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)v(x) dx
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e da correspondente norma

‖u‖E :=
√

(u|u)E =

(∫
RN
|∇u(x)|2 dx+

∫
RN
V (x)|u(x)|2 dx

)1/2

.

Já que essa é a norma mais importante da dissertação, deste ponto em diante denotamos
simplesmente por ‖u‖ = ‖u‖E sem o subscrito.

O problema (2.1) pode então ser reformulado como um problema de minimização
para o funcional I : E → R definido por

I(u) =
1

2

∫
RN
|∇u(x)|2 dx+

1

2

∫
RN
V (x)u(x)2 dx−

∫
RN
F (u(x)) dx , (2.5)

em que F (s) :=
∫ s

0
f(t) dt.

De fato, como mostramos a seguir no Lema 2.4, o funcional I dado por (2.5) está bem
definido e é continuamente Fréchet diferenciável, I ∈ C1(E), e sua derivada em u ∈ E
aplicada ao elemento v ∈ E é dada por

I ′(u)v =

∫
RN
∇u(x) · ∇v(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)v(x) dx−

∫
RN
f(u(x))v(x) dx (v ∈ E)

(2.6)

Sendo assim, reconhecemos que u ∈ E é solução fraca do problema (2.1) se, e somente se,
u ∈ E é ponto crítico do funcional de Euler-Lagrange I ∈ C1(E) definido em (2.5).

Observação 2.3. Para simplificar as notações e seguindo a prática comum, de agora em
diante escrevemos u no lugar de u(x), f(u) no lugar de f(u(x)), etc. Também denotamos
por C ∈ R+ uma constante real positiva, que pode ter valores diferentes de uma passagem
para outra.

Lema 2.4. O funcional I : E → R dado por

I(u) :=
1

2

∫
RN
|∇u|2 dx+

1

2

∫
RN
V (x)u2 dx−

∫
RN
F (u) dx

:=
1

2
||u||2 −

∫
RN
F (u) dx

está bem definido. Além disso, sua derivada de Gâteaux em u ∈ E aplicada ao elemento
v ∈ E é dada por

I ′(u)v =

∫
RN
∇u(x) · ∇v(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)v(x) dx−

∫
RN
f(u(x))v(x) dx .

Mais ainda, essa derivada de Gâteaux é contínua; portanto, o funcional I é Fréchet dife-
renciável, I ∈ C1(E).

Demonstração. Começamos definindo os três funcionais I1, I2, I3 : E → R por

I1(u) :=
1

2

∫
RN
|∇u|2 dx , I2(u) :=

1

2

∫
RN
V (x)u2 dx , I3(u) :=

∫
RN
F (u) dx .

Os dois primeiros funcionais estão bem definidos em decorrência da escolha do espaço
de Hilbert E; portanto, apresentamos apenas os detalhes relativos ao funcional I3.
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Para mostrar que o terceiro funcional está bem definido usamos a primeira desigual-
dade em (2.2) e deduzimos que existe c > 0 tal que

F (s) 6 c|s|2∗ (∀ s ∈ R); (2.7)

também usamos a desigualdade de Sobolev,(∫
RN
|u|2∗ dx

) 1
2∗

6 C

(∫
RN
|∇u|2 dx

) 1
2

. (2.8)

Dessa forma, por (2.7) e (2.8) obtemos∫
RN
F (u) dx 6 c

∫
RN
|u|2∗ dx 6 C

(∫
RN
|∇u|2 dx

) 2∗
2

< +∞,

o que garante a boa definição do funcional I3.
Consequentemente, o funcional I está bem definido no espaço de Hilbert E.
As derivadas desses três funcionais em u ∈ E aplicadas a um elemento v ∈ E são

dadas por

I ′1,G(u)v =

∫
RN
∇u · ∇v dx , I ′2,G(u)v =

∫
RN
V (x)uv dx , I ′3,G(u)v :=

∫
RN
f(u)v dx .

A justificativa para os dois primeiros funcionais é de que ambos são formas qua-
dráticas associadas a formas bilineares contínuas. Logo, esses dois primeiros funcionais
são Gâteaux diferenciáveis e suas derivadas são conforme apresentado. Além disso, essas
derivadas de Gâteaux são contínuas; portanto os dois primeiros funcionais são Fréchet
diferenciáveis, I1, I2 ∈ C1(E). A seguir apresentamos os detalhes relativos à diferenciabi-
lidade do terceiro funcional: primeiro, mostramos que a derivada de Gâteaux de I3 é dada
pela fórmula acima; em seguida, mostramos que essa derivada de Gâteaux é contínua.

Com este intuito, usando o teorema do valor médio, deduzimos que existe θ ∈ [0, 1]
tal que

F (u(x) + tv(x))− F (u(x))

t
=
F ′(u(x) + θtv(x))tv(x)

t
= f(u(x) + θtv(x))v(x),

em que na última passagem usamos a definição F (u) :=
∫ u

0
f(t) dt. Por (2.2), isto é,

f(s) 6 c0|s|2
∗−1, e pela desigualdade (a+ b)r 6 2r−1(ar + br), obtemos

f(u(x) + θtv(x))v(x) 6 c0|u(x) + θtv(x)|2∗−1v(x)

6 c(|u(x)|2∗−1 + |θtv(x)|2∗−1)v(x)

6 c(|u(x)|2∗−1 + |v(x)|2∗−1)v(x)

= c|u(x)|2∗−1v(x) + c|v(x)|2∗ . (2.9)

Para estimar as parcelas acima, usamos a desigualdade de Sobolev e obtemos∫
RN
|v|2∗ dx 6 S2∗

(∫
RN
|∇v|2 dx

) 2∗
2

6 S2∗
(∫

RN
|∇v|2 dx+

∫
RN
V (x)u2

) 2∗
2

6 S2∗ ||v||2∗ <∞. (2.10)
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A seguir usamos a desigualdade de Hölder A.2 com os expoentes conjugados α =
2∗/(2∗ − 1) e α′ = 2∗ e obtemos∫

RN
|u|2∗−1|v| dx 6

(∫
RN

∣∣|u|2∗−1
∣∣α dx

) 1
α
(∫

RN
|v|α′ dx

) 1
α′

6

(∫
RN
|u|2∗ dx

) 2∗−1
2∗
(∫

RN
|v|2∗ dx

) 1
2∗

6 S2∗||u||2∗−1||v|| <∞, (2.11)

em que na última passagem aplicamos a desigualdade (2.10).
Dessa forma, por (2.10) e (2.11) deduzimos que

c|u(x)|2∗−1v(x) + c|v(x)|2∗ ∈ L1(RN).

Agora usamos o Teorema A.11 da Convergência Dominada e obtemos

I ′3,G(u)v = lim
t→0

I3(u+ tv)− I3(u)

t

= lim
t→0

∫
RN

[F (u+ tv)− F (u)]

t
dx

= lim
t→0

∫
RN
f(u+ θtv)v dx

=

∫
RN

lim
t→0

f(u+ θtv)v dx

=

∫
RN
f(u)v dx . (2.12)

Portanto, a derivada de Gâteaux de I3 em u aplicada ao elemento v ∈ E é dada por
I ′3,G(u)v =

∫
RN f(u)v dx.

Por fim, para verificar a continuidade da derivada de Gâteaux, partimos de uma
sequência (un)n∈N ⊂ E e de um elemento u ∈ E tais que un → u em E quando n→ +∞.
Devemos mostrar que

lim
n→+∞

(I ′3,G(un)− I ′3,G(u))v = 0

em que v ∈ E é tal que ‖v‖ 6 1. Entretanto, a desigualdade (2.11) garante que I3,G é
um funcional contínuo. Esse fato, juntamente com a Proposição A.19 garantem que I3,G

é Fréchet diferenciável, I3,G ∈ C1(E).
Finalmente, como I1, I2, I3 ∈ C1(E) e já que I = I1 + I2 − I3, concluímos que

I ∈ C1(E) e o lema fica demonstrado.

Por meio do Lema 2.4 deduzimos que os pontos críticos do funcional I de fato cor-
respondem às soluções fracas do problema (2.1).

2.2 A geometria do passo da montanha
Como o problema (2.1) envolve todo o espaço RN , existe a perda de compacidade das imer-
sões de Sobolev. E isso causa uma série de dificuldades para a demonstração do resultado
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de existência de solução fraca. Uma das formas de contornar essas dificuldades é tentar
identificar um possível nível de energia do funcional de Euler-Lagrange abaixo do qual é
possível recuperar a compacidade das sequências de Palais-Smale; veja a Definição 2.8.

Entretanto, devido ao fato de o potencial V poder se anular no infinito, acreditamos
que não é possível trabalhar diretamente com o funcional I para identificar esse nível de
energia. Sendo assim, definimos um novo funcional no qual o potencial V é substituído por
uma constante conveniente. Mais especificamente, definimos o funcional I∞ : H1

0 (B1)→ R
pela fórmula

I∞(u) :=
1

2

∫
B1

|∇u|2 dx+
1

2

∫
B1

V∞u
2 dx−

∫
B1

F (u) dx , (2.13)

em que V∞ > 0 é a constante dada em (V2); como é usual, B1 denota a bola unitária
centrada na origem. A boa definição do funcional I∞ segue exatamente os mesmos passos
já apresentados no Lema 2.4 e por isso omitimos a demonstração.

O próximo resultado garante que o funcional I∞ tem a geometria do passo da mon-
tanha; veja o Teorema A.23.

Lema 2.5. O funcional I∞ : H1
0 (B1) → R definido em (2.13) verifica a geometria do

teorema do passo da montanha. Mais precisamente, as propriedades abaixo são válidas.

1. Existem r0 ∈ R+ e µ0 ∈ R+ tais que I∞(u) > µ0 para toda função u ∈ H1
0 (B1) com

‖u‖ = r0;

2. Existe e0 ∈ H1
0 (B1)\{0} tal que I∞(e0) < 0.

Demonstração. 1. Para verificar o primeiro item, começamos usando a hipótese (f3)
para deduzir a desigualdade

I∞(u) :=
1

2

∫
B1

|∇u|2 dx+
1

2

∫
B1

V∞u
2 dx−

∫
B1

F (u) dx

>
1

2

∫
B1

|∇u|2 dx+
1

2

∫
B1

V∞u
2 dx−

∫
B1

uf(u)

θ
dx ,

Além disso, usando a primeira desigualdade em (2.2), deduzimos que

I∞(u) >
1

2

∫
B1

|∇u|2 dx+
1

2

∫
B1

V∞u
2 dx− 1

θ

∫
B1

|uf(u)| dx

>
1

2

∫
B1

|∇u|2 dx+
V∞
2

∫
B1

u2 dx− c0

θ

∫
B1

|u|2∗ dx .

Aplicando a desigualdade A.3 de Poincaré, obtemos

I∞(u) >
1

2M

∫
B1

u2 dx+
V∞
2

∫
B1

u2 dx− c0

θ

∫
B1

|u|2∗ dx

=

(
1

2M
+
V∞
2

)∫
B1

u2 dx− c0

θ

∫
RN
|u|2∗ dx .

E aplicando a desigualdade (A.1) de Sobolev,

‖u‖2∗

2∗ :=

∫
RN
|u|2∗ dx 6 S

(∫
RN
|∇u|2 dx

) 2∗
2

,
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obtemos

I∞(u) >

(
1

2M
+
V∞
2

)∫
B1

u2 dx− c0

θ
S2∗

(∫
RN
|∇u|2 dx

) 2∗
2

>

(
1

2M
+
V∞
2

)∫
B1

u2 dx− c0

θ
S2∗

(∫
RN
|∇u|2 dx+

∫
RN
V (x)u2 dx

) 2∗
2

>

(
1

2M
+
V∞
2

)∫
B1

u2 dx− c0

θ
S2∗‖u‖2∗

2∗ . (2.14)

Agora notamos que H1
0 (B1) ↪→ L2(B1) é uma imersão compacta; portanto, existe

uma constante C ∈ R+ tal que(∫
B1

u2 dx

) 1
2

6 C

(∫
B1

|∇u|2 dx+

∫
B1

V (x)u2 dx

) 1
2

6 C

(∫
RN
|∇u|2 dx+

∫
RN
V (x)u2 dx

) 1
2

= C‖u‖.

Substituindo a desigualdade precedente em (2.14), obtemos

I∞(u) > C2

(
1

2M
+
V∞
2

)
‖u‖2 − c0

θ
S2∗‖u‖2∗ .

Assim, considerando ‖u‖ suficientemente pequeno, segue-se que a primeira parcela
do lado direito da desigualdade precedente com o fator ‖u‖2 domina a segunda parcela
com o fator ||u||2∗ . Por esta razão, obtemos a existência de r0 ∈ R+ e de µ0 ∈ R+ tais que
I∞(u) > µ0 para toda função u ∈ E com ‖u‖ = r0. Com isso concluímos a demonstração
do primeiro item.

2. Pela desigualdade (2.3), temos que para u ∈ H1
0 (B1)\{0},

I∞(tu) =
1

2
|t|2
∫
B1

|∇u|2 dx+
1

2
|t|2
∫
B1

V∞u
2 dx−

∫
B1

F (tu) dx

6
1

2
|t|2
∫
B1

|∇u|2 dx+
1

2
|t|2
∫
B1

V∞u
2 dx− C|t|θ

∫
B1

|u|θ dx .

Como θ > 2, existe tu ∈ R+ suficientemente grande tal que, definindo e0 = tuu,
obtemos ||e0|| > r0 e I∞(e0) < 0. Assim, concluímos a demonstração do segundo item.

Denotamos por d∞ o nível de energia do passo da montanha associado ao funcional
I∞, isto é,

d∞ := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I∞(γ(t)),

em que

Γ := {γ ∈ C
(
[0, 1], H1

0 (B1)
)

: γ(0) = 0 e γ(1) = e0}

é a classe de caminhos unindo a origem ao elemento e0 ∈ H1
0 (B1)\{0} vericando a desi-

gualdade I∞(e0) < 0 e determinado no Lema 2.5.
Observação 2.6. A constante d∞ depende somente de V∞, de θ e de f .
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2.3 O problema auxiliar
Com o intuito de obtermos soluções positivas para o problema (2.1), aplicamos uma
variante do método de penalização desenvolvido por del Pino e Felmer [19] e apresentamos
um novo problema. Para isso, fixamos algumas notações.

Para K = 2θ/(θ− 2) > 2 e para R > 1, consideramos a função f̃ : RN ×R→ R dada
por

f̃(x, t) :=

f(t), se Kf(t) 6 V (x)t,
V (x)

K
t, se Kf(t) > V (x)t.

(2.15)

Também definimos a função g : RN × R→ R por

g(x, t) :=

{
f(t), se |x| 6 R,
f̃(x, t), se |x| > R

(2.16)

e a função G : RN × R→ R por G(x, t) :=
∫ t

0
g(x, s) ds.

Antes de apresentar o problema auxiliar estabelecemos algumas desigualdades que
são úteis nas demonstrações.

Se Kf(t) 6 V (x)t, então f̃(x, t) = f(t) 6 V (x)t/K; e se kf(t) > V (x)t, então
f̃(x, t) = V (x)t/K < f(t). Combinando esses dois casos, deduzimos que

f̃(x, t) 6 f(t), (∀ x ∈ RN).

Além disso, se |x| 6 R, então g(x, t) = f(t) e G(x, t) = F (x, t). E se |x| > R,
então g(x, t) = f̃(x, t) e há duas possibilidades: se Kf(t) 6 V (x)t, então f̃(x, t) = f(t)
e G(x, t) = F (t); e se Kf(t) > V (x)t, então f̃(x, t) = V (x)t/K e G(x, t) = V (x)t2/2K.
Combinando esses casos, deduzimos que

g(x, t) 6
V (x)t

K
, (∀ |x| > R). (2.17)

Mais ainda, deduzimos que

G(x, t) = F (t) (∀ |x| 6 R) (2.18)
e que

G(x, t) 6
V (x)t2

2K
, (∀ |x| > R). (2.19)

A partir das funções f̃ e g apresentamos o problema auxiliar,
−∆u+ V (x)u = g(x, u) (x ∈ RN)

u(x) > 0 (x ∈ RN)

u ∈ D1,2(RN).

(2.20)

O funcional J : E → R de Euler-Lagrange associado ao problema (2.20) é definido
por

J(u) :=
1

2

∫
RN
|∇u|2 dx+

1

2

∫
RN
V (x)u2 dx−

∫
RN
G(x, u) dx

:=
1

2
||u||2 −

∫
RN
G(x, u) dx . (2.21)
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Seguindo os mesmos passos da demonstração do Lema 2.4 é possível demonstrar que esse
funcional é continuamente Fréchet diferenciável, J ∈ C1(E), e que sua derivada em u ∈ E
aplicada ao elemento v ∈ E é dada por

J ′(u)v =

∫
RN
∇u · ∇v +

∫
RN
V (x)uv dx−

∫
RN
g(x, u)v dx (∀ v ∈ E). (2.22)

Portanto, essa equação nos permite caracterizar os pontos críticos do funcional J de Euler-
Lagrange como soluções fracas do problema elíptico semilinear (2.20). Assim, se podemos
deduzir alguma propriedade dos pontos críticos do funcional J , então esse conhecimento
pode ser transferido para a solução da equação elíptica semilinear. Essa discussão pode
ser estendida para uma classe mais ampla de equações diferenciais mas nesta dissertação
tratamos apenas das equações semilineares.

O próximo resultado trata da geometria do funcional de energia J associado a esse
problema auxiliar.

Lema 2.7. O funcional J : E → R definido em (2.21) verifica a geometria do teorema do
passo da montanha. Mais precisamente, as propriedades abaixo são válidas.

1. Existem r1 ∈ R+ e µ1 ∈ R+ tais que J(u) > µ1 para toda função u ∈ E com
‖u‖ = r1;

2. Existe e1 ∈ E\{0} tal que J(e1) < 0.

Demonstração. 1. Pela definição de G, sabemos que

J(u) :=
1

2
||u||2 −

∫
RN
G(x, u) dx

=
1

2
||u||2 −

∫
|x|6R

G(x, u) dx−
∫
|x|>R

G(x, u) dx

=
1

2
||u||2 −

∫
|x|6R

F (t) dx−
∫
|x|>R

G(x, u) dx ,

em que na passagem anterior usamos a igualdade (2.18). Em seguida, aplicando a desi-
gualdade (2.19) e a hipótese (f3), obtemos

J(u) >
1

2
||u||2 −

∫
|x|6R

F (u) dx−
∫
|x|>R

V (x)u2

2K
dx

>
1

2
||u||2 −

∫
|x|6R

uf(u)

θ
dx−

∫
|x|>R

V (x)u2

2K
dx
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Agora usamos a primeira desigualdade em (2.2) e obtemos

J(u) >
1

2
||u||2 − c0

θ

∫
|x|6R

|u|2∗ dx− 1

2K

∫
|x|>R

V (x)u2 dx

>
1

2
||u||2 − c0

θ

∫
RN
|u|2∗ dx− 1

2K

∫
|x|>R

V (x)u2 dx− 1

2K

∫
|x|>R

|∇u|2 dx

>
1

2
||u||2 − c0

θ

∫
RN
|u|2∗ dx− 1

2K

∫
RN
V (x)u2 dx− 1

2K

∫
RN
|∇u|2 dx

=
1

2
||u||2 − c0

θ

∫
RN
|u|2∗ dx− 1

2K
||u||2

=

(
1

2
− 1

2K

)
||u||2 − c0

θ

∫
RN
|u|2∗ dx

Aplicando a desigualdade de Sobolev à integral do lado direito da desigualdade pre-
cedente, obtemos

J(u) >

(
1

2
− 1

2K

)
||u||2 − c0

θ
S2∗

(∫
RN
|∇u|2 dx

) 2∗
2

>

(
1

2
− 1

2K

)
||u||2 − c0

θ
S2∗

(∫
RN
|∇u|2 dx+

∫
RN
V (x)u2 dx

) 2∗
2

=

(
1

2
− 1

2K

)
||u||2 − c0

θ
S2∗||u||2∗ .

Assim, considerando ‖u‖ suficientemente pequeno, segue-se que a primeira parcela
do lado direito da desigualdade precedente com o fator ‖u‖2 domina a segunda parcela
com o fator ||u||2∗ . Por esta razão, obtemos a existência de r1 ∈ R+ e de µ1 ∈ R+ tais que
J(u) > µ1 para toda função u ∈ E com ||u|| = r1. Com isso concluímos a demonstração
do primeiro item.

2. Notamos que se u ∈ H1
0 (B1)\{0} e t ∈ R+, então

J(tu) =
1

2
t2
∫
RN
|∇u|2 dx+

1

2
t2
∫
RN
V (x)u2 dx−

∫
RN
G(x, tu) dx

6
1

2
t2
∫
B1

|∇u|2 dx+
1

2
t2
∫
B1

V (x)u2 dx−
∫
B1

G(x, tu) dx .

Das hipóteses (V2) e (V3) e da igualdade (2.18), obtemos

J(tu) 6
1

2
t2
∫
B1

|∇u|2 dx+
1

2
t2V∞

∫
B1

u2 dx−
∫
B1

G(x, tu) dx

=
1

2
t2
∫
B1

|∇u|2 dx+
1

2
t2V∞

∫
B1

u2 dx−
∫
B1

F (tu) dx .

Pela desigualdade (2.3), deduzimos que

J(tu) 6
1

2
t2
∫
B1

|∇u|2 dx+
1

2
t2V∞

∫
B1

u2 dx− C0|t|θ
∫
B1

|u|θ dx .

Como θ > 2, existe tu ∈ R+ suficientemente grande tal que, definindo e1 = tuu,
obtemos ‖e1‖ > r1 e J(e1) < 0. Assim, concluímos a demonstração do segundo item.
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A seguir definimos os importantes conceitos de sequência de Palais-Smale e de con-
dição de Palais-Smale.

Definição 2.8. Dizemos que uma sequência de funções (un)n∈N ⊂ E é uma sequência de
Palais-Smale para o funcional J no nível c se

J(un)→ c e J ′(un)→ 0

quando n → ∞. E dizemos que um funcional J : E → R verifica a condição de Palais-
Smale, (ou simplesmente: J verifica a condição (PS)) se toda sequência de Palais-Smale
para J tem uma subsequência (unj)j∈N ⊂ E fortemente convergente em E, unj → u ∈ E
quando j → +∞. Também dizemos que J verifica a condição de Palais-Smale no nível
c ∈ R (ou simplesmente: J verifica a condição (PS)c) se toda sequência de Palais-Smale
no nível c tem uma subsequência convergente em E. Além disso, dizemos simplesmente
que J verifica a condição de Palais-Smale se J verifica a condição de Palais-Smale no nível
c para todo c ∈ R.

Como o funcional J tem a geometria do teorema do passo da montanha, usando
Willem [33, Teorema 1.15], obtemos uma sequência de Palais-Smale (un)n∈N ⊂ E para
esse funcional no nível c, isto é, uma sequência tal que

J(un)→ c e J ′(un)→ 0

em que c ∈ R+ é o nível do passo da montanha associado a J (nível de minimax), isto é,

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (B) : γ(0) = 0 e γ(1) = e1},

é a classe de caminhos unindo a origem ao elemento e1 ∈ H1
0 (B)\{0} verificando a desi-

gualdade J(e1) < 0 e determinado no Lema 2.5.
Agora vamos comparar os níveis de minimax d∞ e c associados aos funcionais I∞

e J , respectivamente dados por (2.13) e (2.21). Se u ∈ H1
0 (B1), então G(x, u) = F (u),

pela igualdade (2.18); além disso, V (x) 6 V∞, por (V2). Logo, J(u) 6 I∞(u), para todo
u ∈ H1

0 (B). Da definição de c e d∞, concluímos que

c 6 d∞. (2.23)

No próximo lema mostramos que as sequências de Palais-Smale para o funcional J
são limitadas.

Lema 2.9. Suponhamos que seja válida a hipóteses (V1) sobre o potencial e as hipóte-
ses (f1), (f2), (f3) e (f4) sobre a não linearidade. Se (un)n∈N ⊂ E é uma sequência de
Palais-Smale para o funcional J , então (un)n∈N ⊂ E é limitada em E.

Demonstração. Devemos mostrar que a sequência (‖un‖)n∈N ⊂ R é limitada. E como é
usual em problemas elípticos semilineares, é importante estimar o termo

J(un)− 1

θ
J ′(un)un =

1

2

∫
RN
|∇un|2 dx+

1

2

∫
RN
V (x)u2

n dx−
∫
RN
G(x, un) dx

− 1

θ

∫
RN
|∇un|2 dx− 1

θ

∫
RN
V (x)u2

n dx+
1

θ

∫
RN
g(x, un)un dx ,
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em todo o espaço RN .
Tendo em vista as definições das funções g e G, inicialmente avaliamos a expressão

J(un)− 1
θ
J ′(un)un no conjunto

A := {x ∈ RN : |x| 6 R ou f(u(x)) 6 V (x)u(x)/K}.

Pela definição de G segue-se que se x ∈ A então G(x, u) = F (u). Assim, usando (f3),
concluímos que existe θ > 2 tal que

−G(x, u) +
1

θ
uf(u) > 0 (∀ x ∈ A).

Portanto,

1

2

∫
A

|∇u|2 dx+
1

2

∫
A

V (x)u2 dx−
∫
A

G(x, u) dx

− 1

θ

∫
A

|∇u|2 dx− 1

θ

∫
A

V (x)u2 dx+
1

θ

∫
A

g(x, u)u dx

>
1

2

∫
A

|∇u|2 dx+
1

2

∫
A

V (x)u2 dx− 1

θ

∫
A

f(u)u dx

− 1

θ

∫
A

|∇u|2 dx− 1

θ

∫
A

V (x)u2 dx+
1

θ

∫
A

g(x, u)u dx ,

Pela definição de g dada em (2.16), obtemos

1

2

∫
A

|∇u|2 dx+
1

2

∫
A

V (x)u2 dx− 1

θ

∫
A

f(u)u dx

− 1

θ

∫
A

|∇u|2 dx− 1

θ

∫
A

V (x)u2 dx+
1

θ

∫
A

g(x, u)u dx

>
1

2

∫
A

|∇u|2 dx+
1

2

∫
A

V (x)u2 dx− 1

θ

∫
A

f(u)u dx

− 1

θ

∫
A

|∇u|2 dx− 1

θ

∫
A

V (x)u2 dx+
1

θ

∫
A

f(u)u dx

=

(
1

2
− 1

θ

)(∫
A

|∇u|2 dx+

∫
A

V (x)u2 dx

)
>

(
θ − 2

4θ

)(∫
A

|∇u|2 dx+

∫
A

V (x)u2 dx

)
. (2.24)

Agora, continuamos a estimar o termo J(un)− 1
θ
J ′(un)un no complementar do sub-

conjunto A,

Ac = {x ∈ RN : |x| > R e f(u(x)) > V (x)u(x)/K}.

Pelas definições de f̃(x, t) e de g(x, t), dadas respectivamente em (2.15) e em (2.16), se
x ∈ Ac, então g(x, u) = f̃(x, u) = V (x)u(x)/K e G(x, u) = V (x)u2(x)/2K. Dessa forma,∫

Ac
g(x, u)u dx =

∫
Ac

V (x)u2(x)

K
dx > 0 (2.25)

e ∫
Ac
G(x, u) dx =

1

2

∫
Ac
g(x, u)u dx . (2.26)
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Logo, usando (2.25), obtemos

1

2

∫
Ac
|∇u|2 dx+

1

2

∫
Ac
V (x)u2 dx−

∫
Ac
G(x, u) dx

− 1

θ

∫
Ac
|∇u|2 dx− 1

θ

∫
Ac
V (x)u2 dx+

1

θ

∫
Ac
g(x, u)u dx

>

(
1

2
− 1

θ

)(∫
Ac
|∇u|2 dx+

∫
Ac
V (x)u2 dx

)
−
∫
Ac
G(x, u) dx .

Da Definição (2.16), se |x| > R, então g(x, t) = f̃(x, t). Além disso, da Definição (2.15),
se Kf(t) > V (x)t, então f̃(x, t) = V (x)t/K e G(x, t) = V (x)t2/2K. Assim, para x ∈ Ac,
temos que

1

2

∫
Ac
|∇u|2 dx+

1

2

∫
Ac
V (x)u2 dx−

∫
Ac
G(x, u) dx

− 1

θ

∫
Ac
|∇u|2 dx− 1

θ

∫
Ac
V (x)u2 dx+

1

θ

∫
Ac
g(x, u)u dx

=

(
1

2
− 1

θ

)(∫
Ac
|∇u|2 dx+

∫
Ac
V (x)u2 dx

)
− 1

2K

∫
Ac
V (x)u2 dx

>

(
1

2
− 1

θ

)(∫
Ac
|∇u|2 dx+

∫
Ac
V (x)u2 dx

)
− 1

2K

(∫
Ac
|∇u|2 dx+

∫
Ac
V (x)u2 dx

)
=

(
θ − 2

4θ

)(∫
Ac
|∇u|2 dx+

∫
Ac
V (x)u2 dx

)
, (2.27)

em que na última passagem usando o fato de que K = 2θ/(θ − 2).
Combinando as desigualdades (2.24) e (2.27), obtemos

J(un)− 1

θ
J ′(un)un >

(
θ − 2

4θ

)
||un||2 =

1

2K
||un||2. (2.28)

Observamos que, pela definição de sequência de Palais-Smale,

J(un)→ c e J ′(un)
un
||un||

→ 0

pois J ′(un)→ 0 por hipótese; logo, existe uma constante C > 0 tal que

J(un)− 1

θ
J ′(un)un 6 C +

1

θ
||un|| 6 C + ||un||. (2.29)

Usando as desigualdades (2.29) e (2.28), deduzimos que (1/2K)‖un‖2 6 C+‖un‖ ou
seja, ‖un‖(‖un‖ − 2K) 6 2KC.

Para mostrar que a sequência (un)n∈N ⊂ E é limitada argumentamos por contradição.
Se existir uma subsequência, ainda denotada da mesma forma, tal que ‖un‖ → +∞, então
pela desigualdade acima deduzimos que (‖un‖ − 2K) → 0, isto é, ‖un‖ → 2K, o que é
uma contradição. Portanto, a sequência (un)n∈N ⊂ E é limitada em E. Isso conclui a
demonstração do lema.

Observação 2.10. 1. Notamos que na demonstração do Lema 2.9 utilizamos a condi-
ção de Ambrosetti-Rabinowitz, hipótese (f3), para garantir a limitação da sequência de
Palais-Smale.
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2. Em decorrência da hipótese (f4), sem perda de generalidade podemos considerar
as sequências de Palais-Smale (un)n∈N ⊂ E formadas por funções não negativas.

Lema 2.11. Sob as hipóteses do Lema 2.9, o funcional J : E → R definido em (2.21)
verifica a condição de Palais-Smale.

Demonstração. Seja (un)n∈N ⊂ E uma sequência de Palais-Smale no nível c para o funci-
onal J , isto é,

J(un)→ c e J ′(un)→ 0

quando n→∞. Pelo Lema 2.9, essa sequência é limitada. E como o espaço de Hilbert E
é reflexivo, deduzimos que existe uma subsequência de (un)n∈N ⊂ E, ainda denotada da
mesma maneira, e existe u ∈ E, tais que un ⇀ u fracamente em E quando n→ +∞.

Nosso objetivo agora é mostrar que un → u fortemente em E. Para isso, é suficiente
mostrar que a sequência das normas é convergente, ‖un‖ → ‖u‖ quando n→ +∞ pois já
temos a convergência fraca u ⇀ u quando n → +∞. Para mais detalhes, veja o livro de
DiBenedetto [20, Proposition V.11.1].

Com este intuito, dado ε ∈ R+, existe um número real r ∈ R+ tal que r > R > 1 e
que verifica a desigualdade

4C

(
1− 1

K

)−1

(ωN)
1
N

(∫
r6|x|62r

|u|2∗ dx

) 1
2∗

< ε, (2.30)

em que ωN = 2π
N
2 /Γ(N/2) é o volume da bola unitária em RN e Γ(t) =

∫ t
0
xt−1 exp(−x) dx

é a função de Euler.
Seja η ∈ C∞0 (Bc

r) uma função corte tal que 0 6 η 6 1; além disso, η(x) = 1 para
todo x ∈ Bc

2r e |∇η| 6 2/r para todo x ∈ RN .
Como a sequência (un)n∈N ⊂ E é limitada, a sequência (ηun)n∈N ⊂ E também é

limitada em E. Portanto, J ′(un)(ηun) = on(1), isto é,∫
RN
∇un · ∇(ηun) dx+

∫
RN
V (x)un(ηun) dx =

∫
RN
g(x, un)ηun dx+ on(1). (2.31)

Notamos que η = 0 em Br e, consequentemente, η = 0 em BR, pois r > R. Usando
esses fatos na equação precedente, obtemos∫

|x|>r
∇un · ∇(ηun) dx+

∫
|x|>r

V (x)un(ηun) dx =

∫
|x|>r

g(x, un)ηun dx+ on(1).

Assim, ∫
|x|>r

η|∇un|2 dx+

∫
|x|>r
|∇un|un∇η dx+

∫
|x|>r

ηV (x)un
2 dx

=

∫
|x|>r

ηg(x, un)un dx+ on(1).

Por outro lado, pela desigualdade (2.17),∫
|x|>r

ηg(x, un)un dx 6
∫
|x|>r

η
V (x)

K
u2
n dx ;
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logo, ∫
|x|>r

η|∇un|2 dx+

∫
|x|>r
|∇un|un∇η dx+

∫
|x|>r

ηV (x)un
2 dx

6
∫
|x|>r

η
V (x)

K
|un|2 dx+ on(1).

Após reagrupar os termos, obtemos∫
|x|>r

η|∇un|2 dx+

(
1− 1

K

)∫
|x|>r

ηV (x)|un|2 dx

6 −
∫
|x|>r
|∇un|un∇η dx+ on(1)

6
∫
|x|>r
|∇un||un||∇η| dx+ on(1)

6
∫
r6|x|62r

|∇un||un||∇η| dx+ on(1)

6
2

r

∫
r6|x|62r

|∇un||un| dx+ on(1),

em que na última passagem usamos a desigualdade |∇η| 6 2/r.
Subtraindo a parcela (1/k)

∫
|x|>r η|∇un|

2 dx do lado esquerdo da desigualdade acima
e agrupando as integrais, deduzimos que(

1− 1

K

){∫
|x|>r

η|∇un|2 dx+

∫
|x|>r

ηV (x)|un|2 dx

}
6

2

r

∫
r6|x|62r

|∇un||un| dx+ on(1).

Pela desigualdade de Hölder,∫
r6|x|62r

|∇un||un| dx 6

(∫
r6|x|62r

|un|2 dx

) 1
2
(∫

r6|x|62r

|∇un|2 dx

) 1
2

6

(∫
r6|x|62r

|un|2 dx

) 1
2

||un||. (2.32)

Pela imersão compacta D1,2(B2r\Br) ↪→ L2(B2r\Br), podemos extrair uma sub-
sequência, ainda denotada da mesma forma, tal que un → u fortemente em L2(B2r\Br) e
evidentemente a sequência (un)n∈N ⊂ L2(B2r\Br) é limitada. Além disso, como (ηun)n∈N ⊂
D1,2(RN), segue-se que

lim sup
n→∞

(
1− 1

K

)(∫
|x|>r

η|∇un|2 dx+

∫
|x|>r

ηV (x)|un|2 dx

)
6

2

r
lim sup
n→∞

∫
r6|x|62r

|∇un||un| dx

6
2

r
lim sup
n→∞

(∫
r6|x|62r

|un|2 dx

) 1
2

‖un‖

=
2C

r

(∫
r6|x|62r

|u|2 dx

) 1
2

. (2.33)
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Na penúltima passagem, usamos a desigualdade (2.32); na última passagem, usamos o
fato de que a sequência (un)n∈N ⊂ D1,2(B2r\Br) é limitada por uma constante C ∈ R+.

Além disso, usando novamente a desigualdade de Hölder com os expoentes conjugados
p = N/2 e p′ = N/(N − 2), obtemos(∫

r6|x|62r

u2 dx

) 1
2

6

(∫
r6|x|62r

|u|
2N
N−2 dx

)N−2
2N
(∫

r6|x|62r

1
N
2 dx

) 1
N

6

(∫
r6|x|62r

u2∗ dx

) 1
2∗

|B2r\Br|
1
N

6

(∫
r6|x|62r

u2∗ dx

) 1
2∗

|B2r|
1
N

6

(∫
r6|x|62r

u2∗ dx

) 1
2∗

(ωN)
1
N 2r (2.34)

Substituindo a desigualdade (2.34) em (2.33), obtemos

lim sup
n→∞

(
1− 1

K

)(∫
|x|>r

η|∇un|2 dx+

∫
|x|>r

ηV (x)|un|2 dx

)
6

2C

r

(∫
r6|x|62r

u2∗ dx

) 1
2∗

(ωN)
1
N 2r

= 4C(ωN)
1
N

(∫
r6|x|62r

u2∗ dx

) 1
2∗

. (2.35)

Pela escolha de r > 0 e pelas desigualdades (2.30) e (2.35), segue-se que

lim sup
n→∞

(∫
|x|>r

η|∇un|2 dx+

∫
|x|>r

ηV (x)|un|2 dx

)
6 4C

(
1− 1

K

)−1

ω
1
N
N

(∫
r6|x|62r

u2∗ dx

) 1
2∗

< ε.

Em particular, como η(x) = 1 para todo x ∈ Bc
2r, segue-se que

lim sup
n→∞

(∫
|x|>2r

|∇un|2 dx+

∫
|x|>2r

V (x)un
2 dx

)
< ε.

Combinando a desigualdade precedente com (2.31) e usando o fato de que ε ∈ R+ é
arbitrário, deduzimos que

lim sup
n→+∞

∫
|x|>2r

g(x, un) dxun = 0. (2.36)

Agora devemos fazer uma estimativa para a integral
∫
|x|62r

g(x, un)un na bola B2r ⊂
RN de raio 2r centrada na origem. Como E(B2r) ⊂ D1,2(B2r) e já que D1,2(B2r) ↪→
Lp(B2r) é uma imersão compacta, com p ∈ [2, 2∗), então E(B2r) está imerso compacta-
mente em Lp(B2r). Assim, se un ⇀ u fracamente em E(B2r), afirmamos que un → u
fortemente em Lp(B2r).
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Pelo Teorema A.13, segue-se que

un(x)→ u(x) q.t.p. B2r;

além disso, pelo mesmo teorema existe uma função h ∈ Lp(B2r) tal que

|un(x)| 6 h(x) q.t.p. B2r.

Dessa forma, deduzimos que

ung(x, un)→ ug(x, u) q.t.p. B2r

e pela definição (2.16) de g e pela hipótese (f2) sobre a não linearidade também deduzimos
que

ung(x, un) 6 unf(un) 6 c0|un|p 6 |h(x)|p.

Com base nessas desigualdades, podemos aplicar o Teorema A.11 da Convergência
Dominada para calcular

lim
n→∞

∫
|x|62r

g(x, un)un dx =

∫
|x|62r

lim
n→∞

g(x, un)un dx

=

∫
|x|62r

g(x, u)u dx . (2.37)

Portanto, a estimativa (2.36) e o limite (2.37) implicam que

lim
n→∞

∫
RN
g(x, un)un dx =

∫
RN
g(x, u)u dx .

Prosseguindo, fazemos mais uma estimativa, dessa vez para a norma de ‖un − u‖ no
espaço E e obtemos

on(1) = (J ′(un)− J ′(u))(un − u)

= J ′(un)un − J ′(un)u− J ′(u)un + J ′(u)u

=

∫
RN
|∇un|2 dx+

∫
RN
V (x)un

2 dx−
∫
RN
g(x, un)un dx

− 2

∫
RN
∇un · ∇u dx+

∫
RN
V (x)unu dx+

∫
RN
g(x, un)u dx

+

∫
RN
g(x, u)un dx+

∫
RN
|∇u|2 dx+

∫
RN
V (x)u2) dx−

∫
RN
g(x, u)u dx

= ‖un − u‖2 −
∫
RN

(g(x, un)− g(x, u))(un − u) dx

= ||un − u||2 + on(1).

Consequentemente, ‖un‖ → ‖u‖ quando n→ +∞ e a demonstração está finalizada.

Usando o Lema 2.7, deduzimos que o funcional J tem a geometria do passo da
montanha. E como já afirmamos, pelo resultado em Willem [33, Teorema 1.15], existe
uma sequência de Palais-Smale (un)n∈N ⊂ E para esse funcional no nível c. Usando
o Lema 2.9, sabemos que as sequências de Palais-Smale associadas a J são limitadas
e pelo Lema 2.11 deduzimos que essas sequências possuem subsequências convergentes.
Assim, concluímos que o problema auxiliar (2.20) possui solução positiva u ∈ E tal que
J(u) = c > 0 e J ′(u) = 0.
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2.4 Estimativa para a solução do problema auxiliar
Nesta seção mostramos que a solução do problema auxiliar (2.20) obtida anteriormente
verifica uma importante estimativa. Para isso usamos alguns lemas.

Lema 2.12. Para R > 1, qualquer solução positiva u do problema auxiliar (2.20) verifica
a estimativa

‖u‖2 6 2Kd∞.

Demonstração. Combinando as desigualdades (2.23) e (2.28), segue-se que

(θ − 2)

4θ
||u||2 =

1

2K
||u||2 6 J(u)− 1

θ
J ′(u)u = J(u) = c 6 d∞.

Logo, ‖u‖2 6 2Kd∞ e isso conclui a demonstração do lema.

Observação 2.13. No lema anterior percebemos que ‖u‖ é limitada por uma constante
que depende somente de V∞, de θ e de f . Essa constante não depende de R > 1.

A próxima proposição é fundamental em nossa argumentação, porque estabelece uma
estimativa importante envolvendo a norma da solução u do problema (2.20) no espaço
L∞(RN).

Proposição 2.14. Suponhamos que v ∈ E ⊂ D1,2(RN) é solução fraca do problema

−∆v + b(x)v = H(x, v) (∀ x ∈ RN), (2.38)

em que H : RN × R→ R é uma função contínua verificando a desigualdade

|H(x, s)| 6 h(x)|s| (∀ s ∈ R+), (2.39)

com h ∈ Lq(RN) para q > N/2 e b : RN → R é uma função não negativa. Então existe
uma constante M = M(q, |h|q) ∈ R+ tal que

‖v‖∞ 6M‖v‖2∗ . (2.40)

Demonstração. Seja v ∈ E ⊂ D1,2(RN) uma solução fraca do problema (2.38), isto é,∫
RN
∇v · ∇w dx+

∫
RN
b(x)w dx =

∫
RN
H(x, v)w dx (∀ w ∈ E).

Para cada número natural m ∈ N e para cada número real β ∈ R tal que β > 1,
definimos os subconjuntos

Am := {x ∈ RN : |v|β−1 6 m} e Bm := RN\Am.

Também definimos uma sequência de funções (vm)m∈N pelas fórmulas

vm(x) :=

{
v(x)|v(x)|2(β−1), se x ∈ Am,
m2v(x), se x ∈ Bm.

(2.41)
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Observamos que vm ∈ E para todo m ∈ N. De fato,∫
RN
V (x)|vm|2 dx =

∫
Am

V (x)|vm|2 dx+

∫
Bm

V (x)|vm|2 dx

=

∫
Am

V (x)(v(x)|v(x)|2(β−1))2 dx+

∫
Bm

V (x)(m2v(x))2 dx

6
∫
Am

V (x)v2(x)m4 dx+

∫
Bm

V (x)m4v2(x) dx

= m4

∫
RN
V (x)v2(x) dx < +∞,

em que na primeira desigualdade usamos a definição do subconjunto Am, e na última
desigualdade usamos a hipótese de que v ∈ E. Dessa forma, concluímos que vm ∈ E para
todo m ∈ N.

Notamos que vm 6 |v|2β−1 para todo x ∈ RN . De fato,

• Se x ∈ Am, então vm(x) = v(x)|v(x)|2(β−1) 6 |v(x)||v(x)|2(β−1) = |v(x)|2β−1.

• Se x ∈ Bm, então vm(x) = m2v(x) 6 m2|v(x)| < |v(x)|2β−2|v(x)| = |v(x)|2β−1.

Além disso, o gradiente de vm é dado por{
∇vm = ∇(v|v|2(β−1)) = (2β − 1)|v|2(β−1)∇v, se x ∈ Am,
∇vm = ∇(m2v) = m2∇v, se x ∈ Bm.

(2.42)

Multiplicando ambos os lados da equação (2.38) pela função teste vm e integrando
em todo o espaço RN , temos

−
∫
RN

∆vvm dx+

∫
RN
b(x)vvm dx =

∫
RN
H(x, v)vm.

Usando o Teorema A.7 de Green no lado esquerdo, deduzimos que∫
RN
∇v · ∇vm dx+

∫
RN
b(x)vvm dx =

∫
RN
H(x, v)vm dx . (2.43)

De (2.42), segue-se que∫
RN
∇v · ∇vm dx = (2β − 1)

∫
Am

|v|2(β−1)|∇v|2 dx+m2

∫
Bm

|∇v|2 dx . (2.44)

Além disso, pela definição (2.41) de vm,∫
RN
b(x)vvm dx =

∫
Am

b(x)vvm dx+

∫
Bm

b(x)vvm dx

=

∫
Am

b(x)v2|v|2(β−1) dx+

∫
Bm

b(x)v2m2 dx > 0. (2.45)

De (2.44), obtemos

(2β − 1)

∫
Am

|v|2(β−1)|∇v|2 dx 6
∫
RN
∇v · ∇vm dx .
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Assim, pela desigualdade anterior e por (2.45),∫
Am

|v|2(β−1)|∇v|2 dx 6(2β − 1)−1

∫
RN
∇v · ∇vm dx

6(2β − 1)−1

∫
RN
∇v · ∇vm dx+

∫
RN
b(x)vvm dx . (2.46)

Agora definimos outra sequência de funções (wm)m∈N ⊂ E por

wm(x) :=

{
v(x)|v(x)|(β−1), se x ∈ Am,
mv(x), se x ∈ Bm.

O gradiente de wm é dado por

∇wm(x) =

{
β|v|(β−1)∇v, se x ∈ Am,
m∇v, se x ∈ Bm.

(2.47)

Isso implica que∫
RN
|∇wm|2 dx =

∫
Am

|∇wm|2 dx+

∫
Bm

|∇wm|2 dx

= β2

∫
Am

|v|2(β−1)|∇v|2 dx+m2

∫
Bm

|∇v|2 dx . (2.48)

De (2.44), (2.47) e (2.48),∫
RN
|∇wm|2 dx+

∫
RN
b(x)w2

m dx−
∫
Rn
∇v · ∇vm dx+

∫
RN
b(x)vvm dx

= β2

∫
Am

|v|2(β−1)|∇v|2 dx+m2

∫
Bm

|∇v|2 dx+

∫
Am

b(x)v2|v|2(β−1) dx

+

∫
Bm

b(x)m2v2 dx− (2β − 1)

∫
Am

|v|2(β−1)|∇v|2 dx

−m2

∫
Bm

|∇v|2 dx−
∫
Am

b(x)v2|v|2(β−1) dx−
∫
Bm

b(x)m2v2 dx

= (β − 1)2

∫
Am

|v|2(β−1)|∇v|2 dx . (2.49)

De (2.49),∫
RN
|∇wm|2 dx+

∫
RN
b(x)w2

m dx

=

∫
RN
∇v · ∇vm dx+

∫
RN
b(x)vvm dx+ (β − 1)2

∫
Am

|v|2(β−1)|∇v|2 dx

6
∫
RN
∇v · ∇vm dx+

∫
RN
b(x)vvm) dx+

(β − 1)2

(2β − 1)

∫
RN
∇v · ∇vm dx

+
(β − 1)2

(2β − 1)

∫
RN
b(x)vvm dx ,
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em que na última passagem usamos a desigualdade (2.46). Consequentemente,∫
RN
|∇wm|2 dx+

∫
RN
b(x)w2

m dx

6

(
(β − 1)2

(2β − 1)
+ 1

)(∫
RN
∇v · ∇vm dx+

∫
RN
b(x)vvm dx

)
. (2.50)

De (2.43) e do fato de que β > 1,∫
RN
|∇wm|2 dx+

∫
RN
b(x)w2

m dx 6

(
(β − 1)2

(2β − 1)
+ 1

)(∫
RN
∇v · ∇vm dx+

∫
RN
b(x)vvm dx

)
=

(
(β − 1)2

(2β − 1)
+ 1

)∫
RN
H(x, v)vm dx

=
β2

2β − 1

∫
RN
H(x, v)vm dx

6 β2

∫
RN
H(x, v)vm dx . (2.51)

E pela desigualdade (A.1) de Sobolev,(∫
Am

|wm|2
∗

dx

)N−2
N

6 S

∫
RN
|∇wm|2 dx

6 S

(∫
RN
|∇wm|2 dx+

∫
RN
b(x)w2

m dx

)
, (2.52)

Agora, partindo da desigualdade (2.52) usamos respectivamente a desigualdade (2.51),
a hipótese (2.39) e a definição de wm para obter(∫

Am

|wm|2
∗

dx

)N−2
N

6 Sβ2

∫
RN
H(x, v)vm dx

6 Sβ2

∫
RN
h(x)|v||vm| dx

= Sβ2

(∫
Am

h(x)|v||v||v|2(β−1) dx+

∫
Bm

h(x)|v|m2|v| dx
)

= Sβ2

(∫
Am

h(x)w2
m dx+

∫
Bm

h(x)w2
m dx

)
= Sβ2

∫
RN
h(x)w2

m dx . (2.53)

Sejam os expoentes conjugados 1/q + 1/p = 1; pela desigualdade de Hölder aplicada
à integral do lado direito da desigualdade (2.53),∫

RN
h(x)w2

m dx 6

(∫
RN
|h(x)|q dx

) 1
q
(∫

RN
|wm(x)|2p dx

) 1
p

= ||h||Lq(RN )

(∫
RN
|wm|2p dx

) 1
p

. (2.54)
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Portanto, de (2.53) e de (2.54),(∫
Am

|wm|2
∗

dx

)N−2
N

6 Sβ2||h||Lq(RN )

(∫
RN
|wm|2p dx

) 1
p

. (2.55)

Notamos agora que |wm| 6 |v|β em RN . De fato,

• Se x ∈ Am, então wm(x) 6 |wm(x)| = |v(x)||v(x)|(β−1) = |v(x)|β.

• Se x ∈ Bm, então wm(x) 6 |wm(x)| = |mv(x)| < |v(x)|β−1|v(x)| = |v(x)|β.

Como |wm| 6 |v|β em RN e |wm| = |v|β em Am, usando essas desigualdades em
(2.52) deduzimos que(∫

Am

|v|β2∗ dx

)N−2
N

=

(∫
Am

|wm|2
∗

dx

)N−2
N

6 Sβ2||h||Lq(RN )

(∫
RN
|wm|2p dx

) 1
p

6 Sβ2||h||Lq(RN )

(∫
RN
|v|2pβ dx

) 1
p

.

Fazendo a passagem ao limite quando m → ∞, obtemos Am → RN . E usando o
Teorema (A.11) da Convergência Monótona juntamente com a desigualdade precedente,
deduzimos que (∫

RN
|v|β2∗ dx

)N−2
N

6 Sβ2||h||Lq(RN )

(∫
RN
|v|2pβ dx

) 1
p

,

ou seja,

||v||2β2∗β 6 Sβ2||h||Lq(RN )||v||2β2pβ.

Reescrevendo essa desigualdade, obtemos

||v||2∗β 6 β
1
β (S||h||Lq(RN ))

1
2β ||v||2βp. (2.56)

Por hipótese, 2q > N ; e pela notação utilizada na desigualdade de Hölder acima,
1/q + 1/p = 1. Logo, p = q/(q − 1) < N/(N − 2). Dessa forma, podemos definir
σ := N/p(N − 2) > 1.

Agora começamos a aplicar o esquema de iteração de Moser. Quando β = σ, temos
2βp = 2p N

p(N−2)
= 2∗; substituindo em (2.56), resulta que

||v||2∗σ 6 σ
1
σ (S||h||Lq(RN ))

1
2σ ||v||2∗ . (2.57)

Quando β = σ2, temos 2βp = 2p N2

p2(N−2)2
= 2∗σ; substituindo em (2.56), resulta que

||v||2∗σ2 6 σ
2
σ2 (S||h||Lq(RN ))

1
2σ2 ||v||2∗σ. (2.58)
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Dessa forma, combinando as desigualdades (2.57) e (2.58), obtemos

||v||2∗σ2 6 σ( 1
σ

+ 2
σ2

) (S||h||Lq(RN )

) 1
2( 1

σ
+ 1
σ2

) ||v||2∗ .

Por iteração, quando β = σj, temos 2βp = 2p Nj

pj(N−2)j
= 2∗σj−1; substituindo

em (2.56), resulta que

||v||2∗σj 6 σ( 1
σ

+ 2
σ2

+···+ j

σj
)(S||h||Lq(RN ))

1
2( 1

σ
+ 1
σ2

+···+ 1

σj
)||v||2∗ . (2.59)

Agora definimos sj = 1
σ

+ 1
σ2 + · · ·+ 1

σj
e tj = 1

σ
+ 2

σ2 + · · ·+ j
σj
. Portanto,

lim
j→+∞

sj =
∞∑
j=1

1

σj
=

1

(σ − 1)
e lim

j→+∞
tj =

∞∑
j=1

j

σj
=

σ

(σ − 1)2
.

Finalmente, passando ao limite quando j → +∞ na desigualdade (2.59), obtemos

||v||∞ = lim
j→+∞

||v||2∗σj

6 σ
σ

(σ−1)2 (S||h||Lq(RN ))
1

2(σ−1) ||v||2∗
=: M ||v||2∗ ,

em que M = M(q, ||h||Lq(RN )). Como σ = N/p(N − 2) e 1/p + 1/q = 1, obtemos
σ = N(q − 1)/q(N − 2). Isso conclui a demonstração da proposição.

Observação 2.15. Notamos que a constanteM obtida na proposição anterior não depende
da função b.

Lema 2.16. Para R > 1, qualquer solução fraca e positiva do problema (2.20) verifica a
estimativa

||u||∞ 6M(2SKd∞)
1
2 .

Demonstração. Fixado R > 1, seja u ∈ D1,2(RN) uma solução positiva para o problema
auxiliar (2.20). Agora, definimos a função H : RN × R→ R por

H(x, t) :=

{
f(t), se |x| 6 R ou Kf(t) 6 V (x)t,
0, se |x| > R e Kf(t) > V (x)t.

Também definimos a função b : RN → R por

b(x) :=

{
V (x), se |x| 6 R ou Kf(u) 6 V (x)u,
(1− 1/K)V (x), se |x| > R e Kf(u) > V (x)u.

Como por hipótese u ∈ D1,2(RN) é solução fraca e positiva do problema auxi-
liar (2.20), pelas definições de H e de b deduzimos que u também é solução fraca do
problema

−∆u+ b(x)u = H(x, u) (x ∈ RN).
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De fato, usando uma função teste v ∈ E, temos∫
RN
∇u · ∇v dx+

∫
RN
b(x)uv dx−

∫
RN
H(x, u)v dx

=

∫
RN
∇u · ∇v dx+

∫
|x|6R

V (x)uv dx

+

(
1− 1

K

)∫
|x|>R

V (x)uv dx−
∫
|x|6R

f(u)v dx

=

∫
RN
∇u · ∇v dx+

∫
|x|6R

V (x)uv dx+

∫
|x|>R

V (x)uv dx

− 1

K

∫
|x|>R

V (x)uv dx−
∫
|x|6R

f(u)v dx

=

∫
RN
∇u · ∇v dx+

∫
RN
V (x)uv dx− 1

K

∫
|x|>R

V (x)uv dx−
∫
|x|6R

f(u)v dx

=

∫
RN
∇u · ∇v dx+

∫
RN
V (x)uv dx−

∫
|x|>R

f̃(x, u)v dx−
∫
|x|6R

f(u)v dx ,

em que na última igualdade usamos o fato de que b(x) = (1− 1/K)V (x) quandoKf(u) >
V (x)u, juntamente com a definição de f̃(x, u).

Utilizando agora a definição de g(x, t) dada em (2.16), chegamos em∫
RN
∇u · ∇v dx+

∫
RN
b(x)uv dx−

∫
RN
H(x, u)v dx

=

∫
RN
∇u · ∇v dx+

∫
RN
V (x)uv dx−

∫
RN
g(x, u)v dx .

Pela segunda desigualdade em (2.2), |uf(u)| 6 c0|u|p, e pela definição da função H,
obtemos

|H(x, u)| 6 |f(u)| 6 c0|u|p−1 = c0|u|p−2|u| =: h(x)|u|,

em que definimos a função h : RN → R por h(x) := c0|u(x)|p−2.
Agora mostramos que h ∈ Lq(RN) quando q = 2∗/(p− 2). De fato,∫

RN
|h(x)|q dx 6 cq0

∫
RN
|u|(p−2)q dx = cq0

∫
RN
|u|2∗ dx = cq0||u||2

∗

L2∗(RN ) . (2.60)

Dessa forma, qualquer solução fraca e positiva u ∈ D1,2(RN) para o problema auxi-
liar (2.20) verifica as hipóteses da Proposição 2.14. Concluindo o argumento, da desigual-
dade de Sobolev obtemos

||u||
L2∗(RN ) 6 S

1
2

(∫
RN
|∇u|2 dx

) 1
2

6 S
1
2

(∫
RN
|∇u|2 dx+

∫
RN
V (x)u2 dx

) 1
2

= S
1
2 ||u||.
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Pelo Lema 2.12, ‖u‖L2∗ (RN ) 6 (2SKd∞)
1
2 . Combinando essa desigualdade com (2.60),∫

RN
|h(x)|q dx 6 cq0(2SKd∞)

2∗
2 .

Assim, h ∈ Lq(RN), com ‖h‖Lq(RN ) 6 c0(2SKd∞)
2∗
2q = c0(2SKd∞)

p−2
2 .

Finalmente, da Proposição (2.14), obtemos a estimativa

||u||∞ 6M ||u||L2∗ 6M(2SKd∞)
1
2 ,

o que conclui a demonstração do lema.

Observação 2.17. Da Proposição 2.14 e do Lema 2.16, observamos que a constante M
depende somente de p, V∞, θ e c0.

Lema 2.18. Para R > 1, qualquer solução fraca e positiva do problema auxiliar (2.20)
verifica as desigualdades

u(x) 6
RN−2||u||∞
|x|N−2

6
RN−2M(2SKd∞)

1
2

|x|N−2
(∀ |x| > R).

Demonstração. Seja a função v : RN\{0} → R definida por

v(x) :=
RN−2M(2SKd∞)

1
2

|x|N−2
.

Essa função é infinitamente diferenciável fora da origem, v ∈ C∞(RN\{0}); e v também
é função harmônica. De fato, para j ∈ {1, 2, . . . , N} e para x ∈ RN\{0},

∂v(x)

∂xj
= −(N − 2)RN−2M(2SKd∞)

1
2
xj
|x|N

;

∂2v(x)

∂x2
j

= −(N − 2)RN−2M(2SKd∞)
1
2

(
1

|x|N
−

Nx2
j

|x|N+2

)
.

Dessa forma, para x ∈ RN\{0} vale a igualdade

∆v(x) =
N∑
j=1

∂v(x)

∂xj
=

N∑
j=1

−(N − 2)RN−2M(2SKd∞)
1
2

(
1

|x|N
−

Nx2
j

|x|N+2

)
= 0.

Do Lema 2.16 sabemos que ‖u‖∞ 6 M(2SKd∞)
1
2 ; portanto, se |x| = R, então

||u||∞ 6 v(x). Dessa forma, pela própria definição de norma no L∞, deduzimos que

u(x) 6 v(x) (∀ x ∈ ∂BR).

Agora definimos a função w : RN → R por

w(x) :=

{
0, se |x| 6 R,
(u− v)+, se |x| > R.
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Dessa forma, w ∈ D1,2(RN); além disso, w ∈ E, porque u, v ∈ E. Para completar a
demonstração do lema, vamos mostrar que (u− v)+ = 0 para |x| > R.

Como u 6 v em ∂BR, pela definição de w temos que w(x) = 0 para todo x ∈ ∂BR e
w > 0.

Considerando w como função teste e usando a desigualdade (2.17), g(x, t) 6 V (x)t/K
para todo |x| > R, obtemos∫

RN
|∇w|2 dx =

∫
RN
∇(u− v) · ∇w dx

=

∫
|x|>R

(∇u · ∇w −∇v · ∇w) dx

=

∫
|x|>R

∇u · ∇w dx−
∫
|x|>R

∇v · ∇w dx

=

∫
|x|>R

(g(x, u)w − V (x)uw) dx−
∫
|x|>R

∇v · ∇w dx

6
∫
|x|>R

(
V (x)uw

K
− V (x)uw

)
dx−

∫
|x|>R

∇v · ∇w dx

=

(
1

K
− 1

)∫
|x|>R

V (x)uw dx−
∫
|x|>R

∇v · ∇w dx .

Usando o teorema de Green, obtemos∫
|x|>R

∇v · ∇w dx =

∫
∂BR(0)

w(σ)∇vw dx σ −
∫
|x|>R

w(x)∆v(x) dx .

E como v é uma função harmônica e já que w = 0 em ∂BR, deduzimos que∫
|x|>R

∇v · ∇w dx = 0.

Consequentemente, ∫
RN
|∇w|2 dx 6

(
1

K
− 1

)∫
|x|>R

V (x)uw dx .

Por fim, como K > 2, segue-se que ∫
RN
|∇w|2 dx 6 0,

o que mostra que w é constante em RN . Entretanto, como w(x) = 0 para todo x ∈ RN

com |x| 6 R, segue-se que

w(x) = 0 (∀ x ∈ RN).

Portanto, (u− v)+ = 0 para |x| > R e, consequentemente, u 6 v em |x| > R. Isso conclui
a demonstração do lema.
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2.5 Conclusão da demonstração do primeiro teorema
Para finalizar este capítulo, vamos mostrar que a solução do problema auxiliar (2.20)
obtida anteriormente é uma solução do problema (2.1).

Demonstração do Teorema 1.3. Dos Lemas 2.9 e 2.11, sabemos que o problema (2.20)
tem uma solução positiva u. Assim, para alcançar nosso objetivo é suficiente mostrar que
u verifica a desigualdade

f(u) 6
V (x)

K
u (∀ |x| > R). (2.61)

Do Lema anterior e da primeira desigualdade dada em (2.2), obtemos

f(u)

u
6 c0|u|2

∗−2 = c0|u|
4

N−2 6 c0(M(2SKd∞)
1
2 )

4
N−2

R4

|x|4
∀ |x| > R).

Agora definimos a constante

Λ∗ := Kc0(M(2SKd∞)
1
2 )

4
N−2 .

Considerando Λ > Λ∗, segue da hipótese (V3) que

f(u)

u
6 c0(M(2SKd∞)

1
2 )

4
N−2

R4

|x|4
=

Λ∗

K

R4

|x|4
6

Λ

K

R4

|x|4
6
V (x)

K
∀ |x| > R).

Portanto, a demonstração do Teorema 1.3 está completa.
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Capítulo 3

Demonstração do segundo teorema

O resultado principal deste capítulo é o teorema de existência do artigo de Alves e
Souto [3], intitulado Existence of solutions for a class of nonlinear Schrödinger equati-
ons with potential vanishing at infinity. Para melhor comodidade do leitor, repetimos as
hipóteses sobre a não linearidade f , sobre o potencial V e sobre a função K, juntamente
com alguns comentários e exemplos; também reenunciamos o segundo teorema. Em se-
guida, apresentamos a estrutura variacional do problema, incluindo a definição de um
espaço de funções onde definimos o funcional de Euler-Lagrange. Também mostramos,
sem usar a condição de Ambrosetti-Rabinowitz, que o funcional de energia associado tem
a geometria do passo da montanha. A etapa seguinte consiste em demonstrar uma desi-
gualdade do tipo de Hardy com o intuito de contornar a dificuldade causada pela ausência
de compacidade das imersões de Sobolev. Finalmente, concluímos que existe uma solução
fraca para o problema.

3.1 Estrutura variacional do problem semilinear
Nosso objetivo neste capítulo é estudar a existência de solução fraca para o problema
elíptico semilinear 

−∆u+ V (x)u = K(x)f(u) (x ∈ RN),

u(x) > 0 (x ∈ RN),

u ∈ D1,2(RN),

(3.1)

em que N > 3, o espaço de funções D1,2(RN) já foi definido previamente nos capítulos 1
e 2 e V,K : RN → R e f : R → R são funções contínuas. Supomos inicialmente que o
potencial V : RN → R e a função K : RN → R são funções não negativas e verificam as
hipóteses seguintes.

(K1) V (x) > 0 e K(x) > 0 para todo x ∈ RN e K ∈ L∞(RN).

(K2) Se {An}n∈N ⊂ RN é uma sequência de conjuntos de Borel tais que |An| 6 R para
todo n ∈ N e para algum R > 0, então

lim
r→+∞

∫
An∩Bcr

K(x)dx = 0 uniformemente em n ∈ N. (3.2)
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Lembramos que em um espaço topológico, um conjunto de Borel é um conjunto que pode
ser formado por conjuntos abertos através de uniões enumeráveis e interseções enumeráveis
e de conjuntos complementares.

Além disso, uma das condições a seguir é válida:

(K3) K/V ∈ L∞(RN) ou

(K4) existe p ∈ (2, 2∗) tal que K(x)/[V (x)](2
∗−p)/(2∗−2) → 0 quando |x| → +∞.

Assim como no capítulo 2, para estudar o problema (3.1) também consideramos o
espaço de Hilbert E definido por

E :=

{
u ∈ D1,2(RN) :

∫
RN
V (x)u2 dx < +∞

}
(3.3)

munido do produto escalar ( · | · )E : D1,2(RN)×D1,2(RN)→ R dado por

(u|v)E :=

∫
RN
∇u(x) · ∇v(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)v(x) dx

e da correspondente norma

‖u‖E :=
√

(u|u)E =

(∫
RN
|∇u(x)|2 dx+

∫
RN
V (x)|u(x)|2 dx

)1/2

.

Também denotamos essa norma simplesmente por ‖u‖ = ‖u‖E sem o subscrito.

Observação 3.1. 1. Como mencionamos no histórico do capítulo 1, seção 1.4, Am-
brosetti, Felli e Malchiodi [7] estudaram uma variante do problema (3.1) com uma não
linearidade do tipo potência pura e subcrítica, f(s) = sp−1 com 3 < p < 2∗ = 2N/(N−2),
incluindo funções V,K : RN → R diferenciáveis e para as quais existem constantes reais
positivas τ, ξ, a1, a2, a3 ∈ R+ tais que

a1

1 + |x|τ
6 V (x) 6 a2 e 0 < K(x) 6

a3

1 + |x|ξ
(∀ x ∈ RN). (3.4)

Adicionalmente, as constantes τ, ξ ∈ R+ verificam as desigualdades 2∗−4ξ/[τ(N−2)] < p
se 0 < ξ < τ ou p > 1 se ξ > τ .

A condição (3.4) tem grande interesse na teoria de equações elípticas semilineares,
já que pode ser usada para demonstrar que o espaço de Hilbert E está compactamente
imerso no espaço de Lebesgue com peso

LpK(RN) :=

{
u : RN → R

∣∣∣ u é mensurável e
∫
RN
K(x)|u(x)|p dx

}
,

isto é E ↪→ LpK(RN). Evidentemente, o interesse dessas imersões é que permitem o uso de
métodos variacionais para demonstrar a existência de soluções para problemas elípticos
semilineares.

2. As hipóteses aqui consideradas para o problema (3.1) são mais gerais do que a
condição (3.4); em outros termos, as desigualdades em (3.4) podem ser compreeendidas
como um caso particular das hipóteses (K1), (K2) juntamente com (K3) ou (K4).
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3. A hipótese (K1) é mais fraca do que qualquer uma das hipóteses seguintes:

(a) Existem constantes reais positivas r, ρ ∈ R+ tais que r > 1, ρ > 0 eK ∈ Lr(R\Bρ(0)).
(b) K(x)→ 0 quando |x| → +∞.
(c) K(x) = K1(x) +K2(x) em que K1 e K2 verificam as condições ((a)) e ((b)), respec-

tivamente.

4. Se as funções V,K : RN → R verificam a condição (3.4), então a função K verifica
as hipóteses (K1), (K2) e (K3) ou (K1), (K2) e (K4). Entretanto, existem funções que V
e K que verificam esses dois grupos de hipóteses mas que não verificam a condição (3.4).
Por exemplo, seja (Bn)n∈N ⊂ RN uma sequência disjunta de bolas abertas contradas em
ξn = (n, 0, . . . , 0) ∈ RN ; e seja K3 : RN → R uma função tal que K3(x) = 0 para todo x ∈
RN\

⋃∞
j=nBj e K3(ξn) = 1 e

∫
Bn
K3(x) dx = 1/2n. Então as funções definidas por V (x) =

K(x) = K3(x) + 1/ ln(2 + |x|) verificam as hipóteses (K1), (K2) e (K3) ou (K1), (K2)
e (K4) mas não verificam a condição (3.4). O mesmo pode ser afirmado sobre as funções
definidas por K(x) = K3(x) + 1/ ln(2 + |x|) e V (x) = K3(x) + (1/ ln(2 + |x|))(2∗−2)/(2∗−p)

para 2 < p < w∗.

5. Exemplos de funções V,K : RN → R que verificam as hipóteses (K1), (K2) e (K3)
como também as hipóteses (K1), (K2) e (K4) incluem uma função potencial V (x) = V ,
em que V ∈ R+ é uma constante positiva e a função definida por

K(x) =

{
1, se |x| 6 1,

e(1−|x|), se |x| > 1.

Com relação à não linearidade f : R → R, supomos que essa função possui um
comportamento quase crítico e verifica as hipóteses seguintes.

(f4) f(s) = 0 para todo s 6 0.

(f5) lim sups→0 f(s)/s = 0 se vale (K3) ou lim sups→0+ |f(s)|/sp−1 < +∞ se vale (K4).

(f6) f possui crescimento quase crítico, isto é, lim sups→+∞ f(s)/s2∗−1 = 0 em que 2∗ =
2N/(N − 2) é o expoente crítico de Sobolev.

(f7) f(s)/s é função não decrescente em R+ e sua primitiva F é superquadrática no
infinito, isto é, lims→+∞ F (s)/s2 = +∞.

Observação 3.2. 1. A hipótese (f4) é comumente utilizada quando se pretende de-
monstrar a existência de soluções positivas para problemas elípticos semilineares.

2. Em relação à primeira parte da hipótese (f5), existe c1 ∈ R+ tal que |f(s)| 6 c1|s|
para s próximo a zero; e em relação à segunda parte da hipótese (f5), existe c2 ∈ R+ tal
que |f(s)| 6 c2|s|p−1 6 c2|s| para s próximo a zero. Portanto, definimos c := max{c1, c2}
e obtemos, para s suficientemente pequeno,

|f(s)| 6 c|s|. (3.5)

3. A hipótese (f7) é mais fraca que a condição de Ambrosetti-Rabinowitz dada
por (f3). Como já vimos pelo item 2 da Observação 2.1, a condição de Ambrosetti-
Rabinowitz é muito importante para assegurar que o funcional de Euler-Lagrange asso-
ciado ao problema (1.25) tem a geometria do passo da montanha, assim como também
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é usada para garantir que a sequência de Palais-Smale associada a esse funcional é limi-
tada. Entretanto, a hipótese (f3) é muito restritiva; por isso, Alves e Souto substituíram
a hipótese (f3) pela hipótese (f7).

A seguir apresentamos dois exemplos de não linearidades que verificam as hipóte-
ses (f4), (f5), (f6) e (f7). Sejam as funções f1, f2 : R→ R definidas por

a) f1(s) = (s+) em que s+ = max{s, 0};
b) f2(s) = log 2(s+)p se s 6 1 e f2(s) = log(1 + s)s se s > 1. em que 2 < p < 2∗.

Notamos que a não linearidade f2 não verifica a condição de Ambrosetti-Rabinowitz.

Com essas hipóteses, estamos preparados para demonstrar o segundo teorema desta
dissertação, que reenunciamos a seguir.

Teorema 1.4. Sejam válidas as hipóteses (K1), (K2) e (K3) ou (K1), (K2) e (K4) sobre
as funções V,K : RN → R, como também as hipóteses (f4), (f5), (f6) e (f7) sobre a função
f : R → R. Então o problema (3.1) possui solução positiva do tipo ground state, isto é,
uma solução positiva u ∈ D1,2(RN) com energia igual ao nível do passo da montanha
associado ao funcional de energia.

Nosso objetivo é definir o conceito de solução fraca para o problema (3.1) e de-
monstrar a existência dessa solução. Com este intuito, consideramos uma função teste
v ∈ C1

0(RN). Multiplicamos ambos os lados da equação diferencial do problema (3.1) por
v,

−∆u(x)v(x) + V (x)u(x)v(x) = K(x)f(u(x))v(x) (x ∈ RN)

e integramos em todo o espaço RN ,

−
∫
RN

∆u(x)v(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)v(x) dx =

∫
RN
K(x)f(u(x))v(x) dx .

Aplicando Teorema A.7 de Green, obtemos∫
RN
∇u(x) · ∇v(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)v(x) dx

=

∫
RN
K(x)f(u(x))v(x) dx (v ∈ C1

0(RN))

em que o termo de fronteira não está presente porque a função teste se anula no exterior
de algum conjunto compacto.

O problema (3.1) pode então ser reformulado como um problema de minimização
para o funcional J : E → R definido por

J(u) :=
1

2

∫
RN
|∇u(x)|2 dx+

1

2

∫
RN
V (x)|u(x)|2 dx−

∫
RN
K(x)F (u(x)) dx . (3.6)

De fato, seguindo os mesmos passos da demonstração do Lema 2.4 é possível mostrar
que esse funcional é continuamente Fréchet diferenciável, J ∈ C1(E), e que sua derivada
em u ∈ E aplicada ao elemento v ∈ E é dada por

J ′(u)v =

∫
RN
∇u(x) · ∇v(x) dx+

∫
RN
V (x)u(x)v(x) dx

−
∫
RN
K(x)f(u(x))v(x) dx (∀v ∈ E).
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Portanto, essa equação nos permite caracterizar as soluções fracas do problema elíp-
tico semilinear (3.1) como pontos críticos do funcional J de Euler-Lagrange.

Observação 3.3. Para simplificar as notações e seguindo a prática comum, de agora em
diante escrevemos u no lugar de u(x), f(u) no lugar de f(u(x)), etc. Também denotamos
por C ∈ R+ uma constante real positiva, que pode ter valores diferentes de uma passagem
para outra.

3.2 A geometria do passo da montanha
Como o problem (3.1) envolve todo o espaço RN , existe a perda de compacidade das imer-
sões de Sobolev e isso causa uma série de dificuldades para a demonstração do resultado
de existência de solução fraca. Uma das formas de contornar essas dificuldades é tentar
identificar um possível nível de energia do funcional de Euler-Lagrange, abaixo do qual é
possível recuperar a compacidade das sequências de Cerami; veja a definição 3.5.

O próximo resultado garante que o funcional J tem a geometria do passo da monta-
nha; veja o Teorema A.23.

Lema 3.4. O funcional J : E → R definido em (3.6) verifica a geometria do teorema do
passo da montanha. Mais precisamente, as propriedades abaixo são válidas.

1. Existem r ∈ R+ e µ ∈ R+ tais que J(u) > µ para toda função u ∈ E com ‖u‖ = r;

2. Existe e2 ∈ E\{0} tal que J(e2) < 0.

Demonstração. 1. Usando a hipótese (f6), deduzimos que existe uma constante po-
sitiva C ∈ R+ tal que

F (s) 6 C|s|2∗ (∀ s ∈ R+).

Usando essa desigualdade conjuntamente com a hipótese (K1), obtemos

K(x)F (s) 6 C|s|2∗ (∀ s ∈ R+) (q.t.p. x ∈ RN), (3.7)

e aplicando a desigualdade de Sobolev,(∫
RN
|u|2∗ dx

)
6 C

(∫
Rn
|∇u|2 dx

) 2∗
2

. (3.8)

Assim, por (3.7) e (3.8), obtemos∫
RN
K(x)F (u) dx 6 C

∫
RN
|u|2∗ dx

6 C

(∫
RN
|∇u|2 dx

) 2∗
2

6 C

(∫
RN
|∇u|2 dx+

∫
RN
V (x)u2 dx

) 2∗
2

6 C‖u‖2∗ . (3.9)
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Pela definição do funcional J dada em (3.6) e pela desigualdade (3.9), deduzimos que

J(u) >
1

2
‖u‖2 − C‖u‖2∗

Assim, considerando ‖u‖ suficientemente pequeno, segue-se que a primeira parcela
do lado direito da desigualdade precedente com o fator ‖u‖2 domina a segunda parcela
com o fator ‖u‖2∗ . Por esta razão, obtemos a existência de r0 ∈ R+ e de µ0 ∈ R+ tais que
I∞(u) > µ0 para toda função u ∈ E com ‖u‖ = r0. Com isso concluímos a demonstração
do primeiro item.

2. Da hipótese (f7) deduzimos que para todo número realM ∈ R+, existe um número
real sM ∈ R+ tal que F (s) > Ms2 para todo s > sM . Por outro lado, definindo CM :=
sups∈[0,sM ] F (s), temos que CM ∈ R. Combinando essas duas desigualdades, deduzimos
que F (s) >Ms2 − CM para todo s ∈ R∗+.

F (s) >Ms2 − CM (∀ s ∈ R∗+). (3.10)

Fixando uma função u ∈ E\{0} e usando (3.10), obtemos

J(tu) =
1

2
|t|2
∫
RN
|∇u|2 dx+

1

2
|t|2
∫
RN
V (x)u2 dx−

∫
RN
K(x)F (tu) dx

6
1

2
|t|2
∫
RN
|∇u|2 dx+

1

2
|t|2
∫
RN
V (x)u2 dx− |t|2

∫
RN
K(x)M |u|2 dx

= |t|2 1

2

∫
RN
|∇u|2 dx+

1

2
|t|2
∫
RN
V (x)u2 dx− |t|2M

∫
RN
K(x)|u|2 dx . (3.11)

Na argumentação acima, a constante M ∈ R+ é fixa mas arbitrária. Fazendo M
suficientemente grande, deduzimos que existe tu ∈ R+ tal que, definindo e2 = tuu, obtemos
‖e2‖ > r e I∞(e2) < 0. Assim, concluímos a demonstração do segundo item.

A seguir definimos os conceitos de sequência de Cerami e de condição de Cerami.

Definição 3.5. Dizemos que uma sequência de funções (un)n∈N ⊂ E é uma sequência de
Cerami para o funcional J no nível c se

J(un)→ c e (1 + ‖un‖)J ′(un)→ 0

quando n→ +∞. E dizemos que um funcional J : E → R verifica a condição de Cerami
no nível c, (ou simplesmente: J verifia a condição (C)c) se toda sequência de Cerami
para J no nível c tem uma subsequência (unj)j∈N ⊂ E fortemente convergente em E,
unj → u ∈ E quando j → +∞. Além disso, dizemos simplesmente que J verifica a
condição de Cerami se J verifica a condição de Cerami no nível c para todo c ∈ R.

Observação 3.6. A condição de Cerami é mais fraca do que a condição de Palais-Smale;
veja a Definição 2.8. Entretanto, é possível mostrar que se J ∈ C1(E) é um funcional
limitado inferiormente, então essas duas condições são de fato equivalentes. A condição
de Cerami é uma condição de compacidade relativamente forte; por exemplo, as funções
constantes não verificam essa condição.
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O Lema 3.4 garante que J satisfaz a geometria do teorema do passo da montanha.
Consequentemente, existe uma sequência de Cerami (un)n∈N ⊂ E para esse funcional no
nível de minimax c, isto é, uma sequência tal que

J(un)→ c e (1 + ‖un‖)‖J ′(un)‖ → 0. (3.12)

Lembramos que c ∈ R+ é o nível do passo da montanha associado a J (nível de minimax),
isto é,

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t))

em que

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0 e γ(1) = e2},

é a classe de caminhos unindo a origem ao elemento e2 ∈ E\{0}, verificando a desigualdade
J(e2) < 0 e determinado no Lema 3.4.

Observação 3.7. Em decorrência da hipótese (f4), sem perda de generalidade podemos
considerar as sequências de Cerami (un)n∈N ⊂ E formadas por funções não negativas.

3.3 Resultados de compacidade
Nosso objetivo nesta seção é contornar a perda de compacidade do problema (3.1). Para
isso, mostramos um resultado de imersão compacta. Alves e Souto referem-se a essa
proposição como desigualdade de Hardy.

Proposição 3.8 (Desigualdade de Hardy). Suponhamos que sejam válidas as hipóte-
ses (K1) e (K2) sobre as funções V,K : RN → R.

1. Se vale (K3) então E ↪→ LqK(RN) é imersão compacta para todo q ∈ (2, 2∗)

2. Se vale (K4) então E ↪→ LqK(RN) é imersão compacta para algum p ∈ (2, 2∗)

Demonstração. 1. Para demonstrar o primeiro item supomos que valem as hipóte-
ses (K1), (K2) e (K3). Notamos que, dado ε > 0, como 2 < q < 2∗ podemos encontrar
c ∈ R e s0 ∈ R+ tais que

|s|q 6 ε|s|2, para 0 6 s 6 s0,

de modo que, usando o fato de K/V ∈ L∞(RN), dado por (K3), temos

K(x)|s|q 6 εcV (x)|s|2 (0 6 s 6 s0) (∀ x ∈ RN).

Já que 2 < q < 2∗, dado ε > 0 podemos encontrar s1 > 1 tal que

|s|q 6 ε|s|2∗ (∀ s > s1),

de modo que, usando o item (K1), temos

K(x)|s|q 6 εc|s|2∗ (∀ s > s1).
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Pela continuidade das funções envolvidas, temos que existe c > 0 tal que

K(x)|s|q 6 εcK(x)χ[s0,s1](|s|)|s|2
∗

(s0 6 s 6 s1) (x ∈ RN).

Assim, para um dado ε > 0, existem C > 0 e 0 < s0 < s1 tais que

K(x)|s|q 6 εC(V (x)|s|2 + |s|2∗) + CK(x)χ[s0,s1](|s|)|s|2
∗
. (3.13)

Agora devemos fazer uma estimativa para a integral
∫
Bcr
K(x)|u|q dx no complemen-

tar da bola Br ⊂ RN de raio r centrada na origem. Com esse intuito, integrando a
desigualdade (3.13) em Bc

r, obtemos∫
Bcr

K(x)|u|q dx 6 εC

∫
Bcr

(V (x)|u|2 + |u|2∗) dx+ C

∫
Bcr

K(x)χ[s0,s1](|u|)|u|2
∗

dx

6 εC

∫
RN

(
V (x)|u|2 + |u|2∗

)
dx+ C

∫
Bcr

K(x)χ[s0,s1](|u|)|u|2
∗

dx

= εCQ(u) + C

∫
Bcr

K(x)χ[s0,s1](|u|)|u|2
∗

dx

6 εCQ(u) + C

∫
A∩Bcr

K(x) dx (∀ u ∈ E), (3.14)

em que

A := {x ∈ RN : s0 6 |u(x)| 6 s1} e Q(u) :=

∫
RN
V (x)|u|2 dx+

∫
RN
|u|2∗ dx .

Se (vn)n∈N ⊂ E é uma sequência tal que vn ⇀ v fracamente em E quando n→ +∞,
então essa sequência é limitada em E, já que todo espaço de Hilbert é reflexivo. Portanto,
existe uma constante C ∈ R+ tal que ‖vn‖ 6 C para todo n ∈ N.

Da desigualdade de Sobolev, ‖vn‖L2∗(RN ) 6 S‖∇vn‖L2(RN ), temos que(∫
RN
|vn|2

∗
dx

) 1
2∗

6 S

(∫
RN
|∇vn|2 dx

) 1
2

6 S

(∫
RN
|∇vn|2 dx+

∫
RN
V (x)v2

n dx

) 1
2

6 SC.

Portanto, ∫
RN
|vn|2

∗
dx 6 (SC)2∗.

Agora definimos M1 := max{(SC)2∗ , C2}; dessa forma,∫
RN
|∇vn|2 dx+

∫
RN
V (x)|vn|2 dx 6M1 e

∫
RN
|vn|2

∗
dx 6M1 (∀ n ∈ N),

e isso implica que a sequência (Q(vn))n∈N ⊂ R é limitada.

Por outro lado, definimos a sequência de conjuntos (An)n∈N ⊂ RN por

An := {x ∈ RN : s0 6 |vn(x)| 6 s1}.
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Dessa definição e da desigualdade
∫
RN |vn|

2∗ dx 6M1, temos que

s2∗

0 6 |vn|2
∗
6 s2∗

1 .

Integrando a desigualdade precedente no conjunto An, obtemos∫
An

s2∗

0 dx 6
∫
An

|vn|2
∗

dx 6M1.

Consequentemente,

s2∗

0 |An| 6
∫
An

|vn|2
∗

dx 6M1 (∀ n ∈ N),

o que mostra que supn∈N |An| < +∞. Portanto, pela hipótese (K2) deduzimos que existe
r > 0 tal que

lim
r→+∞

∫
An∩Bcr

K(x) dx = 0 uniformemente em n ∈ N.

Assim, pela definição de convergência uniforme,∫
An∩Bcr

K(x) dx <
ε

C
(∀ n ∈ N). (3.15)

Sendo assim, (3.14) e (3.15) implicam que∫
Bcr

K(x)|vn|q dx

6 εCQ(vn) + C

∫
An∩Bcr

K(x) dx

= εC

(∫
RN
V (x)|vn|2 dx+

∫
RN
|vn|2

∗
dx

)
+ C

∫
An∩Bcr

K(x) dx

6 εC

(∫
RN
|∇vn|2 dx+

∫
RN
V (x)|vn|2 dx+

∫
RN
|vn|2

∗
dx

)
+ C

∫
An∩Bcr

K(x) dx

6 2εCM1 + C

∫
An∩Bcr

K(x) dx

< 2εCM1 + C
ε

C
= ε(2CM1 + 1). (3.16)

Usando a desigualdade (3.16) e o fato de que ε ∈ R+ é arbitrário deduzimos que

lim
n→∞

∫
Bcr

K(x)|vn|q dx = 0. (3.17)

Agora devemos fazer uma estimativa para a integral
∫
Br
K(x)|vn|q dx na bola Br ⊂

RN de raio r centrada na origem. Como E(Br) ⊂ D1,2(Br) e já que D1,2(Br) ↪→ Lq(Br)
é uma imersão compacta para todo q ∈ (2, 2∗), então a imersão E(Br) ↪→ Lq(Br) é
compacta. Assim, se vn ⇀ v fracamente em E(Br) quando n → +∞, afirmamos que
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vn → v fortemente em Lq(Br), possivelmente após passagem a uma subsequência, que
sempre denotamos da mesma forma. Naturalmente, com a notação E(Br) indicamos o
conjunto das funções do espaço E com domínio na bola Br; analogamente para os outros
espaços.

Pelo Teorema A.13, segue-se que

vn(x)→ v(x) q.t.p. Br;

além disso, pelo mesmo teorema, existe h ∈ Lq(Br) tal que

|vn(x)| 6 h(x) q.t.p. Br.

Dessa forma, pela hipótese (K1) e pelo fato de K ser contínua, deduzimos que

K(x)vn(x)→ K(x)v(x) q.t.p. Br

e que

K(x)|vn(x)|q 6 K(x)h(x)q q.t.p. Br.

Com base nesses fatos podemos aplicar o Teorema A.11 da Convergência Dominada
para calcular

lim
n→∞

∫
Br

K(x)|vn|q dx =

∫
Br

K(x)|v|q dx . (3.18)

Portanto, a estimativa (3.17) e o limite (3.18) implicam que

lim
n→∞

∫
RN
K(x)|vn|q dx =

∫
RN
K(x)|v|q dx .

Consequentemente, vn → v fortemente em LqK(RN) para todo q ∈ (2, 2∗) e, portanto,
E ↪→ LqK(RN) é uma imersão compacta para todo q ∈ (2, 2∗).

2. Para demonstrar o segundo item supomos que valem as hipóteses (K1), (K2)
e (K4). Começamos observando que para cada x ∈ RN fixado, a função g : R+ → R
definida por

g(s) = V (x)s2−p + s2∗−p

tem valor mínimo dado por

min
s∈R+

g(s) =

(
2∗ − 2

2∗ − p

)(
p− 2

2∗ − p

) 2−p
2∗−2

[V (x)]
2∗−p
2∗−2 := Cp [V (x)]

2∗−p
2∗−2 .

Consequentemente,

CpV (x)
2∗−p
2∗−2 6 V (x)s2−p + s2∗−p (∀ x ∈ RN) (∀s ∈ R+).

Agora vamos fazer uma estimativa para a integral
∫
Bcr
K(x)|vn|p dx no complementar

de uma bola Br ⊂ RN cujo raio definimos a seguir.
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Combinando a desigualdade precedente com a hipótese (K4), deduzimos que dado ε ∈
(0, Cp), existe r > 0 suficientemente grande tal que, pela definição de limite,K(x)/V (x)

2∗−p
2∗−2 6

ε. Assim,

K(x)

[V (x)]
2∗−p
2∗−2

Cp [V (x)]
2∗−p
2∗−2 6 ε(V (x)|s|2−p + |s|2∗−p),

o que implica que

K(x)Cp|s|p 6 ε(V (x)|s|2 + |s|2∗).

Portanto, denotando ε̃ = ε/Cp obtemos

K(x)|s|p 6 ε̃(V (x)|s|2 + |s|2∗) (∀ s ∈ R) (∀ |x| > r). (3.19)

E integrando essa desigualdade no complementar da bola de raio r centrada na origem,
temos que∫

Bcr

K(x)|u|p dx 6 ε̃

(∫
Bcr

V (x)|u|2 dx+

∫
Bcr

|u|2∗ dx

)
(∀ u ∈ E). (3.20)

Se (vn)n∈N ⊂ E é uma sequência tal que vn ⇀ v fracamente em E quando n→ +∞,
então essa sequência é limitada em E, ou seja, existe C > 0 tal que ‖vn‖ 6 C para todo
n ∈ N. Da desigualdade de Sobolev e da desigualdade anterior, obtemos(∫

RN
|vn|2

∗
dx

) 1
2∗

6 S

(∫
RN
|∇vn|2 dx

) 1
2

6 S

(∫
RN
|∇vn|2 dx+

∫
RN
V (x)v2

n) dx

) 1
2

6 SC.

Assim,
∫
RN |vn|

2∗ dx 6 (SC)2∗. Agora definimos M1 := max{(SC)2∗ , C2}; portanto,∫
RN
V (x)|vn|2 dx 6

∫
RN
|∇vn|2 dx+

∫
RN
V (x)|vn|2 dx 6M1 (∀ n ∈ N)

e também ∫
RN
|vn|2

∗
dx 6M1 (∀ n ∈ N).

Combinando essas duas desigualdades com (3.20), temos que∫
Bcr

K(x)|vn|p dx 6 2ε̃M1 (∀ n ∈ N). (3.21)

Usando a desigualdade (3.21) e o fato de que ε ∈ R+ é arbitrário, deduzimos que

lim
n→∞

∫
Bcr

K(x)|vn|p dx = 0. (3.22)
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Agora devemos fazer uma estimativa para a integral
∫
Br
K(x)|vn|p dx na bola Br ⊂

RN . Como E(Br) ⊂ D1,2(Br) e já que D1,2(Br) ↪→ Lp(Br) é uma imersão compacta,
para algum p ∈ (2, 2∗), então E(Br) está imerso compactamente em Lp(Br). Assim, se
vn ⇀ v fracamente em E(Br) quando n → +∞, afirmamos que vn → v fortemente em
Lp(Br), possivelmente após passagem a uma subsequência, que sempre denotamos da
mesma forma.

De forma análoga ao que fizemos no primeiro item desta proposição, podemos aplicar
o Teorema A.13 para obter subsequências que convergem em quase todo ponto e também
para determinar uma função integrável que domina as funções da sequência. Pelo Teo-
rema A.11 da Convergência Dominada deduzimos que

lim
n→∞

∫
Br

K(x)|vn|p dx =

∫
Br

K(x)|v|p dx . (3.23)

Portanto, a estimativa (3.22) e o limite (3.23) implicam que

lim
n→∞

∫
RN
K(x)|vn|p dx =

∫
RN
K(x)|v|p dx .

Consequentemente, vn → v fortemente em LpK(RN) para algum p ∈ (2, 2∗) e, finalmente,
deduzimos que E ↪→ LpK(RN) é uma imersão compacta para algum p ∈ (2, 2∗).

3.4 A limitação das sequências de Cerami
O próximo lema é um passo importante para provar que as sequências de Cerami obtidas
em (3.12) são limitadas.

Lema 3.9. Suponhamos que as hipóteses (K1), (K2), (K3) ou (K1), (K2), (K4) sobre as
funções V,K : RN → R sejam válidas; suponhamos também que valem as hipóteses (f4),
(f5), (f6) e (f7) sobre a não linearidade f : R→ R. Seja (vn)n∈N ⊂ E uma sequência tal
que vn ⇀ v fracamente em E quando n→ +∞. Então

lim
n→∞

∫
RN
K(x)F (vn) dx =

∫
RN
K(x)F (v) dx (3.24)

e

lim
n→∞

∫
RN
K(x)f(vn)vn dx =

∫
RN
K(x)f(v)v dx . (3.25)

Demonstração. Demonstramos apenas o limite dado pela equação (3.24), pois a demons-
tração para o limite (3.25) é similar. A demonstração será feita em duas partes. Primei-
ramente consideramos o grupo de hipóteses que inclui (K3) e depois o que inclui (K4).

1. Suponhamos que as hipóteses (K1), (K2) e (K3) sejam válidas. Usando a hipó-
tese (f5), deduzimos que existem ε ∈ R+ e s0 ∈ R+ tais que

F (s) 6 ε|s|2 (∀ s ∈ [0, s0]), (3.26)

de modo que, usando (K3), existe uma constante c ∈ R+ tal que

K(x)F (s) 6 εcV (x)|s|2 (∀ s ∈ [0, s0]) (q.t.p. x ∈ RN).
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Pela hipótese (f6), existem ε > 0 e s1 > s0 tais que

F (s) 6 ε|s|2∗ (s > s1), (3.27)

de modo que, usando (K1), obtemos

K(x)F (s) 6 εc|s|2∗ (∀ s > s1) (x ∈ RN).

Pela continuidade da função f , existe c > 0 tal que

K(x)F (s) 6 K(x)|s|q (∀ s0 6 s 6 s1) (x ∈ RN). (3.28)

Combinando (3.26), (3.27) e (3.28), obtemos

|K(x)F (s)| 6 εC(V (x)|s|2 + |s|2∗) +K(x)|s|q (∀ s ∈ R). (3.29)

Como vn ⇀ v fracamente em E quando n → +∞, então a sequência (vn)n∈N ⊂ E é
limitada em E; portanto, existe M1 ∈ R+ tal que∫

RN
V (x)|vn|2 dx 6M1 e

∫
RN
|vn|2

∗
dx 6M1. (3.30)

Observamos que o argumento para determinar a constante M1 ∈ R+ usada logo acima é
análogo ao apresentado na demonstração da Proposição 3.8. Por essa mesma proposição
também deduzimos que∫

RN
K(x)|vn|q dx→

∫
RN
K(x)|v|q dx (n→ +∞).

Assim, existe r ∈ R+ tal que∫
Bcr

K(x)|vn|q dx < ε (∀ n ∈ N). (3.31)

Combinando (3.29), (3.30) e (3.31), obtemos∣∣∣∣∫
Bcr

K(x)F (vn) dx

∣∣∣∣ 6 ∫
Bcr

|K(x)F (vn)| dx

6 εC

(∫
Bcr

V (x)|vn|2 dx+

∫
Bcr

|vn|2
∗

dx

)
+

∫
Bcr

K(x)|vn|q dx

6 2εCM1 + ε

= (2CM1 + 1)ε (∀ n ∈ N). (3.32)

Como ε ∈ R+ é arbitrário, por (3.32) deduzimos que

lim
n→+∞

∫
Bcr

K(x)F (vn) dx = 0. (3.33)

Além disso, pelo Teorema A.11 da Convergência Dominada,

lim
n→+∞

∫
Br

K(x)F (vn) dx =

∫
Br

K(x)F (v) dx . (3.34)
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De fato, a sequência de funções (vn)n∈N ⊂ L2∗(Br(0)) é limitada e a hipótese (f6) jun-
tamente com a convergência em quase todo ponto garantem que é possível fazer a pas-
sagem ao limite dentro da integral; veja, por exemplo, Berestycki e Lions [13, Theo-
rem A.1,p. 338].

Combinando os limites (3.33) e (3.34) deduzimos que

lim
n→∞

∫
RN
K(x)F (vn) dx =

∫
RN
K(x)F (v) dx

e isso conclui a demonstração do limite (3.24) no primeiro caso.

2. Agora suponhamos que as hipóteses (K1), (K2) e (K4) sejam válidas. Repetindo
os mesmos argumentos da Proposição (3.8), dado ε > 0 suficientemente pequeno, existe
r > 0 suficientemente grande tal que

K(x) 6 ε(V (x)|s|2−p + |s|2∗−p) (∀ s ∈ R) (∀ |x| > r).

Essa é, a menos de notação, a mesma desigualdade (3.19). Consequentemente,

K(x)|F (s)| 6 ε(V (x)|F (s)||s|2−p + |F (s)||s|2∗−p) (∀ s ∈ R) (∀ |x| > r). (3.35)

Da hipótese (f5) deduzimos que existem constantes C1 > 0 e s0 ∈ R+ tais que

|F (s)| 6 C1|s|p (∀s < s0). (3.36)

Logo, combinando (3.35) com (3.36), obtemos obtemos

K(x)|F (s)| 6 ε

(
V (x)|F (s)| |s|

2

|s|p
+ |F (s)| |s|

2∗

|s|p

)
6 ε

(
V (x)C1|s|p

|s|2

|s|p
+ C1|s|p

|s|2∗

|s|p

)
= ε

(
V (x)C1|s|2 + C1|s|2

∗)
= C1ε(V (x)|s|2 + |s|2∗) (∀ s < s0) (∀ |x| > r) (3.37)

Da hipótese (f6) deduzimos que existem constantes C2 > 0 e s1 ∈ R+ tais que

|F (s)| 6 C2|s|2
∗

(∀s > s1). (3.38)

Consequentemente, usando a hipótese (K1) e a desigualdade (3.38), temos

K(x)|F (s)|
V (x)|s|2 + |s|2∗

6 C3
|F (s)|
|s|2∗

6 C3C2 = C.

Dessa forma,

K(x)|F (s)| 6 C(V (x)|s|2 + |s|2∗) (∀ s > s1) (q.t.p.|x| > r). (3.39)

Assim, de (3.37) e de (3.39) deduzimos que

K(s)|F (s)| 6 εC(V (x)|s|2 + |s|2∗) (∀ s ∈ I) (|x| > r). (3.40)
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em que I = {s ∈ R : |s| < s0 ou |s| > s1}.
Portanto, usando a desigualdade (3.40) e avaliando a integral no complementar da

bola Br(0) obtemos, para qualquer u ∈ E,∫
Bcr

K(x)F (u) dx =

∫
Ac∩Bcr

K(x)F (u) dx+

∫
A∩Bcr

K(x)F (u) dx

6 Cε

(∫
Bcr

V (x)|u|2 dx+

∫
Bcr

|u|2∗ dx

)
+

∫
A∩Bcr

K(x)F (u) dx

6 Cε

(∫
RN
V (x)|u|2 dx+

∫
RN
|u|2∗ dx

)
+

∫
A∩Bcr

K(x)F (u) dx

=: CεQ(u) +

∫
A∩Bcr

K(x)F (u) dx

6 CεQ(u) + C

∫
A∩Bcr

K(x) dx , (3.41)

em que, por comodidade, relembramos as definições

A := {x ∈ RN : s0 6 |u(x)| 6 s1} e Q(u) :=

∫
RN
V (x)|u|2 dx+

∫
RN
|u|2∗ dx .

Como vn ⇀ v fracamente em E quando n → +∞, então a sequência (vn)n∈N é
limitada em E. Logo, existe uma constante real positiva M1 ∈ R+ tal que∫

RN
V (x)|vn|2 dx 6M1 e

∫
RN
|vn|2

∗
dx 6M1. (3.42)

Assim, de (3.41) e de (3.42) deduzimos que∫
Bcr

K(x)F (vn) dx 6 2M1Cε+ C

∫
An∩Bcr

K(x) dx , (3.43)

em que An := {x ∈ RN : s0 6 |vn(x)| 6 s1}.
A seguir mostramos que

∫
An∩Bcr

K(x) dx → 0 quando |x| → +∞. Para isso, usamos
a definição de An e a desigualdade (3.42); dessa forma,

s2∗

0 |An| =
∫
An

s2∗

0 dx 6
∫
An

|vn|2
∗

dx 6M1 (∀ n ∈ N),

e isso garante que sup
n∈N
|An| < +∞. Logo, da hipótese (K2), existe r > 0 tal que

lim
r→∞

∫
An∩Bcr

K(x) dx = 0, uniformemente em n ∈ N.

Portanto, pela definição de convergência uniforme,∫
An∩Bcr

K(x) dx <
ε

C
, (∀ n ∈ N).
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Dessa forma, combinando (3.43) com a desigualdade anterior resulta∣∣∣∣∫
Bcr

K(x)F (vn) dx

∣∣∣∣ 6 2M1Cε+ C

∫
An∩Br

K(x) dx

< 2M1Cε+ C
ε

C
= ε(2M1C + 1). (3.44)

Como ε ∈ R+ é arbitrário, por (3.44) deduzimos que

lim
n→+∞

∫
Bcr

K(x)F (vn) dx = 0. (3.45)

Usando os mesmos argumentos do final da demonstração da Proposição 3.8 deduzimos
também que

lim
n→+∞

∫
Br

K(x)F (vn) dx =

∫
Br

K(x)F (v) dx . (3.46)

Combinando os limites (3.45) e (3.46) deduzimos que

lim
n→+∞

∫
RN
K(x)F (vn) dx =

∫
RN
K(x)F (v) dx

e isso conclui a demonstração do limite (3.24) no segundo caso.

No próximo lema mostramos que as sequências de Cerami para o funcional J são
limitadas.

Lema 3.10. Toda sequência (un)n∈N ⊂ E de Cerami para o funcional J é limitada em
E.

Demonstração. Argumentamos por contradição e supomos que a sequência não é limitada.
Dessa forma, após passagem a uma subsequência, ainda denotada da mesma forma, temos
que

lim
n→+∞

‖un‖ =∞. (3.47)

Por (3.11), para cada n ∈ N consideramos tn > 0 tal que J(tnun) = maxt>0 J(tun).
Além disso, tn ∈ [0, 1], pois, como podemos escolher M suficientemente grande, (3.47)
e (3.11) nos garante que tn 6 1, para n suficientemente grande.

Agora vamos mostrar que a sequência (J(tnun))n∈N ⊂ R é limitada superiormente.
Para tn = 0, temos que (J(tnun)) = (J(0)) e, para tn = 1, (J(tnun)) = (J(un)). Em
ambos os casos, temos a limitação, uma vez que J(un) → c. Assim, podemos supor que
tn ∈ (0, 1); e como J ′(tnun)tnun = 0, temos

2J(tnun) = 2J(tnun)− J ′(tnun)tnun

= 2
t2n
2
‖un‖2 − 2

∫
RN
K(x)F (tnun) dx− t2n‖un‖2 +

∫
RN
K(x)f(tnun)tnun dx

=

∫
RN
K(x) [f(tnun)tnun − 2F (tnun)] dx

=

∫
RN
K(x)H(tnun) dx ,
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em que H(s) := sf(s)− 2F (s), para todo s ∈ R.
Agora vamos mostrar que a função H definida anteriormente é não descrescente.

Primeiramente, calculamos a derivada de H,

H ′(s) = f(s) + sf ′(s)− 2f(s)

= sf ′(s)− f(s)

= s2

(
f ′(s)

s
− f(s)

s2

)
. (3.48)

Com a hipótese (f7), temos que

−f(s)

s2
+
f ′(s)

s
> 0.

pois s−1f(s) é não decrescente. Aplicando a desigualdade anterior em (3.48), deduzimos
que H ′(s) > 0. Portanto, H é não decrescente.

Dessa forma,

2J(tnun) =

∫
RN
K(x)H(tnun) dx 6

∫
RN
K(x)H(un) dx

= 2J(un)− J ′(un)un = 2J(un) + on(1).

Sabemos que J(un)→ c. Logo, (J(tnun)) é limitada superiormente, isto é,

J(tnun) 6 c (∀ n ∈ N). (3.49)

Agora, estamos prontos para demonstrar que (un) é limitado. Com este intuito,
vamos obter uma contradição entre (3.47) e (3.49).

Definimos a sequência de funções (wn)n∈N ⊂ E por wn := un/‖un‖. Portanto,
‖wn‖ = 1, ou seja, (wn)n∈N ⊂ E é uma sequência limitada em E. Sabemos que E é
um subespaço de D1,2(RN), isto é, E é um subespaço de Hilbert; logo, E é um espaço
reflexivo. Pelo Teorema A.16 de Banach-Alaoglu, a sequência (wn)n∈N ⊂ E é relativa-
mente compacta em E; isso significa que existe w ∈ E e uma subsequência, que ainda
denotamos da mesma forma, tais que wn ⇀ w fracamente em E quando n→ +∞. Agora
fazemos uma afirmativa a respeito da função w ∈ E cuja demonstração aparece no final
da argumentação.
Afirmativa 1. w(x) = 0 q. t. p. x ∈ RN .

Prosseguindo com a demonstração do lema, notamos que para B > 0 e n ∈ N
suficientemente grande, temos B/‖un‖ ∈ [0, 1]. Então

J(tnun) = max
t>0

J(tun) > J

(
B

‖un‖
un

)
= J(Bwn) =

‖Bwn‖2

2
−
∫
RN
K(x)F (Bwn) dx

=
B2

2
−
∫
RN
K(x)F (Bwn) dx .
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Como wn ⇀ 0 fracamente em E quando n→ +∞, pelo Lema 3.9 obtemos∫
RN
K(x)F (Bwn) dx→

∫
RN
K(x)F (0) dx = 0,

quando n→ +∞, lembrando que f(0) = 0 pela hipótese (f4).
Assim, temos que

lim sup
n→∞

J(tnun) > lim sup
n→∞

(
B2

2
−
∫
RN
K(x)F (Bwn) dx

)
=
B2

2
,

para todo B > 0, de modo que (J(tnun)) é ilimitada superiormente, o que contradiz a
desigualdade (3.49). Consequentemente, (un) é limitada em E.

Demonstração da Afirmativa 1. Primeiramente, consideramos uma sequência (un)n∈N ⊂
L∞(RN) limitada. Então, wn = un(x)/‖un‖ 6 c/‖un‖ → 0, q.t.p. em RN , uma vez que
‖un‖ → +∞. Da imersão compacta de E ↪→ LqK(RN), temos que wn(x) → w(x) q.t.p.
em RN . Logo,

w(x) = 0 (q.t.p. x ∈ RN).

Agora consideramos uma sequência (un)n∈N ⊂ L∞(RN) ilimitada. Da mesma forma,
definimos wn(x) = un(x)/‖un‖ e também o subconjunto

Ω :=
{
x ∈ RN : un(x) 6= 0

}
:=
{
x ∈ RN : wn(x) 6= 0

}
.

Como por hipótese J(un)→ c quando n→ +∞, temos que

J(un) =
1

2
‖un‖2 −

∫
RN
K(x)F (un) dx = c+ on(1);

assim, considerando a definição do subconjunto Ω, obtemos

J(un) =
1

2
‖un‖2 −

∫
Ω

K(x)F (un) dx = c+ on(1).

Portanto,

on(1) +
1

2
=

∫
Ω

K(x)F (un)

‖un‖2
dx =

∫
Ω

K(x)F (un)

|un|2
|wn|2 dx . (3.50)

Dado τ > 0, segue da hipótese (f7) que existe ξ > 0 tal que F (s)/|s|2 > τ para todo
|s| > ξ. Agora denotamos por ψn e χn as funções características para {un 6 ξ} = {x ∈
Ω: 0 6 un(x) 6 ξ} e {un > ξ} = {x ∈ Ω: un(x) > ξ}, respectivamente. Aplicando essas
definições à equação (3.50), obtemos

on(1) +
1

2
=

∫
{un6ξ}

K(x)F (un)

|un|2
|wn|2 dx+

∫
{un>ξ}

K(x)F (un)

|un|2
|wn|2 dx

>
∫
{un6ξ}

K(x)F (un)

|un|2
|wn|2 dx+ τ

∫
{un>ξ}

K(x)|wn|2 dx

=

∫
Ω

ψn(x)
K(x)F (un)

|un|2
|wn|2 dx+ τ

∫
Ω

χn(x)K(x)|wn|2 dx . (3.51)
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Seja Ω− o conjunto limite de {un 6 ξ}; analogamente, seja Ω+ o conjunto limite de
{un > ξ}. Usando o mesmo argumento do primeiro parágrafo desta demonstração, temos
wn(x)→ 0 em {un 6 ξ}, de modo que

w(x) = 0 (∀x ∈ Ω−).

Além disso, K(x)F (un)/|un|2 é limitada em {un 6 ξ}, para todo n ∈ N. De fato,
quando un(x) → 0 usamos (K1) e a hipótese (f5) para obter essa conclusão; quando
0 < ε 6 un 6 ξ, usamos (K1) e a continuidade de F para obter a mesma conclusão. Assim,
dessa limitação uniforme em relação a n concluímos que K(x)F (un)/|un|2 é limitada em
Ω−.

Uma vez que wn(x)→ 0 q.t.p. em Ω− e K(x)F (un)/|un|2 é limitada em Ω−, concluí-
mos que

lim sup
n→+∞

K(x)F (un)

|un|2
|wn|2 = 0 (x ∈ Ω−),

de modo que, pela definição da função característica ψn, segue-se que

lim sup
n→+∞

ψn(x)
K(x)F (un)

|un|2
|wn|2 = 0 (x ∈ Ω). (3.52)

Agora usamos o limite (3.52) e o Lema A.9 de Fatou na desigualdade (3.51) e dedu-
zimos que

1

2
> lim sup

n→+∞

∫
Ω

ψn(x)
K(x)F (un)

|un|2
|wn|2 dx+ lim sup

n→+∞
τ

∫
Ω

χn(x)K(x)|wn|2 dx

>
∫

Ω

lim sup
n→+∞

ψn(x)
K(x)F (un)

|un|2
|wn|2 dx+

∫
Ω

lim sup
n→+∞

τχn(x)K(x)|wn|2 dx

> τ

∫
Ω+

K(x)|w|2 dx .

Portanto,

1

2
> τ

∫
Ω+

K(x)|w|2 dx (∀ τ > 0);

isso significa que ∫
Ω+

K(x)|w|2 dx = 0.

Por fim, como K(x) > 0 em RN , concluímos que w := 0 q.t.p. em Ω+, o que completa a
demonstração da afirmativa.

3.5 Conclusão da demonstração do segundo teorema
Nesta seção completamos a demonstração do segundo teorema desta dissertação.
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Demonstração do Teorema 1.4. Consideramos a sequência de Cerami (un)n∈N ⊂ E para
o funcional J : E → R. A existência dessa sequência foi estabelecida pelas aplicações do
Lema 3.4 e do teorema do passo da montanha; dessa forma, temos

J(un)→ c e (1 + ‖un‖)‖J ′(un)‖ → 0,

em que c é nível de minimax associado a J .
Pelo Lema 3.10 essa sequência de Cerami (un)n∈N ⊂ E é limitada. Assim, existem

uma subsequência de (un), que ainda denotamos por (un)n∈N ⊂ E, e uma função u ∈ E,
tais que un ⇀ u fracamente em E quando n→ +∞.

Dada a sequência de Cerami (un)n∈N ⊂ E e dado ε ∈ R+, pela limitação de un/‖un‖
temos que (1 + ‖un‖)J ′(un)un/‖un‖ < ε para n ∈ N suficientemente grande. Dessa
forma, J ′(un)un 6 ε(‖un‖/(1 + ‖un‖)) 6 ε. Como ε ∈ R+ é arbitrário, isso significa que
J ′(un)un = on(1). Consequentemente,

lim
n→+∞

‖un‖2 = lim
n→+∞

∫
RN
K(x)f(un)un dx

=

∫
RN
K(x)f(u)u dx , (3.53)

em que na última passagem aplicamos o limite (3.25) do Lema 3.9.
Além disso, como J ′(un)u = on(1), deduzimos que∫

RN
∇un · ∇u dx+

∫
RN
V (x)unu dx−

∫
RN
K(x)f(un)u dx = on(1).

Agora notamos que o funcional P : E → R definido por

P (u) :=

∫
RN
∇un · ∇u dx+

∫
RN
V (x)unu dx

é contínuo e, dessa forma,

lim
n→+∞

∫
RN
∇un · ∇u dx+

∫
RN
V (x)unu dx =

∫
RN
|∇u|2 dx+

∫
RN
V (x)u2 dx = ‖u‖2.

Por outro lado,

lim
n→+∞

∫
RN
∇un · ∇u dx+

∫
RN
V (x)unu dx = lim

n→+∞

∫
RN
K(x)f(un)u dx

=

∫
RN
K(x)f(u)u dx ,

em que na última passagem aplicamos novamente o limite (3.25) do Lema 3.9. Assim,

‖u‖2 =

∫
RN
K(x)f(u)u dx . (3.54)

Combinando (3.53) e (3.54), obtemos

lim
n→∞

‖un‖2 = ‖u‖2,

o que mostra que un → u fortemente em E pois já temos a convergência fraca u ⇀ u
quando n→ +∞; veja o livro de DiBenedetto [20, Proposition V.11.1].

Finalmente, pela continuidade de J deduzimos que J(u) = c; e pela continuidade de
J ′ obtemos deduzimos que J ′(u) = 0. Isso significa que u é uma solução do tipo ground
state para o problema (3.1). Como un > 0, temos que u > 0 e u 6≡ 0. A positividade de
u pode ser obtida pela aplicação do princípio do máximo.
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3.6 Comentários finais
Para concluir esta dissertação apresentamos novas hipóteses sobre a não linearidade
f : RN × R → R e sobre as funções V,K : RN → R que podem ser usadas para de-
monstrar resultados de existência de soluções u ∈ D1,2(RN) do tipo ground state para
problemas elípticos semilineares.

Em relação à função f : RN × R→ R citamos as hipóteses seguintes.

(f8) lim sup|s|→0 sf(x, s)/(|s|2∗ + V (x)|s|2) = 0, uniformemente em x, em que 2∗ =
2N/(N − 2) é o expoente crítico de Sobolev.

(f9) f possui um crescimento quase crítico, isto é, lim sup|s|→+∞ sf(x, s)/|s|2∗ = 0, uni-
formemente em x.

(f10) s−1f(x, s) é uma função não decrescente em R+ e não crescente em R−, para todo
x ∈ RN e sua primitiva F é superquadrática no infinito, isto é, existe uma função
positiva G : RN → R tal que lim|s|→+∞ F (x, s)/G(x)|s|2 = +∞, uniformemente em
x.

Com relação às funções V,K : RN → R, supomos que são funções não negativas e que
se a hipótese (K1) é verificada, então a função K : RN → R verifica as hipóteses seguintes.

(K5) K(x) > 0 para todo x ∈ RN e existe um p ∈ (2, 2∗) tal que K ∈ Lηq(RN\Ω), em
que Ω ⊂ RN é o conjunto definido por Ω := {x ∈ RN : V (x) > 0} e ηq = 2∗/(2∗ − q)
para todo q ∈ (2, p). Além disso, K ∈ Lr,∞(RN) para algum r > 1 verificando
p(1/2− 1/N) + 1/r = 1 e |sf(x, s)| 6 K(x)|s|2∗ para todo x ∈ RN e s ∈ R.

(K6) W ∈ Lα′(Ω) para α′ > 1 e 1/α′ + 1/α = 1, em que W : Ω → [0,+∞) é a função
dada por W (x) = K(x)/[V (x)]

1
α , para algum α > 1.

Com essas hipóteses é possível demonstrar resultados de imersões compactas E ↪→
LqK(RN) para todo q ∈ (2, p), ou E ↪→ LqK(RN) para todo q ∈ (2, 2∗), dependendo das
hipóteses utilizadas. Além disso, com algumas modificações nos argumentos usados na
demonstração do Teorema 1.4 é possível mostrar, com as hipóteses (f8), (f9) e (f10) e
também com as hipóteses (K5) e (K6), que o problema −∆u+ V (x)u = f(x, u), em que
x ∈ RN , possui solução u ∈ D1,2(RN) do tipo ground state.
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Apêndice A

Resultados auxiliares

A.1 Espaços de funções
• Ck(Ω), para k = 1, 2, · · · é o espaço das funções u : Ω → R que são k vezes
diferenciáveis em Ω e tais que as k-ésimas derivadas são contínuas em Ω;

• C∞(Ω) é o espaço das funções u : Ω→ R que são infinitamente diferenciáveis em Ω;

• Ck
0 (Ω) é o subespaço das funções de Ck(Ω) que contém apenas as funções que pos-

suem suporte compacto em Ω, isto é, o fecho (em RN) do conjunto {x ∈ Ω: u(x) 6= 0}
é compacto;

• C∞0 (Ω) é o subespaço de C∞(Ω) das funções que possuem suporte compacto em Ω;

• Lp(Ω) é o espaço de Lebesgue das funções mensuráveis u : Ω→ R tais que∫
Ω
|u(x)|p dx < +∞, com a norma ‖u‖p =

(∫
Ω
|u(x)|p

) 1
p ;

• L∞(Ω) é o espaço de Lebesgue das funções mensuráveis u : Ω→ R tais que
sup essx∈Ω |u(x)| < +∞, com a norma ‖u‖∞ = sup ess |u(x)|;

• Lploc(Ω) é o espaço das funções mensuráveis u : Ω → R tal que para todo conjunto
compacto K ⊂ Ω, temos ‖u‖Lp(K) < +∞;

• H1(Ω) é o espaço de Sobolev definido por

H1(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) :

∂u

∂xi
∈ L2(Ω), i ∈ {1, 2, . . . , N}

}

em que
∂u

∂xi
denotam as derivadas no sentido das distribuições, com a norma dada

por

‖u‖H1(Ω) :=

(∫
Ω

|∇u|2 dx+

∫
Ω

u2 dx

) 1
2

;

;

• H1
0 (Ω) é o fecho de C∞0 (Ω) em H1(Ω).
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• D1,2(RN), para N > 3, é o espaço definido como

D1,2(RN) =

{
u ∈ L2∗(RN);

∂u

∂xi
∈ L2(RN), i = 1, · · · , N

}
,

em que
∂u

∂xi
denotam as derivadas no sentido das distribuições, com a norma

‖u‖ :=

(∫
RN
|∇u|2 dx

) 1
2

;

• D(Ω) é o espaço das funções teste, isto é, das funções em C∞0 (Ω) munido com a
noção de convergência uniforme.

A.2 Desigualdades
Diversas demonstrações desta dissertação envolvem o uso da notação de Bachman-Landau,
cujos significados são os seguintes:

1. A notação f(x) = o(g(x)) quando x→ x0 significa que lim
x→x0

f(x)
g(x)

= 0.

2. A notação f(x) = O(g(x)) quando x→ x0 significa que lim sup
x→x0

∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣ é finito.

Consulte o livro de Evans [21, Appendix A.5, pág. 620] para mais detalhes.

Proposição A.1. 1. Sejam a e b ∈ R, se 0 < p 6 1, então |a+ b|p 6 |a|p + |b|p;

2. Sejam a e b ∈ R+ e sejam p e p′ expoentes conjugados, isto é, 1/p+ 1/p′ = 1, então

(a+ b)p 6 2p−1(ap + bp).

Proposição A.2 (Desigualdade de Hölder). Seja Ω ⊂ RN um domínio qualquer e sejam
p, p′ ∈ R+ tais que 1

p
+ 1

p′
= 1. Suponhamos que f ∈ Lp(Ω) e que g ∈ Lp

′
(Ω). Então

f.g ∈ L1(Ω e ∫
Ω

|f(x)g(x)| dx 6

(∫
Ω

|f(x)|p dx

) 1
p
(∫

Ω

|g(x)|p′ dx
) 1

p′

.

Demonstração. Consulte o livre de Brézis [15, Théorème IV. 6, pág. 56].

Teorema A.3 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e limi-
tado. Seja a função u ∈ W 1,p

0 (Ω) em que 1 6 p < N . Então, vale a desigualdade

||u||Lq(Ω) 6M ||∇u||Lp(Ω)

para todo q ∈ R tal que 1 6 q 6 p∗ e a constante M depende somente de p, q, N e de Ω.

Demonstração. Consulte o livro de Evans [21, Teorema 3, pág. 265].
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Teorema A.4 (Desigualdade de Sobolev). A desigualdade clássica de Sobolev afirma que
para 1 < p < N , existe uma constante C(N, p) tal que se u ∈ C∞(RN), então(∫

RN
|u|

Np
N−p dx

)N−p
N

6 C(N, p)

∫
RN
|∇u|p dx . (A.1)

A constante ótima na desigualdade acima, a qual denotamos por CN,p(RN), é cha-
mada de constante de Sobolev. Se W 1,p(RN) é o espaço de Sobolev das funções em
Lp(RN), cujas derivadas estão em Lp(RN), então (A.1) implica que para 1 < p < N ,
existe uma imersão contínua

W 1,p(RN) ↪→ L
Np
N−p (RN).

Além disso, a constante da imersão é dada pela constante de Sobolev.
O valor preciso da constante de Sobolev foi determinado por Aubin e Talenti, os

quais também mostraram que (A.1) acontece quando CN,p(RN) = C(N, p) se e somente
se u é dado por

ua,b,x0(x) = {a+ b|x− x0|
p
p−1}1−N

p , (A.2)

em que x0 ∈ RN e a, b > 0 são constantes.
Agora, suponha que Ω ⊂ RN seja um domínio limitado. Podemos definir o espaço de

SobolevW 1,p(Ω) como fizemos para RN e também denotamosW 1,p
0 (Ω) como sendo o fecho

de C∞0 (Ω) em W 1,p(Ω). Se CN,p(Ω) denota a constante ótima em (A.1) para u ∈ W 1,p
0 (Ω),

então CN,p(Ω) = CN,p(RN). Portanto, CN,p(Ω) independe de Ω, vale ressaltar que este
fato vem de uma propriedade importante das funções em (A.2). A saber, tome x0 ∈ Ω,
então quando a → 0 e b → ∞, a função ua,b,x0(x) vai se concentrar perto de x0, isto
é, ua,b,x0(x0) → ∞ enquanto ua,b,x0(x) → 0 para todo x 6= x0. Ao multiplicar por uma
função corte,podemos facilmente construir funções ũa,b ∈ C∞0 (Ω) tal que(∫

Ω

|ũa,b|
Np
N−p dx

)N−p
N

∫
Ω

|∇ũa,b|p dx
→ CN,p(RN),

quando a→ 0 e b→∞.
Uma outra consequência desta construção é que existem sequências de funções que

são limitadas em W 1,p(Ω), mas que não têm subsequências que convergem em L
Np
N−p (Ω);

de fato, as funções ũa,b convergem q.t.p para zero quando a → 0 e b → ∞. Um fato
relacionado, mas menos óbvio, é que a constante ótima CN,p(Ω) não é atingida. Se ela
fosse atingida por uma função vΩ ∈ W 1,p

0 (Ω), então vΩ seria um extremal para a desigual-
dade (A.1) também. Isso significa que vΩ seria da forma (A.2), mas essas funções não
tem suporte compacto.

Teorema A.5 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev. Suponha que 1 6 p < N . Existe uma constante C, dependendo
somente de p e N , tal que

||u||Lp∗ (RN ) 6 C||∇u||Lp(Rn),

para todo u ∈ C1
c (RN).

Demonstração. Consulte o livro de Evans [21, Teorema 1, pág. 263].
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A.3 Resultados de Análise e de Análise Funcional

Teorema A.6 (Teorema do valor médio). Seja f : [a, b]→ R contínua. Se f é derivável
em (a, b), existe c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = [f(b)− f(a)]/(b− a).

Demonstração. Consulte o livro de Lima [24, Teorema 7, pág.96].

Teorema A.7 (Fórmula de Green). Seja Ω ⊂ RN um aberto com fronteira ∂Ω de classe
C1 e u, v ∈ C2

c (RN). Então,

−
∫

Ω

v(x)∆u(x) dx =

∫
Ω

∇u(x)∇v(x) dx−
∫
∂Ω

v(σ)∇u.v dσ .

Demonstração. Consulte o livro de Kavian [22, Corollaire 7.3, pág. 23].

Proposição A.8 (Fórmula de integração por partes). Seja Ω ⊂ RN um aberto com
fronteira ∂Ω de classe C1. Se u ∈ C1

c (RN) é uma função real, então para i ∈ N tal que
1 6 i 6 N temos a fórmula de integração por partes∫

Ω

∂u(x)

∂xi
dx =

∫
∂Ω

u(σ) dσ .

em que dσ denota a medida (N−1)-dimensional. De forma equivalente, se u ∈ C1
c (RN ,RN)

é uma função vetorial, denotamos div u :=
∑N

i=1 ∂ui(x)/∂xi, temos∫
Ω

div(u(x)) dx =

∫
∂Ω

u(σ).v(σ) dσ .

Demonstração. Consulte o livro de Kavian [22, Théorème 7.2, pág. 20].

Lema A.9 (Lema de Fatou). Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e seja a sequência de
funções (fn)n∈N ⊂ L1(Ω). Suponhamos que as condições seguintes são válidas.

1. Para cada n ∈ N vale fn(x) > 0 em quase todo ponto x ∈ Ω.

2. supn∈N
∫

Ω
fn(x) dx <∞.

Seja a funçãi f(x) := lim inf
n→+∞

fn(x); então f ∈ L1(Ω) e∫
Ω

f(x) dx 6 lim inf
n→+∞

∫
Ω

fn(x) dx .

Demonstração. Consulte o livro de Kavian [22, Lemme de Fatou 4.2, pág. 9].

Teorema A.10 (Teorema da convergência monótona). Seja (fn)n∈N uma sequência mo-
nótona crescente de funções mensuráveis positivas que converge para f . Então∫

f dµ = lim
n→+∞

∫
fn dµ .

Demonstração. Consulte o livro de Bartle [10, Teorema 4.6, pág. 31].
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Teorema A.11 (Teorema da convergência dominada). Seja (fn) uma sequência de fun-
ções integráveis que converge em quase todo ponto para uma função mensurável f . Se
existe uma função integrável g tal que |fn| 6 g para todo n ∈ N, então f é integrável∫

f dµ = lim
n→+∞

∫
fn dµ .

Demonstração. Consulte o livro de Bartle [10, Teorema 5.6, pág. 44].

Proposição A.12 (Sequências fracamente convergentes). Sejam E um espaço vetorial
normado e (xn)n∈N ⊂ E uma sequência. Então valem as seguintes afirmações:

1. xn ⇀ x fracamente se, e somente se, f(xn)→ f(x) para todo f ∈ E∗.

2. Se xn → x, então xn ⇀ x.

3. Se xn ⇀ x, então a sequência (xn)n∈N ⊂ E é limitada e, além disso, ‖x‖ 6
lim infn→+∞ ‖xn‖.

4. Se xn ⇀ x e fn → f em E∗, então fn(xn)→ f(x).

Demonstração. Consulte notas de aula de Biezuner [14, Proposição 5.11, pág. 57].

Teorema A.13 (Convergência em quase todo ponto). Seja Ω ⊂ RN um domínio aberto
e sejam (un) uma sequência em Lp(Ω), com p ∈ [1,+∞], e u ∈ Lp(Ω) tais que un → u
em Lp(Ω) quando n→ +∞. Então existe uma subsequência, ainda denotada por (un), e
uma função h ∈ Lp(Ω), tais que

1. un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω;

2. |un(x)| 6 h(x) q.t.p. em Ω e para todo n ∈ N .

Demonstração. Consulte livro de Brézis [16, Teorema 4.9, pág. 94].

Teorema A.14 (Teorema de imersão de Rellich-Kondrachov). Seja Ω ⊂ RN um conjunto
com medida finita. Então a imersão

H1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω)

é contínua se 1 6 p 6 2∗ e é compacta se 1 6 p < 2∗.

Demonstração. Consulte o livro de Brézis [16, Teorema 9.16, pag. 291].

Teorema A.15 (Identidade de Pohožaev). Seja f : R → R uma função contínua e seja
F (t) =

∫ t
0
f(s) ds. Suponhamos que Ω ⊂ RN seja um subconjunto aberto e limitado. Se

u ∈ C2(Ω) é solução do problema{
−∆u = f(u) em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

então

N − 2

2

∫
Ω

|∇u|2 dx− N

2

∫
Ω

F (u) dx = −
∫

Ω

(
∂u

∂ν

)2

ν(x) · x dσ .
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Teorema A.16 (Teorema de Banach-Alaoglu). Seja X um espaço de Banach reflexivo.
Se B ⊂ X é limitado, então B é relativamente compacto na topologia fraca de X.

Demonstração. Consulte o livro de Badiale e Serra [9, Theorem 1.2.10, pág. 10] e suas
referências.

A.4 Operadores diferenciáveis
As definições e a proposição desta seção podem ser encontradas em [9, Section 1.3]. Seja
X um espaço de Banach e X∗ seu dual.

Definição A.17 (Diferencial de Fréchet). Seja U um subconjunto aberto de X e seja
I : U → R um funcional. Dizemos que I é Fréchet diferenciável em u ∈ U , com derivada
de Fréchet dada por I ′(u) ∈ X∗, se

I(u+ v) = I(u) + I ′(u)v + o(||v||),

quando ||v|| → 0. Além disso, dizemos que se a derivada I ′ existe e é contínua em U ,
então I ∈ C1(U).

Definição A.18 (Diferencial de Gâteaux). Seja U um subconjunto aberto de X e seja
I : U → R um funcional. Dizemos que I é Gâteaux diferenciável em u ∈ U , com derivada
de Gâteaux dada por I ′G(u) ∈ X∗, se

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)

t
= I ′G(u)v, ∀ v ∈ X.

Proposição A.19 (Funcionais de classe C1). Suponha que U seja um subconjunto aberto
de X tal que I é Gâteaux diferenciável em U e I ′G(u) é contínua em u ∈ U . Então I
também é diferenciável em u, e claro I ′G(u) = I ′(u).

A seguir apresentamos o teorema do traço, que significa a restrição a dimensões
inferiores; em particular, apresentamos apenas um resultado para a fronteira de um sub-
conjunto.

Proposição A.20 (Teorema do traço). Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e limitado
com fronteira diferenciável, isto é, ∂Ω ∈ C1. Então existe um operador linear limitado
T : H1(Ω)→ L2(∂Ω) tal que

1. T (u) = u
∣∣
∂Ω

se u ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω̃).

2. |T (u)|L2(∂Ω) 6 C‖u‖H1(Ω) para toda função u ∈ H1(Ω), em que a constante c ∈ R+

depende apenas de Ω.

Demonstração. Consulte o livro de Evans [21, Section 5.5].

Observação A.21. 1. O operator T é denominado traço. O primeiro item indica a
motivação para esse nome: T é a restrição da função u : Ω → R à fronteira ∂Ω quando
isso deveria fazer sentido, isto é, quando u é função contínua. O Teorema A.20 apresenta
uma forma de associar uma função em L2(∂Ω) a cada função de H1(Ω) de modo que seja
contínua nas normas apropriadas.
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2. O segundo item é apenas uma forma de reafirmar que o operador é linear e limi-
tado.

Como sempre existe grande interesse em resolver problemas com condições de fron-
teira do tipo de Dirichlet, devemos compreender exatamente o que significa o anulamento
do traço de uma função do espaço H1(Ω).

Proposição A.22. Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e limitado com fronteira dife-
renciável, ∂Ω ∈ C1 e seja u ∈ H1(Ω). Então u ∈ H1

0 (Ω) se, e somente se, T (u) = 0.

Demonstração. Suponhamos que u ∈ H1
0 (Ω). Lembramos que H1

0 (Ω) = ˜C∞0 (Ω)
‖·‖
, em

que ‖ · ‖ denota a norma do espaço H1(Ω), isto é, u ∈ H1
0 (Ω) se, e somente se, existe

uma sequência (um)m∈N ⊂ C∞0 (Ω) tal que um → u em H1(Ω) quando m → +∞. Para
um ∈ C∞0 (Ω), vale a propriedade T (um) = 0 para todo m ∈ N, já que T (v) = v

∣∣
∂Ω

para
v ∈ C(Ω̃). Como T : H1(Ω) → L2(Ω) é um operador linear limitado, segue-se que T é
contínuo, de modo que um → u em H1(Ω) implica T (um)→ T (u) em L2(∂Ω).

A.5 Teorema do passo da montanha

Teorema A.23 (Teorema do passo da montanha). Seja X um espaço de Banach e seja
J : X → R um funcional de classe C1(X) e verificando a condição de Palais-Smale.
Suponha que J(0) = 0 e que sejam válidas as condições abaixo.

1. Existem números R, a ∈ R+ tais que sobre a esfera ‖u‖ = R vale a desigualdade
J(u) > a.

2. Existe u0 ∈ X tal que ‖u0‖ > R e J(u0) < a.

Então o funcional J possui um valor crítico c tal que c > a e caracterizado por

c := inf
A∈Γ

max
v∈A

J(v),

em que

Γ :=
{
γ : [0, 1]→ R |γ ∈ C1([0, 1],R), γ(0) = 0 e γ(1) = u0

}
.

Demonstração. Consulte o livro de Willem [33, Theorem 2.10, pág. 42].

Observação A.24. Se um funcional de Euler-Lagrange J : E → R verifica as hipóteses do
Teorema A.23 do passo da montanha, então podemos garantir a existência de sequências de
Palais-Smale para J . Se além disso vale a desigualdade max{J(0), J(u0)} < inf‖u‖=R J(u),
então podemos garantir a existência de sequências de Cerami para o funcional J .
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