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Resumo

O objetivo deste trabalho é trazer a resposta positiva apresentada por Bonatti e Franks à pergunta

proposta por Wilkinson sobre a existência ou não de um campo vetorial não-singular contı́nuo de

R2 tangente a mais de uma folheação. Com isso, como os fibrados centrais são sempre Hölder

contı́nuos, Bonatti e Franks fornecem um exemplo de um campo vetorial contı́nuo Hölder em

R2 com a propriedade de que existe uma famı́lia de folheações de classe C1 distintas e tangente

a cada folheação, sendo cada folha de cada folheação o gráfico de uma função de classe Cr de R
em R.

Palavras chave: Funções Hölder contı́nuas, Conjunto de Cantor, Campo de vetores, Folheações.



Abstract

The objective of this work is to bring the positive answer presented by Bonatti and Franks to the

question proposed by Wilkinson about the existence or not of a continuous non-singular vector

field of R2 tangent to more than one foliation. Thus, as the central bundles are always continuous

Hölder, Bonatti and Franks provide an example of a continuous vector field Hölder in R2 with

the property that there is a family of foliations of class C1 distinct and tangent to each foliation,

with each leaf of each foliation being the graph of a function of class Cr from R to R.

Keywords: Hölder continuous functions, Cantor’s set, Vectors field, Foliations.



Sumário

Resumo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Conceitos Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1 Resultados de Análise na Reta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Campos Vetoriais, Curvas Integrais e Folheações . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.1 Campos Vetoriais e Curvas Integrais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.2 Folheações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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CAPÍTULO 1

Introdução

Sistemas dinâmicos é o estudo do comportamento a longo prazo de sistemas em

evolução. A teoria moderna dos sistemas dinâmicos originou-se no final do século XIX com

Henry Poincaré com questões fundamentais relativas à estabilidade e evolução do sistema solar.

As tentativas de responder a essas perguntas levaram ao desenvolvimento de um campo rico

e poderoso com aplicações em fı́sica, biologia, meteorologia, astronomia, economia e outras

áreas. Como resultado das pesquisas anteriores, a partir da década dos anos sessenta, S. Smale e

colaboradores no oeste e D. Anosov, Ya. Sinai e V. Arnold no leste, chegaram a dar uma descrição

detalhada em uma grande classe de sistemas, nascendo assim a Teoria Hiperbólica. Com isso, os

Sistemas Dinâmicos ganham corpo de uma área de pesquisa que estuda a estabilidade estrutural,

genericidade, densidade, etc.

Em termos gerais, um sistema dinâmico suave é chamado hiperbólico se o espaço

tangente se decompõe em duas direções complementares invariantes, uma que se contrai e outra

que se expande sob a ação do sistema. No caso clássico, chamado uniformemente hiperbólico,

requer-se que as taxas de expansão e contração sejam uniformes. Ao longo dos anos, a noção

de hiperbolicidade foi ampliada para hiperbolicidade não uniforme, parcialmente hiperbólico e

decomposição dominada.

Nos sistemas parcialmente hiperbólicos, o espaço tangente se divide em três direções

complementares, uma que se contrai uniformemente (chamada direção estável forte) e outra

que se expande uniformemente (chamada direção instável forte) e a terceira é chamada de

direção central. Cada uma destas três direções são Hölder contı́nuas. Argumentos dinâmicos

comprovam a existência de folheações tangentes às direções estável forte e instável forte,

isto é, são unicamente integráveis. Quando a direção central possui uma folheação tangente a
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esta e é regular em certo sentido (veja Hirsch-Pugh-Shub [6] para a afirmação precisa) ela é

estruturalmente estável, ou seja, cada pequena perturbação C1 da dinâmica admite uma folheação

central que é conjugada à inicial. Muitos trabalhos sobre essas classes de difeomorfismos

assumem a existência de uma folheação central invariante.

A direção central ainda não é bem compreendida, a falta de conhecimento sobre a

direção central é um problema importante nesta teoria. Em 2018, Bonatti e Franks (em [1])

conjecturaram que, se a direção central tiver dimensão maior que 2, ela pode ser não integrável.

Se a direção central tiver dimensão 1, também não sabemos se é univocamente integrável, ou

se existe uma folheação tangente a ela, ou se existe uma folheação invariante tangente a ela

(se houver muitas folheações tangentes a ela, talvez nenhuma delas sera invariante ). Em [1] é

colocada a seguinte questão:

Pergunta. “Existem difeomorfismos robustamente transitivos ou ergódicos estáveis de uma 3-

variedade fechada, tendo uma direção central unidimensional que não é tangente a uma folheação

invariante única?”

Para resolver este problema, Wilkinson perguntou se existe um campo vetorial não-

singular contı́nuo de R2 tangente a mais de uma folheação. Bonatti e Franks (em [1]) fornece

uma resposta positiva a esta pergunta. Como os fibrados centrais são sempre Hölder contı́nuos,

eles dão um exemplo Hölder contı́nuo, isto é, o seguinte teorema:

Teorema A ([1]): “Para todo 1 ≤ r < ∞ existe um campo vetorial Hölder contı́nuo X em R2 com

a propriedade de que existe uma famı́lia de folheações Ft de classe C1 distintas aos pares para

t ∈ [0,1] tal que X é tangente a cada folheação. Além disso, cada folha de cada folheação é o

gráfico de uma função de classe Cr de R em R.”

O objetivo desta monografia é apresentar a prova completa deste teorema, para isto

apresentamos no primeiro capı́tulo alguns conceitos preliminares sobre análise na reta, equações

diferenciais e folheações. No segundo capı́tulo foi feita uma introdução do conceito de funções

Hölder contı́nuas com a análise de alguns exemplos particulares, além da construção do conjunto

e da função de Cantor, abordando as suas principais propriedades. Por fim, no terceiro capı́tulo

provamos o teorema dos autores Bonatti e Franks sobre campo de vetores Hölder contı́nuo

tangente a folheações, seguido das considerações finais.



CAPÍTULO 2

Conceitos Preliminares

Neste capı́tulo apresentamos os resultados que usaremos nos próximos capı́tulos. Na

Seção 2.1 vamos assumir que o leitor possui conhecimentos básicos da disciplina de análise na

reta, como topologia na reta, limites, continuidade e diferenciação (recomendamos, se necessário,

a leitura do livro do professor Elon Lima [8]). Na Seção 2.1 vamos apenas enunciar algumas

definições e resultados que vamos utilizar nor próximos capı́tulos. Na Seção 2.2 apresentamos

os conceitos básicos de equações diferenciais, campos de vetores, curvas integrais, o Teorema

Fundamental de Existência e Unicidade e, finalmente, apresentamos o conceito de folheações

em Rn. Para isso, foram tomados como referências principais os textos de Elon Lima ([8] [9]

[7]), Figueiredo-Neves [3] e Camacho-Neto [2].

2.1 Resultados de Análise na Reta

Como indicado na introdução, vamos apenas enunciar resultados que usaremos nos

próximos capı́tulos.

O seguinte teorema fornece uma equivalência entre conjuntos abertos e fechados de

números reais.

Teorema 2.1. Um conjunto X ⊂R é fechado se, e somente se, seu complementar R\X é aberto.

Demonstração. (⇒) Seja um conjunto X ⊂ R fechado. Logo, todo ponto aderente a X pertence

a X . Considere o conjunto A = R \ X . Então, para todo ponto a ∈ A, temos que a /∈ X e,

consequentemente, a não é ponto aderente a X . Logo, para todo ponto a ∈ A, existe um intervalo

aberto I ⊂ A tal que a ∈ I e I∩X = /0. Com isso, temos que todo ponto a ∈ A é um ponto interior
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de A. Portanto, conclui-se que A = R\X é um conjunto aberto.

(⇐) A prova da recı́proca é feita observando o sentido contrário da demonstração anterior, visto

a equivalência das afirmações.

Definição 2.1. Uma cobertura de X ⊂ R é uma famı́lia K = (Kλ )λ∈L de conjuntos Kλ ⊂ R tais

que X ⊂
⋃

λ∈L

Kλ , ou seja, para todo x ∈ X existe algum λ ∈ L tal que x ∈ Kλ . Uma subcobertura

de K é uma subfamı́lia K′ = (Kλ )λ∈L′ , L′ ⊂ L em que ainda temos X ⊂
⋃

λ∈L′
Kλ .

Definição 2.2. Uma cobertura de X ⊂ R é uma famı́lia K = (Kλ )λ∈L de conjuntos Kλ ⊂ R tais

que X ⊂
⋃

λ∈L

Kλ , ou seja, para todo x ∈ X existe algum λ ∈ L tal que x ∈ Kλ . Uma subcobertura

de K é uma subfamı́lia K′ = (Kλ )λ∈L′ , L′ ⊂ L em que ainda temos X ⊂
⋃

λ∈L′
Kλ .

O Teorema de Borel-Lebesgue enunciado a seguir traz um resultado importante sobre

coberturas de conjuntos compactos.

Teorema 2.2. (Borel-Lebesgue) Seja X ⊂R um conjunto compacto. Toda cobertura X ⊂
⋃

λ∈L

Aλ

de X feita por meio de abertos Aλ possui subcobertura finita X ⊂ Aλ1 ∪Aλ2 ∪ ...∪Aλn .

Demonstração. Considere um conjunto compacto X ⊂ R. Logo, o conjunto X é fechado e

limitado. Então, pelo Teorema 2.1, tem-se que o complementar de X em R dado por A = R\X

é um conjunto aberto. Como X é limitado, segue que existe um intervalo fechado e limitado

[a,b] que contém X . Seja (Iλ )λ∈L uma famı́lia de intervalos abertos tais que [a,b]⊂
⋃

λ∈L

Iλ . Será

provado inicialmente que o intervalo [a,b] admite uma subcobertura finita de intervalos abertos

Iλ . Considere o conjunto K dos pontos k ∈ [a,b] tais que os intervalos [a,k] podem ser cobertos

por um número finito de intervalos Iλ , ou seja, [a,k]⊂ Iλ1 ∪ Iλ2 ∪ ...∪ Iλn . Logo, temos que K ̸= /0,

pois a ∈ K. Dado c = sup(K), segue que c ∈ [a,b] e, consequentemente, c ∈ Iλ0 = (α,β ) para

algum λ0 ∈ L. Sendo α < c e c = sup(K) então existe k ∈ K tal que α < k ≤ c. Com isso, temos

que k ∈ Iλ0 . Mas, como k ∈ K então [a,k]⊂ Iλ1 ∪ Iλ2 ∪ ...∪ Iλn e [a,c]⊂
(
Iλ1 ∪ Iλ2 ∪ ...∪ Iλn

)
∪ Iλ0 .

Isso prova que c ∈ K. Agora, será provado que c = b. De fato, se tiver c < b então existiria c′ ∈ Iλ0

tal que c < c′ < b. Sendo assim, temos que [a,c′]⊂ Iλ1 ∪ Iλ2 ∪ ...∪ Iλn ∪ Iλ0 e, consequentemente,

c′ ∈ K, o que é um absurdo, pois c′ > c e c = sup(K). Portanto, segue que c = b e [a,b] ⊂
Iλ1 ∪ Iλ2 ∪ ...∪ Iλn , isto é, [a,b] está contido numa reunião finita de intervalos Iλ . Por fim, como(⋃

λ∈L

Aλ

)
∪A = R, temos que [a,b] =

(⋃
λ∈L

Aλ

)
∪A. Extraindo-se uma subcobertura finita de
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abertos de [a,b] dada por
(
Aλ1 ∪Aλ2 ∪ ...∪Aλn

)
∪A, verifica-se que X ⊂ Aλ1 ∪Aλ2 ∪ ...∪Aλn ,

visto que X ∩A = /0, o que conclui a demonstração.

Definição 2.3. Dizemos que um conjunto X ⊂ R possui medida nula se para qualquer número

real ε > 0 dado arbitrariamente existir uma cobertura finita ou infinita enumerável de X dada

por uma famı́lia de intervalos (Ik)k∈L com Ik ⊂ R, ou seja, X ⊂
⋃
k∈L

Ik com L ⊂ N e ∑
k∈L

|Ik|< ε .

A seguir, serão feitas considerações sobre algumas propriedades da união e interseção

entre conjuntos e famı́lias de conjuntos de números reais.

Teorema 2.3. Sejam os conjuntos X1,X2, ...,Xn com Xi ⊂ R para i = 1,2, ...,n. Então,

(R\X1)∩ (R\X2)∩ ...∩ (R\Xn) = R\ (X1 ∪X2 ∪ ...∪Xn).

Demonstração. Dado um ponto x ∈ (R\X1)∩(R\X2)∩ ...∩(R\Xn), então x ∈R\Xi para todo

i = 1,2, ...,n. Logo, x pertence ao complementar em R de Xi para todo i = 1,2, ...,n. Com isso,

verificamos que x /∈ Xi para todo i = 1,2, ...,n e, consequentemente, x ∈ R\ (X1 ∪X2 ∪ ...∪Xn),

ou seja, (R \ X1)∩ (R \ X2)∩ ...∩ (R \ Xn) ⊂ R \ (X1 ∪ X2 ∪ ...∪ Xn). Agora, considere x ∈
R\ (X1 ∪X2 ∪ ...∪Xn), então x /∈ Xi para todo i = 1,2, ...,n. Sendo assim, temos que x pertence

ao complementar em R de Xi para todo i = 1,2, ...,n. Portanto, x pertence à interseção dos

complementares dos conjuntos Xi para todo i = 1,2, ...,n, ou seja, x ∈ (R\X1)∩ (R\X2)∩ ...∩
(R \Xn). Logo, concluı́mos que R \ (X1 ∪X2 ∪ ...∪Xn) ⊂ (R \X1)∩ (R \X2)∩ ...∩ (R \Xn).

Portanto, temos que (R\X1)∩ (R\X2)∩ ...∩ (R\Xn) = R\ (X1 ∪X2 ∪ ...∪Xn).

Teorema 2.4. Sejam os conjuntos (Xλ )λ∈L com Xλ ⊂ R para todo λ ∈ L. Então,⋃
λ∈L

(R\Xλ ) = R\
⋂

λ∈L

Xλ .

Demonstração. Se x ∈
⋃

λ∈L

(R\Xλ ), então x pertence ao complementar em R de Xλ para algum

λ ∈ L. Logo, existe λ0 ∈ L tal que x /∈ Xλ0 . Se existir λ1 ∈ L tal que x ∈ Xλ1 , então x /∈ Xλ0 ∩Xλ1

e, consequentemente, x /∈
⋂

λ∈L

Xλ . Então, x pertence ao complementar em R de
⋂

λ∈L

Xλ , ou seja,

x ∈ R \
⋂

λ∈L

Xλ . Mas, se x /∈ Xλ para todo λ ∈ L, temos que x /∈
⋂

λ∈L

Xλ , isto é, x pertence ao

complementar em R de
⋂

λ∈L

Xλ . Com isso, concluı́mos que x ∈ R\
⋂

λ∈L

Xλ . Logo, em qualquer

situação, temos que x ∈ R \
⋂

λ∈L

Xλ e, portanto,
⋃

λ∈L

(R\Xλ ) ⊂ R \
⋂

λ∈L

Xλ . Agora, considere
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x ∈ R\
⋂

λ∈L

Xλ , então x /∈
⋂

λ∈L

Xλ . Logo, dados λ0,λ1 ∈ L, tem-se que x /∈ Xλ0 ∩Xλ1 , ou seja, x

não pode pertencer aos dois conjuntos simultaneamente. Se x ∈ Xλ0 e x /∈ Xλ1 , então x pertence

ao complementar em R de Xλ1 , ou seja, x ∈ R \Xλ1 e, consequentemente, x ∈
⋃

λ∈L

(R\Xλ ).

Da mesma forma, se x /∈ Xλ0 e x /∈ Xλ1 , segue que x pertence aos complementares em R de

Xλ0 e de Xλ1 , isto é, x ∈
(
R\Xλ0

)
∪
(
R\Xλ1

)
e, equivalentemente, x ∈

⋃
λ∈L

(R\Xλ ). Com isso,

verificamos que, em todos os casos, x ∈
⋃

λ∈L

(R\Xλ ) e, sendo assim, R\
⋂

λ∈L

Xλ ⊂
⋃

λ∈L

(R\Xλ ).

Portanto, temos que
⋃

λ∈L

(R\Xλ ) = R\
⋂

λ∈L

Xλ .

Teorema 2.5. a) O conjunto R dos reais e o conjunto vazio /0 são abertos.

b) Se A1,A2,A3, ...,An ⊂ R são abertos, então A1 ∩A2 ∩A3 ∩ ...∩An é aberto.

c) Seja (Aλ )λ∈L uma famı́lia arbitrária de abertos Aλ ⊂R. A reunião A =
⋃

λ∈L

Aλ é um

conjunto aberto.

Demonstração. a) Para todo x ∈ R existe um intervalo Ix ⊂ R tal que x ∈ Ix. Portanto,

R é aberto. De fato, um conjunto não é aberto se este possuir algum ponto que não

seja interior a ele. Mas, como o conjunto vazio /0 não possui nenhum ponto, segue

forçadamente, que ele não tem pontos que não sejam interiores a ele, ou seja, o

conjunto vazio /0 é aberto.

b) Se A1∩A2∩A3∩ ...∩An = /0, segue pelo item (a) que A1∩A2∩A3∩ ...∩An é aberto.

Se A1 ∩A2 ∩A3 ∩ ...∩An ̸= /0, então, dado x ∈ A1 ∩A2 ∩A3 ∩ ...∩An, temos que

x ∈ Ai para todo i = 1,2,3, ...,n. Sendo A1,A2,A3, ...,An conjuntos abertos, então

existem intervalos abertos (ai,bi)⊂ Ai tais que x ∈ (ai,bi) para todo i = 1,2,3, ...,n.

Tomando-se a = máximo(a1,a2,a3, ...,an) e b = mı́nimo(b1,b2,b3, ...,bn), segue

que

(a,b)⊂ (a1,b1)∩ (a2,b2)∩ (a3,b3)∩ ...∩ (an,bn)⊂ A1 ∩A2 ∩A3 ∩ ...∩An.

Portanto, todo ponto x ∈ (a1,b1)∩ (a2,b2)∩ (a3,b3)∩ ...∩ (an,bn) pertence a um

intervalo aberto contido em A1∩A2∩A3∩ ...∩An , permitindo concluir que o conjunto

A1 ∩A2 ∩A3 ∩ ...∩An é aberto.
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c) Considere um ponto x ∈ A =
⋃

λ∈L

Aλ . Então, existe λ ∈ L tal que x ∈ Aλ . Sendo Aλ

aberto, segue que existe um intervalo aberto (a,b)⊂ Aλ tal que x ∈ (a,b). Com isso,

como x ∈ (a,b)⊂ Aλ ⊂ A, temos que x é ponto interior de A. Portanto, concluı́mos

que A =
⋃

λ∈L

Aλ é um conjunto aberto.

Teorema 2.6. a) O conjunto R dos reais e o conjunto vazio /0 são fechados.

b) Se F1,F2, ...Fn, com Fi ⊂ R para i = 1,2, ...,n, são fechados então F1 ∪F2 ∪ ...∪Fn é

fechado.

c) Seja (Fλ )λ∈L uma famı́lia qualquer de conjuntos fechados Fλ ⊂R então a interseção

F =
⋂

λ∈L

Fλ é um conjunto fechado.

Demonstração. a) Observe que R \ /0 = R e que R \R = /0. Logo, de acordo com o

item (a) do Teorema 2.5, como R e /0 são conjuntos abertos, pelo Teorema 2.1, segue

que os conjuntos R e /0 são fechados.

b) Sejam F1,F2, ...Fn, com Fi ⊂ R para i = 1,2, ...,n, conjuntos fechados. Então, pelo

Teorema 2.1, segue que os conjuntos (R \F1), (R \F2), ..., (R \Fn) são conjuntos

abertos. Logo, pelo item (b) do Teorema 2.5 temos que a interseção (R\F1)∩ (R\
F2)∩ ...∩ (R\Fn) é um conjunto aberto. Mas, pelo Teorema 2.3, temos que

(R\F1)∩ (R\F2)∩ ...∩ (R\Fn) = R\ (F1 ∪F2 ∪ ...∪Fn).

Portanto, pelo Teorema 2.1, concluı́mos que F1 ∪F2 ∪ ...∪Fn é fechado.
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c) Considere (Fλ )λ∈L uma famı́lia qualquer de conjuntos fechados Fλ ⊂R. Logo, como

Fλ é fechado, pelo Teorema 2.1, temos que R\Fλ é aberto para todo λ ∈ L. Mas, de

acordo com o item (c) do Teorema 2.5, segue que
⋃

λ∈L

(R\Fλ ) é aberto. Com isso,

pelo Teorema 2.4, observamos que
⋃

λ∈L

(R\Fλ ) = R\
(⋂

Fλ

)
. Portanto, aplicando

o Teorema 2.1, concluı́mos que F =
⋂

λ∈L

Fλ é um conjunto fechado.

Definição 2.4. Seja uma função f : X ⊂ R→ R. Dados x1,x2 ∈ X, dizemos que f é:

• monótona estritamente crescente quando x1 < x2 ⇒ f (x1)< f (x2);

• monótona estritamente decrescente quando x1 < x2 ⇒ f (x1)> f (x2);

• monótona não-decrescente quando x1 < x2 ⇒ f (x1)≤ f (x2);

• monótona não-crescente quando x1 < x2 ⇒ f (x1)≥ f (x2).

Nos casos em que f é estritamente monótona temos que f é injetiva.

A seguir, traremos as definições de funções uniformemente contı́nuas e de função

lipschitziana ou lipschitz.

Definição 2.5. Uma função f : X ⊂ R→ R é uniformemente contı́nua quando, para cada ε > 0,

existe δ > 0 tal que ∀x,y ∈ X com |x− y|< δ implica que | f (x)− f (y)|< ε .

É evidente que toda função uniformemente contı́nua é contı́nua. Para isso, fixar y na

definição de continuidade uniforme (lembremos que a continuidade depende do ponto). Mas a

recı́proca não é verdadeira. Para ver isso, seja a função f : X ⊂ R→ R, com X = (0,1), dada

por f (x) =
1
x

, que é claramente contı́nua. Vamos mostrar que f não é uniformemente contı́nua.

De fato, suponha, por absurdo, que f é uniformemente contı́nua. Então, dado um ε0 > 0 existe

δ (ε)> 0 tal que para a∈X , x∈X e |x−a|< δ temos que | f (x)− f (a)|< ε0. Por outro lado, pela

propriedade arquimediana, para qualquer δ > 0 fixado existe n0 ∈ N tal que
1
n0

<
δ

2
. Tomando

a =
1
n0

segue que

f (a) = f
(

1
n0

)
=

1
1
n0

= n0
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e, consequentemente, para x ∈ X e |x−a|= |x− 1
n0

|< δ temos | f (x)− f (a)|= | f (x)−n0|< ε0.

Sendo
1
n0

<
δ

2
, então δ >

2
n0

e, portanto, o intervalo que satisfaz |x − 1
n0

| < δ , dado por

1
n0

− δ < x <
1
n0

+ δ , assume todos os valores positivos do domı́nio que estão próximos de

zero, visto que
1
n0

− δ < 0, e para os quais temos | f (x)− f (a)| = | f (x)− n0| >> ε0, ou seja,

f (x) >> n0 + ε0. Logo, isso é um absurdo, pemitindo cncluir que f não é uniformemente

contı́nua.

Definição 2.6. Uma função f : X ⊂ R → R é lipschitziana ou lipschitz quando existe uma

constante real c > 0 tal que x,y ∈ X implica em | f (x)− f (y)| ≤ c · |x− y|.

Toda função lipschitziana é uniformemente contı́nua. Para mostrar isso, tome δ =
ε

c
.

Em particular, como f é lipschitz, para x,y ∈ X e |x− y|< δ temos que

| f (x)− f (y)| ≤ c · |x− y| ⇒ | f (x)− f (y)|< c ·δ = c · ε

c
= ε ⇒ | f (x)− f (y)|< ε,

o que conclui a demonstração.

O teorema descrito a seguir fornece um importante resultado sobre funções contı́nuas

com domı́nios compactos cuja demonstração pode ser encontrada em Elon Lima [8] (página

239).

Teorema 2.7 (Weierstrass). Seja D um conjunto compacto. Toda função contı́nua f : D → R é

limitada e atinge os seus extremos, ou seja, existem a,b ∈ D tais que f (a)≤ f (x)≤ f (b) para

todo x ∈ D. Em particular, f é limitada em D, ou seja,

∃K > 0 , | f (x)|< K ∀x ∈ D.

Teorema 2.8. Seja X compacto. Toda função contı́nua f : X → R é uniformemente contı́nua.

Demonstração. Seja f : X → R uma função contı́nua. Então, f é contı́nua em cada ponto x ∈ X .

Logo, se x0 ∈ X então, dado ε > 0, existe δ

(
ε

2
;x0

)
tal que para x ∈ X e |x− x0| < δ temos

| f (x)− f (x0)|<
ε

2
. Definindo δx =

δ

2
> 0, obtemos

x ∈ X , |x− y|< 2δx ⇒ | f (x)− f (x0)|<
ε

2
. (2.1)

Com isso, sendo Ix = (x−δx,x+δx), temos que X ⊂
⋃
x∈X

Ix e a famı́lia
⋃
x∈X

Ix é uma cobertura

de abertos de X que, pelo Teorema 2.2, assume uma subcobertura finita X ⊂ Ix1 ∪ Ix2 ∪ ...∪ Ixn ,
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pois X é compacto. Tomando δ = in f (δx1, ...,δxn), verificamos que δ > 0, pois {δx1, ...,δxn} é

um conjunto finito com todos os elementos δxi > 0, para i = 1,2, ...,n. Logo, considerando que

para todo x ∈ X temos que x ∈ Ix j , para algum j ∈ {1, ...,n}, então, pela Equação 2.1,

|x− x j|< δx j < 2δx j ⇒ | f (x)− f (x j)|<
ε

2
. (2.2)

Para x,y ∈ X com |x−y|< δ , considerando a Equação 2.1 e aplicando a desigualdade triangular,

temos

|y− x j|= |y− x+ x− x j| ≤ |y− x|+ |x− x j|< δ +δx j < 2δx j ⇒ | f (y)− f (x j)|<
ε

2
. (2.3)

Sendo assim, pelas Equações 2.2 e 2.3, aplicando novamente a desigualdade triangular, segue

que

| f (x)− f (y)|= | f (x)− f (x j)+ f (y)− f (x j)| ≤ | f (x)− f (x j)|+ | f (y)− f (x j)|<
ε

2
+

ε

2
= ε,

ou seja, | f (x)− f (y)|< ε . Portanto, f é uniformemente contı́nua.

Definição 2.7. Dados dois pontos a,b ∈ R, com a < b, dizemos que uma função f : [a,b]→ R é

absolutamente contı́nua se para todo ε > 0 dado arbitrariamente for possı́vel encontrar δ > 0

tal que para qualquer famı́lia finita de intervalos abertos dois a dois disjuntos (a1,b1), (a2,b2),

..., (an,bn), para algum n ∈ N, com (ak,bk)⊂ [a,b] para k = 1,2, ...,n, se

n

∑
k=1

(bk −ak)< δ

então
n

∑
k=1

| f (bk)− f (ak)|< ε.

De fato, tomando n = 1, vemos que toda função f : [a,b]→ R absolutamente contı́nua

é contı́nua em [a,b].

A seguir introduzimos os conceitos de funções reais diferenciáveis e suas implicações.

Definição 2.8. Dado um intervalo I de números reais, uma função f : I ⊂ R→ R, dizemos que

f é derivável em um ponto a ∈ I quando existir o limite

f ′(a) = lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

,

em que f ′(a) é dita derivada de f no ponto a.
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Definição 2.9. Quando uma função f : I ⊂ R → R possui derivada em todos os pontos do

intervalo I, ou seja, se a função derivada f ′ : I ⊂ R→ R que associa cada elemento x ∈ I à

sua derivada f ′(x) correspondente
(
x 7→ f ′(x)

)
for contı́nua, dizemos que f é continuamente

derivável no intervalo I, ou seja, dizemos que f é uma função de classe C1.

Definição 2.10. Uma função f : I ⊂R→R é de classe Cn ( f ∈Cn) quando f é n vezes derivável

em I, isto é, quando a função f (n) : I ⊂ R→ R que associa cada elemento do intervalo I à sua

n-ésima derivada correspondente
(

x 7→ f (n)(x)
)

for contı́nua em I. Quando é possı́vel derivar

f quantas vezes desejar, ou seja, quando f ∈Cn para todo n = 1,2,3, ..., dizemos que f é de

classe C∞ ou f ∈C∞. Particularmente, f ∈C0 significa que f é contı́nua em I.

Particularmente, quando uma função f : R→ R é derivável em um ponto a ∈ R temos

que

f (a+h) = f (a)+ f ′(a) ·h+ r(h),

tal que r(h) é o resto correspondente a um infinitésimo de ordem maior do que 1 em relação a

h, ou seja, lim
r(h)

h
= 0. Se f ∈Cn no ponto a então existe um polinônimo p de grau menor ou

igual a n, denominado Polinômmio de Taylor de f no ponto a, tal que

f (a+h) = p(h)+ r(h),

onde

p(h) =
n

∑
i=0

f (i)(a) ·hi e lim
r(h)
hn = 0.

O teorema seguinte, encontrado em Elon Lima [8] (página 281), traz um resultado importante

sobre o assunto.

Teorema 2.9. Seja r : I ⊂ R→ R n vezes derivável (r ∈Cn) no ponto 0 ∈ I. Então

r(0) = r′(0) = r′′(0) = ...= r(n)(0) = 0 ⇔ lim
x→0

r(x)
xn = 0.

O teorema a seguir trata da mudança de variável no processo de integração de funções.

Teorema 2.10 (Mudança de Variável na Integral). Sejam f : [a,b]→Rn um caminho contı́nuo e

ϕ : [c,d]→ [a,b] uma função com derivada integrável. Então∫
ϕ(d)

ϕ(c)
f (x)dx =

∫ d

c
f (ϕ(t)) ·ϕ ′(t)dt.
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2.2 Campos Vetoriais, Curvas Integrais e Folheações

Na sequência, serão introduzidos os conceitos de campos de vetores, de curvas integrais

e de folheações em Rn.

2.2.1 Campos Vetoriais e Curvas Integrais

Definição 2.11. Um campo de vetores ou campo vetorial X : Ω ⊂ Rn → Rn é uma aplicação de

um aberto Ω do espaço Rn que associa a cada ponto p ∈ Ω um vetor X(p). O campo de vetores

X(p) = ( f1(p), f2(p), ..., fn(p)) é de classe Ck se cada componente fi : Ω → R é de classe Ck

(k = 0,1,2, ...,∞).

Notação: O conjunto de vetores da base canônica {e1,e2, ...,ek...,en} em que

e1 = (1,0,0, ...,0,0,0), e2 = (0,1,0, ...,0,0,0), ...,

ek = (0,0,0, ...,0, 1︸︷︷︸
k-ésima posição

,0, ...,0,0,0), ... ,en = (0,0,0, ...,0,0, 1︸︷︷︸
n-ésima posição

)

será representado por{
∂

∂x1
,

∂

∂x2
, ...,

∂

∂xk
, ...,

∂

∂xn

}
tal que ek =

∂

∂xk
, para todo 1 ≤ k ≤ n.

Dessa forma, um campo vetorial em Rn terá a sua representação dada por

X(p) = ( f1(p), f2(p), ..., fn(p)) = f1(p)
∂

∂x1
+ f2(p)

∂

∂x2
+ ... fk(p)

∂

∂xk
+ ...+ fn(p)

∂

∂xn
.

Em particular, para R2, temos

X(p) = ( f (p),g(p)) = f (p)
∂

∂x1
+g(p)

∂

∂x2
.

Todo campo de vetores X : Ω ⊂ Rn → Rn está associado a uma equação diferencial da

seguinte forma: 

x′1 = f1(x1,x2, ...,xn)

x′2 = f2(x1,x2, ...,xn)

...

x′n = fn(x1,x2, ...,xn)

(2.4)

Vamos escrever este sistema simplesmente na forma vetorial x′ = X(x), ∀x ∈ Ω.
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Definição 2.12. Dados um ponto p0 ∈ Ω e um campo vetorial X : Ω → Rn de classe Ck,

chamamos curva integral do campo X, com condição inicial p0, a um caminho diferenciável

λ : (−ε,ε)→R tal que λ (0) = p0 e λ
′(t) = X(λ (t)), para todo t ∈ (−ε,ε). Isto é, λ (t) satisfaz

a Equação Diferencial (2.4). Assim, λ também é chamada de solução da EDO com condição

inicil.

Figura 2.1 – Campo vetorial X associando o vetor X(p) ∈ Rn para todo p ∈ Ω.

De fato, o vetor-velocidade de uma curva integral de X em um determinado ponto de Ω

é dado pelo vetor associado a este ponto pelo campo vetorial X .

Exemplo 2.1. Considere o campo vetorial X : R2 → R2 tal que

X(x,y) = (1,3y
2
3 ) = (1)e1 +(3y

2
3 )e2 = (1)

∂

∂x
+(3y

2
3 )

∂

∂y

e que está associado à equação diferencial ordinária (EDO)x′ = 1

y′ = 3y
2
3

. (2.5)

A figura a seguir mostra o campo vetorial correspondente a X.
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Figura 2.2 – Campo vetorial X = (1)
∂

∂x
+(3y

2
3 )

∂

∂y
.

As soluções da EDO 2.5 são dadas pelas curvas integrais λ (t) = (x(t),y(t)) ondex(t) = t + c1

y(t) = (t + c2)
3

. (2.6)

Logo, temos que

x′(t) = 1 e y′(t) = 3(t + c2)
2 = 3

[
(t + c2)

3] 2
3 = 3y

2
3 .

A figura seguinte mostra as curvas soluções da pela EDO 2.5.

(a) (b)

Figura 2.3 – Curvas soluções da EDO 2.5.
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Em particular, a solução dada pela Equação 2.6 com condição inicial λ (0) = (0,0)

é λ1(t) = (t, t3). Por outro lado, a curva λ2(t) = (t,0) também satisfaz a EDO 2.5 e também

tem condição inicial λ (0) = (0,0) (ver Figura 2.4a). Logo, temos que a EDO 2.5 não possui

unicidade de soluções com condição inicial p0 = (0,0). Da mesma forma, para cada condição

inicial λ (0) = (c1,0) (sobre o eixo x) passam pelo menos duas soluções λ1(t) = (t+c1,(t+c1)
3)

e λ (t) = (t + c1,0) (ver Figura 2.4b), ao contrário dos demais pontos fora dessa reta os quais

possuem soluções únicas.

(a) (b)

Figura 2.4 – Condições inicias com duplas soluções da EDO 2.5.

Na verdade, considerando a solução da EDO 2.5 com condição inicial p0 = (0,0), além

das duas soluções apontadas na Figura 2.4a, existem infinitas curvas soluções com essa mesma

condição inicial geradas por combinações das curvas λ (t) = (t,0) e λ1(t) = (t + c1,(t + c1)
3)

de três formas distintas, como visto na Figura 2.5, o que é análogo para qualquer outra condição

inicial sobre o eixo x.

Figura 2.5 – Infinitas soluções da EDO 2.5 para p0 pertencente à reta y = 0.
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O Teorema da Existência e Unicidade enunciado a seguir, também conhecido como

Teorema de Picard, traz um importante resultado sobre as curvas integrais cuja demonstração

pode ser vista em Elon Lima [9] (página 28) ou em Sotomayor [10] (página 13).

Teorema 2.11 (Teorema da Existência e da Unicidade (Picard)). Sejam Ω um subconjunto

aberto de Rn e X : Ω → Rn um campo vetorial Lipschtz. Dado qualquer ponto p0 ∈ Ω, existe

uma curva integral λ : (−c,c) → Ω do campo vetorial X com a condição inicial λ (0) = p0.

Se µ : (−ε,ε)→ Ω for outra curva integral de X com µ(0) = p0, então λ = µ num intervalo

(−δ ,δ )⊂ (−c,c)∩ (−ε,ε).

De fato, o campo vetorial abordado no Exemplo 2.1 não infringe o Teorema 2.11 de

existência e unicidade de soluções, visto que o campo vetorial correspondente a ele não é

Lipschtz, o que será visto no Exemplo 3.1 da Seção 3.1.

Definição 2.13. Um ponto p ∈ Ω é dito singular ou crı́tico se X(p) = 0.

Nesta situação, λ (t) = p, ∀t ∈ R é solução ou curva integral do sistema x′ = X(x). São

chamados de pontos estacionários. A figura a seguir mostra o exemplo do dois campos vetoriais

cujo único ponto singular de ambos consiste em P = (0,0).

Figura 2.6 – Campos vetoriais com ponto singular na origem.
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2.2.2 Folheações

Intuitivamente uma folheação (contı́nua) de dimensão 1 no plano R2 é uma decomposição

(ou partição) do plano em curvas (contı́nuas) duas a duas disjuntas. Mais precisamente:

Definição 2.14. Uma região Ω ⊂ R2 possui uma folheação se tem uma cobertura {Ui}i∈∆ de Ω

e a famı́lia de homeomorfismos {ϕi : Ui → ϕi(Ui)⊂ R2} tal que
{

ϕ
−1
i ((R×{y})∩ϕi(Ui)) ;y

}
define arcos de curvas conexas em Ω. (Figura 2.7)

Figura 2.7 – Representação de conjuntos da cobertura {Ui}i∈∆ de Ω com suas respectivas ima-
gens.

A famı́lia {(Ui,ϕi)} deve satisfazer a condição de transição (coerência ou compatibili-

dade). Isto é, ∀i ̸= j se Ui ∩U j ̸= /0 então

ϕi j := ϕ j ◦ϕ
−1
i : ϕi

(
Ui ∩U j

)
→ ϕ j

(
Ui ∩U j

)
é da forma ϕi j(x,y) =

(
αi j(x,y),γi j(y)

)
.
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Figura 2.8 – Condição de transição entre os abertos da folheação.

O fato de que γi j depende apenas da variável y faz com que os arcos de curvas conexas

definidas por ϕi e os arcos de curvas conexas definidas por ϕ j coincidam em Ui ∩U j.

- Denotamos por F = {(Ui,ϕi)}i∈∆
a folheação.

Os arcos de curvas conexas definidas por (Ui,ϕi) são chamados de placas da folheação.

A união maximal de placas que se interceptam formam curvas conexas chamadas de folhas da

folheação. Estas podem ser homeomorfas à reta ou cı́rculos.

Uma folheação F = {(Ui,ϕi)}i∈∆
é de classe Cr com 0 ≤ r ≤ ∞ se cada ϕi : Ui → R2

são de classe Cr.

Exemplo 2.2. Seja X : Ω ⊂ R2 → R2 é um campo vetorial em R2. Definimos o campo vetorial

X : Ω = R2 \{(0,0)}→ R2 dado por X(x,y) = (x,−y) = x
∂

∂x
− y

∂

∂y
. (Figura 2.9)

Note que o único ponto p ∈ R2 tal que X(p) = 0 é p = (0,0). Logo X em Ω = R2 \
{(0,0)} não possui singularidade.
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Figura 2.9 – Campo vetorial X : Ω = R2 \{(0,0)}→ R2 dado por X(x,y) = (x,−y).

Exemplo 2.3. Seja uma função contı́nua f : R→ R, definimos uma folheação F em R2 com

suas folhas dadas pelas translações verticais de y = f (x), ou seja, lc = f (x)+c para todo c ∈R,

como mostrado na Figura 2.10.

Figura 2.10 – Folheação F dada por translações verticais de uma função f .

Note que translações horizontais da função representada na Figura 2.10 não definem

uma folheação. De modo geral, as translações verticais de curvas planas que não definem uma

função de x em y também não definem uma folheação, como é o caso da hipérbole y2 − x2 = 1.
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Exemplo 2.4. Se f : R→R for uma função estritamente crescente (ou estritamente decrescente)

então podemos definir uma folheação F em R2 com suas folhas dadas pelas translações verticais

ou horizontais de y = f (x), ou seja, lc = f (x+ c) para todo c ∈ R, como mostrado na Figura

2.11.

Figura 2.11 – Folheação F dada por translações verticais ou horizontais de uma função f estri-
tamente crescente.



CAPÍTULO 3

Funções Hölder Cont́ınuas: A Função de

Cantor

O objetivo deste capı́tulo é introduzir o conceito de funções Hölder contı́nuas, o conjunto

de Cantor e a função de Cantor. As referências principais utilizadas aqui abrangem os textos de

Elon Lima [8] e Hille-Tamarkin [5].

3.1 Funções Hölder Cont́ınuas

Sejam um intervalo I ⊂ R e uma função real f : I → R em que, para todo x,y ∈ I com

x ̸= y e α ≥ 0, o supremo dos quocientes
| f (x)− f (y)|

|x− y|α
é finito, isto é, existe um número real

c ≥ 0 tal que sup
{
| f (x)− f (y)|

|x− y|α

}
= c, para todo x,y ∈ I com x ̸= y e α ≥ 0. Com isso, dizemos

que tais funções obedecem a condição Hölder ou são Hölder contı́nuas. A seguir, temos uma

definição formal para essas funções.

Definição 3.1. Dado um intervalo I ⊂ R, uma função f : I → R satisfaz a condição Hölder ou é

dita Hölder contı́nua quando existem constantes reais não-negativas c e α tais que, para todo

x,y ∈ I temos

| f (x)− f (y)| ≤ c|x− y|α .

Nesta situação dizemos que f é Hölder contı́nua de expoente α , ou simplesmente função α-

Hölder contı́nua.

De modo geral, é possı́vel definir a condição Hölder para funções definidas entre
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dois espaços métricos quaisquer. As funções α-Hölder contı́nuas apresentam propriedades

interessantes como veremos a seguir.

Seja f : I ⊂ R→ R uma função α-Hölder contı́nua, logo, temos que:

1. Se α = 0, então f é limitada.

De fato, como f é α-Hölder contı́nua e α = 0, então existe uma constante não-negativa c

tal que, para todo x,y ∈ I com x ̸= y, temos

| f (x)− f (y)| ≤ c|x− y|α = c|x− y|0 = c ·1 = c.

Com isso, fixando um ponto y0 ∈ I e aplicando a desigualdade triangular, temos que

| f (x)|− | f (y0)| ≤ | f (x)− f (y0)| ≤ c ⇒ | f (x)| ≤ c+ | f (y0)|.

Tomando L = c+ | f (y0)|, que é uma constante real positiva, temos que | f (x)| ≤ L para

todo x ∈ I, ou seja, f é limitada.

2. Se α = 1, então f é lipschitziana.

De fato, sendo, f é α-Hölder contı́nua e α = 1, então segue que existe uma constante

não-negativa c tal que, para todo x,y ∈ I com x ̸= y, temos

| f (x)− f (y)| ≤ c|x− y|α = c|x− y|1 = c|x− y| ⇒ | f (x)− f (y)| ≤ c|x− y|,

isto é, f é lipschitziana.

3. Se α > 0, então f é uniformemente contı́nua.

De fato, dado um valor real ε > 0 arbitrário e considerando δ =
(

ε

c

) 1
α

. Então, tomando

x,y ∈ I com x ̸= y e |x− y|< δ , sendo f uma função α-Hölder contı́nua, temos que

| f (x)− f (y)| ≤ c|x− y|α < c ·δ α = c ·
((

ε

c

) 1
α

)α

= c · ε

c
= ε ⇒ | f (x)− f (y)|< ε,

ou seja, f é uniformemente contı́nua.

4. Se α > 1, então f é constante.

Para ver isso, fixaremos um número n ∈ N arbitrário e sejam a,b ∈ R os extremos do

intervalo I ⊂ R. Logo, tomando dois pontos quaisquer x,y ∈ I com x < y, dividiremos o

intervalo de extremos x e y em n partes de comprimentos iguais a
y− x

n
, como mostrado

na Figura 3.1.
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Figura 3.1 – Divisão do intervalo de extremos x e y em n intervalos congruentes.

Com isso, temos que x = x0, y = xn e, consequentemente, f (x) = f (x0) e f (y) = f (xn).

Logo, verificamos que

f (y)− f (x) = f (xn)− f (x0)

= [ f (xn)− f (xn−1)]+ [ f (xn−1)− f (xn−2)]+ ...+[ f (x2)− f (x1)]+ [ f (x1)− f (x0)].

Sendo assim, como f é α-Hölder contı́nua e aplicando a desigualdade triangular, vemos

que

| f (y)− f (x)| ≤
n−1

∑
i=0

| f (xi+1)− f (xi)| ≤ c ·
n−1

∑
i=0

|xi+1 − xi|α = c ·
n−1

∑
i=0

(
y− x

n

)α

= c ·n · (y− x)α

nα
⇒ | f (y)− f (x)| ≤ c ·

(
1

nα−1

)
· (y− x)α .

Como α > 1, então α −1 > 0 e, dessa forma,
(

1
nα−1

)
−→ 0 quando n −→ ∞. Portanto,

temos que | f (y)− f (x)| ≤ 0, ou seja, | f (y)− f (x)| = 0, isto é, f (y) = f (x) para todo

x,y ∈ I. Logo, concluı́mos que f é constante.

Portanto, vamos restringir ao caso de funções α-Hölder com 0 < α ≤ 1. Assim temos a

seguinte cadeia de inclusões de funções:

Funções Lipschitz ⊂ Funções α-Hölder Contı́nuas ⊂ Funções Uniformemente Contı́nuas

Com isso, vemos que a condição Hölder de funções é um conceito entre as condições lipschitz e

de continuidade uniforme.
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Exemplo 3.1. A função f : [0,∞) → R dada por f (x) = xβ para 0 < β ≤ 1 é uma função

β -Hölder contı́nua.

Na Figura 3.2 temos os gráficos das distintas funções hα(t) = tα com t ∈ [0,1] e

α ∈ (0,1).

Figura 3.2 – Gráficos das funções hα(t) = tα para α = 1,
1
2
,
1
3
,
1
4
,
1
5

definidas no intervalo [0,1].

Notemos que se t ∈ [0,1] e α ≤ β temos tα ≥ tβ .

De fato, tomando x,y ∈ [0,∞) com x ̸= y, supondo x < y temos que

| f (y)− f (x)|
|y− x|β

=
|yβ − xβ |
|y− x|β

=

|yβ − xβ | · 1
|y|β

|y− x|β · 1
|y|β

=

∣∣∣∣∣yβ

yβ
− xβ

yβ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣yy − x
y

∣∣∣∣β
.

Seja t =
x
y

e, assim, segue que
| f (y)− f (x)|

|y− x|β
=

|1− tβ |
|1− t|β

sendo 0 < t < 1 e 0 < β ≤ 1 então

tα ≥ t, consequentemente, 1− tβ ≤ 1− t e 1− t ≤ (1− t)β . Assim,

| f (y)− f (x)|
|y− x|β

≤ |1− t|
|1− t|β

≤ |1− t|
|1− t|

= 1.

Notemos que se f : D ⊂ R → R é β -Hölder contı́nua então para todo I ⊂ D, f |I é

β -Hölder contı́nua.
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Proposição 3.1. Seja a função f : [0,∞)→R dada por f (x) = xβ com 0 < β ≤ 1. Se I ⊂ [0,∞) é

um conjunto compacto, então temos que para todo 0 < α ≤ β a função f |I é α-Hölder contı́nua.

Demonstração. Do Exemplo 3.1 temos que f (x) = xβ , f |I é β -Hölder contı́nua. Então para todo

x,y ∈ I ∃ sup
{

f (y)− f (x)
|y− x|β

}
≤ c1.

Tomando x,y ∈ I com x ̸= y, supondo x < y temos que

| f (y)− f (x)|
|y− x|α

=
|yβ − xβ |
|y− x|α

=

|yβ − xβ | · 1
|y|β

|y− x|α · 1
|y|β

=

∣∣∣∣∣yβ

yβ
− xβ

yβ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ y

y
β

α

− x

y
β

α

∣∣∣∣∣
α .

Considerando t =
x
y

, temos que

∣∣∣1− tβ

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

y
β

α
−1

∣∣∣∣∣
α

· |1− t|α
=

∣∣∣y β

α
−1
∣∣∣α ·
∣∣∣1− tβ

∣∣∣
|1− t|α

.

Como 0 < t < 1 e 0 < α < β ≤ 1 segue que |1− t|α > |1− t|β , com isso temos que
1

|1− t|α
<

1
|1− t|β

. Assim,

| f (y)− f (x)|
|y− x|α

=
|yβ − xβ |
|y− x|α

≤ yβ−α · |1− tβ |
|1− t|α

≤ |y|β−α · |1
β − tβ |

|1− t|β
≤ |y|β−α · c1,

pois f (x) = xβ é β -Hölder contı́nua.

Dessa forma, como β −α > 0 e y ∈ I, sendo I compacto, segue que g(y) := |y|β−α

é contı́nua. Logo, temos que g(y) é limitada, ou seja, existe um número real c2 > 0 tal que

|y|β−α ≤ c2, ∀x ∈ I. Portanto,

|yβ − xβ |
|y− x|α

≤ |y|β−α · c1 ≤ c1 · c2 = c,

ou seja, f é α-Hölder contı́nua.

O teorema a seguir, demonstrado em Teschl [11] (página 38), mostra um resultado mais

geral da proposição anterior.
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Teorema 3.1. Sejam K ⊂ R um conjunto compacto e a função f : K → R. Se 0 < α < β ≤ 1 e

f for β -Hölder contı́nua então f é α-Hölder contı́nua.

Proposição 3.2. Sejam f ,g : I ⊂ R→ R funções α-Hölder contı́nuas então f ±g é α-Hölder

contı́nua.

Demonstração. Sendo as funções f ,g : I ⊂ R→ R α-Hölder contı́nuas e aplicando a desigual-

dade triangular, temos que

|( f ±g)(y)− ( f ±g)(x)
|y− x|α

=
|( f (y)− f (x))± (g(y)−g(x))

|y− x|α
≤ |( f (y)− f (x))

|y− x|α
+

|(g(y)−g(x))
|y− x|α

≤ c1 + c2 = c, ∀x,y ∈ I, c1,c2,c ∈ R+ .

De modo análogo podemos demonstrar a propriedade α-Hölder contı́nua para o produto

e para o quociente entre funções.

3.2 O Conjunto de Cantor

Primeiramente, antes de definir formalmente o conjunto de Cantor, faremos algumas

considerações sobre os sistemas numéricos e as suas representações, com foco na base ternária.

3.2.1 Representação de um Número Real na Base Ternária

A representação de um número real em um sistema de numeração na base b ∈ N é feita

a partir da utilização de b algarismos. Se b ≤ 10 podemos tomar emprestado os algarismos da

base 10. Assim,

se b = 7 ⇒ B7 = {0,1,2,3,4,5,6};

se b = 3 ⇒ B3 = {0,1,2};

Se b > 10 será necessário acrescentar outros algarismos além dos decimais para complementar,

isto pode ser feito com letras gregas. Por exemplo, na base 12 temos

B12 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,α,β}.

A representação dos números naturais como sistema posicional na base “b”segue a

construção do sistema decimal. Assim, no que segue vamos escrever os números naturais na
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base 3.

N(3) = {03,13,23,103,113,123,203,213,223,1003,1013,1023, ...}.

Note que 103 = 31 = 3, 1003 = 32 = 9, 10003 = 33 = 27, ..., 10n
3 = 3n.

Dessa forma, temos que a representação dos inteiros e racionais

Z(3) =−N(3)∪N(3) e Q(3) =

{
p
q
, p,q ∈ Z(3), q ̸= 0

}
.

Para construir um número real x ∈ R arbritário, primeiramente notemos que x = n+ r

com n ∈ Z(3) e r ∈ (0,1). Assim basta representar os números reais em (0,1) na base 3.

Agora, iremos apresentar a construção geométrica da representação de um número real

positivo x ∈ [0,1] na base 3 ou base ternária. Isto se faz de modo semelhante à construção da

representação decimal.

Para isso, considere o intervalo fechado I = [0,1]. Sendo assim, faremos a seguinte

construção geométrica: na primeira etapa, o intervalo I será dividido em 3 intervalos fechados e

congruentes que denotamos por I0, I1, I2 de comprimentos iguais a
1
3

, isto é,

I = I0 ∪ I1 ∪ I2 =

[
0,

1
3

]
∪
[

1
3
,
2
3

]
∪
[

2
3
,1
]
.

Se x ∈ I, então, x ∈ I j1 para algum j1 ∈ {0,1,2}. Dessa forma, a primeira aproximação

do ponto x com uma casa (ternária) será:

x ≈ (0,0)3 = 0, se x ∈ I0

x ≈ (0,1)3 =
1
3
, se x ∈ I1

x ≈ (0,2)3 =
2
3
, se x ∈ I2

, isto é, x ≈ (0, j1)3 = j1 ·
1
3
=

j1
3
, j1 ∈ {0,1,2}.

No passo seguinte, cada um dos três intervalos I j1 serão subdivididos em três intervalos

fechados e congruentes, ou seja:

- para j1 = 0 ⇒ I0 =

[
0,

1
9

]
∪
[

1
9
,
2
9

]
∪
[

2
9
,
1
3

]
= I00 ∪ I01 ∪ I02;

- para j1 = 1 ⇒ I1 =

[
1
3
,
4
9

]
∪
[

4
9
,
5
9

]
∪
[

5
9
,
2
3

]
= I10 ∪ I11 ∪ I12;

- para j1 = 2 ⇒ I2 =

[
2
3
,
7
9

]
∪
[

7
9
,
8
9

]
∪
[

8
9
,1
]
= I20 ∪ I21 ∪ I22.
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Assim, na decomposição temos 9 = 32, cada intervalo de comprimento
1
32 .

Da mesma forma, agora tpodemos aproximar o ponto x ∈ (0,1) com duas casas

(ternárias). Se x ∈ I j1 = I j10 ∪ I j11 ∪ I j12 então temos que x ∈ I j1 j2 para algum j2 ∈ {0,1,2}.

Então,

se x ∈ I j1 j2 ⇒ x ≈ (0, j1 j2)3 = j1 ·
1
3
+ j2 ·

1
32 =

j1
3
+

j2
32 .

De maneira análoga, na terceira iteração desse processo, cada um dos nove intervalos

I j1 j2 , j1, j2 = 0,1,2, serão subdivididos em três intervalos fechados originando 27 = 33 intervalos

fechados congruentes com comprimentos iguais a
1
33

I j1 j2 = I j1 j20 ∪ I j1 j21 ∪ I j1 j22, j1, j2 ∈ {0,1,2}.

Assim, a terceira aproximação de x será dada por:

se x ∈ I j1 j2 j3 ⇒ x ≈ (0, j1 j2 j3)3 = j1 ·
1
3
+ j2 ·

1
32 + j3 ·

1
33 =

j1
3
+

j2
32 +

j3
33 , j1, j2, j3 ∈ {0,1,2}.

A Figura 3.3 ilustra a terceira iteração desse processo de partições do intervalo I = [0,1].

Figura 3.3 – Partições de I = [0,1] em 33 intervalos fechados com comprimentos iguais a
1
33 .

Com isso, seguindo os mesmos passos feitos anteriormente, de maneira indutiva, ocor-

rerá na n-ésima iteração desse processo a formação de 3n intervalos fechados I j1 j2 j3... jn com

jk ∈ {0,1,2}, todos os intervalos são de comprimento igual a
1
3n , de modo que

I j1 j2 j3... jn−1 = I j1 j2 j3... jn−10 ∪ I j1 j2 j3... jn−11 ∪ I j1 j2 j3... jn−12
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. Com isso, podemos encontrar para x uma aproximação com n casas (ternárias):

se x ∈ I j1 j2 j3... jn ⇒ x ≈ (0, j1 j2 j3... jn)3 =
j1
3
+

j2
32 +

j3
33 + ...+

jn
3n =

n

∑
k=1

jk
3k ,

para j1, j2, j3, ..., jn ∈ {0,1,2}.

Notemos que I j1 j2 j3... jn = I j1 ∩ I j1 j2 ∩ I j1 j2 j3 ∩ ...∩ I j1 j2 j3... jn onde

I j1 ⊃ I j1 j2 ⊃ I j1 j2 j3 ⊃ ...⊃ I j1 j2 j3... jn.

Tal processo iterativo segue indefinidamente. Assim, dada uma sequência infinita

J = ( j1 j2 j3... jn...) temos a seguinte notação:

I j1 j2 j3... jn... = I j1 ∩ I j1 j2 ∩ I j1 j2 j3 ∩ ...∩ I j1 j2 j3... jn ∩ ...

sendo o comprimento de cada intervalo fechado I j1 j2 j3... jn dado por |I j1 j2 j3... jn |=
1
3n e

I j1 ⊃ I j1 j2 ⊃ I j1 j2 j3 ⊃ ...⊃ I j1 j2 j3... jn ⊃ ... .

Dessa forma, podemos conseguir uma aproximação para x ∈ [0,1] com qualquer número finito

de casas (ternárias).

Notemos que se x ∈ I j1 j2 j3... jn... = IJ e IJ =
∞⋂

k=1

I j1 j2 j3... jk com |I j1 j2 j3... jk | =
1
3k −→ 0

quando k −→ ∞, assim, aplicando o Teorema de Cantor dos Intervalos Encaixantes, temos que

IJ =
∞⋂

k=1

I j1 j2 j3... jk = {x}.

Portanto, a partir dessa construção geométrica, para cada sequência infinita J, está

associado um único número real x ∈ [0,1] o qual possui uma representação ternária como

definida abaixo.

Definição 3.2. A representação na base 3 ou base ternária de um número real x ∈ [0,1] é dada

por

x = (0, j1 j2 j3... jk...)3 =
j1
3
+

j2
32 +

j3
33 + ...+

jk
3k + ...=

∞

∑
k=1

jk
3k ,

com jk ∈ {0,1,2}.

Por exemplo, se x = 0 então x ∈ I000.... Se x = 1 então x ∈ I222..., isto é,

1 = (0,2222...)3 =
2
3
+

2
32 +

2
33 +

2
34 + ... .
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Notemos que se x pertence ao extremo de um intervalo da construção, para fixar ideias

digamos que x ∈ I j1 j2 j3... jn−1 jn ∩ I j1 j2 j3... jn−1( jn+1) com jn ∈ {0,1}.

1º) Se na construção considerarmos x no intervalo esquerdo, isto é, x é o extremo direito do

intervalo I j1 j2 j3... jn−1 jn . Então, nos seguintes iterados, x sempre vai pertencer ao terceiro intervalo

de ı́ndice jk = 2 para todo k > n, isto é, x ∈ I j1 j2 j3... jn−1 jn222.... Logo, x terá uma representação

ternária infinita dada por

x = (0, j1 j2 j3... jn−1 jn2222...)3 =
j1
3
+

j2
32 +

j3
33 + ...+

jn
3n +

2
3n+1 +

2
3n+2 +

2
3n+3 ... . (3.1)

Figura 3.4 – Número x ∈ [0,1] pertencente aos extremos dos intervalos I j1 j2 j3... ji−1 jn e
I j1 j2 j3... jn−1( jn+1).

2º) Se na construção considerarmos x no intervalo da direita, x ∈ I j1 j2 j3... jn−1( jn+1), isto

é, x é o extremo esquerdo deste intervalo. Então, nos próximos iterados x pertencerá sempre ao

primeiro intervalo de ı́ndice jk = 0 para todo k > n, ou seja, x ∈ I j1 j2 j3... jn−1( jn+1)000.... Com isso,

a representação de x na base ternária será finita igual a

x = (0, j1 j2 j3... jn−1( jn +1))3 =
j1
3
+

j2
32 +

j3
33 + ...+

jn−1

3n−1 +
( jn +1)

3n . (3.2)

Das observações anteriores, podemos afirmar que para alguns números x ∈ [0,1] temos

duas representações distintas (ver 3.1 e 3.2).

Teorema 3.2. Seja um número real x ∈ [0,1] com representação finita na base ternária dada

por x = (0, j1 j2 j3... jn−1 jn)3 com jn ∈ {1,2} para algum n ∈ N, então x tem a representação na

base ternária da forma x = (0, j1 j2 j3... jn−1( jn −1)2222...)3.
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3.2.2 Construção do Conjunto de Cantor

Descoberto por Henry John Stephen Smith em 1874 e introduzido por Georg Cantor em

1883, o conjunto de Cantor, definido em um segmento por meio de um limite de um processo

iterativo. O conjunto de Cantor tem várias propriedades não intuitivas as quais serão exploradas

nesta seção.

A construção geométrica do conjunto de Cantor é feita por meio de um processo

iterativo. Inicialmente, retiramos o terço médio aberto do intervalo I = [0,1] e, na sequência, são

retirados os terços médios dos intervalos fechados restantes, assim indefinidamente e de forma

indutiva. Para isso, utilizaremos a mesma notação dos intervalos descritos na representação

ternária.

Na primeira iteração desse processo, retiramos o terço médio aberto do intervalo

I = [0,1], isto é, retiramos o intervalo aberto
◦
I1 =

(
1
3
,
2
3

)
, denotemos por C1 os intervalos que

ficaram:

C1 = I \
◦
I1 = I0 ∪ I2 =

[
0,

1
3

]
∪
[

2
3
,1
]
.

Seguidamente, na segunda iteração, retiramos os terços médios dos intervalos de C1,

isto é, retiramos
◦
I01 =

(
1
9
,
2
9

)
e
◦
I21 =

(
7
9
,
8
9

)
.

Denotamos por C2 = C1 \{
◦
I01,

◦
I21}, notemos que C2 possui 4 = 22 intervalos fechados

cada um com comprimentos iguais a
1
32 , isto é,

C2 = (I00 ∪ I02)∪ (I20 ∪ I22) =

([
0,

1
9

]
∪
[

2
9
,
1
3

])
∪
([

2
3
,
7
9

]
∪
[

8
9
,1
])

.

A Figura 3.5 mostra os conjuntos C1 e C2 das primeira e segunda iterações dessa construção.

Figura 3.5 – Conjuntos C1 e C2 das primeira e segunda iterações.

Este processo segue indefinnidamente. Denotamos por Cn os intervalos que ficam depois

de retirados os terços médios dos intervalos de Cn−1.
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De agora em diante vamos utilizar a notação δn,k para os intervalos abertos terços

médios retirados, onde n é o número da iteração e k é o intervalo retirado em cada um dos

intervalos de Cn−1. Por exemplo:

- na primeira iteração: δ1,1 =
◦
I1 e C1 = [0,1]\δ1,1 = I0 ∪ I2;

- na segunda iteração: δ2,1 =
◦
I01, δ2,2 =

◦
I21 e C2 = C1 \{δ2,1;δ2,2}= I00 ∪ I02 ∪ I20 ∪ I22;

Na terceira iteração, de maneira análoga, removeremos os terços médios abertos de

cada um dos quatro intervalos fechados que compõem o conjunto C2. Assim, temos que

C3 = C2 \{δ3,1;δ3,2;δ3,3;δ3,4}

e, na notação δ3,k, o ı́ndice k indica que o intervalo retirado é o k-ésimo intervalo de C2, donde

os intercalode me C2 ordenandos da esquerda para a direita. Então temos que

δ3,1 ⊂ I00, δ3,2 ⊂ I02, δ3,3 ⊂ I20 e δ3,4 ⊂ I22,

Notemos que em C2 foram retirados 22 intervalos de comprimento
1
32 e o número de

intervalos que compõem C3 é 23 e cada um de comprimento
1
33 .

Repetindo esse processo, a n-ésima iteração corresponde em remover o terço médio

aberto (δn,k) de cada um dos 2n−1 intervalos fechados do conjunto Cn−1. Assim o conjunto Cn

correspondente à união de 2n intervalos fechados com comprimentos iguais a
1
3n . Com isso,

temos que

Cn = Cn−1 \{δn,1;δn,2; ...;δn,2n−1}=

=

I00...00︸ ︷︷ ︸
n−1

0 ∪ I00...00︸ ︷︷ ︸
n−1

2

∪

I00...02︸ ︷︷ ︸
n−1

0 ∪ I00...02︸ ︷︷ ︸
n−1

2

∪ ...∪

I22...22︸ ︷︷ ︸
n−1

0 ∪ I22...22︸ ︷︷ ︸
n−1

2

 ,

ou seja, I j1 j2 j3... jn ⊂ Cn com jk ∈ {0,2}, para todo 1 ≤ k ≤ n.

Observamos, também, na famı́lia de conjuntos (Cn)n∈N satisfaz a cadeia de inclusões

I ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ ...⊃ Cn−1 ⊃ Cn ⊃ Cn+1 ⊃ ...

Assim, definimos o conjunto de Cantor como a interseção infinita dos conjuntos da

famı́lia (Cn)n∈N.

Definição 3.3. Chamamos de conjunto de Cantor ao conjunto C =
∞⋂

n=1

Cn.
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É evidente que o conjunto de Cantor não é vazio, ou seja, C ̸=∅. De fato, como o ponto

x =
1
3

é o extremo direito do intervalo I0 =

[
0,

1
3

]
então pela construção x estará nos intervalos

I02, I022, I0222, ..., I02...2, ..., logo temos que x ∈ Cn para todo n ∈ N e, consequentemente, x ∈ C.

Da mesma forma, se x ∈ [0,1] é o extremo de algum intervalo de Cn para algum n então x ∈ C.

Uma observação de grande relevância com relação à representação dos elementos do

conjunto de Cantor é que se x ∈ C =
∞⋂

n=1

Cn, então x ∈ Cn para todo n ∈ N⇒ x ∈ I j1 ⊂ C1 para

algum j1 ∈ {0,2} e x ∈ I j1 j2 ⊂ C2 para algum j2 ∈ {0,2} e I j1 j2 ⊂ I j1 . Assim,

x ∈ I j1 j2... jn, ∀n com j1 j2... jn ∈ {0,2} e I j1 ⊃ I j1 j2 ⊃ ...⊃ I j1 j2... jn ⊃ ...; x ∈
∞⋂

n=1

I j1 j2... jn.

Da representação dos números reais na base ternária (Teorema 3.2) temos que a sequência infinita

associada a x ∈ C é ( j1 j2... jn...) com jn ∈ {0,2}, ∀n ∈ N e, assim

x = (0, j1 j2 j3...)3 =
j1
3
+

j2
32 +

j3
33 + ...=

∞

∑
k=1

jk
3k ; jk ∈ {0,2}.

Reciprocamente, dada qualquer sequência infinita (µ1µ2...µn...), µk ∈ {0,2}, ∀k ∈N,

temos que o número
∞

∑
k=1

µk

3k := a pertence ao conjunto de Cantor. De fato, basta notar que os

intervalos I j1 ⊃ I j1 j2 ⊃ ...⊃ I j1 j2... jn ⊃ ...

∴ a =
∞⋂

n=1

Iµ1µ2...µn ⊂
∞⋂

n=1

Cn = C.

Desse modo, o Teorema 3.3 foi demonstrado e este traz uma formalização da representação

na base ternária de todo elemento do conjunto de Cantor C.

Teorema 3.3 (Caracterização dos elementos de C). Seja C o conjunto de Cantor e x ∈ [0,1].

Então x ∈ C se, e somente se, a expansão de x na base ternária pode ser escrita utilizando apenas

os algarismos 0 e 2.

De acordo com o teorema anterior, o conjunto de Cantor pode ser definido pela

representação de seus elementos na base ternária como

C =

{
x ∈ [0,1] | x = (0,x1x2x3...)3 =

x1

3
+

x2

32 +
x3

33 + ...=
∞

∑
j=1

x j

3 j ; x j ∈ {0,2}

}
.

Os teoremas que serão apresentados na sequência trazem propriedades do conjunto de

Cantor relacionadas à sua cardinalidade e às caracterı́sticas dos elementos que o compõe.
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Teorema 3.4. O conjunto de Cantor é compacto.

Demonstração. Como o conjunto de Cantor está contido no intervalo [0,1], C ⊂ [0,1], segue que

C é limitado, pois, para todo x ∈ C, tem-se que |x| ≤ 1. Logo, basta provar que C é fechado. Para

isso, considere a famı́lia de intervalos abertos
(
◦
I j1 j2 j3... jn

)
n∈N

, em que jk ∈ {0,1,2} e jk = 1

para algum 1 ≤ k ≤ n, referentes aos terços médios removidos na construção de cada conjunto

Cn. Pelo item (c) do Teorema 2.5 verificamos que
⋃

n∈N

◦
I j1 j2 j3... jn é aberto. Logo, de acordo com o

Teorema 2.1, podemos concluir que R\
⋃

n∈N

◦
I j1 j2 j3... jn é fechado. Com isso, observamos que C é

dado por uma interseção de conjuntos fechados, isto é,

C =

(
R\

⋃
n∈N

◦
I j1 j2 j3... jn

)
∩ [0,1].

Portanto, pelo item (c) do Teorema 2.6, segue que C é fechado. Por fim, temos que o conjunto C
é compacto.

Teorema 3.5. O conjunto de Cantor é não enumerável (possui a mesma cardinalidade dos

conjuntos I = [0,1] e R dos reais).

Demonstração. Sabemos que os conjuntos I = [0,1] e R dos reais são não enumeráveis e

possuem a mesma cardinalidade. Logo, para provar que C é não enumerável, basta construir uma

bijeção φ : C→ [0,1]. Como visto no Teorema 3.3, todo elemento x∈ C possui uma representação

na base ternária da forma x = (0,x1x2x3...xk...)3 composta apenas por algarismos 0 e 2, ou seja,

xk ∈ {0,2} para todo k ∈ N, podendo sua representação ser finita ou infinita. Dado um número

real x ∈ [0,1], de forma análoga à construção da sua representação ternária x = (0,x1x2x3...xk...)3,

definimos a sua representação binária como

x = (0,y1y2y3...yk...yn)2 =
y1

2
+

y2

22 +
y3

23 + ...+
yk

2k + ...+
yn

2n =
n

∑
k=1

yk

2k ,

com n ∈N e yk ∈ {0,1} para todo 1 ≤ k ≤ n. Sendo assim, a função φ irá estabelecer uma relação

de correspondência entre a representação ternária dos elementos de C com a representação

binária dos elementos de I = [0,1], ou seja, dado x ∈ C com x = (0,x1x2x3...xk...)3, então

φ(x) = (0,y1y2y3...yk...)2, tal que

φ(x) =
∞

∑
k=1

xk
2

2k .
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De fato, como xk ∈ {0,2} temos que

 para xk = 0 ⇒ yk = 0

para xk = 2 ⇒ yk = 1
. Logo, verifica-se que φ associa

cada elemento x ∈ C representado na base ternária a um número real y ∈ [0,1] representado

na sua base binária. De fato, φ é injetiva, pois, dados x′,x′′ ∈ C com x′ = (0,x′1x′2x′3...x
′
k...)3 e

x′′ = (0,x′′1x′′2x′′3...x
′′
k ...)3, se x′ ̸= x′′ então x′k ̸= x′′k para algum k ∈ N. Com isso, se x′k = 0 temos

que x′′k = 2, logo, y′k = 0 e y′′k = 1, consequentemente, φ(x′) ̸= φ(x′′). De forma análoga, x′k = 2

temos x′′k = 0, y′k = 1, y′′k = 0, e φ(x′) ̸= φ(x′′). Para vermos que φ é sobrejetiva, considere um

elemento do contradomı́nio de φ dado por y =
∞

∑
k=1

yk

2k com yk ∈ {0,1}. Tomando x =
∞

∑
k=1

2 · yk

3k ,

verificamos que x pertence ao domı́nio de φ , ou seja, x ∈ C, e que φ(x) = y. Logo, todo elemento

do contradomı́nio de φ está associado à um elemento distinto do domı́nio de φ , o que garante a sua

sobrejetividade. Portanto, φ é uma bijeção, o que mostra a equivalência entre as cardinalidades

de C e de I = [0,1] ou R. Logo, pode-se afirmar que C é não enumerável.

Teorema 3.6. Todo ponto do conjunto de Cantor é ponto de acumulação.

Demonstração. Seja um ponto c ∈ C =
⋂

n∈N
Cn, então c ∈ Cn para todo n ∈ N. Dado ε > 0,

considere o intervalo Icε
= (c− ε,c+ ε) centrado em c e de comprimento 2ε . Pela propriedade

arquimediana, existe n0 ∈ N tal que
1

3n0
< ε . De fato, temos que c ∈ Cn0 e, consequentemente,

existe um intervalo fechado I j1 j2 j3... jn0
⊂ Cn0 tal que c ∈ I j1 j2 j3... jn0

. Sendo assim, temos que

I j1 j2 j3... jn0
⊂ Icε

e, dessa forma, existe pelo menos mais um ponto c0 ∈ I j1 j2 j3... jn0
dado por um

dos seus extremos com c0 ∈ C e c0 ∈ Icε
. Logo, de maneira indutiva, verificamos que para todo

ponto c ∈ C existe uma sequência de elementos (cn)n∈N ⊂ C que converge para c. Portanto,

concluı́mos que todo ponto do conjunto C é ponto de acumulação.

Como consequência imediata do Teorema 3.6 temos o Corolário 3.1.

Corolario 3.1. O conjunto de Cantor não possui pontos isolados.

Teorema 3.7. O conjunto de Cantor não possui pontos interiores, isto é,
◦
C = /0.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que
◦
C ̸= /0. Logo, existe x ∈

◦
C e δ > 0 tais que o intervalo

(x−δ ,x+δ ) está contido em C, ou seja, (x−δ ,x+δ )⊂
⋂

n∈N
Cn. Dessa forma, isso implica que

(x− δ ,x+ δ ) ⊂ Cn para todo n ∈ N. Pela propriedade arquimediana, podemos tomar n0 ∈ N

tal que
1

3n0
< δ . Sendo o comprimento do intervalo (x−δ ,x+δ ) igual a 2δ e considerando o

conjunto Cn0 que é formado pela união de 2n0 intervalos fechados disjuntos com comprimentos



44

iguais a
1

3n0
, verificamos que o intervalo (x−δ ,x+δ ) não pode estar contido em Cn0 e nem em

nenhum Cn com n > n0, pois,
1

3n0
< 2δ . Logo, o intervalo (x−δ ,x+δ ) não pode estar contido

em
⋂

n∈N
Cn, o que é um absurdo, pois, por hipótese, (x−δ ,x+δ )⊂ C =

⋂
n∈N

Cn. Portanto, C não

contém nenhum intervalo aberto, ou seja,
◦
C = /0.

Como consequência do Teorema 3.4 e do Teorema 3.6, podemos concluir que o conjunto

de Cantor é um conjunto perfeito (fechado e sem pontos isolados).

Teorema 3.8. O conjunto de Cantor possui medida nula.

Demonstração. Como visto anteriormente, o conjunto Cn da n-ésima iteração da construção de C
é dado pela união de 2n intervalos todos de comprimento igual a

1
3n , ou seja, dado o conjunto com-

posto pelas sequências de n ı́ndices jk ∈ {0,2} dado por ∆ = {σ = j1 j2 j3... jn ; jk ∈ {0,2}},

cuja cardinalidade é #∆ = 2n, temos que Cn =
⋃

σ∈∆

Iσ . Dessa forma, para todo n ∈ N é possı́vel

tomar ε > 2n · 1
3n =

(
2
3

)n

= ∑
σ∈∆

|Iσ |. Portanto, conclui-se que C possui medida nula.

3.3 A Função de Cantor

Definida por Georg Cantor em 1883, a função de Cantor foi utilizada por Cantor como

contra-exemplo para algumas afirmações de Carl Harnack sobre extensões do Teorema Funda-

mental do Cálculo para funções descontı́nuas, de acordo com Dovgoshey, Martio, Ryazanov

e Vuorinen [4]. Pelo fato de ser posteriormente utilizada por Henri Lebesgue em um trabalho

sobre integração e localização de funções primitivas, tal função também ficou conhecida como

função de Lebesgue. As generalizações da função de Cantor relacionadas à sua construção trouxe

variadas motivações para o desenvolvimento de novas funções no estudo da análise real moderna.

Lembrando a construção do conjunto de Cantor, temos que δn,1, δn,2, δ1,3, ..., δn,k,

..., δn,2n−1 são os 2n−1 intervalos disjuntos referentes aos terços médios abertos removidos dos

intervalos de Cn−1 na n-ésima iteração da construção para obter Cn o qual terá 2n intervalos

fechados disjuntos:

Cn = Cn−1 \{δn,1;δn,2; ...;δn,2n−1}

=

I00...000︸ ︷︷ ︸
k=1

∪ I00...002︸ ︷︷ ︸
k=2

∪

I00...020︸ ︷︷ ︸
k=3

∪ I00...022︸ ︷︷ ︸
k=4

∪ ...∪

I22...220︸ ︷︷ ︸
k=2n−1

∪ I22...222︸ ︷︷ ︸
k=2n

 . (3.3)
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Para simplificar a notação na construção da função de Cantor vamos mudar a notação

dos intervalos de Cn, denotamos por ηn,k o intervalo de Cn da n-ésima iteração onde k é a posição

do intervalo de Cn na ordem acima (3.3) para todo k = 1,2,3, ...,2n. Assim, temos que

Cn = ηn,1 ∪ηn,2 ∪ηn,3 ∪ ...∪ηn,k ∪ ...∪ηn,2n =
2n⋃

k=1

ηn,k.

Logo, o conjunto dos intervalos retirados na n-ésima iteração é

An = δn,1 ∪δn,2 ∪δ1,3 ∪ ...∪δn,k ∪ ...∪δn,2n−1 =
2n−1⋃
k=1

δn,k

e denotamos por A =
∞⋃

n=1

An a união de todos os intervalos retirados.

Assim Cn = Cn−1 \An, portanto o conjunto de Cantor:

C =
∞⋂

n=1

Cn = [0,1]\
∞⋃

n=1

An = [0,1]\A.

Na sequência, definimos a função de Cantor no intervalo [0,1], para isto vamos usar a

representação na base ternária.

Definição 3.4 (Função de Cantor). Seja x ∈ [0,1] = C ∪A (C ∩A = /0), denotamos por

ψ : [0,1]→ [0,1] a função de Cantor definida da seguinte forma:

• Se x ∈ C, com x = (0,x1x2x3...xk...)3 =
∞

∑
k=1

xk

3k tal que xk ∈ {0,2} para todo k ∈ N,

ψ(x) =
∞

∑
k=1

(xk
2

)
2k .

Denotando yk =
xk

2
∈ {0,1} para todo k ∈ N então podemos considerar

ψ(x) = (0,y1y2y3...yk...)2 como uma expansão na base binária.

• Se x ∈A então ψ(x) = sup{ψ(t) ; t ≤ x , t ∈ C}.

Vejamos alguns exemplos da função de Cantor para alguns valores.

1. Como x =
1
4
= (0,02020202...)3 =

2
32 +

2
34 +

2
36 +

2
38 + ...=

∞

∑
k=1

2
32k então x =

1
4
∈ C e

ψ

(
1
4

)
=

∞

∑
k=1

1
22k = (0,01010101...)2 =

1
22 +

1
24 +

1
26 +

1
28 + ...=

1
3
.
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2. Seja x =
1
3
∈ C então x = (0,1)3 = (0,02222...)3 =

2
32 +

2
33 +

2
34 +

2
35 + ...=

∞

∑
k=2

2
3k ,

ψ

(
1
3

)
=

∞

∑
k=2

1
2k = (0,01111...)2 =

1
2
.

3. Se x =
2
3
∈ C em que x = (0,2)3 = (0,20000...)3 =

2
3
+

0
32 +

0
33 +

0
34 +

0
35 + ...=

2
3

,

ψ

(
2
3

)
= (0,1)2 =

1
2
.

Notemos que os extremos do intervalo terço médio δ1,1 =

(
1
3
,
2
3

)
que pertencem a C possuem

a mesma imagem
(

ψ

(
2
3

)
= ψ

(
1
3

)
=

1
2

)
. Mostraremos mais adiante que esta situação vale

em cada intervalo δn,k.

Lema 3.1. A imagem da função ψ restrita ao conjunto de Cantor (C) é todo o intervalo [0,1],

ou seja, ψ (C) = [0,1].

Demonstração. De fato, mostraremos que ψ|C : C → [0,1] é sobrejetiva. Seja y ∈ [0,1] em

que sua expansão binária é y = (0,y1y2y3...yk...)2 com yk ∈ {0,1} para todo k ∈ N. Tomemos

x= (0,x1x2x3...xk...)3 com xk = 2yk para todo k ∈N então xk ∈ {0,2} para todo k ∈N e, portanto,

x ∈ C. Logo

ψ(x) = ψ

(
∞

∑
k=1

xk

3k

)
=

∞

∑
k=1

(2yk/2)
2k =

∞

∑
k=1

yk

2k = (0,y1y2y3...yk...)2 = y,

ou seja, ψ|C : C → [0,1] é sobrejetiva.

Lema 3.2. A função ψ|C : C → [0,1] é não-decrescente.

Demonstração. Seja ψ|C : C → [0,1] a função de Cantor ψ restrita ao conjunto C de acordo

com a definição dada anteriormente. Com isso, sejam x′,x′′ ∈ C tais que x′ = (0,x′1x′2x′3...x
′
k...)3

e x′′ = (0,x′′1x′′2x′′3...x
′′
k ...)3. Supondo x′ < x′′ então temos que existe k0 ∈ N tal que x′k0

< x′′k0
e,

como x′,x′′ ∈ C, temos que x′k,x
′′
k ∈ {0,2} para todo k ∈ N. Logo, temos que x′k0

= 0 e x′′k0
= 2,

consequentemente,
x′k0

2
= 0 e

x′′k0

2
= 1, implicando em ψ(x′)≤ ψ(x′′), sendo válida a igualdade

somente nos casos em que x′ e x′′ são extremos de um intervalo terço médio aberto removido de

um conjunto Cn em alguma iteração n ∈ N do processo de construção geométrica de C. Portanto,

temos que ψ|C é não-decrescente.
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Exemplo 3.2. ψ|
δ 1,1

é constante.

De fato, seja x0 com
1
3
< x0 <

2
3

, então x0 ∈
◦
I1 = δ1,1 =

(
1
3
,
2
3

)
, ou seja, x0 ∈A, como

mostrado na figura abaixo.

Figura 3.6 – Localização do ponto x0 =
1
2

no intervalo terço médio δ1,1.

Logo, por definição, temos que

ψ (x0) = sup{ψ(t) ; t ≤ x0 , t ∈ C} .

Como δ1,1 =

(
1
3
,
2
3

)
então δ1,1 ∩ C = /0 e sup{t ≤ x0 , t ∈ C} =

1
3

. Com isso, sendo ψ|C
monótona não-decrescente, temos que

ψ (x0) = ψ

(
1
3

)
=

1
2
.

Sendo assim, para todo x ∈ δ1,1 temos

ψ (x) = ψ

(
1
3

)
=

1
2
.

Portanto, ψ é constante sobre I1 = δ 1,1, ou seja,

ψ (I1) = ψ

(
δ 1,1

)
=

1
2
.

Tomando x =
1
5

, como
1
9
<

1
5
<

2
9

então
1
5
∈

◦
I01 = δ2,1 =

(
1
9
,
2
9

)
, isto é,

1
5
∈A, de

acordo com a figura a seguir.
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Figura 3.7 – Localização do ponto x =
1
5

no intervalo terço médio δ2,1.

Com isso, temos que

ψ

(
1
5

)
= sup

{
ψ(t) ; t ≤ 1

5
, t ∈ C

}
.

Da mesma forma, como δ2,1 é o terço médio removido de I0 =

[
0,

1
3

]
= η1,1 na segunda iteração

da construção geométrica de C então δ2,1 ∩ C = /0 e sup
{

t ≤ 1
5

, t ∈ C
}

=
1
9

. Sendo ψ|C
monótona não-decrescente, segue que

ψ

(
1
5

)
= ψ

(
1
9

)
= (0,010000...)2 =

1
22 =

1
4
.

Analogamente, vemos que para todo x ∈ δ2,1 teremos

ψ (x) = ψ

(
1
9

)
=

1
4
.

Lema 3.3. Seja δn,k = (xE ,xD) então ψ(xE) = ψ(xD). Além disso, ψ|
δ n,k

é constante e

ψ

(
δ n,k

)
=

2k−1
2n , para 1 ≤ k ≤ 2n−1.

Demonstração. Seja δn,k = (xE ,xD) então verificamos que

xE = (0, j1 j2 j3... jn−102222...)3 e xD = (0, j1 j2 j3... jn−120000...)3

com jk ∈ {0,2} para todo k ∈N. Sendo assim, como δn,k é um terço médio temos que xE ,xD ∈ C
e então

ψ(xE) = ψ((0, j1 j2 j3... jn−102222...)3) = (0, j′1 j′2 j′3... j
′
n−101111...)2 = (0, j′1 j′2 j′3... j

′
n−11)2

(3.4)
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e que

ψ(xD) = ψ((0, j1 j2 j3... jn−120000...)3) = (0, j′1 j′2 j′3... j
′
n−110000...)2 = (0, j′1 j′2 j′3... j

′
n−11)2,

(3.5)

com j′k =
jk
2

para todo k ∈ N. Logo, pelas Equações 3.4 e 3.5, segue que

ψ(xE) = (0, j′1 j′2 j′3... j
′
n−11)2 = ψ(xD).

Portanto, como ψ|C é monótona (Lema 3.2) concluı́mos que ψ(xE) = ψ(xD).

De acordo com a definição da função ψ , temos que:

- para n = 1

k = 1 : ψ (δ1,1) = ψ

((
1
3
,
2
3

))
= ψ

(
1
3

)
= ψ

(
2
3

)
=

1
2
⇒ ψ (I1) = ψ

(
δ 1,1

)
=

1
2
,

⇒ ψ

(
δ 1,k

)
=

2k−1
21 .

- para n = 2

k = 1 : ψ (δ2,1) = ψ

((
1
32 ,

2
32

))
= ψ

(
1
32

)
= ψ

(
2
32

)
=

1
22 ⇒ ψ (I01) = ψ

(
δ 2,1

)
=

1
22 ,

k = 2 : ψ (δ2,2) = ψ

((
7
32 ,

8
32

))
= ψ

(
7
32

)
= ψ

(
8
32

)
=

3
22 ⇒ ψ (I21) = ψ

(
δ 2,2

)
=

3
22 ,

⇒ ψ

(
δ 2,k

)
=

2k−1
22 , k = 1,2.

- para n = 2 ⇒ ψ

(
δ 3,k

)
=

2k−1
23 , k = 1,2,3,4. Logo, nesta construção, por recorrência:

ψ

(
δ n,k

)
=

2k−1
2n para 1 ≤ k ≤ 2n−1.

Portanto, podemos concluir que a imagem de ψ é constante no fecho de cada um dos intervalos

correspondentes aos terços médios removidos.

Assim, observamos que a imagem da função de Cantor sobre o conjunto A é dada por

ψ (A) =

{
1
2
,
1
4
,
3
4
,
1
8
,
3
8
,
5
8
,
7
8
, ...,

2k−1
2n , ...

}
com 1 ≤ k ≤ 2n−1 e ∀n ∈ N.

A figura a seguir mostra o gráfico da função de Cantor ψ : [0,1]→ [0,1].
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Figura 3.8 – Esboço da função ψ : [0,1]→ [0,1].

Os teoremas a seguir irão descrever propriedades relevantes sobre ψ .

Teorema 3.9. A função ψ : [0,1]→ [0,1] é uma função sobrejetiva e monótona não-decrescente.

Demonstração. Seja ψ : [0,1]→ [0,1] a função de Cantor. ψ é sobrejetiva, de acordo com o

Lema 3.1. Para provar que ψ é monótona não-decrescente, iremos considerar x,y ∈ [0,1] com

x < y e devemos mostrar que ψ(x)≤ ψ(y). Para isso, iremos considerar os casos:

- Se x,y ∈ C então, pelo Lema 3.2, segue que ψ(x)≤ ψ(y);

- Se x,y ∈ δn0,k0 para n0,k0 ∈ N fixados então ψ(x) = ψ(y), logo ψ(x)≤ ψ(y);

- Se x ∈ C e y ∈ δn0,k0 = (xE ,xD) para n0,k0 ∈ N fixados então, como xE ∈ C e x ≤ xE < y então

ψ(x)≤ ψ(xE) = ψ(y), isto é, ψ(x)≤ ψ(y);

- Se x ∈ δn,k = (xE ,xD) e y ∈ C então, analogamente, como xD ∈ C e x < xD ≤ y, temos que

ψ(x) = ψ(xE)≤ ψ(y), ou seja, ψ(x)≤ ψ(y);

- Se x ∈ δn1,k1 = (xE ,xD) e y ∈ δn2,k2 = (x′E ,x
′
D) para n1,k1,n2,k2 ∈N fixados então, como x < y,

xD < x′E e ψ(x) = ψ(xD)≤ ψ(x′E) = ψ(y), isto é, ψ(x)≤ ψ(y).

Logo, concluı́mos que ψ é não-decrescente.
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Teorema 3.10. A função ψ : [0,1]→ [0,1] é contı́nua.

Demonstração. Como ψ é localmente constante em A, resta analisar a continuidade sobre C.

Logo, dado x0 ∈ C, devemos mostrar que ψ é contı́nua em x0. Foi visto que x0 pode ser escrito

na forma uma interseção infinita de intervalo I j1 j2 j2... jk , ou seja,

x0 =
∞⋂

k=1

I j1 j2 j2... jk = I j1 ∩ I j1 j2 ∩ I j1 j2 j3 ∩ ..., com |I j1 j2 j2... jk |=
1
3k .

Dado ε > 0 existe n0 ∈N tal que
1

2n0−1 < ε . Seja δ =
1

3n0+1 e considere a representação na base

ternária de

x0 = (0,x1x2x3...xk...)3 =
∞

∑
k=1

xk

3k .

Tomando x ∈ (0,1) com |x− x0|< δ tal que

x = (0,x′1x′2x′3...x
′
k...)3 =

∞

∑
k=1

x′k
3k .

Logo, como |x− x0| <
1

3n0+1 então x,x0 ∈ I j1 j2 j2... jn0
e, dessa forma, xk = x′k para 1 ≤ k ≤ n0.

Sendo assim,

|x− x0|=

∣∣∣∣∣ ∞

∑
k=n0+1

x′k − xk

3k

∣∣∣∣∣≤ ∞

∑
k=n0+1

|x′k − xk|
3k =

x′′n0+1

3n0+1 +
x′′n0+2

3n0+2 +
x′′n0+3

3n0+3 + ...

com x′′k = |x′k−xk| ∈ {0,1,2}. Com isso, considerando o caso em que x′′k = 2 para todo k ≥ n0+1,

temos

|ψ(x)−ψ(x0)| ≤

∣∣∣∣∣ ∞

∑
k=n0+1

(x′′k/2)
2k

∣∣∣∣∣≤ 1
2n0

·
(

1
2
+

1
22 +

1
23 + ...

)
=

1
2n0

·

(
1

1− 1
2

)
=

1
2n0−1 < ε.

Portanto, ψ é contı́nua em x0 e, por consequência, ψ é contı́nua.

Teorema 3.11. A função ψ : [0,1]→ [0,1] não é absolutamente contı́nua (Definição 2.7).

Demonstração. Para mostrar isso, iremos considerar o interior dos 2n intervalos fechados e dis-

juntos ηn,k = [αk,βk] que compõem o conjunto Cn da n-ésima iteração da construção geométrica

de C, ou seja, os intervalos
◦
ηn,k = (αk,βk)⊂ [0,1], para todo 1 ≤ k ≤ 2n. Vamos encontrar um

ε0 > 0 tal que para todo δ > 0 e

2n

∑
k=1

(βk −αk)< δ implica em
2n

∑
k=1

|ψ(βk)−ψ(αk)| ≥ ε0.
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De fato, temos que
2n

∑
k=1

|ψ(βk)−ψ(αk)|=
2n

∑
k=1

(ψ(βk)−ψ(αk))

=

(
ψ

(
1
3n

)
−ψ(0)

)
+

(
ψ

(
3
3n

)
−ψ

(
2
3n

))
+ ...+

(
ψ

(
k
3n

)
−ψ

(
k−1

3n

))
+ ...

+

(
ψ

(
2n −1

3n

)
−ψ

(
2n −2

3n

))
+

(
ψ(1)−ψ

(
2n −1

3n

))
=

(
1
2n −0

)
+

(
1

2n−1 −
1
2n

)
+ ...+

(
2k−1

2n − 2k−2
2n

)
+ ...

+

(
2n −1

2n − 2n −2
2n

)
+

(
1− 2n −1

2n

)
= 1,

e que
2n

∑
k=1

(βk −αk) = ∑ |
◦
ηn,k|= |Cn|= 2n · 1

3n =

(
2
3

)n

,

podendo o intervalo (αk,βk) ser extremamente pequeno ao tomar um n suficientemente grande,

ou seja,
2n

∑
k=1

(βk −αk)−→ 0 quando n −→ ∞. Logo, para 0 < ε0 ≤ 1 temos que, para qualquer

δ > 0 tal que
2n

∑
k=1

(βk −αk)< δ , implica em
2n

∑
k=1

|ψ(βk)−ψ(αk)|= 1 ≥ ε0. Portanto, concluı́mos

que ψ não é absolutamente contı́nua.

Teorema 3.12. A derivada ψ
′ da função de Cantor é igual a zero em quase todo ponto de [0,1],

exceto para um conjunto de pontos de medida nula.

Demonstração. De fato, isso é visto considerando que a função ψ(x) é localmente constante

em todos os intervalos disjuntos pertencentes ao conjunto A = [0,1]\C, os quais estão em toda

parte do conjunto [0,1] e nos quais temos ψ(x)′ = 0.

Teorema 3.13. A função ψ : [0,1]→ [0,1] é α-Hölder contı́nua com o expoente α =
log2
log3

.

Demonstração. Vamos mostrar que existe c ∈ R+ tal que para todo x,y ∈ [0,1] temos:

|ψ(x)−ψ(y)|
|x− y|α

≤ c com α =
log2
log3

. (3.6)

Primeiramente, vamos considerar x,y ∈ C com x < y tais que

x = (0,x1x2x3...xk...)3 =
∞

∑
k=1

xk

3k
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e

y = (0,y1y2y3...yk...)3 =
∞

∑
k=1

yk

3k ,

com xk,yk ∈ {0,2}. Então existe h ∈ R+ tal que y = x+h e, consequentemente, existe n0 ∈ N
tal que xk = yk para k < n0 e xn0 < yn0 , ou seja, xn0 = 0 e yn0 = 2. Com isso, temos que

ψ(y)−ψ(x) =
∞

∑
k=1

(yk/2)
2k −

∞

∑
k=1

(xk/2)
2k =

∞

∑
k=n0

((yk − xk)/2)
2k

=
((yn0 − xn0)/2)

2n0
+

((yn0+1 − xn0+1)/2)
2n0+1 +

((yn0+2 − xn0+2)/2)
2n0+2 + ...

=
1

2n0
+

((yn0+1 − xn0+1)/2)
2n0+1 +

((yn0+2 − xn0+2)/2)
2n0+2 + ...≤ 1

2n0−1 = 2−n0+1

e

h = y− x =
∞

∑
k=1

yk

3k −
∞

∑
k=1

xk

3k =
∞

∑
k=n0

(yk − xk)

3k

=
(yn0 − xn0)

3n0
+

(yn0+1 − xn0+1)

3n0+1 +
(yn0+2 − xn0+2)

3n0+2 + ...

=
2

3n0
+

(yn0+1 − xn0+1)

3n0+1 +
(yn0+2 − xn0+2)

3n0+2 + ...≥ 1
3n0

= 3−n0.

Sendo assim, segue que

|ψ(x)−ψ(y)|
|x− y|α

=
|ψ(x)−ψ(y)|

hα
≤ 2−n0+1 ·3αn0.

Se α =
log2
log3

temos que 2−n0+1 ·3αn0 = 2 = c. De fato:

2−n0+1 ·3αn0 = 2 ·
(

3α

2

)n0

= 2 ·
(

log3α

log2

)n0

= 2 ·
(

α · log3
log2

)n0

= 2 ·

 log2
log3

· log3
log2︸ ︷︷ ︸

1


n0

= 2.

Logo,

∀x,y ∈ C, |ψ(x)−ψ(y)|
|x− y|α

≤ 2 com α =
log2
log3

. (3.7)

Seguidamente, suponhamos x,y ∈ A com x < y. Considere o conjunto Cn =
2n⋃

k=1

ηn,k e sejam

os intervalos terços médios abertos δn,1, δn,2, δn,3, ..., δn,2n−1 removidos dos intervalos de

Cn−1 para obter o conjunto Cn. Se x,y ∈ δn0,k0 para n0,k0 ∈ N fixados então ψ(x) = ψ(y),

ou seja, ψ(x)−ψ(y) = 0, logo, a Equação 3.6 é satisfeita trivialmente. Agora, consideremos
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x ∈ δn1,k1 = (xE ,xD) e y ∈ δn2,k2 = (x′E ,x
′
D) sendo δn1,k1 ̸= δn2,k2 com n1,k1,n2,k2 ∈ N fixados

de modo que |x− y|= h e |xD − x′E |= h, de acordo com a Figura 3.9.

Figura 3.9 – Representação dos pontos x ∈ δn1,k1 e y ∈ δn2,k2 .

Dessa forma, verificamos que

|ψ(x)−ψ(y)|
hα

=
|ψ(xD)−ψ(x′E)|

hα
≤ |ψ(xD)−ψ(x′E)|

h
α (3.8)

Como xD,x′E ∈ C então, pelas Equações 3.7 e 3.8, para α =
log2
log3

temos que

|ψ(x)−ψ(y)|
hα

=
|ψ(xD)−ψ(x′E)|

hα
≤ 2.

De maneira análoga ao caso anterior, se x ∈ C e y ∈A, para α =
log2
log3

, segue que

|ψ(x)−ψ(y)|
|x− y|α

≤ 2.

Portanto, ψ é α-Hölder contı́nua para α =
log2
log3

.



CAPÍTULO 4

Teorema de Bonatti-Franks

Neste capı́tulo iremos apresentar a demonstração do trabalho desenvolvido por Bonatti-

Franks [1] relacionado ao estudo dos campos vetoriais e às funções Hölder contı́nuas escrito na

forma de teorema. Os autores provaram a existência de um campo vetorial contı́nuo não singular

de R2 tangente a mais de uma folheação.

No Teorema A, que será demonstrado na sequência, foi estabelecida a construção de

um campo vetorial Hölder contı́nuo tangente à uma famı́lia de folheações contı́nuas de classe C1.

Tal resultado foi possı́vel de ser obtido ao enfraquecer a propriedade lipschitz do campo vetorial

para a condição Hölder, permitindo fugir das limitações impostas pelo Teorema da Existência e

Unicidade 2.11.

Teorema A. Para todo 1 ≤ r < ∞ existe um campo vetorial Hölder contı́nuo X em R2 com a

propriedade de que existe uma famı́lia de folheações Ft de classe C1 distintas aos pares para

t ∈ [0,1] tal que X é tangente à cada folheação. Além disso, cada folha de cada folheação é o

gráfico de uma função de classe Cr de R em R.

4.1 Demonstração do Teorema A

O objetivo inicial é construir uma função fundamental gr : R→ R estritamente cres-

cente cujo gráfico, por translações horizontais, dá origem a uma folheação F0. A partir de F0

encontramos um campo de vetores não nulos tangente a F0 o qual apenas é Hölder contı́nuo.

Finalmente, na Seção 4.1.4, mostraremos que tal campo admite infinitas folheações tangentes.
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4.1.1 Construção da Função Fundamental gr

Considere a famı́lia de funções φr : R→ R dada por

φr(t) = tr+1(1− t)r+1, com r ∈ N

que são funções lisas ou suaves, ou seja, de classe C∞, e que apresenta as seguintes propriedades:

Proposição 4.1. As r primeiras derivadas de φr se anulam nos pontos t = 0 e t = 1 para todo

r = 0,1,2, ....

Demonstração. Notemos que φ
(0)
r (t) := φr(t) então para todo r temos φ

(0)
r (0) = 0 = φ

(0)
r (1).

A prova será feita por indução matemática em r ≥ 1. Para r = 1 temos que

φ1(t) = t2 · (1− t)2 e φ
′
1(t) = (2t)(1− t)2 +(t2)(1− t)

⇒ φ
′
1(0) = φ

′
1(1) = 0.

Hipótese de indução (vale para r). Isto é, as r primeiras derivadas de φr se anulam nos pontos

t = 0 e t = 1, ou seja

φ
( j)
r (0) = φ

( j)
r (1) = 0 para todo 1 ≤ j ≤ r,

provaremos que a hipótese também é válida para r+1. De fato,

φr+1(t) = tr+2(1− t)r+2 = t(t −1)tr+1(1− t)r+1 = (t − t2)φr(t),

logo

• φ
′
r+1(t) = (1−2t)φr(t)+(t − t2)φ ′

r(t);

• φ
′′
r+1(t) =−2φr(t)+(1−2t)φ ′

r(t)+(1−2t)φ ′
r(t)+(t − t2)φ ′′

r (t)

⇒ φ
′′
r+1(t) =−2φr(t)+(2−4t)φ ′

r(t)+(t − t2)φ ′′
r (t);

• φ
′′′
r+1(t) =−2φ

′
r(t)−4φ

′
r(t)+(2−4t)φ ′′

r (t)+(1−2t)φ ′′
r (t)+(t − t2)φ ′′′

r (t)

⇒ φ
′′′
r+1(t) =−6φ

′
r(t)+(3−6t)φ ′′

r (t)+(t − t2)φ ′′′
r (t);

...
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• φ
(k)
r+1(t) = pk(t)φ

(k−2)
r (t)+qk(t)φ

(k−1)
r (t)+(t − t2)φ

(k)
r (t).

Dessa forma, pela Regra da Derivada do Produto, obtemos

φ
(r+1)
r+1 (t) = pr+1(t)φ

(r−1)
r (t)+qr+1(t)φ

(r)
r (t)+(t − t2)φ

(r+1)
r (t).

Sendo assim, temos que

φ
(r+1)
r+1 (0) = pr+1(0)φ

(r−1)
r (0)+qr+1(0)φ

(r)
r (0)+(0−02)φ

(r+1)
r (0)

e

φ
(r+1)
r+1 (1) = pr+1(1)φ

(r−1)
r (1)+qr+1(1)φ

(r)
r (1)+(1−12)φ

(r+1)
r (1)

Por hipótese de indução, como φ
( j)
r (0) = φ

( j)
r (1) = 0 para todo 0 ≤ j ≤ r, concluı́mos que

φ
(r+1)
r+1 (0) = φ

(r+1)
r+1 (1) = 0.

Portanto, para todo r = 0,1,2... seque que φ
( j)
r (0) = φ

( j)
r (1) = 0 para qualquer 0 ≤ j ≤ r .

Proposição 4.2. Existe Kr > 0 cota superior de φr,φ
′
r,φ

′′
r ,φ

′′′
r ,φ

(4)
r , ...,φ

(r)
r em [0,1]. Isto é,

φ
( j)
r (x)≤ Kr,∀x ∈ [0,1],∀ j = 0,1,2, ...,r.

Demonstração. Como φ
( j)
r : [0,1]→ R são funções contı́nuas no intervalo compacto [0,1] para

todo j = 0,1,2, ...,r, pelo Teorema 2.7, temos que φ
( j)
r é limitada ∀ j = 0,1,2, ...,r. Logo, existem

constantes reais Kr, j > 0 tais que |φ ( j)
r | < Kr, j para todo x ∈ [0,1] e para todo j = 0,1,2, ...,r.

Seja

Kr = sup{Kr,0,Kr,1,Kr,2, ...,Kr, j,Kr,r}> 0.

Portanto,

|φ ( j)
r |< Kr, ∀x ∈ [0,1] e ∀ j = 0,1,2, ...,r.

Proposição 4.3. A área sob o gráfico de φr no intervalo [0,1] é positiva.

Demonstração. Podemos notar que φr(t) definida em [0,1] é uma função não negativa e que se

anula apenas nos extremos, isto é,

φr(t)> 0 para t ∈ (0,1) e φr(0) = φr(1) = 0,
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como podemos ver na Figura 4.1.

Figura 4.1 – Gráfico da função φr para r = 0,1,2,3,4.

Isso nos permite afirmar que a área Ar sob o gráfico de φr no intervalo [0,1] é positiva, ou seja,

Ar =
∫ 1

0
φr(t)dt > 0.

Proposição 4.4. A função φr converge uniformemente para zero no intervalo [0,1].

Demonstração. Isso é visto considerando que a φr possui pontos crı́ticos em t = 0, t = 1 e t =
1
2

,

sendo os dois primeiros pontos de mı́nimo e o terceiro ponto de máximo, dado que φr cresce no

intervalo
(

0,
1
2

)
e decresce no intervalo

(
1
2
,1
)

, e

φr

(
1
2

)
=

(
1
2

)r+1(
1− 1

2

)r+1

=

(
1
2

)2r+2

,

que tende a zero quando r tende para o infinito. Logo, Ar também tende a zero quando r tende

para o infinito, pois

0 < Ar =
∫ 1

0
φr(t)dt < 1 ·

(
1
2

)2r+2

=

(
1
2

)2r+2

,

chegando à essa conclusão a partir do Teorema do Confronto (Sanduı́che).
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A Figura 4.2 ilustra esse resultado, visto que Ar sempre será menor do que a área do

retângulo de base 1 e altura
(

1
2

)2r+2

.

Figura 4.2 – Áreas sob os gráficos de φ0 e φ1 no intervalo [0,1].

Proposição 4.5 (Reescalonamento de φr). Considere a mudança de variáveis ξ sobre o intervalo

(a,b) =
(

k
3n ,

(k+1)
3n

)
, com 1 ≤ k ≤ 2n−1, dada por ξ = 3n(x−a). Então,

Ar = 3(2r+1)n
∫ b

a

φr(3n(x−a))
32rn dx. (4.1)

Demonstração. Considere a composta:∣∣∣∣b
a

ξ−−−−−→
∣∣∣∣1
0

φr−−−−−→ R onde ξ (x) = 3n(x−a).

Dessa forma, pelo Teorema 2.10, temos que

Ar =
∫ 1

0
φr(t)dt =

∫
ξ (b)

ξ (a)
φr(t)dt =

∫ b

a
φr(ξ (x)) ·ξ ′(x)dx

= 3n
∫ b

a
φr(3n(x−a))dx = 3(2r+1)n

∫ b

a

φr(3n(x−a))
32rn dx.

(4.2)

Com isso, definindo hr,n,k(x) :=
φr(3n(x−a))

32rn , a partir da Equação 4.2 temos que

Ar = 3(2r+1)n
∫ b

a
hr,n,k(t)dt, logo,

∫ b

a
hr,n,k(t)dt =

Ar

3(2r+1)n
. (4.3)
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Agora, definimos uma famı́lia de funções indexadas em r ∈N, n∈N e k∈{1,2, ...,2n−1}
dadas por

hr : [0,1]→

[
0,
(

1
2

)2r+2
]
,

tais que

hr(x) =


0, se x ∈ C

hr,n,k(x) =
φr(3n(x−a))

32rn , se x ∈ δn,k =

(
k
3n ,

(k+1)
3n

) . (4.4)

A figura a seguir mostra uma ideia geral do gráfico da função hr(t).

Figura 4.3 – Esboço da função hr(t).

Lema 4.1. hr(x) é uma função de classe Cr em [0,1] que se anula juntamente com as suas

primeiras r derivadas para os pontos x ∈ C.

Demonstração. Como hr(x) = hr,n,k(x) =
φr(3n(x−a))

32rn ∀x ∈ δn,k são de classe C∞ então hr(x)

é de classse C∞ em A. Seja x ∈ C (x /∈A). Pela Proposição 4.2, temos que todas as funções da

famı́lia finita
{

φr,φ
′
r,φ

′′
r ,φ

′′′
r ,φ

(4)
r , ...,φ

(r)
r

}
são limitadas. Visto que hr(x) é uma função definida

no intervalo compacto [0,1] com suas r primeiras derivadas limitadas por

Kr ·3rn · 1
32rn =

Kr

3rn ,

que tende uniformemente para zero quando n tende para o infinito, isto é, lim
n→∞

Kr

3rn = 0, con-

cluı́mos que hr(x) é uma função de classe Cr com suas r primeiras derivadas nulas para todo

x ∈ C.
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Lema 4.2. A função hr é Lipschitz em [0,1].

Demonstração. Considere x1,x2 ∈ [0,1] e uma constante real K > 0. Devemos mostrar que

|hr(x2)−hr(x1)| ≤ K · |x2 − x1|,

ou equivalentemente, ∣∣∣∣hr(x2)−hr(x1)

x2 − x1

∣∣∣∣≤ K.

Como hr(x) é uma função derivável e com derivada contı́nua no intervalo compacto [0,1], pelo

Teorema do Valor Médio, que a sua derivada h′r(x) é limitada em [0,1], ou seja, para todo

c ∈ [0,1] existe uma constante K tal que h′r(x)≤ K e, assumindo x1 < x2, temos

hr(x2)−hr(x1)≤ h′r(c) · (x2 − x1)≤ K(x2 − x1).

Tomando o valor absoluto na desigualdade anterior obtemos

|hr(x2)−hr(x1)| ≤ K · |x2 − x1|

e, consequentemente, hr(x) é Lipschitz neste intervalo.

Agora, definimos a função

g̃r : [0,1]→ R

por

g̃r(x) =
∫ x

0
hr(t)dt.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, vemos que hr é a derivada de g̃r, isto é, g̃′r(x) = hr(x).

A função g̃r apresenta as seguintes propriedades:

Proposição 4.6. g̃r é monótona e estritamente crescente. Portanto, g̃r : [0,1]→ [0, g̃r(1)]⊂ R.

Demonstração. De fato, tomando x1,x2 ∈ [0,1] com x1 < x2, é visto dado que

g̃r(x2)− g̃r(x1) =
∫ x2

0
hr(t)dt −

∫ x1

0
hr(t)dt =

∫ x2

0
hr(t)dt +

∫ 0

x1

hr(t)dt =
∫ x2

x1

hr(t)dt > 0,

sendo hr uma função não negativa, ou seja, estritamente positiva em um conjunto denso, como é

o caso do intervalo [0,1].
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Proposição 4.7. g̃r é um homeomorfismo de classe Cr+1 cujas (r+1) primeiras derivadas se

anulam no ponto 0, isto é, g̃(i)r (0) = 0 ∀i = 0,1,2, ...,(r+1).

Demonstração. Como g̃r é contı́nua e estritamente crescente, chegamos à conclusão de que a

sua inversa g̃−1
r também é contı́nua, permitindo, assim, afirmar que g̃r é um homeomorfismo.

O fato de que g̃r é de classe Cr+1 se justifica por hr ser de classe Cr e g̃′r = hr. O fato de que as

(r+1) primeiras derivadas de g̃r se anulam no ponto 0 decorre diretamente do Lema 4.1 visto

que g̃r(0) = 0 e g̃(i+1)
r (0) = h(i)r (0) = 0 ∀i = 0,1,2, ...,r.

Vamos estender a função g̃r : [0,1]→ [0, g̃r(1)] a uma função gr : R→ R dada por:

gr(x) =


−x2r, se x < 0

g̃r(x) =
∫ x

0
hr(t)dt, se x ∈ [0,1]

g̃r(1)+(x−1)2r, se x > 1

(4.5)

Logo, as derivadas de gr são dadas por:

g′r(x) =


−2rx2r−1, se x < 0

hr(x), se x ∈ [0,1]

2r(x−1)2r−1, se x > 1

(4.6)

A figura abaixo ilustra o gráfico aproximado da função gr.

Figura 4.4 – Esboço da função gr(x).
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Proposição 4.8. A função gr : R→ R é um homeomorfismo de classe Cr+1.

Demonstração. Temos que:

• Para x < 0, gr(x) =−x2r, ou seja, gr ∈C∞;

• Para 0 < x < 1, gr(x) = g̃r(x) =
∫ x

0
hr(t)dt, logo, gr ∈Cr+1;

• Para x > 0, gr(x) = g̃r(1)+(x−1)2r, isto é, gr ∈C∞.

Portanto, basta analisar os casos em que x = 0 e x = 1.

• Se gr(x) =−x2r, então g′r(x) =−2rx2r−1 = 0 quando x = 0.

• Se gr(x) = g̃r(1)+(x−1)2r, então g′r(x) = 2r(x−1)2r−1 = 0 quando x = 1.

• Se gr(x) = g̃r(x) =
∫ x

0
hr(t)dt, então gr(x) = g̃′r(x) = hr(x) = 0 quando x = 0 e x = 1.

Além disso, temos que

−x2r =
∫ x

0
hr(t)dt para x = 0

e que

g̃r(1)+(x−1)2r =
∫ x

0
hr(t)dt para x = 1.

Portanto, podemos concluir que a função gr(x) é contı́nua e estritamente crescente, ou seja, gr(x)

é um homeomorfismo de classe Cr+1.

4.1.2 Construção da Folheação Inicial F0

A partir do gráfico da função gr vamos construir a folheação inicial F0. Para isso,

tomaremos o gráfico de gr como uma de suas folhas, sendo as outras folhas obtidas por meio de

translações horizontais de gr da seguinte forma: seja L0 o gráfico de gr e F0 a folheação de R2

cujas folhas são as curvas Lc, com c ∈ R onde

Lc = L0 +(c,0) = {(x,gr(x− c)) | x ∈ R},

e, sendo gr contı́nua e estritamente crescente, temos que g−1
r também é contı́nua, logo

Lc = {(g−1
r (y)+ c,y) | y ∈ R}.
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Vamos analisar a inclinação em Lc. De (4.5), dado um ponto (x0,y0) ∈ Lc verificamos

que

gr(x0 − c) = y0 ⇒ c = x0 −g−1
r (y0)⇒ g−1

r (y0) = x0 − c.

Como as folhas Lc são translações horizontais do gráfico da função y= gr(x) (Lc = {(x,gr(x− c)))

então inclinação das folhas sobre a reta y = y0 é constante e igual a g′r(x0), onde y0 = gr(x0), de

acordo com a figura a seguir.

Figura 4.5 – Inclinações nas folhas Lc dadas pelas translações horizontais do gráfico de gr(x).

4.1.3 Construção do Campo de Vetores Hölder Cont́ınuo X Tangente a F0

Seja um ponto (x0,y0) ∈ Lc, assim, de (4.6) temos que a inclinação neste é dada por:

y′|(x0,y0) =


−2r(x0 − c)2r−1 =−2r(g−1

r (y0))
2r−1, se y0 < 0

hr(x0 − c) = hr(g−1
r (y0)), se 0 ≤ y0 ≤ gr(1)

2r(x0 − c)2r−1 = 2r(g−1
r (y0))

2r−1, se y0 > gr(1)

(4.7)

Com isso, podemos definir o campo vetorial X tangente à folheação F0 por

X = 1 · ∂

∂x
+ y′ · ∂

∂y
. (4.8)
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De (4.7), notemos que o campo X é de classe C∞ (polinomial) sobre a região {(x,y) , y < 0 e y > gr(1)}.

Sobre a região {(x,y) , 0 ≤ y ≤ gr(1)} o campo X é contı́nuo pois g−1
r (y) é apenas contı́nua.

Mas, no teorema a seguir mostraremos que o campo X é Hölder contı́nuo nesta região.

De forma análoga ao que foi feito para funções na Seção 3.1 do Capı́tulo 3, um campo

de vetores V é Hölder contı́nuo se, dados P1 = (x1,y1) e P2 = (x2,y2) em R2, existem constantes

reais positivas Q e α tais que

|V (P2)−V (P1)| ≤ Q · |P2 −P1|α , (4.9)

isto é,

|V (x2,y2)−V (x1,y1)| ≤ Q ·
[√

(x2 − x1)2 +(y2 − y1)2
]α

.

Na sequência iremos analisar o campo X no caso em que 0 ≤ y ≤ gr(1), pois, para os

casos em que y< 0 e y> gr(1), de (4.7) e (4.8), vemos que X é de classe C∞ e, consequentemente,

unicamente integrável, de acordo com o Teorema de Existência e Unicidade (2.11). Neste

intervalo de interesse, temos que o campo vetorial X é Hölder contı́nuo e dado por

X =
∂

∂x
+hr(g−1

r (y))
∂

∂y
para todo 0 ≤ y ≤ gr(1), (4.10)

como descrito no Teorema 4.1.

Teorema 4.1. O campo de vetores X (4.10) é Hölder contı́nuo.

Demonstração. Mostrar que X é Hölder contı́nuo, por (4.9), é que provar que, dados os pontos

P1 = (x1,y1) e P2 = (x2,y2) em R2 com 0 ≤ y1 < y2 ≤ gr(1), existem constantes reais Q > 0 e

α ∈ (0,1) tais que

|X(P2)−X(P1)| ≤ Q · |P2 −P1|α ,

ou seja,

|X(x2,y2)−X(x1,y1)| ≤ Q · |(x2,y2)− (x1,y1)|α

⇔ |(1,hr(g−1(y2))− (1,hr(g−1(y1))| ≤ Q · |(x2 − x1,y2 − y1)|α

⇔ |hr(g−1(y2))−hr(g−1(y1))| ≤ Q ·
[
(x2 − x1)

2 +(y2 − y1)
2]α

2 . (4.11)

Para mostrar (4.11) é suficiente mostrar que

|hr(g−1(y2))−hr(g−1(y1))| ≤ Q · |y2 − y1|α , (4.12)
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pois, se 4.12 vale, pela desigualdade triangular, como

|y2 − y1| ≤
√

(x2 − x1)2 +(y2 − y1)2 = |(x2,y2)− (x1,y1)|,

temos que |y2 − y1|α ≤ |(x2,y2)− (x1,y1)|α , logo, substituindo em (4.12) obtemos (4.11).

Assim, para mostrar (4.12) basta mostrar que, para y1 ̸= y2,

|hr(g−1
r (y2))−hr(g−1

r (y1))|
|y2 − y1|α

≤ Q. (4.13)

Para o caso em que y1 = y2, temos que (4.12) é claramente verdadeira.

Para mostrar (4.13), temos que se 0 ≤ y1 < y2 ≤ gr(1) e fazendo x1 = g−1
r (y1) e

x2 = g−1
r (y2), como gr é estritamente crescente (Proposição 4.6), então 0 ≤ x1 < x2 ≤ 1 e

substituindo em (4.13) temos que basta mostrar:

|hr(x2)−hr(x1)|
|gr(x2)−gr(x1)|α

≤ Q,

ou equivalentemente,
1
Q
|hr(x2)−hr(x1)| ≤ |gr(x2)−gr(x1)|α . (4.14)

Fazendo β =
1
α

> 1, mostrar (4.14) é equivalente a mostrar:

1
Qβ

· |hr(x2)−hr(x1)|β ≤ |gr(x2)−gr(x1)| (4.15)

para algum Q > 0 e β > 1.

Finalmente mostraremos (4.15): sendo hr uma função Lipschitz em [0,1] (Lema 4.2)

então existe uma constante D > 0 tal que

|hr(x2)−hr(x1)| ≤ D · |x2 − x1|, ∀x1,x2 ∈ [0,1]

e, consequentemente, para qualquer β > 1,

|hr(x2)−hr(x1)|β ≤ Dβ · |x2 − x1|β . (4.16)

Logo, será suficiente encontrar as constantes β e K que satisfaçam

|gr(x2)−gr(x1)| ≥ K · |x2 − x1|β , (4.17)

pois, sendo assim, de (4.16) e (4.17) temos que

|gr(x2)−gr(x1)| ≥ K · |x2 − x1|β ≥ K
Dβ

· |hr(x2)−hr(x1)|β ,
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dessa forma, denotando por Q =

(
Dβ

K

) 1
β

⇒ 1
Qβ

=
D

Kα
. Assim,

|gr(x2)−gr(x1)| ≥
K

Dβ
· |hr(x2)−hr(x1)|β =

1
Qβ

· |hr(x2)−hr(x1)|β

consequentemente vale (4.15).

Logo, resta mostrar (4.17), isto é, encontrar as constantes β > 1 e K > 0 tais que

|gr(x2)−gr(x1)| ≥ K · |x2 − x1|β .

Agora, tomemos n como sendo o único inteiro positivo de menor valor possı́vel tal que

2
3n−1 ≤ |x2 − x1|<

2
3n−2 . (4.18)

Com isso, observamos que existe um intervalo I =
[

j
3n−1 ,

j+1
3n−1

]
⊂ [x1,x2], podendo ocorrer as

duas situações:

1) Se o intervalo I não for uma das lacunas δn−1, j obtidas no processo da construção de C então

ele conterá uma lacuna δn,k = [a,b] =
[

k
3n ,

k+1
3n

]
com o comprimento igual a

1
3n de modo que,

pela Equação 4.3,

gr(x2)−gr(x1) =
∫ x2

x1

hr(t)dt ≥
∫ b

a
hr(t)dt ≥ Ar

3(2r+1)n
≥ Ar

33rn . (4.19)

Logo, fazendo em (4.19) β = 3r, K = Ar

(
9
2

)β

e considerando, por (4.18), que |x2−x1|<
2

3n−2

obtemos

|gr(x2)−gr(x1)| ≥
Ar

33rn =
Ar

3nβ
≥ Ar

(
9
2

)β

· |x2 − x1|β = K · |x2 − x1|β . (4.20)

2) Se o intervalo I for uma das lacunas δn−1, j obtidas no processo da construção de C então basta

fazer o raciocı́nio de forma análoga ao feito na Equação (4.20) trocando (n) por (n−1).

Sendo assim, as constantes β e K que satisfazem (4.17) foram encontradas. Portanto,

concluı́mos que hr(g−1
r (y)) é Hölder contı́nuo e, consequentemente, o campo vetorial X também

é Hölder contı́nuo.

4.1.4 Construção das Infinitas Folheações Tangentes ao Campo de Vetores X

Nesta seção vamos construir outras folheações tangentes ao campo vetorial X . Para isso,

considere a famı́lia de conjuntos de Cantor induzidos pelo homeomorfismo gr, denotados por

C ′
r = gr(C)⊂ [0,gr(1)].
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A partir da função de Cantor ψ : [0,1]→ [0,1] construı́da na Seção 3.3 vamos construir

uma famı́lia de funções de Cantor ψ̃r : [0,gr(1)]→ [0,gr(1)] associadas aos conjuntos C ′
r da

seguinte forma:

Assim, ψ̃r(y) = gr ◦ψ ◦ g−1
r (y), ∀y ∈ [0,gr(1)]. Com isso, todas as propriedades de

ψ também valem para ψ̃r, por exemplo, ψ̃r são monótonas não-decrescentes e constantes nas

lacunas δ̃n,k = gr(δn,k) para todo r = 0,1,2, ... . A Figura 4.6 mostra o gráfico da função ψ̃r.

Figura 4.6 – Esboço da função ψ̃r (Reescalonamento de ψ).

Considere a extensão da função ψ̃r para todo R da seguinte forma (Figura 4.7):

ψr(y) =


0, se y < 0

ψ̃r(y), se 0 ≤ y ≤ gr(1)

gr(1), se y > gr(1)
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Figura 4.7 – Esboço da função ψr.

Com isso, para cada parâmetro t ∈ [0,1] e para todo r ≥ 0, vamos associar uma função

fr,t : R→ R definida por x := fr,t(y) = g−1
r (y)+ tψr(y), ou seja,

fr,t(y) =


−(−y)

1
2r , se y < 0

g−1
r (y)+ tψr(y), se 0 ≤ y ≤ gr(1)

1+ tgr(1)+(y−gr(1))
1
2r , se y > gr(1)

(Figura 4.8)

Para y < 0 e y > gr(1) temos claramente que fr,t(y) é estritamente crescente. Dados dois pontos

y1,y2 ∈ [0,gr(1)] com y1 < y2, sendo a função gr estritamente crescente então g−1
r também é

estritamente crescente, logo g−1
r (y1)< g−1

r (y2) e, sendo ψr monótona não-decrescente, temos

que ψr(y1)≤ ψr(y2), logo fr,t(y1) = g−1
r (y1)+ tψr(y1)< g−1

r (y2)+ tψr(y2) = fr,t(y2).

Figura 4.8 – Esboço da função fr,t .
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Portanto, a função fr,t : R → R é contı́nua e estritamente crescente. Logo, fr,t é um

homeomorfismo em R. Denotamos a sua inversa por gr,t := f−1
r,t : R→ R (Figura 4.9).

Figura 4.9 – Esboço da função gr,t .

Vamos denotar por Cr,t := fr,t(C ′
r) = fr,t(ggr(C)) o conjunto de Cantor em [0,1+

tgr(1)].

Notemos que a famı́lia {gr,t}t∈[0,1] é uma deformação contı́nua no parâmetro t da função

gr = gr,0 (Figura 4.10).

Figura 4.10 – Esboço da famı́lia de funções {gr,t}t∈[0,1].
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O gráfico de cada função gr,t será a folha Lr,t
0 para logo construir as folheações Fr,t por

translações horizontais. Para isso, necessitamos da proposição a seguir.

Proposição 4.9. gr,t(x) é uma função de classe Cr e cujo gráfico é tangente ao campo vetorial

X.

Demonstração. Notemos que o gráfico de gr,t na faixa {y; y ≤ 0} e {y; y ≥ gr(1)} coincide

com as folhas respectivas de F0, portanto são tangentes ao campo X nestas regiões. Resta mostrar

que gr,t : [0,1+ tgr(1)]→ [0,gr(1)] é tangente.

Para isso, seja x0 ∈ [0,1+ tgr(1)]. Primeiramente vamos considerar o caso em que x0

não pertence ao conjunto de Cantor Cr,t (x0 /∈ Cr,t), logo x0 está no interior de uma lacuna δx0,t .

Assim, existe uma vizinhança de x0 contida em δx0,t . Logo ψr é constante em uma vizinhança de

y0 = gr,t(x0). Denotemos por ct = tψ(y0) tal constante nessa vizinhança contida em uma lacuna

δy0 , ou seja,

tψr|δy0
= constante = ct = tψ(y0).

Com isso, dado y ∈ δy0 temos que

x := fr,t(y) = g−1
r (y)+ tψ(y) = g−1

r (y)+ ct ⇒ g−1
r (y) = x− ct ⇒ y = gr(x− c0).

Portanto, pela Proposição 4.8 temos que y = gr,t(x) é uma função de classe Cr para todo x ∈ δx0,t .

Por outro lado, como gr,t é uma translação horizontal de gr, temos que ela também é tangente ao

campo vetorial X .

Agora consideremos o caso em que x0 pertence ao conjunto de Cantor Cr,t (x0 ∈ Cr,t).

Logo temos que x0 = fr,t(gr(z0)) tal que z0 ∈ C. Dado um x ∈ [0,1+ gr(1)] temos que x =

fr,t(gr(z)) com z ∈ [0,1]. Então

x0 = fr,t(gr(z0)) = g−1
r (gr(z0))+ tψ(gr(z0)) = z0 + tψ(gr(z0)). (4.21)

Analogamente, temos que

x = fr,t(gr(z)) = g−1
r (gr(z))+ tψ(gr(z)) = z+ tψ(gr(z)). (4.22)

Efetuando a diferença entre as Equações (4.22) e (4.21), obtemos

x− x0 = (z− z0)+ t · [ψ(gr(z))−ψ(gr(z0))] .
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Pelo fato de gr ser estritamente crescente e ψ ser monótona não-decrescente, podemos considerar

os casos:

1) Se z > z0 então z− z0 > 0 e ψ(gr(z))−ψ(gr(z0))> 0 logo

x− x0 > z− z0 > 0 ⇒ |z− z0| ≤ |x− x0|.

2) Se z < z0 então z− z0 < 0 e ψ(gr(z))−ψ(gr(z0))< 0 logo

x− x0 < z− z0 < 0 ⇒ |z− z0| ≤ |x− x0|.

Sendo assim, temos que

|z− z0| ≤ |x− x0|. (4.23)

Com isso, podemos ver que

|gr,t(x)−gr,t(x0)|= |gr,t( fr,t(gr(z)))−gr,t( fr,t(gr(z0)))|= |gr(z)−gr(z0)|. (4.24)

Como gr é de classe Cr+1 e suas (r+1) primeiras derivadas se anulam no ponto 0 (Proposição

4.7), aplicando o Lema 2.9 temos que existe o limite

lim
x→0

gr(z)−gr(z0)

|z− z0|r+1 ,

ou seja, existe B > 0 tal que

|gr(z)−gr(z0)| ≤ B · |z− z0|r+1. (4.25)

Assim, combinando as Equações (4.23), (4.24) e (4.25) temos que

|gr,t(x)−gr,t(x0)| ≤ B · |x− x0|r+1.

Portanto, pelo Lema 2.9, concluı́mos que gr,t é r vezes diferenciável em x0, isto é, gr,t é de

classe Cr e suas r primeiras derivadas se anulam neste ponto. Particularmente, o gráfico de gr,t é

tangente ao campo vetorial X .

Dessa forma, para cada parâmetro t ∈ [0,1] e para todo r ≥ 0, definimos a famı́lia de

folheações Fr,t cujas folhas são dadas por translações horizontais dos gráficos das funções gr,t .

Ou seja, tomamos Lr,t
0 como sendo o gráfico de gr,t e definimos Lr,t

c = Lr,t
0 +(c,0), tal que a

folha Lr,t
c será equivalente ao gráfico de y = gr,t(x− c). Sendo o campo vetorial X invariante sob

translações horizontais, podemos afirmar que Lr,t
c é tangente a X . Portanto, cada folheação Fr,t

tem todas as suas folhas de classe Cr e tangentes ao campo vetorial X , para todo t ∈ [0,1] e para

todo r ≥ 0, o que conclui a demonstração do Teorema A.



CAPÍTULO 5

Considerações Finais

Na demonstração do Teorema A, temos construı́do um campo de vetores X unicamente

integrável no complemento de uma fina faixa horizontal infinita {(x,y);0≤ y≤ ε}⊂R2. Isto é, as

folheações são distintas apenas numa fina faixa horizontal, portanto coincidem no complementar

desta faixa. Além deste resultado Bonatti e Franks (em [1]) encontram um campo de vetores Y

continuo sem singularidades no plano que admite folheações tangentes a Y e transversais num

conjunto denso do plano, mais precisamente:

Teorema B. Existem um campo de vetores continuo Y sobre R2, duas folheações F e G cada

uma delas tangente ao campo Y e um subconjunto denso E ⊂ R2 tal que para cada x ∈ E as

folhas Fx e Gx das folheações F e G passando por x são topologicamente transversais.

Os autores em [1] indicam que de fato encontraram uma famı́lia não enumerável de

folheações tangentes a Y . Mas por outro lado, não se sabe se o campo Y é Hölder continuo assim

como não se sabe se as folhas das folheações podem ser arbitrariamente suaves.
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