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Resumo

O objetivo deste trabalho € trazer a resposta positiva apresentada por Bonatti e Franks a pergunta
proposta por Wilkinson sobre a existéncia ou ndo de um campo vetorial nao-singular continuo de
R? tangente a mais de uma folheacido. Com isso, como os fibrados centrais sdo sempre Holder
continuos, Bonatti e Franks fornecem um exemplo de um campo vetorial continuo Hélder em
R? com a propriedade de que existe uma familia de folheacdes de classe C! distintas e tangente
a cada folheacdo, sendo cada folha de cada folheagdo o grafico de uma fungao de classe C" de R

em R.

Palavras chave: Funcoes Holder continuas, Conjunto de Cantor, Campo de vetores, Folheacoes.



Abstract

The objective of this work is to bring the positive answer presented by Bonatti and Franks to the
question proposed by Wilkinson about the existence or not of a continuous non-singular vector
field of R? tangent to more than one foliation. Thus, as the central bundles are always continuous
Holder, Bonatti and Franks provide an example of a continuous vector field Holder in R? with
the property that there is a family of foliations of class C ! distinct and tangent to each foliation,

with each leaf of each foliation being the graph of a function of class C" from R to R.

Keywords: Holder continuous functions, Cantor’s set, Vectors field, Foliations.
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CAPIiTULO

Introducao

Sistemas dinamicos € o estudo do comportamento a longo prazo de sistemas em
evolucdo. A teoria moderna dos sistemas dindmicos originou-se no final do século XIX com
Henry Poincaré com questdes fundamentais relativas a estabilidade e evolucdo do sistema solar.
As tentativas de responder a essas perguntas levaram ao desenvolvimento de um campo rico
e poderoso com aplicacdes em fisica, biologia, meteorologia, astronomia, economia € outras
areas. Como resultado das pesquisas anteriores, a partir da década dos anos sessenta, S. Smale e
colaboradores no oeste e D. Anosov, Ya. Sinai e V. Arnold no leste, chegaram a dar uma descri¢ao
detalhada em uma grande classe de sistemas, nascendo assim a Teoria Hiperbdlica. Com isso, os
Sistemas Dinamicos ganham corpo de uma area de pesquisa que estuda a estabilidade estrutural,

genericidade, densidade, etc.

Em termos gerais, um sistema dindmico suave € chamado hiperbodlico se o espago
tangente se decompde em duas dire¢cdes complementares invariantes, uma que se contrai e outra
que se expande sob a acdo do sistema. No caso cldssico, chamado uniformemente hiperbdlico,
requer-se que as taxas de expansao e contragdo sejam uniformes. Ao longo dos anos, a no¢ao
de hiperbolicidade foi ampliada para hiperbolicidade nao uniforme, parcialmente hiperbdlico e

decomposicao dominada.

Nos sistemas parcialmente hiperbodlicos, o espaco tangente se divide em trés direcoes
complementares, uma que se contrai uniformemente (chamada direcdo estavel forte) e outra
que se expande uniformemente (chamada direcdo instavel forte) e a terceira é chamada de
direcao central. Cada uma destas trés direcoes sdo Holder continuas. Argumentos dinamicos
comprovam a existéncia de folheacdes tangentes as direcOes estdvel forte e instdvel forte,

isto €, s@o unicamente integraveis. Quando a direcao central possui uma folheagdo tangente a
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esta e € regular em certo sentido (veja Hirsch-Pugh-Shub [6] para a afirmagdo precisa) ela é
estruturalmente estdvel, ou seja, cada pequena perturbacdao C ! da dinAmica admite uma folheacao
central que é conjugada a inicial. Muitos trabalhos sobre essas classes de difeomorfismos

assumem a existéncia de uma folheagao central invariante.

A direcado central ainda nao € bem compreendida, a falta de conhecimento sobre a
direcao central € um problema importante nesta teoria. Em 2018, Bonatti e Franks (em [1])
conjecturaram que, se a direcao central tiver dimensdo maior que 2, ela pode ser ndo integravel.
Se a direcdo central tiver dimensao 1, também nao sabemos se € univocamente integravel, ou
se existe uma folheacao tangente a ela, ou se existe uma folheacdo invariante tangente a ela
(se houver muitas folheagOes tangentes a ela, talvez nenhuma delas sera invariante ). Em [1] €

colocada a seguinte questao:

Pergunta. “Existem difeomorfismos robustamente transitivos ou ergodicos estaveis de uma 3-
variedade fechada, tendo uma direcdo central unidimensional que nio € tangente a uma folheacao

invariante tnica?”

Para resolver este problema, Wilkinson perguntou se existe um campo vetorial ndo-
singular continuo de R? tangente a mais de uma folheacdo. Bonatti e Franks (em [1]) fornece
uma resposta positiva a esta pergunta. Como os fibrados centrais sdo sempre Holder continuos,

eles dao um exemplo Holder continuo, isto €, o seguinte teorema:

Teorema A ([1]): “Para todo 1 < r < oo existe um campo vetorial Holder continuo X em R? com
a propriedade de que existe uma familia de folheagdes F; de classe C! distintas aos pares para
t € [0,1] tal que X € tangente a cada folheag@o. Além disso, cada folha de cada folheacéo é o

grafico de uma fungio de classe C" de R em R.”

O objetivo desta monografia é apresentar a prova completa deste teorema, para isto
apresentamos no primeiro capitulo alguns conceitos preliminares sobre andlise na reta, equacoes
diferenciais e folheagdes. No segundo capitulo foi feita uma introducao do conceito de funcdes
Holder continuas com a andlise de alguns exemplos particulares, além da constru¢do do conjunto
e da funcdo de Cantor, abordando as suas principais propriedades. Por fim, no terceiro capitulo
provamos o teorema dos autores Bonatti e Franks sobre campo de vetores Holder continuo

tangente a folheagdes, seguido das consideragdes finais.



CAPIiTULO 2

Conceitos Preliminares

Neste capitulo apresentamos os resultados que usaremos nos proximos capitulos. Na
Secdo 2.1 vamos assumir que o leitor possui conhecimentos basicos da disciplina de anélise na
reta, como topologia na reta, limites, continuidade e diferenciacdo (recomendamos, se necessdrio,
a leitura do livro do professor Elon Lima [8]). Na Secdo 2.1 vamos apenas enunciar algumas
definicdes e resultados que vamos utilizar nor proximos capitulos. Na Secdo 2.2 apresentamos
os conceitos basicos de equagdes diferenciais, campos de vetores, curvas integrais, o Teorema
Fundamental de Existéncia e Unicidade e, finalmente, apresentamos o conceito de folheacoes
em R". Para isso, foram tomados como referéncias principais os textos de Elon Lima ([8] [9]
[7]), Figueiredo-Neves [3] e Camacho-Neto [2].

2.1 Resultados de Analise na Reta

Como indicado na introducdo, vamos apenas enunciar resultados que usaremos nos

proximos capitulos.

O seguinte teorema fornece uma equivaléncia entre conjuntos abertos e fechados de

ndmeros reais.

Teorema 2.1. Um conjunto X C R é fechado se, e somente se, seu complementar R\ X ¢ aberto.

Demonstracdo. (=) Seja um conjunto X C R fechado. Logo, todo ponto aderente a X pertence
a X. Considere o conjunto A = R\ X. Entdo, para todo ponto a € A, temos que a ¢ X e,
consequentemente, a nao € ponto aderente a X. Logo, para todo ponto a € A, existe um intervalo

aberto/ CAtalquea € lelNX = 0. Com isso, temos que todo ponto a € A € um ponto interior
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de A. Portanto, conclui-se que A = R\ X é um conjunto aberto.
(<) A prova da reciproca é feita observando o sentido contrario da demonstragio anterior, visto

a equivaléncia das afirmacdes. [

Definicdo 2.1. Uma cobertura de X C R é uma familia K = (Ky ), ¢, de conjuntos Kj C R tais

que X C U K, ou seja, para todo x € X existe algum A € L tal que x € K. Uma subcobertura
A€L
de K é uma subfamilia K' = (K)), ., L' C L em que ainda temos X C U K;.
Ael

Definicdo 2.2. Uma cobertura de X C R é uma familia K = (Ky ), ¢, de conjuntos Kj C R tais

que X C U K, ou seja, para todo x € X existe algum A € L tal que x € K. Uma subcobertura
A€eL
de K é uma subfamilia K' = (K)); c;, L' C L em que ainda temos X C U K;.
Ael’
O Teorema de Borel-Lebesgue enunciado a seguir traz um resultado importante sobre

coberturas de conjuntos compactos.

Teorema 2.2. (Borel-Lebesgue) Seja X C R um conjunto compacto. Toda cobertura X C U Ay

A€l
de X feita por meio de abertos A possui subcobertura finita X C Ay, UA, U...UA;, .

Demonstragdo. Considere um conjunto compacto X C R. Logo, o conjunto X é fechado e
limitado. Entdo, pelo Teorema 2.1, tem-se que o complementar de X em R dado por A = R\ X
€ um conjunto aberto. Como X ¢ limitado, segue que existe um intervalo fechado e limitado

la,b] que contém X. Seja (1)), ., uma familia de intervalos abertos tais que [a,b] C U I),. Sera

AeL
provado inicialmente que o intervalo [a,b] admite uma subcobertura finita de intervalos abertos

I,,. Considere o conjunto K dos pontos k € [a,b] tais que os intervalos [a, k] podem ser cobertos
por um niimero finito de intervalos I , ou seja, [a,k] C I;, U}, U...UI, . Logo, temos que K # 0,
pois a € K. Dado ¢ = sup(K), segue que ¢ € [a,b] e, consequentemente, ¢ € I}, = (a, ) para
algum Ag € L. Sendo @ < ¢ e ¢ = sup(K) entdo existe k € K tal que a < k < ¢. Com isso, temos
que k € I,. Mas, como k € K entlio [a,k] C [}, ULy, U...UI, e [a,c] C (I, UL, U...UL, ) UI,.
Isso prova que ¢ € K. Agora, serd provado que ¢ = b. De fato, se tiver ¢ < b entdo existiria ¢’ € I %
tal que ¢ < ¢’ < b. Sendo assim, temos que [a,c’] C I, U, U...Ul Ul e, consequentemente,
¢’ € K, o0 que é um absurdo, pois ¢’ > ¢ e ¢ = sup(K). Portanto, segue que ¢ = b e [a,b] C

I, U, U...UI, ,isto &, [a,b] estd contido numa reunido finita de intervalos I . Por fim, como

( U A ,1> UA =R, temos que [a,b] = ( U A /l) UA. Extraindo-se uma subcobertura finita de
A€L AeL
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abertos de [a,b] dada por (A, UA,, U...UA; ) UA, verifica-se que X C Ay, UA, U...UA,,,

visto que X NA = @, o que conclui a demonstracao. [

Definicao 2.3. Dizemos que um conjunto X C R possui medida nula se para qualquer niimero

real € > 0 dado arbitrariamente existir uma cobertura finita ou infinita enumerdvel de X dada

por uma familia de intervalos (I)c, com I C R, ou seja, X C | J Iy com LC Ne Z || < €.
kel kel

A seguir, serdo feitas consideracdes sobre algumas propriedades da unido e intersecao

entre conjuntos e familias de conjuntos de nimeros reais.

Teorema 2.3. Sejam os conjuntos X1,X,...,X, com X; CR parai=1,2,...,n. Entdo,

(R\ X)) N(R\X5)N...N(R\X,) =R\ (X; UXoU...UX,).

Demonstragdo. Dado um ponto x € (R\X;)N(R\X2)N...N(R\X,), entdo x € R\ X; para todo
i=1,2,....,n. Logo, x pertence ao complementar em R de X; paratodoi=1,2,...,n. Com isso,
verificamos que x ¢ X; paratodo i = 1,2,...,n e, consequentemente, x € R\ (X; UXp U...UX,),
ou seja, (R\X)N(R\X2)N..N(R\X,) CR\ (X;UX,U...UX,). Agora, considere x €
R\ (X;UX,U...UX,), entdo x ¢ X; para todo i = 1,2,...,n. Sendo assim, temos que x pertence
ao complementar em R de X; para todo i = 1,2,...,n. Portanto, x pertence a intersecao dos
complementares dos conjuntos X; para todo i = 1,2,...,n, ou seja, x € (R\ X;)N(R\ X3)N...N
(R\ X,). Logo, concluimos que R\ (X; UX, U...UX,) C (R\X))N(R\X2) N...N(R\ Xp,).
Portanto, temos que (R\ X;)N(R\X2)N...N(R\X,) =R\ (X;UX, U...UX,). O

Teorema 2.4. Sejam os conjuntos (X)), com X), C R para todo A € L. Entdo,

U ®R\X;) =R\ [ X;.

A€l A€L

Demonstracdo. Se x € U (R\ X, ), entdo x pertence ao complementar em R de X para algum

A€eL
A € L. Logo, existe A € L tal que x ¢ X, . Se existir A € L tal que x € X, entdo x ¢ X; NXj,

e, consequentemente, x ¢ ﬂ X, . Entdo, x pertence ao complementar em R de ﬂ X;,, ou seja,

A€L AeL
xR\ ﬂ X),. Mas, se x ¢ X, para todo A € L, temos que x ¢ ﬂ X, , isto é, x pertence ao
A€l AeL
complementar em R de ﬂ X),. Com isso, concluimos que x € R\ ﬂ X; . Logo, em qualquer
AeL AeL

situac@o, temos que x € R\ ﬂ X, e, portanto, U (R\X;) C R\ ﬂ X, . Agora, considere
AeLl AeLl AeLl
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xR\ m X),, entdo x ¢ ﬂ Xj . Logo, dados Ag,A; € L, tem-se que x ¢ X3, NX,,, ou seja, x
AeL AeL
ndo pode pertencer aos dois conjuntos simultaneamente. Se x € X, e x ¢ X, , entdo x pertence
ao complementar em R de X; , ou seja, x € R\ X;, e, consequentemente, x € U (R\ Xy).
A€l
Da mesma forma, se x ¢ X, e x ¢ X,,, segue que x pertence aos complementares em R de

X, e de X, ,isto é,x € (R\ X;,) U(R\Xy,) e, equivalentemente, x € U (R\ X). Com isso,

A€L
verificamos que, em todos 0s casos, x € U (R\ X, ) e, sendo assim, R\ ﬂ X, C U (R\ Xy).
A€L A€L A€l
Portanto, temos que U (R\X;) =R\ ﬂ X;,. O

A€L A€L

Teorema 2.5. a) O conjunto R dos reais e o conjunto vazio 0O sdo abertos.
b) Se A,Ay, Az, ..., A, C R sdo abertos, entdo A1 NA;NA3N...NA, é aberto.

c) Seja (Ay)acr uma familia arbitrdria de abertos Ay, C R. A reunido A = U Ay éum

AeL
conjunto aberto.

Demonstragdo. a) Para todo x € R existe um intervalo I, C R tal que x € ;. Portanto,
R € aberto. De fato, um conjunto nao € aberto se este possuir algum ponto que ndo
seja interior a ele. Mas, como o conjunto vazio () ndo possui nenhum ponto, segue
forcadamente, que ele ndo tem pontos que nao sejam interiores a ele, ou seja, o

conjunto vazio @ € aberto.

b) SeAjNANA3N...NA, =0, segue pelo item (a) que A NA2 NA3N...NA, é aberto.
Se AjNA;NA3N...NA, # 0, entdo, dado x € A] NA; NA3N...NA,, temos que
x € A;j para todo i = 1,2,3,...,n. Sendo A,A,,As,...,A, conjuntos abertos, entao
existem intervalos abertos (a;,b;) C A, tais que x € (a;,b;) paratodo i =1,2,3,...,n.
Tomando-se a = maximo(ay,as,as,...,a,) € b = minimo(by,by,bs,...,b,), segue

que
(a,b) C (al,bl)ﬂ (az,bz) N (a3,b3) MN...N (an,bn) CAINANA3N...NA,.

Portanto, todo ponto x € (ay,b1) N (az,b2) N (az,b3)N...N (an,by,) pertence a um
intervalo aberto contidoem A NA;NA3N...NA, , permitindo concluir que o conjunto
A1NANA3N...NA, é aberto.
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c) Considere um ponto x € A = U A, . Entdo, existe A € Ltal que x € A;. Sendo A,

A€l
aberto, segue que existe um intervalo aberto (a,b) C A, tal que x € (a,b). Com isso,

como x € (a,b) C Ay C A, temos que x é ponto interior de A. Portanto, concluimos

que A = U A, € um conjunto aberto.
AeL

Teorema 2.6. a) O conjunto R dos reais e o conjunto vazio O sdo fechados.

b) Se F1,F,,...F,, com F; CR parai=1,2,...,n, sdo fechados entdo FyUF,U...UF, é
Jfechado.

c) Seja (F),); 1 uma familia qualquer de conjuntos fechados F;, C R entdo a intersecdo
F = ﬂ F, é um conjunto fechado.
A€l
Demonstra¢do.  a) Observe que R\ 0 =R e que R\ R = 0. Logo, de acordo com o
item (a) do Teorema 2.5, como R e () sao conjuntos abertos, pelo Teorema 2.1, segue

que os conjuntos R e 0 sdo fechados.

b) Sejam Fi,F,,...F,, com F; C R parai=1,2,...,n, conjuntos fechados. Entdo, pelo
Teorema 2.1, segue que os conjuntos (R\ F}), (R\ F), ..., (R\ F,) s@o conjuntos
abertos. Logo, pelo item (b) do Teorema 2.5 temos que a interse¢do (R\ F;) N (R
F)N...N(R\ F,) é um conjunto aberto. Mas, pelo Teorema 2.3, temos que

(R\F)N(R\FR)N..N(R\F,) =R\ (FIUFRU...UF,).

Portanto, pelo Teorema 2.1, concluimos que F; U F, U... UF,;, é fechado.
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¢) Considere (F) ); <z uma familia qualquer de conjuntos fechados F; C R. Logo, como
F), é fechado, pelo Teorema 2.1, temos que R \ F), € aberto para todo A € L. Mas, de

acordo com o item (c) do Teorema 2.5, segue que U (R\ Fy,) é aberto. Com isso,

A€l
pelo Teorema 2.4, observamos que U (R\F) =R\ (ﬂ F;L>. Portanto, aplicando
A€l
o Teorema 2.1, concluimos que F = ﬂ F; € um conjunto fechado.
A€l

Definicao 2.4. Seja uma fungdo f : X C R — R. Dados x1,x, € X, dizemos que f é:

* mondtona estritamente crescente quando x; < xp = f(x1) < f(x2);
* mondtona estritamente decrescente quando x; < xy = f(x1) > f(x2);
* mondtona ndo-decrescente quando x; < x = f(x1) < f(x2);

* mondtona ndo-crescente quando x1 < x; = f(x1) > f(x2).

Nos casos em que f € estritamente mondtona temos que f € injetiva.

A seguir, traremos as definicdes de funcoes uniformemente continuas e de funcdo

lipschitziana ou lipschitz.

Definicao 2.5. Uma funcdo f: X C R — R é uniformemente continua quando, para cada € > 0,
existe 8 > 0 tal que Vx,y € X com |x —y| < & implica que |f(x) — f(y)| < €.

E evidente que toda funcio uniformemente continua é continua. Para isso, fixar y na
definicao de continuidade uniforme (lembremos que a continuidade depende do ponto). Mas a
reciproca ndo é verdadeira. Para ver isso, seja a fungdo f : X C R — R, com X = (0, 1), dada
por f(x) = %, que € claramente continua. Vamos mostrar que f nio € uniformemente continua.
De fato, suponha, por absurdo, que f € uniformemente continua. Entdo, dado um & > 0 existe

o(e) >0talqueparaa € X,x€X e |x—a| < d temos que | f(x) — f(a)| < &. Por outro lado, pela

1
propriedade arquimediana, para qualquer & > 0 fixado existe ng € N tal que — < 7 Tomando

no
fl@) =1 () =1 =

no

1
a = — segue que
no
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1
e, consequentemente, parax € X e [x—a| = |[x— —| < 6 temos | f(x) — f(a)| = | f(x) —no| < €.
no
1 9] 2
Sendo — < —, entdo & > — e, portanto, o intervalo que satisfaz [x — —| < J, dado por
no 2 no no

1 . . ~ (s
— — 8 <x < — + 6, assume todos os valores positivos do dominio que estdo préoximos de
no no

. 1 ) )
zero, visto que — — 8 < 0, e para os quais temos |f(x) — f(a)| = |f(x) —no| >> &, ou seja,
no
f(x) >> np + &. Logo, isso é um absurdo, pemitindo cncluir que f ndo é uniformemente

continua.

Definicao 2.6. Uma funcdo f: X C R — R é lipschitziana ou lipschitz quando existe uma
constante real ¢ > 0 tal que x,y € X implica em |f(x) — f(y)| < c-|x—y|.

~ . . . pd . . : 8
Toda funcéo lipschitziana é uniformemente continua. Para mostrar isso, tome 6 = —.
c

Em particular, como f € lipschitz, para x,y € X e |x —y| < § temos que

) = FON S e lr=y] = [f@) — fO)] < -8 = = =g = |f(x) — f)] <&,
o que conclui a demonstragao.

O teorema descrito a seguir fornece um importante resultado sobre fun¢des continuas
com dominios compactos cuja demonstracao pode ser encontrada em Elon Lima [8] (pagina
239).

Teorema 2.7 (Weierstrass). Seja D um conjunto compacto. Toda fungdo continua f : D — R é
limitada e atinge os seus extremos, ou seja, existem a,b € D tais que f(a) < f(x) < f(b) para

todo x € D. Em particular, f é limitada em D, ou seja,
K >0, |f(x)|<K VxeD.

Teorema 2.8. Seja X compacto. Toda fungdo continua f : X — R é uniformemente continua.

Demonstracdo. Seja f : X — R uma fun¢ao continua. Entdo, f € continua em cada ponto x € X.

< (€ =
Logo, se xo € X entdo, dado € > 0, existe & (§;x0> tal que para x € X e |x —xp| < 8 temos

)
|f(x) = f(xo)| < g Definindo &, = 5> 0, obtemos

XEX o] <2802 17() — f(w)] < 5. 2.1)

Com isso, sendo Iy = (x — 8;,x + ), temos que X C U I, e a familia U I, € uma cobertura

xeX xeX
de abertos de X que, pelo Teorema 2.2, assume uma subcobertura finita X C I, UL, U...UI, ,
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pois X é compacto. Tomando & = inf(dy,,..., 8, ), verificamos que § > 0, pois {&;,,..., &, } é
um conjunto finito com todos os elementos 3x,~ >0, parai=1,2,...,n. Logo, considerando que

para todo x € X temos que x € Iy, para algum j € {1,...,n}, entdo, pela Equagdo 2.1,

b —xj] < 8, < 28, = | F(x) — f(x))] < ; 2.2)

Para x,y € X com |x—y| < &, considerando a Equagdo 2.1 e aplicando a desigualdade triangular,

temos
E
y—xjl =y —x4+x—x;| < [y—x|+[x—x;| <O+ &, <28 = |f(y) — f(x;)] < > (2.3)
Sendo assim, pelas Equagdes 2.2 e 2.3, aplicando novamente a desigualdade triangular, segue

que

£

£~ O = £~ £+ 1)~ £e] < 1700 — £l +170) —f )] < 5+ 5 =,
ou seja, | f(x) — f(y)| < €. Portanto, f é uniformemente continua. O

Definicao 2.7. Dados dois pontos a,b € R, com a < b, dizemos que uma fungdo f : [a,b] — R é
absolutamente continua se para todo € > 0 dado arbitrariamente for possivel encontrar & > 0
tal que para qualquer familia finita de intervalos abertos dois a dois disjuntos (ay,by), (az,b?),

ey (@nyby), para algum n € N, com (ay,by) C [a,b] parak =1,2,...,n, se

n
Z bk—ak

entao

n
Z ak|<8

De fato, tomando n = 1, vemos que toda fungéo f : [a,b] — R absolutamente continua

¢ continua em |[a, b].
A seguir introduzimos os conceitos de funcdes reais diferencidveis e suas implicagdes.

Definicao 2.8. Dado um intervalo I de niimeros reais, uma funcdo f : 1 C R — R, dizemos que

[ é derivdvel em um ponto a € I quando existir o limite

f’(a) — lim fx _f(a)7

xX—a X—dad

em que f'(a) é dita derivada de f no ponto a.
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Definicao 2.9. Quando uma funcdo f : 1 C R — R possui derivada em todos os pontos do
intervalo 1, ou seja, se a funcdo derivada f' :1 C R — R que associa cada elemento x € I
sua derivada f'(x) correspondente (x — f'(x)) for continua, dizemos que f é continuamente

derivdvel no intervalo I, ou seja, dizemos que f é uma funcdo de classe C L

Defini¢ao 2.10. Uma fungdo f:1 C R — R éde classe C" (f € C") quando f é n vezes derivdvel
em 1, isto é, quando a funcdo f M. IcR—=R que associa cada elemento do intervalo I a sua
n-ésima derivada correspondente (x — f () (x)) for continua em 1. Quando ¢é possivel derivar
f quantas vezes desejar, ou seja, quando f € C" para todo n = 1,2,3,..., dizemos que f é de

classe C™ ou f € C”. Particularmente, f € C? significa que f é continua em I.

Particularmente, quando uma funcdo f : R — R € derivdvel em um ponto a € R temos
que
fla+h)=f(a)+f'(a)-h+r(h),
tal que r(h) é o resto correspondente a um infinitésimo de ordem maior do que 1 em relagdo a

r(h)

h, ou seja, lim = 0. Se f € C" no ponto a entdo existe um polindnimo p de grau menor ou

igual a n, denominado Polinommio de Taylor de f no ponto a, tal que

fla+h) = p(h)+r(h),

onde

p(h) = liof(i) (a)-h' e limri(l—il) =0.

O teorema seguinte, encontrado em Elon Lima [8] (pagina 281), traz um resultado importante

sobre 0 assunto.

Teorema 2.9. Seja r:I C R — R nvezes derivdvel (r € C") no ponto 0 € 1. Entdo

r(0)=7(0)=r"(0) = ... = " (0) = 0 = lim )y

x—0 x"
O teorema a seguir trata da mudanga de varidvel no processo de integracdo de fungdes.

Teorema 2.10 (Mudanga de Varidvel na Integral). Sejam f : [a,b] — R" um caminho continuo e

¢ : [c,d] — [a,b] uma fun¢do com derivada integrdvel. Entdo

[7 = [ ripe) o'
(c) c
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2.2 Campos Vetoriais, Curvas Integrais e Folheacdes

Na sequéncia, serdo introduzidos os conceitos de campos de vetores, de curvas integrais

e de folheagcdes em R".

2.2.1 Campos Vetoriais e Curvas Integrais

Defini¢ao 2.11. Um campo de vetores ou campo vetorial X : Q C R" — R" é uma aplicacdo de
um aberto Q do espago R" que associa a cada ponto p € Q um vetor X (p). O campo de vetores
X(p) = (fi(p),f2(p), ... fn(p)) € de classe C* se cada componente f; : Q@ — R é de classe C*
(k=0,1,2,...,00).

Notacao: O conjunto de vetores da base candnica {ey, ey, ..., €...,e,} em que
er = (1,0,0,...,0,0,0), e; =(0,1,0,...,0,0,0), ...,

ex = (0,0,0,...,0, 1 ,0,..,0,0,0), ....,en=(0,0,0,...,0,0, 1)

k-ésima posi¢do n-ésima posi¢ao

serd representado por

J J J J tal J todo1 <k <
— =iy =, ...,~— ¢ tal que ey = ——, para todo n.
ox1’ dxy” U odx 7 dxy que & oxy’ P - -

Dessa forma, um campo vetorial em R” terd a sua representacdo dada por

d d d d
X(p) = (1(P) Lop) s fulP)) = i(P) g =4 o(P) 5=t i) 5 4 SalP)
Em particular, para R?, temos
d d
X(p)=((p):8(p)) = f(p) 5 —+8(p)5 .

Todo campo de vetores X : Q C R" — R" estd associado a uma equagio diferencial da

seguinte forma:
(

x'l = f1 (XI,XQ, ...,xn)

Xy = fa(X1,X2, ey Xn) 0.4

xi, = fu(x1,x2, ..., %)

Vamos escrever este sistema simplesmente na forma vetorial X' = X (x), Vx € Q.
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Definicao 2.12. Dados um ponto py € Q e um campo vetorial X : Q — R" de classe ck,
chamamos curva integral do campo X, com condigdo inicial pog, a um caminho diferencidvel
A:(—¢€,€) = Rtal que A(0) = po e A'(t) = X (A(¢)), para todo t € (—&,€). Isto é, A(t) satisfaz
a Equacdo Diferencial (2.4). Assim, A também é chamada de solucdo da EDO com condi¢do
inicil.

Figura 2.1 — Campo vetorial X associando o vetor X (p) € R" para todo p € Q.

De fato, o vetor-velocidade de uma curva integral de X em um determinado ponto de €2

¢ dado pelo vetor associado a este ponto pelo campo vetorial X.

Exemplo 2.1. Considere o campo vetorial X : R*> — R? tal que

2 2 (9 2 a
X =(1,3y3) =(1 3y3)es = (1)=— + (3y3 )=
(x,y) = (1,3y3) = (er + (3y*)ez = (1) 5~ + 3y )ay
e que estd associado a equagdo diferencial ordindria (EDO)
=1
, - (2.5)
/ =
y =3y’

A figura a seguir mostra o campo vetorial correspondente a X.
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2

As solugdes da EDO 2.5 sdo dadas pelas curvas integrais A(t

x(t)=t+cy
5(0) = (1+c2)

Logo, temos que

)

) = (x(2),y(t)) onde

(2.6)

D=1 e ¥) =30+ =3[t +e)?]F = 3.

A figura seguinte mostra as curvas solugoes da pela EDO 2.5.

|

I
T e
!

2 M| f2 f4 [ fe [0
f
-2
-4 '
|
I

EVEIRIE

Wt

1 " ‘! 11 1 (! T ;
'

(a) (b)
Figura 2.3 — Curvas solu¢des da EDO 2.5.
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Em particular, a solu¢ao dada pela Equagao 2.6 com condigdo inicial A(0) = (0,0)
é M (t) = (1,63). Por outro lado, a curva 2»(t) = (t,0) também satisfaz a EDO 2.5 e também
tem condicao inicial A(0) = (0,0) (ver Figura 2.4a). Logo, temos que a EDO 2.5 néo possui
unicidade de solugoes com condicdo inicial pg = (0,0). Da mesma forma, para cada condi¢do
inicial .(0) = (c1,0) (sobre o eixo x) passam pelo menos duas solugées A (t) = (t+c1, (t+¢1)?)
e I(t) = (t+c¢1,0) (ver Figura 2.4b), ao contrdrio dos demais pontos fora dessa reta os quais

possuem solugoes inicas.

(a) (b)
Figura 2.4 — Condig¢des inicias com duplas solu¢des da EDO 2.5.

Na verdade, considerando a solu¢do da EDO 2.5 com condigdo inicial po = (0,0), além
das duas solucoes apontadas na Figura 2.4a, existem infinitas curvas solugoes com essa mesma
condi¢do inicial geradas por combinagdes das curvas A(t) = (1,0) e 4, (t) = (t+c1, (1 +¢1)?)
de trés formas distintas, como visto na Figura 2.5, o que é andlogo para qualquer outra condicdo

inicial sobre o eixo x.

Figura 2.5 — Infinitas solu¢des da EDO 2.5 para pg pertencente a reta y = 0.
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O Teorema da Existéncia e Unicidade enunciado a seguir, também conhecido como
Teorema de Picard, traz um importante resultado sobre as curvas integrais cuja demonstragdao

pode ser vista em Elon Lima [9] (pagina 28) ou em Sotomayor [10] (pagina 13).

Teorema 2.11 (Teorema da Existéncia e da Unicidade (Picard)). Sejam Q um subconjunto
aberto de R" e X : Q — R" um campo vetorial Lipschtz. Dado qualquer ponto pg € €, existe
uma curva integral A : (—c,c) — Q do campo vetorial X com a condigdo inicial A(0) = po.
Se i : (—€,€) — Q for outra curva integral de X com p(0) = po, entdo A = [ num intervalo
(=6,6) C (—c,c)N(—¢,¢€).

De fato, o campo vetorial abordado no Exemplo 2.1 nao infringe o Teorema 2.11 de
existéncia e unicidade de solugdes, visto que o campo vetorial correspondente a ele nao €

Lipschtz, o que serd visto no Exemplo 3.1 da Secao 3.1.

Definicao 2.13. Um ponto p € Q é dito singular ou critico se X(p) = 0.

Nesta situagdo, A(¢) = p, V¢ € R € solugdo ou curva integral do sistema x’ = X (x). So
chamados de pontos estaciondrios. A figura a seguir mostra o exemplo do dois campos vetoriais

cujo tnico ponto singular de ambos consiste em P = (0,0).

) d 0
9 0 X(z,y) = (—z,—y) = 2= + —Yy=

Figura 2.6 — Campos vetoriais com ponto singular na origem.
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2.2.2 Folheacoes

Intuitivamente uma folheacdo (continua) de dimensao 1 no plano R? éuma decomposicao

(ou parti¢do) do plano em curvas (continuas) duas a duas disjuntas. Mais precisamente:

Definicao 2.14. Uma regido Q C R? possui uma folheagao se tem uma cobertura {U; ~},~€A de Q
e a familia de homeomorfismos {@; : Uy — ¢;(U;) C R?} tal que {(pl (Rx{y})Nei(Ui));y}

define arcos de curvas conexas em Q. (Figura 2.7)

. U
T s s T~ J
Ui S “-\\ /’/ - \\_H ~.
L \ - o ‘\\ T Y
- — —_— ™ " J— ~— \
, o . \‘ T ™ -
P S~ \ r’//,,’-—-_—-u.\ S~ 1
L ~ | o ~— 1
= J— - [ _—
= I = , P "/// T _ ;
\— — — - - - -
i NP
o N e __T=
I — - —-———
\ / N T Q
~ -
-
Pj
y ®; }’1
A |
. d |~
R - ~ - . Iy ~
Pl .
— NEICA I A— —

Figura 2.7 — Representacéo de conjuntos da cobertura {U;};ca de Q com suas respectivas ima-
gens.

A familia {(U;, ¢;) } deve satisfazer a condicao de transi¢@o (coeréncia ou compatibili-

dade). Isto é, Vi # j se U;NU; # 0 entdo

Gij =00 g (UinUj) — @; (UiNU;) édaforma ¢;j(x,y) = (oj(x,y), %)) -
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@;(U;NU;)

Figura 2.8 — Condig¢ao de transi¢do entre os abertos da folheacao.

O fato de que ¥;; depende apenas da variavel y faz com que os arcos de curvas conexas
definidas por ¢; e os arcos de curvas conexas definidas por ¢; coincidam em U; N U;.

- Denotamos por F = {(U;, ¢;) };ca a folheagdo.

Os arcos de curvas conexas definidas por (U;, ¢;) sdo chamados de placas da folheagao.
A unido maximal de placas que se interceptam formam curvas conexas chamadas de folhas da

folheagdo. Estas podem ser homeomorfas a reta ou circulos.

Uma folheagdo F = {(Ui, @)}, é de classe C" com 0 < r < oo se cada ¢; : U; — R?

sdo de classe C”.

Exemplo 2.2. Seja X : Q C R? — R? é um campo vetorial em R?. Definimos o campo vetorial

X:Q=R?*\{(0,0)} = R? dado por X (x,y) = (x,—y) :x% —yaiy. (Figura 2.9)

Note que o iinico ponto p € R? tal que X(p) =0 ¢é p = (0,0). Logo X em Q = R?\
{(0,0)} ndo possui singularidade.



27

y
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v « / YN N N
« & NN N

'l N

~a

X
Ve

/
r
Figura 2.9 — Campo vetorial X : Q = R*\ {(0,0)} — R? dado por X (x,y) = (x, —).

Exemplo 2.3. Seja uma funcdo continua f: R — R, definimos uma folheacdo F em R? com
suas folhas dadas pelas translagées verticais de y = f(x), ou seja, I, = f(x) + ¢ para todo ¢ € R,

como mostrado na Figura 2.10.

Figura 2.10 — Folheag@o F dada por translagdes verticais de uma fungao f.

Note que translagdes horizontais da funcdo representada na Figura 2.10 ndo definem
uma folheac@o. De modo geral, as translagdes verticais de curvas planas que ndo definem uma

funcdo de x em y também ndo definem uma folheacdo, como € o caso da hipérbole v —xr=1.
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Exemplo 2.4. Se f: R — R for uma fungdo estritamente crescente (ou estritamente decrescente)
entdo podemos definir uma folheacdo F em R? com suas folhas dadas pelas translacoes verticais

ou horizontais de y = f(x), ou seja, I, = f(x+ c) para todo ¢ € R, como mostrado na Figura
2.11.

|
Figura 2.11 — Folheagao J dada por translagdes verticais ou horizontais de uma fungdo f estri-
tamente crescente.



CAPIiTULO 3

Funcoes Holder Continuas: A Funcao de

Cantor

O objetivo deste capitulo € introduzir o conceito de fungdes Holder continuas, o conjunto
de Cantor e a funcao de Cantor. As referéncias principais utilizadas aqui abrangem os textos de
Elon Lima [8] e Hille-Tamarkin [5].

3.1 Funcdes Hoélder Continuas

Sejam um intervalo / C R e uma fung¢do real f : I — R em que, para todo x,y € I com

x#ye o >0, osupremo dos quocientes UY);{()E))) ¢ finito, isto é, existe um numero real
A=Yy
¢ > 0tal que sup { W} = ¢, paratodo x,y €  comx # y e o > 0. Com isso, dizemos
A=Y

que tais funcdes obedecem a condigdo Holder ou sao Holder continuas. A seguir, temos uma

defini¢do formal para essas fungdes.

Definicao 3.1. Dado um intervalo I C R, uma fungdo f : I — R satisfaz a condi¢do Holder ou é
dita Holder continua quando existem constantes reais ndo-negativas c e O tais que, para todo
x,y € I temos

[f(x) = fO) < el —y|%
Nesta situacdo dizemos que f é Holder continua de expoente o, ou simplesmente funcdo o-

Holder continua.

De modo geral, € possivel definir a condigdo Holder para funcdes definidas entre
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dois espacos métricos quaisquer. As funcdes o-Holder continuas apresentam propriedades

interessantes como veremos a seguir.

Seja f: I C R — R uma funcao a-Holder continua, logo, temos que:

1. Se a =0, entdo f € limitada.
De fato, como f € a-Holder continua e @ = 0, entdo existe uma constante ndo-negativa ¢

tal que, para todo x,y € I com x # y, temos

1f() = fO)| <clx—y|*=clx—y]°=c-1=c.

Com isso, fixando um ponto yq € I e aplicando a desigualdade triangular, temos que

=1 Oo) < [F(x) = fho)l < e = [f(X)] < e+ f (o)l

Tomando L = ¢+ |f(yo)|, que é uma constante real positiva, temos que |f(x)| < L para

todo x € I, ou seja, f € limitada.

2. Se o = 1, entdo f € lipschitziana.
De fato, sendo, f € a-Holder continua e o = 1, entdo segue que existe uma constante

nao-negativa c tal que, para todo x,y € I com x # y, temos
[F@) = FO < che=y|* = clx—yl' = clx =y = [ (x) = F)] < el =],
isto é, f € lipschitziana.

3. Se a > 0, entdo f é uniformemente continua.

SIE

e ) € .
De fato, dado um valor real € > 0 arbitrario e considerando 6 = <—> . Entao, tomando
c

x,y€lcomx#ye|x—y| <&,sendo f uma fungdo a-Holder continua, temos que

10— s < elesi® <e-8% e ((£)F) = Emem 70 s <

c

ou seja, f é uniformemente continua.

4. Se o > 1, entdo f € constante.
Para ver isso, fixaremos um ndmero n € N arbitrario e sejam a,b € R os extremos do

intervalo I C R. Logo, tomando dois pontos quaisquer x,y € I com x < y, dividiremos o

. . S
intervalo de extremos x € y em n partes de comprimentos iguais a , como mostrado

na Figura 3.1.
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1
a x Y b

Figura 3.1 — Divisdo do intervalo de extremos x € y em rn intervalos congruentes.

Com isso, temos que x = xp, y = X, €, consequentemente, f(x) = f(xo) e f(y) = f(xn)-

Logo, verificamos que
FO) = f(x) = f(xn) = £ (x0)
= [f () = S o))+ [f (en1) = fon—2)] 4o+ [ (x2) = f o) + [ (x1) — S (x0)]-

Sendo assim, como f é a-Holder continua e aplicando a desigualdade triangular, vemos

que

n

n—1 n—1 n—1 y—x o
O~ f@I < X f )~ f < e X ¥ = Y ( )
i=0 i=0 i=0

=c-n: (y;(;)a = [fO)—f)| <e- (nal1> (y—x)?.

1
Como o > 1, entdo @ — 1 > 0 e, dessa forma, —71 ) — 0 quando n — oo. Portanto,
n

temos que |f(y) — f(x)| <0, ou seja, |f(y) — f(x)| =0, isto é, f(y) = f(x) para todo
x,y € I. Logo, concluimos que f € constante.

Portanto, vamos restringir ao caso de fungdes a-Holder com 0 < o < 1. Assim temos a

seguinte cadeia de inclusdes de funcgdes:
Fungées Lipschitz C Fungcoes a-Holder Continuas C Fungées Uniformemente Continuas

Com isso, vemos que a condicdo Holder de fungdes € um conceito entre as condi¢des lipschitz e

de continuidade uniforme.
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Exemplo 3.1. A funcdo f : [0,00) — R dada por f(x) = xP para 0 < B <1 é uma funcéo

B-Holder continua.

Na Figura 3.2 temos os graficos das distintas fungdes hq(t) = t* com 1 € [0,1] e

o< (0,1).

09
0sg
07
05 ‘1 A
05
04 &

03 A a=1
0.2

SR

definidas no intervalo [0, 1].

| =

Y

I
p—
=

Y

W =

1
Figura 3.2 — Gréficos das fungdes hy(t) =t* paraa =1, X

Notemos que se 7 € [0,1] e @ < B temos * > B

De fato, tomando x,y € [0,e0) com x # y, supondo x < y temos que

p_ B L y_2
0 —f] B P PP
p=xlf =P e Ly«
v[P y oy

_ 1 —tﬁ
Sejat = al e, assim, segue que FO) =)l = | | sendo0<r<1e0<f <1entio
y [y — x| 11l

t% > t, consequentemente, 1 — P<1-tel—t< (1 —Z)B. Assim,

) F@ _ =t _[—t]
A TR A T

Notemos que se f: D C R — R é B-Holder continua entdo para todo I C D, f|; é

B-Holder continua.
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~

Proposicio 3.1. Seja a fungdo f : [0,00) — R dada por f(x) = xP com0 < B < 1.SelC [0,00) ¢

um conjunto compacto, entdo temos que para todo 0 < o0 < B a funcdo f|; é a.-Holder continua.

Demonstragdo. Do Exemplo 3.1 temos que f(x) =xP, f|; é B-Holder continua. Entdo para todo

x,yel 3 sup{Lféx)}gcl
|y —x|
Tomando x,y € I com x # y, supondo x < y temos que
B xB
5 ,yﬁ_xﬁ,.L y—ﬁ——ﬁ
fO)—f@) P —xP] N N
[y — x| =y ge Ly x [
1yl BB
ye o ya
Considerando t = {, temos que
y
o
’1—zﬁ‘ ya 1—zﬁ)
o = a .
1 [1—1]
T 11—¢|*
ya

Como0<r<le0<a<p<1segueque|l—t*>|1—¢P, com isso temos que

1
< .
[1—* 1 —1|P

Assim,

— B _ B _¢B B _B
|f(y) f(x)| _ |y X |< ﬁ—oc‘|1 ! |<|y|[3—a_|1 ! |<|y|B_a'617

y—x|®  |y—x[® ~ [1—t] —

—f =

pois f(x) = xP ¢ B-Holder continua.

Dessa forma, como 8 —a > 0 e y € I, sendo I compacto, segue que g(y) := \y\ﬁ_a
¢ continua. Logo, temos que g(y) é limitada, ou seja, existe um nimero real ¢; > 0 tal que

|)’|B7a < ¢, Vx € I. Portanto,

B _ B
|y xa| <PpP e <eaa=c
|y — x|
ou seja, f € a-Holder continua. [

O teorema a seguir, demonstrado em Teschl [11] (pdgina 38), mostra um resultado mais

geral da proposi¢ao anterior.
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Teorema 3.1. Sejam K C R um conjunto compacto e a funcdo f: K —-R. Se0<a<f<le

f for B-Holder continua entdo f é a-Holder continua.

Proposicao 3.2. Sejam f,g:1 C R — R funcoes a-Holder continuas entdo f + g é a-Holder

continua.

Demonstragdo. Sendo as fungdes f,g: I C R — R a-Holder continuas e aplicando a desigual-

dade triangular, temos que

(fEe))—(f£e)x)  |[(f(y)—f(x) £ (g(y) —glx) _[(f(y)—f(x))  [(g(y)—g(x))

|y —x|® B |y —x|® |y —x|@ |y —x|®

IN

<ci+c=c, Vx,yel, ci,cp,c e R+.

]

De modo andlogo podemos demonstrar a propriedade a-Holder continua para o produto

e para o quociente entre funcoes.

3.2 O Conjunto de Cantor

Primeiramente, antes de definir formalmente o conjunto de Cantor, faremos algumas

consideragdes sobre os sistemas numéricos e as suas representacoes, com foco na base terndria.

3.2.1 Representacdao de um Nimero Real na Base Ternaria

A representacdo de um nimero real em um sistema de numeragdo na base b € N € feita
a partir da utilizacado de b algarismos. Se b < 10 podemos tomar emprestado os algarismos da
base 10. Assim,
seb=7=B7=1{0,1,2,3,4,5,6};
seb=3=DB3={0,1,2};
Se b > 10 serd necessario acrescentar outros algarismos além dos decimais para complementar,

isto pode ser feito com letras gregas. Por exemplo, na base 12 temos

812 — {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,&,[3}.

A representacdo dos niimeros naturais como sistema posicional na base “b”’segue a

construcao do sistema decimal. Assim, no que segue vamos escrever os nimeros naturais na
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base 3.
N(3) = {03, 13,213,103, 113,123,203,213,223,1003,1013,1023, ... }.

Note que 103 = 3' =3, 1003 = 32 =9, 10003 = 3% = 27, ..., 107 = 3".

Dessa forma, temos que a representacao dos inteiros e racionais

Z(3) —N(3) UN(3) Q(3) {s, p,q € Z(3), qF 0} .

Para construir um niimero real x € R arbritario, primeiramente notemos que x =n+r

comn € Z3) e r € (0,1). Assim basta representar os nimeros reais em (0, 1) na base 3.

Agora, iremos apresentar a construcao geométrica da representacao de um nimero real

positivo x € [0, 1] na base 3 ou base ternaria. Isto se faz de modo semelhante a construgdo da

representacdo decimal.

Para isso, considere o intervalo fechado I = [0, 1]. Sendo assim, faremos a seguinte

constru¢do geométrica: na primeira etapa, o intervalo [ serd dividido em 3 intervalos fechados e

. R S
congruentes que denotamos por Iy, I1, I de comprimentos 1guais a 5 1sto €,

3] 5]

Se x € 1, entdo, x € I;, para algum j; € {0,1,2}. Dessa forma, a primeira aproximagao

1

3

12
3’3

2

I3

I=0LULUL = |:O, 3’

do ponto x com uma casa (terndria) sera:

(1~ (0,0)3=0, sexel
~ (0.1 _1 I . 1 J1
x = (0, )3—§7 sex €y ,1st0é,x%(0,j1)3=j1'§:§7 j1€{0,1,2}.
2
x%(0,2)3:§, sex €l

\

No passo seguinte, cada um dos trés intervalos /;, serdo subdivididos em trés intervalos

fechados e congruentes, ou seja:

ara'—O:>I—OIU12U21-—I Ulpy Ulpo;

para j1 = 0—_,9 9°9 9,3_—00 01 Y1025

'—1:>I—-14U45U52—IUIUI'

para j1 = 1—_3,9 9°9 93|~ 10 Y111 Y1125
(2 7 78 8 ]

- h=2=71 =2 = — = — 1| =bhboUl b.

para jj =1 3 9]U[979]U{9, _ 20Uh1 Ul
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Assim, na decomposicdo temos 9 = 32, cada intervalo de comprimento 7

Da mesma forma, agora tpodemos aproximar o ponto x € (0,1) com duas casas

(terndrias). Se x € I;, = 1;,0Ul;1 Ul} > entdo temos que x € I; ;, para algum j, € {0,1,2}.

Entao, | | ' .
P : . J1 J2
sex€ljyp, =x= (0 jip)s=ji 3+ 55 =3 T3

De maneira andloga, na terceira iteragao desse processo, cada um dos nove intervalos

i jrs J1,J2 =0,1,2, serdo subdivididos em trés intervalos fechados originando 27 = 33 intervalos

fechados congruentes com comprimentos iguais a 3

Ly, = 1 joUlj 1 Ul 2, J1,j2 €{0,1,2}

Assim, a terceira aproximagao de x serd dada por:

R N N T ST T < T
Sexe]jljzjs:>x“(0,11]2]3)3=Jl-§+12-?+j3-?:%+é—2+%, J1,J2,J3 €{0,1,2}.

A Figura 3.3 ilustra a terceira iteragdo desse processo de parti¢cdes do intervalo I = [0, 1].

o I
* .
' 1y 1 I 9 I '
{0 3 3 1
T b T T
T 1 Iy 2 I i1 i 4 In 5 T2 :2 I 7 I 8 fo
io 9 i3 9 9 i3 9 9 14
* ® * * * M * .

[ 2
L =)

Ly Doz Elg(m Loy o Ino I Iope Ty L 132.’5

° Py

EI'NJ“ Toor dooz ;I"l“ I Inio o I loz i By Lo Tie ;IHH hin oz Efun

o 1 2 1 4 5 92 7 g 1 o 1 4 33 M4 5 16 17T 2 19 20 7 22 33 8 25 26
27 21 9 97 2w 3§ 27 o7 3 27 2T g 97 27 9 27 27 3 27 27 9 27 327 9 27 27

1
Figura 3.3 — Parti¢cdes de / = [0, 1] em 33 intervalos fechados com comprimentos iguais a 3

Com isso, seguindo 0os mesmos passos feitos anteriormente, de maneira indutiva, ocor-

rerd na n-ésima iteragéio desse processo a formagao de 3" intervalos fechados 7}, j, j;...;, com

1
Jk €{0,1,2}, todos os intervalos sdo de comprimento igual a 3 de modo que

Ly jojsecins = Livjaisein10 9y jojsecu 11 Iy jojsecjur2
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. Com isso, podemos encontrar para x uma aproximagao com »n casas (ternarias):

2 J3 Jn  xo Jk
+3+- +——;§p

]1
T3 33 3n

se X € Ly jojsjy = X~ (0, 11230 Jn)3 = T + 32

para j17j27j37"'7.ji’l € {07 172}

Notemos que 1)y j,js...j, = Ljy N jy j Vi jojs N -o- Oy jo ... j, Onde
Ljy D 1ijy 2 Tjijojs 2 -+ 2 Ljijojsecejns

Tal processo iterativo segue indefinidamente. Assim, dada uma sequéncia infinita

J = (j1j2J3---jn-..) temos a seguinte notagao:

Ij1j2j3v-~jn-v- = Ijl ﬂIjljz ﬂljljzja M... ﬁ11'1]'2]'3~-jn n...

. . 1
sendo o comprimento de cada intervalo fechado I;, j,,...j, dado por |I}, j, 5. .| = 3

Ly D1y j, D1jjojs O - Dljijpjsejy D o -

Dessa forma, podemos conseguir uma aproximagio para x € [0, 1] com qualquer niimero finito

de casas (ternarias).

oo

1
Notemos que se x € I jjs...j,.. =1y e Iy = m Lj jjs...j, com |I]1J2]3 Jk| 3K >0
k=1
quando kK — oo, assim, aplicando o Teorema de Cantor dos Intervalos Encaixantes, temos que

I = (Y jsjoseic = 133
k=1
Portanto, a partir dessa constru¢do geométrica, para cada sequéncia infinita J, esta
associado um tnico nimero real x € [0,1] o qual possui uma representagdo ternaria como

definida abaixo.

Definicao 3.2. A representagdo na base 3 ou base terndria de um niimero real x € [0,1] é dada

por

AR Ji,J2 | J3 =k
x=1(0,j1j2J3--Jk---)3 —3+32+33+ _|_ Z_k

com ji € {0,1,2}.

Por exemplo, se x = 0 entdo x € lygp... Se x = 1 entdo x € Iy, isto &,

2 2 2 2
1=(0,2222..)3 ==+ — + — +

3T T 34+... .
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Notemos que se x pertence ao extremo de um intervalo da construgdo, para fixar ideias
digamos que x € I, jyjs . ju1jn N}y jo s jus Gnt1) €OM jn € {0, 1}
1°) Se na construcao considerarmos x no intervalo esquerdo, isto €, x € o extremo direito do
intervalo I}, j,j5...j._, j,- Entdo, nos seguintes iterados, x sempre vai pertencer ao terceiro intervalo
de indice j; = 2 para todo k > n, isto €, x € I} j,j...j, ;j.222...- LOgO, x terd uma representaciao

terndria infinita dada por

. C J1. J2  J3 Jn 2 2 2
x=1(0,j1j2J3--Ju-1Jn2222...)3 = 3 += 2 + = 3 +..+= T + s + 312 + TEai (3.1)
Tj1jojs...jasin L g dns (1)
i IJL?Q.T:A- Fn—1740 IJU”“' Jn-17al Ijmh”j"_ljﬁz EI Ijl?;js Jn-1(Ja*1)0 IJ"'UJJ‘S' In-1(gnt L)1 Ijﬂ;j;---ﬂ» 1l fat1)2 i
-8 . . . . . o —@
0 T 1

Figura 3.4 — Numero x € [0,1] pertencente aos extremos dos intervalos Liiirjsjiiiin €

Ly jnjsedn1 Gint1)-

o - ) ) . .

2°) Se na construcdo considerarmos x no intervalo da direita, x € [; i3 in 1 (nt1)s 1SLO
¢, x € o extremo esquerdo deste intervalo. Entdo, nos proximos iterados x pertencera sempre ao
primeiro intervalo de indice jx = 0 para todo k > n, ou seja, x € I; ;, i i (j,+1)000...- Com isso,

a representacdo de x na base terndria serd finita igual a

R : J1 J2  J3 Jn—1  (n+1
= 025 nat Un b D)3 = 33 33+ g + e :

(3.2)

Das observagdes anteriores, podemos afirmar que para alguns nimeros x € [0, 1] temos

duas representagdes distintas (ver 3.1 e 3.2).

Teorema 3.2. Seja um niimero real x € [0, 1] com representagdo finita na base terndria dada
por x = (0, j1j2J3---jn—1Jn)3 com j, € {1,2} para algum n € N, entdo x tem a representagcdo na

base terndria da forma x = (0, j1 joj3... ju—1(jn — 1)2222...)3.
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3.2.2 Construcao do Conjunto de Cantor

Descoberto por Henry John Stephen Smith em 1874 e introduzido por Georg Cantor em
1883, o conjunto de Cantor, definido em um segmento por meio de um limite de um processo
iterativo. O conjunto de Cantor tem vérias propriedades ndo intuitivas as quais serdo exploradas

nesta sec¢do.

A constru¢do geométrica do conjunto de Cantor € feita por meio de um processo
iterativo. Inicialmente, retiramos o terco médio aberto do intervalo I = [0, 1] e, na sequéncia, sao
retirados os ter¢cos médios dos intervalos fechados restantes, assim indefinidamente e de forma
indutiva. Para isso, utilizaremos a mesma notacdo dos intervalos descritos na representacao

ternaria.

Na primeira iteracdo desse processo, retiramos o terco médio aberto do intervalo
° 12
I =10, 1], isto é, retiramos o intervalo aberto I| = (5’ 5) , denotemos por C; os intervalos que

ficaram:
° 1 2
Ci :I\Il =hul = {O,§:| U {g,l} .

Seguidamente, na segunda iteragao, retiramos 0s tergos médios dos intervalos de C 1s
isto é ti ; = —1 — ; =\ =, =
1Sto €, retiramos (S .
01 9, 9 21 9, 9

Denotamos por C; = C; \ {lo1,121 }, notemos que C; possui 4 = 22 intervalos fechados
1

cada um com comprimentos iguais a 3 isto é,

Ca = (oo UToa) U (Fao Ulra) = <[oé} U E%D U (Eg] U {21]) |

A Figura 3.5 mostra os conjuntos C; e C;, das primeira e segunda iteragdes dessa construgao.

1

I 0. H : H : : H .
i : 2 ; ;

C, 0@ : : 0! ‘e : . o'
! : : : 13 3: : : :

Figura 3.5 — Conjuntos C; e C, das primeira e segunda iteragdes.

Este processo segue indefinnidamente. Denotamos por C,, os intervalos que ficam depois

de retirados os tercos médios dos intervalos de C,,_1.
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De agora em diante vamos utilizar a notagdo 6§, para os intervalos abertos tercos
médios retirados, onde n é o ndmero da iteracdo e k € o intervalo retirado em cada um dos
intervalos de C,,_. Por exemplo:

- na primeira iteragdo: ;| = ;1 eCi=1[0,1]\ 611 =1l UL;
- na segunda iteragdo: & | = ;01, 0o = ;21 eCr=Ci\{02,1:622} =IooUlpn ULy Uly;

Na terceira iteracdo, de maneira andloga, removeremos os ter¢cos médios abertos de

cada um dos quatro intervalos fechados que compdem o conjunto C;. Assim, temos que

C3=Co\{63,1:832:033;034}

e, ha notacao 637/(, o indice k indica que o intervalo retirado € o k-ésimo intervalo de C;, donde

os intercalode me C, ordenandos da esquerda para a direita. Entao temos que

03,1 Cloo, 032 Clop, 833 Cho e 834 C o,

. : . 1 .
Notemos que em C; foram retirados 22 intervalos de comprimento £v) e o numero de

. ~ ) 1
intervalos que compdem Cj3 é 23 e cada um de comprimento 3
Repetindo esse processo, a n-€sima iteragao corresponde em remover o ter¢co médio
aberto (8, ) de cada um dos 2"~ ! intervalos fechados do conjunto C,_;. Assim o conjunto C,,
ox . . L 1 .
correspondente a unido de 2" intervalos fechados com comprimentos iguais a TR Com isso,

temos que

Cn="Cn \{611,1;5n2; "';5n72”*1} =

= | £00...000Y100...002 | Y | £00...020Y100...022 | Y- | 122..220Y122...222 | »
—— S—— —— S~—— N—— ——

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1

ou seja, I}, j,j5...j, C Cn com ji € {0,2}, paratodo 1 <k <n.

Observamos, também, na familia de conjuntos (C,) ncn Satisfaz a cadeia de inclusoes

IDCDC;D0...0C,.10C,DChy1 D ...

Assim, definimos o conjunto de Cantor como a intersecao infinita dos conjuntos da

familia (Cp)pen.

Definicao 3.3. Chamamos de conjunto de Cantor ao conjunto C = ﬂ Ca.

n=1
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E evidente que o conjunto de Cantor ndo é vazio, ou seja, C # @. De fato, como o ponto
1 o . 1 < ~ P
x= 3 € o extremo direito do intervalo Iy = {O, §] entdo pela construg@o x estara nos intervalos

Io2, 122, 10222, -5 l02..2, ..., logo temos que x € C, para todo n € N e, consequentemente, x € C.

Da mesma forma, se x € [0, 1] € o extremo de algum intervalo de C, para algum 7 entdo x € C.

Uma observagdo de grande relevancia com relag@o a representagdo dos elementos do

conjunto de Cantor é que se x € C = ﬂ Cp, entdox € C, paratodon € N=x € [; C C; para

n=1
algum j; € {0,2} ex €[}, j, C C, paraalgum j, € {0,2} e Ij,j, C I},. Assim,

X € Ij1j2~~~jn7 Vn com ]1]2]n c {0,2} e Ijl D) Ij1j2 DD Ij1j2~~~jn Dy XeE m Ij1j2~~~jn'
n=1
Da representacao dos nimeros reais na base terndria (Teorema 3.2) temos que a sequéncia infinita

associadaax € C € (j1ja...jn...) com j, € {0,2}, Vn € N e, assim

(o]

N Ju,J2 | J3 Jk. .
x:(o,]1]2]3...)3:? ? 3—3—|—...: Z?, ]kE{O,Z}.
k=1

Reciprocamente, dada qualquer sequéncia infinita (U ... ty...), W € {0,2}, Vk €N,
temos que o nimero Z % := a pertence ao conjunto de Cantor. De fato, basta notar que os
k=1

intervalos I;, D1 j, D ...D1j . j, D ...

A= ﬂ Ly py.opy € n Cn=C.
n=1 n=1
Desse modo, o Teorema 3.3 foi demonstrado e este traz uma formalizag¢do da representacao

na base terndria de todo elemento do conjunto de Cantor C.

Teorema 3.3 (Caracterizacdo dos elementos de C). Seja C o conjunto de Cantor e x € [0, 1].
Entdo x € C se, e somente se, a expansdo de x na base terndria pode ser escrita utilizando apenas

os algarismos 0 e 2.

De acordo com o teorema anterior, o conjunto de Cantor pode ser definido pela

representacao de seus elementos na base terndria como

. N . X1 X2 X3 . - xj_ .
C=<xe0,1] | x=(0,x1x2x3...)3 = ?—l—?%— B +... ];y, x;€4{0,2}
Os teoremas que serao apresentados na sequéncia trazem propriedades do conjunto de

Cantor relacionadas a sua cardinalidade e as caracteristicas dos elementos que o compde.
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Teorema 3.4. O conjunto de Cantor é compacto.

Demonstrag¢do. Como o conjunto de Cantor estd contido no intervalo [0, 1], C C [0, 1], segue que

C ¢ limitado, pois, para todo x € C, tem-se que |x| < 1. Logo, basta provar que C é fechado. Para
[¢]
isso, considere a familia de intervalos abertos | 1}, ,/;...j, ,emque jr € {0,1,2} e jr =1
neN
para algum 1 < k < n, referentes aos ter¢cos médios removidos na constru¢do de cada conjunto

[©)
C,. Pelo item (c) do Teorema 2.5 verificamos que U 1} jjs...j» € aberto. Logo, de acordo com o
neN

[©)
Teorema 2.1, podemos concluir que R\ U Ij jrjs...jn € fechado. Com isso, observamos que C é

neN
dado por uma intersecao de conjuntos fechados, isto é,

C= (R\ U ;jlj2j3-~~jn) n[o,1].

neN

Portanto, pelo item (c¢) do Teorema 2.6, segue que C é fechado. Por fim, temos que o conjunto C

€ compacto. [

Teorema 3.5. O conjunto de Cantor é ndo enumerdvel (possui a mesma cardinalidade dos

conjuntos I = [0, 1] e R dos reais).

Demonstra¢do. Sabemos que os conjuntos I = [0,1] e R dos reais sdo ndo enumerdveis e
possuem a mesma cardinalidade. Logo, para provar que C é ndo enumeravel, basta construir uma
bijecdo ¢ : C — [0, 1]. Como visto no Teorema 3.3, todo elemento x € C possui uma representacao
na base terndria da forma x = (0,xxx3...X¢...)3 composta apenas por algarismos 0 e 2, ou seja,
x; € {0,2} para todo k € N, podendo sua representagio ser finita ou infinita. Dado um nimero
real x € [0, 1], de forma andloga a construc¢do da sua representagao terndria x = (0,x;x2x3...x...)3,

definimos a sua representacdo bindria como

Yn _ o Yk
x = (0,y1y2Y3--Yk---Vn)2 = 2 Nz 5 2423 53 AR o Lt T kgj

comn € Ney, €{0,1} paratodo 1 <k <n. Sendo assim, a fun¢do ¢ ird estabelecer uma relacao
de correspondéncia entre a representagdo ternaria dos elementos de C com a representacio

bindria dos elementos de I = [0, 1], ou seja, dado x € C com x = (0, x1xx3...X...)3, entdo

¢ (x) = (0,y1y2y3.- Yk---)2, tal que

?vl'\"?*

0= L



43

paraxy =0=y; =0 ) )
De fato, como x; € {0,2} temos que . Logo, verifica-se que ¢ associa
paraxy =2 =y, =1

cada elemento x € C representado na base terndria a um nimero real y € [0, 1] representado
na sua base binaria. De fato, ¢ € injetiva, pois, dados x',x"” € C com x’ = (0,x}x5x5...x}...)3 €
K = (0,x]x5x..x]...)3, se ¥’ # x” entdo x} # x para algum k € N. Com isso, se x;, = 0 temos
que x; =2,logo, y, = 0ey} = 1, consequentemente, ¢ (x') # ¢ (x"). De forma andloga, x; = 2

temos x; =0,y, =1,y/ =0,e ¢ (' x"). Para vermos que ¢ é sobrejetiva, considere um
k Yk Yk q ]

2 vk
3k’

elemento do contradominio de ¢ dado por y = Z y—i com yy € {0,1}. Tomando x = Z
=12 k=1
verificamos que x pertence ao dominio de ¢, ou seja, x € C, e que ¢ (x) = y. Logo, todo elemento

do contradominio de ¢ esté associado a um elemento distinto do dominio de ¢, o que garante a sua
sobrejetividade. Portanto, ¢ € uma bijecdo, o que mostra a equivaléncia entre as cardinalidades

de C edeI=|0,1] ouR. Logo, pode-se afirmar que C é ndo enumeravel. [

Teorema 3.6. Todo ponto do conjunto de Cantor é ponto de acumulagdo.

Demonstragcdo. Seja um ponto ¢ € C = ﬂ Cy, entdo ¢ € C, para todo n € N. Dado € > 0,

neN
considere o intervalo I, = (¢ — €,¢ + €) centrado em ¢ e de comprimento 2¢. Pela propriedade

) . ) 1
arquimediana, existe ng € N tal que 30 < €. De fato, temos que ¢ € C,, e, consequentemente,

existe um intervalo fechado Ij, ;, ;... g © Cp, tal que c €1 b . Sendo assim, temos que

1J2J3++-Jng
L jris... Jng C I, e, dessa forma, existe pelo menos mais um ponto cq € I, j, ... g dado por um
dos seus extremos com cg € C e ¢y € I.,. Logo, de maneira indutiva, verificamos que para todo
ponto ¢ € C existe uma sequéncia de elementos (c,),cn C C que converge para c¢. Portanto,

concluimos que todo ponto do conjunto C € ponto de acumulagio. [l

Como consequéncia imediata do Teorema 3.6 temos o Corolario 3.1.
Corolario 3.1. O conjunto de Cantor ndo possui pontos isolados.

[¢]
Teorema 3.7. O conjunto de Cantor ndo possui pontos interiores, isto é, C = 0.

o o

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que C # 0. Logo, existe x € C e § > 0 tais que o intervalo

(x—3,x+ ) estd contido em C, ou seja, (x —3,x+ ) C ﬂ Cn. Dessa forma, isso implica que
neN
(x—90,x+98) C C, para todo n € N. Pela propriedade arquimediana, podemos tomar ng € N

tal que T < 8. Sendo o comprimento do intervalo (x — 0,x+ 6) igual a 20 e considerando o

conjunto Cy, que é formado pela unifio de 2" intervalos fechados disjuntos com comprimentos
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. 1 . . .
iguais a o, verificamos que o intervalo (x — 8,x+ &) ndo pode estar contido em C,,, € nem em

1
nenhum C,, com n > nyg, pois, 0 < 26. Logo, o intervalo (x — §,x+ &) ndo pode estar contido

em ﬂ Cn, 0 que é um absurdo, pois, por hipétese, (x —6,x+0) C C = ﬂ Cy. Portanto, C ndo
neN neN

o)
contém nenhum intervalo aberto, ou seja, C = 0. O

Como consequéncia do Teorema 3.4 e do Teorema 3.6, podemos concluir que o conjunto

de Cantor € um conjunto perfeito (fechado e sem pontos isolados).

Teorema 3.8. O conjunto de Cantor possui medida nula.

Demonstragdo. Como visto anteriormente, o conjunto C, da n-ésima iteragdo da construgdo de C
¢ dado pela unido de 2" intervalos todos de comprimento igual a TR ou seja, dado o conjunto com-
posto pelas sequéncias de n indices j; € {0,2} dado por A ={c = jij2j3.--Ju 5 Jx € {0,2}},

cuja cardinalidade é #A = 2", temos que C,, = U I5. Dessa forma, para todo n € N € possivel
ocA

1 2\"
tomar € > 2" - Tl (5) = Z |I|. Portanto, conclui-se que C possui medida nula. ]
ceA

3.3 A Funcio de Cantor

Definida por Georg Cantor em 1883, a funcdo de Cantor foi utilizada por Cantor como
contra-exemplo para algumas afirmacdes de Carl Harnack sobre extensdes do Teorema Funda-
mental do Calculo para fungdes descontinuas, de acordo com Dovgoshey, Martio, Ryazanov
e Vuorinen [4]. Pelo fato de ser posteriormente utilizada por Henri Lebesgue em um trabalho
sobre integracdo e localizacdo de funcdes primitivas, tal fungao também ficou conhecida como
fungdo de Lebesgue. As generalizacdes da funcdo de Cantor relacionadas a sua construcao trouxe

variadas motivagdes para o desenvolvimento de novas fungdes no estudo da andlise real moderna.

Lembrando a constru¢do do conjunto de Cantor, temos que &, 1, 6,2, 613, ..., Onk,
+vvs 8, on-1 530 08 2"~ intervalos disjuntos referentes aos ter¢os médios abertos removidos dos
intervalos de C,_1 na n-ésima itera¢do da construg¢do para obter C, o qual terd 2" intervalos

fechados disjuntos:

Cn=Cn1 \ {6n71;6n,2; s 5n,2n*1}

= | 100...000Y00...002 | Y | 00...020 Y 100...022 | Y--YU | 122..200Y122. 222 | - B.3)
—_——— N — —_——— N — —_— =

k=1 k=2 k=3 k=4 k=2"—1 k=2"
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Para simplificar a notacdo na constru¢ao da funciao de Cantor vamos mudar a notagao
dos intervalos de C,, denotamos por 1, o intervalo de C,, da n-ésima iteragio onde k € a posicdo
do intervalo de C,, na ordem acima (3.3) para todo k = 1,2,3,...,2". Assim, temos que

2’1

Cn =M1 U2 UMz U Ui U Unpon = | Mg
k=1

Logo, o conjunto dos intervalos retirados na n-ésima iteragdo é

2/171
A, = n, 1 U5n72U51’3U...U5n7kU...U5n72nf1 = U 5,17]C

o)

e denotamos por A = U A, a unido de todos os intervalos retirados.

n=1

Assim C, = C,,—1 \ A,, portanto o conjunto de Cantor:

C= ﬁcn:[o,u\DAn:[o,l]\A.

Na sequéncia, definimos a fungdo de Cantor no intervalo [0, 1], para isto vamos usar a

representacao na base ternaria.

Defini¢ao 3.4 (Fun¢io de Cantor). Seja x € [0,1] =CU.A (CN.A = 0), denotamos por
v :[0,1] — [0,1] a fun¢do de Cantor definida da seguinte forma:

(oo}

o Sex e C, comx=(0,x1xx3...x.. Z tal que x € {0,2} para todo k € N,

i%

Denotando y; = % € {0,1} para todo k € N entdo podemos considerar

y(x) = (0,y1y2y3...Yk--.)2 como uma expansdo na base bindria.

o Sex e Aentio y(x)=sup{y(t) ; t<x, t€C}.

Vejamos alguns exemplos da fun¢do de Cantor para alguns valores.

2 2 2 2 > 2 1
4+ =+—=+=+.. Z3Zkentaox—Z€Ce

1
1. C = -
omo ¥ = -

N &1 11 1 1 1
(Z) 27—001010101) PRI TR S
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) 1 . 2 2 2 2 o 2
2. Sejax= 7€ C entdox = (0,1)3 = (0,02222...)3 = ?+ 5 +? +3—5+... = kgzﬁ,
1 | 1
= )=) —=(0,01111...), = =.
2 2 0 0 0 O 2
3. Sex= § GC em que x = (0,2)3 = (0,2000())3 = §+?+?+3—4+3—5+ = g,
2 1
- ]1=(0,1)=~.
v(3) =003
. ‘o 2
Notemos que os extremos do intervalo tergo médio 0,1 = 3 5) que pertencem a C possuem
2 1 1
a mesma imagem (l// (g) =y <§> = 5) . Mostraremos mais adiante que esta situacao vale

em cada intervalo &, 4.

Lema 3.1. A imagem da funcdo y restrita ao conjunto de Cantor (C) é todo o intervalo [0,1],

ou seja, y (C) =[0,1].

Demonstragdo. De fato, mostraremos que y|c : C — [0, 1] é sobrejetiva. Seja y € [0,1] em
que sua expansdo bindria é y = (0,y1y2y3...Yx.-.)2 com y; € {0, 1} para todo k € N. Tomemos
x = (0,x1x2X3...Xk...)3 com x; = 2y para todo k € N entdo x; € {0,2} para todo k € N e, portanto,

x € C. Logo
o Xk o (20%/2) &
yx) =y Z—k = Z ( k/ ) = Z_k:(Oa)’l)’2y3~--)’k---)2:)’7
=3 = 2 =12
ou seja, Y|c : C — [0, 1] é sobrejetiva. O

Lema 3.2. A fungdo y|¢ : C — [0, 1] é ndo-decrescente.

Demonstracdo. Seja y|c : C — [0,1] a fun¢do de Cantor y restrita ao conjunto C de acordo

com a defini¢io dada anteriormente. Com isso, sejam x’, x” € C tais que x' = (0,x}x5x5...x}...)3
e x” = (0,x]xyx3...x; ...)3. Supondo x" < x” entdo temos que existe ko € N tal que x; < x;, e,
como x’,x" € C, temos que x;,x; € {0,2} para todo k € N. Logo, temos que x;, = 0 e x;, =2,
/ /!
x x
consequentemente, ? =0e % = 1, implicando em y(x") < y(x"), sendo valida a igualdade

/ N~ . T .
somente nos casos em que x' € x  sdo extremos de um intervalo terco médio aberto removido de
um conjunto C, em alguma iteracdo n € N do processo de construgdo geométrica de C. Portanto,

temos que Y|¢ é ndo-decrescente. [
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Exemplo 3.2. l//|g1 | € constante.

) 1 2 _ ° 12 )
De fato, seja xo com 3 <xp< 3 entdoxg € 1 =6y 1 = 33 , ou seja, xg € A, como

mostrado na figura abaixo.

I[] 11 I?
® & @ ® o
0 1 1 2 1
3 2 3

1
Figura 3.6 — Localizacao do ponto xp = 3 no intervalo tergo médio &y ;.

Logo, por defini¢do, temos que
v (xo) =sup{y(t) ; t<xo , t€C}.

12 1
Como 611 = (g,g) entdo 011 NC=0esup{t<xp , t€C} = 3 Com isso, sendo y|¢

mondtona nao-decrescente, temos que

Portanto, y € constante sobre I} = 3171, ou seja,

1

v(h)= W<31,1> =5

1 1 1 2 1 o 12 1
Tomando x = 5’ como 5 < 5 < 5 entao 5 clyy =6 = (5,5), isto é, 5 e A, de

acordo com a figura a seguir.
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Iy I I
¢ ? ¢ ®
L Iy Iny Ip | : ;
e e . ‘
¢ o o . o
0 1 12 1 2 1
9 59 3 3

1
Figura 3.7 — Localizacdao do ponto x = 3 no intervalo tergo médio &, ;.

Com isso, temos que

l//(é)zsup{l[/(t) : tgé , tGC}.

Da mesma forma, como 6, 1 € o tergo médio removido de I = [O, —} = 11,1 na segunda iteragdo

p—

_ W

. 1
da constru¢do geométrica de C entdo &1 NC =0 e sup {t < 5 te C} =5 Sendo y|¢
mondtona nao-decrescente, segue que

1 1 1 1
1//(5) 1//(9) (0,010000...), 2=
Analogamente, vemos que para todo x € &,| teremos

y(x) =y (é) = }1-

Lema 3.3. Seja 0, = (xg,xp) entdo y(xg) = W(xp). Além disso, y|5 | € constante e
- 2k—1 _
1//(5,,7;() =~ para 1<k<2 L
Demonstragdo. Seja 8,y = (xg,xp) entdo verificamos que

xg = (0, j1j2J3+--jn—102222...)3 € xp = (0, j1 j2/3.--jn—120000...)3

com ji € {0,2} para todo k € N. Sendo assim, como 9, x € um terco médio temos que xg,xp € C

e entao

v(xg) = w((0, j1j2j3.jn-102222...)3) = (0, ji jhj5- o1 O1111...)2 = (0, j1 jo j5---Jo11)2
(3.4)
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e que

w(xp) = w((0, j1 j2j3---ju—120000...)3) = (0, j} j5.75---71_110000...)2 = (0, j| jo 75 Jh_11)2,

. (3.5
com ji, = % para todo k € N. Logo, pelas Equagdes 3.4 e 3.5, segue que
y(xe) = (0, /1/2/5--Jn-11)2 = Y(xp).
Portanto, como y|¢ é monétona (Lema 3.2) concluimos que y(xg) = y(xp).
De acordo com a defini¢dao da fun¢do y, temos que:
-paran=1
12 1 2 1 = 1
k = 1 . 5 = -, = = — = — = — L) = (5 ) = —,
= 2k—1
—V (5“) Y
-paran =2

2k—1

3 k=1,2,3,4. Logo, nesta construcdo, por recorréncia:

-paran=2= 1;/(337,{) =

n

- 2k —1
w(Sn,k>: 5 para 1 <k <2"!

Portanto, podemos concluir que a imagem de y € constante no fecho de cada um dos intervalos

correspondentes aos tercos médios removidos. 0

Assim, observamos que a imagem da fun¢io de Cantor sobre o conjunto A é dada por

1131357 2k—1
w<A>={

i,z,z,g,g,g,g,...,T,...} com 1 S kg 2’171 eVn c N.

A figura a seguir mostra o gréfico da fung@o de Cantor y : [0, 1] — [0, 1].
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S —,,e_——,. :
7/8
/8
5/8
4/8
/8
2/8

1/8

—

e 29 39 49 5/9 &9 /9 89 99

Figura 3.8 — Esbogo da fun¢do y : [0,1] — [0, 1].

Os teoremas a seguir irdo descrever propriedades relevantes sobre Y.

Teorema 3.9. A fungdo y : [0,1] — [0, 1] é uma fungdo sobrejetiva e mondtona ndo-decrescente.

Demonstracdo. Seja y : [0,1] — [0,1] a fung¢do de Cantor. y é sobrejetiva, de acordo com o
Lema 3.1. Para provar que ¥ é mondtona nao-decrescente, iremos considerar x,y € [0, 1] com
x <y e devemos mostrar que y(x) < y/(y). Para isso, iremos considerar os casos:

- Se x,y € C entdo, pelo Lema 3.2, segue que y(x) < w(y);

- Se x,y € 8y, k, Para ng, ko € N fixados entdo y(x) = y(y), logo y(x) < y(y);

-SexecCey € Oy = (Xg,Xp) para ng, ko € N fixados entdo, como xg € C e x < xg <y entdo
v(x) < ylxe) = y(y), isto &, y(x) < w(y);
-Se x € 8,k = (xg,xp) e y € C entdo, analogamente, como xp € C e x < xp <y, temos que
w(x) = y(xe) < w(y), ou seja, y(x) < y(y);
-Sex € 8y, 4, = (xg,xp) €y € 8y, k, = (X, Xp) parany,ki,nz, ky € N fixados entdo, como x <y,
xp <xg e W(x) = y(xp) < y(xg) = y(y). isto & y(x) < y(y).

Logo, concluimos que v € ndo-decrescente. [
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Teorema 3.10. A funcdo y : [0,1] — [0, 1] é continua.

Demonstra¢do. Como ¥ é localmente constante em A, resta analisar a continuidade sobre C.
Logo, dado xy € C, devemos mostrar que y é continua em x(. Foi visto que xo pode ser escrito

na forma uma intersec@o infinita de intervalo I}, ;, ,...j,» Ou seja,

o5}

1
X0 = m Ijl]2]2~-~jk = Ih mIjljz mIJ'lj2j3 M..., com |Ij1j2j2~~-jk| = ?

k=1
: 1 . . ~
Dado € > 0 existe ng € N tal que T <ée.Sejad = 0T e considere a representacao na base
ternaria de N
Xk
X0 = (0 X1X2X3... Xk.. Z —k.
Tomando x € (0, 1) com |x —xg| < 0 tal que
= /
' Xk
x = (0,x)x5X5..X... Z 3

Logo, como |x — xp| <

entao x,xy € Ijljzjz-ujno e, dessa forma, x; = x§< para 1 < k < ny.

3n0+1
Sendo assim,
=) / oo / /! /! /!
X — Xk =Xkl Xpga1 . Xagr2 K43
x| =| ¥ Fo < Y =it Ty o
3 3 3no+ 3no+ 3no+3
k:n0+1 k:n0+1

com x} = |x;, — x| € {0,1,2}. Com isso, considerando o caso em que x| = 2 para todo k > ng+ 1,

temos
= (x/2) 1 I 1 1 1 1 1
e -vo)l<| Y s latetat) =m |21 T <&
k=np+1 2
Portanto, y € continua em x( e, por consequéncia, Y é continua. 0

Teorema 3.11. A fungdo y : [0,1] — [0, 1] ndo é absolutamente continua (Defini¢do 2.7).

Demonstragcdo. Para mostrar isso, iremos considerar o interior dos 2" intervalos fechados e dis-
juntos 1, x = [04%, Bx] que compdem o conjunto C, da n-ésima iteragao da construcdo geométrica
de C, ou seja, os intervalos TO]njk = (o4, Bx) C [0, 1], para todo 1 < k < 2". Vamos encontrar um
€ > 0 tal que paratodo 6 >0e

2" 2"

Y (Bi—ox) < & implicaem Y |w(Be) — w(ow)| > €.
k=1 k=1
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De fato, temos que
27!

27!
kz,lllf(ﬁk)—ll/(ak)l Z( (Br) — w(oq))
=1

:(w(%)—w(o))+<w(33—n)—w(%))+...+(w<3ﬁn)_w<k3—n1))+m
+ (w(2n3; 1) - w(zr;z)) - (1//(1) —w(zn; 1))
:<%—0)+<%_%>+ +(2k2;1_2k2;2>+

+(2"2;1_2"2;2>+(1_2n2:1):17
éﬁk—ak =X il =G =2" 5 (%)

podendo o intervalo (o, Bi) ser extremamente pequeno ao tomar um n suficientemente grande,

e que

2"
ou seja, Z (B — o) — 0 quando n — 0. Logo, para 0 < & < 1 temos que, para qualquer
k=1
271 27’[
0 > 0tal que Z (Br — o) < &, implica em Z lw(Br) — w(a)| = 1 > &. Portanto, concluimos
k=1 k=1
que Y nio € absolutamente continua. [

Teorema 3.12. A derivada W' da fungdo de Cantor é igual a zero em quase todo ponto de [0, 1],

exceto para um conjunto de pontos de medida nula.

Demonstracdo. De fato, isso € visto considerando que a fung¢@o y(x) é localmente constante

em todos os intervalos disjuntos pertencentes ao conjunto .4 = [0, 1]\ C, os quais estdo em toda

parte do conjunto [0, 1] e nos quais temos y/(x)" = 0. O
s P ) log2
Teorema 3.13. A fungédo y : [0,1] — [0, 1] é a-Holder continua com o expoente o@ = oa3’
0g
Demonstra¢do. Vamos mostrar que existe ¢ € R tal que para todo x,y € [0, 1] temos:
- log?2
[x—y|“ log3

Primeiramente, vamos considerar x,y € C com x < y tais que

| =
~

x = (0,x1x2X3...X...) Z
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Yk

y=(0,y1y23.- Vk---)3 = kZ] N

com xi,yx € {0,2}. Entdo existe & € R tal que y = x + h e, consequentemente, existe ng € N

tal que x; = yy para k < ng € x,, < yn,, OU s€ja, x,, = 0 € y,, = 2. Com isso, temos que

- 2) ad —x¢)/2
_w(x):kZ] (yl;i )_Z ( 1;{(2) _y (O 2kk)/ )

k=1 k=ng

_ (Ormg —Xne)/2) n (Ormg+1 = Xng+1)/2)
i) Jnp+1
U (Ot = Xng41)/2) | (g2 —Xng+2)/2) b e

- % + np+1 np+2 o s ong—1

(Vg2 = Xng12)/2)
2n0+2

+ + ...

_|_

VEowe % v Ok x)
FoLF LT

(yn0+2 - Xno+2)
3np+2

_ (Yno _xno) + (yno—i-l _xno—H)

310 3n0+1
2 (yn0+1 —xn0+1)

T30 T 3nerl

+ + ...

(yn0+2 - xn0+2>

1
o2 T2y =3

2 ng

+

Sendo assim, segue que

V0 VO _ V=V wyit qam

e—yle h®
2 —ng+1 Aan
Se a = temos que 2707 - 370 =2 = ¢. De fato:
log3
no
27n0+1'30mo:2, ﬁ n0:2. 10g3a n0:2. a.@ nozz. %log:; =2,
2 log?2 log?2 log3 log?2
1
Logo,
— log2
Vx,y € C, M§2coma:£. (3.7)
|x —y|* log3
2n
Seguidamente, suponhamos x,y € A com x < y. Considere o conjunto C, = U Mk € S€jam
k=1
os intervalos tercos médios abertos 0, 1, 0p2, 6n 3, .- 5,1’2”71 removidos dos intervalos de

Cn—1 para obter o conjunto C,. Se x,y € 8,4, para ng,ko € N fixados entdo y(x) = y(y),

ou seja, ¥(x) — w(y) =0, logo, a Equagéo 3.6 é satisfeita trivialmente. Agora, consideremos
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x € 8y 4, = (Xg,xp) €Y € 8y k, = (X, Xp) sendo 8, x, # S, 4, cOm ny,ky,n2,k> € N fixados

de modo que |x —y| = h e |xp — x| = h, de acordo com a Figura 3.9.

5nlskl Jn%kz

. ° @ -~ ® @ 7 . d
A €T HE U H
TE : DD Tp: : Tp 1

=

h

Figura 3.9 — Representagéo dos pontos x € 0, x, € ¥ € Oy, k,-

Dessa forma, verificamos que

W) —wO)l _ [wlo) —ywg)| _ [wixp) — w(xg)|

G = i < = (3.8)
/ ~ ~ log2
Como xp, xy € C entdo, pelas Equacdes 3.7 e 3.8, para o = loa3 temos que
0g
@) - v0)| _ |vlw) -yl _,
he - he -
. . . log?2
De maneira andloga ao caso anterior, se x € C ey € A, para o = os3’ segue que
0g
Vi) -vo) _,
[ —y|“
( .. . log?2
Portanto, y é a-Holder continua para ¢ = —— [

log3’



CAPIiTULO 4

Teorema de Bonatti-Franks

Neste capitulo iremos apresentar a demonstracao do trabalho desenvolvido por Bonatti-
Franks [1] relacionado ao estudo dos campos vetoriais e as fungdes Holder continuas escrito na
forma de teorema. Os autores provaram a existéncia de um campo vetorial continuo nao singular

de R? tangente a mais de uma folheagio.

No Teorema A, que serd demonstrado na sequéncia, foi estabelecida a construcao de
um campo vetorial Holder continuo tangente 2 uma familia de folheacdes continuas de classe C'.
Tal resultado foi possivel de ser obtido ao enfraquecer a propriedade lipschitz do campo vetorial
para a condi¢cdo Holder, permitindo fugir das limita¢des impostas pelo Teorema da Existéncia e
Unicidade 2.11.

Teorema A. Para todo 1 < r < o existe um campo vetorial Holder continuo X em R? com a
propriedade de que existe uma familia de folheacdes JF; de classe C U distintas aos pares para
t € 10,1] tal que X é tangente a cada folheagdo. Além disso, cada folha de cada folheacdo é o

grdfico de uma fungdo de classe C" de R em R.

4.1 Demonstracdo do Teorema A

O objetivo inicial € construir uma fun¢do fundamental g, : R — R estritamente cres-
cente cujo grafico, por translagdes horizontais, da origem a uma folheag¢do JF. A partir de F
encontramos um campo de vetores nao nulos tangente a J( o qual apenas é Holder continuo.

Finalmente, na Sec¢ao 4.1.4, mostraremos que tal campo admite infinitas folheacdes tangentes.
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4.1.1 Construcao da Funcao Fundamental g,

Considere a familia de fungdes ¢, : R — R dada por
o) ="' (1—1)", com reN

que sdo fungodes lisas ou suaves, ou seja, de classe C*, e que apresenta as seguintes propriedades:

Proposicao 4.1. As r primeiras derivadas de @, se anulam nos pontost =0 e t = 1 para todo
r=0,1,2,....

Demonstracdo. Notemos que <p,(°) (t) := ¢(¢) entdo para todo r temos ¢,(°) 0)=0= (}),(O) (1).

A prova serd feita por inducdo matematica em r > 1. Para r = 1 temos que
(1) =17-(1-1)* e 9{(r) = (21)(1—1)*+(*)(1 1)
= $1(0) = ¢1(1) =0.

Hipétese de inducdo (vale para r). Isto é, as r primeiras derivadas de ¢, se anulam nos pontos
t=0et=1,ouseja
07 (0) = ¢ (1) =0 paratodo 1 < j <r,

provaremos que a hipétese também é valida para r + 1. De fato,
Gria(t) =121 =12 = (= ) (L= = (1= 2)0,(0),
logo
o 0L () = (1= 20)0,(0) + (1 — )9 (0):
o O () = ~20,(0) + (1= 20)00(0) + (1= 20)9/(1) + (1 — )9 (1)

= 0/1(1) = =20, (1) + (2= 40)9/(t) + (t — )9/ (1);

© Q1 (t) = —200(r) — 4)(1) + (2—40)9)'(t) + (1 —20)9) (1) + (r — 1) 9" (¢)

= 9711 (1) = —66,(1) + (3—60)@) (1) + (1 —1°)9," (1):
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« o (1) = pe9" P (1) + a8V (@) + (1 - 20 (1),
Dessa forma, pela Regra da Derivada do Produto, obtemos

0 (1) = prar OV V) + a1 ()0 (1) + (1 —2)e (1),

Sendo assim, temos que

971" (0) = pr1(0)8 " (0) + 4r+1(0)9 (0) + (01— 0%)9 " (0)

oV (1) = pra (DO V(D) 4 g (DO (1) + (1-12)9 (1)

Por hipétese de indug@o, como q),(j ) 0)= q),(j ) (1) = 0 para todo 0 < j < r, concluimos que

¢(r+1)(0) _ ¢(r+1)(1) —0.

r+1 r+1

Portanto, para todo r =0, 1,2... seque que (Z)r(j) (0) = (l),(j)(l) =0 paraqualquer0< j<r. [

Proposicio 4.2. Existe K, > 0 cota superior de ¢,,¢,, 0., ¢! ¢r(4), vy (I)r(r) em [0, 1]. Isto é,

o) (x) <K,,Vx € [0,11,Vj=0,1,2,..,r

Demonstra¢do. Como ¢)r(j ) [0, 1] — R sdo fungdes continuas no intervalo compacto [0, 1] para
todo j=0,1,2,...,r, pelo Teorema 2.7, temos que ¢r(j) ¢ limitadaVj=0,1,2,...,r. Logo, existem
constantes reais K,.; > 0 tais que |¢r(j)| < K, j para todo x € [0,1] e para todo j =0,1,2,...,7.
Seja

K, = sup{K;0,K1,K;2,....K.j, K. } > 0.
Portanto,

09 <K, Vxe[0,1]eVj=0,1,2,....r

Proposicao 4.3. A drea sob o grdfico de ¢, no intervalo [0,1] € positiva.

Demonstra¢do. Podemos notar que ¢,(¢) definida em [0, 1] é uma func¢@o ndo negativa e que se

anula apenas nos extremos, isto €,

¢.(t) > O0parat € (0,1) e ¢,(0) = ¢,(1) =0,
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como podemos ver na Figura 4.1.

N

0.5

0.4

0.3
r=0

0.2

a2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9

Figura 4.1 — Gréfico da funcdo ¢, parar =0,1,2,3,4.

Isso nos permite afirmar que a drea A, sob o gréfico de ¢, no intervalo [0, 1] é positiva, ou seja,

1
A, :/0 or(t)dt > 0.

Proposicao 4.4. A funcdo ¢, converge uniformemente para zero no intervalo [0, 1].

b

| —

Demonstragdo. Isso é visto considerando que a ¢, possui pontos criticosemt =0,t =1et =

)

sendo os dois primeiros pontos de minimo e o terceiro ponto de méximo, dado que ¢, cresce n

1 1
intervalo (O, 5) e decresce no intervalo <5, 1) , €

(-6 ()"

que tende a zero quando r tende para o infinito. Logo, A, também tende a zero quando r tende

1 1\ 22 1\ 22
0<A,:/ o (t)dt <1-( = == ,
0 2 2

chegando a essa conclusio a partir do Teorema do Confronto (Sanduiche). U

para o infinito, pois
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A Figura 4.2 ilustra esse resultado, visto que A, sempre serd menor do que a drea do

2r42
retangulo de base 1 e altura (§> .

0.4

o
VUGN ViR S 't Sow D S o b B

0 0.1 0.2 03 0.4

=]
o

0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.2 — Areas sob os grificos de ¢y e ¢; no intervalo [0, 1].

Proposicio 4.5 (Reescalonamento de ¢,). Considere a mudanga de varidveis & sobre o intervalo

k (k+1
(a,b) = (3_;1’ ( ;_1 )) com 1 <k < 2", dada por & = 3"(x — a). Entdo,

A, = 32rhn /¢r3 x—a) . 4.1)

32rn

Demonstracdo. Considere a composta:

b 1

5 ¢r

R  onde &(x)=3"(x—a).

a 0

Dessa forma, pelo Teorema 2.10, temos que

E(b)
A= [ o= | (ab (0 = [ 0,(6() €'

b q) (3"(x—a) *+2)
:3n/a (Pr(?’n(x_a)) X = 2r+1 / - 32rn

0,(3"(x~ )

Com isso, definindo /., x(x) 1= 32

, a partir da Equacdo 4.2 temos que

A, =3@+Dn bh dt. logo, h Ar (4.3)
r ., r,n,k 5 g rnk (2r+l) .
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Agora, definimos uma familia de fungdes indexadasemr e N,ne Nek e {1,2, ..., P }

dadas por
1\ 2r+2
hy:[0,1] — [O, (§> ] ,
tais que
0,sexcC
O ) = S0 erc b= (35 ’ (k;l)) -

A figura a seguir mostra uma ideia geral do grafico da fung@o &,().

¥

QO =

Figura 4.3 — Esbogo da fung@o A,(t).

Lema 4.1. h,(x) é uma fungdo de classe C" em [0,1] que se anula juntamente com as suas
primeiras r derivadas para os pontos x € C.
¢,(3"(x—a))

32rn

¢ de classse C* em A. Seja x € C (x ¢ A). Pela Proposigao 4.2, temos que todas as fun¢des da
familia finita {(l)r, 0,0/ 0 ¢r(4), e ¢r(r)} sdo limitadas. Visto que /,(x) é uma funcdo definida

no intervalo compacto [0, 1] com suas r primeiras derivadas limitadas por

Demonstragdo. Como hy(x) = hy.p 1(x) = Vx € 8, 4 sdo de classe C* entdo h,(x)

32rn - W’

Kr.?’rn .

) e K
que tende uniformemente para zero quando n tende para o infinito, isto é, lim 3 = 0, con-
n—oo

cluimos que %, (x) é uma fung@o de classe C" com suas r primeiras derivadas nulas para todo
xeC. O
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Lema 4.2. A fungdo h, é Lipschitz em [0, 1].

Demonstragdo. Considere x1,x; € [0, 1] e uma constante real K > 0. Devemos mostrar que
|hr(x2) = he(x1)| < K - [ —x1],

ou equivalentemente,

hr(XQ) —hr(xl)
X2 — X1

<K.

Como h,(x) é uma fung@o derivavel e com derivada continua no intervalo compacto [0, 1], pelo
Teorema do Valor Médio, que a sua derivada h/.(x) é limitada em [0,1], ou seja, para todo

c € [0, 1] existe uma constante K tal que /..(x) < K e, assumindo x| < x,, temos
he () — he(x1) < RL(c)- (xp—x1) < K(xp —x1).
Tomando o valor absoluto na desigualdade anterior obtemos
|hr(x2) = hr(x1)| S K- 32 — X1
e, consequentemente, /,(x) é Lipschitz neste intervalo. O

Agora, definimos a fung¢do

por

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, vemos que 4, é a derivada de g,, isto é, g.(x) = h,(x).

A funcdo g, apresenta as seguintes propriedades:

Proposicio 4.6. g, é mondtona e estritamente crescente. Portanto, g, : [0,1] — [0,8,(1)] C R.
Demonstragcdo. De fato, tomando x1,x; € [0, 1] com x; < xp, é visto dado que

3 (x2) — 8, (x1) = /0 P ho()dt — /Ox1 h(t)dt = /Oxzh,(t)dt+ / f)hr(t)dt: / jzh,(t)dt>0,

sendo /1, uma funcdo ndo negativa, ou seja, estritamente positiva em um conjunto denso, como é

o caso do intervalo [0, 1]. O
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Proposicao 4.7. g, é um homeomorfismo de classe C" +1 cujas (r+ 1) primeiras derivadas se

anulam no ponto 0, isto é, gﬁ") (0)=0Vi=0,1,2,....(r+1).

Demonstracdo. Como g, é continua e estritamente crescente, chegamos a conclusdo de que a
sua inversa g;l também ¢ continua, permitindo, assim, afirmar que g, ¢ um homeomorfismo.
O fato de que g, € de classe " se justifica por h, ser de classe C" e g. = h,. O fato de que as
(r+ 1) primeiras derivadas de g, se anulam no ponto 0 decorre diretamente do Lema 4.1 visto
que 5,(0)=0e g ™ V0)=r"(0) =0 Vi=0,1,2,...,7. O

Vamos estender a fungdo g, : [0,1] — [0,8,(1)] a uma funcdo g, : R — R dada por:

—x, se x<0
o) =1 & /0 h(t)de, se xe[0,1] (4.5)
(1) + (x— 1%, se x>1

Logo, as derivadas de g, sdo dadas por:

—2rx> 1 se x<0
g(x) =13 h(x), se x€l0,1] (4.6)
2r(x— ¥ se x> 1

A figura abaixo ilustra o grafico aproximado da funcao g,.

y

]

Gr() + (x -1

gr(1)

X

Figura 4.4 — Esbog¢o da fungao g,(x).
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Proposicao 4.8. A funcdo g, : R — R é um homeomorfismo de classe C” t
Demonstracdo. Temos que:

e Parax <0, g,(x) = —x*", ou seja, g, € C*;
X
s Para0 <x < 1, g (x) =gr(x) = / h,(1)dt, logo, g, € C"*1;
0

e Parax >0, g,(x) =g.(1)+ (x—1)*, isto é, g, € C*.

Portanto, basta analisar os casosem que x =0e x = 1.

* Se g,(x) = —x*", entiio g"(x) = —2rx¥ !

=0 quando x = 0.
* Se g (x) = &-(1)+ (x— 1), entdo g’ (x) = 2r(x — 1)* ! =0 quando x = 1.
X
. Se gr(x) = &,(x) = / ho(1)dt, entio g, (x) = &.(x) = hy(x) = 0 quando x = O e x = 1.
0
Além disso, temos que

X
—x* = / h,(t)dt parax =0
0

e que
X
& (1) +(x—1)% = / hy(£)dt parax = 1.
0

Portanto, podemos concluir que a fun¢éo g,(x) é continua e estritamente crescente, ou seja, g,(x)

¢ um homeomorfismo de classe C' 1. O]

4.1.2 Construcao da Folheacao Inicial F

A partir do gréafico da func¢do g, vamos construir a folheagdo inicial Fy. Para isso,
tomaremos o gréfico de g, como uma de suas folhas, sendo as outras folhas obtidas por meio de
translacdes horizontais de g, da seguinte forma: seja L o grafico de g, e JF( a folheacdo de R?

cujas folhas sdo as curvas L., com ¢ € R onde
Le=Lo+(c,0) ={(x,gr(x—¢)) | xR},
e, sendo g, continua e estritamente crescente, temos que g,_1 também € continua, logo

Le={(g ') +cy) | yER}
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Vamos analisar a inclinagdo em L. De (4.5), dado um ponto (xg,yo) € L. verificamos

que
gr(xo—¢)=yo=c=x0—g ' (v0) = g (o) =x0—c.
Como as folhas L, sdo translagdes horizontais do gréfico da fun¢éo y = g,(x) (L. = {(x,g,(x—¢)))

entdo inclinag¢io das folhas sobre a reta y = yq é constante e igual a g/.(x(), onde yo = g-(x¢), de

acordo com a figura a seguir.

T
-2
TN

Figura 4.5 — Inclina¢des nas folhas L. dadas pelas translagdes horizontais do grafico de g,(x).

4.1.3 Construcao do Campo de Vetores Holder Continuo X Tangente a Fy

Seja um ponto (xg,yo) € L., assim, de (4.6) temos que a inclinag@o neste é dada por:

—2r(xg— ) 1= —2r(g; '(30))*!, se <0
y,|(x0a)’0) - hr(xo—c) :hr(gr_l(y()))v se 0 SyO Sgr(l) (47)
2r(xg— )" =2r(g; " (30))* ", se  yo>gr(1)

Com isso, podemos definir o campo vetorial X tangente a folheagdo JF por

X=1-—+y =—. (4.8)
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De (4.7), notemos que o campo X € de classe C* (polinomial) sobre a regido { (x,y) , y<0ey > g.(1)}.
Sobre a regido {(x,y) , 0<y<g,(1)} o campo X é continuo pois g, ! (y) é apenas continua.

Mas, no teorema a seguir mostraremos que o campo X € Holder continuo nesta regio.

De forma anéloga ao que foi feito para fungdes na Secdo 3.1 do Capitulo 3, um campo
de vetores V é Holder continuo se, dados P, = (x1,y1) € P, = (x2,y2) em R?, existem constantes

reais positivas Q e « tais que
V() —V(P)| <0 |P— P, (4.9)

isto €,
o

Vi) =V <0 [yl =+ On -2

Na sequéncia iremos analisar o campo X no caso em que 0 <y < g,(1), pois, para os
casosemquey <0ey>g,(1),de (4.7) e (4.8), vemos que X é de classe C” e, consequentemente,
unicamente integravel, de acordo com o Teorema de Existéncia e Unicidade (2.11). Neste
intervalo de interesse, temos que o campo vetorial X é Holder continuo e dado por

d 1 d
- — <y < .
X 5 +h, (g, (y))ay para todo 0 <y < g,(1), (4.10)

como descrito no Teorema 4.1.

Teorema 4.1. O campo de vetores X (4.10) é Holder continuo.

Demonstracdo. Mostrar que X é Holder continuo, por (4.9), é que provar que, dados os pontos
Py = (x1,y1) e P, = (x2,y2) em R? com 0 < y; < yy < g,(1), existem constantes reais Q > 0 e
o € (0,1) tais que

X(Py) —X(P)| < Q- P — P,

ou seja,
|X(x27y2) _X(x17y1)| < Q |()C2,y2) - (x17y1>|a

& (L (g 02) = (L (g ) < Q- |2 —x1,52 = y1)|*

IR

& [h (g7 (32) = he(g ' (31))] < Q- [(x2 —x1)* + (2 = y1)?] (4.11)

Para mostrar (4.11) € suficiente mostrar que

(g7 (02)) —he(g7 ' (31))| < Q- |y2 —y1|%, (4.12)
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pois, se 4.12 vale, pela desigualdade triangular, como

2= yil < 2 =22 4 52 =312 = [(2,32) — ()]s

temos que [y2 —y1|% < |(x2,y2) — (x1,y1)|%, logo, substituindo em (4.12) obtemos (4.11).

Assim, para mostrar (4.12) basta mostrar que, para y; # ys,

h (g, (v2) — (8, (1))
ly2 —y1]*

<. (4.13)

Para o caso em que y; = y», temos que (4.12) é claramente verdadeira.

Para mostrar (4.13), temos que se 0 < y; < y, < g-(1) e fazendo x; = g, '(y1) e
Xy = g,_l(yz), como g, € estritamente crescente (Proposicao 4.6), entdo 0 <x; <xx <1l e
substituindo em (4.13) temos que basta mostrar:

|- (x2) = (1))
|gr(x2) — gr(x1)[“

<0,

ou equivalentemente, .
é\hr(n)—hr(xl)! < lgr(x2) — gr(xi)|*. (4.14)

1
Fazendo § = o > 1, mostrar (4.14) é equivalente a mostrar:

1
égwm@ﬁ—wxmﬂﬁSMAm»—&@nl (4.15)

paraalgum Q >0e 8 > 1.

Finalmente mostraremos (4.15): sendo A, uma funcé@o Lipschitz em [0, 1] (Lema 4.2)

entdo existe uma constante D > 0 tal que
|y (x2) — hp(x1)| <D - |xo —x1|, Vxi,x2 €[0,1]
e, consequentemente, para qualquer 8 > 1,
\hy(x2) — By (x1) [P < DP - oy —x; |P. (4.16)
Logo, sera suficiente encontrar as constantes 3 ¢ K que satisfacam
gr(x2) = gr(x1)| 2 K b2 =1 P, (4.17)
pois, sendo assim, de (4.16) e (4.17) temos que

K
18- (x2) — gr(x1)| > K- [x2 —x1 P > B | (x2) — Iy (1) P,
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D D
dessa forma, denotando por Q = <?> =Xa . Assim,
K 1
l8r(x2) = gr(x1)| 2 g < he(x2) —h )P Z@'!hr(xz)—hr(xl)!ﬁ

consequentemente vale (4.15).

Logo, resta mostrar (4.17), isto é, encontrar as constantes 3 > 1 e K > 0 tais que
18r(x2) — gr(x1)| > K - |2 —x1[P.

Agora, tomemos n como sendo o Unico inteiro positivo de menor valor possivel tal que

3n71 S |.X'2—X1| < :))nj (418)
Com isso, ob i intervalo 7 = |4 11 dend
Oom 1SS0, observamos que existe um intervalo [ = F, F C [X] ,Xz], pO endao ocorrer as

duas situagoes:

1) Se o intervalo / ndo for uma das lacunas J,_1 ; obtidas no processo da construcdo de C entdo

k k+1 1
ele conterd uma lacuna 8, 4 = [a,b] = [37’ %} com o comprimento igual a e de modo que,
pela Equacao 4.3,
r Ar
gr(x2) —gr(x1) / h(t)dt > / hy( 3Grn > P (4.19)
9\? 2
Logo, fazendo em (4.19) B =3r, K = A, (E) e considerando, por (4.18), que |x; —x1| < 32
obtemos
A A 9\?
lgr(x2) —gr(n1)| > 37 = o5 > <§) ey —x1 P =K Jxy —xy | (4.20)

2) Se o intervalo 7 for uma das lacunas 6,_1_ ; obtidas no processo da construcdo de C entdo basta

fazer o raciocinio de forma andloga ao feito na Equacéo (4.20) trocando (n) por (n—1).

Sendo assim, as constantes 3 e K que satisfazem (4.17) foram encontradas. Portanto,
concluimos que hr(g,_1 (y)) é Holder continuo e, consequentemente, 0 campo vetorial X também

é Holder continuo. ]

4.1.4 Construcao das Infinitas FolheacGes Tangentes ao Campo de Vetores X

Nesta secdo vamos construir outras folheagdes tangentes ao campo vetorial X. Para isso,

considere a familia de conjuntos de Cantor induzidos pelo homeomorfismo g,, denotados por

C, =g/ (C) C[0,g,(1)].
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A partir da fungdo de Cantor y : [0, 1] — [0, 1] construida na Se¢do 3.3 vamos construir

uma familia de func¢des de Cantor V, : [0,g,(1)] — [0,g-(1)] associadas aos conjuntos C,. da
seguinte forma:

[0,1] L» [0,1]
A
gr Egr_l O G
[0,g,(1)] + [0,9-(1)]

Assim, ¥,(y) = growog '(y), Vye [0,g.(1)]. Com isso, todas as propriedades de

Y também valem para y,, por exemplo, . sio mondtonas ndo-decrescentes e constantes nas

lacunas 6, x = g-(8,x) paratodo r =0,1,2,... . A Figura 4.6 mostra o grifico da funcdo .

(g- (1), ¥y (g-(1))
.

(- (1), P (g,(1)
g-(1)

Figura 4.6 — Esboco da funcao . (Reescalonamento de y).

Considere a extensdo da funcdo W, para todo R da seguinte forma (Figura 4.7):

0, se y<O0
Wr(y): lpr(y)v se OSySgr(l)
gr(1), se y>g(l)
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W,

Y- () = g,(1)

9r (1)7

UNOESAOVE
{'JA
J :

P, (¥y) =0 ’H-‘J

f —» Y
9-(1)

Figura 4.7 — Esbogo da fung¢do y,.

Com isso, para cada pardmetro 7 € [0, 1] e para todo r > 0, vamos associar uma fungao

fri : R — Rdefinidapor x:= f,,(y) =g, (y) +1w.(y), ou seja,

N‘._.
5

—(=y)7, se y<0
fu) =19 &' 0+t (), se 0<y<g-(l) (Figura4.8)
1
L+1g:(1)+(y—g-(1)>, se y>gr(l)
Paray < 0ey > g,(1) temos claramente que f,,(y) é estritamente crescente. Dados dois pontos
y1,y2 € [0,g-(1)] com y; < y», sendo a funcdo g, estritamente crescente entdo g, | também &

estritamente crescente, logo g,_1 (y1) < g,_1 (y2) e, sendo y, mondtona nao-decrescente, temos

que W, (y1) < ¥ (v2), 1ogo fri(v1) = & ' (31) 1w (1) < g7 (2) F 1Y (v2) = fri(2)-

£ )
f

m g (W)
1+tg,.(1)

gt + ()

—(—y)r g:(D)

Figura 4.8 — Esbog¢o da func@o f,,.
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Portanto, a fungdo f,; : R — R € continua e estritamente crescente. Logo, f,; € um

homeomorfismo em R. Denotamos a sua inversa por g,; := f,;l : R — R (Figura 4.9).

QM(XJT

g-(1)
1
|
|
|

1 _» X
1+tg-(1)

Figura 4.9 — Esbog¢o da fun¢@o g,;.
Vamos denotar por C,; := f,.,(C}) = f,.+(g¢-(C)) o conjunto de Cantor em [0, 1+

tg(1)].

Notemos que a familia {gr,t}te[(),]] ¢ uma deformacao continua no parametro ¢ da funcao

s/

{gr t}te[l) ]

gr = g&ro (Figura 4.10).

e

gD+

i |
| | i
L otge(1) I ‘

R

1 1+tg (1) 1+ g,.(1)

L ]
T
g-(1)

Figura 4.10 — Esboco da familia de fungdes {gr,;}ze[oﬂ.
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O grafico de cada fungdo g, serd a folha L(r)’t para logo construir as folheagdes F.; por

translagdes horizontais. Para isso, necessitamos da proposi¢ao a seguir.

Proposicio 4.9. g,;(x) é uma funcao de classe C" e cujo grdfico é tangente ao campo vetorial
X.

Demonstragdo. Notemos que o grafico de g,, na faixa {y; y <0} e {y; y > g,(1)} coincide
com as folhas respectivas de JF, portanto sdo tangentes ao campo X nestas regides. Resta mostrar

que gy, : [0, 1+1,(1)] = [0,g,(1)] & tangente.

Para isso, seja xo € [0, 1 +17g,(1)]. Primeiramente vamos considerar o caso em que x
ndo pertence ao conjunto de Cantor C,; (xo ¢ Cy,), logo x¢ estd no interior de uma lacuna Jy, .
Assim, existe uma vizinhanga de x( contida em Jy, ;. Logo W, € constante em uma vizinhanga de

Yo = &rt(x0). Denotemos por ¢; = ty(yp) tal constante nessa vizinhanga contida em uma lacuna

Oy, OU seja,

“/’r|6yo = constante = c; =tyY(yp)-
Com isso, dado y € 8y, temos que
= fu() =g )W) =g ) tea =g () =x—a = y=g(x—co).

Portanto, pela Proposi¢do 4.8 temos que y = g,;(x) ¢ uma funcdo de classe C" para todo x € &, ;.
Por outro lado, como g,; € uma translagao horizontal de g,, temos que ela também € tangente ao

campo vetorial X.

Agora consideremos o caso em que xo pertence ao conjunto de Cantor C,; (xo € Cy;).
Logo temos que xo = fr:(g-(20)) tal que zp € C. Dado um x € [0,1+ g,(1)] temos que x =
fri(gr(z)) com z € [0, 1]. Entdo

%0 = fre(8r(20)) = &' (8(20)) +1W(gr(20)) = 20+ 1W(8r(20)). (4.21)

Analogamente, temos que

x=fru(8:(2)) = g, ' (8r(2)) +1w(gr(2)) =z +1w(gr(2)). (4.22)

Efetuando a diferenca entre as Equagdes (4.22) e (4.21), obtemos

x—x0=(z—z0) +1-[¥(gr(2)) — w(gr(20))]-
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Pelo fato de g, ser estritamente crescente e Y ser mondtona nao-decrescente, podemos considerar
0S €asos:

1)Se z > zpentdo z—z0 > 0 e ¥(g,(2)) — w(gr(z0)) > 0 logo
x—x0>2—20>0=|z—20| < |x—x0].
2)Sez<zpentdoz—zo <0e w(g(z)) — w(g (z0)) <0 logo
x—x0<z2—20<0=|z—270| < |x—x0]|.
Sendo assim, temos que
|z— 20| < |x—xo. (4.23)

Com isso, podemos ver que

|gr,t(x) —ng(X())‘ = |gr,t(fr,t(gr(z))) _gr,t(fr,t(gr(zo)))| = |gr(z) — &r(20)|- 4.24)

Como g, é de classe C" ! e suas (r+ 1) primeiras derivadas se anulam no ponto 0 (Proposi¢ao
4.7), aplicando o Lema 2.9 temos que existe o limite

lim gr(z) — gr(20)
x—0 |Z —Z()|r+1

ou seja, existe B > 0 tal que
18+(2) = 8r(20)| < B- |z 20" (4.25)

Assim, combinando as Equagdes (4.23), (4.24) e (4.25) temos que

187¢(%) = 8e (x0)| < B [x —xo| .

Portanto, pelo Lema 2.9, concluimos que g,; € r vezes diferencidvel em xo, isto é, g,; é de
i R
classe C" e suas r primeiras derivadas se anulam neste ponto. Particularmente, o grafico de g, ¢

tangente ao campo vetorial X. U

Dessa forma, para cada parametro ¢ € [0, 1] e para todo r > 0, definimos a familia de
folheacdes F,; cujas folhas sdo dadas por translacdes horizontais dos gréificos das fungdes g,;.
Ou seja, tomamos L' como sendo o gréfico de g, e definimos L' = L' + (c,0), tal que a
folha L' serd equivalente ao gréfico de y = g(x —c¢). Sendo o campo vetorial X invariante sob
translagdes horizontais, podemos afirmar que L]’ é tangente a X. Portanto, cada folhea¢do F,
tem todas as suas folhas de classe C” e tangentes ao campo vetorial X, para todo 7 € [0, 1] e para

todo r > 0, o que conclui a demonstracdo do Teorema A.



CAPIiTULO 5

Consideracoes Finais

Na demonstragdo do Teorema A, temos construido um campo de vetores X unicamente
integrdvel no complemento de uma fina faixa horizontal infinita { (x,y);0<y<e€e} C R2. Isto é, as
folheagdes sdo distintas apenas numa fina faixa horizontal, portanto coincidem no complementar
desta faixa. Além deste resultado Bonatti e Franks (em [1]) encontram um campo de vetores Y
continuo sem singularidades no plano que admite folheacOes tangentes a Y e transversais num

conjunto denso do plano, mais precisamente:

Teorema B. Existem um campo de vetores continuo Y sobre R?, duas folheacoes F e G cada
uma delas tangente ao campo Y e um subconjunto denso E C R? tal que para cada x € E as

folhas F; e G, das folheacoes F e G passando por x sdo topologicamente transversais.

Os autores em [1] indicam que de fato encontraram uma familia ndo enumeravel de
folheacdes tangentes a Y. Mas por outro lado, ndo se sabe se o campo Y é Holder continuo assim

como nao se sabe se as folhas das folheacdes podem ser arbitrariamente suaves.



[1]
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