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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de apresentar a teoria das Séries de Fourier e das
Transformadas de Fourier com foco introdutério, observando as caracteristicas de
periodicidade para aplicacdes praticas em leitores espectrais de frequéncias. Desta
forma, sera apresentado uma introducéo as Séries de Fourier que permitam representar
funcbes periddicas, como a soma infinita de termos de uma série trigonométrica e
sua representacao exponencial complexa, tornando mais vantajosa a aproximacao de
valores de uma funcédo quando esta demonstra dificuldades de calcular. Em seguida,
evoluimos os conceitos expandindo o intervalo ao infinito, para conceituar e apresentar
as Transformadas de Fourier, com suas caracteristicas e exemplos. Posteriormente
demonstraremos a aplicagdo em um espectro de frequéncias moduladas (FM), em
comparacao com medicoes realizadas por equipamentos especificos em campo.

Palavras-chave: conversao de sinal, séries de fourier, transformadas de fourier, anali-
ses de sinais, analises de frequéncias.



Abstract

This work aims to present the theory of Fourier Series and Fourier Transforms with an
introductory focus, observing the periodicity characteristics for practical applications
in spectral frequency readers. In this way, an introduction to Fourier Series will be
presented that allow the representation of periodic functions, such as the infinite sum
of terms of a trigonometric series and its complex exponential representation, making
the approximation of values of a function more advantageous when it demonstrates
difficulties to calculate. Then, we evolved the concepts expanding the range to infinity,
to conceptualize and present the Fourier Transforms, with their characteristics and
examples. Later we will demonstrate the application in a modulated frequency (FM)
spectrum, compared to measurements performed by specific equipment in the field.

Keywords: signal conversion, fourier series, fourier transforms, signal analysis, fre-
quency analysis.
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1 INTRODUGAO

No inicio do século XIX, Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830)" desen-
volveu importantes conceitos sobre séries, envolvendo as fungdes trigonométricas e
exponenciais. (1, Pagina 2) O conceito de somar uma quantidade infinita de numeros
reais ja era um objeto de estudo por diversos matematicos. Grandes estudiosos como
Arquimedes ja utilizavam um método de somas em exaustdo, onde era possivel atri-
buir um valor unico, que representava estas somas, que conhecemos como valor de
convergéncia. Por exemplo, ao calcular o perimetro de dois hexagonos, um inscrito e
outro circunscrito numa circunferéncia, era possivel obter uma aproximacao, do numero
irracional (7). Como também as Séries de Taylor tém o objetivo de aproximar uma
funcdo dada em torno de um ponto especifico, utilizando séries de poténcia. Para o
estudo de funcdes que possuem caracteristicas periddicas, pode-se utilizar as Séries
de Fourier. Nesse estudo, diversas fungdes que antes era possivel estudar somente em
sua forma normal, sendo periddicas podem ser escritas como o somatério de fungdes
simples representadas por senos e cossenos. Ja para o estudo com as funcdes que
nao tem periodicidade, vamos utilizar as Transformadas de Fourier, que sdo uma exten-
sao das Séries de Fourier quando o periodo da fungéo representada é maximizado,
aproximando-se do infinito como sera mostrado no texto. Essas duas técnicas possuem
diversas aplicacoes nas ciéncias, de forma geral, todavia sera trabalhado somente para
as analises de leituras de frequéncias no espectro eletromagnético.

1.1 Experimento - Equagado do Calor em uma Barra

Devido as necessidades tecnolégicas exigidas a partir da Revolugdo Indus-
trial, durante o século XIX, Fourier foi motivado a estudar a conducgao de calor em
uma barra metalica. Neste contexto, era necessario uma maior compreensao sobre a
fenomenologia envolvendo o processo de dissipacao de calor.

A partir de novos experimentos utilizando-se uma barra metélica com diferentes
temperaturas nas suas extremidades, Fourier passou a observar como ocorreria a
conducao de calor ao longo de toda a extensao da barra. A primeira hipétese é dada
por uma barra isolada lateralmente. Neste caso, a conducdo de calor era de uma
extremidade para a outra, € ao longo dela ndo se perderia calor para a vizinhanga
externa. Com isso, as equacgoes tinham somente uma variavel no espaco, ou seja, a

1

Jean-Baptiste Joseph Fourier foi um matematico e fisico francés, celebrado por iniciar a investigagéo
sobre a decomposi¢éo de fungbes periddicas em séries trigonométricas convergentes chamadas
séries de Fourier e a sua aplicacdo aos problemas da conducéo do calor.
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partir de uma coordenada seria possivel determinar em qual ponto da barra estaria
sendo efetuada a medicao de calor. Fourier comegou com hipéteses simples até se
aproximar de uma situacao real, tomando uma barra de comprimento 7 para esbocar
a ideia, e em seguida, retornando para o comprimento L. Fourier desejava entender
como evoluia a variagcao de temperatura em cada ponto x ao longo da barra, com o
decorrer do tempo. Nesse contexto, foram consideradas duas variaveis: o tempo e a
posicao.(2, Seg¢ao 10.5 - 473)

x=0 x=L

Figura 1 — Conducao de calor em uma barra homogénea finita. © SMNE-UFPR

Utilizando a fungéo « : [0, L] x R>¢y — R, a fungéo u(x,t) expressa a temperatura
em cada ponto da barra em um tempo ¢, e sendo = € [0, L] cada ponto na extensao da
barra, que satisfaz a equacéao diferencial parcial conhecida por equagao do calor em
uma barra.

Ou _, Ou
ot ox?

Na equacéao temos a constante £ > 0, denominada como difusividade térmica,
que depende apenas do material da barra e satisfaz a igualdade. Esse foi o problema
inicial da andlise fisica e matematica sobre conducgéo de calor, para a troca de energia
entre os pontos da barra.

Esse foi o primeiro modelo concebido de forma mais simples, como forma
propedéutica a compreensao do fendmeno. Em seguida, o proprio Fourier introduziu
variagdes, buscando um modelo mais real, que pudesse ser aplicado na pratica.

Ao variar os modelos e na tentativa de resolver a equagao de calor, possibilitou-
se a seguinte indagagao quando e como relacionar os modelos com as fung¢des
trigonométricas, utilizando também o método de separacao das variaveis.

1.1.1 Extremidades com Temperaturas Fixas

Desta forma considerou-se o problema da condugao de calor, para a dada barra
reta e homogénea de comprimento L, e espessura desprezivel. Neste caso, tomamos


https://eventos.ufpr.br/smne/SMNE2017/paper/viewFile/580/210
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m < L, com os lados da barra perfeitamente isolados. Fourier desejava determinar a
temperatura em fungéo da posicao e do tempo u(x,t), dada a distribuigcdo de temperatura
inicial f(z), e as temperaturas nas extremidades eram conhecidas e iguais a zero.

(1.1)

Sendo X (z) a fungdo que relaciona a temperatura para cada posi¢do na barra,
e T'(t) a funcdo que relaciona a temperatuta para cada instante do tempo, denotamos
por u(x,t) = X(x) - T(t) a fungcdo que relaciona cada temperatura da barra em um
ponto 0 < z < L no instante ¢ > 0. E utilizando o método de separacdo de variavies
para a funcdo u(x,t), buscou-se uma solug¢do calculando as derivadas parciais.

ou

S = X(2)-T'(1)

azu "

= X))

Tomamos entédo o intervalo 0 < = < L e 0 < ¢ e igualamos as equacdes diferen-
ciais.

X(@) - T({t)=Fk-X (2)T(t) (1.2)
() _ X'(x) _
E-T(t) X(x) =A (1.3)

Temos que tudo depende de (x,t), os dois lados sdo iguais a uma constante \.
Portanto pela equagao temos:

a)T (1) =k-\-T(t) = T(t) = e

b) X"(z) = A - X(z), vamos dividir em casos:

i) Se A =0, entdo X (x) = ax + b, tomamos novamente a funcao u(z,t).
u(x,t) = M. (ax + b)

Mas ao se tomar u(0,t) = u(L,t) = 0, que foi tido como uma das hipbteses
iniciais nas extremidades da barra. Entao:

ePAh=0eeM. (aL+b)=0
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Como a exponencial ndo é zero, entdo b = 0, e (aL +b) = 0 — a = 0, desta
forma temos u(z,t) = 0.

ii) Tomamos agora A > 0, neste caso temos :

X(x)=a- VAT 4 e VAT

como X(0) =0e X (L) =0, teremos a = b = 0 e como caso (i) temos u(z,t) = 0.

iif) Agora tomamos A < 0.

Tomamos novamente: X' (z) = A - X () , agora com \ < 0. Como temos uma
troca de sinal, a solugéo é:

X(z) =a-cos(v/=X\-x) +b-sen(/=\- )

Seguindo a condigédo desejada por Fourier para X (0) = 0, temos
X(0)=a-cos(vV—=A-0)+b-sen(v—\-0)=a=0.

Agora com X (L) = 0 teremos b - sen(v/—\ - L) = 0. Mas b # 0 sendo iria zerar tudo
novamente, entdo v—\.L = nw onde n € N, temos a solu¢ao geral do problema inicial
(somente considerando as condig¢des inciais u(0,t) = u(L,t) = 0) da forma

u(z,t) = X(x)T(t) = Z;’;}:lbnsenn—fe_k"%
Mas essa solucdo deve, também satisfazer a condic¢do inicial u(z,0) = f(z),
com t = 0 com isso podemos encontrar os coeficientes b, de modo que

nmx 2 nmx
fz) = 22 bysen——e "0 = ¥°° b sen——
L L
No caso do problema da conducao de calor em uma barra isolada nos lados,
agora com as extremidades isoladas temos:

o, o
ot 02

{ 2u((), ) =

0,2%(L,t)=0
u(z,0) = f(z

du
ox
), 0<zx <L
Seguindo 0s mesmos passos teremos:

nwTxr ;. 2
u(z,t) = EfleancosTe k7t

Para o sistema ter solucdo devemos encontrar os coeficientes a,,, de modo que:
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flx) = Eflo:lancosn—zx
Nos problemas similares que utilizam a equacéao de calor, com condi¢des iniciais
mistas, condicbes ndo homogéneas e para a equacao da corda elastica presa nas
extermidades, teremos a mesma necessidade. Isto €, escrever uma fungéo dada f(z)
como uma série de fungdes trigonomeétricas ou uma representacao da fungéo f(x) por
Séries de Fourier.
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2 SERIES DE FOURIER

2.1 Introducgao

No capitulo anterior vimos a necessidade de representar uma funcao f(x)
como uma série de fungdes trigopnométricas, possibilitando resolver diversos tipos de
equacdes diferenciais. Neste capitulo vamos considerar a seguinte questao: Quais
fungdes f : [0, L] — R podem ser expressas na forma?

nmx

1 o0
f(z) = zap+ Z[ancosL? + bnsenT],

. (2.1)

n=1
Podemos escrever uma fungéo f : R — R de forma mais geral. Comegamos
com definicdo de uma fung&o periddica.

Definicao 1. Uma funcéo f : R — R é periddica de periodo T > 0 se F(x +T) = f(x)
para todo x e chamamos de periodo fundamental, o menor periodo positivo.

Uma série de fungdes >°° , u,(z) onde u,(z) sdo fungbes reais definidas em
um intervalo I convergird pontualmente se, para cada x, € I fixado, a série numérico
oo, un(xo) convergir, ou seja, a sequéncia de somas parciais convergir.

w1 (o), ur (o) + us(xo), ur(z) + ua(zo) + us(xo), - . ., iuj(x),

Isso equivale dizer que uma série € de Cauchy, assim dado e existe um inteiro N tal
que para todos n < m, tais que n,m > N.

m
| D ul@o)| <
j=n

O inteiro N depende de ¢ e de z, tirando a dependéncia em z, temos a definicdo de
convergéncia uniforme.

Uma série de fungdes > °° , u,(x) convergira uniformemente se, dado e, existir
um inteiro IV, dependendo apenas de ¢ (e ndo de ), tal que | X7-, u(r)| < ¢, para todos
m>mn> N.

Para verificagdo de convergéncia uniforme de uma série o teste M de Wei-
erstrass serd usado frequentamente. Esse critério ndo sé assegura a convergéncia
uniforme, mas também a convergéncia absoluta. Uma série Y u,,(z) convergira absolu-
tamente se a série > |u,(x)| dos valores absolutos convergir.



Capitulo 2. Séries de Fourier 19

Teste M de Weierstrass: Seja >.° ;| u,(z) uma série de funcdes u(x) defindas
em um subconjunto I de R. Suponha que existem constantes M,, > 0 tais que:

lun ()] < M,, paratodoz € I,

E a série numérica > °° , M,, converge. Entao, a série de fungdes > °° ;| u,(x) converge
uniformemente e absolutamente em 1.

Esse critério de convergéncia uniforme € muito cémodo, pois reduz o problema
de verificar a convergéncia de uma série de func¢des aquele da convergéncia de uma
série numérica. Um exemplo bem simple é a série >,° | u,(x), onde u,(z) = %
Temos que a série Y2, -5 converge.

sen(nx) 1
2 =

n n

Entéo, pelo teste M de Weierstrass a série > °>° M converge uniformemente e
absolutamente.

Vamos precisar das seguintes propriedades para as séries convergir uniforme-
mente. Supohamos que a série u(x) = >°° u,(z) converge uniformemente, entao:

1) se as fungdes u,, s@o continuas a soma da série u(x) é também serd uma funcao
continua.

2) se as fungdes u,(x) sdo integraveis em um intervalo I entdo:
/(Zun )dw—Z/un (2.2)

Para declarar uma propriedade similar ao (2.2) sobre derivadas precisamos de
suposigoes diferentes. Suponhamos que as fungdes u,(z) defindas em um intervalo
I sejam continuamente derivaveis e que a série >_o° | u/ (z) das derivadas converge
uniformemente. Suponhamos ainda que, para um dado x, € I, a série >.>°, u, (o)

converge.
d

(L) - S

n=1

2.2 Séries de Fourier

O objetivo é escrever uma dada fungéo na forma (2.1) com coeficientes adequa-
dos. Para descobrir estes coeficientes, vamos supor que a igualdade se verifica e a
série em (2.3) converge uniformemente.

1 nm nmr
flz) = 500 + Z AnCOS—— T senT] (2.3)

n=1
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Usando (2.2) temos

L 1 L 0 L L
/_L f(x)dx = 500 /_L daH—nZ::l[an /_L cos?dx +bp, /_L sen?dx],
———

=21, -0 -0
L
[L ancos(?)dx, u = ? edu = %dx
L (L _ Lay sen(nmz), ;  Lay B
— 1, apcos(u)du = — [ 7 |12, = H[sen(mr) — sen(—nm)| =0

Como o seno € uma fungao impar a integral sera zero, e falta somente a integral
de agp.
L1 1
/_L §God$ = §[a0x]]£L = %[QL] =aoL

Entdo a integral de f(z) sera:

/_LL flz)dz = agl — ag = z/_i f(z)dz

Para obter os demais coeficientes, vamos usar a mesma idéia. Seja m > 1
um inteiro. Multiplicamos os dois lados de (2.3) por cos™* e usamos novamente
a propriedade (2.2) (observe que multiplicando por cos™* ainda temos uma série
uniformemente convergente)

L mmx
/ f(z)cos dx

-L L
1 L mmx © L nTr  mmwx L nTr M
= 3 d + n/ —F d +bn/ —F d )
50 /_L cos——da ;[a | cos——cos——dg | sen——cos— x|
=0 —Spmn L =0
onde

5o 1 se m=n
" 0 se m#n

é o delta de Kroneker.

A integral em b,, sera zero porque < sen, cos >= 0, e a integral em a, sera zero
como foi mostrado anteriormente. Falta somente a integral no produto de cossenos
paran = m.
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L L1 2 1 /L L 2
an/_L(cos(?)fdm = an/L 5(1 + cos( 7zm))alx = ani[/_de#—/_Lcos( ng)dx]

L
an[L + —sen(2mn)] = a, L + a,0 = a, L
2mn

Entao, a, = %ffL [(x)cos™F=dx. Similarmente, temos

/L f(x)sen m;r:z: dx

L
1 L 00 L L
= §a0 /_L senmzxd:c—i-nz:l[an /_L cos%senmzxdx +b,, /_L sen?senmgxdx],

=0 =0 =0mnL

Novamente a integral em a, seréa zero porque o seno é uma fungao impar, e a
integral em a,, sera zero porque < sen, cos >= 0, falta somente a integral em b,,.

L L 9 1 L L 9
bn/_L(sen(%))de = bn/L 5(1 — cos( 7Tgm))d:c = bn§[/_L dx — /_L cos( 7TZ/m)alal:]

L
L — ——sen(2mn)] = byL — b0 = b, L
b 27msen( m™)| = by, b,0 = b,

Resultando b,, = %f_LL f(x)sen™*dz. As equagOes (que usamos em cima)

L

/ c0s 22 sen T gy = 0,Vn,m >1 (2.4)
-L L L
L

/_L cos?cosmgxdx = OmnlL (2.5)
L

/_L sen?senmzxdx = Opmn L (2.6)

séo referidas como relagdes de ortogonalidade.

Agora podemos esbogar uma definicdo para Série de Fourier de uma dada
funcdo f(x).

Definicao 2. Segja f : R — R uma fungao periédica e continua, de periodo 2L, integravel
e absolutamente integravel em cada intervalo limitado, em particular, [*, | f(z)dz| < cc.
A série )

S(x; f) == 500+ Z[awos? + bnsen?],

n=1
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onde ay = + [*; f(z)dx e paran > 1,

ap / cos—dx (2.7)
nmwx

b, L / sen—dm (2.8)

é chamada Série de Fourier da funcéo f(x).

A seguinte proposicao fornece uma condigéo suficiente para que a definigao
dos coeficientes de Fourier da f sejam bem definidos.

Proposicao 1. Sgja f : R — R uma fungéo periddica de periodo 2L, pertencente
ao conjunto das fungbes integraveis e absolutamente integraveis no intervalo |—L, L]
denotado por1L!, entdo os coeficientes de Fourier de f, dados na Definigdo 2, estao
bem definidos.

Demonstracdo. Tomamos as desigualdes para a,, € b,, € comparamos as integrais com
valor em mddulos.

la,| = |/ x)cos( da:| < / Hcos |dx < / z)|dr < oo

L
b, = |/ f(x)sen dx| < / |sen ]dac < / x)|dr < 0o
L

]

Observagao: tomamos f(x) como uma fungdo impar, que por definicdo satisfaz
f(—z) = —f(x) para todo = € X, teremos

a,=0 Vn >0,

pois f(x) = = € uma fungdo impar e f(z) = cos(nx) é uma fungéo par, o produto entre
elas sera impar e como o intervalo de integracao € simétrico o valor da integral é zero.
Similarmente, se tomarmos f(x) como uma fungéo par teremos

b,=0 Vn>1.

No mesmo jeito, podemos concluir que se f(z) for par entdo:

an =7 / x)cos( )dx n=0,1,2,... (2.9)

e se f(x) for impar
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2 L nmwr
by, L/o f(x)sen( 7 Ydx, n=1,2, (2.10)

Terminamos esta se¢cao com alguns exemplos.

Exemplo 1 Vamos tomar como exemplo para o céalculo do Série de Fourier da
fungcéo f(z) = z nointervalo x € [—m, 7. Esta fungéo é impar entéo a,, = 0, para todos
n > 0.

Figura 2 — Gréfico da fungdo f(z) = z parax € [—n, 7]

Para calcular os b,, = % JT_xsen(nx)dx, utilizamos a integracéo por partes: x = v

e dv = dr , du = sen(nz)dr & u = =), temos
[ et - 205y [ ),
o n . .
" 2m sen(nx)
d = - m
/_7r zsen(nx)dx - cos(nm) + 3 [
" 2
/ zsen(nr)dr = ——cos(nm) + 0
. "
" 2m
/ xsen(m:)dx = —?Cos(mr),

Entdo b, = —2cos(n). Portanto o coeficiente b,, sera:

n 2
bn = <_1) i ;7

pois cos(nm) = (—1)".

Conclui-se entdo a Série de Fourier da funcéo f(z) = z,
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S(z; f) = i%(—l)”*’1 : gsen(na:) = 2sen(x) — sen(2z) + gsen(&r) +...

n=1 n

Figura 3 — Grafico da Série de Fourier para a Fungéo f(z) = x para x € [—m, 7|

E uma série infinita de senos gerados a partir de f(z), esta série é uma extens&o
periddica de f(x). Nos multiplos pares de = € sempre zero, o grafico ndo é continuo e
existe saltos nos multiplos impares de .

As linhas em vermelho do grafico 3 sdo a representagéo da fungéo f(x), obser-
vamos que no intervalo calculado a série coincide com a f(x) e seus extremos sao
abertos. Ja as linhas em azul que sobrepdem o grafico vermelho, representa o grafico
das somas parciais da série, neste caso para a soma de n termos da Série de Fourier.

Até agora a convergéncia nao foi mencionada, todavia na proxima secao sera
abordada.

Exemplo 2 Considere a fungao:

flz) = =—(1 ——), x € [-m,7] (2.11)
Onde f(0) = 0.

Pelo grafico podemos ver que a f(x) é uma fungdo impar e com isso vale a
propriedade descrita anteriormente. Devemos calcular somente o b,,, porque 0 a,, €
nulo. Pela expressao 2.10 temos

b, = 2 /OL 1(1 - E)sen(nx)d:v ! /OL(l - E)sen(naz)dm

2 T T T

Vamos utilizar a integracao por partes, entao:

b= ——1(1 = D)eos(na)fg + — [ cos(na)] =

™ nm
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Figura 4 — Grafico da fungdo do Exemplo 2

Portanto a Série de Fourier de f(x) sera:

1 &1

= Z*(ETLTLZI}

7Tn:1n

Figura 5 — Grafico da Série de Fourier - Exemplo 2 - Soma até o 4° Termo da Série

Pelo gréfico na cor lilas temos a representagéo da funcéo f(x), e a cor roxa é
a Série de Fourier para n = 1, a cor verde paran = 2, a cor azul paran = 3 e a cor
laranja para n = 4. Assim, é possivel perceber que a Série de Fourier a medida que
incluimos termos, mais ela se aproxima mais da funcao geradora. Observa-se que
ao ampliar o valor da soma parcial, sempre teremos um novo grafico com o0 mesmo
comportamento. Sempre ocorrerd a mudanga de ramos devido a descontinuidade na
origem.
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Exemplo 3 Considere a funcao:
(2.12)

23

fla) = Jsen(a)l, @ € (<3, 7

Figura 6 — Grafico da Funcao f(x)=|sen(x)|

Como a f(x) € uma fungéo par, basta calcular os coeficientes dos a,, com
= 2 [ sen(z)dz =

intervalo [0, 7], neste caso L = 7 e pela expresséo 2.9 temos ay

%cos(ac)\o% =2 eparan>2

2/0’2’ f(z)cos(2nz)dx = i/oQ sen(x)cos(2nx)dx

Ay =

Usando identidade trigonométrica:
(sen[(2n + 1)z] — sen[(2n — 1)z])

sen(x)cos(2nz) = .

temos
4 13 4 —cos(2n+ 1)z  cos(2n — 1)z
N= on + 1)z — sen(2n — 1)a)ds = —
a 7T/0 (sen(2n + 1)z — sen(2n — 1)x)dx 7T( T 5 1 )|
4 1

[=I¥TE]
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Entao:

2 4% 1
= — — Zm608(2n$),n20,172,...

n=1

S(x; f) -
™ m

Na figura 7, a cor lilas € o grafico da fungéo f(x) = |sen(z)| no intervalo desejado,
ja a cor roxa € o grafico da Série de Fourier para n = 0, e por fim o grafico na cor
verde € a representacao para n = 1, pode-se perceber que a medida que ampliamos
os termos da série mais se aproxima da curva inicial da f(z).

Figura 7 — Grafico da Série de Fourier da funcao f(x)=|sen(x)|

2.3 Forma Complexa

Embora o presente trabalho inicia com os estudos das Séries de Fourier com
fungdes trigonométricas, outra forma de trabalhar com estas séries é com equacgées
exponenciais complexas.

Definicao 3. Pela formula de Euler, podemos escrever:

e = cos(z) +isen(z), r € R (2.13)

Desta forma, pode-se expandir esta definicdo 3, tomando z € C.

e* = " = e"(cos(y) +isen(y)) = { (2.14)
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Podemos escrever as fungdes seno e cosseno utilizando a férmula de Euler.

eix + e—iw eiw _ e—ix
cos(xr) = —, sen(x) = —
Agora
nm + b, nwL e 4 e T ) T — et
Ay,COS —— sen =a -
" L L " 2 " 2i
nmwx ) nmwx (an . bn> jnx (an bn) jnx
Ay COS —— sen—- = (— + e e
" L " L 2 21 2 21

Como o coefiente ¢, € dado por:

an by 1 N nrx .  NaT
=" + % = 5(% ib,) = 2L/0 f(z)(cos 7~ isen— )dx
¢, = ﬁ/0 fla)e " de (2.15)

Definimos o coeficiente ¢,

L
00:21[//0 flz)de = —

Por fim, concluimos que,

7TI

—|— Z ancos )+ Z bsen( n Z Cne e (2.16)

n=—oo

2.4 Convergéncia da Série de Fourier

Como foi observado, visualmente, nos exemplos 1, 2, 3 da secdo 2.2, a Série da
Fourier S(z; f) a medida que incluimos termos a série, ela se aproxima mais da funcéo
f(z), salvo os pontos de descontinuidade. Uma questao natural surge imediatamente:
A Série de Fourier S(z; f) é igual a fungéo f(z)? Infelizmente, isso n&o ocorre sempre,
e ainda existem exemplos de fungdes continuas cuja Série de Fourier diverge, veja [(3,
Secéao 2.4 - P4agina 18,19)]. Neste secdo vamos descrever condi¢des suficientes para
que a funcao f sejaigual a sua Série de Fourier.

Definicao 4. Uma funcdo é chamada de seccionalmente continua num intervalo [a, b]
se existema < a; < ay < ... < a, < b, tais que

e f(t) seja continua em cada subintervalo aberto (a;,a;+1), j =1,...,n— 1.
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e f(t) tenha limites laterais finitos nas fronteiras de cada subintervalo.

Também, a fungéo f sera chamada seccionalmente diferenciavel se ela for seccional-
mente continua e se a funcdo derivada f' for também seccionamente continua.

O seguinte teorema fornece condicoes suficientes para a convergéncia pontual
da Série de Fourier de uma funcéo f.

Teorema 1. Seja f : R — R uma fungédo seccionalmente diferenciavel e de periodo 2L.
Entao a Série de Fourier da funcao f, dada na Defincdo 2, converge pontualmente, em
cada ponto xz, para 5[ f(x + 0) + f(z — 0)], onde

flz+0)= 511%1+ flx+d)e f(z—0)= lim f(x+9)

6—0~

A demonstracdo sera feita mais adiante. No momento queremos verifica-lo
utilizando um exemplo. Considere a funcao:

f(:):):m(l—7)7 x € [—m, 7] (2.17)

Onde f(0) = 0, do Exemplo 2 2.11. Esta funcao é seccionalmente diferenciavel. O
unico ponto de descontinuidade da fungéo é x = 0 e neste ponto as duas fungées fef
tém limites laterais diferentes. Entéo, a Série de Fourier dele S(z; f) = = >02, ~
deve ser pontualmente convergente. Pelo Sy(x; f) vamos denotar a soma de n termos
inicias de série S(z; f).

Lsen(nx)

Seja '
en(w) = Sx(a: ) = 5[f(@ +0) + f(a = 0)], (2.18)
a funcéo erro.

Para o ponto = = 0, temos Sy(x; f) = 0 para qualquer N e

. 1
Jm f(0) = 2

_ 1
51£(I)1— f(0) = 2

Entdo, S(0, f) = 3[lims_o+ f(0)+lims_,0- f(8)]. Para qualquer outro ponto z € [—, 7]\ {0}
temos

/ 1 1
en(z) ==(=+ ZCOS nx)) (2.19)
™ 2 n=1
Vamos mostrar que
11 1 sen(N + 3)x
= 5%—;:1003 nx)) = 27T—8677,(2) :
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Seja Ay(r) =1+ XN | cos(nz)), observe que

N
An(z) = Re <1 +) ei”x> )
n=1

e que
1 — NFL
l+2z+224+.  +2N="" ara z # 1.
1—=z P

Logo, para = # 0,27, +4m7, ... temos

1 _ giN+1z - —i[N+3le
Sx(z) = Re———— —Re"—_° __
1-— ewr e 2 —e 2
_seng + sen(N + 3x) 1 N sen(N + %x)
2sens 2 2sens
Agora,
1, 1 N 1 1 sen(N+ i) 1 sen(N + 3)
—(_Z 1 - _ - hl I S A
7r( SR nz::lcos(nx)) SR 2sens 2 sen(%)
—An

Pelo Teorema Fundamental do Caélculo (TFC) temos

T, 1 ™ N 1
ex(z) = — / Cody = —L / sentN+3)T

27 Ja sen(5)
1 cos(N + 3)z /7r cos(N + %)ycos¥

- _%((N + 3)senk (2N + 1)sen?}

)

Pela expressao anterior pode-se observar que limy_,o ey (z) = 0.

A expressdo L(1 + N | cos(nz)) 2.19 € o Nucleo Integral de Dirichlet onde
L=m.

Definicao 5. A expressao abaixo é conhecida como o Nucleo Integral de Dirichlet

N

1
DN( = 5“‘2005 71‘

t~ \

que tem as propriedades enunciadas a seguir

i) Dy(z) € uma fungéo par.
i)y [, Dy(x)dz =1,
iii) Dn(z) é continua.

iv) Dy(z) € uma fungéo periddica com periodo 2L.
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V) D: N(0) = &2)

) Para s 40,20 £AL . Dy(s) = 3 NDE
2L

A demonstragao de item (vi) € similar a que fizemos no exemplo anterior.

O Teste de Dini é fundamental para demonstrar o Teorema de Fourier, este teste
€ muito usado para mostrar que uma Série de Fourier converge em um determinado
ponto.

Proposicao 2. Teste de Dini: Seja f : R — R uma fung&o periodica de periodo 2L e
pertencente ao conjunto das fungées 1L, fixado com um x € [—L, L] e supondo que os
limites laterais f(x — 0) e f(x + 0) existam, definimos:

gle,t) = [flx +1) = fle + O] + [f(x = 1) = f(x = 0)]

Supondo agora que exista umn > 0 tal que:

[

Entdo ey(z) — 0, ou Sy(z; f) — w quando N — oo, onde Sy (z; f)
representa a soma parcial de ordem N da Série de Fourier de f. (1, Pagina 39)

(2.20)

Demonstracdo. Para demonstrar o teste de Dini (3, Secao 3.4 - Pagina 58), vamos
tomar o erro ey (x) em duas partes:

/tD

A primeira integral sera feita tomando o ¢ suficientemente pequeno e usando
2.20, ja a segunda integral, usaremos o Lema de Riemann-Lebesgue.(3, Secado 3.3 -
Pagina 56) Entdo iniciamos com o primeiro integrando em mddulo.

1.7t g(z,t)
D T3 on e

Dy / (N
bt sen + L ] 2Lsen

t

< o
2Lsen2L

[tDy(t) (2.21)

E como temos a fun¢do no segundo membro de 2.21 é continua e crescente em
[0, L], podemos escrever a estimativa.

1
tDn(t)] < 5, t€ [0, L)

Com isso, temos um € > 0, e tomamos um § < min(L,n) tal que:
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D i) <

| / Dt

Agora tomando como hipotese 2.20 e colocando o § fixado na segunda inte-
gral. Podemos aplicar o Lema de Riemann-Lebesgue, para gerar uma funcao h(t)
integravel.

=2

h(t) = iulww€wm

Temos que este resultado é imediato, dado que o denominador nunca se anula
em [d, L] e g é integravel. Logo, para n suficientemente grande:

1. wt, g(z,t) €

(N
|/ sen +2>L]2L56n” 2

]

Ja que a aproximacéao uniforme ocorre quando o0 mesmo numero N de termos
usados para escrever a série, serve para a sequéncia Sy (z; f) se aproximar de f(x)
com precisao e para todo o .

Demostracao de Teorema 1:

Demonstracgo. Inicialmente vamos considerar os pontos onde f tenha derivada, quer
dizer, suponha que f tenha derivada no ponto x, entdo f é continua e além disso
existem constantes 6 > 0 e k£ > 0 tais que

[f(t) = f(s)] < Kt — 5], (2.22)

para t,s € [z — 0,z + J]. Pela continuidade temos f(z + 0) = f(x —0) = f(z), e a
desigualdade (2.22) implica

lg(z, O < |f(z +1) = f@)[ + [f(x 1) = f(2)] < 2K%,

/5 g(x

e ve-se que a condicao (2.20) do Teste de Dini se verifica. O

Logo,

— 9K,

Observacao: Na verdade o mesmo raciocinio funciona quando f é Holder
continua na vizinhanga do ponto z, isto é, que existem constantes a > 0,5 >0e k >0
tais que

1f(t) = f(s)| < K|t — ], (2.28)
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parat,s € [v — 6,z + 9.

Quando f é secionalmente continua e as derivadas laterais em = existem, as
razdes incrementais
flatt) = fla+0)  flz—t)~ flz—-0)
t t
sao limitadas para t suficientemente pequeno, é facil verificar que a condicao de Dini
se verifica. Portanto isso estabelece a validade de Teorema 1.

No resto dessa secdo vamos tratar sobre convergéncia uniforme da Série de
Fourier. Na figura 5 soma até o 4° Termo da Série, temos diversas curvas sobrescre-
vendo as retas da fungé@o f(x) do exemplo 2 2.11, e ao tragarmos duas retas em
paralelo as retas da funcao f, formamos uma faixa de largura 2¢ definindo uma largura
de precisao. Desta forma, é possivel escolher um ponto z fixo € um valor de N, até
que todas os aproximantes figuem dentro da faixa de precisao, e todas as vezes que
a funcao passa pela origem ocorre a troca de retas e as curvas saem da regiao de
precisao, entdo os pontos de maximos da Série de Fourier esta indo em direcao ao
eixo vertical. Na figura 7 o pior ponto de aproximacgao é a origem, onde a derivada é
descontinua e o valor do aproximante sera nulo, ou fica menor do que ¢, temos que
todo o resto da fungéo fica dentro da faixa de aproximacgao.

A convergéncia uniforme permite passar as operagdes de limites, em se tratando
de derivadas e integrais, dentro de uma faixa de limite de uma Série de Fourier S (z; f).
A deducéo dos coeficientes a,, b, da série ao efetuarmos o produto com fungdes
trigonométricas, em um intervalo [—L, L] permite integragdo em termo a termo. E se
tomarmos uma ordem finita é permitido trocar a ordem da soma dos integrandos, o
mesmo vale para uma série uniformemente convergente em [—L, L].

Deste modo, ocorre a preservagao da sucessao dos termos. E os termos das
séries parciais de Sy(z; f) serdo uma combinagao linear de fungdes trigonométricas de
senos e cossenos. Assim VN > 0 as funcdes sdo continuas em z, e o limite uniforme
de S.(x; f) € precisamente uma func¢do continua. Com isso, pode-se descrever as
proposicoes de carater genérico:

Proposicao 3. Se uma Série de Fourier de uma dada fungéo f(z), se a f(x) conter

uma descontinuidade no intervalo [— L, L] ndo podera convergir uniformemente.

Demonstracdo. Caso contrario seria uma funcado continua, o que € uma contradicao.
[

Entéo, convergéncia uniforme das Séries de Fourier s6 pode ser discutido fora
dos pontos de descontinuidade.

Primeira, vamos supor que a fungdo f ndo tem pontos de descontinuidade.
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Teorema 2. Seja f uma fungdo periddica de periodo 2L, continua e com derivada
primeira integravel e absolutamente integravel. Entdo, a Série de Fourier de f converge
uniformemente para f.

A demonstragao deste teorema usa o Teste M de Weierstrass (veja se¢do 2.1),
algumas estimativas dos coeficientes de Fourier (as Relagdes (42) e (43) do [3], pagina
36 capitulo 2) e desigualidade de Bessel (veja Secao 3.5 de [3]). A demonstracao
detalhada se encontra no inicio da sec¢ao 3.7 de [3].

O préximo Lema vai ser usado na discussdo de convergéncia uniforme das
Séries de Fourier fora dos pontos de descontinuidade.

Lema 1. Seja uma fungéo periodica de periédo 2L definida:
—51+%), -L<z<0

() = 0, x = (2.24)
(1-%), 0<z<L

Il

Entao, a Série de Fourier de i) converge uniformemente para |» em qualquer
intervalo que ndo contenha pontos da forma 2Ln Vn € 7.(3, Se¢éo 3.7 - Pagina 69)

1/2

Figura 8 — Grafico da Funcéo v para [-L,L]

Demonstragéo. A funcao ¢ € impar entdo a Série de Fourier dela é uma série de senos
e

2 (L1 T nwe 1

Assim a Série de Fourier para a fungao 1 é expressa por:
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131
— Z —sen 2L (2.26)
TN L
Temos que a série 2.26 € obtida utilizando a parte imaginaria de série
inf
¢ (2.27)

igualando # = 2%, entdo basta mostrar que a série 2.27 converge uniformemente. Seja
(2.28)

mudando o intervalo no somatério, teremos

n 6ik9 n 1
D = 2 pEO) = B (0) (2.29)
k=m k=m
Temos que:
n 1 n—1 1
— B 4(0) = ——F.(0
k;nk kl() ]:%:1,]+1 ]()
Assim obtemos:
1
(2.30)

ik6 n 1 1

I S R Eat

k=m
Agora vamos majorar a soma parcial £,(¢), e usaremos o Nucleo de Direchlet

no intervalo 0 < 8 < 2.
eif _ pi(n+1)0

Bu() = ————

Tomamos agora os valores absolutos

2 2 2
|En(0)| = 01 ] .8 0, 0
[1—e®]  |emiz —¢iz|  seng
Portanto segue-se de 2.30,
n ikt I | 1 1 1 2
< - — + —]=
12 k |_seng[k§n(k k+1) n+1 ] msen?

Ao aplicarmos nointervalo 0 < e <6 <
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Pelo Criterio de Cauchy, a convergéncia uniforme 2.27 prova o lema. O

O proximo teorema fornece as condigdes necessarias para convergéncia uni-
forme da Série de Fourier de uma funcao f com pontos de descontinuidade.

Teorema 3. Considere uma fungéo f : |—L, L] — R sendo uma fungdo periodica de
periodo 2L, seccionalmente continua e com derivada primeira € integravel e absoluta-
mente integravel. Entdo, sua Série de Fourier converge uniformente para f, em todo o
intervalo que ndo contenha pontos de descontinuidade de f.(1, Pagina - 39)

Demonstragdo. Sejam xi,z,,...,x; S&0 0s pontos do intervalo [—L, L], onde a f &
descontinua. Vamos considerar wy, ws, ..., w, Sa0 0s saltos da f nestes pontos de

descontinuidade, entdo podemos escrever w; = f(z]) — f(z}).

Assim, a fungéo w;¢(z — x;) é descontinua nos mesmo pontos da fungéo ¢, ou
seja, nos pontos da forma 2Ln, com n € Z, e 0s saltos nesses pontos é w;. Desta forma,
afungéo f(x) —w;y(xz — z;) é continua nesses pontos e nos demais onde a f ja era
continua. Deste modo, temos uma funcdo com menos descontinuidades que a funcao
original f. Seguindo este procedimento, eliminaremos todas as descontinuidades da
funcéo f, e obteremos assim uma fungao ¢ continua para todo x, dado por:

k
g(x) = f(z) - Z; wj(z — ;)

=
Pelo Teorema 2 e pelo Lema 1, a Série de Fourier da fungéo +(z — ;) converge
uniformemente em qualquer intervalo que ndo contenha os pontos da forma 2L.n. Como
a Série de Fourier da funcdo f € a soma das Séries de Fourier das fungdes g e
wj(x —xz;), paraj =1,2,3,..., k, segue entdo que a Série de Fourier de f converge
uniformemente em qualquer intervalo fechado que n&o contenha os pontos de 2Ln,
para n € Z, que nao sao os pontos de descontinuidade da f.(3, Se¢éo 3.7 - 68) O

Vamos utilizar a imagem 9 abaixo como ilustragcao, com uma S(z; f) periddica
com periodo T' = 27, e definida em toda reta.

Pelo gréafico observamos um ponto de descontinuidade em = = 0, € os limites
laterais em cada ponto de descontinuidade sé&o finitos. Os extremos deste periodo
estdo nos pontos (—m, 1) e (w,0), ou seja, também s&o finitos. Portanto, é continua por
partes e tem os limites laterais finitos. Assim, a partir do grafico podemos gerar uma
Série de Fourier com pontos que coincide com o gréafico anterior que n&o apresenta
descontinuidade.

E o valor da Série de Fourier para x = 0 sera a média aritmética dos limites
laterais, ou seja, 3. Também sera periddica definida em toda a reta, repetindo no



Capitulo 2. Séries de Fourier

37

Figura 9 — Grafico para Analise da Convergéncia Pontual da Série de Fourier

intervalo de [, 37|, e sucessivamente em toda a extensdo da reta. Mas os valores de
convergéncia se repetem em 2r que é 3, e em = = 7 0 valor de convergéncia seré 2,
repetindo 0 mesmo valor que para x = —.

o

am

-1

Figura 10 — Grafico da Série Fourier com os Pontos de Convergéncia

Portanto a Série de Fourier gera este grafico e como a f(x) é C! por partes,
automaticamente a funcdo gerada pela série também serd C* por partes.



38

3 TRANSFORMADA DE FOURIER

3.1 Introducgao

No capitulo anterior, trabalhamos com os conceitos sobre Séries de Fourier, ou
seja, séries a partir de funcdes periddicas. Neste capitulo, sera trabalhado um método
que permite analisar fungdes ndo periddicas também. A transformada que focamos
neste texto, € uma operacdo matematica que modifica 0 dominio de uma fungéo, e ou
em um caso pratico o dominio de um sinal. Os sinais podem ser definidos como um
fenébmeno que transporta informagbes como sinais de audio, sinais digitais e etc.

Desta forma um sinal analisado no dominio do tempo, ou seja, cuja a abscissa
€ 0 tempo podera ser modificado para andlise em outro dominio. No caso do contexto
deste texto, sera no dominio da frequéncia. Com isso, muda-se o ponto de vista sobre
os sinais permitindo outra forma de olhar para 0 mesmo sistema dinamico.

Amplitede

frequincia

Amplituce

Ercﬂ"‘éﬂdu \Va

-’
e,
]
Lg

Amplitude

tempa

Figura 11 — Dominio do Tempo x Dominio da Frequéncia© USP

Em termos praticos em uma analise no dominio do tempo, para um dado sinal
em tempo continuo e periddico, utiliza-se a Série de Fourier (FS). J& para 0 mesmo
sinal continuo mas nao periodico utiliza-se a Transformada de Fourier (FT). A ideia
em termos praticos da Transformada de Fourier, se resume a uma caixa preta, que
altera as caracteristicas de um sinal de entrada. Utilizando a linguagem de funcdes
podemos descrever um sinal, sendo possivel dizer: S : f(x) — F(§) ou F(§) = S[f(x)].
Este sistema ou caixa preta possui trés propriedades muito importantes:

i) O sistema é linear, ou seja, ele é aditivo e homogéneo. Desta forma podemos
somar sinais e ou fungdes na entrada, que sera transformado como uma fungéo Unica.
Como também podemos multiplicar um escalar em um sinal, ampliando a amplitude,


https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/2247566/mod_resource/content/1/Material_Aulas01e02.pdf
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que também sera transformado como um sinal Unico de entrada.

i) O sistema destroi as derivadas, isto quer dizer que um sinal de entrada
gerado por uma funcao derivada, ao ser transformado sai como um sinal gerado por
sua primitiva em produto com um valor imagiario.

iii) O sistema é inversivel, ou seja, existe uma outra caixa preta denominada S
responsavel por fazer a conversédo deste sinal secundario para o sinal de entrada.

fla) = S[f(x)] = i€F(€), iEF(€) — STiEF(E)] = f(x)

3.2 Transformada de Fourier

Antes de definir a Transformada de Fourier recordamos que a integral impropria
de uma fungao f é
[e'S) N
/ fdr = lim f(z)dx.

[-M,N]—oo J—M

Definimos no capitulo anterior a Série Tradicional de Fourier e a sua Forma
Complexa 2.16, e também como determinar o coeficiente ¢, 2.15. O termo ¢, pode ser
representado como o Espectro Discreto de Fourier, ao fazermos n — oo convertemos
para um Espectro Continuo.

se L — o0 , teremys um Espaco Continuo.

b= b —forrr—fhn ?

0 ) ) T ; )
— @ T | T ? ® |/l 2w/l 3w/l J4miL | P

kn € o conjunto de pontos discretos

N =12 ppntos discretos

Figura 12 — Espectro de Fourier com pontos Discretos

Tomamos uma f(z) € [—L, L], com um numero finito de pontos de desconti-
nuidade no intervalo e um namero finito de maximos e minimo locais. Seja k, = 7 0
conjunto de pontos discretos no Espectro de Fourier.
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1

i ) L '
f@) = Y e = oz [ f©)e s

Ao fazermos L — oo, temos que k, — 0 € os comprimentos de §,, — 0. Com
isso o distanciamento entre cada k,, ficaria menor e existiria menos buracos entre eles,
desta forma teriamos um espacgo continuo k.

[e.9]

f@)= 3 Loy [ @ sdget

n=—oo

= 1 P
f@)=(2 l5; [L fla)e*edgletnr) - —
)= 3 5o UL, S saggete
) =5, _Oo Tl LLf(x)e““”de] (3.1)

Mas como fizemos L — oo, entdo §,, — 0 quando n — oo. Isto porque o espacgo
discreto k, sera tornara uma espacgo continuo k, e pelo Teorema Fundamental do
Célculo (TFC) como o §,, sera muito pequeno, o produto de §,, com a exponencial sera
uma integral de Riemann.

/ etk gy (3.2)

Reescrevemmos a expressdo 3.1 a partir de 3.2, sendo ambas as integrais para
0 espaco continuo.

f@) = o [T emanl [T gy

L S Lt > —ik
f) = = [ edal [ paeag]
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1 1 OO —ik ik
f@) == [ VT | f@)e gl da (3.3)

A partir de uma fungéo f(x) periédica podemos escrever em uma série trigoné-
metrica que chamamos de (FS), ou Série de Fourier. Em seguida podemos escrever
a (FT), ao tomarmos os limites tendendo ao infinito para a f, com isso a fungéo f(x)
nao necessariamente precisa ser periddica. Podemos observar a partir da expressao
3.3 que a integral dentro dos conchetes representa a Transformada de Fourier 3(f(x))
do dominio de £ para o dominio k. J& a integral que fecha os conchetes representa a
inversa [3(f(z))]* do dominio de K para o dominio z. Entao concluimos que:

fl@) =S [S(f(@)]

Definicao 6. Seja f : R — R uma fungdo seccionalmente continua em cada intervalo
[-M,N] e
/ |f(x)|dz < co.

Entao, a Transformada de Fourier de f € definido por
3(¢) = \/12_7 /_ O:O flz)e € da., (3.4)
E sua inversa serd dada por:

]' o Y €x
f@) = = | s, (3.5)

Observacao: Pelas condigcdes expostas anteriormente como: ser seccional-
mente continua, e a fungdo f possuir integral imprépria, podemos dizer que a Transfor-
mada de Fourier é bem definida em todos os pontos £. Mas estas condi¢gées nédo séo
estritamente necessarias, ou seja, existem funcdes que nao satisfazem estas condi¢des
mas a Transformada de Fourier delas esta bem definida.

Exemplo 6 Suponha um certo a > 0, e seja:

{ f(x) = V2r(20)7, |a] > a
flz)=0,|z| >a

1 e 21 o 1 1 o
3¢ = = e e = / e / e v dx
Vor J-a 2a — 2a 2a J—oo

Como a integral é em x, entdo os termos diferentes de x, sdo constantes. Logo
podemos separar e resolver por substituicao por v € du. E tomamos ¢ = €.
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1-77/a
q:(x} =0

f(x) =0

fx) = 0

Figura 13 — Exemplo 6: Fungao f(x)

() = 1 /OO e 0 dy = 1 /OO e_mdxi /OO e —du L /OO e"du = oo —» diverge
2a J-c 2a J-co a J-—oo c 2ac J—co
Desta forma, devemos integrar dentro do limite fechado [—a, al, para ser diferente
de oco. Assim, vamos tomar um intervalo simétrico, com respeito a origem e usando a
formula de Euler, temos que a integral de uma fung¢éo impar (isen(x)) teré resultado
nulo, e resulta somente na integral do termo par (cos({z)). Com isso podemos integral
somente a metade no intervalo de [0, a], como se expressa abaixo:

I(€) 1 /_aa e 0y = J(€) = 21 /a (cos(&x) — isen(En))dx

2a a J-—a

I(€) = 21 /Oa cos(&x)dx = sen(ag) (3.7)

a

ag

Figura 14 — Transformada de Fourier para os valores de a=1/2,1,2,3,4 - Dominio ¢

Assim, a fungéo da Transformada de Fourier 3.7 vai a zero, em % quando £ — o
e quando a = 0, temos que a funcao permanece limitada. A curva em roxo € dada para
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a = %, mais proximo da origem. Como os valores estdo em um intervalo de [—1,1] é
mais estreito no dominio x, vemos a curva na cor roxo mais larga no dominio &. A curva
na cor verde para a = 1, na cor lilds para a = 2, na cor azul para a = 3 e por fim na cor
laranja para a = 4. A curva na cor laranja esta mais afastada da origem no dominio de

x, € no dominio de £ é a mais estreita. Desta forma podemos concluir que o dominio de

¢ é inverso ao dominio de .

3.8

35

25

1,77

110,88
p

0,59
40744
L

5 1 15 25 35 4

Figura 15 — Exemplo 6 para valores de a=1/2,1,2,3,4 - Dominio x
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4 APLICAGCAO PRATICA

As ondas de radio sdao um tipo de radiacdo eletromagnética com um com-
primento de onda especifico para transmitir informacdées em longas distancias. Os
comprimentos de onda A variam de 10 quildbmetros a 1 milimetro. As distancias ma-
ximas dependem da frequéncia utilizada, que varia de 30KHz a 300KHz para ondas
longas, 300KHz a 3MHz para ondas médias, 3MHz a 30MHz para as ondas curtas,
30MHz a 300MHz sao as micro-ondas. No quadro 1, listamos as principais estacoes
de radio homologadas e ativas na regido metropolitana de Belo Horizonte, que operam
na Banda de [87, 1; 107, 3]MHz. A partir das frequéncias listadas abaixo, vamos aplicar
o arcabouco tedrico apresentado anteriormente.

Quadro 1 — Distribuicoes das Frequéncias de Estacoes de Radios FM Homologa-
das em Belo Horizonte

Nome Frequéncia (MHz) | Ordem
Radio Nacional 87,1 1
Faixa Comunitaria 87,9 2
Transamérica 88,7 3
BandNews FM 89,5 4
Show FM 90,3 5
Radio Aleluia 90,7 6
Radio Super 91,7 7
Liberdade FM 92,9 8
Alvorada FM 94,9 9
Radio ltatiaia 95,7 10
Clube FM 96,5 11
Nossa Radio 97,3 12
Radio 98 FM 98,3 13
Jovem Pan FM 99,1 14
Rede Aleluia 99,9 15
Inconfidéncia FM 100,9 16
BH FM 102,1 17
CDL FM 102,9 18
Extra FM 103,9 19
Radio UFMG Educativa 104,5 20
Antena 1 105,1 21
CBN Belo Horizonte 106,1 22
Auténtica Favela FM 106,7 23
Radio Educativa Cultura FM 106,9 24
107 FM 107,3 25

Fonte: tudoradio © tudoradio.com
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Pela definigdo 1 vamos tomar ¢ = 27 como o periédo fundamental, vamos
inicialmente esbocar o grafico de uma funcao senoidal para uma frequéncia de 1Hz. Isto
significa 1 ciclo (uma oscilagdo) por 1 segundo, neste grafico analisamos a amplitude
do sinal em fung¢ao do tempo.

1

051

Amplitude

-05¢

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo

Figura 16 — Grafico de uma Funcao Senoidal de 1Hz no Dominio do tempo

Ao esbocarmos 0 mesmo grafico analisando a amplitude do sinal em fungéo da
frequéncia, teremos:

Figura 17 — Gréfico de uma Funcao Senoidal de 1Hz no Dominio da Frequéncia

Se tomarmos uma frequéncia de 100Hz, significa 100 oscilagdes em um se-
gundo, contudo estamos trabalhando com frequéncias na ordem de 10°Hz, ou seja,
1.000.000 oscilagdes em um segundo. Entdo para a terceira frequéncia no quadro 1,
teremos A = sen(2w88,7-10%(1)).

t L ! 1,12-1078 d
= === = . segunaos
PTFTRR 108 g

Podemos perceber as dificuldades para analisar as duas leituras na mesma
tela. Ao observar a ordem de grandeza dos periodos, a terceira frequéncia no quadro
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2E-9 4E-9 1.2E-8 1.4

Figura 18 — Grafico de uma Funcao Senoidal para Frequéncia 88,7MHz

tera 88.700.000 oscilacao enquanto a frequéncia de 1Hz tera somente uma oscilagao.
Ja para a frequéncia majorante neste intervalo [87, 1; 107, 3]MHz teremos um periodo
fundamental de t,5 = 9,31 - 107° segundos que ainda é menor que o periodo da
primeira frequéncia neste intervalo. Ou seja, cerca de 1,20 vezes menor, desta forma
estas diferencas de tempo em cada frequéncia impossibilita analisar um conjunto de
frequéncias com ordens de grandezas diferentes em uma mesma tela.

N N

Figura 19 — Comparacao de Quatro Frequéncias distintas do FM

No grafico 19 plotamos 4 frequéncias sendo em roxo 107,3MHz, em verde
99,9MHz, em azul 94,9MHz e em lilas 88,7MHz, a maior frequéncia f = 107, 3MHz em
roxo tem o menor comprimento de onda \y5, ja @ menor frequéncia f = 88, 7TMHz tem o
maior comprimento de onda \s.

Estas dificuldades para analisar no dominio do tempo podem ser facilmente
superadas, ao analisar no dominio da frequéncia. Isto porque nas abscissas nas quais
até o momento tém os valores de tempo de forma crescente, sera convertido para o
dominio da frequéncia e também tera um comportamento crescente. Com isso, ao
comegar uma leitura espectral, as primeiras frequéncias, as mais baixas estardo no
inicio, e ao avancar no sentido crescente dos elementos do dominio, iremos navegando
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para as frequéncias mais altas, isto sem distorcer a imagem e/ou necessitar de ajustes
constantes.

Para esta conversao dos dominios utilizamos a Transformada de Fourier 3.4,
vamos chamar a variavel = da equag¢ao como o tempo ¢, e £ como frequéncia angular
w = 27 f, para podermos fazer a conversao dos dominios.

e 88y — S(w

/(22

)—\/;—W/j;f( \/%/ F(t)e " dt (4.1)

Vamos tomar inicialmente uma frequéncia fora do escopo do quadro 1, por
exemplo a frequéncia f = 170,2MHz, e para esta frequéncia temos o periodo e seu
grafico no dominio do tempo.

0.5

=9 0 2E-9 4E-9 -9 SE-9 1E-8 121

Figura 20 — Grafico no Dominio do Tempo para 170,2MHz

1 1 -9 -9
t:?:m:5,87 N5,910 Segundos
Agora calculamos a Transformada de Fourier para a fungao A = sen(27170,2 -
10%¢).
S(w) / sen(wot)e” "' dt 4.2
3( /_277 (4.2)

Pela definicdo 3 podemos escrever a exponencial. Como a frequéncia esta
fixada, vamos usar wy, = 170,2MHz como argumento do seno.

—iwot

e = cos(wot) — isen(wot)

twot

e"" = cos(wot) + isen(wyt)

Logo: w0t — e=iwot — 9jsen(wpt).
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(x t —L’wtdt / —zwt ngt _ —twot dt
I(w) \/ﬂ/ sen(wy sz e o]
Cx —zwt zwot _ ,—twot dt _ / e—iwteiwotdt+
S(w) 2\/27r/ e N
—zwt —zwotdt —1 5 . 5
=/ J = 5160w = wo) + 0w + w)
F(w) A

Figura 21 — Grafico no Dominio da Frequéncia para 170,2MHz

A expressao [d(w — wy) + 6(w + wy)] € conhecida como Delta de Dirac, mate-
maticamente é uma funcao impulso unitério, cujo o valor da integral neste impulso é 1.
Essa fungéo caracteriza um evento que ocorre em curto intervalo de tempo, que possui
alta energia em um instante muito pequeno de tempo. [4]

Com a conversao € possivel separar 0s sinais que estao agrupados para analises
individuais em cada frequéncia, por exemplo pode-se separar a frequéncia portadora
de um sinal da frequéncia dos sinais de dados. Abaixo temos uma imagem coletada
em um equipamento de varredura, para a mesma frequéncia calculada.

170.245138 MHz

10.0 dBm 10.0 di

Figura 22 — Grafico no Dominio da Frequéncia para 170,2MHz - Empirico
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Desta forma é possivel calcular a Transformada de Fourier para cada frequéncia
no quadro 1. Com isso, as frequéncias serdo apresentadas de forma crescente e
individualizada. Entdo cada frequéncia sera um pulso na tela.

Figura 23 — Leitura do Espectro FM

Conforme enumerado na imagem e no quadro 1, em cada pulso podemos
expandir a frequéncia e fazer uma analise individualizada, pesquisando algum sinal de
ruido e ou interferéncia.

Figura 24 — Leitura do Espectro FM - Expandido em duas Frequéncias

Este tipo de anélise ndo seria possivel de realizar no dominio do tempo, porque
as frequéncias estariam sobrescritas, e dependendo da ordem de grandeza algumas
nem seriam plotadas. Porque em FM estamos trabalhando com a ordem de 10°Hz,
ja para as frequéncias de 5G estaremos trabalhando com a ordem de 10'°Hz. Entao
exigiria mais tempo de varredura e ajustes na linha de tempo, para cada ordem de
grandeza.
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho foi elaborado em capitulos e segbes, sendo estruturado de
forma descentralizada, no qual cada capitulo e se¢éao detalhou todos os elementos ne-
cessarios para explicar cada conceito e justificar os argumentos expostos. Desta forma
o texto se completa com a aplicagdo dos conhecimentos expostos, em comparacao
com medicoes realizadas em campo, para o espectro eletromagnético das frequéncias
moduladas F'M.

Apresentamos no capitulo 4 a aplicagao pratica da Transformada de Fourier
e as facilidades de compreensao, que seria inviavel em uma anélise no tempo pelos
motivos apresentados no capitulo anterior.

Portanto todo o conteudo introdutério € uma base para apresentar a Transfor-
mada de Fourier. Entdo iniciamos com as Séries de Fourier, desde a sua motivacao
inicial, argumentacéo teédrica, condi¢cdes de convergéncia até os exemplos.

As Séries de Fourier se mostraram muito Uteis para a conversao de fungdes com
alto grau de complexidade para trabalhar integrais, derivadas, e também manipulagoes
em geral, em séries que permitem céalculos mais faceis. Todavia, as Séries de Fourier
possuem a limitagdo para sinais peridédicos, no corpo do texto trabalhamos com o
periodo [—L, L], e do ponto de vista pratico, encontramos na natureza sinais nao
periodicos e periédicos. Isto porque mesmo que um sinal possua a caracteristica
oscilatoria, para utilizarmos as Séries de Fourier deve ter duracao definida para uma
soma discreta, e muitas vezes, necessitamos expandir esse intervalo em uma soma
continua.

Observando as frequéncias relacionadas no capitulo 4, no dominio do tempo
se estendem a intervalos muito curtos com grandes oscilacdes. Entdo se selecionar-
mos uma janela especifica, estariamos analisando o sinal em um intervalo continuo,
tendendo-se ao infinito pelo quantidade de amostras.

Para contornarmos esse problema, expandimos o periodo 2L, com L — oo, €
conceituamos as Transformadas de Fourier que é muito utilizada nos equipamentos
Correlacionadores Omni-Espectral de Frequéncias. Este recurso pode representar
sinais por uma soma infinitesimal de exponenciais complexas, ou seja, uma soma de
senoides na qual a principal diferenca € a sua aplicagao em sinais nao periédicos ou
soma em uma intervalo continuo. Estes sinais possuem as variagdes em diferencas
muito pequenas de forma infinitesimal.

No quadro 1 trabalhamos com frequéncias da ordem 10°Hz, mas em varreduras
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espectrais estes valores somente aumentam, e os comprimentos de onda A que
citamos no capitulo anterior, da ordem de 10~?m, tendem a nimeros sempre menores
(oscilacdes infinitesimais).

Desta forma, a grande vantagem nestas anadlises por Transformadas de Fourier
se deve ao fato de alteramos o dominio do tempo que € extenso tendendo ao infinito,
para um unico sinal no dominio da frequéncia que limita a um intervalo especifico
e limitado. E, com isso, possibilita analisar um espectro de O0Hz a 30GHz somente
navegando no eixo das abscissas (eixo das frequéncias), proporcionando analise de
diversas frequéncias em uma mesma tela, e ou expandir o intervalo desta frequéncia
para observar comportamentos deformatdrios e ou sinais clandestinos de interferéncia.

A Transformada de Fourier trabalha no espectro continuo, como as Séries de
Fourier possuem periodo de duragdo z[t] discreto, o método utilizado foi estender
este periodo para [—oo, 0o]. Com isso nao faz muita diferenga se o sinal analisado
€ periédico ou néo, porque um sinal com periodo 200 pode ser entendido como um
sinal ndo periédico. Pela imagem abaixo podemos determinar o periodo, sendo a
amplitude maior no centro de duas amplitudes menores. No grafico observamos um
sinal periddico, entdo com o janelamento podemos separar um intervalo para fazer a
conversao para o dominio do tempo.

Figura 25 — Gréfico de um Sinal Continuo da Transformada de Fourier para [0, 27]

Apesar da conversao dos dominios possibilitar uma facilidade na leitura das
frequéncias, se for preciso fazer uma analise mais intrinseca a partir de sinais ja
coletados, o desconhecimento da equacao que gera o sinal tornaria dificil determinar
de forma analitica (as integrais e os somatorios que produzem o espectro), entdo a
partir de uma leitura fazer o caminho inverso e voltar para o dominio do tempo pode
ser uma tarefa complexa.

Portanto, nesse texto focamos em estudar as Séries de Fourier e a Transfor-
mada de Fourier, apresentando conceitos, caracteristicas e aplicacao. Contudo, esse
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conteudo foi introdutério e j& serve como base para a analise e a interpretagdo em um
equipamento de varredura espectral, como também para o melhor entendimento sobre
as imagens coletadas e apresentadas na tela do equipamento.

Sendo assim, em um segundo trabalho vamos expandir para as Transformadas
Discreta de Fourier TDF, que explica como os computadores processam um sinal ou
como o0s equipamentos de varredura processam cada frequéncia detectada. Qualquer
meio computacional trabalha somente com sinais discretos, e como podemos recuperar
um sinal discreto z[n] de um sinal desconhecido z(t). Para isto, € necessério técnicas
eficazes e eficientes para determinar as Transformadas de Fourier a partir de qualquer
sinal, adquirido de forma empirica.

Ao tomarmos um sinal qualquer, devemos buscar uma amostra, ou seja, to-
mando este sinal em um periodo ¢, ao retirarmos uma amostra vamos utilizar ¢t/n onde
n € N*. Em seguida o sinal é analisado em um tempo de analise, que € a janela de
amostragem.

Outra técnica que sera trabalhada em outra oportunidade sera a Transfromada
Rapida de Fourier, que reduz o numero de operag¢des buscando o mesmo resultado.
Se observarmos que a FFT teve inicio com aplicacdo em massa a partir de 1960, os
dispositivos tinham um poder de processamento considerado baixo se comparado ao
atual. Atualmente, mais de 60 anos depois do seu inicio, com equipamentos menores e
alto poder de processamento a FFT é muito usada em diversas areas da Engenharia.

A FFT foi idealizada para tornar a TDF mais eficiente, segundo seus criadores
J.W. Cooley e J.W. Tukey, que trabalhava na IBM durante a Guerra Fria e tinha como
objetivo principal criar equipamentos portateis capazes de fazer leituras espectrais. De-
senvolveram entdo um conjunto de algoritmos capaz de realizar as mesmas operagdes
da TDF, de forma mais eficiente. Desta forma a FFT ndo é uma transformada nova,
sendo somente uma forma mais eficiente de trabalhar com a TDF.
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