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Resumo

O estudo de fluidos cldssicos pode ser realizado por meio de varias técnicas, tais como: dinamica
molecular, teoria do funcional de densidade clédssica ou por meio da solu¢do de equagdes in-
tegrais. Uma equacdo integral comumente encontrada na literatura foi determinada por L. S.
Ornstein e F. Zernike em 1914 no trabalho intitulado “Desvios acidentais da densidade e opa-
lescéncia no ponto critico de uma substancia simples”. Esta equag¢do tem como incdgnitas as
funcdes de correlagdo total, h(r), e direta, C'(r). Portanto, resolver esta equagdo demanda
o conhecimento de uma relacdo adicional entre estas fungdes, denominada relagdo de fecho.
Neste trabalho serd dada atencdo a solug¢do deste problema. As relagdes de fecho de Percus-
Yevick (PY) e Hypernetted-Chain (HNC) serdo apresentadas, uma vez que estas sao importan-
tes e amplamente utilizadas. Duas relacdes de fecho mais gerais serdo propostas, para as quais
se obtém PY e HNC como casos particulares. Entao serdo discutidos os modelos de esferas
rigidas e do liquido de Lennard-Jones, apresentando-se novas relagdes de fecho tanto para se
aprimorar os resultados para a func¢do de distribuicdo radial, g(r), no caso de esferas rigidas
quanto para se obter resultados termodinamicamente consistentes considerando-se o potencial
de Lennard-Jones. Também serd apresentado neste trabalho um método de solucdo indireta para
este problema utilizando-se a Rede Neural de Hopfield (RNH) e dados experimentais para o es-
palhamento de néutrons. O método da RNH ainda serd generalizado utilizando-se o conceito da
derivada de Gateaux. Por fim, uma proposta recente para redes neurais, denominada Physics In-
formed Neural Networks, também serd aplicada tanto na solu¢ao do problema direto (solugdo da
equacdo de Ornstein-Zernike) quanto no problema inverso (obtengdo de g(r) a partir de S(q))
discutidos neste trabalho. Apesar dos fundamentos da teoria estarem presentes em livros sobre
o0 assunto, todos os conceitos e deducdes necessarias serdo apresentados ao longo dos capitulos

deste trabalho de modo que o leitor ndo necessite de busci-las em materiais externos.

Palavras-chave: Equacdo de Ornstein-Zernike; Percus-Yevick; Hypernetted-Chain; Relacdes
de fecho gerais; Fungdo de Mittag-Leffler de dois parametros; Rede Neural de Hopfield; Deri-

vada de Gateaux; Physics Informed Neural Networks.



Abstract

The study of classical fluids can be carried out by different techniques, as for example: mo-
lecular dynamics, classical density functional theory or integral equations. One of the most
successful integral equation was obtained in 1914 by L. S. Ornstein e F. Zernike and published
in the paper “Accidental deviations of density and opalescence at the critical point of a single
substance”. This equation connects the total and direct correlation functions, h(r) and C(r).
However, solving this equation requires the knowledge of an additional relation between these
functions, which is called a closure relation. In this work it will be given attention to this pro-
blem. The Percus-Yevick (PY) and Hypernetted-Chain (HNC) closures will be presented, since
these are very important and wildely applied in sciences. Then, two general closure relations
will be proposed, for which PY and HNC are special cases. The hard sphere and Lennard-Jones
fluids will be discussed, developing new closure relations that improves results for the radial
distribution function, g(r), for hard spheres and to acquire thermodynamic consistent results
using the Lennard-Jones potential. Also, an indirect method for solving the Ornstein-Zernike
equation will be given in which the Hopfield Neural Network (HNN) is used along with ex-
perimental results for neutron scattering process. This method is further generalised using the
Gateaux derivative definition. Them, a recent proposal for neural networs, called Physics In-
formed Neural Networks, will be used to carry out both direct (solution of Ornstein-Zernike
equation) and inverse (acquisition of g(r) from S(q)) problems discussed previously in this
work. Although the theoretical background is given in several textbooks, all definitions and
deductions necessaries in this work will be presented through the chapters so the reader will not

need to search for these concepts in an external material.

Keywords: Ornstein-Zernike equation; Percus-Yevick; Hypernetted-Chain; General closure
relation; Two parameter Mittag-Leffler function; Hopfield Neural Network; Gateaux derivative;

Physics Informed Neural Networks.
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1 INTRODUCAO

O estudo de fluidos tanto por meio de simulacdes quanto por abordagens tedricas, po-
dendo ter ou ndo conexao direta com dados experimentais, é de grande importancia em diversas
areas da fisica[l], quimica[2], biologia[3] e engenharia[4]. Os métodos utilizados na termo-
dindmica estatistica para o estudo de fluidos e materiais ndo ordenadados teve, e ainda tem,
grande influéncia de uma série de trabalhos publicados por George Stell ao longo de sua vida.
Entre eles cita-se: expansdo de séries de cluster para fluidos em equilibrio,[5] obtencdo de
constantes dielétricas para modelos de fluidos,[6] o desenvolvimento da aproximacdo com au-
toconsisténcia para Ornstein-Zernike[7] e o desenvolvimento do formalismo da teoria Replica
Ornstein-Zernike.| 8] Para mais detalhes dos trabalhos de G. Stell é recomendado a leitura da
referéncia [9].

Dentre os métodos tedricos utilizados para o estudo de fluidos pode-se mencionar a
teoria classica do funcional de densidade, uma revisao historica e desenvolvimentos recentes
podem ser encontradas na referéncia [10], e a teoria de equagdes integrais. Uma visdo geral
deste e outros métodos pode ser econtrada na referéncia [11], sendo a de maior sucesso aquela
proposta por L. S. Ornstein e F. Zernike.[12] A solu¢do deste problema é dada por duas funcdes
de correlacdo: a correlag@o de pares (também chamada de funcdo de distribui¢do radial), g(r),
e a correlagdo direta, C'(r). Entretanto, para se resolver este problema uma relagéo adicional,
chamada de relagdo de fecho, conectando estas duas fungdes € necessdria e a precisdo dos
resultados ird depender desta aproximacgao.

A importincia da equacdo de Ornstein-Zernike é evidente devido as aplicacdes desta
em diversos campos de pesquisa. Para exemplificar, pode-se citar alguns trabalhos recen-
tes publicados no estudo de plasmas contendo particulas com dimensdes de micrometros e
nandmetros,[13] solu¢des coloidais,[14] processos de solvatagdo[15] e os efeitos dos graus de
liberdade rotacionais da d4gua em suas propriedades, como por exemplo a quebra das ligacdes
de hidrogénio para altas temperaturas rotacionais.[16]

Outro importante aspecto a ser levado em conta diz respeito as consisténcias termo-
dindmicas. Como as mesmas propriedades podem ser calculadas utilizando-se g(r) ou C(r),
ambas as fungdes devem resultar no mesmo valor numérico. O trabalho pioneiro que abriu ca-
minho neste sentido foi publicado por J. S. Hgye e G. Stell[17] no qual os autores analisam as
grandezas termodinamicas pelo modelo da Aproximacdo Esférica Média para liquidos simples.

Mais recentemente, trabalhos onde a consisténcia termodinamica pode ser garantida pelo ajuste
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de parametros na relacdo de fecho foram prublicados por Y. Ebato e T. Miyata,[18, 19] T. Lu-
chko e T. Tsednee[20] e F. S. Carvalho e J. P. Braga.[21] Nestes trabalhos citados os parametros
foram ajustados de modo a se garantir a consisténcia na pressdo. No trabalho de T. Luchko e T.
Tsedenee ainda sao avaliadas outros tipos de consisténcia como, por exemplo, a consisténcia de
Gibbs-Duhem e a independéncia do caminho para o potencial quimico, que pode ser avaliada
por meio da condicdo de Kast.[22]

Apesar dos avancgos feitos nos trabalhos mencionados acima representarem progressos
tedricos importantes, eles ainda possuem a restricao imposta pelas relacoes de fecho e do poten-
cial modelo considerado. Para superar esta ultima dificuldade, foi proposto recentemente por
K. Amano e colaboradores[23] um método livre de um potencial modelo para se obter a fungdo
g(r) a partir de dados experimentais para espalhamento de néutrons retornando, como con-
sequéncia, a energia potencial necessaria para se obter os resultados experimentais. Entretanto,
esta abordagem ainda depende da relacdo de fecho considerada. Outra metodologia contor-
nando ambos os problemas foi proposta por F. S. Carvalho e J. P. Braga,[24-26] onde utiliza-se
a Rede Neural de Hopfield (RNH) para se obter as solu¢des para a equacao de Ornstein-Zernike
a partir de dados experimentais para o espalhamento de néutrons.

Os trabalhos mencionados até aqui tratam somente de fluidos atdmicos de um com-
ponente. Porém, a equagdo de Ornstein-Zernike pode ser generalizada para misturas de mais
particulas com e sem carga. Para particulas carregadas pode-se resolver o problema no estudo
de liquidos i0nicos ou eletrdlitos perto de uma parede carregada,[27] permitindo a modela-
gem de sistemas em contato com eletrodos. Exemplos recentes de trabalhos tratando solucdes
eletroliticas por meio da equacdo de Ornstein-Zernike podem ser encontrados na literatura
como, por exemplo, o estudo de solucdes de eletrdlitos assimétricos em duas dimensdes,[28]
aplicacdes para um modelo de ion-dipolo,[29] célculo de propriedades termodinamicas[30, 31]
ou para explicar a ordem orientacional de longo alcance induzida por fons em dgua.[32]

O estudo de fluidos moleculares também € possivel pela extensao da equagao de Ornstein-
Zernike denominada Modelo de local de interacdo de referéncia (RISM, abreviado em inglés).
Esta teoria foi utilizada para se estudar a interagao do aminodcido L-prolina em solu¢do aquosa
com NaCl diluido,[33] para estimar a energia livre de ligagdo de cations imidazolio com anions
cloreto em liquidos i0nicos a base de imidazodlio,[34] para obter a estrutura de solvatacido de
uma solucgdo eletrolitica comum em baterias de ions de litio[35] e para fornecer o input ne-
cessario para se resolver a equacdo de Smoluchowski para a aquisicdo da fungao de distribuicdo
radial dependente do tempo.[36]

As solucdes para a equacao de Osntein-Zernike também possuem importancia em outras
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teorias como na Teoria do Funcional de Densidade Classica, onde o funcional para a energia
livre de Helmholtz de excesso pode demandar o conhecimento da fun¢do de correlacdo direta
para o fluido uniforme.[37, 38] As fun¢Oes de distribui¢do radial parciais em uma mistura po-
dem ainda ser utilizadas na teoria de solu¢des proposta por J. G. Kirkwood e F. P. Buff.[39]
Desta forma, o desenvolvimento de aproximagdes mais precisas ou de novos métodos para a
solucdo da equagdo de Ornstein-Zernike € de extrema importancia.

Este trabalho serd apresentado em duas partes. Na primeira, constituida por quatro
capitulos, apresenta-se o desenvolvimento tedrico necessdrio para o entendimento natural dos
resultados apresentados na segunda parte. Apesar da teoria estar presente em diversos livros,[40—
43] optou-se por fazer uma revisdo geral de modo detalhado, apresentando as dedugdes passo
a passo e organizando o assunto sequencialmente, de modo a facilitar o entendimento do leitor.
A segunda parte é constituida pelos capitulos: cinco, onde sdo apresentadas as generalizacoes
para as relacoes de fecho PY (gPY) e HNC (gHNC) e o caso particular para a funcao de Mittag-
Leffler de dois parametros € analisado; seis, no qual duas relagdes de fecho sdo propostas para
o modelo de esferas rigidas; sete, onde uma nova relagdo de fecho proposta € utilziada para se
obter a consisténcia termodindmica na pressado; oito, no qual a Rede Neural de Hopfield (RNH)
¢ aplicada para obtenc¢@o das fungdes de correlacdo a partir de dados experimentais; nove, onde
a derivada de Gateaux € utilizada para a obtencdo da generalizagdo para a Rede Neural de
Hopfield, denominada de Rede Neural de Hopfield-Gateaux (RNHG); dez, no qual aplica-se as

Physics Informed Neural Networks para a obtencdo de funcgdes de correlacao.
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2 FUNCOES DE CORRELACAO

2.1 Introducao

As fungdes de correlacdo desempenham um papel muito importante para o estudo de
fluidos, pois a partir destas sdo obtidas informacdes estruturais do sistema e calcula-se as pro-
priedades termodinamicas.[1, 2] No entanto, para a obtencdo de tais fun¢des sdo necessarios
conceitos da termodinamica estatistica.

Como experimentalmente ndo se tem o controle das caracteristicas microscopicas do
sistema, € necessdrio se considerar todos os estados possiveis afim de se determinar as proprie-
dades termodinamicas do sistema macroscopico. Como consequéncia disto, em termodinamica
estatistica estuda-se um sistema real considerando-se um conjunto de cdpias deste onde cada
uma representa um estado energético e configuracional possivel. Desta forma, as caracteristicas
destas cOpias irdo depender do sistema de interesse.[3] Neste trabalho sera considerado um
ensemble candnico, ou seja, aquele onde cada cépia possui temperatura, volume e nimero de
particulas fixos. Um tratamento andlogo pode ser desenvolvido para o ensemble grand candnico
para aquisi¢ao de resultados andlogos, que irdo depender do potencial quimico e conter a soma
sobre o nimero total de particulas presentes no sistema.

Neste capitulo serd introduzido o conceito de densidade de probabilidade, juntamente
com defini¢Oes para algumas funcdes de correlagdo. Entdo, os resultados obtidos serdo revis-
tos para o caso particular de um sistema monoatdmico isotrépico. Por fim, serd discutido a
representacdo das fungdes de densidade de um e dois corpos como fung¢des J, uma vez que esta
representacdo € importante para a deducdo para o fator de estrutura estatico que serd introduzido

no proximo capitulo.

2.2 Funcao densidade de probabilidade

A probabilidade de se encontrar um dado sistema com energia €; no ensemble candnico

¢ dada por[3]
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p— 2.1)
D€ BT

a soma no denominador é denominada funcdo de particdo e garante a normalizacdo da proba-
bilidade quando somada sobre todas as energias possiveis para o sistema. De modo andlogo,
defini-se a probabilidade cldssica de se encontrar N particulas idénticas com momento, p, €

posi¢des, r, no elemento de volume do espago de fases dado por dp”dr", incluindo-se os

efeitos quanticos por meio da insercdo do termo N!h*Y, como[2]
L G e
dpM(pN Ny =& P ar 22
a2 M)

sendo h a constante de Plank e 7y = W [ e " FT dp"dr" a fungdo de parti¢do. Por-

tanto,

_HEN .M
e FT  dpNdrl

dp™ (pN ) = (2.3)

_HENN)

f e kgT de drN
E possivel definir a probabilidade de encontrar o sistema em determinada configuragdo

espacial independentemente do momento das particulas integrando-se sobre p”'. Notando que
2

NN N p? N _HEN ) N -l _vel
HpYx")=>" 5=+ V(r")eportantoe  *7 =1ILL e *57" x e *5T ,logo
_V(rN>d N
kT
dp™M (M) = T (2.4)

[ e FBT drN
A integral no denominador é chamada de integral de configuracdo, (). Pode-se ainda
definir uma probabilidade reduzida de se encontrar um subconjunto de n particulas em uma
dada configuracdo independentemente das posicdes das demais particulas. Para se obter este

resultado, integra-se sobre as coordenadas das N — n particulas restantes:

_vat)
dp(”)(r”) _ dridry ... dr, f e BT dr,yq...dry 2.5)
Qn
Entao pode-se definir como fun¢do densidade de probabilidade especifica:
L d
kT
ey = L& T drn 2.6)

Qn

A equacdo (2.5) descreve a probabilidade de achar simultaneamente a particula 1 no
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volume dry, 2 no volume dr,, e assim por diante até a particula n. Entretanto como as particulas

sdo indistinguiveis, pode-se ter qualquer uma das N particulas em dr;, N — 1 em dro, ...,

N —n + 1 em dr,. Portanto, tem-se ﬁ possibilidades andlogas e a probabilidade para que

n particulas estejam em determinada configuragdo €, entdo, dada por

v(N)
) ron N!  drydry...dr, [e #57 drp;q...dry
dpy? (x") = ) o .7

Desta forma pode-se definir uma fun¢do densidade de probabilidade genérica de n cor-

pos, também denominada de fun¢do de densidade de n corpos, como

v(eN)

N [e ®BT dr,qy...dr
(n) (v — (0) (vny — n+l N 2.8
P = 00 = o 28)
Outra definicao adotada comumente € da fungdo de correlagdo de n corpos,
(n) (pn
(") = P ") (2.9)

P (r1)p(rs) ... p(xy)
Para o caso de n = 2 a equacdo (2.9) representa uma importante propriedade estrutural
de interesse tedrico e pratico denominada funcdo de distribuicdo radial, g(r;,ry). Associada a

esta definicdo tem-se a fun¢ao de correlagdo total dada por

h(ri,rs) = g(ry,ry) — 1 (2.10)

Outra definicdo importante € a funcao de correlacdo indireta, dada por

V(rlarQ) = h(rlarZ) - C<r17r2> (211)

onde C'(ry,rs) € a funcdo de correlagdo direta, discutida mais a frente neste trabalho.

2.3 Sistema monoatomico isotrépico

Um sistema isotrépico € aquele no qual o potencial em torno de uma particula € si-
metricamente esférico, ou seja V(") = V(r¥ ¢V .0") = V(r"). Desta forma a fungdo de
densidade de um corpo, n = 1, i.e. a probabilidade de encontrar uma particula, j, em alguma

regido do espacgo independentemente das demais, pode ser escrita como
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U(ry,ra,..., rj,...rN)
e kpT dr1 Ce drj_ldrj+1 Ce dI‘N

QN

Pode-se transladar a origem para a particula j definindo-se[1] r'; = r;, 'y =11 — 1},

p(r) = N

(2.12)

r'y = ry — r; e assim por diante. Como a origem agora coincide com a posi¢do da particula j,

nao ha dependéncia do potencial nessa coordenada. L.ogo

7U(r1,r2 ,,,,, r]-,mrN)
QN = € kpT dI'l Ce drj_ldrjdrjﬂ Ce dI‘N =

_U(rll,rlg,...,rjil,rj+l ,,,,, r/N) , , , , ,
(& kT dI‘l...dI‘j_ldI'de'j_H...dI'N = (213)

_U(r’l,r/2 ,,,,, Tj_15Tj4 15 ' n) , , , ,
\% € kpT drl...drj,ldrjﬂ...drN

Sendo assim,

U(r/l,rlQ,.“,rj_l,rj_,'_l ..... r,N)

- kaT / /- /- /
p(l)(p)zﬁfe B drl...drj,ldrj+1...drN:p (2.14)
J V 7U(r’1,r/2,“.,rj_1,rj+1 ,,,,, r' ) :
(& kpT dI'/l Ce dr’j_ldr’j+1 . dI'/N

Ou seja, em um sistema isotropico a densidade de probabilidade para n = 1 coincide

com a densidade do sistema. Desse resultado retira-se para a funcado de correlagao de n corpos

p™(x™)

) (p7) = 2.15
g™ (r") o (2.15)

2.4 Representacao das funcoes de densidade de um e dois corpos em termos de uma

funcao o

Para alguns desenvolvimentos dentro da termodindmica estatistica de fluidos € mais
interessante representar as densidades de um e dois corpos como uma fungdo d. Da equagdo
(2.8) escreve-se para p!(r)

(1) N —BU(r,ra,....,rN)
p (r):Q— e T2 IN)dpy L dry (2.16)
N

A fungdo 0 possui uma propriedade quando integrada que pode ser exemplificada como
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Jo(r —ry)f(r1,ra)dridry = [ f(r,rs)dry. Desta forma pode-se escrever

N N
1
M) = E —/5 r —r;)e PUELr2tN) g dry L dry = E o(r —r; 2.17
P (r) ileN ( ) 1ara N i:1( ) ( )

onde (f) representa uma média no ensemble candnico da grandeza f. Desta forma pode-se
definir uma densidade microscépica como p(r) = SV | §(r—r;), de modo que p™(r) = (p(r)).

Para a densidade de dois corpos, tem-se

N(N -1 )
PP (rr) = NN -1 / e PUET TN ) gy dry (2.18)
Qn
Usando a fungéo 6,
NN
pP (r,r') = Z Z —/6(r —1;)0(r —1;)e PUEL 2N g ey L dry =
i=1 j#i <N

(2.19)
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3 FATOR DE ESTRUTURA ESTATICO

3.1 Introducao

O estudo da matéria condensada por meio da difracao de néutrons é uma abordagem co-
mum ha décadas e possuem importancia até nos dias atuais.[1-4] O resultado experimental para
a intensidade do espalhamento quando normalizado é denominado estrutura de fator estatico,
S(q), e este se relaciona com as fungdes de correlagdo ja discutidas. Esta conexdo entre uma
propriedade experimental e a teoria serd abordada em capitulos posteriores deste trabalho.

Esta fungdo € representada da mesma forma tanto para o espalhamento de néutrons
quanto para o de raios X. Porém, neste capitulo serd dada a deducgdo de S(q) considerando-
se o processo para o espalhamento de néutrons. Inicialmente serd apresentado a deducdo da
expressao para a intensidade do espalhamento. Entdo este resultado serd normalizado para a
obtencdo de S(q). Esta expressdo serd reescrita como uma transformada de Fourier, para uso
posterior neste trabalho, e por fim serdo apresentadas algumas aproximagdes para o caso de

misturas contendo dois, ou mais, componentes.

3.2 Relacao entre secao de choque e intensidade do espalhamento

Em um experimento de espalhamento de neutrons a interacdo ocorre com os nucleos da

amostra e o processo de espalhamento ocorre como representado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Representagdo para o processo de espalhamento.
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Esta interac@o pode ser descrita por meio do pseudopotencial de Fermi[5] de modo que

a secdo de choque diferencial é representada como[6, 7]

Z_gz =D bubpeiatrm) G-D

onde b; € o comprimento de espalhamento do i-ésimo atomo, se relacionando com a forca de
interacdo neutron-nucleo, r; € a posicdo do i-€simo dtomo e q € o vetor de onda (ou vetor
de difracdo) que carrega a informacdo da transferéncia de momentum no processo de colisdo.
Explicitando os termos para os quais m = n e tomando-se a média sobre as coordenadas

nucleares

N
@-HEelege) o
=1

m n#m
Pode-se simplificar este resultado tomando a média também sobre os comprimentos de

espalhamento. Tem-se para um sistema monoatdomico que([6]

(v2) = (b*)
3.3)
(bibj) = (bi) (b;) = (b)”

Na segunda linha da equacao (3.3) fez-se a suposi¢@o de que ndo ha correlagdo entre os

comprimentos de espalhamento de diferentes nicleos. Desta forma,

<%> = (1) + % ()’ <Z D) > (3.4)

m n#m
Associada a sec¢do de choque tem-se a intensidade do espalhamento, que é medida ex-

perimentalmente e representada por[7]

@) = (G5 ) + 0 - ¥ (3.5)

Ou seja,

I(q) = % (b)? <Z > eiq-<rn—rm>> + (b)? (3.6)
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3.3 Fator de estrutura

O fator de estrutura estitido, S(q), é definido como a intensidade normalizada pelo

termo (b)*, desta forma

a-torei{mge)-frpes) o

m n#Em

As somas da exponencial sobre as coordenadas nucleares na ultima igualdade repre-
sentam a transformada de Fourier da densidade microscépica, apresentada na secao 2.4, que é

definida como pq[6]

Pq = Z elarm = /Z S(r —1,,)e" 4" dr = /p(r)eiq'rdr (3.8)

Desta forma pode-se reescrever S(q) como

1
S(q) = <Npqp—q> (3.9)
3.4 Fator de estrutura como uma transformada de Fourier

O fator de estrutura serd utiliza na solu¢do de um problema inverso, mas para isso é

necessdrio continuar o desenvolvimento da equacao (3.7):

Sta) =y

)

m n#m

(3.10)

. % </ / DO @I — o — rm)drdr’>

m n#Em

Da equagdo (2.19) tem-se para um sistema isotropico que
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1 , ' 2 ‘ ,
S(q) =1+ N / / ey (p P drdr’ =1 + % //ezq'(r_r Jg(r,x')drdr’  (3.11)
Definindor” = r — 1/, tem-se

V 2 : " . 7
S(q) =1+ Tp 6“1'(1‘ )g(r”)dr” =1+ p/ezq(r )g(r//)dr// (312)

Reescrevendo g(r”) = g(r”) — 1 + 1, tem-se

S(q) =1+ ,0/ 9 [g(r") — 1] dr” + p/eiq”dz/eiqyydy/eiqzzdz =
1+ p/eiq'r,, [g(x") — 1] dr” + p(27)35(2)6(y)d(2) = (3.13)

1+p / ¢ [g(r") — 1] dr” + p(27)*5(q)

Desconsiderando o termo contendo a funcdo delta, que corresponde as particulas nao

espalhadas pela amostra,[6] e utilizando a defini¢cdo da func¢do de correlagdo total

S(a) =1+ pF {n(x")} (3.14)

sendo F { f} a transfomada de Fourier de uma fungio f.

Portanto, sabendo-se a func¢do de distribuicao radial para um sistema € possivel prever
um resultado que pode ser medido experimentalmente. Mais adiante sera discutido como obter
g(r) e a funcdo de correlagdo direta (definida no préximo capitulo) a partir dos dados experi-
mentais de S(q). Apesar deste trabalho abordar fluidos, a equagdo (3.14) também ¢é vélida para

gases e solidos. A equagdo (3.13) ainda pode ser reescrita como

S(q) = 1+ 4mp /O T gl = 112 (Sinq(fr)> dr (3.15)

Notando que na equag@o (3.15) o produto escalar q - r foi reescrito como gr cos(6),
onde ¢ representa o angulo entre os dois vetores com mdédulos dados por g e . A equagdo
(3.12) pode ser estendida para sistemas de mais componentes, de modo que o fator de estrutura

estatico parcial fica

Sou(d) = 2,0, + x,,:z:“p/eiq'rgii)(r)dr (3.16)



36

com os indices v e y representando os componentes que constituem o sistema. Da mesma forma
¢ possivel calcular as func¢des de distribuicdo radiais parciais a partir dos resultados experimen-
tais para S,,,(q), que podem ser obtidos por meio de um conjunto de medidas onde a quantidade
de is6topos na amostra € variada.[8]

Outra forma de expressar o fator de estrutura estatico parcial para misturas foi apresen-

tado por T. E. Faber e J. M. Ziman[9] como

sin(qr)
qr
onde fator de estrutura estdtico total € dado por[10] S(q) = >_, >, c,c,bub, [Syu(g) — 1], com

Suulq) =1+ 4mp /00 r%(gyu(r) — 1) dr (3.17)
0

¢; correspondendo a fracdo molar.
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4 LIQUIDOS SOB EFEITO DE UM POTENCIAL EXTERNO

4.1 Introducao

A extencdo das funcdes estudadas até aqui para o caso onde ha a presenca de um po-
tencial externo € interessante, uma vez que ela permite a obtencio de equacdes conhecidas na
teoria de liquidos como, por exemplo, a equacdo integral de Ornstein-Zernike[1] e as relacoes
de fecho nas aproximacdes de Percus-Yevike[2] (PY) e Hypernetted-Chain (HNC).[3, 4] Além
disso, a abordagem feita neste capitulo introduz a utilizacao de derivadas funcionais no contexto
do estudo de liquidos.

A primeira relacdo apresentada serd o efeito da variacdo do potencial externo da funcao
de densidade de um corpo. Este resultado serd util na deducdo da equacao de Ornstein-Zernike,
que € obtida naturalmente ao se considerar a propriedade da derivada inversa que um funcional
deve obedecer. De posse da equagdo de Ornstein-Zernike € possivel obter a relacdo entre o fator
de estrutura estético e a fungdo de correlacao direta, que serd explorada em capitulos posteriores
deste trabalho. Por fim, a relacdo entre a funcdo de densidade de um corpo para um sistema de
N particulas na presenca de um campo externo e a funcdo de densidade de dois corpos para um
sistema contendo /V + 1 pariculas serd apresentada. Esta relacdo € de extrema importancia para
a derivacdo de relacdes de fecho no método proposto por J. K. Percus onde utiliza-se a expansao

em série de Taylor para funcionais.[5]
4.2 Variacao da densidade de um corpo com o potencial externo

Para entender o que € a derivada de um funcional, considere inicialmente uma funcao,
f, que dependa de um conjunto de variaveis x. A variacdo desta fun¢do é dada pela soma das

contribui¢des de cada varidvel. Ou seja,

df (x) = _ Fdu; (4.1)

onde F; = dﬁi’f). Como um funcional ird depender dos valores de uma fun¢do em todo um
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intervalo de coordenadas, podemos generalizar a equagéo (4.1) para um funcional A(x|y(x)),
onde y(x) € uma fungdo da variavel x. Portanto,

5A(zly(z)) = / " A(aly(2))Sy(x)da 42)

onde A'(z|y(x)) = %&g@). Mais detalhes podem ser encontrados na referéncia [6].
Iniciando-se a discussdo sobre sistemas sob efeito de um campo externo, considera-se

neste caso a energia potencial total como

Ur(x™) = U(x™) + Ue, (V) (4.3)
Utilizando-se este resultado na equacao (2.8), tem-se que
_UEN)+Uea ()
N!  Je BT dr,y,...dry 4.4)

(n) (yn —
P (x"|Uey,) =

(7 |Uec) (N —n)! QN

Considerando o potencial externo como U, = vazl u;, onde u; = u(r;), desenvolve-se

para a variacao da densidade de 1 corpo em relagdo ao potencial externo

N [e FT dry...d
5p( )(r1|Uea;) —5 fe i+zu¢r2 I'N _
6_ kT dI‘N
L Uty Uty
1 N [e #T 3 dudry...dry 1 N [e #7 dry...dry [e 8T 3 dude™
_Ut> w 2
kT [e *sT drN kT [fe_UZBZTZdI‘N}
4.5)

Explicitando o primeiro termo do somatério na primeira parcela do lado direito da igual-

dade, e notando os termos simetricamente equivalentes em relacdo a troca de coordenadas,

obtém-se
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U+ uy U+ uy

BT dry...dry 1 N(N-—1)[e *T dugdry...dry
U+> uy - kT U+3 uy T (4.6)

U+

U+ u +Xu
1 N [e #7 dr2 .dryN [e FT 5u2dr

_U+Eul 2
fe kT JdrV

Colocando —+—= em evidéncia e fazendo uma comparagdo com a equagdo (2.8) tem-se

N [e o dry...d

e BT drgy...dry

(l)(rlyUeﬂﬁ) =0 f EEZS TN -
e *BT dr

1
kT

[5u1p(1)(r1\Uw)+/(5u2p(2)(r1,r2]Uex)dr2 —p(l)(rl\Uex)/p(l)(r2|Um)(5u2dr2 =

1

7 [/ 5qu(1)(r1|Uex)5(r1 — Ty)dry +/5U2p(2)(r1,r2|Uez)dr2—
B

/ p<1><r1\Uex>p<”<r2|vex>5u2dr2] _

]C T /51,62 ( )<r1’Uem> (rl - r2) + P (r17r2’U€(L'> ,0(1)(1'1|Uex)0(1) (rQ‘Uex)] dI'2
B

4.7
Portanto,
5oV (r1|U.,
) 0 1)) )40 (0l U) 0 01Ue ) (1210) (48
2

4.3 A equacao de Ornstein-Zernike

Um resultado importante utilizado em diversas deducdes de equagdes conhecidas é a

inversa da equacao (4.8) e foi definida por Percus[5] como



1 (5U2 (5(1‘1 — 1'2)
- - e
kol 570 (U PO (a0~ 172
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4.9)

onde a funcdo de correlagdo direta, C(ry,rs), foi introduzida. No célculo funcional uma deri-

vada e sua inversa devem obedecer a relac@o[7]

/ 5p(1)(1'1|Uez) (Su(r) dr = 5(1‘1 - r2)

du(r)  0pW(ra|Ue)

Substituindo os resultados para as derivadas

/ [0 (01| Ue)8(x1 — 1) + p2 (21,2]Uss) — o0 (1] U)oV (Vi)

{ 5(rs — 1)

ey ~ Ot de = e =2

Desenvolvendo,

d(ry —r)

(1) RN TETI AN
/p (I‘1|Uex)5(r1 r)p(l)(I‘z’Uex)

dr — /p(l)(r1|U6x)5(r1 —1)C(rg,r)dr+

o(ry —r
[ ol [ 6 Clradr-

el )dr + /P(l)(r1IUez)P(l)(r|Uex)C(r27r)dr -

(1) U (1) Uep) —————~
/P (r1|Ueq) 0" (x| ef)p<1>(r2|Uez

PV (r1|Ues)d(r1 — 12)

2) (rlarQ‘Uea:)
pm (r2|Ues)

_ ,M P
P (r1|Ueq)C(ra,r1) + pW(ra|Uey)

- p(l)(r1|Uex)+

[ € [0 U)o 310) = 92 0 0{U)] e = 81— 1)

(1) (r1|Uez)0(r1—r2) -5

p
m
Como P<1)(r2|Uea:)

(r; — ry), tem-se

1

p(l)(r2|U ) [p(2)(r17r2‘er) o p(l)(r1|Uex)p(1)(r2|er)} =

p(l)(r1|Uex)O(r2:r1) + / C(rQar) [p(Q)(rhﬂer) - p(l)(r1|Uex)p(1)(r|Uea:)} dr

Usando o resultado

(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)
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P (1,15 |Uez) = pM (15| Ues) o (15|Ue) g (13,75 |Uer) (4.14)

tem-se

g(r1,r0|Usy) — 1 = Cl(ry,r1|Usy) + /p(l)(r]Uez)C'(rg,ﬂUem) [g(r1,x|U.y) — 1] dr  (4.15)

A equacdo (4.15) é uma generalizacdo da equacao usual de Ornstein-Zernike para liquidos
nao-homogéneos na presenca de um campo externo. Ou seja, esta equacao pode ser vista como
uma consequéncia direta do fato de que as equagdes (4.8) e (4.9) devem ser inversas uma da

outra. Para um sistema homogéneo na auséncia de um campo externo,

[g(r1,r2) — 1] = C(ra,ry) + p/C(rg,r) lg(ry,r) — 1] dr (4.16)

Como h(ry,re) = g(ry,re) — 1, tem-se

hlrias) = Cewir) + p [ Clesirhlen x)ar (4.17)

Que é a equagio integral de Ornstein-Zernike. E importante notar que por meio de
ferramentas do cdlculo funcional foi possivel obter uma generalizacdo para esta equacao para

sistemas ndo-homogéneos na presenca de um potencial externo.
4.4 Relacao entre S(q) e C(r)

No capitulo anterior foi obtido a relagdo entre o fator de estrutura estatico e a fungao de
correlacdo total. Agora sera demonstrado a relagio de S(¢) com a funcao de correlagdo direta.

Realizando a mudancga de varidveis[8] r = ro —r; € s = r — ry, reescreve-se a equacao (4.17)

h(r) = C(r) + p/C(r —s)h(s)ds (4.18)

Aplicando a transformada de Fourier de ambos os lados e utilizando a propriedade do

produto convolutivo
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F {h(r)} = F{C(r)} = pF {h(r)} 7 {C(r)} (4.19)

ou ainda

o F{h)
IO = T 7 oy

(4.20)

Utilizando-se .7 {h(r)} = % tem-se

S(g) —1
F{C(r)} = ——— (4.21)
=50
Explicitando a transformada de Fourier:
_iq S(g) — 1
C(r)e"¥dr = ——— (4.22)
/ ) pS(q)
ou ainda
* i S(g) —1
drp [ i), S@ -1 4.23
p [l o 423)

onde considerou-se que a fungdo C'(r) é esfericamente simétrica e, portanto, com dependéncia
no moédulo da distancia, r. Esta relacdo serd utilizada para resolver o problema inverso onde a

funcéo de correlacao direta é obtida a partir de dados experimentais para S(q).
4.5 Relagio entre pV(r|U.,) e p'® (r,ro)

Para a derivacdo das relacdes de fecho utilizando-se a expansdao em série de Taylor, a
relagio entre pV(r|U,,) e p®(r,ry) serd necesséria. Pode-se considerar como fonte do poten-

cial externo uma particula adicional posicionada na origem.[7] Desta forma, tem-se

N

N
UeatV) =) U(ri = 1) = Y _Un; (4.24)
i=1

i=1
Portanto, tem-se para a densidade de uma particula considerando o potencial como a

soma dos pares
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N N N
721':1 2554 Vig+2221 Uio

e kpT dry...dry
p(l) (rl |Um) =N f N SN U+, Uio (4.25)
[e” FpT dry...dry

Pode-se definir,

N N N N N
DD UG+ Uo=>_ > Uy (4.26)
=1

i=1 j>i =0 j>i
ou seja, tem-se um potencial para um sistema de N + 1 particulas. Multiplicando e dividindo
por (N + 1)QyL ;. tem-se

2o Ui
(N+1)N [e kT dry...dry

)
Q p (I'(),I'l)
PN (11| Ues) = S - ) (4.27)
(N+1) [e kpT dry..dry
QN+1

Portanto, tem-se que a funcdo densidade de um corpo para um sistema de N particulas
na presenca de um campo externo se relaciona com as funcdes de densidade de um e dois corpos

para um sistema de N + 1 particulas. Este resultado serd utilizado mais a frente neste trabalho.
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5 RELACOES DE FECHO

5.1 Introducao

Neste capitulo serd discutido sobre a obtencdo de relacdes de fecho para a solucio da
equacgdo de Ornstein-Zernike. Pode-se observar que na equagao (4.17) ha duas incégnitas, logo
serd necessario uma relacao adicional para resolvé-la. Esta € denominada relagao de fecho. Uma
das formas de se determinar uma aproximagao para esta relacdo consiste no uso da expansao
diagramatica.[1] Outro método de se obter estas aproximagdes foi proposta inicialmente por J.
K. Percus[2] e desenvolvida posteriormente por J. K. Percus e J. L. Lebowitz.[3] Este método
consiste na expansao em série de Taylor para funcionais.

Inicialmente serd definida a expansdo em série de Taylor para um funcional, que é
andloga a expansao para fun¢des. Em seguida serd apresentado em detalhes o desenvolvimento
para a obtencdo das relacdes de fecho de Percus-Yevick[4] e Hypernetted-Chain.[5, 6] Desta
forma, o embasamento tedrico necessdrio para o entendimento dos capitulos futuros € finali-

zado.
5.2 Expansao em série de Taylor para obtencao de relacoes de fecho

Considere dois funcionais, A(q|y) e B(q|t¢’). Denominando A de funcional gerador e
B de funcional independente, pode-se expandir A em em relagdo a B pela generalizacdo da

série de Taylor[2, 3, 7]

dA(qi|Y)

Al |v) = A(qn) + / [W

] [Blasl) — Blaw)] daa
o .1

52A(Q1|¢) B -
/ {5B(QQ|¢)5B(q3|¢)} wzo[B(%W) B(a2)] [B(as|v) — B(as)] dasdas + - ..

A derivada entre colchetes no segundo termo a direita pode ser calculada como
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SA(ly) _ [ 0A(@lY) dv(q)
0B (qalv) /(w(q) 5B(q2|¢)dq (5.2)

Dos resultados apresentados no capitulo anterior temos que as equagdes (4.8) e (4.9)
estdo relacionadas com as funcdes densidade de dois corpos (que se relaciona com a fungdo de
correlagdo total) e de correlacdo direta, respectivamente. Desta forma, utilizando-se os dois
primeiros termos da expansdo (5.1) é possivel obter relagdes entre as fungdes h(r) e C(r)
definindo-se os funcionais gerador e independente apropriadamente.

A seguir, serdo apresentados os funcionais necessdrios para se obter as relacdes de fecho

nas aproximagodes de Percus-Yevick e Hypernetted-Chain.
5.3 Relacao de fecho de Percus-Yevick

A obtencao de uma relacdo de fecho ird depender dos funcionais gerador e independente
escolhidos. Como mencionado por R. Balesco[7]: “uma engenhosidade considerdvel é reque-
rida nesta escolha”. Entretanto, algumas escolhas tem uma base fisica mais clara, de modo que
a defini¢do destes funcionais se torna uma tarefa menos trabalhosa.

No método proposto por J. L. Lebowitz e J. K. Percus[3] os vetores q sdo definidos como
as coordenadas atdmicas e ©» como o potencial externo. Desta forma o efeito de se “ligar”o po-
tencial externo no sistema pode ser avaliado fazendo-se a expansao em série de Taylor em torno
de U., = 0. Como mencionado por J. K. Percus[2] a funcdo dependente ndo necessariamente
precisa ser a densidade do sistema e a varidvel independente ndo precisa ser o potencial externo.

Para a obtencao do funcional gerador proposto por Percus afim de estabelecer a relacao
de fecho PY, utiliza-se a equagio (4.27) e o fato de p® (r;,r;) = pW(r;)pMV(r;)g(r;,r;) para

escrever

P(l)(I'l’Uem) = p(l)(rl)g(ro,rl) (5.3)

onde pV(r;|U,,) é a densidade de um corpo para um sistema de N corpos sujeito a um po-
tencial externo, p(!)(r) e g(ro,r1) sdo, respectivamente, a densidade de um corpo e fungio de
distribui¢do radial para um sistema contendo NV + 1 particulas. Aproximando-se o resultado de

g(ro,r1) se valendo do limite para baixas densidades, e #U (o1 escreve-se para p'V)(r;) que
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Em seu artigo, Percus definiu o funcional gerador A(r,|U.,) = pV(r1|U,,)efVTor) e
o independente como B(r|U.,) = p!)(r|U,,). Desta forma, o funcional gerador proposto por
ele neste caso representa a densidade de um corpo para um sistema de [NV + 1 particulas onde a
posicdo da particula adicional pode ser variada.

Da equagdo (5.4) ainda pode-se concluir que para U, = 0 tem-se a densidade de um
corpo para um sistema de /N + 1 particulas coincidindo com a do sistema de N particulas na
auséncia de um campo externo. Isto se deve ao fato de que, no modelo para o potencial externo
gerado por uma particula extra, fazer U,, = 0 é equivalente a consideracao de que esta particula

foi removida do sistema.

Para que a dedugdo fique mais clara, serd calculado primeiramente o termo [%] ,
ex UEIZO
sendo U, refere-se ao potencial externo total, Ue$(rN ).
A (1) BUo1
0A(r1|Ues) _ / 0p\ (r1|Uey)e OUes () Jr (5.5)
dB(rs|Ues) U (1) dpW(re|Uey)
Desenvolvendo o primeiro termo do produto
5pM (r1|U,, )ePlor §pW (rq|U., §ePUm
P Uee)e 2 _ o 80 _(0lew) ) 2 (5.6)
OUe(r) OUes (1) OUes(r)

Da equagdo (4.8), tem-se

5/0(1)(1'1‘(]6&:)

5Uex(1') =—p [p(l)(rlercc>5(I‘1 - I‘) + p(2) (I‘l,r‘Uez) — p(l)(I‘l!Uex)p(l)(I‘\Uez)] (5.7)

Para o segundo termo a direita, tem-se

565U01 _ BeBUm 5U(I’1 — I'o)
SU, (1) U (r — )

= pePY5(r) — 1) (5.8)

Portanto,

5p(1) (rl |Ue$)e/3U01
OUes (1)

= =" [pW (01U )8 (r1 — 1) + p? (r1,0|Ues) -

5.9
P (01| Un) p O (2] Un)] + B (21| U ) ™01 6(x) — 1) = (5-9)

—ﬁeﬁUOI |:p(2) (rlgr‘Uex) _ p(l) (I‘]_’Uem)p(l) (I“Uea:)]



De (4.9), tem-se
OUex (1) B

1 [ d(ry —r)
5p(1)(r2|Uea:) 5 1Y

D (rs|Uny) O(”’rw”)]

Assim,

St = [ - o] | SR - e ar =

g [P e = pVw0e V)] = [ [0 ) = 0O )] Clranyar

Comparando com a equagao (4.13), para U, = 0, tem-se

[5A(q1,¢)
5B(Q2ﬂ/’)

Portanto, considerando apenas os dois primeiros termos da equacao (5.1),

} = O (e)C(raur)
Uez=0

P (r1|Uey )P0t = pW (1)) + /P(l)(rl)c(rzarl) [P (r2|Ues) — pM(12)] drr2

Utilizando a equacdo (4.27), tem-se

(2) (2)
—P (1‘0,1‘1) BUo1 _ (1) (1) P (1‘0,1'2) NG
P (xo) e’ = p(ry) + p(r1) | C(ra,ry) —p(l)(ro) P (ry) | dro

Reorganizando

(2) 2)
P (o) gy / (1) p(ro,ra)
=1 C —1]d
p(l)(ro)p(l)(rl)e + [ pV(r2)C(ra,ry) D () pM () ro

. @) (p: 1
Utilizando-se p(p (rir;)

() = g(r;,r;) e aequacdo (4.13), tem-se que

g(rory)e™ =1+ /P(l)(ﬁ)c(rmrl) [g(ro,r2) — 1] dry =

g(r[))rl) - C(r())rl)

Sendo assim,

49

(5.10)

5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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C(rg,r1) = g(ro,ry1) [1 - eﬁUOl] (5.17)

de um modo geral,

C(r)=g(r) [1 - eﬁU(r)} (5.18)

Este resultado é conhecido como a relagcdo de fecho de Percus-Yevick e pode ser utili-

zado para a solucao da equacdo (4.17).

5.4 Relacao de fecho HNC

Outra relac@o de fecho bem conhecida ¢ a HNC. Pare este caso deve-se considerar[2]

A(q,¥) =1In (p(l)(r|Uex)65U€z(r)). Sendo assim, tem-se

5n (p0) (x|U)elUe=)

U (1)
(5.19)
1 U
1 65U01 (Sp( )(r|Uex) —|—p(1)(r|Ue$) §eBlo
(P (r|Uey ) ePVer(x)) 0Ues (1) OUeq (1)
Utilizando-se o resultado da equacdo (5.9), tem-se
5In (pO (x|U,)e?Ver)
U (1) N
(5.20)
5 (2) 1
NV ANT S RN Uex —pM Uea: ) Ueac
Sary P U)o e U)o (e U)
Utilizando-se este resultado juntamente com a equacao (4.9), tem-se
6A(q1,v) _/ 1 @) W 1) 6(ro—r) _
[5B(q2,¢) veo ) PO () [P (ri,r) — p(r1)p (r)} () C(ra,r)| dr =
o (5.21)
2
p P (rire) _/C(I‘%I‘) 2 W ) _
2 (r1)pD (ra) 1 2 (r7) [P (r1,r) — p*(r1)p (1“)} dr = C(rz,r1)

Considerando os dois primeiros termos da equagao (5.1), tem-se
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In (p(l)(r1|Ue$)eBU°1) =1In (p(l)(rl)) + / C’(rg,rl)p(l)(m) [g(ro,re) — 1] dra (5.22)

Da equagdo (4.13), para U, = 0, tem-se

In (p(l)(rlerx)eBU‘”) —1In (p(l)(rl)) = g(ro,r1) — 1 — C(ro,r1) (5.23)

O lado esquerdo da equagdo pode ser reescrito como

(2)
01 — P Iyt
In (p(1)<r1|Um)eﬁU ) —In (p(l)(rl)) =1In (p(”(rl();(l)o()ro)> + BUn (5.24)

Portanto,

C(ro,I'l) = g(ro,rl) —-1- ln(g(rg,rl)) — ﬁU(n (525)

Ou ainda, de modo mais geral

C(r) = g(r) =1 —In(g(r)) = fU(r) (5.26)

Este resultado é conhecido como a relacdo de fecho HNC e pode ser utilizado para a

solucdo da equacao (4.17).
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6 GENERALIZACAO DAS RELACOES DE FECHO PY E HNC

6.1 Introducao

Nos capitulos anteriores foram apresentados diversos conceitos e resultados necessarios
para o desenvolvimento deste trabalho. Neste capitulo as deducdes para as relagdes de fecho
PY e HNC serdo estendidas para uma forma mais geral. Deste modo, serd possivel aplicar
os resultados obtidos em diferentes casos, como apresentado nos proximos capitulos sobre a
funcdo de distribuicdo radial para esferas rigidas e para o caso da consisténcia termodinamica
para um liquido de Lennard-Jones.

Utilizando-se este desenvolvimento mais geral ainda serd possivel introduzir o conceito
de fungao Ponte, B(r), por meio do método da expansdo em série de Taylor como uma alter-
nativa ao método que utiliza a expansdo diagramdtica. E interessante que relagdo de fecho seja
escrita nesta forma, uma vez que ela € geral e outras aproximagdes podem ser obtidas apensar
ao se redefinir B(r).

Por fim, o algoritmo para a solu¢do numérica da equacao de Ornstein-Zernike sera apre-
sentado e o caso particular da fungdo de Mittag-Leffler serd considerado para apresentar alguns

resultados preliminares considerando-se o dois potenciais discutidos nos proximos capitulos.

6.2 Generalizacao da relacao de fecho PY

Como discutido no capitulo 5, para se obter a relacdo de fecho de Percus-Yevick considera-
se a fungdo de distribui¢do radial no limite de baixas densidades. Entretando, esta aproximacao
pode ser estendida tanto por uma funcéo que descreva o comportamento de g(r) para densidades
mais altas quanto por uma fun¢ao que pode ser ajustada para se obter resultados mais precisos.

Como ¢g(ry,rg) — 1 no limite de U, — 0, propde-se aqui um funcional na forma

A(r1|Ues) = cp™ (r1|Ueq) f(BUecs(11)) (6.1)

onde ¢ € uma constante e deve-se garantir que
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lim cf(BUec(r)) =1 (6.2)

Uez(r)—0

Uma comparacio com a equacgdo (5.3) € o suficiente para observar que

1
Cf 6Ue:c r))=——= (63)
(BUea(r)) 00
A variagdo de f(SU..(r1)) em relagdo ao potencial externo é dada por 5’;(55((‘;3)) =

Bo(r1 — r)w(BUes(r1)), onde w(BU..(r1)) = 9/ (BUes) e, portanto,
98U, <P

5A(r1|Uea:) _ Cép(l) (r1|U€I>
5Uex<r) 5U€$(r)

f(BUe(r1)) + Cp(l) (r1|Ues) BO(r1 — 1)w(BUes(r1)) =

= [ (01]Uea)3(r1 = 1) + p D r1.x[U.0) = o (01U p O (2[U)] F(BU )4 O
oo (11]U.0) B3(r1 = 1) (U (r1))
Desta forma
0A(r1,Ue;)  0Ue(r) B B ) B
OUeq (1) 6p(1)(r2|Uex):|U€Z:Q_/|:<1 cw(0)) 7 (r1) 81 — )+ ©5)

d(ry —r)

P2 = o )] |

- C’(rz,r)} dr

Da primeira parcela da soma no lado direito da equagdo, tem-se uma integral imediata-

mente resolvida aplicando-se a propriedade da funcdo delta

/ [(1 = cw(0)) P (ry) 6(ry — r)] {5;22)—(_1_:)) - C’(rQ,r)] dr =
(6.6)
o 1
(= (o) [Z5E —12) = o) Ol

a outra integral € idéntica a que aparece na equacao (5.11) no desenvolvimento da aproximacgao

de Percus-Yevick. Desta forma
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dA(r1,Uep)  O0Uecy(r)

SUna(r) 30 (xa|Ues) UEIZO:(l—cw(O)) p(l)(r2)5(r1—r2) + o
cw(0)p" (r1)C(ra,r1)
Utilizando-se este resultado na equacio (5.1),
D (04|Ues) F(BUe) = o (1) + (1 = cw(0)) [p (11]U) — o0 (11)] +
w OV (r1) [ Clenira) [P malU) — o (52)] s =
(6.8)

cw(0)p® (x1) + (1 - cw(0)) o (4| U+
w(0)pMmy) [ Cleniry) [P e2fU) — o (52)] dr

Reescrevendo a densidade de um corpo na presenga de um campo externo como apre-

sentado na equacao (4.27) e substituindo na equacao (6.8), tem-se apds rearranjar

cf(BUes) + cw(0) =17 pP(rory) n
cw(0) P (ro)pM(rr)
(6.9)
(2)
(1) p (I'Q,I'Q) o
/(J(rz,m)p (r2) {p(l)(ro)p(l)(rg) 1} dry
- gy _
Da equacgdo (4.13) para U,,(r) = 0 e notando que m = g(r;,r;) tem-se
cf(BUp) — 1+ cw(0
g(ro,ry) [ f(8 Oliw(O) ( )] = g(rg,r1) — C(ro,ry1) (6.10)

Desta forma a relagdo de fecho geral, denominada aqui de gPY, em coordenadas relativas

€ expressa como

cf(BU(r)) — 1+ cw(0
C(r) = g(r) [1 _ U 21)(0) ( >1 (6.11)
Sendo lim <& U(ZB(_O;JFCUJ(O) = 1, o comportamento correto para C(r) é obtido no limite
r—o0

de grandes valores de r. A relacio de Percus-Yevick é recuperadase c = 1e f(BU(r)) = e#U®),

de modo que w(BU(r)) = V),
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6.3 Generalizacao da relacao de fecho HNC

Uma vez que o funcional gerador na relacdo de fecho HNC é dado pelo logaritmo do

funcional gerador utilizado para derivar PY, pode-se aplicar o mesmo racioncinio definindo

A(r1|Ue,) = In (ep™ (11|Ues) f(BUes(r1))) (6.12)

Notando que as condic¢des anteriores se mantém. Desta forma

Jln (cp (I‘1|Uex) f(ﬁUea:(rl))>
)

Ueele
! r —610(1) (r1|Uex) C r r —r r
T T | Ut T en ) 8o, — 40t

(6.13)
Da equagdo (4.8)

dln (cp(l) <r1|Uex) f(ﬁer(rl))) _
Ues(r)

- o f (AU (1) = w(BUs (1)) (11 U)o — )+ 619
cpD(r|Usy) f(BU.a(r1)) [( f(BUes(r1)) (BUes(r)))p" (r1|Ues)0(r1 — 1)+

(P(Q) (r1,0[Ues) — p(1)<r1|Uez)p(1)(r|Uem)) Cf(BUe:C<r1))]

Deste resultado e da equagao (4.9) tem-se

514(1'1’[]@:0) B 1 . ) 1 1
[m} Uez=0 B / pW (1) [(1 - cw(O))p( )(rl)é(rl —1)+ pl )<r17r) —p' )(r1)ﬂ( )(r)] X
O(r; —ry)
pO(rs)

/p(1)1(r1> [p@)(rl,r) - P(l)(rl)p(l)(r)] {5’522)—(;; - C(rg,r)} dr

{M _ C(rZ,r)} dr = (1 — cw(0)) [

,0(1)(1'2) - C(r27r1):| +

(6.15)

A integral no lado direito ¢ a mesma que aparece na equagdo (5.21). Portanto,
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(5(1‘1 — I'2>
p(r2)

Considerando os dois primeiros termos na equagdo (5.1) e da relacdo apresentada na

[5A(r1|Uex) 6.16)

6B<r2|vex>h = ew0Crz )+ (1= cw(0))

equacdo (4.27) chega-se ao resultado

N p? (r,r1) (e e — 1n (0@ (r) =
i () e (0t ~ 1 (500) =

(5(1‘1 — I'2)

[ e [eworctesn 0 - ewo) e

1 [g(ro,ra) — 1] dry =

/p (re)C(ra,r1) [g(ro,r2) — 1] dry + (1 — cw(0 /5 r; — r9) [g(ro,r2) — 1] dry
(6.17)
O resultado para a primeira integral no lado direito € obtido diretamente da equacdo

(4.13) para U, = 0, logo

In (g(ro,r1)) + In(cf(BUe(r1))) =
cw(0) [g(ro,r1) — 1 — C(ro,r1)] + (1 — cw(0)) [g(ro,r1) — 1] = (6.18)

g(ro,rl) —1- cw(O)C’(ro,rl)

Deste modo, a generalizacdo para a relagdo de fecho HNC, denominada aqui de gHNC,
¢ dada de um modo geral, em coordenadas relativas, por
() g(r) =1 —In(g(r)) — n(cf(BU(r)))

= cw(0) (6.19)

Notando que HNC é recuperada se ¢ = 1 e f(3U(r)) = e’V), consequentemente
w(0) = 1.

6.4 Introduzindo a funcao ponte

Uma outra relacdo de fecho pode ser obtida a partir do funcional gerador proposto na
equacgdo (6.12). Neste caso pode-se pensar em uma expressdo para a funcdo de distribuicdo

radial que seja capaz de descrever sistemas com densidades maiores. Seja,



59

g(ro.ry) = e PUomHwlrony) (6.20)

onde 1 (rg,r1) serda uma fungdo que corrige o comportamento para altas densidades. Deste

resultado tem-se ainda que )(ro,r1) — 0 no limite de p — 0. Definindo ¢ = 1 e de (6.3) tem-se
para f(BU (rg,r1)) que

f(BU(rg,ry)) = eUlror)=v(ror) (6.21)
desta forma
6f(r07r1):| |:< (51/1(1'0,1'1) U _
— = |(BS(r; — 1) — == | Ulor)ilrory) (6.22)
[wew(r) S TS

Se a variacdo da funcdo i) com o potencial externo for zero quando U,, = 0, i.e.

6¢(r07r1):| — O 6 23
{wm(r) (29

Os tratamentos apresentados anteriormente se mantém inalterados. Observando que
neste caso w (AU (rg,r;)) = efVror)—vlror) tem-se que w(0) = 1. Utilizando este caso

particular para a fungdo f(SU (rg,r1)) na equacdo (6.19), tem-se que

C(r) =g(r) =1 =1In(g(r)) = fU(r) — ¥(r) (6.24)
Reorganizando
In(g(r)e?’®) = In ( 9(r) ) = h(r) — C(r) — ¥(r) (6.25)
go(r)
sendo go(r) a funcdo de distribuicdo no limite de baixas densidades. O termo jo(_(i")) ¢ chamado

de fungéo de distribui¢ao de cavidade, ou funcdo de correlagdo de fundo, y(r). Desta forma,

tem-se que

y(r) = 74 (6.26)

Comparando este resultado com o obtido por meio do método diagramatico[1] conclui-
se que ¢ (r) = —B(r), onde B(r) é denominada fun¢do Ponte. Considerando-se a relagdo de

fecho PY,
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C(r) = g(r) — g(r)e™'™ (6.27)

+B(r)

e utilizando o fato de g(r)e’U®) = y(r) = () , com o resultado exato utilizando na dltima

igualdade, tem-se que

y(r) = OB — p(r) — C(r) + 1 (6.28)

Comparando os segundo e terceiro termos, a aproximg¢ao PY equivale a definir a funcao
ponte como B(r) = In(y(r) + 1) — y(r). Comparando os primeiro e terceiro termos, tem-se
também que (r) = y(r)—1, de modo que B(r) = In (g(r)e’V ™) — g(r)e V™) 4 1. Utilizando-

se este ultimo resultado,

6B(r07r1):| |: 1 5g<r07r1)
TSI (e = + B6(r; — r)efUror)
|: 6Uez(r) Uer=0 g(r07r1) 5er(r) /8 ( ' )

(6.29)

59(1‘0 I‘1) BU(ro,r1)
’ rory) _ 3§ . BU(ro,r1)
6Ue;p(r) € 5 (rl I')e g(roarl) _—_—

Para o potencial externo ser nulo, a particula posicionada em (z¢,y0,20) deve ser afastada

infinitamente das demais particulas do sistema. Desta forma e®Vror) = 1 g(ror)) = 1 e
% = (. Sendo assim,

5B(I‘0 I'l)

95,1 = [Bo(ry —1) = Bo(ry —1)] =0 '

[ Ecn [66(ry — ) — Bo(r; — )] (6.30)

Portanto, a funcdo Ponte necessdria para se retomar a aproximacdo PY do resultado
exato para a relacdo de fecho estd de acordo com a condi¢ao imposta em (6.23). Desta forma
o método da expansdo em série de Taylor pode ser utilizado como uma alternativa ao método

diagramatico para a deducgao de (6.24).
6.5 Caso particular: funcao de Mittag-Leffler

A funcao de Mittag-Leffler de dois parametros, que é uma generalizacdo da funcao
exponencial,[2] pode ser utilizada para compor a fun¢do f(SU(r)) e é expressa como
(BU ()"
B o(BU@) =S ) 6.31



61

A derivada de E, g (U, (r1)) em relagdo a U, (r) é dada por

5Ea/,5/ (ﬂUez (1‘1))
0U.x(r)

= otr ) S P = 0 - Oatr) 63

Para o limite de U(r) — 0, tem-se que Eog(BU(r)) — w7 € y(BU(Y)) = rrarezy-

Desta forma, definindo cf(SU(r)) = I'(') Ew 5 (BU(r)), a restrigdo (6.2) é satisfeita e tem-se

['(5)
Fla'+8")"

que w(0) = Desta forma, as relagdes de fecho apresentadas anteriormente ficam

(5 ) Lla"+7)

Mo+ 5)) 1) } (€39

C(I‘)MLHNC-(a',,B') =

o)1=l o OB GO 1 4 1y (630
As aproximagdes PY e HNC sdo recuperadas se o/ = 3’ = 1. As relagdes de fecho
obtidas aqui serdo denominadas como Mittag-Leffler-Percus-Yevick-(¢/,3"), MLPY-(</,(3’), e
Mittag-Leffler-HNC-(o/, "), MLHNC-(<, 3").
Deste ponto em diante serdao discutidos sistemas isotropicos, por isso as fungdes serao
escritas como dependentes do mddulo de r, i.e. r. Na Figura 6.1 estdo representadas algu-

mas curvas para I'(5") E g (BU(r)) considerando-se o potencial de Lennard-Jones dado, em

-] e

onde tem-se a temperatura, densidade e coordendas reduzidas expressas, respectivamente, por

T = TkB ,pt=podert Z. No grafico foi definido 7™ = 1,5.

coordendas reduzidas, por

4

BU(r) = =
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1.5

L(BE, 46 UN)

y
v '/‘
05 ¥
. \ 2

1 1.5 2 2.5
r/o

Figura 6.1: T'(8') E 3 (BU (1)) para diferentes valores de o/ e 8': (+) PY; (——) &/ = 0,5, 8/ = 1;(—=) &/ = 1,5,
B=L¢H)d=13=15()d =17 =08

Pode-se observar que os pametros o’ e /3 alteram a profundidade e largura do pogo
em relagdo 2 e®U(") utilizada na aproximagio PY usual. Desta forma, a fungio de Mittag-
Leffler permite que o limite para baixas densidades possa ser flexibilizado, sem modificar o
comportamento geral da fun¢dao, de modo que os resultados para altas densidades possam ser

corrigidos.

6.6 Resolvendo a equacao de Ornstein-Zernike

Para se resolver a equacdo de Ornstein-Zernike pode-se utilizar a defini¢do da funcdo de
correlagdo indireta para reescrever as equacdes (6.33) e (6.34). Utilizando-se o resultado para

v(r) e definindo F'(BU(r)) = L) By o (BU )~ 14(0) , aequagdo (6.33) pode ser reescrita como

w(0)
Clrhary = (1) +1) | s — 1 (6.36)
r = r - )
e F(3U )
Ja para a equacao (6.34), tem-se
C(r)mine = o~ (T8 Ear g (BU(x)) )+ (0)+(1-w(0)C(r) _ y(r) -1 (6.37)

E importante notar no segundo caso que se o = 3’ = 1, ter-se-d w(0) = 1 e a fungdo
C'(r) ira aparecer somente no lado esquerdo da equagdo (6.37). Ja para o # 1, ou ' # 1,
serd necessario resolver uma equacdo transcendental para se determinar a funcdo de correlaciao

direta para um dado ~y(r).
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Aplicando a transformada de Fourier na equagio (4.17), notando que F {y(r)} = F {h(r)}—
F{C(r)}, é obtido

pF )Y
FOWE =T R o)

(6.38)

Uma suposigdo inicial para a fungio () é dada e a equagdo (6.36), ou (6.37), € utilizada
para se calcular C'(r). Aplica-se a transformada de Fourier a este resultado e a equacao (6.38)
é utilizada para se obter o resultado para F {7(r)}. A transformada inversa de Fourier é entdo
utilizada para se calcular o novo resultado para (7). Este processo é repetido até se obter
a convergéncia dos resultados. Para alguns valores de densidade e temperatura € necessario
misturar a nova solugdo para ~y(r) com a anterior, v;11(r) = wy(r) + (1 — w)¥it1(r) com

0 < w < 1, para se obter a convergéncia do método.[3]

6.7 Resultados

Inicialmente serd discutido o comportamento para a fungdo f(SU(r)) no modelo de
esferas rigidas. A funcdo e?V("), considerada para obtencdo das aproximacdes PY e HNC usuais

se comporta neste caso como

00, ser < o
PV = (6.39)

l,ser >o

e a fungdo proposta neste capitulo se comporta da mesma forma

00, ser < O
L'(8") Ear g (BU(r)) = (6.40)
l,ser >0

Portanto tem-se na aproximagdao MLPY-(¢/,3") que

oo, ser <o
F(pU(r) = (6.41)
l,ser >0
Portanto, as solu¢des para PY e MLPY-(c/,3’) serdo idénticas e independentes dos va-

lores definidos para o e (3’. Ja para a relagdo de fecho MLHNC-(/,3’), apesar de o resultado



64

para ['(8")E, 5 (BU(r)) ter o mesmo comportamento de ¢?V("), o termo (1 — w(0))C(r) no
expoente do lado direito ird alterar as solugdes de acordo com os valores de o’ e 3’ e por isso as
solugdes serdo sensiveis a variagao destes parametros. A fungdo de Mittag-Leffler foi calculada
utilizando-se um cédigo em Matlab.[4]

Os resultados para o modelo de esferas rigidas, com p* = 0,8, utilizando-se a aproximacao
MLHNC-(¢/,3") para diferentes o’ e 3’ estdo comparados com os valores obtidos pelo método

de Monte Carlo [35, 6] nas Figuras 6.2 e 6.3:

5¢r 5 gi\'\‘
4+
33
(@]
2,
1t
0 n ! L L L L
1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2
r/o r/o

Figura 6.2: Resultados para esferas rigidas utilizando-se a aproximagdo MLHNC-(¢/,5): (1,1) e w = 0 (—);
0,5,))ew =0(——); (1,2,1) e w = 0,5 (—-); Monte Carlo (e).

5 I 0

4} \
. =10
o)) O

2 L

-20
1t
0.9
0 : : : -30 : : :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2
r/o r/o

Figura 6.3: Resultados para esferas rigidas utilizando-se a aproximagdo MLHNC-(¢/,5): (1,1) e w = 0 (—);
(1,0,8) e w =0 (——); (1,1,1) e w = 0,5 (—-); Monte Carlo (e).

Ao variar-se os parametros da funcao de Mittag-Leffler pode-se alterar, de forma consi-
derdvel, a intensidade do primeiro pico da fung@o ¢(r), o comportamento inicial e a intensidade
do pico da fungdo C'(r). Este resultado € interessante, uma vez a rela¢do de fecho HNC usual
superestima esses valores, como observado nos graficos apresentados, e a nova relagcdo de fecho
proposta pode ser utilizada para a realizacdo de um ajuste ou até mesmo para se obter a con-

sisténcia termodindmica, condi¢do que sera discutida mais adiante. O caso particular de esferas
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rigidas utilizando-se a relagdao de fecho MLHNC-(</,’), bem como uma outra variagdo para
PY, sera discutida em mais detalhes posteriormente.

Em outra andlise considerou-se o potencial de Lennard-Jones em coordenadas reduzi-
das. Alguns resultados utilizando-se as relagoes de fecho MLPY-(¢/,3") e MLHNC-(«/,5’) para
a solu¢do da equacdo de Ornstein-Zernike com diferentes valores de o’ e 5’ estdo apresentados
nas Figuras 6.4, 6.5, 6.6 ¢ 6.7. As condi¢des utilizadas foram p* = 0,9 e 7 = 1,5. Os valores
para estas variaveis foram definidos de modo que estes permanecem dentro da faixa de valores

comumente encontrados na literatura sobre o assunto.

r/o

Figura 6.4: Solug¢do para a equacéo integral de OZ utilizando MLPY-(c,3’), definindo w = 0 para todos os casos:
(1,1) (=); (0,5,1) (==); (1,5,1) (—).

Considerando a relagdo de fecho MLPY-(/,5’). Para a fungdo de distribui¢do radial
observou-se ao variar o parametro ’, com 8’ = 1, mudangas mais pronunciadas na primeira
regido de ascencdo. Observa-se também uma alteracdo na intensidade e posi¢do do primeiro
maximo, para MLPY-(1,1) este estd localizado em » = 1,050 enquanto para MLPY-(0,5,1) e
MLPY-(1,5,1) estdo posicionados em r = 1,040 e r = 1,070, respectivamente.

Para a fungdo de correlacdo direta, as altera¢Ges mais significativas, ao se variar o/, fo-
ram no comportamento inicial da fun¢ao e uma variacdo menor na intensidade e deslocamentos

do primeiro miximo, correspondendo a +0,010, em relagdo ao resultado para PY usual.
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r/o r/o

Figura 6.5: Solugdo para a equagio integral de OZ utilizando MLPY-(’,3’), definindo w = 0 para todos os casos:
(1,1) (=); (1,0,8) (==): (1,1,5) (—).

Fixando o/ = 1 e variando ' ambas as fungdes g(r) e C'(r) se mantém praticamente

inalteradas com um deslocamento na posi¢ao do primeiro maximo da funcdo de distribui¢do
radial de +0,010.

3,
2,
6 2
0
1+
2
-4
0 L
0 2 3 4
r/o r/o

Figura 6.6: Solu¢do para a equacdo integral de OZ utilizando MLHNC-(o/,5): (1,1)ew = 0(—); (0,5,1)ew =0
(=) @3 Dew=02(—).
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Figura 6.7: Solugdo para a equacdo integral de OZ utilizando MLHNC-(o/,5): (1,1)ew = 0(—); (1,0,8) e w =0
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Ja para a aproximagdo MLHNC-(/,3"). Considerando a funcdo de distribui¢ao radial,
observa-se para as variagdes em «’ que a primeira regido de ascensao se modifica e as intensi-
dades do primeiro maximo também se alteram, ocorrendo um deslocamento na posi¢do deste
de —0,010 para o’ = 0,5e 0,010 para o/ = 1,3. Ja para variacdes em 3’ observou-se a variacdo
da amplitude do primeiro maximo, porém sem variacdes significativas na primeira regiao de
ascensao e nao houve deslocamento na posicdo do maximo.

Observando-se a fungao de correlagao direta, as variagdes em o’ causam uma mudaca do
comportamento inicial da fun¢do e variagdes na intensidade do méximo. Um deslocamento de
—0,020 para o/ = 0,5 foi observado enquanto para o/ = 1,3 0 mdximo permaneceu na mesma
posi¢do observada na aproximagdo HNC usual. Variando-se ' observa-se que a fungado foi
alterada significativamente na regido do maximo, com deslocamentos de 0,010 para 3’ = 0,8 e

—0,020 para ' = 1,2.

6.8 Conclusoes

Um novo funcional gerador foi proposto de modo a substituir a aproximacao para baixas

1
g(r)”

Neste sentido pode-se pensar em outras fungdes que sejam mais apropriados para sistemas com

densidades utilizada por J. K. Percus por uma forma mais geral, definindo-se ¢ f (U (r)) =

densidades mais altas. Desta forma, obteve-se expressOes mais gerais para as quais PY e HNC
sdo casos particulares. Além disso, este tratamento mais geral possibilitou a obtencdo da relacao
de fecho exata, dependente da funcdo Ponte, a partir de uma corre¢io baseada em argumentos
fisicos para o funcional gerador utilizado na aproxima¢dao gHNC. Esta mesma relacao pode ser
obtida utilizado-se o método diagramatico, entretanto a deducao apresentada neste capitulo é
menos trabalhosa de se obter matematicamente e requer apenas um argumento fisico simples
para a correcao.

A funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros foi utilizada como um caso particular.
Apesar desta se comportar de forma semelhante ao termo ¢®V("), ela permite que a largura e
profundidade do poco em I'(3’) E,/ 5 (BU (7)) seja modificado. Portanto, a fun¢do proposta por
J. K. Percus é flexibilizada de modo que as solucdes para a equagao de Ornstein-Zernike possam
ser alteradas para se obter melhores resultados em altas densidades.

Uma primeira anélise foi feita considerando-se o modelo de esferas rigidas. Neste caso

as solugdes utilizando a aproximagdo MLPY-(«/,3") ndo se alteram para diferentes valores de
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o' e (3. Ja para a relagdo de fecho MLHNC-(«/,3") observou-se que os parametros livres tem
influéncia nas solucdes e, portanto, esta aproximacgao pode ser utilizada para corrigir os valores
previstos pela HNC usual.

Em uma segunda andlise, considerando-se um liquido de Lennard-Jones, a variacao
dos parametros permite que se altere, dentre outros aspectos das solu¢des para a equagao de
Ornstein-Zernike, a primeira regido de ascensdo da fun¢io g(r). Como esta é de grande im-
portancia para o célculo preciso das grandezas termodindmicas de um sistema,[7] as novas
relacdes de fecho podem ser utilizadas para se ajustar os resultados obtidos para estas proprieda-
des. A sensibilidade dos resultados para as fungdes de correlagdao em relagido aos parametros o’
e §' tornam estas relagdes de fecho adequadas para o estudo de problemas em fisica e quimica,
como no estudo de cristais moleculares,[8] no estudo de transi¢des vitreas[9] ou até mesmo
para a realizag@o de ajustes para a obtencdo de consisténcia termodinamica, sendo esta ultima

discutida posteriormente.
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7 RELACOES DE FECHO PY E HNC MODIFICADAS PARA O ESTUDO
DE ESFERA RIGIDAS

7.1 Introducao

A simplicidade do modelo de esferas rigidas, que consiste em particulas onde a Unica
interacdo € repulsiva e se localiza na regido interior ao raio da esfera, permite que este sistema
possua solugdes analiticas. Por exemplo, M. S. Wertheim[1] e E. Thiele[2] obtiveram solugdes
analiticas considerando a aproximacdo de Percus-Yevick. O conhecimento destas solucoes é
importante para o desenvolvimento de métodos que estendem estes resultados para sistemas
reais onde estejam presentes outras intera¢des repulsivas.[3—9] Uma revisao sobre as diferentes
solugdes analiticas pode ser encontrado na referéncia [10].

Como seré apresentado mais adiante, ao se obter a funcao de correlacdo direta e a funcao
de distribui¢do radial pode-se calcular a pressao de duas formas: denominadas pressdo do vi-
rial e pressdao de compressibilidade. Para baixas densidades a relagdao de fecho de Percus-
Yevick para esferas rigidas garante bons resultados para sistemas com densidades relativamente
baixas, 0%p < 0,4, sendo ¢ o didmetro da esfera, como observado por A. Trokhymchuk e
colaboradores.[11] Para densidades mais altas, esta aproximagao subestima o valor da intensi-
dade no primeiro pico da fun¢do de distribuicdo radial. J4 a aproximagdo HNC superestima os
valores para g(r) em densidades mais altas. Baseando-se neste fato, também observado para
outros potenciais, F. J. Rogers e D. A. Young sugeriram uma relacdo de fecho composta pela
mistura destas duas aproximacgoes.[12]

Neste capitulo serd sugerido uma modificacao na relacdo de fecho de Percus-Yevick,
referida como mPY. Esta nova proposta ¢ a relagdo de fecho MLHNC-(«/,3") apresentada an-
teriormente serdo aplicadas para se resolver a equacdo de Ornstein-Zernike considerando-se
o modelo de esferas rigidas.[13] Inicialmente serd apresentado a deducdo da nova relacao de
fecho. Em seguida, as aproximacdes propostas aqui serdo relacionadas com a fungdo ponte e

entdo os resultados serdo apresentados.
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7.2 Propondo uma nova modificacao para PY

Considerando a expansao para a funcdo de distribui¢do radial, dada por[15]

g<r17r2) — e_/BU(I‘l,I‘Q) [1 + P/ (e—BU(rl,rs) _ 1) (e—ﬁU(rz,r:s) _ 1) drs + - - - (7.1)

para a qual o primeiro termo representa o limite para baixas densidades. Na aproximacgao PY,
apenas o primeiro termo € considerado para se propor o funcional gerador.[14] Tendo isto em
vista, neste trabalho propde-se utilizar os dois primeiros termos desta expansdo, que € subs-
tituida na equagdo (5.3). Realizando-se o desenvolvimento considerando este novo funcional

gerador, chega-se a relagdo de fecho

1+ p [ (e=BUGLrs) — 1) (e=AU(r2r3) — 1) dry

C(r) = (h(r) + 1) {1 (1.2)

referida daqui em diante como mPY. A integral foi considerada constante com relacdo as

variagdes no potencial externo e pode ser resolvida utilizando-se coordenadas bipolares,

27T [e'¢] r+s
)= 2~ / s(e=AU(-1) / He PO\ dtds (7.3)
0 |

r r—s|
O intervalo para r foi definido como 0 < r < 3, uma vez que esta integral zera para

valores maiores. Para as coordenadas s e ¢ definiu-se 0 < s < 12eds=dt =5 x 107
7.3 Relacao de MLHNC-(</,5') e mPY com a fun¢ao ponte

Tomando-se a relagdo de fecho geral apresentada na equagao (6.24), ou seja,

C(r) = g(r) =1 —In(g(r)) — BU(r) + B(r) (74

Comparando esta expressdo com os resultados obtidos para mPY e MLHNC-(</,5")

temos, respectivamente, para a fun¢do ponte que
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B(r) = In(r(r)) + In(h(r) + 1 — C(r)) — h(r) + C(r) (7.5)

com7(r) =1+p [ (e PVrrra) — 1) (e7AU(r2ra) — 1) drge

r O/ + B/
B(r) = U - (@) Ewar(Ue) + (1- 2 oy o)
Nota-se que para a equacao (7.5), se p — 0 retoma-se a funcdo ponte referente a
aproximacdo de Percus-Yevick. Para a equ¢do (7.6), se o/ = 8/ = 1 tem-se a fung¢do Ponte
referente a aproximagdao HNC usual. Estes resultados também retomam os funcionais gerado-
res para as relacoes de fecho PY e HNC usuais. Portanto, foi possivel estabelecer uma conexao

entre as relacdes de fecho propostas aqui e a funcao Ponte.
7.4 Resultados para g(r) utilizando-se mPY

A relacdo de fecho mPY proposta tem uma dependéncia da densidade no segundo termo
da equacdo (7.1), diferentemente da expressao utilizada por J. K. Percus. Ja que a aproximacado
PY subestima o valor do primeiro pico, adicionando um segundo termo corrige-se a funcao de
distribui¢do radial para densidade maiores, como observado na Figura 7.1. Os resultados estao
apresentados juntamente com aqueles obtidos por Y-.X. Yu e J. Wu,[16] que possuem grande

concordancia se comparado com célculos de Monte Carlo (MC).

rlo

Figura 7.1: Resultados para a funcdo de distribuicdo radial de um sistema de esferas rigidas utilizando-se as
relacdes de fecho: PY (linha pontilhada), mPY (linha cheia) e os resultados por Y-.X. Yu e J. Wu (x) para p* =
0,7, 0,8 e 0,9. Para facilitar a visualizacdo as curvas estdo deslocadas no eixo-y por um fator de 0, 0,5 e 1,
respectivamente.

A diferencga absoluta entre os resultados determinados para g(r) e aquele encontrado na
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literatura esta apresentada na Figura 7.2 para as densidades analisadas. E possivel observar uma
melhoria nos resultados relativamente ao primeiro pico. A norma para o vetor das diferencas
absolutas em todas as densidades foi menor para a nova relacio de fecho proposta, como pode

ser observado na Tabela 7.1.

1 1.2 14 1.6 1.8 2

rlo

la(r) - 9()

0
1 12 14 16 18 2 22

Figura 7.2: Diferengas observadas entre os valores de g(r) determinados por Y-.X. Yu e J. Wu e aqueles determi-
nados utilizando-se as relagdes de fecho PY (o) e mPY (x).

Apesar da melhoria nos resultados para a fun¢do de distribuicio radial, os resultados
para a funcdo de correlagdo direta obtidos ndo se mostraram precisos. Isto se deve ao fato de a
relagdo de fecho PY jd apresentar resultados para C'(r) muito bons até mesmo para densidades

maiores.

7.5 Resultados para g(r) utilizando-se MLHNC-(c/,5")

A segunda relacdo de fecho analisada € aquela dada pela equacdo (6.34). Esta ndo
contém dependéncia na densidade. Porém, os dois parametros livres permitem uma flexibiliza¢ao
dos resultados, uma vez que para cada conjunto de parametros serd necessario resolver uma
equacdo transcendental diferente. Isto permite que sejam obtidas funcdes de distribuicio ra-

dial em boa concordancia com aquelas obtidas por Y-.X. Yu e J. Wu,[16] como apresentado na
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Figura 7.3 paracd’ = 1e ' = 0,7.

rlo

Figura 7.3: Resultados para a funcdo de distribuicdo radial de um sistema de esferas rigidas utilizando-se as
relagdes de fecho: HNC (linha pontilhada), MLHNC-(c/,3’) (linha cheia) e os resultados por Y-.X. Yu e J. Wu (x)
para p* = 0,7, 0,8 ¢ 0,9. Para facilitar a visualizacdo as curvas estdo deslocadas no eixo-y por um fator de 0, 0,5 e
1, respectivamente.

Observa-se que a relacdo de fecho HNC superestima os valores para o primeiro pico,
enquanto que aquela proposta aqui corrige estes valores. Os resultados para o erro absoluto

relativo neste caso estdo representados na Figura 7.4.

Figura 7.4: Diferengas observadas entre os valores de g(r) determinados por Y-.X. Yu e J. Wu e aqueles determi-
nados utilizando-se as relagdes de fecho HNC (o) e MLHNC-(a/,3") ().

O aprimoramento dos resultados foi obtido para quase todos os valores de r. Nesta

aproximagao os resultados para C'(r) sdo também mais precisos do que aqueles obtidos utilizando-
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se a HNC, porém ndo sdo significativos se comparados com aqueles obtidos pelo método de
Monte Carlo.

Tabela 7.1: Norma dos erros usando as relagoes de fecho PY, mPY, HNC e MLHNC-(o/,3").

p* lg(r) —g(evll [lg(r) = g(r)mey|l llg(r) = g9(r)uncll  llg(r) — g(r)muanc]]

0,7 0,5043 0,3853 0,7367 0,2403
0,8 0,7342 0,2564 0,8884 0,1663
0,9 1,3781 0,4049 1,5778 0,2708

Os resultados para a norma dos erros, apresentados na Tabela 7.1, demonstram uma
melhoria nos resultados para ambas as relacdes de fecho propostas neste trabalho. Sendo os
menores valores aqueles obtidos utilizando-se MLHNC-(«/,3"), seguido em ordem crescente

por mPY, PY e HNC.

7.6 Propriedades termodinamicas

Nesta secdo algumas propriedades termodinamicas, como o fator de compressibilidade,
compressibilidade isotérmica e potencial quimico, serdo calculados utilizando-se os resultados

obtidos.

Para um sistema de esferas rigidas a compressibilidade pode ser calculada a partir da

pressao do virial como

=1+4ng(c™) (7.7)

BP,
p

us

£” Para a compressibilidade isotérmica tem-se que[17]

sendo 7 = ¢

Kr=1- 47rp/r26'(r)dr (7.8)

A compressibilidade pode também ser calculada de K como

P 1 [°
BF. _ 1/ Krdp' = —/ {1 — 47rp/7"20(r)d7"} dp (7.9)
P P Jo P Jo

A precisdo das fun¢des obtidas neste caso pode ser avaliada comparando-se os valores

calculados para estas propriedades com aqueles adquiridos a partir da equacdo de Carnahan-

Starling (CS),[17] dados por
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BPos 1+n+n*—n

_ 7.10
p (L—mn)? 710
c
Ky = SN2 (7.11)
T '

Os resultados calculados utilizando-se as relagdes de fecho PY, mPY, HNC e MLHNC

para a pressao do virial e compressibilidade isotérmica sdo dados nas Tabelas 7.2 e 7.3.

Tabela 7.2: Resultados para a pressdo do virial obtida utilizando-se as diferentes aproximacdes e a equacdo de
Carnahan-Starling.

* BPy Py BPy mPY BPy HNC BPy MLHNC BPcs

P p p p p p
0,7 5,1751 5,8870 6,3692 5,8988 5,7102
0,8 6,7459 7,7668 8,8868 7,9541 7,7497
0,9 8,8942 10,3554 12,6036 10,8502 10,7461

Assim como pode ser inferido a partir das Figuras 7.1 e 7.3, a pressdo do virial calcu-
lada utilizando-se PY subestima os resultados previstos pela equacao CS, enquanto que aqueles
calculados utilizando-se a aproximagao HNC superestimam este valor. Ambas as relagdes de

fecho propostas neste capitulo apresentaram resultados com uma boa precisao.

Tabela 7.3: Resultados para a compressibilidade isotérmica obtida utilizando-se as diferentes aproximagdes e a
equagdo de Carnahan-Starling.

*

P Krpy Krmpy Krone Krurone Kres
0,7 17,7880 8,2688 13,0871 14,7158 17,5392
0,8 27,9770 13,4057 18,6924 21,8747 27,3070
0,9 45,0320 22,2209 27,0617 33,2809 43,5457

Dos resultados apresentados na Tabela 7.3 pode-se concluir que ambas as relagdes de
fecho propostas nao satisfazem a condi¢ao de consisténcia na pressao. Uma vez que os valores
para a compressibilidade utilizando-se mPY s@o menores do que aqueles previstos por CS, os

% ndo irdo coincidir com aqueles para ﬂ%. A relacdo de fecho MLHNC apre-

valores para
senta valores pouco melhores do que os previstos pela HNC, entretanto também sem apresentar
consisténcia na pressao.

Portanto, a relagao de fecho MLHNC apresenta uma melhora referente a pressao do
virial e compressibilidade isotérmica, se comparado com a HNC. Para PY e mPY observa-se
que mPY prevé resultados mais precisos para as propriedades dependentes de g(r) e PY para
aquelas que dependem de C'(7).

O potencial quimico pode ser calculado utilizando-se que para esferas rigidas in(y(0)) =

B, onde y(r) é denominada funcdo de distribui¢do de cavidade. Da equagdo (7.4), lembrando
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que y(r) = %, obtém-se que

In(y(r)) = ~(r) + B(r) (7.12)

Os resultados para PY e mPY estdo apresentados na Figura 7.5. Deve ser notado que
para a relagdo de fecho MLHNC, que a fun¢do ponte dada pela equagdo (7.6) € divergente para

r < o. Portanto, o procedimento adotado para mPY nido pdde ser desenvolvido aqui.

rlo

Figura 7.5: Resultados para In(y(r)) para as relagdes de fecho PY (linha tracejada) e mPY (linha cheia). Da base
para o topo, as densidades sao 0,7, 0,8 e 0,9.

E observado que ambas as relacdes de fecho subestimam os resultados determinados a

partir da aproximacao de Carnahan-Starling[18], dada por

8n — 9n? + 3’
(1—n)?
para a qual os resultados considerando-se as densidades p* = 0,7, 0,8 e 0,9 sdo, respectiva-

mente, Sucs = 7,36, 10,15 e 14,16.

Bucs = (7.13)

7.7 Conclusoes

Duas novas relacoes de fecho que modificam as aproximagdes PY e HNC foram obtidas
utilizando-se o método da expansao de Taylor para funcionais. O funcional gerador modifi-
cado, que leva em conta o segundo termo na expanséo para g(r) para obter mPY, é baseado
em argumentos fisicos, pois considera um termo que seria negligenciado no limite de baixas

densidades. A alterag¢do proposta para a HNC possibilita o ajuste de parametros livres para se
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garantir melhores valores de g(r).

Portanto, o método proposto por J. K. Percus pode ser utilizado para se determinar
novas relacoes de fecho afim de se melhorar a precisdo para sistemas de interesse. Uma vez
que a relagcdo de fecho HNC € apropriada para sistemas carregados, a relacio MLHNC proposta
aqui poderia ser utilizada para refinar os resultados que desviam daqueles determinados por
simulag@o ou experimentalmente.

As solugdes para esferas rigidas apresentadas aqui demonstraram uma melhoria nos re-
sultados para a funcdo de distribui¢do radial considerando ambas as modifica¢des propostas para
altas densidades. Dada a importancia das relagdes de fecho para o entendimento de liquidos, as
propostas apresentadas neste trabalho sdo importantes para complementar o conjunto existente

de relagdes de fecho, demonstrando a utilidade do método proposto por J. K. Percus.
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8 CONSISTENCIA TERMODINAMICA NA PRESSAO

8.1 Introducao

O célculo da pressao pode ser feito por meio da expressao para a pressao do virial, P,
ou pela pressdao de compressibilidade, P.. As funcdes de distribuicao radial e de correlagcdo
direta, respectivamente, sdo utilizadas nestes célculos.[1] Porém, algumas rela¢des de fecho,
como PY e HNC, podem nao proporcionar os mesmos resultados dependendo das condi¢des
consideradas. Nestes casos € dito que a relacdo de fecho possui inconsisténcia termodinamica
na pressao.

Virios trabalhos tém sido publicados ao longo de décadas para contornar este problema.
Para mais informagdes sugere-se os trabalhos desenvolvidos por F. Lado[2], J. S. Hoye e G.
Stell[3], E. Lomba e L. L. Lee[4] , L. L. Lee[5], J.-M. Bomont e J.-L. Bretonnet[6] e por T.
Luchko e T Tsednee[7]. O problema de se definir uma relagdo de fecho € por vezes redu-
zido a determinar uma aproximacao para a funcdo ponte[8] e parametros ajustaveis podem ser
utilizados para se garantir a consisténcia termodinamica.

Como observado anteriormente, a relagdo de fecho MLPY-(a/,3") possui pardmetros
ajustdveis que permitem alterar os resultados para as fungdes g(r) e C'(r). Desta forma, pode-
se determinar quais os valores ideais para se garantir a consisténcia na pressao.[9] Neste capitulo
estes calculos serdo desenvolvidas. Inicialmente, serdo apresentadas as expressoes para se cal-
cular P, e P,, em seguida os detalhes numéricos para o desenvolvimento dos célculos serdo
apresentados. Sera dada como estimativa inicial para os pardmetros o/ = 3’ = 1, que corres-

ponde a definicdo usual para a relagdo de fecho PY.

8.2 O calculo da pressao

Como ja mencionado, a pressdao pode ser calculada utilizando-se tanto a fungao de
correlagdo direta quanto a funcdo de distribui¢do radial. Para isto utiliza-se as equagdes de-
nominadas de pressao da compressibilidade, P,., e pressdo do virial, P,.[1] A primeira € assim

referida por ser calculada ao se integrar o fator de compressibilidade isotérmico em relagdo a
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densidade e a segunda devido a presencdo da derivada do potencial multiplicada pela coorde-

nada no integrando, assim como no teorema do virial.[10]

bF. _ 1/p [1 — p//C’(r)dr] dp’ (8.1)
p P Jo

B8P,  fBp ou(r)
P _1—}_?\/47?—87“

Como cada equagdo utiliza uma das solug¢des da equacdo de Ornstein-Zernike, os resul-

T3g(r)d7“ (8.2)

tados podem ser comparados para se testar a consisténcia na pressdao para uma dada relacao de

fecho.

8.3 Aspectos numéricos

Os célculos serdo realizados para o potencial de Lennard-Jones em coordenadas reduzi-
das, como dado na equacdo (6.35). O método de solucgao utilizado € o mesmo apresentado na
secdo 6.6. Os intervalos para as coordenadas reduzidas 7* e ¢* (referente ao espago reciproco
de r) foram ambos definidos de 0 a 15 em incrementos de 0,01.

Para se calcular a pressdo de compressibilidade em uma dada densidade p* foram uti-
lizados 31 pontos na integracdo. O mesmo conjunto de parametros foi utilizado para cada
densidade, p"*. O chute inicial para a fung@o de correlacio indireta no célculo do primeiro valor
de p™* foi definido como fy(r)g,l* = 0 e para cada densidade seguinte o resultado anterior é usado
como chute inicial, i.e. 7(r>2§11 = (7).

As otimizagdes dos pardmetros o’ e 5 foram realizadas em Matlab utilizando-se o pro-
grama fminsearchbnd,[11] que implementa o método Simplex com restricdes nos parametros,
uma vez que o/, > 0. Como a fun¢do de Mittag-Leffler foi implementada de modo a corri-
gir os resultados obtidos pela aproximacgdo PY para densidades mais altas, os valores iniciais
para os pardmetros foram definidos como o/ = ' = 1. Durante cada iteracdo os resultados
foram misturados segundo a expressdo y(r)™ = y(r)"™ + 2~(r)" para evitar instabilidades

numéricas.[12]
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8.4 Resultados

Os resultados para a pressao obtidos aqui serdo comparados com aqueles adquiridos pelo
método de Monte Carlo e utilizando-se a relacdo de fecho PY. Os resultados para 1™ = 2,74,

T =4,85eT* = 1,556 estdao apresentados nas Tabelas 8.1, 8.2 e 8.3, respectivamente.

Tabela 8.1: Resultados para £2- > obtidos pelo método de Monte Carlo, PY e MLPY-(«/,3") para T* = 2,74.

p* PM€cc73 [13] PMeco'3 [14] PPYE,UU3 PPYE,CU3 PAIL}ZY,vgs P]\/ILIZY,CU3 o ﬂ/
0.05 — - 0.1346  0.1346  0,134606 _ 0,134606 | 0,998183 1,006786
0.1 - 02658  0,2670 0,2669  0,266863  0,266863 | 0,993915 1,015087
0,3 0,8663 0,8549 0,8801 0,8674 0,869445 0,869445 | 0,954446 1,090375
0,55 2,499 2,4866 2,0989  2,4280 2,469393 2,469393 | 0,904147 1,083591
0.8 7,992 78912 79116 7,3160  7,489655  7,480655 | 0,896179 1,078135

Tabela 8.2: Resultados para £~ > obtidos pelo método de Monte Carlo, PY e MLPY-(/,3) para T* = 4,85.

p* PMSUS [13] PPYE,vUB PPYE,CU3 P]WLPeY,vJB PJ\IL}ZY,(:UB o ﬁ/
0.05 - 02492 02492 0249191  0,249191 | 0,997676 1,011325
0,2 1,127 1,128 1,1279  1,128163  1,128163 | 0,994153 1,000216

0,4 2,979 2,9909  2,9616  2,966147 2,966147 | 0,972412 1,042976
0,6 6,683 6,6741  6,5813  6,598010 6,598010 | 0,965568 1,067519
0,8 14,704 14,1851 14,3121 14,272705 14,272705 | 0,998004 1,061212

Tabela 8.3: Resultados para £2- ® obtidos pelo método de Monte Carlo, PY, E. Lomba e L. L. Lee e MLPY-(<',3")
para T™ = 1,556.

* PMCU Ppy,,0° Ppy,co° P Pyrpy,wo- Pyrpy,co” ’ ’
2 [15] . . Referéncia [4] - . « I5)
0,4 0 344 0,3815 0,3366 0,3218 0,354878 0,354878 | 0,911031 1,084427
08 3445 39284 27854 34481 3296967  3,296967 | 0,676664 1,118000

Para baixas densidades, os parametros de Mittag-Leffler determinados sdao equivalentes
aqueles que retomam a relacao de fecho PY, como esperado a partir da construcao do funcional
gerador para esta aproximacdo. Na medida em que a densidade aumenta PY ndo satisfaz esta
condicdo, com precisdes diferentes ao se variar a temperatura, enquanto existe um conjunto de
pardmetros para MLPY-(a/,3") que garante a consisténcia na pressao.

Na Tabela 8.3 encontram-se também os dados obtidos por outra abordagem que garante
a consiténcia na pressdao proposta por E. Lomba e L. L. Lee.[4] Em todas as temperaturas €
possivel observar uma boa concordancia entre os resultados obtidos aqui e aqueles encontrados
na literatura.

As fungdes de distribui¢do radial para p* = 0,55 e T* = 2,74 obtidas por meio das
relagdes de fecho PY e MLPY-(«/,') estdo apresentadas na Figura 8.1 juntamente com a de-

rivada do potencial de Lennard-Jones. Uma pequena diferenca é observada ao se comparar
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. ~ . dU (r)
estes resultados. Porém, na equagio (8.2) deve-se integrar o produto de g(r) com =~ e esta

variacdo é amplificada no calculo da pressdo do virial. Esta observacdo estd de acordo com a

andlise feita por T. Myiata e Y. Ebato discutindo a importancia da Primeira Regido de Ascensdo

(PRA) no célculo de quantidades termodinamicas.[16]

10
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1-40 ©
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Figura 8.1: Func¢des de distribuicdo radial obtidas utilizando-se as aproximagdes PY (linha tracejada azul) e MLPY-
(c/,8") (linha cheia azul) juntamente com a derivada do potencial de Lennard-Jones (linha tracejada/pontilhada
vermelha).

Na Figura 8.2 estdo representados os resultados para a funcao de correlagdo direta obti-
das pelas relagdes de fecho PY e MLPY-(«/,3") nas mesmas temperatura e densidade utilizadas
na Figura 8.1. Uma pequena variacao nos resultados também € observada neste caso. Como na
equacdo (8.1) é feita sobre as densidades, esta variagdo ird se acumular e modificar os resultados

para a pressao de compressibilidade.

2

0 0.5 1 1.5
r/o

Figura 8.2: Fungdes de correlacdo direta obtidas utilizando-se as aproximacdes PY (linha tracejada) e MLPY-
(o/,") (linha cheia).

As diferencas absolutas entre os resultados representados anteriormente estdo apresenta-

das na Figura 8.3. Um maior desvio para g(r) é observado no intervalo da PRA, possibilitando
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a acquisi¢ao da consisténcia na pressdo em boa concordancia com os resultados obtidos pelo

método de Monte Carlo a densidades superiores, onde a aproximacao PY ndo permite.
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Figura 8.3: Diferenca absoluta entre os resultados para g(r) e C(r) obtidas por meio das relagdes de fecho PY e
MLPY-(<,3).

Das Tabelas 8.1, 8.2 e 8.3 € observado que resultados para p* = 0,8 possuem um maior
desvio daquelas previstos pelo método de Monte Carlo. Isto é esperado de ocorrer em algum
momento, uma vez que a flexibilizagdo da fun¢do exponencial, apesar de garantir resultados
com consisténcia na pressao, ndo proporcionam uma correcao suficiente para o funcional gera-

dor em densidades muito altas.

8.5 Conclusoes

O funcional gerador proposto por J. K. Percus € discutido fisicamente dentro do método
da expansao de Taylor para funcionais, uma vez que ela considera o limite de baixas densidades.
Para evitar essa condi¢do, um funcional gerador mais geral € proposto para o qual a relacao de
fecho PY se torna um caso particular. Este resulta em uma relacdo de fecho mais geral para
a qual foi definida um segundo caso particular onde considera-se a fun¢do de Mitag-Leffler de
dois parametros, que é uma generalizacao da func¢io exponencial.

Uma vez que esta nova proposta modifica a relagdo de fecho até r* = 2,5, como pode
ser observado na Figura 6.1, é esperado que ela ndo apresente bons resultados para sistemas
com interacgdes de longo alcance, como aqueles contendo particulas carregadas. Entretanto, a
relacdo de fecho HNC demonstrou-se eficiente nestes casos e, portanto, a modificacdo andloga
dada pela relacdo de fecho MLHNC-(c/,/3’) definida anteriormente poderia ser utilizada para

refinar os resultados nestes casos.
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A condigdo de consisténcia na pressao foi obtida para a relagdo de fecho MLPY-(o/,3")
com precisdo de mais de seis algarismos significativos em todas as temperaturas e densidades
analisadas. Portanto, esta modificagdo simples se mostra ttil, representando uma melhoria da

relacdo de fecho PY para uma maior faixa de densidades.
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9 A REDE NEURAL DE HOPFIELD LINEAR PARA A OBTENCAO DE
FUNCOES DE CORRELACAO

9.1 Introducao

Em ciéncias pode-se ter duas classes de problemas: 1) o problema direto, que con-
siste em obter informagdes observadas experimentalmente a partir de modelos; 2) o problema
inverso, que consiste em a partir de dados experimentais se obter as informacdes inerentes
ao sistema. Esses problemas ainda podem ser classificados como lineares ou ndo-lineares.
Neste capitulo, a atengdo serd voltada a um problema inverso linear. Considere um sistema

de equacdes lineares representado por

Ax=b (9.1)

O nimero de condi¢do da matriz A, calculado como k(A) = —Zmx(A) 7 com Tmax(A)

Opin (min A)
e omin(A) sendo os valores singulares maximo e minimo[1] indica o quio sensivel a solug@o,
i.e. vetor x, € sensivel em relagdo a ruidos que possam estar contidos no vetor b. Desta forma,
multiplicar a equacdo a esquerda pela inversa da matriz A ndo resultard na solucgio correta para
o problema se o nimero de condi¢do da matriz for alta e o vetor b conter erros. Portanto,
outros métodos de solucdo, tais como Decomposicao em Valores Singulares,[2] regularizacdo
de Tikhonov[3] ou Rede Neural de Hopfield (RNH),[4] devem ser empregados.

Ao se discutir sobre a consisténcia termodinanima em capitulos anteriores fica evidente
a importancia das fung¢des de correlacio para o célculo de propriedades termodinamicas. Entre-
tanto, nem sempre € possivel obter resultados precisos por meio da solu¢do de equacdes inte-
grais. Uma alternativa € a utilizacdo da RNH para se resolver o problema inverso que consiste
em recuperar estas funcdes a partir de dados experimentais para o espalhamento de néutrons.

Neste capitulo as relacdes entre o fator de estrutura estético e as fungdes de correlagcdao
direta e de distribui¢do radial serdo representadas como uma transformacao linear e a RNH sera

aplicada para se resolver o problema. Neste capitulo serdo apresentados resultados publicados

em quatro artigos.[5—8]
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9.2 Rede Neural de Hopfield

A Rede Neural de Hopfield simula o processo de aprendizagem do cérebro com todos os

neurdnios conectados entre si, como representado na Figura 9.1, e € definida por um conjunto

de equacdes diferenciais.[9]
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Figura 9.1: Representacdo para a Rede Neural de Hopfield.
Para se obter este conjunto de equacdes, pode-se definir uma fun¢ao energia, similar ao
Hamiltoniano de um sistema fisico,
1 2
H=9(f) = §||Kf —sl|5 9.2)

Tomando-se a derivada em relagdo ao tempo e considerando f = f(u) como uma
fun¢cdao monotonicamente crescente, denominada de funcdo ativacdo e v denominado de estado

do neurdnio, tem-se

£) 0f; Ou;
9.3
Z 8 fZ Ou; Ot ©-3)
A condi¢@o de um erro monotonicamente decrescente, ( ) <0, é obedecida se
il 9.4
ot of; fl ©4

Tomando-se a derivada da equacdo (9.2), esta condicao de dissipacdo de energia torna-se

Cfi—‘; = —KTKf + KTs 9.5)
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Este conjunto de equacdes diferenciais, denominadas de equacdes de Hopfield para um
problema linear,[10] pode ser resolvido iterativamente até que os neurdnios tenham aprendido
sobre o processo, 1.€. ‘3—‘; = (. Os programas utilizados neste trabalho foram escritos em Fortran
and MATLAB.

Experimentos de espalhamento de néutrons podem ser realizados para se obter o fator
de estrutura estatico para uma dada amostra. Como visto anteriormente, esta quantidade se
relaciona com as fungdes de correlacdo direta e de distribuicao radial por meio das equacoes
(3.14) e (4.21). Definindo um vetor f tanto como i (r) ou C'(r) e s como um vetor relacionado

ao fator de estrutura, a RNH pode ser utilizada para se resolver estes problemas. A transformada

de Fourier pode ser escrita na forma algébrica como

Kf =s (9.6)
onde
5sin(g;r;)
Kij = U}ij47TpT’j — (97)
a7

Portanto, ambas as fungdes de correlagdo podem ser obtidas de dados experimentais.
Aqui serdo consideradas fung¢des de ativacdo representadas em termos de tangentes hiperbodlicas,
determinando para cada caso as formas funcionais que sejam mais adequadas. Desta forma, para
as fungdes de distribuicao radial pode-se definir

tanh(u) 4 1

f=c 1 (9.8)

2
de modo que o resultado obtido obedega g(r) > 0 e com ¢; sendo uma constante que deve
ser ajustada para se recuperar os picos da fungdo com os valores corretos. Para a fungdo de

correlagao direta, defini-se

f = cotanh(u) (9.9)

uma vez que esta fung@o possui tanto valores positivos quanto negativos.
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9.3 Argonio liquido

O resultado para o fator de estrutura obtido pelo espalhamento de néutrons para o
Argonio liquido a 85 K por J. L. Yarnell e colaboradores[11] € apresentado na Figura 9.2.
O método sugerido por eles consiste em estender e suavizar os dados de S(g) com auxilio da
dindmica molecular, aplicar a transformada de Fourier inversa para se obter g(7), suavizando a
funcao quando necessdrio, e entdo aplicar a transformada de Fourier novamente para recalcular
S(q). O processo ¢é repetido até que haja convergéncia. Nesse sentido, como os dados experi-
mentais sdo alterados, perde-se o conceito de problema inverso. Neste trabalho sera utilizado a

RNH sem nenhum tratamento prévio dos dados experimentais.
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Figura 9.2: Fator de estrutura para argonio liquido a 85 K.

O vetor s, contendo os dados experimentais, possui dimensao 132 e o vetor f, contendo
a informacao da fun¢do de distribuicdo radial, foi definido com dimensdo 60. A matriz K,
com elementos calculados de acordo com a equagdo (9.7), tem dimensao 132 x 60. Neste caso
tem-se o nimero de condigdo da matriz igual a 4,33 x 10?°. Como a RNH consiste em um
conjunto de equagdes diferenciais para serem resolvidas € necessdrio fornecer uma condig¢dao
inicial para se propagar a solu¢do. Na Figura (9.3) estdo representadas as solucdes a esquerda
considerando-se a condigdo inicial igual ao fator de Boltzmann, i.e. g(7)i,; = 6_%, oresultado
para baixas densidades, com U (r) representado pelo potencial de Lennard-Jones para o par Ar-
Ar e a direita tomando como condi¢do inicial uma constante igual a 1, resultado do limite da
func¢ao de distribui¢do radial para longas distancias.

Nota-se que os resultados obtidos sdo proximos ao apresentado por J. L. Yarnell e co-

laboradores, porém sem a necessidade de nenhum tratamento prévio dos dados experimentais.

Isto sugere a RNH como um método robusto para a solu¢ao deste tipo de problema. Outro ponto



93

3 3
27 2
5 = .
1t XXX ;xx.li;&x.g.xxxxx-x.x 1 B XXX ‘Z.xx;;§?-.xx12'7ﬁxln
O pmemenonn 0 o000,
0 5 10 15 0 5 10 15
r/A r/A

Figura 9.3: Condicdo inicial (x) utilizada para solugdo das equacdes de Hopfield, resultado apresentado por Yarnell
et al (-) e obtido neste trabalho (e).

que deve ser ressaltado é que mesmo uma condi¢do inicial simples, i.e. g(r);, = 1, € suficiente

para a obtenc¢do de bons resultados.

9.4 Galio liquido

Nesta secdo o serd realizado o estudo do gélio liquido a 959 K. A esquerda na Figura
9.4 esta apresentado os dados previamente tratados para o fator de estrutura e a direita estao os
resultados para a funcdo de distribuicao radial obtidas através de dindmica molecular obtida por
M. C. Bellisent-Funel e colaboradores[12] e por meio da RNH neste trabalho, juntamente com
a condicao inicial utilizada.

O método utilizado na referéncia [12] consiste em suavizag¢dao dos dados experimentais,
nas regides necessarias, e o0 melhor resultado foi obtido para um S(q) corrigido para uma regido
estendida de q.

Para o resultado obtido no presente trabalho observa-se um pequeno pico antes do pri-
meiro pico para g(r). Isto pode ser decorrente de erros nos dados para os valores maiores de g
ou da necessidade de um intervalo maior de dados para se realizar a inversdo. Porém, como an-
tes do primeiro pico sabe-se que g(r) = 0, esta anomalia ndo representa um problema relevante.
Outro ponto a ser destacado é que para uma condicio inicial simples, i.e. ¢(r ), representado

por uma fungio de Heaviside, recupera-se a g(r) com grande precisao.
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Figura 9.4: Dados para o fator de estrutura (esquerda) e g(r) obtido por dindmica molecular (-), neste trabalho (e)
e condicdo inicial considerada (- -).

9.5 Neonio liquido

Os dados necessdrios para realizar a inversao neste trabalho estio representados na Fi-
gura 9.5. O fator de estrutura foi obtido e tratado previamente por L. A. de Graaf e B. Mozer[13],

o processo de suavizagao foi feito realizando-se um ajuste por minimos quadrados.

2 . , ‘ ‘
... 0 t ::’\/\'
15+ : — 3
. T2
— E L4
\O/_ 1+t ) .'. :':,\/\N——‘ : 4
: o L
0.5} 6
\./ -8 ‘_‘
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0 5 10 0 5 10

q /A" q/A"

Figura 9.5: Dados experimentais utilizados para se realizar a inversdo.

Os resultados para g(r) e C(r) obtidos por meio da RNH utilizando-se uma funcao
degrau como condig¢do inicial estdo representadas na Figura 9.6, juntamente com os resultados

apresentados na referéncia [13].
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Figura 9.6: Dados para g(r) (esquerda) e C'(r) (direita) obtido no trabalho de de Graaf e Mozer (), neste trabalho
(o).

E interessante notar que foram obtidas as duas incégnitas presentes na equacio integral
de Ornstein-Zernike. Desta forma, a RNH € uma alternativa para a solucdo deste problema a
partir de dados experimentais e que nao se restringe as limitacdes impostas pelas relacdes de
fecho ou por um potencial modelo. Para ilustrar este ponto, a comparagdo destes resultados
com aqueles obtidos resolvendo-se a equagdo integral de Ornstein-Zernike nas aproximagoes

de PY e HNC estao apresentadas nas Figuras 9.7 € 9.8.
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Figura 9.7: Func¢do de distribui¢do radial para relagdo de fecho PY (esqueda) e para relacdo de fecho HNC (direita)
para o Ne considerando o potencial de Lennard-Jones (—) e os resultados obtidos neste trabalho (e).
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Figura 9.8: Funcdo de distribui¢do direta para relagdo de fecho PY (esqueda) e para relagdo de fecho HNC (direita)
para o Ne considerando o potencial de Lennard-Jones (—) e os resultados obtidos neste trabalho (e).

Portanto, a RNH pode ser tomada como um método robusto para a obtencao das solugdes

para a equacao de Ornstein-Zernike quando dados experimentais para S(q) estdo disponiveis.

9.6 Funcoes de distribuicao radial parciais para um sistema multicomponente: GeSe;

Nesta secdo serd feita a andlise para o sélido vitreo GeSe;. Os dados para os fato-
res de estrutura parciais obtidos por P. S. Salmon e colaboradores[14, 15] utilizados aqui para
a realizacdo da inversdao encontram-se representados na Figura 9.9. Ao lado esquerdo estdao
apresentados os dados recalculados a partir dos resultados finais obtidos por P. S. Salmon e

colaboradores e ao lado direito, aqueles obtidos experimentalmente.

9 9
8 B 8 |-
SSeSe(q)"'6 SSeSe(q)+6
7r 7r
6 61
5l Sgese@+35 | 5r
- 5 4l
%, A WWA g
o gl lw 31
2+ 2r
1k
1 L
0 |-
ol
1F
At
-2
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
q /A q /A"

Figura 9.9: Fatores de estrutura parciais recalculados (esquerda) e experimentais (direita).

Inicialmente serdo considerados os dados recalculados. Os valores para S,,(¢) foram

obtidos considerando-se a aproximagao de T. E. Farber e J. M. Ziman.[16] Desta forma, o
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problema se resume em realizar a inversdo considerando a equacao (3.17) para cada par.

Assumindo que ndo se tenha nenhuma informacao prévia sobre as fun¢des de distribui¢ao
radial parciais para este sistema, serd dada como condig¢do inicial para todos os pares a seguinte
funcao

_ 1 +tanh(2(r — 1))

G(r )i = 5 (9.10)

garantindo assim o comportamento correto para g(r) nos limites de 7 — 0 e r — oo. Os
resultados para o par Ge-Ge estd apresentado na Figura 9.10. A partir da primeira condi¢ao
inicial utilizada, lado esquerdo, obteve-se uma solucdo que apresenta oscilacdes em torno de
g(r) = 1 para grandes valores de r. Porém, a partir deste resultado foi possivel propor uma
segunda condi¢do inicial, lado direito, para a qual foi obtido uma solu¢do com o valor limite

correto.

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
r/A r/A

Figura 9.10: Funcdo de distribui¢do radial para o par Ge-Ge: (linha cheia) solucdo obtida; (linha tracejada)
condigdo inicial utilizada.

Para o par Ge-Se foi necessario realizar este procedimento oito vezes, das quais o pri-
meiro, segundo, quinto e oitavo resultados estdo apresentados na Figura 9.11. Um numero
maior de cdlculos foi necessario ja que, diferentemente do caso anterior, o primeiro resultado
obtido ndo garante a auséncia ou presenca de um pico menor antes do daquele de maior inten-
sidade (r < 2 A). Adicionalmente, inicialmente também foi obtido o resultado com oscilacio

ao redor do limite de g(r) = 1.



98

14 14
12 ¢
10 1
< 8f
[ ]
[
3
o 6
4 0.5 i 4t 0.5
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
27 [/\’/\/\/&\ b 2
0 L L L L L o =~ L L L L
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
r/A r/A
14 T T T T T 14 T
15
12 r b 12+
10+ b 10 -
< 8 15 8 NIVA
[ [} 1
8 8
o 6 4 o 6
4 05 ] 4t 0.5
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
2r b 2r
LT N e
0 5 10 1§ 20 25 30 0 5 10 1§ 20 25 30
r/A r/A

Figura 9.11: Radial distribution function for the pair Ge-Se: (full line) solution acquired; (dashed line) initial
condition used.

Portanto, realizando-se o ajuste das condig¢des iniciais baseando-se nos resultados de
cada célculo anterior foi possivel observar a funcdo antes do pico de maior intensidade con-
vergindo para zero e o limite para grandes valores de r convergindo para o valor correto. As
mesmas observagdes foram feitas para o par Se-Se, como apresentado na Figura 9.12 para o
primeiro, segundo, sexto e oitavo resultados. Os valores para a fun¢@o erro em cada caso estao

apresentadas na Tabela 9.1.

Tabela 9.1: Resultados para a fungdo erro para cada caso apresentado utilizando-se os dados recalculados por P. S.
Salmon e colaboradores.

Par %HKf — s||§
Ge-Ge 6,3324 x 1074
Ge-Se 0,0297
Se-Se 0,0026

A diferencga consideravel observada para o par Ge-Ge se deve ao fato de que P. S. Salmon
e seus colaboradores realizaram uma suavizacao dos dados experimentais para este par, uma vez
que estes continham ruidos com grandes amplitudes.

Os primeiros resultados para todos os pares apresentaram oscilagdes para grandes valo-

res de r. Porém, foi possivel corrigir este comportamento redefinindo-se a condic¢ao inicial e
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repetindo os célculos. As pequenas flutuagdes observadas para os pares Ge-Se e Se-Se estdo de

acordo com os ruidos contidos nos dados para Sgese(q) € Ssese(q)-
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Figura 9.12: Radial distribution function for the pair Se-Se: (full line) solution acquired; (dashed line) initial

condition used.

As solucdes obtidas neste trabalho estdo comparadas com aquelas apresentadas por P. S.

Salmon e colaboradores na Figura 9.13, demonstrando que foi possivel obter resultados preci-

SOS.

6 7 8 9 10
r/A

Figura 9.13: Func¢des de distribui¢do parciais: (pontos) obtidas neste trabalho; (linha cheia) obtidas por P. S.
Salmon e colaboradores. Os dados para os pares Se-Se, Ge-Se e Ge-Ge estdo deslocados de um fator de 0, 3 e 6,

respectivamente.
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A ultima condi¢ao inicial determinada foi também utilizada para se realizar a inversao
dos dados experimentais, apresentados ao lado direito da Figura 9.9. Os resultados estdo re-
presentados na Figura 9.14, onde observa-se grandes oscilacOes para o par Ge-Ge devido aos
ruidos nos dados. Porém, o comportamento da solucdo estd de acordo com aquele obtido ante-

riormente. Para os outros pares, obteve-se resultados com boa concordancia.

“_M_/V“’\"
N

0 5 ) 10 15
r/A

Figura 9.14: Funcdes de distribuicdo parciais: (pontos com linhas) obtidas neste trabalho utilizando-se os dados
experimentais; (linha cheia) obtidas por P. S. Salmon e colaboradores. Os dados para os pares Se-Se, Ge-Se e
Ge-Ge estdo deslocados de um fator de 0, 3 e 6, respectivamente.

Os fatores de estrutura parciais recalculados neste trabalho, os experimentais e aqueles

recalculados por P. S. Salmon e colaboradores estao comparados na Figura 9.15 e na Tabela 9.2.

Tabela 9.2: Funcio erro calculada utilizando-se os resultados obtidos por P. S. Salmon e colaboradores e aqueles
recuperados neste trabalho utilizando-se os dados experimentais.

Par  ®(f) P. S. Salmon e colaboradores ~ ®(f) neste trabalho

Ge-Ge 2,2170 0,6740
Ge-Se 0,1515 0,0382
Se-Se 0,0127 0,0063

Os valores da norma do erro para Sgece(q) ndo podem ser diretamente comparados, uma
vez que P. S. Salmon e colaboradores utilizaram dados suavizados e aqui considerou-se os dados
com grandes erros experimentais. Desta forma, os valores maiores para ®(f) sdo justificados

em ambas as abordagens.
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Figura 9.15: Fatores de estrutura parciais: (linha cheia) dados experimentais; (circulos brancos) recalculados por
P. S. Salmon e colaboradores; (circulos pretos) recalculados neste trabalho a partir dos dados experimentais.

A partir dos dados apresentados na Tablea 9.2 e Figura 9.15 percebe-se que fatores de
estrutura estaticos recalculados neste trabalhos estdo em maior concordancia do que aqueles
obtidos na referéncia [14].

Comparando-se o método da Rede Neural de Hopfield para liquidos puros monoatomicos
e um solido vitreo multicomponente, a Unica diferenca observada € a necessidade de se realizar

os calculos mais vezes, ajustando-se a condi¢do inicial.

9.7 Conclusoes

Neste capitulo foi introduzido método da Rede Neural de Hopfield como uma alternativa
de solucdo para o problema inverso envolvendo dados experimentais para o fator de estrutura
estético. Foi observado que para este caso ndo ha a necessidade de um tratamento prévio dos da-
dos, economizando esfor¢o computacional e evitando qualquer variacdo nos resultados obtidos

decorrente de aproximagdes no ajuste.



102

Além disso, a partir do mesmo conjunto de dados experimentais € possivel obter tanto
a funcdo de distribui¢ao radial quanto a funcdo de correlacdo direta. Ou seja, a partir de da-
dos experimentais é possivel se obter as solugdes para a equacdo de Ornstein-Zernike sem a
necessidade de supor uma relacdo de fecho ou um modelo para a fungdo de energia potencial.

O método da RNH foi também aplicado para se resolver o problema inverso considerando-
se dados para um soélido vitrio multicomponente. Foi observado que mesmo em casos mais
complexos € possivel obter resultados precisos, necessitando apenas realizar contas de modo
consecutivo ajustando-se as condicdes iniciais. Evidenciando ainda mais a robustez do método

para este tipo de aplicagdo.



103

Bibliografia

[1]

[2]
[3]

[7]

[9]

[10]

[11]

[12]

BELSLEY, David A.; KUH, Edwin; WELSCH, Roy E. Regression diagnostics: Iden-
tifying influential data and sources of collinearity. New York: John Wiley & Sons,
2005.

LEON, Steven J. Linear algebra with applications. New York: Prentice Hall, 2010.

TIKHONOYV, Andrei Nikolaevich; GONCHARSKY, Aleksandr Vladimirovich; STEPA-
NOV, Viatcheslav Vasilievitch; YAGOLA, Anatoly G. Numerical methods for the solu-
tion of ill-posed problems. Berlin: Springer, 2013.

HOPFIELD, John J. Neural networks and physical systems with emergent collective com-
putational abilities. Proceedings of the National Academy of Sciences of the USA, v.
79, n. 8, p. 2554-2558, 1982.

CARVALHO, Felipe Silva; BRAGA, Jodao Pedro; ALVES, Marcio Oliveira;
GONCALVES, Cayo Emilio Monteiro. Neural network in the inverse problem of liquid
argon structure factor: from gas-to-liquid radial distribution function. Theoretical Che-
mistry Accounts, v. 139, n. 2, p. 29, 2020.

CARVALHO, Felipe Silva; BRAGA, Jodo Pedro. Indirect Solution of Ornstein-Zernike
Equation Using the Hopfield Neural Network Method. Brazilian Journal of Physics, v.
50, n. 5, p. 489-494, 2020.

CARVALHO, Felipe Silva; BRAGA, Jodo Pedro. Radial distribution function for liquid
gallium from experimental structure factor: a Hopfield neural network approach. Journal
of Molecular Modeling, v. 26, n. 8, p. 1-5, 2020.

CARVALHO, Felipe Silva; BRAGA, Jodo Pedro. Partial radial distribution functions for a
two-component glassy solid, GeSe;, from scattering experimental data using an artificial
intelligence framework. Journal of Molecular Modeling, v. 28, n. 4, p. 1-7, 2022.

HOPFIELD, John J.; TANK, David W. “Neural” computation of decisions in optimization
problems. Biological cybernetics, v. 52, n. 3, p. 141-152, 1985.

BRAGA, Joao Pedro; de ALMEIDA, Marcelo Barros; BRAGA, Antonio de Padua; BEL-
CHIOR, Jadson Claudio. Hopfield neural network model for calculating the potential
energy function from second virial data. Chemical Physics, v. 260, n. 3, p. 347-352,
2000.

YARNELL, J. L.; KATZ, M. J.; WENZEL, R. G.; KOENIG, S. H. Structure factor and
radial distribution function for liquid argon at 85 K. Physical Review A, v. 7, n. 6, p. 2130,
1973.

BELLISSENT-FUNEL, M. C.; CHIEUX, P.; LEVESQUE, D.; WEIS, J. J. Structure factor
and effective two-body potential for liquid gallium. Physical Review A, v. 39, n. 12, p.



104

6310, 1989.

[13] DE GRAAF, L. A.; MOZER, B. Structure study of liquid neon by neutron diffraction. The
Journal of Chemical Physics, v. 55, n. 10, p. 4967-4973, 1971.

[14] ROWLANDS, Ruth F.; ZEIDLER, Anita; FISCHER, Henry E.; SALMON, Philip S.
Structure of the intermediate phase glasses GeSe; and GeSe,: The deployment of neu-
tron diffraction with isotope substitution. Frontiers in Materials, v. 6, p. 133, 2019

[15] SALMON, Philip S.; ZEIDLER, Anita. Data sets for the Frontiers in Materials article
entitled “Structure of the intermediate phase glasses GeSe; and GeSe,: The deployment
of neutron diffraction with isotope substitution”. 2019.

[16] FABER, T. E.; ZIMAN, J. M. A theory of the electrical properties of liquid metals: III.
The resistivity of binary alloys. Philosophical Magazine, v. 11, n. 109, p. 153-173, 1965.



105

10 A REDE NEURAL DE HOPFIELD-GATEAUX LINEAR

10.1 Introducao

No capitulo anterior foi apresentado o método da RNH para a solu¢do de problemas in-
versos, aplicando ao caso particular de se obter as fun¢des de correlagdo direta e de distribuicdo
radial a partir de dados experimentais para o fator de estrutura estitico. Neste capitulo as
equacoes de Hopfield serdo obtidas utilizando-se a derivada de Gateaux, que generaliza algumas
defini¢des da derivada usual.

A derivada de ordem fraciondria pode ser definida de diversas formas. Para uma revisao
histdrica e tedrica sobre este assunto sugere-se ao leitor as referéncias.[1-3] Entretanto, diversas
defini¢des propostas ndo garantem todas as propriedades conhecidas no calculo usual, como
por exemplo a derivada de constantes ser zero ou a regra da cadeia. Isto impde dificuldades
quando se tenta conciliar estas formulagdes para o célculo fraciondrio com problemas fisicos e
quimicos.

Uma definicao extensamente utilizada na literatura € aquela proposta por Caputo,[4—6]
apesar desta ndo obedecer a regra da cadeia. Por este motivo, a derivada de Caputo ndo poderia
ser utilizada na deduc¢do das equacdes de Hopfield. Mesmo com esta limitacdo, ela tem sido
aplicada dentro do contexto das Redes Neurais de Hopfield.[7-10] Nestes casos considera-se a
equagdo usual e altera-se a derivada de ordem inteira pela de ordem fraciondria.

Uma outra definicdo que garante as propriedade usuais do calculo foi proposta por R.
Khalil e colaboradores, denominada de Derivada Fracionaria Conformal (DFC).[11] Como esta
definicdo € um caso particular para a Derivada Linear Estendida de Gateaux (DLEG),[12] as
equagoes de Hopfield podem ser rigorosamente estabelecidas de um modo mais geral. Sendo
assim, a garantia da minimiza¢do da funcao erro ¢ naturalmente obtida. Esta forma mais geral
serd denominada aqui de Redes Neurais de Gateaux-Hopfield (RNGH).

Neste capitulo serdo introduzidos os conceitos necessarios para se o desenvolvimento do
trabalho. Entdo, a DLEG ser4 utilizada para se obter as equagdes de Hopfield, de modo andlogo
aquele apresentado no capitulo anterior. A solucdo para uma equacgdo integral de Fredholm de
primeiro tipo sera obtida para se testar o método e entdo o problema inverso envolvendo os
dados de espalhamento de néutrons sera refeito dentro do novo formalismo. Para se resolver

estes problemas € necessario definir na DLEG uma func¢ao 1. Neste trabalho, esta serd definida
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de modo que se obtenha uma equacao similar a CFD, porém sem a limitacao no termo referente
a ordem da derivada fraciondria. O método desenvolvido se mostra como uma melhoria das

Redes de Hopfield usuais, uma vez que se obtém a convergéncia mais rapidamente.

10.2 Derivada de Gateaux

A Derivada Linear e Extendida de Gateaux (DLEG) € definida como[12]

dfleg(t; w) — lim f(t + 6¢(tva)) B f(t) (10_1)

e—0 €

se f(t) e g(t) sdo fungdes diferencidveis nesta definicdo e A, a e b constates, esta derivada

obedece as regras
d(af +bg)e(t; ¥) = ad(f)(t; ) + bd(g)"*(t; )
2. d(\)2(t;4) = 0
d(fg) = gd(f)(t;¥) + fd(g)*e(t; )

leg leg leg
f sl — 9S) () — fd(g) e (L)
4' d (g) (t’ 2/}) - g2

Neste trabalho serdo consideradas somente fun¢des no espago euclidiano. Seja f
R™ — R™ uma fungdo diferencidvel na defini¢io DLEG no conjunto de variaveis t = (t1,ta, ... ,t,) €
T C R™, esta pode ser representada como f = (f1,f2,...,fm) € R™. Sejai(t,a) : R* x R —
R"™ com a € R. Entdo, a DLEG é dada por[12]

df*8(t;¢) = (Vi (t,a)) (Vb (ta)) . (Vi tb(ta))) (10.2)

onde Vf; = (a%’ 6%), . ,%) fi e (Vfj(t,«)) representa o produto escalar de V f; com
Y(t,a). Neste trabalho serdo consideradas fungdes f tais que f; = f;(¢) parat € R, ou seja

n = 1. Tem-se da equacao (10.2) que para este caso

d(£)(t;0) = ¢— (10.3)

Se ¢ for definido como ¢!~ com a < 1 recupera-se a defini¢do para a Derivada Fra-
cionaria Conformacional (DFC) proposta por R. Khalil e colaboradores. Dada uma fungao

f:Rso — R, sua DFC de ordem « € (0 , 1] é dada por



107

T (1) = tim LEEL) =[O

e—0 €

(10.4)

A equacao (10.3) serd util para a dedugdo das equacdes no método da Rede Neural de
Hopfield-Gateaux (RNHG). Considerando-se duas fungdes f : R? — R™ e g : R" — RP?, tal

que fog:R" = R™. Sen = 1 pode-se escrever utilizando-se a regra da cadeia que

dRe(0)0) = o (JL00 4 SO SR
(10.5)
0g, Ot dgy Ot dg, Ot

Este resultado pode ser generalizado e esta propriedade sera utilizada mais a frente.
10.3 Rede Neural de Hopfield-Gateaux

As equacgdes de Hopfield-Gateaux serdo obtidas nesta secao e serd considerado somente
o caso de problemas lineares, como os apresentados no capitulo anterior. De modo semelhante,

defini-se a fun¢do energia como

1
() = SIIKFf —g]f* (10.6)

com f = f(t). Observando que ¢ () € uma fungdo composta. Seja f : R — RP e & : R? — R,
entdo ¢ é uma func¢io composta de ® e f tal que ® o f : R — R. Sob a definicio da DLEG

tem-se para um problema com dois neurdnios que

o
dfi

0P

A1) (t; ) = ( o

) d<f1<t>>l€g<t;w>+( ) ARO)= ) (107)
f2 f1

na qual a equacao (10.5) foi utilizada com n = 1, p = 2 e m = 1. Para que a fun¢ao energia seja
monotonicamente decrescente no tempo, tem-se que impor d(®(t))"9(¢; 1) < 0. Para satisfazer

esta condi¢do € necessario definir
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d(fi(£)" () = — (g_;lz>f

(10.8)

of>

Como no método HNN usual tem-se f; = f(u1(t)), com f e u possuindo os significados

d(fo(t)) (t; ) = — (8(I)>f1

usuais.

d(®(1))" () =

w dd dfl dU1 dd df2 dUQ .
dfiduy dt — dfsdus dt |

(10.9)
do dfl le . @d_fé le .
T e dn(0) () + G S daa(1) (1)
Como % > (), tem-se que
0o
d leg(q. — _ 2=
o9 =~ (57 )
(10.10)
0o
d leg (4. — _ [ Z=
o)) =~ (57 )
Da equacao (10.6) retira-se que
1
o(t) = 2 [(Kllfl + Kiafa — 91)2 + (Ko fi + Koo fo — 92)2] (10.11)
Portanto
d(ul(t))leg(t§ V) = —Ky1 (Kifi + Kiafa — g1) — Kot (Ko1fi + Koafa — go)
(10.12)

d(ug(t))'9(t; 1)) = =K1 (K1 fy + Kiofo — g1) — Koo (Koy fi + Koo fo — g2)

O conjunto de equacdes de (10.12) pode ser reescrito na forma matricial, de modo que

serd valido para qualquer dimensao, como

d(u(t))(t;¢) = -KTKf + K'g (10.13)

ou ainda

du 1
— = - [-KTKf + KT 10.14
T [ +K'g] (10.14)
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Para ¢ = 1 retoma-se o conjunto de equagdes diferenciais do método RNH. Neste
trabalho ser4 utilizado 1) = #'~® como na defini¢do para derivada fracionaria proposta por R.
Khalil e colaboradores, porém nesse contexto o parametro o pode assumir qualquer valor no
conjunto dos nimeros reais.

Considerando a equacgdo (10.14) e esta escolha particular para i € possivel propagar as
equacoes de Hopfield-Gateaux resolvendo-se o conjunto de equacdes

‘fi—‘; = t% [-KTKf + K"g] (10.15)

Para evitar singularidades, a condicdo inicial sera dada em ¢, > 0.
10.4 Sistema prototipo

Como um primeiro teste para validacdo da RNHG seré considerado um problema razo-

avelmente simples representado por uma equacao integral de Fredholm de primeira ordem,[13]

o(z) = / K(2.9)(5)dy (10.16)

com

(10.17)

Sera escolhido neste caso particular a = 1 e b = 5. Este problema também foi utilizado
em outro trabalho para se discutir a Decomposi¢ao em Valores Singulares e a Regularizacao de
Tikhonov.[14]

O problema foi definido de modo que a matriz K tenha dimensdo 22 x 22. Neste caso a

condi¢do da matriz € de 8,1167 x 10,
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10.5 Soluciao numérica

Considerando a equacdo (10.15) o ponto fixo para este conjunto de equacdes diferenci-

du

ais, i.e.

=0, é utal que

Kf(u(t)) =g (10.18)

Pode-se perceber que este resultado € independente de «r, mas este parametro ird influen-
ciar na convergéncia para o ponto fixo. Para ajudar a entender esta influéncia pode-se considerar

a solugdo para o conjunto de equacdes de Hopfield-Gateaux pelo método de Euler,

h
U] = u; + tlTa [K/Kfl — K/g] (1019)

)

D. Zhao e M. Luo[12] interpretaram a DLEG como uma modificacdo da velocidade
classica tanto em direcao (para duas ou mais dimensdes) quanto em magnitude. Deste ponto
de vista, o conjunto de equagdes de Hopfield-Gateaux podem ser interpretadas como uma
modificacdo da taxa de aprendizagem do método de Hopfield usual, denominada daqui em

diante de taxa de aprendizagem cléssica.
10.6 Dependéncia da convergéncia em « e )

Dos argumentos apresentados na se¢ao anterior € possivel estimar a dependéncia da
convergéncia em e 7). Paraty) = t!7* e o < 1 a taxa de aprendizagem cléssica serd modificada
de modo que ird decair com o tempo e a rede neural ird ter um rapido aprendizado no inicio do
processo. Deste modo, se a condi¢@o inicial ndo for préxima o suficente da solugdo exata, a rede
neural ird necessitar de um tempo maior para aprender e para valores de tempo ainda maiores
ela ndo sera capaz de aprender mais, uma vez que i = (O parat >> (. Para @ > 1 a taxa de
aprendizagem serd modificada para zero no inicio do processo, porém apds um curto intervalo
de tempo ela comecard a aumentar até o ponto em que a rede neural aprenda totalmente sobre
o processo, demandando um tempo menor do que no método RNH usual. O efeito da variacdo
de o no tempo computacional sera analisado a seguir.

Os valores de o e os respectivos tempos de computaciao para a solu¢do do problema
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protétipo estdo apresentados na Tabela 10.1 e a evolucao temporal da funcao energia para cada

« estdo representadas na Figura 10.1. O critério de parada foi estabelecido como ® = 10711,

Tabela 10.1: Dependéncia do tempo de computacdo para diferentes valores de a.

o  Tempo /s

1 5,828122
1.5 2,090320
2 1,244758
2.5 0,887580
3 0,706472
3.5 0,659272
4 0,509641
6  0,356831
8  0,298397
10 0,263862
1 X 1073
0.8
N—
206"
o
X
;. 0.4
o
0.2}
0
0 1 2 3 4 5

t
Figura 10.1: Funcdo energia para « iguais a 1, 1,5, 2, 2,5, 3, 3,5, 4, 6, 8 e 10.

A representacdo da evolucdo temporal da fungdo de ativacdo para o« = 1, 5 e 10 estdo
representadas na Figura 10.2. Como previsto anteriormente, para o > 1 a rede neural ndo ird
aprender no inicio do processo, mas apos algum tempo ela rapidamente converge para o ponto
fixo.

Para este caso particular, observou-se um tempo de computacdo 22 vezes menor para
a = 10, quando comparado com o« = 1. Na Figura 10.1 também € possivel observar um limite

para o tempo de aprendizagem na medida em que v aumenta.



112

0.8

So6;

0.4

0.2

Figura 10.2: Evolugdo temporal da funcdo de ativacdo para cviguala 1 (---), 5 (- -) and 10 (-).

10.7 Aplicaciao ao problema inverso do argonio liquido

O fator de estrutura para o argonio liquido a 85 K, com os ruidos experimentais, tratado
no capitulo anterior serd novamente considerado para se realizar a inversao utilizando-se o novo
método proposto neste capitulo. Os resultados, considerando o vetor r com dimensao 60, estao

apresentados na Figura 10.3.

3.5

3,

0 T 5 10 15

Figura 10.3: Resultados obtidos pela RNHG (o), pela RNH[15] (e), condi¢do inicial (*) e o apresentado por J. L.
Yarnell e colaboradores[16] (-).

Observa-se que todas as solucdes convergem para o mesmo resultado, dada a mesma
condicdo inicial, como esperado. A evolucido da fungdo energia para valores distintos de «

estao apresentados na Figura 10.4.
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6 8 10
Figura 10.4: Evolugdo temporal da funcdo energia para o igual a: (-) 1; (- -) 5; (—-) 10.

Os tempos para computagdo destes resultados para o = 1, 5 e 10 foram, respectivamente
6 minutos, 1 minuto e 45 segundos. Portanto a RNHG é um método ainda mais robusto do que
o método RNH usual, uma vez que os mesmos resultados sao obtidos com um menor esfor¢co
computacional. O método de solu¢ao numérica ainda pode ser melhorado fazendo a extensdo

do método de Euler para o de Runge-Kutta de quarta ordem.

10.8 Conclusoes

Neste capitulo foi proposto uma generalizagdo para a Rede Neural de Hopfield, na qual
a taxa de aprendizagem cldssica € modulada pelo parametro «, presente na Derivada Linear
e Extendida de Gateaux. Observou-se uma diminui¢do consideravel no tempo computacional
para a solugdo tanto do problema protétipo quanto para o tratamento de dados experimentais
contendo ruidos. Ou seja, da mesma forma que a RNH usual ndo necessita de um tratamento
prévio do conjunto de dados experimentais, a RNHG também nio necessita.

E interessante notar que uma redugdo significativa para o problema inverso do argdnio
liquido foi observada, passando de 6 minutos para 45 segundos ao se considerar o = 10. Neste
caso foram considerados 60 pontos para o vetor r, o que significa que foram resolvidas 60
equacoes diferenciais acopladas. Esta redu¢do do tempo de computacao € ainda mais importante
em problemas onde ha a necessidade de se considerar vetores com dimensdes maiores, onde a
RNH levaria ainda mais tempo retornar o resultado. Portanto, esta generalizacdo se mostra um

método ainda mais robusto para a solugdo de problemas inversos.
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11 APLICACAO DE PHYSICS INFORMED NEURAL NETWORKS NO ES-
TUDO DE LIQUIDOS

11.1 Introducao

Redes neurais vém sendo extensivamente utilizadas para aplicacdes em quimica, como
por exemplo no estudo de cinética,[1-4] na previsdo de propriedades fisicas de materiais po-
liméricos[5] e de grandezas termodinamicas.[6] As redes mais amplamente utilizadas sdo aque-
las denominadas de Multilayer-Perceptron (MLP), podendo ser utilizadas para problemas de
classificagdo ou regressdo. Entretanto, recentemente outras redes vem sendo propostas como
as Thermodynamics-based Artificial Neural Networks[7] e Physics Informed Neural Networks
(PINN),[8] esta ultima sendo posteriormente estendida e denominada Fractional Physics Infor-
med Neural Networks.[9]

As PINNSs tém sido utilizadas para se resolver problemas de transferéncia de calor,[10]
mecanica de fluidos,[11] fluxo de alta velocidade[12] e possuindo também aplicacdes na drea
médica.[13] Um ponto que todas estas aplicagdes possuem em comum € a solucao de equacoes
diferenciais. Porém, a forma como esta rede foi elaborada permite a solu¢dao de outros proble-
mas.

Redes como a MLP ja foram utilizadas no estudo da fisica do estado liquido por R. E.
A. Goodall e A. A. Lee[14] no trabalho onde estes autores consideraram dados de simulagao
para realizar uma regressdo. O resultado previsto pela rede foi uma funcdo ponte que garante
uma relagdo de fecho com resultados mais precisos do que aquelas mais comumente utilizadas,
mesmo considerando outros potenciais que nao foram utilizados nas simulacdes afim de se
adquirir os dados para o treinamento da rede.

Neste capitulo serdo discutidas as aplicacoes das PINNs para a acquisi¢do da solucao
para equacdo de Ornstein-Zernike e o problema inverso para a obten¢ao da funcao de distribuicao
radial, g(r), a partir do fator de estrutura estdtico, S(q), serd revisitado utilizando-se esta abor-
dagem. Apds se introduzir os conceitos necessarios para o entendimento das redes MLP e

PINN, os resultados preliminares serdo apresentados.
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11.2 Rede Multilayer Perceptron (MLP)

Uma rede MLP consiste em uma camada de entrada, uma sequéncia de camadas es-
condidas e uma camada de saida.[15] Na Figura 11.1 estd representada uma rede com uma
entrada, uma saida e trés camadas escondidas constituidas de n neuronios totalmente conecta-
dos. Porém, o numero de entradas e saidas irdo variar de acordo com o problema estudado e ndo
¢ necessdrio que todas as camadas internas tenham a mesma quantidade de neurdnios e estes

nao precisam estar totalmente conectados.

L1 L2 L3

Entrada

Figura 11.1: Esquema de uma rede MLP com neurdnios totalmente conectados.

Cada conex@o entre os neurdnios representa um peso, de modo que temos para cada

neurdnio na camada L1.

01(1) = Wi(l) x Entrada + bgl), i=1,...n (1L.1)

onde W, e b; representam o peso e bias, respectivamente. Fazendo uma analogia com a re-
gressdo linear, o peso seria o equivalente a inclinagdo e o bias ao intercepto. E comum ainda que
se aplique uma transformacao nestes resultados antes de passéd-los adiante para a préxima ca-
mada. Esta transformacdo € denominada funcao ativac@o. Desta forma, temos para os neuronios

na segunda camada

o =W x fo)+ b, i=1,...m (11.2)

J
Procedendo-se consecutivamente desta forma até se obter o valor para a saida. As
fungdes de ativagdao podem ainda variar de uma camada para outra. O problema consiste entdo
em determinar quais os valores para W e b irdo garantir que o resultado previsto pela rede

coincida com o valor alvo desejado.
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11.3 Physics Informed Neural Networks (PINN)

Nas Physics Informed Neural Networks a constru¢do do modelo € andlogo ao da MLP,
porém este conta ainda com uma parte adicional que ird lidar com as informagdes sobre a fisica
do problema. Um exemplo esta representado na Figura 11.2.

A rede representada consiste em uma parte exatamente igual aquela exemplificada an-
teriormente, porém os resultados previstos pela parte em azul da rede sao utilizados na parte
verde. Entdo, a funcdo custo a ser minimizada € construida baseando-se na saida da rede em

azul e nas restri¢cdes contidas na regido verde da representacao.

1 L2 13 O

Entrada

/
\O 4
>

N&o Atingiu a ’7F

Ao ungdocusto «~————
tolerancia? ¢

final
Figura 11.2: Esquema de uma PINN com neurdnios totalmente conectados.

dy(z)

Um exemplo simples para este problema seria resolver a equagao diferencial =

= —X

com a condi¢@o inicial y(0) = 1. Desta forma, = seria a entrada da rede e y(z) a saida. Na

segunda parte da PINN obtém-se a derivada dz(;) , defini-se f = dzl—(;) +xzeci=y(0)—1. Desta

forma, tem-se a funcdo custo dada por

d?/(ﬂfz)
dx

N
1
L= |y(x1)—1|2+ﬁz

=1

+ x; (11.3)

Ao se achar os parametros da rede que minimizam a fucio L, chega-se a um modelo que
retorna a fungdo y(x) garantindo tanto a condigdo imposta pela equacéo diferencial quanto pela

condicdo inicial escolhida.
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11.4 Detalhes numéricos gerais

Os programas desenvolvidos neste capitulo foram escritos em Python utilizando-se o
tensorflow[16] e Keras[17] para montar os modelos. Foi observado que o algoritmo Adam[18],
normalmente utilizado, ndo tem uma boa performance para os problemas abordados. Para isto,
utilizou-se o0 Método Truncado de Newton,[19, 20] implementado na biblioteca scikit-learn.[21]

O método utilizado para realizar o ajuste dos parametros aceita somente um tnico ve-
tor contendo as varidveis. Como os modelos construidos no tensorflow/Keras sdo armazenados
como tensores, utilizou-se uma fun¢do denominada Function Factoring, definida em um algo-
ritmo para se resolver a equagdo de Helmholtz utilizando-se uma PINN,[22] a qual ird converter

estes tensores em um vetor.

11.5 Aplicacao na solucao da equacao de Ornstein-Zernike

Para a solucdo da equagdo de Ornstein-Zernike serd dado como entrada a coordenada r
e a rede ird retornar o valor para I'(r) = rv(r). A escolha para esta fung¢@o se baseia no fato
de que, para densidades maiores, () possui valores muito altos para r — 0 e oscila muito
proximo de zero na medida em que  aumenta. Desta forma, ['(r) ¢ uma fun¢@o que nao possui
uma mudanga de caracteristica muito drastica. De modo andlogo defini-se C(r) = rC(r), para

a qual escreve-se a transformada de Fourier como[23]

N-1

FAC()} (¢) = Clay) = dmAr Yy C(ry) sin (rigy) (11.4)

i=1

onde Ar = R]';;X, ri = 1Ar, ¢; = jAqe Aqg = 7—. A equagio de Ornstein-Zernike no espago

reciproco pode ser reescrita em termos de I'(r) e C(r) como

P _ P@(f])
q—pC(q)

Desta forma a adaptacao da PINN neste caso consiste em substituir a equagao diferencial

(11.5)

por uma sequéncia de operacgdes, como se segue: 1) do valor estimado fornecido pela rede,

I'(r), calcula-se C(r) por meio de uma relagio de fecho definida; 2) obtém-se F {C(r)} (¢) da
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equacdo (11.4); 3) Obtém-se F {I'(r)} (¢) da equagdo (11.5); 4) aplica-se a transformada de

Fourier inversa para se obter I'(r), sendo esta dada por

=

-1

L(r)=F"1! {f(q)} (r;) = A f(qj) sin (r;q;) (11.6)

22 4
7=1

A funcao custo € definida entdo como

2

1 N-1 .
L=—— ; ‘F(ri) ~T(r) (11.7)

Minizar L garante que a func¢do dada pela rede PINN ird satisfazer a equacao de Ornstein-

Zernike para uma dada relacdo de fecho.
11.5.1 Aspectos numéricos

Determinou-se o modelo que melhor aprende a solugdo do problema como sendo con-
situido de duas redes paralelas (RP;, RP,) possuindo trés camadas (L;, L, e L3), uma terceira
(RP3) possuindo seis camadas (L, L, ..., L) e mais duas redes paralelas (RP4, RP5) com uma
camada interna. Em todas as redes paralelas termina-se com uma camada, L, constituida por
um unico neuronio. Para se obter a saida deste modelo soma-se todas os resultados obtidos em
todas as camadas L.

Nas camadas L;, L, e L; de RP; e RP, foram utilizados 15 neurénios com fun¢do de
ativacdo tanh em todas as camadas e ativacao linear em L. Em RP; foram utilizadas 6 ca-
madas também contendo 15 neurdnios com funcdo de ativagdo tanh em todas as camadas,
inclusive na L,,. Na quarta rede paralela foi utilizado uma camada com 50 neur6nios e fung¢ao
de ativacdo 0,025 x tanh nas duas camadas que a constitui. A quinta rede paralela é formada por
uma camada com 25 neuro6nios e funcdo de ativacdo 0,001 x tanh tanto nesta camada quando
em L.

Uma representacdo geral para ilustrar esta PINN estd apresentada na Figura 11.3. A
escolha de um modelo contendo redes paralelas se deve ao fato de que desta forma o modelo

podera aprender as diferentes caracteristicas da solu¢do por mais de uma via.
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Figura 11.3: Esquema geral da PINN considerada para se resolver a equacdo de Ornstein-Zernike.

Este modelo sera aplicado para se resolver a equagao de Ornstein-Zernike considerando
a aproximagdo de Percus-Yevick para p* = 0,1, 0,5, 0,9 e a aproximacao Hyperneted-Chain
para p* = 0,1 e 0,9, considerando 7™ = 2,0 em ambos os casos, afim de se testar o modelo para
solugdes com diferentes graus de complexidade. O valor méximo para a coordenada espacial e

ndmero de pontos na fun¢do definidos foram, respectivamente = 20 e N = 800.

max

11.5.2 Resultados para as proximagcoes de Percus-Yevick e HNC

Para se obter a solu¢do do problema utilizando-se a PINN, inicialmente faz-se um pré-
ajuste dos parametros do modelo para a aquisi¢do de uma condi¢do inicial mais apropriada do
que aquela ao se atribuir valores aleatorios para os pesos e bias.

Como ~y(r) possui o valor maximo para r = 0 e decresce até atingir o primeiro minimo,
enquanto que para r — oo esta fungao tende a zero, pode se supor uma condicdo inicial do
tipo Tyni(r) = cre~®", onde c e b sdo pardmetros a serem definidos. Desta forma, procura-se
evitar minimos locais para a funcdo custo que ndo representam uma solucdo para o problema.
A condigdo inicial utilizada neste caso estd apresentada na Figura 11.4, onde utilizou-se ¢ = 10

eb=23.
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Figura 11.4: Condig@o inicial para I'(r) considerada para se obter solu¢des para a equacdo de Ornstein-Zernike
nas aproximagdes de PY e HNC.

Os resultados apresentados nas Figuras 11.5, 11.6 e 11.7 demonstram a capacidade da
rede aprender a fungdo de correlacio indireta mesmo nos casos onde esta contém oscilacoes

com baixas amplitudes para valores maiores de r.
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Figura 11.5: Resultados para () e I'(r) obtidos considerando p* = 0,1 e a aproximagéo PY: (linha cheia preta)
resultado obtido pela PINN e (linha pontilhada amarela) resultado obtido utilizando-se o método descrito anterior-
mente.

Uma rede mais simples poderia ser utilizada para se resolver o problema para p* = 0,1,
por exemplo, mas optou-se por uma rede mais complexa para que a mesma rede pudesse ser

utilizada em todos os casos testados.
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Figura 11.6: O mesmo da Figura 11.5 considerando p* = 0,5.
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Figura 11.7: O mesmo da Figura 11.5 considerando p* = 0,9.

A evolugio da fungio custo ao longo das interacdes estd representada na Figura 11.8. E

possivel notar que a rede demora mais tempo para aprender as solu¢des na medida em que estas

se tornam mais complexas.
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Figura 11.8: Evolucdo da fungdo custo, para o caso da aproximacao de Percus-Yevick, ao longo das 500 primeiras
iteragdes para p* = 0,1 (vermelho), 0,5 (preto) e 0,9 (azul).

Os resultados para a aproximacgdo HNC estdo apresentados nas Figuras 11.9 e 11.10.

Neste caso percebe-se que, dados os critérios para definir a convergéncia, a rede ndo aprendeu

as oscilagdes que ocorrem para r* > 6. Porém, essas oscilagdes sdo pequenas e ao se recuperar
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a funcdo de interesse, (1), percebe-se que a previsao da rede é apropriada.
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Figura 11.9: O mesmo da Figura 11.5 considerando a aproximac¢do HNC e p* = 0,1.
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Figura 11.10: O mesmo da Figura 11.5 considerando a aproximacdo HNC e p* = 0,9.

Desta forma, a aplicabilidade de uma PINN para a solucdo da equacdo do Ornstein-
Zernike € demonstrada e a eficiéncia da rede pode ser melhorada explorando-se outros modelos
e outras fungdes de ativacao.

Dada o alto grau de oscilagdes na fungdo I'(r) uma alternativa, a ser investigada, para
a arquitetura da rede seria uma PINN constituida de uma RP com fun¢do de ativagdo cos nas
camadas internas e outra RP com fun¢do de ativacdo tanh nas camadas internas, ambas com
ativacdo linear no ultimo neurdnio. Os dois resultados seriam entao multiplicados para se obter
a saida final para a primeira parte da rede. Desta forma, espera-se que a rede tenha uma maior

capacidade para aprender o comportamento oscilatdrio correto da solucao.

11.6 Solucoes no ponto critico

Para estados com temperatura e densidade préximos ao ponto critico, a funcao de correlacao
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total, A(r), tem o comportamento assintdtico descrito pela equagio[25]

1 e "
h(r) ~ (47rp*)\> . (11.8)

onde os parametros A e x sao calculados como

2 * o
A= 2P / C(r)rtdr
3 Jo

(11.9)

o {1 — 47 p* fooo C’(r)r2dr1 3
A
Considerando a aproximacao de Percus-Yevick e o potencial de Lennard-Jones truncado
em 7* = 6, ou seja, U(r) = 0 para r* > 6, D. Henderson e R. D. Murphy[25] determinaram
a temperatura e densidade criticas como sendo, respectivamente, 7" = 1,312 e p; = 0,278.
Neste caso o método iterativo, para r,,, = 60 e N = 1500, se demonstra instavel durante o
processo de solucdo e ao final converge para um resultado que nao decresce de acordo com a
exponencial (11.8), como pode ser observado na Figura 11.11. O erro foi calculado, de modo
andlogo a funcéo custo da rede, como Erro = ﬁ 211\511 |Vanterior (T4) — fynovo(ri)\2 e também

estd apresentado na Figura 11.11.
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Figura 11.11: Resultado para a equacdo de Ornstein-Zernike utilizando-se o método iterativo (esquerda) e evolugdo
do erro (direita).

Desta forma a PINN pode ser utilizada para garantir que a fungdo I'(r) forneca as
solugdes para a equagdo de Ornstein-Zernike e que a fun¢io h(r) possua o comportamento as-
sintdtico correto para maiores valores de r estabelecendo-se uma fun¢do custo L = Loz~ Lagsine

onde Loz € dada pela equagdo (11.7) e

(11.10)

1
Lassint - W Z

r*>r!
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sendo N’ o nimero de pontos considerados, r’ o valor a partir do qual serdo considerados os
resultados e ﬁ(r) o valor previsto a partir dos resultados obtidos pela rede. Neste estudo foi

definido ' ~ 8.

11.6.1 Aspectos numéricos

Para a solugdo deste problema utilizou-se um modelo, como representado na Figura
11.12, consistindo de seis camadas internas contendo 160, 80, 40, 20, 10 e 5 neurdnios utilizando-

se a funcdo de ativagado tanh.

L1 L2 LS L6

\ e e H Eq.|10.s

Nao Atingiu a

[ e e ]
toleranea? | Fungho custo -
Resultado Sim
final

Figura 11.12: Esquema da PINN para solu¢ao da equacdo de Ornstein-Zernike préximo ao ponto critico.

Na camada de saida, onde utilizou-se a ativagdo linear, obtém-se a estimativa para I'(r).
Este resultado € entdo utilizado de duas maneiras: a primeira consistindo em realizar as etapas
descritas na secdo anterior € a segunda consistindo em calcular o limite de altos valores de r
dado pela equagao (11.8). O valor maximo para a coordenada espacial e nimero de pontos na

func¢do foram, respectivamente, ;.. = 60 e N = 1500.

max

11.6.2 Resultados para a aproximagdo de Percus-Yevick

A condicdo inicial utilizada neste caso foi a mesma daquela apresentada na Figura 11.4,
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para o novo intervalo de r* definido. O resultado obtido pela rede estd apresentado na Figura

11.13.
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Figura 11.13: Resultado para h(r) no ponto critico utilizando-se a PINN. A direita tem-se o intervalo 1 < * < 6
e o resultado para a eq. (11.8).

Pode-se perceber ao comparar este resultado com os valores obtidos ao se utilizar a
equacgao (11.8) que o modelo proposto, juntamente com a fungdo custo apropriada, foi capaz
de aprender a solu¢do com o comportamento assintético correto, o que ndo pode ser garantido
ao utilizar o método iterativo. Outra vantagem ao se aplicar a PINN ¢ a estabilidade do método

enquanto este se aproxima da solu¢do, como pode ser observado na Figura 11.14.
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Figura 11.14: Evolug¢éo da fungao custo ao longo das iteragdes.

Uma comparagio entre os resultados para I'(r) obtidos pela PINN e pelo método itera-

tivo esta apresentada na Figura 11.15.
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Figura 11.15: Comparagdo entre os resultados para I'(r) para os dois métodos discutidos: (linha cheia preta) o
resultado obtido pela PINN e (linha tracejada vermelha) aquele adquirido pelo método iterativo.

Um ponto a ser observado é que a fungdo I'(r) prevista pela PINN decresce monoto-

nicamente para zero, o que é esperado uma vez que H(r) = rh(r) também é decrescente e
_Ul)

C(r)y=r(y(r)+1) e *s7 —1) = 0 para altos valores de . Uma comparagao entre ['(r) e

o comportamento assintético para H (r) estd apresentada na Figura 11.16.
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Figura 11.16: Comparagéo entre os resultados para (linha cheia preta) I'(r) e (linha tracejada vermelha) compor-
tamento assintdtico de H ().

Ja para o resultado previsto pelo método iterativo obteve-se oscilacdes na medida em
que r aumenta. Desta forma, o resultado obtido utilizando-se a rede neural garante consisténcia

com o resultado previsto pela teoria no caso limite.

11.7 Invertendo dados de espalhamento de néutrons

Nesta secdo o problema inverso de se obter a funcdo de distribui¢do radial a partir de
dados experimentais para o espalhamento de néutrons serd desenvolvido utilizando-se a PINN.

Serdo considerados os dados para o argdnio liquido a 85 K.
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11.7.1 Aspectos numéricos

Para este problema um modelo capaz de aprender € definido como apresentado na Figura
11.17. Foi utilizado a funcdo de ativagdo tanh nas camadas internas e a funcdo linear para a

saida.

L1 L2 L3 L4 L5

B
VRV N SN A
AANAN
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Figura 11.17: Representac¢do da PINN utilizada para recuperar g(r) a partir de dados experimentais para S(q).

Nesta rede a primeira parte recebe r como entrada e retorna g(r). Entao este dado de
saida € utilizado para se calcular o fator de estrutura estatico, equagdo (3.15), que serd compa-

rado com o dado experimental. A fungdo custo neste caso serd dada por

N,Z|5 6) — Sexp(i)] (11.11)

sendo N’ o nimero de pontos experimentais disponiveis. Neste caso N’ = 132 e para a funcio

g(r) definiu-se 7y, = 20 e N = 200.

11.7.2 Resultados para Ar liquido

A condig¢do inicial utilizada neste problema € o resultado para a funcao de distribui¢ao
_Uum) .
radial no limite de baixas densidades, g(r) = e *s7, que estd apresentada na Figura 11.18.
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Figura 11.18: Condicéo inicial para g(r) considerada para se resolver o problema inverso.
Os dados de S(q) para o argdnio liquido a 85 K estdo representados a esquerda na

Figura 11.19, juntamente com os valores recalculados. Percebe-se que o resultado obtido esta

em excelente concordancia com os valores experimentais.
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Figura 11.19: Esquerda: dado de S(q) experimental (linha tracejada vermelha) e recuperado pela PINN (linha
cheia preta). Direita: valore de g(r) obtidos pela rede (linha cheira preta), pela Rede Neural de Hopfield (linha
pontilhada amarela) e por J. L. Yarnell e colaboradores[24] (linha tracejada vermelha).

Os valores para g(r) recuperados estdo apresentados a direita na Figura 11.19, jun-
tamente com os dados obtidos por J. L. Yarnell e colaboradores[24] e aqueles determinados
utilizando-se a Rede Neural de Hopfield. A PINN recuperou de modo preciso os resultados para
todos os picos da fung@o g(r). Para pequenos valores de r ndo obteve-se g(r) = 0. Porém, uma

vez que este resultado € bem estabelecido, isto nao representa uma desvantagem do método.

11.8 Conclusoes

Neste capitulo foi introduzido o conceito das Physics Informed Neural Networks e estas

foram aplicadas para se resolver o problema direto de se obter solu¢des para a equagao de
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Ornstein-Zernike e o problema inverso de se adquirir a fun¢do de distribui¢ao radial a partir de
dados experimentais para o espalhamento de néutrons.

Dado o alto grau de oscilagdes da fungdo I'(r), o modelo utilizado ndo aprendeu de
modo preciso as pequenas oscilagdes para r grande. Porém, como estes valores sao pequenos, o
modelo proposto apresentou um desempenho que garante um bom grau de precisio na aquisi¢ao
dos resultados para (7).

Outro problema resolvido consiste em obter a solu¢do para a equagdo de Ornstein-
Zernike no ponto critico, onde a funcao de correlacdo total deve decrescer exponencialmente
para valores maiores de . Por meio do uso da PINN foi possivel garantir esta condicao ao
incorpora-la na funcdo custo, um passo que nao pode ser feito no método iterativo. Além disso,
o resultado adquirido para I'(r) utilizando-se o método iterativo possui oscilagdes para valo-
res maiores de r, enquanto que aquele obtido pela PINN decresce monotonicamente, como o
esperado.

A PINN também se mostrou eficiente no desenvolvimento do problema inverso de se
recuperar a fun¢do de distribuicdo radial a partir de dados experimentais para o fator de estrutura
estatico. Onde foi observado apenas um desvio nos resultados para r proximo de zero, onde
sabe-se o valor exato para g(r). Portanto, este fato ndo diminui a robustez do método proposto.

Os célculos feitos neste capitulo abrem caminhos para outros desenvolvimentos nesta
linha, uma vez que a funcdo custo pode incorporar uma vasta gama de informagdes. Desta
forma, um procedimento andlogo pode ser desenvolvido afim de se estabelecer solugdes para
a equacao do Ornstein-Zernike que satisfacam muitas propriedades simultaneamente como,
por exemplo, consisténcia na pressdo, que recuperem equacoes de estado previstas tanto por
simulagdes computacionais quanto experimentalmente e que recuperem o fator de estrutura
estatico experimental. Desta forma, a aplicacao de PINNSs para o estudo da teoria de liquidos se

mostra bastante promissora.
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12 Conclusoes

O desenvolvimento deste trabalho no estudo de liquidos iniciou-se com a aplicac¢do das
Redes Neurais de Hopfield para se resolver o problema inverso utilizando-se dados experi-
mentais para o fator de estrutura estitico. Entdo, iniciaram-se os estudos para o entendimento
do problema direto que consiste na deducdo da equacdo de Ornstein-Zernike e dos métodos
numéricos para resolvé-la. Os resultados desta etapa do trabalho estao apresentados nos quatro
primeiros capitulos desta tese. Foi mantido o maior grau de detalhamento possivel para que o
leitor consiga acompanhar todo o desenvolvimento com base somente na revisao tedrica contida
nestes capitulos iniciais. Porém, alguns topicos ndo foram discutidos em detalhes por depen-
derem de uma discussd@o mais profunda em outros assuntos: como, por exemplo, a teoria do
espalhamento quantico necessdria para se deduzir os resultados para a se¢do de choque diferen-
cial. Ao longo deste trabalho foram utilizadas as linguagens de programagao Python, Fortran e
MATLAB para o desenvolvimento dos programas necessarios.

Durante os estudos para o entendimento da deducao para as relacdes de fecho, optou-se
pelo método que emprega derivadas funcionais. Ao se analisar os casos particulares para as
aproximacdes de Percus-Yevick e Hypernetted-Chain, observou-se que havia a possibilidade de
propor uma generalizagdo para estes resultados. Com base na hipdtese de como outras escolhas
a partir desta generalizacdo poderiam melhorar os resultados obtidos pelas duas aproximacdes
usuais, novas relagdes de fecho foram propostas e observou-se que a mPY ¢ MLHNC-(/,3")
apresentaram uma melhoria considerdvel para os resultados da fun¢do de distribui¢do radial
considerando-se o sistema de esferas rigidas com densidades mais altas. Um ponto observado
foi que estas duas novas propostas, assim como as relacdes de fecho PY e HNC usuais, sao
termodinamicamente inconsistentes em relacdo ao cédlculo da pressao. Este topico foi tratado
com mais detalhes para o caso de um liquido de Lennard-Jones utilizando-se a relag@o de fecho
MLPY-(/,3"). Observou-se que variando-se os parametros é possivel garantir a consisténcia na
pressdo e que para densidades mais baixas a relacao de fecho PY € recuperada.

Concomitantemente ao desenvolvimento das novas relacdes de fecho, as RNH foram
empregadas para sistemas com diferentes graus de complexidade: iniciando por liquidos de
argonio e nednio, em seguida foram utilizados dados para o galio liquido e, por fim, considerou-
se um solido vitreo multicomponente constituido por atomos de germanio e selénio. Em todos
os casos a RNH obteve resultados precisos, se comparados com aqueles recuperados utilizando-

se outros métodos numéricos.
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Com a crescente aplicagdo de equagOes diferenciais de ordem fraciondria para mode-
lagem de sistemas andmalos, surgiram propostas na literatura para Redes Neurais de Hopfield
Fraciondrias. No entanto, muitas das definicOes para derivadas fraciondrias ndo obedecem as
regras de derivacao usuais do cdlculo, o que pode dificultar a deducdo para as equacgdes de Hop-
field. Investigando sobre as diferentes defini¢oes para derivadas fraciondrias encontrou-se uma
que tem as regras de derivagdo usuais, denominada derivada fracionéria conformacional de Kha-
lil, e que € ainda um caso particular para a denominada derivada linear e estendida de Gateaux.
Uma nova deducao para as equagdes de Hopfield foi feita utilizando-se esta defini¢dao e foram
obtidos resultados necessitando-se um tempo de integracdo menor em relacao ao método usual.
Desta forma, para casos onde se tem muitos dados experimentais e/ou equacdes acopladas este
novo método pode representar uma melhoria consideravel se comparado com a RNH usual.

Durante o estudo de métodos numéricos para a solu¢do da equacdo de Ornstein-Zernike,
foi levantada a hipétese de que esta poderia ser resolvida utilizando-se uma RNH nio linear.
Porém, para a solug¢do das equagdes era necessario um passo de integracdo muito pequeno, O
que inviabiliza a apliacacdo do método para este caso em particular. Porém, estudando outros
métodos em Machine Learning notou-se que as Physics Informed Neural Networks poderiam
resolver o problema. Diferentemente da RNH, a PINN ndo necessita da solu¢do de equacdes
diferencias e a dificuldade deste método, assim como em muitos outros em Machine Learning,
reside em determinar o melhor modelo para se obter a solu¢do do problema. Os modelos empre-
gados se mostraram efetivos para a solu¢cdo da equacdo de Ornstein-Zernike e para a obten¢do
da fung¢do de distribuicdo radial a partir de dados experimentais, constituindo uma alternativa ao
método da RNH. Uma observacdo importante a ser feita € que para sistemas no ponto critico,
onde a fungdo de correlacdo total deve decrescer exponencialmente, a PINN permitiu garantir
este comportamento assintotico ao se utilizar a func¢ao custo apropriada.

Os resultados obtidos pela PINN representam um importante avanco dentro da teoria do
estado liquido, uma vez que outras fungdes custo e modelos podem ser aplicados para a solugdo
de diversos problemas utilizando-se as teorias existentes em conjunto com dados experimentais
e/ou de simulagdes. Portanto, o capitulo final deste trabalho representa o inicio de uma linha de

pesquisa com uma extensa lista de aplicacdes possiveis.
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Abstract

The Hopfield neural network has been applied successfully to solve ill-posed inverse problems in simple monoatomic liquids
structure using scattering experimental data to retrieve the radial distribution function, g(r), and direct correlation function,
C(r). In this work, the method was extended to a more complex system: a two-component glassy solid, GeSes. To acquire
results with correct peak intensities and behavior for large values of r, it was necessary to carry out the calculations a few
times by adjusting the initial conditions to solve a set of coupled equations. However, the new initial conditions are simple
and can be defined based on the results obtained at each run. In this sense, the method robustness is also evident while
retrieving the radial distribution function for more complex systems from experimental data.

Keywords Hopfield neural network - Ill-posed problems - Scattering experimental data - Radial distribution function -

Glassy solid

Introduction

The structural study and calculation of the radial distribution
function, g(r), from scattering experimental data for glassy
materials have been carried out by P. S. Salmon and his co-
workers [1-6]. The method used to retrieve the information
about g(r) in their works consists essentially in performing
a least-squares fit of the density function, related to g(r),
using a sum of gaussian functions, as described in refer-
ences [7, 8].

The set of experimental data obtained in scattering exper-
iments is known as the static structure factor, S(g), which
relates to the g(r) by a linear transformation, Kg = s, as will
be discussed later. The condition number of the K matrix is
very large and, therefore, this problem cannot be solved by
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multiplying the inverse of K on both sides, since small vari-
ations in the data vector s will cause larger deviations in g.
This kind of problem is known as ill-posed inverse prob-
lem [9] and can be solved using methodologies such as the
singular value decomposition [10], Tikhonov regularization
[11], or Hopfield neural network (HNN) [12, 13]. Since the
Hopfield neural network has demonstrated to be a very
robust method for retrieving the radial distribution function
from scattering data for pure liquids [14—-16], in this work, it
will be applied to data acquired for the glassy GeSe; [3, 17].

The Hopfield neural network

The Hopfield neural network is an algorithm which simu-
lates the brain learning process through a set of coupled
differential equations. It is composed of fully connected
neurons [12, 13] in a scheme which one neuron does not
interact with itself. A HNN-based algorithm excluding
this restriction was proposed by Vemuri [18] to solve first
kind Fredholm equations. This methodology has been
explored in other fields of research, other than to retrieve
structural information, by the present group [19-22]. To
derive the Hopfield equations, one must define an error
function as
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Radial Distribution Function for a Hard Sphere Liquid: A Modified Percus-Yevick
and Hypernetted-Chain Closure Relations
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Establishment of the radial distribution function by solving the Ornstein-Zernike equation is
still an important problem, even more than a hundred years after the original paper publication.
New strategies and approximations are common in the literature. A crucial step in this process
consists in defining a closure relation which retrieves correlation functions in agreement with
experiments or molecular simulations. In this paper, the functional Taylor expansion, as proposed by
J. K. Percus, is applied to introduce two new closure relations: one that modifies the Percus-Yevick
closure relation and another one modifying the Hypernetted-Chain approximation. These new
approximations will be applied to a hard sphere system. An improvement for the radial distribution
function is observed in both cases. For some densities a greater accuracy, by a factor of five times
compared to the original approximations, was obtained.

Keywords: Ornstein-Zernike equation, correlation functions, functional Taylor expansion,

hard sphere system

Introduction

The study of liquids is important since it involves
systems with several applications in biological sciences,
condensed matter systems and industry, for example.
Predicting thermodynamic properties of these systems
will demand some theoretical approach, such as molecular
dynamics, Monte Carlo (MC) or the integral equation
theory (IET). The IET has the advantage of being less
time consuming. However, the accuracy of this approach
will depend on some approximations such as the model
potential of interaction in the system and the relation
between correlation functions, which will be discussed.

One well known IET to obtain distribution functions,
which can be used to calculate thermodynamic quantities,
was proposed by Ornstein and Zernike.' Nevertheless, this
approach needs an additional equation to be solved, called
closure relation. Several approximations for the closure
relation have been published, such as Percus-Yevick (PY),?
Hypernetted-Chain (HNC)** Verlet,® Tsednee and Luchko®
and Carvalho and Braga.’

Another method consists in retrieving the distribution
functions directly from experimental data, which has been
carried out routinely by another methods, as in the works

*e-mail: felipecarv1811@ufmg.br; jpbraga@ufmg.br

of Kaplow et al.,* North er al.,” Yarnell et al."’ and more
recently the works by Amano et al."' and Carvalho and
Braga.'>™

The PY closure relation is in good agreement with
MC calculations for low densities, in which it is observed
pressure consistency. However, both PY and HNC
approximations diverge from the expected result at higher
densities, consequently leading to the thermodynamic
inconsistency. New closure relations to avoid this issue
have been published recently.®’

In this work, the functional Taylor expansion method,
proposed by Percus,'> will be applied to obtain modified
PY and HNC closure relations to correct the results at
higher densities.

Methodology
Theoretical background

The radial distribution, g(r), and direct correlation, C(r),
functions can be acquired by solving the Ornstein-Zernike
equation, given by'

h(r):C(r)erfC(rfs)h(s)ds (1)

with p being the number density of the system. Since there

AV
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ARTICLE INFO ABSTRACT

Article history: Closure relations that satisfies thermodynamical consistencies are very important, for it
Received 27 January 2021 implies physical consistent Ornstein-Zernike equation solutions. The method proposed
Received in revised form 29 March 2021 by Percus (1962), which uses the functional Taylor expansion to obtain closure relations,

Available online 4 May 2021 is presented along with the particular generating functional considered to retrieve

the Percus-Yevick (PY) approximation. The main assumption for this particular case,

'éfg:,‘,’gdfe'lmons which takes into account the low density limit, is discussed. Based on this argument,
Functional Taylor expansion it was proposed a modified generating functional with no prior considerations about
Generating functional the system density. As an example, the two-parameters Mittag-Leffler function was
Two-parameter Mittag-Leffler function used. Since it generalizes the exponential function, the parameters determined at low
Pressure consistency densities retrieves the PY approximation. For higher densities it was possible to obtain

parameters which lead to pressure consistent results, in good agreement with those
found in literature.
©2021 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Solution of the Ornstein-Zernike equation [1], which can be expanded to more complexes systems by means of the
Reference Interaction Site Model, is important to understand the liquid state theory.[2] Since this equation has two
unknown functions, it must be solved simultaneously with a closure relation. Several approximations to this additional
equation has been proposed, as the Percus-Yevick (PY) [3], Hypernetted-Chain (HNC) [4,5], Kovalenko-Hirata [6], Kobryn-
Gusarov-Kovalenco [7], Verlet [8] and Luchko-Tsednee [9]. The radial distribution and direct correlation functions,
respectively denoted by g(r) and C(r), are solutions to this problem. Correlation functions knowledge is an important
step to understand the structural and thermodynamical properties of a given system. This can be done theoretically,
as discussed in this work, or from experimental data information.[10-14] Recently the Hopfield Neural Network was
proposed as an alternative approach to solve this problem indirectly, along with scattering experimental data [15].

Pressure calculation can be obtained by the virial expansion, P,, or by compressibility factor, P, relation. The radial
distribution and direct correlation functions, respectively, are used to perform these calculations.[16] However, some
closure relations, as PY and HNC, will not give the same results for P, and P, depending on the conditions considered.
Therefore, the closure relation is said to have inconsistency on pressure. Several papers has been published through the
decades to avoid this issue. For more informations the reader is referred to the works by F. Lado [17], J. S. Heye and
G. Stell [18], E. Lomba and L. L. Lee [19], L. L. Lee [20], J.-M. Bomont and J.-L. Bretonnet [21] and by T. Luchko and
T Tsednee [9]. The problem of defining a closure relation is sometimes reduced to find an approximation to the Bridge
function [22] and free parameters can be used to guarantee thermodynamical consistencies. The path independence of the
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Abstract

Within the framework of the inverse problem theory, together with the dynamical Hopfield neural, the radial distribution
function of liquid argon was obtained from neutron scattering data. A modest initial condition, the Boltzmann factor for a
pair potential or an ideal gas radial distribution function, was used to propagate the neural differential equations. In both
cases, the inverted data were obtained with great accuracy. The present work shows that a combination of the inverse theory
approach, together with the Hopfield neural network, is a powerful method to obtain liquid properties. Results are obtained
almost instantaneously and can be applied for more complex systems.

Keywords Hopfield neural network - Liquid argon - Radial distribution function - Inverse problems

1 Introduction

Predicting an experimental outcome from a theoretical
model is called a direct problem, whereas retrieving some
information, usually microscopic, from experimental meas-
urements is known as an inverse problem [1]. Inverting
experimental data is an ill-posed problem, since the solu-
tion cannot be unique, not continuous with respect to the
data or even do not exist [2]. Methods, such as singular value
decomposition, Tikhonov regularization or Hopfield neu-
ral network, have to be used to solve an ill-posed inverse
problem in order to avoid the singularity [3-5]. Among
these approaches, the Hopfield neural network method
that is based on the brain learning process with all neurons
connected and not divided into layers of neurons has the
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important property to minimize the residual norm. It has
been reported as a very powerful method to solve ill-posed
problems for several problems [6-8]. This methodology will
be used in the present work to obtain the radial distribu-
tion function, g(R), for liquid argon from neutron scattering
experimental data and compared with the radial distribution
function obtained by Yarnell et al., both given in reference
[91.

Two initial condition necessary to solve this problem
will also be analysed and discussed from the physical and
chemical point of view: (a) one taken a gas-like behaviour,
using the Lennard-Jones as a prototype and (b) an ideal gas
initial condition, that is, an initial guess with g(R) = 1 for
the whole range of interatomic coordinate. In both cases,
inverted results were also obtained with a great accuracy,
indicating that the combination of the inversion problem
framework and experimental data can be an alternative to
obtain important liquid properties.

2 Theoretical background

In quantum mechanics scattering process, the wavefunction
that satisfies Schrodinger equation has to satisfy the bound-
ary condition,

r eik/' X ,
Ve (@) & e*T + T‘f (k. k') 1)
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Abstract

Hopfield neural network was used to retrieve liquid gallium radial distribution function from an experimental structure factor,
obtained at 959 K. The inversion framework was carried out under two initial conditions: (a) a constant radial distribution
function corresponding to an ideal gas and (b) a step function, simulating a gas with square well potential of interaction.
Both situations lead to accurate inverse results if compared with the radial distribution function obtained by Bellisent-Funel
et al., using the Fourier transform method and Monte Carlo simulation. The Hopfield neural network has shown to be a
powerful strategy to calculate the radial distribution function from experimental data.

Keywords Hopfield neural network - Radial distribution function - Structure factor - Liquid gallium

Introduction

In a neutron scattering experiment, the structure factor,
S(g), is defined as the scattering intensity normalized to a
term dependent on the scattering length. The experimental
S(g) can be used to calculate thermodynamic and transport
properties [1], such as the the radial distribution function,
g(R), which is the reduced probability to find a pair of
particles at a distance R from each other, independently on
other particle positions and system momenta. The inverse
ill-posed problem of recovering the radial distribution
function from the structure factor using the Hopfield neural
network (HNN) is the subject of the present work.
Extending the structure factor using molecular dynamics
results, followed by an inverse Fourier transform, is one
approach to obtain a first estimation for g(R). From
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this result, a new structure factor is calculated by the
Fourier transform. This procedure is recursively done and,
if there are no systematic errors, it may converge within
a few interactions [2]. Since this approach modifies the
experimental data by extending its values together with
several smooth steps, the concept of inverse problem is lost.

Gallium has some interesting properties, such as its low
melting point at 29.8 °C, the increase in the density from
stable solid to liquid phase, two solid phases with larger
density than liquid state which are metastable at normal
pressure, crystalline forms that may present covalent or
metallic aspects [3-5], and the Ga I phase is the only
example of quasi-molecular metal [6].

The HNN method, which has been successfully applied
to several ill-posed problems [7-10], consists in solving a
set of differential equations, simulating the brain learning
process [11, 12]. In the present work, it will be applied to
calculate g(R) from the experimental structure factor data
for liquid gallium at 959 K, which has atomic density of
0.0490 A3, measured in a neutron scattering experiment by
Bellisent-Funel et al. [13].

Two simple initial conditions to solve the set of
differential equations will be used: (a) a constant equals
to 1, which is the limit for large values of R, and (b) a
step function, which is the radial distribution function for
a gas with square well potential of interaction. The results
obtained for both cases are very accurate.
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Abstract

Microscopic information, such as the pair distribution and direct correlation functions, can be obtained from experimental
data. From these correlation functions, thermodynamical quantities and the potential interaction function can be recovered.
Derivations of Ornstein-Zernike equation and Hopfield Neural Network method are given first, as a theoretical background
to follow the present work. From these two frameworks, structural information, such as the radial distribution (g(r)) and
direct correlation (C(r)) functions, were retrieved from neutron scattering experimental data. The problem was solved
considering simple initial conditions, which does not require any previous information about the system, making it clear
the robustness of the Hopfield Neural Network method. The pair interaction potential was estimated in the Percus-Yevick
(PY) and hypernetted chain (HNC) approximations and a poor agreement, compared with the Lennard-Jones 6-12 potential,
was observed for both cases, suggesting the necessity of a more accurate closure relation to describe the system. In this
sense, the Hopfield Neural Network together with experimental information provides an alternative approach to solve the
Ornstein-Zernike equations, avoiding the limitations imposed by the closure relation.

Keywords Ornstein-Zernike equation - Radial distribution function - Direct correlation function - Hopfield Neural Network

1 Introduction

Correlation functions are important for thermodynamics and
structural studies in liquid state theory [1]. These functions
are related to the structure factor (S(g)), which can
be measured experimentally. Studies based on theoretical
models and molecular dynamics (MD) simulations to fit
experimental data can be found in literature, as those
presented by L. Verlet [2], in which a hard sphere model is
used to fit experimental data of S(q) for noble gases, and
Martin et al. [3], in which MD data is used to propose an
“experimental” bridge function for molten lithium. Machine
learning techniques have been applied to describe the
potential energy function for a more realistic simulation
[4], from which the correlation functions may be accurately
calculated.
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Prediction of an experimental result from a theoretical
model is known as a direct problem, whereas retrieving
information from experimental data is considered an inverse
one [5]. In this last case, if one of the three conditions is
not satisfied [6]: (a) for each f € R”" there exists a g € R”,
such that Kf = g, (b) the solution, f, is unique in R”, and
(c) the dependence of f on g is continuous, the problem is to
be classified as ill-posed. Some methodologies, such as the
singular value decomposition, the Tikhonov regularization,
or the Hopfield Neural Network (HNN), must be applied
to handle this kind of problem [7-9]. The HNN method,
which is based on the brain learning process, has been
proved to be a robust method if applied to physical and
chemical problems, since it is not sensitive to experimental
error [10-13].

Retrieving the pair and direct correlation functions,
respectively denoted by g(r) and C(r), from experimental
static structure factor data is the main objective of the
present work. Analogous problems appear, for example, in
calculation of radial distribution function for liquid argon
from neutron scattering experimental data [13], in the study
of natural fibers and synthetic polymers by X-ray diffraction
[14] or concentrated electrolyte solutions [15]. There are
some methods reported in literature to carry on this specific
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Abstract

The fractional derivative concept to treat non-isothermal solid state thermal decomposition was employed in this work.
Simulated data were compared with the exact solutions for the method validation. Calculated fractional kinetics data for
four heating rates were initially considered and the Kissinger-Akahira-Sunose (KAS) method demonstrate that, although
the activation energy is not retrieved, it can be useful to determine a single or multistep process. Experimental thermal
decomposition data of lumefantrine heated at 5, 10,15, and 20 °C min~" were fitted for a single-step process. The kinetic
parameters were retrieved for integer and fractional kinetics, considering some ideal and general models. Application of
the KAS method to these data demonstrated an activation energy dependent on the conversion rate, indicating a multistep
process. Five data subintervals were fitted separately using the general model with variable derivative order. It was found
a process that occours with integer order derivative until « = 0.3 and fractional order for « > 0.3 with combination of
simultaneous reactions, since the parameters do not correspond to any ideal model. The determined activation energies
showed the same increasing behavior observed in the KAS approach. The results for multistep process presented an error
10? times smaller if compared with the best result, considering a single-step process. Therefore, the fractional kinetic model
presents a powerful extension to the usual thermal data analysis.

Keywords Fractional derivative - Thermal decomposition - Fractional kinetics

Introduction

Since the beginning of twentieth century, it is reported in
the literature studies on thermal decomposition of solids [1—
6]. Methods to acquire kinetic model parameters, such as
activation energy and frequency factor, can be found in the
literature. For example, those proposed by Kissinger [7],
Flynn and Wall [8], Ozawa [9] and a more accurate method

This paper belongs to Topical Collection XX - Brazilian
Symposium of Theoretical Chemistry (SBQT2019).
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known as the Kissinger-Akahira-Sunose (KAS) [10]. Also,
thermal analysis data can be treated by means of the model
fitting or the isoconversional methods [11]. Artificial neural
network has also been applied to understand kinetic process
[12, 13]. An optimization method, in which it is not required
the numerical solution of differential or integral equations,
has been recently proposed in the literature [14]. However,
these methods are based on the assumption of an integer
order derivative model.

The first mention to the fractional calculus was made
in a letter from 1’Hopital to Leibniz in 1695. After this,
several definitions were proposed and a theoretical and
historical review can be found in [15-17]. One important
application on a kinetic process is the use of fractional
derivative to model anomalous luminescence decay, which
results in a single solution both to exponential and non-
exponential behavior [18]. From these results, one can
suppose other kinetic models also described by a fractional
order derivative.

Knowledge of the thermal behavior of drugs is critical
in the pre-formulation stage as some unit operations
require or generate heat [19]. In this context, good
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Hopfield Neural Network-Based Algorithm Applied to Differential Scanning
Calorimetry Data for Kinetic Studies in Polymorphic Conversion
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A general kinetic equation to simulate differential scanning calorimetry (DSC) data was
employed along this work. Random noises are used to generate a thousand data, which are
considered to evaluate the performance of Levenberg-Marquardt (LM) and a Hopfield neural
network (HNN) based algorithm in the fitting process. The HNN-based algorithm showed better
results for two different initial conditions: exact and approximated values. After this statistical
analysis, DSC experimental data at three heating rates for losartan potassium, an antihypertensive
drug, was adjusted by the HNN method using different initial conditions to obtain the activation
energy and frequency factor. Additionally, it was possible to recover the parameters for the kinetic
model with accuracy, showing that the conversion is described by a complex process, once these
values do not correspond to any ideal models described in the literature.

Keywords: kinetic study, neural network, DSC, thermal analysis

Introduction

Differential scanning calorimetry (DSC) is an
accurate technique widely used to investigate the
material thermal behavior and can be applied in Kinetic
studies on polymorphic conversion.! In this experiment,
the temperature is linearly increased and quantitative
calorimetric information is obtained.” The main physical-
chemical properties investigated by this technique are the
glass transition,>* heat capacity discontinuity in the glass
transition,” purity,® heat of fusion and heat of reactions.
Solid materials as polymers and drugs have their properties
and/or kinetic of polymorphic conversion extensively
explored by this technique.”

Kinetic study from DSC experimental data assumes the
process obeys Arrhenius law. The kinetic triplet (activation
energy, pre-exponential factor and kinetic model) can be
determined from the general equation:

dou Ea

—= ly ex [—— f (o 1
ar /B vy ) F(®) o
with o as the conversion degree, [3 the heating rate, A the

frequency factor, E, the activation energy, R the gas constant
and T the temperature. A general kinetic model can be

*e-mail: ritacos@ufmg.br

considered, f(o) = o™(1 — qo)", in which the mechanism,
depending on the m, n and q parameters, describes the
physics and chemistry of the process.'"""” Traditionally,
equation 1 is used together with DSC data and fitted
by Levenberg-Marquardt (LM) algorithm to determine
the kinetic triplet. Neural network can also be used to
successfully fit experimental data with high accuracy and
reduced computational effort.!*1¢

The artificial neural network application to filter and
deconvolute calorimetric signals was initially proposed
by Sbirrazzuoli and Brunel." In their study, synthetic DSC
curves were adjusted and the error analysis established by
an objective function defined as the difference between
synthetic and determined data.

In this work, the Hopfield neural network (HNN)-based
algorithm is proposed to fit synthetic DSC curves and to
retrieve the kinetic parameters (InA, E,, m, n, q). This
procedure has already been explored by the present research
group in other works.'?° The performance of the network
is investigated using a thousand curves with added random
noise of 2.5% at point-by-point. Also, the proposed method
is tested against LM algorithm with respect to accuracy and
computational time to determine the parameters.

After this theoretical analysis, experimental data of
losartan potassium (LOK), an antihypertensive drug, during
its polymorphic conversion is investigated. To generalize
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