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Resumo

Sejam X um campo vetorial de classe C? em uma variedade compacta bidimensional
sem bordo M? e v uma érbita de X. O objetivo deste trabalho é mostrar o Teorema de
Schwartz, o qual afirma que se o conjunto limite w(y) ndo contém pontos singulares, entao
w(7) é uma érbita fechada ou w(y) = T? e, neste caso, M? = T?. Também serd apresentado
algumas aplicagoes desse Teorema, como: o Teorema de Denjoy e que; as érbitas de um
campo de classe C? da forma X = (X}, X5), com X # 0, definido no toro sao todas densas
no toro se, e somente se, o nimero de rotagao p(f) for irracional.

Palavras-chave: Variedades bidimensionais. Campos vetoriais em variedades. Teorema
de Schwartz.



Abstract

Let X be a vector field of class C? on bidimensional compact without boundary mani-
fold M? and ~ an orbit of X. The aim of this work is to show Schwartz’s Theorem, which
states that if the limit set w(7) has not singular points, then w(~) is either a closed orbit
or w(y) = T?, and in this case M? = T?. Also some applications of this Theorem will be
presented as: Denjoy’s Theorem and that; the orbits of a vector field of class C? of the
form X = (X1, X5), with X; # 0, definided on torus are dense on torus if, and only if, the
rotation number p(f) is irrational.

Keywords: T'wo-dimensional manifolds. Vector fields on manifolds. Schwartz’s Theorem.
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Introducao

No estudo qualitativo do comportamento de fluxos gerados por equacoes diferenciais
autéonomas da forma 2/ = f(z) em R? contidos em um compacto com singularidades
isoladas, o Teorema de Poincaré-Bendixson determina a estrutura de seus conjuntos limites.
Mais precisamente
Teorema de Poincaré-Bendixson. Seja p(t) = ¢(t,p) uma curva integral de X, definida
para todo t > 0, em que X : A C R?> — R? ¢ campo vetorial de classe C", r > 1.
Admitamos que a semi-orbita positiva 7; esteja contida em um compacto K C A. Se X

tem numero finito de singularidades, entao acontece uma das sequintes possibilidades:
a) Se w(p) contém somente pontos requlares, entao w(p) € uma drbita periddica.

b) Se w(p) contém pontos requlares e singulares, entdo w(p) consiste em um conjunto de

orbitas, que tendem a um desses pontos singulares quando t — 4o00.
c) Se w(p) somente possui pontos singulares entao w(p) = {q}, onde q é ponto singular.

Henri Poincaré estudou a teoria qualitativa das equacoes diferenciais e foi um dos
pioneiros nesse assunto. O Teorema acima, no caso em que as fungoes coordenadas de
X sao analiticas, foi demonstrado em 1881-1886 por Poincaré em [10]. Em 1901, Ivar
Bendixson em [1] enfraqueceu as hipGteses e demonstrou esse Teorema na sua forma final.

O Teorema de Poincaré-Bendixson se estende naturalmente do plano R? para a esfera
S?, o que nos leva a questionar quais seriam os tipos de estrutura dos conjuntos limites
de fluxos gerados por sistemas autonomos em variedades bidimensionais compactas sem
bordo.

Este trabalho tem por objetivo demonstrar o Teorema de Schwartz, provado em [12]
em 1963, que é a uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson em variedades compactas
diferencidveis sem bordo para fluxos de classe C? que afirma que, nestas condicoes, se o
conjuto w-limite nao possui pontos singulares, entdo w(7y) é uma érbita fechada ou é o toro
T?, e neste caso, a variedade em questao é o préprio toro. Um fato interessante é que em
1954, Felix Haas enunciou e provou um Teorema equivalente a este em [3], porém em [9],
Mauricio Peixoto em 1961 mostrou que a prova dada por Haas estava incorreta. Em [2],
h& um relato historico desse Teorema e alguns resultados relacionados, como o Teorema
de Poincaré-Bendixson para semi-fluxos.

No Capitulo 1, apresentaremos alguns conceitos de espacos métricos e demonstraremos

os Teoremas de existéncia e unicidade, o intervalo maximal de definicao das solugoes, e
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mostraremos a continuidade e diferenciabilidade das solugoes em relagao as condicoes
iniciais.

No Capitulo 2, comegamos demonstrando o Teorema de Poincaré-Bendixson no plano.
Em seguida, introduziremos a nocao de variedade diferencidvel e algumas aplicacoes
para concluir o Teorema de Poincaré-Bendixson na esfera. Terminaremos esse Capitulo
mostrando que no toro, pode ocorrer que o conjunto w-limite de uma érbita seja todo o
toro, e concluiremos que nao serd possivel estendermos o Teorema de Poincaré-Bendisxon
para toda variedade diferenciavel compacta sem bordo de maneira totalmente andloga ao
caso do plano e da esfera.

Por 1ltimo, no Capitulo 3, apresentaremos a nocao de indice e o Teorema de Poincaré-
Hopf, que diz que a soma dos indices de um campo diferenciavel com singularidades isoladas
sobre uma variedade compacta diferenciavel é igual a caracteristica de Euler-Poincaré da
variedade. Apresentaremos também o Teorema de classificagao das variedades bidimensio-
nais compactas sem bordo e definiremos recobrimento duplo orientado. Demonstraremos
o Teorema de Schwartz e finalizaremos apresentando algumas aplicagoes desse Teorema,
como o Teorema de Denjoy, que afirma que os conjuntos minimais possiveis de um fluxo de
classe C no toro sao pontos singulares, érbitas periédicas, ou o préprio toro e; mostraremos
que as érbitas de um campo de classe C? da forma X = (X1, X3), com X; # 0, definido no

toro sao todas densas no toro se, e somente se, o nimero de rotagao p(f) for irracional.
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CaPIiTULO

Conceitos Basicos

Iniciaremos nossos estudos apresentando alguns resultados sobre equagoes diferenciais.
Apresentaremos alguns resultados de espacgos métricos, necessarios para que possamos
demonstrar os Teoremas de existéncia e unicidade. Por ultimo, sera demonstrado a conti-

nuidade e diferenciabilidade dos fluxos gerados pelas equagoes diferenciais.

1.1 Conceitos sobre Espacos Métricos

Definicao 1.1. Seja H um conjunto qualquer. Uma funcdo d : H x H — R € uma métrica

sobre H se

1) d(x,y) >0, Ve,ye H e d(z,y) =0z =y;

2) d(x,y) =d(y,x) Yo,y € H;

3) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y), Yx,y,z € H (Desigualdade Triangular).

Denotamos (H,d) o espago métrico com métrica d. Quando nao houver ambiguidade,

denotaremos apenas por H.
Exemplo 1.2. Vejamos agora alguns exemplos de espacos métricos.
1. Se H =R, entdo d(z,y) = |z — y| ¢ uma métrica.
2. Se H = R", entao d(z,y) = |z — y|, onde | - | é a norma euclidiana, é uma métrica.
3. Seja Cla, b] o conjunto das fungoes f : [a,b] C R — R™ tal que
f(@) = (filz), f2(2), ..., ful@)),
onde f; é continua, para j = 1,2,...,n. Como f € Cla,b] e ||f||lw = S<L;I<)b2|fj(t)|,
a<t<b i

uma métrica em H = Cla,b] é a dada por d(f,g) = ||f — 9|co-
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Defini¢ao 1.3. Sejam (H,d) um espago métrico e {x,} uma sequéncia de pontos de H.
A sequéncia {x,} € dita convergente se existe algum x € H tal que, dado ¢ > 0 existe

no =no(e) € N, se n > ng entdio d(z,, ) < €. E denotamos esse ponto com limz,, = x.

Defini¢ao 1.4. Uma sequéncia {x,} de H € dita de Cauchy se, dado ¢ > 0 existe ng =

no(e) € N tal que se n,m > ng entao d(x,, ) < €.

Definicao 1.5. Um espaco métrico H é dito completo se toda sequéncia de Cauchy converge

para algum ponto x € H.
Observagao 1.6. Os espagos métricos dados nos exemplos 1, 2 e 3 sao completos.

Definigao 1.7. Sejam (Hy,dy) e (Ha, ds) espagos métricos. Uma aplicagdo f: Hy — Hy é

dita lipschitziana se existe uma constante k > 0 tal que

dg(f(f),f(y)) S kdl(xay)7 VI’,y S Hl

Definigao 1.8. Seja (H,d) um espago métrico completo. Uma aplicagio F : H — H € dita
uma contracao se existe uma constante K € R, com 0 < K < 1 tal que, dados x,y € H
entao

d(F(x), F(y)) < Kd(z,y).

Um ponto p € H € dito ponto fizo de F' se F(p) = p. Se ainda, ocorrer F™(x) — p quando
n — oo para qualquer x € H, o ponto p € dito atrator de F', onde F™(x) é definido por
Fl(z) = F(x) e F(F" }(z)), sen > 1.

Os préximos resultados serao de suma importancia para que possamos provar os

Teoremas de existéncia e unicidade.

Lema 1.9 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam (H,d) um espago métrico completo
e ' H— H uma contrag¢ao. Existe um unico ponto fizo p, isto é, F(p) = p. Além disso,

p € ponto atrator de F.

Demonstragao. Existéncia: Sejam = € H e z,, = F™(z). Provaremos que x,, é de Cauchy.
De fato, d(zpir, xn) < K™d(z,x,) €

d(m,x,,«) < d(l’,F(ZL‘)) + d(F(J}),FQ(ZE)) +oot d(Fr_l(x)7 Fr(x)) <
<1+ K+ K>+ + K Nd(x, F(z)).
Portanto,

KTL
1-K

A Tpyr,2n) < K"(1+ -+ K Yd(z, F(r)) < K"d(z, F(x)) iKi < d(z, F(x)).

Logo a sequéncia {x,} é de Cauchy e portanto convergente. Provaremos que limz, = p é

ponto fixo de F. Para isso, basta observar que

F(p) = F(limz,) = lim F(z,) = limz,,,1 = p.
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Unicidade: Sejam p e ¢ dois pontos fixos. Vejamos que

d(p,q) = d(F(p), F'(q)) < Kd(p,q),
o que implica que d(p,q) = 0, onde p = q. [ |

Corolério 1.10. Seja (H,d) um espaco métrico completo. Se F' : H — H € continua e,
para algum m, F™ é uma contracao, entao existe um unico ponto firo p € H de F'. Mais

ainda, p € um atrator de F'.

Demonstragao. Seja p o ponto fixo atrator de F™ dado por 1.9. Seja n = mk + r com
0 <r < m. Dado z € H, como p ¢ atrator de F™, temos [F™]*(F"(z)) — p, quando
k — oo e para todo 0 < r < m.

Assim, dado € > 0, para cada 0 < r < m inteiro, escolhemos um inteiro N, > tal que
d([F™)*(F" (x)),p) <&,

para todo k > N,. Finalmente, como N,, = max{ Ny, ..., N,,_1}, tomamos N = m - N,.
Se n € N satisfaz n > N, entao n/m > N/m = N,,, de modo que podemos escrever

n=m-k+r, comk>N,e0<r<m,temos
d(F"(x),p) = d([F"™"(F"(x)),p) <,

o que prova que lim F""(z) = p, quando n — oo.

Provaremos agora que F'(p) = p. Com efeito, como F' é continua, temos

p = lim F*(F(p)) = lim F"*(p) = lim F(F"(p)) = F(lim F"(p)) = F(p).

1.2 Equacoes Diferenciais

Sejam U um aberto de R”, f: 2 C R x U — R™ uma aplicacao continua, onde 2 é
um aberto de R x U, e I € R um intervalo aberto de R. Dizemos que ¢ : I — R"™ é uma
solucao da equacao

P (1.2.0.1)

I—%—

quando
1. o grafico de ¢ em [ estd contido em €, isto é, (¢, ¢(t)) pertence a ) para todo t € I e;
2. ¢(t) = f(t,p(t)) para todo t € I.

Dado um ponto (tg,z¢) € €, um problema de valor inicial (PVI), é uma equacao
diferencial como em (1.2.0.1) com a exigéncia adicional de que toda solugao ¢ : I — R”

tenha a propriedade de que ¢(tg) = x¢. Denotamos o problema de valor inicial por

¥ = f(t,x), x(to) = xo. (1.2.0.2)
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1.2.1 Teoremas de Existéncia e Unicidade

Agora provaremos os Teoremas de existéncia e unicidade de solucoes dos problemas de

valor inicial.

Definicao 1.11. Seja f : [ x U C R x R — R™ wuma aplicacao. Dizemos que [ ¢é
Lipschitziana na sequnda varidvel, se existe uma constante K > 0 tal que, para todos
r,yelUetel,

[f(t,2) = f(t,y)] < K|z —yl.

Teorema 1.12 (Picard). Seja f continua e Lipschitziana na sequnda varidvel em 2 = I, X By,
onde I, ={t e R; |t —to| <a} e By={x € R"; |v — 9| < b}. Se |f| < M em Q, existe

uma unica solugdo p(t) de

definida em I,, onde o = min{a, % )

Demonstragao. Seja X = C(I,, By) o espago métrico completo das fungoes continuas

¢ : 1, — By, com a métrica uniforme

d(p1, p2) = Sup [1(t) — 2(t)]-
SV

Para ¢ € X, seja F'(p) : I, — R" definida por

t
Fi)t) =20+ [ f(s.pls))ds.
0
t € I,. Destacamos as seguintes propriedades de F':
. F(X)CX
2. ™ é uma contragao, para n suficientemente grande.

De fato, para todo t € I,

|F(p)(t) — x| = < Ma <b.

/t:f(s,sO(S))dS

Isto prova 1. Quanto a 2, para todo par ¢1, s € X e todo n > 0 temos

K7t — to|"

[P (n)0) = F(ea)(0)] < ——

(1, ¢2), t € I, (1.2.1.1)

onde K é a constante de Lipschitz de f. Verificamos essa desigualdade por indugao em n.
Para n =0, (1.2.1.1) é claramente valida. Suponhamos que seja valida para k, entdo para
k + 1, temos
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[P ) (0) = FF )0 = [F(FH o)) () = F(F*(g2)) ()]
[ 156 P o) = 165, )i

K|F*(1)(s) = F*(i02)(s)|ds

EKE(ty — s)F
<K / Md(%;@z)%

<

Kk—i—]io‘t t ’k—f—l
(kf + 1)' (9017 LPQ)
Portanto, d(F"™ (1), F™(p2)) < ' d(1, p2) e, para n suficientemente grande, =—= < 1,
n !

e concluimos que F™ é uma contragao de X. Pelo Corolario do Lema da Contracao, existe

uma unica ¢ tal que F'(¢) = ¢, e isto prova o Teorema. |

Corolario 1.13. Sejam €2 aberto em R x R™ e f : Q — R" continua, com Dyf também
continua. Para todo ponto (to,zo) € Q, existe uma vizinhanca V = I(ty) x B(xg) tal que
¥ = f(t,z), x(to) = yo tem uma unica solugio em I(xq). Além disso, o grdfico desta

solucao esta contido em V.

Demonstragao. Como D, f é continua, seja U uma vizinhanga de (to, z¢) tal que f|y é
lipschitziana na segunda variavel e |f| < M em U. Seja o > 0 suficientemente pequeno
para que V' = I,(ty) x By(xog) C U, onde b = aM. Concluimos o argumento aplicando o
Teorema 1.12. [}

Dada a solugao ¢ do problema de valor inicial

{ = f(t,x)

I(to) = 2o ’

onde f(t,z) satisfaz as hipdteses do corolario 1.13, sabemos que esta solucao esté definida
em I,(zp). Uma pergunta natural a se fazer é se é possivel estender o intervalo de defini¢ao
de ¢, de modo que esta continue sendo solucao. Os resultados a seguir nos informam sobre
o intervalo maximal de definicao da solucao e que, sob algumas hipdteses, este intervalo

maximal é R.

Teorema 1.14. Seja f como no coroldario 1.18. Entao para todo (to, xo) € 0 eziste uma
unica solu¢ao ¢ = @(t, tg, o) de ' = f(t,z), x(to) = xo, que € definida em um intervalo
M (to, o) = (w_(to, xo),ws(to, To)) mazimal, isto €, toda solucdo ¢ de x’ = f(t,x), z(ty) =

xo em um intervalo I satisfaz I C M(tg, zo) € = ¢|;.

Demonstracao. Mostraremos que M (o, z9) = Uly, onde I, é o intervalo de defini¢ao
de alguma solugao ¢ de ' = f(t,z), z(tg) = xo e isto completa a demonstracdo. Se
t € Iy, definimos ¢(t) = ¢ (t). Esta defini¢ao nao depende de ¢, pois o conjunto C' =
{t € Iy, N Lyy; Y1(t) = 1o(t)} é ndo-vazio (ty € C), fechado e aberto em I, N Iy,, € como
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Iy, N Iy, é conexo, segue-se que C' = [, N Iy,: C é fechado, pois C' = (1 — 1h2)"1(0) e
C' é aberto porque, para todo ponto t' € C, C' contém I(t',11(t')) N I(t',1o(t')), o qual é
aberto. u

Definicao 1.15. Sejam K e H subconjuntos nao vazios de R". Definimos a distancia entre
H e K, denotada por dist(K, H) como

dist(K,H) = inf |z —yl.

zeK,yeH

Lema 1.16. Sejam K # () um conjunto compacto de R™ e H # () um conjunto fechado de
R" tais que K N H = 0. Entao dist(K, H) > 0.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que dist(K, H) = 0. Entao, existem duas sequén-
cias {z,} C K e {y,} C H tais que lim |z,, — y,| = 0. Como K é compacto, existe uma

subsequéncia de {z,}, digamos {z,, }, tal que limz,, = z7 € K. Portanto,
0 =lim|z,, — Yn,| = lim |xg — yn, |-

Logo, limy,, = zo e como H ¢é fechado, temos que o € H o que é um absurdo, pois
KnNH=4. u

Teorema 1.17. Seja f(t,x) que satisfaca as hipdteses do Coroldrio 1.13 em um dominio
Q contido em R x R™. Seja ainda x = x(t) a unica solu¢ao de x' = f(t,x), x(ty) = xo
definida no intervalo maximal (w_,wy). Se wy € finito e K € qualquer compacto contido
em ), existe um € > 0 tal que o ponto (t,z(t)) ndo pertence a K set > w, —e. Fato

andlogo ocorre se w_ € finito.

Demonstragao. Sejam K C €2 um compacto e H = R x R™\ Q2 = Q¢ fechado por definicao.

Temos, pelo lema anterior, que

d(K,Q°) = inf Jz—y|=p>0;

zeK,yee

entdo, se (t,z) € K for tal que
|(t0,$0) - (t,ZL‘)| <p (t,l’) € R x Rny

concluimos que (t, z) pertence a (.
Seja K* o conjunto dos pontos (t,z) € R x R" tais que dist(K, (t,z)) < p/2. Entao K*
é compacto, pois é fechado e limitado, K C K* e K* C (). Portanto, como D, f é continua,

existem constantes positivas m e k tais que

ftx) <m e [f(t,x1) — f(t,22)] < Klrr — 2o,

para todos os pontos (t,z), (t,z1) e (t,z9) em K*. Tomamos a > 0 e b > 0 tais que
a+ b < p/2. Portanto, dado qualquer ponto (tg, z¢) € K, pelo Teorema 1.12, a solucao de
' = f(t,x), z(ty) = xo estd definida para |t — ty| < o := min{a,b/m} < p/2.
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Suponhamos que dada a solugao x(t), esta tenha a propriedade de que (¢1, z(t1)) esta
em K para algum valor de t; > w, —«. Entao pela unicidade de z(t), ela deve coincidir com
a solugao = = ¢(t) com condigao inicial ¢(t1) = x(t1), que estard definida para |t — t;] < «.
Assim w; < t; + «, e isso é um absurdo pois contradiz a hipdtese de (w_,w, ) ser maximal

e fica provado o Teorema. [ |

Corolério 1.18. Dada a equacao ' = f(t,x), x(tg) = o, onde f satisfaz as condi¢oes
do Corolario 1.13, com unica solugao ¢(t) contida em um compacto K C R"™ para todo

t € (w_,wy), entdo wy =00 e w_ = —0o0.

Demonstragao. De fato, se w, < 0o e dado ty < wy, entao {(¢t,¢(t)); to <t < wy}

pertence a [tg,w,]| X K que é compacto, contrariando o Teorema anterior. |

1.2.2 Continuidade e diferenciabilidade das solucoes em relacao as
condicoes iniciais

Consideremos f : U — R, tal que U C R""!, uma aplicacao que satisfaca as hipéteses
do Corolério 1.13. Dado (to, o) € U, a solucao x(t) do PVI

{ ¥ = f(t,x)

Z(](to) = 2o

9

estd definida no intervalo maximal I(to, zo). Ou seja, a solugdo x(t) também depende de

parametros (to, zg) € U. Seja
Q= {(t,to,l’o)'t € [(to,l’g), (to,xo) € U} - RxU - Rn+2.

Definimos a aplicagao ¢ : Q — R", tal que p(t,ty,z0) = x(t) e (t,t0,z0) € 2, com
(to,z0) € U et € I(ty, o). A aplicagdo ¢ estd bem definida em e, fixando (tg, z¢) € U, o
caminho ¢ — ¢(t, tg, o) é a solugdo maximal de ' = f(t,x), x(tg) = xo. Denominaremos
por fluzo esta aplicagao. Veremos que o fluxo das equagoes diferenciais sao continuos e
diferenciaveis em 2. Antes disso, definiremos a forma mais geral de ¢, acrescentando um

parametro a esta aplicagao.

Definicao 1.19. Dizemos que

‘1./ = f<t7x7 )\> = f)\(t7x)7

¢ uma familia a um parametro N € A C R* de equacoes diferenciais se f : U x A — R™
¢ uma aplicacio com U C R™! e A C R* abertos. Um caminho derivdvel @ : I — R™ é
uma solugao dessa equagdo diferencidvel ordindria com parametro X se (t,¢(t)) € U e,

para algum Ao € A fizado,

SOI(t) = f(t> Sp(t)a )‘0) = f/\o (ta Qp(t))

para cada t € I. Um problema de valor inicial dessa equagdao corresponde a fizarmos

(to, o) € U e também exigirmos que ¢(ty) = xp.
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Se a derivada parcial g—f de f é continua em U x A, fixando A € A, a aplicacao
x

99 _ 9f

or  Ox

continua em U. Pelo Teorema de existéncia e unicidade a solucao do problema de valor

g(t,z) = f(t,z,\), definida no aberto U, é continua e tem derivada parcial

inicial ' = g(t,z), x(ty) = xo possui uma unica solu¢cdo maximal z(t), definida em
um intervalo aberto I(tg,zo,A) = (w_,w;) € R. Escrevemos [(tg,xg,\) = I(to, o) €
o(t, to, xo, \) = x(t), se t € (o, To, A), temos que o caminho ¢ — (¢, tg, g, A) é solugdo
maximal da equagao com parametro =’ = f(t,z, ), z(ty) = zo.

Assim o fluxo da equagao diferencial com parametro A € A estd definido no conjunto
Q= {(t,to,xo,)\)|t S ](to,fo,)\), (to,xo,)\> e U x A} CRxUx A,
e satisfaz ¢(tg, to, zo, \) = xo €

0
a_f(t’ to, %o, )‘) = f(t7 @(tath Lo, )\)7 >\)7

para cada (t,tg, g, A) € €.

0

Teorema 1.20 (Continuidade). Sejam f: U xA — R™ e 8_f :
x

continuas no aberto U x A C R™ 1 em que M(n) é o conjunto das matrizes n x n.

UxNA — M(n) sao aplicagoes

Entao a solugao o(t,ty, xo, A) de &’ = f(t,x,\) € continua no aberto §Q.

Demonstragao. Fixemos um ponto (tg, 29, A\g) € U X A qualquer. Seja = : [a,b] — R" a

solugao de 2’ = f(t,z, \), x(to) = xo, com a < ty < be [a,b] C (w_,w, ). Assim,

z(t) = x(to) —l—/t f(s,z(s), A\o)ds (1.2.2.1)

para quaisquer a < t,tg < b. Como {(t,x(t), Xo);a<t< b} CU x A é compacto e U x A

é aberto, podemos tomar §; > 0 tal que

Ny ={(t,y,\) e R 0 <t <b, ly—z(t)|+ A= Xo| <01} CU XA (1.2.2.2)

0
Dado que N; é compacto e, como —— é continua em U X A, existe uma constante de
x

Lipschitz K > 0 para f em Ny, ou seja,
‘f(s,x, A) — f(s,y, )\)’ < Klz —y| (1.2.2.3)

para quaisquer (s,z,\), (s,y,A\) € N; com coordenadas temporais e parametros iguais.
Como f é continua em U x A, sabemos que f é uniformemente continua em N; e, portanto,

escolhemos ¢ tal que 0 < § < %51 e
1
lf(s,z,\) — f(s,y,p)] <e= Ke’K(b’“)Eél (1.2.2.4)
para quaisquer (s,x,\), (s,y, 1) € Ny tais que |x — y| + |A — pu| < §. Definimos também

Up={(t,y, ) e R a <t <b, ly—a(t)+|X—Xo| <} C Ny,
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e observamos que (to, 7o, A\g) € Uy e que Uy C R***+1 ¢ aberto. Para provarmos o Teorema,
basta mostrarmos que (a,b) x Uy C Q e que o fluxo ¢ de f é continuo em (a,b) x Uy.

Para isso, denotamos por
Cs = C((a,b) x Uy, R"™; Ny)
o espago das aplicagoes continuas ¢ : (a,b) x Uy — R™ tais que
(t,0(t, to,y, ), A) € Ny

para cada (¢,tg,y, A) € (a,b) x Uy. Como Uy é aberto e Ny é compacto, Cs é um espago
métrico completo.
Agora, construiremos aproximagoes sucessivas em Cs do fluxo de f, comecando pela

aplicagao vy : (a,b) x Uy — R™ definida por

t
o(t, to,y, \) =y +/ f(s,x(s), Ao)ds. (1.2.2.5)
to
Usando (1.2.2.1), temos ¥y (t, to,y, \) =y + x(t) — z(ty) e segue que 1y é continua e
1

de modo que (t, 1o(t,%0,y, ), \) € Nq para cada (t,tg,y,\) € (a,b) x Uy. Assim, estabele-
cemos que ¥y € Cy.

Para cada j > 1, definimos recursivamente ; : (a,b) x Uy — R™ por

Vit to,y, \) =y —|—/ f(s,1j-1(s,t0, Y, \), A)ds. (1.2.2.7)

Para provarmos o Teorema, basta mostrarmos que cada 1; € C5 e que a sequéncia
{1;} é de Cauchy em Cj, pois entdo existe uma aplicacdo ¢ € Cs tal que 1»; — 1 em
Cs. Isso termina a demonstragao, ja que essa aplicagao 1 é necessariamente o fluxo ¢
de 2’ = f(t,z, \) restrito a (a,b) x Uy. De fato, pela convergéncia uniforme, decorre de
(1.2.2.7) que

w(t7t07y’)‘) = y+/ f(S,lZ)(S,to,y, A)a)‘)ds

para cada (¢,to,y,\) € (a,b) x Uy e, portanto, (a,b) x Uy C €2 e a restricdo ¢|wpyxv, =
Y € Cs é uma aplicagao continua em (a, b) x Uy.

Mostraremos que 1, € Cs. Primeiro, 1, é continua pois

t
wl(tat()aya A) = y+/ f(87¢0(57t07ya )‘)7/\)d37
to

isto é, 1y € integral de composicoes de funcoes continuas, portanto continua. Agora de
(1.2.2.4) e (1.2.2.6) garantimos que

‘f(5a¢0(5,t07y, )‘)7 )‘) - f<3>37(5), )\0)‘ <e€
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para qualquer (s, to,y,\) € (a,b) x Uy e, portanto
|¢1(75,t0>y, A) —o(t, to, y, )\)’ =

‘y+/f 1/1057507(% ) dS— /fSZL' >‘0
/‘f %Sto,y, )7 ) f(S,.TS,)\O ‘dS

<elt —to]

para qualquer (t, to,x )\) (a,b) x Uy. Dessa estimativa segue que

[ (t to,y, A) — x(t)]| + | A — Ao <
|¢1 t tOvyv ) 1/}0(t tO ya ’+ |¢0 t t07y7>\ ‘+ ’A )‘0‘
K5
<€|t—t0]+251<5(b—a)+ 51 26}(—(1)1_[1)([9—&)4‘5(51
51—1- 51 <y,

de modo que (¢, 91 (t, to,y, ), \) € Ny, para cada (¢,tg,y,\) € (a,b) x Uy e, concluimos
que 1 € Cs. Com a desigualdade determinada anteriormente, temos
W2(t> lo, Y, )‘) - ¢1(t> R A)‘ <

S / ‘f(871/}1(87t07y7)‘>’/\)_f(87¢0(87t07y7/\)7)\)‘d8
< / K‘wl(s?t()aya )‘> _w0(87t07y7 )‘)‘ds

to

t
gK/5|s—to|ds
to
1 s €1 2

para qualquer (¢,tg, z,\) € (a,b) X Up.
De maneira andloga, provamos que dado j > 1 a aplicacao v¢; é continua e que
(t,¢;(t, to,y, A), ) € Ny, de modo que 7); € Cs, e também

}¢j+1(t7t07 Y, )‘) - Q/)J(ta t07y7 A)‘ S EK] |t - t0|j+1

1
G+ 1)

para qualquer (t, o, y, \) € (a,b) x Uy. Portanto, em Cj,

d(j195) < — ! [K(b—a)]"

K(j+1)!
para todo 5 € N.

o0

€ 1
Dado que a série Z —
n=

K(b—a)l’t! é uma série conver ente, entao para todo
TRy : p

g0 > 0 existe ng tal que para todo m > ng, ocorre que

gy 1
ZE(ﬂ"_l)'[K

j=m

(b—a)f*! < <.
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Portanto, se m,n € N com nyg < m < n, temos que

d(wrm wn) S d<¢ma Q/Jm—I—l) +-+ d(¢n—1a wn)

€ 1 ,
< — Kb—a))tt <e
_j:mK(J+1)![ (b—a)] 0
e {¢;} é uma sequéncia de Cauchy no espago Cs. [ |

Do Teorema anterior, segue alguns resultados, os quais nos ajudarao a provar a

diferenciabilidade dos fluxos.

of .

Corolario 1.21. Se f : U — R" : U — M(n) sao aplicagdes continuas no aberto

e
T
U C R entao o fluzo p(t,tg, x) de 2’ = f(t,x) é continuo no aberto 2 C R"2,

Lema 1.22. Sejam E C R* um aberto e G : E — M(n), g: E x R* — R" aplicagoes tais
que

g(x,h) = G(z) - h

para quaisquer (x,h) € E x R™. Entdo g e G sdo da mesma classe de diferenciabilidade
C", com 0 <r < oo.

Demonstracao. As projecoes P, : R¥ x R* — RF e P, : R¥ x R" — R" sao lineares e a
aplicagao B : M(n) x R" — R" definida por B(X,h) = X - h é bilinear, portanto essas
trés aplicagoes sao de classe C*°. Como g = B o (G o Py, Py)|gxrr, Observamos que g é da
mesma classe de G.

Por outro lado, sejam i; : R¥ — R¥ x R™ as inclusoes dadas por i;(z) = (z,¢;), onde
€1,6a,...,6e, é a base canonica de R". Essas aplicacoes sao de classe C'*° por serem lineares.
Identificamos M (n) = (R™)"™ e escrevemos G = (G, . ..,G,), de modo que G ¢ da mesma

classe de g, pois cada componente G; = g(z,e;) = goix|p de G é da mesma classe de g. W

Corolério 1.23. Se A : I x A — M(n) ¢ uma aplicacio continua, onde A C R* é um aberto
de parametros e I C R € um intervalo qualquer, entao o fluzo ®(t,ty, Yy, A) da equagao
linear matricial

Y =A(t,\)-Y

nao autonoma com parametro X € continuo em I x I x M(n) x A.

Demonstracao. Identificamos M(n) = R"™ e escrevemos Y = z, e o Lema 1.22 garante
que
flt, A\ x)=A(t\) -«

of B
So(t X)) = Al )

sao ambas aplicagoes continuas em [ X R™ x A, de modo que o Teorema 1.20 garante a
continuidade do fluxo de 2’ = f(¢, 2, \) que estd definido em I x I x R x A. [
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Lema 1.24 (Lema de Gronwall). Se v: I — R € uma fung¢do continua e nao negativa no

/to Cbu(s)ds

para todot € I, coma >0,b>0 ety €l constante, entdao

itervalo I C R tal que
v(t) <a-+

v(t) < aeblt=tl

para todo t € 1.

Demonstragao. Fixamos ¢ty € I. No caso em que b = 0, temos que v(t) < a e o Lema
é verdadeiro. Portanto, podemos supor que b > 0. Suponhamos primeiramente que
a > 0. Fazemos «a(t) = a + ]ft bu(s)ds|, entdao a(t) > a > 0 para todo ¢t € I, com isso
Ina(t) estd bem definido para t € I. Consideremos dois casos. Se ty < ¢, implica que

a()—a+ﬂ bu(s)ds e
d o(t)  bu(t)
Elna() = <b,

pois v(t) < a(t), por hipdtese. Integrando de t, até ¢, temos

0 8 ) — malt) = /t D na(s)ds < bt —to)

a to

e com isto, tomando a exponencial dos dois lados da desigualdade, temos
'U(t) S O[(t) S aeb(t_to) — a/eb‘t—t(ﬂ’

para todo t > ty. Se t < tg, temos a(t ft bu(s)ds e o/(t) = —bv(t), de modo que, ao

dividirmos por a(t) e em seguida 1ntegrarmos de ty a t a inequacgao acima, temos,

aft) t_bv(s) . o bu(s) . B
1n__/t0 Ok _/1t welds < bty )

e tomando a exponencial dos dois lados dessa expressao, ocorre

'U(t) < a(t) < aeb(to_t) — aeb‘t—t0|’

para todo t < . Isso prova o Lema no caso a > 0.
Se a = 0 temos, para cadat €l en € N,

t t
/ bu(s)ds| < — + / bu(s)ds
to to

1
Pelo caso anterior (com a = 1/n > 0) decorre que v(t) < —ebl*=%l para todo t € I.

v(t) <

Fixamos ¢ € I e fazemos n — oo, resultando em v(t) = 0 = ae’lt~l. |



1.2. Equagoes Diferenciais 22

Proposicao 1.25. Sejam f : U — R", aplicacdao continua no aberto U C R"! e x,y :
I — R" solugoes em U, definidas em um mesmo intervalo I C R, respectivamente, dos

problemas de valor inicial
o= flta) | y = f(ty)
= y(to) = Yo

Admitamos que f seja lipschitziana na sequnda varidvel, com constante de Lipschitz K.

Entao, para quaisquer t,ty € I,

|x(t7t0,$o) - y(t,to,y0)| < |:1c(t0) _ y<t0){€K\t—to\‘

Demonstragao. Dados t¢,ty € I, temos

o(t) = y(t) = alte) = wlte) + [ [7(s,0(9) = Fs.u(s))]ds

to

<

[ 15t = S, utsn)s

to

= |a(t) — y(t)| < |a(te) — y(to)| +

< ‘x(to)—y(to)|+ < |x(t0)—y(t0)‘—|—

/ Klz(s) — y(s)|ds

to

[ 1560060 = 1G5t s

Escrevemos v(t) = |x(t) — y(t)| e a desigualdade anterior se torna

/t: Ku(s)ds

Pelo Lema de Grownwall, decorre que v(t) < v(to)eX*=*l ou seja

v(t) < wlty) +

|2(t) — y(t)] < |z(to) — y(to) eIl

0
Teorema 1.26 (Diferenciabilidade). Se f : U — R™ e 8—£ : U — M(n) sdo aplicagoes

continuas no aberto U C R"™ entdo o fluro ¢ : Q — R" de 2’ = f(t,x) € uma aplicagdo

de classe C' cuja aplicacao derivada parcial temporal & satisfaz

ot
Iy
5 (L toy) = [t e(t 1o, y) (1.2.2.8)
dp 0 0
e cuja aplicacoes derivadas parciais —90, i, ey @ satisfazem a equacao diferencial
atO ayl ayn
linear 5
ol = a_f(ta o(t o, y))x (1.2.2.9)
Y

0 0
em R™, com condicoes iniciais —gp(to,to,y) = —f(to,y) e _¢(t0’t0,y) = e;, respectiva-

8t0 ayz

mente, para 1 <i <n, onde {e1,...,e,} € a base canénica de R™.
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Demonstragao. Seja, ¢ : Q@ — R” o fluxo de 2’ = f(t,x) e fixemos um ponto (tg, ug, xg)
qualquer de 2. Pelo Corolédrio 1.21, como €2 é aberto, podemos escolher a,b,c,d € R e

ro >0 taisque a <ty <b, c<ug<de
No = (a,b) x (¢,d) x B C [a,b] x [¢c,d] x B= Ny CQ,

onde B = B(x¢,79) ¢ B = B(xg,7() sd0 as bolas aberta e fechada de centro z, e raio

ro > 0, respectivamente. Com isto, (to,ug,xo) € Ny € No é compacto. Primeiramente,

2 . p ;
, existe, € continua no
i

demonstraremos que a—gp(t, to,y), cujas colunas sao as aplicagoes
aberto Ny e satisfaz a equacao diferencial linear matricial

af

y' = 2L
ox

(t, ¢(t. t0,y)) - Y, (1.2.2.10)

0
em M (n), com condic¢ao inicial i(to, to,y) = Iz € M(n), onde I, é a matriz identidade, e

dy
isto equivale a provar o Teorema.
Denotemos A = (¢,d) x B C [¢,d] x B= A C U C R"! e consideremos a aplicacio

A:a,b] x A — M(n)

definida para t € [a,b] e A = (to,y) € A por

of
Como —= ¢é continua por hipétese e o fluxo ¢ de 2’ = f(¢,x) é continuo pelo Corolario

ox

1.21, resulta que A é uma aplicacio continua de [a,b] x A em M(n) = R". O Corolério

1.23 garante que a equagao diferencial linear matricial

Y — At \) Y
Y(to) = Yo

nao autéonoma com parametro A € A possui fluxo continuo em cada ponto (¢, o, Yo, A) de
(a,b) x (a,b) x M(n) x A.
Em particular, fixando a condigao inicial Yy = I; € M(n), é ainda continua a aplicacao
restricao
®: (a,b) x (a,b) x A — M(n)

do fluxo Y/ = A(t, \) - Y, restrigao essa que satisfaz a identidade
t
O(t,tg, ) = Iy +/ A(s, A) - D(s,tg, N)ds (1.2.2.12)
to

em M(n) para qualquer (¢,ty,\) € (a,b) x (a,b) x A. Assim, o caminho t — D(t, 1y, \)
satisfaz a equagao diferencial linear matricial (1.2.2.10) em M (n) com condigao inicial
(I)(to,to, )\) = [d S M(n)
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Queremos provar que
o1
vale para qualquer (¢,to,y) € Ny pois entdo, pela prépria definicao de derivada parcial,
concluimos que
dp

8_y(t’t0’y) = ®O(t,to, (to,y))

é verdade para qualquer (t,to,y) € Ny, de modo que essa derivada parcial existe, é continua
e satisfaz a equagao (1.2.2.10) em Ny. Para provar (1.2.2.13), observamos que o fluxo ¢
¢é localmente lipschitziano na varidvel espacial y, pois pela desigualdade do valor médio,
existem uma vizinhanca V' C Ny e uma constante K > 0 tais que |f (¢, o(t, to, zo)) —

ft, ot to,v0))| < Klp(t, to, z0) — @(t, to, o), € pela Proposi¢ao 1.25 temos que
|o(t, to, z0) — (2, to,yo)| < |wo — yoleXl < Mwg — o (1.2.2.14)

para quaisquer dois pontos (t,tg, xo), (, %0, %0) € V com varidveis temporais ¢ e ty iguais,
onde
M = max lexp (K|t — to])].

t € [a,b]; to € [c,d]
Como N é compacto, podemos considerar que a desigualdade (1.2.2.14) vale para quaisquer
dois pontos (t,ty, z0), (t,t0,50) € No. Como ¢ é continua em €, temos que a imagem

©(No) € R™ é compacto, de modo que,
Ny = {(t, (t, o, y)|(t,t0,y) € No} CU

também é compacto.

Fixamos (t,to,y) € No. Fazemos A = (to,y) € A e y € B, de modo que podemos tomar
r>0tal quey+h & Be(tty,y+h)E Ny para qualquer h € R" com |h| < r. Fixamos
também, arbitrariamente, £ > 0.

- of L .
Pela continuidade de —— em U, segue-se que Iz é uniformemente continua no compacto
x

ox
N; C U, de modo que podemos tomar 0 < n = n(e) < r tal que
of
f(s,2) — f(s,w) — %(s,w) (z—w)| <elz —wl, (1.2.2.15)

para quaisquer (s, z), (s,w) € Ny tais que |z —w| < 7.

Escrevemos § = e decorre de (1.2.2.15) e (1.2.2.14) que

M'f?,
‘f(sv @(vaa Z) - f(S’ gO(S,U,lU)) - %(37@(57%“})) ’ (90(571)72) o 90(571}710))‘ <
< 5’@(5,1},7;) — go(s,v,w)} < 5M{z — w},

para quaisquer (s, v, z), (s,v,w) € Ny tais que |z — w| < . Em particular, tomamos as
coordenadas v = ty e w = y do nosso ponto A = (o, y) fixado e também tomamos z = y+ h.

Lembrando ainda da notagao A(s, \) introduzida em (1.2.2.11) e escrevendo

0(‘97 h) = 80(37 t(]?y + h) - S0<87t07 y)7
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estabelecemos que
!f(s, o(s,to,y+h)) — f(s,0(8,t0,y)) — A(s, \) - 0(s, h)‘ < eM|h| (1.2.2.16)

para quaisquer a < s < b e |h| < 4. Usando

w(t,to,y):y+/ f(s,0(s,t0,y))ds (1.2.2.17)

e a identidade matricial (1.2.2.12) em h, temos

t
@(tatmy—i_h) _y+h+/ f(S,QD(S,tO,y—i-h))dS, €
to

t
D(t, tg, \)h = h+/ A(s,\) - (s, 10, \) - hds,
to

de modo que
O(t,h) — O(t, to,\) - h =

t

= /t [f(‘S?(P(SatOvy + h)) - f(87 90<3>t07y))] ds — / A<37 )‘) ’ (I)(Sat()a )‘> - hds

to to

=/ﬁﬂ&wmw+h»—ﬂawamw»—A@A»ﬂamwﬁ—

to

ﬁfA@M-W&W—¢@%JyH“

to
e portanto, por (1.2.2.16), para qualquer |h| < §, temos que
|0(t,h) — ®(t, 1o, \) - h| =

t
/ eM|h|ds
to

< eM|b—al|h| +

< +

t

t
[|A(s, DI 10(s, h) — (s, to, A) - hlds

t
/ LI0(s, h) — ®(s, b, A) - Blds

to

)

onde L = max ||A(s, \)||, tomado sobre a < s <b e |h| < r, é finito pela continuidade de
Aem [a,b] x A.
Seja v(t) = |0(t, h) — ®(t,to, A) - h|. Como no Lema de Gronwall,

|S0(t7t07 Yy + h) - So(ta t07y) - q)(t7t07 (t07y)) ’ h‘ = U<t) < EM‘b - a‘€L|b*a|’h”

para qualquer |h| < 4. Como € > 0 é arbitrario, é imediato constatar que vale (1.2.2.13),
o que termina a prova que a derivada parcial espacial 8_¢ existe, é continua e satisfaz
(1.2.2.10) em Ny. Como o ponto (to, ug, o) € 2 foi escolhido arbitrariamente, estabelecemos

que dd existe, é continua e satisfaz (1.2.2.10) em €.

dy
. e . R,
Resta provarmos que a derivada parcial T em relacao a condicao inicial temporal %
0
0
existe, é continua e satisfaz a equagao (1.2.2.9) em R", com —So(to,to, y) = —f(to,y).

Oty
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Provaremos que g—f(to,to,y) = —f(to,y). Sejam (to,y) € U e € > 0 dados. Por

0
continuidade de ¢ em €2 e de f em U, como antes, tomamos 9§ tal que

[/ (to,9) = f(s,0(s,0,9))] < e

para quaisquer s,v € R tais que |s — to| + |[v — to| < 0. Por (1.2.2.17), temos

to

90<t07t0+h7y) _y+hf<t073/> = f(5790<57t0+h;y>)d5+hf(t07y)
to+h

= [ tt0w) = Sl plssto + b)) ds,

to

e como ¢(tg, to,y) = y, temos
[o(to,to + h,y) — o(to, to, y) + hf(to,y)| < |hle,

0
para cada h € R com |h| < 4. Isso implica que a derivada parcial % existe no ponto
0
(to, to,y) € Q2 e vale
Iy

O_to(to’to’x) = —f(to,y).

0
A prova da existéncia e continuidade da derivada parcial 92 em Q6 analoga a prova

Oty

. C A . .. . . 2 . .
dada acima da existéncia e continuidade da derivada parcial — em (2, e assim terminamos

oy

a prova do Teorema. [ |
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CaPIiTULO

Fluxos

Neste Capitulo, demonstraremos o Teorema de Poincaré-Bendixson no plano e o
estenderemos a esfera. Para isso, utilizaremos alguns conceitos de variedades diferenciaveis.
Por fim, mostraremos que os resultados desse Teorema nao se aplicam ao toro, apresentando

um conjunto limite distinto dos casos do plano e da esfera.

Definigao 2.1. Seja H um espago métrico. Um fluzo (sistema dinamico) sobre H é uma
tripla (H,R,v) onde v : R x H — H ¢é uma fun¢ao continua tal que v(0,x) = = e
v(t,y(u, x)) = v(t + u,x) para quaisquer t,u, x.

As solugoes de uma equagao diferencial autonoma definidas para todo t € R definem

umm HUXO, COINO veremos a seguir.

2.1 Teorema de Poincaré-Bendixson

Sejam A C R”™ um aberto e X : A — R” um campo vetorial de classe C*, k > 1, e

consideremos a equacao diferencial

¥ = X(z). (2.1.0.1)

Uma equacao diferencial como acima, é chamada equacao diferencial autonoma, pois o

campo de vetores X = (X1,...,X,,) independe de ¢.

Teorema 2.2. Para cada x € A existe um intervalo aberto I, onde estd definida a unica
solugdo maximal @, de (2.1.0.1) tal que p,(0) = x. Além disso, se y = p,(s) com s € I,
entdo @, a solugao de (2.1.0.1) tal que ¢,(0) = y, estd definida no intervalo maximal
I=1—s={r—s;rel,} ep,t)=p(t+s).
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Demonstragao. A primeira parte vem diretamente dos Teoremas 1.12 e 1.14. Agora se
y = . (s), observemos que ¢! (t + s) = X(p.(t + s)) para todo ¢ tal que t + s € I,.. Entao,

@ (t + s) é solugao da equagao

Pela unicidade das solugdes decorre que @, (t +s) =@, (t) e [, =1, —s={r—s;r € I},

o que demonstra o Teorema. [ |

O Teorema 2.2 nos diz que as solugoes de uma equacao diferencial autonoma definidas

para todo t real sao de fato um fluxo.

Defini¢ao 2.3. Um ponto x € A é dito ponto singular de X se X (x) =0, e é chamado
ponto reqular se X (x) # 0.

Observagao 2.4. Se 2y € A é ponto singular, entao p(t) = xg, —00 < t < 00, é solugao de
(2.1.0.1). Por outro lado, se ¢(t) = x¢ é solucao de (2.1.0.1), entao

0=¢'(t) = X(o(t)) = X(x0), VL ER,
entao xg ¢ ponto singular de X.

Seja p(t) = (t,p), a curva integral de X passando por p € A, definida no intervalo
maximal I, = (w_(p), w4 (p)).

Defini¢ao 2.5. Se w, (p) = 0o definimos o conjunto w-limite por
w(p) ={qg€; Htulnen, tn ER, t,, = 00 € ©(tn,p) = q, quando n — oo}.
Analogamente, se w_(p) = —o0, definimos o conjunto a-limite por
alp) ={q € A; H{t,}tnen, tn €R, t,, — —00 € p(tn,p) = q, quando n — co}.

Exemplo 2.6. Tomemos o campo X : R?> — R? dado por X (z,y) = (A\z,uy), tal que

A+ # 0. Entao, se A, u > 0, o retrato de fase desse campo é da forma

B

Ey

Figura 2.1: N6 instavel.
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Se p = (0,0), entio a(p) = w(p) = {p}.
Se p # (0,0), entao a(p) = (0,0) e w(p) = 0.
Agora, se A < 0 < pu, o temos uma sela.

Ey

Figura 2.2: Sela.

Se p = (0,0), entdo a(p) = w(p) = {p}.
Se p € E; —{(0,0)}, entao w(p) =

Se p € B> —{(0,0)}, entdo a(p) =
Se p & Fy U Ey, entdo w(p) = a(p) = 0.

Observagao 2.7. Se p € A ¢é ponto singular de X, entdo a(p) = w(p) = {p}. Além disso, se
p € A é regular com 7, sua drbita e dado ¢ € ,, entdo w(q) = w(p).

De fato, sejam g = ¢(to,p) e r € w(p); entao, existe uma sequéncia {t, },en tal que
t, — 00 e ¢(tn,p) = r, quando n — oco. Se tomarmos s, = t,, — ty, temos que s, — 00,

quando n — oo e

©(8n,q) = p(tn — to, o(to,p)) = @(tn +to — to,p) = ©(tn, D).

Portanto, ¢(s,,q) — r quando n — 0o, o que mostra que w(p) C w(q). Reciprocamente,
se k € w(q), entdo existe uma sequéncia {t, },en tal que t, — 0o e p(t,,q) — k. Tomamos

Sp = t, + 1o e temos que

(80, p) = @(tn +to,p) = ¢(tn, ¢(to,p)) = ¢(tn,q) = k

e s, — oo quando n — co. Concluimos assim que w(p) = w(q), para todo g € 7,.

De maneira andloga, a(p) = «(q), para todo ¢q € . O

Pela Observacao anterior, definimos os conjuntos w e a-limite de uma orbita e nao

apenas de um ponto.

Definigao 2.8. O conjunto w-limite de uma drbita y € o conjunto w(p), para qualquer p € ~.

O congunto a-limite de uma orbita v € o conjunto a(p), para qualquer p € .

O préximo Teorema caracteriza os conjuntos w e a-limite de uma 6érbita se a semi-érbita

positiva e negativa estiverem contidas em um compacto.
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Teorema 2.9. Sejam X : A C R™ = R™ um campo C", r > 1 e v = {¢(t,p), t >0} a
semi-orbita positiva de X por p. Se 7; C K C A, K compacto. Entao,

o) w(p) £ 0.
b) w(p) é compacto.

¢) w(p) € invariante por X, ou seja, se q € w(p) entdo v, C w(p).
d) w(p) € conezo.

Demonstragao. a) Tomemos t,, = n € N. Entao {¢(¢,)} C K. Pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass, existe uma subsequéncia {¢(t,, )} convergente. Portanto, existe ¢ € K tal que
o(tn,) = ¢ € w(y), e w(y) # 0.

b) w(y) C f C K, logo w(7) é limitado. Basta mostrarmos que w(y) é fechado. Seja

{¢.} € w(v), g. — q. Portanto, para todo ¢ > 0, existe ny € N tal que |¢, — ¢q| < %,
se n > ng. Para cada ¢, € w(7y), existe uma sequéncia {tﬁg)} tal que " o quando
m — 0o e que lim,,_, o gp(tgf),p) = qp.

Seja e, = %, entdo existe m(n) € N tal que \gp(t,(g),p) — ] < % = %”, se m > m(n).
Tomamos para cada sequéncia {t\} um ponto #, = by > M- Se n > max{ng, m(n),1/e}
temos que

En IS
[P(tn,p) = al < 1@, P) = al +lan —al < 5 +5 <&

Entao ¢(tn,p) = q e q € w(v).
c) Se q € w(p) e 1 € 7, entdo q1 = p(to,q) para algum t,. Pela continuidade em

relacao a segunda variavel da curva integral do campo X, temos

@ = ¢(to,q) = @(to, limy o0 @(tn, D))
- hmn%oo Sp(t07 Qp(tnap» = hmn%oo SD(tO + tn,p)-

Tomemos t/, = t,, + ty, e quando n — oo ocorre que ¢, — oo. Portanto,

@ = lim o(t,,p) € w(p) =7 Cw(p).

d) Como w(p) é compacto, suponhamos por absurdo que existam fechados disjuntos
A,B C K tal que A, B # () e w(p) = AU B. Logo dist(A, B) = inf{d(a,b), a € A, b €
B} =d>0.

Portanto existem sequéncias {t/,} C A e {t!'} C B tais que t,t!! — oo e p(t/,.,p) —
ac€Aep(t! p)—be B, quando n — oo. Podemos entao construir uma sequéncia {t, }
tal que ¢, — oo e d(¢(tn), A) < d/2 e d(p(tns1), A) > d/2, se n é impar.

Como a funcao h(t) = d(p(t),A), t, < t < t,y1 para todo n impar é continua e
h(t,) < d/2 e h(t,41) > d/2, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢, tal que
tn, < cp < tpaq tal que

h(c,) = d/2.
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Por {¢(c,,p)} estar contida no conjunto compacto @ = {z € A; d(z, A) = d/2}, entao
{¢(cn)} possui uma subsequéncia convergente que, por abuso de notagao, denotamos
folen)t

Seja ¢ = lim, o ¢(c,). Entao ¢ € w(p). Mas, ¢ € A, pois d(c, A) = d/2, e também
¢ € B, pois por desigualdade triangular d(c, B) > d(A, B) — d(¢, A) = d/2. E isto é um

absurdo, e portanto w(p) é conexo. [ |

Nao é dificil ver que o resultado anterior é andlogo para o conjunto a-limite no caso

em que a semi-érbita negativa esta contida em um compacto.

Corolario 2.10. Nas condi¢des do Teorema anterior, se ¢ € w(p), entdo a curva integral de

X, passando por q, estd definida para todo t € R.

Demonstragao. Como w(p) é compacto e invariante, segue-se que a érbita de X passando

por q esté contida no compacto w(p). O resultado segue-se do Corolario 1.18. [ |

Defini¢ao 2.11. Sejam X : A — R™ um campo de classe C*, k > 1, A C R" aberto e
A C R um aberto. Uma aplicacdo diferencidvel f: A — A de classe C* é uma seccao
transversal local de X (de classe C*) se, para todo a € A, acontece de Df(a)(R" ) e
X (f(a)) gerarem o espago R™. Seja ¥ = f(A) munido da topologia induzida. Se f: A — %

for homeomorfismo, diz-se que ¥ é uma segao transversal de X .

Exemplo 2.12. Seja U um subconjunto aberto de R? e denotemos por X um campo vetorial
de classe C*, k > 1, em U. Diremos que um segmento de reta limitado ¥ em U C R? é
uma secgao transversal a X, se para todo ponto p € X, X (p) for um vetor nao nulo e

transversal a .

Figura 2.3: Seccao transversal.

Observacao 2.13. Se U € R? ¢ um aberto, X um campo de classe C*, k> 1ep € U um

ponto regular de X, entao existird uma seccao transversal passando por p.

De fato, como p € U é regular, tomemos {vi, X(p)} uma base de R?. Por X ser
continuo em p, para o > 0 suficientemente pequeno definimos f : [—o, 0] — R? tal que

f(t) =p+t-v; e temos uma secgao transversal passando por p. O
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Em geral, se p € A C R™ é regular, tomamos uma base do R" dada por {vy,...,v,-1, X(p)}
e tomando B(0,d) uma bola de R"™! com centro na origem e raio § > 0 suficientemente

pequeno, entao f : B(0,d) — A dada por

n—1
f(ZL'l, ...,ZEn_l) =P + invi
i=1

é uma seccao transversal local de X em p. Ou seja, dado um ponto regular p € A do
campo X, sempre existe uma secgao transversal passando por p.

Observemos que, pela definicao dada, todo ponto da seccao transversal X é regular e
além disso, ¥ nao é tangente a qualquer trajetoria que o intercepta.

Notamos também que as trajetorias de X cruzam a secgao transversal > sempre no

mesmo sentido, pois o campo é continuo.

Definicao 2.14. Sejam ¢ : D1 = R™ e @9 : Dy — R™ o0s fluxos gerados pelos campos X :
A1 — R" e X5 : Ay — R™ respectivamente. Dizemos que X € topologicamente conjugado
(respectivamente C*-conjugado ) a Xy quando existe um homeomorfismo (respectivamente
um difeomorfismo de classe C*) h : Ay — Ay tal que h(pyi(t,x)) = pa(t, h(z)) para todo
(t,x) € Dy.

Observagao 2.15. O homeomorfismo (difeomorfismo de classe C*) h é denominada por
conjugacao entre os campos vetoriais X; e Xo. Uma propriedade interessante ¢ que h leva

oOrbita em 4rbita.

Lema 2.16. Sejam X; : A1 — R" e Xy : Ay — R"™ campos C* e h : Ay — Ay um

difeomorfismo de classe CF. Entdo h é uma conjugagio entre X, e X, se, e somente se,

Demonstragao. Sejam o, : Dy — Aj e s : Dy — Ay os fluxos de X e Xy, respectivamente.
Suponhamos que h satisfaz (2.1.0.2). Dado p € Ay, seja 1(t) = h(p1(t,p)), t € I1(p). Entao
Y é solucao de 2’ = Xy(x), 2(0) = h(p), pois

V(D) = Dh(@r(t,p) - 1(t,p) = Dhlpa(t,p) Xl p) =

= Xa(h(pa(t,p))) = Xa((2)).
LOgO, h(@l(t,p)) = @Q(ta h(p))
Reciprocamente, suponhamos que h seja uma conjugacgao. Se p € Aq, temos que
h(p1(t,p)) = @a(t, h(p)), t € I;(p). Ao derivarmos esta relagdo com respeito a ¢t em t = 0,
obtemos a relagao (2.1.0.2). [

Teorema 2.17 (Teorema do Fluxo Tubular). Sejam p um ponto nao singular de X : A — R"
de classe C*, k> 1, e f: A = X uma seccio transversal local de X de classe C* com
f(0) = p. Entdo, existem uma vizinhan¢a V' de p em A e um difeomorfismo h : 'V —

(—¢,¢) x B de classe C*, onde ¢ > 0 e B ¢ uma bola aberta em R™! de centro na origem

0= f"(p), tais que
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1. M(ENV) = {0} x B;

2. h é uma Ck-conjugacdo entre X|y e o campo constante Y : (—e,e) x B — R",
Y =(1,0,...,0) € R".

Demonstragao. Por simplicidade de notagao, suponhamos que n = 2. Sejam ¢ : D — A
o fluxo de X e F': Dy — A definida por F(t,u) = ¢(t, f(u)), onde Dy = {(t,u) €
R% (¢, f(u)) € D} e f é a seccao transversal dada na Observagao 2.13. Entao,

%F@,m = DiF(t,u) = ¢/(t, f(u)) = X(p(t, f(u)),

o que implica que D1 F(0,0) = X(f(0)) = X(p). Além disso, observemos que F'(0,u) = f(u),
entao

DyF(0,0) = Df(0) = v
Portanto, D1 F(0,0) e DyF(0,0) geram R? e DF(0,0) é um isomorfismo. Pelo Teorema

da funcao inversa, existem € > 0 e um intervalo B em R com centro na origem tais que
F|(—c)xp ¢ um difeomorfismo sobre o aberto V' = F((—¢,¢) x B).

Seja h = (F|(—ee)xp)t, entdo h(XNV) = {0} x B, pois F(0,u) = f(u) € &, Yu € B,
0 que prova a primeira afirmacao.

Notemos que

DR~ (t,u) - Y(t,u) = DF(t,u)-(1,0) = DiF(t,u) = X (p(t, f(u))
= X(F(t,u)) = X (™' (t,u)),

para todo (t,u) € (—e, ) x B. Portanto, pelo Lema anterior, h~! conjuga Y e X. |

Corolario 2.18. Seja X uma secgao transversal de X. Para todo ponto p € X, existem
e = e(p) > 0, uma vizinhanca V de p em R™ e uma funcio 7 : V — R de classe C* tais
que T(VNX)=0e

1. para todo q € V, a curva integral ¢(t,q) de X|y € definida e biunivoca em J, =
(—e+7(q),e+7(q)).

2. £(q) = o(1(q),q) € X € o tunico ponto onde p(t,q)|;, intercepta 3. Em particular,
qg € XNV se, e somente se, 7(q) = 0.

3. &:V = X €de classe C* e DE(q) € sobrejetiva para todo ¢ € V. Mais ainda,
DéE(q) - v =0 se, e somente se, v =aX(q) para algum o € R.

Demonstragao. Sejam h,V e e como no Teorema anterior, e temos que {0} x B = h(XUV).
Fazemos h = (—7, &), observemos que o campo Y satisfaz a todas as afirmagoes acima. Como
h é uma C"-conjugagao, concluimos que X também satisfaz estas afirmagoes. Observemos

a Figura ilustrativa 2.4. [ |

Agora, enunciaremos o Teorema de Poincaré-Bendixson no plano, o qual caracteriza os

conjuntos limites de campos no plano que satisfazem certas hipéteses.
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Figura 2.4: Imagem ilustrativa.

Teorema 2.19 (Poincaré-Bendixson). Seja ¢(t) = ¢(t, p) uma curva integral de X, definida
para todo t > 0, em que X : A C R? — R? € um campo C", r > 1. Admitamos que
v, C K CA, K compacto. Se X tem nimero finito de singularidades, entdo acontece

uma das sequintes possibilidades:
a) Se w(p) contém somente pontos requlares, entio w(p) € uma drbita periddica.

b) Se w(p) contém pontos requlares e singulares, entao w(p) consiste em um conjunto de

orbitas, que tendem a um desses pontos singulares quando t — 4o00.
c) Se w(p) somente possui pontos singulares entao w(p) = {q}, onde q é ponto singular.
Para provar esse Teorema precisaremos de alguns resultados.

Lema 2.20. Se p € X Nw(vy), com X uma secgao transversal a X ey uma orbita de X,
entdo p pode ser expresso como limite de uma sequéncia de pontos, p(t,) em X, onde

t, — oQ.

Demonstragao. Tomemos uma vizinhanca V' e a aplicagao 7 : V' — R como no Corolario
anterior.

Como p € w(7), existem ¢ € A e uma sequéncia {t/} tais que t!, — oo e ¢(t,q) — p,
quando n — oo. Logo, existe ny € N tal que ¢(t/,q) € V para todo n > ngy. Seja
t, =t +1(p(t,,q)) para n > ng, e temos que

p(tn) = o(t, +7(e(tn, 9)), )
o(r(e(th, ), (th, )
e por definicao de 7, ¢(t,) € ¥. Como 7 é continua, segue que
My o0 @(tn) = limyo0 (8, + 7(0(,9)), 9)

= gp((),p) =p.
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E fica provado o Lema. n

A seguir, enunciaremos um resultado que sera importante para o proximo Lema. A

demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [14, pg. 122].

Teorema 2.21 (Teorema da Curva de Jordan). Se J C R? for uma curva fechada simples
(isto é, J € a imagem homeomorfa de um circulo), entao R? — J terd duas componentes

conezxas: S (limitada) e Sy (nao limitada), as quais terao J como fronteira comum.

Consideremos agora que ¥, parametrizada por f : [0, 0] — R?, tenha uma ordenagao

natural dada pelo intervalo [—o, o].

Lema 2.22. Seja X uma sec¢ao transversal a X contida em A. Se v é uma orbita de

X epe XNy, entao v, = {@(t,p);t > 0} intercepta ¥ em uma sequéncia mondtona
pl?pZ?"'7pn7....

Demonstracao. Seja D = {t € RT; p(t,p) € X}. Pelo Teorema do fluxo tubular, se t € D
existe uma vizinhanca de t em R* tal que ¢ é o tinico ponto que intercepta X; portanto, D
é discreto.

Ordenamos o conjunto da forma D = {0 < t; <ty < --- <t, <---}. Seja p; = p.
Indutivamente, caso existam, definimos py = ¢(t1,p) € p, = @(t,_1,p).

Se p; = po, por unicidade, temos que v é uma trajetéria fechada de periodo 7 = ¢4, e
P = pn, para todo n.

Se p1 # po, sem perda de generalidade, consideremos p; < po. Se existir p3, mostraremos
que p3 > po. Por X ser conexo e X ser continuo, as érbitas de X cruzam a secgao transversal
sempre no mesmo sentido.

Suponhamos que a secgao transversal esteja orientada como na figura a seguir e as

orbitas cruzam . da esquerda para a direita.

Y

Figura 2.5: Seccao transversal.

Consideremos a curva de Jordan formada pela uniao do segmento p1ps C ¥ com o arco

pip2 = {e(t,p);0 <t <t} da drbita, como na figura a seguir.
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Figura 2.6: Curva de Jordan.

Em particular, a érbita ~, a partir de po, fica contida na regiao interna e limitada pela
curva de Jordan. De fato, ela nao pode interceptar o arco pip, devido & unicidade das
6rbitas e nao pode interceptar o segmento p;ps porque contrariaria o sentido do fluxo.

Vejamos nas figuras a seguir.

b))

Figura 2.7: Casos impossiveis.

Portanto, caso p3 exista, devemos ter p; < py < p3. Continuando este raciocinio,
obtemos p1 < py < -+ < pp < - --.

Portanto, {p,} é uma sequéncia monétona. |

Lema 2.23. Se ¥ € uma secgdo transversal ao campo X e p € A, entdao ¥ intercepta w(p)

no mdzrimo em um ponto.

Demonstragao. Pelo Lema anterior, o conjunto de pontos de ’y]j em Y, digamos D, formam
uma sequéncia mondtona e, portanto tem no maximo um ponto limite. Se ¢ € w(p) N, pelo
Lema 2.20 existe uma sequéncia {¢(t,,p)} € 3 tal que ¢(t,,p) — ¢q. Como {¢(t,,p)} € D,

pela unicidade do limite segue o resultado. [

Lema 2.24. Sejam p € A, com 7; contida em um compacto, e v uma orbita de X com

v C w(p). Se w(y) contém pontos requlares entio v é uma drbita periddica e w(p) = 7.

Demonstragao. Seja ¢ € w(y) ponto regular e sejam V' vizinhanca de ¢ dada como no
Corolario 2.18 e X, a secgao transversal correspondente. Pelo Lema 2.20, existe uma
sequeéncia t, — oo tal que ¢(t,,q) € X,. Como ¢(t,,q) € w(p) a sequéncia {¢(t,,q)}

reduz-se a um ponto, pelo Lema 2.23. Isto prova que v é periédica.
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Provaremos que v = w(p). Como w(p) é conexo pelo Teorema 2.9 e v é fechado e
nao-vazio, basta provar que «y é aberto em w(p).

Sejam p € v, V5 uma vizinhanga de p como no Coroldrio 2.18 e X5 a seccao transversal
correspondente. Mostraremos que Vz Ny = VzNw(p).

E claro que VzNy C VzNw(p). Por contradicao, suponhamos que exista g € V5 Nw(p)
tal que § & . Pelo Teorema do fluxo tubular e pela invariancia de w(p), existe ¢ € R tal
que ¢(t,q) € w(p) N 35 e ¢(t,q) # P, ja que § ¢ . Dal, existem dois pontos distintos de
w(p) em X5, o que é um absurdo pelo Lema 2.23. Logo V53 Ny = V5 Nw(p).

Seja U = UV,T U é aberto,y CU e UNw(p) =U N~y =, isto é, v é a intersegao de
um aberto depﬁR72 com w(p). Entdo v é aberto em w(p). |
Demonstragao do Teorema de Poincaré-Bendixson

1. Se w(p) contém somente pontos regulares e ¢ € w(p), entdo a érbita v, C w(p), pelo
Teorema 2.9. Dado que w(p) é compacto, pelo mesmo Teorema 2.9, resulta que w(7y,) # 0,
e todos os seus pontos sao regulares. Portanto, pelo Lema 2.24, w(p) = 7, é érbita fechada.

2. Se w(p) contém pontos regulares e singulares e v é érbita nao-trivial contida em
w(p), isto é, v nao é apenas um ponto singular; entao, pelo Lema 2.24 e por a(v) e w(7)
serem conexos, sai que a(7y) e w(7y) sdo ambos pontos singulares do campo X, pois se nao,
w(y) teria pontos regulares e w(p) = v de modo que + seria uma trajetéria fechada, o que
seria um absurdo. (Lembremos que X tem somente um nimero finito de singularidades
em w(p)).

3. Se w(p) apenas possui pontos singulares, como w(p) é conexo e X possui apenas

numero finito de singularidades, entao w(p) consiste de um sé ponto singular. [ |

2.2 Variedades

Estenderemos a nocao de diferenciabilidade a aplicacoes definidas em certos espagos

topoldgicos localmente homeomorfos a R™.

Definicao 2.25. Definimos uma carta local ou sistema de coordenadas no espaco topoldgico
M como um par (U, ), onde U é um aberto de M e ¢ : U — R™ é um homeomorfismo
de U sobre o aberto o(U) de R™.

Definigao 2.26. Um atlas A de dimensdo m e classe C" sobre M € uma colecao de cartas
locais cujos dominios cobrem M e tal que se (Uy, 1), (U, 02) € A e Uy NUy # 0, entio a
aplicacdo py 0 07" : (U NUs) — @o(Ur NUy) € um difeomorfismo CT entre abertos de
R™ e neste caso dizemos que @y € pa sdo compativeis. Os difeomorfismos oy 0 ;" como

acima sao chamados mudancas de coordenadas.

Definigao 2.27. Sejam M e N espacos topologicos e suponhamos que A e B sao atlas de

’

classe C" em M e N de dimensoes m e n, respectivamente. Dizemos que f: M — N ¢
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diferencidvel de classe C*, k < r, se f é continua e para cada x € M existem cartas locas
U,p)e Ae (V) €B, comzeU e f(x) €V, tais que

Yo fop tipUNfHV)) CR™ = (V) CR"
¢ de classe C*.

Como as mudancas de variaveis sao difeomorfismos C”, r > k, esta definicao independe
das cartas locais escolhidas. Nao é dificil ver que nos espagos euclidianos R™, se conside-
rarmos uma tUnica carta local (R™, identidade), a nogao de diferenciabilidade dada acima

coincide com a usual.

Definigao 2.28. Um atlas A de classe C" sobre M ¢ dito mazximal quando contém todas
as cartas locais (17 ,©) que sdo compativeis, isto é, cujas mudancas de coordenadas com
elementos (U, p) € A
Gop lipUNU)— UND)
sao difeomorfismos C.
Um atlas mazimal de dimensdao m e classe C" sobre M € dito também de estrutura

diferencidvel de dimensao m de classe C" sobre M.

Observacao 2.29. Pelo Lema de Zorn, se M possui um atlas A diferencidvel de dimensao
m, entao existe uma estrutura diferenciavel A’ tal que A C A'.
Isso nos diz que sé se faz necessario determinar um atlas diferenciavel, o qual nao é

necessariamente maximal.

Definigao 2.30. Uma variedade diferencidvel M de classe C" e dimensao m € um espaco
topologico de Hausdorff, com base enumerdvel, munido de uma estrutura diferencidvel de
dimensao m de classe C". Denotaremos que M ¢ uma variedade de dimensao m por M™.

A menos que nao haja confusao, denotaremos apenas por M.

Exemplo 2.31. A reta real é um uma variedade diferenciavel de classe C'*°. De fato, uma
base enumeravel, usando a topologia usual da reta, sao os intervalos abertos (a, b), onde
a,b € Q. Tais intervalos sao identificados de forma natural com o conjunto Q x Q, que é
enumeravel. De maneira analoga, qualquer espaco euclidiano é uma variedade diferencidvel

de classe C°.

Definicao 2.32. Uma aplicacdo f: M — N de classe C*, k > 1, é dita um difeomorfismo
quando possui inversa f~1: N — M que também é de classe C*. Neste caso, dizemos que

as variedades sao difeomorfas e escrevemos M ~ N.

Agora, apresentaremos a nocao de derivada de uma aplicacao entre variedades. Faremos

isso com a ideia geométrica das aplicacoes diferenciaveis no espaco euclidiano.

Defini¢ao 2.33. Fizando x € M, consideremos o conjunto C,(M) de todas as curvas

a: (—e,e) = M, diferencidvel em 0, com £ > 0 e com «(0) = x.
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Dada uma carta local ¢ : U — R™, com x € U, as curvas a,(t) = ¢ ' (p(x) + tu), u €
R™, estdao em C,(M). Portanto C,.(M) # 0.
Em C, (M), introduzimos a relagao de equivaléncia ~ da seguinte forma: o ~ § se para

alguma carta local (U, ¢), x € U, temos

d

Z(poa)t)

d

L0

t=0 t=0

Notemos que se (V,) é outra carta local com x € V, entao poa = (o) o (poa).

Logo pela regra da cadeia,

GWea|  =Dweypoa): Geoan)|
= Do (el - leon))|
= Do B0 - FleoAD)|

d
= LW oA

t=0

e a relacao ~ independe do sistema de coordenadas escolhido.

Definigao 2.34. O quociente de C,(M) pela relagio ~ é chamado espago tangente a M em
x e é denotado por T, M.

Proposicao 2.35. O espago T, M possui uma estrutura natural de espaco vetorial real de

dimensao m.

Demonstracao. Se [o] denota a classe de equivaléncia de uma curva o € C,(M), dados
u=[a],v=_[8le\eR, definimos u+v=[p (poa+pof))el=I[p (A poa),

onde ¢ : U — R™ é uma carta local tal que ¢(z) = 0. Observemos que

d d d
- t = — t — t
Pt = Gleonn)] + gloos)n|
d d
= — t — t
G (pou)(t) T S (pov)(t) N
‘ d d d
FEeRMO| A Gleoa)| = Gleow)n)
entao, estas definicoes independem da carta escolhida e satisfazem os axiomas de espagos
vetoriais. Notemos também que se ¢ : U — R™ é uma carta local com ¢(z) = 0 e
{e1,...,en} é uma base de R™, entao o conjunto {[p~!(te1)],..., [~ (tem)]} ¢ uma base
de T, M, com te; a curva t — te;, t € R. De fato, existem Aq,...,\,, € R tais que
d
—(pou))(t) =A-e1t+ -+ Al
dt =0

€ como

= )\z &
t=0

S0 (-7 1er)
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temos que
Loow)t)] = Seotg™(t-e))| +t (oo gt en)
— ou = — o) . e [N J— o) m “Cm
dt ¥ o dt 2 1 1 o dt ¥ ¥ o
Portanto T, M é um espaco vetorial de dimencao m. [ |
Quando {ey, ..., e, } é uma base canonica de R™, usa-se também a notagao [~ (te;)] =

8/8$z, 1= 1,,777,

Definicao 2.36. Seja M™ uma variedade de classe C*, k > 2. Um atlas A sobre M € dito
coerente se as mudancas de coordenadas tém jacobiano positivo, isto €, se p,1p € A, entao

Yo @~ tem jacobiano positivo.

Definicao 2.37. Uma variedade M™ de classe CF é dita orientdvel se M admite um atlas

coerente.

Contudo, existem outras defini¢coes equivalentes para variedade orientavel, porém nao
sdo necesséria neste contexto. Indicamos [5] para mais informagoes.

Toda aplicagao diferenciavel f: M — N induz em cada ponto x € M uma aplicagao
linear Df(x) : T,M — T,N, onde y = f(x), do seguinte modo: dado u = [a] € T, M,
definamos Df(z) - u = [f o a], classe de equivaléncia da curva f o« em T, N. Nao é dificil

ver que D f(x) estd bem definida e que é linear. Ela é chamada de diferencial de f em .

Observagao 2.38. Para uma carta local ¢ : U — R™, tomemos {0/0x1,...0/0z,,} a base
canonica de T, M, entdo a derivada de ¢ é a aplicagao linear Dy(x) : T, M — T, R™ tal
que

De(x) - (0/0x;) = [tei] € T R™.

Ou seja, Dp(x) leva base em base e portanto, é uma transformagao linear invertivel.

Proposicao 2.39. Sejam M, N, e P variedades diferencidves. Se f : M — N é C*, k > 1,
entio f € continua. Além disso, se g: N — P é C*, entdo go f : M — P ¢é C*.

Defini¢ao 2.40. Seja f : M™ — N™" aplicacdo entre variedades de classe C*, k > 1.
Suponhamos que (U, ) e (V1) sao cartas locais de ¢ € M e f(q) € N respectivamente. O
posto de f em q € o posto da aplica¢io o fop™:@(U) — (V) no ponto o(q).

Teorema 2.41 (Teorema do Posto). Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Suponhamos
que f: M — N é uma aplicacio de classe CF, k > 1, e que o posto de f é constante igual
a r em todo ponto de M. Se q € M, entao existem cartas locais (U, ) e (V 1) de q e f(q)
respectivamente tais que p(q) =0 € R™, ¢¥(f(q)) =0 € R" e

Yo foo HNay,...,xm) = (x1,...,2,,0,...,0).

Além disso, podemos assumir que o(U) = B™(0) C R™ e (V) = B"(0) C R, onde BL(0)

¢ a bola centrada em 0 € R' com raio € > 0.
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Demonstragao. Consequéncia imediata do Teorema do posto de aplicacoes de R™ em R™.
[ |

Definicao 2.42. Sejam M™ uma variedade diferencidvel e n um inteiro positivo tal que
0 <n<m. Un subconjunto N* C M ¢ uma n-subvariedade se para cada q € N existe

uma carta local (U, p) de M tal que
i) qeU;
i) p(q) = (0,0,...,0) € R™;
iii) o(U) = B™0) C R™, ¢ > 0;
i) o(UNN) ={x € B™(0); xpy1 =+ =z, = 0}.

Proposicao 2.43. Sejam M™ uma variedade diferencidvel de classe C* e n wm nimero
inteiro tal que 0 < n < m. Suponhamos que N™ C M seja n-subvariedade de M. Entao, N
com a topologia induzida de M é uma variedade topoldgica de dimensdao n. Além disso,
cada carta local (U, @) de M, como na Defini¢ao 2.42, define uma carta local (V, @) em
N, comV =UNN ep =mop|ly, onde m : R™ — R™ € a projecdo nas primeiras n

coordenadas. Essas coordenadas locais determinam uma estrutura diferencidvel C* em N.

Demonstragao. Como N C M com a topologia induzida por M, entao V =U NN é um
conjunto aberto em N e a uniao de vizinhancas dessa forma cobrem N. Além disso, pelo
item iv) da Defini¢ao 2.42, temos que @ é um homeomorfismo sobre BI(0) = 7(B"(0)).
Assim, N é uma variedade topoldgica de dimensao n.

Sejam (U, ¢) e (U’,1) vizinhangas coordenadas de M que satisfacam as condigbes
da Defini¢ao 2.42. Sejam V = U NN e V' = U' N N e suponhamos que V NV’ # (.
Consideremos p = 7o gp‘v e)=mo ¢|V,. Pela primeira parte da demonstracao, temos
que pop lePo Eil sao homeomorfismos em seus dominios. Mostraremos que essas duas
composicgoes sao diferencidveis.

De fato, seja G : R — R™ dada por G(z1, ..., 2,) = (x1,...,2,,0,...,0), de forma que
7oG é a identidade em R™. Notemos que G é de classe C*° em B"(0). Logo o' = ¢ 1o G
é de classe C*. Por outro lado, 1) = w04 e ¥ é também de classe C*. Portanto, 1) o !

—1
é de classe C* em @(V N'V’). Com o mesmo raciocinio, temos que pot & também de

classe C* em (V N V). |

Definicao 2.44. Uma subvariedade reqular de uma variedade M € qualquer subconjunto N
de M com a propriedade de ser uma n-subvariedade e com uma estrutura diferencidvel C*

que satisfaca as condigoes i), ii), iii) e ) da Defini¢ao 2.42.

Teorema 2.45. Seja f : M™ — N"™ uma aplicacao C", r > 1. Suponhamos que f tenha
posto constante igual a k em todo ponto de M. Entao, f~'(q) C M € uma subvariedade

fechada reqular em M de dimensao m — k, para todo q € f(M).
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Demonstragao. Seja A = f~(q) C M. Como f é continua e g € N, entao A = f~1(q) é
subconjunto fechado em M. Mostraremos que A possui propriedade de (m—k)-subvariedade
de M.

Seja p € A. Pelo Teorema do Posto 2.41, existem vizinhancas U de p em M e V de g em
N, tais que ¢ : U C M — B(0), ¢(p) =0€R™ ey :V C N — BZ*0), ¢¥(q) =0 € R",

com a propriedade de que

Yo foo Hay,. .., xm) = (z1,...,24,0,...,0).

Portanto,
foo ™ (z,...,am) =q S Y(@)=vofop (..., Tm)
< YP(q) = (x1,...,2,,0,...,0)
< (0,...,0) = (xq,...,2%,0,...,0)
Sri=x9=---=1x, =0.
Em outras palavras, temos ANU = ¢~ '({z € B™(0); z; = --- = x, = 0}), e portanto,
W(ANU)={x € B™"0);x,=---=x, =0} 2 B™* c R™*
Portanto A é uma (m — k)-subvariedade de M, regular. [ |

Definicao 2.46. Seja, para cada p € M, T,M o espago de vetores tangentes a M em p. O
conjunto
™ = {(pvvp) ‘pe M,Up = TPM}v

¢ dito o espaco fibrado tangente de M.
Denotemos por my : TM — M a projecao dada por m(p, v,) = p.

Defini¢ao 2.47. Um campo vetorial de classe C* em M™ é uma aplicacio X : M — TM de
classe C* (do ponto de vista de variedades) tal que my 0 X : M — M € a identidade, ou seja,
X € uma aplicagdo de classe C* que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M.

Observagao 2.48. Dada uma carta local (¢,U) de M, onde ¢ = (z*,...,2") : U — R",

para cada ponto p € U, o campo vetorial X de classe C* é dado por

X() =Y al(p)

Portanto, em cada carta local, para cada ponto p € U, as n funcdes reais o’ : U — R
definem o o campo vetorial X, relativo a base {9/0z;}, com i = 1,2,.... Desta forma, X
¢ diferencidvel se, e somente se, para toda carta local ¢ de M, as o forem diferencidveis.

Se (¢, V), com v = (y!,...,y"), é outra carta local de M e V NU # 0, entao as fungoes
B¢V — R determinadas pelo campo X e o sistema de coordenadas v, relacionam-se com

as o/ do seguinte modo:
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Denotaremos por X(M) o espaco dos campos vetoriais de classe C* em M.

Defini¢ao 2.49. Uma curva integral de X € X(M) por um ponto p € M é uma aplicagdo
v : 1 — M de classe C* tal que v(0) =p e v/(t) = X(v(t)) para todo t € I, onde I é um
intervalo de R tal que 0 € 1.

Em uma carta local ¢ : U € M — R™ de M, o campo vetorial X € X(M) é
representado pelo campo vetorial ¢, (X) : p(U) C R™ — R™ dado por

@.(X)(p) = (Do) (¢ (p) - X (¢~ (p), p e pU),

onde Dy e ¢~ denotam, respectivamente, as aplicacoes derivada e inversa da carta local

@.
Diremos que ¢.(X) é a expressao de X na carta local ¢ : U C M — R™.

Proposicao 2.50. Seja vy : I — U C M uma aplicagdo de classe C*. Entao v € uma curva
integral de X se, e somente se, poy: I — p(U) CR™ for uma curva integral de ¢.(X).

Demonstragao. Se 7'(t) = X (y(t)) entao

P (X)((poy)(t) = De((t) - X(p g on(t)))
= Dp(y(t)) - X (~(t))
(hipétese) = Do((t)) - (1)
= (o) (t).

Como Dg(7(t)) é invertivel, para todo t € I, segue o resultado. [ |

Dados p € M, um campo X € X(M) e uma carta local (¢,U), com p € U, sabemos
que existe uma tnica solugao v de ¢, (X) passando por ¢(p). Com a Proposigao 2.50,
ot o~ é curva integral de X passando por p. Além disso, esta é tinica, pois v é tinica.

Podemos entao enunciar o seguinte Teorema.

Teorema 2.51 (Existéncia e unicidade). Sejam X € X(M) e p € M. Entdo, existe uma

unica curva integral de X passando por p.
O seguinte lema, também é consequéncia imediata da Proposi¢ao 2.50.

Lema 2.52. Sejam p € M e X € X(M). Suponhamos que exista uma carta local (p,U) tal
que p € U e que a solugio p oy de ¢ (X) esteja definida para todo t € R. Entdo

(a) p o~ € trajetdria fechada se, e somente se, v € trajetoria fechada;

(b) @ o € ponto singular se, e somente se, vy € ponto singular;
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(c) por éinjetiva se, e somente se y € injetiva.
Proposicao 2.53. Nas condigoes do Lema 2.52, temos que ¢~ (w(po7)) = w(7).

Demonstragao. Seja ¢ € w(p o). Entao existe uma sequéncia {t, }nen tal que ¢, — oo e

v o~(t,) = q quando n — oco. Por continuidade,
o (limpoy(tn)) = ¢ (q) = limy(tn) = ¢~ (q)

e concluimos que p~1(q) € w(y) e ¢ H(w(p o)) C w(v).
Reciprocamente, se p € w(7y), entao existe uma sequéncia {s, },en tal que s, — 0o e

¥(8n) = p, quando n — oo. Por continuidade, temos que
p(lim(sn)) = ¢(p) = lim(p 0 ¥)(sn) = ¢(p)

epep(wlpoy)). Concluimos que w(y) = ¢ H(w(pon)). [ |

2.3 Teorema de Poincaré-Bendixson na esfera S2

Consideremos a Esfera 2-dimensional S* = {x € R?;|z|*> = 1}, onde | - | é a norma
euclidiana do R3.

A esfera S? é uma 2-variedade diferencidvel de classe C°. De fato, consideremos o
ponto N = (0,0,1) € S? o polo norte da esfera. Tragamos uma reta passando pelo polo
norte e por um ponto da esfera diferente do polo norte. Esta reta interceptara o plano

z = —1 em um tunico ponto, como mostra a figura a seguir.

X3

N

W
\\7 — 2

Figura 2.8: A esfera S?.

Portanto, temos associado a cada ponto de S* \ N, um tnico ponto do plano z = —1.
De maneira geral, dado que o plano z = —1 é difeomorfo a R?, associamos de maneira
biunivoca a cada ponto da esfera menos um ponto, ao plano R%. Explicitamente temos a
aplicagao ¢ : S\ {N} — R?, dada por

wN(x,y,Z):( S >

1—2"1—2
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Analogamente, associamos a cada ponto do plano a um ponto de S? \ {N} por 7y :
R? — S?\ {N}, dada por

(a,b) 4a 4b -8 41
T a = .
NAS: PR +4 2+ +4 a2+ +4

Nao é dificil ver que estas aplicagoes sao C*°, my o ¥y (x,y, 2) = (x,y, 2), V(z,y,2) €
S2\{N} e ¥y onmn(a,b) = (a,b), V(a,b) € R Portanto S*\ {N} e R? sao C*-difeomorfos.
Este mapeamento é chamado de projecao estereogrdfica sobre o plano z = —1.

Vejamos que ¢y estd bem definida para todo p € S? \ {N}.

Agora, se tomarmos o ponto S = (0,0,—1) € S? o polo sul, fazemos a projegao

estereografica de S* \ {S} com o plano R? pela aplicagio

Vs, y,2) = < 2 )

z4+1"2+1

cuja inversa ¢ dada por

rs(ab) = ( da 4b 8 )

—1
a?+b02+47a2+024+4"a2+b2+4

Estes dois difeomorfismos C'* cobrem toda a esfera e, portanto, S? é uma variedade
.

Um fato importante é que dados um campo vetorial X de classe C' em R? e o € S2,
para que a solucdo ¢(t,z) pertenga a S? para todo t € R é necessério e suficiente que
X(z) € T,S? para todo = € S%. De fato, seja z € S*. Se p(t,z) € S?, para todo t € R,
entao

o(t,x) = (z1(t), 22(t), 23(t)), VE € R & (21(¢))? + (z2(t))* + (z3(2))* =1, VteR
o 23:1@)% + 2x2(t)% + 2:c3(t)% —0, VteR
< (p(t,z), ¢ (t,x)) =0, VteR
< (p(t,x), X(p(t,x))) =0, VteR

= X(z) € T,S? Vzre$S%

Reciprocamente, suponhamos que X (z) € T,S% Vr € S? e seja ¢ a solugao de X
passando por z definida em um intervalo maximal I = (w_,wy). Suponhamos que exista
to € I tal que p(ty, z) € S?; entdo existe um ¢; € I tal que ¢(t1,7) € S? e p(t, +¢,7) & S?,
para todo € > 0 suficientemente pequeno. Mas isso é um absurdo pois concluiriamos que
¢ (t1, ) = X(p(t1,2)) & Tpt,)S?. Portanto, (¢, z) pertence a S* para todo ¢ € I, e como
S? é compacto, segue que I = R.

O seguinte Lema nos ajudara na prova do Teorema de Poincaré-Bendixson na esfera.

Lema 2.54. Sejam X € X(S?), p € S?\ {N} e a drbita passando por p. Suponhamos

que Py o 7y esteja definida no intervalo mazimal (w_,w,). Se tlim | 0 y(t)| = o0, entdo
— w4

tlim v(t) = N. Analogamente, se p € S*\ {S}, vs 0 estiver definida no intervalo maximal

—wW4

(w_,wy) e lim |hg o y(t)] = oo, entao lim ~(t) = S.
t—wy t—wy
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Demonstragao. Sem perda de generalidade, suponhamos que w, < co. Dado € > 0, existe

J tal que, se |wy —t| < ¢, entao

6
|Yn o y(t)| > o)

Se y(t) = (x1, 22, x3), entdo

2 6
O] = |——| /22 + a2 > —.
9 01 (0) L_me+% >

Dado que 22 + x5 < 2% + 23 + x3 = 1, concluimos que

2 2 2 2
S 931+:£2>6

1—23 = 1—2a3 g2’

resultando que

82

ol
3 3

Como v C S?, ocorre que
ri+as=1—23=(14+x3)(1 —x3) <2(1 —x3).

Portanto, se |t — wy| < J, temos que

2
[1(0) = Nl = /o + 23 + (05— 12 < VB —2) < /35 =<,

ja que (1 —x3)* <1 — 23 < 1. Concluimos assim que lim ~(¢) = N. [ |

t—wy

Teorema 2.55 (Poincaré-Bendixson em S?). Seja X um campo vetorial de classe C' em
R3 tal que se p € S? entdo ¢(t,p) pertence a S*, para todo t € R. Se X tem um nimero
finito de pontos singulares em S?, entdao o conjunto w-limite de uma érbita por p € S* tem

as sequintes alternativas:
1. Se w(p) contém somente pontos requlares, entao w(p) € uma drbita periddica.

2. Se w(p) contém pontos requlares e singulares, entdo w(p) consiste em um conjunto

de orbitas, que tendem a um desses pontos singulares quando t — +o00.

3. Se w(p) somente possui pontos singulares entiao w(p) = {q}, onde q € ponto singular.

Demonstragao. Seja v, = {¢(t,p),t > 0} a semi-érbita positiva da curva integral do
campo X, passando por p € S?. Como S? é compacta, entao w(z) # (). Se p é singular,
entao w(p) = {p}.

Se p é regular, temos duas possibilidades:

1. v(p) é fechada, entao w(p) = v(p).

2. 7(p) é injetiva. Neste caso, tomemos p € . Suponhamos que p # N e seja Py, (X)
a expressao do campo X na carta local 1. Como X ¢ de classe C!, existe uma tinica

solugao o (t, ¥n(p)) definida no intervalo maximal (w_,wy).
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Se wy =00 e {po(t,¥n(p)), t > 0} estd contido em um compacto, entao ¢, esté sob
as hipéteses do Teorema de Poincaré-Bendixson no plano. Pelas Proposigoes 2.50 e 2.53,
(mn 0 @o)(t,¥n(p)) é curva integral de X passando por p herdando as propriedades de ¢
e de seu conjunto limite, e fica demonstrado o Teorema.

Se wy = oo e {wo(t,n(p)), t > 0} nao estd contido em nenhum compacto, entao
limy o0 |00(t, ¥ (p))]| = 00, ou seja, limy_,o TN © po(t, ¥n(p)) = N e w(p) = N, pelo Lema
2.54. Pelo Teorema 2.9, N é ponto singular, ja que w(p) é conexo.

Se wy < 00, entao lim 5+ |po(t, ¥n(p))| = 0o pois a drbita sai de qualquer compacto,
e limy_zr mn 0 o(t, N (p)) = N. Observemos que N nao pode ser ponto singular de X, ja
que a solucao my o o(t, ¥n(p)) = ¢(t,p) pode ser estendida e N = ¢(wy, p). Portanto,
N ¢é ponto regular. Tomemos agora a expressao do campo X pela carta local ¥ dada
por ¥g.(X). A solucao tnica p;(t,1s5(N)) de 1g.(X) estd definida para ¢ no intervalo
maximal (w_,wy).

Se wy =00 e {p1(t,vs(N)), t > 0} esta contida em um compacto, segue o teorema,
pelo mesmo argumento apresentado acima.

Se wy = 00 e limy_,o |¢1(t, s(N))| = o0, entao lim; o g5 0 @1(t,0s(N)) = S e
w(p) = S, ponto singular.

Se wy < 00, entao limy,,, |@1(t,¥g(N))| = oo e limy_,,, 750 p1(t,¥s(N)) = 5. S
nao é singular pelos mesmo argumentos anteriores, portanto 7g o ¢1(t,1s5(N)) = @(t, N)
pode ser estendida, onde p(wy + wy,p) = .S. Como v(p) = v(N) = v(5) e v é injetiva,
o(t, ) # N para todo t > 0. Isto quer dizer que pg(t,9¥n(S)) estd definida para todo
t>0.

Vejamos que {@o(t, ¥n(S)), t > 0} é limitada. Se lim;_,o [¢o(t, ¥n(S))| = oo, entao
limy o T © @o(t, N (S)) = N, onde concluiriamos que N ¢ singular, o que é um absurdo.
Logo {¢o(t,¥n(S)), t > 0} é limitado e portanto estd contido em um compacto, e o

resultado segue-se pelo Teorema de Poincaré-Bendixson no plano. [

Exemplo 2.56. No campo X : R® — R3? dado por X(z,y,2) = (—vy,z,0), se w =
(w1, wy, ws) € S entao a solugao de X passando por w estd totalmente contida na esfera.
De fato, < w, X (w) >= 0, portanto X (w) € T,,S?, para todo w € S%.

Além disso, o fluxo desse campo é da forma ¢(t, w) = (1/1T — w3 cos(t), /1 — wisen(t), w).
As érbitas sao todas fechadas a menos das que passam pelos polos norte e sul, que sao
pontos singulares. Neste caso os conjuntos limites sao todos orbitas fechadas ou pontos
singulares. Adiante, veremos que nao é possivel existir um campo diferenciavel na esfera

sem singularidades. Isto serd consequéncia do Teorema de Poicaré-Hopf.
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Figura 2.9: Fluxo do campo X na esfera.

2.4 Teorema de Poincaré-Bendixson no Toro bidimensional
TQ

Consideremos que no espaco R?, a circunferéncia contida plano zz, dada pelas equacoes
(x —2)%+ 2% =1 ey =0, seja rotacionado em torno do eixo z. A superficie obtida é o Toro
2-dimensional, cuja equagao é dada por T? = {(x,y,2) € R%; (/22 +y? —2)? + 22 = 1}.

Figura 2.10: O toro.

Portanto, T? = f~1(1) tal que f : R® — R ¢ definida por f(z,y,2) = (/2% + y2 — 2)> + 2%
Como f tem posto constante em R? \ {(0,0,0)}, pelo Teorema 2.45 temos que T? ¢é
subvariedade regular fechada, portanto uma variedade bidimensional.

Uma parametrizacao do toro é dada pela aplicacao g : R? — R3 de classe C°° definida
como

g(z,y) = ((2 + cos 2my) cos 2wz, (2 + cos 2my)sen2wx, sen2wy).
Nao ¢ dificil ver que g(R?) = T? e que Dg(x,y) é uma transformacao linear injetiva. A
menos de injetividade (tomando uma restri¢cao de g) podemos considerar g como a inversa

da carta local do toro.

Consideremos ~ a relacio de equivaléncia em R?, de forma que, dado x,y € R?, entdo
Y ) ) Y
2
x ~1 Y se, e somente se, r —y € Z~,

isto é, se x = (x1,22) e y = (y1,y2) entao = ~ y se, e somente se, r1 — Y3 € Ty — Yz SAO
nimeros inteiros. Observemos que o espago quociente de R?/ ~; pode ser identificado

difeomorficamente com o quadrado unitério R = [0,1) x [0, 1).

Proposicao 2.57. Sejam x,y € R% g(x) = g(y) se, e s6 se, x ~1 y.
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Demonstragao. Se x ~; y, entdo sen(2mwxs) = sen(2mys), cos(2mry) = cos(2mys), sen(27wxy) =
sen(27myy) e cos(2mxy) = cos(2myy ), portanto g(x) = g(y).
Reciprocamente, se g(x) = ¢g(y) temos que sen(2mzy) = sen(27mys), portanto ys — xo =

n € 7 e por isso,

(2 + cos(2mxs)) cos(2mxy) = (2 4 cos(2mys)) cos(2my )
= (2 + cos(2m(xy + n))) cos(2my1 )
= cos(2mzy) = cos(2myy),
entao r1 — y; = m € Z, e concluimos que x ~q y. [ |
A Proposicao 2.57 nos diz que a restricao de g ao quadrado R é uma bijecao sobre T2.

Mais ainda, ela nos diz que se tomarmos o quociente de R? pela relacao ~1, temos que T2
é difeomorfo a R?/ ~;.

e e —— == — -

0

Figura 2.11: O toro visto como R.

Portanto, consideraremos T? = R?/ ~; e utilizaremos a distancia euclidiana d(z,y) =
min{|z — w|; w ~; y}, para z,y € R?/ ~;. Além disso, considerando que T? ¢ um

subconjunto de R? limitado e fechado, temos que T? é compacto.

2.4.1 Um conjunto limite diferente dos casos anteriores

Até agora, para o plano e a esfera, os conjuntos limites eram os mesmos, dados pelo
Teorema de Poincaré-Bendixson. Uma questao natural é indagarmos se os resultados
obtidos até agora podem ser estendidos para outras variedades. Veremos que isto nao
é sempre verdade. Trataremos de um exemplo em que o conjunto limite de um campo
vetorial definido no toro é distinto dos que vimos no caso do plano e da esfera.

Seja A € R. Dado o problema de valor inicial

{ X(x,y) = (1,A)

, (2.4.1.1)
(x(0),5(0)) = (0,40

com (z,y) € R?, temos que este problema estd bem definido no toro representado no

quadrado R e sua solugao é da forma ¢(t,z¢) = (1, \)t + (x0, yo).
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Figura 2.12: Solucao ¢(t,z) = (1, \)t + (x0, yo).

Proposigao 2.58. A solugdo de (2.4.1.1) € periddica se, e somente se, \ € racional.

Demonstragao. Se A\ = P com p,q € Zeq# 0 temos que ¢(q, (z0,%0)) = (q,p)+ (0, yo) ~1
(x0,Yo), portanto o(t, (xg, Yo)) ¢ periddica.

Reciprocamente, se o(t, (xo,yo)) é periddica de periodo T € R, \ {0}, entao (T, \T) +
(%0,90) ~1 (%0,%0), logo (T, AT) = (w0, yo)+(T, AT') = (0, y0) € Z*. Portanto (T, AT) = (g, p)

e concluimos que A = p/q. [ |

Lema 2.59. Os subgrupos aditivos proprios H de R ou sao densos em R ou sao da
forma H = {c- z; z € Z}, para algum ¢ € R. Em particular, se A € R\ Q entdo
G ={m+nX\; m,n € Z} é denso em R.

Demonstragao. Seja G um subgrupo préprio de R e denotemos por GT = {g € G; g > 0}.
Se G nao é denso, entao inf G* = ¢ > 0. De fato, suponhamos que ¢ = 0. Dado um
intervalo (a,b), existe g € G tal que 0 < g < b — a. Portanto, existe m € Z tal que
mg € (a,b). Como mg € G, entao G é denso em R o que é um absurdo.

Notemos que ¢ € G, pois, caso contrério, existiriam g,h € G tais que ¢ < h <
g < ¢+ ¢/2 o que implicaria que 0 < g — h < ¢/2 contrariando ¢ ser infimo. Agora,
suponhamos que existe g € G tal que g nao é um multiplo de c. Seja m o maior inteiro
tal que g — me > 0. Entdo g — (m + 1)c < 0; ou seja, me < g < (m+ 1)c. Como g e mc
pertencem a G e g — mc > 0, segue-se ¢ — mc € GF. Por fim, como g — mc < ¢, segue-se
que ¢ # inf G, uma contradigdo. Logo G = {em; m € Z}.

Por dltimo, se A € R\ Q, sejam G = {m + nX; m,n € Z} e ¢ = inf G*. Suponhamos
que ¢ > 0, entdao G = {c-k; k € Z}. Logo X\ = ck para algum k € Z, e ¢ € R\ Q. Por outro
lado, se m € Z entdao m = (m + 0 - \) € G. Portanto, existe h € Z tal que hc =m € G, e

concluimos que ¢ € Q, o que é um absurdo. Logo G é denso em R. [ |
Proposicao 2.60. As drbitas geradas por (2.4.1.1), quando A\ € R\ Q, sio densas em T2

Demonstragao. Como todas as orbitas sao paralelas, basta mostrarmos que a érbita

passando por zy = (0,0) é densa no toro. Vejamos que {0} x [0, 1) é uma se¢ao transversal
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do campo e mostraremos que {0} x [0,1) N {p(¢,z0), t € R} é um conjunto denso em
{0} x[0,1) C T?, o que implica que a érbita passando por (0,0) ¢ densa no toro. Pelo Lema
2.59, o conjunto dos pontos m + nA, com m,n € Z é denso em R, portanto ¢(n, (0,0)) =
(n,n\) ~1 (0,m + nA) para quaisquer n,m € Z. Portanto {0} x [0,1) N {p(t,z0), t € R} é

denso, o que prova a Proposicao. [ |

A Proposicao anterior nos diz que o fecho de qualquer érbita da solugao do problema
(2.4.1.1) com A & Q é o préprio toro. Portanto, os conjuntos a-limite e w-limite da solugao
de (2.4.1.1) s@o iguais ao toro.

Isto nos diz que um fato exatamente igual ao Teorema de Poincaré-Bendixson no plano
ou na esfera se faz impossivel. Porém com algumas hipdteses adicionais provaremos o
Teorema de Schwartz, que nos permitira inferir sobre os conjuntos limites gerados por

certos fluxos no toro, o qual veremos no préximo capitulo.
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CaPIiTULO

O Teorema de Schwartz

Como visto no Capitulo 2, alguns campos vetoriais definidos em um toro podem
apresentam conjuntos w-limite distintos dos casos da esfera e do plano. Neste capitulo,
demonstraremos o Teorema de Schwartz, que classifica os conjuntos minimais de fluxos
gerados em variedades bidimensionais compactas. Por fim, mostraremos algumas aplicagoes
desse teorema, em que utilizaremos o conceito de nimero de rotacao de um campo no toro.

Para isso, precisamos de alguns resultados topolégicos sobre variedades bidimensionais
compactas, como o Teorema de Poincaré-Hopf e o Teorema de classificacao de variedades

compactas bidimensionais. Iniciaremos este capitulo apresentando estes resultados.

3.1 Teorema de Poincaré-Hopf e a classificacao de

variedades bidimensionais compactas

Como na defini¢ao de singularidade de campos em espacos euclidianos, dizemos que
um ponto p da variedade M é uma singularidade do campo vetorial X : M — T'M se
X(p) = 0. A singularidade p ¢ isolada se existir uma vizinhanca V,, de p tal que para cada
ponto x € V), diferente de p, temos X (z) # 0.

Se p € M é uma singularidade isolada do campo diferenciavel X sobre M, entao
associamos a essa singularidade um nuimero inteiro chamado indice de p no campo X,
denotado por I(X,p). Se tomarmos p € M nao singular, a defini¢do de indice nao difere
da dada a um ponto singular, porém sempre teremos que o indice de p nao singular tem

valor zero.
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3.1.1 O indice de uma singularidade

Primeiro, consideremos C uma curva fechada e diferencidvel em R?. Seja f : C — S!
uma aplicagao diferencidvel. Damos a curva fechada C a orientacao induzida pela orientagao
de R? dada pela regra da mao direita. Consideremos a mesma orientacio em um segundo

exemplar de R2 que induz uma orientaciao para S*.

Definigao 3.1. Um ponto a € C € dito ponto critico de f, se df (a) : T,C — Tp)S" possui

posto 0. Caso contrdrio, a € C € dito ponto reqular da aplicacdo f.

Em um ponto regular, df (z) : T,C — Tj)S* é um isomorfismo de espagos vetoriais
orientados. Nesse caso, definimos o sinal de df (x) e denotamos sign df (z), por +1 ou —1
se df (x) preserva ou nao a orientacao, respectivamente.

As imagens de pontos criticos sao chamadas de valores criticos e os demais pontos sao
chamados valores requlares da aplicacao. Entao, um ponto y € S! é um valor regular de
f se f~Y(y) = 0 ou todos os pontos z € f~!(y) sdo pontos regulares de f. Em um valor

regular y de f, consideramos o niimero inteiro

grau(fiy) = ) signdf(x),

zef~(y)

denominado grau de f em y.

Exemplo 3.2. A figura a seguir mostra um exemplo de uma aplicacao f : C — S', onde

C =S' e cuja imagem ¢ indicada pelas setas em S', de forma que f(z;) = y;, para todo 1.

T3

) f
—_— i Y2
T hn
0
T4 xg Y3 ® Yo
Y4

Ts

Figura 3.1: Representacao da aplicacao f : C — S*.

Observemos que o ponto yo é valor regular de f e o sinal de df (z) é +1. Quando
x percorre toda curva C, a imagem f(z) passa trés vezes por ys: duas vezes no sentido

positivo e uma vez no sentido negativo. Portanto, grau(f;ys) =2 — 1= 1.

Como C é compacto, se y é regular entao f~!(y) consiste em um nimero finito de
pontos (pelo Teorema 2.45).
Notemos que os pontos criticos nao sao necessariamente pontos isolados. De fato, se

um ponto critico y; nao for isolado, entao existird um intervalo [a, b] tal que f([a,b]) = y;.
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De maneira geral podemos substituir f por uma pequena perturbacao fde f com pontos
criticos isolados e de tal forma que o grau nao dependa da perturbacao.

Quando o ponto z percorrer completamente a curva fechada C, a sua imagem f(x)
percorrera um caminho na circunferéncia S'. Dado que a curva C é fechada, o ponto f(z)
sempre retorna ao ponto de partida.

Como C é uma curva fechada, podemos parametriza-la por um intervalo da reta, e
induzimos a orientacao da reta em C. Portanto dado um ponto x; € C, podemos considerar

uma vizinhanga V' de x; como um intervalo aberto da reta.

Definigao 3.3. Dizemos y; = f(x;) € um ponto de retorno se, dado uma pequena vizinhanga

V de x;, df (xr) muda de sinal quando x passa por x;.

Lema 3.4. Pontos de retorno sao pontos criticos.

Demonstragao. Em um ponto de retorno, o sinal da derivada df (x) muda. Como df é

continua, a derivada é nula em um ponto de retorno, entao o ponto é critico. |

Um ponto critico nao necessariamente ¢ um ponto de retorno. De fato, um ponto de
inflexdo do grafico de f é um ponto critico mas o sinal de df (z) ndo muda neste ponto.

Escolhemos como ponto de partida um ponto xy € C tal que yo = f(xg) ndo seja ponto
critico. Quando o ponto x fizer um turno no sentido positivo, o ponto y = f(x) podera
passar no ponto g, um certo nimero de vezes py no sentido positivo e um nimero de vezes
Qo no sentido negativo. E preciso nao esquecermos a passagem inicial, que também é a
passagem final e que pode ser positivo ou negativo. De fato, pg — qo ¢ o nimero de turnos

que faz y = f(z) em S'. Entao grau(f;yo) ¢é igual a py — qo.
Proposigao 3.5. O grau nao depende do ponto reqular.

Demonstragao. Seja y, um ponto regular. Quando yp, muda continuamente, ficando em
pontos regulares, é claro que o niimero py — ¢op nao muda. Entao, o grau é constante quando
y descreve um intervalo de pontos regulares na circunferéncia S'. Agora, se na trajetéria
de y encontramos um ponto critico, pode ocorrer que

1. Se o ponto critico nao for um ponto de retorno, o sentido da caminhada nao mudara
entre antes e depois, entao o nimero py — ¢o nao muda e o grau nao muda.

2. Se o ponto critico y; = f(x;) for um ponto de retorno, entdo a caminhada chegara de
um lado de y; e depois a caminhada volta no mesmo lado. Antes do ponto y;, a caminhada
passa p vezes no sentido positivo e ¢ vezes no sentido negativo. Depois do ponto y;, a
caminhada passa p 4+ 1 vezes no sentido positivo, e como a caminhada tem de retornar no
mesmo sentido de o (pois este é regular), entao ela deve passar ¢ + 1 vezes no sentido
negativo. Ou seja, a diferenca p — ¢ nao muda e concluimos a invariancia do grau por

pontos regulares. [

Portanto, dado que o grau de uma aplicagao independe do valor regular, denotaremos

apenas por grau(f) e chamaremos de grau de f.
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Sejam M? uma variedade orientada e X um campo vetorial sobre M com singularidades
isoladas. Consideremos p € M e uma carta local (¢,,V}) tais que p € V, seja a tnica
singularidade de X em V, e ¢, : V,, — ‘7;, = ¢(V,) C R2. Induzimos a orientagao de V}, por
¢p em ‘7;,, e damos a R? a orientacao de ‘72,.

Como V,, e f/; sao difeomorfos, podemos considerar que p € f/; e fazemos X; = (¢,).(X),
a expressao de X na carta local ¢,. Consideremos B, C ‘71,, em que B, ¢ uma pequena
bola de centro em p.

Ao longo da circunferéncia S}?, que ¢ a borda de B,, o campo de vetores X; nao tem
singularidades. Para cada ponto x € Szl,, consideramos o vetor

X(a) = )

|1 X ()]
em T,R?, onde ||X,(z)|| é a norma euclidiana de X;(z). O vetor X (x) tem norma 1.
Considerando a proje¢ao 7 : TR? — R? em que 7(x,v) = v, definimos a aplicagio
vx : S; = St € R? dada por yx(x) = m o X(x), onde S' ¢ a circunferéncia de raio 1 e
centro na origem. A orientacao de S! é a dada pela orientacao inicial dada a R? induzida

por ¢,. A aplicacao yx : S}) — St ¢é dita aplicacdo de Gauss.

S, = TS,~S,xR* = S'CR?
T - Xi(x) = yx(x)

Se o ponto x percorrer a curva S}, no sentido positivo, o ponto vx () percorrera um
caminho na circunferéncia S! no sentido positivo ou negativo. Seja o um ponto de S!, um
caminho passando no ponto a no sentido positivo vale +1 e um caminho passando no
ponto « no sentido negativo vale —1. A soma desses valores é o indice I(X,«) do campo
de vetores X no ponto p. Portanto, o indice é igual ao grau de vy, pela Proposi¢ao 3.5.

Consideremos que p seja uma singularidade de um campo X sobre uma variedade M?.

Vejamos alguns exemplos de indice de uma singularidade.

T3
X2

Figura 3.2: Nestes exemplo (X, p) = +1.
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Figura 3.3: Campos radiais a singularidade. Nestes casos I(X,p) = +1.

D393

Figura 3.4: Campo de indice nulo e campo de indice +2 na singularidade p, respectivamente

3.1.2 A caracteristica de Euler-Poincaré e o Teorema de Poincaré-Hopf

Dada uma variedade compacta bidimensional M, uma triangulacao de M é uma familia
finita de triangulos curvilineos (imagens difeomorfas de triangulos do plano) que cobrem
M, de tal modo que dois quaisquer deles, ou nao se interceptam, ou tém somente um
vértice em comum, ou entao tem precisamente um lado em comum. Uma triangulagao de

uma variedade diferencidvel compacta qualquer M™ é sempre possivel [15, pag.124].

1r-—-->r---- _—— -

0 1

Figura 3.5: Uma triangulacao do toro.

Dada uma triangulacao de uma variedade diferencidvel bidimensional compacta M,

sejam V' o nimero de vértices, A o nimero de arestas e F' o nimero de faces desta
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triangulacdo. A caracteristica de Euler-Poincaré de M, X (M), é definida por
X(M)=V —A+F.
Exemplo 3.6. Na Figura 3.5, temos que F' =18, A =27 ¢ V =9, entao X (T?) = 0.

Um resultado importante é que a caracteristica de Euler-Poincaré independe da trian-

gulagao (vide [6]).

Figura 3.6: Outra triangulacao do toro, onde V =12, A =36 ¢ ' = 24.

Nao é dificil percebermos que a caracteristica de Euler-Poincaré X' (T?) da Figura 3.6

nao difere da caracteristica de Euler-Poincaré da triangulagao dada na Figura 3.5.

Teorema 3.7 (Poincaré-Hopf). Sejam M wuma variedade compacta, diferencidvel, sem bordo
e nao necessartamente orientada, ¢ X : M — T M um campo de vetores de classe C,

r > 1, com singularidades isoladas. Entao
> I(X,p) = X(M),
Di

em que 0s pontos p; sao os pontos singulares de X .
Demonstragao. A demonstragao deste fato pode ser encontrada em [11]. [ |

Exemplo 3.8. Consideremos a esfera S?. Seja a triangularizacao dada pela imagem a seguir.

Nesta imagem, constatamos que X (S?) =V — A + F = 2. Portanto, pelo Teorema de
Poincaré-Hopf, a soma dos indices de qualquer campo X definido na esfera é igual a 2, o
que nos permite concluir a nao existéncia de campos de vetores tangentes a esfera sem ao
menos uma singularidade.

No toro por outro lado, que possui caracteristica de Euler-Poincaré nula, o Teorema de
Poincaré-Hopf permite que existam campos de vetores tangentes a ele sem singularidades.
De fato, o campo dado em (2.4.1.1) é um campo vetorial diferencidvel sem singularidades

no toro.
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Figura 3.7: Esfera triangularizada.

3.1.3 Classificacao de variedades

Até o momento, estudamos algumas variedades, como a esfera e o toro. Agora, apre-
sentaremos outros tipos de variedades bidimensionais compactas sem bordo.

1. O plano projetivo P? é definido como o espaco de todas as retas em R? passando pela

origem.
| I
\\ ’
~ S I'
~ A
~ ,
~ A -
~ 4 -
~ A ’ -
-
S s, ’ .-
~ A ’ -
~ A -
~ 4 -
~ A ’ P
Sos , -
SN s ‘,'
~L-
o .
-, —
ey \“x Y
.~ / v s
- 4 ~
e ’ s ~
,*‘ 4 S, ~~
- ’ A ~
Pe ’ . o
’ Ay ~
, ® S~
X ’ Y So
’ AY ~
~

Figura 3.8: O plano projetivo P2

Como cada reta que passa pela origem é determinada por um vetor nao nulo em
R3, a menos de multiplicacao por um escalar, dada a relacao de equivaléncia «, tal que
z,y € R3\ {0} entdo x «~ y se, e somente se, z = Ay, A # 0, o plano projetivo P? também
¢ definido pelo espago quociente de R3 \ {0} pela relagio «. Assim, a topologia de P? ¢é a
topologia quociente induzida pelo espago R?*\{0}, com a relacao de equivaléncia .

Ao restringimos a vetores de norma 1, temos que P? é também o espaco quociente de
S? com a relacao de equivaléncia que identifica cada ponto = da esfera com —z, isto ¢, a
esfera identificando os pontos antipodais. Isto equivale a identificarmos o plano projetivo
com quociente do disco D? C R? com a relacao de equivaléncia que identifica os pontos
antipodais do seu bordo 0D?, isto é, a relacao de equivaléncia que identifica cada ponto

x € 0D? com —z.
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a

Figura 3.9: O plano projetivo como espaco quociente em D?.

Observamos que é impossivel cobrirmos P? com um atlas coerente. Portanto P? é

variedade diferencidavel compacta, conexa e nao orientavel.

N4

Figura 3.10: Com uma triangulagao, vemos que X (P?) = +1.

2. Sejam M, e M, variedades bidimensionais disjuntas. Sejam ainda D; C My e Dy C M,
discos fechados, homeomorfos a {(z,y) € R* : 2? + y* < 1}. Denotemos por M{ o
complementar do interior de D; em M;, i = 1,2. Se h : OM{ — OMS for um homeomorfismo
do bordo de M7 no bordo de M5, entao a soma conezxa de My e My, denotada por My# M,
é o espaco quociente de M{ U Mg obtido identificando-se os pontos p com h(p), para todo
p no bordo OM7. Uma propriedade da soma conexa é que se M; e M, forem variedades
orientaveis, entao M;# M, também ¢é orientavel. Por outro lado se M; ou M, nao é

orientavel, M;# M, nao é orientavel.

Figura 3.11: O bitoro, que é a soma conexa T2?#T?.

A soma conexa nos permite construir variedades conexas compactas a partir das que

ja conheciamos antes. Em geral, temos que
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Teorema 3.9. Toda variedade bidimensional conexa compacta € homeomorfa ou a esfera,

ou a soma conexa de toros ou a soma conexa de planos projetivos.
Demonstragao. A demonstragao deste fato se encontra em [8], pagina 9. |

Uma variedade compacta bidimensional que é soma conexa de g toros ou g planos
projetivos é dita ser de género g. Em particular, existe uma relagao entre a caracteristica
de Euler-Poincaré X' (M) e o género g de uma variedade compacta bidimensional, a saber,
g=3(2—X(M)) se M ¢ orientdvel e g = 2 — X(M) caso contrério.

Teorema 3.10 (Teorema de Classificacao de Variedades bidimensionais). Sejam M; e M,
variedades compactas bidimensionais. Entao My e My serao homeomorfas se, e somente se,

suas caracteristicas de Euler forem iguais e ambas forem orientdveis ou nao orientdveis.
Demonstragao. A demonstragao deste teorema encontrasse em [8], pagina 30. |

Com esse teorema, a identificacao de uma variedade compacta bidimensional é feita
apenas por sabermos sua caracteristica de Euler-Poincaré e se ela é orientavel ou nao.

Para finalizarmos esta secao, apresentemos a garrafa de Klein K?:

A

[ BS

[ 3

a

Figura 3.12: Garrafa de Klein K?.

A garrafa de Klein é definida pelo retangulo [0, 1] x [—1, 1] com a identificacao dos pontos
(r,1) ~ (z,—1) e (0,y) ~ (1, —y). Triangularizando K?, observamos que X (K?) = 0.

Figura 3.13: V=9, A=27e F = 18.
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Um resulta envolvendo a garrafa de Klein foi provado em 1924 por H. Kneser em
[4], que diz que um fluxo continuo em K? sem pontos singulares possui uma trajetoria
periédica. Uma demonstracao interessante desse fato pode ser encontrada como Corolario
5.2 de [7].

A garrafa de Klein, apesar de ser uma variedade bidimensional, nao pode ser represen-

tada no espaco R3 sem se auto interceptar.

.,
C
.,
*e .
. . Lenttt

..........

Figura 3.14: Representacao da garrafa de Klein no espaco.

Um fato importante que usaremos na demonstragao do Teorema de Schwartz é que
se, em uma variedade bidimensional compacta, conexa e sem bordo M, temos definido
um fluxo gerado por um campo de vetores sem singularidades, entao a soma dos indices
desta variedade é zero. Entao, pelo Teorema de Poincaré-Hopf 3.7, a caracteristica de
Euler-Poincaré X' (M) = 0. Usando o Teorema 3.10, notamos que, ou M é orientada, e

neste caso M = T?, ou M é nao orientada, e neste caso M = K?2.

3.2 Recobrimento duplo orientado

Definicao 3.11. Sejam M e M variedades compactas bidimensionais (com ou sem bordo).
Um recobrimento duplo orientado é uma aplicagao 7 : M — M de classe C",r>1, com

as sequintes propriedades:
1. M é uma variedade orientada e M ¢ uma variedade nao-orientdvel;
2. w € um difeomorfismo local;
3. Para cada p € M, a imagem inversa 7 (p) contém exatamente dois pontos.

Da defini¢ao de recobrimento duplo orientado, para todo aberto U C M, 7= 1(U) =
(71 U 62 ¢ uniao disjunta de dois abertos de M, cada um dos quais se aplica, por ,

difeomorficamente sobre U.
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Teorema 3.12. Toda variedade conexa M ndo orientdvel de classe C*, possui um recobri-

mento duplo orientado de classe C*. Além disso M é conezo.

Demonstragio. Seja M := {(p,0); p € M,O € { orientacoes sobre T,,M}}. Tomemos um
atlas {(Ua, @a taca de M. Definimos os seguintes subconjuntos de M:

Ul .= {(p,Op) eEM;peU,eO,= [%,...,%L}
e
~ 0 0
U, = {(p,Op) eM;pelU,eO,=— {@,...,@L},
0 0 , . . . .
em que O, = {07;%’ ey %} ) ¢ a orientagao do plano tangente 7, M, induzida pela carta
local ¢,.

Observemos que Mé gerado por {US, U }aea topologicamente. Além disso, se 7 : M —
M, definida por m(p,O,) = p, entdo 7 é continua e aberta. De fato, dado qualquer o € A,
7Y U,) =USUU,; e n(UE) =U,, e como {Uy}aeca é uma base de M e {UF, U, }aen ¢
uma base de M , temos que 7 é continua e aberta.

Notemos também que para qualquer p € M, uma vizinhanca U, que contenha p é tal
que 7~ (Uy) = U UU; (unido disjunta) e ,+ : Uy — U, é um homeomorfismo.

Mostraremos agora que M ¢ variedade diferencial orientdvel. Definimos of U —
$a(Us) C R" por ¢f = ¢ o 7|y+. Analogamente, definimos ¢ : Uy — ¢a(Us) C R"
por ¢, = ¢4 © 7T|U07. Tanto ¢, quanto ¢, sao homeomorfismos, pois ¢, e 7T|U§ Sa0

homeomorfismos. Nés temos também que

¢ 0 (¢5) (1, 2n) = Ga 0 05 (w1, 2.

Portanto {(U}, ¢1), (UL, ¢F)}aea € um atlas compativel e M é uma variedade diferencidvel
Ck,

Isso implica que 7 é um difeomorfismo local C¥, pois 7T|U0:i: = ¢ o e @1, ¢ sdo
difeomorfismos C*.

Seja O : (p, Op) = O(p,0,) 0 mapa de orientagao pontual de M. Tomando (p,0,) € M

arbitrdrio, temos que (Dm)(p, O,) é uma bijegao (pois 7 é um difeomorfismo local). Entao

Opop = |(Dm)lo, (€1), -, (DT)g Lo (en)]

onde {ey,...,e,} é uma base de T,M, com O, = [ey, ..., e,]. Notemos que, para qualquer

vizinhanga U, de p, temos ou que (p,0,) € UJ, e nesse caso

0 { 9, 0 }

(@.0)) = n ,
G A0 o)

para todo (¢,0,) € U, ou que (p,0,) € U, , nesse caso

T -
(‘I,Oq) a<¢&)1”a(¢;)n (q,Oq)’
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para todo (¢,0,) € U;. Como (p, O,) foi arbitrario, isso significa que O é continua, entao
M é orientével. Assim, 7 é um recobrimento duplo orientado.

Suponhamos que M=UuU V', onde U,V sao subconjuntos abertos disjuntos. Por 7 ser
recobrimento, 7|y : U — M e 7|y : V — M sao difeomorfismos. Como M é orientavel, U
é orientavel, e M herda a orientacao de U por 7|y, o que é um absurdo, pois M é nao

orientavel. Concluimos que M é conexo. [ |

Exemplo 3.13. Na esfera S?, dada a relacao de equivaléncia « tal que z « ¥y se, e somente
se, © = —y, temos que o quociente da esfera pela relacao «~ é o plano projetivo, isto é,
P? = §?/ «~. Portanto, a projegao 7 : S* — S?/ «~ é o recobrimento duplo orientado do

plano projetivo.

Definicao 3.14. Seja 7 : M — M um recobrimento duplo orientado de classe C*. Dado um
campo vetorial diferencidvel X em M, definimos o campo vetorial diferencidvel 7(X) em

M denominado levantamento de X, por
™ (X)(p) = (D) "" - X(w(p), pe€ M.

Observamos que se p € M, temos que 7 '(p) = {p1,D2}. Sejam v : R — M a curva
integral de X tal que v(0) =ped; : R — M a curva integral de 7(X) tal que ¥,(0) = p;.

Temos que w0 7;(0) = p e derivando 7 o 7y, temos

(o) (t) = Dy, - 11(t) = Dy, o [(Drsyy) - X (w(31(1)))] = X (w(Fa (1))

Portanto, pelo Teorema de existéncia e unicidade, wo5; = 7. Analogamente, se 75 : R — M
¢ curva integral de 7*(X) tal que 75(0) = po, entdo ™oy = 7.

Com isto, ou 77 1(7) é a unido de duas trajetérias disjuntas de 7*(X), digamos 7; e 7,
ou 7 1(7) é igual a 7, e neste caso, Y, é uma reparametrizagao da curva ¥;. Concluimos
assim que a projecao 7 = m o7y de uma trajetéria 7 de 7*(X) é uma trajetéria de X.
Reciprocamente, toda trajetoria de X é a projecao de, no maximo, duas trajetérias de
(X).

Com estas observagoes, ¢ imediata a demonstragao do seguinte Lema.

Lema 3.15. Sejam 7 : M — M um recobrimento duplo orientado e 7(X) € X(M) 0
levantamento de X € X(M). Sejam 5 uma trajetoria de 7*(X) e v = w o7 a trajetdria

correspondente de X . Entao as sequintes afirmacoes se verificam:
1. ~ serd um ponto singular se, e somente se, 5 for um ponto singular;
2. v serd uma trajetdria injetiva se, e somente se, v for injetiva;
3. v serd uma trajetoria periodica se, e somente se, ¥ for periddica.

Lema 3.16. Nas condi¢oes do Lema anterior, temos que m(w(7)) = w(7).
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Demonstragao. Seja p € w(7). Tomemos uma sequencia {t, }nen de nimeros reais tal que
tn, — 00 e Y(t,) = p, quando n — o0o. Como 7 é continua, temos que

lim 7(7(t,)) = 7(p),

n—oo

e, portanto
lim ~(t,) = 7(p) € w(v).
Concluimos que m(w (7)) C w(y).

Reciprocamente, seja p € w(y). Entao existe uma sequencia {s, },en de niimeros reais
tal que s, — oo e y(s,) = p, quando n — 0.

Tomemos um aberto U C M tal que p € U e 7 1(U) = U, U (72, onde U, e U, sio
abertos e disjuntos de M e 7T|UZ_ : ﬁz — U é um difeomorfismo, ¢ = 1, 2. Podemos supor
que (s,) € U, para todo n € N. Dai, {7(s,) }nen tem uma subsequéncia, {¥(sp, ) }ren, a
qual esta contida em l71 ou em (72.

Sem perda de generalidade, suponhamos que {7(sy, ) }ren esteja contida em U,. Como
(7))~ U = Uy é continua e 7((sn,)) = ¥(sn,) = p, quando k — oo, entdo

lim F(sy,) = (7lg,) " (p)-

k—o0

Segue que 7 (p) N U; € w(F). Logo p € (w(F)) e temos que w(y) C 7(w(F)). Concluimos
assim que m(w(7)) = w(7). [

3.3 O Teorema de Schwartz

Sejam M uma variedade bidimensional e ¢ : R x M — M um fluxo. Fagamos
pi(c) = p(t,-).

Definicao 3.17. Um conjunto nao-vazio M C M diz-se minimal para ¢ se M €é compacto,
invariante por ¢ (ou seja, o (M) =M, Vt € R) e M nao contém subconjuntos proprios

com esta propriedade.

Os pontos singulares e as dérbitas periddicas de ¢ sao conjuntos minimais. Se A\ é
irracional, entao, como visto anteriormente na Subsecao 2.4.1, o toro é um conjunto

minimal do fluxo do campo constante X = (1, \).

Proposicao 3.18. Seja M um conjunto minimal de M para . Entao, as orbitas de ¢ por
M sao densas em M.

Demonstragao. Seja © € M. Se v(x) nao é densa em M, entdo existe um ponto p € M
tal que uma vizinhanga V' C M de p pode ser escolhida de forma que (z) NV = ). Como
~v(z) € M é compacto, e além disso ¢;(y(z)) = v(z) para todo t € R, temos que M nao é

minimal, por defini¢ao, o que é um absurdo. [ |
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No Teorema de Poincaré-Bendixon provado anteriormente, estabelecemos que os con-
juntos minimais de R? e S? sdo pontos e érbitas periddicas. Agora, veremos um resultado
que estabelece que tipo de conjuntos minimais podem ocorrer em uma variedade compacta
bidimensional sem bordo qualquer, em um fluxo de classe C2.

Dizemos que um conjunto minimal é trivial, se este for um ponto singular, ou uma
orbita periddica ou um toro.

Dizemos que um conjunto € perfeito se ele é compacto e todos os seus pontos sao pontos

de acumulagao.
Exemplo 3.19. O conjunto {(0,z) € R%* 0 < x < 1} é perfeito e tem interior vazio.

Teorema 3.20 (Schwartz). Um fluzo ¢ de classe C* em uma variedade bidimensional M,
compacta, conexa e sem bordo, nao pode possuir um conjunto minimal M distinto de um

ponto singular ou trajetéria fechada, a menos que M? = T? = M.
Uma outra reformulagao desse Teorema é a seguinte:

Teorema 3.21 (Schwartz). Seja X um campo vetorial de classe C? em uma variedade
bidimensional M compacta, conexa e sem bordo. Seja v uma orbita de X. Se w(7y) nao

contém pontos singulares, entio w(vy) € uma orbita fechada ou w(vy) = T?, e nesse caso
M = T2,

Antes de demonstrarmos o Teorema 3.20, observemos que o Teorema de Denjoy é

consequencia imediata desse Teorema.

Teorema 3.22 (Teorema de Denjoy). Seja x’' = f(x1,x2) um sistema auténomo sobre o
toro T?, onde f € de classe C?. Assumimos que esse sistema define um fluzo. Se M é um
congunto minimal do fluro, entdo M é ou um ponto singular, ou uma orbita fechada ou o

proprio toro T2,
Outro Corolario do Teorema 3.20 é o seguinte.

Corolario 3.23. Seja X um campo vetorial de classe C? em T?. Se X ndo tem singularidade,

entao uma das sequintes alternativas ocorrerd:
1. o conjunto w-limite de toda orbita de X é uma orbita fechada ou
2. o conjunto w-limite de toda orbita de X € T2.

De fato, é suficiente mostrarmos que se o conjunto w-limite de uma 6rbita de X é uma
orbita periddica v, entao o w-limite de qualquer outra o6rbita também ¢é uma oérbita fechada.
Observemos que se T? \ «y consistisse de duas regides disjuntas e desconexas, entao T? \
nao ¢ homeomorfo a R?\{(0,0)}, e existiria pelo menos uma singularidade contida em

int(7)!, o que é um absurdo.

ITeorema 1, pagina 254 de [13].
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Figura 3.15: Conjunto T? \ v ndo homeomorfo a R?\{(0,0)}.

Entdo T? \ v é homeomorfo a R*\{(0,0)} (basta notarmos que T? \ v é homeomorfo a
um cilindro e o cilindro é homeomorfo a R*\{(0,0)}). Sejam ¢ : T2\ v — R?\ {(0,0)} o
homomorfismo citado anteriormente e p € R?\ {(0,0)}. Dada a drbita v, C R*\ {(0,0)},
se para todo compacto K C R?\ {(0,0)} ocorrer que v, ¢ K, a trajetéria correspondente
¢~ o, em T?\ 7 conteria em seu w-limite pelo menos um ponto de v, e concluiriamos que
w(¢p~ton,) =1, que é 6rbita fechada. Agora, se v, estd contida num compacto, podemos

aplicar o Teorema de Poincaré-Bendixson no plano demonstrando o Corolario. O

Lema 3.24. Seja M C M? um conjunto minimal para .
1. Se M tem interior nao-vazio, entdo M = M? e M? € o toro T?.

2. Se M € nao trivial e tem interior vazio, entdo para toda sec¢ao transversal I, INM €

um conjunto perfeito de interior vazio (magro) em I.

Demonstragao. 1. Como M é fechado e de interior nao vazio, basta mostrarmos que M
¢é aberto para concluir que M = M? pois M? é conexo. Como o conjunto dos pontos
interiores é invariante por ¢, pois ¢ é de classe C?, a fronteira de M deve ser vazia, pois se
nao fosse, M nao seria minimal. Portanto M ¢ aberto e M = M?. Com isto, ¢ ¢ um fluxo
sem singularidades, entdao X (M?) =0 e M? é o toro ou a garrafa de Klein. Mas M? nao
pode ser K? porque um fluxo continuo sem singularidades em K? tem necessariamente
uma Orbita periédica (ver [4]).

2. I N M ¢é perfeito pois todas as érbitas de M sao densas em M e I N M é magro

porque M é magro e I é secgao transversal. [ |

Demonstragao do Teorema de Schwartz Suponhamos que ¢ admita um conjunto minimal
M, magro e distinto de um ponto singular ou trajetoria fechada.

Seja i : [—1,1] — M? um mergulho de classe C? tal que:

(1) A imagem I de i restrito a (—1,1), é transversal a cada 6rbita de ¢ em M que a

0
a—f(O, i(r)) e ¢'(r) sdo linearmente independentes.

intercepta, isto é, se r # +1,
(2) i(—1) e i(1) ndo estao em M.

(3) i(0) € M.
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A existéncia de i é garantida: nos itens (1) e (3) usamos o fluxo tubular, sendo i a
parametrizacao de uma segao transversal, e o item (2) é assegurado por M ter interior
vazio.

Notemos que a condi¢ao (1) nos garante que existe p > 0 tal que para |[r| < 1le|t| < p, a
aplicagao o(t,7) = p(t,i(r)) define um difeomorfismo. A inversa o~! pode ser considerada
um sistema de coordenadas de M? em torno de i(0). Seja W = {x € I tal que existe ¢t >
0 com ¢(t,z) € I}. Vejamos que W é aberto em I, pois se z € W, existe ty > 0 tal que
o(to,x) € I e se, para todo § > 0, existe y € [ com |x —y| < § e p(t,y) € I para todo
t > 0, entao |¢(tg, x) — @(to, y)| > €0, para algum ¢y > 0. Pela continuidade em relagao as
condigoes iniciais provado no Teorema 1.20, podemos escolher 5 > 0 tal que se |z —y| < do,
entao |@(to, z) — ¢(to,y)| < €0, 0 que é um absurdo.

Para cada x € W, seja t(z) = min{t; o(t,z) € I, t > 0}. Seja V =41 (W) C (—1,1).
O conjunto V' é aberto pois W é aberto. Definimos f : V' — (—1,1) por

Sejamy : (—p, p)x(—1,1) aprojecio m(z,y) = y. Observamos que mo (o~ (t(i(v),i(v))]) =
ip(t(i(v)),i(v))] = f(v), e como W é aberto, para |v — | suficientemente pequeno,

f(v) = m(o He(t(i(vg)),i(v))]), e como consequéncia, f é de classe C2.

Figura 3.16: Tlustracao do sistema de coordenadas o~ e das aplicagao i(v) e t(z).

Por M ser minimal, as érbitas de ¢ por pontos de M sao densas em M. Por isso,
G =i'(INM)CV.Pelo Lema 3.24, G é perfeito e magro em [—1,1].
Seja Z um aberto de [~1,1] talque G C Z C Z C V.

Assumimos, primeiramente, que M? é orientdvel. Consideremos os lemas a seguir.

Lema 3.25. A funcao f e conjunto G possuem as sequintes propriedades:

o

1. G=(-1,1)~ U(ai, b;), onde (a;,b;) sao intervalos abertos e disjuntos.
i=1
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2. f(G)=G.
3. Seved e ff(v)=v entio k =0.

4. G é um conjunto minimal para f, no sentido de que G' nao contém propriamente um
subcongunto fechado Ko # 0 com f(Ky) = Ko.

5. Eziste L > 0 tal que |f'(w)| > L, para todo w € Z.

6. Dado a € G, o conjunto H = {f*(a),k € Z} € denso em G.

7. Existe M > 0 tal que |f"(w)| < M para todo w € Z.

Lema 3.26. Para f e G dados anteriormente, considerando [ mondtona, temos o sequinte:
1. Eziste um ponto a € G tal que klg& Df*(a) = 0.

2. Existe uma vizinhanga de a, V(a), em (—1,1) tal que klim Df*(x) = 0, uniformemente
—00

em x € V(a).

As demonstracoes desses dois lemas serao feitas posteriormente.

Provaremos o Teorema ao mostrarmos que nao existe uma funcao que satisfaga as
propriedades do Lema 3.25, com o Lema 3.26, e chegaremos a um absurdo.

Pelos item 6 do Lema 3.25 e o item 2 do Lema 3.26, existem um nimero ¢ > 0 e

5
um inteiro k suficientemente grande tais que (a —¢,a +¢) C V(a), |[f*(a) —a| < 5 e

1
|Dfk(s)] < 5 para |s —a| < e. Portanto

Mate)—al < |fate) = 5@+ 115a) — al < IDFOII+ S <

para algum 6 € (a —¢,a + ¢). Temos entdo, que f*(a+¢) € (a —¢,a+¢). Isso implica que
ffla+e)—(a+e)<0e ff¥(a—¢)— (a—e) > 0. Pelo Teorema do valor intermedidrio,
existe sg, com |sg — a| < ¢ tal que f*(sy) = s, para todo k suficientemente grande, e com
isso

"% (s0) = s0, paran=1,2,3,....

Observamos que
[f™ (@) = f™(s0)| = [DF™(8)|la — sol,

para algum 0 € (a — €,a + ¢), e pelo item 2 do Lema 3.26 temos que 7hbh_)rgo Df™*(6) =0,
donde conclufmos que lim f™(a) = so. Como a € G, pelo item 2 do Lema 3.25 temos
que f*(a) € G e por Gns—;ofechado, concluimos que sy = lim " (a) € G, contrariando o
item 3 do Lema 3.25 e demonstrando assim o Teorema dengciwartz, no caso em que M é
orientavel, pois entao f é mondtona.

Caso M nao seja orientavel, tomamos 7 : M — M o seu recobrimento duplo orientado
e ¢ o fluxo que recobre . Como ¢ nao admite conjuntos minimais nao triviais, o mesmo

acontece com . [ |
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Demonstragao do Lema 3.25. 1. Como G C (—1,1) é compacto, segue que seu comple-
mentar é aberto, isto é, G¢ pode ser escrito como uniao enumeravel de intervalos abertos.
Entao G¢ = U2, (a;, b;). Segue da definicao de complementar que G = (—1,1) \ U2, (a;, b;).

2. Dado g € I N M, existem valores positivos e negativos de t tais que ¢(t,g) € I N M,
pois 7(g) C M é denso em M. Isso implica que para todo v € G existe vy € G tal que
f(vg) = w.

3. Como M nao contém drbitas periddicas a inica maneira de ocorrer f*(v) = v, v € G,
é com k = 0.

4. Suponhamos que G contenha tal conjunto Ko minimal. Sejam Ko = i(Kq) e G = i(G).
Denotemos por A a uniao de todas as érbitas de ¢ por pontos de I?O. Demonstraremos
que A é fechado em M. De fato, suponhamos que ndo. Seja p € A\ A, em que A é o
fecho de A em M. Existe t, € R tal que ¢(tg,p) € I N M. Como G \ K, é aberto em G e
o(to,p) € é\[?o, existe uma vizinhanca V de ¢(to, p) em G com VNK, = 0 tal que o1, (V),
que ¢é aberto, ndo contém pontos de A, o que é um absurdo pois p € @_;, (V) N (A \ A).
Como A C M é invariante, temos que A = M, e assim, Ky = G.

5. Por construcdo, f'(v) # 0 para todo v € V, e por Z C V ser compacto, segue o
resultado.

6. Dado a € G, seja H = {fk(a), ke Z}. Tomamos o fecho H. Mostraremos que H é
invariante com respeito a f. De fato, se 7 € H, entdo existe uma sequéncia {k, }nen C N tal
que lim f*(a) = x, e assim f(lim f*(a)) = f(z), ou seja, lim f*+1(a) = f(x), e temos

n—oo n—o0 n—o0
que f(x) € H. Concluimos que f(H) C H. Analogamente, nh_)rgo ff=1(a) = fH(z) € H,
isto é,

FU(H) C '
Pelos itens 2 e 5 desse lema, f é bijetiva em G, e concluimos que H C f(H), ou seja,
H = f(H). Com o item 4, concluimos que G = H.

7. Como f é de classe C? e Z é compacto, segue o resultado. [ |

Para provarmos o Lema 3.26, sera necessario provarmos outros dois lemas dados a

seguir.

Lema 3.27. Se f € mondtona, entao existe um intervalo aberto (a,b), com a,b € G, tal
que f*((a,b)) C Z para todo k > 0.

Demonstragao. Seja ¢ = dist(G, ([—1,1] \ Z)). Para os a;,b; do item 1 do Lema 3.25,
sejam S = {i; b, —a; > e} e Y ={a;,b; 1 € S}. Observamos que S e Y s@o conjuntos
finitos, pois € > 0.

Seja K1 = {ai,b1,az,bs,...} e temos que f(K;) = K. De fato, s € G\ K; se, e

somente se, para todo A > 0 ocorre
GN(sg—h,s0) Z0 e GN(sg,80+h)#0, (3.3.0.1)

pois G é perfeito (e sp nao é extremo de intervalo). Seja a; € K; e suponhamos que f seja

estritamente crescente. Como f é bijetiva em G e temos que G N (a1, by) = 0, que resulta
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GN(f(ar), f(b1)) = fF(GN(a1,b1)) = 0. Um vez que f(G) = G, pelo item 2 do Lema 3.25,
ocorre que f(a;) € K; por (3.3.0.1). De maneira inteiramente andloga, prova-se este fato
para qualquer outro elemento de K, considerando que f seja estritamente monodtona e
f(G) = G. Logo, f(K1) = Ki.

Pelo item 3 do Lema 3.25, existe N inteiro, tal que f*(a;) € Y, para cada k > N.
De fato, como K; é invariante por f e Y é finito, existe N > 0 tal que o conjunto
{fi(ay)},i=1,2,3,...,N, contém Y, pelo item 4 do Lema 3.25, pois se nao, existiria
um Ky C G minimal. Admitamos que existe n > N tal que f"(a;) € Y, digamos
fM(a) = a; = f*(a1), 0 < s < N. Como n > N, existe k > 1 tal que n = k + s. Assim,

= f*(a1) = f*(f*(a1)) = f*(a;) o que implica k = 0, pelo item 3 do Lema 3.25.

Assim fN(a;) = a; ou b; para algum i, e de acordo com a escolha do nimero N, temos
|f5(ay) — f*(by)| < € para todo k > N. Seja (a,b) = (ay,b;), e dado que f*(a), f*(b) € G,
segue que o intervalo f*((a,b)) pertence a Z, para todo k > 0, o que termina a demonstracao
do lema. |

Lema 3.28 (Desigualdade fundamental). Sejam N wm inteiro e [p,q] C (—1,1) tal que
*([p,q)) C Z para todo k que satisfaca 0 < k < N. Entdo

DFH ()] _

(B <o (7 35100 - o).
para todo k que satisfaca 0 < k < N e u,v € [p,q|. As constantes M e L sdo dadas nos
itens 5. e 7. do Lema 3.25.

Demonstragao. Temos que f*"1(s) = fof¥(s) e portanto D f*+1(s) = Df(f*(s))-(Df*)(s).
Entao,

D) ) - f ) - () - f ()
D) L) - ) () - )]
Assim,
o | Do | < 3 Hog /(7)o (0 <3| g - P
onde w; € [f7(u), f/(v)]. A dltima desigualdade decorre do Teorema do valor médio.

Pelas desigualdades dos itens 5. e 7. do Lema 3.25 e considerando que f é estritamente
mondétona, e f7/ também o é, a ultima expressao da desigualdade acima resulta que

k

IS 1P - Pl < 3196 - Pl

J=0

E assim concluimos a desigualdade fundamental. |

Demonstracao do Lema 3.26. Demonstraremos que o ponto a dado no Lema 3.27 satisfaz

o item 1 do enunciado do Lema 3.26. Mostraremos que a série Z D f*(a) converge e isso
k=0
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concluf a afirmacao. Seja a, = f¥(a) e b, = f*(b). Como observamos na demonstracio do
Lema 3.27, G N [ag, bx] = {ax, b}, pelo item 1 do Lema 3.25, e como os intervalos [a,, by,

sao todos disjuntos, temos que

> bk —al = Y 1FF0) = fFa) =D [DfF(wi)lb - af (3.3.0.2)
k=0 k=0 k=0
com wy € (a,b). Temos que

Z|ka (we)| <

7 a| (3.3.0.3)

o0

e concluimos que E |Df*(w;)| é limitada, portanto convergente, pois é série monétona.
k=0

o0
Entao Z D f*(wy) é uma série absolutamente convergente.
k=0
Aplicando a desigualdade fundamental no intervalo (a,b), comp=a,¢=b,u=ace

v = wg, obtemos
Df*a) i oM
DrHwe] = ( Z’f ') <eXp< L )

2M =
Assim, |Df*(a)| < exp (T) | D f%(wy)| e concluimos que a série Z Df*(a) é absoluta-
k=0
mente convergente, e portanto convergente e concluimos o item 1.

Agora, mostraremos o item 2 do Lema 3.26. Tomemos 7 := Z |Df*(a)], e lembramos
k=0
que € = dist(G, ((—1,1) \ Z)). Determinaremos d tal que klirn D f*(x) = 0 uniformemente,
—00

para qualquer z € V(a) = {y; |y — a| < d}, com a € G. Para isso, como klim Df¥a) =0, ¢
suficiente mostrarmos que existe d tal que para x € V' (a), qualquer ntiimero natural k e

alguma constante «, temos
a) |ff(z) — ffa) <ece
b) [Df*(x)| < a|Df*(a)l.

Fazemos indugao sobre k. Para k = 0, nao ¢é dificil percebermos que existem d = dy e «
tais que (a) e (b) s@o satisfeitos (continuidade). Suponhamos que (a) e (b) sdo satisfeitos

para um certo d e para 0 < k < N, considerando que

. L-in(a) ¢
d= dy, ————,— ¢ .
mln{ O ar-M ’om'}

Demonstraremos que para k = N + 1 e o mesmo d, os itens (a) e (b) sdo satisfeitos. Se
x < a, usando a desigualdade fundamental para p = u = x, e ¢ = v = a, considerando o

valor de d e a hipétese de inducao, temos

|D N () |<exp( Z|f a>|> |DfYa)| <
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< exp (% S IDF ()] -d) DN (a)] < exp (% Ay erk<a>r> IDFY* a)] <

k=0

< a| D" (a)],

onde uy, € [x,al, e nos garante 2. Assim, temos também que, para algum 6 € [z, a|, ocorre
|7 (@) = A a)| = o — | [DFYFHO)] < da| DY (a)] < daT < e,

garantido que 1. também é satisfeito para k = N 4+ 1. Se x > a, o prova-se da mesma
maneira. Observamos que o item 1 foi utilizado para fazermos indugao em 2, e assim

garantirmos o uso da desigualdade fundamental, pois f*([z,a]) C Z. |

3.3.1 Aplicacao do Teorema de Schwartz: o nimero de rotacao

Consideremos X : R? — R? um campo de classe C*, invariante por translacoes inteiras,
isto é, X(z + 1,y) = X(z,y) = X(z,y + 1) para quaisquer (x,y) € R?. Pela passagem ao
quociente, temos X = (X1, X,) estd bem definido em T? = R?/Z?%. Estes sao os campos
naturais em T2. A ndo ser que dito contrario, consideremos o campo X = (X;, X5), com
X1 # 0 para todo (z,y) € R%

Proposigao 3.29. Seja X = (X1, X5) um campo vetorial de classe C' invariante por

translagoes inteiras. Entao as orbitas de X sao as mesmas que as do campo vetorial
Y($7y) = (L f(x7y>)? onde f = XQ/Xl-

Demonstragao. Sejam Ax e Ay os conjuntos de érbitas de X e Y, respectivamente. Sejam
Tx € Ax ey € Ay, tais que yx(to) = vv(to) = (20, Yo)-

Seja [(t) a solucao da equagao diferencial & = Xi(yy(£)), com condi¢ao inicial
&(tg) = to definida para todo t € R. Temos que 8 é injetiva. De fato, se t,s € R sao
tais que 0 = 5(t) — B(s), entdao pelo Teorema do valor médio, existe 6 € (t,s) tal que
0=1|8(t) — B(s)] = |Xi(w(B(0)))||t — s| e como X; # 0, entdo s = t. Além disso,  é
difeomorfismo local pelo Teorema da funcao inversa, e concluimos que 3 é difeomorfismo
global.

Agora, observemos que vy o B(ty) = (xo, %), €

(v 0 B)'(t) = 5 (B())B'(t) = (1, f(ry (B(1))) X1(wv (B(2))) = X (v o B(1)).

Portanto vy o 8 é solugdo do campo X com condigao inicial vx(t9) = (xo,%0), € pelo
Teorema de existéncia e unicidade, vy o 8 = yx. Como isso vale para todo (zg,yo) € R?,

temos que Ay = Ay. [ |

Com esta tltima Proposicao, restringimos nossa atengao a campos da forma (x,y) —

(1, f(z,y)), mais precisamente, nas propriedades da funcao f.
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Portanto, seja f : R? — R de classe C*, periédica de periodo 1, ou seja,
fle+1,y) = f(z,y) = f(zr,y+1), para quaisquer z,y € R (3.3.1.1)

Consideremos ¢(t,y) a solucao de

y = fty), y0)=y. (3.3.1.2)
para todo y € R. Entao,
p(t+1,y) = olt,0(1,9)) (3.3.1.3)
€
o(t,y+1)=(t,y)+1, paratodoy€R. (3.3.1.4)

A aplicacao ¢ : R — R, definida por ¥ (y) = ©(1,y), é de classe C', com inversa
Y~ Yy) = p(—1,y). Portanto ¢ é difeomorfismo de classe C1'. Além disso, pela unicidade
das solugoes de (3.3.1.2), temos que 1 é estritamente crescente. De fato, se y > w, entao
©(0,y) > ¢(0,w). Se ocorresse Y(y) = ¢(1,y) < p(1,w) = ¥(w), entdo pela continuidade
das solugoes, haveria um ponto s € (0,1) tal que ¢(s,y) = (s, w), e terfamos duas solugdes
em (s,1p), que contraria o Teorema de existéncia e unicidade.

Temos ainda que, para todo n € N, ocorre

V™ (y) = p(n,y). (3.3.1.5)

O campo Y = (1, f(z,y)) define um fluxo ® de classe C! no toro R?/Z?. Seja C' =
{(0,y); y € R/Z} a circunferéncia no toro, e observemos que ® é transversal a C. Como
Y(y+1) =14 ¢(y), para todo y € R, o difeomorfismo «: C' — C, a(0,y) = (0,%(y)),

estd bem definido.

Definigao 3.30. Dizemos que (0,y) € C' € um ponto periddico de a se existe um n € N tal
que a"(0,y) = (0,y).

Como veremos a seguir, a aplicacao « se faz importante no estudo do fluxo ®.

Proposicao 3.31. O fluxo ® tem wma orbita fechada, se e somente se, o tem um ponto

periodico.
Demonstragao. Se o tem um ponto periddico, entao existem n € N e (0,y) € C tais que

(0,0(n,y)) = (0,9"(y)) = a"(0,y) = (0,y) = (0,(0,y)).

Portanto, ¢(t,y) é periddica, e como a solucao ¢ de Y (x,y) = (1, f(z,y)), com condigao
inicial ¢(0) = (0,y), ¢ da forma ¢(¢,0,y) = (¢, ¢(t,y)), temos que

$(0,0,y) = (0,9(0,9)) = (n, p(n,y)) = ¢(n,0,y),

onde concluimos que ¢ ¢é periédica.
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Reciprocamente, como ® é transversal a C', suponhamos que existe uma orbita ¢(t, 0, y)

de ® periddica. Entao existe 7 € RT tal que

(07 90(07 y)) = (b(()a 0, y) = ¢(7—7 0, Z/) = (T7 ()0(7—7 y))

Logo, 7 € N, e
(0,9) = (0,9(0,y)) = (0, 0(7,y)) = (0,97 (),

e concluimos que 9 tem ponto periodico. [ |

Proposicao 3.32. Para todo y € R, o limite p = lim v W)

[n|200 T

existe e nao depende de y.

(0
Demonstragao. Inicialmente, demonstraremos a existéncia do limite | l‘im L ) Sejam
n|—o00 n
y1,y2 € R. Fixamos t e fazemos F(y) = ¢(t,y) — y. Provaremos que
|F(y1) — Fy2)| < 1. (3.3.1.6)

Por (3.3.1.4), basta mostrarmos para |y; — y2| < 1. Sem perda de generalidade, supo-
nhamos y; > y,. Observemos que 0 < ¢(t,y1) — ¢(t,y2) < 1, pela unicidade das solugoes
de (3.3.1.2). Usando que —1 < yo — y; < 0, obtemos

=1 <op(t,n) —up — et y2) +y2 <1,

ou seja, |F(y1) — F(ya)| < 1. Se y; < ya, a demonstragao desse fato é anédloga.
Notemos que (3.3.1.6) equivale a

ot,n) —yi — 1 <ot y) —y2 < p(t,y1) —yn + 1, Vt R, (3.3.1.7)

o que implica que,

e(m,0) =1 < p(m,y) —y <eim,0)+1, VYmeZ, VyeR. (3.3.1.8)
Para y = 0,p(m,0),...,¢((n — 1)m,0) nessa relacdo, ocorre que
p(m,0) -1 < ©(m,0) < p(m,0)+1,
< <

©(3m,0) — p(2m,0)

p(m,0) =1 < @(nm,0) = p((n = 1m,0) < ¢(m,0)+1,

IN

para todo n € Z. Somando membro a membro essas relagoes, obtemos
ne(m,0) —n < p(nm,0) < np(m,0) +n, Vn,m € Z.

Logo,

plmn.0) _p(m0)| _ 1 (3.3.1.9)

mn m |m|
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Trocando n por m, temos também que

‘w(mn, 0) 90(”70)' < |1

mn n

T (3.3.1.10)

e concluimos que

2(m,0)  ¢(n,0)

< |elm.0) _ plmn,0)] | |omn,0) (0| 1 1
m n - m mn mn n ~|m| |n|’
(0
Portanto, ¢(0) ¢ de Cauchy, e assim convergente. Para mostrarmos que
n
0
i P80 so(n,y)7
[n|—o0 n |n]—o0 n

para todo y € R, basta dividirmos a rela¢ao (3.3.1.8) por m e fazermos |m| — oo, o que

demonstra a proposicao. [ |
Com a Proposicao 3.32, podemos dar a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.33. O numero p = lim M € chamado nimero de rotacao da equacao

[n|—o0 n
(3.3.1.2) (ou do fluzo ®).

Exemplo 3.34. No campo X = (1, ), com A € R, temos que f(z,y) =X e p(t,y) = M +y.

Portanto

Exemplo 3.35. Sejam a € R e f(t,y) = a + sen?(27t), entao

2a +1 1
o(t,y) = ( 5 ) t— %sen(llmf) +y

. op(ny) 2041
p= lim = .
O numero de rotacao reflete algumas caracteristicas das érbitas do fluxo ®, como

Veremos a seguir.

Proposicao 3.36. O numero de rotagao p € racional se, e somente se, a possui ponto

periddico (ou, equivalentemente, ® possui orbita fechada).

Demonstragao. Suponhamos p = r/m em que r,m € Z, com m > (. Demonstraremos por
absurdo que o™ tem ponto fixo. De fato, suponhamos que Y™ (y) = p(m,y) > r + y, para
todo y € R. Como y — ¢(m,y) é periddica, de periodo 1, temos que igﬂg(w(m, y)—r—y) =
min (p(m,y) —r —y) > 0. Com isso, seja a > 0 tal que p(m,y) —yr — 1y > a, para todo

yE[O,l]
y € R.
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Para y = @(m, y), ¢(2m,y), ..., ¢((k — 1)m,y), obtemos

r+a+y,
r+a+o(m,y),

w(m,y)

>
p(m, p(m,y)) = ©(2m,y) >

p(m,o(m,...,p(m,y))...) =pkm,y) > r+a+e(k—1)m,y)

Somando essas relacoes, obtemos

o(mk,y) > k(r+a) +y.

r+a

Dividimos por mk, e fazemos k — oo, concluindo que p > , 0 que é um absurdo.
Fato andlogo ocorre se supormos ¢(m,y) < r + y, para todo y € R. Portanto, o™ tem
ponto fixo.

Reciprocamente, suponhamos que o™ tenha ponto fixo y, para algum m € N. Seja

r € Z tal que o(m,y) =r+y, isto é, a™(0,y) = (0,y). Por (3.3.1.3) e (3.3.1.4) temos que
p(km,y) = o((k = 1)m,r +y) = o((k — 2)m, 2r + y) = kr +y,

para todo k£ > 0. Assim, concluimos que

_ i o(km,y)
= lim —— = —.
koo km m

Portanto, p é racional. |

Concluimos entao que o nimero de rotagao p é irracional se, e somente se, todas as
6rbitas do fluxo ® sao injetivas. Atrelando este fato ao Teorema de Schwartz, obtemos o

seguinte resultado.

Corolério 3.37. Seja ® um fluro de classe C* em T? induzido por um campo de R? da
forma (z,y) — (1, f(x,y)). Seja p = p(f) o nimero de rotagcio desse fluxo. Entdo, p €

irracional se, e somente se, todas as orbitas de ® sao densas em T2.
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