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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos as cotas de Lieb-Robinson em sistemas quânticos
de muitos corpos. Entre outras coisas, essas cotas limitam a velocidade de
grupo para a propagação de informação em redes de spins. Apresentamos
também suas aplicações mais relevantes. Em especial, apresentamos o teo-
rema do decaimento exponencial de correlações para hamiltonianos com gap
espectral.

Palavras-chave: Cotas de Lieb-Robinson, Sistemas Quânticos de Mui-
tos Corpos, F́ısica Matemática.



ABSTRACT

In this work, we present Lieb-Robinson bounds in many body quantum sys-
tems. Among other things, these bounds limit the speed of group for the
propagation of information in spins lattices. We also present its most rele-
vant applications. In particular, we present the exponential decay correlation
theorem for Hamiltonians with spectral gap.

Keywords: Lieb-Robinson Bounds, Many Body quantum Systems, Mathe-
matical Physics.
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Introdução

É de conhecimento geral que em um sistema relativ́ıstico a informação
não pode se propagar mais rápido que a luz. Já em um sistema quântico
não relativ́ıstico tal limitação não existe. Por exemplo, correlações podem,
a prinćıpio, propagar arbitrariamente rápido. Entretanto, em 1972 Lieb e
Robinson provaram em [1], para o caso de sistemas quânticos de muitos
corpos que possuem interações de curto alcance, que existe uma cota para
a influência de pertubações em sistemas distantes. Com essa cota, mostra-
se que existe uma velocidade constante máxima para a propagação efetiva
de informação. Essa velocidade é chamada de velocidade de Lieb-Robinson.
Refinamentos futuros dos resultados em [1] são coletivamente chamados de
cotas de Lieb-Robinson. Na Seção 1.1, veremos como encontrar essas cotas
e como obter a velocidade máxima de propagação de informação a partir
delas.

Uma das primeiras aplicações da cotas de Lieb-Robinson foi feita em
1976 por Robinson em [2]. Neste trabalho ele mostrou que a dinâmica, em
um sistema quântico de spins está bem definida no limite termodinâmico
(generalizações desse resultado foram feitas por Nachtergaele e Sims em [3] e
[4]). Entretanto, essas cotas ficaram fora de enfoque por algumas décadas, até
que em 2004 Hastings mostrou em [5] o teorema do clustering exponencial.
Tal teorema nos diz que um gap espectral acima do estado fundamental
implica no decaimento exponencial de correlações no estado fundamental.
Esse resultado foi generalizado em [6] e [7], para o caso do espectro ter um
certo números de baixas energias, indo a zero com o crescimento da rede, com
um gap do resto do espectro. Veremos na Seção 2.3 a demonstração desse
resultado, e também a aplicação deste ao modelo de Ising com um campo
transversal.

Uma outra aplicação das cotas de Lieb-Robinson se dá na estimativa
do suporte efetivo da evolução temporal de operadores. Mostraremos na
Seção 2.1, usando as cotas e a medida de Haar, que o suporte efetivo da
evolução de um operador cresce com uma velocidade menor que a velocidade
de Lieb-Robinson. Usando essa ferramenta fazemos, na Seção 2.2, uma
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estimativa para a evolução de correlações ao longo do tempo de um estado
do tipo produto. Mostra-se facilmente que não existe correlação inicial para
estados do tipo produto, entretanto, correlações podem ser criadas ao longo
do tempo. O que mostramos na Seção 2.2 é que essas correlações para um
instante de tempo fixo, decaem exponencialmente com a distância.

Entre as aplicações das cotas de Lieb-Robinson não abordadas no texto,
uma das mais relevantes é a lei de área em sistemas unidimensionais com
gap espectral. Hastings obteve esse resultado em [8]. Esse mesmo resul-
tado pode ser obtido com uma abordagem combinatorial, usando o lema da
detectabilidade, tal como feito em [9].

Devido a esse grande número de aplicações, era de interesse procurar
generalizações das cotas de Lieb-Robinson para interações de longo alcance.
Isso foi inicialmente feito por Hastings em [7]. Nesse ele tratou o caso de
sistemas com dimensão espacial D e interações decaindo algebricamente com
a distância (1/rα), sendo α >D. O resultado encontrado foi que a influência
de uma pertubação local, a uma distância r, é limitada por uma função da
ordem de eµt/rα. Com isso, encontramos um limite superior para a velocidade
efetiva de informação da ordem de e

µ
α
t, e portanto cresce exponencialmente

com o tempo. Entretanto, em [10], mostrou-se que é posśıvel obter uma cota
melhor para a influência de pertubações locais. De forma que, é encontrada
uma nova cota superior para a velocidade efetiva de informação da ordem de
t1+κ, κ > 0. Em [11], é feita uma extensão dos resultados encontrados em [10]
para uma classe mais geral de sistemas quânticos de muitos corpos. Veremos
na Seção 1.2, como é obtido esse resultado.



Caṕıtulo 1

As Cotas de Lieb-Robinson

Nesse caṕıtulo veremos duas versões, apresentadas em [11], das cotas de
Lieb-Robinson. A primeira se restringe ao caso de interações de curto alcance
e a segunda é a generalização para o caso de interações de longo alcance com
decaimento algébrico.

1.1 Interações de curto alcance

1.1.1 Modelo e resultados

Vamos considerar um sistema quântico de spins definido sobre um con-
junto de vértices Ω equipado com uma métrica d ∶ Ω × Ω → R. Na maioria
dos casos Ω é um grafo e a métrica é dada pela distância no grafo, isto
é, d(x, y) é igual ao comprimento do menor caminho ligando x a y pelas
arestas do grafo. Definimos o diâmetro de um subconjunto Z de Ω como
diam(Z) = sup{d(x, y)∣x, y ∈ Z} e a distância entre dois conjuntos X,Y ⊂ Ω
como d(X,Y ) = inf{d(x, y)∣x ∈X,y ∈ Y }. Denotamos por ∣X ∣ a cardinalidade
do conjunto X.

Associamos a cada ponto x ∈ Ω um espaço de Hilbert Hx de dimensão
finita. Dado Λ ⊂ Ω finito, então o espaço de configurações associado a Λ é
dada pelo produto tensorial HΛ = ⊗x∈ΛHx e a álgebra de operadores agindo
em Λ é dada por L(HΛ) ≅ ⊗x∈ΛL(Hx) (em [12] vemos a definição do produto
tensorial e suas principais propriedades). Assumiremos, no decorrer desse
texto, que Λ é sempre um subconjunto finito de Ω.

Definição 1.1. Dado A ∈ L(HΛ), denotamos por ∥A∥ a norma usual de
operadores:

∥A∥ = sup
v∈HΛ
∣v∣=1

∣ ⟨Av,Av⟩ ∣ 12 .

10
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Se A é um operador normal, é fácil mostrar que ∥A∥ é igual ao maior de
seus autovalores em módulo.

Definição 1.2. Definimos o suporte de um operador A ∈ L(HΛ) não nulo,
como

supp(A) = inf{X ⊂ Λ∣A = AX ⊗ IΛ/X}
sendo que o ı́nfimo é tomado considerando a relação de ordem definida pela
inclusão de conjuntos. Portanto, o suporte de A é o menor subconjunto X
de Λ tal que A atua trivialmente em Λ/X e não-trivialmente em X.

Observação 1.1. Dados A,B ∈ HΛ com suporte em X,Y ⊂ Λ respectiva-
mente, se X ⋂Y = ∅ então [A,B] = 0. Com efeito, seja Λ′ = Λ/(X ⋃Y )
então X ⋂Λ′ = ∅ = Y ⋂Λ′, Λ/X = Y ⋃Λ′ e Λ/Y =X ⋃Λ′. Se Λ′ ≠ ∅, então

A = AX ⊗ IΛ/X = AX ⊗ IY ⋃Λ′ = AX ⊗ IY ⊗ IΛ′

e, de maneira análoga,
B = IX ⊗BY ⊗ IΛ′ .

Sendo assim,

AB = (AX ⊗ IY ⊗ IΛ′)(IX ⊗BY ⊗ IΛ′) = AX ⊗BY ⊗ IΛ′ ,

enquanto que,

BA = (IX ⊗BY ⊗ IΛ′)(AX ⊗ IY ⊗ IΛ′) = AX ⊗BY ⊗ IΛ′ = AB.

Se Λ′ = ∅ então X ⋃Y = Λ, portanto A = AX ⊗ IY e B = IX ⊗BY . Com isso,
AB = (AX ⊗ IY )(IX ⊗BY ) = AX ⊗BY = BA. Dessa forma, operadores com
suportes disjuntos comutam.

Precisamos ainda definir uma dinâmica no sistema, ou em outras palavras,
a evolução temporal. Será conveniente trabalhar com a representação de
Heisenberg, onde os estados são fixados e os observáveis evoluem no tempo.
A cada subconjunto finito X de Λ temos associado um operador auto-adjunto
hX ∈ L(HΛ) com suporte em X, sendo que hX descreve a energia de interação
entre os elementos de X. Chamamos esse operador de interação local. A
energia devida a todas as interações em Λ é dada pelo Hamiltoniano local

HΛ = ∑
X⊂Λ

hX . (1.1)

A evolução temporal local de um operador A ∈ L(HΛ) pelo operador HΛ é
dada por

AΛ(t) = eitHΛAe−itHΛ ,
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para t ∈ R. A exponencial de um operador O ∈ L(HΛ) é definida por

eO =
∞

∑
n=0

(O)n
n!

,

e tal série converge em L(HΛ) para todo operador O. Portanto,

eitHΛ =
∞

∑
n=0

(itHΛ)n
n!

. (1.2)

Vamos assumir as seguintes condições para os hamiltonianos locais.

Suposição 1.1. Existe R > 0 tal que as interações têm alcance máximo R,
ou seja, hX = 0 se diam(X) > R.

Suposição 1.2.
C0 = sup

x∈Ω
∑
y∈Ω

∑
Z∋x,y

∥hZ∥ < ∞. (1.3)

A Suposição 1.2 impõe um v́ınculo entre a estrutura espacial da rede e
as interações. Como exemplo, consideramos dois grafos, o primeiro sendo o
ZD e o segundo uma árvore infinita Γ, onde o número de ramos aumenta em
1 para cada ńıvel.

Figura 1.1: Grafo Árvore

Tomamos como métrica a distância usual em cada grafo. Suponhamos
que em ambos os grafos só se tem interações entre primeiros vizinhos e que
todas essas interações tenham a mesma intensidade, ou seja,

∥hZ∥ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

h se diam(Z) = 1

0 caso contrário.

Sendo assim, para x ∈ ZD, vale que

∑
y∈ZD

∑
Z∋x,y

∥hZ∥ = ∑
y∈ZD

d(x,y)=1

∥h{x,y}∥ = h ∑
y∈ZD

d(x,y)=1

1 = 2Dh,
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logo,

C0 = sup
x∈ZD

2Dh = 2Dh.

Por outro lado, para x ∈ Γ, supondo que x esteja em um ńıvel n de Γ, vale
que

∑
y∈Γ

∑
Z∋x,y

∥hZ∥ = ∑
y∈Γ

d(x,y)=1

∥h{x,y}∥ = (n + 1)h.

Portanto,

C0 = sup
x∈Γ

∑
y∈Γ

∑
Z∋x,y

∥hZ∥ = sup
n∈N

(n + 1)h = ∞.

Conclúımos com isso que, apesar de termos as mesmas condições de interações
em ambos os grafos, apenas o grafo ZD satisfaz a Suposição 1.2.

Vamos ver agora uma exemplo f́ısico mais concreto, onde as suposições
são verdadeiras. Voltaremos a esse exemplo na Seção 2.3.

Exemplo 1.1 (Modelo de Ising). No modelo de Ising com campo transversal
e condições de fronteira periódicas, podemos tomar Ω = ZN , Hi = C2 para todo
i ∈ ZN e d(i, j) = minn∈Z ∣i − j + nN ∣ como a métrica em ZN . As interações
locais são definidas como se segue.

hX =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−g2σxi se X = {i},
−1

4σ
z
i σ

z
i+1 se X = {i, i + 1} e i < N,

−1
4σ

z
Nσ

z
1 se X = {1,N},

0 caso contrário,

onde σzi = σz ⊗ IZN /i e σxi = σx ⊗ IZN /i sendo que σz, σx são as matrizes de
Pauli na direção z e x respectivamente. Especificamente

σz = ( 1 0
0 −1

)

e

σx = ( 0 1
1 0

) .

Além de σz, σx o conjunto das matrizes de Pauli também contém σy definida
por

σy = ( 0 −i
i 0

) .
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Todas essas matrizes são autoadjuntas e unitárias. Elas também satisfazem
a seguintes propriedades, σxσy = iσz, σyσz = iσx e σzσx = iσy. O fator g pode
ser interpretado como a aplicação de um campo magnético sobre o sistema.
Sendo assim,

HΩ = −1

4

N−1

∑
i=1

σzi σ
z
i+1 −

1

4
σzNσ

z
1 −

g

2

N

∑
i=1

σxi .

Temos que o alcance máximo das interações é R = 1. Além disso, dado i ∈ ZN
note que ∑j∈ZN ∑X∋i,j ∥hX∥ = ∥g2σxi ∥ + ∥1

4σ
z
i−1σ

z
i ∥ + ∥1

4σ
z
i σ

z
i+1∥ ≤

∣g∣+1
2 . Portanto,

as duas suposições acima são satisfeitas.

Definido tudo isso, podemos então enunciar as cotas de Lieb-Robinson
para interações de curto alcance.

Teorema 1.1. Sejam X,Y ⊂ Λ, A,B operadores com suporte em X,Y res-
pectivamente. Então, se r = d(X,Y ) > 0,

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ 2∥A∥∥B∥∣X ∣(eµ∣t∣ − 1)e−r/R (1.4)

≤ 2∥A∥∥B∥∣X ∣e(µ∣t∣−r/R), (1.5)

para qualquer t ∈ R, onde µ é uma constante positiva.

Observação 1.2. A equação (1.4) é útil para algumas aplicações, tal como
a serem vistas no Capitulo 2, enquanto que a equação (1.5) é útil para a
interpretação f́ısica do teorema tal como vai ser vista a seguir.

Como foi discutido na introdução, a partir das cotas de Lieb-Robinson
é posśıvel obter uma velocidade máxima para a propagação efetiva da in-
formação. A seguir faremos essa ligação.

Seja A ∈ L(HΛ) um operador auto-adjunto com suporte em um subcon-
junto X de Λ. Seja ψ0 ∈ HΛ, com ⟨ψ0, ψ0⟩ = 1, o estado inicial do sistema. A
aplicação de uma perturbação em um śıtio y de Λ, com d(X,{y}) > 0, pode
ser visto como a aplicação de uma unitária U ∈ L(HΛ) com suporte em {y}
sobre o estado do sistema. Consideraremos as duas seguintes situações:

1. Deixamos o sistema evoluir até um tempo t e fazemos uma medição em
X representada pelo operador A. Seu valor esperado é dado então por
⟨A⟩t,1 = ⟨ψ0,AΛ(t)ψ0⟩.

2. Aplicamos em ψ0 a transformação unitária U e deixamos o sistema
evoluir, a partir dáı, até um tempo t. Depois fazemos uma medição em
X representada pelo operador A. Seu valor esperado é dado então por
⟨A⟩t,2 = ⟨ψ0, (U †AΛ(t)U)ψ0⟩.
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Podemos usar a cota de Lieb-Robinson para estimar a interferência da aplicação
unitária U na medição de A. Mostraremos que

∣ ⟨A⟩t,2 − ⟨A⟩t,1 ∣ ≤ ∥[AΛ(t), U]∥. (1.6)

Aplicando então o Teorema 1.1,

∣ ⟨A⟩t,2 − ⟨A⟩t,1 ∣ ≤ 2∥A∥∣X ∣e 1
R
(µRt−r).

Seja vΦ ∶= (µR)/α, onde 0 < α < 1. Se r ≥ vΦt, e com isso t ≤ r/vΦ, temos

∣ ⟨A⟩t,2 − ⟨A⟩t,1 ∣ ≤ 2∥A∥∣X ∣e− rR (1−α) (1.7)

Ou seja, para um tempo t fixado, uma perturbação a uma distância maior
que vΦt tem uma interferência na medição de A decrescendo exponencial-
mente. Conclúımos, em vista disso, que a velocidade de propagação efetiva
de informação é limitada por vΦ = (µR)/α. O fator de α tem o papel de con-
trolar o erro associado, quanto mais próximo de zero estiver α, maior será o
valor de r e portanto menor o erro, porém maior será o valor de vΦ.

Demonstração da Desigualdade (1.6): Para um operador O ∈ L(HΛ) e
vetores φ0, ϕ0 ∈ HΛ, com ⟨φ0, φ0⟩ = 1 = ⟨ϕ0, ϕ0⟩, segue da desigualdade de
Cauchy-Schwarz que

∣ ⟨φ0,Oϕ0⟩ ∣2 ≤ ⟨φ0, φ0⟩ ⟨Oϕ0,Oϕ0⟩
= ⟨Oϕ0,Oϕ0⟩ .

Com isso,
∣ ⟨φ0,Oϕ0⟩ ∣ ≤ (⟨Oϕ0,Oϕ0⟩)

1
2 .

Lembrando da definição da norma de um operador, ∥O∥ = sup∣φ∣=1(⟨Oϕ,Oϕ⟩)
1
2 ,

temos

∣ ⟨φ0,Oϕ0⟩ ∣ ≤ (⟨Oϕ0,Oϕ0⟩)
1
2

≤ ∥O∥. (1.8)

Sendo assim,

∣ ⟨A⟩t,2 − ⟨A⟩t,1 ∣ = ∣ ⟨ψ0, (U †AΛ(t)U −AΛ(t))ψ0⟩ ∣
≤ ∥U †AΛ(t)U −AΛ(t)∥.

Como U é uma transformação unitária, U †U = I, portanto

∣ ⟨A⟩t,2 − ⟨A⟩t,1 ∣ ≤ ∥U †AΛ(t)U −AΛ(t)∥
= ∥U †(AΛ(t)U −UAΛ(t))∥
= ∥U †[AΛ(t), U]∥.
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Usando o fato que ∥O1O2∥ ≤ ∥O1∥∥O2∥ para todo O1,O2 ∈ L(HΛ), temos que
∥U †[AΛ(t), U]∥ ≤ ∥U †∥∥[AΛ(t), U]∥ = ∥[AΛ(t), U]∥. Consequentemente,

∣ ⟨A⟩t,2 − ⟨A⟩t,1 ∣ ≤ ∥[AΛ(t), U]∥.

1.1.2 Demonstração do Teorema 1.1

As somas nessa demonstração (com exceção das somas sobre os naturais)
serão sempre sobre subconjuntos de Λ. Deixarei isso impĺıcito para não
sobrecarregar a notação.

Para t = 0, AΛ(0) = A. Como d(X,Y ) > 0, temos que X ⋂Y = ∅, com isso
A e B possuem suportes disjuntos. Consequentemente, pela Observação
1.1, [AΛ(0),B] = [A,B] = 0, logo o resultado é trivial para t = 0. Vamos
assumir t > 0, uma vez que valores de t negativos são tratados da mesma
maneira.

Vamos começar com um esboço da demonstração. Nas seções seguintes
serão detalhados os passos usados no esboço da prova.

Esboço da demonstração

Fazendo algumas manipulações algébricas, chegamos que

d

dt
[AΛ(t),B] = i ∑

Z1⋂X≠∅

[hZ1,Λ(t), [AΛ(t),B]]

−i ∑
Z1⋂X≠∅

[AΛ(t), [hZ1,Λ(t),B]] . (1.9)

onde hZ1,Λ(t) = eitHΛhZ1e
−itHΛ . Observe que (1.9) é uma equação diferencial

ordinária de primeira ordem, na variável [AΛ(t),B], do tipo

y′ = O(t)y + b(t),

onde as soluções da parte homogênea, y′ = O(t)y, preservam a norma de y.
Vale que (para mais detalhes veja o Apêndice A):

∥y(t)∥ ≤ ∥y(0)∥ + ∫
t

0
∥b(s)∥ds.

É fácil mostrar que as soluções da parte homogênea de (1.9) são do tipo
U †(t)[AΛ(t),B]U(t), sendo U(t) uma transformação unitária. Portanto, a
solução preserva norma, e com isso

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ ∥[A,B]∥ + 2∥A∥ ∑
Z1⋂X≠∅

∫
t

0
∥[hZ1,Λ(s1),B]∥ds1. (1.10)
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Definindo

CB(Z, t) = sup
O∈L(HΛ)

supp(O)=Z

∥[OΛ(t),B]∥
∥O∥ ,

então de (1.10) segue que

CB(X, t) ≤ CB(X,0) + 2 ∑
Z1⋂X≠∅

∥hZ1∥∫
t

0
CB(Z1, s1)ds1. (1.11)

Iterando a equação acima, chegamos que

CB(X, t) ≤ 2∥B∥
k

∑
n=1

(2t)n
n!

an + 2k+1bk, (1.12)

para todo k ∈ N, onde
2n+1bn → 0 se n→∞ (1.13)

e

an = ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zn⋂Zn−1≠∅
Zn⋂Y ≠∅

n

∏
i=1

∥hZi∥.

Dessa forma, an é a soma sobre todos os “caminhos”, quer dizer, a lista de
conjuntos Z1,⋯, Zn, com interseções mútuas, conectando X a Y , com n pas-
sos tendo peso dado pelas interações, ∏n

i=1 ∥hZi∥, ao longo desse “caminho”.

Pelo fato das interações serem de curto alcance, grande parte dos “cami-
nhos”terá peso 0. Como já vimos, a Suposição 1.2 nos fornece a ligação
entre a estrutura espacial da rede e as suas interações. Com essa suposição,
mostra-se que

an ≤ Cn0 ∣X ∣. (1.14)

O fato das interações serem de curto alcance implica que

an = 0 se nR ≤ d(X,Y ). (1.15)
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Com isso,

CB(X, t) ≤ 2∥B∥∣X ∣
∞

∑
n≥d(X,Y )/R

(2tC0)n
n!

≤ 2∥B∥∣X ∣
∞

∑
n≥d(X,Y )/R

(2C0t)n
n!

en−d(X,Y )/R

≤ 2∥B∥∣X ∣
∞

∑
n=1

(2eC0t)n
n!

e−d(X,Y )/R

= 2∥B∥∣X ∣(eµt − 1)e−d(X,Y )/R,

onde µ = 2eC0. Logo,

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ ∥A∥CB(X, t)
≤ 2∥A∥∥B∥∣X ∣(eµt − 1)e−d(X,Y )/R

≤ 2∥A∥∥B∥∣X ∣e(µt−d(X,Y )/R).

Justificativa da Equação (1.9)

É fácil mostrar, partir de (1.2), que

d

dt
eitHΛ = ieitHΛHΛ = iHΛe

itHΛ .

Sendo assim,

d

dt
(AΛ(t)) =

d

dt
(eitHΛAe−itHΛ)

= d

dt
(eitHΛ)Ae−itHΛ + eitHΛA

d

dt
(e−itHΛ)

= ieitHΛHΛAe
−itHΛ − ieitHΛAHΛe

−itHΛ

= ieitHΛ[HΛ,A]e−itHΛ .

Lembrando que, por (1.1), HΛ = ∑Z1⊂Λ hZ1 , temos

d

dt
(AΛ(t)) = ieitHΛ[HΛ,A]e−itHΛ

= ieitHΛ [ ∑
Z1⊂Λ

hZ1 ,A] e−itHΛ

= i∑
Z1

eitHΛ[hZ1 ,A]e−itHΛ .
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Mas, se Z1⋂X = ∅ então hZ1 e A possuem suportes disjuntos e consequen-
temente [hZ1 ,A] = 0. Assim sendo,

d

dt
(AΛ(t)) = i ∑

Z1⋂X≠∅

eitHΛ[hZ1 ,A]e−itHΛ

= i ∑
Z1⋂X≠∅

(eiHΛhZ1Ae
−itHΛ − eitHΛAhZ1e

−itHΛ) .

É fácil verificar que se O é um operador auto-adjunto, então eiO é unitário e
(eiO)† = e−iO. Sendo assim, eitHΛe−itHΛ = IΛ, e portanto

d

dt
(AΛ(t)) = i ∑

Z1⋂X≠∅

(eiHΛhZ1IΛAe
−itHΛ − eitHΛAIΛhZ1e

−itHΛ)

= i ∑
Z1⋂X≠∅

((eitHΛhZ1e
−itHΛ)(eitHΛAe−itHΛ))

− i ∑
Z1⋂X≠∅

((eitHΛAe−itHΛ)(eitHΛhZ1e
−itHΛ))

= i ∑
Z1⋂X≠∅

hZ1,Λ(t)AΛ(t) − i ∑
Z1⋂X≠∅

AΛ(t)hZ1,Λ(t)

= i ∑
Z1⋂X≠∅

[hZ1,Λ(t),AΛ(t)] ,

onde hZ1,Λ(t) = eitHΛhZ1e
−itHΛ . Desta forma, temos que

d

dt
[AΛ(t),B] = [ d

dt
(AΛ(t)),B]

= [i ∑
Z1⋂X≠∅

[hZ1,Λ(t),AΛ(t)] ,B]

= i ∑
Z1⋂X≠∅

[[hZ1,Λ(t),AΛ(t)],B]

= −i ∑
Z1⋂X≠∅

[B, [hZ1,Λ(t),AΛ(t)]] . (1.16)

Na última igualdade usamos que [O1,O2] = −[O2,O1]. Uma propriedade de
grande utilidade dos comutadores é a identidade de Jacobi, a saber

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0,

sendo A,B,C operadores agindo em um espaço vetorial qualquer. Usando
esta indentidade em (1.16), temos

d

dt
[AΛ(t),B]

= i ∑
Z1⋂X≠∅

[hZ1,Λ(t), [AΛ(t),B]] + i ∑
Z1⋂X≠∅

[AΛ(t), [B,hZ1,Λ(t)]]

= i ∑
Z1⋂X≠∅

[hZ1,Λ(t), [AΛ(t),B]] − i ∑
Z1⋂X≠∅

[AΛ(t), [hZ1,Λ(t),B]] .
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Justificativa da Equação (1.11)

Dividindo ambos os lados de (1.10) por ∥A∥ temos

∥[AΛ(t),B]∥
∥A∥ ≤ ∥[A,B]∥

∥A∥ + 2 ∑
Z1⋂X≠∅

∫
t

0
∥[hZ1,Λ(s1),B]∥ds1. (1.17)

Definimos

CB(Z, t) = sup
O∈L(HΛ)

supp(O)=Z

∥[OΛ(t),B]∥
∥O∥ , (1.18)

para Z ⊂ Λ. Note que (1.17) vale para todo A ∈ L(HΛ) com supp(A) = X,
desta forma podemos tomar o supremo, em ambos os lados de (1.17), sobre
todos os O ⊂ L(HΛ) com supp(O) =X. Fazendo isso, temos

CB(X, t) ≤ CB(X,0) + 2 ∑
Z1⋂X≠∅

∫
t

0
∥[hZ1,Λ(s1),B]∥ds1.

Mas,

∥[hZ1,Λ(s1),B]∥ = ∥hZ1∥
∥[hZ1,Λ(s1),B]∥

∥hZ1∥

≤ ∥hZ1∥ sup
O∈L(HΛ)

supp(O)=Z1

∥[OΛ(s1),B]∥
∥O∥

= ∥hZ1∥CB(Z1, s1).

Com isso,

CB(X, t) ≤ CB(X,0) + 2 ∑
Z1⋂X≠∅

∥hZ1∥∫
t

0
CB(Z1, s1)ds1.

Justificativa da Equação (1.12)

Até agora, X foi tratado como um subconjunto qualquer de Λ e da mesma
forma t um número real positivo qualquer, portanto podemos usar (1.11)
trocando X por Z1 e t por s1

CB(Z1, s1) ≤ CB(Z1,0) + 2 ∑
Z2⋂Z1≠∅

∥hZ2∥∫
s1

0
CB(Z2, s2)ds2. (1.19)

Entretanto, observe que d(X,Y ) > 0, logo vale que [O,B] = 0 para todo
O ∈ L(HΛ) com supp(O) =X, consequentemente CB(X,0) = 0. Sendo assim,
(1.11) se reduz a

CB(X, t) ≤ 2 ∑
Z1⋂X≠∅

∥hZ1∥∫
t

0
CB(Z1, s1)ds1. (1.20)
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Desta forma, substituindo (1.19) em (1.20), obtemos

CB(X, t) ≤ 2t ∑
Z1⋂X≠∅

∥hZ1∥CB(Z1,0)

+ 2 ∑
Z1⋂X≠∅

∥hZ1∥(2 ∑
Z2⋂Z1≠∅

∥hZ2∥∫
t

0
∫

s1

0
CB(Z2, s2)ds2ds1) .

Mas, se Z1⋂Y = 0 CB(Z1,0)) = 0, desse modo

∑
Z1⋂X≠∅

∥hZ1∥CB(Z1,0) = ∑
Z1⋂X≠∅
Z1⋂Y ≠∅

∥hZ1∥CB(Z1,0).

Com isso,

CB(X, t) ≤ 2t ∑
Z1⋂X≠∅
Z1⋂Y ≠∅

∥hZ1∥CB(Z1,0)

+ 4 ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

∥hZ1∥∥hZ2∥∫
t

0
∫

s1

0
CB(Z2, s2)ds2ds1. (1.21)

Dado O1,O2 ∈ L(HΛ), usando desigualdade triangular e o fato que

∥O1O2∥ ≤ ∥O1∥∥O2∥, (1.22)

temos

∥[O1,O2]∥ ≤ ∥O1O2∥ + ∥O2O1∥ ≤ ∥O1∥∥O2∥ + ∥O2∥∥O1∥ = 2∥O1∥∥O2∥ (1.23)

Aplicando (1.23) na definição de CB(Z1, t), (1.18), para t = 0

CB(Z1,0) = sup
O∈L(HΛ)

supp(O)=Z1

∥[O,B]∥
∥O∥ ≤ 2∥B∥. (1.24)

Usando (1.24) em (1.21), temos

CB(X, t) ≤ 2∥B∥(2t) ∑
Z1⋂X≠∅
Z1⋂Y ≠∅

∥hZ1∥

+ 4 ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂X≠∅

∥hZ1∥∥hZ2∥∫
t

0
∫

s1

0
CB(Z2, s2)ds2ds1. (1.25)

Vamos mostrar, por indução, que

CB(X, t) ≤ 2∥B∥
k

∑
n=1

(2t)n
n!

an + 2k+1bk (1.26)
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para todo k ∈ N, onde

an = ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zn⋂Zn−1≠∅
Zn⋂Y ≠∅

n

∏
i=1

∥hZi∥ (1.27)

e

bn = ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zn+1⋂Zn≠∅

(
n+1

∏
i=1

∥hZi∥

×∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sn

0
CB(Zn+1, sn+1)dsn+1⋯ds1) . (1.28)

Já vimos em (1.25) que a base da indução é verdadeira. Suponhamos que o
resultado é valido para k =m. Usando (1.11) para CB(Zm+1, sm+1), temos

∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm

0
CB(Zm+1, sm+1)dsm+1⋯ds1

≤ ∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm

0
CB(Zm+1,0)dsm+1⋯ds1

+ 2∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm

0
∑

Zm+2⋂Zm+1≠∅

∥hZm+2∥∫
sm+1

0
CB(Zm+2, sm+2)dsm+1⋯ds1

= ∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm

0
CB(Zm+1,0)dsm+1⋯ds1

+ 2 ∑
Zm+2⋂Zm+1≠∅

∥hZm+2∥∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm+1

0
CB(Zm+2, sm+2)dsm+1⋯ds1.

(1.29)

Dessa forma,

bm = ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zm+1⋂Zm≠∅

m+1

∏
i=1

(∥hZi∥

× ∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm

0
CB(Zm+1, sm+1)dsm+1⋯ds1)

≤ ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zm+1⋂Zm≠∅

m+1

∏
i=1

(∥hZi∥

∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm

0
CB(Zm+1,0)dsm+1⋯ds1)

+ 2 ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zm+2⋂Zm+1≠∅

m+2

∏
i=1

(∥hZi∥

× ∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm+1

0
CB(Zm+2, sm+2)dsm+1⋯ds1) .
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Lembrando que, CB(Zm+1,0) = 0 se Zm+1⋂Y = ∅, temos então

bm ≤ ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zm+1⋂Zm≠∅
Zm+1⋂Y ≠∅

m+1

∏
i=1

(∥hZi∥

× ∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm

0
CB(Zm+1,0)dsm+1⋯ds1)

+ 2 ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zm+2⋂Zm+1≠∅

m+2

∏
i=1

(∥hZi∥

× ∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm+1

0
CB(Zm+2, sm+2)dsm+1⋯ds1) . (1.30)

Por (1.24), CB(Zm+1,0) ≤ 2∥B∥, portanto

∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm

0
CB(Zm+1,0)dsm+1⋯ds1 ≤ 2∥B∥∫

t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm

0
dsm+1⋯ds1.

Porém, é fácil mostrar por indução que

∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm

0
dsm+1⋯ds1 =

tm+1

(m + 1)! .

Desta forma,

∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm

0
CB(Zm+1,0)dsm+1⋯ds1 ≤ 2∥B∥ tm+1

(m + 1)! . (1.31)

Aplicando (1.31) em (1.30), temos

bm ≤ 2∥B∥ tm+1

(m + 1)! ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zm+1⋂Zm≠∅
Zm+1⋂Y ≠∅

m+1

∏
i=1

∥hZi∥

+ 2 ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zm+2⋂Zm+1≠∅

m+2

∏
i=1

(∥hZi∥

× ∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm+1

0
CB(Zm+2, sm+2)dsm+1⋯ds1) .

Note que

2∥B∥ tm+1

(m + 1)! ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zm+1⋂Zm≠∅
Zm+1⋂Y ≠∅

m+1

∏
i=1

∥hZi∥ = 2∥B∥ tm+1

(m + 1)!am+1,
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e

2bm+1 =2 ∑
Z1⋂X≠∅

∑
Z2⋂Z1≠∅

⋯ ∑
Zm+2⋂Zm+1≠∅

m+2

∏
i=1

(∥hZi∥

×∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sm+1

0
CB(Zm+2, sm+2)dsm+1⋯ds1)

Desta maneira,

bm ≤ 2∥B∥ tm+1

(m + 1)!am+1 + 2bm+1. (1.32)

Usando (1.32) na hipótese de indução, temos

CB(X, t) ≤ 2∥B∥
m

∑
n=1

(2t)n
n!

an + 2m+1bm

≤ 2∥B∥
m

∑
n=1

(2t)n
n!

an + 2m+12∥B∥ tm+1

(m + 1)!am+1 + 2m+2bm+1

= 2∥B∥
m+1

∑
n=1

(2t)n
n!

an + 2m+2bm+1.

Logo, por indução, (1.12) vale para todo k ∈ N.

Justificativa da Equação (1.14)

Seja

In = {(Z1,⋯, Zn) ∈ P(Λ)n∣Z1⋂X ≠ ∅, Z2⋂Z1 ≠ ∅,⋯, Zn⋂Zn−1 ≠ ∅}

Jn = ⋃
x∈X,w1∈Λ,⋯,wn−1∈Λ

{(Z1,⋯, Zn) ∈ P(Λ)n∣Z1 ⊃ {x,w1}, Z2 ⊃ {w2,w1},⋯,

Zn−1 ⊃ {wn−1,wn−2}, Zn ⊃ {wn−1}}

Onde P(Λ) é o conjunto das partes de Λ e P(Λ)n é o produto cartesiano
de n parcelas de P(Λ). Vamos mostrar, por indução, que In ⊂ Jn para todo
n ≥ 2:

• Para n = 2, I2 = {(Z1, Z2) ∈ P(Λ)2∣Z1⋂X ≠ ∅, Z2⋂X ≠ ∅}, logo dado
(Z̃1, Z̃2) ∈ I2 então existem x e w1 em X ⋂ Z̃1 e Z̃1⋂ Z̃2 respectivamente.
Com isso, (Z̃1, Z̃2) ∈ {(Z1, Z2) ∈ P(Λ)2∣Z1 ⊃ {x,w1}, Z2 ⊃ {w1}} ∈ J2,
consequentemente a base da indução é valida, I2 ⊂ J2.
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• Suponhamos agora que o resultado vale para n = m, ou seja, Im ⊂ Jm.
Seja então (Z̃1,⋯, Z̃m+1) ∈ Im+1 ⇒ (Z̃1,⋯, Z̃m) ∈ Im ⊂ Jm portanto,
existe x ∈ X e existem w1,⋯,wm−1 ∈ Λ tal que {w1, x} ⊂ Z̃1,{w1,w2} ⊂
Z̃2,⋯,{wm−1} ⊂ Z̃m. Mas como (Z̃1,⋯, Z̃m+1) ∈ Im+1 ⇒ Z̃m+1⋂ Z̃m ≠
∅ ⇒ ∃wm ∈ Z̃m+1⋂ Z̃m ⇒ (Z̃1,⋯, Z̃m+1) ∈ Jm+1 ⇒ Im+1 ⊂ Jm+1. Con-
cluindo assim o argumento de indução.

Seja agora

I ′n = {(Z1,⋯, Zn) ∈ P(Λ)n∣Z1⋂X ≠ ∅, Z2⋂Z1 ≠ ∅,⋯,
Zn⋂Zn−1 ≠ ∅, Zn⋂Y ≠ ∅}.

Temos então I ′n ⊂ In ⊂ Jn. Seja

J ′n = ⋃
x∈X,w1∈Λ,⋯,wn−1∈Λ,y∈Y

{(Z1,⋯, Zn) ∈ P(Λ)n∣Z1 ⊃ {w1, x}, Z2 ⊃ {w2,w1},⋯,

Zn ⊃ {y,wn−1}}.

Dado (Z ′
1,⋯, Z ′

n) ∈ I ′n ⊂ Jn, ∃ {w′
1,⋯,w′

n−1} ⊂ Λ tal que Z ′
1 ⊃ {w′

1}, Z ′
2 ⊃

{w′
2,w

′
1},⋯, Z ′

n ⊃ {w′
n}. Como (Z ′

1,⋯, Z ′
n) ∈ I ′n temos que Z ′

1⋂X ≠ ∅ e
Z ′
n⋂Y ≠ ∅. Logo, existem x′, y′ emX,Y , respectivamente, tal que x′ ∈ Z1, y′ ∈

Zn. Portanto, temos que Z ′
1 ⊃ {w′

1, x
′}, Z ′

2 ⊃ {w′
2,w

′
1},⋯, Z ′

n ⊃ {y′,w′
n−1}.

Com isso, (Z ′
1,⋯, Z ′

n) ∈ J ′n, e vale I ′n ⊂ J ′n.
Voltando a definição de an, (1.27), observamos que

an = ∑
I′n

n

∏
i=1

∥hZi∥ ≤ ∑
J ′n

n

∏
i=1

∥hZi∥

≤ ∑
x∈X,w1∈Λ,⋯,wn−1∈Λ,y∈Y

∑
Z1⊃{x,w1}

⋯ ∑
Zn⊃{y,wn−1}

n

∏
i=1

∥hZi∥

≤ ∑
x∈X

∑
w1∈Λ

∑
Z1⊃{w1,x}

⋯∑
y∈Y

∑
Zn⊃{y,wn−1}

n

∏
i=1

∥hZi∥.

Usando a Suposição 1.2, temos

an ≤ ∑
x∈X

∑
w1∈Λ

∑
Z1⊃{w1,x}

⋯(∑
y∈Y

∑
Zn⊃{y,wn−1}

∥hZn∥)
n−1

∏
i=1

∥hZi∥

≤ C0 ∑
x∈X

∑
w1∈Λ

∑
Z1⊃{w1,x}

⋯ ∑
wn−1∈Λ

∑
Zn−1⊃{wn−1,wn−2}

n−1

∏
i=1

∥hZi∥.

Repetindo o processo indutivamente, temos

an ≤ Cn0 ∑
x∈X

1 = Cn0 ∣X ∣. (1.33)
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Justificativa da Equação (1.13)

Voltando a definição de bn, (1.28), e usando que CB(Zn+1, sn+1) ≤ 2∥B∥,
temos

bn = ∑
In+1

n+1

∏
i=1

∥hZi∥∫
t

0
∫

s1

0
⋯∫

sn

0
CB(Zn+1, sn+1)dsn+1⋯ds1

≤ 2tn+1

(n + 1)!∥B∥ ∑
In+1

n+1

∏
i=1

∥hZi∥

≤ 2tn+1

(n + 1)!∥B∥ ∑
Jn+1

n+1

∏
i=1

∥hZi∥

= 2tn+1

(n + 1)!∥B∥ ∑
w1∈Λ

∑
Z1⊃{w1}

⋯ ∑
Zn⊃{wn−1,wn}

∑
Zn+1⊃{wn}

n+1

∏
i=1

∥hZi∥.

Usando que {Zn+1 ⊂ Λ∣wn ∈ Zn+1} é subconjunto de ⋃y∈Ω{Zn+1 ⊂ Λ∣y,wn ∈
Zn+1}, temos

bn ≤
2tn+1

(n + 1)!∥B∥ ∑
w1∈Λ

∑
Z1⊃{w1}

⋯ ∑
Zn⊃{wn−1,wn}

∑
y∈Ω

∑
Zn+1⊃{wn,y}

n+1

∏
i=1

∥hZi∥

= 2tn+1

(n + 1)!∥B∥ ∑
w1∈Λ

∑
Z1⊃{w1}

⋯ ∑
Zn⊃{wn−1,wn}

(∑
y∈Ω

∑
Zn+1⊃{wn,y}

∥hZn+1∥)
n

∏
i=1

∥hZi∥

≤ 2tn+1

(n + 1)!∥B∥C0 ∑
w1∈Λ

∑
Z1⊃{w1}

⋯ ∑
Zn⊃{wn−1,wn}

n

∏
i=1

∥hZi∥.

Repetindo o processo indutivamente, tal como é feito para an, temos

bn ≤
2tn+1

(n + 1)!∥B∥Cn0 .

Portanto,

lim
n→∞

2n+1bn ≤ lim
n→∞

2n+2tn+1

(n + 1)! ∥B∥Cn0 = 0.

Justificativa da Equação (1.15)

Seja (Z ′
1,⋯, Z ′

n) ∈ I ′n qualquer e seja R̃ = maxi∈{1,⋯,n} diam(Z ′
i). Como

podemos encontrar um caminho entre X e Y passando por Z ′
1,⋯, Z ′

n então
d(X,Y ) ≤ nR̃.
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Se d(X,Y ) > nR, então nR̃ > nR, com isso R̃ > R e portanto ∃ Z ′
i tal

que diam(Z ′
i) > R, por conseguinte hZi = 0. Com isso, ∏n

i=1 ∥hZ′i∥ = 0. Como
(Z ′

1,⋯, Z ′
n) é um elemento qualquer de I ′n, vale que an = ∑I′n∏

n
i=1 ∥hZi∥ = 0.

Observação 1.3. Note que, por (1.23), vale que

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ 2∥AΛ(t)∥∥B∥ = 2∥eitHΛAe−itHΛ∥∥B∥.

Entretanto, dado um operador O e uma transformação unitária U , então
∥U †OU∥ = ∥O∥. Com efeito,

∥U †OU∥ = sup
∣v∣=1

(⟨U †OUv,U †OUv⟩

= sup
∣v∣=1

(⟨OUv,UU †OUv⟩

= sup
∣v∣=1

(⟨OUv,OUv⟩ .

Como toda transformação unitária é uma bijeção quando restrita ao conjunto
dos vetores unitários de L(HΛ), segue que

∥U †OU∥ = sup
∣v∣=1

(⟨OUv,OUv⟩

= sup
∣v∣=1

(⟨Ov,Ov⟩ = ∥O∥. (1.34)

Com isso,
∥[AΛ(t),B]∥ ≤ 2∥A∥∥B∥.

Essa é uma cota uniforme que independe do tempo e da distância dos su-
portes. Comparando essa cota com a cota de Lieb-Robinson, ∥[AΛ(t),B]∥ ≤
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2∥A∥∥B∥∣X ∣eµ∣t∣−r/R, observe que a cota exponencial só é melhor que a uni-
forme para valores pequenos do tempo em comparação a distância entre os
suportes. Quanto maior a distância, maior o intervalo de tempo em que a
cota de Lieb-Robinson tem utilidade. Encontramos abaixo esse parâmetro de
comparação entre o tempo e a distância.

2∥A∥∥B∥∣X ∣eµ∣t∣−r/R ≤ 2∥A∥∥B∥

⇔ eµ∣t∣−r/R ≤ 1

∣X ∣

⇔ µ∣t∣ − r/R ≤ ln
1

∣X ∣

⇔ ∣t∣ ≤ r

µR
+ 1

µ
ln

1

∣X ∣

Seja c1 = 1
µR e c2 = 1

µ ln 1
∣X ∣

, portanto a cota de Lieb-Robinson só será melhor

que a cota uniforme se ∣t∣ ≤ c1r + c2.

1.2 Interações de Longo Alcance

1.2.1 Modelo e resultados

O resultado anterior foi obtido para interações de curto alcance. É posśıvel,
no entanto, obter uma nova cota para o caso de interações de longo alcance
que decaem algebricamente com a distância.

Para obter esses novos resultados é necessário fazer uma suposição extra
sobre o conjunto de śıtios Ω. Suponhamos que existam duas constantes
positivas C e D, de forma que

∣Br(x)∣ = ∣{y ∈ Ω∣d(x, y) ≤ r}∣ ≤ C(1 + r)D, r ≥ 0, x ∈ Ω (1.35)

onde Br(x) é uma bola de raio r centrada em x ∈ Ω. Portanto, ∣Br(x)∣
pode ser visto como o volume dessa bola, o valor de D é análogo à dimensão
espacial de Ω. Definimos, por questão de praticidade, g(r) ∶= C(1 + r)D.

Trocaremos a Suposição 1.1 pela Suposição 1.3 a seguir e manteremos
a Suposição 1.2.

Suposição 1.3. Existe uma função decrescente f ∶ R+ → R+ tal que

sup
x∈Ω

∑
Z∋x

diam(Z)≥R

∥hZ∥ ≤ f(R), R ≥ 0. (1.36)
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Temos, como próximo exemplo, um sistema para o qual as suposições
acima são verdadeiras. Vamos usar esse exemplo para obter uma inter-
pretação f́ısica da nova cota de Lieb-Robinson.

Exemplo 1.2. Seja Ω = ZD, equipado com a métrica usual, d(x, y) = ∑D
i=1 ∣xi−

yi∣. Suponhamos que só temos interações entre dois corpos, ou seja:

hX = { h{x,y} se X = {x, y}, x ≠ y
0 caso contrário.

(1.37)

Suponhamos também que essas interações decaem com a distância por uma
lei de potência de ordem maior que 2D, isto é,

∥h{x,y}∥ ≤
C1

[1 + d(x, y)]α+D (1.38)

sendo α >D e C1 > 0 constantes que independem do par {x, y}. Fixamos um
elemento x de ZD e seja ax(n) o ćırculo de raio n centrado em x, ax(n) =
{y ∈ ZD∣d(x, y) = n}. Note que,

{y ∈ ZD∣d(x, y) ≥ R} = ⋃
n∈N
n≥R

ax(n).

Portanto,

∑
y∈ZD

d(x,y)≥R

∥h{x,y}∥ = ∑
n∈N
n≥R

∑
y∈ax(n)

∥h{x,y}∥.

Usando (1.38),

∑
y∈ZD

d(x,y)≥R

∥h{x,y}∥ ≤ ∑
n∈N
n≥R

∑
y∈ax(n)

C1

[1 + n]α+D

= ∑
n∈N
n≥R

C1

[1 + n]α+D ∣ax(n)∣. (1.39)

Estamos interessados em encontrar uma cota para ∣ax(n)∣. Pela definição,
ax(n) = {y ∈ ZD∣∑D

i=1 ∣xi−yi∣ = n}, logo dado y′ ∈ ax(n), para cada uma de suas
coordenadas vale que ∣xj−y′j ∣ ≤ ∑D

i=1 ∣xi−y′i∣ = n e com isso −n+xj ≤ y′j ≤ n+xj.
Lembrando que x está fixado, temos portanto que y′j é um inteiro no intervalo
[−n + xj, n + xj] e com isso y′j pode assumir no máximo (2n + 1) valores
distintos.
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Isso vale para todas as demais coordenadas, entretanto a equação ∑D
i=1 ∣xi−

y′i∣ = n gera um v́ınculo, de forma que se as (D−1) primeiras coordenadas já
forem escolhidas, então a última coordenada satisfaz a igualdade ∣xD − y′D∣ =
n−∑D−1

i=1 ∣xi−y′i∣ e portanto yD = xD−n+∑D−1
i=1 ∣xi−y′i∣ ou y′D = −xD+n−∑D−1

i=1 ∣xi−
y′i∣. Sendo assim, y′D pode assumir no máximo dois valores distintos. Enfim,
dado y′ ∈ ax(n), suas (D − 1) primeiras coordenadas possuem no máximo
(2n+1) valores distintos, enquanto que a última coordenada só pode assumir
2 valores distintos. Logo,

∣ax(n)∣ ≤ 2(2n + 1)D−1 ≤ 2(3n)D−1 < 3DnD−1. (1.40)

Voltando a (1.39),

∑
y∈ZD

d(x,y)≥R

∥h{x,y}∥ ≤ ∑
n∈N
n≥R

C1

[1 + n]α+D ∣ax(n)∣ < ∑
n∈N
n≥R

3DC1nD−1

[1 + n]α+D

= ∑
n∈N
n≥R

3DC1nD−1

[1 + n]α+1[1 + n]D−1
< ∑
n∈N
n≥R

3DC1nD−1

[1 + n]α+1nD−1

= ∑
n∈N
n≥R

3DC1

[1 + n]α+1
= ∑

n∈N
n≥R+1

3DC1

nα+1
.

Seja k(x) = 3DC1

xα+1 . Logo, para x ∈ [n − 1, n] temos que 3DC1

nα+1 = k(n) ≤ k(x).
Desse modo:

∑
y∈ZD

d(x,y)≥R

∥h{x,y}∥ < ∑
n∈N
n≥R+1

3DC1

nα+1
≤ ∑

n∈N
n≥R+1

∫
n

n−1
k(x)dx = ∫

∞

R
k(x)dx

= −3D(α + 1)C1

xα

RRRRRRRRRRR

∞

R

= C2

Rα
,

onde C2 = 3D(α + 1)C1. Assim sendo, f(R) = C2

Rα satisfaz a Suposição 1.3.

Vamos agora enunciar a versão das cotas de Lieb-Robinson com essas
novas suposições.

Teorema 1.2. Sejam X,Y ⊂ Λ, A,B operadores com suporte em X,Y res-
pectivamente, sendo r = d(X,Y ) > 0, e R ≥ 1. Então,

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ 2∥A∥∥B∥∣X ∣eµt−r/R + 4t∥A∥∥B∥∣X ∣g(r)f(R)
+2C1∥A∥∥B∥∣X ∣2tR(r ∨R)Df(R)eµt−r/R. (1.41)
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Para t ≥ 0, onde r ∨ R = max{r,R}, µ e C1 são constantes positivas indepen-
dentes dos outros parâmetros.

Antes de demonstrar o teorema vamos aplicá-lo para obter uma veloci-
dade máxima efetiva para informação, tal como foi feito na seção anterior.
Entretanto, vamos nos restringir ao caso do Exemplo 1.2. Para esse caso, o
fator (r∨R)D no terceiro termo de (1.41) pode ser otimizado por (r∨R)D−1,
(veremos como isso pode ser feito no fim da demonstração do teorema). Lem-
brando que g(r) = C(1 + r)D e f(R) = C2

Rα , temos

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ 2∥A∥∥B∥∣X ∣eµt−r/R + 4t∥A∥∥B∥∣X ∣C(1 + r)D C2

Rα

+2C1∥A∥∥B∥∣X ∣2tR(r ∨R)D−1 C2

Rα
eµt−r/R. (1.42)

Como r > 0, para o caso de ZD isto implica r ≥ 1. Escolhemos o valor de
R por R = rβ, onde β ∶= D+1

α+1 . Como α > D, vale que 0 < β < 1, e portanto

r ≥ R. Com isso, segue que (r ∨ R)D−1 = rD−1 e que r
R = r1−β = r α−Dα+1 = rη,

onde η ∶= α−D
α+1 . Substituindo tudo isso em (1.42), temos:

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ 2∥A∥∥B∥∣X ∣eµt−rη + 4t∥A∥∥B∥∣X ∣CC2
(1 + r)D
rαβ

+2C1C2∥A∥∥B∥∣X ∣2tr
β+D−1

rαβ
eµt−r

η

. (1.43)

Como 1 ≤ r ⇒ (1 + r) ≤ 2r ⇒ (1 + r)D ≤ 2DrD. Portanto, (1 + r)Dr−αβ ≤
2DrD−αβ, mas D−αβ =D−Dα+αα+1 = D−α

α+1 = −η, sendo assim (1+r)Dr−αβ ≤ 2Dr−η.
Por outro lado, rβ+D−1−αβ = r−2η. Logo, substituindo em (1.43) e definindo
C3 = 2DCC2 e C4 = 2C1C2, temos

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ 2∥A∥∥B∥∣X ∣eµt−rη + C3∥A∥∥B∥∣X ∣tr−η

+C4∥A∥∥B∥∣X ∣2tr−2ηeµt−r
η

. (1.44)

Por (1.6), temos que uma estimativa da interferência de uma aplicação unitária
U na medição de A se dá por:

∣ ⟨A⟩t,2 − ⟨A⟩t,1 ∣ ≤ ∥[AΛ(t), U]∥. (1.45)

Sendo assim, usando (1.44) em (1.45) e substituindo B pela transformação
unitária U , temos

∣ ⟨A⟩t,2 − ⟨A⟩t,1 ∣ ≤ 2∥A∥∣X ∣eµt−rη + C3∥A∥∣X ∣tr−η

+2C1∥A∥∣X ∣2tr−2ηeµt−r
η

. (1.46)
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Definimos uma cota superior da distância de propagação, em um instante t,

por rΦ(t) = (λµt)
1
η com um parâmetro λ > 1. Substituindo rΦ(t) em (1.46),

temos:

∣ ⟨A⟩t,2 − ⟨A⟩t,1 ∣ ≤ 2∥A∥∣X ∣e−(λ−1)µt + C3∥A∥∣X ∣ 1

λµ

+2C1∥A∥∣X ∣2 1

(λµ)2t
e−(λ−1)µt.

Para t grande,

∣ ⟨A⟩t,2 − ⟨A⟩t,1 ∣ ∼ C3∥A∥∥B∥∣X ∣ 1

λµ
.

Sendo assim, para λ grande, o lado direito da equação acima fica muito
pequeno. Dessa maneira, uma cota superior para distância de propagação
efetiva é dada por

rΦ(t) = (λµt)
1
η = (λµ)

1
η t(

1
η
) = (λµ)

1
η t(1+κ),

onde κ = 1
η − 1 = D+1

α−D > 0. Por isto, um limite superior para a velocidade
máxima de informação efetiva é dado por

vΦ(t) =
d

dt
rΦ(t) =

(λµ)
1
η

η
tκ.

No caso da seção anterior, vΦ = (µR)/α, sendo que o fator de α controlava o
erro associado. No caso atual, o fator de λ que cumpre o papel de controlar
o erro.

Observe que a velocidade máxima encontrada não é mais constante, cres-
cendo algebricamente com tempo.

1.2.2 Demostração do Teorema 1.2

A estratégia para demonstrar o teorema é a decomposição do Hamiltoni-
ano em uma parte de curto alcance e uma de longo alcance, a saber:

HΛ =H(<R)

Λ +H(≥R)

Λ (1.47)

com
H

(<R)

Λ = ∑
Z⊂Λ

h
(<R)

Z ,

e
H

(≥R)

Λ = ∑
Z⊂Λ

h
(≥R)

Z ,
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onde as interações locais, h
(<R)

Z e h
(≥R)

Z , são dados por

h
(<R)

Z =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

hZ , se diam(Z) < R,
0, caso contrário.

e h
(≥R)

Z = hZ − h(<R)

Z . O Hamiltoniano H
(<R)

Λ é a parte de curto alcance com
interações de alcance máximo R, portanto essa parte do hamiltoniano já foi
tratado na seção anterior. Já H

(≥R)

Λ é a parte de longo alcance.
A evolução temporal de um operador A ∈ L(HΛ) pelo Hamiltoniano de

curto alcance é dado por

τ
(<R)

t,Λ (A) = eitH
(<R)
Λ Ae−itH

(<R)
Λ .

Introduzimos agora o seguinte operador

URΛ (t) = eitH
(<R)
Λ e−itHΛ .

Observe que (URΛ (t))† = (eitH(<R)Λ e−itHΛ)† = eitHΛe−itH
(<R)
Λ . Com isso,

(URΛ (t))†URΛ (t) = eitHΛe−itH
(<R)
Λ eitH

(<R)
Λ e−itHΛ = I.

Ou seja, URΛ (t) é um operador unitário. Dados A, B ∈ HΛ, temos

AΛ(t) = eitHΛAe−itHΛ = eitHΛ(e−itH
(<R)
Λ eitH

(<R)
Λ )A(e−itH

(<R)
Λ eitH

(<R)
Λ )e−itHΛ

= (eitHΛe−itH
(<R)
Λ )(eitH

(<R)
Λ Ae−itH

(<R)
Λ )(eitH

(<R)
Λ e−itHΛ)

= URΛ (t)†τ
(<R)

t,Λ (A)URΛ (t).

Desta forma,

[AΛ(t),B] = [URΛ (t)†τ
(<R)

t,Λ (A)URΛ (t),B]
= URΛ (t)†τ

(<R)

t,Λ (A)URΛ (t)B −BURΛ (t)†τ
(<R)

t,Λ (A)URΛ (t)

= URΛ (t)† (τ (<R)

t,Λ (A)URΛ (t)BURΛ (t)† − URΛ (t)BURΛ (t)†τ
(<R)

t,Λ (A))URΛ (t)

= URΛ (t)†[τ (<R)

t,Λ (A),URΛ (t)BURΛ (t)†]URΛ (t).

Sendo assim,

∥[AΛ(t),B]∥ = ∥URΛ (t)†[τ (<R)

t,Λ (A),URΛ (t)BURΛ (t)†]URΛ (t)∥.

Usando (1.34), temos que

∥[AΛ(t),B]∥ = ∥[τ (<R)

t,Λ (A),URΛ (t)BURΛ (t)†]∥. (1.48)

Definimos o alargamento de um conjunto X como.
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Definição 1.3. Dado X ⊂ Λ e r ≥ 0, definimos o r-alargamento do conjunto
X como

Xr = {x ∈ Λ∣d(X,{x}) < r}.

Lema 1.1. Seja X ⊂ Λ, A ∈ L(HΛ) com suporte em X e r > 0. Então,

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ ∥[τ (<R)

t,Λ (A),B]∥ + 2∥B∥ ∑
Z∩Xr≠∅

∫
t

0
∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)

Z ]∥ds

+2∥B∥ ∑
Z∩Xr=∅

∫
t

0
∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)

Z ]∥ds

(1.49)

para qualquer B ∈ L(HΛ) e para qualquer t ≥ 0.

Demonstração. Introduzimos a seguinte função f ∶ R+ × R+ → L(HΛ), onde

f(t, s) = [τ (<R)

t,Λ (A),URΛ (s)BURΛ (s)†]. Sendo assim, por (1.48), temos

∥[AΛ(t),B]∥ = ∥f(t, t)∥.

Diferenciando f com respeito a s, obtemos

df(t, s)
ds

= d

ds
(τ (<R)

t,Λ (A)URΛ (s)BURΛ (s)†) − d

ds
(URΛ (s)BURΛ (s)†τ

(<R)

t,Λ (A))

= τ (<R)

t,Λ (A) d
ds

(URΛ (s)BURΛ (s)†) − d

ds
(URΛ (s)BURΛ (s)†)τ (<R)

t,Λ (A)

= [τ (<R)

t,Λ (A), d
ds

[URΛ (s)BURΛ (s)†]] . (1.50)

Porém, vale que

d

ds
(URΛ (s)BURΛ (s)†) = d

ds
(URΛ (s))BURΛ (s)† + URΛ (s)B d

ds
(URΛ (s)†) . (1.51)

Fazendo as derivadas separadamente,

d

ds
(URΛ (s)) = d

ds
(eisH

(<R)
Λ e−isHΛ)

= d

ds
(eisH

(<R)
Λ ) e−isHΛ + eisH

(<R)
Λ

d

ds
(e−isHΛ) ,

como,
d

ds
(eisH

(<R)
Λ ) = ieisH

(<R)
Λ H(<R) = iH(<R)eisH

(<R)
Λ

e
d

ds
(e−isHΛ) = −ie−isHΛHΛ = −iHΛe

−isHΛ ,
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vale então,

d

ds
(URΛ (s)) = ieisH

(<R)
Λ H

(<R)

Λ e−isHΛ − ieisH
(<R)
Λ HΛe

−isHΛ .

Mas, por (1.47), HΛ =H(<R)

Λ +H(≥R)

Λ . Com isso,

d

ds
(URΛ (s)) = ieisH

(<R)
Λ H

(<R)

Λ e−isHΛ − ieisH
(<R)
Λ (H(<R)

Λ +H(≥R)

Λ )e−isHΛ

= −ieisH
(<R)
Λ H

(≥R)

Λ e−isHΛ

= −ieisH
(<R)
Λ H

(≥R)

Λ (e−isH
(<R)
Λ eisH

(<R)
Λ ) e−isHΛ

= −i (eisH
(<R)
Λ H

(≥R)

Λ e−isH
(<R)
Λ ) (eisH

(<R)
Λ e−isHΛ)

= −iτ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )URΛ (s). (1.52)

Com cálculos análogos, temos que

d

ds
(URΛ (s)†) = iURΛ (s)†τ

(<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ ) (1.53)

Substituindo (1.52) e (1.53) em (1.51), temos

d

ds
(URΛ (s)BURΛ (s)†) = −iτ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )URΛ (s)BURΛ (s)†

+ iURΛ (s)BURΛ (s)†τ
(<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )
= −i[τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ ),URΛ (s)BURΛ (s)†]

Portanto, voltando a (1.50), temos

df(t, s)
ds

= [τ (<R)

t,Λ (A), d
ds

[URΛ (s)BURΛ (s)†]]

= −i [τ (<R)

t,Λ (A), [τ (<R)

s,Λ (H≥R
Λ ),URΛ (s)BURΛ (s)†]] .

Usando a identidade de Jacobi

df(t, s)
ds

= i [τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ ), [URΛ (s)BURΛ (s)†, τ
(<R)

t,Λ (A)]]

+ i [URΛ (s)BURΛ (s)†, [τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]]

= −i [τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ ), [τ (<R)

t,Λ (A),URΛ (s)BURΛ (s)†]]

+ i [URΛ (s)BURΛ (s)†, [τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]] .
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Mas, f(t, s) = [τ (<R)

t,Λ (A),URΛ (s)BURΛ (s)†], com isso

df(t, s)
ds

= −i [τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ ), f(t, s)]

+ i [URΛ (s)BURΛ (s)†, [τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]] .

Portanto, pelo Corolário A.1, temos que

∥f(t, t)∥ ≤ ∥f(t,0)∥ + ∫
t

0
∥[URΛ (s)BURΛ (s)†, [τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]]∥ds.

Substituindo o valor de f ,

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ ∥[τ (<R)

t,Λ (A),B]∥

+ ∫
t

0
∥[URΛ (s)BURΛ (s)†, [τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]]∥ds. (1.54)

Por (1.23),

∥[URΛ (s)BURΛ (s)†, [τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]]∥

≤ 2∥URΛ (s)BURΛ (s)†∥∥[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]∥,

enquanto que, por (1.34)

∥URΛ (s)BURΛ (s)†∥ = ∥B∥.

Com isso,

∥[URΛ (s)BURΛ (s)†, [τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]]∥

≤ 2∥B∥∥[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]∥.

Logo, voltando a (1.54)

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ ∥[τ (<R)

t,Λ (A),B]∥ + 2∥B∥∫
t

0
∥[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]∥ds.

Lembramos que, por definição, H(≥R) = ∑Z∈Λ h
(≥R)

Z . Usando a linearidade da
evolução temporal e do comutador, temos

∥[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]∥ = ∥[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (∑
Z∈Λ

h
(≥R)

Z )]∥

= ∥ ∑
Z∈Λ

[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (h(≥R)

Z )]∥.
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Usando a desigualdade triangular,

∥[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]∥ ≤ ∑
Z∈Λ

∥[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (h(≥R)

Z )]∥.

Desta maneira,

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ ∥[τ (<R)

t,Λ (A),B]∥ + 2∥B∥∫
t

0
∥[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (H(≥R)

Λ )]∥ds

≤ ∥[τ (<R)

t,Λ (A),B]∥ + 2∥B∥ ∑
Z∈Λ

∫
t

0
∥[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (h(≥R)

Z )]∥ds.

(1.55)

Observe agora que,

[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (h(≥R)

Z )] = [eitH
(<R)
Λ Ae−itH

(<R)
Λ , eisH

(<R)
Λ h(≥R)e−isH

(<R)
Λ ]

= (eitH
(<R)
Λ Ae−itH

(<R)
Λ ) (eisH

(<R)
Λ h(≥R)e−isH

(<R)
Λ )

− (eisH
(<R)
Λ h(≥R)e−isH

(<R)
Λ ) (eitH

(<R)
Λ Ae−itH

(<R)
Λ ) .

Uma das propriedades básicas da exponencial de um operador é o fato que,
se O1,O2 são dois operadores que comutam, então

eO1eO2 = eO1+O2 = eO2eO2 . (1.56)

Portanto e−itH
(<R)
Λ eisH

(<R)
Λ = e−i(t−s)H(<R)Λ e e−isH

(<R)
Λ eitH

(<R)
Λ = ei(t−s)H(<R)Λ . Com

isso,

[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (h(≥R)

Z )] = (eitH
(<R)
Λ Ae−i(t−s)H

(<R)
Λ h(≥R)e−isH

(<R)
Λ )

− (eisH
(<R)
Λ h(≥R)ei(t−s)H

(<R)
Λ Ae−itH

(<R)
Λ )

= eisH
(<R)
Λ (ei(t−s)H

(<R)
Λ Ae−i(t−s)H

(<R)
Λ h(≥R)) e−isH

(<R)
Λ

− eisH
(<R)
Λ (h(≥R)ei(t−s)H

(<R)
Λ Ae−i(t−s)H

(<R)
Λ ) e−isH

(<R)
Λ

= eisH
(<R)
Λ [ei(t−s)H

(<R)
Λ Ae−i(t−s)H

(<R)
Λ , h(≥R)] e−isH

(<R)
Λ .

Lembrando que τ
(<R)

t−s,Λ(A) = ei(t−s)H(<R)Λ Ae−i(t−s)H
(<R)
Λ , então

∥[τ (<R)

t,Λ (A), τ (<R)

s,Λ (h(≥R)

Z )]∥ = ∥eisH
(<R)
Λ [τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)]e−isH
(<R)
Λ ∥

= ∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)]∥,
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onde a última igualdade segue de (1.34). Substituindo em (1.55)

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ ∥[τ (<R)

t,Λ (A),B]∥ + 2∥B∥ ∑
Z∈Λ

∫
t

0
∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)]∥ds.

Dividindo a soma entre conjuntos que tem interseção com Xr e os que não
tem, temos

∥[AΛ(t),B]∥ ≤ ∥[τ (<R)

t,Λ (A),B]∥ + 2∥B∥ ∑
Z∩Xr≠∅

∫
t

0
∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)

Z ]∥ds

+2∥B∥ ∑
Z∩Xr=∅

∫
t

0
∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)

Z ]∥ds.

Usaremos esse lema para demonstrar o Teorema 1.2. Observe primeiro
que pelo Teorema 1.1, temos

∥[τ (<R)

t,Λ (A),B]∥ ≤ 2∥A∥∥B∥eµt−r/R. (1.57)

Para cotar para o segundo termo de (1.49), note inicialmente que por (1.23)
e por (1.34)

∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)

Z ]∥ ≤ 2∥τ (<R)

t−s,Λ(A)∥∥h(≥R)

Z ∥
= 2∥A∥∥h(≥R)

Z ∥.

Consequentemente,

∑
Z∩Xr≠∅

∫
t

0
∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)

Z ]∥ds ≤ ∑
Z∩Xr≠∅

∫
t

0
2∥A∥∥h(≥R)

Z ∥ds

= 2∥A∥ ∑
Z∩Xr≠∅

∥h(≥R)

Z ∥∫
t

0
ds

= 2t∥A∥ ∑
Z∩Xr≠∅

∥h(≥R)

Z ∥. (1.58)

Entretanto, {Z ⊂ Λ ∶ Z⋂Xr ≠ ∅} ⊂ ⋃x∈Xr{ Z ⊂ Λ ∶ x ∈ Z}, com isso

∑
Z∩Xr≠∅

∥h(≥R)

Z ∥ ≤ ∑
x∈Xr

∑
Z∋x

∥h(≥R)

Z ∥.

Mas, como

h
(≥R)

Z =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

hZ se diam(Z) ≥ R,
0 caso contrário.
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então

∑
Z∋x

∥h(≥R)

Z ∥ = ∑
Z∋x

diam(Z)≥R

∥hZ∥ ≤ f(R). (1.59)

Onde a última desigualdade segue da Suposição 1.3. Substituindo então
em (1.58), temos

∑
Z∩Xr≠∅

∫
t

0
∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)

Z ]∥ds ≤ 2t∥A∥ ∑
x∈Xr

∑
Z∋x

∥h(≥R)

Z ∥

≤ 2t∥A∥f(R) ∑
x∈Xr

1

= 2t∥A∥f(R)∣Xr∣.
Lembrando que Xr = {x ∈ Λ ∶ d(X,{x}) ≤ r}, temos Xr ⊂ ⋃x∈X{y ∈ Λ ∶
d(x, y) ≤ r} = ⋃x∈X Br(x), logo ∣Xr∣ ≤ ∣⋃x∈X Br(x)∣ ≤ ∑x∈X ∣Br(x)∣. Por
suposição, ∣Br(x)∣ ≤ g(r), com isso ∑x∈X ∣Br(x)∣ ≤ ∑x∈X g(r) = ∣X ∣g(r). Deste
modo:

∑
Z∩Xr≠∅

∫
t

0
∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)

Z ]∥ds ≤ 2t∥A∥∣X ∣f(R)g(r).

Enfim,

2∥B∥ ∑
Z∈Λ

Z∩Xr≠∅

∫
t

0
∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)

Z ]∥ds ≤ 4t∥A∥∥B∥∣X ∣f(R)g(r). (1.60)

Ou seja, o segundo termo de (1.49) pode ser cotado pelo segundo termo de
(1.41).

O terceiro termo do lado direito de (1.49) pode ser estimado da maneira
que se segue.

Lema 1.2. Seja A um operador com suporte em X, onde X ⊂ Λ. Então

∑
Z⋂Xr=∅

∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)

Z ]∥ ≤ C1∥A∥∣X ∣2(r ∨R)DRf(R)eµt−r/R (1.61)

para t ≥ 0, r > 0 e R > 1, onde C1 é uma constante positiva.

Demonstração. Pelo Teorema 1.1, temos que

∑
Z⋂Xr=∅

∥[τ (<R)

t,Λ (A), h(≥R)

Z ]∥ ≤ 2∥A∥∣X ∣ ∑
Z⋂Xr=∅

∥h(≥R)

Z ∥eµt−d(X,Z)/R.

Como Xr = {x ∈ Λ∣d(x,X) ≤ r}, então se Z⋂Xr = ∅ implica que d(X,Z) > r.
Consequentemente,

{Z ⊂ Λ ∶ Z⋂Xr = ∅} = {Z ⊂ Λ ∶ d(X,Z) > r}

=
∞

⋃
k=0

{Z ⊂ Λ ∶ r + k < d(X,Z) ≤ r + k + 1}.
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Portanto,

∑
Z⋂Xr=∅

∥[τ (<R)

t,Λ (A), h(≥R)

Z ]∥ ≤ 2∥A∥∣X ∣ ∑
Z⋂Xr=∅

∥h(≥R)

Z ∥eµt−d(X,Z)/R

= 2∥A∥∣X ∣
∞

∑
k=0

∑
Z ∶

r+k<d(X,Z)≤r+k+1

∥h(≥R)

Z ∥eµt−d(X,Z)/R

≤ 2∥A∥∣X ∣
∞

∑
k=0

∑
Z ∶

r+k<d(X,Z)≤r+k+1

∥h(≥R)

Z ∥eµt−(r+k)/R

= 2∥A∥∣X ∣
∞

∑
k=0

eµt−(r+k)/R ∑
Z ∶

r+k<d(X,Z)≤r+k+1

∥h(≥R)

Z ∥

≤ 2∥A∥∣X ∣
∞

∑
k=0

eµt−(r+k)/R ∑
w∈Λ∶

r+k<d(X,w)≤r+k+1

∑
Z∋w

∥h(≥R)

Z ∥.

De (1.59), vale que ∑Z∋w ∥h(≥R)

Z ∥ ≤ f(R). Portanto

∑
Z⋂Xr=∅

∥[τ (<R)

t,Λ (A), h(≥R)

Z ]∥

≤ 2∥A∥∣X ∣f(R)
∞

∑
k=0

eµt−(r+k)/R ∑
w∈Λ∶

r+k<d(X,w)≤r+k+1

1

≤ 2∥A∥∣X ∣f(R)
∞

∑
k=0

eµt−(r+k)/R ∑
x∈X

∑
w∈Λ∶

r+k<d(x,w)≤r+k+1

1 (1.62)

≤ 2∥A∥∣X ∣f(R)
∞

∑
k=0

eµt−(r+k)/R ∑
x∈X

∑
w∈Λ∶

0<d(x,w)≤r+k+1

1.

Mas, lembramos que pela suposição sobre o conjunto de śıtios, ∣{w ∈ Ω∣d(x,w) ≤
r + k + 1}∣ ≤ g(r + k + 1) para todo x ∈ Ω. Com isso,

∑
x∈X

∑
w∶

0<d(x,w)≤r+k+1

1 ≤ ∑
x∈X

g(r + k + 1) = ∣X ∣g(r + k + 1).

Sendo assim,

∑
Z⋂Xr=∅

∥[τ (<R)

t,Λ (A), h(≥R)

Z ]∥ ≤ 2∥A∥∣X ∣2f(R)
∞

∑
k=0

g(r + k + 1)eµt−(r+k)/R.

(1.63)
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Lembrando que, por definição, g(y) = C(1 + y)D e consequentemente é uma
função crescente. Desta forma, para x ∈ [k, k + 1], vale que g(r + k + 1) ≤
g(r + x + 1) enquanto que e−(r+k)/R ≤ e−(r+x−1)/R, e obtemos:

g(r + k + 1)e−(r+k)/R ≤ g(r + x + 1)e−(r+x−1)/R = e1/Rg(r + x + 1)e−x/R

≤ eg(r + x + 1)e−(r+x)/R

para todo x ∈ [k, k + 1], onde a última desigualdade segue do fato que R ≥ 1,
por conseguinte e1/R ≤ e. Sendo assim,

∞

∑
k=0

g(r + k + 1)e−(r+k)/R =
∞

∑
k=0
∫

k+1

k
g(r + k + 1)e−(r+k)/Rdx

≤ e
∞

∑
k=0
∫

k+1

k
g(r + x + 1)e−(r+x)/Rdx

= e∫
∞

0
g(r + x + 1)e−(r+x)/Rdx

= e∫
∞

0
C(2 + r + x)De−(r+x)/Rdx.

Fazendo a mudança de váriavel y = 2 + r + x, temos

∞

∑
k=0

g(r + k + 1)e−(r+k)/R ≤ e∫
∞

2+r
CyDe−(y−2)/Rdy

= e3C ∫
∞

2+r
yDe−y/Rdy

= e3CRD ∫
∞

2+r
(y/R)De−y/Rdy.

Fazendo a mudança de variável w = y/R, temos que

∞

∑
k=0

g(r + k + 1)e−(r+k)/R ≤ e3CRD+1∫
∞

(2+r)/R
wDe−wdw

≤ e3RD+1∫
∞

r/R
wDe−wdw.

Mas observe que, usando o método de integração por partes ⌊D⌋-vezes temos

∫
∞

r/R
wDe−wdw =

⌊D⌋−1

∑
i=0

(
i

∏
j=0

(D − j))( r
R

)
D−i

e−
r
R

+
⎛
⎝

⌊D⌋

∏
j=0

(D − j)
⎞
⎠∫

∞

r/R
wD−⌊D⌋e−wdw.
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Mostra-se que ∫
∞

r/Rw
D−⌊D⌋e−wdw ≤ 2 ( r

R + 1) e− rR . Com isso,

∫
∞

r/R
wDe−wdw ≤

⌊D⌋−1

∑
i=0

(
i

∏
j=0

(D − j))( r
R

)
D−i

e−
r
R + 2

⎛
⎝

⌊D⌋

∏
j=0

(D − j)
⎞
⎠
( r
R
+ 1) e− rR

≤ 2
⎛
⎝

⌊D⌋

∏
j=0

(D − j)
⎞
⎠
⎛
⎝

⌊D⌋−1

∑
i=0

( r
R

)
D−i

+ ( r
R
+ 1)

⎞
⎠
e−

r
R

≤ 2
⎛
⎝

⌊D⌋

∏
j=0

(D − j)
⎞
⎠
⎛
⎝

⌊D⌋−1

∑
i=0

( r
R
+ 1)

D−i

+ ( r
R
+ 1)

⎞
⎠
e−

r
R .

Mas, observe que ( r
R + 1)x é crescente no expoente x, portanto

⌊D⌋−1

∑
i=0

( r
R
+ 1)

D−i

+ ( r
R
+ 1) ≤ (⌊D⌋ + 1) ( r

R
+ 1)

D

.

Sendo assim,

∫
∞

r/R
wDe−wdw ≤ 2(⌊D⌋ + 1)

⎛
⎝

⌊D⌋

∏
j=0

(D − j)
⎞
⎠
( r
R
+ 1)

D

e−
r
R .

Com isso,

∞

∑
k=0

g(r + k + 1)e−(r+k)/R ≤ 2e3C(⌊D⌋ + 1)
⎛
⎝

⌊D⌋

∏
j=0

(D − j)
⎞
⎠
RD+1 ( r

R
+ 1)

D

e−
r
R

= 2e3C(⌊D⌋ + 1)
⎛
⎝

⌊D⌋

∏
j=0

(D − j)
⎞
⎠
R(r +R)De− rR .

Seja (r ∨ R) = max{r,R}, com isso (r + R)D ≤ (2(r ∨ R))D = 2D(r ∨ R)D.
Portanto,

∞

∑
k=0

g(r + k + 1)e−(r+k)/R ≤ 2D+1e3C(⌊D⌋ + 1)
⎛
⎝

⌊D⌋

∏
j=0

(D − j)
⎞
⎠
R(r +R)De− rR .

Logo, voltando a (1.63),

∑
Z⋂Xr=∅

∥[τ (<R)

t,Λ (A), h(≥R)

Z ]∥ ≤ 2∥A∥∣X ∣2f(R)eµt
∞

∑
k=0

g(k + 1)e−(r+k)/R

≤ 2D+2∥A∥∣X ∣2f(R)e3C(⌊D⌋ + 1)
⎛
⎝

⌊D⌋

∏
j=0

(D − j)
⎞
⎠
R(r +R)Deµt− rR

= C1∥A∥∣X ∣2f(R)R(r +R)Deµt− rR .
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onde C1 = 2D+2e3C(⌊D⌋ + 1) (∏⌊D⌋

j=0(D − j)).

Para o caso de Λ = ZD, a demostração é a mesma até a equação (1.62):

∑
Z⋂Xr=∅

∥[τ (<R)

t,Λ (A), h(≥R)

Z ]∥ ≤ 2∥A∥∣X ∣f(R)
∞

∑
k=0

eµt−(r+k)/R ∑
x∈X

∑
w∈Ω∶

r+k<d(x,w)≤r+k+1

1.

De (1.40), temos que ∣{w ∈ Ω ∶ r + k < d(x,w) ≤ r + k + 1}∣ ≤ 3D(r + k + 1)D−1.
Portanto,

∑
Z⋂Xr=∅

∥[τ (<R)

t,Λ (A), h(≥R)

Z ]∥ ≤ 2∥A∥∣X ∣f(R)
∞

∑
k=0

eµt−(r+k)/R ∑
x∈X

3D(r + k + 1)D−1

≤ 2(3D)∥A∥∣X ∣2f(R)eµt
∞

∑
k=0

(r + k + 1)D−1e−(r+k)/R.

Repetindo os mesmo passos, teremos como resultado a mesma cota anterior,
tendo como únicas diferença (r ∨R)D−1 no lugar de (r ∨R)D e a constante
associada.

Voltando a demonstração do Teorema 1.2, enfim temos

2∥B∥∫
t

0
∑

Z∩Xr=∅

∥[τ (<R)

t−s,Λ(A), h(≥R)

Z ]∥ds

≤ 2C1∥A∥∥B∥∣X ∣2R(r ∨R)Df(R)∫
t

0
eµ(t−s)−r/Rds

≤ 2C1∥A∥∥B∥∣X ∣2R(r ∨R)Df(R)∫
t

0
eµt−r/Rds

≤ 2C1∥A∥∥B∥∣X ∣2tR(r ∨R)Df(R)eµt−r/Rds. (1.64)

Juntando então (1.57), (1.60), (1.64) e o Lema 1.1, conclúımos a demons-
tração do Teorema 1.2.



Caṕıtulo 2

Aplicações

Vamos obter nesse caṕıtulo aplicações para as cotas de Lieb-Robinson
assumindo o caso de interações de curto alcance. Portanto, trataremos das
redes em que vale a Suposição 1.1 e a Suposição 1.2 da Seção 1.1, tendo
então como validade o Teorema 1.1.

2.1 Suporte Aproximado

Uma aplicação da cota se dá na estimativa do suporte efetivo da evolução
de operadores. Vimos na Seção 1.1.1 que existe uma velocidade efetiva
máxima para a propagação de informação, vΦ. É esperado então que o su-
porte da evolução temporal de um operador cresça efetivamente com uma
velocidade menor que vΦ. O crescimento desse suporte se dá no sentido do
alargamento de um conjunto, Definição 1.3. Sendo assim, dado um ope-
rador A ∈ L(HΛ) com suporte em um conjunto X ⊂ Λ, vamos mostrar que
existe um operador com suporte em Xvφt que aproxima o operador AΛ(t).

Para definir tal operador usaremos a noção de traço parcial, tal como
visto abaixo.

Definição 2.1. Seja Z ⊂ Λ e O ∈ L(HΛ), tal que O = A⊗B, com A ∈ L(HZ)
e B ∈ L(HΛ/Z). O traço parcial de O sobre ZC é

TrZC(O) = Tr(B)A.

Por linearidade, o traço parcial é definido para todo O ∈ L(HΛ).

Definição 2.2. Para O ∈ L(HΛ) e Z ⊂ Λ, ΥZ(O) é definido por

ΥZ(O) = 1

Tr(IZC)
TrZC(O) ⊗ IZC .

44
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Pela definição, o suporte de ΥZ(O) é subconjunto de Z e observe que se
O = O′ ⊗ IZC , então ΥZ(O) = O.

Vamos mostrar que ΥXvΦt
(AΛ(t)) aproxima AΛ(t). Para isso precisare-

mos do conceito de medida de Haar.

Definição 2.3. Sejam

U(HΛ) = {U ∈ L(HΛ)∣UU † = I}
o grupo das transformações unitárias em HΛ e A a σ-álgebra de Borel nesse
espaço topológico. A medida de Haar é definido como a medida µ ∶ A → [0,1]
satisfazendo

1. µ(U(HΛ)) = 1,

2. µ(UA) = µ(AU) = µ(A) para todo A ∈ A e U ∈ U(HΛ), onde UA =
{UO∣O ∈ A} e AU = {OU ∣O ∈ A}.

Para uma construção completa da medida de Haar veja [13]. Temos então
as seguintes proposições.

Proposição 2.1. Se A ∈ L(HΛ), então

∫
U(HΛ)

UAU †dµ(U) = Tr(A)
Tr(IHΛ

)IHΛ
.

Demonstração. Observe inicialmente que para U0 ∈ U(HΛ)

U0 (∫
U(HΛ)

UAU †dµ(U))U †
0 = ∫

U(HΛ)
U0(UAU †)U †

0dµ(U)

= ∫
U(HΛ)

(U0U)A(U †U †
0)dµ(U)

= ∫
U(HΛ)

(U0U)A(U0U)†dµ(U)

= ∫
U(HΛ)

UAU †dµ(U).

A última igualdade segue do fato que, por definição, µ é invariante sobre
transformações unitárias e que U0U(HΛ) = U(HΛ). Como o resultado vale
para todo U0 ∈ U(HΛ), temos que ∫U(HΛ)

UAU †dµ(U) = cIHΛ
para algum

c ∈ R. Observe agora que

Tr(∫
U(HΛ)

UAU †dµ(U)) = ∫
U(HΛ)

Tr(UAU †)dµ(U)

= ∫
U(HΛ)

Tr(U †UA)dµ(U)

= Tr(A)∫
U(HΛ)

dµ(U) = Tr(A).
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Portanto, Tr(cIHΛ
) = Tr(A), logo

c = Tr(A)
Tr(IHΛ

) ,

e com isso o resultado segue.

Proposição 2.2. Se A ∈ L(HΛ) e Z ⊂ Λ, então

∫
U(HCZ )

(IZ ⊗U)A(IZ ⊗U †)dµ(U) = ΥZ(A) (2.1)

Demonstração. Consideramos primeiro o caso em que A = O ⊗ P , onde O ∈
L(HZ) e P ∈ L(HZC). Sendo assim,

∫
U(H

ZC
)
(IZ ⊗U)(O ⊗ P )(IZ ⊗U †)dµ(U) = O ⊗∫

U(H
ZC

)
UPU †dµ(U)

= O ⊗ Tr(P )
Tr(IZC)

IZC

= 1

Tr(IZC)
TrZC(O ⊗ P ) ⊗ IZC

= ΥZ(A).

Para o caso geral, basta observar que o lado esquerdo e direito de (2.1) são
lineares em A, e que podemos tomar uma base para L(HZ ⊗HZC) da forma
{Oi ⊗ Pj}i,j.

Observe que, até agora, obtivemos resultados gerais de teoria da medida e
álgebra linear, já na proposição abaixo vamos usar as cotas de Lieb-Robinson.

Proposição 2.3. Dado A ∈ L(HΛ), t não nulo e r > 0, temos que

∥AΛ(t) −Υ
Xr

(AΛ(t)) ∥ ≤ 2∥A∥∣X ∣e 1
R
(µR∣t∣−r). (2.2)
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Demonstração. Segue da proposição anterior que

∥AΛ(t) −Υ
Xr

(AΛ(t))∥ = ∥AΛ(t) − ∫
U(HCXr

)
(IXr ⊗U)AΛ(t)(IXr ⊗U †)dµ(U)∥

= ∥∫
U(H

XCr
)

[AΛ(t) − (IXr ⊗U)AΛ(t)(IXr ⊗U †)]dµ(U)∥

≤ ∫
U(H

XCr
)

∥AΛ(t) − (IXr ⊗U)AΛ(t)(IXr ⊗U †)∥dµ(U)

= ∫
U(H

XCr
)
∥[AΛ(t)(IXr ⊗U) − (IXr ⊗U)AΛ(t)] (IXr ⊗U †)∥dµ(U)

= ∫
U(H

XCr
)
∥[AΛ(t), (IXr ⊗U)] (IXr ⊗U †)∥dµ(U)

= ∫
U(H

XCr
)
∥[AΛ(t), (IXr ⊗U)] ∥dµ(U).

Observe que (IXr ⊗U) tem suporte em XC
r , como d(X,XC

r ) ≥ r. Usando as
cotas de Lieb-Robinson, temos

∥AΛ(t) −Υ
Xr

(AΛ(t))∥ ≤ ∫
U(H

XCr
)
∥[AΛ(t), (IXr ⊗U)]∥dµ(U)

≤ 2∥A∥∣X ∣e 1
R
(µR∣t∣−r). (2.3)

Escolhendo r = vΦ∣t∣ = (µR∣t∣)/α, temos que

∥AΛ(t) −ΥXvΦ ∣t∣
(AΛ(t)) ∥ ≤ 2∥A∥∣X ∣e− rR (1−α).

Por consequência, o módulo da diferença entre os dois operadores é exponen-
cialmente pequena, sendo tão pequena quanto se queira desde que o valor α
tenda a zero. Porém, diminuindo α, aumenta-se o tamanho do suporte de
ΥXvΦ ∣t∣

(AΛ(t)).

2.2 Propagação de Correlações

A capacidade de aproximar a evolução por um operador com suporte
fixado possibilita-nos estabelecer uma cota, sob a condição do estado inicial
ser do tipo produto, para a evolução de correlações entre sistemas distantes.

Sejam A,B ∈ L(HΛ) com suporte em X,Y ⊂ Λ respectivamente, onde
r = d(X,Y ) > 0 e seja ψ = ⊗x∈Λψx o estado inicial do sistema, com ∣ψx∣ = 1
para todo x ∈ Λ.
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Observação 2.1. Note que, pelo fato de X e Y serem disjuntos, vale então

A = AX ⊗ IY ⊗ IΛ′

e
B = IX ⊗BY ⊗ IΛ′ ,

onde Λ′ = Λ/(X ⋃Y ). Denotando ψX = ⊗x∈Xψx, ψY = ⊗x∈Y ψx e ψΛ′ =
⊗x∈Λ′ψx, temos ψ = ψX ⊗ ψY ⊗ ψΛ′. Dessa forma,

⟨ψ,ABψ⟩ = ⟨(ψX ⊗ ψY ⊗ ψΛ′), ((AXψX) ⊗ (BY ψY ) ⊗ ψΛ′)⟩
= ⟨ψX ,AXψX⟩ ⟨ψY ,BY ψY ⟩ ⟨ψΛ′ , ψΛ′⟩
= ⟨ψX ,AXψX⟩ ⟨ψY ,BY ψY ⟩ .

Por outro lado,

⟨ψ,Aψ⟩ = ⟨(ψX ⊗ ψY ⊗ ψΛ′), ((AXψX) ⊗ ψY ⊗ ψΛ′)⟩
= ⟨ψX ,AXψX⟩

e de maneira análoga,

⟨ψ,Bψ⟩ = ⟨ψY ,BY ψY ⟩ .

Com isso,

⟨ψ,Aψ⟩ ⟨ψ,Bψ⟩ = ⟨ψX ,AXψX⟩ ⟨ψY ,BY ψY ⟩ = ⟨ψ,ABψ⟩ .

Lembrando que ⟨ψ,Oψ⟩ é o valor esperado do operador O, temos que

⟨ψ,ABψ⟩ − ⟨ψ,Aψ⟩ ⟨ψBψ⟩

é a covariância (ou correlação) entre os observáveis representados por A e
B.

Portanto, conclúımos que não existe correlação inicial entre sistemas dis-
tantes. A priori, correlações podem ser criadas ao decorrer do tempo. Entre-
tanto, o Teorema 2.1 nos garante que essas correlações serão exponencial-
mente pequenas para intervalos de tempo curtos comparado com a distância
entre os sistemas.

Para chegar em tal resultado faremos uma aproximação de AΛ(t) e BΛ(t)
por operadores de suporte limitado. Observe que o r

2 -alargamento de X é
disjunto ao r

2 -alargamento de Y .
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Figura 2.1: r/2 alargamento

Com isso, ΥX r
2
(AΛ(t)) e ΥX r

2
(BΛ(t)) possuem suporte disjuntos e por-

tanto comutam. Definimos os operadores EA(t) e EB(t) pelas igualdades:

AΛ(t) = ΥX r
2
(AΛ(t)) +EA(t), (2.4)

BΛ(t) = ΥY r
2
(BΛ(t)) +EB(t). (2.5)

Por (2.3), temos que

∥EA(t)∥ ≤ 2∥A∥∣X ∣e 1
R
(µR∣t∣−r/2), (2.6)

∥EB(t)∥ ≤ 2∥B∥∣Y ∣e 1
R
(µR∣t∣−r/2). (2.7)

Teorema 2.1. Sejam A,B ∈ L(HΛ) com suporte em X,Y ⊂ Λ, onde d =
d(X,Y ) > 0, e seja ψ = ⊗x∈Λψx, com ∣ψx∣ = 1 para todo x ∈ Λ, então

∣⟨ψ,AΛ(t)BΛ(t)ψ⟩ − ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ,BΛ(t)ψ⟩∣ ≤ 12∥A∥∥B∥∣X ∣ ∣Y ∣e 1
R
(µR∣t∣−r/2).

Demonstração. Iremos denotar, por questão de praticidade, ΥX r
2
(AΛ(t)) por

ÃΛ(t) e ΥY r
2
(BΛ(t)) por B̃Λ(t). Sendo assim,

⟨ψ,AΛ(t)BΛ(t)ψ⟩ − ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩
= ⟨ψ, ÃΛ(t)B̃Λ(t)ψ⟩ + ⟨ψ, ÃΛ(t)EB(t)ψ⟩
+ ⟨ψ,EA(t)B̃Λ(t)ψ⟩ + ⟨ψ,EA(t)EB(t)ψ⟩
− ⟨ψ, ÃΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ, B̃Λ(t)ψ⟩ − ⟨ψ, ÃΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ,EB(t)ψ⟩
− ⟨ψ,EA(t)ψ⟩ ⟨ψ, B̃Λ(t)ψ⟩ − ⟨ψ,EA(t)ψ⟩ ⟨ψ,EB(t)ψ⟩ . (2.8)



CAPÍTULO 2. APLICAÇÕES 50

Como ÃΛ(t) e B̃Λ(t) possuem suportes disjuntos, segue da Observação 2.1
que

⟨ψ, ÃΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ, B̃Λ(t)ψ⟩ = ⟨ψXr/2 , (ÃΛ(t))Xr/2 ψXr/2⟩ ⟨ψYr/2 , (B̃Λ(t))Yr/2 ψYr/2⟩

= ⟨ψ, ÃΛ(t)B̃Λ(t)ψ⟩ .

Cancelando os dois termos em (2.8), temos

⟨ψ,AΛ(t)BΛ(t)ψ⟩ − ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩
= ⟨ψ, ÃΛ(t)EB(t)ψ⟩ + ⟨ψ,EA(t)B̃Λ(t)ψ⟩
+ ⟨ψ,EA(t)EB(t)ψ⟩ − ⟨ψ, ÃΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ,EB(t)ψ⟩
− ⟨ψ,EA(t)ψ⟩ ⟨ψ, B̃Λ(t)ψ⟩ − ⟨ψ,EA(t)ψ⟩ ⟨ψ,EB(t)ψ⟩ .

Usando desigualdade triangular, temos que

∣⟨ψ,AΛ(t)BΛ(t)ψ⟩ − ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩∣
≤ ∣⟨ψ, ÃΛ(t)EB(t)ψ⟩∣ + ∣⟨ψ,EA(t)B̃Λ(t)ψ⟩∣
+ ∣⟨ψ,EA(t)EB(t)ψ⟩∣ + ∣⟨ψ, ÃΛ(t)ψ⟩∣ ∣⟨ψ,EB(t)ψ⟩∣
+ ∣⟨ψ,EA(t)ψ⟩∣ ∣⟨ψ, B̃Λ(t)ψ⟩∣ + ∣⟨ψ,EA(t)ψ⟩∣ ∣⟨ψ,EB(t)ψ⟩∣ .

Usando (1.8), temos

∣⟨ψ,AΛ(t)BΛ(t)ψ⟩ − ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩∣
≤ ∥ÃΛ(t)EB(t)∥ + ∥EA(t)B̃Λ(t)∥ + ∥EA(t)EB(t)∥
+ ∥ÃΛ(t)∥∥EB(t)∥ + ∥EA(t)∥∥B̃Λ(t)∥ + ∥EA(t)∥∥EB(t)∥.

Usando (1.22), temos

∣⟨ψ,AΛ(t)BΛ(t)ψ⟩ − ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩∣
≤ ∥ÃΛ(t)∥∥EB(t)∥ + ∥EA(t)∥∥B̃Λ(t)∥ + ∥EA(t)∥∥EB(t)∥
+ ∥ÃΛ(t)∥∥EB(t)∥ + ∥EA(t)∥∥B̃Λ(t)∥ + ∥EA(t)∥∥EB(t)∥
= 2∥ÃΛ(t)∥∥EB(t)∥ + 2∥EA(t)∥∥B̃Λ(t)∥ + 2∥EA(t)∥∥EB(t)∥.

É fácil ver que ∥ÃΛ(t)∥ ≤ ∥AΛ(t)∥ = ∥A∥, analogamente ∥B̃Λ(t)∥ ≤ ∥B∥.
Usando também (2.6) e (2.7), temos

∣⟨ψ,AΛ(t)BΛ(t)ψ⟩ − ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩∣
≤ 4∥A∥∥B∥ (∣Y ∣e 1

R
(µR∣t∣−r/2) + ∣X ∣e 1

R
(µR∣t∣−r/2) + ∣X ∣ ∣Y ∣e 2

R
(µR∣t∣−r/2))

≤ 4∥A∥∥B∥∣X ∣ ∣Y ∣ (2e
1
R
(µR∣t∣−r/2) + e 2

R
(µR∣t∣−r/2)) .
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Como ∣t∣ ≤ r/(2µR), vale que e
2
R
(µR∣t∣−r/2) ≤ e 1

R
(µR∣t∣−r/2), portanto

∣⟨ψ,AΛ(t)BΛ(t)ψ⟩ − ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩ ⟨ψ,AΛ(t)ψ⟩∣ ≤ 12∥A∥∥B∥∣X ∣ ∣Y ∣e 1
R
(µR∣t∣−r/2).

2.3 Decaimento de Correlações

Um dos problemas básicos estudados em mecânica quântica de muitos
corpos consiste de encontrar as propriedades do estado fundamental de um
dado Hamiltoniano. A particularidade que estudaremos nesse caṕıtulo é a
correlação entre observáveis de śıtios distintos.

Em teoria quântica relativ́ıstica já é conhecido que a existência de um gap
de energia implica em decaimento exponencial de correlações. Em [14], Frede-
nhagen prova um teorema de decaimento de correlações aplicável a qualquer
teoria estritamente local. A localidade estrita, isto é, o fato de observáveis
separados no espaço comutarem, é a condição essencial do teorema. Já vi-
mos que modelos quânticos de muitos corpos não são estritamente locais,
porém possuem uma velocidade finita de propagação da informação a menos
de correções exponencialmente pequenas. Usando essas cotas, Hastings em
[6] obteve o decaimento exponencial de correlações para Hamiltonianos com
gap.

Nesse caṕıtulo, veremos uma versão um pouco mais geral do teorema de
decaimento de correlações, também obtida por Hastings em [7]. Antes da
demonstração do resultado veremos, com mais detalhes, sua aplicação ao
modelo de Ising com campo transversal, tal como é visto em [15].

2.3.1 Modelos e Resultados

Teremos, para essa seção, a condição adicional da existência de um gap
uniforme tal como a Definição 2.4.

Definição 2.4. Dizemos que existe um gap uniforme acima do setor fun-
damental se o espectro σ(HΛ) do Hamiltoniano HΛ satisfaz as seguintes
condições:

1. O estado fundamental do Hamiltoniano HΛ é quase-degenerado no sen-
tido que existem q autovalores E0,1,⋯,E0,q, na parte inferior do espectro
de HΛ, tal que

∆ε ∶= max
µ,ν

{∣E0,µ −E0,ν ∣} → 0 se ∣Λ∣ → ∞.
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Chamaremos de setor fundamental esse conjunto de autoenergias. É
necessário ainda que a quantidade de elementos no setor fundamental
seja limitada por um natural Q, para todo Λ.

2. A distância entre o resto do espectro, σ(HΛ)/{E0,1,⋯,E0,q}, e a maior
autoenergia do setor fundamental é maior que uma constante positiva
∆E que independe do tamanho do conjunto Λ. Dizemos que existe um
gap espectral ∆E acima do setor fundamental.

O próximo teorema fornece uma estimativa para o decaimento das cor-
relações espaciais em sistemas com gap espectral.

Teorema 2.2. Sejam X,Y ⊂ Λ, A,B ∈ L(HΛ) com suporte em X,Y respec-
tivamente e r = d(X,Y ). Assumimos que existe um gap espectral uniforme
∆E > 0 acima do setor fundamental. Seja Φ um vetor normalizado no auto-
espaço do setor fundamental e seja P0 a projeção nesse subespaço. Então, a
seguinte cota é válida:

∣⟨Φ,ABΦ⟩ − 1

2
(⟨Φ,AP0BΦ⟩ + ⟨Φ,BP0AΦ⟩)∣ ≤ ∥A∥∥B∥ (C1(r)e−λr +C2

√
r∆ε) ,

onde C1 ≤K 1√
r
, sendo K, λ e C2 constantes positivas que independem de A,

B e Λ.

Observação 2.2. Se ∣Λ∣ → ∞, então pela hipótese do gap uniforme, ∆ε→ 0.
Portanto, temos essencialmente um decaimento exponencial com a distância
r entre os operadores.

Para o caso onde o setor fundamental se reduz a apenas um autovalor,
temos que P0 = Φ0Φ∗

0, onde Φ0 é o estado fundamental e Φ∗
0 é o funcional

linear dual a Φ0, ou seja, Φ0Φ∗
0(ψ) = ⟨Φ0, ψ⟩Φ0. Com isso

⟨Φ0,AP0BΦ0⟩ = ⟨Φ0,A(Φ0Φ∗
0)BΦ0⟩ = ⟨Φ0, (Φ∗

0(BΦ0))AΦ0⟩
= ⟨Φ0,AΦ0⟩ (Φ∗

0(BΦ0)) = ⟨Φ0,AΦ0⟩ ⟨Φ0,BΦ0⟩ .

Com contas análogas vale que ⟨Φ0,BP0AΦ0⟩ = ⟨Φ0,AΦ0⟩ ⟨Φ0,BΦ0⟩. Sendo
assim, o teorema anterior se reduz a

∣⟨Φ0,ABΦ0⟩ − ⟨Φ0,AΦ0⟩ ⟨Φ0BΦ0⟩∣ ≤ ∥A∥∥B∥ (C1(r)e−λr +C2

√
r∆ε) . (2.9)

Antes de esboçar a prova desse teorema vamos discutir uma de suas
aplicações. Consideramos o modelo de Ising com campo transversal, Exem-
plo 1.1. Em [16] é feita a diagonalização anaĺıtica de seu Hamiltoniano
fornecendo uma discussão completa de seu estado fundamental no caso de
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um sistema finito. Entre os resultados obtidos concluiu-se que na fase para-
magnética, ∣g∣ > 1, o sistema possui um único estado fundamental com um
gap para o resto do espectro. Portanto, por (2.9), a correlação entre dois
operadores quaisquer decai exponencialmente com a distância entre eles.

Por outro lado, a fase ferromagnética, ∣g∣ < 1, possui dois elementos no
setor fundamental. Para g = 0, o sistema possui uma degenerescência exata
no estado fundamental, correspondendo ao estado onde todos os spins estão
apontando para a cima (o estado que é autovetor de σzi com autovalor 1
para todo i ∈ {1,⋯,N}) e ao estado onde todos os spins estão apontando
para a baixo (o estado que é autovetor de σzi com autovalor −1 para todo
i ∈ {1,⋯,N}). Para ∣g∣ > 0, porém com ∣g∣ < 1, surge uma pequena diferença

(da ordem de e−N/ξ√
N

, onde ξ ∼ 1
∣ ln(∣g∣)∣) entre as duas mais baixas autoenergias,

enquanto que cont́ınua havendo um gap para o resto do espectro.
Tal sistema possui uma simetria rotacional com respeito ao eixo x. Para

ver isso, observe que o hamiltoniano comuta com o operador U = ∏N
j=1 σ

x
j .

Com efeito, pela Observação 1.1, vale que σαkσ
β
j = σβj σ

α
k se k ≠ j para

qualquer α,β ∈ {x, , y, z}. Portanto, o produto ∏N
j=1 σ

x
j pode ser feito em

qualquer ordenação desejada. Como os operadores σxj são auto-adjuntos e
unitários, vale que U é unitária e auto-adjunta. Observe agora que

Uσzkσ
z
k+1 = (

N

∏
j=1

σxj )σzkσzk+1 =
⎛
⎜⎜
⎝

N

∏
j=1

j≠k,k+1

σxj

⎞
⎟⎟
⎠
(σxkσzk)(σxk+1σ

z
k+1)

=
⎛
⎜⎜
⎝

N

∏
j=1

j≠k,k+1

σxj

⎞
⎟⎟
⎠
(iσyk)(iσ

y
k+1) = −

⎛
⎜⎜
⎝

N

∏
j=1

j≠k,k+1

σxj

⎞
⎟⎟
⎠
σykσ

y
k+1

onde usamos que (σxkσzk) = iσ
y
k . Por outro lado,

σzkσ
z
k+1U = σzkσzk+1 (

N

∏
j=1

σxj ) =
⎛
⎜⎜
⎝

N

∏
j=1

j≠k,k+1

σxj

⎞
⎟⎟
⎠
(σxkσzk)(σxk+1σ

z
k+1)

= −
⎛
⎜⎜
⎝

N

∏
j=1

j≠k,k+1

σxj

⎞
⎟⎟
⎠
σykσ

y
k+1 = Uσzkσzk+1.

De maneira análoga,

UσzNσ
z
1 = −(

N−1

∏
j=2

σxj )σyNσ
y
1 = σzNσz1U.
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No entanto,

Uσxk = (
N

∏
j=1

σxj )σxk =
⎛
⎜⎜
⎝

N

∏
j=1
j≠k

σxj

⎞
⎟⎟
⎠
(σxk)2 =

⎛
⎜⎜
⎝

N

∏
j=1
j≠k

σxj

⎞
⎟⎟
⎠
= (σxk)2

⎛
⎜⎜
⎝

N

∏
j=1
j≠k

σxj

⎞
⎟⎟
⎠
= σxkU,

onde usamos que (σxk)2 = I. Logo, vale que UH = HU , ou seja, H e U
comutam. Portanto, existe uma base ortonormal de autovetores em comum
a ambos operadores.

Já vimos que H possui duas baixas energias com um gap para o resto do
espectro. Seja então Φ0 autovetor na base em comum a H e U , sendo que
Φ0 tem associado a menor autoenergia de H, e analogamente Φ1 o autovetor
na base comum, associado a segunda menor energia de H. Como Φ0 é auto-
vetor de U , vale que UΦ0 = (±1)Φ0. Consideramos agora um operador local
tal como σzk, vamos analisar a ação desse operador no setor fundamental.
Aplicando o Teorema 2.2, temos que

∣⟨Φ0, σ
z
kσ

z
l Φ0⟩ −

1

2
[⟨Φ0, σ

z
kP0σ

z
l Φ0⟩ + ⟨Φ0, σ

z
l P0σ

z
kΦ0⟩]∣

= ∣ ⟨Φ0, σ
z
kσ

z
l Φ0⟩ − ⟨Φ0, σ

z
kΦ0⟩ ⟨Φ0, σ

z
l Φ0⟩

− 1

2
[⟨Φ0, σ

z
kΦ1⟩ ⟨Φ1, σ

z
l Φ0⟩ + ⟨Φ0, σ

z
l Φ1⟩ ⟨Φ1, σ

z
kΦ0⟩]∣

≤ C1(∣k − l∣)e−λ∣k−l∣ +C2

√
∣k − l∣∆ε.

Observe agora que

⟨Φ0, σ
z
kΦ0⟩ = (±1)(±1) ⟨Φ0, σ

z
kΦ0⟩ = ⟨±Φ0, σ

z
k(±Φ0)⟩ = ⟨UΦ0, σ

z
kUΦ0⟩

= ⟨Φ0, U
†σzkUΦ0⟩ = ⟨Φ0, Uσ

z
kUΦ0⟩ .

Por outro lado,

UσzkU = (
N

∏
j=1

σxj )σzk (
N

∏
j=1

σxj ) =
⎛
⎜⎜
⎝

N

∏
j=1
j≠k

σxj

⎞
⎟⎟
⎠
σxkσ

z
kσ

x
k

⎛
⎜⎜
⎝

N

∏
j=1
j≠k

σxj

⎞
⎟⎟
⎠

= σxkσzkσxk
⎛
⎜⎜
⎝

N

∏
j=1
j≠k

(σxj )2

⎞
⎟⎟
⎠
= σxkσzkσxk = σxk(iσyk) = −σzk.

Com isso,
⟨Φ0, σ

z
kΦ0⟩ = ⟨Φ0,−σzkΦ0⟩ = − ⟨Φ0, σ

z
kΦ0⟩ ,



CAPÍTULO 2. APLICAÇÕES 55

logo, ⟨Φ0, σzkΦ0⟩ = 0. De maneira completamente análoga, mostra-se que

⟨Φ1, σzkΦ1⟩ = 0. Já para os termos cruzados, temos que

⟨Φ0, σ
z
kΦ1⟩ =m = ⟨Φ1, σ

z
kΦ0⟩ ,

onde m é o “parâmetro de ordem”. Em [15] mostra-se que esse parâmetro
satisfaz 0 <m < 1, para 0 < ∣g∣ < 1. Ou seja,

∣⟨Φ0, σ
z
kσ

z
l Φ0⟩ − ⟨Φ0, σ

z
kΦ0⟩ ⟨Φ0, σ

z
l Φ0⟩ −m2∣

≤ (C1(∣k − l∣)e−λ∣k−l∣ +C2

√
∣k − l∣∆ε)

Com isso, ∣⟨Φ0, σzkσ
z
l Φ0⟩ − ⟨Φ0, σzkΦ0⟩ ⟨Φ0, σzl Φ0⟩∣ se aproxima de m2 tomando

d(k, l) e ∣Λ∣ grandes o suficiente. Temos portanto correlações de longo alcance
espacial para os operadores σzi , σ

z
j .

2.3.2 Demonstração do Teorema 2.2

Caso simples

Antes de demonstrar o Teorema 2.2 com detalhes, vamos dar um esboço
da demonstração para o caso em que o setor fundamental é composto de
apenas um elemento, ou seja, o Hamiltoniano tem um gap entre o estado
fundamental para o resto do espectro. Seja {Φn}ln=0 uma base ortonormal de
autovetores do Hamiltoniano com autoenergias {En}ln=0, onde Φ0 é estado de
menor energia. Dado um operador O ∈ L(HΛ), denotaremos ⟨Φn,OΦm⟩ por
On,m. Sendo assim,

⟨Φ0,ABΦ0⟩ − ⟨Φ0,AΦ0⟩ ⟨Φ0,BΦ0⟩ =
l

∑
n=0

A0,nBn,0 −A0,0B0,0 =
l

∑
n=1

A0,nBn,0.

(2.10)

Por outro lado, temos que

⟨Φ0, [AΛ(t),B]Φ0⟩ = ⟨Φ0,AΛ(t)BΦ0⟩ − ⟨Φ0,BAΛ(t)Φ0⟩ (2.11)

=
l

∑
n=1

A0,nBn,0e
−i(En−E0)t −

l

∑
n=1

B0,nAn,0e
−i(E0−En)t. (2.12)

Definimos o seguinte filtro,

Fα(f(t)) = lim
T ↑∞

lim
ε↓0

i

2π ∫
T

−T

f(t)e−αt2

t + iε dt,
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onde α é um parametro positivo a ser escolhido a posteriori. Mostra-se que

Fα(e−iEt) = 1 +O(e−∆E2

α ) se E ≥ ∆E,

Fα(e−iEt) = O (e−∆E2

α ) se E ≤ −∆E.

Aplicando o filtro em ambos os lados de (2.11) e lembrando que pela suposição
do gap espectral, En −E0 ≥ ∆E para todo n ∈ {1,⋯, l}, obtemos

Fα(⟨Φ0, [AΛ(t),B]Φ0⟩) =
l

∑
n=1

A0,nBn,0 +O(e−∆E2

α ) .

Aplicando (2.10),

⟨Φ0,ABΦ0⟩ − ⟨Φ0,AΦ0⟩ ⟨Φ0,BΦ0⟩ = Fα(⟨Φ0, [AΛ(t),B]Φ0⟩) + O(e−∆E2

α ) .
(2.13)

Para estimar Fα(⟨Φ0, [AΛ(t),B]Φ0⟩), separamos a integral em dois intervalos
e cotamos ⟨Φ0, [AΛ(t),B]Φ0⟩ por ∥[AΛ(t),B]∥

Fα(⟨Φ0, [AΛ(t),B]Φ0⟩) ≤ lim
ε↓0
∫

cr

0

∥[AΛ(t),B]∥e−αt2

t + iε dt

+ lim
ε↓0
∫

∞

cr

∥[AΛ(t),B]∥e−αt2

t + iε dt.

sendo c uma constante positiva. Para a primeira integral, estimamos ∥[AΛ(t),B]∥
usando as cotas de Lieb-Robinson, Teorema 1.1. Com isso, obtemos que

lim
ε↓0
∫

cr

0

∥[AΛ(t),B]∥e−αt2

t + iε dt = O(e−r).

Já para a segunda integral, cotamos ∥[AΛ(t),B]∥ por 2∥A∥∥B∥ e usamos o
decaimento da função e−αt

2
para garantir que

lim
ε↓0
∫

∞

cr

∥[AΛ(t),B]∥e−αt2

t + iε dt = O(e
−αr2

√
r

) . (2.14)

Voltanto a (2.13), temos

⟨Φ0,ABΦ0⟩ − ⟨Φ0,AΦ0⟩ ⟨Φ0,BΦ0⟩ = O(e−r) + O(e
−αr2

√
r

) +O(e−∆E
α ) .

Escolhendo α = ∆E
r , obtemos

⟨Φ0,ABΦ0⟩ − ⟨Φ0,AΦ0⟩ ⟨Φ0,BΦ0⟩ = O(e−r) + O(e
−r∆E

√
r

) +O (e−r) ,

concluindo assim o Teorema.
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Caso geral

As principais ferramentas usadas na demonstração serão o Lema 2.1 a
seguir e o Teorema 1.1 visto no Caṕıtulo 1. A cota da função de cor-
relação estática pode ser obtida através da função de correlação dependente
do tempo.

Note que, I = (I − P0) + P0. Com isso, o comutador pode ser expresso
como:

[AΛ(t),B] = AΛ(t)B −BAΛ(t) = AΛ(t)IB −BIAΛ(t)
= AΛ(t)(I − P0)B +AΛ(t)P0B

−B(I − P0)AΛ(t) −BP0AΛ(t).

Portanto, usando a linearidade do produto interno, para Φ no setor funda-
mental,

⟨Φ, [AΛ(t),B]Φ⟩ = ⟨Φ,AΛ(t)(I − P0)BΦ⟩ − ⟨Φ,B(I − P0)AΛ(t)Φ⟩
+ ⟨Φ,AΛ(t)P0BΦ⟩ − ⟨Φ,BP0AΛ(t)Φ⟩ . (2.15)

Seja {Φ0,ν ∣ν = 1,⋯, q} uma base ortonormal de autovetores de HΛ para o
autoespaço do setor fundamental tendo E0,ν como as autoenergias associadas.
Seja Φn os autoestados excitados com autoenergia En. Como Φ pertence ao
autoespaço do setor fundamental, existe {aν ∈ C∣ν = 1,⋯, q} tal que Φ =
∑q
ν=1 aνΦ0,ν . Sendo assim, temos

⟨Φ,AΛ(t)(I − P0)BΦ⟩ = ⟨
q

∑
ν=1

aνΦ0,ν , e
itHΛAe−itHΛ(I − P0)BΦ⟩

=
q

∑
ν=1

a∗ν ⟨e−itHΛΦ0,ν ,Ae
−itHΛ(I − P0)BΦ⟩ .

Lembrando que P0 é a projeção no autoespaço do setor fundamental portanto,
P0 = ∑q

ν=1 Φ0,νΦ∗
0,ν . Usando que os autovetores de HΛ formam uma base

ortonormal de HΛ, vale então que I = ∑q
ν=1 Φ0,νΦ∗

0,ν + ∑n ΦnΦ∗
n e (I − P0) =

∑n ΦnΦ∗
n. Sendo assim,

⟨Φ,AΛ(t)(I − P0)BΦ⟩ =
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨e−itHΛΦ0,ν ,Ae
−itHΛΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩ .

Lembrando também que, por definição, se O é um operador em L(HΛ) então
eO = ∑∞

i=0O
n/(n!). Se ψ é um autovetor de O com autovalor λ, então

eOψ =
∞

∑
i=0

On(ψ)
n!

=
∞

∑
i=0

λn

n!
ψ = eλψ. (2.16)
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Com isso, obtemos que

⟨Φ,AΛ(t)(I − P0)BΦ⟩ =
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩ e−it(En−E0,ν). (2.17)

De maneira análoga, vale que

⟨Φ,B(I − P0)AΛ(t)Φ⟩ =
q

∑
ν=1

∑
n

aν ⟨Φ,BΦn⟩ ⟨Φn,AΦ0,ν⟩ eit(En−E0,ν), (2.18)

⟨Φ,AΛ(t)P0BΦ⟩ =
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦ0,µ⟩ ⟨Φ0,µ,BΦ⟩ e−it(E0,µ−E0,ν) (2.19)

e

⟨Φ,BP0AΛ(t)Φ⟩ =
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

aν ⟨Φ,BΦµ,0⟩ ⟨Φµ,0,AΦ0,ν⟩ eit(E0,µ−E0,ν). (2.20)

Usaremos o lema a seguir para estimar a contribuição das exponenciais com-
plexas encontradas em cada termo. Definimos primeiro o seguinte filtro.

Definição 2.5. Dado f ∶ R→ C, definimos

Fα(f(t)) = lim
T ↑∞

lim
ε↓0

i

2π ∫
T

−T

f(t)e−αt2

t + iε dt.

Observe que o filtro é linear, devido a lineariedade da integral.

Lema 2.1. Seja E ∈ R e α > 0. Então

Fα(e−iEt) =
1√
π
∫

E
√

4α

−∞
e−ω

2

dω

= 1√
π
∫

∞

− E
√

4α

e−ω
2

dω.

Pelo lema anterior vemos que o filtro está bem definido para a função
exponencial complexa, que será o exemplo a ser tratado no texto. A de-
monstração desse lema é feita no Apendice B. Aplicando o filtro em (2.15),
temos que

Fα (⟨Φ, [AΛ(t),B]Φ⟩) = Fα (⟨Φ,AΛ(t)(I − P0)BΦ⟩)
− Fα (⟨Φ,B(I − P0)AΛ(t)Φ⟩) + Fα (⟨Φ,AΛ(t)P0BΦ⟩)
− Fα (⟨Φ,BP0AΛ(t)Φ⟩) , (2.21)
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para α um parametro positivo a ser determinado a posteriori, usando (2.17)
e o Lema 2.1, temos que

Fα (⟨Φ,AΛ(t)(I − P0)BΦ⟩) =

=
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩Fα (e−it(En−E0,ν))

=
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩ 1√
π
∫

(En−E0,ν)
√

4α

−∞
e−ω

2

dω.

Mas

1 = 1√
π
∫

∞

−∞
e−ω

2

dω = 1√
π
∫

(En−E0,ν)
√

4α

−∞
e−ω

2

dω + 1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω,

portanto

Fα (⟨Φ,AΛ(t)(I − P0)BΦ⟩) =
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩

−
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩ 1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω.

Mas de (2.17), para o caso de t = 0, temos que

⟨Φ,A(I − P0)BΦ⟩ =
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩ .

Consequentemente,

Fα (⟨Φ,AΛ(t)(I − P0)BΦ⟩) = ⟨Φ,A(I − P0)BΦ⟩

−
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩ 1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω. (2.22)

Agora, de (2.18), temos

Fα (⟨Φ,B(I − P0)AΛ(t)Φ⟩)

=
q

∑
ν=1

∑
n

aν ⟨Φ,BΦn⟩ ⟨Φn,AΦ0,ν⟩
1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω. (2.23)

Enquanto que, de (2.19), temos

Fα (⟨Φ,AΛ(t)P0BΦ⟩)

=
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦ0,µ⟩ ⟨Φ0,µ,BΦ⟩ 1√
π
∫

∞

(E0,ν−E0,µ)
√

4α

e−ω
2

dω. (2.24)
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Por fim, de (2.20), temos

Fα (⟨Φ,BP0AΛ(t)Φ⟩)

=
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

aν ⟨Φ,BΦµ,0⟩ ⟨Φµ,0,AΦ0,ν⟩
1√
π
∫

∞

(E0,µ−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω. (2.25)

Portanto, juntando (2.22), (2.23), (2.24), (2.25) com (2.21), segue que

⟨Φ,A(I − P0)BΦ⟩
= Fα (⟨Φ, [AΛ(t),B]Φ⟩)

+
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩ 1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω

+
q

∑
ν=1

∑
n

aν ⟨Φ,BΦn⟩ ⟨Φn,AΦ0,ν⟩
1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω

−
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦ0,µ⟩ ⟨Φ0,µ,BΦ⟩ 1√
π
∫

∞

(E0,ν−E0,µ)
√

4α

e−ω
2

dω

+
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

aν ⟨Φ,BΦµ,0⟩ ⟨Φµ,0,AΦ0,ν⟩
1√
π
∫

∞

(E0,µ−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω. (2.26)

De (2.19), para o caso t = 0, temos que

⟨Φ,AP0BΦ⟩ =
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦ0,µ⟩ ⟨Φ0,µ,BΦ⟩ ,

e de (2.20),também para o caso de t = 0, vale que

⟨Φ,BP0AΦ⟩ =
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

aν ⟨Φ,BΦµ,0⟩ ⟨Φµ,0,AΦ0,ν⟩ .

Sendo assim, somando 1
2(⟨Φ,AP0BΦ⟩ − ⟨Φ,BP0AΦ⟩) em ambos os lados de
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(2.26) e agrupando com os termos da direita, obtemos

⟨Φ,A(I − P0)BΦ⟩ + 1

2
(⟨Φ,AP0BΦ⟩ − ⟨Φ,BP0AΦ⟩)

= Fα (⟨Φ, [AΛ(t),B]Φ⟩)

+
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩ 1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω

+
q

∑
ν=1

∑
n

aν ⟨Φ,BΦn⟩ ⟨Φn,AΦ0,ν⟩
1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω

+
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦ0,µ⟩ ⟨Φ0,µ,BΦ⟩ (1

2
− 1√

π
∫

∞

(E0,ν−E0,µ)
√

4α

e−ω
2

dω)

+
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

aν ⟨Φ,BΦµ,0⟩ ⟨Φµ,0,AΦ0,ν⟩ (
1√
π
∫

∞

(E0,µ−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω − 1

2
) .

Sendo assim, usando desigualdade triangular, temos

∣⟨Φ,ABΦ⟩ − 1

2
(⟨Φ,AP0BΦ⟩ + ⟨Φ,BP0AΦ⟩)∣

≤ ∣Fα (⟨Φ, [AΛ(t),B]Φ⟩)∣

+ ∣
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩ 1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω∣

+ ∣
q

∑
ν=1

∑
n

aν ⟨Φ,BΦn⟩ ⟨Φn,AΦ0,ν⟩
1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω∣

+ ∣
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦ0,µ⟩ ⟨Φ0,µ,BΦ⟩ (1

2
− 1√

π
∫

∞

(E0,ν−E0,µ)
√

4α

e−ω
2

dω)∣

+ ∣
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

aν ⟨Φ,BΦµ,0⟩ ⟨Φµ,0,AΦ0,ν⟩ (
1√
π
∫

∞

(E0,µ−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω − 1

2
)∣ .

Sejam então,
J1 = ∣Fα (⟨Φ, [AΛ(t),B]Φ⟩)∣ ,

J2 = ∣
q

∑
ν=1

∑
n

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦn⟩ ⟨Φn,BΦ⟩ 1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω∣ ,

J3 = ∣
q

∑
ν=1

∑
n

aν ⟨Φ,BΦn⟩ ⟨Φn,AΦ0,ν⟩
1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω∣ ,

J4 = ∣
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

a∗ν ⟨Φ0,ν ,AΦ0,µ⟩ ⟨Φ0,µ,BΦ⟩ (1

2
− 1√

π
∫

∞

(E0,ν−E0,µ)
√

4α

e−ω
2

dω)∣
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e

J5 = ∣
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

aν ⟨Φ,BΦµ,0⟩ ⟨Φµ,0,AΦ0,ν⟩ (
1√
π
∫

∞

(E0,µ−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω − 1

2
)∣ ,

de forma que,

∣⟨Φ,ABΦ⟩ − 1

2
(⟨Φ,AP0BΦ⟩ + ⟨Φ,BP0AΦ⟩)∣ ≤ J1 + J2 + J3 + J4 + J5. (2.27)

Vamos estimar os J ′s separadamente, começando por J4 e J5. Usando desi-
gualdade triangular, temos que

J4 ≤
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

∣a∗ν ∣ ∣⟨Φ0,ν ,AΦ0,µ⟩∣ ∣⟨Φ0,µ,BΦ⟩∣ ∣1
2
− 1√

π
∫

∞

(E0,ν−E0,µ)
√

4α

e−ω
2

dω∣

≤
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

∣⟨Φ0,ν ,AΦ0,µ⟩∣ ∣⟨Φ0,µ,BΦ⟩∣ ∣1
2
− 1√

π
∫

∞

(E0,ν−E0,µ)
√

4α

e−ω
2

dω∣ .

Sendo que na última desigualdade usamos que ∣a∗ν ∣ ≤ 1 para todo ν, que de-
corre do fato que aν são as coordenadas do vetor normalizado Φ com respeito
ao conjunto ortonormal {Φ0,ν}qν=1. Por (1.8), vale que ∣⟨Φ0,ν ,AΦ0,µ⟩∣ ≤ ∥A∥ e
∣⟨Φ0,µ,BΦ⟩∣ ≤ ∥B∥, portanto

J4 ≤ ∥A∥∥B∥
q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

∣ ∣1
2
− 1√

π
∫

∞

(E0,ν−E0,µ)
√

4α

e−ω
2

dω∣ . (2.28)

Como
1√
π
∫

0

−∞
e−ω

2

dω = 1√
π
∫

∞

0
e−ω

2

dω = 1

2
,

temos que,

∣1
2
− 1√

π
∫

∞

(E0,ν−E0,µ)
√

4α

e−ω
2

dω∣ = 1√
π
∫

∣E0,ν−E0,µ ∣
√

4α

0
e−ω

2

dω

≤ 1√
π
∫

∣E0,ν−E0,µ ∣
√

4α

0
dω

= ∣E0,ν −E0,µ∣√
4πα

.

Lembrando que estamos sobre a condição de um gap uniforme, portanto
∣E0,µ −E0,ν ∣ ≤ ∆ε, onde ∆ε→ 0 se ∣Λ∣ → ∞. Com isso,

∣1
2
− 1√

π
∫

∞

(E0,ν−E0,µ)
√

4α

e−ω
2

dω∣ ≤ ∆ε√
4πα

.
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Vontando então a (2.28):

J4 ≤
∆ε∥A∥∥B∥√

4πα

q

∑
ν=1

q

∑
µ=1

1

= ∆ε∥A∥∥B∥√
4πα

q2

≤ ∆ε∥A∥∥B∥√
4πα

Q2. (2.29)

A última desigualdade segue do fato que q é limitado por Q, independente
do tamanho de Λ. Com contas análogas, temos que

J5 ≤
∆ε∥A∥∥B∥√

4πα
Q2. (2.30)

Vamos estimar agora J2 e J3. Vamos denotar, por questão de praticidade,
γn,ν = 1√

π ∫
∞
(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2
dω. Observe que γn,ν > 0 para todo n e para todo ν.

Substituindo na definição de J3, obtemos

J3 = ∣
q

∑
ν=1

∑
n

aν ⟨Φ,BΦn⟩ ⟨Φn,AΦ0,ν⟩γn,ν∣

= ∣
q

∑
ν=1

∑
n

aν ⟨Φ,B(γn,νΦnΦ∗
n)AΦ0,ν⟩∣

= ∣
q

∑
ν=1

aν ⟨Φ,B(∑
n

γn,νΦnΦ∗
n)AΦ0,ν⟩∣ .

Definindo Mν = (∑n γn,νΦnΦ∗
n), temos

J3 = ∣
q

∑
ν=1

aν ⟨Φ,BMνAΦ0,ν⟩∣ .

Usando desigualdade triangular e o fato que ∣aν ∣ ≤ 1 para todo ν, temos

J3 ≤
q

∑
ν=1

∣aν ∣ ∣⟨Φ,BMνAΦ0,ν⟩∣

≤
q

∑
ν=1

∣⟨Φ,BMνAΦ0,ν⟩∣ .

Por (1.8), ∣⟨Φ,BMνAΦ0,ν⟩∣ ≤ ∥BMνA∥. Por (1.22), ∥BMνA∥ ≤ ∥B∥∥Mν∥∥A∥,
logo

J3 ≤ ∥A∥∥B∥
q

∑
ν=1

∥Mν∥,
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mas é fácil ver que todos os Mν são auto-adjuntos, tendo como autovalores
o conjunto {γn,ν}n⋃{0}. Portanto, ∥Mν∥ = maxn (γn,ν), com isso

J3 ≤ ∥A∥∥B∥
q

∑
ν=1

max
n

(γn,ν)

= ∥A∥∥B∥√
π

q

∑
ν=1

max
n

(∫
∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω) . (2.31)

Vamos estimar as integrais. Observe que elas são basicamente a função erro
complementar, definida por:

erfc(x) = 2√
π
∫

∞

x
e−t

2

dt para x ≥ 0. (2.32)

Em [17], mostra-se que vale a seguinte desigualdade para essa função,

erfc(x) ≤ e−x2

. (2.33)

Como o sistema possui um gap uniforme, temos que En−E0,ν ≥ ∆E, portanto

1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω ≤ 1√
π
∫

∞

∆E
√

4α

e−ω
2

dω = 1

2
erfc( ∆E√

4α
) .

Com isso,
1√
π
∫

∞

(En−E0,ν)
√

4α

e−ω
2

dω ≤ e−
(∆E)2

4α ,

substituindo então em (2.31),

J3 ≤
∥A∥∥B∥√

π

q

∑
ν=1

max
n

(e−
(∆E)2

4α )

= ∥A∥∥B∥√
π

e−
(∆E)2

4α

q

∑
ν=1

1

= ∥A∥∥B∥√
π

e−
(∆E)2

4α q

≤ ∥A∥∥B∥Q√
π

e−
(∆E)2

4α . (2.34)

De maneira análoga, vale que

J2 ≤
∥A∥∥B∥Q√

π
e−
(∆E)2

4α . (2.35)
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Por fim, para estimar J1, observe que

J1 = Fα (⟨Φ, [AΛ(t),B]Φ⟩) ≤ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

1

2π ∫
T

−T

1

∣t + iε∣ ∣ ⟨Φ, [AΛ(t),B]Φ⟩ ∣e−αt2dt.

Segue de (1.8), que

∣ ⟨Φ, [AΛ(t),B]Φ⟩ ∣ ≤ ∥[AΛ(t),B]∥.
Com isso,

J1 ≤ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

1

2π ∫
T

−T

1

∣t + iε∣ ∥[AΛ(t),B]∥e−αt2dt. (2.36)

Lembramos que, pelo Teorema 1.1, para ∣t∣ > 0 vale ∥[AΛ(t),B]∥ ≤
2∥A∥∥B∥∣X ∣(eµ∣t∣ − 1)e−r/R. Entretanto, lembramos que, pela Observação
1.3, essa cota só é boa para ∣t∣ ≤ c1r + c2, onde c1, c2 são constantes que inde-
pendem de t e r. Para ∣t∣ > c1r+c2, a cota uniforme, ∥[AΛ(t),B]∥ ≤ 2∥A∥∥B∥,
é uma cota melhor. Portanto, dividiremos a integral de (2.36) em duas partes
e usaremos as cotas que são boas correspondentes a cada intervalo. A rigor,
vamos usar a cota de Lieb-Robinson apenas para o intervalo ∣t∣ ≤ c1r

2 = c′1r
para manter ainda o decaimento exponencial. Temos então:

J1 ≤ lim
ε↓0

1

2π ∫
c′1r

−c′1r

1

∣t + iε∣ ∥[AΛ(t),B]∥e−αt2dt

+ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

1

2π ∫
T

∣t∣=c′1r

1

∣t + iε∣ ∥[AΛ(t),B]∥e−αt2dt

≤ lim
ε↓0

∥A∥ ∥B∥ ∣X ∣e−r/R
π ∫

c′1r

−c′1r

(eµ∣t∣ − 1)e−αt2

∣t + iε∣ dt

+ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∥A∥ ∥B∥
π ∫

T

∣t∣=c′1r

e−αt
2

∣t + iε∣dt.

Usando que ∣t + iε∣ =
√
t2 + ε2, temos

J1 ≤ lim
ε↓0

∥A∥∥B∥ ∣X ∣e−r/R
π ∫

c′1r

−c′1r

(eµ∣t∣ − 1)e−αt2√
t2 + ε2

dt

+ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∥A∥ ∥B∥
π ∫

T

∣t∣=c′1r

e−αt
2

√
t2 + ε2

dt.

Mas como as duas funções a serem integradas são funções pares, temos que

J1 ≤ lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥∣X ∣e−r/R
π ∫

c′1r

0

(eµt − 1)e−αt2√
t2 + ε2

dt

+ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥
π ∫

T

t=c′1r

e−αt
2

√
t2 + ε2

dt. (2.37)
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Vamos estimar as duas integrais separadamente. Para primeira integral ob-
serve que (eµt−1) ≤ t

t′ (eµt
′ −1) para 0 ≤ t < t′. Com efeito, seja f ∶ (0,∞) → R

definida por f(t) = eµt−1
t . Derivando f , temos

f ′(t) = µte
µt − (eµt − 1)

t2
= e

µt(µt − 1) + 1

t2
.

Mas note que

(eµt(µt − 1) + 1)′ = µeµt(µt − 1) + µeµt = µ2teµt ≥ 0

para todo t ≥ 0. No entanto, (eµt(µt − 1) + 1)(0) = −1 + 1 = 0, com isso,
(eµt(µt − 1) + 1) ≥ 0 para todo t ≥ 0. Portanto, f ′(t) ≥ 0 para todo t ≥ 0.

Consequentemente, f é crescente. Se 0 < t ≤ t′ temos que eµt−1
t ≤ eµt

′

−1
t′ , logo

eµt − 1 ≤ t
t′ (eµt

′ − 1).
Enfim,

lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥∣X ∣e−r/R
π ∫

c′1r

0

(eµt − 1)e−αt2√
t2 + ε2

dt

≤ lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥∣X ∣e−r/R
π ∫

c′1r

0

t(eµc′1r − 1)e−αt2

c′1r
√
t2 + ε2

dt

= lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥∣X ∣e−r/R(eµc′1r − 1)
πc′1r

∫
c′1r

0

te−αt
2

√
t2 + ε2

dt

≤ lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥∣X ∣eµc′1r−r/R
πc′1r

∫
c′1r

0

te−αt
2

√
t2 + ε2

dt

≤ lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥∣X ∣eµc′1r−r/R
πc′1r

∫
c′1r

0

t√
t2 + ε2

dt,

onde usamos que eµc
′

1r − 1 < eµc′1r e e−αt
2 ≤ 1. Fazendo a mudança de variável

u = t2 + ε2, temos

lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥∣X ∣e−r/R
π ∫

c′1r

0

(eµt − 1)e−αt2√
t2 + ε2

dt

≤ lim
ε↓0

∥A∥∥B∥∣X ∣eµc′1r−r/R
πc′1r

∫
(c′1r)

2+ε2

ε2

du√
u

= lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥∣X ∣eµc′1r−r/R
πc′1r

(
√

(c′1r)2 + ε2 − ε)

= 2∥A∥∥B∥∣X ∣eµc′1r−r/R
π

.
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Lembrando que c′1 = c1/2 = 1/(2µR), então µc′1r − r/R = −r/(2R), e obtemos
finalmente:

lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥∣X ∣e−r/R
π ∫

c′1r

0

(eµt − 1)e−αt2√
t2 + ε2

dt

≤ 2∥A∥∥B∥∣X ∣e−r/(2R)

π
. (2.38)

Para a segunda integral de (2.37), vamos usar a cota da função erro comple-
mentar.

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥
π ∫

T

c′1r

e−αt
2

√
t2 + ε2

dt

≤ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥
π ∫

T

c′1r

e−αt
2

√
(c′1r)2 + ε2

dt

= lim
T ↑∞

lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥√
((c′1r)2 + ε2)π ∫

T

c′1r
e−αt

2

dt

= 2∥A∥∥B∥
πc′1r

∫
∞

c′1r
e−αt

2

dt.

Fazendo a mudança de variável u = √
αt e substituindo o valor de c′1, temos

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

2∥A∥∥B∥
π ∫

T

c′1r

e−αt
2

√
t2 + ε2

dt ≤ 4µR∥A∥∥B∥√
απr

e
− αr2

4µ2R2 . (2.39)

Enfim, aplicando (2.38) e (2.39) em (2.37), obtemos

J1 ≤
2∥A∥∥B∥∣X ∣e−r/(2R)

π
+ 4µR∥A∥∥B∥√

απr
e
− αr2

4µ2R2 . (2.40)

Substituindo (2.29), (2.30), (2.34), (2.35) e (2.40) em (2.27), temos

∣⟨Φ,ABΦ⟩ − 1

2
(⟨Φ,AP0BΦ⟩ + ⟨Φ,BP0AΦ⟩)∣ ≤ 2∥A∥∥B∥∣X ∣e−r/(2R)

π

+4µR∥A∥∥B∥√
απr

e
−αr2

4µ2R2 + 2∥A∥∥B∥Q√
π

e−
(∆E)2

4α + 2∆ε∥A∥∥B∥√
4πα

Q2.

Escolhendo α = µR∆E
r , temos

∣⟨Φ,ABΦ⟩ − 1

2
(⟨Φ,AP0BΦ⟩ + ⟨Φ,BP0AΦ⟩)∣ ≤ 2∥A∥∥B∥∣X ∣e−r/(2R)

π

+4
√
µR∥A∥∥B∥√

πr
e−

r∆E
4µR + 2∥A∥∥B∥Q√

π
e−

r∆E
4µR +

√
r∆ε∥A∥∥B∥√
πµR∆E

Q2.
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Sejam

C1(r) =3 max{2∣X ∣
π

,
4
√
µR√
πr

,
2Q√
π
} ,

C2 =
Q√

πµR∆E

e

λ = min{ 1

2R
,

∆E

4µR
} .

Temos então,

∣⟨Φ,ABΦ⟩ − 1

2
(⟨Φ,AP0BΦ⟩ + ⟨Φ,BP0AΦ⟩)∣ ≤ ∥A∥∥B∥ (C1(r)e−λr +C2

√
r∆ε) ,

concluindo assim a demonstração do teorema.



Conclusão

Na Seção 1.1 vimos as cotas de Lieb-Robinson para interações de curto
alcance, Teorema 1.1. Tal resultado nos fornece uma cota para a norma
de [AΛ(t),B] com a condição de A e B terem suporte em subsistemas dis-
tantes. A demonstração desse teorema foi feita em dois passos, o primeiro
passo consistiu de um esboço da demonstração, contendo as principais ideias
e resultados. No passo seguinte, retornamos a cada um dos resultados, os
justificando com mais detalhes. O resultado do teorema, por si só, não é
fácil de interpretar, entretanto, vimos também na Seção 1.1, que através
dele é posśıvel obter uma cota para a interferência de perturbações em sis-
temas distantes. A partir dáı, obtemos um valor máximo para a velocidade
efetiva de propagação de informação, vΦ, denominada de velocidade de Lieb-
Robinson. Essa velocidade é constante no tempo e foi escolhida a menos de
um parâmetro α entre 0 e 1, onde esse parâmetro cumpre o papel de controlar
o erro associado.

Na Seção 1.2 vimos a generalização das cotas de Lieb-Robinson para
o caso de interações de longo alcance, Teorema 1.2. A estrategia para
demonstrar foi separar o Hamiltoniano em duas partes, uma apenas com in-
terações de curto alcance e outra com interações de longo alcance. A partir do
Lema 1.1, conseguimos uma cota para [AΛ(t),B] composta de três parce-
las. Tratamos cada uma dessas parcelas separadamente, sendo que a primeira
bastou uma aplicação direta do Teorema 1.1. Obtemos, novamente, uma
interpretação do resultado a partir da interferência de perturbações. Entre-
tanto, a velocidade de Lieb-Robinson obtida não foi mais constante, nesse
caso ela tem um crescimento algébrico com o tempo.

No Caṕıtulo 2 obtemos algumas aplicações das cotas de curto alcance.
Na Seção 2.1 vimos que é posśıvel aproximar a evolução de um operador
A, com suporte em X, por um operador com suporte no vΦt-alargamento de
X. Para demonstrar tal resultado, usamos as cotas de Lieb-Robinson e a
medida de Haar. Mostramos na Seção 2.2, usando diretamente o resultado
obtido na seção anterior, que correlações ao longo do tempo, para um estado
do tipo produto, decaem exponencialmente com a distância.
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Por fim, na Seção 2.3 vimos que sob a condição de um gap uniforme
e da validade das cotas de Lieb-Robinson, o sistema possui um decaimento
exponencial de correlações no estado fundamental, Teorema 2.2. Aplicamos
esse resultado para o modelo de Ising com um campo transversal, concluindo
com isso que esse sistema possui correlações de longo alcance espacial para os
operadores σzi , σ

z
j . Apesar de ser um resultado estático, usamos também as

cotas de Lieb-Robinson para demonstrá-lo. Antes de demonstrar o Teorema
2.2, fizemos um esboço, com poucos detalhes, da demonstração do sub caso
onde o gap espectral está acima do estado fundamental. Por fim, demos uma
demonstração detalhada do caso geral.
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Apêndice A

Seja V um espaço vetorial normado de dimensão finita. Sejam O ∶ R →
L(V ) cont́ınua, e γ ∶ R→ L(V ), sendo que para todo x0 ∈ V , vale que γ(t)x0

é solução do PVI
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d
dty(t) = O(t)y(t)
y(0) = x0.

Ou seja, para todo x ∈ V vale que
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d
dtγ(t)x = O(t)γ(t)x
γ(0)x = x.

(A.1)

A existência da função γ é assegurada pelo Teorema da existência e unicidade
para solução de edo’s. É fácil ver ainda que para t fixado, γ(t) é de fato linear.

Suponhamos que O preserva norma, ou seja, ∣γ(t)x∣ = ∣x∣ para todo t ∈ R
e para todo x ∈ V . Com isso, para t fixado, γ(t)x = 0 se, e somente se, x = 0.
Portanto, γ(t) tem núcleo formado apenas pelo vetor nulo. Consequente-
mente, existe o operador inverso a γ(t), que vamos denotar por γ(t)−1.

Lema A.1. Seja V um espaço de Banach e O ∶ R → L(V ) uma função que
preserva a norma. Para qualquer função b ∶ R→ V , a solução de

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d
dty(t) = O(t)y(t) + b(t)
y(0) = x0,

(A.2)

é dado por z(t) = γ(t) (y0 + ∫
t

0 (γ(s)−1)b(s)ds) .

Demonstração. Seja w(t) = (y0 + ∫
t

0 (γ(s)−1)b(s)ds), logo γ(0)w(0) = w(0) =
y0 e γ(t)w(t) = z(t). Definimos a aplicação linear B ∶ L(V ) × V → V , onde
B(A,v) = Av. Portanto, z(t) = B(γ(t),w(t)). Sendo assim,

d

dt
z(t) = d

dt
B(γ(t),w(t) = B ( d

dt
γ(t),w(t)) + B (γ(t), d

dt
w(t))

= ( d
dt
γ(t))w(t) + γ(t) ( d

dt
w(t)) .
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De (A.1), temos que

( d
dt
γ(t))w(t) = O(t)γ(t)w(t).

Já da definição de w(t), vale que

d

dt
w(t) = d

dt ∫
t

0
(γ(s)−1)b(s)ds = (γ(t)−1)b(t),

onde, na última igualdade usamos o Teorema Fundamental do Cálculo. Com
isso, temos que

d

dt
z(t) = O(t)γ(t)w(t) + γ(t) ((γ(t)−1)b(t))

= O(t)z(t) + b(t).

Portanto, z(t) é solução de (A.2).

Corolário A.1. A solução de (A.2) satisfaz,

∣y(t)∣ ≤ ∣y(0)∣ + ∫
t

0
∣b(s)∣ds.

Demonstração. Pelo lema anterior,

z(t) = γ(t) (y0 + ∫
t

0
(γ(s)−1)b(s)ds)

é solução de (A.2). Logo,

∣z(t)∣ = ∣γ(t) (y0 + ∫
t

0
(γ(s)−1)b(s)ds)∣ = ∣y0∣ + ∣∫

t

0
(γ(s)−1)b(s)ds∣ .

Usando desigualdade triangular,

∣z(t)∣ ≤ ∣y0∣ + ∣ ∫
t

0
(γ(s)−1)b(s)ds∣

≤ ∣y0∣ + ∫
t

0
∣(γ(s)−1)b(s)∣ds

= ∣y0∣ + ∫
t

0
∣b(s)∣ds.



Apêndice B

Lema B.1. Seja E ∈ R e α > 0. Então

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

i

2π ∫
T

−T

e−iEte−αt
2

t + iε dt = 1√
π
∫

E
√

4α

−∞
e−ω

2

dω

= 1√
π
∫

∞

− E
√

4α

e−ω
2

dω.

Demonstração. Seja

IE(T ) = i

2π ∫
T

−T

e−iEte−αt
2

t + iε dt.

Usando a transformada de Fourier, temos que

e−iEte−αt
2 = 1

2π

√
π

α ∫
∞

−∞
e−(ω+E)2/(4α)eiωtdω.

Substituindo na equação de IE(T ), temos

IE(T ) = i

4π2

√
π

α ∫
T

−T

1

t + iε ∫
∞

−∞
e−(ω+E)2/(4α)eiωtdωdt.

Pelo teorema de Fubini, temos que:

IE(T ) = i

4π2

√
π

α ∫
∞

−∞
e−(ω+E)2/(4α)∫

T

−T

eiωt

t + iεdtdω.

Vamos usar o teorema do Reśıduo para estimar a integral ∫
T

−T
eiωt

t+iεdω, sendo
T > ε. Dividimos nos casos de w ≥ 0 e w < 0:

1. Para w ≥ 0 sejam f ∶ C/{iε} → C com f(z) = eiωz

z+iε e γ o caminho
ilustrado na Figura B.1.
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Figura B.1: Primeira integral de caminho

Sejam γ1 ∶ [−T,T ] → C com γ1(t) = t e γ2 ∶ [0, π] → C com γ2(θ) = Teiθ.
Temos que ∫γ f = ∫γ1

f +∫γ2
f . Como γ1 e γ2 são diferenciáveis, vale que

∫
γ1

f = ∫
T

−T
f(γ′1(t))γ′1(t)dt = ∫

T

−T

eiωt

t + iεdt

enquanto que

∫
γ2

f = ∫
π

0
f(γ′2(θ))γ′2(θ)dθ = ∫

π

0

eiωTe
iθ

Teiθ + iε(iTe
iθ)dθ.

Como f é holomorfa no interior do caminho γ, e como γ é uma curva
fechada e homotópica a zero, pelo Teorema de Cauchy, vale que ∫γ f = 0.
Portanto,

0 = ∫
γ
f = ∫

γ1

f + ∫
γ2

f = ∫
T

−T

eiωt

t + iεdt + iT ∫
π

0

eiωTe
iθ
eiθ

Teiθ + iε dθ.

Com isso,

∣∫
T

−T

eiωT

t + iεdt∣ = ∣−iT ∫
π

0

eiωTe
iθ
eiθ

Teiθ + iε dθ∣ (B.1)

= T ∣∫
π

0

eiωTe
iθ
eiθ

Teiθ + iε dθ∣

≤ T ∫
π

0

∣eiωTeiθ ∣
∣Teiθ + iε∣dθ
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onde usamos também que ∣eix∣ = 1 para todo x ∈ R. Entretanto, temos

∣Teiθ + iε∣ ≥ ∣∣Teiθ∣ − ∣iε∣∣ = ∣T − ε∣ = T − ε, (B.2)

onde a última igualdade segue do fato que estamos supondo T > ε. Com
isso,

∣∫
T

−T

eiωT

t + iεdt∣ ≤
T

T − ε ∫
π

0
∣eiωTeiθ ∣dθ.

Usando a identidade de Euler, eiθ = cos θ + i sen θ, temos que

∣eiωTeiθ ∣ = ∣eiωT (cos θ+i sen θ)∣ = ∣eiωT cos θ∣∣e−ωT sen θ∣ = e−ωT sen θ,

Logo,

∣∫
T

−T

eiωT

t + iεdt∣ ≤
T

T − ε ∫
π

0
e−ωT sen θdθ.

Observe pelo gráfico de sen(θ) que se θ ∈ [0, π/2] então sen(θ) ≥ 2θ
π ,

e se θ ∈ [π/2, π] então sen(θ) ≥ 2 − 2θ
π . Portanto, e−ωT sen θ ≤ e 2ωTθ

π se

θ ∈ [0, π/2] e e−ωT sen θ ≤ e2ωT− 2ωTθ
π se θ ∈ [π/2, π]. Logo,

∣∫
T

−T

eiωt

t + iεdt∣ ≤
T

T − ε ∫
π

0
e−ωT sen θdθ

= T

T − ε (∫
π/2

0
e−ωT sen θdθ + ∫

π

π/2
e−ωT sen θdθ)

≤ T

T − ε (∫
π/2

0
e−

2ωTθ
π dθ + ∫

π

π/2
e

2ωTθ
π e−2ωTdθ)

= T

T − ε (
−π

2ωT
(e−ωT − 1) + π

2ωT
e−2ωT (e2ωT − eωT ))

= π

2ω(T − ε) (−(e−ωT − 1) + (1 − e−ωT ))

= π

ω(T − ε)(1 − e
−ωT ). (B.3)

2. Para ω < 0, tomamos a mesma f anterior e ϕ o caminho ilustrado na
Figura B.2.
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Figura B.2: Segunda integral de caminho

Observe que f tem uma singularidade do tipo polo, de grau 1, em −iε.
Usando o teorema do Reśıduo, temos que

∫
ϕ
f = 2πiRes(f,−iε) = −2πi((z + iε) e

iωz

z + iε) (−iε) = −2πieωε.

Por outro lado, sejam ϕ1 ∶ [−T,T ] → C com ϕ1(t) = t e ϕ2 ∶ [0, π] → C
com ϕ2(θ) = Te−iθ, temos que ∫ϕ f = ∫ϕ1

f + ∫ϕ2
f . Como ϕ1 e ϕ2 são

diferenciáveis, vale que

∫
ϕ1

f = ∫
T

−T
f(ϕ1(t))ϕ′1(t)dt = ∫

T

−T

eiωt

t + iεdt

e

∫
ϕ2

f = ∫
π

0
f(ϕ2(θ))ϕ′2(θ)dθ = ∫

π

0

eiωTe
−iθ

Te−iθ + iε(−iTe
−iθ)dθ

Sendo assim,

−2πieωε = ∫
ϕ
f = ∫

ϕ1

f + ∫
ϕ2

f = ∫
T

−T

eiωt

t + iεdt − iT ∫
π

0

eiωTe
−iθ
e−iθ

Te−iθ + iε dθ

Consequentemente,

∫
T

−T

eiωt

t + iεdt = −2πieωε + iT ∫
π

0

eiωTe
−iθ
e−iθ

Te−iθ + iε dθ. (B.4)
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Logo,

∣∫
T

−T

eiωt

t + iεdt∣ = ∣−2πieωε + iT ∫
π

0

eiωTe
−iθ
e−iθ

Te−iθ + iε dθ∣ .

≤ 2πeωε + ∣iT ∫
π

0

eiωTe
−iθ
e−iθ

Te−iθ + iε dθ∣ (B.5)

≤ 2πeωε + π

∣ω∣(T − ε)(1 − e
−∣ω∣T ), (B.6)

onde, a integral do segundo termo de (B.5) é estimada de forma similar ao
caso ω > 0. Juntando (B.3) e (B.6) temos

∣∫
T

−T

eiωt

t + iεdt∣ ≤
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

π
ω(T−ε)(1 − e−ωT ) se ω ≥ 0,

2πe−∣ω∣ε + π
∣ω∣(T−ε)(1 − e−∣ω∣T ) se ω < 0.

(B.7)

Dividiremos então IE(ε) em três partes,

IE(ε) = I−E(ε) + I0
E(ε) + I+E(ε) (B.8)

onde

I−E(ε) =
i

4π2

√
π

α ∫
−∆ω

−∞
e−(ω+E)2/(4α)∫

T

−T

eiωt

t + iεdtdω,

I0
E(ε) =

i

4π2

√
π

α ∫
∆ω

−∆ω
e−(ω+E)2/(4α)∫

T

−T

eiωt

t + iεdtdω
e

I+E(ε) =
i

4π2

√
π

α ∫
∞

∆ω
e−(ω+E)2/(4α)∫

T

−T

eiωt

t + iεdtdω,

sendo ∆ω = bT −1/2, em que b é uma constante positiva. Vamos mostrar que
limT ↑∞ limε↓0 I0

E(ε) = 0 = limT ↑∞ limε↓0 I+E(ε).
Observe inicialmente que

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣I0
E(ε)∣ = lim

T ↑∞
lim
ε↓0

1

4π2

√
π

α
∣∫

∆ω

−∆ω
e−(ω+E)2/(4α)∫

T

−T

eiωt

t + iεdtdω∣

≤ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

1

4π2

√
π

α ∫
∆ω

−∆ω
∣e−(ω+E)2/(4α)∣ ∣∫

T

−T

eiωt

t + iεdt∣dω.

Por hipótese, α > 0, com isso −(ω + E)2/(4α) < 0 e vale, e−(ω+E)2/(4α) ≤ 1.
Sendo assim,

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣I0
E(ε)∣ ≤ lim

T ↑∞
lim
ε↓0

1

4π2

√
π

α ∫
∆ω

−∆ω
∣∫

T

−T

eiωt

t + iεdt∣dω.
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Separando a integral nos intervalos [∆ω,0] e [0,∆ω], e usando (B.7), temos

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣I0
E(ε)∣ ≤ lim

T ↑∞
lim
ε↓0

1

4π2

√
π

α ∫
0

−∆ω
(2πe−∣ω∣ε + π

∣ω∣(T − ε)(1 − e
−∣ω∣T ))dω

+ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

1

4π2

√
π

α ∫
∆ω

0

π

ω(T − ε)(1 − e
−ωT )dω.

Fazendo a mudança de variável ω′ = −ω, verficasse que o último termo dessa
expressão é igual ao segundo termo entre parêntesis, logo:

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣I0
E(ε)∣ ≤ lim

T ↑∞
lim
ε↓0

1

2π

√
π

α ∫
0

−∆ω
e−∣ω∣εdω

+ lim
T ↑∞

1

2πT

√
π

α ∫
∆ω

0

1 − e−ωT
ω

dω. (B.9)

Vamos tratar as duas integrais separadamente. Como −∣ω∣ε < 0, segue que
e−∣ω∣ε < e0 = 1, portanto

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

1

2π

√
π

α ∫
0

−∆ω
e−∣ω∣εdω ≤ lim

T ↑∞

1

2π

√
π

α ∫
0

−∆ω
dω

= lim
T ↑∞

1

2π

√
π

α
∆ω.

Lembrando que ∆ω = bT − 1
2 , temos

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

1

2π

√
π

α ∫
0

−∆ω
e−∣ω∣εdω ≤ lim

T ↑∞

1

2π

√
π

α
bT − 1

2

= 0. (B.10)

Por outro lado, definindo g ∶ R+ → R com g(x) = 1−e−ax

x , sendo a > 0, temos
que

lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

1 − e−ax
x

= lim
x→0+

ae−ax = a,

lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

1 − e−ax
x

= 0.

Somando ao fato que g(x) é continua em seu domı́nio, temos pelo teorema
de Weierstrass que g(x) é limitada, portanto existe M > 0 tal que ∣g(x)∣ ≤M
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para todo x ∈ R+. Por conseguinte, 1−e−ωT

ω ≤M para todo ω ∈ R+. Logo,

lim
T ↑∞

1

2πT

√
π

α ∫
∆ω

0

1 − e−ωT
ω

dω ≤ lim
T ↑∞

1

2πT

√
π

α ∫
∆ω

0
Mdω

= lim
T ↑∞

M∆ω

2πT

√
π

α

= lim
T ↑∞

MbT − 1
2

2πT

√
π

α

= lim
T ↑∞

Mb

2πT
3
2

√
π

α

= 0. (B.11)

Substituindo (B.10) e (B.11) em (B.9), temos

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣I0
E(ε)∣ ≤ 0, (B.12)

e portanto, limT ↑∞ limε↓0 I0
E(ε) = 0.

Por outro lado, temos que

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣I+E(ε)∣ = lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣ i

4π2

√
π

α ∫
∞

∆ω
e−(ω+E)2/(4α)∫

T

−T

eiωt

t + iεdtdω∣

≤ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

1

4π2

√
π

α ∫
∞

∆ω
e−(ω+E)2/(4α) ∣∫

T

−T

eiωt

t + iεdt∣dω.

Como ω é sempre positivo no intervalo de integração, usando (B.7), temos

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣I+E(ε)∣ ≤ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

1

4π2

√
π

α ∫
∞

∆ω
e−(ω+E)2/(4α) π

ω(T − ε)(1 − e
−ωT )dω

≤ lim
T ↑∞

1

4πT

√
π

α ∫
∞

∆ω

e−(ω+E)2/(4α)

ω
dω,

onde na última desigualdade usamos que (1 − e−ωT ) < 1. Dentro do intervalo

de integração o menor valor que ω assume é ∆ω, portanto e−(ω+E)
2
/(4α)

ω ≤
e−(ω+E)

2
/(4α)

∆ω para todo ω ∈ [∆ω,∞). Com isso,

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣I+E(ε)∣ ≤ lim
T ↑∞

1

4π∆ωT

√
π

α ∫
∞

∆ω
e−(ω+E)2/(4α)dω.

Mas como e−(ω+E)2/(4α) é sempre positivo para todo valor real de ω, temos



APÊNDICE B. 82

que

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣I+E(ε)∣ ≤ lim
T ↑∞

1

4π∆ωT

√
π

α ∫
∞

∆ω
e−(ω+E)2/(4α)dω

≤ lim
T ↑∞

1

4π∆ωT

√
π

α ∫
∞

−∞
e−(ω+E)2/(4α)dω

≤ lim
T ↑∞

1

2∆ωT
.

Usando que ∆ω = bT − 1
2 , temos

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣I+E(ε)∣ ≤ lim
T ↑∞

1

2bT
1
2

= 0.

Portanto, limT ↑∞ limε↓0 I+E(ε) = 0. Voltando então a (B.8),

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

IE(ε) = lim
T ↑∞

lim
ε↓0

I−E(ε) + lim
T ↑∞

lim
ε↓0

I0
E(ε) + lim

T ↑∞
lim
ε↓0

I+E(ε)

= lim
T ↑∞

lim
ε↓0

I−E(ε).

Usando (B.4), temos que

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

IE(ε) = lim
T ↑∞

lim
ε↓0

I−E(ε)

= lim
T ↑∞

lim
ε↓0

i

4π2

√
π

α ∫
−∆ω

−∞
e−(ω+E)2/(4α)∫

T

−T

eiωt

t + iεdtdω

= lim
T ↑∞

lim
ε↓0

i

4π2

√
π

α ∫
−∆ω

−∞
e−(ω+E)2/(4α)(−2πieωε)dω

− lim
T ↑∞

lim
ε↓0

i

4π2

√
π

α ∫
−∆ω

−∞
e−(ω+E)2/(4α)∫

π

0

eiωTe
−iθ

Te−iθ + iε(−iTe
−iθ)dθdω. (B.13)

Mas, a partir do que se segue a (B.1) e (B.5), temos que

∣∫
π

0

eiωTe
−iθ

Te−iθ + iε(−iTe
−iθ)dθ∣ ≤ π

∣ω∣(T − ε)(1 − e
−∣ω∣T ).

Portanto,

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣ i

4π2

√
π

α ∫
−∆ω

−∞
e−(ω+E)2/(4α)∫

π

0

eiωTe
−iθ

Te−iθ + iε(−iTe
−iθ)dθdω∣

≤ lim
T ↑∞

lim
ε↓0

1

4π2

√
π

α ∫
−∆ω

−∞
e−(ω+E)2/(4α) π

∣ω∣(T − ε)(1 − e
−∣ω∣T )dω

= lim
T ↑∞

1

4πT

√
π

α ∫
−∆ω

−∞

e−(ω+E)2/(4α)(1 − e−∣ω∣T )
∣ω∣ dω.
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Usando que (1 − e−∣ω∣T ) < 1 e que ∣ω∣ ≥ ∆ω para todo ω no intervalo de
integração, temos que

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

∣ i

4π2

√
π

α ∫
−∆ω

−∞
e−(ω+E)2/(4α)∫

π

0

eiωTe
−iθ

Te−iθ + iε(−iTe
−iθ)dθdω∣

≤ lim
T ↑∞

1

4π∆ωT

√
π

α ∫
−∆ω

−∞
e−(ω+E)2/(4α)dω

≤ lim
T ↑∞

1

4π∆ωT

√
π

α ∫
+∞

−∞
e−(ω+E)2/(4α)dω

≤ 0.

Enfim,

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

i

4π2

√
π

α ∫
−∆ω

−∞
e−(ω+E)2/(4α)∫

π

0

eiωTe
−iθ

Te−iθ + iε(−iTe
−iθ)dθdω = 0.

Voltando então a (B.13),

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

IE(ε) = lim
T ↑∞

lim
ε↓0

I−E(ε)

= lim
T ↑∞

lim
ε↓0

i

4π2

√
π

α ∫
−∆ω

−∞
e−(ω+E)2/(4α)(−2πieωε)dω

= lim
T ↑∞

1

2π

√
π

α ∫
−bT−1/2

−∞
e−(ω+E)2/(4α)dω

= 1

2π

√
π

α ∫
0

−∞
e−(ω+E)2/(4α)dω.

Fazendo a mudança de variável ω′ = ω+E√
4α

, temos:

lim
T ↑∞

lim
ε↓0

IE(ε) =
1

2π

√
π

α

√
4α∫

E
√

4α

−∞
e−ω

′2

dω′

= 1√
π
∫

E
√

4α

−∞
e−ω

2

dω

= 1√
π
∫

∞

− E
√

4α

e−ω
2

dω.
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