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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos as cotas de Lieb-Robinson em sistemas quanticos
de muitos corpos. Entre outras coisas, essas cotas limitam a velocidade de
grupo para a propagacao de informagao em redes de spins. Apresentamos
também suas aplicagoes mais relevantes. Em especial, apresentamos o teo-
rema do decaimento exponencial de correlagoes para hamiltonianos com gap
espectral.

Palavras-chave: Cotas de Lieb-Robinson, Sistemas Quanticos de Mui-
tos Corpos, Fisica Matematica.



ABSTRACT

In this work, we present Lieb-Robinson bounds in many body quantum sys-
tems. Among other things, these bounds limit the speed of group for the
propagation of information in spins lattices. We also present its most rele-
vant applications. In particular, we present the exponential decay correlation
theorem for Hamiltonians with spectral gap.

Keywords: Lieb-Robinson Bounds, Many Body quantum Systems, Mathe-
matical Physics.
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Introducao

E de conhecimento geral que em um sistema relativistico a informacao
nao pode se propagar mais rapido que a luz. Ja em um sistema quantico
nao relativistico tal limitacao nao existe. Por exemplo, correlagoes podem,
a principio, propagar arbitrariamente rapido. Entretanto, em 1972 Lieb e
Robinson provaram em [I], para o caso de sistemas quanticos de muitos
corpos que possuem interagoes de curto alcance, que existe uma cota para
a influéncia de pertubacoes em sistemas distantes. Com essa cota, mostra-
se que existe uma velocidade constante maxima para a propagacao efetiva
de informacao. Essa velocidade é chamada de velocidade de Lieb-Robinson.
Refinamentos futuros dos resultados em [I] sdo coletivamente chamados de
cotas de Lieb-Robinson. Na Secao 1.1, veremos como encontrar essas cotas
e como obter a velocidade maxima de propagacao de informacao a partir
delas.

Uma das primeiras aplicacoes da cotas de Lieb-Robinson foi feita em
1976 por Robinson em [2]. Neste trabalho ele mostrou que a dinamica, em
um sistema quantico de spins esta bem definida no limite termodinamico
(generalizagoes desse resultado foram feitas por Nachtergaele e Sims em [3] e
[]). Entretanto, essas cotas ficaram fora de enfoque por algumas décadas, até
que em 2004 Hastings mostrou em [5] o teorema do clustering exponencial.
Tal teorema nos diz que um gap espectral acima do estado fundamental
implica no decaimento exponencial de correlagboes no estado fundamental.
Esse resultado foi generalizado em [0] e [7], para o caso do espectro ter um
certo nimeros de baixas energias, indo a zero com o crescimento da rede, com
um gap do resto do espectro. Veremos na Secao 2.3 a demonstracao desse
resultado, e também a aplicagao deste ao modelo de Ising com um campo
transversal.

Uma outra aplicagao das cotas de Lieb-Robinson se d4 na estimativa
do suporte efetivo da evolugao temporal de operadores. Mostraremos na
Secao 2.1, usando as cotas e a medida de Haar, que o suporte efetivo da
evolucao de um operador cresce com uma velocidade menor que a velocidade
de Lieb-Robinson. Usando essa ferramenta fazemos, na Secao 2.2, uma
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estimativa para a evolugao de correlagoes ao longo do tempo de um estado
do tipo produto. Mostra-se facilmente que nao existe correlagao inicial para
estados do tipo produto, entretanto, correlacoes podem ser criadas ao longo
do tempo. O que mostramos na Segao 2.2 é que essas correlagdes para um
instante de tempo fixo, decaem exponencialmente com a distancia.

Entre as aplicacoes das cotas de Lieb-Robinson nao abordadas no texto,
uma das mais relevantes é a lei de area em sistemas unidimensionais com
gap espectral. Hastings obteve esse resultado em [8]. Esse mesmo resul-
tado pode ser obtido com uma abordagem combinatorial, usando o lema da
detectabilidade, tal como feito em [9)].

Devido a esse grande numero de aplicacoes, era de interesse procurar
generalizagoes das cotas de Lieb-Robinson para interagoes de longo alcance.
Isso foi inicialmente feito por Hastings em [7]. Nesse ele tratou o caso de
sistemas com dimensao espacial D e interagoes decaindo algebricamente com
a distancia (1/r®), sendo a > D. O resultado encontrado foi que a influéncia
de uma pertubacao local, a uma distancia r, é limitada por uma funcao da
ordem de e# [r*. Com isso, encontramos um limite superior para a velocidade
efetiva de informacao da ordem de eaf, e portanto cresce exponencialmente
com o tempo. Entretanto, em [10], mostrou-se que é possivel obter uma cota
melhor para a influéncia de pertubagcoes locais. De forma que, é encontrada
uma nova cota superior para a velocidade efetiva de informacao da ordem de
t'** k >0. Em [I1], é feita uma extensao dos resultados encontrados em [10]
para uma classe mais geral de sistemas quanticos de muitos corpos. Veremos
na Secao 1.2, como ¢é obtido esse resultado.



Capitulo 1

As Cotas de Lieb-Robinson

Nesse capitulo veremos duas versoes, apresentadas em [11], das cotas de
Lieb-Robinson. A primeira se restringe ao caso de interagoes de curto alcance
e a segunda ¢ a generalizacao para o caso de interacoes de longo alcance com
decaimento algébrico.

1.1 Interacoes de curto alcance

1.1.1 Modelo e resultados

Vamos considerar um sistema quantico de spins definido sobre um con-
junto de vértices €2 equipado com uma métrica d : 2 x Q - R. Na maioria
dos casos €2 é um grafo e a métrica é dada pela distancia no grafo, isto
é, d(x,y) é igual ao comprimento do menor caminho ligando x a y pelas
arestas do grafo. Definimos o diametro de um subconjunto Z de €2 como
diam(Z) = sup{d(z,y)|r,y € Z} e a distancia entre dois conjuntos X,Y c Q
como d(X,Y) =inf{d(z,y)|x € X,y € Y'}. Denotamos por | X| a cardinalidade
do conjunto X.

Associamos a cada ponto x € €2 um espaco de Hilbert H, de dimensao
finita. Dado A c ) finito, entao o espaco de configuragoes associado a A é
dada pelo produto tensorial Hy = @,a Ho € a algebra de operadores agindo
em A é dada por L(Hy) 2 ®uen L(H,) (em [12] vemos a definigdo do produto
tensorial e suas principais propriedades). Assumiremos, no decorrer desse
texto, que A é sempre um subconjunto finito de €.

Definigao 1.1. Dado A € L(H,), denotamos por |Al| a norma usual de
operadores: .
| Al = sup [{Av, Av) |7

VEH A
[vl=1

10
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Se A € um operador normal, é facil mostrar que |A| € igual ao maior de
seus autovalores em modulo.

Definicao 1.2. Definimos o suporte de um operador A € L(Hp) nao nulo,
como

supp(A) =inf{X c AJA=Ax ® In\x}

sendo que o infimo € tomado considerando a relagao de ordem definida pela
inclusao de conjuntos. Portanto, o suporte de A € o menor subconjunto X
de A tal que A atua trivialmente em A\X e nao-trivialmente em X.

Observacao 1.1. Dados A, B € Hy com suporte em X,Y c A respectiva-
mente, se XNY = & entio [A,B] = 0. Com efeito, seja N’ = A\(XUY)
entao XOAN =@ =Y NN, A\X=YUAN e A\Y =XUA". Se A" +3, entao

A:AX®]A\X:AX®]YUA’:AX®IY®]A'

e, de maneira andloga,
B=IxQ® By ®I,.

Sendo assim,
AB=(Ax® Iy ® In)(Ix® By ® Ip)) = Ax ® By ® Iy,
enquanto que,
BA=(Ix®By ®I)\)(Ax® Iy ® Iy) = Ax ® By ® I = AB.

Se N'=@ entao X UY = A, portanto A=Ax®Ily e B=1x® By. Com isso,
AB=(Ax®Iy)(Ix ® By) = Ax ® By = BA. Dessa forma, operadores com
suportes disjuntos comutam.

Precisamos ainda definir uma dinamica no sistema, ou em outras palavras,
a evolucao temporal. Serd conveniente trabalhar com a representacao de
Heisenberg, onde os estados sao fixados e os observaveis evoluem no tempo.
A cada subconjunto finito X de A temos associado um operador auto-adjunto
hx € L(Ha) com suporte em X, sendo que hy descreve a energia de interagao
entre os elementos de X. Chamamos esse operador de interacdo local. A
energia devida a todas as interagoes em A é dada pelo Hamiltoniano local

Hy= ) hy. (1.1)
XcA
A evolugao temporal local de um operador A € L(H,) pelo operador Hy é

dada por
AA(t) — eitHAAefitHA7
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para t € R. A exponencial de um operador O € L(H,) é definida por

o_w (0)"
‘ 7; n!
e tal série converge em L(H,) para todo operador O. Portanto,
; > (itHA)"
€tHA = ZT (12)
n=0 :

Vamos assumir as seguintes condicoes para os hamiltonianos locais.

Suposicao 1.1. Existe R > 0 tal que as interacoes tém alcance mdxrimo R,
ou seja, hx =0 se diam(X) > R.

Suposicao 1.2.
Co=sup y. > |hz| < oo. (1.3)

€ yeQ Zsz,y

A Suposicao [1.2|impde um vinculo entre a estrutura espacial da rede e
as interagoes. Como exemplo, consideramos dois grafos, o primeiro sendo o
ZP e o segundo uma &rvore infinita I', onde o nimero de ramos aumenta em
1 para cada nivel.

Figura 1.1: Grafo Arvore

Tomamos como métrica a distancia usual em cada grafo. Suponhamos
que em ambos os grafos s6 se tem interagoes entre primeiros vizinhos e que
todas essas interagoes tenham a mesma intensidade, ou seja,

h se diam(Z) =1
|7z ={

0 caso contrario.

Sendo assim, para x € ZP, vale que

> Y lhzl= ¥ NMhayl=h Y 1=2Dh,

yeZPl Zszy yeZP yeZP
d(z,y)=1 d(z,y)=1
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logo,

Co = sup 2Dh =2Dh.

xeZD

Por outro lado, para x € I', supondo que x esteja em um nivel n de I', vale
que

> 2 Ihzl= 2 Nyl = (n+ 1A,

yel' Zaz,y yel’
d(z,y)=1

Portanto,

Co=supy. Y. |hz|=sup(n+1)h=oco.

zel’ yel’ Zoz,y neN

Concluimos com isso que, apesar de termos as mesmas condigoes de interacoes
em ambos os grafos, apenas o grafo ZP satisfaz a Suposigao [1.2]

Vamos ver agora uma exemplo fisico mais concreto, onde as suposigoes
sao verdadeiras. Voltaremos a esse exemplo na Segao 2.3.

Exemplo 1.1 (Modelo de Ising). No modelo de Ising com campo transversal
e condigoes de fronteira periddicas, podemos tomar Q = Zy, H; = C? para todo
i€Zy ed(i,j) =ming,gli — j + nN| como a métrica em Zy. As interagoes
locais sao definidas como se seque.

—So7 se X ={i},
b = —t0707, se X={i,i+1} e i<N,
R I ¥ se X ={1,N},
0 caso contrdrio,

z X g y
onde 07 = 0*® Iz, e 0f = 0" ® Iz, ; sendo que 0,0, sao as matrizes de
Pauli na direcao z e x respectivamente. Especificamente

(1 0
=l o 1
. (01
g = 10 .

Além de o7,0% o conjunto das matrizes de Pauli também contém o¥ definida
por
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Todas essas matrizes sao autoadjuntas e unitdrias. Flas também satisfazem
a sequintes propriedades, c*c¥ =107, oY0% = i0* e 0*c® =10Y. O fator g pode
ser interpretado como a aplicagao de um campo magnético sobre o sistema.

Sendo assim,
1 N-1

H, :——Za‘?a? —lazaz—gi(ﬁ
Q 4 ~ i Y+l 4 N¥Y1 21;1 7"

Temos que o alcance mazimo das interacoes € R =1. Além disso, dado i € Zy

1
note que ¥z, Sxoig [hx| = |87 + 107 107 ] + 30707, ] < 4L Portanto,
as duas suposicoes acima sao satisfeitas.

Definido tudo isso, podemos entao enunciar as cotas de Lieb-Robinson
para interagoes de curto alcance.

Teorema 1.1. Sejam X,Y c A, A, B operadores com suporte em X,Y res-
pectivamente. Entdo, se r =d(X,Y) >0,

I[A(1), B]| < 2] A BJIX (e = 1)e /% (1.4)
<2 AJ|B|X |etrii=r/, (1.5)

para qualquer t € R, onde € uma constante positiva.

Observagao 1.2. A equagao (1.4) € 4til para algumas aplicagoes, tal como
a serem wvistas no Capitulo 2, enquanto que a equacgdo (L.5)) € wtil para a
interpretacao fisica do teorema tal como vai ser vista a sequir.

Como foi discutido na introducao, a partir das cotas de Lieb-Robinson
é possivel obter uma velocidade méaxima para a propagacao efetiva da in-
formagao. A seguir faremos essa ligagao.

Seja A € L(H,) um operador auto-adjunto com suporte em um subcon-
junto X de A. Seja 1hg € Hyp, com (tg,10) = 1, 0 estado inicial do sistema. A
aplicagao de uma perturbagdo em um sitio y de A, com d(X,{y}) > 0, pode
ser visto como a aplicacdo de uma unitaria U € L(H,) com suporte em {y}
sobre o estado do sistema. Consideraremos as duas seguintes situagoes:

1. Deixamos o sistema evoluir até um tempo t e fazemos uma medicao em
X representada pelo operador A. Seu valor esperado é dado entao por

(A)e1 = (Yo, Ax(t)o).

2. Aplicamos em v, a transformacao unitaria U e deixamos o sistema
evoluir, a partir dai, até um tempo t. Depois fazemos uma medicao em
X representada pelo operador A. Seu valor esperado é dado entao por

(A), 5 = (Yo, (UTAA()U )bo).
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Podemos usar a cota de Lieb-Robinson para estimar a interferéncia da aplicacao
unitaria U na medi¢ao de A. Mostraremos que

[{A)2 = (A) 1 | < [[Aa (), U] (1.6)
Aplicando entao o Teorema [1.1
L -r
[{A), o = (A)1 | < 2| Af[ X [er R
Seja vg = (uR)/a, onde 0 < aw< 1. Se r > vgt, e com isso t < 7/vg, temos

(A = (A | < 2] Af|X e 7O (1.7)

t,2

Ou seja, para um tempo t fixado, uma perturbacao a uma distancia maior
que vt tem uma interferéncia na medicao de A decrescendo exponencial-
mente. Concluimos, em vista disso, que a velocidade de propagacao efetiva
de informagao é limitada por ve = (uR)/a. O fator de a tem o papel de con-
trolar o erro associado, quanto mais préoximo de zero estiver «, maior sera o
valor de r e portanto menor o erro, porém maior sera o valor de vg.

Demonstracao da Desigualdade (1.6]): Para um operador O € L(H,) e
vetores ¢, o € Ha, com (pg, o) = 1 = (o, po), segue da desigualdade de
Cauchy-Schwarz que

| {(d0, Oo) [* < {¢0, b0} (Oo, Oo)
= (Opo, Ogp) -
Com isso,

| {60, Ogo) | < ((Ogo, Op0))?.

Lembrando da defini¢do da norma de um operador, O = sup,; ((O, 0p))z,
temos

[ {60, 090} | < ({00, On))?
<[O]. (1.8)
Sendo assim,
| <A>t,2 - (A>t,l | =] <w07 (UTAA(t)U - AA(QM’O) |
<[UTAN()U = Ax(B)]-
Como U ¢ uma transformacao unitéria, UTU = I, portanto
[(A)ys = (A)y | < IUTAL(DU - Ax(1)]
= [UT(AA()U - UAx(1))]
= [UT[AA(®), U]
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Usando o fato que |00 < |O1]] Oz para todo O1,09 € L(H,), temos que
[UT[AA), U] < [UT[ITAA(E), U] = [[Aa(2), U] Consequentemente,

[{A)o = (A),1 | < [[AL(D), U]

1.1.2 Demonstragao do Teorema

As somas nessa demonstragao (com excec¢ao das somas sobre os naturais)
serdo sempre sobre subconjuntos de A. Deixarei isso implicito para nao
sobrecarregar a notagao.

Parat =0, Ay(0) = A. Como d(X,Y") >0, temos que X NY = @, com isso
A e B possuem suportes disjuntos. Consequentemente, pela Observagao
[1.1] [AA(0),B] = [A,B] = 0, logo o resultado ¢ trivial para ¢t = 0. Vamos
assumir ¢t > 0, uma vez que valores de t negativos sao tratados da mesma
maneira.

Vamos comegar com um esboco da demonstracao. Nas secoes seguintes
serao detalhados os passos usados no esboco da prova.

Esboco da demonstragao

Fazendo algumas manipulacoes algébricas, chegamos que

GBI T [, (400, B]
_iZ mz):( [AA(t)>[hZ17A(t)vB]]' (19)

onde hz, A(t) = e*ahy e7#Ha Observe que (1.9) é uma equagao diferencial
ordindria de primeira ordem, na varidvel [Ax(t), B], do tipo

y'=0(t)y +b(t),

onde as solugoes da parte homogénea, 3y’ = O(t)y, preservam a norma de y.
Vale que (para mais detalhes veja o Apéndice A):

@1 < @+ [ s) s

E ficil mostrar que as solugoes da parte homogénea de (1.9)) sao do tipo
Ut(t)[Aa(t), B]JU(t), sendo U(t) uma transformacao unitdria. Portanto, a
solucao preserva norma, e com isso

I[AA(), Bl < I[A, B[ + 21 4] >, fOtH[hzhA(sl),B]\dsl- (1.10)

Z1 N X+
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Definindo

ozt sy OB

OcL(Hy) 10]
supp(0)=Z2

entao de ([1.10]) segue que

t
CB(X,t)SOB(X,O)+2 Z |th|A CB(Zl,sl)dsl.

Z1NX+g

[terando a equagao acima, chegamos que
Eo(2t)n
CB(X,t) SQ”B” Z—( ‘) an+2k+1bk,
n=1 T

para todo k € N, onde
2™p >0 sen — oo

w= Y Y Y Tl

Z1NX+SB Zo N Z1+D ZnNZp-1%D 1=1
ZnNY+2

17

(1.11)

(1.12)

(1.13)

Dessa forma, a, é a soma sobre todos os “caminhos”, quer dizer, a lista de
conjuntos Z1, -, Z,, com intersecoes mutuas, conectando X a Y, com n pas-

sos tendo peso dado pelas interagoes, ;- ||z,

z,
o
e O
e o
® o

, ao longo desse “caminho”.

Pelo fato das interagoes serem de curto alcance, grande parte dos “cami-
nhos”tera peso 0. Como j4 vimos, a Suposicao nos fornece a ligacao
entre a estrutura espacial da rede e as suas interacoes. Com essa suposicao,

mostra-se que
an, < CPlX]|.

O fato das interagoes serem de curto alcance implica que

a,=0senR<d(X,Y).

(1.14)

(1.15)
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Com isso,

e 2tCo )™
cpx.ny<2Blx] 5 G

nxd(X,Y)/R TV

[ee)

(2C0t)n n—
<oBlix] Y O neacevyn
n>d(X,Y)/R TV

<2|B[IX| Y] Me—d(X,Y)/R
n=1 n!
= 2| B|X|(e"* - 1)e UXIE,
onde pu = 2eCy. Logo,
I[AA(), B[ < |A|CB(X,¢)

< 2| A||B||X|(e" - 1)e-MXYIR
<2| A B|| X |etr-AXR),

Justificativa da Equacgao (1.9)

E facil mostrar, partir de 1' que
d

_ethA — Z‘ethAHA — ,L'HAethA.

dt

Sendo assim,

d d, . .

et A - ltHAA —itH

2 (Ax(1) = L (e g
d

— _(eitHA)Aef’L'tHA + 6itHAA£(ef’itHA)
dt dt
— Z'ethAHAAe—thA _ Z-ethAAHAe—thA

= ie™A[Hy, AleHn,
Lembrando que, por , Hy =% 7,7 Iz, , temos
%(AA(t)) = e IA[ H), Ale Ha
= je'tHa [ > th,A] e~ tHA

21CA

=iy e [hy,, Ale ",
VA

18
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Mas, se Z1N X = @& entao hy, e A possuem suportes disjuntos e consequen-
temente [hyz,, A] =0. Assim sendo,

d , , .
—(Ax(@®) =i Y, "r[hy,, Ale™"Hn
dt Z1NX+o
=i >y (eiHA hy, Ae A — eitHAAhzle_“HA) .
Z1NX+g
E fécil verificar que se O é um operador auto-adjunto, entao ¢© é unitdrio e
(e’9)F =70, Sendo assim, e*Hae=tHa = [, e portanto

E(AA(t)) =iy (eMahg IyAe s — N AL\ by oA
Z1 N X+2
=4 Z ((eitHA h, et ) (eitHA Ae=itHa ))
Z1NX+2
-y Z ((eitHAAefitHA)(6itHAhZI€7itHA))
Z1N X+

=i > hza(®)A@)—i > Ax(t)hz a(t)

Z1 N XD Z1 N X+Z

=1 Z [th,A(t)7AA(t)] )

Z1 N X+

onde hz, A(t) = eitHAhZ e Ha Desta forma, temos que

SUA, 8] = [ £ (a0 5]

[ [ a (8, An(0)]. ]
21 ﬂX;t@
ZZ % [[hz,a(t), Ax(1)], B]
= —iZ mz):( [B,[hza(t), An(t)]]. (1.16)

Na tltima igualdade usamos que [O1,02] = =[O, 01]. Uma propriedade de
grande utilidade dos comutadores ¢ a identidade de Jacobi, a saber

[A,[B,CI1+[B,[C, A]] + [C,[A, B]] =

sendo A, B,C operadores agindo em um espago vetorial qualquer. Usando

esta indentidade em , temos
LA, 5]
=1 Z [hzl,A(t)’[AA(t)vB]]+i Z [AA(t)7[thZLA(t)]]

Z1 N XD Z1 N XD

=i 2, [hza(®),[Aa®), Bl =i 3, [Ax(t), [hz,a(t), B]].

Z1NX+2 Z1NX+g
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Justificativa da Equagao (1.11))
Dividindo ambos os lados de ([1.10]) por |A| temos

(45, B)l _ [[A.B]] t
< +2 hz, A(s1), B]|ds. 1.17
4] a2, 2, G Bllds. (1)
Definimos 0 B
Cg(Z,t)= sup M7 (1.18)
% Mo

supp(0)=Z

para Z c A. Note que (1.17)) vale para todo A € L(H,) com supp(A) = X,
desta forma podemos tomar o supremo, em ambos os lados de ((1.17]), sobre
todos os O ¢ L(H,) com supp(O) = X. Fazendo isso, temos

Co(X,1) < Cp(X,00+2 T [Ot [z, n(51), B]|dss.

Z1NX#g
Mas,

|[hz,a(s1), B
(WA
Ox(s1), B
SHhZ1H sup H[ A(Sl) ]H

OcL(Hn) 10|
supp(0)=21

= ||hz, [CB(Z1, 51).

|7z (51), Bl = [hz

Com isso,

t
OB(X,t)SCB(X,O)+2 Z |hZ1|[0 C’B(Zl,sl)dsl.

Z1NX#g

Justificativa da Equacao (1.12))

Até agora, X foi tratado como um subconjunto qualquer de A e da mesma
forma ¢t um nuimero real positivo qualquer, portanto podemos usar ([1.11]
trocando X por Z; e t por s;

Cp(Z1,51) <Op(20,0)+2 Y HhZ2Hf Cp(Za, 85)dss.  (1.19)
ZoNZ1+D 0

Entretanto, observe que d(X,Y’) > 0, logo vale que [O, B] = 0 para todo
O € L(H,) com supp(O) = X, consequentemente Cg(X,0) = 0. Sendo assim,

(1.11)) se reduz a

t
Cp(X.t)<2 Y thleO Cu(Z1,51)ds1. (1.20)

Z1 N X+
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Desta forma, substituindo ((1.19)) em (|1.20]), obtemos
Cp(X,t)<2t Y |hz|Cps(Z1,0)

Z1NX+g

t S1
2 3 ||th||(2 A f f CB(ZQ,SQ)dSstl).
Z1 Za 0 0

NX+2 NZ1+2

Mas, se Z1NY =0 Cp(Z;,0)) =0, desse modo

Z ||h21||CB(Zl7O): Z ||hZ1||OB(Z1>0)

Z1NX+g Z1NX+g
Z1NY+2

Com isso,

Cp(X,t)<2t Y |hz|Cr(Z1,0)

Z1NX+@
Z1NY+2

t S1
+4 Z Z ”th ” thz H 03(22732)d32d31. (1.21)
0 0

ZIINX+B Zo N 212D

Dado O1,05 € L(H4), usando desigualdade triangular e o fato que
10102 < |O1][O2], (1.22)
temos
[[O1, O] < [010a] + [O204] < [O1[| Oz + [O2][|O1 ]| = 2[ On[[ O] (1.23)

Aplicando (|1.23)) na definigao de Cp(Z1,t), (1.18)), para t =0

O,B
Cp(Z1,0) =  sup uS2HBH. (1.24)
OeL(Hn) ||O||
supp(0)=21

Usando (1.24)) em (1.21)), temos
Cp(X,1)<2|B[(2t) 3, [hzl

1N X+2
Z1NY=+0

t S1
4 > > lhallhzl Cp(Zz,52)dsadsy.  (1.25)
0 0

Z1NX+B ZoN XD

Vamos mostrar, por indugao, que

an +281b;, (1.26)

Co(x, 1) <213 3, 2D
n=1 .

n
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para todo k € N, onde

w= Y > o ¥ i

Z1NX#B Zo N Z1#D Zn N Znp-1%2 i=1
ZnNY+2

(1.27)

n+1

b= Y Y Y (Hthi

Z1NX+B Zo N Z1#+D Zn+1NZn+ \ =1

t S1 Sn
Xfofo /0 CB(ZM,sml)dsml...dsl). (1.28)

Ja vimos em (|1.25)) que a base da indugao é verdadeira. Suponhamos que o
resultado é valido para k =m. Usando (1.11)) para Cg(Zus1, Sme1), temos

t S1 Sm
/ f f CB(Zm+178m+1)d8m+1"'d31
0 0 0
t S1 Sm
[ [ ol O
0 0 0

t S1 Sm Sm+1
e2 [T [T gl [ Co(Zssmin)dsmadsy

Z’m+2 n Zm+1 +J

t S1 Sm
L [ o e
0 0 0

t s1 Sm+1
+2 Z 1R Zps | CB(Zm+2, Sms2)dSms1--ds1.
o Jo 0

Z’m+2 ﬂ Zm+1¢®
(1.29)

Dessa forma,

m+1

b= Y Y Y Tl

Z1NX#+S Zo N Z1+D Zm+1 N Zm*D 1=1

t S1 Sm
x / f f CB(Zm-HaSm+l)d3m+1"'d51)
0 Jo 0

m+1

S I Y s ( (7

WNX#+D ZoNZ1#D  Zmm+1 N Zm#D =1

t S1 Sm
[ R AT
0 0 0

m+2

2y oy -y o

1N X+D Zo N Z1+D Zm+2 N Zm+1#+D i=1

t S1 Sm+1
X f f f CB(Zm+27Sm+2)d5m+1"'dsl) .
0 0 0
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Lembrando que, Cp(Z,,11,0) =0 se Z,,,1NY =@, temos entao

s ¥Y w X

IWNX#+B ZoNZ21#D  Zmm+1 N Zm#D =1
Z’m+1 QY¢®

t s Sm
x [ f lf CB(Zm+170)d5m+1"'d51)
0o Jo 0

m+2

v2 ) -y I

Z1NX#B Zo N Z1#D Zm+2 N Zm+1%#D 1=1

t S1 Sm+1
X f / / CB(Zm+278m+2)d8m+1"'d81)' (1.30)
0 Jo 0

Por ), C(Zms1,0) < 2| B|, portanto

t S1 Sm t S1 Sm
f / f OB(Zm+1,0)dsm+1---dsl§2||B||/ f f dss--dss.
0 0 0 0 0 0

Porém, é facil mostrar por inducao que

t meH
dSmir-d
ff f O P D Th

m+1

Desta forma,

t 51 Sm tm+1
Cp(Zm+1,0)dsme1-+dsy < 2| B||——=. 1.31
fo fo /0 B( 1,0)dsp1-dsy <2 ||(m+1)! ( )

Aplicando ((1.31]) em (1.30)), temos

m+1

<Al S S ey ]

NX#B ZoNZ1#D  Zm+1 N Zm+D i=1
Z'm+1 ﬂY#Z

m+2

ISR

IWNX#+B Z2oNZ1#D  Zmr2 N Zm+1#D =1

t S1 Sm+1
X / [ f CB(Zm+2;5m+2)d5m+1"'d81)-
0o Jo 0

Note que
By S Tl =218) -
2| B|—— =2 ——— U1,
(m+1)!zlnX¢zzmzl¢z Zons1 ) Zm#@ i=1 (m+1)! "

Z’m+1 ﬂ Y+p
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m+2

2Wma=2 > > Y T

ZA\NX+B ZoNZ1#D  Zm+2 N Zm+1#D i=1

t S1 Sm+1
L [ O s i)
0 0 0

Desta maneira,
m+1

t
(m+1)!
Usando ([1.32) na hipdtese de indugao, temos

< 2||B|| Am+1 T+ 2bm+1- (132)

& (2t)n
Cr(X,t) <2|B]| Z( |) a, +2m1b,,
n=1 T
tm+1

(m+1)!
-92|RB (oS ( )n 2m+2b
=2|B| Z n+ mel-

Am+1 + 2er2bm+1

- (28)" m
<2|B| Z o+ 272 B

Logo, por inducao, ([1.12)) vale para todo k € N.

Justificativa da Equagao (|1.14))
Seja

]n = {(Zl7“'7Zn) € P(A)n|Zl mX # ®7ZQHZI * ®7"'7anZn—1 * @}

In = U {(Zl,---,Zn) E’P(A)H|Zl 3{%11)1}7223{11}2,@01}7“'7

zreX,wi€A, - wp_1€A

anl ) {wnfla wn—Q}a Zn > {wnfl}}

Onde P(A) é o conjunto das partes de A e P(A)" é o produto cartesiano
de n parcelas de P(A). Vamos mostrar, por indugao, que I, c J, para todo
n>2:

o Paran=2 I,={(Z,2;) e P(N?}Z1NX # @, ZN X # @}, logo dado
(ZI, ZQ) € I, entao existem z e wy; em X N 21 e 21 N Zg respectivamente.
Com isso, (Z1,2Zs) € {(Z1,25) € P(A)2|Zy o {z, w1}, Zy o {wr}} € Jo,
consequentemente a base da inducao é valida, I, c Js.
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e Suponhamos agora que o resultado vale para n =m, ou seja, I, c J,,.
Seja entao (Zl, . m+1) € I = (Zl, Zm) € Iy C Jm portanto,
existe 7 € X e ex1stem Wi, W1 € A tal que {wy, 2z} c Zl, {wl,wg} c
Loy ooy {Wp- 1} c Z.,. Mas como (Zl, - m+1) €l = Z aNZ, *
@ = Jw,, € Zm+1ﬂZ = (Zl, . m+1) € Jypi1 = Lpe1 € Jpe1. Con-
cluindo assim o argumento de 1ndu(;éo.

Seja agora
I,:L = {(Zl,"', Zn) € ’P(A)”|Zl mX * J, ZQﬂZl +d,-,
Z0(\Zn-1 %2, Z, (Y + 2}
Temos entao I} c I,, c J,. Seja
JT,L: U {(Zb'”?Zn)EP(A)n|ZlD{wlax}7Z23{w27wl}7"'a
reX,w1e, - wp_1€A,yeY
Zn > {yawn—l}}-

Dado (Z],--,2},) € I}, ¢ J,, 3 {w],, w1} c A tal que Z] > {w}},Z} >
{wh,wi}, - 2! > {wl}. Como (Zi,---,Z") € I, temos que ZiNX # @ e
ZINY # @. Logo, existem z’,y’ em X, Y, respectivamente, tal que 2’ € Z;,y’ €
Z,. Portanto, temos que Z] > {w},a'}, Z5 > {wh,wi},--, Z o> {y,w!_,}.
Com isso, (Z,---,Z)) € JI, e vale I}, c J!.

Voltando a definicao de a,,, , observamos que

< ¥ SIS

reX,wieA, - wp_1€\yeY Z; >{z,wi} Zno{y,wn-1} =1

)

reX wieA Z; 3{w1,£l?} yeY ZnD{yywn—l} =1

Usando a Suposigao [1.2] temos

S O DS ||hzn||>ﬁ|

zeX wieA Z1o{w1,x} yeY Zpo{y,wn-1}

YT Y %Y ikl

zeX wieA Zio{wr,x}  wn-1€A Zy 15{wp-_1,wp-2} =1

Repetindo o processo indutivamente, temos

a, <C§ Y 1=CPlX|. (1.33)

zreX
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Justificativa da Equagao (1.13)
Voltando a definigao de b, (1.28), e usando que Cp(Zn41,Sn+1) < 2||B|,

temos

n+l
b= STl [ [ ColZir i

Iy i=1

o¢n+1 n+l

<l

n+17'1

o¢n+l n+1
< hyz,

(+1), HJ;HH H

1N n+1

I DEDICTID Y

w1eA Z1o{w1}  Zno{wn-1,wn} Zns12{wn} i=1

Usando que {Z,+1 ¢ Alw, € Z,;1} é subconjunto de Uyea{Zna1 ¢ Aly, wy, €
Zn+1}, temos

on+ n+1

LU TS YD WD)

wieA Zyo{w1}  Zno{wn-1,wn} YEQ Zpi15{wn,y} =1

2tn+1

:(M)!uan DD YN0 WD)

wieA Z1o{w1}  Zno{wn-1,wn} YEQ Zpi12{wn,y}

2tn+1

wi€A Z13{w1} Zno{wn-1,wn} =1

Repetindo o processo indutivamente, tal como é feito para a,,, temos

2tn+1 .
Portanto,
el In+2¢n+l "
111_13)102 bn S hm WHB“CO =0

Justificativa da Equagao (|1.15))

Seja (Z],-,Z!) € I' qualquer e seja R = MaX;e(1,....,y diam(Z/). Como
podemos encontrar um caminho entre X e Y passando por Zj,---, Z; entao
d(X,Y) <nR.



CAPITULO 1. AS COTAS DE LIEB-ROBINSON 27

Se d(X,Y) > nR, entdo nR > nR, com isso R > R e portanto 3 Z! tal
que diam(Z;) > R, por conseguinte hz, = 0. Com isso, [Ti; |hz | = 0. Como
(21, Z},) é um elemento qualquer de I}, vale que a, = ¥, [Ti2; [hz] = 0.

Observagao 1.3. Note que, por (1.23)), vale que

I[AA(), B]I < 2[ Ax(®) [ B] = 2] "> Ae™ 2] | B].

Entretanto, dado um operador O e uma transformacdao unitdria U, entdo
|[UTOU| = |O|. Com efeito,

|UTOU | = sup({UTOUv, UTOU )

[v]=1
= sup({OUv, UUTOUW)
|v]=1
=sup({OUv,OUv).
|v]=1
Como toda transformacgao unitdaria € uma bijecao quando restrita ao conjunto
dos vetores unitarios de L(Hy), seque que

|UTOU| = sup({OUv, OUv)

v|=1

=sup({(Ov, Ov) = | O] (1.34)
[v|]=1
Com 1isso,

[[AA (1), B[ < 2] A[| B

Essa € uma cota uniforme que independe do tempo e da distancia dos su-
portes. Comparando essa cota com a cota de Lieb-Robinson, |[Aa(t), B]| <
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2| A|| B||X |ert=r/E observe que a cota exponencial sé é melhor que a uni-
forme para valores pequenos do tempo em comparagao a distancia entre os
suportes. Quanto maior a distancia, maior o intervalo de tempo em que a
cota de Lieb-Robinson tem utilidade. Encontramos abaixo esse parametro de
comparacao entre o tempo e a distancia.

2| Al B X|err /T < 2] AJ| B

o erltir/R ¢ L
X
1
< plt|-r/R<In—
X
1
o+ im
R X

Seja c1 = ﬁ ecy= I%ln ﬁ, portanto a cota de Lieb-Robinson so serd melhor
que a cota uniforme se |t| < cir + cs.

1.2 Interacoes de Longo Alcance

1.2.1 Modelo e resultados

O resultado anterior foi obtido para interagoes de curto alcance. E possivel,
no entanto, obter uma nova cota para o caso de interacoes de longo alcance
que decaem algebricamente com a distancia.

Para obter esses novos resultados é necessario fazer uma suposicao extra
sobre o conjunto de sitios 2. Suponhamos que existam duas constantes
positivas C' e D, de forma que

1B, ()| = {y e Qd(x,y) <} <C(1+7r)P, r>20,2€Q (1.35)

onde B,(z) é uma bola de raio r centrada em z € . Portanto, |B,(z)|
pode ser visto como o volume dessa bola, o valor de D é andlogo a dimensao
espacial de Q. Definimos, por questao de praticidade, g(r) == C(1+1)P.

Trocaremos a Suposicao pela Suposicao a seguir e manteremos
a Suposicao [1.2]

Suposicao 1.3. FEuxiste uma funcdao decrescente f:R* - R* tal que

s Y |zl < f(R).  R=0. (1.36)

Te VAY Y
diam(Z)=R
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Temos, como préximo exemplo, um sistema para o qual as suposicoes
acima sao verdadeiras. Vamos usar esse exemplo para obter uma inter-
pretacao fisica da nova cota de Lieb-Robinson.

Exemplo 1.2. Seja Q = ZP, equipado com a métrica usual, d(z,y) = Y2, |xi-
yi|. Suponhamos que sé temos interagoes entre dois corpos, ou seja:

By :{ hieay se X ={zy},x#y (1.37)

0 caso contrario.

Suponhamos também que essas interacoes decaem com a distancia por uma
lei de poténcia de ordem maior que 2D, isto é€,

&
h <
en | Gt )

(1.38)

sendo a> D e Cy >0 constantes que independem do par {x,y}. Fizamos um

elemento x de ZP e seja a,(n) o circulo de raio n centrado em x, az(n) =
{y e ZP|d(x,y) =n}. Note que,

{y € Z7)d(z.y) > R} = | au(n).

neN
n>R

Portanto,

> Mhwnl=2 Y eyl

D neN yeaz (n
aCr)2R sk
Usando ([1.38),
4
2 Nhewl<) Y g es
yeZP neN yeaw(n)[ +n]
d(z,y)>R nzht
Ci
= Z —————la,(n)|. (1.39)
1+njotP

s L]

Estamos interessados em encontrar uma cota para |a,(n)|. Pela definigdo,
az(n) = {y e ZP| Y2 \a;—y| = n}, logo dado ' € ay(n), para cada uma de suas
coordenadas vale que |z;-yj| < S wi—y!] = n e com isso —n+x; < y; <n+a;.
Lembrando que x estd fixado, temos portanto que y]’ ¢ um inteiro no intervalo
[-n +xj,n +x;] e com isso yj; pode assumir no mdzimo (2n + 1) valores
distintos.
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Isso vale para todas as demais coordenadas, entretanto a equagio Y2, ;-
yi| =n gera um vinculo, de forma que se as (D —-1) primeiras coordenadas jd
forem escolhidas, entdo a dltima coordenada satisfaz a igualdade |xp -y =
n=27" [zi-yl| e portanto yp = xp-n+ L2 |wi-y| ouyy = —wp+n-L 21 wi-
yi|. Sendo assim, y}, pode assumir no mdzimo dois valores distintos. Enfim,
dado y' € a,(n), suas (D - 1) primeiras coordenadas possuem no mdzimo
(2n+1) wvalores distintos, enquanto que a ultima coordenada sé pode assumir
2 wvalores distintos. Logo,

lag(n)] <2(2n+1)P71 <2(3n)P~t < 3PpP-L, (1.40)
Voltando a (1.39)),

C 3PCnP-1
higp| €Y —————|as i
i, Mhenlls X gl i< X poges
d(l’,y)ZR n>R n>R
~ Z 3D01nD 1 . Z 3D01nD—1
2 Tenl i en]P? & [Ten]ind
n>R n>R
nGN 1 +’I’L a+1 - = notl '
n>R n>R+1

Seja k(x) = i’;i?; Logo, para x € [n - 1,n] temos que na?f = k(n) < k(x).
Desse modo:

300, n S
Y lhenl< X St ¥ [ k@de= [ k(@)de
yeZP neN T neN -1 R
d(l,y)ZR n>R+1 n>R+1
L CRa e e
- e - R’
R

onde Cy =3P (a+1)Cy. Assim sendo, f(R) = £2 satisfaz a Suposigao

Vamos agora enunciar a versao das cotas de Lieb-Robinson com essas
novas suposicoes.

Teorema 1.2. Sejam X,Y c A, A, B operadores com suporte em X,Y res-
pectivamente, sendo r=d(X,Y) >0, e R>1. Entao,

I[AA(2), B]| < 2| A]| BJ| X |e**=% + 4t A|| | B||| X|g(r) f (R)
+2C, |A||B||X[2tR(r v R)P f(R)er /%, (1.41)
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Parat >0, onde rv R=max{r, R}, u e C; sdo constantes positivas indepen-
dentes dos outros parametros.

Antes de demonstrar o teorema vamos aplica-lo para obter uma veloci-
dade méaxima efetiva para informacao, tal como foi feito na secao anterior.
Entretanto, vamos nos restringir ao caso do Exemplo [1.2] Para esse caso, o
fator (rv R)P no terceiro termo de (|1.41)) pode ser otimizado por (rv R)P-1,
(veremos como isso pode ser feito no fim da demonstracao do teorema). Lem-
brando que g(r) = C(1+7)" e f(R) = <2, temos

Cy

ILAA(®), B]| < 2 Al BJ| X e/ + at| A | BJ| X]C(1+ )P 22

226 Al BIIXPR(r v R)D‘l%e“t‘”R. (142)

Como r > 0, para o caso de ZP isto implica r > 1. Escolhemos o valor de

R por R =177, onde f3 := %. Como « > D, vale que 0 < 8 < 1, e portanto
r a-D

r > R. Com isso, segue que (rv R)P-1 =Pl e que £ =rlF =rot =y,
onde 7 := <=2 Substituindo tudo isso em 1) temos:

a+l *
. (1+r)P
ILAA (D), B[ < 2| A B[ X e + 4t A] | B X|CCo"—5—
7nB+D—1 "
20 Co| A BIIX Pt et (143)

Como 1 <r = (1+7r)<2r= (1+7r)P <2PrP. Portanto, (1 +r)Pr-ab <
2PrP-af mas D-aff = D-2a%2 = =2 — _y) sendo assim (1+7)Pr=28 < 2Pp=1.

Por outro lado, rB+P-1-a8 = p=2n_ T,0go, substituindo em (1.43)) e definindo
Cs=2PCCy e Cy = 2C,C5, temos

I[AA(2), B]| < 2| Al| B| X e~ + Cs| Al | B][| X [tr™"
+Cu|| A|l| B]|| X |Ptr—21ert". (1.44)

Por (1.6, temos que uma estimativa da interferéncia de uma aplicagao unitéria
U na medicao de A se da por:

[(A)a = (A)1 | < [[AL(D), U] (1.45)
Sendo assim, usando (1.44)) em ((1.45)) e substituindo B pela transformagao

unitaria U, temos

[(A)o = (A1 | < 2| AJIX "™ + Ca ] AJ|X [tr™

+2C | A||| X |Ptr—2nert=r", (1.46)

t7
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Definimos uma cota superior da distancia de propagacgao, em um instante ¢,
1

por re(t) = (Aut)n com um pardmetro A > 1. Substituindo r4(t) em (|1.46)),

temos:

e 1
[(A)yp = ()| < 2[ Af| X e 1)‘”+(73||AH|X|A—

1
+2C; | A||| X [P e Dt
(Ap)?t

Para t grande,

)

1
(Ao = (A)ia [~ GIANBIXT

Sendo assim, para A grande, o lado direito da equacao acima fica muito
pequeno. Dessa maneira, uma cota superior para distancia de propagacao
efetiva é dada por

ro(t) = \t)7 = )1t = ) 70+,

onde K = + -1 = 2+
n a-D

maxima de informagao efetiva é dado por

> 0. Por isto, um limite superior para a velocidade

vat) = Lra(t) = ““)7

No caso da secao anterior, vg = (uR)/c, sendo que o fator de a controlava o
erro associado. No caso atual, o fator de A que cumpre o papel de controlar
0 erro.

Observe que a velocidade maxima encontrada nao é mais constante, cres-
cendo algebricamente com tempo.

1.2.2 Demostracao do Teorema

A estratégia para demonstrar o teorema é a decomposicao do Hamiltoni-
ano em uma parte de curto alcance e uma de longo alcance, a saber:

Hy = H( + &P (1.47)
com
HER = 3 R,
ZcA\
[§

(>R) _ (>R)
Hy =50 hy ™
ZcA
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hSH e pGP

onde as interacoes locais, , sao dados por

0, caso contrario.

R _ {hz, se diam(2) < R,
S =

e h(ZZR) =hy— h(Z<R). O Hamiltoniano HI(CR) ¢é a parte de curto alcance com
interacoes de alcance maximo R, portanto essa parte do hamiltoniano ja foi
~ . ¢ (=R) .
tratado na secao anterior. J4 H,~" ¢é a parte de longo alcance.
A evolugao temporal de um operador A € L(H,) pelo Hamiltoniano de
curto alcance é dado por

(<R)(A) IS A it
Introduzimos agora o seguinte operador
Ut = ™
Observe que (UL (1)) = (eiﬂ"z(\d{)e*”HA)T = eittn et Com isso,
UE) U () = gitHn it H ™ GitHI™ ity _ |
Ou seja, U(t) é um operador unitdrio. Dados A, B € H,, temos
Ap(t) = ¢ Ag-itHn eitHA(e—itHfR) eitH[(:R))A(e_itHj(;R)eitH/(;R))e_itHA
) (eitHAefitHkR))(eitH,(:R)Ae*itH/(fR))(eitH/(fR)e*itHA)
=UR ) T3P (AU (1),
Desta forma,
[Ax(t), B] = [UR(@) ' P (AUR (L), B]
= U () 7\ (UL (0B - BU (1) {7 (AU (1)
= UL () (3 (UL ) BUT () - Ul () BUR(#) 73 (A) ) uf(2)
=UR [ (). Ul (O BUL (1) U (1),
Sendo assim,
I0AN®), BII = [ (1) [ (A), U () BUT () U (1)
Usando , temos que
ITAA (), BII = 1737 (A), uft (0) BUS (6)1]])- (1.48)

Definimos o alargamento de um conjunto X como.
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Definicao 1.3. Dado X c A e r >0, definimos o r-alargamento do conjunto
X como

X, ={x e Ald(X,{z}) <r}.
Lema 1.1. Seja X c A, Ae L(Hp) com suporte em X er >0. Entdo,

A, B < TGP ) BY #2181 % [ 1SR4, 5P )ds
ZNnX,+2
2Bl Y[R B ds
ZInX,=g
(1.49)

para qualquer B € L(Hy) e para qualquer t > 0.

Demonstracao. Introduzimos a seguinte fungao f : R* x Rt - L(H,), onde
ft,s)=1[r (<R)(A) UF(s)BUE(s)T]. Sendo assim, por (|1.48)), temos

1AL, B[ = [£(Z,D)]-

Diferenciando f com respeito a s, obtemos

YU L S () B (s)') ~ @i () BUfi () 75 (4))

<<R>(A>—<uf<s>Buf<s>*> - UR) BUR ()G (4)
[P, —[uﬂs)Buf(s)*]] (1.50)

Porém, vale que

d

d
- (UL (s)BUR(s)T) = (uﬁ(s))Buf(s)uuf(s)B (uf(s)f). (1.51)
Fazendo as derivadas separadamente,

d d [ . g<» _
(Uf(s)) = — (enra™ emistin)

ds
= i ( ez‘sH}jR)) o-isHa 4 gisH{™ i ( e—isHA) ,
ds ds
como,
) R . R . R

i (est/(: )) — ieZSH/(\< )H(<R) — iH(<R)€zSH/(\< )

ds
(§

e (e—stA) — _Ze—stAHA — _ZHAe_ZSHA,

ds
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vale entao,

d . L(<R) R) _. . (<R) )
d_ (Z/{/}\%(S)) — ZestA H/(\< )e—stA _ Z@ZSHA HAG—ZSHA‘
S

Mas, por , Hy = H(<R) HI(XZR). Com isso,

d

. (<R) >R .
ZestA H[(X— )6 isHp

_ieisHS pr(2R) ( —isH{T Lis H/(:R)) o-isHa
A

= (eisH/(\<R) H/(\ZR) efisH/(CR) ) (eisH/(\<R) efisHA)
= —in (UL ).

Com célculos analogos, temos que

d
ds

Substituindo ((1.52) e (1.53) em (1.51)), temos

d
ds

UR(s)t) =t (s)t P (™)

(UR(s)BUR(s)t) = =ir SV (HE UL () BUS(s)'

+ iU (s) BUR(s) TP (HE™)

= =[S @™, Ul (s) BUg(s)1]
Portanto, voltando a , temos

df(t,S) <R R
Yoo [< (A), 3 () BUT ()]

=-i|r, <<R)<A> [0 R, Ul (s) BUf ()1
Usando a identidade de Jacobi
TU) i[5 ), g ) B () 750 ()]
+i [Ul(s) BUf(s)T, [P (A), 7P (HE]]
= =i [P (HED), [P (), uf(s) BUf ()]
+ i [Ufi(s) BUR ()T, [7537 (A), 750 ()]

35

zs (<R) R) —is is (<R) R >R -8
75 (UR()) = eI Doty — et I (T HE et

(1.52)

(1.53)
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Mas, f(t,s) = [Tt(ZR)(A),Uf(S)BUf(S)T}, com isso

df(t,s) < 5
T = =i T HED), £ (19)]
+ i [Uf(s) BUS ()1, [0 (A), 750 (1))

Portanto, pelo Corolério [A.T], temos que

t
7D < 1@ 0+ [ |[uf()BUE ) 5P (), 750 ()] | ds.
Substituindo o valor de f,
I[Ax (), B]| < I[P (A), B]|
+ fo [k () B (o)1, [ (), 7P (TN | ds. - (1.54)
Por ((1.23)),
(s o) BUt ) (757 (), 7 P ) |
< 2Uf(s) BUE () I[P (A), 5P (H ]I,
enquanto que, por (|1.34]
|uft(s)BUf(s)t| = | BJ.
Com isso,
[k s) BUk ()1, (75 (A), 752 ()|
<2 B[ (A), 5P ().
Logo, voltando a (|1.54)

AN, B < 10 (), B + 2081 [ 15 (4), 750 (HE) s,

Lembramos que, por definicao, HG® =Y, h(ZZR). Usando a linearidade da
evolugao temporal e do comutador, temos

ISP, 7S HE = 11752 (A), 752 (3 ™)

ZeA

= | S A), 5P (E)]).

ZeA
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Usando a desigualdade triangular,

ISP (A, TSP HE) < ISP (A), 752 (b
ZelA

Desta maneira,
t
045 (0), B < 1T A, BI + 2081 [ 1TER (), 750 ()] Jas

<IEP BB S [ IED (), 7P GE ) lds
ZeA
(1.55)

Observe agora que,

[7; (< R)(A), S\R)(h(ZZR))] _ [eitHl(fR’)Ae—itH/(fR),eisH[(fR)h(zR)e—isH[(fR)]

_ ( GtHS 4 e—itH/(jR)) ( oIS 1 (2 R) e—z‘sH,(jR))
_ ( oisHY ™ 1 (G R) e—isH[(jR)) ( GtHS™ 2 e—itHl(fR)) .
Uma das propriedades basicas da exponencial de um operador é o fato que,

se 01,04 sao dois operadores que comutam, entao

e¥1e02 = 01702 = 02602, (1.56)

. R) . R . R . R) . R . R
7'LtH1(\< )€ZSH/(\< ) — efz(t—s)Hj(\< ) e—'LsHl(\< )eth[(; ) — 61(tfs)H1(\< ).

Portanto e e Com

isso,
[0 (), 7P UG = (e e e ot
_ ( s 1 2R) i(t-s) H Ae—itHij))

_ pisH (ei(t—s)HfR)Ae—i(t—s)H[(jR)h(zR)) omisH
B ez‘sH,(jR) (h(zR)ei(t—s)H/(fR) Ae—i(t—s)HI(\<R)) e—isHyR)

(<R T (<R) ) (<R) . (<R)
_ e’LSHA< I:ez(t—s)HA< Aefz(tfs)H; ,h(ZR):I efst; )

Lembrando que 7 (< )(A) = ei(t’s)HyR)Ae*"(t*S)H/(:R), entao

ISP A), 7P (] = e
= |[7ERA), nem]),

S [ (), e i |
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onde a ultima igualdade segue de (|1.34). Substituindo em ({1.55)
ICAr(8), BII < 1757 (4). Bl + 21B] 3 [ IR Ay he s

Dividindo a soma entre conjuntos que tem intersecao com X, e os que nao
tem, temos

A, BI < IEGP ) BY #2181 8 [ 1SR, 5P )ds
ZmX +J

208l Y[R A s
ZnX,=g~0

O

Usaremos esse lema para demonstrar o Teorema [1.2] Observe primeiro
que pelo Teorema [1.1] temos

I (A), B| < 2| AJ[| Bller /7. (1.57)

Ti A

Para cotar para o segundo termo de ([1.49)), note inicialmente que por (|1.23])

e por (L34)
<R >R <R >R
ISR (A), RG] < 2758 ) 1RGP

tsA
R
= 2] A| RG]
Consequentemente,
R R ¢ >R
> LIRS [T aapng s
ZnX +2 ZnX,+z 70
t
>R
oAl Y g [ ds
ZnX, 0 0
- 2t|A S 1.58
=AY [hg™. (1.58)
ZINX,+D

Entretanto, {Z cA: ZNX, # 3} c Upex,{ Zc Az e Z}, com isso

SR Y SRS

YARD, €%%] xeX, Z3x

Mas, como

RGR) _ hz se diam(Z) > R,
7 0 caso contrario.
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entao

>R
Y AgPl= X Ihal < S(R). (1.59)
Z>x Z>x
diam(Z)>R
Onde a ﬁltima desigualdade segue da Suposigao [1.3] Substituindo entdo

em (|1.58)), temos

<R >R >R
S [IEERALRE lds <2A] Y 318G
ZNX,+&

zeX, Z>x

<2t|AJf(R) 3, 1

zeX,
= 2t A f(R)[X |
Lembrando que X, = {x ¢ A : d(X,{z}) < r}, temos X, ¢ Uzex{y € A :

d(l‘,y) < T} = UxeXBT(x)a lOgO |X7"| < |UxeXBT(‘T)| < ZxEX|BT(x)| Por
suposico, | B, (x)] < g(r), com is50 x| By (2)] € Tpex 9(r) = |X|g(r). Deste
modo:

S [ IR RE s <2 AL (R)g ().
ZnX 3%}

Enfim,

2B1 Y [ IRCRA) B ds <arl ANBIXIF(R)g(r). (160)

Ou seja, o segundo termo de (1.49)) pode ser cotado pelo segundo termo de
(1.41).

O terceiro termo do lado direito de ((1.49) pode ser estimado da maneira
que se segue.

Lema 1.2. Seja A um operador com suporte em X, onde X c A. Entdo

S rER A AS| < e ANIXP(rv R)PRF(R)e ™ /® (1.61)

ZNXr=2

parat>0,r>0 e R>1, onde C; € uma constante positiva.

Demonstragdo. Pelo Teorema [1.1] temos que
> AN <20 ANX] Y [hg T e,
ZNXr=2 ZNXr=02
Como X, = {x € Ald(x, X) <r}, entdo se Z N X, = @ implica que d(X, Z) > r.
Consequentemente,
{ZcN:ZNX, =0} ={ZcA:d(X,Z)>r}

= UH{ZcA:ir+k<d(X,Z)<r+k+1}.
k=0
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Portanto,

<R >R >R _
SRR RS P <20AllX] Y RGP ert A AR
ZNXr=0 ZNXr=2

= 2| A[1X] > > L

Z:
r+k<d(X,Z)<r+k+1

(e SR (r
<21A)1X| > > |G ert=Crm)/R

A
r+k<d(X,Z)<r+k+1

SOAX| Y eI S G|

k=0 A
r+k<d(X,Z)<r+k+1

<2 A[|X] S ert-CRIR S SRS
k=0

weA: Z>3w
r+k<d(X,w)<r+k+1

De 1) vale que Y 4., Hh(ZZR) | < f(R). Portanto
> IR A), R

ZmX'rZQ

<2 AJIXIf(R) Y et (/e > 1
k=0

weA:
r+k<d(X,w)<r+k+1

SYAIXIF(R) Y HRES (1.62)
k=0

zreX weN:
r+k<d(z,w)<r+k+1

OYAYXIF(R) T ety S,

k=0 zeX weA:
0<d(z,w)<r+k+1

Mas, lembramos que pela suposi¢ao sobre o conjunto de sitios, [{w € Q|d(z, w) <
r+k+1}| <g(r+k+1) para todo x € 2. Com isso,

Z Z 1< glr+k+1)=[X[g(r+k+1).

X
zeX 0<d(z, w)<r+k:+1 e

Sendo assim,

Sl (<R)(A) h(>R)]|| <2|A||XPf(R) Zg(r"‘k"‘ 1)ent-(r+k)/R,

ZQXTZQ

(1.63)
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Lembrando que, por defini¢ao, g(y) = C'(1 +y)P e consequentemente é uma
fungdo crescente. Desta forma, para z € [k, k + 1], vale que g(r +k+1) <
g(r +x +1) enquanto que e~ "R/ < e=(r+2-D/R ¢ ohtemos:
g(r+k+1)eTHIR < g(r 4+ x4+ 1)e e D/B 2 URg(p 4 4 1)@/ R
<eg(r+x+1)eHo)/R

para todo x € [k, k + 1], onde a tltima desigualdade segue do fato que R > 1,
por conseguinte e!/f < e. Sendo assim,

oo s k+1
S g(r+k+1)e I =N [ g(r+k+1)e R/R
k=0 k=0 7k

00 k+1
< eZ[ g(r+x+1)e 0y
k=0 7k
=e [ g(r+z+1)e OBy
0

:ef C(2+7r+x)Pe o)y
0

Fazendo a mudanga de variavel y = 2 + r + x, temos

oo

g(r+k+1)eH/E < ¢ CyPe =2IEqy

k=0 2+r

=e3C yPe v Ry

2+r

:e3CRD/m(y/R)De’y/Rdy.
2+7r

Fazendo a mudanca de varidvel w = y/R, temos que
N g(r+k+1)e IR < SORPH [ wPe™ dw
far (2+7r)/R

(0]
<e*RPH wPe Ydw.
r/R

Mas observe que, usando o método de integracao por partes | D |-vezes temos

r/R 3=0

[ LDJ_l i r D—i »
wPe dw = Z (H(D—j)) (—) e R
=0 R
|D] oo
+ (D-7) f wPPle=v duy.
-0 r/R

<
Il
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Mostra-se que f/R IPlewdw <2 (% +1) e ®. Com isso,

r/R iz0

" wPe v dw < L%l (f[(p —j)) (%)D eF 42 (ﬁ(p —j)) (% + 1) e

z .,
Mas, observe que (1 + 1) é crescente no expoente x, portanto

bl

1=0

Sendo assim,

 wPevdw < 2(|D +1)(H(D j))(—u)De—%.

r/R

Com isso,

D
Zg(r+k+1)e (k)R < 263C (| D (H(D )RD+1 (}%+1) e

s

=2e3C(|D +1)(H(D J )R(T+R)De§.

Seja (r v R) = max{r, R}, com isso (r + R)P < (2(r v R))P = 2P(r v R)P.
Portanto,

oo |D]
Zg(’/’+k+1)6_(T+k)/R32D+163C([ |+1) (H(D j))R(r+R) R,
k=0 =0

Logo, voltando a ([1.63]),

SESPA), RGP < 2| ANX P (R)er zg(m 1)e (/R

ZNXr=@
| D]
<2PEIANXPF(R)EC(ID] + 1) (Q(D - j)) R(r+ R)Pe"®

= G| AIIXPF(R)R(r + R)Pet i
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onde C; = 202¢3C(| D] +1) (TES(D - 7).
Para o caso de A = ZP, a demostracao é a mesma até a equagao (|1.62)):

S ESP(A), RGP < 2 AJX|F(R) SRR S

ZNX,=g k=0 zreX we:
r+k<d(z,w)<r+k+1

De (1.40)), temos que {w e Q:r+k<d(z,w) <r+k+1}<3P(r+k+1)P-1
Portanto,

> IR (A), RG] < 2] AJIXI£( R)Ze’” (IS 3P (r+ ke + )P
ZNXr=0 xeX

<23 A X2 f(R)eH Z(r +k+1)P e (/R
k=0

Repetindo os mesmo passos, teremos como resultado a mesma cota anterior,
tendo como tunicas diferenga (r v R)P~! no lugar de (r v R)” e a constante
associada. O

Voltando a demonstrac¢do do Teorema [1.2] enfim temos
! <R >R
2B [ 5 IR (A), RS lds
0 ZnXFg
t
<A BIXPR(rv RYPF(R) [ ert-iRas
0

t
<2 ANBIXPRGv RYPF(R) [ er/%ds
0
<20, | A|| BIIXPER(r v R)P (R)e " Fds. (1.64)

Juntando entao (1.57)), (1.60), (1.64) e o Lema [1.1] concluimos a demons-
tracao do Teorema




Capitulo 2
Aplicacoes

Vamos obter nesse capitulo aplicacoes para as cotas de Lieb-Robinson
assumindo o caso de interacoes de curto alcance. Portanto, trataremos das
redes em que vale a Suposigao e a Suposigao da Segao 1.1, tendo
entao como validade o Teorema [1.1]

2.1 Suporte Aproximado

Uma aplicagao da cota se dé na estimativa do suporte efetivo da evolucao
de operadores. Vimos na Secao 1.1.1 que existe uma velocidade efetiva
maxima para a propagacao de informacao, vg. E esperado entao que o su-
porte da evolucao temporal de um operador cresca efetivamente com uma
velocidade menor que vg. O crescimento desse suporte se da no sentido do
alargamento de um conjunto, Definigao Sendo assim, dado um ope-
rador A € L(H,) com suporte em um conjunto X c A, vamos mostrar que
existe um operador com suporte em X, ; que aproxima o operador A, (%).

Para definir tal operador usaremos a noc¢ao de trago parcial, tal como
visto abaixo.

Definicao 2.1. Seja Zc A e O € L(H,), tal que O = A® B, com A€ L(Hyz)
e Be L(Ha\z). O trago parcial de O sobre ZC é

Trzc(O) = Tr(B)A.
Por linearidade, o trago parcial é definido para todo O € L(H,).

Definicao 2.2. Para O € L(Hy) e Zc A, T7(O) € definido por

1
Tz(O) = WTI‘ZC(O) ® Iyc.

44
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Pela definigao, o suporte de T 7(O) é subconjunto de Z e observe que se
O=0"® Iz, entao Yz(0) =0.

Vamos mostrar que T, , (Aar(t)) aproxima Ax(t). Para isso precisare-
mos do conceito de medida de Haar.

Definigao 2.3. Sejam
UHA) = {U € LOHA)UUT = T}

o grupo das transformacoes unitdrias em Hp e &/ a o-dlgebra de Borel nesse
espago topoldgico. A medida de Haar € definido como a medida v : &/ — [0,1]
satisfazendo

1 pU(HL)) =1,

2. wW(UA) = u(AU) = u(A) para todo Ae o/ e U e U(Hy), onde UA =
{UO|O € A} e AU = {OU|O € A}.

Para uma construcao completa da medida de Haar veja [13]. Temos entao
as seguintes proposicoes.

Proposicao 2.1. Se Ae L(H,), entao

Tr(A)
UAUTdu(U) = ——21,, ..
| " HU) = g,y

Demonstragao. Observe inicialmente que para Uy € U(H,)
U f UAUtd U)UT=f Un(UAUN U du(U
o( [, vAVIR@) Ul = [ Ui AUHUdu(w)
= U, U) A(UTUN dp(U
S CDAWTU (1)
- [ (U AWDY dpu(U)
U(HA)

_ [ U AU du(U).
U(HA)

A dltima igualdade segue do fato que, por definicdo, pu é invariante sobre
transformagoes unitarias e que Upld(H,) = U(H,y). Como o resultado vale
para todo Uy € U(H,), temos que fu(HA)UAUTd,u(U) = cly, para algum
c € R. Observe agora que

Tr( fu " UAUTdu(U)) - /u oy THUAUT (W)
- fu oy U A)A(V)

- Tr(A) fu oy (D) = Tr(4).
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Portanto, Tr(clz, ) = Tr(A), logo

.- Tr(A)
T Tr(Iy,)’

e com isso o resultado segue. O]

Proposigao 2.2. Se Ae L(Hp) e Z c A, entao
/ (Iy ® UVA(Iy ® UN)du(U) = T2 (A) (2.1)
UHG)

Demonstracao. Consideramos primeiro o caso em que A =0 ® P, onde O ¢
L(Hz) e PeL(Hze). Sendo assim,

I PY(I, @ UNdu(U) =0 UPUtdu(U
[umzc)uwxm )(Iz & UNdu(U) ®[U(HZC) u(U)

Tr(P)
Tr(Izc) 2°
1
= mTch(O@P)@IZC
=Tz(A).

=0®

Para o caso geral, basta observar que o lado esquerdo e direito de (2.1]) sdo
lineares em A, e que podemos tomar uma base para L(Hz ® Hc) da forma
{Oz ® Pj}i,j- ]

Observe que, até agora, obtivemos resultados gerais de teoria da medida e
algebra linear, ja na proposicao abaixo vamos usar as cotas de Lieb-Robinson.

Proposicao 2.3. Dado A€ L(H,), t nao nulo e r >0, temos que

[AN(E) = Y, (Ax()) | < 2] AJ|X e A, (2.2)



CAPITULO 2. APLICACOES 47

Demonstracao. Segue da proposi¢ao anterior que

[40(t) = T, (An(8))] = ‘

@)= [ (I DA, & U0

fu(HXC) [Ax(t) - (Ix, @ U)Ax () (Ix, ® UT)] du(U)H

< fu (HXCT) [Ax(®) - (Ix, ® U)Ar(t)(Ix, ® UT)| du(U)

- /M(HX;) [[AA() (Ix, ® U) = (Ix, ® U)Ax(1)] (Ix, ® UT) |dp(U)
-/ N ERORCUNICLLDIIC)

-/ (HX;) [As(#). (Ix, ® U)] du(D).

Observe que (Iy, ® U) tem suporte em X, como d(X, X¢) >r. Usando as
cotas de Lieb-Robinson, temos

[As@) = ()]s [ 1A, (L, @ U] dn(D)

U(’ng

< 2| A X|em k), (2.3)

Escolhendo r = ve|t| = (uR|t|)/c, temos que

JAx(t) = T, (An(®)) ]| < 2| AJ|X|e RO,

vt

Por consequéncia, o médulo da diferenca entre os dois operadores é exponen-
cialmente pequena, sendo tao pequena quanto se queira desde que o valor «
tenda a zero. Porém, diminuindo «, aumenta-se o tamanho do suporte de

TXU,;)M (AA(t) ) .

2.2 Propagacao de Correlacoes

A capacidade de aproximar a evolucao por um operador com suporte
fixado possibilita-nos estabelecer uma cota, sob a condi¢ao do estado inicial
ser do tipo produto, para a evolucao de correlagoes entre sistemas distantes.

Sejam A, B € L(H,) com suporte em X,Y c A respectivamente, onde
r=d(X,Y) >0 e seja 1 = @21, 0 estado inicial do sistema, com [¢,] = 1
para todo x € A.
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Observacao 2.1. Note que, pelo fato de X eY serem disjuntos, vale entao

A:AX®IY®_[A/

lex®By®IAl,

onde A" = A\(XUY). Denotando vy = Quex®z, Yy = ®peythy € pr =
Quen Wz, temos 1 = 1x ® Yy ® Ypr. Dessa forma,

(, ABY) = ((vx ® Yy ® Yar), ((Axx) ® (Byy) ® har))
WXv AX@Z)X) WY, BY¢Y> <77Z)A’, @DA')
= (Ux, Axx) (Vy, Byy) .

Por outro lado,

(¥, AY) = ((Yx ® Yy ® Yar), (Axt¥x) @ Yy ® o))
= (¢Yx, Axx)

e de maneira andloga,

(v, BY) = (¢¥y, Byyy).

Com isso,

(v, AY) (U, BY) = (¥x, Ax¥x) (Vy, Byvy) = (¢, ABY) .

Lembrando que (1, Ov) é o valor esperado do operador O, temos que

(b, ABY) = (¢, AY) (¢ Bip)

¢ a covariancia (ou correlagdao) entre os observdveis representados por A e
B.

Portanto, concluimos que nao existe correlacao inicial entre sistemas dis-
tantes. A priori, correlacoes podem ser criadas ao decorrer do tempo. Entre-
tanto, o Teorema nos garante que essas correlagoes serao exponencial-
mente pequenas para intervalos de tempo curtos comparado com a distancia
entre 0s sistemas.

Para chegar em tal resultado faremos uma aproximacao de A, (t) e Ba(t)

por operadores de suporte limitado. Observe que o z-alargamento de X ¢é

disjunto ao g-alargamento de Y.
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Figura 2.1: r/2 alargamento

Com isso, Tx, (Ax(t)) e Tx, (Ba(t)) possuem suporte disjuntos e por-
2 2
tanto comutam. Definimos os operadores E4(t) e Eg(t) pelas igualdades:

Ap(t) = Tx, (Aa(1)) + Ea(?), (2.4)

Ba(t) = Ty% (Ba(t)) + Ep(t). (2.5)
Por , temos que

[EA(6)] < 2 A [ X|ew i), (2.6)

|Es(t)] < 2 BI[Y|en (=72, (2.7)

Teorema 2.1. Sejam A, B € L(Hp) com suporte em XY c A, onde d =
d(X,Y) >0, e seja ) = ®eaths, com |th,| =1 para todo x € A, entao

(w0, A (£) BA(E)®) = (w0, Ax(£)0) (0, Ba(£)¥)] < 12| A[[| B[ X[ [Y[erFl=r/2),

Demonstracao. Iremos denotar, por questao de praticidade, TX% (Ax(t)) por
Ap(t) e Ty, (Ba(t)) por Ba(t). Sendo assim,
2

(0, A (8) BA(8)) = (1, An(B)¥) (1, An(t)2)
= (v, An(t) Ba(t)9) + (¢, Ax () Ep(t)1))
+ (1, EA(t) BA(£)y) + (1, Ea(t) Ep(t)e)
— (0, An()¥) (v, BA()0) — (¥, An(£)¥) (¥, Ep(t)0)
— (¢, BEa()) {00, Ba(t)1) = (v, Ea(t)) (¢, Ep(t)1)). (2.8)
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Como A, (t) e By(t) possuem suportes disjuntos, segue da Observagao
que

(v, Aa(t)0) (¥, Ba(t)¥)

(15, (A0 v, (10,0 (Ba ), )
(v, Ar(t) Ba()Y) .
Cancelando os dois termos em , temos

(0, An(8) BA() ) = (1, An (D)) (1, An()2)

= (v, A Ep(t)¥) + (v, Ea(t) Ba(t)¥)

+ (¥, BEa(t) Eg(t)¥) = (1, An (1)) (¢, E(t)9)

— (1, Ea()) (¢, Ba(t)1) = (4, Ea(t)¥) (¢, Ep(t)0)).

Usando desigualdade triangular, temos que

(0, An(8) BA() ) = (v, An (D)) (v, A (1))
< ‘(@ZJ»AA(t)EB(t)w)‘ + ‘W, EA(t)BA(t)@DH
+ (0, Ea() Ep(t)0)] + (00, An (0)0) | {0, B (1))l
(0, Ea(O0) [{0, Ba(®))] + (0, BEa(®)d)| (&, Es(£)¥)].
Usando , temos
{10, An(8) BA()0) = (¢, An (D)) (¢, Ax (1))
<JAND B + | Ea() BA()| + [ Ea(t) Ep(1)]
+JANDOEs@)] + [Ea | Ba@)] + [ B ER()].
Usando , temos

(0, An(8) Ba(£)¥) = (1, Ax (D)) (0, Aa () )]
<[AONEs O]+ I EaIBa@)] + [EaO[ Es(2)]
+[AONEO ]+ [BaO B + | BEA) 1 E5 (1)

= 2| An @) Es ()] + 21 BEa) [ Bat)] + 21 BEa®) [ B (1)

E facil ver que |Ar(t)] < |Aa(t)] = |A|, analogamente |B,(t)| < |B|.
Usando também ({2.6)) e (2.7]), temos

(10, An(£) Ba(8) ) = (10, An (£)) (b, An (£)))]
<AJAJ|B] (Y |eRGRITI2) 4 | X[eR WU 1| X |y | (R-r/2)

<AJALIBIIX] [Y](2eh 012 4 Fuil-r/D),
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Como |t| < 7/(2uR), vale que ewHRI=T12) < e WRIt=r/2) 1ortanto

(0, AN (£) BA(£)®) = (0, A (£)0) (0, An(£)0)] < 12| A[| BJ|X| [Y |ereFtt=r/2),

O

2.3 Decaimento de Correlacoes

Um dos problemas bésicos estudados em mecanica quantica de muitos
corpos consiste de encontrar as propriedades do estado fundamental de um
dado Hamiltoniano. A particularidade que estudaremos nesse capitulo é a
correlacao entre observaveis de sitios distintos.

Em teoria quantica relativistica ja é conhecido que a existéncia de um gap
de energia implica em decaimento exponencial de correlagoes. Em [14], Frede-
nhagen prova um teorema de decaimento de correlacoes aplicavel a qualquer
teoria estritamente local. A localidade estrita, isto é, o fato de observaveis
separados no espaco comutarem, é a condicao essencial do teorema. Ja vi-
mos que modelos quanticos de muitos corpos nao sao estritamente locais,
porém possuem uma velocidade finita de propagagao da informacao a menos
de correcoes exponencialmente pequenas. Usando essas cotas, Hastings em
[6] obteve o decaimento exponencial de correlagoes para Hamiltonianos com
gap.

Nesse capitulo, veremos uma versao um pouco mais geral do teorema de
decaimento de correlagoes, também obtida por Hastings em [7]. Antes da
demonstracao do resultado veremos, com mais detalhes, sua aplicacao ao
modelo de Ising com campo transversal, tal como é visto em [15].

2.3.1 Modelos e Resultados

Teremos, para essa secao, a condi¢ao adicional da existéncia de um gap
uniforme tal como a Definicao [2.4]

Definicao 2.4. Dizemos que existe um gap uniforme acima do setor fun-
damental se o espectro o(Hy) do Hamiltoniano Hy satisfaz as sequintes
condigoes:

1. O estado fundamental do Hamiltoniano Hy é quase-degenerado no sen-
tido que existem q autovalores Ey 1,-++, Ey 4, na parte inferior do espectro
de Hy, tal que

Ae :=max{|Ey, - Eyo,|} =0 se [A]—> oco.
[,V
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7

Chamaremos de setor fundamental esse conjunto de autoenergias. E
necessdrio ainda que a quantidade de elementos no setor fundamental
seja limitada por um natural Q, para todo A.

2. A distancia entre o resto do espectro, o(Ha)\{Eo1,-, Eoq}, € a maior
autoenergia do setor fundamental € maior que uma constante positiva
AFE que independe do tamanho do conjunto A. Dizemos que existe um
gap espectral AE acima do setor fundamental.

O préximo teorema fornece uma estimativa para o decaimento das cor-
relagoes espaciais em sistemas com gap espectral.

Teorema 2.2. Sejam X,Y c A, A,B e L(H,) com suporte em X, Y respec-
tivamente e r = d(X,Y). Assumimos que existe um gap espectral uniforme
AFE >0 acima do setor fundamental. Seja ® um vetor normalizado no auto-
espaco do setor fundamental e seja Py a projecao nesse subespaco. Entao, a
sequinte cota € valida:

1

(®, AB®) - —((®, AP,B®) + (®, BRyAB))| < | A[| B (Cy(r)e ™ + Con/FAE)

[\]

onde C < K\/LF, sendo K, XA e Cy constantes positivas que independem de A,
B e A.

Observagao 2.2. Se |A| - oo, entdo pela hipdtese do gap uniforme, Ae — 0.
Portanto, temos essencialmente um decaimento exponencial com a distancia
r entre os operadores.

Para o caso onde o setor fundamental se reduz a apenas um autovalor,
temos que Fy = ®¢®@f, onde @y ¢é o estado fundamental e ®f é o funcional
linear dual a @, ou seja, PPy (1) = (Lo, 1) Py. Com isso

(®o, ARy BPo) = (Do, A(Po®j) BPo) = (Do, (5(BPg))Ado)
= (Pg, ADo) (P5(BPo)) = (Po, APo) (Po, BPo) .

Com contas andlogas vale que (9o, BRyADq) = (g, ADy) (g, BPy). Sendo
assim, o teorema anterior se reduz a

(@o, ABDo) — (g, ADo) (Do BD)| < |A[[ B[ (Ci(r)e™ + Cov/riAe). (2.9)

Antes de esbocar a prova desse teorema vamos discutir uma de suas
aplicacoes. Consideramos o modelo de Ising com campo transversal, Exem-
plo 1.1l Em [I6] é feita a diagonalizagao analitica de seu Hamiltoniano
fornecendo uma discussao completa de seu estado fundamental no caso de
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um sistema finito. Entre os resultados obtidos concluiu-se que na fase para-
magnética, |g| > 1, o sistema possui um tnico estado fundamental com um
gap para o resto do espectro. Portanto, por (2.9), a correlagao entre dois
operadores quaisquer decai exponencialmente com a distancia entre eles.

Por outro lado, a fase ferromagnética, |g| < 1, possui dois elementos no
setor fundamental. Para g = 0, o sistema possui uma degenerescéncia exata
no estado fundamental, correspondendo ao estado onde todos os spins estao
apontando para a cima (o estado que é autovetor de of com autovalor 1
para todo i € {1,--,N}) e ao estado onde todos os spins estao apontando
para a baixo (o estado que é autovetor de o7 com autovalor —1 para todo
ie{l,-,N}). Para |g| > 0, porém com |g| < 1, surge uma pequena diferenca
(da ordem de %, onde & ~ m) entre as duas mais baixas autoenergias,
enquanto que continua havendo um gap para o resto do espectro.

Tal sistema possui uma simetria rotacional com respeito ao eixo x. Para
ver isso, observe que o hamiltoniano comuta com o operador U = H;-V:l of.

Com efeito, pela Observacao vale que ag‘af = af of se k # j para

qualquer «, 3 € {z,,y,z}. Portanto, o produto Hj]\ilaf pode ser feito em
qualquer ordenacao desejada. Como os operadores o} sao auto-adjuntos e
unitéarios, vale que U é unitaria e auto-adjunta. Observe agora que

N N
zZ Z _ X zZ Z wi X .z X z
Uoiop = HU] 0041 = H 0j (0%07)(05410%41)
j=1 7=1
Gk k+1
N N
_ e (i UN(iY O\ _ z| vy
= H o; (ioy)(ioy,,) = H 05 |9k0ks1
J=1 J=1
J#k,k+1 gk k+1
onde usamos que (o¥07) =io;. Por outro lado,
N N
z .z oz .z x| _ T T _z T z
04041 U = 050544 Haj = H 0 (050)(0510741)
Jj=1 j=1
Jk,k+1

N

_ x Yy _ Z 2

= [1 ofolol., =Uoioi..

1
k,k+1

De maneira analoga,

N-1
Z L2 _ T Yy Y _ 2z -z
Uoyoi = - H o Joyoy =oyoiU.

]:
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No entanto,

N N N N
vat = ([ ) ot = Loz |07 = T1o7 | = (o2 | LT | - i
j=1 j=1 j=1 j=1

Jj*k Jj*k j#k

onde usamos que (o¢)? = I. Logo, vale que UH = HU, ou seja, H e U
comutam. Portanto, existe uma base ortonormal de autovetores em comum
a ambos operadores.

Ja vimos que H possui duas baixas energias com um gap para o resto do
espectro. Seja entao P, autovetor na base em comum a H e U, sendo que
d, tem associado a menor autoenergia de H, e analogamente ®; o autovetor
na base comum, associado a segunda menor energia de H. Como ®, é auto-
vetor de U, vale que U®q = (£1)®Py. Consideramos agora um operador local
tal como o7, vamos analisar a acao desse operador no setor fundamental.
Aplicando o Teorema [2.2] temos que

1
|<(I)0,0'20'fq)0> - 5[(@0, O'zpoUlZ(I)O) + (q)(), O'fPoO'z(I)O)]‘
= | ((1)07 UszCDO) - (q)oa UZ(I)()) (q)oa UIZ(I)0>
1

- 5[(‘190, T ®1) Py, 07 Po) + (o, 07 P1) (D1, 07 Po) ]|

< CL(|k = 1De MUy Co/|k - 1| Ac.

Observe agora que

(@o, 04 Po) = (£1)(£1) (Po, 03 Po) = (Do, 03 (£P0)) = (U, 0, U Do)
= (Do, UlofU®g) = (o, UsiU®y) .

Por outro lado,

N N N N
z _ X z X —_ X X -z T xX
UoiU = Haj oy Haj = Haj lopopien Haj
j=1 j=1 j=1 j=1
Jj*k Jj+k
N
_ T2 T e\2 | _ T 2T _ X Y _ oz
= opojo; H(Uj) = ojojoy = o} (io}) = —0}.
j=1
J=k

Com isso,
(CI)(),U]?(DO) = <(b07 _ali@(]) == (@0,02@0),
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logo, (CDO,o,j(I)O) = 0. De maneira completamente andloga, mostra-se que
<<I>1, a,j@l) = 0. J& para os termos cruzados, temos que

<q)070kq) ) <(I)laakq)0>

onde m é o “parametro de ordem”. Em [I5] mostra-se que esse parametro
satisfaz 0 < m < 1, para 0 < |g| < 1. Ou seja,

(o, 0707 o) — (@0, 75 P0) (Do, 07 o) — m”|

< (Crlll= e e O/l = T]A¢)

agalz@(ﬁ - <CI>0, O'ZCI)O> (@0, Uf<I>0>| se aproxima de m? tomando
d(k,l) e |A| grandes o suficiente. Temos portanto correlagoes de longo alcance
espacial para os operadores 07,07 .

2.3.2 Demonstracao do Teorema
Caso simples

Antes de demonstrar o Teorema com detalhes, vamos dar um esbogo
da demonstracao para o caso em que o setor fundamental é composto de
apenas um elemento, ou seja, o Hamiltoniano tem um gap entre o estado
fundamental para o resto do espectro. Seja {®,}!_, uma base ortonormal de
autovetores do Hamiltoniano com autoenergias { E, }! _,, onde @ é estado de
menor energia. Dado um operador O € L(H, ), denotaremos (®,,, O®,,,) por
Opm. Sendo assim,

l l
(CI)O, AB(I)O) - <(I)Ou ACDO CI)(), B(I)O Z 0 an,O - AO,OBO,O = Z AO,an,O-
n=1

(2.10)
Por outro lado, temos que
(Do, [An(t), B]Pg) = (Do, Ar(t) BDg) — (P, BAA(t)Po) (2.11)

l l
= Z Ao’anOe_i(En_EO)t - Z BO?nAnyoe_i(Eo_En)t. (212)
n=1 n=1

Definimos o seguinte filtro,

Fo(f(t)) = lim lim — - /T f)e t,

Ttoo €l0 21 J-T T+ 1€
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onde « é um parametro positivo a ser escolhido a posteriori. Mostra-se que
FoleF)=1+0 (e‘AfQ) se E>AFE,
Fo(eTFY =0 (e‘AaEz) se E<-AF.
Aplicando o filtro em ambos os lados de e lembrando que pela suposicao
do gap espectral, E, — Fy > AE para todo n € {1,---,1}, obtemos

Fal (@0, [A1(0), BI00)) = 3* A0+ 0 (e) -

Aplicando ([2.10)),
AE?

(@0, ABDy) — (Do, Ado) (Do, BBo) = Fa (Do, [An(1), B]Do)) + O (e)

(2.13)
Para estimar F, ((®o, [Aa(t), B]®o)), separamos a integral em dois intervalos
e cotamos (D, [Ax(t), B]Po) por ||[[Aa(t), B]|

cr —at?
LA (), Blle”

Fol{®o, [An(t), B]®0)) < lim

el0 Jo t+1€
oo A t B —at?
-+ lim |[AA (), .]He gt
el0 Jer t+ €

sendo ¢ uma constante positiva. Para a primeira integral, estimamos |[ A4 (¢), B]|
usando as cotas de Lieb-Robinson, Teorema [1.1] Com isso, obtemos que

cr —at?
N ENON:)
€l Jo t+ 1€

dt =0(e™).

Ja para a segunda integral, cotamos |[Ax(t), B]| por 2| A||B] e usamos o
decaimento da funcio e~*” para garantir que

2

e MA@, Bllee” e
lell%lfcr - dt=0 7 (2.14)

Voltanto a (2.13)), temos

3

6—0[

(g, ABD) — (Dg, ADy) (Dg, BP) = O(e™) +0( 7 )+O(6—Af).

AE

Escolhendo a = 5=, obtemos

e

(®g, ABDy) — (Do, ADg) (B, BDo) = O(e™) + O (

concluindo assim o Teorema.
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Caso geral

As principais ferramentas usadas na demonstragao serdao o Lema a
seguir e o Teorema visto no Capitulo 1. A cota da funcao de cor-
relacao estatica pode ser obtida através da funcao de correlacao dependente
do tempo.

Note que, I = (I - Fy) + Fy. Com isso, o comutador pode ser expresso
como:

[Ax(1), B] = Ay (1)B - BAy(1) = Ay ()1 B = BIAA(D)
— AN()(I = Py)B + Ay (1) PoB
- B(I - Py)An(t) - BRyAx(2).

Portanto, usando a linearidade do produto interno, para ¢ no setor funda-
mental,

(@,[An (), B]®) = (@, An(t)(] = Po) B®) - (@, B(I - Py) Ax(1)®)
+ (D, Ay (£)PyB®) — (B, BPyA,(£)®).  (2.15)

Seja {®g,|v = 1,-+,¢} uma base ortonormal de autovetores de Hj para o
autoespago do setor fundamental tendo £, como as autoenergias associadas.
Seja ®,, os autoestados excitados com autoenergia F,,. Como ¢ pertence ao
autoespaco do setor fundamental, existe {a, € Clv = 1,---,¢} tal que ® =
> 1 a,®Pp,. Sendo assim, temos

q
(0, Ax(t)(I = o) B®) ={ " a,Pq,, s Ae™ N (] - Py) BD
v=1
q . .
=Y a; (e 0y, AeT N (T - P)) BP) .
v=1

Lembrando que P, ¢é a projecao no autoespago do setor fundamental portanto,
Po=Y, Do, P ,- Usando que os autovetores de H, formam uma base
ortonormal de Hy, vale entdo que I = 37 , @, @5, + ¥, ©,®; e (I - Fy) =
>, @, 0. Sendo assim,

q . 3
(©, Ar(t)(I - Po)B®) = Y. Y a} (e7Hrdy,, Ae 2D, ) (@, BP).
v=l n
Lembrando também que, por defini¢ao, se O é um operador em L(H,) entao
e? =%2,0"/(n!). Se ¢ é um autovetor de O com autovalor \, entao
00 On 0 )\n
i=0 i=0 TV

n!
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Com isso, obtemos que

(@, Ap(t)(I - P)B®) = i S as (@, A, ) (@, BR) e EnFor) - (2.17)
De maneira analoga, vale que

q
(@, B(I - Py)An(1)®) = > Y a, (@, B,) (®,, A, ) e FrFor) - (2.18)

v=l n

q g
(@, AN(t) PyBP) = Y Y aj (Do, ADg ) (Do 0, BO) e Fon=For) —(2.19)

v=1p=1

q9 4q
(®, BPyAA(1)®) :ZZ (@, BP,, o) (®,.0, Ady,, ) e Fon=For) —(220)

Usaremos o lema a seguir para estimar a contribuicao das exponenciais com-
plexas encontradas em cada termo. Definimos primeiro o seguinte filtro.

Definicao 2.5. Dado f:R - C, definimos

Fa(f(1)) = lim 1lm;[T f{t)e

Ttoo €l0 21 J-T T+ 1€

Observe que o filtro é linear, devido a lineariedade da integral.

Lema 2.1. Seja Fe€R e a>0. Entdo

) 1 or
fa(e—zEt) _ ﬁ [:T €_w2dw
1 f‘x’ 2
=— e dw.
Vi)t

Pelo lema anterior vemos que o filtro estd bem definido para a funcao
exponencial complexa, que serd o exemplo a ser tratado no texto. A de-
monstracao desse lema é feita no Apendice B. Aplicando o filtro em ([2.15]),
temos que

Fo ((®, [An (1), B]®)) = Fo ((@, Ar () (1 = Po) BP))

= Fa (@, B(I = ) An(1)®)) + Fo ({®, A (1) R BP))
- Fu (9, BRyAA(1) D)), (2.21)
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para o um parametro positivo a ser determinado a posteriori, usando ([2.17)
e o Lema temos que

Fo (@, Ar(t)(I - Po) B®)) =

q
- Z Z q)O v AP ) ((I)n7 B@) fa (e‘it(En—Eo,y))

; 1 (En-Eq )
- (@0, A, (@0, BE) —= [ e
Vzlzn: VT J-o0
Mas
(E’”_EO V)
1 e 2 ]- \/E, 2 1 o0 2
1:—/ e_“dwz—/ e‘“’dw+—/ e dw,
\/E oo \/E oo ﬁ (En\;%),u)
portanto

Fo (P, AN(t)(I - Py)BD)) = zq: Y ay (P, AD,) (P, BP)

v=l n

q
_I;;a;(QOW,A@n)(@n,B@)\/_ (Ene EO)

Mas de (2.17)), para o caso de t = 0, temos que

o0

e duw.

(@, A(I - P)BD) = 3 Y (o, AD,) (,, BY).

v=l n
Consequentemente,

Fo (2, An(D)(I - Fo) B®)) = (@, A(1 - Py)) B®)

oo

—;;a;((IJO’V,A@n)(@n,B@) Tz Jen (Bt ,e e dw. (2.22)
Agora, de (2.18)), temos
Fo ({2, B(I - Fy) An(t) D))
=§q:; (©, B,) ¢>n,A¢o,y)%f£¢gw) e dw. (2.23)
Enquanto que, de ( - temos
Fo (@, Ar(t) R0 BP))
Zq: zq: (Do, Ay ) (Do, BO) — - ~* dw. (2.24)

\/_ (Eo, u*Eo (Eo,u—Fo,u) €
v=1p=1
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Por fim, de (2.20]), temos

[ee]

Fo ((®, BPyAx(1) D))
q
) (oo L edw. (2.25)

q
= q) Bq) <® ’O,Aq)07,/>
: Z g f

Portanto, juntando (2.22), (2.23), (2.24), (2.25) com ({2.21)), segue que

(®, A(I - Py) B®)

= -’Fa ((q)v [AA(t)a B]@))
q oo W2
+ 33 ay (Do, ADPy) (P, BO) — |, EW “dw
v=ln \/_
q oo
+ 3N a, (@, BP,) (P, ADy,) —= [ 5y e dw
v=l n \/_ =
q g oo —w2
;;a CI)OV,ACI)OM> <®OH7B@> \/_ EOV*EOM) dw
q g 0o
Z Z (®, BP,,0) (0, APy ,) — f Eo,on,) e dw. (2.26)

De (2.19), para o caso t = 0, temos que
q 4q
((I) APQB(I) = Z Z CI)OV7A(I)0#> <(I)0“UJ,B(I)>,

e de (2.20)),também para o caso de t =0, vale que

q

q
(®, BPyAD) = Z Z (D, BD,,0) (D0, ADy,) .

Sendo assim, somando 3({®, AP,B®) - (®, BPyA®)) em ambos os lados de
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(2.26)) e agrupando com os termos da direita, obtemos

(@, A(I - Py)B®) + %((@, APyB®) - (&, BP,Ad))
= Fo ({2, [An(t), B]2))

q o0 2
+20 2 (Rou, ARy (P, BO) —= s, o €
v=l n \/_
q o0 w2
+ Z Zau (©, BPy) (P, AP0 ) —= |- EO y € dw
v=l n \/_
9. 4 . 1 1 o0 _wz
+VZ::1NZ:;CLV <(1)07V7ACI)07H> (CDOM,B(I)> 2 \/_ (B, u*EO M) dw
7 4q oo o? 1
+VZ=:1MZ::16LV (@,B(I)M70> <CI)M70,A(I>OJ,>(\/_ EOM*EO V) dw—§).
Sendo assim, usando desigualdade triangular, temos
(@, AB®D) - %((«p, AP, B®) + (@, BP0A<I>))‘
<|Fa ({2, [An(?), B]®))|
+ ZZa (Bo,y ABy) (O, BOY —= [ e dw
v=1 \/_ 0
q [
13N a, (@, BD,,) (9, ADy,) —= [, ey e dw
v=l n \/_
9. 4 1 1 o0 _w2
+ l;l;a (q)le;A(I)Op,) (q)O;qu)> 2 \/_ EOV’EOM) dw
4 q oo ooi? 1
+ ;;ay (q),BCI)M70> <CI)H’0,ACI)07V> \/_ (Eo H’EO U) dw—§ .
Sejam entao,
Jl = |fo¢ ((CI), [AA(t) B](I)>)|
q 0o
Jy = ZZ (D, AD,, )((I)n,B@)\/_ (Eucs) e dw|
q oo
J3 = ZZ &, BD,) (D, Ady, ) — \/_ (Bm EOV) e dw
q 4q 1 1 o0 »
V;; (®o,, AP0 ) (Do, BP) (5 N ﬁEo,uWéo,m dw)
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q9 q 1 oo B 1
Js = ZZ (®, BD, ) (@H,O,A%y)(ﬁfwe de—i)‘,

Via

de forma que,

1

‘(cp, AB®) ~ (2, APyB®) + (B, BRA®D))| < /i + Ty + Jy + Ju+ J5. (2.27)

Vamos estimar os .J's separadamente, comecando por Jy e J5. Usando desi-
gualdade triangular, temos que

9 4q -
Ja < Z Z |ay| [{(@o,v, AP0 )| [(Po ., BO)| ‘2 \/_ (Ey, V—Eo (Eo,-Eo ) © e duw
v=1 p=1
9 4q 1 - .
< Z Z |<(I)0 V7A(I)0u>| |<(I)0/“B(I)>| \/_ (Eg V—Eop) dw| .
v=1 p=1

Sendo que na ultima desigualdade usamos que |a}| < 1 para todo v, que de-
corre do fato que a, sao as coordenadas do vetor normalizado ® com respeito
ao conjunto ortonormal {®,,}7 ;. Por (L.8), vale que [(®g,, APy ,)| < [A] e
|(®o,., B®)| < || B|, portanto

[ _wQ
< |A]]B] Z ZI 5 == iy, € AW|. (2.28)
v=1 p=1
Como | . .
2 e 2
- e—wdw:_f e—wdw:_
ﬁ [oo ﬁ 0
temos que,
1 1 %) |E0 v EO y.l
|§ \/_ (Eo, V*Eo u) T / dw
1 IEU,V_EO,[,LI
Via
< — dw
VT Jo
|E0 O p,|

="

Lembrando que estamos sobre a condicao de um gap uniforme, portanto
|Eo, — Eo| < Ae, onde Ae - 0 se |A] = co. Com isso,

Ae
Varo '

‘1 1 e <

2 \/_ (Ep, u—Eo u)
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Vontando entao a (2.28):

q
7, < 2elAllB]

q
B - 5+
yye’ v=1p=1
_ A Al|B| 2
Vara
BelAll Bl 02

Aoy

(2.29)

A 1ltima desigualdade segue do fato que ¢ é limitado por @), independente
do tamanho de A. Com contas analogas, temos que
Ae| Al B
—Q2

Js <
° 4oy

(2.30)

Vamos estimar agora J, e J3. Vamos denotar, por questao de praticidade,
Vnp = ﬁf&i’nm@u) e*dw. Observe que Yn, > 0 para todo n e para todo v.

Vi
Substituindo na definicao de J3, obtemos

q

J3 =

iNg
M

(@, BD,) (D, ADg ) Y

n

Z CD B(f)/nuq) o )ACDO u)

n

X
]

MQ e

(@,B(Z%W(I),L(I);)A@W) .

1

Definindo M, = (¥, Y., P ®}), temos

<
1]

q
= Z a, (®, BM,Ad,)|.

Usando desigualdade triangular e o fato que |a,| < 1 para todo v, temos

a,||(®, BM, Ad )|

(D, BM, Ay, )|.

i |

Por (1.8), [(®, BM, A®q,)| < HBMVAH- Por (L.22), [BM,A[ < | B[ M,[|Al,
logo

q
Js <[AIB] ) 1M, ],
v=1
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mas ¢ facil ver que todos os M, sao auto-adjuntos, tendo como autovalores
o conjunto {7y}, U{0}. Portanto, |M, | = max, (75, ), com isso

q
Js < |A[|B] Zlmgx (V)

[ANIB] > L
= NG Z:lmrzbix [En_EO,V)e dw ). (2.31)

Nz

Vamos estimar as integrais. Observe que elas sao basicamente a fungao erro
complementar, definida por:

2 ©
erfe(z) = — / edt para x> 0. 2.32
@=— [ p (2.32)
Em [I7], mostra-se que vale a seguinte desigualdade para essa fungao,

erfe(z) < e (2.33)

Como o sistema possui um gap uniforme, temos que £, - Ey, > AE, portanto

~ e’ dw<— ” "“2dw—1erfc Ak
\/— (En- EO) \/— _2 \/@ :

Com isso,
bl 2 (aE)?

\/_ (B~ EO y € dw< e e
substituindo entao em ,

_lAlBIQ _ee2 250

De maneira analoga, vale que

[ANIBIQ -

Jo <
2 \/E

(2.35)
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Por fim, para estimar .J;, observe que

T 2
lefa (<®7[AA(t)7B] ))<hml1mif 1 |<®,[AA(LL),B](I)>|67M& dt
Ttoo el0 27 |t + i€

Segue de (1.8)), que
(@, [Ax(t), B]®) | < [[Ax(2), B]|.

Com isso,

Ji < lim hmi f I[Ax(t), B]|e"dt. (2.36)

Ttoo €l0 277 ]t+ €|

Lembramos que, pelo Teorema (1.1 para [t| > 0 vale |[[AA(t), B]| <
2| A|l|B]| X |(e#t = 1)e~"/E. Entretanto, lembramos que, pela Observagao
, essa cota s6 é boa para [t| < ¢17 + ¢o, onde ¢q, ¢y sao constantes que inde-
pendem de t e r. Para [t| > ¢;7 +¢o, a cota uniforme, [[Ax(t), B]|| < 2| A|||B],
é uma cota melhor. Portanto, dividiremos a integral de em duas partes
e usaremos as cotas que sao boas correspondentes a cada intervalo. A rigor,

vamos usar a cota de Lieb-Robinson apenas para o intervalo [t| < 4* = c|r
para manter ainda o decaimento exponenmal Temos entao:

1 Ar 2
Iy <li f Ax(), Bl e dt
cstimss [ AN, Blle
+ lim lim — fT L lAn), B]Jerat
1m [1m e
Thoo e 27 Jjtjeetr [t +i¢] 5
Al IB -r/R e (enlt] — —at?
g PALIBIXIET® s o1yt
€l0 —clr |t+l€|
at2
o g JALLBI ||B|| [
Ttoo €l0 |=cir |t + Z€|

Usando que |t +i€| = V2 + €2, temos

AllBI | X |e-T/R ar (emltl — 1 —at?
g AUBLIE i @
€l0 dr 212

i i JALIBI HBH -
Ttoo €0 |=c!r < /t2 N 62

Mas como as duas funcoes a serem integradas sao fungoes pares, temos que

2 AN BIX le-r/R cr (ept — 1 —at?
g BAUBIX T e oDt
€0 N

- 2||AH||B|| eat’
i — f L JErat (237)
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Vamos estimar as duas integrais separadamente. Para primeira integral ob-
serve que (et —-1) < L (e“t' 1) para 0 <t < t'. Com efeito, seja f:(0,00) > R
definida por f(t) = e“ . Derivando f, temos

ptert — (ert —1)  ert(ut-1)+1
R e A
Mas note que
(ert(ut —1) +1) = pert(ut — 1) + pert = p2te!t >0

para todo t > 0. No entanto, (e*(ut—-1)+1)(0) = -1+ 1 = 0, com isso,
(e (ut —1) +1) > 0 para todo ¢t > 0. Portanto, f/(t) >0 para todo t > 0.

Consequentemente f é crescente. Se 0 <t <t temos que &= < €= Jogo
-1<L(em -1).
Enﬁm

o 2HAL Bl X e [1 (er' — et
0

dt
Vi2 + €2

€l0 T

_2JAJB|IX|er /R peirt(erar — 1)t
< lim f dt
€l0 U 0 cirV t2 + €2

_ iy ANBIX e erdr —1) - peir teet
o me,r Vet e 62
o 2IAN B[ X Jereir=r/T peir pemat” o
< lim -
€l0 ey 0 \/t2 + 62
< i 2HALI B[ X ereir=r/®
- ew Ty \ /t2 + 62

/ / 2 .z
onde usamos que eta” — 1 < era” e e < 1. Fazendo a mudanca de varidvel
u =12+ €2, temos

dt

i 2IALIB X e/ fcar (ert —1)eor?
0 V2 s el
< iy JANIBJ X [eretr—/ /@’ﬂ")”*d_u

0 mehr

€l0 71'

2A BllXx ucir-r/R
A B]|X |er (m_e)

Ty
_ 2HAH | B[ X ereir—r/®
™
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Lembrando que ¢ = ¢1/2 = 1/(2uR), entao ucir —r/R =-r/(2R), e obtemos
finalmente:

2| AJ|B]| X|e/ peir (ert —1)eot
im / dt
€l0 e 0 ‘/t2+62
21 A BII|X e~/ (2R)
 21ANBIIX e (239
T

Para a segunda integral de ([2.37)), vamos usar a cota da func¢ao erro comple-
mentar.

I 2|A||||B||f at?
TToo ew \/m
<1imljm2”AH||BH f
e N CoET

i g 2IALLBI /T —a? gy
Tieo 0\ [((er)? + )
_2ABL = gy

7TC,17” cir

Fazendo a mudanca de varidvel u = \/at e substituindo o valor de ¢}, temos

21A[|B| T ee¥  nR[AB

o 240 7t PRIAIB - (o)
Ttoo €l0 ‘/t2+€2 aTnr
Enfim, aplicando (2.38]) e (2.39) em ([2.37)), obtemos
2| All| B||X |e~"/ ) 4 Al|B

5 < 21ALIBIIXIe pRIANB 2 (o0

T varr
Substituindo (2.29)), (2.30)), (2.34)), (2.35) e (2.40) em (2.27]), temos
2| Al BJ[| X e~/ R

™

%((@, AP, B) + (@, BP0A<I>))| <

‘(@,ABCI)) _

ABIANB] =5 | 2lANIBIQ —ep?  2A<| Al B| 0.
vorr VT Ao
Escolhendo o = “RTAE, temos

—r/(2R)
‘((I),AB(I)) - %((@,APOB@ + (@, BR,Ad))| < 214 !BHLf(Ie

AVRR[AB] sae 2|A[|B|Q ez rAc|A]|B]

4R

VT VT VTURAE

Q.
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Sejam
_ 2X] AVl 2Q
Cl(r) _BmaX{ T ) \/ﬁ ) \/7_T )
o -9
? VTURAE
‘ N ,n{ 1 AE}
“NOR 4R[S

Temos entao,

(®, ABD) - %((cp, APyBD) + (B, BPyA®))

concluindo assim a demonstragao do teorema.

<A B[ (Ci(r)e™ + Cor/rAe),



Conclusao

Na Secao 1.1 vimos as cotas de Lieb-Robinson para interagoes de curto
alcance, Teorema [1.1] Tal resultado nos fornece uma cota para a norma
de [Ax(t), B] com a condi¢ao de A e B terem suporte em subsistemas dis-
tantes. A demonstracao desse teorema foi feita em dois passos, o primeiro
passo consistiu de um esboco da demonstragao, contendo as principais ideias
e resultados. No passo seguinte, retornamos a cada um dos resultados, os
justificando com mais detalhes. O resultado do teorema, por si s6, nao é
facil de interpretar, entretanto, vimos também na Secao 1.1, que através
dele é possivel obter uma cota para a interferéncia de perturbagoes em sis-
temas distantes. A partir dai, obtemos um valor maximo para a velocidade
efetiva de propagacao de informacao, ve, denominada de velocidade de Lieb-
Robinson. Essa velocidade é constante no tempo e foi escolhida a menos de
um parametro « entre 0 e 1, onde esse parametro cumpre o papel de controlar
o erro associado.

Na Secao 1.2 vimos a generalizacao das cotas de Lieb-Robinson para
o caso de interagbes de longo alcance, Teorema [1.2] A estrategia para
demonstrar foi separar o Hamiltoniano em duas partes, uma apenas com in-
teracoes de curto alcance e outra com interagoes de longo alcance. A partir do
Lema [1.1] conseguimos uma cota para [Ax(¢), B] composta de trés parce-
las. Tratamos cada uma dessas parcelas separadamente, sendo que a primeira
bastou uma aplicagdo direta do Teorema [1.1] Obtemos, novamente, uma
interpretacao do resultado a partir da interferéncia de perturbacoes. Entre-
tanto, a velocidade de Lieb-Robinson obtida nao foi mais constante, nesse
caso ela tem um crescimento algébrico com o tempo.

No Capitulo 2 obtemos algumas aplicacoes das cotas de curto alcance.
Na Secao 2.1 vimos que ¢é possivel aproximar a evolugao de um operador
A, com suporte em X, por um operador com suporte no vgt-alargamento de
X. Para demonstrar tal resultado, usamos as cotas de Lieb-Robinson e a
medida de Haar. Mostramos na Segao 2.2, usando diretamente o resultado
obtido na secao anterior, que correlagoes ao longo do tempo, para um estado
do tipo produto, decaem exponencialmente com a distancia.

69
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Por fim, na Secao 2.3 vimos que sob a condi¢cao de um gap uniforme
e da validade das cotas de Lieb-Robinson, o sistema possui um decaimento
exponencial de correlagdes no estado fundamental, Teorema [2.2] Aplicamos
esse resultado para o modelo de Ising com um campo transversal, concluindo
com isso que esse sistema possui correlagoes de longo alcance espacial para os
operadores o7, o7. Apesar de ser um resultado estatico, usamos também as
cotas de Lieb-Robinson para demonstra-lo. Antes de demonstrar o Teorema
2.2] fizemos um esbogo, com poucos detalhes, da demonstragao do sub caso
onde o gap espectral estd acima do estado fundamental. Por fim, demos uma
demonstracao detalhada do caso geral.
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Apeéendice A

Seja V' um espago vetorial normado de dimensao finita. Sejam O : R —
L(V') continua, e v: R - L(V'), sendo que para todo zq € V', vale que (t)xo
é solucao do PVI

Gy(t) = O(t)y(1)
’y(O) =X2g-
Ou seja, para todo x € V vale que

{%w)x - Oty (t)a
(A.1)
v(0)x = .
A existéncia da funcao v é assegurada pelo Teorema da existéncia e unicidade
para solucao de edo’s. E facil ver ainda que para ¢ fixado, v(t) é de fato linear.
Suponhamos que O preserva norma, ou seja, |y(t)z| = |z| para todo ¢t € R
e para todo z € V. Com isso, para t fixado, y(t)z = 0 se, e somente se, = = 0.
Portanto, (t) tem nicleo formado apenas pelo vetor nulo. Consequente-
mente, existe o operador inverso a 7(t), que vamos denotar por y(¢)7!.

Lema A.1. Seja V um espago de Banach e O : R — L(V') uma funcdo que
preserva a norma. Para qualquer funcdo b:R — V| a solucdo de

{y}%()t> - Oo<t)y(t> + (1) (A2)

é dado por z(t) =~v(t) (yo + fot('y(s)*l)b(s)ds) :
Demonstracao. Seja w(t) = (yo + fot(fy(s)‘l)b(s)ds), logo v(0)w(0) = w(0) =
Yo € Y(t)w(t) = z(t). Definimos a aplicac¢@o linear B: L(V) xV — V', onde
B(A,v) = Av. Portanto, z(t) = B(y(t),w(t)). Sendo assim,

G20) = 5B, w(0) = B( 590, 00) + (1), Fu ()

_ (%7(75)) w(t) +4(t) (%w(t)) -
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De (A.1)), temos que

(57®)w®) = 0en e

Ja da defini¢ao de w(t), vale que

%w(t) = % fot(v(S)‘l)b(S)ds = (v(1)™)b(1),

onde, na ultima igualdade usamos o Teorema Fundamental do Célculo. Com
isso, temos que

%Z(t) = O(t)y(H)w(t) +~(t) ((v(1)™)b(1))
=O(t)z(t) + b(t).
Portanto, z(t) é solucao de (A.2)). O
Corolario A.1. A solucao de satisfaz,
(@) <lyO)+ [ (s)lds.
Demonstracao. Pelo lema anterior,
20 =10 [+ [ () s)s)
é solugao de . Logo,
201 = o) (w+ [ G meas)

= [yo| +

JRCORIOLE

Usando desigualdade triangular,

20 <ol +] [ (2(5) o)
<lool + [ 162(5) o) lds
“luol + [ (sl
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Lema B.1. Seja E€R e a>0. Entao

) ) 7 T e zEte at?
lim lim —
Ttoo €l0 271 J-T t+ze

ﬁ\m

e dw

AN
AN

- %\

ﬁ\m

Demonstragao. Seja

; T ,—iEt,—at?
Is(T) = f c

2r J-T  t+ie

Usando a transformada de Fourier, temos que

e—zEt —at2 \/7f —(w+E) /(4ar) zwtdw

Substituindo na equagao de Ig(7T), temos

IE(T \/7 f f —(w+E) /(4a)ezwtdwdt
T t+1€

Pelo teorema de Fubini, temos que:

7/- T () 9 T ezwt
Io(T) = -\ /T f ~(w+B)*/(1a) dtd
u(T) 47?2\/; 7006 T t+1€ -

Vamos usar o teorema do Residuo para estimar a integral f T3 +26duj sendo
T > e. Dividimos nos casos de w >0 e w < 0:

z . h
<. e 7 o caminho

1. Para w > 0 sejam f : C\{ie} - C com f(z) =
ilustrado na Figura B.1]

1)
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A Imiz)

Redz)

¥
3

Figura B.1: Primeira integral de caminho

Sejam 71 : [-T,T] - C com y1(t) =t € 42 : [0,7] > C com ,(6) = Te®.
Temos que f7 f= f% f+ [72 f. Como v, e vy, sao diferencidveis, vale que

[ 1= [ reiwnion- [

enquanto que

esze

[ 1= [T sesomuons - [[ e,

Como f ¢é holomorfa no interior do caminho 7, e como v é uma curva
fechada e homotdépica a zero, pelo Teorema de Cauchy, vale que [7 f=0.

Portanto,
T giwt 7 piwTe® gif
0=f7f=/%f+/wf=fTHzedtﬂTf o,
Com isso,

T ein
[r el
T t+1€

7 piwTet? 19
T f G ‘ (B.1)

Teit 1 je

T T esze 620
o Te" +ie

T |esze
<T [
[T + ie| ze|

dQ‘
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onde usamos também que |e?*| = 1 para todo = € R. Entretanto, temos
Te® +ie| > ||Te”| - ie]| = |T - ¢| =T e, (B.2)

onde a ultima igualdade segue do fato que estamos supondo 7" > e. Com

isso,
[ e“"T T fw| iwTet? do
e
T t+ ze T —-€Jo

Usando a identidade de Euler, ¢ = cos@ + ¢sen @, temos que

iwTe®| _ | _iwT(cosO+isenO)| _ | iwT cosO||,~wTsend| _ _—wT sen0
le = |e T N =le le |=e :
Logo,
esz T T ~
f f e wTsen@d‘g'
T 1+ ze -€Jo

Observe pelo grafico de sen(f) que se 6 € [0,7/2] entdo sen(f) > 2,

-~ 2wT6
e se 0 € [7/2,7] entdo sen(d) > 2 - 2. Portanto, e 750 < e” 7 se

0 e[0,7/2] e e=wTsenb < 2T g0 6 ¢ [7/2,7]. Logo,

twt T ™
‘f € f 6—wTsen9d9
T 1+ ze

T-¢Jo
T /2 ™
— ([ e—wTsen0d0+ f e—wTsenGde)
T-e\Jo /2
/2 w T o
< I (/ e_%mdQJrf e e )
T-e\Jo /2
T - —w 7T —2w w w
:T—€(2wT€ T_1)+2wT€2T(e2T_€T))
T -w -w
2w(T )( (e“T-1)+(1-e¢ T))
T
= (1-evT), B.3

2. Para w < 0, tomamos a mesma f anterior e ¢ o caminho ilustrado na

Figura [B.2
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A bmilzh

T T Relz}

Figura B.2: Segunda integral de caminho

Observe que f tem uma singularidade do tipo polo, de grau 1, em —ie.
Usando o teorema do Residuo, temos que

iwz

/ f=2miRes(f,—ie) = -2mi ((z + ze) ) (—i€) = —2mie“*

i€
Por outro lado, sejam ¢y : [-T,T] - C com ¢1(t) =t e @9 :[0,7] > C
com @y(0) = Te ™, temos que [ f= [ f+ [, f. Como ¢ e p;sio
diferenciaveis, vale que

T , ~ T eiwt
[ 1= [, feeeiwi= [
¢ iwTe—i0
™ , B ™ pwle y »
L= [ 1= [ mg (e s

Sendo assim,

T ezwt esze 106 6
—2Wiewesz=ff+[f=/ dt—sz do
o o1 02 T t+1i€ Te i 4 e

Consequentemente,

0

twt iwTle” —i
f C dt = -2mie¥ +4T / c de. (B.4)
T

t+ i€ Te " +je
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Logo,
ezwt esze “96 0
—2mie”c + T/ do|.
‘[Tt+ze ‘ ‘ mie ! Te® +ie ‘
esze i6 —i
< e 4+ |iT f a9 B.5
ey Te-i0 4 e ‘ (B.5)
< 2me¥c + —(1 — eIy, (B.6)
|w|(T =€)

onde, a integral do segundo termo de ( é estimada de forma similar ao

caso w > 0. Juntando . temos
iw T _ p—wT
‘[ eiwt ‘ {w(T 5(L—eT) se w >0, (B.7)

T t+ic 2me i+ oA (1-e k) se w <.

Dividiremos entao Ig(€) em trés partes,

Ip(e) = Ip(e) + Ig(e) + I (e) (B-8)

onde .
Iz f (w+E) /(4a) € dtd
5(€) = 472 \/> ¢ T t+1€ s
19(¢) = \/7f o~ (w+E)?/(4a) e dtd
5(€) = 472 Aw T t+1€ v
e

7: T oo 5 T eiwt
() = _\/j [ ~(w+E)?/(4a) dtde,
5(€) 472V a Jaw ¢ T t+1€ v

sendo Aw = bT1/2, em que b é uma constante positiva. Vamos mostrar que
limTToo hmew I%(E) =0= limTToo hmdo ]E(E)
Observe inicialmente que

T piwt
hmhm|IE(e)|—hmhm—\/7 ‘ f e~ (wrE)*/(40) ‘ dtdw‘
Aw

Tt Ttoo €l0 472 T t+1€
T ezwt

< lim hm—\/7f |e~(@+B)?/(10)) / : dt’dw.
Ttoo €l0 4772 Aw T t+1€

Por hipétese, o > 0, com isso —(w + E)2/(4a) < 0 e vale, e-@+E)*/(4a) < ]
Sendo assim,

lim hm 11%(e)] < lim lim —\/7—/
Ttoo Ttoo €l0 472

6zwt

dt’ dw.

T t+1€



APENDICE B. 80

Separando a integral nos intervalos [Aw,0] e [0, Aw], e usando (B.7)), temos

. . 0 |w|6 _ o lwlT
Hn lim |7 (€)] < Hm Tim 4#2[[Aw (2”6 |w|(T TGRSR ))dw
Aw
- _ —wT
+"}F1TI<£1<> lsllr(r)l 4#2\/7/ w(T (1 e dw.

Fazendo a mudanca de variavel w’ = —w, verficasse que o tltimo termo dessa
expressao € igual ao segundo termo entre paréntesis, logo:

lim lim | 79,(¢)| < lim —\/7f e
AR B o Vo L

lim — rlzer B.9
+T1TI<£l°27TT\/7f ' (B.9)

Vamos tratar as duas integrais separadamente. Como —|wl|e < 0, segue que
elwle < e0 = 1, portanto

lim lim —\/7 [ e ¥ledw < lim —[ / dw
Ttoo €l0 277 Aw Ttoo 270 Aw
Aw

= lim —
Ttoo 27r o

Lembrando que Aw = bT‘%, temos
N T £
lim lim —\/7f e edw < lim — /—bT"2
Ttoo €l0 277 Aw Tteo 2T V «
=0. (B.10)

_,—ax
¢ ™ sendo a > 0, temos

Por outro lado, definindo g : R* - R com g(z) =

que
—axr
hm g(z) = lim = lim ae™™ = q,
r—0* €x x—0*%
1-eo®
lim g(z)= lim =0.

Somando ao fato que g(z) é continua em seu dominio, temos pelo teorema
de Weierstrass que g(z) é limitada, portanto existe M > 0 tal que |g(x)| < M
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1_efwT

para todo x € R*. Por conseguinte,

Aw 1 — Aw
lim —\/7[ dw< lim —\/7f Mdw
Ttoo 21T Ttoo 27T

= lim
Tteo 27T o

< M para todo w € R*. Logo,

. Mb
= lim =/ —
Theo T2 V &
=0. (B.11)
Substituindo (B.10) e (B.11)) em (B.9), temos
lim lim |79 (¢€)| < 0, (B.12)

Ttoo €l0

e portanto, limyye, lime o I%(€) = 0.
Por outro lado, temos que
ezwt
lim hm I = hm lim [ / ~(w+E)?/(4a) dtdw‘
Ttoo 75 ()] = 0o €l0 |42 Aw -7 t+ i€
iwt
< lim hm—\/7/ e~ (@+E)?/(4) / ¢ dt‘ dw.
Ttoo €l0 472 Aw T t+ie

Como w é sempre positivo no intervalo de integragao, usando , temos

Ttoo too €l0 4772

0 e —(w+E)?/(4c)
< lim —\/7f —dw,
Ttoo 40T Aw

onde na ltima desigualdade usamos que (1-e7) < 1. Dentro do intervalo
o~ (@+E)?/(40)

lim 11m|IE(e)| < hm hm—\/ivaw ~(WrE)?*/(4a) (T )(I—G_WT)dw

de integragdo o menor valor que w assume é Aw, portanto

~(w+5)%/(40) :
&——=-— para todo w € [Aw, c0). Com isso,

r}rle hm|IE(e)| < l1m 47TA(.UT\/7_/ALU ~(w+E)?/(40) g,

Mas como e~@+E)?/(4a) ¢ sempre positivo para todo valor real de w, temos
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que

—(w+E)?/(4a)
%}Tm 11m|[E(e)| < hm 47rAwT\/>./;w e dw

. n —(w+E)? /(4a)d
Ttoo 4WAWT\/;[w ¢ W

< lim

<l .
- Tlglo 2AWT

Usando que Aw = bT‘%, temos

=0.

hmhm] €
i B 75(0) < Jim =

Portanto, limyte lim, g /7 (€) = 0. Voltando entao a (B.g]),

lim lim I (€) = hm hrgl Iz(e) + hm hrgl I%(e) + hm hl%l IE(e)

T1oo €l0

= lim lim J
lim lim I (e).

Usando (B.4)), temos que

%}glo lellm Ip(e) = hm llm I (e)

iwt
= lim hm—\/7[ e~ (wrE)?/(4a) e dtdw
Ttoo €l0 472 -T T+ i€

= %m hfgl 4—2\/7—/ e~ WHE) /(o) (7% ) duy
o € m

0

T iwwTe” )
- lim hm—\/7f e~ (WHE)*/(4a) f ‘ (=iTe ™) dfdw.
Troo €0 472 Te-i 4+ je ze

Mas, a partir do que se segue a (B.1)) e (B.5]), temos que

iwTe "
Oﬂ— %( 1Te” Za)d@ < W(l —€e ‘M‘T)
Portanto,
esze 0 )
%1&10 leiirtl)l 472 \/7[ (/) [ Te " + je +ze (=iTe™)dods

< lim li —\/7[ ~(wtE)?/(4a) 1= e Ty
il g e pr—at e
-Aw ¢ —(w+E)? /(4a)(1 e |w|T)
= li —\/7/ dw.

82

(B.13)
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Usando que (1 -eT) <1 e que |w| > Aw para todo w no intervalo de

integracao, temos que

0
lim lim

‘ \/?[_ —(w+E)?/(4a) [ eTe Z'Te—ie)dedw
Ttoo el0 |42V o J-oo Te 4 e +ze

1 T - 2
< i _ f ~(w+E)?/(40) g
TITI?O 47TA(,<JT\/7 ¢ v
(w+E’) /(4a)d

T Thoeo 47TAwT [ f ¢ w

< lim
<0.

Enfim,

T iwTe ¥
o~ (w+E)?/(4a) € - —if) _
%rono leli%q 4%2\/7./ / Te 0+ je +Z€ ~iTe™)dfdw = 0.
Voltando entao a (B.13]),

At () = fn iy o0

v (w+E)2/(4a) O L WE
%}Trilolelfon4712\/7_[ (—2mie“)dw
bT71 /2
= lim —\/7[ e~ (WrB)* /() g
Ttoo 27
=_\/j f (@) (4a) g,
21V o J-oo

%, temos:

Fazendo a mudanca de varidvel w’ =

lim lim 75(e) = Via fm‘“ﬂd’
Jnlip 1) =57V -
=ﬁ[f€_wzdw

! foo ~“d
=— e w
VE
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