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Resumo

Iremos investigar o processo de percolacao orientada critico em Z? através de resultados
similares a tecnologia de Russo Seymour Welsh. O objetivo deste trabalho é detalhar
os argumentos feitos em The boz-crossing property for critical two-dimensional oriented
percolation [3] para controlar propriedades de alcance do modelo critico. Primeiramente
provaremos resultados similares a tecnologia de Russo Seymour Welsh para percolacao
orientada em Z?2. Em seguida encontraremos proporcoes de caixas que garantem cruza-
mentos com probabilidades nao triviais. Por fim, iremos utilizar os teoremas provados
para cotar superiormente e inferiormente a probabilidade do cluster da origem atravessar
uma distancia n e a largura tipica do cluster da origem na altura n, condicionado ao
evento que o cluster atingiu este patamar.

Palavras-chave: Percolagao critica. Percolagao orientada. Probabilidades de cruza-
mento.



Abstract

We'll investigate the critical oriented percolation process in Z? through results similar to
the Russo-Seymour-Welsh. The objective of this work is to detail the arguments made in
The box-crossing property for critical two-dimensional oriented percolation [3] to bound
connection properties of the critical model. Primarily we’ll prove results similar to the
technology of Russo-Seymour-Welsh for oriented percolation in Z?. Then we’ll find box
proportions that guarantee crossings with non-trivial probabilities. Finally, we’ll use the
theorems shown to bound from above and below the probability that the cluster of the
origin extends beyond distance n and the typical width of the cluster on height n, condi-
tioned on the event that the cluster has reached this level.

Keywords: Critical percolation. Oriented percolation. Crossing probabilities.
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Introducao

O modelo de percolagao foi introduzido em 1957 (ver [2]) para modelar o fluxo de um fluido
através de meio poroso. Tal modelagem consiste em definir um grafo que represente o meio
poroso e atribuir aos elos (ou vértices) varidveis aleatérias que reflitam a porosidade do
meio, atribuindo a caracteristica de “aberto”ou “fechado” aos elos para indicar a passagem,
ou nao, do fluido. Neste contexto, o conjunto de vértices conectados a um ponto por elos
abertos pode ser entendido como o conjunto de regioes molhadas pelo fluido derramado
sobre tal ponto.

O modelo é indexado por um parametro p que indica o quao poroso ¢ o meio. Valores
proximos de 1 estao associados a meios muito porosos, em que o fluido escorre com grande
facilidade, e meios com p préximo de 0 indicam meios pouco porosos.

Uma dos principais motivos para se estudar modelos de percolagao é sua caracteristica
de criticalidade. Com iremos especificar no Capitulo 1, existe um valor 0 < p. < 1 cha-
mado de ponto critico que caracteriza duas fases do modelo, uma fase subcritica quando
p < p. e uma supercritica com p > p.. Na fase subcritica o conjunto dos vértices co-
nectados a origem por elos abertos (chamado de aglomerado da origem) é finito quase
certamente. Na fase supercritica a probabilidade deste aglomerado ser infinito passa a ser
positiva.

No modelo que iremos estudar usamos o grafo I em que os vértices serao o subconjunto
dos pontos de Z? cuja soma das coordenadas é par, e cada vértice terd um par de elos
orientados conectando v a v+ (1,1) e v a v+ (—1,1) (Figura 1.1). Atribuiremos a cada
elo e uma variavel aleatéria Bernoulli X, de parametro p tomando valores no conjunto
{0,1}. Chamaremos o elo de aberto se X, =1 e fechado caso X, = 0.

O modelo para p < p. e p > p. é bem estudado (Ver [4]), porém quando indexado
por p = p. muitas de suas caracteristicas ainda sao desconhecidas. O estudo do modelo
quando p tende a p. também possui diversas questoes em aberto.

Diferente de modelos de percolacao nao orientados, no modelo que estamos estudando
o aglomerado da origem possui uma geometria confinada num cone. Um aglomerado
de altura n possui largura de no méximo 2n, porém dada uma largura n nao existe
limitagao para a altura. Desta forma vé-se que o aglomerado “cresce”de forma diferente
vertical e horizontalmente. A fim de estudar as dimensoes do aglomerado da origem no
modelo critico (p = p.), introduzimos as seguintes quantidades: chamando [,, := Z x {n},
definimos

R, =sup{z : (z,n) € L,3Jy <0 tal que (y,0) — (z,n)},

onde (y,0) — (x,n) significa que o vértice (y,0) esta conectado ao vértice (x,n) por um
caminho de elos abertos (mais detalhes no Capitulo 1).

A variavel aleatéria R, traz a ideia do que seria a “largura”do aglomerado da origem
em [,. Entender como se comportam os valores de E(R,|{0 — [,}) e P(0 — [,) nos
trara, respectivamente, uma compreensao de qual o tamanho do aglomerado da origem
horizontal e verticalmente, no modelo indexado por p = p..



11

Neste trabalho iremos detalhar o que foi feito em [3] para demonstrar, para o modelo
critico (p = p.), cotas superiores e inferiores para P(0 — 1,,) e E(R,|0 — [,). A construgao
dos argumentos foi feita em trés partes.

Inicialmente construimos argumentos similares a tecnologia de Russo-Seymour-Welsh,
de percolacao nao orientada em Z?2, para permitir cotar probabilidades de cruzamentos de
caixas “dificeis”por cruzamentos “faceis”. Utilizando estes primeiros resultados, encon-
tramos quais dimensoes uma caixa precisa ter para garantir probabilidades nao triviais de
cruzamento, e com isto montamos uma sequéncia de valores deterministicos {wy, },>0. Por
fim, mostramos que as quantidades w,, possuem mesma ordem de grandeza P(0 — [,) e
E(R,|0 — l,,) e entdo, obtendo cotas para w,, conseguimos cotas para as dimensoes do
aglomerado da origem.

No primeiro capitulo iremos introduzir conceitos basicos de percolacao e o modelo
orientado em que iremos trabalhar. No segundo capitulo provaremos resultados similares
a tecnologia de Russo-Seymour-Welsh para relacionar probabilidades de cruzamentos de
caixas “dificeis”com “faceis”, e encontraremos escalas que garantirao probabilidades nao
triviais para tais cruzamentos. No terceiro capitulo iremos utilizar os resultados demons-
trados no capitulo anterior para encontrar as cotas superiores e inferiores propostas.
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Capitulo 1

Conceltos 1niciais

O modelo de percolagao surgiu em [2], onde se propos modelar quais regides de um meio
permeavel ficam molhadas ao entrar em contato com um fluido, onde a dinamica do
escoamento é definida pelo meio, e nao pelo fluido. Para responder a questao, um grafo
foi construido para representar o meio, associando aos seus elos variaveis aleatérias que
indicavam a passagem ou nao do fluido.

Sob um ponto de vista tedrico, percolacao consiste no estudo de grafos aleatérios, onde
se assume uma distribuicao de probabilidade para os vértices ou arestas do grafo a fim de
obter subgrafos que modelem comportamentos reais. A ideia da percolagao se aplica para
quaisquer grafos, mas para fins de compreensao dos conceitos mais basicos e ferramentas
utilizadas neste estudo, iremos comecar com um dos modelos mais classicos, a percolacao
bernoulli de elos em Z<.

1.1 Percolacao Bernoulli em Z¢

Seja G = (V, E) o grafo com conjunto de vértices V e de elos E. Tomaremos V = Z< e
E = {(x,y) € Z% x 7% : 2?21 |z; — y;| = 1}, isto é, a rede quadriculada na qual existe
um elo ligando vértices adjacentes da rede. Abusamos um pouco da notacao chamando o
grafo G de Z?, e dizemos que estamos fazendo “percolacio em Z4”.

Definimos o modelo de percolagao através da seguinte construgao: para cadaeloe € E
associamos uma varidvel aleatéria bernoulli w(e) tomando valores em {0, 1}, cuja medida
de probabilidade denotaremos por ., tal que u.({1}) = p, pe({0}) = 1 — p. Tomaremos
o espago amostral 0 = [ .z{0,1}, cujos elementos w = (w(e) : e € E) sao chamados
de configuragoes. Chamaremos um elo e € E de aberto caso w(e) = 1 e de fechado caso
w(e) = 0.

Fixada uma enumeracao dos elos do grafo GG, definimos para um conjunto de indices
finito I e conjuntos {A; }icr, 0 conjunto cilindrico

C(Q, 1, {Az}zel) = {w eQ: w(ei) S AZ‘, Vi € ]}

Tomamos entao a sigma algebra F gerada por todos os conjuntos cilindricos em (2.
Por fim, tomamos a medida produto de probabilidade

Pp:HMea

eeE

definindo assim um espaco de probabilidade (2, F, P,) indexado pelo parametro p.
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Dizemos que dois vértices x,y € V estao conectados por caminhos abertos se existe um
conjunto de vértices x = vy, vy, ..., v, = y e elos abertos e; = (vg, v1), €2 = (v1,02),...€,, =
(Un_1,vp), de forma que seja possivel “sair do vértice z e chegar ao vértice y passando
apenas por elos abertos”. Denotamos esta relacao por x <> y. Note que, neste caso x <> y
implica y <> x. No caso orientado isto nao sera verdade.

Definimos o aglomerado do vértice z € V' como o conjunto

Cx) ={yeV: iy a}

Denotaremos como C' o aglomerado da origem.

O tamanho do aglomerado C, denotado por |C|, é o nimero de vértices em C, um
dos principais objetos de interesse no estudo da percolagao. Na ocorréncia do evento
{|C] = oo} dizemos que houve percolagao. Denotamos a probabilidade deste evento por

0(p) = P,(|C] = 00) = B,(0 <+ 00).

E claro que 6(0) = 0 e #(1) = 1. Um simples argumento de acoplamento (Ver Cap. 2
de [8]) nos permite demonstrar que a func¢ao 6(p) é nao decrescente em p. Vemos entao
que existe um certo valor critico p., funcao de d, tal que

{9(p)=0 P < De;
0(p) >0 p> pe;

Este valor p.(d) é chamado de ponto critico, formalmente definido por

pe(d) = sup{p : 0(p) = 0}.

Para d = 1, se tomarmos p < 1 temos que a probabilidade de um elo estar fechado
é positiva. Utilizando Borel-Cantelli, vemos que existem infinitos elos fechados quase
certamente. Como um elo fechado a esquerda e a direita da origem é o suficiente para
que o aglomerado da origem seja finito, concluimos que #(p) = 0 e com isso tem-se que
pe(1) = 1. Para d > 2 temos um ponto critico nao trivial, isto é, 0 < p.(d) < 1 (ver Cap.
1.4 de [8]).

O modelo entao possui uma fase subcritica para p < p. e uma fase supercritica com
p > p.. Na fase subcritica o aglomerado da origem é finito quase certamente. Na fase
supercritica a probabilidade do aglomerado ser infinito é positiva. Outras quantidades
de interesse também possuem esse comportamento critico, como o tamanho médio do
aglomerado

X(p) = Ey(|C]) = 00 - 6(p) + Y _ nB,(IC| = n),

sendo x(p) = oo para p > p. e x(p) < oo para p < p. (Este tltimo é devido ao decaimento
exponencial do tamanho do aglomerado na fase subcritica, que pode ser visto em [8]).
Essas quantidades apresentam a mudanca no mesmo ponto critico, com isto costuma-se
dizer que o modelo possui uma tnica transicao de fase.

Sabe-se que p.(1) =1 e que 0 < p.(d) < 1 para d > 2. Kesten demonstrou que p.(d)
é assintoticamente igual a (2d)~! para d — oo (Ver [12]). Nao se sabe entretanto, qual
¢ o comportamento da func¢do de percolagao 6(p) no ponto critico. Para d = 2, Harris
mostrou que 6(3) = 0 (Ver [9]) e mais tarde Kesten mostrou que p.(2) = 3(Ver [11]). Foi
possivel provar que 0(p.) = 0 para d > 11 (ver [7]). Para demais valores de d ainda nao
foi obtida uma demonstragao, embora acredite-se que 0(p.) = 0Vd > 2.
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1.2 O modelo de percolacao orientada em Z?

Definimos agora o processo de percolacdao orientada em Z2 Sob muitos aspectos este
modelo é entendido como a versao em tempo discreto do processo de contato. A relacao
entre os modelos vem da representacao grafica proposta por Harris em [10] e adaptagoes
diretas dos argumentos ou métodos de renormalizagao como feito em [5]. Por conta disto,
grande parte dos resultados da area sao adaptagoes do modelo de particulas interagentes.
Tomaremos uma nova rede adaptada para representar o grafo, similar a Z? utilizada no
caso nao orientado, rotacionada e escalada de forma adequada.

Seja L := {(z1,22) € Z* : x1 + x5 é par}. Cada vértice z € L estd conectado aos
vértices # + (—1,1) e # + (1, 1) por dois elos orientados (Figura 1.1). Fixado p € [0, 1],
definimos um elo aberto com probabilidade p e fechado com probabilidade 1 —p da mesma
forma que o caso nao orientado da Secao 1.1. Dizemos que na configuracao w existe um
caminho aberto do vértice x € L ao vértice y € IL se existe um conjunto de vértices
T = T1,Ty,...,T, =y e um conjunto de elos abertos e; = (21, x2), €2 = (22, 23), ..., €n_1 =
(Zn_1,,) na configuracdo w. Denotamos este evento por {z — y}. Note que, diferente
do caso nao orientado, o evento x — y nao implica que y — = uma vez que os elos sao
orientados.

@
e

Figura 1.1: Grafo orientado LL

Uma descricao detalhada do processo de percolacdo orientada em Z? pode ser en-
contrado em [4]. Além de resultados classicos, como decaimento exponencial na fase
subcritica, encontra-se neste artigo uma construcao do ponto critico baseada na quanti-
dade

r, =sup{z : (z,n) € L,(0,0) — (z,n)},

que representa o ponto mais a direita do aglomerado da origem na altura n. Através
de argumentos que envolvem subaditividade encontra-se que, em configuragoes em que

ocorre percolacao, existe
. Ty
a(p) = lim —.

n—oo M

O valor de a(p) indica a abertura do “cone”formado pelo aglomerado da origem.
Durrett mostrou (Ver [4]) que através deste a, pode-se caracterizar o ponto critico do
modelo em questao como

pe = inf{p : a(p) > 0}. (1.1)
Sabemos bem como se comporta o aglomerado da origem nas fases sub e supercritica

do modelo. Para p = p., Durrett e Griffeath [5] mostraram que a(p.) = 0 e Bezuidenhout
e Durrett [1] demonstraram que P, (0 — oo) = 0. Para compreender as caracteristicas
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do aglomerado da origem no modelo critico, é necessario ainda responder como se com-
portam quantidades como r, em p. e P, (0 — Z x {n}) que indicam respectivamente o
comprimento horizontal e vertical do aglomerado.

No capitulo seguinte iremos detalhar as construgoes feitas em [3] para demonstrar o
comportamento das quantidades P(0 — Z x {n}) e E(R,) (definida mais adiante) em
P = P, que estao relacionadas com o tamanho do aglomerado na vertical e horizontal
respectivamente. O método desenvolvido se baseia em resultados similares aos da teoria
de Russo-Seymour-Welsh para percolacao nao orientada em Z2. A partir de raciocinios
envolvendo cruzamentos de caixa os autores foram capazes de definir quantidades w,, que
possuem ordens de grandeza comparaveis as variaveis em estudo, permitindo a obtencao
de cotas inferiores e superiores melhores do que as presentes anteriormente na literatura.
A fim de estudar estas propriedades para o modelo orientado, iremos enunciar algumas
ferramentas de comum utilizacao no estudo de percolagao.

1.3 Ferramentas basicas

Inicialmente introduzimos o conceito de eventos crescentes dentro do contexto de per-
colagao.

Sejam w,w’ € ) duas configuragoes, definimos a relacao de ordem parcial (>) tal que
W' > w se, e somente se, w'(e) > w(e), Ve € E (em outras palavras, w’ > w se todo elo
fechado em w’ também esté fechado em w).

Definicao 1.3.1. Dizemos que A € F € um evento crescente se
weEA = W eA VW Hw.

Dizemos também que uma varidvel aleatéria N é crescente se N(w) < N(w') para todo
w=<w.

Declaramos uma variavel aleatéria X como decrescente se —X é crescente, um evento
A é dito decrescente caso seu complemento seja crescente.

Lema 1.1 (A desigualdade FKG). Valem as sequintes afirmagoes:

e Se X eY sdo varidveis aleatdrias crescentes (ou decrescentes) tais que E,(X?) < oo
e E,(Y?) < oo, entdo
E,(XY) 2 E,(X)E,(Y)

Em particular, se A e B sdo eventos crescentes (ou decrescentes) entao
P(ANB) = B(A)P,(B).

Pode-se interpretar este teorema da seguinte forma: para um evento crescente, quanto
mais elos abertos, maior a probabilidade do evento ocorrer, logo a realizacao de um evento
crescente contribui para a realizacao de outros.

Lema 1.2 (Truque da raiz). Sejam Ay, ..., Ay eventos crescentes. Entao

max{Py(4,): 1<n <N} >1— (1—By(A U---UAx)/N).
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Demonstra¢ao. Primeiro usando FKG cotamos inferiormente a probabilidade de nenhum
dos A,, ocorrer

N

P, (ﬂ Az> >[5 () =10~ AA)) > (1~ max (B (40"

Reescrevendo essa probabilidade usando as leis de De Morgan, obtemos

w0 -((Ue) ) -(Un)

Combinando as duas expressoes obtemos

1<n<N

1- P, (LNJ An> > (1= max {F,(4,)})"

= 1%135>§V{PP<A”)} >1-— (1 - b, <LAJ An>> i

[]

Russo, Seymour e Welsh desenvolveram uma tecnologia para o estudo de probabili-
dades em percolagao envolvidas com o cruzamento de caixas (retangulos) na rede nao
orientada Z?, tal como a detalhada na Secao 1.1.

Chamamos de cruzamento da esquerda para a direita (respectivamente de cima para
baixo) de um retangulo B um caminho formado por elos abertos conectando um vértice
do lado esquerdo da caixa com um do lado direito (do lado de cima ao lado de baixo) nao
utilizando elos que conectem dois vértices da fronteira 0B da caixa.

Seja B(kl,l) = [—1, (2k — 1)I] x [=1,1] uma caixa de tamanho 2kl por 2[. Abreviamos
B(l,1) = B(l). Denotaremos o evento “Existe um cruzamento da esquerda para a direita
na caixa B(kl,l)"por LR(kl,l) e da mesma forma LR(l,l) = LR(l).

Denotamos o anel B(31)\B(l) por A(l) e seja O(l) o evento em que existe um circuito
aberto no anel A(l) contendo a origem em seu interior, identificado na Figura 1.2.

B3I

&5

Figura 1.2: Realizacao do evento O(1)

O teorema de Russo-Seymour-Welsh (RSW) nos dd uma cota inferior para a probabili-

dade do evento LR (%l , l) em termos da probabilidade de cruzamento de caixas quadradas
LR(1).
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Teorema 1.3 (Teorema RSW). No modelo de percolagdo nao orientado em Z?, se P,(LR(l)) =
T, entao

P, (LR (gz z)) > (1-vi=7), (1.2)

A partir do teorema 1.3 outros resultados de comparacao de cruzamentos de caixas
sao formados, tais como os do lema 1.4.

Lema 1.4. No modelo de percolagao ndo orientado em Z?, se P,(LR(l)) = T entdo

P(OW) = {r (1~ \/ﬁ)‘l}”. (1.3)

P,(LR(2L,1)) > P,(LR())P, (LR (gz z)>2 | (1.4)

P,(LR(31,1)) > P,(LR(1))P,(LR(2l,1))?, (1.5)
P,(O(1)) > P,(LR(3L,1))*. (1.6)

Isto define a tecnologia de RSW, permitindo a comparacao entre as probabilidades de
cruzamentos entre caixas especificas em termos das probabilidades de caixas simétricas.

Todas os resultados apresentados nesta secao podem ser encontrados em detalhes no
livro [8].

A desigualdade FKG e o truque da raiz sao validos para quaisquer grafos, porém
a tecnologia de RSW esta fortemente ancorada na estrutura isotrépica da percolagao
Bernoulli em Z?. Em [3] foi desenvolvido um conjunto de argumentos similares envolvendo
cruzamentos de caixa no caso orientado, que estudaremos em detalhes no Capitulo 2.
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Capitulo 2

Probabilidades de cruzamento de
caixa

Neste capitulo estudaremos argumentos que relacionam cruzamentos de caixas. Na pri-
meira se¢ao obteremos as ferramentas no estilo de Russo-Seymour-Welsh para demonstrar
os resultados da secao seguinte. O principal resultado que encontraremos nos fornecera
proporcoes que garantem a ocorréncia de cruzamentos com probabilidade nao trivial. Tais
escalas serao cruciais para controlar P(0 — [,,) e E(R,,).

Os argumentos aqui apresentados sdo tradugdes dos feitos em [3], com a adi¢ao de
alguns detalhes para melhor compreensao e mudangas de algumas constantes que garan-
tem a validade dos argumentos. Na Se¢ao 2.1, as principais alteracoes estao nas linhas
que resultam na Expressao (2.5) do Lema 2.3, os valores das constantes utilizadas na
demonstracao do Teorema 2.1 e na afirmacao feita ao demonstrar o Lema 2.4. Na Secao
2.2 as alteracoes sao alguns detalhes adicionados na demonstracao do Lema 2.6.

Inicialmente iremos definir algumas notacoes que serao frequentemente utilizadas neste
capitulo.

Notacgao:

e H,(m,n) := Probabilidade de existir um caminho de elos abertos contido na caixa
[0,m] x [0,n] e que ligue {0} x [0,n] a {m} x [0,n].(Figura 2.1)

e V,(m,n) := Probabilidade de existir um caminho de elos abertos contido na caixa
[0,m] x [0,7n] e que ligue [0,m] x {0} a [0, m] x {n}.(Figura 2.1)

e R, :=max{z € Z:3Jy <0 tal que (y,0) = (z,n)}.(Figura 2.2)
o [, ;=7 x {n}.(Figura 2.2)

Chamamos os valores de H), e V,, de probabilidades de cruzamento horizontal e vertical
de caixa. Ao tratar o caso p = p. omitiremos o indice p. Tomando [x] como o menor
inteiro maior que z, adotaremos a seguinte convencao, caso m ou n nao sejam valores
inteiros

Hy(m,n) = Hy([m],[n]) e Vp(m,n) =V([m],[n]).
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n n

0 m 0 m

Figura 2.1: Cruzamentos de probabilidades representadas por H,(m,n) e V,(m,n) res-
pectivamente

I !..

0 R,

Figura 2.2: Em vermelho o patamar [,. No conjunto dos pontos de [,, conectados a um
vértice a esquerda da origem, o maior deles determina R,

2.1 O resultado do tipo Russo-Seymour-Welsh(RSW)

Comecamos enunciando o resultado do tipo RSW que sera uma das principais ferramentas
para obter os resultados desejados.

Teorema 2.1 (Resultado do tipo RSW). Para cada o € (3,1) eziste € € (0,1) e um
homeomorfismo crescente gy : [0, 1] — [0, 1] tal que para todo m,n > 1, temos

min{V,(m, 3n), H,(3m,n)} > go(min{V,(m, aen), Hy(am,en)}).

O teorema pode ser compreendido da seguinte forma: imagine que tem-se inicialmente
uma caixa padrao de dimensoes m x n. A probabilidade de cruzar 3 caixas empilhadas no
sentido “dificil”, isto é, no sentido do empilhamento, é maior que cruzar uma nova caixa
de dimensao m x en reescalada por a no sentido do cruzamento. Isto é, o teorema diz
que existe uma nova escala m x en que garante que a probabilidade do cruzamento dificil,
a esquerda da desigualdade, ¢ maior que o cruzamento féacil, a direita da desigualdade.
(Ver Figura 2.3).
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fv

= m

Viim,3n) e H,(3m,n) Vy(m,aen) e H,(am,en)

—~
) =

Figura 2.3: Os cruzamentos de caixa comparados no Teorema 2.1. Dizemos que os cruza-
mentos a esquerda sao “dificeis” porque necessitam cruzar 3 caixas de dimensoes m X n no
sentido do cruzamento. Os cruzamentos a direita sao ditos “faceis” porque o fator a < 1
multiplica a dimensao no sentido do cruzamento, de forma que os cruzamentos sao mais
faceis que cruzamentos de caixas de dimensées m x en)

A existéncia do fator € é uma espécie de preco pago na altura da caixa para garantir
a comparacao entre as caixas. Isto é um fator necessario por estarmos trabalhando em
percolacao orientada (o resultado original de RSW na percolagdao nao orientada nao
precisa deste tipo de ajuste). De fato, uma vez que os elos sao orientados, é impossivel
por exemplo cruzar horizontalmente uma caixa de dimensoes 2n x n pois qualquer caminho
que avanca n vértices na horizontal também o faz na vertical.

Para demonstrar o teorema precisaremos passar por alguns lemas que enunciaremos e
demonstraremos em sequencia.

Lema 2.2. Para todo o € (3,1), existe um homeomorfismo crescente g1 : [0,1] — [0, 1]
tal que para todo k,1 > 1,

Hp(kv l) > g1 (min{vzﬂ(k7 l): Hp(ak’ Z/Q)})

Demonstragao. Assuma que k/2, [/2 e ak sejam inteiros. Introduzimos as caixas
B =1[-k/2,k/2] x [0,l] e B, = [0,ak] x [/2,1],

ilustradas na Figura 2.4.
Seja E o evento em que existe um caminho de elos abertos contido em B U B, saindo
da base de B e terminando na borda direita de B,. Vamos inicialmente mostrar que

P,E] > H,(ak,1/2) (1 — 1=V (k, 1)) . (2.1)
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Figura 2.4: Caixas B, e B, onde I representa o maior cruzamento esquerda-direita da
caixa B, e o caminho em cinza representa a realizagao do evento .J,

Seja w uma configuracao contendo um cruzamento da esquerda para a direita em
B,. Defina I' como o cruzamento da esquerda para a direita “mais superior”, isto €, no
conjunto dos elos acima do caminho I' nao existe um cruzamento da esquerda para a
direita em B,. Caso nao haja tal cruzamento, tome I' = (). Como a caixa B, é cruzada
da esquerda para a direita com probabilidade H,(ak,/2) e existe um caminho horizontal
em B, se, e somente se, existe um “mais superior”I', temos

Hy(ak,1/2) = P,AC #0) = B, [ T =7} | =) BT =), (2.2)
~#£D V#£D

onde o somatorio é tomado sobre todos os possiveis caminhos, v, da esquerda para a
direita em B,. Fixe um caminho 7. Introduza a simetria ortogonal ¢ : . — L, com
respeito ao eixo y, isto é, para qualquer subgrafo dado por vértices {(z;,v;),i € [} C L
indexados por um conjunto de indices I,

o({(zi,vi), i € 1}) = {(=wi,m:), 0 € I},

com os elos refletidos de forma equivalente.

Defina S, o conjunto dos vértices em B que sao atingiveis a partir de um vértice da
base da caixa B por um caminho de elos orientados abertos que nao cruzam v U o(7).
Seja J, o evento em que existe um caminho em S, conectando a parte de baixo da caixa
B a v dentro de S, E evidente que J, U J,(,) 2 {Existe cruzamento vertical em B} pois
todo cruzamento vertical em B atinge v ou o(7), além disso, por simetria temos que
P,(Jy) = P,(Js(y)), assim, utilizando o truque da raiz quadrada obtemos

Py(1y) 2 1= (1= By(Jy U Jo))? 2 1= (1= Vy(k,1))V2. (2.3)

Agora, se {I' = v} e J, ocorrem, entao o evento E ocorre. Portanto, somando sobre
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todos os possiveis caminhos v, obtemos

E)>) B({L=7}nJ)

v#0

= Z Pyl =) P,(J5). (2.4)

v#0

Na segunda linha, utilizamos que o evento {I' = 7} depende dos elos com vértices
em B\S, enquanto J, depende dos elos em S, portanto estes eventos sao independentes.
Finalmente obtemos (2.1) combinando (2.4) com (2.2) e (2.3), isto é

ZPF v)P, ZPF 7(1—\/%)

V#£D Y#£D
(2.2

2 1 (ak, 1) (1 ~Jim vp<k,z>) .
Agora concluiremos a demonstracao do lema. Considere as caixas
= [k/2 —ak,k/2] x [0,1/2] e B =[k/2—ak,ak] x[0,l].

Seja C) o evento em que a caixa B; é cruzada da esquerda para a direita. No evento
ENC), precisa existir um caminho da esquerda para a direita na caixa B’. De fato, precisa
ocorrer um dos casos abaixo (ilustrado na Figura 2.5).

e Um cruzamento da esquerda para a direita em B; intersecta um cruzamento da base
de B até a lateral direita de B,, assim criando um caminho da esquerda para a
direita em B’

e Nenhum cruzamento da esquerda para a direita em B, intersecta um cruzamento da
base de B ao lado direito de B,, neste caso qualquer um dos cruzamentos esquerda-
direita em B; contém um cruzamento esquerda-direita em B’.

Uma vez que 2o — 3 > 1, temos que a largura da caixa B’ é |ak — k/2 + ak| =

k-|2a —1/2| > k, logo, pela transitividade do grafo, deduzimos que

H,(k,l) > P,(B' é cruzada da esquerda para a direita)
> P(ENC))

(FKG)
> FB(C)P,(E)

(2.1

z) H,(ak,1/2)? (1 — /1 =V, (k, l)) .

Fazendo entao g; = 22 (1 -1 = x) terminamos a prova para os casos em que k e [
sao dois inteiros pares.

Para expandir a demonstracao para valores arbitrarios de k e [ repetimos a demons-
tracao com B = [—[k/2],[k/2]] x [0,[l]] e B, = [0, [ak]] x [[I] — [l/2],[l]]. Note
que, com a escolha de a € (%, 1), garantimos que, mesmo com «k e k/2 nao inteiros,
a desigualdade 2[ak] — [k/2] > k é verdadeira. Desta forma conseguimos comparar a
probabilidade H,(k,l) com o cruzamento da caixa B’, permitindo assim concluir a de-
monstracao da mesma forma.



23

ok

|
|
-
[l
o~
[CIES.
=~
ju!
—
|
|
|
o
o
el
SIE

Figura 2.5: As possiveis realizacoes do evento E N Cj, na esquerda o caso em que 0s
cruzamentos dos eventos C; e E se intersectam, gerando o cruzamento esquerda-direita
em B’ e a direita o caso em que eles nao se intersectam, o que também forca o cruzamento
esquerda-direita em B’

]

Lema 2.3. Seja G(k,l) € o evento em que {0} x [0,1] estd conectado a {k} x [21,3l] ou
[0, k] x {31} (Figura 2.6). Para todo inteiro C > 0 e inteiros k,l > 1, temos

V,(k,Cl) > P,(G(k,1))%C.

3¢

Figura 2.6: Representagao do evento G(k, 1)
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Demonstragao. Para todo inteiro i > 0, seja F; o evento em que {0} x [il, (i + 1)] estd
conectado a {0} x [(¢ 4+ 2)I, (i + 3){] dentro da faixa [0, k] x Z. Primeiro, por invariancia
translacional temos que a probabilidade de F; é igual a probabilidade de Fj.

Observe que o modelo possui simetria com respeito a reflexoes verticais, no sentido
que a probabilidade de existir um caminho ligando {k} x [0, ] ou [0, k] x {0} a {0} x [2, 3]
(a reflexao vertical do evento G(k,1) com respeito ao centro da caixa [0, k] x [0, 3[]) tem
a mesma probabilidade do evento G(k,1).

Além disso, o evento Fy ocorre sempre que G(k,l) ocorre junto com sua versao
simétrica (Figura 2.7). Portanto, pela desigualdade FKG, nés temos que para todo i > 0,

Py(F;) = By(Fo) > Po(G(k,1))*.

Finalmente, se os eventos F; ocorrem para 0 < i < C, a caixa [0,k] x [[,{ + CI] é
cruzada verticalmente, logo o lema segue da desigualdade FKG. O]

3¢

MASRLLA R R R RRNNY
ARARRRRRRRY 4N

2f

AR RS
AT R AR RN

(‘] B e el i o
I i i

\

k

Figura 2.7: Evento Fy dado pela intersegao do evento G(k,l) com o sua reflexdo, em
vermelho o eixo de reflexao

A seguir faremos a demonstracao do Teorema 2.1

Demonstracao do Teorema 2.1. Sem perda de generalidade, podemos assumir que am ¢é
um inteiro. Nés comecamos demonstrando a cota inferior para H,(3m,n) assumindo a
cota inferior para V,(m,3n). Para k > m el < 3n, o Lema 2.2 implica que

Hp(kv l) > g1 (mm{ Vzv(ka l)> Hp(akv l/2) }) > g1 (mm{ V;?(ma 3”)7 Hp(ak7 l/2) })

Observe que, como g; ¢ um homeomorfismo nao decrescente, temos que g1 (min {a, b}) =
min {g;(a), g1(b)}. Observe também que a fungdo encontrada g; no Lema 2.2 é gy(z) =
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22(1 — /1 —z) de forma que g;(z) < x Vz € [0,1]. Com base nestas afirmagoes, iterando
a afirmacdo acima s vezes, para todo s tal que a*~"Vk > m, obtemos

Hy(k, 1) = g1 (min{ V,,(k, 1), Hy(k, 1/2) })
= min {g1(Vy(k, 1)), g1 (Hp(crk, 1/2))}
> min {g1(Vy(k, 1)), g1 (g1 (min {V, (ak,1/2), Hy(’k,1/2°)})) }

(Vo(k,1)
= min { g1 (V (k. 1)), min { g (V, (. 1/2)). 01" (Hy (0*.1/2)) |
= min { g1 (Vy(k. 1)), 6" (Vy (0, 1/2)). g <Hp<a2k,Z/22>>}

> min { g1 (Vy (k. 1)), g1 (Vi (ak, 1/2)), 0t (Vi (K, 1/2%)),
g (V@ Vk, 1/2079)) gl (H, (0K, 1/27)) }.
Observe que o'k > m YVt < s, logo V,(a'k,1/2") > V,(m,3n), ¥t < s, além disto,
utilizando-se do fato de que ¢;(x) < z Vo € [0, 1], obtém-se
Hy(k, 1) = min{ Vo, 1), 97 (Vi (o, 1/2)), 97 (Vy (ak,1/2%)),

7 (Vo Vk, 1/2070)), gf (Hy(a'k, 1/27)) }

> min { g1 (V,(m, 3n)), 9% (Vi(m. 3n)), ot (V; (m, 30)),
< g (Vo(m, 3n)), gt (Hy(a'k, 1/27)) }

= min { g (V; (m, 3n), 6" (Hy(ak, 1/2°)) }

= gt (min {V,(m, 3n), Hy(a*k,1/2°)}) (2.5)

Por fim, fazendo k = a"=*)m e | = n obtemos
Hy(a"=m,n) > g{ (min {V,(m, 3n), Hy(am, n/2°)}).

Fixando s = s(a) tal que o' > 3 e fazendo € = (a) = 27° a desigualdade acima
fornece a desigualdade desejada. Note que este é o tinico ponto em que a constante € é
utilizada: ela garante que a altura dos retangulos obtidos via iteragao do Lema 2.2 sao
sempre menores que n (e desta forma, menores que 3n).

Vamos agora demonstrar a cota inferior para V,(m, 3n). Seja | = aen/12 e seja g um
homeomorfismo definido da seguinte forma:

gu(2) =1 = (1= a)' gu(z) = 1= (1= 2)""2 e ga(2) = gy 0 gu(2).

Iremos assumir sem perda de generalidade que [ ¢ um ntimero inteiro. N6s dividiremos
a demonstracao em dois casos.

Caso 1. Hy(am,2l) < g2(H,(am,en))

Para cada ¢ =0,--- , 15, seja A; o evento em que existe um caminho aberto de {0} x
[il, (i + 1)I] a {am} x [0, 16(] dentro da faixa [0, am] x Z.

Seja B; o evento em que ha um caminho aberto de {0} x [0,] a am x [0, (16 —)l]. Ob-
serve que, por invariancia translacional tem-se que P,(4;) = P,(B;). Note entretanto que
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esta probabilidade é igual apenas porque estamos trabalhando no modelo de percolacao
orientada. No caso nao orientado esta afirmacao nao é verdadeira.

Observe que B; C Ay, desta forma para todo i, P,(Ag) > P,(A;), o truque da raiz
implica que existe algum ¢ tal que,

15 1/16
P,(Ag) >1— (1 ~ P, (U Ai)> =1—(1— Hy(am,161))"/16 (2.6)

=0

16i>en
> 1—(1— Hy(am,en))"/'® = g,(H,(am,en)).

Agora, se Ay ocorre, entao ou [0, am| x [0, 2[] é cruzado horizontalmente, ou o evento
G(am, ) ocorre. Como uma consequéncia, mais uma aplicagdo do truque da raiz, junta-
mente com (2.6) nos traz

max { H,(am, 2l), P,(G(am,l))} > 1 — (1 — P(Ao))1/2
>1— (1 - g.(Hy(am,en)))/?
= g2(H,(am,en)). (2.7)

Gragas a hipétese em H,(am,en) vale que

P,(Glam,1)) = ga(Hy(am, en)).

Assim o Lema 2.3 aplicado a k = am,l e C' > 36/ae (pois com C' > 36/as temos

Cl > 3 > 3p) implica que

Vy(m,3n) = Vi (am, C1) = Py(Glam, D) 2 ga(Hy(am, n))°
= g3(H,(am,en)).

Caso 2. H,(am,2l) > g2(Hy(am,en))
Neste caso, o Lema 2.2 implica que
H,(m,4l) > gy (min {V,,(m, 4l), H,(am, 2)})
> gy(min {V,(m, aen), g Hy(am, en))}). (2.8)
Como G(m, 4l) ocorre tao logo existe um caminho da esquerda para a direita cruzando
[0,m] x [0,4{] e um cruzamento vertical de [0,m] x [0, 12], a desigualdade FKG implica

imediatamente que

P,(G(m, Al)) > H,(m, 41)V,(m, 121) (2.9)
Como 12] = aen, (2.8) e (2.9) podem ser combinadas para obter
P,(G(m,4l)) > g1 (min{{V,(m, aen), g2(H,(aom,en))}) - V,(m, aen)
= ga(min {V,(m, aen), H,(aom,en)}).

Lema 2.3 aplicado a k =m, l e C' > 9/ae (pois se C' > % tem-se que 4C1 > 4%% >
3n) nos da

V,,(m, 3n) > V(m,4C1) > P,(G(m,41))* > gy(min {V,(m, aen), H,(am,en)})*°
= g5(min {V,(m, aen), H,(am,en)}), (2.10)

assim concluindo a prova para este caso. O
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Com este teorema obtemos a principal ferramenta para a comparacao de probabilida-
des de cruzamento de caixa. Enunciaremos em seguida mais um lema que sera til para
a demonstracao dos principais resultados da proxima secgao.

Lema 2.4. Para todo A > 6 > 1, existe C' > 0 tal que para todo n,m > 1, temos
max{V,(Am,n), H,(m,An)} < gs(max{V,(ém,n), H,(m,n)}),
onde gs(z) =1 — (1 — ) para todo x € [0,1].

Demonstragao. Vamos apresentar a demonstracdo para a cota superior para V,(Am,n),
a demonstracao para H,(m, An) pode ser adaptada facilmente trocando as dimensoes das
caixas adequadamente. Seja e < min{l, (§—1)} e um inteiro K > A/e. Podemos assumir
sem perda de generalidade que em e dm sao dois inteiros.

Defina as duas colecoes de caixas

F = {[kem, (ke + 0)m] x [0,n],0 < k < K}.

E = {[kem, (ke + 1)m] x [0,n],0 < k < K}.

Afirmamos que para [0, Am] x [0,n] ser cruzada verticalmente, entdao alguma das
caixas de JF precisa ser cruzada verticalmente, ou uma das caixas de &£ precisa ser cruzada
horizontalmente (independente do sentido do cruzamento).

Denotemos F(k) = [kem, (ke + 0)m] x [0,n] e E(k) = [kem, (ke + 1)m] x [0, n]. Note
inicialmente que todas as caixas F(-) tém tamanho om x n e todas as caixas £(-) tém
tamanho m x n. Além disso vale que F(k) = kem + F(0), E(k) = kem 4+ £(0) e E(k) C
F(k)VE.

Note ainda que a escolha do valor de K faz com que F(K —1) = [Kem —em, Kem +
(0 —e)m] x [0,n]. Agora, como £ < (§ — 1) temos que (§ —¢) > 1 e Kem > Am. Logo o
conjunto F recobre toda a caixa [0, Am] x [0,n].

Suponha entdo que ocorre um cruzamento vertical em [0, Am| x [0, n] (denotaremos
este caminho como v e iremos supor sem perda de generalidade que este caminho so
possui um vértice em [0, m] x {0} e um vértice em [0, m] x {n}. De fato se um cruzamento
vertical 7/ possuir mais destes vértices, podemos tomar um caminho v contido em ~' que
possua a propriedade que queremos). Caso o cruzamento esteja inteiramente contido em
algum F (k) ja ocorreu o que queriamos. Suponha entdo que o cruzamento y nao esté
contido em nenhum F (k).

Como E(k) C F(k)Vk temos que v nao estd contido em nenhum £(k) também. Existe
entdo um certo j tal que o caminho v comega numa caixa £(j) e termina numa caixa
E(j+ 1) ou &(j —1). Vamos comegar tratando o caso em que o caminho termina em
E(G+1).

Sejaa =~yNZx {0} o “ponto do qual parte o caminho v”e b = yNZ x {n} o “ponto do
qual termina o caminho 7 (Pela nossa suposicao estes pontos de fato estao bem definidos).
Tomemos k' = max{k € Z : kem < a} de forma que (k") é caixa contendo a com a face
esquerda mais préxima de a. Como ¢ < 1 e cada caixa £ tem largura m, a caixa (k' +1)
comega antes do final da caixa E(k'). Para evitar que o caminho v cruze £(K’ + 1) e nao
esteja contido em £(k'), precisamos que

Fem+m<b<Kem+em+m < KEem+ dm.

Mas entao v estd contido em F (k') o que é absurdo por hipdtese.
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Para tratar o caso em que o caminho parte para a esquerda, definimos £” = min{k €
Z : k"em +m > a}, fazendo com que E(k”) é a caixa contendo k" cujo face da direita é
a mais proxima de k”. Novamente devido ao tamanho das caixas £ e o fato de que ¢ < 1
temos que a caixa E(K” — 1) termina antes do inicio de E(k”).
Para o caminho nao estar contido em £(k”) e ndo cruzar £(k” — 1) precisamos que o
ponto b satisfaca
K'em —em < b < k'em.

Mas como a < k"em+m = k"em—em-+em < (k" —1)em~+0m, temos que o caminho
estd completamente contido em F(k” —1), o que é absurdo por hipdtese. Logo, ou alguma
caixa de F é cruzada verticalmente ou alguma caixa de £ é cruzada horizontalmente.

Com base nisto, o evento em que [0, Am|x [0, n] é cruzado verticalmente esté contido na
unido de 3K eventos de probabilidade menor ou igual a V,,(ém,n) e H,(m,n) < H,(m,dn).
O truque da raiz quadrada implica que

Vo(Am,n) <1—(1- x)gK,

onde x := max {V,(dm,n), H,(m,on)}. A demonstragao segue fazendo C' = 3K. O

2.2 A propriedade de cruzamento de caixa

Munidos dos resultados da secao anterior, podemos comecar a construir os argumentos
para compreender o comportamento do aglomerado da origem no ponto critico.

Teorema 2.5 (Propriedade de cruzamento de caixa). Eriste uma sequéncia de inteiros
(Wn)n>1 € uma constante ¢; > 0 tal que

c1 < H, (3w, n) < Hy, (w,,3n) <1—c,

c1 < Vo (wn,3n) <V, (3w,,n) <1—c.

O Teorema 2.5 nos da escalas w,, que garantem o cruzamento das caixas descritas com
probabilidades distantes de 0 e 1. O ganho com esta propriedade é que, com a garantia que
estes eventos ocorrem com probabilidades nao triviais, conseguimos cotar superiormente
e inferiormente P(0 — [,,) e E(R,|0 — 1,,) por fun¢oes de w,. De fato, iremos mostrar no
capitulo seguinte que a esperanca e variancia de (R,) e (R,|{0 — [,,}) possuem a mesma
ordem de grandeza que (wy),>1, gerando as cotas superiores e inferiores obtidas em [3].

Para demonstrar o Teorema 2.5 faremos uso do seguinte lema:

Lema 2.6 (Critério de tamanho finito para p < p. e p > p.). Eziste um n > 0 tal que
para todo p € (0,1) em,n > 1,

e Se max{V,(2m,n), H,(m,2n)} < n, entio p < p. e existe um ¢ > 0 tal que para
todo N > 1,
P,(0 — ly) < exp(—cN).

e Se min{V,(m,2n), H,(2m,n)} > 1 —n, entdo p > p. e existe um ¢ > 0 tal que para
todo N > 1,
P,(0 = Iy,0 4 o0) < exp(—cN).
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Demonstrac¢ao. A seguir iremos demonstrar o primeiro item do lema:

Primeiramente introduzimos as escalas my, = 2"m e nj, = 2Fn para k > 0 e fazemos
wy, = max{H,(my, 2ny), V,(2my, ng) }.

Um cruzamento vertical da caixa [0,4my] x [0, 2ng] precisa conter um cruzamento
vertical das caixas [0, 4my] x [0, 1] e [0, 4my] X [ng, 2ng]. Utilizando o Lema 2.4 e a cota
superior gg(x) = 1 — (1 —2)¢ < Cx para C > 1, proveniente da desigualdade generalizada
de Bernoulli, temos que

Vo(2mypin, i) < (Vp(2mpe, i) < (gs(max{Vy(2my, my), Hy(2my, ) }))?

Lema 2.4 com
A=26=1

< (g6(max{V},(2mx, ni), Hy(mi, 2n4) }))? < (Cuy)?.

Repetindo o procedimento para H,(myi1,2ny41), obtemos que
Uy < (Cug)?.

I[terando a desigualdade obtemos que u;, < (Cup_1)? < (C(Cup_2)?)? < -+ <
02?212’ugk. Fazendo n < ﬁ pequeno o suficiente, quando uy < 7 temos que para
todo k vale

1

ur < Czi=12 u2 < 021:12 -
b= 0 = eC?

ok
) _ C2k;:1172_2k+1€72k _ 072 exp(—Zk).

Para concluir, fixamos N > 1 e fazemos K ser o inteiro tnico tal que ng < N < 2ng.
Para o evento {0 — Iy} ocorrer, obrigatoriamente ou a caixa [—mg,mg| X [0,ng] é
cruzada verticalmente ou uma das caixas [0,mg] X [0,2nk] ou [—mg,0] x [0,2nk] é
cruzada horizontalmente. Assim deduzimos que

P,(0 = In) < 3uy, < exp(—cN),

para uma constante ¢ > 0 adequada. Com isto obtemos o decaimento exponencial e
consequentemente estamos na fase subcritica.
O fato que p < p. segue por continuidade, uma vez que a condi¢ao

max{V,(2m,n), Hy(m,2n)} <n
é satisfeita para algum p’ > p, portanto p < p’ < p..

Agora mostraremos a segunda parte do lema:
Considere um processo de percolacao dependente definido numa rede renormalizada.
Dados m,n > 1, associe a cada vértice x = (i, ) € L as caixas

B, :=[0,m] x [0,2n] + (im, jn),
B :=[0,2m] x [0,n] + (im, (j + 1)n),
B, :=10,2m] x [0,n] 4+ (( — L)m, (j + 1)n).

Dizemos que um elo (z,z + (1,1)) estd aberto se B, é cruzada verticalmente e B}
é cruzada da esquerda para a direita. Analogamente, dizemos que (z,x + (—1,1)) esta
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B(:l_n)

Figura 2.8: Em contorno preto a caixa B, com padrao pontilhado a caixa B(T] o) € em
cinza a caixa B(_O 0)° Os cruzamentos pretos indicam o evento em que o elo renormalizado

(x,z+ (1,1)) é considerado aberto. Em azul o evento em que o elo renormalizado (z,z +
(—1,1)) é considerado aberto.

aberto se B, é cruzada verticalmente e B, é cruzada da direita para a esquerda (Figura
2.8). Denotamos a medida de percolagio induzida por P*".

Note que, embora o processo de percolacao renormalizado nao seja independente (uma
vez que o cruzamento horizontal nas caixas B e By influenciam no cruzamento vertical
das caixas B;i(1,1) € Byt(-1,1)), ele é 1-dependente, isto ¢, se a distancia entre dois elos
renormalizados é maior que 1, entao eles sao independentes entre si.

Uma vez que nosso modelo possui dependéncia finita, podemos utilizar o resultado de
Liggett, Schonmann e Stacey (Ver [13]), que afirma que existe uma fun¢do nao decrescente
7 :[0,1] — [0, 1] satisfazendo 7(§) — 1 quando & — 1 de forma que vale que, se Y =
{Y, : x € S} é uma familia de varidveis aleatérias k-dependente satisfazendo P,(Y = 1) >
d, Vx € S, entdo Y domina estocasticamente uma familia de v.a.’s bernoulli Z = {Z, :
z € S} independentes de parametro 7 (), isto é, E,(f(Y')) > E,(f(Z)) para toda funcao
mensuravel, crescente limitada f : {0,1}% — R.

Utilizaremos este teorema considerando a familia Y como as varidveis aleatérias que
indicam se o elo renormalizado (x,y) estd aberto. Pelo teorema, se a probabilidade de
um elo renormalizado for grande o suficiente, entao o processo renormalizado domina
estocasticamente um processo de percolagao independente supercritico. Considerando
uma funcao f a indicadora de um evento crescente, como por exemplo o evento em
que ocorre percolagao, a dominacao estocdstica indica que, se a rede independente é
supercritica, entao a rede renormalizada também é.

Desta forma concluimos que existe um ¢ > 0 tal que se

P"(((0,0),(1,1)) é aberto) > 1 —¢,

entao o processo de percolacao renormalizado domina um processo de percolagao bernoulli
independente Z supercritico. Isto implica que a probabilidade de percolagao em 7 ¢é
positiva, e portanto o mesmo vale na rede renormalizada devido a dominacao estocastica.
Assim como o evento de percolacao na rede renormalizada implica no mesmo ocorrendo
na rede original, conclui-se que o processo original estd na fase supercritica, isto é p > p..

O resultado de que P,(0 — In,0 4 00) < exp(—cN) é verdadeiro sempre que p > p,,
demonstrado no Capitulo 12 de [4]. O
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Agora podemos demonstrar o Teorema 2.5 de forma simples a seguir. A partir daqui
tomaremos sempre p = p. e entao iremos omitir o indice p das expressoes.

Demonstragao. Seja n a constante do Lema 2.6. Fixe duas constantes a, @’ com % <d <

a < 1. Entao utilizamos o Teorema 2.1 para obter ¢ = ¢(a’). Atente ao fato de que

estamos utilizando o' para definir o valor de ¢, assim o resultado do Teorema 2.1 vale

tanto para o’ quanto para « pois V(m,a’en) > V(m,aen) e H(a/m,en) > H(am,en).
Seja n > 1 grande o suficiente. Defina os valores w,, como

wy, = 1inf{m > 0: H(am,en) < V(m,aen)}. (2.11)

Note que ao escolhermos w,, desta forma, estamos utilizando o valor que faz as pro-
babilidade do Teorema 2.1 serem mais proximas, algo similar ao que seria uma caixa
quadrada no modelo de percolacao nao orientado. Observe também que w,, diverge com
n e desta forma valores grandes de n implicam o mesmo para w,.

Introduza a seguinte notagao:

H_ = H(a(w, —1),en) H, = H(awy,en)
Vo= V(w, — 1, aen) V= V(wy, aegn).

A definigao de w,, implica que H, <V, e H_ > V_.

Vamos demonstrar a cota inferior primeiro. Utilizando monotonicidade e o Lema 2.4
aplicado a A = 2/a e um certo 6 € (1,1/a), obtemos

max{V (2w, en), H(w,, 2¢n)} < max{V (2w,, aen), H(cw,, 2en)}
< go(max{V (daw,, aen), H(aw,, dacn)}).

Como da € (a, 1) temos que H(awy,,daen) < H(aw,,en) = H,. Além disso, note
que para w, grande o suficiente vale que adw, < w, — 1, assim V(daw,, aen) < V(w, —
1,aen) = V_. Com isso obtemos

max{V (2w, en), H(w,, 2en)} < gs(max{V_, H, }).

O primeiro item do Lema 2.6 implica que max{V (2w,,en), H(w,,2en)} > n, pois
estamos no ponto critico, o que implica que max{V_, H.} > g4 1(77).

Isto nos d& que, ou H_ > V_ > g5'(n) ou Vy > H, > g5'(n). Utilizando o Teorema
2.1 (com ), temos que

min{V (w,, 3n), H(3w,,n)} > go(min{V (w,, d’en), H(a'w,,en)}).
Caso valha V. > H, > g;'(n), observe que
go(min{V (w,, d’en), H(a'w,,en)}) > go(min{V (w,, aen), H(aw,,en)})

= go(min{Vy, H, }) = go(Hy) > 90(951(77))-

Caso estejamos na segunda possibilidade, observe que para w, grande o suficiente
o'w, < a(w, — 1), pois (a« — o)w, cresce com n. Assim

go(min{V (w,, ¢’en), H(a/w,,en)}) > go(min{V (w, — 1, aen), H(w, — 1,en)})
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= go(min{V_, H_}) = go(V_) > go(gs "' (1))

Demonstracao da cota superior. Utilizaremos novamente o Teorema 2.1 com o' €

(%, @) e a mesma argumentagao anterior para concluir que

min{V (w,, 3n), H(3w,,n)} > go(min{V (w,, &’en), H('w,,en)})
> go(min{Vy, H_}).

Como estamos trabalhando com p = p., a segunda parte do Lema 2.6 garante que
min{V_, H;} < g;'(1 — 7). Isto nos dd que, ou H; <V, < g;'(1-n)ouV. < H_ <
9o (1 —=n).

Caso valha que Hy <V, < gy'(1 —n), utilizando o0 Lema 2.4 com d =1 e A =2 ¢
monotonicidade temos

max{V (3wy,n), H(wy,,3n)} < gs(max{V (cwn,n), H(wy,,en)})
< go(max{V (w,, aen), H(aw,,en)})
= go(max{V,, H. }) = g6(Vi) < g6(go ' (1 — 1))

Caso valha que V. < H_ < g;'(1 — 1), fazemos a mesma utilizagio do Lema 2.4 e
observamos que, para w, suficientemente grande, vale que cw, < w, — 1. Assim

max{V (3wy, n), H(w,,3n)} < gs(max{V (cw,,n), H(w,,en)})
< ge(max{V(w, — 1,aen), H(a(w, — 1),en)})
= gs(max{V_, H_}) = gs(H-) < gs(go ' (1 — 1))

Com isto mostramos que, para valores de n suficientemente grandes, as probabili-
dades V(3wy,n), V(wy,3n), H(3w,,n), H(w,,3n) sdo limitadas por cima e por baixo,
garantindo assim que existe uma constante ¢ adequada que satisfaz o teorema.

Note que demonstramos as cotas do teorema apenas para n grande (n > N(a’)). Como
a quantidade de valores nao contempladas pela demonstracao ¢ finita, basta escolher a
constante ¢ de forma que seja véalida a cota do teorema para n < N(a/). O
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Capitulo 3

Cotas superiores e inferiores para o
crescimento do Cluster da Origem

No capitulo anterior construimos as ferramentas necessarias para trabalhar com percolagao
orientada através de relagoes entre caixas. Iremos utilizar estas técnicas para construir
cotas superiores e inferiores para o tamanho do aglomerado da origem, conforme feito em
[3]. As cotas em questao estdao apresentadas nos dois teoremas a seguir.

Teorema 3.1. Existe € > 0 tal que para todo n > 1,

1

Teorema 3.2. Fuxiste € > 0 tal que para todo n > 1,

en* < B, (R,|0 — 1,,) < n'~s.

Em estudos sobre o processo de contato, Durrett, Schonmann e Tanaka [6] demonstra-
ram que lim, o v/nP,, (0 — 1) = oo. Além disso, em [1] encontramos que lim,, o0 Py, (0 —
l,) = 0. Com isso ja possuiamos a cota

1
nl/2

S Ppc(o — ln)’

e sablamos que esta probabilidade decaia para 0 de alguma forma. O ganho do Teorema
3.1 é no termo n®, melhorando a cota inferior e dando uma nocao da forma do decaimento
da probabilidade P, (0 — [,,).

Em [6] também foi demonstrado que E, (R,|0 — I,,) > en'/4 para todo n e que, para
infinitos valores de n, vale a cota E, (R,|0 — 1,) > en?°. O ganho do Teorema 3.2 é
na garantia da cota inferior para todo n e na cota superior. Destaca-se principalmente
o significado qualitativo da cota superior n'~¢. De fato, na percolacao orientada como
foi construida vale que R, < n trivialmente. A existéncia do valor £ na cota garante
que, no modelo critico, a largura de uma componente decai com seu comprimento, isto ¢,
componentes longas sao em geral finas.

O primeiro resultado que iremos apresentar mostra que as constantes (wn>n21 encon-
tradas no Teorema 2.5 possuem a mesma ordem de grandeza da esperanca e variancia de
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R, e R,|{0 — [,}. Estas relac¢oes constituem a maior parte do esforgo para demonstrar
os Teoremas 3.1 e 3.2.

Aqui adicionamos o Lema 3.4 para justificar os argumentos utilizados originalmente
para a demonstragao dos itens (ii) e (iv) do Teorema 3.3, e o resultado intermedidrio 3.7
em anexo para justificar parte da demonstracao do lema 3.6.

Denotamos aqui ™ = max{z,0} e novamente iremos considerar sempre que p = p,, e
entao otimiremos o indice p das notacoes.

Teorema 3.3. Fxistem constantes cs, ¢y, C5, 6 > 0 tais que para todo n > 1, temos

(1) csw, < E(R}) < %wn,

(ii) cqw, < +/Var(R,) < éwn,

(iii) csw, < E(Ry|0 — 1,) < Zwy,

(iv) cow, < \/Var(R,|0—1,) < iwn.
Antes de demonstrar este teorema, mostraremos um lema que sera tutil para obter
duas das cotas inferiores propostas.

Lema 3.4. Seja {X,},>1 um conjunto de varidveis aleatdrias e {wy}n,>1 uma sequéncia
de constantes positivas. Se existem wvalores ¢y, ca,t1,ts NGO negativos, com c; > g, tais
que para todo n > 1

® P(Xn 2 clwn) Z tl
L4 P(Xn S Can) 2 t2;
entao existe uma constante cs tal que

Var(X,) > csw, Vn > 1.

Prova do lema. Inicialmente, fixe um valor n > 1. Iremos dividir a demonstragao em dois
casos.

Caso 1: F(X,) < %

mex»—/‘ M%—E@mfwlﬁ/ (X, — E(X,))dP
{Xn>crwn} <ciwp}

> [ - Bn)Pap > (ern — E(X,,))*dP
{anclwn}

{anclwn}

> (cqw, — E(Xn))QP(Xn > cqwy) > (qw, — E(Xn))2t1
2
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Caso 2: E(Xn) > (Crf-;z)wn

Var(Xn):/ (X, — E(X 2dP+/ (X, — E(X,))*dP
{Xn>cown} {X <02wn}

> / (X, — B(X (cow, — E(X,,))*dP
{Xn<cown}

{Xn<cown}
> (cawn — E(X,)) P(Xy < cqwy) > (cown — B(X,))%t

2
> ( _ @) Wity

Desta forma temos que /Var(X,) > min {wn|c1 c1+c2 /I, walca — c1+cQ ’\/—}

Note que o resultado é valido para todo n > 1.
Assim, tomando ¢3 = |22 | min {/f1, /{2 } obtemos o resultado desejado.

[

Partimos agora para a demonstracao do Teorema 3.3.
Demonstracao do Teorema 3.3 . Seja B = [—1w,, 2w,] x [0,n] e defina E o evento em
que existe um caminho aberto de [—3wy,, 0] X {O} 2wy, 2w,] x {n} dentro de B (Figura

3.1). O evento FE ocorre se existe
e Um cruzamento vertical de [—3w,, 0] x {0} ao topo de B (E}),
e Um cruzamento vertical da base de B para [2w,, 2w,] x {n} (E,),

e Um cruzamento da esquerda para a direita em B (Es).

n

P
_%“.n [ Dairy

Figura 3.1: O cruzamento em preto indica o evento E. Em vermelho os caminhos presentes
na demonstracao da parte iv do Teorema 3.3. As linhas pontilhadas em azul denotam os
bloqueios que realizam o evento F' do Lema 3.6

Observe que, por simetria, os dois primeiros cruzamentos (E; e Fy) possuem a mesma
probabilidade. Para cotar a probabilidade do evento E; (e F3) consideramos um cruza-
mento vertical na calxa [— 3w, an] [0,n]. Chamaremos de F' o evento em que existe
um caminho de [—3w,, 0] x {O} [— 2w, 2wn] {n} dentro desta caixa e F” o evento em
que existe um cammho de [0, $w,] x {0} [— 2w, 2w,] x {n} dentro da caixa(Figura 3.2).
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T n

Figura 3.2: Os eventos F' e F’ respectivamente

Observe que a probabilidade de F' é a mesma de F’ e que F'U F’ é o evento em que hé

um cruzamento vertical da caixa [—3w,, sw,] x [0,n]. Utilizando o fato de que o evento

F C FE; e entao o truque da raiz com F' e F’, obtemos que

P(E) > P(F)>1—(1— P(FUF))?

>1—(1=V(wp,n)? >1— (1= V(w,,3n))
(

D=

>1—(1—c)F > 2
2
Aqui a constante ¢; vem da propriedade de cruzamento de caixa e a ultima afirmacao
é uma aplicacao direta da desigualdade de Bernoulli.
A desigualdade FKG implica que

P(E) ZﬁP(Ei) >

=1

cs. (3.1)

IS,

Agora comecaremos a provar as implicagoes do teorema.

(i) Cota inferior Utilizando a desigualdade de Markov e observando que, na ocorréncia

do evento FE vale que R > 2w, tem-se que

1
E(Ry) 2 2w P(Ry; > 2w,) > 2w, P(E) > 2wy 7 cf.

(i) Cota superior Vamos utilizar o evento {R,, > kw, }. Observe que para que este
evento ocorra, é necessario que haja um cruzamento horizontal da caixa [0, kw,] x [0,n], e
isto implica que k caixas de dimensdes [0, w,] x [0, n] precisam ser cruzadas na horizontal.
Assim, tem-se que

P(R,, > kwy,) < H(kw,,n) < H(w,,n)* < H(w,,3n)" < (1 — )" (3.2)
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Observando que para toda varidvel aleatéria X : Q — [0, 00) vale que

E(X):/m )p(X>t)dt=§:/ P(X > 1) dt

o0 V [kk+1)
<> / P(X > k)dt
o0 ¥ [kk+1)
=y P X>k:/ 1dt = ZPX>I<: (3.3)
=0 [k,k+1)

Utilizando entao a linearidade da esperancga, vale que

Sr (i) -

Usando agora a expressao (3.2) obtemos

f: P(R, > k‘wn)]

]%+
E(R) =w,FE (—n) < w,

Wn

C1
k=0 k=0

E assim obtemos as cotas inferior e superior propostas.

(ii) Cota inferior

Ja temos que P(R,, > 2w,) > P(E) > %. Uma vez que R, < w, no evento em que
[0, w,] x [0,n] ndo é cruzado da esquerda para a direita, deduzimos que P(R,, < w,) >
1 — H(wp,n) > 1— H(3w,,n) > c.

Fazendo uso do Lema 3.4 encontramos que y/Var(R,,) > cjw,.

(ii) Cota Superior
Para todo k£ € N,

P(|R,| > kw,) <2(1 — )"

Para R, > 0 ja temos o resultado em (3.2). Para R, < 0, observe que R, < —kw,
implica que o retangulo [—kw,, 0] x [0,n] ndo é cruzado verticalmente. Em particular,
k retangulos disjuntos de tamanho w,, por n nao sao cruzados verticalmente. Utilizando
independéncia e a propriedade de cruzamento de caixa temos que

P(R, < —kw,) <1 =V (kwy,n) < (1 =V (wn,n))* < (1 —c).

Sendo assim, retiramos a cota superior através do seguinte calculo

o0

Var(R,) = E(R?) — E*(R,) < E(R?) = / RMP = / R2dP
1 J {(k—1)wn <Rn<kwn}
Z (kwy)? — Dw, <R, < kw,) <w? Z E*P (R, < kw,)
k=1 k=1

1\2
< w? E k22(1 —¢))* < (wn—> :
Cq
k=1
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Aqui a constante ¢4 é escolhida de forma a satisfazer tanto a cota inferior quanto a
superior. Observe que garantimos a existéncia da constante pois a série apresentada na
ultima desigualdade é claramente convergente, fato verificavel via teste da razao.

(iii) Cota Inferior

Utilizamos o mesmo raciocinio utilizado para obter a cota inferior de (i). Iremos
utilizar o fato de que a distribuicao do aglomerado da origem é invariante pela reflexao o
com respeito ao eixo vertical x = 0.

Seja I’ a intersecao entre o evento F e sua imagem pela reflexdao o. A desigualdade
FKG junto com (3.1) implicam que o evento F' ocorre com probabilidade maior que %.

Agora, se 0 estd conectado a [, e F ocorre, entao R, precisa ser maior que 2w,,
portanto

FKG c(f

Definimos L, como o ponto mais a esquerda de [, conectado a 0. Note que, no
evento em que {0 — [,,}, R, tem a mesma distribuicao de —L,,, uma vez que, para toda
configuracao em que em que L, = —t, sua reflexao com respeito ao eixo x = 0 equivale a
uma configuracao com R,, = t, e como a distribui¢ao do aglomerado da origem é invariante
pela reflexdo o, ambas as configuracoes tém a mesma probabilidade.

Utilizando invariancia de F' por reflexao, vale que

1 1
E(R.1peno-1,1) = EE(RnﬂFCﬂ{OHln}) — —E(Ly1pengosi,y) > 0,

2
onde a ultima desigualdade vem do fato de que, por definicao, R,, > L, quase certamente.
Somando ambas as equagoes anteriores e dividindo por P(0 — [,,) temos:

E(R,11051,3) E(Rolpaosiy) + E(Rulpenfosi,y) _

E(Bn|0 = 1) PO - 1) PO = 1,) =g Wn

(iii) Cota Superior

Para a cota superior, utilizamos novamente uma dominacao exponencial. A diferenca
é que aqui nds temos que cuidar do condicionamento. Seja k > 1. Se ocorre (R, >
kw,,0 — [,), entdo precisa existir um caminho aberto de 0 até a fronteira de 9B da caixa
B = [—w,,, w,] x [0,n], e um cruzamento da esquerda para a direita de [w,,, kw,] x [0, n]
(o que novamente implica o cruzamento de (k — 1) caixas de dimensoes w, X n). Assim,
utilizando independéncia e a propriedade de cruzamento de caixa, obtemos

P(R, > kwy,,0 = 1,) < H(w,,n)*'P(0 = 0B) < H(wy,3n)*'P(0 — 0B)
< (1—¢)'P(0— 0B). (3.4)

Para concluir a demonstracao, precisamos comparar a probabilidade de um caminho
aberto de 0 a 0B com a probabilidade de um caminho aberto de 0 a [,,. Utilizamos
a seguinte observagao: se 0 é conectado a JB e os dois retangulos [—w,, 0] x [0,n] e
[0,w,] x [0,n] sdo cruzados verticalmente, entdo 0 estda conectado a l,,. A desigualdade
FKG e a propriedade de cruzamento de caixa implicam que

KG
PO 1) > V(w,n)’P0— OB) > V(w,,3n)P(0 = dB) > P(0 — 9B).
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Combinando o resultado com a expressao (3.4) e dividindo por P(0 — [,,) temos

(]_ — Cl)k_l
c? '

P(Ry > kw,|0 — 1) < (3.5)

Utilizando este fato (e o mesmo para —R,, ), junto com a expressao (3.3), equivalente
ao feito para a cota superior de (i), temos que

E(RH0 = 1) < w, S P (R, > kw,|0 — 1)

s

k=1

(1 —c)*? < Wn

IA
g
WE

d T4

el
Il

1

0 que, unindo com o mesmo resultado para E(R; ) nos da que E(R,|0 — [,) < %=

(iv) Cota Inferior

Sabemos que o evento {R, > 2w,|0 — [,} ocorre com probabilidade maior que
uma constante (vide evento E definido anteriormente), basta entdo mostrar que P(R,, <
3w,|0 = 1,) > ¢ e entdo utilizar o Lema 3.4.

Para observar isto, seja B = [—4w,, 3w,] x [0, n] (Figura 3.1) e o considere evento em

2
que
(i) [0, 3wn) x {0} e [~3w,,0] x {0} sdo ambas conectadas a l,, por caminhos em E, e0

é conectado a fronteira de B,

3w,] x [0,n] ndo é cruzada da esquerda para a direita.

(ii) [Fwn,
Chamaremos os dois primeiros cruzamentos de A; e Ay respectivamente, observe que
ambos possuem a mesma probabilidade. Utilizando a cota da probabilidade da uniao pela

soma das probabilidades, vemos que
2P(A;) = P(A)) + P(Ay) > P(A1 U Ay) = V(wp,n) > V(w,,3n) > ¢

Logo P(A4;) > = 1, 2. Utilizando em seguida a desigualdade FKG, temos que

c
27

)
[

2
P((i) ocorre) > Zl (0 - 0B) > ZlP(O — ).
Uma vez que o evento em (ii) ndo depende de nenhum elo de é, a propriedade de

cruzamento de caixa implica que

P((i) ocorre) P((ii) ocorre)

P(R,, < 3w,|0 = 1,) >
(Rn < 5wn|0 = o) = PO = 1)

v

1
14

(iv) Cota Superior
Para a cota superior, utilizamos a seguinte dominagao exponencial. Lembre que L,
é o ponto mais a esquerda em [,, conectado a 0 por um caminho aberto. Usando o fato
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que R, > L, quase certamente e o fato de que —L,, tem a mesma distribuicao de R,
(condicionado na existéncia de um caminho de 0 a l,,), obtemos que, para todo k > 1,

P(|Ru| > kwn|0 = 1) < P(Ry > kwa|0 = 1,) + P(—Ly, < —kw,|0 — 1)

35 2(1 — k—1
1

Pelo mesmo raciocinio utilizado na demonstragao da cota superior de (ii) obtemos o
resultado desejado. O]

Para obter as cotas propostas nos Teoremas 3.1 e 3.2 iremos precisar ainda de dois
lemas, enunciados e demonstrados a seguir:

Lema 3.5. Existe uma constante c; > 0 tal que para todo n > 1,

2
Wy, = CIN5.

Demonstracao. O ponto de partida é dado pelo resultado proveniente do processo de
contato, obtido em [6] que afirma que existe uma constante cg > 0 tal que

Var(R,) > csnP(0 — ).

A demonstracao do resultado ¢é facilmente adaptado para percolacao orientada, bas-
tando redefinir os eventos da demonstracao sob a ética da percolacgao.

Para x € {0, ...,w,}, defina E(x) como o evento em que existe um cruzamento vertical
em B(wy,,2n) que passa pelo ponto (z,n). Note que a nossa escolha de rede implica que
o evento E(x) é vazio quando z tem uma paridade diferente da de n. No evento E(x),
existe um caminho aberto saindo de [y e terminando em (z,n), e um caminho partindo
de (z,n) e terminando em ls,. Logo por independéncia e simetria,

P(E(x)) < P(0 = 1,)*.

Além disso, a propriedade de cruzamento de caixa e a cota superior da probabilidade
da uniao pela soma das probabilidades implicam que

e < V(wy,2n) < ) P(E(x)).

0<z<wnp
A combinagao das duas equagoes acima nos da

PO —1,) > /. (3.6)

Wn,

Inserindo a cota inferior para a variancia de R,, obtida via item (ii) do Teorema 3.3
vale que

wy\” NG
(C—:) > Var(R,) > csnP(0 — 1,,) > cgn\/w_n,

o que conclui a prova. O
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Lema 3.6. Existe uma constante € > 0 tal que para todon > 1,

E(RF) <n'™=

Observe que esta proposigao, combinada com a Proposicao (i) do Teorema 3.3, implica
imediatamente que
caw, < n'e (3.7)

Para a demonstracao deste lema, sera necessaria a utilizacao do resultado intermediario
3.7, no Apeéndice 3.

Demonstracao do Lema 3.6. O passo principal é demonstrar que existe uma constante
cg > 0 tal que para todon > 1,

E(R}) < (2—cy)E(R)). (3.8)

Para comparar E(R;") com E(R3,), serd conveniente introduzir as seguintes varidveis.
Para 0 < m < n, defina

Ry, , = max{0,sup{z > 0 tal que (—oo, R}] x {m} = (z+ R, n)}}.

Note que R, = R} para todo n > 0. Antes de prosseguir, vamos mencionar outras
propriedades destas varidveis aleatérias que seguem da defini¢ao. Primeiro, invariancia
por translagao e independéncia implicam que

E(R,,)=E(R,_,). (3.9)

Além disso, para toda configuracao de percolagao w, nds temos a seguinte propriedade
de subaditividade.
R(‘{n(w) < Rafm(w) + Rfmn(w). (3.10)

Note que (3.9) e (3.10) j& implicam que para todo n,

E(R;,) < E(Rg,) + E(R;5,) = 2E(R,).
Logo, para provar (3.8), precisamos mostrar que a desigualdade acima nao é a melhor
possivel. Fazemos isso construindo um evento no qual Ry, é menor que RBL, ot R;ﬁ 9n-

Fixe n > 1. Relembre a defini¢do do evento E e seja F' (em azul na Figura 3.1) o
evento em que

o [Lw,, 2w,]x[n, 2n] e [2w,, Tw,] %[0, 2n] ndo sdo cruzados da esquerda para a direita,

e [Lw,, Iw,] X [n,2n] ndo é cruzado verticalmente.

A propriedade de cruzamento de caixa e a desigualdade FKG implicam que P(F) > ¢5.
Uma vez que E e F dependem de um conjunto diferente de elos, independéncia e o
Teorema 3.3 nos dao

1
P(ENF) > Zcﬁ'.
Agora observe que, quando o evento F N F ocorre, nés temos R > 2w, R:;Qn =0e
Ry < %wn. Logo,
LpnrR3, < lpar (R: + R, — 1wn) .

n,2n 2
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No evento (E N F)¢, a cota superior trivial obtida por (3.10) nos da
]]-(EOF CR2n <1 (ENF)e (R + Rn 2n)
Somando as duas equagoes acima e tomando o valor esperado, encontramos

E(R;}) <2E(R}) — %wnP(E NF)<(2—-1i8e)B(RY),

8

onde utilizamos a cota w, > c3F(R;) dada pelo item (i) do Teorema 3.3. Observe que
cy < %. Com isto temos que, iterando a expressao (3.8) obtemos que, para n = 2k

E(R}) < (2 - ) E(RY),

e assim (2 — ¢o)*E(R) = (2"°)*E(R) = n'~*'E(R]) = n'~° para uma escolha ade-
quada de . Provamos entdo o teorema para todo n da forma n = 2*.

Observe agora que, para todo n € N existe um t adequado de forma que podemos
escrever n = > ._,x;2' com x; € {0,1}. Supondo 2¢ < n < 2*! usando as Expressoes
(3.9) e (3.10), podemos escrever

t=1
2

E(R') < sz

t—1
2

S (ZEiQi)l_s +

t
nB(RS) + Y xiE

i}
o

(z;2)1 (3.11)

Mw

o

-t
=3

Note que a soma das parcelas do primeiro somatério nao excedem /n pois

t—1

2
2 < 25 < \/n.
=0

Com esta cota, utilizamos o Lema 3.7 repetidamente no somatorio restante para obter

1—¢

t t
E(R}) <v/n+ Z(ﬂfﬂi)l_a <Vn+ (25)% Zxﬂi
i=L i=%

2
<V (292 (n) 7 < Ve
<+/n+ n'-3.

Como ¢ é um nimero préximo de 0, o valor n'~2 é préximo de n. Desta forma,
como +/n é bem menor que n, a partir de um certo ny (que s6 depende de €) vale que
Vn+n'"2 < n. Logo, existe um ¢(e) tal que F(R}) < n'=#© para todo n > ny.

Para n < ng, temos pela Expressio (3.11) que E(R}) < n!=%E™ para algum delta
dependendo de € e de n. Tomando entao ¢’ = min{{d(e,n),n < no}, ¢(e)} temos que
E(R}) < n'~, para todo n € N. O

Partimos agora para a demonstragao dos teoremas principais. Inicialmente iremos
demonstrar o Teorema 3.2, que segue imediatamente dos dois lemas demonstrados ante-
riormente.
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Demonstracao do Teorema 3.2. Pelo Teorema 3.3, é suficiente conseguir cotas superiores
e inferiores similares para w,. A aplicacao dos Lemas 3.5 e 3.6 nos da entao que

5 (35) (3.3) (33) 1 (3.6) pl—e
cs-ems < csw, < E(Ru|0—1,) < —w, <
Cs C3
Logo existe uma escolha adequada de &’ que satisfaz o teorema. O

Para demonstrar o Teorema 3.1 iremos precisar de construgoes mais complexas.

Demonstragao do Teorema 3.1. Segue das Expressoes (3.6) e (3.7) que

C1 > C14/C3 > 1 > 8,/2 _ n

Vi, — /plme T 050 T onl/2E2 s pl2en

Para obter a cota superior utilizaremos a propriedade de cruzamento de caixa e a
desigualdade FKG em eventos E,, definidos da seguinte forma: sejam Fy(n), Fy(n) e F3(n)
0s eventos

PO =1, >

o Fi(n): [3wy, 3w,) x [0,2n] é cruzado da esquerda para a direita,

o Fy(n): [—2w,, —w,] x [0,2n] é cruzado da direita para a esquerda,

2

o F3(n): [—2wy,, Sw,] x [0,2n] é cruzada verticalmente.

Definimos E,, = Ff(n) N F5(n) N F$(n).

Os eventos F, satisfazem entao que

P(E,) > (1 — H(w,),2n)*(1 — V (3w, 2n))
> (1 — H(wy,3n))*(1 — V(3w,,n)) > c.

Seja r > 2 um inteiro grande o suficiente que fixaremos mais tarde e faca K =
|log,(n/2)|. Para que o evento {0 — [,} ocorra, nenhum dos eventos E.x, 1 < k < K
pode ocorrer. Imagine por um momento que w,, > 3w, para cada n, fazendo com que os
eventos E,,, 1 < k < K dependam de conjuntos disjuntos de elos (ver Figura 3.3). Isso
implica que

K K
P(O—1,)<P (ﬂ E) =[] -P(Ew) < (1-cH¥
k=1 k=1

Como K > 1, neste raciocinio precisamos de n > 2r. Desta forma, podemos encontrar
c1o tal que (1 — ¢3)% < n=0 fazendo

(1-— C?)K <n " «— Klog,(1— C‘I’) < —cyolog,(n)
K

—1 1—¢3)).

logr(n) OgT( cl))

Como —K = —|log,(n/2)] > —log,(n/2) = (—log,(n) +log,.(2)), temos que

(—log,(n) + log,(2))
log,.(n)

< ¢ < —

log(1 — czl)’)

log, (2)
log,.(n)

log, (2) 3
— 1] 1-—
logr(QT) Ogr( cl)

= —log, (1 —¢}) (1 B %)

- - logr(l - Ci)) + logr(l - C?)

> — 1Ogr(]‘ - Ci’) +
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Entao, tomando ¢19 < —log,. (1 — C?> (1 - 1?5((222)

2r. Para n < 2r, temos que P(0 — [,) é um polindmio em p e consequentemente
conseguimos escrever P(0 — [,,) < n~¢™ para algum c(n) > 0 adequado. Tomando entdo
e = min{{c(n),n < 2r}, cio} encontramos que P(0 — [,,) < n ¢ para todo n > 1.

) conseguimos o resultado para n >

2Tk+1

k41

27

3 1Ul 3
— = WiF 7 Wyks Wyk — W, .k
2 "2 "2 !
3 1 2 3

- 5 W,k+1 — 5 Wyk+1 — Wkt S Wyk+1

2

Figura 3.3: Regioes dos eventos F,r. Em cada retangulo 3 x 2 o evento F,, nao envolve
a caixa central inferior. Desta forma a escolha de w,, > 3w, garante que os eventos
(E,r)1<k<x dependem de conjuntos disjuntos de elos.

Para concluir a demonstracao basta mostrar que w,, > 3w,, ou equivalentemente,
pela defini¢ao de w, (Expressao (2.11)),

H(a3wy,ern) > V (3w, acrn).

Por outro lado, dado que r > %, monotonicidade e a propriedade de cruzamento de
caixa implicam que
H(a3wy,ern) > H(3wp,n) > .

Agora, se a caixa [0, 3w,] x [0, aern| é cruzada verticalmente, entdo s = |rae| caixas
disjuntas de largura 3w,, e altura n precisam ser cruzadas verticalmente. Portanto,

V (Bwy, acrn) < V(3w,,n)® < (1 —¢)°.

Tomando r grande o suficiente, podemos garantir que (1 — ¢1)® < ¢, e portanto
Wy, > 3w, para todo n > 1. O
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Apendice A - Resultado
intermediario

Lema 3.7 (Resultado intermedidrio). Seja 0 < e < 1. Para todo a,b > 0 vale que

al—a + bl—a S 2a(a+ b)l—a

Demonstracao. O resultado é trivial para a ou b iguais a 0. Suponha entao, sem perda
de generalidade a > b. Escrevemos b = ax para algum 0 < x < 1. Precisamos determinar
a constante C' tal que

a0 < Cla+b)'F
A1+ 7)< Cal (1 4 2)°
A=< (1 + 217°)
— al—e(l _’_x)l—e‘

Tomando C' > max,e (o, {%} garantimos que a desigualdade vale para todo x.

Observe que

d((1+x1—s):( 1 ((1—5)(1—1—@1_5 (1—5)(1+x1_5)>

dr \ (1 +z)t-¢ 1+ )22 e (1+ )
. (1=¢) ((1—|—x) - (1—|—x1€)a75)
o (14 x)2-2 (1 + )¢

(1—¢) l1+x—2°—x
T (T4 ( (1 + ) )
_ (1& ;;)_25 (a;stl_f;)a) >0, Ve (0,1].

Logo essa funcao é crescente no intervalo (0, 1] e portanto, assume seu maximo em

rz=1
1+l e N S
max = = = .
seon \(T+a)—=)  (1+1)—= 2=

O resultado entao segue tomando C' = 2°. O




