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Resumo

Neste trabalho, estudamos curvas racionais singulares no espaco projetivo, deduzindo
condicoes de suas parametrizagoes e semigrupos de valores associados a suas singularidades.
Aqui, focamos em curvas racionais com cuspides cujos semigrupos sao do tipo hiperelitico.
Provamos que a variedade de (parametrizagoes de) curvas racionais de grau fixo d suficientemente
grande em P com uma tunica cuspide hiperelitica de género g é sempre de codimensao pelo
menos (n — 1)g dentro do espaco de aplicagoes holomorfas P! — P" de grau d; e quando
g € pequeno, esse limite é exato e o espaco correspondente é formado por estratificagoes
unirracionais indexadas por perfis de ramificacao fixos. Também fornecemos evidéncias para
uma generalizacao conjectural desse fato no caso em que as curvas racionais tem cuspide cujo
semigrupo de valores associado S é arbitrario, e fornecemos evidéncias para essa conjectura
sempre que S for semigrupo ~y-hiperelitico de peso minimo ou peso maximo.

Finalmente, obtivemos limites superiores sobre a gonalidade das curvas racionais com

cuspides hipereliticas, bem como descrigoes qualitativas de seus modelos candnicos.

Palavras-chave: Curvas Racionais Singulares, Curvas Hipereliticas, Curvas v-hipereliticas,
Gonalidade.



Abstract

In this work we study singular rational curves in projective space, deducing conditions
on their parameterizations from the value semigroups of their singularities. Here we focus
on rational curves with cusps whose semigroups are of hyperelliptic type. We prove that the
variety of (parameterizations of) rational curves of sufficiently large fixed degree d in P" with
a single hyperelliptic cusp of delta-invariant g is always of codimension at least (n—1)g inside
the space of degree-d holomorphic maps P! — P"; and that when ¢ is small, this bound is
exact and the corresponding space of maps is paved by unirational strata indexed by fixed
ramification profiles. We also provide evidence for a conjectural generalization of this picture
for rational curves with cusps of arbitrary value semigroup S, and provide evidence for this
conjecture whenever S is a y-hyperelliptic semigroup of either minimal or maximal weight.

Finally, we obtain upper bounds on the gonality of rational curves with hyperelliptic

cusps, as well as qualitative descriptions of their canonical models.

Keywords: Singular Rational Curves, Hyperelliptic Curves, v-Hyperelliptic Curves, Gonality.
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Introducao

O estudo de curvas racionais carrega um universo interessante e rico de possibilidades
e aplicabilidades. Em particular, curvas racionais sao ferramentas essenciais para classificar
variedades algébricas complexas. As curvas racionais de grau fixo d em P" sao parametrizadas
por um subconjunto aberto na Grassmanniana G(d,n); e as curvas racionais singulares
surgem de intersecoes especiais de centros de projecao de curvas racionais normais, de
dimensao (d — n — 1), com elementos de suas bandeiras osculadoras. Em geral, uma
singularidade nao é determinada exclusivamente pelos dados de ramifica¢ao codificados
por essas intersecoes. Um dos objetivos deste trabalho é esclarecer as condigoes além da
ramificagcdo que sao determinadas por uma singularidade unirramificada e, no processo,
produzir uma descricao relativamente explicita dos espagos de parametros associados a essas

curvas.

Quando o espago ambiente é P2 a célebre prova de Joe Harris [16] da irredutibilidade
da variedade Severi Mig, de curvas planas de grau fixo d e género ¢, indica que toda
curva indexada por um ponto de M d27 , estd no fecho da subvariedade irredutivel de M, i , que
parametriza curvas racionais g-nodais . No entanto, a irredutibilidade falha de uma maneira
particularmente simples quando substituimos Mig por Mg, a "variedade de Severi”de
morfismos de graus d P* — P" e género aritmético g. De fato, como vimos em [10], é f4cil
construir exemplos de variedades de Severi M, com componentes de dimensao estritamente
maior que a da variedade g-nodal quando n > 8. Cada um dos componentes excedentes
produzidos em [10] parametriza curvas racionais unicuspidais para as quais o semigrupo de
valor correspondente é de um tipo especifico, que é denominado ~*-hiperelitico por analogia

com os semigrupos hipereliticos 7 de Fernando Torres [42].

Neste trabalho, nds investigamos de perto as curvas racionais unicuspidais nas quais o
semigrupo de valores S é y-hiperelitico. O caso mais simples é quando v = 0, onde as curvas

tém cuspide também hiperelitica, o que signfica que 2 € S. Mostramos que quando d > g,
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uma cuspide hiperelitica de género g impde pelo menos (n — 1)g condigoes independentes
sobre curvas racionais de grau d em P"; além disso, nossa espectativa é que esse limite
inferior seja consistente. Este resultado deve ser comparado com a codimensao de referéncia
(n — 2)g de curvas racionais de grau d e com g nés simples. Nossa andlise estd baseada
em uma implementacao sistematica de um esquema de contagem de condigoes associadas
a cuspides, conforme descrito em [10], para o qual também fornecemos uma interpretagao
grafica usando o caminho Dyck do semigrupo de valores correspondente. Para ser mais
preciso, nossa estratégia € fixar o perfil de ramificacdo local, fazendo uma mudanca linear de
base, se necessario, para que as fungoes de parametrizacao de nossas curvas racionais sejam
ordenadas de acordo com suas ordens de anulamento na pré-imagem da ctspide. Podemos
entao escrever explicitamente aquelas condicoes além da ramificacao que caracterizam a
cuspide, e o resultado disso é um mapa racional dominante explicito que vai de um espaco
afim até cada parte da estratificacao dada por um perfil de ramificacao fixado; em particular,

cada uma dessas partes é unirracional.

Generalizando o célculo de codimensao para além do caso hiperelitico, também apresentamos
o . .. ) . n
um limite superior explicito para a dimensao de My g ,

de grau fixo d > g com uma cuspide ~y-hiperelitica de género g, e de peso mdximo, dentro

espaco de curvas racionais unicuspidais

do espaco M} de todas as curvas racionais de grau d em P". Fernando Torres mostrou
que, quando g > v, essas cuspides sao precisamente aquelas com semigrupo de valor
S, = 2(2,2y 4+ 1) + (29 — 47 + 1). Conjecturamos que nosso limite calcula a codimensao
exata de Mg g em Mj e fornecemos algumas informagées computacionais e também de
ordem qualitativa que evidenciam isso. Motivados por nossos resultados para cuspides
~-hipereliticas de peso maximal, também fornecemos uma férmula combinatoria conjectural
para a codimensao da variedade M} g de curvas racionais com cuspides cujo semigrupo
associado S é de tipo arbitrdrio. A existéncia dessa formula combinatoria, embora conjectural,
alinha-se com o mantra béasico (que tomamos emprestado do estudo de jacobianos compactados
de cuspides) que a topologia de M igs € controlada pelo proprio S. E também de utilidade
pratica. De fato, aproveitamos essa formula para obter muitos novos exemplos de variedades
Severi inesperadamente grandes, associadas a semigrupos de valores S 7-hipereliticos e de

peso minimal.

O segundo tema deste artigo é o da gonalidade de curvas racionais com cuspides
hipereliticas. Mostramos que a gonalidade de uma curva (possivelmente singular) tem limite

superior dado por seu género aritmético g. Também obtivemos uma caracterizacao completa
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da estratificacao, via gonalidade, do espaco das curvas racionais com cuspides hipereliticas
de género 4. Mostramos, em particular, que todas essas curvas sao no maximo trigonais.
Seguiremos o seguinte roteiro. Em todo o Capitulo 1, apresentamos as ferramentas
basicas necessarias para o entendimento dos nossos resultados e citamos as principais referéncias.
No Capitulo 2, Secao 2.1 provamos o Teorema 2.1.1, que estabelece uma cota inferior para a
codimensao da variedade de curvas racionais com cuspides hipereliticas dadas pelas fungoes
de parametrizacao f = (fi;)i, : P! — P". Este Teorema diz que a variedade das curvas
com cuspide hiperelitica de género g é pelo menos (n — 1)g; para prova-lo, explicitamos um
grupo de polinomios nas fungoes f; que impoem condigoes algebricamente independentes nos
coeficientes destas fungoes de parametrizagao. Esses polindmios sao produzidos em razao da
estrutura aritmética do semigrupo de valores associado S = (2,2¢ + 1). A partir da andlise
acima, apresentamos o Teorema 2.1.6 que demonstra ser exatamente (n — 1)g a codimensao
para o espaco dessas curvas, sempre que g < 7, e para cada perfil de ramificacao, a parte
da estratificacao correspondente ¢ unirracional. Fizemos a prova deste Teorema usando
argumentos computacionais e, para mostrar o resultado geral, isto é, para todo g, seria

suficiente certificar que a rotina explicitada na Tabela 2.1 persiste.

Ja na Secao 2.2 focamos nas curvas racionais com cuspides y-hipereliticas de peso
maximal, o que generaliza o caso considerado na Secao 2.1. O Teorema 2.2.4 apresenta, como
ja afirmamos, um limite inferior para a codimensao da variedade de de curvas racionais com
género g e cuspide y-hiperelitica de peso maximal, sempre que g > . Novamente usaremos a
estrutura do semigrupo associado S, para, da mesma maneira que fizemos na Secao anterior,

encontrar condi¢oes independentes sobre os coeficientes das fungoes de parametrizacao f;.

Apresentamos a Conjectura 2.3.1, agora na Se¢ao 2.3, onde fornecemos uma férmula
geral para o célculo da codimensao da variedade My ¢ de curvas com cuspides do tipo
y-hiperelitica, a depender, além de S, , do seu perfil de ramificacio. O Exemplo 2.2.6 nos

apresentava evidéncias para isso; confira em especial a Tabela 2.2.

Em seguida, na Secao 2.4, estudamos as curvas racionais unicuspidais com semigrupos
de valores S y-hipereliticos de peso minimal. Isso inclui, em particular, os exemplos hipereliticos
v* estudados em [10]. No Teorema 2.4.1, apresentamos a precisao da cota (n — 2)g quando
n é no maximo igual a 7, a menos de dezesseis casos explicitos cujas variedades de Severi tem
componentes excessivas, casos esses cuja verificagao da quantidade de condicoes algebricamente
independentes geradas pelos semigrupos correspondentes foi atestada pelo Software Macaulay?2.

Finalmente, assumindo a validade de Conjectura 2.3.1, no Teorema 2.4.2 produzimos infinitas
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novas familias de variedades Severi inesperadamente grandes; o resultado é que teriamos
variedades Severi inesperadamente grandes em todas as dimensoes ambiente maiores ou

iguais que 6 com género maiores ou iguais que 21.

Por ltimo, no Capitulo 3, estudamos a gonalidade de curvas racionais com cuspides
hipereliticas com género pequeno. O Teorema 3.0.1, que se baseia em resultados anteriores
de [11], é um resultado geral e estabelece que a gonalidade de uma curva projetiva arbitraria
¢ sempre superiormente limitada por seu género aritmético. Com base no teorema 3.0.1,
no Teorema 3.0.2, fornecemos uma classificacao completa de curvas racionais com cuspides

hipereliticas do género 4, que é o menor caso nao tratado em [11].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Sistemas Lineares, Gonalidade e Modelos

Canonicos

Para esta se¢do (mas nao para o restante), uma curva é um esquema unidimensional
integral e completo sobre um corpo algebricamente fechado. Seja C' uma curva de género
(aritmético) g com feixe estrutural Og, ou simplesmente O e k(C) o corpo das fungoes
racionais. Seja m : C — C seja o mapa de normalizacdo, defina O := 7,(Og) e chame
C := Hom(O, 0), o condutor de O em O. Vamos também denotar por w¢, ou simplesmente
w, o feixe dualizante de C. Um ponto P € C é chamado de Gorenstein se wp for um
Op-modulo livre. Diz-se que a curva é Gorenstein se todos os seus pontos forem assim,
ou equivalentemente, w é invertivel. Dizemos que C é hiperelitica se houver um morfismo

C — P! de grau 2.

Sistemas Lineares e Gonalidade

Um Sistema Linear de Dimensdo r em C é um conjunto da forma
L=LFV)={z'F|zecV\0}

onde F é um feixe coerente de ideais fracionarios sobre C' e V' é um subespaco vetorial de

H°(F) de dimensao r + 1. O feixe acima é dado por
(T F)U) =2 (F(U))

para qualquer conjunto aberto U em C, no qual faz sentido, pois 7 € k(C) e F(U) C

kE(C). Em outras palavras, nés estamos usando a linguagem de feixes para nos aproximar
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de "divisores por produto”de [39]. Isto é, sistemas lineares sao geralmente definidos por
{D+div(z)|z eV C L(D)}

para um divisor de Weil D. Por outro lado, aqui, " divisores”sao ”feixes de ideais fracionarios” entao
o "produto” desempenha o papel de ”soma”e a ”inclusao” o papel de ”desigualdade” (veja [39]
para maiores detalhes). Assim como z € L(D) se somente se 0 < D + div(x), similarmente,
r € H(F) se somente se tOp C F(U) se somente se Op C 2~ F(U) para qualquer conjunto
aberto U. Entdo o feixe estrutural O é como o 0 e 27O é como o div(z) na comparagao
com a teoria de divisores. Esta aproximacao acontece para ser usada especialmente quando
descrevemos sistemas lineares com pontos de base nao-removivel, os quais nés definiremos

abaixo. O grau de um sistema linear é o inteiro:
d:=deg F := x(F) — x(O).
Observe que, em particular, se O C F entao

deg F = ) dim(Fp/Op).
peC
A notacao g significa "sistema linear de grau d e dimensao r”. O sistema linear é dito
ser completo se V- = H°(F), neste caso simplesmente escrevemos £ = |F|. A gonalidade de
C é o menor d para o qual existe um g} em C, ou equivalentemente, o menor d para o qual
existe um feixe livre de tor¢ao F de posto 1 em C com grau d e h°(F) > 2. Um ponto P € C
¢ chamado um ponto de base de L se xOp C Fp para todo z € V. Um ponto de base ¢é
chamado de removivel se ele ndo é um ponto de base de L(O(V), V'), onde O(V') é o subfeixe
do feixe constante de fungoes racionais gerado por se¢oes em V' C k(C'). Entao observe que

P é um ponto de base nao-removivel de £ se somente se Fp nao é um Op-module livre; em

particular, P é singular se for ponto de base nao-removivel.

O Modelo Canoénico

Dado qualquer esquema integral A, qualquer aplicagao ¢ : A — C' e um feixe G em C,

definimos
004G := ¢"G/Torsion(¢*G).

Dado qualquer feixe coerente F em C' definimos F" := Sym"F /Torsion(Sym"F). Se

F é invertivel entao F" = F®".
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Tome C := Proj(®w™) o blowup de C' ao longo de w. Se 7 : C — C é a projecio
natural, O = T.(Og) e Ow = 7.(Opw). Em [36, p188top] Rosenlicht mostrou que o
sistema linear £(Ozw, H%(w)) é livre de ponto de base. Ele considerou entao o morfismo
k : C — P971 induzido por ele o denotou por ¢’ := k(C) o modelo canénico de C. Ele
também provou em [36, Thm 17] que, se C' é nao-hiperelitica, a aplicacdo 7 : C — C' se
fatora através da aplicacao 7’ : ¢ — C. Entao O’ := 7,(O¢ ) neste caso. Em [29, Dfn4.9]
o autor faz outra caracterizacdo para de C’, como a imagem do morfismo & : C — Pt
definido pelo sistema linear £(Opw, H%(w)). Pelo Teorema de Rosenlicht, como w é gerado
por se¢oes globais, temos que & : C — ' é um isomorfismo se C é nao-hiperelitico.

Agora considere Ow = 7,(Ogw) e tome A € H(w) tal que (Ow)p = Op\ para todo
ponto singular P € C. Tal diferencial existe porque H°(w) gera Ow, como provado em [36,
p 188 top], e porque sao finitos os pontos singulares de C' e k é infinito, pois é algebricamente
fechado. Seja

W =W, :=w/A\ (1.1)

E assim, temos

CPCOPCWPC@p:O;DCap

para todo ponto singular P € C'.
Definicao 1.1.1. Seja P € C' um ponto. Defina
np := dim(Wp/Op)

e também

UZZZHP

pPeC

Seguindo []] chame P Kunz se np = 1 e dizemos que C' é Kunz se todos seus pontos
nao-Gorenstein o forem. Note que Kunz € o tipo de singularidade nao-Gorenstein mais
simples possivel pois, se np = 1 seque que dim(@p/(’)p) =2 que € a menor possivel (ver [/,
Prps. 20, 21, 28]).

1.2 Semigrupo de Valores

Agora, nés vamos estabelecer algumas notacoes sobre valorizagoes. Dado um ponto

unirramificado P € C' e qualquer funcao = € k(C)*, denotamos

vp(z) == vp(z) €Z
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onde P é o ponto de C sobre P. O semigrupo de valores de P é
S =Sp:=vp(Op).
O conjunto de lacunas de S é
G:=N\S={4,..., 4}

que determina o invariante
§:=#(G)
o qual concorda com o grau da singularidade de P, isto é,

O peso de S é
g

Ws = (L;—1)

i=1

e seu condutor é ¢ :={,+ 1. Também definimos o conjunto
Ki={aecZ|l;—a¢gS} (1.3)

cuja importancia ficara evidente mais tarde.

1.3 Scrolls

Um scroll racional normal S := Sy,,...m, C PN com my < ... < my, é uma variedade

projetiva de dimensao d na qual, depois de uma escolha adequada de coordenadas, é o

conjunto de pontos (zg : ...: zy) C PV tal que o posto de
( To T .. Typyoi { Tyl -+ Tonytmo } . ‘ c. IN_1 ) (1.4)
Ty X9 ... Tmy | Tmi+2 -+ Tmi+ma+l } ce ‘ ce TN

é menor que 2. Entao, em particular,
N=e+d—-1 (1.5)

onde e :=mq + ...+ my
Note que S é a unido disjunta de (d—1)-planos determinados por uma escolha (parametrizada)

de um ponto em cada uma das d curvas normais racionais de grau m, em espagos complementares
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em PV. Vamos nos referir a qualquer um desses (d — 1)-planos como uma fibra. Entao S é
suave se m; > 0 para todo i € {1,...,d}. A partir dessa descrigdo geométrica pode-se ver
que

deg(S) =e (1.6)

O scroll S pode ser naturalmente visto como a imagem de um fibrado projetivo. De

fato, tomando & := Opi(my) & ... B Op1(my), obtém-se um morfismo birracional
P(E) — S c PV

definido por Opg)(1). O morfismo ¢ tal que qualquer fibra de P(€) — P! ¢é levada a uma
fibra de S. Ele é um isomorfismo se S é suave. Pode-se verificar, for exemplo, em [15] para
mais detalhes.

Neste caso, pode-se descrever o grupo de Picard do scroll como
Pic(S) =ZH & ZF

onde F' é classe das fibras, e H a classe hiperplana.

Pode-se ainda computar seu anel de Chow como

Z[H, F]
A(S) = ’ 1.7
(5) (F2, Hi+1 HIF  H4 — ¢H1F) (1.7)
De (1.6) nés temos as relagoes
H'=e¢ e H¥™'F=1 (1.8)
A classe canonica em S é dada por
Kg=—dH + (e —2)F (1.9)
Por [35, Lem. 3.1, Cor. 3.2], nés também temos as férmulas
d—1 d—1
b+1)(a+ )+€<a+ ) sea>0eb>—am
h(Og(aH + bF)) = d—1 d (1.10)
0 caso contrario.
e
h(Os(aH +bF)) =0 sei>1,a>0eb>—(am;+1) (1.11)

nas quais sao importantes na analise dos divisores efetivos em S.
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1.4 Contagem de dimensoes para Curvas Racionais

Singulares

Curvas racionais sao ferramentas essenciais para classificar variedades algébricas. Estabelecer
limites para as dimensoes familias de curvas racionais mergulhadas que admitem singularidades
de um tipo particular surgem naturalmente nesse contexto; veja, por exemplo [24] e [13],
onde tais limites sao usados para inferir informagoes sobre espacos de parametros de curvas

racionais mergulhadas em hipersuperficies gerais.

Para nossos propésitos, sera mais 1til ver uma curva racional como um morfismo. Dada
a escolha da dimensao do ambiente n e grau d > n, tal curva é a imagem de uma (n+1)-tupla
de fungoes holomorfas f = (fo : --+: f,) com f; € H°(Opi(d)). Explicitamente, podemos
escrever

fi = CLZ"()Sd + amtsd_l + ...+ ain_ltd_ls + ai7dtd (112)

onde t,s sao coordenadas homogéneas em P!, e a;; sdo coeficientes complexos para todo
1t =20,....nej =0,...,d. Se nao houver confusao, nés podemos abusar da notacao e

escrever qualquer curva racional C' = f(P') como
C = (ago + aort + ... +aoat® : ... ... ¢ apo+ At + ...+ apgt?) C P".

Como qualquer morfismo f : P! — P" de grau d ¢ dado por uma série linear £(Op:1(d), V)
onde V' é um subespaco vetorial de dimensao (n+ 1) de um espaco vetorial de se¢oes globais
H°(Op1(d)) de dimensdo (d + 1), o espaco de parametros natural para curvas racionais é

entdao a Grassmanniana G(n, d).

A interpretacao de curvas racionais como pontos de uma Grassmanniana é o ponto de
partida para a prova [23] de Griffiths e Harris do Brill-Noether theorem para curvas genéricas
de género g > 2. Nesse trabalho, os autores mostram que as dimensoes dos espacos das séries
lineares de curvas racionais com g cispides sao (genericamente) as esperadas. Eisenbud e
Harris subsequentemente retrabalharam (e reprovaram) o resultado de Brill-Noether usando
curvas racionais com g cuspides [15]. A percepgao era de que as estimativas de dimensao para

curvas racionais cuspidais, ao contrario das nodais, eram mais favoraveis na Grassmanniana.

Uma nocao chave em relacao a cuspides é a de ramificacao, ou inflexao, de uma curva
no espaco. Em cada ponto P € P!, o morfismo f : P! — P" é determinado por secoes

globais (o, ...,0,) com ordens de anulamento ag < --- < a, em P. Genericamente, temos
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(ap,a1,...,a,) = (0,1,...,n), e o desvio
a = (ag,ay,...,a,) —(0,1,...,n) (1.13)

determina a variedade de Schubert ¥, C G(n,d) de codimensdo |a| associada a certas
condigoes de incidéncia com respeito a uma bandeira osculadora de uma curva racional
normal em P? (e canonicamente especificado por (1.13)). Um fato fundamental é que m
variedades de Schubert X, para 1 <17 < m, obtidas pela ramificagao em m pontos distintos

P; € P! intersetam-se transversalmente; isto é, suas codimensoes sao aditivas.

A fim de obter estimativas sobre a dimensao de curvas racionais com grau e dimensao
ambiente fixos e com singularidades de género pré-definido, vamos introduzir algumas notacgoes
seguindo [10]. Denote por M? o espago dos morfismos f : P! — P". Este é um espago de
frames de G(n,d). Além disso, denote por M iy C My a subvariedade de morfismos cujas
imagens tém um género aritmético g > 0. KEssas curvas sao necessariamente singulares.

Claramente, M, contém todas as curvas com g nés simples ou g cuspides simples.

Em [10], os autores fornecem uma conjectura heuristica sobre a codimensao deste
tultimo espaco dentro do primeiro. Mais precisamente, exigir que um morfismo f : P — P
leve pontos distintos Py, Po € P! na mesma imagem P € P" impde 2n condicbes lineares
nos coeficientes de f. Permitir que as pré-imagens e a imagem variem rendem (n — 2)
condicoes lineares. Uma vez que um né simples tem género aritmético 1, pode parecer
razoavel esperar, de forma geral, que as singularidades de género aritmético g imponham

pelo menos (n — 2)g condigoes nos morfismos f : P! — P". Em outras palavras, esperamos

n

dg M3) > (n —2)g, quando d é suficientemente grande em relagio a g.

que cod(

Cuspides formam, naturalmente, uma classe distinta simples de singularidades. Portanto
faz sentido questionar sobre como estimar as dimensoes no caso de curvas racionais com
sigularidades unirramificadas no pior dos casos. Entao seja V C My, a subvariedade de
curvas racionais cujos pontos singulares sao todos cispides. Em [10] encontra-se uma analise

em condicoes suficientes para valer a desigualdade
cod(V, M}) > (n —2)g. (1.14)

Condigoes nas quais explicitaremos aqui. Primeiro relembremos que o género aritmético

de uma curva racional é dado pela féormula

g=Y_ dim(Op/Op). (1.15)

pPeC



1.5. Pontos de Peso Maximal 22

Seja P € C := f(P!) C P" um ponto unirramificado e S seu semigrupo de valores.
Denote por m; o i-ésimo inteiro positivo em S (ordenado do menor para o maior) e ay <

a; < -+ < ay, as ordens de anulamento das segoes f em f~!(P). Entao ag = 0, e claramente
(a1,...,an) > (My,...,my),

entao vemos que C' é ramificado em P para ordem no minimo

n

g = Z(ml —1).

i=1
Como a codimensao da variedade de Schubert associada a ramificacao em pontos

distintos de P! é aditiva, a fim de obter (1.14), basta provar que
R —1>(n—2)g (1.16)

onde o -1 do lado esquerdo surge da variacao da pré-imagem de P ao longo de P! e, sem
perda de generalidade, por (1.2) e (1.15), assume-se que S tem g lacunas. Agora seja k, o

maior inteiro tal que ¢, < m, e considere

kn

Wg = (L —1).

i=1
Pode-se deduzir facilmente através de Caminho de Dyck de Young Tableau em [6] que
W¢ + RS =nk, and WJ<Ws—(g9—Fky)n
e entdo de (1.16) temos
W <29 —1—(g—kn)n

no qual segue se Wy < 2g — 1. Caso contrario, pode-se procurar por condicoes além da

ramificagdo para obter (1.14) como feito em [10].

1.5 Pontos de Peso Maximal

Um resultado classico estabelece que todo semigrupo numérico S com ¢ lacunas tem
peso Ws < g(g — 1)/2, com igualdade se e somente se 2 € S. Isso leva facilmente ao fato
(bem conhecido) de que as curvas hipereliticas sdo precisamente aquelas que admitem pontos

(com semigrupos de Weierstrass) de peso méximo. Em um influente artigo, T. Kato [25]
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estendeu o resultado classico, obtendo um limite superior para o peso de um ponto arbitrario
de uma curva nao-hiperelitica e identificando todas as curvas nao-hipeleliticas que admitem
pontos de peso subméximo. Nesta segdo, seguimos|11] para explorar a medida em que uma
histéria andloga se sustenta no contexto de curvas racionais com um unico ponto singular

nao-ramificado.

E pratica padrao deixar que o peso de um ponto nao-singular P de uma curva integral

e projetiva C' denote o peso do semigrupo
Sc.p = {n €N |R%(Oc((n — 1)P)) < h°(Oc(nP))}. (1.17)

No entanto, quando P é singular, existem outras escolhas aparentemente mais naturais
de pesos disponiveis. Em vez de ajustar (1.17) ao lidar com ordens de fun¢oes meromorfas,
optamos por definir o peso em termos de ordens de diferenciais; acontece que esta versao

alternativa concorda com Wg, precisamente quando a singularidade ¢ Gorenstein.

Concretamente, suponha que P é a pre-imagem de uma singularidade unirramificada
P, e tome
Hwe) = M,y Ay)

denotando a base do espaco de secoes globais do feixe dualizante da curva singular C'. Denote
por k; := |v5(A;)| a ordem de A\; no ponto P cuja imagem é P. Agora reordene ); de forma
que

0<ki<...<kg

e consequentemente define-se
-1

w(P) =S (k; — ). (1.18)

1

s}

%

A 1ultima definicao carece de um pouco de explicacao. A motivacao para essa definicao
é basicamente a seguinte. Em [25], Kato definiu o peso de um ponto em uma curva
(suave) C, usando segoes globais do feixe dualizante; classicamente, estes eram referidos
como diferenciais de primeiro tipo (ver, por exemplo, [36]), e eles também sdo chamados
diferenciais requlares em [39]. Quando C nao é especifico, essas se¢bes sao precisamente os
diferenciais meromorfos sem polos. Se C ¢é singular, eles podem admitir polos ao longo de
singularidades ramificadas. Desse ponto de vista, uma situacao extrema é aquela em que
todos os diferenciais regulares de C' tém polos ao longo das ramificacoes de uma singularidade

P. E, de fato, isso acontece precisamente quando C é racional, P é a unica singularidade
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de C' e P ¢é unirramificado, que é o caso com o qual lidaremos aqui. Portanto, é bastante
natural usar ordens de polo (em vez dos préprios valores) de diferenciais ao definir o peso de

P; e, ao fazer isso, estendemos a defini¢ao original de Kato.

Para nossos propésitos, também sera 1til introduzir uma ligeira generalizacao da nogao
usual de peso na teoria de semigrupos baseada em ordens de polo. Ou seja, para qualquer

subconjunto T dos niimeros naturais com complemento de cardinalidade g

N\T={l,0,....,0,}
consideramos o peso W de T como

g

IMN:Z;&—gggiz (1.19)

De acordo com [39, Thm. 2.8], o peso de um ponto P pode entao ser explicitamente

computado de seu semigrupo S. De fato, temos que
w(P) = Wk (1.20)

onde K é definido em (1.3) e o lado direito da igualdade é computado como em (1.19) pois
K pode nao ser um semigrupo, em geral. Ao contrario, ele ¢ um semigrupo se e somente se

K =S, neste caso S é simétrico. Isto acontece se somente se o ponto P é Gorenstein.

Exemplo 1.5.1. Um fato interessante sobre as formas de calcular o peso de um subconjunto
T de N estd implicito em (1.20). Ou seja, o lado direito dessa igualdade, baseado em (1.19),
fornece a versao padrao: segue-se de 0 para o condutor, atribuindo a cada lacuna o ntimero de
inteiros positivos em T deixados para atras; esses nimeros de ntimeros perdidos sao somados.
O lado esquerdo, baseado em (1.18), fornece uma alternativa: um avanca do condutor para
0, atribuindo a cada inteiro positivo em T o ntimero de lacunas deixadas para tras. E facil
verificar se ambos os procedimentos produzem o mesmo valor. Por exemplo, considere o
conjunto (que nao é semigrupo) T = {0,1,3,4,6,7,9,10,12, —}. Prosseguindo de 0 para o
condutor 12, e atribuindo a cada lacuna os ntimeros de elementos positivos de T deixados

para tras, obtemos:

Wr=1+3+5+7=16. (1.21)
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Da mesma forma, se retrocedermos de 12 para 0 e atribuirmos a cada ntmero inteiro

positivo em T o nimero de lacunas tras, calculamos:
Wr=1+14+2+2+3+34+4=16. (1.22)

Agora considere a curva monomial C' := (1 : 3 : t!3 : ¢!) C P3. Esta ¢ uma curva
racional de género 8 com uma singularidade tnica suportada em P = (1:0:0:0), que é
unirramificada. O semigrupo de P é S = {0,3,6,9,12, —} e, portanto, podemos usar nossa
defini¢do de K e usar no lugar de T acima. Entao o peso de P corresponde a (1.21) usando

a igualdade (1.20). Por outro lado, calcula-se
Hwe) = (dt /82, dt/t3, dt/t°, dt /10, dtJt°, dt/t°, dt/t', dt /t'?)

e deste ponto de vista, o peso de P corresponde a (1.22) usando a defini¢ao (1.18). Como
no caso dos semigrupos, pode-se associar a qualquer conjunto numérico com complemento
finito, uma Young tableau a partir do qual se pode ler o peso por meio da quantidade total
de quadrados acima do Caminho de Dyck (ver Figura 1.1 abaizo). Nesse caso, as duas
maneiras de calcular o peso descritas anteriormente correspondem, respectivamente, a soma

das colunas e a soma das linhas.

Figura 1.1: Caminho de Dyck para o semigrupo S = {0, 3,6,9,12, —}

Considerando o semigrupo S = {0,3,6,9,12, —} entao o peso de § é igual a 12. A

tabela acima (quadrado de lado igual a g) mostra que o nimero de quadrados menores (de
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lado igual a 1) acima do caminho de Dyck (representado pela linha mais escura da seguinte
maneira: um passo na vertical, de baixo para cima, para cada natural que nao pertence a
S e um passo na horizontal, da esquerda para direita, para cada natural que pertence a S,
sendo o ultimo passo correspondente ao ultimo natural que ndo pertence a S), coincide com

0 peso e com numero de quadrados menores abaixo do caminho de Dyck.

Maximalidade

Em seguida, caracterizamos pontos de peso maximo e submaximo. Para fazer isso,

estabelecemos o seguinte:

Convencao 1.5.2. Durante todo o restante desta secao, uma curva C' é um esquema
unidimensional racional integral e projetivo de género aritmético g, com um unico ponto

singular P, que é unirramificado com semigrupo S.
Com isso em mente, tomamos a seguinte definigdo baseada em [41, 42].
Definicao 1.5.3. Um ponto P € C é dito y-hiperelitico se o seu semigrupo:
(i) S tem - numeros pares no intervalo [2, 4]
(i) 4y+2€S.

Dizemos que P é hiperelitico se ele é O-hiperelitico, isto é, 2 € S. De forma similar,
dizemos que P é bielitico se ele é 1-hiperelitico, isto é, 4 e 6 sao os primeiros inteiros positivos

de S.

Um fato a ser observado ¢ que todo semigrupo numérico é y-hiperelitico para um tnico
valor de ~ , isto é, semigrupos numéricos sao naturalmente estratificados de acordo com seu

grau de hipereliticidade.

Esses conceitos fornecem os seguintes resultados de caracterizagao:
Teorema 1.5.4. As afirmacgoes sequintes sao equivalentes:
(i) w(P) é mdazimo em (C, P), curva de género g;
(ii) w(P) = g(g+1)/2;
(i1i) P € hiperelitico.

Demonstracao. Veja [11, Thm. 1.2] O
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Teorema 1.5.5. Seja C' uma curva de género g > 11. Entdo as sequintes afirmacoes sao

equivalentes:
(1) w(P) € submdzimo em (C, P), curva de género g;
(ii) w(P) = (¢ — bg + 10)/2;
(i1i) P € bielitico.
Demonstracao. Veja [11, Thm. 1.4] ]

Os teoremas 1.5.4 e 1.5.5 sao inspirados pela caracterizagao assintética weight-based de
Torres [42, Thm. 3.6] para semigrupos ~y-hipereliticos. Torres mostra que sempre que g >> 7,

S é v-hiperelitico se e somente se o peso Wy satisfaz

-2 -2
(g ) 7) < Ws < (9 ) 7) +292, (1.23)

Assim o teorema 1.5.5 refina o resultado de Torres quando v = 1, no sentido de que
o uso do peso modificado Wx no lugar de Wy permite substituir a desigualdade (1.23) por
uma igualdade (em que o limite superior em (1.23) permanece). E natural se perguntar se
obtemos caracterizagoes quantitativamente exatas usando Wy no lugar de Wg quando v > 2.

Infelizmente, esse nao é o caso. Ou seja, as apresentagoes minimas
S1=(4,10,29 — 3,29 —1),g > 7; e Sy = (6,8,10,2g — 3,29 — 1,2g + 1), g > 8

definem infinitas familias distintas de semigrupos 2-hipereliticos, para os quais os conjuntos

correspondentes K; and K, satisfazem

—4 —4
WKlz(QQ )+6eWK2=(92 >+4,

respectivamente. Ainda assim, parece provavel que o uso de pesos modificados junto com
a arvore de semigrupos (como nas provas dos teoremas 1.5.4 e 1.5.5) deva produzir uma

desigualdade que melhore sobre (1.23) para valores gerais de 7.

Finalmente, observe que a hipdtese g > 11 (que ja aparece como uma hip6tese neste
caso particular) é necessdria (e 6tima); por exemplo, S = (3, 11) é um semigrupo nao-bielitico
de género 10 com Wy = Wy = 30, enquanto (g* — 5g + 10)/2 = 30.
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1.6 Curvas de Peso Maximal

Uma curva projetiva e integral C' é dita ser hiperelitica sempre que existir um morfismo
de grau 2, C' — P!. Perceba que esta definicao se aplica independentemente de C' ser uma
curva singular ou nao-singular. Contudo, a defini¢ao acima nao é, no caso geral, equivalente
estipular que a curva carrega um gs. Ao contrdrio, como serd explicitado no Teorema 1.6.2,
para a equivaléncia entre essas duas caracterizagoes acontecer, nés devemos exigir que g3 seja
livre de pontos de base. Curvas que carregam um g4 com um ponto de base nao-removivel,
caracterizado em [29, Teoremas 3.4, 5.10] como racional nearly normal. Mais geralmente,
temos o seguinte: existe um morfismo C' — P! de grau k se e somente se C carrega um g;

livre de ponto de base (veja [11, Lem. 2.1]).

Também temos um limite para a gonalidade de uma curva integral e projetiva em
termos do género, a saber:

gon(C) <g+1

e se esse limite é atingido, C' é Gorenstein, e sua normalizacao é entao P!, isto é, C' is racional,

ou é uma curva elitica (veja [11, Thm 2.2], baseado em [8, Thm 3.(i)]).

Para o restante do texto, uma curva C, como na se¢ao anterior, serd novamente uma
curva racional com um tinico ponto singular P que é unirramificada. Denotamos P € C = P!

como a pré-imagem de P no mapa de normalizacao. Nés estabelecemos o seguinte.

Convengao 1.6.1. Escrevemos K(C) = @'(t) e P! = @' U {co} de modo que ¢ é a fungao
identidade em distancia finita, e P = 0. Em particular, ¢ é um parametro local em P. Entao
escrevemos C' = {P} U (P*\ {0}), isto é, nés identificamos os pontos regulares de C' com

suas pré-imagens no mapa de normalizacao.

Dada a equivaléncia cldssica entre curvas hipereliticas (lisas) e curvas com semigrupos
de Weierstrass hipereliticos, é natural imaginar se essa caracterizacao também se estende
a0 nosso cenario. Isso nao é verdade em geral, como veremos. Comegamos por caracterizar

(globalmente) curvas racionais singulares hipereliticas.

Teorema 1.6.2. Seja C uma curva de género g. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(1) C ¢ hiperelitica;
(ii) C' carrega um gi livre de ponto de base;

(iii) t2/h € Op para algum h € C'[t] com h(0) # 0 e deg(h) < 2;
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(iv) C € Gorenstein e isomorfo a uma curva de grau 2g + 1 em PI™Y estd contida em um

cone So g5
(v) C é Gorenstein e gon(C') = 2.

Aquit € um parametro local nao homogéneo para a normalizacao de C, centrado na pré-imagem

P de um ponto tinico singular P € C, como na Convencao 1.6.1.
Demonstragao. [11, Thm. 3.1] O

Observe que se C' é qualquer curva de género ¢ = 1, entdo Op = @' @ t?Op; em
particular, t? € Op e entao C é hiperelitica. Similarmente, se ¢ = 2 e S é hiperelitica, entao
Op = @@ O + at®) © t*Op para algum a € @; assim t2/(1 — at) € Op, e portanto
C' ¢ hiperelitica. Em seguida, vamos caracterizar o conjunto de curvas nao-hipereliticas de
género 3 com semigrupos hipereliticos S. Para isso, primeiro recordamos que qualquer curva
com 2 € S é Gorenstein, pois pontos nao-Gorenstein somente ocorrem com multiplicidade
trés ou mais. Portanto, toda vez que 2 € S, o teorema anterior estabelece que gon(C) = 2 é

equivalente a C' ser hiperelitica.

Proposigao 1.6.3. Toda curva nao hiperelitica C de género 3 com 2 € S € isomorfa a uma
curva plana com fungoes de parametriza¢io (nao-homogéneas) f; : P — C, 0 < i < 2 da
forma

fo=1=2at+bt> +ct> +dt*, fi=t>—at®, and f, = t* (1.24)
para a,b,c,d € @', tais que ac # 0. Além disso, C € trigonal.

Demonstragao. Veja [11, Prp. 3.2] ]
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Capitulo 2

Contando condicoes impostas por

semigrupos associados a cuspides

Neste capitulo vamos apresentar resultados que estabelecem limites para a dimensao de
algumas subvariedades de My que parametrizam curvas racionais unicuspidais. Passando
pelas curvas nas quais suas cuspides sao hipereliticas e ~-hipereliticas de peso maximal,
apresentaremos conjectura que propoe o calculo exato, a depender do perfil de ramificagcao
associado a singularidade, da codimensao dessa subvariedade em Mg . Por fim, utilizando-se
do mesmo método de contagem, mostraremos o que acontece quando as ctspides sao y-hipereliticas
de peso minimal, a saber, encontra-se uma infinidade de exemplos onde as codimensoes das

subvariedades sao inesperadamente pequenas.

2.1 Condicoes impostas por cuispides hipereliticas

Nesta secao, provamos o seguinte resultado, que envolve curvas racionais unicuspidais,

quando essas cuspides sao hipereliticas.

Teorema 2.1.1. Dado um vetor k := (ko,...,k,) € N’;gl, seja Vi C My, a subvariedade
que parametriza curvas racionais f : P1 — P* com wma tnica cuspide P na qual ko < ki <
-+ < ky, sdo as ordens de anulamento das segoes de f em f~1(P) e tal que (ko, k1) = (0,2).

Suponha ainda que d = deg(f) > max(n,2g — 2); entdo

cod(Vi, M) > (n = 1)g+ Y (5’ - z> .
=1
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Em particular, a variedade V de curvas racionais com uma unica singularidade cuspidal e

hiperelitica tem codimensao igual a, no minimo, (n — 1)g em M}

Observagao 2.1.2. A condigdo d > n é imposta pelo fato de que nossas curvas sao nao
degeneradas. Apesar de nao estar tao evidente, precisamos da hipdtese de que d > 2g — 2
para podermos concluir nossa analise sobre as condigoes além da ramificacao. Contudo essa

hipdtese inclui os casos relevantes d =2g —2en =g — 1.

Demonstracao. Seja C' a imagem do morfismo f : P! — P", que corresponde a um ponto na

variedade V. Entao C' tem ramificacao em P na ordem de

n

rp =Y (ki —i).

i=1
Entao
cod(Vg, M}) =rp +bp — 1

onde bp denota o nimero de condicoes além da ramificacao e o —1, alocado do lado direito
da equacao, decorre da variacao da pré-imagem do ponto P ao longo de P*.
Precisamos, portanto, mostrar que a cada ¢ > 2, a funcao f; produz um total de ¢

condigoes (de ramifica¢do e além da ramificagao). Em particular, como k; > 2i, é suficiente

demonstrar que cada f; produz no minimo g — % condicoes além da ramificacao.

Além disso, ndés devemos supor que k; < 2¢g, i = 1,...,n, pois quando k; > 2¢g para
algum 7, cada um dos f;’s com j > ¢ produz pelo menos g condigoes de ramificacao.

Sem perda de generalidade, nés podemos assumir que f~'(P) = (0: 1) € P! e que a
cispide suportada em P é parametrizada por séries de poténcia, (fi, ..., f,), na varidvel ¢,

onde
f1 = t2 + a1,3t3 + (11’4154 + -

f2 — th + a2’k2+1tk2+1 + a27k2+2tk2+2 + .. ( )
2.1

— +kn kn+1 kn+2
fn =t + an,kn-i—lt + an,kn+2t +

para coeficientes complexos adequados a; ;. Perceba que cada série de poténcias f; (2.1)
equivale ao quociente entre a i-ésima e a 0-ésima funcao global na parametrizagao da curva

que introduzimos previamente (1.12, secao 1.4).

Definimos, de forma recursiva,

i)

kg . LA
F=fi— fF Fy = Fie Fy= By — (P00 )

,j—1 3,7—1
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para todo 2 <i<ne2<j<g-—k/2 O nimero impar k; + 2j — 1 é uma lacuna do
semigrupo de valores da cispide hiperelitica, entdo o coeficiente de [t*"*~'F}; deve ser
anulado. Seja C;; a notagdo para o polindmio (nos coeficientes de f; e f;) associados com
a condicao de anulamento [tFi+% _l]FZj = 0. Esses coeficientes de f; que aparecem em Cj ;

percorrem de a; g, 41 & Gik,42j—1; € Ci; € linear na varidvel a; i, 192;—1. Segue que as equagoes

ki

Ci; = 0 sao algebricamente independentes; e para todo 7 > 2, existem g — %+ condigoes além

da ramificacao independentes. Ou seja, temos que

cod(WVy, M}) =1p +bp — 1

como queriamos. O

Exemplo 2.1.3. No Teorema 2.1.1, mostramos que bp > >"" (g — i) sempre que k; = 24,
0 < i < n. Neste exemplo vamos lidar com o caso em que n = 4 e g = 7, para mostrar
que nosso limite inferior bp é atingido. Ele também serve para motivar a prova do préximo
resultado. Nesse sentido, consideramos uma parametrizagao definida, localmente, por séries

de poténcia

fi=t+aist’ +ajtt+--
fo=1t" 4+ agst® +apet® + -
f3=1"+azst" +aggt® + -
fo=1+asot? +agot' + - -
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Observe que qualquer ' € Op, apto a produzir condigoes, se decompoe como a soma de
monomios nas funcoes de parametrizacao f;. Além disso, como nos importa apenas as lacunas
do semigrupo de valores associado, podemos assumir que F' tem t-valorizacao estritamente

menor que 2g = 14. Em outras palavras, tal F' pode ser escrito como
F=G+H

onde

4 6

G=> apfi+Y aunfl e

i=2 j=2

H = apfifo+ gz fifo+ agnfifs + ae fi + aein fifs + o fifa + o fLfs + awn fifa
+ o fofs + aeinfifo + apan fifs + oy [T fa+ o) L 5 + agan fifofs + aes f3
+apafofs+ a@ fi

para coeficientes complexos c ). Vamos mostrar inicialmente que os polinomios do tipo
G contribuem com, no maximo 12 condigoes independentes; com isso, nosso limite inferior
para bp sera atingido o que nos indica que os polinomios do tipo H nao contribuem com
condicoes adicionais. O fato de os H’s nao contribuirem com condi¢des adicionais sera

abordado a seguir, no Lema 2.1.4. De fato, nés podemos reescrever GG como
G = (01(2) + a(lz))t4 + (a(Q)a2,5 + 201(12)61173)755 + (a(2)a276 + 204(12)@174 + a(lz)aig)tﬁ e
+ (04(3) + Oé(lks))'tﬁ + (04(3)(1377 + 3a(13)a173)t7 + ...

(2:2)
(2.3)
+ (o) + a@a))t® + (oayaao + dagayar 3)t” + - - (2.4)
+aast + bagsyar gttt + - (2.5)

(2.6)

+ a(16)t12 + 606(16)0/173t13 + -

Em particular, para garantir que a ordem de anulamento de G' em P seja estritamente maior
que 4 nés devemos tomar

04(12) = _a(Q). (27)

Por outro lado, observe que 5 nao pertence ao semigrupo de valores hiperelitico S de P; entao
a2)(azs — 2a;,3) = 0 é uma condicdo necessaria toda vez que (2.7) valer. Como resultado
obtemos que Gy := as5 — 2a;3 = 0 é (a menos de um multiplo escalar) a tnica condicao
imposta pelo fato de 5 ser uma lacuna em S. De forma analoga, nés vemos que, ao impor
ordens de anulamento cada vez mais altas em P, o coeficiente de cada mondémio t* em cada
uma das linhas acima (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5) é forcado a ter forma linear nas varidveis

o). Iremos denotar esses coeficientes por £y (v 2)), laor(vs), oa)); C3r(a), a), ), €
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Uy k(0y2), a3y, a)), respectivamente. Por exemplo, depois de impor em G o anulamento

nos coeficientes dos termos de ordem até 5, como no primeiro passo acima, o t%-coeficiente
na linha (2.2) é £16(c) = (az6 — 2a14 + 0 3)a(z). No segundo passo, tomamos a3 =
—a(g) — {1,6(0(2)) para eliminar o termo de ordem 6. Isto, por sua vez, fard com que o termo

de grau 7 seja necessariamente anulado, ja que 7 é lacuna, isto é,
a)azr + 3a13(—a@) — lig(ae)) + lr(aw) =0
expressao que pode ser reescrita como
a2)Ga + o3G3 =0 (2.8)

onde G5 e (3 sao polinomios nos coeficientes das funcoes de parametrizacao f;. O lado
esquerdo de (2.8) descreve aquelas condigoes produzidas por G como o resultado do anulamento
do termo de ordem 7; existem no maximo 2 tais condig¢oes algebricamente independentes.
Entao o polinomio do tipo G produz no maximo 2 condig¢oes independentes no passo 2.
Similarmente, no passo 3, tomamos

aay = —au) — liglae) — lag(aw), ap)

a fim de eliminar o termo de ordem 8. O anulamento do termo de ordem 9 é portanto for¢ado

e como resultado temos a seguinte relagao
o) aa,9+4a1 3(—ay—L1g(ag)) —las(a), ag)))Hi ol ) Hag(ao), as) = o) GatazGstauGe =0

onde os G;’s sao polinémios nos coeficientes de f;. Entao o polinomio do tipo G produz no

maximo 3 condigoes independentes no passo 3. No passo 4, nés tomamos

Q15) = —f3,10(04(2)7 Q(3); a(4)) - 52,10(04(2), 04(3)) - EI,S(Q(Q))
para eliminar o termo de grau 10. O anulamento do termo de grau 11 é entao forgado, e isso

significa

5a13(—0310(02), (3), (a)) —La,10((2), (3)) —L18(v2)))+3,11 ((2)5 (35 (a)) Hla,11 (v (2), v3)) +H1 11 (2))
= Oz(g)G7 + Oé(3)G8 + Oé(4)G9 =0

onde os G;’s sao polindmios nos coeficientes de f;. Entao o polinomio do tipo G produz no

maximo 3 condicoes independentes no passo 4. Para finalizar, no passo 5, nés tomamos

aqey = —Lly2( ), a), o)) — €a12(aq2), ), ay) — a2y, a)) — (o))
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com objetivo de eliminar o termo de grau 12. O anulamento do termo de grau 13 é entao

forcado, o que significa

6a1,3(—La12((2), a3), aa)) — €312(0(2), (3), Q) — La12(a 2y, agz)) — l112(2)))

+ Laz(2), az), @) + 332, a@), ) + L213((2); a3)) + a3(z))

= a()Go + )G + ayy G2 =0
onde os G;’s sao polinémios nos coeficientes de f;. Entao o polinémio do tipo G produz no maximo 3
condigoes independentes no passo 5. Somando todos os passos (i.e., passando por todas as lacunas),

nos deduzimos que o polindmio do tipo G contribui com, no méximo, 12 condigoes independentes.

Explicitamente, as substitui¢oes efetuadas para eliminar os termos de grau par, sao:

Q(i3) = —((—ai?) —2a14+ a276)a(2) + Oé(g))
(14) = —((3&%’3 + 9a%3a174 — 3a%,3a2,6

+ 56@,4 —2a13a1,5 — 3a14a2,6 — 2a1,6 + azg)a (o)
+ (—3@%,3 —3a14 + ag,g)a(g) + a(4))

a5y = —((—18@?’3 — 630,%73(11,4 + 18a‘1173a2’6
— 57ai3a%’4 + 180}{’73@175 + 27@%73a4a276 — 14a:{’74
+ 20a1 301 401,5 + 1507 3a1,6 + 9aF 4as,6 — 6a1,3a1,5026
- 661%,3@2,8 - ai5 + 12a1 4016 — 2a1 3017 — 3a1 6a26
—4ayga28 — 2a1,8 + az10)2)
+ (18a‘1{3 + 27@%73a1,4 — 6ai3a37g + 9a%74 —6a1,3a1 5

— 4a174a3,8 — 3&176 + a3710)a(3) + (—6@%73 — 4CL174 + a4710)a(4))
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agsy = —((177a} 5 + 67505 ya1,4 — 177a$ yaz 6 + 754a] 343 4
— 214a} ga15 — 321a] sa1 4026 + 31207 ga} 4 — 368a} sa1,4a1 5
—157at — 171a3 ;a2 96a3 59a}
aj 3a1,6 aj 307 42,6 + 9007 3015026 + 9907 3028
+ 42af , — 1364, 302 + 3702 542 — 19502
a4 1,307 4015 ay 305 a1.301,401,6
2
+ 26a:1)”3a1,7 — 28a§’74a2,6 + 60a1 301 4a1 5026 + 39a173a176a276
2 2 2
+ 58@173a174a2,8 + 110,174&175 — 56@174CL176 + 32041,30/1,5@1,6
2 2
+ 22a4 301 4017 + 23a1,3a178 — 3(11,5(12,6 + 21ay sa1 6026
2 2
- 6&1,3(1177@2,6 + 140/174612,8 — 12(11,3a175a2,8 - 100,173@2710
2
+7a7 6 — 2015017 + 14a1 4018 — 2a1 301,9 — 3a18a26 — 4a1,6a2;8
— 5ay,4a210 — 2a1,10 + a2,12)q(2)
+ (—177a§ 5 — 321a] 3014 + 59a] gass — 171a] 3a7 4 + 9647 3a1 5
2
+ 58&%3&1’40,3,8 — 28&?’4 + 60@173017461175 + 39@1,30/1,6
2 2 2
+ 14@174(13,8 — 12a1,3a1,5a378 - 10@173(13710 - 3(11’5
+ 21ay 4a1,6 — 6a1 3017 — 4a1 6azs — Sa14a310 — 3a1,8 + a312)(3)
1,4 58a2 10a? 14a2 , — 12
+ (59a7 3 + 58ai 3a1,4 — 10a7 3a4,10 + 14ay 4 — 12a1 3015
—5ay4a410 — 4a16 + as12)0(y))

Explicitamente, as condigoes além da ramificagao sao:

Gl =a25 — 2a1,3 =0

Go:=a3z7—3a13=0

Gy := —ag7 — 3ai 3 — 4a1 3014 + 3a1 3025 + 2a15 = 0

Gy:=as9 —4a13=0

Gs:=azg+ 110:1)’,3 +6a1,3014 — dar3a3g — 3a15 =0

Ge := a9 — 11a??,3 - 2861?,3611,4 + 11@?,3612,6 - 8(11,3@%,4 + 11a%73a175 + 061301402
+ 4ai4a1,5 + 6a1,301,6 — 3a1 5026 — 4a1,3a28 — 2a1,7 =0

Gr:=as11 + 26@?73 + 8ay,3a1,4 — Sa1 3as10 —4a15 =0

2 2
G8 = 037]_]_ — 78@?73 — 87@%3@174 + 26@?,3013,8 - 12@1730174 + 390’1,30’175 = 0
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Gy := ag11 + 78a] 5 + 243a] sa1,4 — 78a] 3a2,6 + 160a} 3ai 4
— 91&%730,175 — 87(1:%7361174@276 + 16@173ai4 — 100a%3a1,4a175
— 61ai1)’73a1,6 - 12a173ai4a2,6 + 39ai3a1,5a276 + 26&?73@,8
2 2 2
— 8&174(1175 + 13a173a175 — 24&1,3611,4(1176 + 13&1730,1’7
+ 6ay.4a1 5026 + 9a1 3a1 6a2,6 + 8ai 3a1 4a28 + 6a1 5a1,6 + 4ai 4a1,7
+ 8a1 3a18 — 3a1,7a26 — 4a1 5028 — dai 3a2,10 — 2a1,9 = 0
Gio = as13 — 294a5 5 — 19243 + 5043 — 16ay 3a} 4 + 90a3
10 -= @4,13 a3 a1,301,4 a71,304,10 a1,301 4 a1,301,5
+ 10a1,3a1,4a4,10 + 8a1,4a1,5 + 12a1 3a1,6 — Sa1 504,10 — 6a1,3a4,12 — 4a1,7 =0
Gy = 882a7 5 + 1308a? — 294a° 44403 502
11 := a3,13 + 88209 3 + ajy 3a1.4 aj 3038 + 44407 307 4
— 570&41173(11,5 — 192@?73(11,4&3,8 + 24@17361?74 — 303@%73611,4@1,5
3 2 2 3
— 168a173a1,6 — 16(11,3(1174CL378 — 90a1’3a1,5a3,g + 50(1173CL3710
2 2 2
- 120,1’40,175 + 45@173a175 — 36a173a1’4a1,6 + 45&1736“77
+ 8a1 401 5038 + 12a1 3a1 6az s + 10aq 3a1 4a3,10 + a1 5a1,6 + 6a1 4a1,7

+12a1 3a1 8 — 4a1,7a38 + Say 5a3,10 — 6a1,3a3,12 — 3a1,9 =0

G12 1= ag,13 — 882af 3 — 3072a] 3a14 + 882a] a6 — 2766a; 307 4
+ 115848 + 13084 — 72043 ;a3
a1,301,5 a1,301,402,6 a1,3014
4 5 3 2
+ 1827@17304_740/]_75 + 756@173(1]176 + 444011’3011,4@276
— 570a] — 2944} — 32a1 a7 , — 56042 32
a1,301,502,6 a1,302,8 a1,301 .4 ay,301.401,5

275a3 za3 5 + 65647 145a} 24ay 3a3

— 270a7 307 5 + 000aj 3a1,4a1,6 — 140ay 3a1,7 — 24ay 3ay 4a26
2 3 3
— 303&173611’4&1,50,2,6 — 1680,1730,176@276 — 192@173a174a2,8
2 2
+ 1661:1)’74611,5 — 116&1,3611,4&175 + 72a173a174a1,6
— 213a] ga1,501,6 — 11647 3a1.4a17 — 11243 301 8
2 2
— 12a7 4a1 5026 — 4501307 sa26 + 36a1 301 401,602,6
— 4502 — 16a;.3a% 90a? 50a3
a1,301,702,6 a1,3a7 4a2,8 +90aj a1 5028 + olaj 3a2,10
3 2 2
+ 5(11,5 — 24a1,4a1,5a176 — 18a1,3a1,6 — 8a174a177 + 30a1,3a175a1,7
2

— 32a1,3a1,4a1,8 + 15a7 3a1.9 + a1 5a1 6026 + 641,401,702
+ 12ay 3a1 8a2,6 + 8ay1,4a1 5028 + 12a1 3a1 gaz g + 10a1 3a1 402,10 + 6ay 6a1,7
+8ay,5a18 + 4ay4a19 + 10a1 3a1,10 — 3a1,9a26 — 4a1,7a2.8 — da1 502 10
—6a1,3a2,12 —2a1,11 =0

Na Figura 2.1, apresentamos uma representacao grafica das condigoes impostas pelo polinémio

do tipo G, isto ¢, pelos polinomios F; = F;| e seus sucessores indutivamente calculados Fi*j,
b 9
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j > 2. Graficamente, os indices das condigoes tem o seguinte significado: o indice i especifica a
coluna, enquanto o indice j indica o nimero degraus caminhados para cima no caminho de Dyck,
que codifica o semigrupo. Esta interpretacao gréafica generaliza naturalmente o caso de cispides

~y-hipereliticas, como veremos em breve.

Figura 2.1: Caminho de Dick com bp e rp, quando g =7en =4

Condicoes que contribuem com bp e rp para curvas racionais com cuspide hiperelitica

quando g =7 en = 4.

Lema 2.1.4. Os polinomios da forma

n g—1
G = Za(i)fi + Z Oé(1j)ff
=2 j:k2/2

impoem exatamente Y ., (g — %) condigoes além da ramificacao independentes.

Demonstracao. No caso geral, quando as fungoes de parametrizacao f; tem ordens pares e

arbitrarias de P-anulamento, escrevemos:

fi= 2 + a173t3 + a1,4t4 + e
fo =" + ag g, (11T + agpy 4ot 4

k k3+1 k3+2
f3 =1 +ag g1t 4 a3 ks+2t A

k kn+1 kn+2
Jn =1"" + ap g, 11t ntlhg Ant1kp+21 AR R
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e tomamos l; ;= k;/2, d; .= l;y1 —l; — 1 paratodo2<i<n-—1,ed, :=g—1,— 1.

Consequentemente, temos

G = () + o)t + () a2.0541 + a()laar )22 4 - (2.9)
+ (1(112+1)t2(l2+1) + Oé(llerl)(lz + 1)&173t2(l2+1)+1 + - (2.10)

+ a(112+d2)t2(l2+d2) + 04(112+d2)(l2 + dz)a173t2(12+d2)+1 4+ .- (2.11)

+ (04(3) + a(113))t2l3 + (04(3)(137213.:,_1 + a(le)l3a1,3)t2l3+1 + e (2.12)

+ a(lz3+1)t2(l3+1) + 04(113+1)(l3 + 1)&1’3t2(l3+1)+1 “+ ..

gy 2D agigrag (I + dg)ar st BT 4

+ (a(n) + a(lln))tmn + (a(n)an,anJrl + Oé(lln)lnal’g)tm"—'—l + -

+ (et g (1 + Dag gt 4

+ a(lln+dn)t2(ln+dn) + aqintany(ln + dp)ag gt2 Tt 4

As lacunas do semigrupo S de P determinam condigoes além da ramificacao, pois as
ordens de P-anulamento equivalentes a essas lacunas nao sao permitidas para elementos Op.
Nosso método consiste em forcar o anulamento de termos de ordens sucessivas e cada vez
mais altas; os passos deste processo estao indexados pelas lacunas de S. No primeiro passo,
comegamos com a lacuna 2ly 4+ 1, que é a primeira lacuna que aparece como um expoente na

expansao de G que assumimos acima, com coeficientes genéricos. Desta maneira, tomamos
04(112) = —Q2) (2.13)

com o objetivo de eliminar o termo de grau 2l5. O termo de grau 2/, + 1 agora precisa ser
anulado, o que forca a igualdade

@G =0
onde G; = agop,+1 — l2a13. Em particular, G; = 0 é a tdnica condi¢ao imposta pela
lacuna 2l + 1. Além disso, o coeficiente de cada monomio t* que aparece na linha (2.9)

¢ transformado em um polinémio linear ¢ ;(a(2)) na varidvel as).
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Similarmente, no segundo passo, indexado pela lacuna 2(ly + 1) + 1, nds tomamos

Qplat+1y = —901,2(l2+1)(04(2)) (2.14)

a fim de eliminar o termo de grau 2(l; + 1). O anulamento do termo de grau 2(ly + 1) + 1

agora impoe a igualdade

04(112+1)(l2 + a3+ 901,2(lz+1)+1(04(2)) = (—@172(52“)(&(2)))([2 +1ays + @1,2(52+1)+1((1(2)) =0

que, por sua vez, implica
&(Q)GQ =0

onde GG é um polinomio nos coeficientes das fungoes de parametrizagao da curva. Portanto
nos obtemos 1 condicao adicional, a saber, G5 = 0. Além disso, em razao da igualdade
(2.14), verifica-se que qualquer coeficiente de monémio t* contido na linha (2.10) é escrito
como uma forma linear ¢q () de ).

De forma geral, cada passo dentre os (ds + 1)-ésimos primeiros (indexados por lacunas
2(ly + dg) + 1) produzem uma condicao adicional independente; e os coeficientes dos termos
de poténcias t* em cada uma dessas linhas, incluindo (2.11), sdo transformadas em formas
lineares do tipo @1 k(a(2)), - -, Pdot1,k(2))-

No (dy + 2)-ésimo passo, tomamos

do+1
Qats) = Q@) — Z Pian () (2.15)
i=1

para eliminar o termo de grau 2l3. Com isso, o coeficiente do termo seguinte, de grau 2[3+ 1,
também deve ser anulado, ou seja,

da+1

(a3yas i, +1 + 04(113)13001,3) + Z ©iotz1(02) =0
i=1

pois esta ordem corresponde a uma lacuna. Agora, com a aplicacao de 2.15, obtemos
a2)Gyy2 + 3 Gayp3 =0

onde Gy,12 € Gy,13 sao polinomios nos coeficientes das fungoes de parametrizagao da curva.
Assim, obtemos mais duas condicoes adicionais, a saber, Gg,42 = 0 € Gy,+3 = 0. Podemos
verificar, além disso, que todo coeficiente de um monoémio #* na linha (2.12) é transformado
em uma forma linear ¢y, (a2, a3)): De fato, qualquer desses coeficientes dependem, a

priori, de a(z) e i3y, mas na relagao (2.15), @15y depende linearmente de a(9) € az).
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Ao prosseguir com tal procedimento teremos no maximo » ., (i — 1)(d; + 1) condigoes,

correspondentes aos G;’s produzidos em cada passo. Neste caso, temos

—_

n

Y (i-1(di+1)= > (1= lipr = L)+ (n—1)(g — In)

=2

3

@
[|
I\

3
—

i () o0 (o)

=3 (s-5):

I
ng

3

Portanto, polinémios do tipo G' impoem no méximo » . , (g — %) condicoes além da
ramificagao algebricamente independentes e o Teorema 2.1.1 mostra que, de fato, eles impoem

exatamente este nimero de condicoes algebricamente independentes. O

Exemplo 2.1.5. Continuando o Exemplo 2.1.3, mostraremos que quandon =4, g =7 e
ki = 2i,1 <1 < 4, o polinébmio do tipo H nao produz condic¢oes independentes adicionais, e
portanto cod(V, M}) = (n — 1)g = 21.

De fato, note que qualquer F' em Op pertence a @|[f1, fa2, f3, f1]]. Assumindo que
ordp(F') > 4, podemos escrever

F = o) fo + o2) fi
+a@)fs+ 04(13)ff’ +ag@ [if
+awfa+aanfi +agi fif2+agnfifs +ae)fs
+aan [T+ i fifs + o fifa + ape i fufs + o fifi+ aga)fafs
+ 04(16)1016 + 04(2,14)filf2 + 04(3,13)fff3 + 04(4,12)f12f4 + 04(22,12)f12f22 + a1y f1fafs + 04(23)f§
+ g fofs + @ f3

onde « sao coeficientes complexos e cada uma das linhas acima correspondem as componentes
homogéneas (ponderadas) de F' de valorizacao 4,6, 8,10 e 12, respectivamente.
Reescrevemos agora F' agrupando os termos de mesma valorizagao. A parte inicial da

expansao € portanto lida da seguinte maneira
F = (OZ(Q) + a(12))t4 + (OZQ;,O((Q) + 2&1,30412))?55 + O(tﬁ)
Segue que ordp(F') > 4 se somente se

01 (04(2), a(lz)) =) taa2) = 0. (2.16)
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Vamos usar (2.16) e, para isso, escrevemos o2y = {1(z)) := —2); como 5 é uma

lacuna, segue que 1 := a ()G = 0 para todo a9y € C, isto é, que
Gy =0 (2.17)

onde G = a5 — 2a;1,3; a menos de multiplicacao por constante, esta ¢ a dnica condigao

imposta pelo fato de que 5 ¢ S.

A fim de captar a esséncia do método, iremos agora deixar de explicitar os polindmios
para simplesmente mencionar quais sao os «’s envolvidos em cada passo.

No segundo passo, aplicamos (2.16) e escrevemos
F = (Gra@)t® + ¢a(a(z), ag3), as), et + balag), ag), apn)t’ + O(t°)

Impomos agora
Pa(@), (3), @13), Az)) = 0 (2.18)

Ou seja, apsy = la(a), as), a@eny). O que nos permite reescrever 1, da seguinte
maneira

Yy = a()Ga + a3)Gs + a21)Gr.

O resultado disso é que, neste segundo passo, o polinomio do tipo G é responsavel
por todas as condigbes impostas para os coeficientes das fungoes de parametrizacao f;.
De fato, G; = 0 é a condigao decorrente do primeiro passo e que ressurge junto a a1y,
originariamente coeficiente do polinomio do tipo H. As novas condi¢oes impostas no segundo
passo sao, portanto, Go =0 e Gz = 0.

De forma geral, no passo s de nosso processo, escrevemos
F — w371t25+1 + ¢St28+2 + ws+1t28+3 + O<t28+4)

e tomamos ¢s = 0, 0o que nos permite reescrever 1y como uma combinacao linear de
polinomios nos coeficientes das fungoes de parametrizacao f;.

A partir da decomposicao FF = G + H, chamaremos as condi¢oes produzidas pelo
polinémio G (resp., H), a medida que avan¢amos no procedimento, de G-polinémios (resp.,
H-polinémios). A tabela 2.1 a seguir nos dd uma precisa descricdo de cada um desses
conjuntos de polindmios nos coeficientes de f;; como resultado, observe que os H-polindémios

estao contidos no conjunto de G-polindémios.
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Tabela 2.1: Como as condigoes aparecem

G-polinomios H-polinomios
Ordem | ag) | a@) | o) | aey | M@ | G
5 Gy
7 Gg G3 Gl

9 G4 G5 GG GQ G?)
11 G7 Gg Gg G4 GS GG
13 Gio | Gui | Gia | Gr Gs Gy

De forma mais precisa, as condi¢oes impostas pelo polinémio do tipo G (no qual tem
a2), Q3), Q) como multiplos escalares) sdo sistematicamente reproduzidas (num passo
posterior) pelo polinomio do tipo H (no qual tem o2 1), 3,1y, (4,1 como miltiplos escalares).

A repeticao desse processo para outros exemplos onde os valores de g e n foram tomados
arbitrariamente indica que o padrao persiste, entretanto ainda nos desafia o alcance de uma

prova geral para este fato.

Teorema 2.1.6. Seja V a variedade de curvas racionais com uma unica singularidade que

€ uma cuspide hiperelitica. Entao
cod(V, M}) = (n—1)g.

sempre que g < 7. Nesse caso cada parte da estratificacao Vi C V indexada por k, €

unirracional de codimensio (n—1)g+ Y1, (% —1).

Demonstracao. Com o auxilio de computador comprovamos que o descrito na tabela acima
¢é valido para todos os valores de n entre 3 e g — 1, sempre que 4 < g < 7. Os comandos
utilizados podem ser verificados em [1, ver Arquivo de Contas, subsecao 1.2].
Isso significa que, por sua vez, a algebra de condi¢oes impostas pela cispide hiperelitica
é gerada pelos coeficientes C;; dos polinomios F; introduzidos na prova do Teorema 2.1.1.
A unirracionalidade de Vi segue do fato que cada C;; ¢ linear nas varidveis a;y,12-1 =
[k; + 27 — 1] f; da parametrizagao de f com perfil de ramificacao k.
]

Observacao 2.1.7. A area do retangulo determinado pelas colunas 2 até a coluna n do
nosso diagrama de Dyck (das condigoes relativas a bp e rp) é exatamente (n — 1)g e, em
nossa interpretagao grafica, todos os quadrados correspondentes sao destacados; conforme

Figura 2.1.
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2.2 Curvas racionais com singularidades

~v-hipereliticas de peso maximal

Nesta secao, usamos como modelo a prova do Teorema 2.1.1 e estabelecemos um limite
inferior para o ntimero de condigoes impostas sobre as curvas racionais por uma cuspide
~v-hiperelitica de género g, cujo semigrupo associado é de peso maximal, sempre que g > 7.
Fernando Torres provou [42] que o tnico semigrupo numérico com esta propriedade é S, ., =
(4,4v+ 2,29 — 4y + 1).

Antes de enunciar nosso préximo Teorema definimos:

Definicao 2.2.1. Dado um conjunto sequencial de niimeros naturais ki, . . ., k,, uma decomposi¢ao

de s € N com respeito a kq, ..., k, é uma equacao
s=myk; + ...+ mypk, (2.19)

onde mj, com j € {1,...,n}, sdo inteiros ndo-negativos. Denotaremos a parti¢io associada
a esta decomposigao por (k",..., k") (vamos suprimir a entrada k;"* sempre que m; = 0).
Uma decomposigao como definida em (2.19) é dita redutivel quando alguma subsoma prépria
do lado direito de (2.19) se decompoe com respeito a ky, . .., k,; Caso contrério, dizemos que

é 1rredutivel.

Definicao 2.2.2. Dado um elemento s de um semigrupo numérico S, tomamos

p(s) = #{r > s|r ¢ S}.

Exemplo 2.2.3. Seja S = {0,4,8,12,14, 16, 18,20, 21,22,24, —} e tome k; = 4, ky = 8, k3 =
12. Entao 20 = 2-44-0-8+41-12 é uma decomposicao redutivel, ja que 12 = 3-44-0-84-0-12.
Contudo, 20 =5-4+0-8+0-12 é uma decomposicao irredutivel com particao associada

(4°). Temos também que p(16) = 3, ao passo que p(20) = 1.
As defini¢oes e notagoes acima nos acompanharao por todo o restante deste capitulo.

Teorema 2.2.4. Seja Vs, = Mg s C Mg, a subvariedade de curvas racionais com uma

unica singularidade P que € cuspidal e y-hiperelitica com semigrupo de valores Sy, v > 0.

Assumimos como antes que n < 2g, d > max(2g—2,n) e, além disso, que g > 4vy+2. Entao
cod(Vs, ., Mj) > (n —1)g — dney (27 + 1 = 57 = 3) — 0y q1<n<3y 1 (37 — 57 = 2)

— 03y12<n<3y+2+g+j+* (67 — 1) + Op>3y434 g4 (9 — 37+ 24+ 77)
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onde 6 € o delta de Dirac e j** € o unico inteiro nao negativo para o qual g € (67 — 2™ —

1,67 — 25 + 1] ou entao j** = —1.

Observacao 2.2.5. A hipdtese g > 4v + 2 é feita para garantir que 8y + 4 < 2g, que por
sua vez tem o objetivo de simplificar nosso método. Observe que 2g — 4y + 1 > 4+ + 2, isto

¢ g > 4y + 1, é automatico, pois supomos S, ., y-hiperelitico.

Demonstracao. Aqui, a analise necessaria para produzir um limite inferior para a codimensao
¢ mais delicada do que no caso em que v = 0 em razao da estrutura do semigrupo associado
Sg~- Vamos trabalhar localmente, numa vizinhanca de uma cuspide v-hiperelitica P de uma
curva [C] € Vs, com P-ordem de anulamento igual ao vetor k = (ko, ..., ky); ou seja, [C]
pertence a Vi := Mg g
kj« = 4+ 2 para algum inteiro positivo j* < y+41. A partir daqui vamos nos referir ao lugar

geométrico de f como (fi(t),..., fu(t)), onde f; = ¥ +37, . a; " paratodoi=1,...,n,

k- Sem perda de generalidade, assumimos kg = 0, k; = 4, e que

e para o parametro local ¢ centrado em P. A estrutura aritmética de S, . interage com a
parametrizacao f associada a C' da maneira que exporemos a seguir.

Vamos separar a demonstragao analisando os casos a seguir.

Caso 1: k ¢ formado apenas por entradas pares.

Como no caso em que v = O, temos
COd(Vk,Mg) :Tp+bp— 1

onderp = > "  (k;—i) é aramificacdo de f, e bp é o ntimero de condigoes além da ramificagao
impostas por S, em f. As condicoes além da ramificacao sao induzidas por polindémios

nos f;’s indexadas por decomposigoes irredutiveis dos elementos de s € S, com relagao a

S

Subcaso 1.1: s < 4v. Observe que s é um multiplo de 4 neste caso. Quando
s & {ka,...,kj_1}, s admite uma tnica decomposicao irredutivel com respeito a ki, ..., ky,
cuja particdo associada é (4°/ 1); s portanto nao contribui para o computo da codimensao de
V.

Agora tome s = k; para algum j € [2,7* — 1]. Entdo s contribui (pelo menos) com
p(s) condigbes independentes para bp. Para ficar mais claro, comegamos da mesma maneira
que no caso v = 0 tomando Fj := f; — fl%. Entao v,(F}) é no minimo k; + 1, que pertence

a N\ Sy, ou seja, ordem igual a um gap. Pelo mesmo motivo, temos

[Py = [y = - = (57 = 0 (2.20)
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onde k} ¢ o menor elemento de S, , que € estritamente maior que k;. A independéncia linear
das condigdes de anulamento (2.20) é clara. Por outro lado, uma vez que as condigoes (2.20)

sao impostas, temos v;(F;) = K}, pois os coeficientes remanescentes de F; sao genéricos.

Se kj < 4v, nds agora iteramos este procedimento, tomando F} := F; — [t%i |F; - ffj .
Substituindo Fj por F} e k; por kj produz-se um conjunto de condigoes de anulamento
analogas a (2.20). Por outro lado, se k; = 4v, entdo ki = k;j» = 4y + 2, e nés tomamos
Ff = F; — [tY"*?|F; - f;+, cujo coeficiente lider deve ser anulado. Entao iteramos fazendo a
substitui¢ao F; por F} e subtraindo um multiplo escalar de um monomio dado por poténcias
de fi e fj» com valorizacao igual a do novo F; (apds anulamento do termo correspondente ao
gap). Nosso procedimento continua da mesma maneira até que todos os gaps de S, maiores
que k; e menores que 2g — 47y sejam alcangados, obtendo assim condigoes algebricamente
independentes; de fato, a parte linear da condigao imposta por dado gap ¢ € Nuy, \ Sy €
precisamente a;, — %al,q%_k]., ou seja, novas variaveis aparecem linearmente nos coeficientes

que devem ser anulados em cada passo.

Nosso processo de iteracao pode ser interpretado graficamente usando o caminho de
Dyck P associado a Sy, nas g x g caixas adjacentes. Existe um passo horizontal em P
correspondente a k;; entdo k; fica associado a uma coluna no diagrama de Dyck, e p(k;)
corresponde a distancia vertical até o topo de tal coluna. Em particular, temos p(k;) =
g — Z%/cj; isso indica que a contribui¢ao de s = k; para rp + bp deve ser g + (ik‘j —Jj). E
também que esta contribuigao ¢ no minimo igual a g, com igualdade se somente se k; = 4j.

Embora esta seja uma aproximacao ttil, ela nao esta totalmente correta, pois 2g —
4y +1 € S, nao pode ser escrito como uma combinacao linear positiva de kq,...,k,. A
consequéncia disso é que nao ¢ possivel continuar subindo na coluna de Dyck indexada por
k; simplesmente adicionando monomios em fy, ..., f, a Fj, F}" em cada estdgio, pois nenhum
monomio em f1,..., f, tem valorizacao igual a 2g — 4v 4+ 1. Ao contrario, para continuar
subindo na coluna indexada por k;, pos 2g — 4~ + 1, seria necessario sobrepor outras colunas

e suas construgoes polinomiais indutivas. Vamos retomar a este assunto oportunamente.

Subcaso 1.2: 47+ 2 < s e s # 8y + 4. Neste caso, novamente s admite 2 ou 1
decomposicoes irredutiveis distintas com respeito a kq, ..., k,, dependendo se s pertence ou
nao a {kj1,...,kn}. Se s & {kj41,...,k,}, entdo s ndo contribui com o computo da
codimensao de V; entao, sem perda de generalidade, podemos assumir s = k; para algum
Jj € [j* + 1,n]. Portanto s tem decomposi¢bes irredutiveis com partigdes associadas (k;)

k. k;—(4v+2)
e (47) (respect., (4y + 2,47 T )) dependendo se k; é ou nao divisivel por 4. Assim,
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kj kj—(4v+2)
definimos F; := f; — fi* (vespect., F; := f; — fi«fi * ). Nés agora vamos caminhar

indutivamente para cima na coluna do diagrama de Dyck que ¢ indexada por k; seguindo
o mesmo procedimento indutivo do Subcaso 1.1. Para uma primeira aproximagao, é util
imaginar que todo gap de S, estritamente maior que k; impoe uma condicao que depende
linearmente de uma varidvel antes invisivel, e que existem p(k;) destas condigdes. O valor
preciso de p(k;) depende de quao grande k; é relativamente a 2g — 4y + 1; escrevendo
k; = 4y + 20 para algum ¢ > 0, temos

v—1

pks) = (9 = 37 = Oe<g-1y + Z<g =3y — = M)0g—tytm<r<g-ay+m+1-
i=0

Se k; ¢ divisivel por 4, a parte linear da condicao indexada por ¢ € Nui, \ Sy, € ajq —
%al,qﬂ,kj como no Subcaso 1.1 acima; caso contrario, a parte linear indexada por ¢ €
Nog, \ Sgy € ajq — wa17q+4—kj — Qj* 4yt24q—k;- A contribuicao agregada p(k;) +k; — j
de s = k; para rp +bp é

y—1

(g+7+E—§)icgay+ Y (g+7+L—m— §)0gsrpmei<g—trtms1 = g
1=0

cuja igualdade vale se somente se 7 = v+ £ —m*, onde m* ou é o Unico inteiro para o qual

teg—4y+m* g —4y+ m* + 1] ou entdo m* = 0.

Contudo, assim como no Subcaso 1.1, o argumento usado acima precisa ser ajustado
pois 2g — 4y + 1 nao pode ser escrito como uma combinacao linear positiva de kq,..., k,,
assim o procedimento iterativo pelo qual subimos na coluna indexada por k; precisa ser
acertada para explicar as condicoes induzidas por gaps maiores que 2g — 4y + 1. Iremos
implementar esse ajuste de maneira a unificar as demandas de todos os subcasos seguindo

nossa analise preliminar do Subcaso 1.3.

Subcaso 1.3: s = 8y + 4. Neste subcaso, s admite 3 ou 2 decomposicoes irredutiveis
distintas com respeito a ky, . . ., k;,, dependendo de quando s pertence ounao a {kj«i1, ...,k }.

As partigdes associadas sao (42771), (4y +2)?, e possivelmente (8y +4), se k; = 8y + 4 para

: . . 2y+1 L

algum j. Assim, nés tomamos G := fj2* — I e se k; = 8y + 4, nés ainda tomamos
2v+1 . , . . .

Fj == f; — f{7"". Assim como fizemos antes, nés indutivamente subimos a coluna do

diagrama de Dyck indexada por s, perturbando G e F; por monémios em fi,..., f, em

cada passo. As valorizagoes dos polinomios resultantes continuam crescendo até atingirem
2g — 47, estagio no qual nenhuma iteracao adicional é possivel, j4 que nao temos monomios

em fi,..., f, cujavalorizacao é igual a 2g—4~v-+1. No entanto, como heuristica, é tutil ignorar
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provisoriamente essa obstrucao e corrigir a contagem posteriormente; nesta idealizagao, cada
(versao indutivamente perturbada de) G e F; (quando s = k;) ird contribuir p(8y + 4)
condicoes algebricamente independentes, com partes lineares da forma 2a;- 4—4y—o — (27 +
Dajg-sy € ajq — (27 + 1)ay 4—s, para todo ¢ € Nugyia \ Sy, respectivamente. O valor de

p(8y 4+ 4) depende que quao grande g é relativamente a y; a saber,

—_

~y—

P87 +4) = bg>6r42(9 =57 —2) + > (9 =57 — 1+ j)06y—2j—1<g<6y—2j+1-

<
Il
o

Nesta idealizagao, quando s ¢ {kj«i1,...,k,}, s contribui g — 5y — 1 + j** com a soma

rp +bp. Quando s = k; para algum j, s contribui
209 =5y =147+ 8y+4—7)=29g—2y+2+25" —j>29—5y—1+j5*

com rp + bp, cuja igualdade é atingida se somente se j = 3v + 3 + j**.

Condicoes além de 2g — 4y + 1. Em razao do gerador minimal 2g — 4y + 1 de
Sg~ nao pertencer a k, nenhum monomio nas fungoes de parametrizacao f;,i = 1,...,n
tem t-valorizagao 2g — 4y + 1. Para continuar subindo a coluna de Dyck indexada por um
dado elemento s € S,, "além de”2g — 4y + 1, perturbamos o polinomio F*, construido
indutivamente, de valorizacio 2g — 4y por (qualquer) um dos polinémios F*, também
construidos indutivamente, com valorizacao 2g—4~ de uma coluna indexada por um elemento
distinto ' € S,,. De forma mais precisa, Nos substituimos F* por F*® — F ' ¢ entdo
continuamos nosso processo iterativo exatamente como antes, aumentando a valorizacao de
nosso polinémio ao adicionar multiplos escalares de monomios nas fungoes de parametrizacao
fi,..., fn em cada passo. Quando fazemos isso para toda coluna indexada por algum s € S
que admite no minimo duas decomposicoes irredutiveis, o efeito imediato é que o limite
inferior da codimensao que haviamos idealizado anteriormente diminui por p(2g—4y+1) = ~;

cf. Teorema 2.3.4 e sua prova abaixo.

Minimizando o nimero total de condigoes. O resultado basico da andlise acima
é que quando todas as entradas de k sao pares, o numero de condi¢oes é minimizado quando
os elementos k; determinam, na extensao méxima possivel, uma sequéncia de elementos
consecutivos em S, . Existe uma ressalva, a saber, 8y + 4, que ¢ o minimo multiplo comum
de 4 e 4v + 2, distingue-se dentre os elementos de S, como o tnico elegivel para admitir
trés decomposicoes irredutiveis distintas. Isso implica que para valores grandes de n, o vetor

de valorizacoes k associado ao nimero minimo de condi¢oes omitird 8y + 4.
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Caso 2: k contém entradas impares. Nossa andlise das condicoes impostas por
elementos s € S, ¢ idéntica ao Caso 1 sempre que s é par ou estritamente menor que a
valorizagao impar minima k;. Observe que ks > 2g—4y+1 e, claro, 29 —4y+1 > 4y+2 pois
g > 4v+2. O elemento s = k} contribui com k;— j condigoes de ramificacao algebricamente
independentes para a soma rp + bp. Note ainda que k; —j > g —~, com igualdade se
somente se k; = 2g — 4y + 1 e k inclui todos os elementos positivos de Sy, menores ou
iguais a 2g — 4y + 1. Por outro lado, sempre que s > ks e s ¢ impar, s admite 2 ou 1
decomposigoes irredutiveis com relagao a ki,...,k,, dependendo se s = k; para algum j
ou nao. Mais uma vez, nés vamos supor, sem perda de generalidade, que s = k;; entao s
contribui com p(k;) + k; — j condicoes algebricamente independentes para a soma rp + bp.
Pelo mesmo argumento de antes, o nimero total de condi¢oes decorrentes da parametrizagao
¢ minimizado quando as entradas k; determinam uma sequéncia consecutiva de elementos
em S, com a ressalva de que o inico elemento apto a admitir 3 decomposigoes irredutiveis,
s = 8y-+4, aqui também deve ser ignorado. Dado uma valorizacao impar k; = 2g—4v+14-4¢,

onde £ € [0,y — 1], temos p(k;) = v — ¢ e portanto
plkj) +kj—j=29-3y+1+3l—j>g

com igualdade se somente se 7 = g — 37 + 1 + 3¢, o que significa precisamente que k inclui
todos os elementos positivos de S, , menores ou iguais que 2g — 4 + 1 + 4¢.
Agregando as condigoes de minimizacao da codimensao. Quando n < 3y +

1, toda entrada k; de k ¢é estritamente menor que 8y 4 4. Nesse sentido, vemos que

cod(Vs, ., M7}) é, pelo menos,
n—2)g+3+Avy+2—n)+(g—5y—1+5")—v—1=Mn—-1)g— (2y+n—-3—7")sen <4vy; e

(n—2)g+3+(4y+2—(v+1))+(g—57—14+5")—v—1= (n—1)g—(3y—2—5"") se v+1 < n < 3y+1.

De maneira similar, se n > 3y + 2, cod(Vs, _, M}) é limitado pelo minimo de

9,77

(n=2)g+3+@y+2-(+1))+(@g-57—1+)+n-3y-2—j7)—y—-1=(n—-1)g— (67 —n)
e(n—2)g+3+ @y +2—-(v+1)+29—5y—1+7")—y—1=ng— (3y—2—j).

Aqui o termo de corregao (n—3vy—2—j**) surge na primeira das duas estimativas anteriores,
porque o (34 3+ j**)-ésimo elemento positivo de S, ., a saber, 8y +4, esta sendo ignorado.
Assim concluimos que (n—1)g—(6y—n) < ng—(3y—2—7"*) se somente se n < g+3y+2+5**.

O
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Exemplo 2.2.6. Vamos tomar v = 2, n = 4, g = 11 com semigrupo de valores de peso

maximal. Qualquer F' em Op pertence a C[[f2, f1, f5, f6]]. Onde

fo=t"+agst® + aget® + -
f1 =1 +asot? +agot' + -
f5s= 10+ a5711t11 + a5712t12 + -

fo =t + agst" + agat' + - .
Assumindo que ordp(F) > 4, escrevemos

F = aufi+ o@ f3
+ ) fs
+ e fo + oz fofa + a@s f3
+ as5,2) /5.2
+ a3 + oo f3 1+ auy [T + s ) f2fe
+ 04(5,22)f22f5 + a5, fafs
+ sy 5+ g o 3 fa + s ay fafe + o) f3 4 oe02) f5 fo + aaz o) fo ST

onde os a) sao coeficientes complexos e as linhas do diagrama acima correspondem as
componentes homogéneas (ponderadas) de F' com valorizagao 2i < 2g.
Agora, vamos reescrever F, reagrupando os termos de mesma valorizacdo. A parte

inicial da expressao ¢ lida como
F = (o) + ap)t® + (asgoqy + 2a50002))t° + O()
com isso, ordp(F') > 8 se somente se
P1(vay, aa2)) == gy + a2y = 0. (2.21)

Usando (2.21), podemos escrever oy g2y = {1 () := —oya4); como 9 é uma lacuna, segue

que 91 := Gray) = 0 para todo ay) € C, ou seja
Gy =0 (2.22)

onde G = as9 — 2a5; a menos de multiplicacao por constante, esta ¢ a unica condigao

imposta pelo fato de que 9 ¢ S. A fim de melhor expressar este método, nao iremos explicitar

todos os polindmios mas simplesmente mencionar quais os «,’s estao presentes em cada passo.
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No segundo passo, apds aplicar (2.21), escrevemos

F =y (04(4))t9 + ¢2(a(4), Oz(5))t10 + ¢2(&(4), a(5))t11 + O(tm).
E agora impomos
Pa2(aay, az)) = (aa10 — a§,5 —2ag6)a) + o) =0 (2.23)

0 que nos permite escrever o) = la(a)) = —(as10 — a§’5 — 2a6)4)., fato que implica a

possibilidade de reescrever ¢, como 1 = Gaa(g) para todo oy € C, isto ¢, temos que
Gy=0 (2.24)

onde Gg = a1 + a§,5a5,11 — 2a95026 + 20260511 — Q4100511 — 20a2,7; € esta é, a menos de

multiplica¢do por constante, a tnica condigdo imposta em razao de 11 ¢ S.

No terceiro passo, ao aplicar (2.23), podemos escrever

F =t + hot™ + g3y, ), sy, agan) )t + U3y, o), aasy, aa))t + O(tH)
Novamente, impomos
P3(aay, ey, 0 (23), 06(472)) = (a375a5,12 — ag,ﬁ — 2a3502,7 + 20260512 — 2028 — A4,1005,12 + Cl4,12)04(4)
+ ) T e3) T Aa2) =0
0 que nos permite escrever
023y = 63(04(4)7 Q(6), V(4,2)) = (G§,5G5,12 - a%,ﬁ — 2a9,5a27 + 202,605,12 — 2028 — G4,1005,12 + A4,12)0/(4)
+ a(ﬁ) + 06(472)

e, portanto 13 pode ser lida da seguinte maneira:

3 = Gy + Gaoue) + Groya ).

Pelo fato de que 13 ¢ S, temos agora duas novas condigoes Gz = 0 e G4 = 0. Observe
que sao apenas essas duas as novas condicoes, ja que G; = 0 foi obtida no primeiro passo.

Em geral, no passo s do nosso processo, quando s > 3, escrevemos

F = w571t4s—3 + ¢St4s—2 + ¢St4s—1 + ¢s+lt4s + ws+lt4s+1 + O(t4s+2)
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entao tomamos ¢s = Vs = ¢s11 = 0, 0 que nos permite reescrever )51 como uma combinacao

linear de polindmios nos coeficientes das funcoes f;. Ou seja, ao dar continuidade ao processo,

impondo o anulamento dos coeficientes dos termos cuja ordem pertencem ao semigrupo,

podemos construir, como no exemplo 2.1.5, a tabela 2.2 a seguir.

Tabela 2.2: Como as condigoes aparecem

G-polinomios H-polinomios
Ordem | o Qo) | ey | Q) | Mo | @) | A5
9 G,
11 Go
13 Gs Gy G,
17 Gs Gs Gy
21 G6 + 1 G7 G7 G5 C2G7 C3G7

onde ¢;’s sao polinomios nos coeficientes de f;.

Aqui, consideramos

F=G+H
onde
G = auyfa+ 04(22)fz2 +ae)fs + ae)fe + Oé(zif)fé3 + apps) fsfo + @(24)f§1 + 04(25)]025 + 04(52)f52-

As condigoes além da ramificacao ainda podem ser dispostas na tabela de Dyck como na

Figura 2.2 abaixo.
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Figura 2.2: Caminho de Dick com bp e rp, para S, 4, com g =11, vy =2en = 4.

Acima, vemos a tabela de Dick com as condi¢oes que contribuem com bp e rp para

curvas racionais com cuspide 2-hiperelitica quando g =11 e n = 4.

2.3 Curvas racionais com semigrupo arbitrario

Assim como no caso hiperelitico, a algebra gerada pelos GG-polinomios neste exemplo
é precisamente aquela gerada pelos polinomios F' e F* distintos pelo processo indutivo do
Teorema 2.2.4; veja a Figura 2.3 para a representacao grafica. Na medida em que todo
semigrupo numérico S é y-hiperelitico para algum +, é natural especular que um fenomeno

analogo a este persista para S arbitrario.
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Figura 2.3: Caminho de Dick com bp e rp quando S, -, com g = 11, v =2, e n = 4 (bis).

Na figura acima, temos as condicoes que contribuem para bp e rp quando S, com
g =11, v = 2, e n = 4. As caixas mais escuras nao contribuem, elas correspondem a

corregao aferida pelo fato de que 2g — 4y + 1 ¢ Span(k). Neste caso v** = 1.

Para refinar nossas contas, vamos precisar de um dispositivo adicional, o qual corrigira
L AT e o . .
possiveis redundancias ”syzygéticas” entre os polinomios F' e F* que levaria a uma contagem
excessiva. Assim, considere s; < --- < s, a notacao para os elementos nao nulos de S
. . my mg . .
estritamente menores que o condutor, e seja {(kn """, ...,k ") :j=1,...,1%(s;)} o conjunto
de particoes associadas as decomposicoes irredutiveis de s;, ¢ = 1,...,p. Para cada s;,
seja vs, j = (Mjn,...,mj1) o vetor formado por expoentes da j-ésima particio associada,

j=1,...,9(s;). Seja V =V (FE) o matréide vetorial sobre

E = {059 = Vs 1, Usyip(s1) — Usi 1} - oo - - S Usy 2 = Usyds - - > Usyab(sy) — Usp,d }-
Denote ainda os circuitos de V por Cy,...,C, e, para cada i = 1,...,¢, seja s(i) o
maior elemento do semigrupo dentre sy, ..., s, para o qual v,;); — vs@s),1 € C; para algum j.

O Defeito Sysygético de f com relagao a k é
q
D) = 3" pls).
i=1

Finalmente, dado s € S, tome p(s) := #{r > s : 1 ¢ S} e ¥(s) o nimero de decomposicoes

irredutiveis com relagao a (ky,...,k,), definimos ¢(s) := max(¢(s) — 1,0).
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Vamos sempre assumir o vetor k = (0,k,...,k,) como o perfil de ramificacio que é
formado pelas valorizagoes das fungoes de parametrizacao associadas a singularidade cuspidal,

como fixado anteriormente.

Conjectura 2.3.1. Dado um vetork = (0, ky, ..., k,) € N’;gl, seja Ve C My g a subvariedade
das parametrizacoes f : P1 — P* com uma tunica singularidade cuspidal e semigrupo S
e perfil de ramificagio k. Tome {si}t_, como o conjunto de geradores minimais de S
estritamente menores que o condutor que ndao figuram dentre as entradas de k; tome m =
min(¢, Y. s ©(s)); e suponha d = deg(f) > max(n,2g — 2). Entao

n m

cod(Vi, M) =Y (ki =)+ Y ¢(s)p(s) = Y pls;) — D(k) — 1. (2.25)

i=1 s€SN[2g] i=1
Observacao 2.3.2. Em uma linguagem complatamente equivalente a combinatorial acima,
que envolve matréides vetoriais e seus circuitos, podemos refrasear nossa conjectura da
maneira que segue.
Primeiro denotaremos por M(s;) a matriz 1¥(s;) X n onde cada linha é um vetor
dado pela subtracao de vetores v, ; — vs, 1, com j = 1,...,9(s;), como descrito acima.
Considere ainda a matriz A(s;) = ([M(s1)]...[M(s;)]). Por fim, denote por ¢(s;) =

rankA(s;) — rankA(s;_1). Entao temos:

Conjectura 2.3.1 (Bis) Dado um vetor k = (0,k1,...,k,) € NI, seja W C Mi,s a
subvariedade das parametrizacoes f : P* — P com uma inica singularidade cuspidal e
semigrupo S e perfil de ramificagio k. Tome {s}}i_, como o conjunto de geradores minimais
de S estritamente menores que o condutor que nao figuram dentre as entradas de k; tome
m =min(, ) s (s)); e suponha d = deg(f) > max(n,2g — 2). Entdo

n m

cod(Vie Mj) = Y (ki =)+ 32 6ls)pls) = D plsi) — 1. (226)

i=1 s€SN[2g] i=1
Em termos operacionais e computacionais, essa segunda linguagem é mais eficaz.
Contudo, para fins didaticos, utilizaremos a linguagem combinatorial nas demonstracoes

dos resultados que seguem.

Observacao 2.3.3. Certificar que Vi nao é vazio em geral é delicado, na medida em que
equivale a afirmar que o semigrupo de valores de uma parametrizacao geral com perfil de
ramificacao k contém todos elementos do semigrupo de valores associado S. Por outro lado,
sempre que Vi nao é vazio, verificar que a codimensao sobre M} é pelo menos o valor descrito

no lado direito da desigualdade (2.25) é relativamente simples.
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Teorema 2.3.4. Considerando as notagoes e hipoteses da Conjectura 2.3.1, temos

cod(Vie M) = Y (k=) + D els)pls) = D ps) D=1 (227)

=1 s€SN[2g]

sempre que Vi € nao vazio.

Demonstracao. O argumento a ser usado é semelhante ao utilizado para provar o Teorema 2.2.4.
Vamos iniciar trabalhando o caso especial em que todo gerador minimal pertence a k.

Desta forma, denote por f a parametrizagao "universal”’de Vy, representado pelas
thitl L O(tF+?), i = 1,...,n. Dado s € S,

fungdes de parametrizagio f; = thi + a;y, -

primeiro assumimos que s+ 1 € N\ S. Considerando quaisquer duas parti¢oes (k' ..., k')
/ m/ . . .~ . ;. e A .
e (kn™, ..., k") associadas a distintas decomposicoes irredutiveis de s, o binomio F :=

| A | P flm; impde uma condi¢ao nao trivial nos coeficientes de f, a saber
le(F) =Y (m; —m))ay,, =0 (2.28)
i
onde lc(F) denota o coeficiente lider de F' (neste texto consideramos como coeficiente lider
de F o coeficiente do termo de menor grau).
De maneira similar, se s+1 € S, escolhida uma decomposigao irredutivel (k' %, kM

de s+ 1, tomamos

FO = Hf = F - Z i —m;) azklﬂﬁfim;/.
i=1

O ponto crucial é que
le(FM) =Y "(mi — m))aip,,, + Q1
i
onde o termo quadrédtico ¢); nao ¢ linear nos coeficientes da parametrizagao a;;, e sera
irrelevante para nossos propositos. De fato, se s+2 € N\ S, obtemos uma condicao, a saber,
lc(F) = 0, cuja parte linear identifica-se como (2.28) e envolve varidveis ainda nao vistas,

m///
a saber, a;,,,; caso contrario, escolhemos uma decomposu;ao irredutivel (kn' " Lkt ) de

i+2 7
s+ 2, e tomamos F® := FO —1e(FO) T, £

Continuando o método, indutivamente subimos pela coluna indexada por s no diagrama
de Dyck associado ao par (S, f), gravando as partes lineares das condigoes associadas a cada

um dos elementos de N\ S estritamente maiores do que s.

Observe que estas partes lineares dependem unicamente do par de decomposigoes

irredutiveis de s destacadas previamente. Além disso, se estas partes sao linearmente



2.3. Curvas racionais com semigrupo arbitrario 57

independentes, as condigoes associadas a elas, mesmo que nao lineares, sao algebricamente

. ;. o . . m; my
independentes. Para levar essa 16gica ainda mais adiante, denote por {(kn "",... Kk ")
i = 1,...,1(s)} o conjunto de parti¢coes associadas as decomposigoes irredutiveis de s,
e denote por vs; := (mj1,...,mj,) 0 j-ésimo vetor de expoentes, com j = 1,...,19(s).

Vamos agora fixar a escolha do vetor de expoentes v,; como referéncia. Cada uma das
diferencas v ; — vs1, 7 # 1 indexa um par de decomposigoes irredutiveis de s, e é associada
a p(s) condigoes encontradas ao longo de nosso caminho indutivo subindo a coluna indexada
por s do diagrama de Dyck. Denote por V(s) o conjunto gerado pelos vetores vy ; — vy 1,
2 <j<(s).

Agora sejam s; < --- < s, os elementos positivos de S estritamente menores que o
condutor e tome Vs := " | V(s;). O conjunto de circuitos do matréide vetorial V' descrito
para o enunciado da Conjectura 2.3.1 estd vinculado ao conjunto minimal de dependéncias
lineares entre os elementos de V5. Como resultado, ao final do nosso processo indutivo,
soma-se p(s(7)) redundantes expressoes (lineares nos coeficientes das fungoes de parametrizagao)
relativas ao elemento maximal s(i) vinculado ao circuito C;. Portanto, o nimero total de

expressoes linearmente independentes é precisamente dado por Y o ¢(s)p(s) — D(k).

Para modificar o argumento acima considerando a existéncia de geradores minimais s;
que nao figura entre as entradas de k, procederemos da seguinte maneira: Fixe um elemento
nao nulo s € S tal que ¢(s) > 0. Fixe uma decomposigao irredutivel de referéncia e a denote
por v, como fizemos acima; denote por st) o maior elemento em S que pertence a Span(k)
que ainda é menor que sj; e denote por Fj:;), Jj=2,...,9%(s) o polinomio com t-valorizagao
s construido indutivamente no processo de ”caminhada”no diagrama de Dyck e associado
a decomposi¢do de s vinculada ao vetor v, ;. Se ¢(s) = 1, existe um tnico processo indutivo,
vinculado ao vetor v 2, e terminamos aqui. Caso contrario, para j = 3,...,¢(s) tomamos

G

serem considerados na coluna s, nos quais as condigoes associadas sao as partes lineares

vy = Fj(lj) — Fj(z) Agora ficamos com ¢(s) — 1 processos indutivos de caminhada a
dos coeficientes de G, ;, j = 3,...,%(s) de termos com t¢-valorizacdo maior que s, Para
cada um destes processos, continuamos a subir pela coluna indexada por s, perturbando
por monomios nas funcoes f1,..., f, em cada passo até que se complete a coluna, ou entao
produzimos polinomios Gf,(2> com t-valorizacdo igual ao maior elemento s?) € S que pertence

a Span(k L s7) e que ainda é menor que s5. Se ¢(s) = 2, nosso processo indutivo termina.

S .
— F* 7 e continuamos o processo

Caso contrdrio, para j = 4,...,9(s) tomamos H,_; := Gy, ,—F;

de subida. Por fim concluimos nosso resultado usando a indug¢ao no nimero de geradores
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minimais de S que nao pertencem a k. O

Exemplo 2.3.5. Um caso instrutivo é o de S = (8,10,12,25,29) e k = (8,10, 12). Existem
precisamente dois elementos diferentes de zero de SN [2g] para os quais ¢ > 0 e p > 0, quais
sejam, s = 20 e s = 24. O Teorema 2.3.4 prevé que a coluna indexada por s = 20 (respect.,
s = 24) contribui com 4 — 2 = 2 (respect. 2 — 1 = 1) condigdes além da ramificagao, onde
as correcoes surgem dos geradores minimos 25 e 29 que nao pertencem a k. O software
Macaulay?2 confirma a validade da Conjectura 2.3.1 nesse caso (ver [1] - Ezample 3.9), ou
seja, que as condigoes algébricas produzidas por nosso procedimento iterativo e enumeradas

pelo Teorema 2.3.4 sao alcancadas.

Observacao 2.3.6. Em todos os casos que trabalhamos, os vetores de expoentes vy ;,
j =1,...,s sao linearmente independentes e, portanto, dim V' (s) = ¢(s). Parece provavel
que essa seja uma caracteristica geral de conjuntos de particoes irredutiveis com tamanho
x0. Em nos ntexto, isso impli u ndénci zygéti orrem nas entr
fixo. Em nosso contexto, iss lica que as dependeéncias s éticas ocorrem apenas entre

condicgoes associadas a colunas distintas no diagrama Dyck.

2.4 Curvas racionais com singularidades

~v-hipereliticas de peso minimal

Um resultado imediato do Teorema 2.2.4 é que a codimensao da variedade de Severi
M s nunca é inesperadamente pequena, isto €, estritamente menor que (n — 2)g, sempre
que S = S, é y-hiperelitico de peso maximal. Por outro lado, em [10, Thm 2.3] pode-se
verificar a existéncia de uma classe infinita e particular de espagos My ¢ de codimensao
inesperadamente pequena; os semigrupos associados S sao semigrupos vy-hipereliticos de peso
minimal, e os espacos projetivos ambientes das parametrizacoes subjacentes sao de dimensao
n > 8.

Precisamente, dizer que S é um semigrupo vy-hiperelitico de peso minimal, para algum
~v > 0, significa que o caminho de Dyck P é uma escada cujos degraus sao de alturas e

comprimentos unitarios, ou equivalentemente, que S = S* _, onde

97
Sy = (27 +2,2y+4,...,29 — 2v,—).

O resultado apresentado em [10, Teorema 2.3] estabelece que quando g = 3v+4en =y+1,

a subvariedade genérica (com semigrupo associado de peso minimal) V(2y+2,2v+4,...2v+2n) C
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]\4(?79;33V ¢ inesperadamente grande sempre que n > 8. E natural perguntar se ao fixar
S =S, deixando variar apenas o genero g e a dimensao do espago ambiente n encontraremos
outros exemplos V(2y42,2y+4,....2+2n) cOM tamanhos excedentes quando n pertence ao intervalo
critico [3,7].

Por outro lado, se n < v, entao V(2y422y44,...2y+20) ¢ vazio; de fato, nenhum valor
s € 27 + 2n + 2,47 + 2] pode ser realizado por um polinémio em f;, i =1,...,n se o vetor
de valorizagao é (2y+2,2y+4,...,2y+2n). Nosso resultado final lida com os demais casos,

nos quais n € [3,7 ey <n—1.

Teorema 2.4.1. Considere quen < 2g, d > max(29—2,n), €3 < n < 7.5ntdo V(ay+2,2v+44,... 2y+2n)
€ vazio, ou entao
cod(V(2y42,2v44,....2y+2n), Mg ) = (n — 2)g

com as sequintes dezesseis excecoes, cujos casos as variedades de Severi tem uma componente

ercessiva:
enc{6,7}, v=05, ege{21,22,23,24}; ou
en="7v=0, eg € {23,24,25,26,27,28,29,30}.

Demonstra¢ao. Em razao do Teorema 2.1.1 e da discuss@o acima, assumimos que v € [1,n—

1]. Temos
2v+n
1
E:J—va+<"; > (2.29)
J=2v+1
enquanto
p(2y+2k)=g—2y—k (2.30)
paratodo k =1,...,g—2v. Observe também que o conjunto de geradores minimais inferiores

ao condutor e que ndo pertencem a k é vazio (isto é B s7); p(s) = 0 sempre que s > 2g — 2y

(pois 2g — 27y é condutor); e para todo k =0,...,g — 2y — 1 temos

Y2y +2k) = (Y Ry + 1Ly +2,..,7+n)

onde ¢y, ,(t;y+1,7+2,...,7+n) denota o nimero de decomposicoes irredutiveis de ¢ com
respeitoa y+1,v4+2,...,v+n. Agora seja @Znﬁ(t) =max(Y(t;y+1,7+2,...,7v+n)—1,0).
Aplicando o Teorema 2.3.4 em conjunto com (2.29) e (2.30), precisamos mostrar, de maneira
reduzida, que

g—2y-1

(n—2)g < 2n7y + ( ) —1+ Z — 2y — k)~ (v + k) — D(K). (2.31)
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Nossa estratégia basica, fora dos dezesseis casos excepcionais, serda encontrar j valores
desses t para os quais os valores associados ¢, (¢) somem no minimo (n — 2 + j) (e maior

que isso nos casos em que o defeito syzygético é diferente de zero).

Caso: n = 3. A estimativa (2.31) segue toda vez que g < 67+ 6; de fato, note que a parcela
2ny + (";1) — 1 equivale a 6y + 5 neste caso.

Sem perda de generalidade, assumimos que g > 67+ 6. Observe que 5., (27 +4) > 1;
De fato, 2y + 4 tem decomposigoes irredutiveis com partigdes associadas (v + 3,7 + 1) e
(7+2)? (note que 2y+4 é o primeiro elemento do semigrupo que admite duas decomposigoes
irredutiveis).

Ou seja, quando k = v + 4, devemos somar a 6y + 5 pelo menos (g — 2y — (y+4)) =
g—3v—4. Portanto o lado direito de (2.31) contabiliza, pelo menos, g+3v+1 e a estimativa

(2.31) segue imediatamente.

Caso: n = 4. Agora, assumimos g > 4 + 5 sem perda de generalidade. A estimativa (2.31)
segue do fato que 1;4,7(274—4) > 1, 1;5,7(274— 5) > 1, e que nao existe dependéncia syzygética
entre as decomposigoes irredutiveis de 2y + 4 e 2y + 5 com partigoes associadas (v + 2)?,

(v+3,7+1) e(y+3,7+2), (y+4,7+ 1), respectivamente.

Caso: n = 5. Assumimos g > 1 3 10, —|— = sem perda de generalidade. Podemos agora admitir
que o lado direito de (2.31) é no minimo

v+

k5(g,7) = 10y + 14 + Z (9= 2y = k)¥s4(y + k) — D(K).
k=

Obter a medida de 3¢g condigoes agora depende dos valores possiveis de 7.

e Quando 7 = 1, computamos k5(g,1) > 3¢g + 6 usando o fato de que 1;5,1(145 +1) >
1 quando k£ = 3,4,5, e também que nao existe dependéncias syzygéticas dentre as
decomposigoes irredutiveis de 4,5 e 6 com partigoes associadas (22), (4); (3,2), (5); e

(2%), (6), respectivamente.

e Quando 7 = 2, computamos k5(g,2) = 3¢g + 7 usando o fato de que Jg),g(k +2) =
1 quando k£ = 4,5,6, e também que nao existe dependéncias syzygéticas dentre as
decomposigoes irredutiveis de 6,7, e 8 com partigoes associadas (32), (6); (4,3), (7); e

(4%), (5, 3), respectivamente.
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e Quando v = 3, computamos k5(g,3) = 3g+6 usando o fato que {/;5’3(164-3) = 1 quando
k =5,7,8, e também que nao existe dependéncias syzygéticas dentre as decomposicoes
irredutiveis de 8,10, e 11 com partigoes associadas (42), (8); (5%), (6,4); e (6,5), (7,4),

respectivamente.

e Quando 7 = 4, computamos k5(g,4) = 2¢ + 21 usando o fato que 125’4(/{3 +4) =1
quando k = 8,9; em particular, obtemos a estimativa esperada toda vez que g < 21.
Agora, vamos analisar g > 22. Observe que YZg,A( 14) > 1, e que nao existe dependéncia
sysygética entre as decomposicoes irredutiveis de 12, 13, e 14 com partigoes associadas
(6%),(7,5); (8,5),(7,6); e (9,5),(8,6), respectivamente. Segue que o lado direito da
desigualdade (2.31) é, no minimo x(g,4) + (¢ — 2y — 10) = 3¢ + 3.

Caso: n = 6. Devemos assumir g > 37+ 5; o lado direito da desigualdade (2.31) é portanto,

no minimo
v+4

Ko(g,7) =127+ 20+ ) (g — 2y — k)tbe, (7 + k) — D(k).
k=1
e Quando v = 1, computamos rg(g, 1) = 4g + 7 usando o fato que $6,1(k +1) =1 para
k = 3,4, 126’1(6) = 2, e que a correspondente colecao de decomposicoes irredutiveis
(nas quais as partigoes associadas sao (22),(4); (3,2),(5); e (4,2),(3%),(6)) nao tem
defeito syzygético.

e Quando v = 2, computamos rg(g,2) = 4g + 7 usando o fato que zzﬁ,g(k; +2) =1 para
k=45, 7;;62(8) = 2, e que a correspondente colegao de decomposigoes irredutiveis (com

partigoes associadas (32), (6); (4,3), (7); e (4%),(5,3), (8)) nao tem defeito syzygético.

e Quando v = 3, computamos kg(g, 3) = 3¢9 + 20 usando o fato que 226,3(/@ +3) =1 para
k = 5,6,7, e também que as decomposi¢oes irredutiveis (com parti¢oes associadas
(4%),(8); (5,4),(9); e (5%),(6,4)) nao tem defeito syzygético. Entao, produzimos no
minimo 4¢g condigoes sempre que g < 20. Assumindo g > 21; deduzimos que o lado
direito da desigualdade (2.31) é no minimo 4¢g + 6 do fato que {5673(11) =1, e que as
decomposicoes irredutiveis com parti¢oes associadas(7,4), (6,5) sdo independentes das

outras ja listadas.

e Quando v = 4, usamos o fato que J6,4(k+4) = 1 para k = 6, 8 e que as correspondentes
decomposicoes irredutiveis sao independentes para computar xg(g,4) = 2g + 38, que é

estritamente menor que 4g se somente se g > 20. Assumindo g > 20; usando o fato
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que 1;6,4(13) =1le {/;6,4(14) = 2 e também que a colecao de decomposicoes irredutivies
com partigoes associadas (5%), (10); (6%), (7,5); (7,6), (8,5); e (7%),(9,5), (8, 6) nao tem
defeito syzygético, deduzimos que o lado direito de (2.31) é no minimo kg(g,4) + 29 —
35 = 4g + 3.

e Quando v = 5, usamos o fato que @675(9) = 1 para computar kg¢(g,5) = g + 61,
que é estritamente menor que 4g se somente se g > 21. Agora assumimos g >
25; iremos retornar aos casos (excepcionais) g = 21,22,23,24 logo adiante. Para
certificar a desigualdade (2.31), usamos o fato de que 126,5(15) = 1, contabilizado
pelas decomposigoes irredutiveis com partigdes associadas (8,7), (9,6); 1;675(16) =2
contabilizado pelas decomposigdes irredutiveis correspondentes a (10,6), (9,7), (8%);
&675(17) = 2 contabilizado pelas decomposicoes irredutiveis correspondentes a (9, 8),
(10,7), (11,6); 65 (18) = 3 contabilizado pelas decomposicdes irredutiveis correspondentes
a (92), (10,8), (11,7), (6%); e 1h6.5(19) = 2 contabilizado pelas decomposigoes irredutiveis
correspondentes a (10,9), (11,8), (7,6%). Contudo, aqui nés temos que o defeito
syzygético nao é zero; ao contrario, existem cinco dependéncias lineares nao triviais
nas quais, juntas, equivalem a uma correcao de bg — 113. E segue que o lado direito

da desigualdade (2.31) é no minimo 6g — 49, que é maior que 4g, pois g > 25.

Finalmente, se ¢ = 21, as tnicas decomposicoes irredutiveis a serem acrescidas sao
aquelas correspondentes as particoes de 15 como acima; até aqui, o defeito syzygético
é zero e o lado direito de (2.31) torna-se igual a 2g +41 = 83. Similarmente, se g = 22,
g = 23, ou g = 24, n6s também adicionamos parcelas relativas as decomposicoes de 16,
17 e 18, e consideramos que o numero de dependéncias lineares syzygéticas é um, dois
ou quatro, respectivamente, entao o lado direito de (2.31) torna-se igual a 3g+20 = 86,
4g—2 = 90, ou bg—25 = 95, respectivamente. Os cdlculos com Macaulay?2 [1] certificam

que essas sao as codimensoes reais dos espacos correspondentes V.

14

Caso: n = "7. Vamos assumir g > £~ 4 Z'; 0 lado direito de (2.31) é entao, no minimo

[$7+%21
ke(g,7) =147+ 2T+ D (9—2v—k)r,(y+k) — D(k).
k=1
e Quando 7 = 1, computamos k7(g,1) = 4g + 16 usando o fato que QZ7,1(]{J +1) =1
para k = 3,4,6 ¢ @Z771(6) = 2, e que as correspondentes decomposigoes irredutiveis com
partigoes associadas (22), (4); (3,2),(5); (22,3),(7); e (3%),(2%), (6) sao independentes,
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isto é, nao tem defeito syzygético. Em particular, segue que o lado direito de (2.31) é

no minimo 5¢g + 8.

e Quando vy = 2, devemos contar como no caso y = 1. E facil verificar que Jm(ls +2)=
1 para k = 4,5 e 127,2(8) = 2, e que a colecao correspondente de decomposicoes
irredutiveis com partigoes associadas (3%), (6); (4, 3), (7); e (4?), (5, 3), (8) sdo independentes.
Segue que k7(g,2) = 4g + 18, que é no minimo 59 quando g < 18. Por outro lado,
se g > 19 usamos Jm(?) = 2 e o fato de que as correspondentes decomposicoes
irredutiveis com particoes (3?), (5,4), (9) sdo independentes das outras para concluir

que o lado direito de (2.31) é, pelo menos 5g + 7.

e Quando v = 3, computamos k7(g,3) = 4g + 20 usando o fato que 22773(141 +3) =1 para
k=25,6, ng(lO) = 2, e que as correspondentes decomposicoes irredutiveis indexadas
por (4%),(8); (5,4),(9); e (6,4),(5%), (10) sdo independentes. Em particular, obtemos
pelo menos 5g condigoes sempre que g < 20. Se g > 21, Usamos 15773(8) =1 e o fato
de que as decomposigoes irredutiveis indexadas por (7,4), (6,5) sao independentes das

outras ja listadas para concluir que o lado direito de (2.31) é, pelo menos, 5g + 6.

e Quando vy = 4, computamos k7(g,4) = 3g+38 usando o fato de que 127,4(/6—1—4) = 1 para
k =6,7,8 e que as decomposicoes irredutiveis indexadas por (5?),(10); (6,5), (11); e
(7,5), (6%) sdo independentes. Consequentemente, obtemos pelo menos 5g condigoes
toda vez que g < 19. Se g > 20, existem condigoes adicionais vindas das decomposicoes
irredutiveis indexadas por (7, 6), (8,5); e (7%), (8, 6), (9, 5) e contabilizadas por 127’4(13) =
le &774(14) = 2, respectivamente. Estes ultimos no entanto nao sao independentes dos
outros; ao contrario, existe uma relacao de dependéncia linear que produz um defeito
syzygético de g — 2y — 10 = g — 18. Segue que o lado direito de(2.31) é, pelo menos,
29 + 3.

e Quando 7 = 5, computamos k7(g,5) = 2g + 61 usando o fato que 1’/:7,5(16 +5) =1
para k = 7,9 e que as decomposigoes irredutiveis indexadas por (6%), (12) e (7%), (8,6)
sao independentes. Consequentemente, obtemos pelo menos 5g condigoes sempre
que g < 20. Assumindo g > 25. Para verificar a desigualdade (2.31), usamos o
fato que 1,/;775(15) = 1 contabilizado pelas decomposigoes irredutiveis indexadas por
(9,6),(8,7); 1%75(16) = 2 contabilizado pelas decomposicoes irredutiveis indexadas
por (10,6),(9,7), (82); 75(17) = 2 contabilizado pelas decomposigoes irredutiveis
indexadas por (11,6),(10,7),(9,8); {/1}5(18) = 3 contabilizado pelas decomposicoes



2.4. Curvas racionais com singularidades ~y-hipereliticas de peso minimal 64

irredutiveis indexadas por (6%), (11,7), (10,8), (9%): e 175(19) = 2 contabilizado pelas
decomposigoes irredutiveis indexadas por (7,62),(11,8),(10,9). Pelo mesmo célculo
realizado anteriormente quando n = 6 e v = 5, o defeito syzygético associado é 5g—113.

Segue que o lado direito de (2.31) é no minimo 7¢g—49, que é maior que 5g, pois g > 25.

De forma similar, se g = 21, o lado direito de (2.31) torna-se igual a 3g + 41 = 104;
enquanto se g = 22, g = 23, ou g = 24, torna-se igual a 49 + 20 = 108, 5g — 2 = 113,

ou 6g — 25 = 119, respectivamente.

e Finalmente, quando v = 6, usamos o fato que @Z7,6(16) = 1 contabilizado pelas
decomposigoes irredutiveis de 16, indexadas por (9,7), (8%) para computar x7(g,6) =
g+89, no qual é pelo menos igual a 5g sempre que g < 22. Agora, vamos considerar g >
29. Para verificar a desigualdade (2.31), usamos o fato que ¥74(17) = 1 contabilizado
pelas decomposigoes irredutiveis indexadas por (10,7), (9, 8); {/;776(18) = 2 contabilizado
pelas decomposigoes irredutiveis indexadas por (11,7), (10,8), (9?); J776(19) = 2
contabilizado pelas decomposicoes irredutiveis indexadas por (12,7), (11,8), (10,9);
1,/;776(20) = 3 contabilizado pelas decomposigdes irredutiveis indexadas por (13,7),
(12,8), (11,9), (10%); @Zm(?l) = 3 contabilizado pelas decomposicoes irredutiveis
indexadas por (7%), (13,8), (12,9), (11, 10); 1%,6(22) = 3 contabilizado pelas decomposicoes
irredutiveis indexadas por (8,72), (13,9), (12,10), (112); e 74(23) = 2 contabilizado
pelas decomposigoes irredutiveis indexadas por (82,7), (13,10), (12,11). Além disso, é
facil verificar que para todo inteiro k € [11, 15], existe exatamente uma decomposigao
irredutivel de k-+6 contabilizada por 1;776(k:+6) que é independente das decomposicoes
irredutiveis contadas por 12776(10), 15776(11), e 227,6(k + 5). Segue que o lado direito
de (2.31) é, pelo menos

15
kr(g,6) + Y (g — 12— k) = 6g — 36

k=11
que é maior que Hg precisamente quando g > 36. Além disso, pode-se checar explicitamente
que nao existe decomposicao irredutivel de k46 contabilizada por {/;776(]6—1-6) independente
das decomposicoes irredutiveis contadas por 176(10), r6(11), ..., 1r(k+5) para os
inteiros k£ € [16,22], entao a Conjectura 2.3.1 prevé que a codimensao V4 s,..26) ¢

precisamente (6g — 36) para todo g € [29,35]. Similarmente, o lado direito de (2.31)

¢é precisamente 112 quando g = 23; 114 quando g = 24; 117 quando g = 25; 121
quando g = 26; 126 quando g = 27; e 133 quando g = 28. Macaulay?2 [1] verifica as

codimensoes dos correspondentes espacos Vi sempre que g < 27.
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O trabalho realizado até aqui nos indica que é possivel o aprimoramento destas contas

a partir de uma metodologia mais sofisticada.

]

Para finalizar esta segao, vamos mostrar como modificar a construgao de [10, Thm
2.3] para obter uma nova familia de variedades de Severi de codimensao inesperadamente

pequena, assumindo a validade da Conjectura 2.3.1.

Teorema 2.4.2. 5eja V(2y42.2y+4,.2v+120) @ notacio para (parte genérica da estratificagdo

*
9y

assumimos que n =y + 1, d > 29 — 2, e que g = 3y + 6 (respect., g = 3y + 8) para algum

de uma) variedade de Severi com semigrupo de valores associado S%. como acima. Agora

inteiro v > 5. Assumindo a validade da Conjectura 2.5.1, entao V(oy4+22y+4,..2y+2n) € de
codimensao g’y2+%’y+3 (respect., g”yQ+%’y+ 10) em M}. Em particular, V(27+2,27+4,....2y+2n)

¢ de codimensado estritamente menor que (n — 2)g em M.

Demonstra¢ao. Assumindo que a Conjectura 2.3.1 vale, o lado direito de (2.31) computa a

codimensao de V = V(2y422v+4,....2y+2n) €m M.

Caso: g =3y + 6. O lado direito de (2.31) é igual a

5 7 7+5 N
5V 57 (16— k)i, (y+ k) = D(k).
k=1

A conclusao desejada para este caso segue imediatamente do fato que me (v+k) = 0 para
k <~ + 3, enquanto {/jﬁm(’y + k) =1parak =~v+4,7+5 O fato que D(k) = 0, em

particular, é claro.

Caso: g = 3y + 8. Desta vez, o lado direito de (2.31) ¢ igual a

y+7
24 21+ Y (8 = By (1 4 B) — D).
k=1
Usamos o fato que TZ7+1,~/(I<7) = 0 para k < 7+ 3, enquanto @Z%LM(ZV +4) =1 contabilizado
pelas decomposigoes irredutiveis indexadas por ((7+2)?), ((7+3), (y+1)); QZ7+177(2’7+5) =1
contabilizado pelas decomposigoes irredutiveis indexadas por ((7+3), (v+2)), ((v+4), (v +
1)); 1;7+1,7(27 + 6) = 2 contabilizado pelas decomposigoes irredutiveis indexadas por (v +
59+ 1), (v +4,7+2),((y+3)?); e QZWHW(QV + 7) = 2 contabilizado pelas decomposigoes
irredutiveis indexadas por (y + 6,7 + 1), (v + 5,7 + 2), (v + 3)?). As duas dependéncias
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v+7
k=~+6

esperada segue. ]

lineares encontradas representam, juntas, D(k) = > (9 —2v — k) = 3, e a conclusao

A consequéncia do Teorema 2.4.2, tomado em conjunto com [10, Thm 2.3|, é que
esperamos que existam variedades de Severi inesperadamente grandes em todos os géneros

g > 21 e em todas as dimensoes n > 6 dos espagos projetivos de destino.
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Capitulo 3

Gonalidade de curvas com

singularidades hipereliticas

Neste capitulo, uma curva é um esquema projetivo, integral e uni-dimensional sobre um
corpo algebricamente fechado. Devemos lembrar que todas as defini¢oes e notagoes usadas

nesta secao estao explicitadas na secao 1.1.

O seguinte resultado é novo, e refina [11, Teorema 2.2].

Teorema 3.0.1. Seja C' uma curva projetiva e integral de género g > 2 sobre um corpo

algebricamente fechado, e seja g o género de sua normaliza¢do. Entdo
gon(C) <y

valendo a igualdade quando C' é também Gorenstein com g < 3 ou Kunz, com um unico

ponto nao-Gorenstein e tal que g < 1.

Demonstracao. Da demonstracao de [8, Teorema 3.(i)], temos

gon(C) < g+1—1[g/2] —n.

Agora C' é nao-Gorenstein se e somente se n > 1. Entao, se C' é nao-Gorenstein,
o resultado segue do fato de que uma curva com uma singularidade nao-Gorenstein é
caracterizada precisamente pela igualdade n = 1. Por outro lado, se C' é Gorenstein entao
gon(C) < g+ 1eseg > 4 entao gon(C) < g — 1. Logo, é suficiente mostrar que se C é
Gorenstein entao gon(C) < g. De fato, se C' é Gorenstein e hiperelitica, entdao gon(C') = 2

e a afirmagao segue. Por outro lado, por [27, Teorema. 2.2], qualquer sistema que computa
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a gonalidade de C, digamos, gonalidade d, induz uma inclusao C' € S C P9~! onde S ¢é
um scroll de dimensao no maximo d — 1. Em particular, temos d — 1 < g — 1. Portanto
gon(C)=d<g. O

Para o resto desta secao, consideraremos exclusivamente curvas C' com normalizacao
racional e que possui um tnico ponto singular P no qual é unirramificado. Seja P € C' = P!
a pré-imagem de P via aplicacao de normalizacao.

Invocamos aqui todas as notacoes da convencao 1.6.1 e sugerimos a comparagao do
resultado abaixo com os resultados elencados na secao 1.6, em particular com a Proposicao

1.6.3 para curvas de género 4.

Agora considere V,; a subvariedade de M,, ; composta de curvas racionais de género

g com uma unica singularidade que é uma cuspide hiperelitica. Iremos mostrar agora como

V,1 é estratificada de acordo com a gonalidade. Para tanto, seja V!, a subvariedade de
g, ? g,l

curvas racionais cuspidais com género g e gonalidade i. Observe que o seguinte resultado é

uma versao mais refinada da Proposicao 1.6.3.

Teorema 3.0.2. Toda curva racional de género 4 com uma cuspide hiperelitica € isomorfa

a uma curva em P3 com parametrizacao
C = (1+3at + (2b — 3a®)t* + ct® : t* + 2at® + bt° : t* + at® : t%).

Além disso, ao identificar cada curva C com sua tripla associada (a, b, c) € A, a subvariedade

de curvas hipereliticas em M, 4 corresponde a
Vi = {(a,—a’3a’) |a # 0}.

Por fim, toda curva racional nao-hiperelitica de género 4 com uma cuspide hiperelitica C' é

trigonal, e sua gonalidade € computada por um sistema linear livre de pontos de base.

Demonstragdo. Seja L = L(we, H'(we)) o sitema linear canonico em C. Observe que C'
é Gorenstein, pois 2 € S. Se C' é também nao-hiperelitico, entao £ define um mergulho
0:C =PIt =P3e (" :=p(C) éo modelo candnico de C primeiro descrito por Rosenlicht
em [36] e investigado mais recentemente por Kleiman e Martins em [29]. Seja 7: C — C a
aplicacao de normalizacio; entdao @ o : P! — P3 é uma parametrizacio do modelo canonico,

a qual denotamos por C' = (fo: fi: fa: f3).

Pela teoria geral (veja, por exemplo, [39, Teorema 2.8, Cor. 2.9]), existe uma base

de H°(wc) na qual os geradores se anulam com ordens {0,2,4,6} em P. De maneira mais
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precisa, we pode ser mergulhada no feixe de constantes de fungoes racionais de tal forma que
Hwe) = (1,2,y,2) onde = := fi/fo, v := fo/ fo e 2 := f3/fo sao coordenadas afins para
uma vizinhanga do ponto singular P = (1 :0: 0 : 0). Agora, como degp o1 = deg(we) =
2g—2 = 6, afirmamos que, podemos substituir os f;’s, 0 < ¢ < 3, apds a combinagoes lineares

entre eles, pela seguinte sequéncia de fungoes
(fo:fiifo: f3) = (L +art + ast® +ct® : 7 + agt® + bt° - t* + at”® : 1°).

De fato, além de poder assumir que as se¢oes possuem ordem de anulamento {0,2,4,6}
em P, podemos trocar f;, i = 0,1,2 por f; — «;f3 para uma escolha apropriada de o; € C
para garantir que f3 seja a Unica destas secoes que tem termo de grau 6. Também podemos
escolher apropriadamente 5; € C, a fim de eliminar termos grau 4, substituindo f; por

fi — Bif2 para i = 0, 1; a mesma estratégia pode ser usada para eliminar o termo de grau 2
de fo.

Afirmamos ainda que a3 = 2a e a; = 3a. De fato, seja Fyy := (f1/f0)* — fo/ fo; sua

expansao em séries ¢ dada por
Foy = (t*4+2(ag —a)t’ +..) = (t* + (a —a))t> +...) = (2a3 — a — a))t* + O(%).
Pelo fato de que 5 ¢ S o anulamento do coeficiente de t°, ou seja,
20 —a—a; =0 (3.1)
Tome agora Fy; := (f1/f0)® — (f3/fo); sua expansio é
Fy = (t+3(ag —a)t" +...) — (t* —ait” +...) = (3az — 2a1)t" + O(t%)

e, como 7 ¢ S, temos
30,3 - 2(11 =0. (32)

Nossa afirmagao segue, portanto, de (3.1) e (3.2).

Agora considere Fyy = Fy; — (a?)(f1/fo)?; expandindo, encontramos que
Fay = (a5 + (=60 +2b — ax)t” +...) — (a®)(t* — 3at” +...) = (=3a® + 2b — ax)t” + O(1®)
O fato de que 7 ¢ S agora forga —3a® + 20 — ay = 0, e entao

C = (1+3at + (20 — 3a®)t* + ct® : t* + 2at® + bt° : t* + at® : )
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como desejado.

Agora, de acordo com [11, Teorema. 3.1], C' carrega um g4 livre de pontos de base se e
somente se t2/h(t) € O,, onde h(t) € k[t], h(0) # 0 e deg(h) < 2. Portanto, nés comegamos
por supor que h = t? 4+ rit + ry, onde 15 # 0. O fato de que t?>/h € Op implica que

2/t + it +12) = ap + arfi/ fo + asfa) fo + asfs/ fo + O(t®)

onde «; € C para todo ¢ € {0,1,2,3}. Nao é dificil verificar que isso seré possivel se somente

seag=0, 0 =751, ag =3a2/r2 4+ 1/r3 + ¢/(ars) e 7, = ary, e também que
0 ) 2 » &3 2 2 )

b= —a’ c=3a" and a # 0. (3.3)

Agora, supondo h =t + r, onde r # 0. O fato de que t?/h € Op implica que

2/t +7) = ao+ arfi/fo + asfa/ fo + asfs/ fo

onde o; € C para todo i € {0,1,2,3}. Da mesma forma, nao é dificil verificar que isso
é possivel se somente se g = 0, a7 = 77, as = —2a®, a3 = 3a®, r = a”! e que as
condigoes (3.3) permanecem. Diante disso, temos a caracterizacao da subvariedade de curvas

hipereliticas enunciada.

Finalmente, de acordo com [11, Lema 2.4], C' é trigonal e tem sua gonalidade computada

por um gi livre de ponto de base se somente se existem escalares d, e1, e, €3 € k tais que

1) t? + dst®

= €0 3.4
1 + €1t + €2t2 + 63t3 P ( )

onde ez # 0 toda vez que ds = 0 (tal exigéncia serve para garantir que C' seja hiperelitica).

Agora, a relacao de pertinéncia (3.4) segue se e somente se existem escalares ¢y, ¢z, c3 € k

tais que
ot +2at® +0t°) + e (t* + at®) 4 c5t® + t3h(2)

1) = 1+ 3at + (2b — 3a3)t3 + ct® (3:5)

onde h(t) é uma unidade em Op.

Tomando ¢; = 1 e comparando (3.4) com (3.5) chegamos na seguinte equagao matricial

1 —1 0 0 —a
d3
3a —2a -1 0 Co
€1
0 —c5 —2a -1 =| 3a®+ac, —b
€2
—3a®+2b —acy —b —Cy —2a C3
€3

0 —c3 —acg — b —cy —c
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Apos efetuar o processo de eliminacao de Gauss-Jordan, analisando tltima linha da

matriz resultante, nés temos que

3a¢y + 2a4c§ — 3a'cs + 5adbey — 2a2c?2’ +adc — a’v? (3.6)
+ 2a%cycs + Habck — ¢3 — babes + 2¢3c3 4 be — 3 = 0. .

A equagao (3.6) mostra que, para qualquer escolha de ¢y (e qualquer escolha fixada
para (a, b, c)), existem duas possibilidades de escolhas (solugoes) para cs. Por outro lado,
ao substituirmos c3 por umas dessas possibilidades, obteremos uma nova equacgao matricial,
mas agora com matriz associada de ordem 4 x 4. Tal matriz tera determinante diferente de

7Z€ero se somente se

a®+b+#0. (3.7)

Assim, podemos escolher qualquer ¢ que satisfaga (3.7) e depois encontrar ¢z que
resolva a equagao (3.6). Isso nos permitird resolver nossa equacao matricial toda vez que
(a,b) # (0,0); além disso, a existéncia de uma solugao no caso especial a = b = 0 é imediata.

Garantimos assim a existéncia de um g3 livre de ponto de base.

]
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