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Resumo

No presente trabalho serd discutido um conjunto de procedimentos e técnicas para se calcular
parametros de transporte para sistemas magnéticos bidimensionais. O autor discute de forma
abreviada métodos para tratamento de sistemas magnéticos, a fenomenologia associada ao efeito
Hall quantico e a propagacao de ondas de spin. Modelos fisicos simples sao usados para motivar
conceitos da topologia e da geometria diferencial que sado usados para se calcular coeficientes de
transporte relevantes ao estudo do efeito Hall quantico. Por fim, as técnicas discutidas sao aplicadas
ao estudo das redes de Chevron e rede Union Jack.

Palavras chave: Isolantes topologicos, efeito Hall quantico, ondas de spin, spintronica e mag-
netronica.



Abstract

In the present work it will be discussed a set of procedures and techniques to calculate transport
parameters for two dimensional magnetic systems. The author discuss briefly methods to handle
magnetic systems, the phenomenology associated to the quantum hall effect and spin wave propaga-
tion. Simple physical models are used to motivate concepts from topology and differential geometry
that are used to calculate transport coefficients relevant to the study of quantum Hall effects. The
techniques discussed are then applied to the study of Chevron and Union Jack lattices.

Keywords: Topological insulators, quantum Hall effect, spin waves, spintronics and magnetro-
nics.



Lista de Ilustracoes

1.1 O modelo de Hubbard. . . . . . . . . . . . ... ... 16
1.2 Primeira zona de Brillouin (em azul) e zona de Brillouin magnética (em vermelho)

para a rede quadrada bidimensional. . . . . . . . . ... ... ... ... ... 18
1.3 Ordem ferromagnética e antiferromagnética na rede quadrada. . . . . .. ... ... 20
1.4 Movimentos de magnons na presenca de campos elétricos e magnéticos. . . . . . . . 25
3.1 Redede Chevron.. . . . . . . . . . e 36
3.2 Rede de Chevron, dinamica classica de spins. . . . . . . . ... .. ... ... .. 42
4.1 Rede Union Jack . . . . . . . . . . e 50
6.1 Relacao de dispersao para a rede de Chevron (w(ky, ky) = ho + h(ks, ky)). . . . .. 58
6.2 Relacao de dispersdo para a rede de Chevron (w(ky, ky) = ho + h(ks, ky)). . . . .. 59
6.3 Relacao de dispersao para a rede de Chevron (w(ky, ky) = ho + h(ks, ky)). . . . .. 60
6.4 Relacao de dispersdo para a rede de Chevron (w(ky, ky) = ho + h(ks, ky)). . . . .. 61
6.5 Relacao de dispersdo para a rede de Chevron (w(kg, ky) = ho — h(ks, ky)). . . . .. 61
6.6 Relacdo de dispersdo para a rede de Chevron (w(kg,ky) = ho — h(ks, ky)). . . . . .. 62
6.7 Relacao de dispersao para a rede de Chevron (w(ky, ky) = ho — h(kz, ky)). . . . . .. 62
6.8 Relacao de dispersao para a rede de Chevron (w(ky, ky) = ho — h(ks, ky)). . . . . .. 63
6.9 Curvatura de Berry Q- (kz, ky) para a rede de Chevron. . . ... ... ... ... 63
6.10 Curvatura de Berry Q- (kz, ky) para a rede de Chevron. . . . .. ... ... ... 64
6.11 Curvatura de Berry Q- (kz, ky) para a rede de Chevron. . . ... ... ..... ... 64
6.12 Curvatura de Berry Q- (kz, ky) para a rede de Chevron. . . ... ........... 65
6.13 Relacao de dispersao para a rede Union Jack (w(ky,ky) = ho + h(ks, ky)). . . . .. 65
6.14 Relacao de dispersao para a rede Union Jack (w(kg,ky) = ho + h(ks, ky)). . . . .. 66
6.15 Relagao de dispersdo para a rede Union Jack (w(k, k:y) =ho— h(ks, ky)). ... .. 66
6.16 Relacao de dispersdo para a rede Union Jack (w(kg,ky) = ho — h(ks, ky)). . . . .. 67
6.17 Curvatura de Berry Q- (kz, ky) para a rede Union Jack. . . ... ........... 67
6.18 Curvatura de Berry Q- (kz, ky) para a rede Union Jack. . .. ............. 68
6.19 Grafico do coeficiente de Spin Nerst versus temperatura para a rede de Chevron. . 68
6.20 Grafico da condutividade Hall de spin versus temperatura para a rede de Chevron. . 69
6.21 Gréfico da condutividade Hall de spin versus temperatura para a rede de Chevron. . 69
6.22 Gréfico da condutividade Hall de spin versus temperatura para a rede de Chevron. . 70
6.23 Grafico do coeficiente de Spin Nerst versus temperatura para a rede Union Jack. . . 71
6.24 Grafico da condutividade Hall de spin wversus temperatura para a rede Union Jack. . 72

6.25 Grafico da condutividade Hall de spin wersus temperatura para a rede Union Jack. . 72



Sumario

1 Infrodugao geral 13
1.1  Classificacdo dos materiais magnéticos . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2 Hamiltoniano para sistemas magnéticos . . .. . . . . v v v v e e e 14
1.3 Operadores de Spin na representacio de Holstein Primakoft - Transformacoes de

Bogoliubov . . . . L. e e e e e e e e e 16
1.4 Ondas de spins: abordagens classica e quantica . . . . . .. .. .. .. ... .. ... 19
1.5 Modos de Goldstone e Quebrade simetria . . . . . .. .. v e e L 21
1.6 EletgHAILGHAREIES v v v v v v 5 v v oo e o o s smvimes sy v i % 5 6 M M 8 5 % 6 22
1.7 Interacio de Dzvaloshingkil-Motyia « o o o o s voims s 5 5 5 5 5 0 6 6 o w5 5 b b 22
1.8 TeolanteE topol0miBhg « = v v v o o 5 8 £ 5 6 s 5 s s GG B R B E R B B oA A B v & 24

2 Fase de Berry, curvatura de Berry e niimeros de Chern 26
2 T o7 s e e S I T i e T R T L Y P A A 26
2.2 Interpretacio fsica dafagseBerTy: | o 0 0o v b o vriid wiws g b s s h s s ke 28
2.3 Teorema de Bloch e os mimeros de Chern. . . . . . .. ... .. ... ... ..... 30
2.4 Calculo dos parametros topoldgices para fenomenos de transporte via ondas de spin. 31
2.5 Isolantes de Chern e isolantesdo tipo Zo . . . . . . . . . .. o L oo 34

3 Rede de Chevron 35
3.1 Teoria de ondas de spin para o caso ferromagnético. . . .. .. .. . . ... .. ... 35
3.2 Caso antiferromagnético via dinamica classicade spins . . . . . .. . . . .. .. ... 42
3.3 Teoria de ondas de spin para o caso antiferromagnético . . . . . .. ... ... L. 43

4 Rede Union Jack 49
4.1 Teoria de ondas de spin para o caso ferromagnético. . . .. .. .. ... ... L. 49

5 Calculo da curvatura de Berry 54
5.1 Calculo da curvatura de Berry para a rede de Chevron no caso ferromagnético . . . 54

5.2 Cidleulo da curvatura de Berry para a rede Union Jack no caso ferromagnético. . . . 55

6 Calculo numérico dos coeficientes de transporte 57
.1 TAtrodUCRS s & 5 5 s wow w & b 0w B B RN B B o B BRI e B R A B E W E W N R R R 5T
B2 RewilBdos: « v v mon wmmm s 5 5 5 5 5 s s & 6 0 e WS B @ B W B W M E B E R 8 58

7 Conclusao 73



A Cébdigos dos programas usados no cdlculo numérico dos coeficientes de trans-

porte. 78
A.1 Procedimentos gerais usados no célculo . . . . .. ... ... L. 78
A.2 Rede de Chevron - calculo da condutividade Hall de Spin . . . . .. ... ... ... 81
A.3 Rede de Chevron - calculo da condutivdade térmica de Hall e do coeficiente Nerst

de Spin . . . .. 86
A.4 Rede Union Jack - cédlculo da condutividade Hall de Spin . . . . . . ... ... ... 91
A.5 Rede Union Jack - calculo da condutivdade térmica de Hall e do coeficiente Nerst de

SPIN . . . 95



Capitulo 1

Introducao geral

1.1  Classificacao dos materiais magnéticos

As propriedades magnéticas dos materiais tem sua origem nos elétrons dos atomos que possuem
um momento angular intrinseco denominado spin [28]. Em particular, a magnitude da componente
z do momento magnético do spin de um elétron é dada por:

Wy = —glpms (1.1.1)

Onde g ~ 2 é fator de Landé [23](em espectroscopia, ele aparece como um fator multiplicativo
para se determinar os niveis de energia na presenca de campos magnéticos fracos), up ~ 9,27 x
10~24J.T~! é o chamado magneton de Bohr e mg = +1/2 é ntimero quantico associado a esta
quantidade.

A classificacdo de um material depende de suas propriedades magnéticas. No limite cldssico em
materiais ferromagnéticos, os dipolos magnéticos permanentes de elétrons vizinhos exibem alinha-
mento espontaneo na mesma dire¢ao, ao passo que nos chamados materiais antiferromagnéticos, eles
exibem alinhamentos em dire¢oes opostas. Nos antiferromagnetos admite-se a existéncia de duas
subredes ferromagnéticas com spins alinhados em diregoes opostas de modo que a magnetizagao
total ao longo da rede completa se anula. Em alguns materiais este cancelamento é apenas parcial
e neste caso, falamos em materiais ferrimagnéticos.

As subredes com algum tipo de ordenamento magnético podem ser classificadas de acordo com o
tipo de padrao de alinhamento que os dipolos permanentes apresentam. As propriedades magnéticas
de interesse podem ser investigadas baseadas no parametro denominado susceptibilidade magnética,
definido como:

M 1.1.2
X=75 (1.1.2)
M é o médulo da magnetizacao total e B é a intensidade do campo magnético. Classicamente,

J\_J> é um vetor expressando a densidade média de dipolos magnéticos permanetes e/ou induzidos
em um material magnético. Ja do ponto de vista quantico, podemos definir M como uma média
ponderada do médulo da projegao do spin dos elétrons de um material ao longo de uma diregao
especifica (vide 1.4.25). Em geral, a susceptibilidade magnética é computada por d&tomo ou por
mol. Materiais com susceptibilidade magnética negativa sao denominados diamagnetos. Materiais

13
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diamagnéticos nao possuem dipolos magnéticos permanentes, qualquer magnetizacao se da pela
aplicagao de um campo magnético externo e ocorre na direcao oposta a do campo aplicado. O
campo aplicado em uma diregao leva ao alinhamento do dipolos magnéticos na diregao oposta,
por isso a susceptibilidade negativa. Neste tipo de material nao hd nenhum tipo de ordenamento
na auséncia de campo magnético. Nos chamados paramagnetos hd um ordenamento parcial de
momentos magnéticos permanentes, mas apenas no curto alcance devido as flutuagoes térmicas de
modo que a magnetizagao se anula. Nestes materiais, os dipolos magnéticos tendem a se alinhar
na mesma direcao do campo magnético aplicado, o que implica em uma susceptibilidade magnética
positiva.

Nos ferromagnetos, abaixo da temperatura critica a magnetizagao é nao nula e temos ordem de
longo alcance mesmo na auséncia de campo externo. Observa-se que a magnetizacdo é uniforme
em regices denominadas dominios magnéticos. Em geral, dominios magnéticos vizinhos estao ori-
entados em diregdes aleatdrias (reduzindo assim a energia total do sistema). Quando um campo
magnético é aplicado em um ferromagneto os dominios magnéticos se alinham fortemente de modo
que a magnetizacao resultante é extremamente elevada (os ferromagnetos possuem susceptibilidade
positiva).

O valor médio da magnetizacao decresce com o aumento da temperatura devido as flutuagoes
térmicas. A temperatura na qual a magnetizacao se anula é denominado ponto de Curie para ferro-
magnetos e ponto de Néel para antiferromagnetos. Em baixas temperaturas, entretanto, verifica-se
que excitagoes elementares ocorrem tanto nos ferromagnetos quando nos antiferromagnetos quando
o spin de um elétron é ”invertido”e que os estados em que um determinado material se encontra
podem ser a combinagao de varios estados dessa natureza. Essas excitagoes se comportam como
uma quasiparticula e sao conhecidos na literatura como magnons.

Em algumas situacoes, o momento magnético de spin associado a elétrons de condugao sao deslo-
calizados e vérios outros tipos de ordenamentos magnéticos podem ocorrer. Neste tipo de material,
os estados de baixa energia que exibem algum tipo de ordenamento sao denominados densidade de
ondas de spin. Densidade de ondas de spin ocorrem em materiais altamente anisotrépicos e pos-
suem natureza diferente da excitagdes que ocorrem em ferro ou antiferromagnetos. Neste trabalho,
porém, focaremos apenas em materiais que possuem momentos magnéticos localizados.

1.2 Hamiltoniano para sistemas magnéticos

De acordo com o principio de exclusdo de Pauli, férmions (particulas de spin semi-inteiro) sao
descritos por fungoes de ondas totais antissimétricas, ao passo que bdsons sao descritos por fungoes
de onda totais simétricas (particulas de spin inteiro). Essa assimetria para este dois tipos de
particulas quando aplicada a sistemas quanticos simples nos leva a postular uma forma especifica
para o hamiltoniano de sistemas onde temos interacgoes entre os spins de particulas diferentes [28].
Para um sistema de N particulas, uma primeira aproximagao é dada pelo chamado Hamiltoniano
de Heisenberg:

H=Y"1,5.5, (1.2.3)
it

Ou explicitamente, em termos das componentes do spin:



CAPITULO 1. INTRODUCAO GERAL 15

H=> Jilo(S;8Y + SYSY) + A(S; S7)] (1.2.4)
i#i
Aqui, tanto A quanto o sdo parametros constantes que podem assumir valores especificos quando
tratamos de modelos diferentes para sistemas de spins interagentes.

oc=1 A=1 Modelo de Heisenberg
c=1 A=0 Modelo XY
c=0 A=1 Modelo de Ising

Em algumas discussoes sobre o modelo de Ising, inclui-se um termo extra para se tratar de
problemas onde hé a acao de de uma campo magnético externo, o chamado termo do efeito Zeeman:

H=>"17i;8S; — ppBy Y _0i onde o; = +1 para i =1,2, ... (1.2.5)
i '
Algumas vezes o Hamiltoniano para tratamento cldssico do modelo XY é escrito como:
H= Z Jij COS (9@‘) (1.2.6)
l;gj

Onde 60;; é o angulo entre dois spins adjacentes no plano bidimensional e as constantes J;; incor-
poram a dependéncia em S (médulo do momento magnético de spin).

Um modelo fundamental na descricao de sistemas quanticos eletronicos é o chamado modelo de
Hubbard [1] cujo Hamiltoniano é:

H=—t Z (cj-ocjg + C;ch) + UZ”Z‘T”u (1.2.7)

<ij>,o %

Este modelo é particularmente ttil na descrigao de sistemas de muitas particulas, por exemplo,
elétrons em um sélido cristalino. Ele é capaz de descrever fen6menos importantes neste tipo de sis-
tema como supercondutividade, antiferromagnetismo e ferromagnetismo, entre outros. O operador
CIJ cria uma particula no sitio i e o operador ¢;, aniquila uma particula no sitio i, de modo que
Nig = c}acw nos dé o niimero de particulas no i-ésimo sitio na rede.

Neste modelo, hd um elétron (entenda-se aqui por elétron uma particula de spin nao nulo, nao
necessariamente um férmion em sentido estrito) por sitio. O primeiro termo em (1.2.7) é a energia
cinética de um elétron que ”salta”entre dois sitios adjacentes na rede, enquanto o segundo com
u > 0 representa o custo de se ter dois elétrons no mesmo sitio. Neste modelo, desconsidera-se a
energia potencial de interacao de dois elétrons que nao estejam no mesmo sitio. Este é o modelo
mais simples descrevendo o balango entre a energia cinética dos elétrons e a energia potencial de
interagao entre eles. No caso em que uma metade dos elétrons estd com os spins orientados de uma
certa forma e a outra metade com orientagdo oposta e no limite em que u >> ¢, a configuracao de
energia mais baixa pode ser encontrada minimizando-se a energia potencial e tratando a energia
cinética como uma perturbagio (estados com dupla ocupagao sdo ignorados). Devido ao principio
da exclusao de Pauli, um elétron sé ”salta” para um sitio adjacente se os elétrons vizinhos possuem
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Permitido

Néo permitido

Figura 1.1: O modelo de Hubbard.

spins com dire¢do oposta, tal agdo reduz a energia cinética (o que é condizente com a teoria da
perturbagdo em segunda ordem).

Pode-se mostrar que este modelo valido para energia e temperaturas << u é o modelo de
Heisenberg para antiferromagnetos com spin 1/2 com J = —4t?/u (hd um fator —t para cada
”salto em diregoes opostas”e o fator u aparece por conta da maior energia do estado intermedidrio).
Consequentemente, a interacao de troca antiferromagnética provém da combinagdo da interagao
entre os spins dos elétrons e do principio de exclusao de Pauli. No que se segue, nao estaremos
interessados na natureza das interagoes que determinam a energia do estado fundamental e das
excitagdes que alteram a energia do sistema em estudo.

O estado fundamental para sistemas antiferromagnéticos quanticos é, em geral complicado, e
em muitos casos ainda nao determinado. Ao passo que, em ferromagnetos o estado fundamental
ordenado é exato. Modelos mais sofisticados (vide se¢ao 1.7) do que os discutidos nesta segdo podem
incluir termos anisotrdépicos, biquadraticos e/ou antissimétricos.

1.3 Operadores de Spin na representacao de Holstein Pri-
makoff - Transformacoes de Bogoliubov

Podemos representar o spin de uma particula como um vetor em um espaco tridimensional ? =
(Sz, Sy, S). Define-se também os operadores "escada” ST = S, +iS, e S~ = S, —iS,. A este vetor
podemos associar dois nimeros quanticos S e mg para mensurar respectivamente sua magnitude
e sua proje¢do ao longo de uma componente especifica (tomada como z) respectivamente pela
expressoes:

Operadores de spin para dois sitios adjacentes satisfazem a seguinte relacao de comutagao:

[Sf‘,Sf] = i€apy S} dij (1.3.9)

No que se segue, usaremos uma representagio para os operadores de spins denominada repre-
sentagao de Holstein-Primakoff [40]. Para os vetores ST, S~ e S, tém-se respectivamente para
paticulas com spin ”para cimas:
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/ 1 _ a a/,,ai
W ol (1.3.10)
Sf=5-— azal

3

Em alguns situagoes, como em baixas temperaturas, nas quais ha ordenamento magnético, etc,
é possivel desprezar interagoes entre magnons e usar aproximagoes de primeira ordem em S = | S|.
Pode-se escrever os operadores na representacao de Holstein-Primakoff como:

=V 2Sai
- = /2Sa! (1.3.10")
S7 =8 —dla,
Calculos numéricos e comparacao com dados experimentais comprovam que a aproximacao €

boa.
Para uma particula com spin orientado ”para baixo” tém-se:

t=vy ZSa;r
. =V2S5q; (1.3.10”)
SFP=-S+ ajai

Estes operadores satisfazem as relagoes de comutacao:

7] = 21826,

{[[SZ Sﬁ] +hSFd,; (1.3.11)

Como os autovalores do operador S# sdo discretos e restritos ao conjunto { —S,—-S +1, ..., S}
pode-se impor a seguinte restricao no nimero de particulas por sitio:

nj <28 (1.3.12)

Estes operadores obedecem as relagoes de comutagao:

a;, a CLT a/T
{[ i [;]T a[] i(;] 0 (1.3.13)

No estudo de sistemas magnéticos em véarias situacoes é conveniente efetuar-se os calculos no
espaco conjugado de momentos, no lugar do espaco de posi¢oes quando se trabalha com operadores
bosénicos. Tal feito é realizado mediante a transformada de Fourier do operador em questao [24],
que neste caso é dada por:

ryd
ag :N_I/QZe_Zk'T_'i)ai (1.3.14)

% 7 7 7 . ~
Onde k é um vetor no espago de momento e 7/ é um vetor que nos da uma informacao de como
nos deslocamos na rede para ir de um dado sitio até um sitio adjacente.
A transformada de Fourier inversa é dada por:
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—
a; = N"V2Y et T, (1.3.15)
k

A imposicao de condicoes de contorno ao longo de uma direcao especifica é caracterizada por
expressdes do tipo a; = a;1 n,, 0 que implica em e**+Ne = 1 e portanto k, = 27n/N, com n inteiro.
Vemos que o valor de k, é limitado a um intervalo. Fazendo-se este procedimento em todas a
direcoes ao longo da rede podemos determinar a chamada primeira zona de Brillouin. A zona de
Brillouin associada com cada subrede ferromagnética no caso de antiferromagnetos é denominada
Zona de Brillouin magnética.

Zona de Brillouin Cristalina

Zona de Brillouin Magnética

Figura 1.2: Primeira zona de Brillouin (em azul) e zona de Brillouin magnética (em vermelho) para
a rede quadrada bidimensional.

Os operadores bosonicos na representacgao do momento devem satisfazer a seguinte relagao de
comutacao nao trivial:

lax, al,] = dpx (1.3.16)

Muitas vezes, ha a necessidade de se reescrever um Hamiltoniano especifico em uma forma
que seja diagonal e nestas situacgoes é extremamente ttil fazer uso da chamada transformagao
de Bogoliubov. Para um par de operadores bosonicos aj € by na representagao de momento, a
transformacao de Bogoliubov [28] é dada por:

- - T
{Oék = Ukax Ukb:rk (1.3.17)
B = uxbi — vraly

Impondo as relagoes de comutacdo cénonicas (1.3.16) para os novos operadores transformados
tém-se que:

ux = cosh 0, e vk = sinh 8, (1.3.18)

Onde 6y é um parametro a ser determinado, de modo a garantir que as relacoes de comutagao
canodnicas sejam satisfeitas.

Este tipo de resultado, em particular, é muito 1til quando se estuda redes bidimensionais com
duas bandas (isto é, dois tipos de sitios distintos entre si) no caso antiferromagnético.
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1.4 Ondas de spins: abordagens classica e quantica

O Hamiltoniano de Heisenberg discutido na secao 1.2 pode ser estudado via dinamica cldssica de
spins. Neste tipo de abordagem, os spins sao tratados como vetores na concepgao classica do termo.
Tem-se a importante relacao:

5.5, = % cosd (1.4.19)
Onde 6 é o angulo entre dois spins adjacentes residentes nos sitios i e j.
Ao realizar este tipo de tratamento no caso de sistemas sistemas antiferromagnéticos para os
quais se toma J;; > 0 (para sistema ferromagnéticos as constantes de acoplamento J;; sdo negativas)
obtém-se uma expressao do tipo:

H = FEy+ f(0) = —JNS? + f(0) (1.4.20)

Em que Ey = —JNS? representa a energia do estado fundamental e f(#) > 0 é uma funcao que
depende do arranjo dos sitios na rede a ser estudada e equivale um custo energético quando temos
dois elétrons no mesmo sitio.

No tratamento quantico os vetores cléssicos ? sao substituidos pelos respectivos operadores
quanticos. Faz-se uso da identidade ?Zgj = S7S7+8)SY+57S; = 5(S;S; +575])+5757 para
reescrever a expressao (1.2.4) como:

+g- 4 gtg—
H=>)_ Jijw + J; 8782 (1.4.21)
i

Isto permite substituir os vetores classicos na equagao acima pelos respectivos operadores
quanticos em uma representacao que seja adequada ao problema a ser analisado.

Ao se usar a abordagem quéntica, obtém-se uma expressao similar a expressdo (1.4.20), na
qual ha um termo constante representando a energia do estado fundamental e temos um termo
quadratico nos operadores que representa pequenas excitagoes do sistema em relagao a energia do
estado fundamental. Por exemplo, no caso ferromagnético para a rede quadrada, apds escrever
o hamiltoniano com os operadores na representacdo de Holstein-Primakoff [28] e executar uma
transformada de Fourier, obtém-se:

—|J|NS?%z

H=Fy+ Zwkalak com By = 5

k

(1.4.22)

Magnons sao os quantas dos osciladores harmonicos quanticos, isto é, excitacoes de ondas de
spins com energia wy, no caso particular da rede quadrada no caso ferromagnético se tém que:

w = 2J|S Z[l — cos (?7)} = SJz(1 — ;) com v, = %Z[l — cos (?7)] (1.4.23)
)

1)

Onde N é o numero total de sitios na rede, z o nimero de vizinhos proximos e ? é uma parametro
de rede conectando dois sitios adjacentes.

Como mencionado anteriormente, a determinagao do estado fundamental em antiferromagnetos
é complicada, porém calculos numéricos demonstram que para a rede quadrada sem interagoes
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Ordem ferromagnética na rede quadrada Ordem antiferromagnética na rede quadrada

Figura 1.3: Ordem ferromagnética e antiferromagnética na rede quadrada.

competitivas o estado de Néel é uma boa aproximagao mesmo para spin S = % Para o ferromagneto
o estado fundamental ordenado é exato.

Sendo bésons, os magnons obedecem & chamada estatistica de Bose-Einstein [24], nos quais os
nimeros de ocupagao para um dado estado energético sao dados por:

fp = (P — 1)~ g = (kT)7! (1.4.24)

A magnetizagdo (um pardmetro natural para se medir o ordenamento magnético) é definida
como:

1 1 .
M:N;<Si>:5—ﬁg<nk>:S—AM (1.4.25)

%
Integragio da expressdo de AM sobre os todos os vetores k no espac¢o de momento (no limite de
k continuo) nos permite a investigagao qualitativa da dependéncia da magnetiza(;éi) com a tempe-
ratura, para este caso é introduzido um corte na expressao (1.4.23), tomando um ko como o menor

vetor de onda na rede. Sistemas reais correspondem ao limite kg — 0. No caso antiferromagnético
definimos de forma anédloga a magnetizacao para cada uma das subredes ferromagnéticas.

A seguinte tabela resume os resultados da discussdo acima para a rede quadrada em 1, 2, 3
dimensoes.

Ferromagnético Antiferromagnético
d=1, T=0 Ordenado *
d=1,T>0 Desordenado Desordenado
d=2, T=0 Ordenado Ordenado
d=2,T>0 Desordenado Desordenado
d=3, T=0 Ordenado Ordenado
d=3,7>0 Ordenado (T < T¢) Ordenado (T < Tx)
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(* O caso antiferromagnético em uma dimenséo é complicado e depende se o spin é inteiro ou
semi-inteiro.)

1.5 Modos de Goldstone e Quebra de simetria

Uma transformagao de simetria é uma transformacao de que deixa o Hamiltoniano de um sistema
invariante. O Hamiltoniano de Heisenberg, por exemplo, é invariante em relagdo a uma rotagao
global de spins, isto é, se todos os spins forem ”girados”de um mesmo angulo o Hamiltoniano nao
se altera. Pode-se entender este fato, classicamente, fazendo-se analogia com vetores classicos que
preservam seu produto interno mediante transformacoes unitdrias. No caso quéantico, as rotacoes
sao efetuadas por operadores de rotagdo. As simetrias de um Hamiltoniano podem ser classificadas
como discretas ou continuas de acordo com a cardinalidade do conjunto de transformacoes que as
definem.

Quando um estado fundamental é ordenado magneticamente de modo que < S; ># 0, este
estado nao é invariante sobre uma rotagao global dos spins. Por exemplo, no estado fundamental
do caso ferromagnético no qual todos os spins estao orientados em uma determinada diregdo, uma
rotagao dos spins por um angulo qualquer 6 radianos leva a uma outra configuragao de spins com
a mesma energia. O estado fundamental no caso ferromagnético é degenerado. O parametro de
ordem, a magnetizacao (M), também nao é invariante, alterando-se da mesma forma que os spins.

Pode-se dizer que o estado fundamental ”espontaneamente quebra a simetria”do hamiltoniano.
Esta terminologia é usada quando o estado fundamental de um dado sistema é menos simétrico do
que o Hamiltoniano do préprio sistema, isto é, nao permanece invariante sob todas as transformagoes
que deixam H invariante [39] . Em sistemas que exibem quebra espontinea de simetria o estado
fundamental é degenerado e o sistema pode encontrar-se em qualquer uma das configuragoes de
minima energia. O sistema nao assume uma configuracao especifica, portanto menos simétrica, a
menos que seja forcado a tal por uma pequena perturbagao do sistema ou por aplicacao de um
campo externo. Esta nocao é generalizada para o caso de temperatura finitas no qual se diz que os
estados de equilibrio do modelo de Heisenberg exibem quebra espontanea de simetria se o parametro
de ordem magnético é nao nulo.

No caso ferro e antiferromagnético do modelo de Heisenberg, as excitagoes (magnons) possuem

uma energia wy que vai para zero a medida que ? — 0. Isto implica que nao ha nenhuma descon-
tinuidade no espectro destas excitagoes, isto é, nao hd nenhum ”custo minimo”de energia para se
criar uma excitagao nos autovalores de energia. Diz-se que as excita¢oes dos magnons sao continuas.
A quebra de simetria de um estado fundamental com ordenamento magnético é consequéncia do
teorema de Goldstone, as excitagoes continuas sao chamadas de modos de Goldstone ou bdsons
de Goldstone. O teorema de Goldstone afirma que quando o estado fundamental do hamiltoniano
de um sistema exibe quebra espontanea de simetria, excitagoes bosonicas continuas existirao no
espectro de energia.

Um Hamiltoniano é denominado frustrado [38] [15] quando em um sistema magnético, um mesmo
sitio estd sujeito a interacoes conflitantes de modo que os spins tendem a se agrupar em formacgoes
nao triviais levando a possibilidade da existéncia de varios estados fundamentais a T = 0K e de
supressao do ordenamento magnético em temperaturas maiores. Na presenca de frustracdo um
hamiltoniano nao pode ser escrito como uma soma de termos, tal que o estado fundamental do
hamiltoniano completo é simultaneamente o estado fundamental de cada termo. Hamiltonianos do
tipo livre de frustacao (frustration-free) sdo importantes na compreensao de novas fases da matéria
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em sistemas quanticos de muitos corpos, em particular no estudo dos estados fundamentais deste
tipo de sistema.

1.6 Efeito Hall quantico

No presente trabalho, o principal foco é o estudo de sistemas magnéticos, porém, por razoes didaticas
é conveniente considerar um sistema no qual elétrons interagem com um campo magnético externo.

Seja um condutor bidimensional no qual a aplicagao de um campo elétrico £ = E,Z na diregao
Z leva-o a ser percorrido por uma corrente elétrica cuja densidade de corrente é dada pela lei de Ohm
jz = 0 E,. Nesta situacao, a aplicacdo de um campo magnético uniforme na diregao z perpendicular
ao condutor leva ao aparecimento de uma forca de Lorentz na direcao y que ird defletir os elétrons,
o médulo desta forga é dado por F'y = |B|&y. O actimulo de carga elétrica nas bordas do condutor
leva ao aparecimento de uma corrente elétrica transversa a corrente elétrica na diregao x. Este
fendmeno é denominado efeito Hall. Para esta corrente transversa, pode-se definir a condutividade
Hall o,, pela expressao:

O Chamado efeito de Hall quantico consiste na quantizagao (discretizacdo) da condutividade
Hall 0,,, que neste exemplo em particular é uma matriz 2x2 (1 < z,y < 2) denominada tensor de
condutividade. De grande interesse é a determinacao do coeficiente o2, cujo valor esté associado a
um valor inteiro denominado primeiro nimero de Chern (discutido no capitulo seguinte).

Para termos um efeito Hall quantico deve-se ter uma quebra espontéanea de simetria devido a
aplicagao de um campo magnético externo ou outro método equivalente.

No chamado efeito Hall de spin, a simetria de inversao temporal é preservada devido a nao
aplicagdo de um campo magnético externo [19]. O acoplamento spin-érbita dd origem a um campo
magnético efetivo que da origem a um espalhamento de particulas com spins alinhados em diferentes
orientagoes em canais de conducao separados. Nesta situacao, hd deslocamento liquido de cargas
elétricas, levando ao acimulo de particulas com uma orientagao especifica de spins nas bordas do
material [16] transversalmente a diregdo em que a corrente é aplicada. Outro possivel mecanismo
responsavel por este espalhamento, consiste no espalhamento Mott dos elétrons ao colidir com
eventuais impurezas presentes no material [14].

Um efeito similar é obtido quando um gradiente de temperatura é aplicado transversalmente a
um material magnético, tal fenémeno é denominado efeito de Hall térmico [22][34].

1.7 Interacao de Dzyaloshinskii-Moryia

Modelos mais sofisticados no estudo de sistemas magnéticos levam a inclusao de termos extras na
expressdo do Hamiltoniano de Heisenberg (equagdo (1.2.3)). Um exemplo importante para o que
se segue é o chamado termo de interagao (antissimétrica) de Dzyaloshinskii-Moryia [29] [37] [36],
escrito como:

H=D.3 5 x5, (1.7.27)
iJ

Em particular para a componente z com B = Dé, temos que:
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H=D) (S7SY - 575Y) (1.7.28)
ij
A interacdo de troca antissimétrica tem origem fisica em interagoes do tipo spin-6rbita, de fato
aplicando-se a teoria de pertubracao independente do tempo até termos de 2% ordem no formalismo
de interagdes de supertroca [33] (formalismo de Kramers-Anderson) se obtém a equacao (1.7.27).
Um dipolo magnético gupé, movendo-se interage com um campo elétrico e analogamente ao
efeito de Aharonov-Bohm [4], adquire uma fase de Aharonov-Casher dada por:

?f
gK ~
0, = 22 N (E x &,)d7 (1.7.29)

O hamiltoniano se torna entao:

StS-eii + g8 ei0i
H=> J;— 5 L + JijS;SE (1.7.30)

i#]

Este tipo de interacao existe em sistemas que admitem a quebra de simetria do tipo inversao

espacial entre dois spins adjacentes [35]. O vetor D se comporta de maneira similar a um campo
elétrico, por esta razao, quando a estrutura cristalina admite quebra de simetria do tipo inversao
espacial pode-se usar um campo elétrico externo para se introduzir um efeito similar a interagao de
Dzyaloshinskii-Moryia. Em particular, pode-se tomar uma campo elétrico E tal que D;; o E X €ij,
onde é;; é o vetor conectando os sitios i e j na rede.

Na representacao de Holstein-Primakoff podemos escrever (7.30) como:

H=- Z tij (e aia;r- +e Wiglay) (1.7.31)
i;zj
O Hamiltoniano efetivo para um magnon na presenca de um campo elétrico é dada por:

Exéz

c

1
H=—(F + B4 com 4 = (1.7.32)
2m c
Onde m é a massa efetiva do magnon e ? = (Pz,Py,0) é 0 momento do magnon no plaxo xy.
Das equacGes candnicas de movimento obtém-se a forga resultante sobre um magnon:

(1.7.33)

Tomando-se um campo elétrico do tipo ﬁ = Ey(x,y,—22), a equagdo de movimento dos mag-
nons se torna identicamente igual a do movimento dos elétrons na presenga de um campo magnético
uniforme. Magnons sao defletidos em uma dire¢do perpendicular a direcdo de transporte. O
equilibrio é alcangado quando a repulsao entre os magnons se equilibra com a forga devido a presenca
de um campo elétrico externo.

Como a estrutura das equagoes de movimento de magnons com uma fase de Aharonov-Casher é
similar a estrutura das equacoes de movimento de um elétron com uma fase de Aharonov-Bohm [4],
pode-se usar o formalismo topoldgico do efeito Hall quantico em elétrons para estudar magnons.
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Para que haja o efeito Hall de spin devemos ter quebra de simetria do tipo inversao temporal, aqui
ela ocorre pela presenga de um campo elétrico externo e pela presenga de magnetizacao finita.

Os magnons em um ferromagneto sao determinados pela sua quiralidade que pode ser somente
de "mao direita” em relacao a magnetizacao. Em contraste, num antiferromagneto colinear existem
dois modos possiveis para um magnon com quiralidade e spin opostos. Deste modo, a dinamica entre
dois spins nao interagentes, pode ser descrita como a combinagao entre duas cépias das dinamicas
de spins para ferromagnetos, uma para cada modo o = +1. A presenca de um gradiente de um
campo magnético (por exemplo, 9, B) leva uma forga resultante ndo nula na mesma diregdo do
gradiente do campo. Como a forca atua em direcoes opostas para cada modo ferromagnético, o
movimento resultante agora ¢é helicoidal no interior da amostra, isto é, magnons de modos diferentes
fluem em diregoes opostas.

Para o caso antiferromagnético a expressao do Hamiltoniano magnético efetivo na presenca de
um campo elétrico E e magnético de médulo B é dada por:

1 o .
H=—(7+2L2E(7) x e.)? — ogupB (1.7.34)
2m c
Para um campo elétrico da forma E = e(—z/2,—y/2,0) com e constante (¢ desempenha um
papel andlogo ao de um campo magnético perpendicular a um gis de elétrons bidimensional), a
forga no momento de dipolo do magnon é dada por:

F=oup(VB - ) (1.7.35)

T X €é,

2

O movimento resultante pode ser tratado como uma superposi¢ao de um movimento circular
com velocidade v, combinado com um ”drift”deste ponto com velocidade v4. Se o 29 = 0 entdo
temos que: vg X €, = (V)Bc? Je. Em particular, para um gradiente na direcio = (9, B # 0) tem-se
que vg = (0,(0;B)c?/e,0) perpendicular ao gradiente do campo aplicado e indepedente de o
(uma vez que 0 = 1). Portanto, cada magnon executa o movimento de ”drift”na mesma direcio
na presenca de campos elétricos e magnéticos. A velocidade do movimento de ”drift”se anula na
auséncia de um gradiente de campo magnético, ao passo que cada magnon performa o movimento
circular de acordo com o modo da subrede na qual ele se situa (cada modo ¢ = +1 executa um
movimento em um sentido diferente). Em baixas temperaturas, apenas o modo de menor energia
se torna relevante. O movimento circular dos magnons leva a formagao de estados quirais que se
propagam com orientagdes opostas (de acordo com cada modo) nas bordas [27]. Desta forma, temos
um andlogo do efeito de spin Hall dos elétrons.

1.8 Isolantes topolégicos

Recentemente, tem havido grande interesse nos materiais conhecidos como isolantes topoldgicos,
materiais que apresentam modos quirais nao triviais nas bordas ao passo em que hd uma des-
continuidade na energia das bandas no interior do material.

No presente trabalho serd discutido o estudo de sistemas magnéticos, nos quais verifica-se a
existéncia de correntes transversas mediadas por magnons quando o sistema é perturbado, por
exemplo, mediante a aplicagdo de um gradiente de temperatura (efeito de Hall térmico) ou quando
os spins se organizam em configuragoes especificas de quiralidade nao nula (para um sistema de trés

spins ?Z—, ?jv ?k a quiralidade é determinada pela expresao ﬁl(gjxgk) [22]) que age como um
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Figura 1.4: Movimentos de magnons na presencga de campos elétricos e magnéticos.

campo magnético ficticio. Por analogia com sistemas eletronicos, estas corrente sao denominadas
correntes de Hall (térmica, no caso em que um grandiente de temperatura é aplicado). No préximo
capitulo, serd mostrado como efetuar o calculo dos parametros de transporte relevantes ao se estudar
este tipo de fendmeno, usando-se as técnicas mencionadas acima para o tratamento de sistemas
magnéticos.

Experimentos recentes [10] levam a crer que futuramente este tipo de material terd aplicacoes
tecnélogicas importantes em areas como a computacao. De fato, este tipo de material tem apre-
sentado intimeras vantagens sobre os sistemas eletronicos tradicionalmente usados nesta drea como
a possibilidade de redugao dos componentes para a escala nanométrica, possibilidade de construir
componentes que operem com uma faixa de frequéncias mais ampla, maior variedade de mecanismos
para se operar com tecnologias baseadas nas propriedades magnéticas, capacidade de processamento
nao linear, eliminacao do problema de dissipagao por efeito Joule (magnons nio interagentes sao
bésons nao dotados de carga elétrica podendo-se propagar por longas distancias sem se dissipar),
entre outras.

O termo spintronica é normalmente usado para se referir a computagdo baseada no processa-
mento e propagagao de ondas de spin.



Capitulo 2

Fase de Berry, curvatura de Berry
e nimeros de Chern

2.1 Introducao
Seja a equagao de Schrondinger:

Eultn(R) >= H(R)u(E) > (2.1.1)

Onde R 6 um conjunto de pardmetros e se toma |wn(ﬁ) > como uma funcao de onda corres-

pondendo a um autoestado nao degenerado para todo valor de R. A diferenga de fase para duas

fungoes de ondas que estao préximas no espagos de parametros ﬁ ¢é dada por:

< n(B)[n(F + dR) >

—iAm — (2.1.2)
e 1.
| < Gn(B)u(E +dF) > |
Até termos de primeira ordem pode-se escrever a expressao acima, como:
iy, =< n(B)[Vrton(R) > AR (2.1.3)
A equagao (2.1.3) define um campo vetorial denominado conexao de Berry [7] z :
- .
Ay =i < Yu(B)|Vrton(R) >= —Im|[< 4 (B)|V rtou(R) >] (2.1.4)
Onde se usa o fato de que para estados ortonormais Vg < ¢n(ﬁ)\¢n(ﬁ) >=0.
Tém-se, portanto:
Av, = A, .dR (2.1.5)

A conexao de Berry nao é uma quantidade invariante sob uma transformacao de calibre, de fato:

(B > n(B)e® ) = A7 5 A 4 Va(a(B)) (2.1.6)

Ao se considerar uma curva fechada no espaco de parametros, a fase de Berry é expressa como:

26
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- 7{4%(0) = /Zﬁ.ﬁ (2.1.7)

A fase de Berry é uma quantidade invariante sob transformagoes de calibre, seu valor depende
somente dos extremos na curva C, para uma curva fechada seu valor é zero. Isso indica que
esta grandeza é potencialmente um observavel que nao é associado ao valor esperado de nenhum
operador.

Fazendo-se analogia com o formalismo covariante do eletromagnetismo, pode-se expressar a
invariancia de calibre da fase de Berry como uma integral de superficie da curvatura de Berry
que também é invariante sob transformacao de calibre. Toma-se uma regiao fechada simplesmente
conexa F em um espago de parametros bidimensional e calcula-se a fase de Berry correspodente a
OF. Em duas dimensoes tém-se:

ﬁFﬂ.ﬁz/FB(x,y)dxdy (2.1.8)

B(x,y) é a chamada curvatura de Berry. No caso de |1/Jn(§) > ser uma funcao continua de ﬁ,
é possivel aplicar o teorema de Stokes e escrever:

74 /T;.cﬁ:/(ax/l%—ay/lfb)dxdy:/ B, (z,y)dxdy (2.1.9)
oF F

F

Este resultado pode ser generalizado para dimensoes superiores levando-se em consideragao uma
forma explicita para A,:

BO(#) = L A (@)~ L am(R) = —arm|<

ORE"V ORY wn(ﬁ) >] (2.1.10)

O (B2

OR# ORY

A curvatura de Berry é uma quantidade invariante sob uma transformacdo de calibre. Se as
fungoes |¢, (R) > sdo reais, a curvatura Bﬁﬁ) se anula e fases nao triviais ocorrem se e somente se
o dominio ' em R ndo é simplesmente conexo. Se as fungoes Wn(ﬁ) > sao complexas a curvatura
de Berry em geral nao se anula, mesmo quando o dominio F' em R é simplesmente conexo

A fase de Berry correspondente a um autoestado n(ﬁ) do Hamiltoniano H(R) ¢ dada por:

B§“>(ﬁ) = —Im[< €;x0, < n|On >] = —Im[< dn|dn >] (2.1.11)

Na expressao (2.1.11) assume-se a soma sobre indices repetidos e 9; simboliza d/dR*. Inserindo

. . . AP
o operador identidade escrito como a soma de operadores projecao 1 =", |n’ >< n/| reescreve-se
a expressao acima como:

ng = —Im[z < Vgn|n' ><n/|Vgn >| (2.1.12)
Yy
Para determinar o valor da expressao < Vgn|n’ > se toma como ponto de partida a equagao
de autovalores H In >= E,|n > (o conjunto [n > forma uma base ortonormal para o operador H ),
derivando-a obtém-se VrH|n > +HV g|n >= VzE,|n > +E,Vg|n >, portanto < n’|VRH|n >
+ < n'|HVR|n >= B, <n'|[Vg|n >. Como o operador H ¢ autoadjunto tém-se que < n’\H =<
n'|E,, e deste modo < n/|VrH|n > +E,, < n/|Vgln >= E, <n/|Vg|n > que resulta em:
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<n/|VgrHn>=(E, —E, ) <n'|[Vgn > (2.1.13)

Substituindo este resultado em (2.1.12) chega-se finalmente a:

§ <n|VgHn' ><n/|VrH|n >
B =—Im[ Y E F)2 ] (2.1.14)
n#n’ n n

Que obviamente representa uma quantidade invariante sob transformacoes de calibre.

Dos resultados prévios podem-se extrair algumas conclusoes importantes:

1. A soma da curvatura de Berry de todos os autoestados do Hamiltoniano é nula.

2. A curvatura de Berry é maior proximo as possiveis degenerecéncias do espectro.

3. A curvatura de Berry é singular para valores de Ry tais que |(|n(Rg) > é degenerado junta-
mente com um dos |n'(Rg) >, porém, se a curva onde é feita a integragdo JF contorna o ponto de
degenerecéncia, a fase de Berry pode ser finita.

O caso em que se tem um espectro discreto é comum em situagoes praticas, pois em geral
|, (R) > nao varia continuamente com FR. Nesta situagdo, a diferenca de fase entre dois estados
é dada por:

— =
it _ < Un(ED I () >
| < "/)n(Rl)lwn(RQ) > |

Deste modo, valendo-se do fato de que para um ntimero complexo z = Re® é possivel escrever
In(z) = In(R) + 0, tém-se que:

(2.1.15)

() = —Im In[< ¢(RD)[ion(R3) >] (2.1.16)

.>
Para o caso em que se tem um ciclo fechado, digamos passando por trés pontos distintos Ry —
Ry — R3 — R; vé-se que as fases adquiridas em cada mudanga se cancelam em pares v =
(n) (n) (n) _ — — — — — —
12 Té13 + o317 = —Im In[< ¢y (Ba)[Yhn(R2) >< ¥n(R2)|[¢n(R3) >< ¢n(R3)|¢n(R1) >], portanto
a fase global adquirida permanece invariante sob transformacoes de calibre. No caso mais geral
pode-se escrever:

N
7 =3 bess1 = —Im I [< o (Ro)on(Roz) >] (2.1.17)
s=1

2.2 Interpretacao fisica da fase Berry

A fase de Berry pode ser interpretada como a fase adquirida por um autoestado especifico de um
Hamiltoniano quando os parametros variam lentamente, isto, ¢ num processo adiabéatico. Seja:

Eplton(R) >= B(R)[n(E) >, (2.18)

Onde ¢ fixado o calibre de |wn(ﬁ) >. Suponha que no instante de tempo ¢t = 0 os parametros
do sistema sejam Ry e que ndo haja degenerecéncias no espectro do Hamiltoniano. O sistema estd
num estado [¢(t = 0) >= |n(Ry) >. Supondo que R (t) esteja mudando lentamente e que seus
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valores em cada instante de tempo formam uma curva C continua no espago de parametros e que
a fungdo de onda [¢(t) >= |n( R (t)) > também varie suavemente com o tempo, tém-se que |(t) >
evolui temporalmente de acordo com equagao de Schrondinger:
av(t) > -
m% — B(B)W(R) >, (2.2.19)
Enunciamos aqui sem demonstragao o teorema adiabético [7]:
H
Teorema adiabéatico: Partindo de um estado inicial [n(Rg) > o estado do sistema em um
tempo qualquer t permanece nao degenerado se a taxa de mudanca de R (t) for suficientemente lenta,
isto é, caso ela seja << (E,(R) — E,+1(R))/h, entdo o sistema permanece no estado \n(ﬁ(t)) >.

O vetor R(t) traca uma curva no espago de pardmetros.
Postula-se entao o ansatz:

(t) >= Ot S B REN 1 (B (1)) > (2.2.20)

Substituindo este ansatz na equagao de Schrondinger, obtém-se a seguinte equagao:

Y (C) :i/c < n(B)|Van(R) > (2.2.21)

Para um ciclo completo em uma transformagao adiabdtica ﬁ(t =0) = ﬁ(t = T), reescreve-se
a expressao acima como:

4n(C) = zfc < n(B)|\Van(B) > (2.2.21')

A fase que um autoestado adquire durante um processo ciclico e adiabético é equivalente & fase

de Berry correspondente a uma curva fechada representando Iw no espaco de parametros.

Do ponto de vista puramente matematico, a fase Berry é a fase adquirida por um sistema quando
um vetor no parametro de espagos é paralelamente transportado em um pequeno loop de acordo uma
conexao (a conexao de Berry) definida localmente neste espago [31]. Uma conexao é uma construgao
matematica que permite definir de uma forma precisa a derivada de objetos geométricos em espagos
mais abstratos. Dado um objeto geométrico (como um campo vetorial ou um campo tensorial),
a conexao permite definir a derivada deste objeto de uma maneira consistente em qualquer ponto
deste espago sem referéncia a um sistema local de coordenadas especifico (que ndo necessariamente
sdo "paralelos”para diferentes pontos nos casos mais gerais). A conexdo pode ser expressa em
linguagem matemaética de diferentes formas, por exemplo, pode-se definir o conceito de derivada
covariante (que nos d4 uma matriz de coeficientes que descrevem como o objeto geométrico se
altera quando se move ao longo de uma curva) ou por meio da decomposi¢ao do espaco tangente
associado a um espago arbitrdrio em uma soma direta de subespagos ”horizontais e veticais” (a
qual associa ao espago tangente a cada ponto um sistema de coordenadas local definido de uma
maneira consistente). A curvatura pode ser considerada uma constante de proporcionalidade que
mensura o quanto um vetor é girado quando paralelamente transportado ao longo de um loop que
compreende um elemento de drea infinitesimal. O valor do angulo entre a posi¢ao final e inicial do
vetor corresponde a fase adquirida. Matematicamente, uma vez em posse da matriz da derivada
covariante, a curvatura pode ser especificada como uma matriz de coeficientes que corresponde
tecnicamente a uma ”derivada covariante”de segunda ordem [9] definida de maneira consistente a
cada ponto do espaco arbritario.
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2.3 Teorema de Bloch e os niumeros de Chern.

E interessante analisar agora os efeitos da fase de Berry em sélidos cristalinos. Considere o limite
no qual se tem um hamiltoniano nao interagente:

H= % +V(7) (2.3.22)

Onde se impoe a seguinte restrigdo no potencial:

V(7)= V(T + Ry (2.3.23)

Isto é, considera-se o potencial V(r) periédico. Nesta situagdo, é possivel fazer uso de um
resultado bem conhecido, o chamado teorema de Bloch.

Teorema de Bloch: A solucio da equacdo de Schrondinger (2.1.1) com um Hamiltoniano do
tipo (2.3.22) sujeito a condigao de periodicidade expressa por (3.23) tem a forma:

¥, (7 + o) = ei?ﬂumz(?) (2.3.24)

Aqui k é o ntimero de onda definido na zona de Brillouin e o indice m se refere a m-ésima banda
eletronica. As zonas de Brillouin tém a topologia de um toro: os vetores de onda k que diferem
por um vetor 8 com valores multiplos de vetores na rede reciproca descrevem o mesmo estado.

As fungoes um?(?) sao também periddicas:

%
um?( )

u (7 + R (2.3.25)

d
Reescrevendo as fungoes de ondas de Bloch como ¢ - = e’ k ?um?(7) e as substituindo na
equacdo de Schrondinger (1.1), pode-se reescrevé-la na seguinte forma:

%
5+ k)2
(et hk) Zm S VO (P = E, u () (2.3.26)
Que pode ser reescrita como:
HF Y um(K) = En (K um(F) (2.3.27)

A zona de Brillouin é um espaco de parametros para o operador H (?) e para as autofungoes
um(?) e vérios efeitos topoldgicos sao esperados quando se varia o vetor ?

Considere um sistema cristalino bidimensional, a conexao de Berry para a m-ésima banda
eletronica é dada por

A™ME) = i < )> onde k = (Ko, ky) (2.3.28)

A curvartura de Berry é dada por:
- , -
k)= Vo xi< U (k)| V22

a™( ) > (2.3.29)

O numero de Chern associado a m-ésima banda é dado por:
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1
I3

Qm = Om(K)dk (2.3.30)

2 gz
Os ntimeros de Chern sio valores inteiros que representam uma propriedade instrinseca (um
invariante topoldgico) da estrutura de bandas e determina a ocorréncia de vérios efeitos nas pro-
priedades de transporte do sistema. Em especial, os nimeros de Chern determinam se hé alguma
obstrucao a uma escolha global de fase, tal escolha é possivel se e somente se seus valores se anulam
[9].

Para um isolante topoldégico, os nimeros de Chern sao nao nulos, ao passo que para 0 VACuo
eles se anulam. Desta forma em um sistema finito ao se caminhar para a borda, a mudanca no
valor no nimero de Chern (de um certo valor ndo nulo para zero) faz com que haja estados sem
descontinuidades no espectro (gapless), portanto, condutores na borda do material.

Tal fato é consequéncia do chamado principio da correspondéncia interior-borda (bulk-boundary
correspondence) [21]. De fato, por analogia aos estudos de sistemas eletrdénicos, é possivel concluir
a partir das equagoes de movimento que o nimero de modos se movendo com uma certa quiralidade
é um invariante topolégico, indentificado exatamente com a diferenga dos ntimeros de Chern [18]
[17] .

Do ponto de vista puramente matematico, os nimeros de Chern estao ligados as chamadas classes
caracteristicas que permitem a classificagdo dos chamados magos de vetores (”vector bundles”) uma
projecao de um espago vetorial E em um espacgo vetorial B, w : E — B, tal que a imagem inversa
771 : B = E é localmente igual ao produto cartesiano B x F, onde F ¢é a chamada fibra do maco
de vetores. Os ntumeros de Chern, em particular, nos permitem determinar as diferencas entre as
propriedades locais e globais deste tipo de construgao matematica para espacos vetoriais complexos
e podem ser computados a partir da matriz de coeficientes que define a curvatura.

A curvatura de Berry e os numeros de Chern satisfazem as seguintes propriedades:

1. Para sistemas com simetria do tipo inversao temporal a curvatura de Berry Qm(?) é uma
fungao impar e portanto para este tipo de sistema os nimeros de Chern sao nulos.

2. Para um sistema com simetria do tipo inversao espacial a curvatura de Berry Qm(%>
fungao par.

3. Se um sistema exibe tanto simetria do tipo inversao temporal quanto do tipo inversao espacial

) é uma

%
a curvartura de Berry Q™ ( k) se anula para todo k.

2.4 Calculo dos parametros topoldgicos para fenomenos de
transporte via ondas de spin.

Em posse da curvatura de Berry pode-se determinar um conjunto de parametros para determinar
a natureza dos fenomenos de transporte em sistemas magnéticos.

_>
Sendo bésons, os magnons obedecem a chamada de estatitica de Bose-Einstein. Seja entdao w( )
a energia (autovalor do Hamiltoniano) correspondente a uma dada relacao de dispersdao. O ndmero
de estado de ocupagao correspondente serda dado por:
np = (ePr —1)71 (2.4.31)
— —1 _ 27
Onde B = (ET)" " e k = =T.
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A partir da formula de Kubo [3] pode-se chegar a seguinte expressio para a condutividade Hall
de spin 04y:
1

AOX
= Z w7 s y
Fisicamente a condutividade Hall desempenha um papel andlogo ao do campo magnético no

efeito Hall classico (k = 7 X B no espago de posigdes, ao passo que no espac¢o de momentos terfamos

F=kxQ— 7 2 B x §2), medindo assim a resposta Hall de um tnico autoestado de uma particula.
A presencga da integral na expressao (2.4.32) nos indica que esta soma deve ser efetuada sobre todos
os estados ocupados. Portanto, se pode interpretar a condutividade Hall simplesmente como a soma
de todos os numeros de Chern, o fluxo da curvatura de Berry sobre os estados ocupados na zona
de Brillouin.

Para caracterizar o efeito Hall de spin e o efeito de Hall térmico (andlogo ao efeito de Hall,
porém induzido por um gradiente de temperatura) dois parametros de particular importancia sao
o coeficiente Nerst de spin ky e a condutividade térmica de Hall k*¥ dados respectivamente pelas
expressoes:

r A\ OA
i = 3 o [, 0 0k (24.3)
==Y o / SIS (2.4.34)
A—t (27)* JBz Y

No qual se define as constantes ¢; e c2 como [16] [36]:

al@)=04+z)ln(l+z)—znhz (2.4.35)
co(z) = (1+ x)[ln(HTx)]Q — (Inz)? — 2Lis(—x) o
A funcao polilogaritmica Li, para n = 2 é dada por:
2
Liy = {Wz . 2E"=1’§3 o 2] < (2.4.36)
o —shh™z+> " " para |z]>1

No formalismo de ondas de spin a depedéncia de k¥ com a temperatura reside apenas no termo
ca(ny). k™ tende a uma valor constante quando 7' — oo e tende a zero quando T — 0 (neste
regime as duas bandas ficam completamente vazias). Os coeficientes de condutividade, em geral,
sao menores nos sistemas com Q" = 0 em comparagao com sitemas nos quais Q" # 0.

Para se efetuar os cédlculos dos parametros acima, o primeiro passo consiste em determinar a
curvatura de Berry em termos dos vetores k definidos no espago de momento. Quando em posse
da matriz H do hamiltoniano expresso em termos dos operadores bosénicos na representagao de
Holstein-Primakoff, o cédlculo é relativamente simples para o caso ferromagnético. Expressa-se o
hamiltoniano como:

H=9"MV (2.4.37)

Onde ¥ = <ak) e M é uma matriz quadrada Hermitiana de ordem 2x2 cujos coeficientes sao

by
denotados por Myi, My, Mys e Msy. Como a matriz M é Hermitiana pode-se escrever os seus
termos como [35]:
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M, = ho@:) i hz(@
Mz = ho( k) +ihy (k)
My = hz(?) - 'hy(?) (2.4.38)

Isto é equivalente a expandir a matriz M em uma base formada pela matriz identidade e pelas
matrizes de Pauli, isto é:

— — — —
M = ho(F)L+ ha( & )og + hy (% )oy + ha(E o (2.4.39)

Nessa representagao os autovalores do hamiltoniano sao dados por:

wi = ho(F) = h(F) onde h(E) = \/n2(F) + h2(E) + h2(%) (2.4.40)
A curvatura de Berry é dada por:
Q= 7.0, x O, ) (2.4.41)
Onde define-se @ = 11 /he W= (hz, hy, h). Explicitamente:
1 Ohy Oh,  Oh, Oh Oh, Oh,  Ohy Oh Ohy Ohy  Ohy Ohy
O =—|h (=L 2 _ 2 ¥y p (=22 _ LX)y p(2_Y¥__—V_ 2T 2.4.42
® = o G, ok, ~ ok, ok, T Bk, ok, ~ ok, ok, "Bk, a8, Ok, ok, 2442

O tratamento de ondas de spin na representacdo de Holstein Primakoff neste tipo de calculo
funciona mal em regimes fracamente ordenados e falha completamente na descricao da fase pa-
ramgnética [25]. Para a fase paramagnética devemos ter condutividades de Hall nulas, porém
aplicando-se um campo externo observa-se novamente os efeitos de transporte de Hall quanticos.

Os nimeros de Chern para um modelo de duas bandas pode ser visto como o indice ("winding
number”) de uma funcao que toma valores de uma zona de Brillouin bidimensional (com a topologia
de um toro) em uma esfera bidimensional [35]. Se hg, hy € h, sdo independentes um dos outros
e se um destes valores pode tomar tanto valores positivos como negativos onde os outros dois sao
zero, entao h varre toda a esfera que engloba as possiveis singularidades. Se h varre toda a esfera
duas vezes em direcoes opostas ou retorna para um mesmo ponto quando ? varia sobre todos os
possiveis valores, entao o nimero de Chern é zero. Para () # 0 uma singularidade do tipo monopolo
deve existir e esta condigao requer que h, = 0 para algum valor de k, invertendo o sinal ao cruzar
esta singularidade. Por outro lado se h, = 0 para todo k a esfera se torna um circulo e nenhuma
singularidade pode ser definida, isto leva a uma topologia trivial.

Uma topologia nao trivial necessita pelo menos duas bandas (com no minimo dois d4tomos por
célula). Modelos unidimensionais tem todos os nimeros de Chern igual a zero. O nimero de bésons
nao se conserva se anulando em 7' = 0, além disso, em contraste com elétrons nao hé bandas cheias
em sistemas bosonicos. Desta forma, um nimero de Chern nao nulo indica apenas a existéncia de
estados quirais nao triviais de magnons protegidos nas bordas.
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2.5 Isolantes de Chern e isolantes do tipo Z,

O termo isolante topoldgico é aplicado na literatura aos materiais que possuem um gap de energia,
porém possuem estados condutores na borda do material e para os quais as propriedades de trans-
porte do sistema sao caracterizados por invariantes topoldgicos computados a partir da estrutura
de bandas do material.

Uma classe particular deste tipo de material sdo os denominados ”isolantes de Chern”. Neste
tipo de material o invariante topoldgico que caracteriza o sistema (os nimeros de Chern) pode
assumir qualquer valor inteiro e a existéncia de topologias nao triviais requer a quebra de simetria
do tipo inversao temporal conforme citado na segao 2.3.

Outra classe de materiais frequentemente associada ao termo isolante topolégico na literatura
sao os chamados isolantes de Kane-Mele ou isolantes do tipo Zg [20] [2]. Neste tipo de material a
simetria do tipo inversao temporal é preservada e o invariante topoldgico que caracteriza o sistema
toma valores num corpo Zs (£1 ou 0,1 dependendo da convengio adotada).

No presente trabalho consideraremos apenas isolantes de Chern. As técnicas discutidas neste
capitulo serao empregadas no calculo dos coeficientes de transporte para duas redes cristalinas: a
rede de Chevron e a rede Union Jack.



Capitulo 3

Rede de Chevron

3.1 Teoria de ondas de spin para o caso ferromagnético.

Iniciamos o cédlculo para o caso ferromagnético por um hamiltoniano do tipo:

- =
H=>"7;85.5 (3.1.1)
+g- +_g—
Usando-se que S§ = % e Sy = 5 2_18 , podemos escrever o hamiltoniano (3.1.1) como:
StS: +SHs;

i#j

A rede de Chevron [26] é composta por duas subredes que serdo denotadas por A e B. H4 trés
tipos de interagoes: as interagoes do tipo A — A e B — B ao longo da mesma subrede, interacoes
do tipo A — B ao longo da direcdo perpendicular e as interacoes do tipo A — B ao longo das
diagonais. Adotaremos a hipétese de que os pardametros J;; sao diferentes de zero apenas para spins
adjacentes e para cada tipo de interagao introduzimos um parametro que denominamos Ji, Jz e J3
respectivamente. Relembramos que para o caso ferromagnético tém-se que J; < 0, J; < 0e J3 < 0.

Vamos introduzir os seguintes operadores bosonicos na representacao de Holstein-Primakoff
(onde ja se considera uma expansao no radical até temos de primeira ordem em S):

{Sftio A: Sf =+2Sa; S =+2Sa] S;=S5-ala (3.1.3)

Sitio B: S =+2Sb; S; =25l Si=S-blb;
Fazendo uso dos operadores bosénicos nesta representagao, considerando apenas termos de or-

dem S e S?, podemos expressar o hamiltoniano para a rede de Chevron no caso ferromagnético
como:

H= Y4 hiS(aial, ; + alaivs) + 1[S% — S(ala; +af, jairs)] + J2S(aib, ; + albisg) + J2[S? —

S(ala; +bl, ;big)] + J3Slai(b] s + b1 52 ) +al (bigst +bivs- )]+ J3[S? — S(2afa; +b], 5 bissr +

35
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Figura 3.1: Rede de Chevron.

bl 5o birs )]+ X sep JiS(bbl, s +bibjs) + Ji[S? — S(blbs + bl bjws)] + J2S(bjal , + blajig) +
Ta[S? = S(blb; + al, jajig)] + JsSljlal, 5 +al ;) + bi(ajysr + aji5-)] + Ja[S? — S(2b)b; +

a;+5+ ajyo+ + a;f‘+5faj+5*)] (3.1.4)

Introduziremos agora as transformadas de Fourier dos operadores bosonicos:

—1/2
ai=N,"'" > ak
_ a—1/2
b = NB1/2 >k bi
_ N ik
aiyz =Ny "7, are’
_ N-2 ike
bjya = Np '~ 3 bre™
— N1/2 ik
jig =Ny '= 30 are’™
—1/2 ;
bivg = Ng'/* 0 byeit
~1/2 ko i
a5+ =Ny / Sy apetFeethy
ajys- =Ny 125 anetheeihy
—1/2 ik i
bits+ = Np / > bpe~ e ety
_ n—L/2 —iky ,—ik
biys— =N '= Y e Fee
As transformadas de Fourier inversas sao, obtidas mediante a troca dos indices e invertendo-se
o sinal dos expoentes das expressoes acimas.

(3.1.5)
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Usando as transformadas de Fourier dos operadores na representacao de Holstein Primakoff
podemos escrever o hamiltoniano (3.1.4) da seguinte forma:

H= )", JlS(akaie’““‘ + azakeikw) + 182 — 2J15a;2ak + JQS(akb;ie’iky + a}ibkeiky) + Jp8% —
JgSaLak - JngLbk + JgS[akbL(eikwe_iky + etkzetky) 4 albk(e_“%eiky + e~ o= R 4 27382 —
2J3Salay, —2J38b} by + J1S(brble~ e 4 blbyee) + J1.S% — 2.0, Sbl by + JoS (brale v +blagev) +
Jo52% — JngLbk. — JgSa,Tcak + JgS[bkaL (e7tke o= ihy 4 emika giky) —|—bzak(e““m etk +etkze=iky)] 12,7362 —
2J35b} by, — 2J3Sala),  (3.1.6)

Vamos chamar de H; com ¢ = 1,2,3, os termos na expressao acima que contém Jy, Jy e J3
respectivamente e reescrever o hamiltoniano como:

H:EO+ZH1+H2+H3 (3.1.6")
k

Tomando-se N como o nimero total de spins e z como o numero de spins adjacentes, definimos:
Eo = (2J; +2Jo +4J3)S*Nz (3.1.7)

Podemos fazer simplificagoes nas expressao acima usando as relagoes de comutacdo canodnicas
satisfeitas pelos operadores ay e by:

[ar, af] = [br,b] = 1
{[a:,bf] = [az,b:] =0 (3.1.8)

Donde awi =1+ alak, bka =1+ b%bk e a,tbk = bka;ﬂz.
Temos, portanto os seguintes resultados:

H; = JlS(akaLe_ikw —I—aLake““E)—2JlSazak—|—JlS(bkbLe_ik”c —i—b,tbkeikf)—QJlbLbk = 2J;Se e
(2J18 cos k, — 2J1S)alay, + (2J1S cosky — 2J15)blby.  (3.1.9)

Hy = JoS(axble*v +albye™) — JoSalay — JoSblby + JoS(bxale™ v + bl aye ) — J,Sblby, —
JgSaiak = 2.J55 cos k:ya,tbk + 2.J55 cos kbeak — 2J25a2ak — 2J25'b£bk (3.1.9)
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Hs = JgS[akbL(eikr ey 4 etheeihy) 4 azbk(e*ikr efy 4 e ke Ry )] 2J35a;2ak - 2J35b£bk +
JgS[bkai(e_i’%e_iky + etz ethy) 4 bzak(eikl'e““y + etfee=hy)] + 27352 — 2J35’b£bk — 2J3Sazak =
4J3S cos kye = bl ap + 43S cos kye~*wal by — 4J3Salay, — 43501 by  (3.1.9”)

Pondo os resultados (3.1.9), (3.1.9°) e (3.1.9”) em (3.1.6’) obtemos:

H= (Eg+2J1Se~ =)+ 3, (2718 cos ky—2J1.8)al ar+(2J1S cos ky—2J1.8)bl by +2.J5S cos kyal by +
2J5.S cos kybzak — 2J2a£ak — 2J25’b£bk + 4.J38 cos kyeikl‘ bLak +4.J35 cos kye_ikl' azbk - 4JgSaLak —
4J3Sbiby,  (3.1.10)

Ou:
H=Ey+ > Moa}ap + MobLbi + Myalby, + M;b}ax (3.1.10")
k

Onde:

Ej = Eqo + 2.J;Se~iks
My =2J1Scosky — 215 —2J58 — 4J38 (3.1.11)
My = 2J5S cos ky, + 4J3S cos ke~ ke

Pode-se escrever este hamiltoniano na forma matricial:

H=E,+VIMV (3.1.12)
Onde definimos:
_ (A
)
| My My
M = [Mf Mo] (11)

E conveniente para o que se segue, escrever o hamiltoniano em uma forma que nao envolva termos
com os operadores aj, e by simultaneamente, isto implica em diagonalizar a matriz M definida em
(IT). Notemos que esta matriz é hermitiana, portanto diagonalizdvel [41] (assim como toda matriz
normal) via transformacao unitdria.

Obtemos a seguinte equacao de autovalores:
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MO - )\ Ml . 9 - o
det |70 pgy— | TO= AT~ 2MoA+ (Mg — M) = 0(3.1.13)
Que nos da:

A= M+ | M| (3.1.14)

Como M, = 2J55 cos ky+4.J3S cos kye_““f = 2J25 cos ky+4J35 cos ky cos k,—14J3S cos ky sin k,
obtemos que |M;| = 25 cosk, \/J22 +4J3 + 4JoJ3 cos k. E interessante observar que da desigual-
dade (J2—2J3)% > 0, segue-se que J3+4.J3 > 4.J3J3 > 4.J5J3 cos k.. Isto significa que os autovalores
da matriz M séo reais (o termo no radicando é positivo, uma vez que |cosky| < 1)

Para o autovalor A\; = My + |M;], temos o autovetor:

()
v=| Mm; (I11)
[ M|

Para o autovalor Ao = My — |M;], temos o autovetor:

1
()
[ M|

Temos, portanto:

H=E,+VIPtPMP'PV = E,+ VDV, (3.1.15)
Onde definimos:
P=|w (3.1.16)
Iz
E
V,=PV = (g’;) (3.1.16")

Temos entao o seguinte par de novos operadores:

o = ay + by, ( )
oMy _ (J2+2J3e'F=) _ 3.1.17
5k My (ak bk) - \/J22+4J§+4J2J3 cos ky (ak bk)

O hamiltoniano escrito na forma diagonal é entao dado por:
H= Eo—l—wakalak—l—w/gkﬁ;iﬂk (3.1.18)

Onde tomamos:

(3.1.19)

Way, = 2J18 cosky — 218 — 2.J28 — 43S + 2S cos ky/J3 + 4T3 + 4JoJ3 cos ky
wg, = 2J1Scosky —2J15 — 2J25 — 4J35 — 28 cos ky\/JQ2 + 4J§ + 4JyJ3 cos ky,
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Observemos que ao se ignorar as interagoes nas diagonais, isto é, tomando-se J3 = 0 e fazendo-se
k k
Jy = J1 = J, obtemos o autovalor correspodente a rede quadrada w = 4JS(—1+ %)
Introduzimos agora para o caso ferromagnético um termo de interagao antissimétrica (o termo

de Dzyaloshinskii-Moryia), com a seguinte forma:

H=DY 5 x8, (3.1.20)
Py

Para a componente z dos spins na rede, pode-se escrever em particular:

H=D) S7s] 878} (3.1.21)
i#]
Usando os operadores S = i
Moryia como:

St4s St—s: C
% eSY = =5~ podemos reescrever termo de Dzyaloshinskii-

D
_ - o+ +g—
H= > 8785 - StS; (3.1.22)
i#£]
Usando novamente os operadores bosonicos na representagao de Holstein-Primakoff:
{Sitio A: S+ =+v28a; S; =+/25d

13
Sitio B: Sf =+28b; S = 28! (3.1.8)

Podemos reescrever o termo de interacao antissimétrica para a rede de Chevron no caso ferro-
magnético da seguinte forma:

H = (D/2) ¥4 25(alasss — aial, ;) +28(albivg —aidl, ;) +2S(al (bissr +bivs-) —aslbl, 51 +

b;‘r+5— )] +(D/2i) ZjeB QS(b;‘bj-i-i _bjb;+i) +2S(b;‘aj+ﬁ _bja;Jrg;)"'QS[b;r‘ (aj+6+ ta;45- ) —b; (a}+5+ +
at ;)] (3.1.23)

Como usual, vamos introduzir as transformadas de Fourier dos operadores bosonicos na repre-
sentacao de Holstein-Primakoff (de acordo com a expressao (3.1.5)):

H = (DS/i) ¥ (afaxe™ —agafe=")+(albre™s —axble=™v) + [afby(e~hretts 4=tk e=ihy) -
aka(ezkme—zky + elkme’bky)] 4 (b;bkelkz _ bkbze—zkﬁ) + (b]t;a’k)elky _ bkale_my) + [biak(ezkmezky +
etkee=thu) — bral (emhee=thu 4 emikeeibu)]  (3.1.24)
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Vamos proceder como no caso anterior e colocar H = Hy + H, + Hy de acordo com cada um
dos trés tipos de interacoes que existem na rede, para simplificar o resultado final. Fazendo uso das
relacgoes akaL =1+ alak, bkbl =1+ blbk e aibk = bkal, obtemos:

Hy = (DS/i){ (a apeks —akaze_ikl')—i—(blbkeikz —bkbLe_ik’”)} = M—&QB sin kz(a;;:ak;—i_
biby)  (3.1.25)

H, = (DS/i){ (a}ibkeiky - akbie’iky) + (biake““y = bkale*ik'y)} = 2DS'sin ky(aLbk + bLak)
(3.1.25")

Hy ( /Z){ [ ( —ika giky +e —i Te—zky) _ aka( ik o —iky + eszezku)] + [blak(eikmeik” +
eikz =t )—bkaL(e zeﬂkue*lkzelk D)} =0 (3.1.257)

Coletando os resultados (3.1.25), (3.1.25") e (3.1.25”), temos finalmente:

H= (-2DSe~**+ /i) + 2DSsink, 3" (akay, + blby) + 2DSsink, 3", (alby, +blay) (3.1.26)



CAPITULO 3. REDE DE CHEVRON 42

Figura 3.2: Rede de Chevron, dinamica clédssica de spins.

3.2 Caso antiferromagnético via dinamica classica de spins

Para o tratamento do caso antiferromagnético via dinamica classica de spins, considera-se os spins
como vetores cldssicos. Portanto:

3?’] = S?cosf (3.2.27)

Onde 6 é o angulo entre §Z e S_'; .

Materiais antiferromagnéticos em temperaturas préximas ao zero absoluto, podem exibir mo-
mento magnético nao-nulo, quando os spins préximos nao estao alinhados de forma perfeita, sendo
desviados de um pequeno angulo. Tal fenémeno é consequéncia da competigao entre a interagao
de troca que tende a alinhar os spins antiparalelamente e a interagao antissimétrica,que age como
uma pertubacao ao tentar alinhar spins préximos perpendicularmente.

Relembramos que no caso antiferromagnético, as constantes J;; sdo positivas. Considerando a
rede de Chevron como uma rede triangular anisotrépica, temos para um spin na subrede A:

Ha = 4J,5% + 2.J55% cos 20 (3.2.28)

Para um spin na subrede B:

Hp =4J,5% 4+ 2J35% cos 0 (3.2.29)
Logo:

H = 4NJ;S? + N.J5S? cos 20 + N .J352 cos § (3.2.30)
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Usando a relacdo cos 20 = 2cos? @ — 1, pode-se reescrever o resultado anterior como:

H = (4N J,5% — N.J,5%) 4+ 2N J,S5? cos® 6 + N J3.5% cos 0 (3.2.31)
Ou:
H 2 2 2 .2 2 )
U= N (4J15% — J35%) + 2J55% cos” 0 + J35° cos 0 (3.2.31)
Os extremos desta fungao U ocorrem para % = 0. O célculo desta derivada resulta em:
du : 2 2
0= —(sin 6)(4J2.5% cos 0 + J3.57) (3.2.32)

Portanto, os extremos desta funcao ocorrem respectivamente para:

=2nm, 6=02n+1)7 com n=1,2,... e 0=cos? (271) (3.2.33)
Onde definimos:

_h

= 3.2.34
n= 7 (3.2.34)
Derivando novamente (3.2.32) obtemos:
d*U
-7 = —4.J55? cos 20 — J3.5% cos 6 (3.2.35)

Conclui-se que § = nm (n inteiro) representa um ponto de maximo local (‘57({ <0),ja0 =
(2n + 1)m é um ponto de minimo local se n < & e maximo se n > 1.
Reescrevendo (3.2.35) como:
d*U

R 4J55% — 8J55% cos? 6 — J35% cos § (3.2.36)

E observando que n > 0 e cosf = Z—; impoem a restricdo n > 1. concluimos que o terceiro

VRl
resultado 6 = cos™* (Z—;) também corresponde a um minimo local.

3.3 Teoria de ondas de spin para o caso antiferromagnético

Para estudar o caso antiferromagnético, adota-se como ponto de partida o mesmo hamiltoniano que
no caso ferromagnético:

SHST 4+ 8Fs;”
H=Y" Jij% + J;; 8787 (3.1.2)
it

Desta vez, porém os operadores na representacao de Holstein-Primakoff sao definidos como:

(o S g — /2G4t 2 =8 _ala;
{SltZO A SZ - ma/l Sz QSa’L Sl S ;i (3337)

Sitio B: S} =250, S; =v25h; S;j=-S+blb
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Considerando os trés tipos de interagoes que temos na rede de Chevron e introduzindo os
respectivos parametros de interacdo Ji, Jo e J3 (relembrando que caso antiferromagnético J; > 0,
Jo > 0, J3 > 0); o hamiltoniano levando em consideracao termos até segunda ordem em S é:

H=3%ca Jls(aialri —&—a}LaH;ﬂ) + J1[S? - S(aTaz —&-aH_IaZ—Jﬂ%)] +J25(a;bitg —i—az bH_y) + Jo[—S%+
S(afa;+b], ;bisg))+ J3S[ai(biss + bM, )+al (b, 5o +b1, )]+ J5[—25% + S(2ala; +bi+5+bi+5+ +
b;r+6 birs-)| + E,]GB J15 (be;r+z + b} bJJr:Tv) +1 [52 S(b;f'bj + b}+§;bj+50)] + J25 (b;r ajgt bjaj+7)) +
Jo[=8% + S(blb; +al jajig) + JsS(al, 5 +al,50) +bj(ayer + aji5-)] + Js[25% + S(2blb; +

al stjisr+al s aj50)] (3.3.39)

Introduzindo as transformadas de Fourier seguindo o mesmo protocolo do caso ferromagnético,
obtendo:

H= Y, ;S (aka e~tke 4 gl Lagetta) + J;S% — 2J15akak + J2S(apbre™v + aLbLe‘“fy) — Jp52% +
JgSakak + JngT bi + J3S[arby (e~ Feeitky 4 emthe =ik 4 aTbT( ika g—iky 4 e“““eiky)] — 2J35% +
2J38a] ay, +2J35bTbk + J1S(bl brette 4 bl et ) 4 J1S% — 20,SbLby, + JoS(blal ey 4 bragetv) —
J282 4 JoSb] bk+JgSakak+JgS[bT [ (e ke emihy femke eiby) 4 bray (e etk 4 ke e=ihu)] 2 1362 4
2J352bLby, + 2J35%aka,  (3.3.39)

Os operadores bosonicos satisfazem as seguintes relagdes de comutacgao:

[CL,a] [b,bT]fl
{[a:,b:} [ai,bT] =0 (3.3.40)

Vamos chamar de H; com ¢ = 1,2,3, os termos na expressao acima que contém Jy, Jo e Jg
respectlvamente e simplificar o resultado anterior usando as relacoes akak =1+ azak, bkb

1+ bkb;€7 arpby, = bray e azbk = bL a;,. Temos entdo:

Jls(akak ’lk*—l—aiakelk )+ J152%— 2J15akak+J15(b£bkeikw+bkbLeikI)+J1S2—2JleLbk =
(2J152 +2J,Se ) 4 [2J,S cos by, — 2J18](alax + biby)  (3.3.41)



CAPITULO 3. REDE DE CHEVRON 45

Hy = JoS(agbre™v +a£b£e*iky)—J252—|—JgSazak—I—JngLbk—FJgS(b%a,te’iky +bpapetv) —J, 82+
JoSblby, + JoSalay, = 2J5SetFvagby, + 2J5Se~*val bl — 27,82 + 2JySalay, + 2J5SbLby,  (3.3.410)

Hz = J3S[apby (e Hwethy 4 ethee=ihy) 4 aLbL(eikwe_iky + etkzeiku)] — 2J35% + 2JgSaLak +
2J35’b£bk + Jgs[blai(e_ikme_iky + e Feethu) 4 brag(efeethy + etFee=th)] — 21382 + 2J;),S2b£b;~C +
2J35%a} ay = —4J352 + 4J3Salay, + 4J35b] by + 4J3S cos ky cos ky (albl + agby)  (3.3.417)

Colocando os resultados (3.41), (3.41°) e (3.41”) em (3.39), chega-se a:

H= (2J;Se s 4 2J,8% — 2.J,5% — 4J38*)Nz + Yopl2J1S cosky — 215 + 2155 + 4J3S]azak +
[2J1S cos kx—2J15—|—2J2S+4J35]b£bk+[2JgSeiky +4.J35 cos ky, cos ky|agby+[2J2Se~*v+4.J3S cos k, cos k‘y]albl
(3.42)

Ou:

H=Eq, + Zk 'yoazak + ’YObLbk +Yiarbk + vlasz
(3.3.43)

Onde:

Ey = (2J1867ik“” + 2J152 — 2J252 — 4J352)NZ
Yo = [2J13 COS k‘z — 2J1S + 2JQS -+ 4J35] (3344)
11 = [2J2Se" %y + 4.J38 cos k, cos ky]

Afim de diagonalizar este hamltoniano, é necessario performar uma transformacao para-unitaria
[41][11][12][13] para que os novos operadores introduzidos preservem as relagdes de comutagao
canoénicas. Primeiramente reescrevemos este hamiltoniano em forma matricial:
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H=E; — (3)tr(A) + (3)VTMV(3.3.45)

Onde definimos o vetor coluna contendo os operadores e a matriz M de coeficientes como:

ag
b
v=|7% (3.3.46)
Oy
b
M= {A 1“]

i (3.3.46")

Aqui tanto I" e A s@o matrizes 2 x 2, a saber:

r= (0 ”01) (3.3.47)

71
(7 0 3
a-(y0) )

Tomando I e 0y como a matriz identidade e a matriz nula de ordem 2 respectivamente, escre-
vemos a matriz dinadmica do sistema como:

D=MI_=

[IflT ﬂ [éz _Ofrz] ={_’§T _FA} (3.3.48)

A matriz I_ desempenha um papel andlogo ao da matriz identidade em uma transformacao
unitéria.
Em sua forma extendida, temos agora uma matriz 4 x 4:

Yo 0 0 7

p=| % w0 m 0 (3.3.49)

0 =1 - 0
- 0 0 -

Tomando:
Yo — w 0 0 Y1
0 Yo — w Y1 0
det N =0 (V
¢ 0 - Y —w 0 V)
-5 0 0 —Yo — W

Obtemos a equagao caracteristica:
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w? =95 +hil=0 (3.3.50)

Cujos autovalores sao:

Vg —Inl? se ol >l

w= 0 se |yl = |ml (3.3.51)
tivnlP =8 se ol <l

O caso dos autovalores imaganarios estd automaticamente descartado, por conta da inter-
pretagao fisica dada ao problema em questao . No caso do autovetor nulo, verifica-se que a matriz
D, possui apenas dois autovetores independentes, portanto D nao é diagonalizavel.

Para o caso do autovalor real w = /92 — |y1|?, verifica-se hd dois autovetores linearmente
indepedentes:

Y1

V2w (vo—w)
0

0
w—70

v (w) = FVEDow) (3.3.52)

1

V2w(=y0+w)
0

0
w7

vV 2w(—yo+w)

0
w+v0

V2w (w+70)

~—"1

vV 2w(w+v0)

va(w) = X (3.3.52)

w+Yo

vV —2w(w+70)

oty
v —2w(w+70)
0

se v >0

se v <0

se v >0

se v <0

Ambos vetores sdo para-ortonormalizados tendo para-normas (v*I_v) igual 1 para v9 > 0 e
-1 para 9 < 0. Para o autovalor —w = —y/92 — |11]?, os autovetores correspodentes sdo dados
respectivamente por:

vi(—w) = Juf(w) com i=1,2,... (3.3.53)
Onde definimos:
|02 Iy
J= [[2 02] (3.3.54)

A matriz de transformacao T da matriz dindmica do sistema é dada por:
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_ [Ul(w)7v2(w),Ul(—w)71)2(—w)] se 4 >0
r= {[U]_(_W), U2(_W), V1 (W), UQ(CL))] se Yo < 0 (3355)

Tém-se que:

riur—1 diaglw, w, w, w] se v >0 (3.3.56)
diagl—w, —w, —w, —w|] se Y <0
Portanto o hamiltoniano na sua forma diagonal pode ser escrito como
_ i i
"o {(Eo +w—"7)+ w(d%dl + d%dg) se v >0 (3.3.57)
(EO — W — ’70) — w(dldl + d2d2) se v < 0

Os novos operadores introduzidos satisfazem relagdes de comutagéo andlogas as relagoes (3.3.40).

Observemos que 7; = [2J2Se™ v 4 4.J35 cos k, cos ky] = [2J25 cosk, + 4J3S cosky cosky —
i2J5S sin k| implica que || = QS\/JQ2 + 4J3 cos? ky, cos? ky + 4J5.J3 cos? ky cos k. A condigao
para termos autovalores reais |yo| > |y1|, impoe a restrigao:

(cosky — 1) +m21 + 231 > /13, + 403, cos? ky cos? ky, + 4na1ns; cos? ky cosk,  (3.3.58)

se o > 0.
Ouw:

(-cos kg + 1) — 121 — 2131 > \/7751 +4n2, cos? ky cos? ky + 4na1n31 cos? ky cosk,  (3.3.58)

se vo < 0.
Onde 21 = % € N31 = %



Capitulo 4

Rede Union Jack

4.1 Teoria de ondas de spin para o caso ferromagnético.

Iniciamos o cédlculo para o caso ferromagnético com um hamiltoniano do tipo:

H=Y7,5.5, (4.1.1)
iij

SH+s; str-s; . .
Fazendo S} = % e SY = 25~ podemos escrever o hamiltoniano (4.1.1) como:

St S;+ SJT*'S; s
H=>" Jij =+ JiSi S, (4.1.2)
ii
A rede union Jack [5] é uma variante da rede quadrada em que hd duas subredes que denotaremos
por A e B, cada subrede possui um tipo de sitio que alternam entre si ao longo das diregoes definidas
pelos eixos cartesianos ao longo do plano. Os spins situados na subrede B interagem apenas com
seus vizinhos préximos situados em sitios do tipo A ao longo das diregdes definidas pelos eixos
cartesianos. Os spins da subrede A interagem com seus vizinhos préximos situados na subrede B
ao longo das direcoes definidas pelos eixos cartesianos, mas também interagem entre si ao longo
das diagonais. Seguindo o procedimento padrdao adotaremos aqui dois pardametros de interacao;
J1 < 0 para interacoes de spins de subredes diferentes e Jo < 0 para interagoes entre spins na
mesma subrede, além disso, adotaremos os parametros de rede iguais a 1 ao longo das diregoes Z e
9 definidas pelos eixos cartesianos.
Vamos introduzir os seguintes operadores bosonicos na representagdo de Holstein-Primakoff
(onde ja consideramos uma expansdo no radical até temos de primeira ordem em S):

3

e . + - _ T z T
Sttio B: St =25 S =280, S5:=S5-blb,

{Sftio A: Sf =V2Sa; S7 =+28a] Si=5-ala (4.1.3)

Fazendo uso dos operadores bosonicos nesta representacao, considerando apenas termos de or-
dem S e S?, podemos expressar o hamiltoniano da rede Union Jack no caso ferromagnético como:
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Figura 4.1: Rede Union Jack

H=3,c4 JlS(aib;eri, + ajbiﬂz) + Jls(aibjﬂg + albi_i_g) + JQS(aia;fMl + a;fapr(;l) + termo 8% +
termo 63 +termo 6* + J1[S? — S(a;-rai + b;r+5¢bi+i)] + J1[S? — S(a}ai + b;'r+gbi+7))] + J2[S? — S(a;rai +
ag+51ai+51)]+term0 §2+termo 8 +termo 54+EjeB JlS(bja}+i+b§bj+i)+JlS(bja;+g+b;aj+g)+
J1[S% = S(blb; +al, sajia)] + Ji[S? = S(blb; + b, jai4g)]  (4.1.4)

Vamos introduzir as transformadas de Fourier para os operadores bosonicos:

a; = N,ZIZ 2k Gk
-1
bj = Np "3 bk ‘
ajes = N3 "2 ¥ apehs
bive = N/ Dok bkelfz
ajrg =Ny 250, apei®s (4.1.5)
—1/2 ik, L.
bivg = Np'/? 3o bre'ts
045 = N;1/2 Zk akez(kIJrky)
Qg0 = N;1/2 3, apeiFa=Fky)
gy 50 = N,Zl/Q S, ape~katky)

Qipss = NXl/Z Zk bkefi(szky)
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Fazendo uso destas transformagoes e das relagbes canonicas de comutacao satisfeitas por estes
operadores em (4.1.4) obtém-se o seguinte resultado:

H= [4J,5% + 4J55%] — 41,8 Y (alag + blbg) — 8J2S Y, alar + 2718 3, ve(alby + blar) +
4128, v (2alar +1)  (4.1.6)

As constantes estruturais sao dadas por:

1 ik ik —iky | —ik 1
Ve = Z;(ez -4 etk e +e ) = §(COS]% + cos ky) (4.1.7)
1 . , . T
Yo = 1 Z(e’(k’J“ky) +eika=hy) 4 gmilhathy) 4 o=ilka=hy)y — cosk, cosky (4.1.7)
k
Tomamos:
Ey = (4J15% + 4J25% + 4J5 cos k, cos k)N z (4.1.8)

Onde N é o ntimero total de spins e z é o nimero de spins adjacentes.
Portanto, o hamiltoniano pode ser escrito na forma matricial como:

H=FEy+ ZW@GLG}C + ’ylalbk + ’YlbLak + ’)/QbLbk (4‘1.9)
k

Onde se usou a seguinte convencao:

Yo = 8J2S5 cosk, cosky — 415 — 8J28
11 = 2J15(cos kg + cos ky) (4.1.10)
Yo = —4J15

Simplificando ainda mais anotacao, reescrevemos a equagao (4.1.9) da seguinte forma:

H=FEy+VIMV (4.1.11)
Onde:
_ [ O
-
Y12

E conveniente para o que se segue, escrever o hamiltoniano em uma forma que nio envolva
termos com os operadores ay € by, simultameanente, isto implica em diagonalizar a matriz M definida
em (II). Notemos que esta matriz é hermitiana, portanto diagonalizdvel (assim como toda matriz
normal) via transformacao unitéria.
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A equacgao de autovalores se torna entao:
- A
det [70 n A] =0= X=X +7%) + (012 —11) =0 (4.1.12)
B! Y2
Os autovalores sao dados por:
= M:I: (u)2+%2 (4.1.13)

2

Explicitamente temos:

A = { 4J5S[cos k, cosky, — 1] — 415} + 1/16J352[cos k. cos k, — 1]2 + 4J752[cos k; + cos k]2

(4.1.13")
Para o autovalor w, = 20332 —  /(20292)2 4 42 ¢ autovetor correspondente é:
(=0 +72)+/ (0 —72)2 4497
v = 2m
1

Para o autovalor wg = 20532 4 /(20-32)2 4 42 o autovetor correspondente é:

< (=y0+72)—+/ (70—72)2—%47%)
v =

271

1

H = Ey+VIPIPMPTPV = By + V] DV,

Definimos:
o) V(0122 +49F (cvtr2) =y (0 —2)3+ 403
P= 271 2m1
1 1
E

_ _ [ %
Vy=PV = (ﬂk)

wa O
D_[O WB]

A matriz D é dada por:

O hamiltoniano escrito na forma diagonal é, portanto:

H=FEy+ waaZak + w[gﬁ};ﬁk

(I11)

(4.1.15)

(4.1.16)

(4.1.17)

Introduzimos para o caso ferromagnético um termo de interagdo antissimétrica (o termo de

Dzyaloshinskii-Moryia) que tem a seguinte forma:
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H=D.3 5 x5 (4.1.18)

i#]

Para B = Deé, a componente z do hamiltoniano é:

H=DY v;(Srs¥ —SysY) (4.1.19)

i#]j

Ou:
D _ _ —iD _ _ ,
H = (S 8F = 8f57) = —= > oi(S7 8f = 57 57) = (4.1.19")
i#£] i#£]

Na expressao acima convenciona-se que v;; = —v;; = £1, portanto usando os operadores na

representacao de Holstein-Primakoff obtemos:
H= (-iD/2) > ;ca Uij(a;rbi+j; — aib;f+i) + (a;rbpry bLQ) + (aIaH_(p :‘r+51) + termo 6% +

termo 83 + termo §* + (—iD/2) > jeB vji(b;aj+£ b, ajﬂ) (b}ajﬂ, b; a]+y) (4.1.20)

Ap6s introduzir a transformada de Fourier, o resultado final é:

1D
H=— ZW(“LI% axbl) + Z%@ (afar — axa}) (4.1.21)
k
As constantes estruturais sao dadas por:
1 X . , , -1
Vi = Z Z(_ezkm _ ety _ gmtka _ e—zky) = 7(COS k, + cos ky) (4_1.22)
k

1 . . _

~ 1 Z eilhathy) _gitka=hy) _ o=ilkathy) _o=ilke=ku)) = _ cosk, cosk, (4.1.22%)
k

Usando os resultados acima e as relagoes de comutagao canonicas satisfeitas pelos operadores na
representacao dos momentos, obtém-se o seguinte resultado para o Hamiltoniano de Dzyaloshinkii-
Moryia:

. D
H = —iD cos ky cos ky — % [cos k., + cos ky](aibk - akbz) (4.1.23)



Capitulo 5

Calculo da curvatura de Berry

5.1 Calculo da curvatura de Berry para a rede de Chevron
no caso ferromagnético

Comecamos o célculo da curvatura de Berry com a expressao geral:

1 . Oh,0h. Oh.oh Oh. Oh,  Ohg Oh. Ohy Oh,  Ohy Oh,
Sralhe( Gt 5 — 2 50+ hy( - ) +ha (oo — o
213" "\ Oy Ok, Oy Ok, Y Ok, Ok, Ok, Ok, Ok, Ok, Ok, Ok,

)] (5.1.1)

Q?:

Para efetuar este calculo, deve-se levar em consideragao o hamiltoniano total para a rede de
Chevron expresso em termos dos operadores ay € by:

H= (Eq— M)—sz ’yoalak+’yob£bk+'yla2bk+’yfb£ak—|—2DS(sin ky+sink,) Zk(albk—kb%ak)
(5.1.2)

Onde usou-se a convencao:

Eo = Eo + 2J,Se s
Yo = 2J1500$ k‘w - 2J15 - 2JQS - 4J35 (513)
Y1 = 2J2S cos ky + 4J3S cos kye ™=

Seguindo a prescrigao geral escrevemos, a matriz do hamiltoniano em questao da seguinte forma:

— — — —
M =ho(k)I+he(k)og + hy(k)oy+h.(k)o, (5.1.4)
Nessa representacao os autovalores do hamiltoniano sao dados por:
- — — = = =
wi = ho(F) % h(F) onde h(F) = \/n2(F) + h2(F) + h2(%) (5.1.5)

Para o caso particular da rede de Chevron é necesséario introduzir uma anisotropia no termo
’yobLbk, multiplicando-o por um fator r # 1, pois caso contrario terfamos h, (k) = 0, o que levaria a
resultados triviais com (22> = 0. Temos, portanto:
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hz(?) = 2D;>§(Sin ky +sinky) + 2J25 cos ky
/@(_]}c) = 4J35 cos ky sin k, (5.1.6)

hy(k)=2J1Scosky(r—1)

F) = IS cosky(r+1) — 2018 — 2J58 — 4455

ho(

h( ) = 28{ D?(sin k, +sin k;)% 4 JZ cos? k, +2Jo D cos k, (sin k, +sin k) +4.J3 cos? k, sin® k, +
cos? kg (r — )}1/2(516)

. . . . = s -
As derivadas parciais dos elementos de matriz h;( k) (i = 1,2,3) sdo:

%T(k) =2DS cosky,

M =2DS cosk, —2J2S sink,

Y —>
ahy(k = 4J3S5 cos ky cos k;
dhi’% (5.1.7)
616( = —4J3Ssink, sin k,
ah (k) =2J;Ssink,(1—r)
oky

Usando a férmula (5.1.1) e realizando-se os calculos correspondentes, obtém-se o seguinte resul-
tado:

Qp = 5 [D?(sinky + sinky)? + 2J2D cos ky (sin kg, + sinky) + J3 cos? ky, + 4J3 cos® k, sin? k, +
J? cos? ky(r — 1)2)73/2{ 16.J, J3D(sin k, + sin k) sin® k, sin k,, (1 — r) + 16.J1 J3D cos? k, sin® k, (1 —
1) + 8J1J3D cos ky sin ky, sin 2k, (1 — r) + 16.J1J3D cos? ky, cos® ky (1 — r) + 8.J1J2J5 cos? ky sin 2k, }
(5.1.8)

5.2 Calculo da curvatura de Berry para a rede Union Jack
no caso ferromagnético

Procedendo de maneira andloga ao célculo realizado para a rede de Chevron tém-se que:

hm(—>) 2J15(cos kg + cosky)

%

Ey( k) = L(cosk, + cosky)

_h}z( k) =4J35 cos k cos kyy — 428
k) =4J35 cosk, cosk, — 8J1.5 — 4,8

(5.1.9)

ho(
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D
h(?) = \/(2 +2J15)2(cos ky, + cos ky)? + 16.J252(cos ky cos ky — 1)2 (5.1.9")

Usando a férmula (5.1.1) e fazendo os célculos correspondentes, obtém-se o seguinte resultado:

Qp = (L +2J19)%(cos ky + cosky)? + 16J3S%(cos ky cos ky, — 1)2]73/2{ 4., J28%D(cos k, +
cos k) [cos k, sin® k, + cos k,, sin® k, — sin 2k, sink,]} (5.1.10)

Observemos que neste dltimo resultado a constante D, incorporou a dependéncia em S. A
curvatura de Berry nao depende de S.



Capitulo 6

Calculo numeérico dos coeficientes
de transporte

6.1 Introducgao

Em posse da expressao matematica da curvatura de Berry é possivel calcular os parametros de
transporte usando as expressoes (2.4.32), (2.4.33) e (2.4.34) respectivamente. Dada a complexidade
das expressoes resultantes para a curvatura de Berry, o cdlculo tem de ser realizado numericamente.

Esta integragao numérica é realizada sobre a primeira zona de Brillouin que possui a topologia
de um toro (T2 = S'xS1). Tal fato nos permite realizar os cdlculos considerando as funges a serem
integradas em um ntmero reduzido de pontos.

Existem diversas técnicas de integragao nimerica para realizar este cdlculo sobre uma zona de
Brillouin [6], muitos destes métodos como o método da selegao de pontos uniformemente distribuidos
ao longo da zona de Brillouin [32] e o método do tetraedro [8] exploram a simetria das redes
cristalinas para que seja tomada uma média ponderada da fungao a ser integrada em um conjunto
cuidadosamente selecionados de pontos, usando-se uma funcdo de peso auxiliar convenientemente
definida. Outro tipo de técnica de integracdo envolve a definigdo de fungoes de cortes para os casos
em que hd uma descontinuidade da funcao a ser integrada [30], como ocorre em metais em que hé
bandas eletronicas parcialmente preenchidas.

No caso particular do problema aqui considerado, o processo de integracao numérica é sim-
plificado enormemente por conta da simetria da rede quadrada (grupo de simetria Dy, [23][24],
isomorfico a Cy, no caso bidimensional) e pelo fato de estarmos considerado apenas materiais iso-
lantes nos quais nao ha necessidade de se trabalhar com bandas parcialmente ocupadas. Neste
caso, a integral em questao se reduz apenas a uma média ponderada sobre a malha quadrada
considerando-se um numero suficientemente grande de pontos. O problema principal a ser consi-
derado aqui é selecionar um ntimero de pontos otimizado que garanta a convergéncia do resultado
final.

Para realizar o cdlculo em questao, usamos um programa de computador que determina o valor
das fungoes que aparecem nas expressoes (2.4.32), (2.4.33) e (2.4.34) em uma malha de 1000x1000
pontos.

Uma questao de fundamental importancia a ser considerada é o sistema de unidades a ser em-
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pregado no calculo das fungoes definidas sobre a zona de Brillouin. As constantes fisicas necessarias
para tal, a saber, a constante de Planck h ~ 6,62603015210734J.s e a constante de Boltzmannn
kp ~ 1,38064921023J.K ! possuem ordens de grandeza tais que os valores da funcdes a serem
computadas sao extremamente pequenos. E sabido que os computadores tem enorme dificuldade
em trabalhar com valores desta magnitude, os calculos sao imprecisos e muitas vezes ocorrem erros
de truncamento, por esta razao, é conveniente empregar outro sistema de unidades que nao o SI,
como ¢ o sistema de unidades de Planck, no qual essas duas constantes tém valor igual a 1.

Para o problema particular estudado foi usada a linguagem de programacao Fortran para se
realizar os cdlculos numéricos. O cédigo dos programas usados encontram-se no apéndice A.

6.2 Resultados

Nas imagens abaixo estao representados graficamente os resultados de simulacoes numéricas reali-
zadas para a rede de Chevron e Union Jack para alguns conjuntos de parametros.

JP1ara_rc||1§trr.~.'- da simulagéo Rede de Chevron - Autovalor 1
j2=-04

j3=-06

D=0,

r=0,5

Figura 6.1: Relagdo de dispers@o para a rede de Chevron (w(ks, ky) = ho + h(ksz, ky)).

Nas figuras 1-8 tém-se o hamiltoniano da rede de Chevron versus ? Nas figuras 1-4 estao
plotados os autovalores do hamiltoniano especificado na equagéo (5.1.5) para a banda superior (com
w(K) = ho + h(k
para a banda inferior (com w(k) = hy — h(?)) Simulagoes foram efetuadas para vérios valores
das constantes de exchange Jy, Jo, J3 e de interagao antissimétrica D. O termo de anisotropia
introduzido na equagao (5.1.6) foi fixado em r = 0, 5. Investigagbes qualitativas foram feitas para
os casos J; > Jo > J3, J1 < Jo < J3, J1 = Jo = J3. A existéncia de estados sem gap entre as

)), ao passo que nas figuras 5-8 estdao plotados os autovalores do hamiltoniano
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Rede de Chevron - Autovalor 1

Parametros da simulagac
M=-0,2

12=-04

13=-0,6

D=0,5

r=05

Figura 6.2: Relagdo de dispersao para a rede de Chevron (w(kz, ky) = ho + h(ks, ky)).

duas bandas foi verificada explicitamente para o conjunto de parametros J; = —0,2, Jo = —0,4,
Js = —0,6.

Nas figuras 9-12 tém-se a curvatura de Berry versus ? para a rede de Chevron para vérios valores
das constantes de exchange Jy, Jo, J3 e de interacdo antissimétrica D. A investigacdo qualitativa
nos mostra que para valores baixos de D, os valores de Jp, J2, J3 nao mostram uma influéncia
signficativa sobre o valor de Q?. Para um conjunto de valores fixos das constantes de exchange,
observou-se uma mudanga significativa no gréafico de Q? a medida que a constante de interagao
antissimétrica cresce. Em particular, para J; = —0,4, J, = —0,3 e J3 = —0, 3 isto ocorre a D = 0,4,
indicando que neste ponto a magnitude da interagao de Dzyaloshinskii-Moryia se torna significativa
quando comparada a interacao de troca. Como dito anteriormente a interacao antissimétrica atua
de maneira similar a um campo elétrico defletindo magnons de modo similar ao que ocorre com
elétrons sujeitos a acdo de um campo magnético no efeito de Aharonov-Bohm, espera-se portanto
que ela desempenhe um papel importante no estudo das propriedades de transporte de um sistema
magnético. E interessante observar que na verdade apenas a relagdo J;/D (i = 1,2,3) é relevante
neste caso, pois a expressao da curvatura de Berry (5.1.8) pode ser expressa em termos apenas das
razoes entre estas constantes.

Nas figuras 19-22 temos respectivamente o grafico da condutividade Hall o®¥ versus tempera-
tura e do coeficiente de spin Nerst ky versus temperatura para alguns valores das constantes de
acoplamento. Ao se analisar a expressdo (2.4.31) e (2.4.32) observa-se que até termos de primeira
ordem no limite wp << KT" hd uma relagao linear entre o™ e T. Isto nao ¢ mais verdade para
k*¥ e kyn. No limite T — 0 tém-se n(w-) — 0, isto é, ndo existem magnons, por esta razio os

k
coeficientes de transporte se anulam a esta temperatura. Para T > 0 as excitagoes aumentam e 0s
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Rede de Chevron - Autovalor 1

Pardmetros da simulagao
1=-06

j2=-04

J3=-0.2

D=0,5

r=05

Figura 6.3: Relagdo de dispersao para a rede de Chevron (w(ks, ky) = ho + h(ks, ky)).

coeficientes de transporte nao sao mais nulos. o
Nas Figuras 13-16 tém-se o hamiltoniano da rede Union Jack versus k. Nas figuras 13-14

estdo plotados os autovalores do hamiltoniano para a banda superior (w(k) = ho + h(k)), ao
passo que nas figuras 15-16 estdo plotados os autovalores do hamiltoniano para a banda inferior
(w(k)=ho—h(k)). E interessante observar que no caso da rede Union Jack os graficos resultantes
sao similares independentemente do valor das constantes de acoplamento Ji, Js e D.

Nas figuras 17 e 18 temos o grafico da curvatura de Berry versus ? para a rede Union Jack. A
investigacao qualitativa mostrou que no caso da rede Union Jack, exceto no médulo de Q?, nao hé
uma diferenga significativa na questao da ocupagéo de bandas para diferentes razoes J; /D (i = 1,2).
E interessante observar que no calculo da curvatura de Berry nao houve necessidade de se introduzir
um termo de anisotropia, residindo neste fato uma possivel explicacao para os resultados obtidos.

Nas figuras 23-25 temos os graficos da condutividade Hall 0*¥ versus temperatura e do coeficiente
de spin Nerst ky versus temperatura para alguns valores das constantes de acoplamento para a rede
Union Jack.
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Rede de Chevron - Autovalor 1

Parametros da simulgao
Nn=-04

j2=-04

B=-04

D=0,5

r=05

Figura 6.4: Relagao de dispersao para a rede de Chevron (w(ky, ky) = ho + h(ks, ky)).

Rede de Chevron - Autovalor 2

Parametros da simulagac
J1=-0,2

j2-0,4

j3=-06

D=0,2
r=0,5

Figura 6.5: Relagdo de dispers@o para a rede de Chevron (w(ks, ky) = ho — h(ks, ky)).
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Rede de Chevron - Autovalor 2

Parametros da simulagao
n=-02
j2=-0,4

Figura 6.6: Relagdo de dispersao para a rede de Chevron (w(ky, ky) = ho — h(ky, ky)).

Rede de Chevron - Autovalor 2
Parametros da simulagao
n=-08
j2=-04
j3=-02
D=05
r=05

Figura 6.7: Relagdo de dispersao para a rede de Chevron (w(kz, ky) = ho — h(ks, ky)).
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Rede de Chevron - Autovalor 2

Parametros da simulagao
Nn=-04
j2=-04
B=-04
D=0,5
r=05

Figura 6.8: Relagao de dispersao para a rede de Chevron (w(kz, ky) = ho — h(ks, ky)).

Rede de Chevron - curvatura de Berry

Parametro da simulagao

j1=-03

j2=-04

J3=-0,2

D=0,2 P
r=05 A

Ao m

Figura 6.9: Curvatura de Berry Q? (ks ky) para a rede de Chevron.
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Pardmetros da simulagao

Nn=-04 Rede de Chevron - curvatura de Berry
2=0,3
13=03
D=02
r=05 e .y
P T
4 -
y 1
p _ 0.5

Figura 6.10: Curvatura de Berry Q—k>(km, k,) para a rede de Chevron.

Rede de Chevron - curvatura de Berry
Parametros da simulagao
n=-04
j2=-03
B=-103
D=05
r=05

Figura 6.11: Curvatura de Berry Q- (ks ky) para a rede de Chevron.
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Rede de Chevron - curvatura de Berry

Parametros da simulagao
n=-04
j2=-03
3=-03
D=0,4
r=05

Figura 6.12: Curvatura de Berry Q- (ks ky) para a rede de Chevron.

_ Rede Union Jack - Autovalor 1
Parametros da simulagao

n=-02
j2=-04
D=03

MW R g O N @ e

Figura 6.13: Relacao de dispersao para a rede Union Jack (w(ky, ky) = ho + h(ks, ky)).
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Rede Union Jack - Autovalor 1

Parametros da simulagao
H=-04
2= -0,2
D=0,3

Figura 6.14: Relacao de dispersao para a rede Union Jack (w(ky, ky) = ho + h(ks, ky)).

Parametros da simualagao Rede Union Jack - Autovalor 2
n=-02

2=-04

D=03

Figura 6.15: Relac@o de dispersao para a rede Union Jack (w(kg, ky) = ho — h(ks, ky)).
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Pardmetros da simulagao Rede Union Jack - Autovalor 2
n=-04
j2=-02
D=03

Figura 6.16: Relac@o de dispersao para a rede Union Jack (w(ky, ky) = ho — h(kz, ky)).

Rede Union Jack - curvatura de Berry

Par@metros da simulagao
n=-04
j2=-02
D=0,5

[ I = R R

Figura 6.17: Curvatura de Berry Q- (ks, ky) para a rede Union Jack.
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L R N -

Figura 6.19: Grafico do coeficiente de Spin Nerst versus temperatura para a rede de Chevron.

J=-02
j2=-02

Rede Union Jack - curvatura de Berry

Parametros da simulagao
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Figura 6.20: Grafico da condutividade Hall de spin versus temperatura para a rede de Chevron.
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Figura 6.21: Grafico da condutividade Hall de spin versus temperatura para a rede de Chevron.
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Figura 6.22: Grafico da condutividade Hall de spin versus temperatura para a rede de Chevron.



CAPITULO 6. CALCULO NUMERICO DOS COEFICIENTES DE TRANSPORTE 71

Rede Union Jack
14 T T T T T T

Parametros da simulagéo
n=-02
12r j2=-0,2 7 §
D=-0,5 J P s
//'/
// -
10 |- R
/ 4
P
r g
8| . o~ .
w
F //
6} -~ .
///
//4
4 // ]
4/
o
| / // 1
0 — i i i 1 1 i
0 4 8 12 16 20 24
T(K)

Figura 6.23: Grafico do coeficiente de Spin Nerst versus temperatura para a rede Union Jack.
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Figura 6.24: Grafico da condutividade Hall de spin versus temperatura para a rede Union Jack.
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Figura 6.25: Grafico da condutividade Hall de spin versus temperatura para a rede Union Jack.



Capitulo 7

Conclusao

No presente trabalho determinou-se quantitativamente um conjunto de parametros de transporte
de magnons para as redes de Chevron e Union Jack no caso ferromagnético.

No capitulo 1, foi descrito de maneira sucinta a fenomenologia associada aos materiais conhecidos
como isolantes topolégicos. Procurando sempre uma abordagem mais geral, iniciou-se o trabalho
com uma descrigao sucinta das técnicas mais gerais possiveis para se tratar sistemas magnéticos.
Em seguida, focou-se nos aspectos especificos da fenomenologia associada a propagacgao de ondas
spins, baseados nos mesmos principios do efeito Hall quantico, ressaltando sempre a importancia
da existéncia de simetria do tipo inversdo temporal e/ou espacial neste tipo de fendémeno, nao
importando se isto se da gracas a aplicagao de um campo externo ou a interagoes magnéticas
envolvendo os spins dos elétrons presentes no préprio material. Uma interessante analogia foi
estabelcida com o efeito de Aharanov-Bohm.

No capitulo 2, realizou-se um apanhado geral de técnicas matematicas usadas no calculo dos
parametros de transporte. Aqui, procurou-se sempre usar um problema fisico para introduzir de
uma forma nao rigorosa conceitos matematicos como a curvatura de Berry, fase de Berry, niimeros
de Chern. Tais conceitos originalmente foram desenvolvidos (em um outro contexto) na area da
topologia, que é o ramo da matematica que estuda as propriedades de objetos matematicos que
permanecem invariantes sob transformacoes continuas. Uma descrigao matematica rigorosa destes
conceitos envolve um estudo aprofundado de tépicos de geometria e topologia diferencial como
magcos de fibras, invariantes topoldgicos do tipo Zs [7], grupos de simetria, teoria de calibre, classes
caracteristicas, teoria K (usada na classificacdo de isolantes topoldgicos), entre outros[31][9].

Neste capitulo, também estd incluso um roteiro geral do procedimento empregado no célculo
dos coeficientes de transporte usados na descricao da propagacao de ondas de spins. Detalhou-se
o caso particular de sistemas bidimensionais ferromagnéticos que possuem duas bandas (dois tipos
diferentes de sitios), porém variagoes do procedimento acima podem ser aplicados para tratar de
outros casos como sistemas bidimensionais de trés bandas (com trés tipos de sitios diferentes) ou
sistemas bidimensionais de duas bandas no caso antiferromagnético [36][37].

Nos capitulos 3, 4 e 5, as técnicas discutidas anteriormente sao empregadas para analisar de
forma quantitativa o caso particular das redes de Chevron e Union Jack. Procurou-se fazer os
cdlculos pertinentes de maneira mais completa possivel de modo que eles (ou parte deles) pos-
sam ser empregados novamente em futuras investigacoes. Representacoes graficas dos resultados
das simulagoes numéricas aparecem no capitulo 6. Investigagdes mais aprofundadas no que con-
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cerne a eventuais transi¢oes de fase em materiais magnéticos para determinados valores criticos dos
pardmetros que descrevem estes sistemas podem ser realizados com técnicas como CCM (coupled
cluster method) que néao foram discutidas no escopo do presente trabalho [26].

O principal objetivo do presente trabalho foi a sistematizacao e aquisicao de um conjunto de
técnicas usadas para o calculo de coeficientes de transporte em materiais que apresentem proprie-
dades topoldgicas nao-triviais. Resultados inéditos foram obtidas para duas redes cristalinas ainda
nao abordadas na literatura. Esperamos que o presente de trabalho sirva de motivacao para futu-
ras investigagoes experimentais de materiais que apresentem propriedades topoldgicas e que sejam
descritos pelas duas redes analisadas.

Diferentes abordagens tém sido empregadas na classicagao das fases topolégicas da metéria.
Inclusive, hd uma tabela periédica de isolantes topoldgicos baseada em diferentes tipos de simetrias
[31]. Apesar do grande numéro de estudos tedricos, poucos materiais exibindo efeitos topoldgicos
foram sintetizados. Desta forma, a investigacao de novas redes cristalinas é de fundamental im-
portancia para suprimir esta caréncia. KEsperamos, portanto, que o presente trabalho seja uma
pequena contribuicao nesse sentido.
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Apéndice A

Cddigos dos programas usados no
calculo numérico dos coeficientes
de transporte.

A.1 Procedimentos gerais usados no calculo

Neste apéndice, estao inclusos os cédigos dos programas usados para se efetuar o calculo numérico
dos parametros de transporte via ondas de spin. Todos os programas aqui mencionados foram
escritos em Fortran, usando-se a versdo 95/2003 para tal tarefa.

Todos os programas aqui descritos podem ser salvos em um arquivo com a extensao .f90 ou .f95
e entao compilados e executados. O procedimento exato para execugao destes programas varia de
acordo com a plataforma na qual se estd trabalhando. Procurou-se desenvolver estes programas
a fim de proporcionar maior flexibilidade em um evetual reuso destes cédigos base no contexto
particular de integragao nuimerica em redes cristalinas bidimensionais no caso que em que se tem
uma simetria retangular.

Segue-se o cédigo de um programa denominado redequadrada que gera um conjunto de pontos
numa malha quadrada que serve como dados de entrada para os programas principais.

program redequadrada

use dissertacao

implicit none

!Variaveis

real (kind=kind(1.0d0)), dimension(:), allocatable::kx, ky
real (kind=kind(1.0d0))::q

character(len=*), parameter::filename="meshredequadrada.txt"
integer::i, j, nl, ios, fi

'Entrada de dados

write(*,*) "Quantos pontos vocé deseja usar na construgdo do mesh uniforme para a rede
quadrada?"
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read (*,*)nl

'Abrindo arquivo para registrar os valores de kx e ky
open(newunit=fi, file=filename, action="write", status="replace", iostat=ios)
!Calculando os pontos da malha quadrada para se fazer a integracgéo

allocate(kx(nl), ky(nl))
g=pi/ni

do i =1, ni1
do j=1, nil

kx (1)=q*(i-1)

ky (j)=q*(j-1)

write(unit=fi, fmt=+*)kx(i), ky(j)
end do

enddo

deallocate(kx, ky)

close(unit=fi, status="keep", iostat=ios)
end program redequadrada

Segue-se o cddigo de um programa denominado dissertacao que é na verdade um médulo (uma
unidade operacional a parte do programa principal que contém procedimentos padronizados inal-
terdveis que podem ser reutilizados em outros programas). Neste médulo estdao todas as constantes
fisicas e funcoes especiais que entram no calculo dos parametros de transporte. Esta fungoes estao
listadas nas férmulas (2.4.35), (2.4.36) e (2.4.31) respectivamente.

module dissertacao

implicit none

save

public::show, polilog2, constantl, constant2, boseeinstein
!Constantes usadas nos calculos

!0 valor de n define o numero de pontos usados no cadlculo da fungdo polilogariritmica
real (kind=kind(1.0d0)), parameter, public::pi=4.0*atan(1.0)
real (kind=kind(1.0d0)), parameter, public::euler=exp(1.0)
real (kind=kind(1.0d0)), parameter, public::Boltzmann= 1.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter, public::Planck=1.0d0
integer, parameter, public::n=10000

real (kind=kind(1.0d0)):: polilog2, constantl, constant2, boseeinstein
contains

!Procedimentos

!Checagem das constantes usadas no cadlculo dos coeficientes de transporte
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subroutine show()

write(*,*)"n=", n

write(*,*) "pi=", pi

write(*,*)"e=", euler

write(*,*)"Constante de Planck=", Planck
write(*,*) "Constante de Boltzmann=", Boltzmann

end subroutine
!Lista defungbes usadas

function constanti(x)

!Variaveis

real (kind=kind(1.0d0)), intent(in)::x
!Definigdo
constant1=(1.0d0+x)*1log(1.0d0+x)-x*1log(x)
end function constantl

function constant2(x)

Variaveis

real (kind=kind(1.0d0)), intent(in)::x

constant2=(1.0d0+x)*(Log((1.0d0+x) /x))**2-(log(x))**2-2.0d0*polilog2(-x)
end function constant2

function polilog2(x)

'Variaveis

real (kind=kind(1.0d0)), intent(in)::x
real (kind=kind(1.0d0)) : :soma
integer::i

if (abs(x)<1) then

soma=0.0

do i=1, n

soma= soma+((x**2)/(ix*2))

enddo

elseif (abs(x)>1) then
soma=((pi**2)/16)-(1/2)*(Log(x))**2

do i=1, n

soma=soma+ ((=1)**x(i-1))/(i*k*2kx**i)
enddo

endif

polilog2=soma
end function polilog2

function boseeinstein(T, x)
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!Variaveis

real (kind=kind(1.0d0)), intent(in)::x, T

! Definigdo

boseeinstein=1.0d0/ (exp(x/(Boltzmann*T))- 1.0d0)
endfunction boseeinstein

end module dissertacao

A.2 Rede de Chevron - calculo da condutividade Hall de
Spin

Segue-se o codigo do programa usado no cdlculo da condutividade Hall de spin para a rede de
Chevron.

program chevronl
use dissertacao
implicit none

Variaveis

real (kind=kind(1.0d0)): :autovalorl, autovalor2, T1, berry, soma, hall
real (kind=kind(1.0d0)), dimension(1000000)::kx, ky, x1, x2, x3, x4
integer::i, fu, fi, ios

!Procedimentos externos

interface

function autovalorl(kx, ky)

real (kind=kind(1.0d0)) : :energia

real (kind=kind(1.0d0)) ,intent(in)::kx, ky
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::jl= -0.4d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2= -0.3d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j3= -0.3d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::r=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0))::h0, hx, hy, hz, h

end function autovalorl

function autovalor2(kx, ky)

real (kind=kind (1.0d0)): :energia

real (kind=kind(1.0d0)) ,intent(in)::kx, ky

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
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real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j1=-0.4d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2= -0.3d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j3= -0.3d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::r=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0))::h0, hx, hy, hz, h

end function autovalor2

function berry(kx, ky)

real (kind=kind(1.0d0)),intent (in): :kx, ky

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D= 0.5d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::jil= -0.4d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=-0.3d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j3= -0.3d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::r=0.5d0

real (kind=kind(1.0d0))::p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8, p9, plo
end function berry

end interface

'Definigédo

'1. Lendo dados de arquivos e abrindo arquivo para exportar dados se necessario
open(newunit=fu, file=’meshredequadrada.txt’, status=’o0ld’, action=’read’, iostat=ios)
open(newunit=fi, file=’chevronl.txt’, status=’replace’, action=’readwrite’, iostat=ios)

12 . Entrando dados no programa manualmente (temperatura e nimero de pontos na rede quadrada)
T1=25.0d0

13.Computando as fungdes correspodentes na malha quadrada

'Determinando os valores de kx e ky para calculo da energia da banda na malha quadrada
do i=1, 1000000, 1

read (unit=fu, fmt=+) kx(i), ky(i)

end do

!Calculando o autovalores do Hamiltoniano
do i=1, 1000000, 1

x1(i)= autovalorl(kx(i), ky(i))

end do

do i=1, 1000000, 1
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x2(i)= autovalor2(kx(i), ky(i))
end do

!Calculo do nimero de estados de ocupagéo
do i=1, 1000000, 1

if (x1(i)/=0.0d0) then

x3(i)= boseeinstein(T1, x1(i))

else

x3(1)=0.0d0

endif

end do

do i=1, 1000000, 1

if (x2(i)/=0.0d0) then

x4(i)= boseeinstein(T1, x2(i))
else

x4(1)=0.0d0

endif

end do

14 .Calculo da integral que dd a condutividade Hall de Spin
soma= (((x3(1)+x4(1))*berry(kx(1), ky(1)) +(x3(1000000)+x4(1000000))*berry(kx(1000000),
ky (1000000))) /2.0d0) * (pi**2/1000000d0)
do i= 2, 999999, 1
soma= soma+(x3(i)+x4(i))*berry(kx(i), ky(i))*(pi**2/100000040)
end do
hall= soma/(pi**2)

write(x,*) "0 valor da condutividade Hall usando uma malha quadrada de 1000x1000 pontos
a", T1, "K &", hall

!5.Exportando os dados para um arquivo externo

do i=1, 1000000, 1

write(unit=£fi, fmt=%) kx(i), ky(i), autovalorl(kx(i), ky(i)), autovalor2(kx(i), ky(i)),
x3(1), x4(i), berry(kx(i), ky(i))

end do

close(unit=fu, status="keep", iostat=ios)
close(unit=fi, status="keep", iostat=ios)

end program chevronl

function autovaloril(kx, ky) result(energia)



APENDICE A. CODIGOS DOS PROGRAMAS USADOS NO CALCULO NUMERICO DOS
COEFICIENTES DE TRANSPORTE. 84

use dissertacao
!Esta fungdo nos da os autovalores do hamiltoniano em termos do parametro kx e ky no
espago reciproco e deve ser Calculado analiticamente para cada caso
'Por esta razdo é recomendavel usa-la como um procedimento externo para cada rede
cristalina em particular
implicit none
!Resultado da funcéo
real (kind=kind(1.0d0)): :energia
!Variaveis
real (kind=kind(1.0d0)),intent (in): :kx, ky
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::jil= -0.4d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2= -0.3d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j3=-0.3d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::r=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0))::h0, hx, hy, hz, h
!Definigdo
hO=j1*cos(kx)*(r+1.0d0)~ 2.0d0*j1*S - 2.0d0*j2*S— 4.0d0*j3*S
hx=2.0d0*D*S* (sin(kx)+sin(ky)) + 2.0d0*j2*Sxcos (ky)
hy= 4.0d0*j3*S*cos (ky)*sin(kx)
hz=2.0d0*j1*S*cos (kx)*(r-1.0d0)
h=sqrt (hx*hx+hy*hy*hz*hz)
energia=hO+h
end function autovalorl

function autovalor2(kx, ky) result(energia)

use dissertacao
!Esta fungdo nos da os autovalores do hamiltoniano em termos do parametro kx e ky no
espago reciproco e deve ser Calculado analiticamente para cada caso
'Por esta raz8o é recomendavel usd-la como um procedimento externo para cada rede
cristalina em particular
implicit none
!Resultado da funcgéo
real (kind=kind(1.0d0)) : :energia
'Variaveis
real (kind=kind(1.0d0)) ,intent(in)::kx, ky
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S= sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j1=-0.4d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=-0.3d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j3=-0.3d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::r=0.5d0
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real (kind=kind(1.0d0))::h0, hx, hy, hz, h

!Definigdo

hO=j1*cos(kx)*(r+1.0d0)- 2.0d0*j1*S - 2.0d0*j2*S- 4.0d0*j3*S
hx=2.0d0*D*S* (sin(kx)+sin(ky)) + 2.0d0*j2*S*cos(ky)

hy= 4.0%j3*S*cos (ky) *sin (kx)

hz=2.0d0*j1*S*cos (kx)*(r-1.0d0)

h=sqrt (hx*hx+hy*hy*hz*hz)

energia=hO-h

end function autovalor2

double precision function berry(kx, ky)
use dissertacao

!Esta fungdo nos d& os valores da curvatura de Berry no espago reciproco e deve ser
Calculado analiticamente para cada ponto

'Por esta raz8o é recomenddvel usa-la como um procedimento externo para cada rede
cristalina em particular

implicit none

!Variaveis
real (kind=kind(1.0d0)),intent (in): :kx, ky
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D= 0.5d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::jl=-0.4d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=-0.3d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j3=-0.3d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::r=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0))::p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8, p9, plo
!Definigdo
p1=D**2* (sin(kx)+sin(ky) ) **2
p2=2.0d0%j2*D*cos (ky) * (sin(kx) +sin(ky))
p3=j2**2x*cos (ky) **2
p4=4.0d0*j3**2*cos (ky) **2*xsin (kx) **2
p5=j1**2xcos (kx)**2* (r-1.0d0) **2
p6=16.0d0*j1*j3#D* (sin(kx)+sin(ky) ) *sin(kx)**2*sin(ky)*(1.0d0-r)
p7=16.0d0*j1*j3*D*cos (ky) **2xsin (kx) **2* (1.0d0-r)
p8=8.0d0*j1*j3*D*cos (kx)*sin(ky)*sin(2.0d0*kx)
p9= 16.0d0*j1*j3*Dxcos (kx)**2*cos (ky) **2x(1.0d0-r)
p10=8.0d0*j1*j2*j3*cos (kx)**2xsin(2.0d0*ky)

if ((pl+p2+p3+p4+p5)/=0.0d0) then
berry=(1/16.0d0) * (p1+p2+p3+p4+p5) ** (=1 .5) * (p6+p7+p8+p9+p10)
else

berry=0.0d0

endif



APENDICE A. CODIGOS DOS PROGRAMAS USADOS NO CALCULO NUMERICO DOS
COEFICIENTES DE TRANSPORTE. 86

end function berry

A.3 Rede de Chevron - calculo da condutivdade térmica de
Hall e do coeficiente Nerst de Spin

Segue-se o program usado no cédlculo da condutividade térmica Hall e do coeficiente de Spin Nerst
para a rede de Chevron.

program chevron2
use dissertacao
implicit none

!Variaveis

real (kind=kind(1.0d0)): :autovalorl, autovalor2, T1l, berry, somal, soma2, hallspin,
halltermica

real (kind=kind(1.0d0)), dimension(1000000)::kx, ky, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8
integer::i, fu, fi, ios

'Procedimentos externos

interface

function autovalorl(kx, ky)

real (kind=kind(1.0d0)) : :energia

real (kind=kind(1.0d0)),intent (in): :kx, ky
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S= sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.2d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j1=0.2d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=0.4d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j3=0.6d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::r=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0))::h0, hx, hy, hz, h
end function autovalorl

function autovalor2(kx, ky)

real (kind=kind(1.0d0)) : :energia

real (kind=kind(1.0d0)),intent (in): :kx, ky
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.2d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j1=0.2d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=0.4d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j3=0.6d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::r=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0))::h0, hx, hy, hz, h
end function autovalor2
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function berry(kx, ky)

real (kind=kind(1.0d0)) ,intent(in)::kx, ky

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.2d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j1=0.2d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=0.4d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j3=0.6d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::r=0.5d0

real (kind=kind(1.0d0))::pl, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8, p9, plo
end function berry

end interface

!Definigdo

'1. Lendo dados de arquivos e abrindo arquivo para exportar dados se necessario
open(newunit=fu, file=’meshredequadrada.txt’, status=’0ld’, action=’read’, iostat=ios)
open(newunit=fi, file=’chevron2.txt’, status=’replace’, action=’readwrite’, iostat=ios)

'2.Entrando dados no programa manualmente (temperatura e nimero de pontos na rede quadrada)
T1=10.0

!3.Computando as fungdes correspodentes na malha quadrada

'Determinando os valores de kx e ky para calculo da energia da banda na malha quadrada
do i=1, 1000000, 1

read (unit=fu, fmt=*) kx(i), ky(i)

end do

!Calculando o autovalores do Hamiltoniano
do i=1, 1000000, 1

x1(i)= autovaloril(kx(i), ky(i))

end do

do i=1, 1000000, 1
x2(i)= autovalor2(kx(i), ky(i))
end do

!Calculo do nimero de estados de ocupagéo
do i=1, 1000000, 1

if (x1(i)/=0.0d0) then

x3(i)= boseeinstein(T1, x1(i))



APENDICE A. CODIGOS DOS PROGRAMAS USADOS NO CALCULO NUMERICO DOS
COEFICIENTES DE TRANSPORTE. 88

else
x3(1)=0.0d0
endif

end do

do i=1, 1000000, 1

if (x2(i)/=0.0d0) then

x4(i)= boseeinstein(T1, x2(i))
else

x4(1)=0.0d0

endif

end do

!Calculo das fungles caracteristicas que aparecem nas integrais dos coeficientes de
transporte

do i=1, 1000000, 1

x5(i)= constant1(x3(i))

end do

do i=1, 1000000, 1
x6(i)= constantl(x4(i))
end do

do i=1, 1000000, 1
x7(i)= constant2(x3(i))
end do

do i=1, 1000000, 1
x8(i)= constant2(x4(i))
end do

14 .Calculo da integral que da& a coeficiente de Spin Nerst e a condutividade Hall térmica
4.1 Coeficiente Nerst de spin

somal=(((x5(1)+x6(1))*berry(kx(1) ,ky(1))+

(x56(1000000) +x6 (1000000) ) ¥*berry (kx (1000000) ,ky (1000000))) /2.0d0) * (pi**2/1000000d0)

do i=2, 999999, 1

somal=somal+(x5(i)+x6(i))*berry(kx(i),ky(i))*(pi**2/1000000d40)

end do

hallspin=somal*T1/(pi**2)

write(x,*) "0 valor do coeficiente Nerst de spin usando uma malha quadrada de 1000x1000
pontos a", T1, "K é&", hallspin

14.2 Condutividade Hall térmica

soma2=(((x7(1)+x8(1))*berry(kx(1) ,ky(1))+
(x7(1000000)+x8(1000000) ) *berry (kx (1000000) ,ky (1000000))) /2.0d0) * (pi**2/1000000d0)
do i=2, 999999, 1
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soma2=soma2+(x7 (1) +x8(i)) *berry(kx(i) ,ky(i))*(pi**2/1000000d0)

end do

halltermica=(-1.0d0)*soma2+T1/ (pi**2)
write(*,*) "O valor do condutividade Hall térmica usando uma malha quadrada de 1000x1000

pontos a", T1, "K é&", halltermica

!5.Exportando os dados para um arquivo externo

do i=1, 1000000,

1

write(unit=fi, fmt=*) kx(i), ky(i), autovaloril(kx(i), ky(i)), autovalor2(kx(i), ky(i)),
x3(i), x4(1), x5(@i), x6(1), x7(i), x8(i)

end do

close(unit=fu, status="keep", iostat=ios)
close(unit=fi, status="keep", iostat=ios)

end program chevron2

function autovalorl(kx, ky) result(energia)

use dissertacao

!Esta fungdo nos da os autovalores do hamiltoniano em termos do parametro kx e ky no
espago reciproco e deve ser Calculado analiticamente para cada caso
'Por esta razdo é recomendavel usd-la como um procedimento externo para cada

cristalina em particular

implicit none

!Resultado da funcgéo

real (kind=kind (1.

Variaveis

real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1

real (kind=kind (1.

real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
'Definigdo

0d0)) : :energia

.0d0)) ,intent (in):
.0d0)), parameter:

.0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:
0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:

:kx, ky
:S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
:D=0.2d0

:31=0.2d0

:§2=0.4d0

:§3=0.6d0

:r=0.5d0

.0d0)) ::h0, hx, hy, hz, h

h0=j1*cos(kx)*(r+1.0d0)~ 2.0d0*j1*S - 2.0d0*j2*S— 4.0d0*j3*S
hx=2.0d0*D*S* (sin(kx)+sin(ky)) + 2.0d0*j2*S*cos(ky)

hy= 4.0%j3*S*cos (ky) *sin (kx)
hz=2.0d0*j1*S*cos (kx)*(r-1.0d0)
h=sqrt (hxxhx+hy*hy*hz+*hz)

energia=hO+h

end function autovaloril

rede
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function autovalor2(kx, ky) result(energia)

use dissertacao

!Esta fungdo nos da os autovalores do hamiltoniano em termos do parametro kx e ky no
espago reciproco e deve ser Calculado analiticamente para cada caso

'Por esta razdo é recomendavel usd-la como um procedimento externo para cada

cristalina em particular

implicit none

!Resultado da funcgéo

real (kind=kind (1.

Variaveis

real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1

real (kind=kind (1.
real (kind=kind (1.

real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
'Definigéo

0d0)) : :energia

.0d0)) ,intent (in):
.0d0)), parameter:

.0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:
0d0)), parameter:
0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:

rede

:kx, ky
:S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
:D=0.2d0

:31=0.2d0

:§2=0.4d0

:§3=0.6d0

:r=0.5d0

.0d0))::h0, hx, hy, hz, h

hO=j1%cos (kx)*(r+1.0d0)~ 2.0d0%j1#S - 2.0d0%j2%S- 4.0d0%j3*S
hx=2.0d0*D*S* (sin(kx)+sin(ky)) + 2.0d0*j2*S*cos(ky)

hy= 4.0%j3*S*cos (ky) *sin (kx)
hz=2.0d0*j1*S*cos (kx)*(r-1.0d0)
h=sqrt (hxxhx+hy*hy*hz+*hz)

energia=hO-h

end function autovalor2

double precision function berry(kx, ky)

use dissertacao

'Esta funcgdo nos da os valores da curvatura de Berry no espago reciproco e deve ser
Calculado analiticamente para cada ponto

'Por esta razdo é recomendavel usa-la como um procedimento externo para cada rede
cristalina em particular

implicit none
Variaveis

real (kind=kind (1.

real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1

real (kind=kind (1.
real (kind=kind (1.

0d0)),intent (in):
.0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:
0d0)), parameter:
0d0)), parameter:

:kx, ky
:S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
:D=0.2d0

:j1=0.2d0

:j2=0.4d0

:13=0.6d0
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real (kind=kind(1.0d0)), parameter::r=0.5d0

real (kind=kind(1.0d0))::p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8, p9, plo
!Definigdo

pl=D**2* (sin(kx)+sin(ky) ) **2
p2=2.0d0*j2*D*cos (ky) * (sin(kx) +sin(ky))

p3=j2**2x*cos (ky) **2

p4=4.0d0*j3**2*cos (ky) **2*xsin (kx) **2
p5=j1*x*2xcos (kx) **2x (r-1.0d0) **2
p6=16.0d0*j1*j3+D* (sin(kx)+sin(ky) ) *sin(kx)**2*sin(ky)*(1.0d0-r)
p7=16.0d0*j1*j3*D*cos (ky) **2xsin (kx) **2* (1.0d0-r)
p8=8.0d0*j1%*j3*D*cos (kx)*sin(ky)*sin(2.0d0*kx)

p9= 16.0d0*j1*j3*Dxcos (kx)**2*cos (ky) **2x(1.0d0-r)
p10=8.0d0%j1*j2*j3*cos (kx)**2*sin(2.0d0*ky)

if ((pl+p2+p3+p4+p5)/=0.0d0) then
berry=(1/16.0d0) * (p1+p2+p3+p4+p5) ** (-1.5) * (p6+p7+p8+p9+p10)
else

berry=0.0d0

endif

end function berry

A.4 Rede Union Jack - calculo da condutividade Hall de
Spin

Segue-se o cédigo do programa usado no célculo da condutividade Hall de spin para a rede Union
Jack.

program unionjackl
use dissertacao
implicit none
Variaveis
real (kind=kind(1.0d0)): :autovalorl, autovalor2, T1, berry, soma, hall
real (kind=kind(1.0d0)), dimension(1000000)::kx, ky, x1, x2, x3, x4
integer::i, fu, fi, ios

!Procedimentos externos

interface

function autovalorl(kx, ky)

real (kind=kind(1.0d0)): :energia

real (kind=kind(1.0d0)),intent(in): :kx, ky

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.5d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::jl= -0.2d0
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real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2= -0.2d0
real (kind=kind(1.0d0))::h0, hx, hy, hz, h
end function autovalorl

function autovalor2(kx, ky)

real (kind=kind (1
real (kind=kind (1

real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1

.0d0)) : :energia

.0d0)) ,intent (in)
real (kind=kind (1.
real (kind=kind (1.
.0d0)), parameter
.0d0)), parameter
.0d0))::h0, hx, hy, hz, h

0d0)), parameter
0d0)), parameter

end function autovalor2

function berry(kx, ky)

real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1

real (kind=kind (1.
real (kind=kind (1.
.0d0)) ::

real (kind=kind (1

.0d0)) ,intent (in)

.0d0)), parameter
.0d0)), parameter
0d0)), parameter
0d0)), parameter

end function berry

end interface

!Definigdo

1:kx, ky
::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
::D=0.5d0

::j1=-0.2d0
1:j2=-0.2d0

t:kx, ky
::8=sqrt(3.0d0)/2.0d0
::D=0.5d0

::j1=-0.2d0
::j2=-0.24d0

pl, p2, p3, p4

'1. Lendo dados de arquivos e abrindo arquivo para exportar dados se necessario

open(newunit=fu, file=’meshredequadrada.txt’, status=’0ld’, action=’read’, iostat=ios)
open(newunit=fi, file=’unionjackl.txt’, status=’replace’, action=’readwrite’, iostat=ios)

12 .Entrando dados no programa manualmente (temperatura e nimero de pontos na rede quadrada)

T1=25.0d0

!3.Computando as fungdes correspodentes na malha quadrada

!Determinando os valores de kx e ky para calculo da energia da banda na malha quadrada

do i=1, 1000000,

1

read(unit=fu, fmt=*) kx(i), ky(i)

end do

!Calculando o autovalores do Hamiltoniano

do i=1, 1000000,

1

x1(i)= autovalorl(kx(i), ky(i))

end do
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do i=1, 1000000, 1
x2(i)= autovalor2(kx(i), ky(i))
end do

!Calculo do nimero de estados de ocupagéo
do i=1, 1000000, 1

if (x1(i)/=0.0d40) then

x3(i)= boseeinstein(T1, x1(i))

else

x3(1)=0.04d0

endif

end do

do i=1, 1000000, 1

if (x2(i)/=0.0d40) then

x4(i)= boseeinstein(T1, x2(i))
else

x4(i)=0.0d0

endif

end do

14.Calculo da integral que dd& a condutividade Hall de Spin
soma= (((x3(1)+x4(1))*berry(kx(1), ky(1)) +
(x3(1000000) +x4 (1000000) ) *berry (kx (1000000) , ky(1000000)))/2.0d0)*(pi**2/1000000d0)
do i= 2, 999999, 1
soma= soma+(x3(1i)+x4(i))*berry(kx(i), ky(i))*(pi**2/1000000d40)
end do
hall= soma/(pi**2)

write(*,*) "O valor da condutividade Hall usando uma malha quadrada de 1000x1000 pontos
a", T1, "K é&", hall

!5.Exportando os dados para um arquivo externo

do i=1, 1000000, 1

write(unit=fi, fmt=*) kx(i), ky(i), autovaloril(kx(i), ky(i)), autovalor2(kx(i), ky(i)),
x3(1), x4(1)

end do

close(unit=fu, status="keep", iostat=ios)
close(unit=fi, status="keep", iostat=ios)

end program unionjackl
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function autovalorl(kx, ky) result(energia)
use dissertacao
!Esta fung8o nos d& os autovalores do hamiltoniano em termos do parametro kx e ky no
espago reciproco e deve ser Calculado analiticamente para cada caso
'Por esta razdo é recomenddvel usa-la como um procedimento externo para cada rede
cristalina em particular
implicit none
'Resultado da funcgéo
real (kind=kind(1.0d0)) : :energia
'Variaveis
real (kind=kind(1.0d0)),intent(in): :kx, ky
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j1=-0.2d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=-0.2d0
real (kind=kind(1.0d0))::h0, hx, hy, hz, h
!Definigdo
hO= 4.0d0*j2*S*cos (kx)*cos(ky)- 8.0d0*j1*S-4.0d0*j2*S
hx=2.0d0%*j1*S* (cos (kx)+cos(ky))
hy=(D/2.0d0) *S* (cos (kx) +cos (ky) )
hz=4.0d0*j2* (cos (kx) *cos (ky)- 1.0d0)
h=sqrt (hx*hx+hy*hy*hz*hz)
energia=hO+h
end function autovalorl

function autovalor2(kx, ky) result(energia)
use dissertacao
'Esta fungdo nos da os autovalores do hamiltoniano em termos do parametro kx e ky no
espago reciproco e deve ser Calculado analiticamente para cada caso
'Por esta razdo é recomendavel usa-la como um procedimento externo para cada rede
cristalina em particular
implicit none
!Resultado da funcgéo
real (kind=kind(1.0d0)) : :energia
!Variaveis
real (kind=kind(1.0d0)),intent (in): :kx, ky
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::jl=-0.2d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=-0.2d0
real (kind=kind(1.0d0))::h0, hx, hy, hz, h
!Definigdo
hO= 4.0d0*j2*S*cos (kx)*cos(ky)- 8.0d0*j1*S-4.0d0*j2*S
hx=2.0d0*j1*S* (cos (kx) +cos (ky))
hy=(D/2.0d0) *S* (cos (kx) +cos (ky))
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hz=4.0d0*j2* (cos (kx) *cos (ky)- 1.0d0)
h=sqrt (hx*hx+hy*hy*hz*hz)
energia=hO-h

end function autovalor2

double precision function berry(kx, ky)
use dissertacao
'Esta fung&do nos da os valores da curvatura de Berry no espago reciproco e deve ser
Calculado analiticamente para cada ponto
'Por esta razdo é recomendavel usa-la como um procedimento externo para cada rede
cristalina em particular
implicit none
'Variaveis
real (kind=kind(1.0d0)) ,intent(in)::kx, ky
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.5d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j1=-0.2d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=-0.2d0
real (kind=kind(1.0d0))::pl, p2, p3, p4

!Definigdo

p1=((D/2.0d0) + (2.0d0*j1))**2x(cos (kx)+cos (ky))**2
p2=16.0d0* j2**2* (cos (kx) *cos (ky) —1) **2
p3=4.0d0*j1*j2*D* (cos (kx)+cos (ky))

p4= cos(ky)*(sin(kx))**2 + cos(kx)*(sin(ky))**2-sin(2.0d0*kx)*sin (ky)
if ((p1+p2)/=0.0d0) then

berry=0.5d0* (pl+p2) **(-1.5) *p3*p4

else

berry=0.0d0

endif

end function berry

A.5 Rede Union Jack - calculo da condutivdade térmica de
Hall e do coeficiente Nerst de Spin

Segue-se o program usado no célculo da condutividade térmica Hall e do coeficiente de Spin Nerst
para a rede Union Jack.

program unionjack2

use dissertacao

implicit none

Variaveis

real (kind=kind(1.0d0)): :autovalorl, autovalor2, T1, berry, somal, soma2, hallspin,
halltermica
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real (kind=kind(1.0d0)), dimension(1000000)::kx, ky, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8
integer::i, fu, fi, ios

!'Procedimentos externos

interface

function autovalorl(kx, ky)

real (kind=kind (1

.0d0)) ::
real (kind=kind (1.
real (kind=kind (1.

energia
0d0)),
0d0)),

intent (in): :kx, ky
parameter: :S=sqrt(3.0d0)/2.0d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.2d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j1=0.2d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=0.2d0

real (kind=kind (1.

0d0))::

end function autovaloril

function autovalor2(kx, ky)

real (kind=kind (1

.0d0)) : :energia

hO, hx, hy, hz, h

real (kind=kind(1.0d0)),intent(in): :kx, ky

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.2d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j1=0.2d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=0.2d0

real (kind=kind(1.0d0))::h0, hx, hy, hz, h

end function autovalor2

function berry(kx, ky)

real (kind=kind(1.0d0)),intent (in): :kx, ky

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.2d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j1=0.2d0

real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=0.2d0

real (kind=kind (1

.0d0))::

end function berry

end interface

!Definigdo

pl, p2, p3, p4

'1. Lendo dados de arquivos e abrindo arquivo para exportar dados se necessario

open(newunit=fu, file=’meshredequadrada.txt’, status=’o0ld’, action=’read’, iostat=ios)
open(newunit=fi, file=’unionjack2.txt’, status=’replace’, action=’readwrite’, iostat=ios)

12 .Entrando dados no programa manualmente (temperatura e nimero de pontos na rede quadrada)
T1=10.0
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!3.Computando as fungdes correspodentes na malha quadrada

'Determinando os valores de kx e ky para calculo da energia da banda na malha quadrada
do i=1, 1000000, 1

read (unit=fu, fmt=+) kx(i), ky(i)

end do

!Calculando o autovalores do Hamiltoniano
do i=1, 1000000, 1

x1(i)= autovaloril(kx(i), ky(i))

end do

do i=1, 1000000, 1
x2(i)= autovalor2(kx(i), ky(i))
end do

!Calculo do nimero de estados de ocupagéo
do i=1, 1000000, 1

if (x1(i)/=0.0d0) then

x3(i)= boseeinstein(T1, x1(i))

else

x3(1)=0.0d0

endif

end do

do i=1, 1000000, 1

if (x2(i)/=0.0d0) then

x4(i)= boseeinstein(T1, x2(i))
else

x4(i)=0.0d0

endif

end do

!Calculo das fungdes caracteristicas que aparecem nas integrais dos coeficientes de
transporte

do i=1, 1000000, 1

x5(i)= constant1(x3(i))

end do

do i=1, 1000000, 1
x6(i)= constantl(x4(i))
end do

do i=1, 1000000, 1
x7(i)= constant2(x3(i))
end do
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do i=1, 1000000, 1
x8(i)= constant2(x4(i))
end do

!4 .Calculo da integral que da& a coeficiente de Spin Nerst e a condutividade Hall térmica
4.1 Coeficiente Nerst de spin

somal=(((x5(1)+x6(1))*berry (kx(1) ,ky(1))+

(x5(1000000) +x6 (1000000) ) *berry (kx (1000000) ,ky (1000000)) ) /2.0d0) * (pi**2/1000000d0)

do i=2, 999999, 1

somal=somal+(x5(i)+x6(i))*berry(kx(i),ky(i))*(pi**2/1000000d40)

end do

hallspin=somal*T1/(pi**2)

write(x,*) "0 valor do coeficiente Nerst de spin usando uma malha quadrada de 1000x1000
pontos a", T1, "K é&", hallspin

'4.2 Condutividade Hall térmica

soma2=(((x7(1)+x8(1))*berry(kx(1) ,ky(1))+

(x7(1000000) +x8(1000000) ) *berry (kx (1000000) ,ky (1000000)) ) /2.0d0) * (pi**2/1000000d0)

do i=2, 999999, 1

soma2=soma2+(x7 (1) +x8(1)) *berry(kx(i) ,ky(i))*(pi**2/1000000d0)

end do

halltermica=(-1.0d0)*soma2*T1/ (pi**2)

write(*,*) "O valor do condutividade Hall térmica usando uma malha quadrada de 1000x1000
pontos a", T1, "K é&", halltermica

!5.Exportando os dados para um arquivo externo

do i=1, 1000000, 1

write(unit=£fi, fmt=+) kx(i), ky(i), autovalorl(kx(i), ky(i)), autovalor2(kx(i), ky(i)),
x3(i), x4(i), x5(1), x6(i), x7(i), x8(1)

end do

close(unit=fu, status="keep", iostat=ios)
close(unit=fi, status="keep", iostat=ios)

end program unionjack2

function autovaloril(kx, ky) result(energia)

use dissertacao

!Esta fungdo nos d& os autovalores do hamiltoniano em termos do parametro kx e ky no
espago reciproco e deve ser Calculado analiticamente para cada caso

'Por esta raz&o é recomendavel usad-la como um procedimento externo para cada rede
cristalina em particular
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implicit none

!Resultado da fungéo

real (kind=kind (1.
Variaveis

real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1.
real (kind=kind (1
!Definigdo

0d0)) : :energia

.0d0)) ,intent (in):

.0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:
0d0)), parameter:

:kx, ky
:S=sqrt(3.040)/2.040
:D=0.2d0

:§1=0.2d0

:§2=0.2d0

.0d0))::h0, hx, hy, hz, h

hO= 4.0d0%j2*S*cos (kx)*cos (ky) - 8.0d0%j1%S—4.0d0%j2+S
hx=2.0d0*j1*S* (cos (kx) +cos (ky))
hy=(D/2.0d0) * (cos (kx) +cos (ky))

hz=4.0d0*j2* (cos (kx) *cos (ky)- 1.0d0)
h=sqrt (hx*hx+hy*hy*hz*hz)

energia=h0+h

end function autovalorl

function autovalor2(kx, ky) result(energia)

use dissertacao

!Esta fungdo nos d& os autovalores do hamiltoniano em termos do parametro kx e ky no
espago reciproco e deve ser Calculado analiticamente para cada caso

'Por esta razdo é recomendavel usad-la como um procedimento externo para cada rede
cristalina em particular

implicit none

!Resultado da funcgéo

real (kind=kind (1.
Variaveis

real (kind=kind (1.
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1
real (kind=kind (1.
!Definigdo

0d0)) : :energia

0d0)),intent (in):
.0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:
.0d0)), parameter:

:kx, ky
:S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
:D=0.2d0

:j1=0.2d0

:j2=0.2d0

0d0))::h0, hx, hy, hz, h

hO= 4.0d0%*j2*S*cos (kx) *cos (ky) - 8.0d0%j1%S-4.0d0%*j2+S
hx=2.0d0*j1*S* (cos (kx)+cos(ky))
hy=(D/2.0d0) * (cos (kx) +cos (ky))

hz=4.0d0*j2* (cos (kx)*cos (ky-1.0d0))

h=sqrt (hx*hx+hy*hy*hz*hz)

energia=h0-h

end function autovalor2

double precision function berry(kx, ky)

use dissertacao
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!Esta funcdo nos da os valores da curvatura de Berry no espago reciproco e deve ser
Calculado analiticamente para cada ponto
'Por esta razdo é recomendavel usd-la como um procedimento externo para cada rede
cristalina em particular
implicit none
'Variaveis
real (kind=kind(1.0d0)),intent(in): :kx, ky
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::S=sqrt(3.0d0)/2.0d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::D=0.2d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j1=0.2d0
real (kind=kind(1.0d0)), parameter::j2=0.2d0
real (kind=kind(1.0d0))::pl, p2, p3, p4

!Definigdo

pl1=((D/2.0d0) + (2.0d0*j1))**2x(cos (kx)+cos(ky))**2
p2=16.0d0* j2**2x (cos (kx) *cos (ky) —1) **2
p3=4.0d0*j1*j2+D* (cos (kx)+cos(ky))

p4= cos(ky)*(sin(kx))**2 + cos(kx)*(sin(ky))**2-sin(2.0d0*kx)*sin(ky)
if ((p1+p2)/=0.0d0) then

berry=0.5d0%* (p1+p2)** (-1.5) *p3*p4

else

berry=0.0d0

endif

end function berry
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